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Introduction
Couleur et apparence: rôle de la di�usionLa di�usion de la lumi�ere appel�ee \scattering" en anglais se traduit en fran�cais par \dispersion"ou \�eparpillement" de la lumi�ere. Une onde est di�us�ee quand sa direction de propagation estredistribu�ee. Toute onde, qu'elle soit de nature �electromagn�etique comme la lumi�ere, acoustiqueou encore quantique, di�use de fa�con g�en�erale quand elle se propage dans un milieu h�et�erog�ene.Pour la lumi�ere, un milieu h�et�erog�ene est un milieu dont l'indice de r�efraction varie dans l'espace.La lumi�ere ne di�use pas toujours dans un milieu h�et�erog�ene. Pour qu'il y ait di�usion, il fautaussi que la taille des objets di�usants ou l'�echelle typique de variation de l'indice, ne soit pastrop petite devant la longueur d'onde, car dans ce cas l'e�cacit�e de di�usion tend vers 0 et l'ondese propage en ligne droite comme si le milieu �etait homog�ene.On distingue souvent la di�usion par une surface rugueuse et la di�usion par un volume h�et�ero-g�ene. Un milieu di�usant en volume est par exemple un milieu contenant des objets al�eatoirementdispos�es dans l'espace. Un exemple familier est le brouillard compos�e de gouttelettes d'eau al�ea-toirement dispos�ees dans l'air. Les poussi�eres interstellaires, l'atmosph�ere, les nuages, la mer, lafum�ee, la peau, les peintures, l'eau sortant du robinet sous pression charg�ee de microbulles, et biend'autres milieux encore constituent des exemples de milieux di�usant en volume. Les surfaces desobjets qui nous entourent ne sont pas parfaitement planes comme peut l'être un miroir ou toutesurface polie. La lumi�ere se r�e�echit sur une surface plane en suivant les lois de la r�efraction deSnell-Descartes. On parle de r�eexion sp�eculaire. Par cons�equent si une source de lumi�ere estlocalis�ee (comme une ampoule dans un pi�ece), seules les faces qui sont orient�ees dans certainesdirections r�e�echissent la lumi�ere jusqu�a nos yeux. Si la taille caract�eristique de la rugosit�e d'unesurface est proche de la longueur d'onde, typiquement de l'ordre de 0:5�m pour la lumi�ere visible,alors la lumi�ere est di�us�ee par l'interface. Nous voyons les objets qui nous entourent le plussouvent parce qu'ils di�usent la lumi�ere. Toutefois, pour une surface peu rugueuse, une partie dela lumi�ere est r�e�echie sp�eculairement en suivant les lois de la r�efraction. C'est elle qui est res-ponsable de la brillance (on voit la source de la lumi�ere pour un angle d'observation particulier),tandis que la lumi�ere di�use donne un aspect mat aux objets. Par exemple la di��erence entre uneimage photographique d�evelopp�ee sur un papier mat ou brillant est due �a la rugosit�e de la surfaced'impression. La di�usion de la lumi�ere joue donc un rôle important sur l'apparence des objetsqui nous entourent.La couleur des objets s'explique par de nombreux m�ecanismes. La lumi�ere blanche est compos�eede l'ensemble du spectre des couleurs visibles du violet au rouge en passant par toutes les couleursde l'arc en ciel. Supposons qu'un objet soit �eclair�e par une lumi�ere blanche. Si l'objet apparaitbleu, c'est qu'il r�e�echit principalement la composante bleue de la lumi�ere blanche. Les autrescouleurs ne parviennent pas �a nos yeux soit parce qu'elles sont absorb�ees, soit parce qu'ellessont di�us�ees (ou se sont propag�ees) dans une direction di��erente de nos yeux. L'absorption estli�ee �a la composition (sa pigmentation) de l'objet, tandis que la di�usion est due �a la structureg�eom�etrique de l'objet. De nombreuses structures ont une couleur apparente qui d�epend de l'angled'observation. Ce ph�enom�ene appel�e iridescence, peut s'expliquer par le ph�enom�ene de di�usion,



2 TABLE DES MATI�ERESmais ce n'est pas le seul m�ecanisme. La dispersion de la lumi�ere peut en être responsable 1 parceque les di��erentes composantes de la lumi�ere se propagent dans des directions di��erentes. Unmilieu qui poss�ede une structure p�eriodique de taille comparable �a la longueur d'onde di�ractela lumi�ere dans des directions qui d�ependent de la couleur de la lumi�ere �eclairant l'objet �a causedes ph�enom�enes d'interf�erences. Par exemple, un disque compact est une structure p�eriodiquequi d�ecompose la lumi�ere blanche en ces di��erentes composantes car chaque couleur se propageapr�es r�eexion dans une direction di��erente. Que la di�usion ou la di�raction soit responsable duph�enom�ene d'iridescence, la nature ondulatoire de la lumi�ere est fondamentale pour les expliquer.Le ph�enom�ene d'iridescence se retrouve dans la nature. Certains papillons ont des couleurs quidi��erent selon l'angle d'observation. L'observation microscopique de la structure des ailes de cespapillons explique le ph�enom�ene. La lumi�ere est �a la fois di�us�ee et di�ract�ee par des structuresh�et�erog�enes et p�eriodiques. L'industrie du textille tente de produire des vêtements de couleursiridescentes (Berthier et Lafait 1999) qui feront la mode demain.Nous avons oubli�e bien d'autres m�ecanismes �a l'origine de la couleur: la uorescence, la phos-phorescence d'origine quantique en sont des exemples. L'origine de la couleur d'un objet peut�egalement être due au rayonnement thermique: un m�etal change de couleur en fonction de satemp�erature. Au fur et �a mesure que la temp�erature augmente, il devient rouge puis blanc. C'estaussi le cas du �lament d'une ampoule. L'�etat de surface joue �egalement un rôle important sur lerayonnement d'un corps opaque.La part de l'absorption par rapport �a la di�usion d'un milieu di�usant en volume est tr�esimportante pour son aspect. Par exemple, un nuage ou le lait dans le visible, absorbe tr�es peuet di�use fortement. Ils apparaissent blanc parce que l'e�cacit�e de di�usion d�epend peu de lalongueur d'onde. L'exemple contraire est celui d'une encre noire pour lequel l'absorption l'emportesur la di�usion.Si le milieu di�use la lumi�ere, c'est que des h�et�erog�en�eit�es de taille comparable �a la longueurd'onde sont pr�esentes dans le milieu. Par exemple on peut s'�etonner que le m�elange du whiskeyavec de l'eau soit l�eg�erement absorbant et peu di�usant alors qu'une anisette m�elang�ee �a de l'eaudi�use fortement la lumi�ere. Pourtant, ces deux liquides sont d'aspects comparable sans eau. Sil'un di�use et pas l'autre, c'est que les m�elanges sont respectivement homog�ene et h�et�erog�ene.Un exemple d'un milieu absorbant peu la lumi�ere et dont la di�usion varie fortement avec lalongueur d'onde est le ciel. Lorsqu'un milieu contient des h�et�erog�en�eit�es petites devant la longueurd'onde, on peut montrer que l'e�cacit�e de di�usion varie tr�es fortement avec la longueur d'onde.Ce r�egime de di�usion s'appelle le r�egime de Rayleigh (1899). Elle est beaucoup plus e�cace pourles petites longueurs que pour les grandes. Par cons�equent elle est beaucoup plus e�cace dans lebleu que dans le rouge. La lumi�ere du soleil qui se propage dans l'atmosph�ere est di�us�ee par despetites h�et�erog�eneit�es. Le ciel apparait bleu, parce que la lumi�ere du soleil di�use beaucoup plusdans le bleu que dans le rouge. Ce qui di�use dans le ciel sont d'une part les a�erosols et d'autrespart les uctuations d'indice de l'air li�ees aux uctuations spatiales (sur des �echelles tr�es petites)de la pression de l'air autour de sa valeur d'�equilibre (Rayleigh 1871). Ces uctuation d'originestatistique ne doivent pas être confondues au ph�enom�ene de turbulence de l'air qui est responsabledu scintillement d'une �etoile observ�ee depuis le sol.Quelques probl�emes de recherche et applicationsOutre l'int�erêt que l'on peut porter �a la description de la propagation d'onde en milieu al�eatoire,tout apport �a sa mod�elisation est tr�es riche d'applications. Les propri�et�es optiques et infrarouges demat�eriaux di�usants int�eressent de nombreuses industries. Les cr�emes solaires qui contiennent despetites particules de Ti02 ont pour but de di�user fortement la lumi�ere dans le r�egime ultraviolet.1. si l'indice de r�efraction d�epend par exemple de la longueur d'onde, la lumi�ere blanche peut se d�ecomposer duviolet au rouge en passant pour toutes les couleurs de l'arc en ciel



TABLE DES MATI�ERES 3Obtenir les propri�et�es di�uses d'une peinture charg�ee en particules est un probl�eme �equivalent.Le probl�eme de l'imagerie �a travers un milieu di�usant est tr�es complexe. Peut-on exploiterl'information sur une onde di�use pour voir derri�ere un milieu di�usant? Par exemple la mod�eli-sation de la propagation de la lumi�ere dans une atmosph�ere turbulente est essentielle quand onscrute l'Univers avec un t�elescope terrestre. La d�etermination du spectre lumineux �emis par une�etoile est essentielle pour connaitre la composition de cette �etoile. Le probl�eme est que le milieuqui s�epare l'�etoile du lieu de mesure peut contenir des poussi�eres interstellaires qui di�usent lalumi�ere. Cette di�usion d�epend g�en�eralement de la longueur d'onde. Il faut par cons�equent mod�e-liser le transport de la lumi�ere pour remonter �a ce qui est r�eellement �emis par l'�etoile. On voudraitaussi par exemple d�etecter par une technique optique non-invasive des tumeurs canc�ereuses dusein, mesurer la circulation sanguine, imager le cerveau. Un probl�eme analogue est la d�etectionmicro-ondes des mines anti-personnel enfouies dans le sol. Dans les deux cas l'objet �a d�etectercontraste par rapport au milieu di�usant qui l'entoure. Dans le domaine de la radio et de lad�etection par satellite dans le domaine des micro-ondes, on peut chercher �a �evaluer la hauteurmoyenne des arbres d'une forêt, l'amplitude de la houle sur la mer, la mesure de la profondeur dela banquise etc.Pour r�esoudre tous ces probl�emes, il est n�ecessaire de mod�eliser correctement la propagationde l'onde dans ces milieux di�usant. Il existe di��erents moyens de d�ecrire le transport d'une ondedans un milieu di�usant.� Th�eorie de la di�usion multiple.Au niveau le plus fondamental, on peut �ecrire une �equation de propagation d'onde rigoureuseen milieu al�eatoire. Il faut connaitre pr�ecis�ement les statistiques du milieu. Pour le cas d'uneonde �electromagn�etique dans le domaine du visible, la variable al�eatoire dans l'espace estl'indice du milieu. L'�echelle de la description est dite microscopique. Pour une onde quantiqued�ecrivant la propagation d'une fonction d'onde, la variable al�eatoire est le potentiel danslequel baigne le champ consid�er�e. On peut �ecrire des �equations qui r�egissent les statistiquesmoyennes. Pour le cas d'une onde �electromagn�etique, il s'agit du champ moyen, de la fonctionde corr�elation du champ ou encore des corr�elations sur les intensit�es.� Th�eorie du transport �a l'�echelle m�esoscopique ou approche radiative.Pour le cas o�u les ph�enom�enes de di�usion sont �elastiques (la fr�equence de l'onde est conser-v�ee), on peut �ecrire une Equation de Transfert Radiatif (ETR) qui r�egit les variations spa-tiales et directionnelles des ux d'�energies dans le milieu. La quantit�e physique recherch�eeest la luminance, c'est �a dire une quantit�e de ux passant par une surface dans une directionet en un point de l'espace. Cette th�eorie est fondamentalement ph�enom�enologique et sembleignorer �a premi�ere vue l'aspect ondulatoire de la di�usion. L'ETR d�epend de param�etresqui contiennent les propri�et�es de di�usion moyenne d'un volume de taille m�esoscopique;c'est-�a-dire �a une �echelle comprise entre la longueur d'onde et la g�eom�etrie globale du milieudi�usant. Ces param�etres doivent être mod�elis�ee pr�ealablement.� Th�eorie du transport �a l'�echelle macroscopique ou approximation de la di�usion.Lorsqu'un milieu di�use de tr�es nombreuses fois une onde incidente, on peut souvent �ecrireune �equation de di�usion (\di�usion" en anglais qui a un sens di��erent de \scattering") dutype de celle que l'on �ecrit pour d�ecrire le transport de la chaleur, ou encore pour d�ecrirela di�usion d'une goutte d'encre de chine dans de l'eau. Pour la lumi�ere, l'�equation de ladi�usion r�egit la densit�e d'�energie �electromagn�etique par unit�e de volume. Cette �equationcontient un param�etre nomm�e coe�cient de di�usion qu'il faut aussi �evaluer au pr�ealable.La th�eorie de la di�usion multiple est surtout utile pour la compr�ehension des ph�enom�enesondulatoires qui ne sont pas pris en compte quand on mod�elise le transport d'une onde parl'ETR. Elle nous apprend aussi comment calculer les param�etres de l'ETR et en donne un cadre



4 TABLE DES MATI�ERESbeaucoup plus rigoureux. Les �equations de la di�usion ne peuvent être r�esolues num�eriquementsans approximations.Dans de tr�es nombreux syst�emes di�usants, l'approche radiative d�ecrit tr�es convenablementle transport de la lumi�ere si les coe�cients de l'ETR sont correctement �evalu�es. Si la g�eometrieest simple comme par exemple pour le cas d'une couche di�usante limit�e par deux interfacesparrall�eles, l'ETR se r�esout num�eriquement en des temps tr�es convenables. L'un des points fortsde cette approche est que les conditions aux limites pour les luminances s'�ecrivent sans ambiguit�e.En�n l'�equation de di�usion est souvent utilis�ee dans le domaine de l'imagerie biom�edicalepour des probl�emes d�ependants du temps car c'est l'�equation la plus rapide et la plus simple �ar�esoudre dans des g�eom�etries complexes. Mais, on ne peut pas r�esoudre tous les probl�emes dedi�usion en �ecrivant une �equation de di�usion. Par exemple, les syst�emes optiquement minces(faiblement di�usant) ne peuvent être mod�elis�es par cette �equation et d'autre part, les conditionsaux limites sont approximatives. Le domaine de validit�e de l'approximation de la di�usion est unsujet actif de recherche (Aronson 1995; Yoo et al. 1990; Kop et al. 1997). Plusieurs auteurs tententde d�e�nir la taille minimale et les r�egimes temporels qui permettent son utilisation (Elalou�,Carminati, et Gre�et 2003a). On montre que l'on peut retrouver une �equation de di�usion �apartir de l'ETR d�ependante du temps (Elalou�, Carminati, et Gre�et 2002; Elalou� 2003). Toutcomme le calcul des param�etres de l'ETR, le calcul du coe�cient de di�usion est souvent complexe.Aronson et Corngold (1999) et Elalou� et al. (2003b) montrent comment calculer le coe�cient dedi�usion quand les particules sont absorbantes et que les processus de di�usion �el�ementaires sontanisotropes.Certains ph�enom�enes purement ondulatoires comme la localisation faible (Wolf et Maret 1985)(ou r�etrodi�usion coh�erente) et la localisation forte 2 ne peuvent être pris en compte ni par l'ETR,ni par l'approximation de la di�usion. L'�etude des ph�enom�enes de localisation sur lesquels unecommunaut�e importante de physiciens travaille depuis plus de trente ans est un d�e� fondamentalavec de nombreuses applications dans le domaine de la physique de la conduction d'�electrons dansun solide, et pour tous les ph�enom�enes di�usifs en g�en�eral. Certains 3 s'int�eressent �egalement auxcorr�elations de speckle de longues port�ees, en r�egime di�usif et de localisation.Les probl�emes abord�esPour �etudier la di�usion par une g�eometrie di�usante telle une peinture contenant des particulesal�eatoirement dispos�ees et de taille proche de la longueur d'onde, la mod�elisation de la di�usionde la lumi�ere d�ecrite par l'ETR est la seule approche qui soit adapt�ee �a notre connaissance.L'ETR peut être r�esolue num�eriquement en un temps raisonnable. La taille caract�eristique de lapeinture est telle que le probl�eme �electromagn�etique est encore insoluble num�eriquement en untemps raisonnable.Au chapitre I, nous introduisons la th�eorie du transport de la lumi�ere mod�elis�ee par L'ETR.Cette approche n�ecessite le calcul de param�etres du milieu moyen. Ces param�etres sont lescoe�cients d'extinction et de di�usion et la fonction de phase. Le plus souvent, ces param�etressont �evalu�es sous une approximation appel�ee l'approximation de la di�usion ind�ependante.Quand le milieu hôte est absorbant comme c'est le cas dans une peinture, une di�cult�e th�eoriqueapparâ�t pour le calcul de ces param�etres même sous l'approximation de la di�usion ind�ependante.La notion de section e�cace est di�cile �a interpr�eter dans un milieu hôte absorbant. De nombreuses�etudes tentent de d�e�nir ph�enom�enologiquement les param�etres de l'ETR. Des doutes subsistentquand �a leur d�e�nition.2. L'onde di�use ne se propage plus. Voir Dalichaouch, Armstrong, Schultz, Platzman, et Mc Call (1991);Schef-fold, Lenke, Tweer, et Maret (1999);Wiersma, Bartolini, Lagendijk, et Righini (1997); Wiersma, Rivas, Bartolini,Lagendijk, et Righini (1999);Chabanov, Stoytchev, et Genack (1998)3. Sche�old et Maret (1998);Garcia-Martin et Saenz (2001)



TABLE DES MATI�ERES 5Une autre di�cult�e importante est le probl�eme des milieux contenant de tr�es fortes fractionsvolumiques de di�useurs. L'approximation de la di�usion ind�ependante n'est plus valable dans cecas; on parle de di�usion d�ependante.La th�eorie de la di�usion multiple introduite au chapitre II, donne un moyen formellementrigoureux pour obtenir le coe�cient d'extinction en milieu absorbant et peut aussi prendre encompte la di�usion d�ependante. Elle ne donne toutefois pas directement de formules explicites.Au chapitre III, nous appliquons la th�eorie de la di�usion multiple pour calculer une expression ducoe�cient d'extinction en milieu absorbant en fonction de quantit�es calculables. Pour le cas d'unecollection de sph�eres, on exprime le coe�cient de di�usion en fonction de la matrice de di�usiondans la direction avant. Cette matrice s'obtient sans di�cult�e par la th�eorie de Mie en milieu �apertes. Nous donnons une formule valable sous l'approximation de la di�usion ind�ependante quig�en�eralise l'approximation de Foldy-Twersky au cas d'un milieu hôte absorbant. Nous donnonspar ailleurs une formule approximative pour prendre en compte la di�usion d�ependante. Il s'agitde la g�en�eralisation de la formule de Keller en milieu absorbant.A�n de valider ces mod�eles, nous comparons au chapitre IV les expressions obtenues au cas d'unsyst�emes compos�es d'une couche di�usante 2D contenant des cylindres plac�es en milieu absorbantpour lequel nous e�ectuons une simulation num�erique a�n de disposer d'une solution de r�ef�erence.Nous montrons qu'en r�egime de di�usion ind�ependante, le mod�ele de Foldy-Twersky g�en�eralis�eest en bon accord avec les r�esultats num�eriques. En r�egime de di�usion d�ependante, le mod�ele deKeller g�en�eralis�ee donne d'excellents r�esultats pour les cas �etudi�es quand l'indice des di�useursn'est pas trop fort par rapport au liant.Au chapitre V, nous nous int�eressons cette fois au coe�cient d'absorption et au coe�cient dedi�usion dans un milieu absorbant contenant de fortes fractions volumiques de di�useurs non-absorbant. Nous cherchons le comportement du coe�cient de di�usion en fonction de la fractionvolumique de di�useurs. Nous montrons que pour les tailles de particules �etudi�ees que le coe�cientd'absorption suit une loi en (1� f).Nous reprenons le probl�eme du coe�cient d'extinction en r�egime de di�usion d�ependante auchapitre VI. Par un mod�ele exploitant la th�eorie de la di�usion multiple et le r�esultat de la di�usionpar une paire de particule obtenue exactement par la m�ethode de la matrice T, nous donnons uneformule de l'extinction capable de prendre en compte l'aspect vectoriel des ondes, valables pourdes particules de tailles quelconques, et qui prend en compte toutes les corr�elations de paires departicules (di�usions r�ecurrentes comprise). En termes techniques, le code de matrice T permetd'acc�eder �a la somme de tous les diagrammes mettant en jeux deux particules. Le temps de calculdevrait être inf�erieur �a la minute. Nous esp�erons par ce mod�ele combler les probl�emes pos�es parla formule de Keller approximative et prendre en compte des corr�elations dues aux di�usionsmultiples entre les paires de particules. La mise en oeuvre num�erique reste �a faire.En�n, dans le dernier chapitre, nous nous int�eressons au probl�eme de la di�usion par une couchedi�usante en volume et en surface. Le mod�ele que nous d�eveloppons est une approche radiativeconsistant �a r�esoudre l'ETR 3D. La di�usion par l'interface rugueuse est prise en compte lors del'�ecriture des conditions aux limites. Cette approche est toutefois di�cile �a mettre en oeuvre mêmedans l'approximation scalaire. Il peut être avantageux en temps de calcul de d�ecoupler le probl�emeen sommant le r�esultat de deux syst�emes simpli��es: celui du milieu di�usant en volume avec uneinterface plane et celui de la surface rugueuse d�epos�ee sur le milieu hôte. Nous d�e�nissons lecouplage incoh�erent comme la di��erence entre le r�esultat du syst�eme complet et celui de la sommedes syst�emes d�ecoupl�es. Nous allons montrer qu'il n'est pas toujours possible de d�ecoupler leprobl�eme. Certains couplages incoh�erents sont oubli�es et leur importance seront discut�es.
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7
Chapitre ITh�eorie ph�enom�enologique dutransport de la lumi�ere en milieual�eatoireI.1 IntroductionDans une tr�es large gamme de milieu di�usant que l'on rencontre dans la nature tel que lespoussi�eres interstellaires, l'atmosph�ere, les nuages, le brouillard, la mer, la fum�ee, la peau, lespeintures et bien d'autres milieux, la propagation de la lumi�ere peut être d�ecrite e�cacement parune approche radiative (Chandrasekhar 1960; Thomas et Stamnes 1999). L'approche radiativeconsiste �a �ecrire une �equation de transfert radiatif (ETR), i.e. un bilan d'�energie local directionnelen tout point de l'espace dans un volume de taille m�esoscopique moyen. Il s'agit d'une formeparticuli�ere de l'�equation Boltzmann appliqu�ee au transport de la lumi�ere.Nous introduisons dans ce chapitre le concept de luminance, la notion de libre parcours moyen,de fonction de phase et l'ETR.Les caract�eristiques di�usives du petit volume m�esoscopique doivent être mod�elis�ees ou me-sur�ees. Certaines classes de milieu di�usant sont constitu�ees d'objets di�useurs al�eatoirementdispos�es dans l'espace. Par exemple des gouttelettes d'eau dans un brouillard. Quand les fractionsvolumique de di�useurs ne sont pas trop fortes, on peut d�eduire les propri�et�es de di�usion d'unpetit ensemble de di�useurs �a partir des caract�eristiques de di�usion d'un di�useur isol�e. On utilisepour cela l'approximation de la di�usion ind�ependante que nous exposons dans un paragraphe.Les fondements de la th�eorie des transferts radiatifs sont ph�enom�enologiques. L'ETR sembleignorer par exemple certaines caract�eristiques ondulatoire de la lumi�ere. Nous discutons ensuitedu domaine de validit�e a priori de cette approche. De nombreuses �etudes th�eoriques, comme lath�eorie de la coh�erence (Mandel et Wolf 1995) et la th�eorie de la di�usion multiple (Apresyan etKravtsov 1996) expos�ee au chapitre II permettent de comprendre son succ�es et peuvent mieuxcadrer son domaine de validit�e.Dans la derni�ere partie, nous introduisons les concepts de la radiom�etrie n�ecessaires �a la des-cription des propri�et�es radiatives d'une couche di�usante et absorbantes.I.2 Th�eorie du transfert radiatif ph�enom�enologiqueI.2.1 Flux directionnel et LuminancePour d�ecrire un ux d'�energie traversant une surface dS centr�ee au point r de l'espace dansune direction u, la quantit�e scalaire appel�ee luminance 1 L(r;u) est introduite. On appelle d2P ,1. Luminance=radiance ou speci�c intensity en anglais.
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 (b) Densit�e de ux: F (r) �a traversla surface dS au point rFig. I.1 { Luminance et ux �a travers une surface dS orient�ee par sa normale nle ux rayonn�e [W] moyen �a travers une surface �el�ementaire dS situ�ee en r et orient�ee selon n ,�a l'int�erieur d'un angle solide d! dans une direction u. La luminance L [Wm�2sr�1] se d�e�nit(Meyzonnette et L�epine 2001) par la relation qui la lie �a la puissance rayonn�ee.d2P (r;u) = L(r;u)cos�dSd
 (I.1)La densit�e de ux F [Wm�2] traversant la surface dS au point r s'obtient en int�egrant la luminancesur toutes les directions du demi-espace sup�erieur:F (r) = Z2� L(r;u)cos(�)d
 (I.2)Nous n'avons pas pr�ecis�e de l'origine physique de ce ux d'�energie. Cela peut donc s'appliqueraussi bien �a un ux d'origine lumineux, acoustique ou encore des particules transportant (neutrons,�electrons, mol�ecules d'un gaz, phonons etc...) de l'�energie. Selon le cas, on peut pr�eciser la vitessede propagation du ux d'�energie consid�er�ee (par exemple pour un ux de mol�ecules d'un gaz oude neutron) et/ou encore la pulsation quand il s'agit de la propagation d'une onde.Nous nous int�eressons ici au cas o�u les ux sont de nature lumineuse (c'est �a dire des ondes�electromagn�etiques). Le caract�ere vectoriel d'une onde �electromagn�etique sera ici ignor�e. Mais onpeut toutefois d�e�nir une luminance polaris�ee en construisant un vecteur de Stokes (Chandrase-khar 1960).On supposera aussi que la lumi�ere est monochromatique de pulsation !. La longueur d'onde�0 dans le vide est reli�ee �a cette pulsation par 2��0 = !c o�u c est la vitesse de la lumi�ere dans levide. Cette longueur d'onde d'excitation est par exemple impos�ee par l'�eclairement d'un faiseaulaser quasi-monochromatique. Nous n'indiquerons pas par cons�equent la longueur d'onde �etudi�ee.D'autant que dans tous les probl�emes que nous aborderons, toutes les tailles des objets serontrapport�ees �a la longueur d'onde.I.2.2 Libre parcours moyen et fonction de phaseUne lumi�ere collimat�ee (la direction de propagation est bien d�e�nie) se propage dans un milieudi�usant et absorbant en s'att�enuant exponentiellement. La lumi�ere est di�us�ee parce que le milieu



I.2. TH�EORIE DU TRANSFERT RADIATIF PH�ENOM�ENOLOGIQUE 9est h�et�erog�ene. L'absorption peut être due au milieu hôte dans lequel baigne les h�et�erog�eneit�es ouaux h�et�erog�eneit�es elles-mêmes.Cette d�ecroissance s'observe sur des syst�emes de toutes �echelles. Par exemple la lumi�ere quise propage dans des poussi�eres interstellaires s'att�enue sur des millions de kilom�etres. Dans unciel clair, la lumi�ere du soleil s'att�enue sur des �echelles de l'ordre du kilom�etre �a cause de deuxph�enom�enes de di�usion de natures di��erentes: la premi�ere est due �a des particules d'a�erosols detailles microm�etriques en suspension (Thomas et Stamnes 1999), la seconde est li�ee aux uctua-tions spatiales de l'indice de l'air. Ces uctuations sont naturellement pr�esentes dans un syst�ememacroscopique �a une temp�erature T �a cause des uctuations de pressions autour de la valeurd'�equilibre (Landau et Lifchitz 1965). Dans un brouillard �epais, la lumi�ere collimat�ee provenantdu phare d'une voiture s'att�enue exponentiellement sur quelques m�etres �a cause des gouttelettesd'eau en suspension dans l'air. Sur des �echelles plus petites, la lumi�ere infrarouge collimat�ee s'at-t�enue dans la peau sur environ 50 microm�etres (Boccara et French 1999). Dans une couche depeinture contenant quelques pourcents en volume de di�useurs sph�eriques de taille microm�etriques,un rayon infrarouge s'att�enue sur quelques dizaines de microm�etres. La d�ecroissance exponentielle(comme on peut le voir sur la photographie I.2) d'une luminance collimat�ee se propageant dansla direction uz est d�ecrite par la loi de Beer-Lambert:I(x; y; z;uz) = I(x; y; 0;uz)e�Kextz (I.3)o�u I(x; y; 0;uz) est la luminance dans le plan z = 0. Kext est le coe�cient d'extinction. Sonunit�e est l'inverse d'une longueur en m�1. Cette formule est valable pour un milieu in�ni et

Fig. I.2 { Bain d'eau contenant une faible fraction volumique de billes de latex �eclair�e par unelumi�ere collimat�ee laser rouge. La lumi�ere collimat�ee s'att�enue exponentiellement �a cause de l'ab-sorption et de la di�usion. La partie di�us�ee forme un halo lumineux autour de la lumi�ere colli-mat�ee.statistiquement homog�ene. Le libre parcours moyen d'extinction lext est d�e�ni parlext = 1=Kext en m�1 (I.4)Cette longueur caract�erise la distance �a partir de laquelle la luminance s'est att�enu�ee d'un facteur1=e. On peut s�eparer les contributions du coe�cient d'extinction dues �a l'absorption et �a ladi�usion en �ecrivant: Kext = Ksca +Kabs (I.5)On d�e�nit aussi les libres parcours moyen de di�usion lsca et d'absorption labs par:lsca = 1=Ksca et labs = 1=Kabs en m�1 (I.6)



10 CHAPITRE I. TRANSPORT DE LA LUMI�ERE EN MILIEU AL�EATOIREMarche al�eatoire d'une particule de lumi�ereLa notion de libre parcours moyen est un concept de statistique qui fait penser �a la notionde marche al�eatoire. Si on associe un ux lumineux �a un ux de particules se propageant dansune direction bien d�etermin�ee d'un point �a un autre dans un milieu al�eatoire, le libre parcoursmoyen de di�usion peut s'interpr�eter par la distance que parcourt en moyenne une particule avantqu'elle ne soit di�us�ee, autrement dit avant que sa direction de propagation di��ere de sa trajectoireinitiale. De même, le libre parcours moyen d'absorption peut s'interpr�eter comme la distance queparcourt en moyenne une particule avant qu'elle ne soit absorb�ee. Cette image particulaire de lalumi�ere permet de simuler le transport de la lumi�ere dans un milieu al�eatoire par une m�ethodede type Monte-Carlo sur un tr�es grand nombre de particules. Il manque toutefois une informationpour r�ealiser cette simulation: il faut connaitre dans quelles directions en moyenne les particulesde lumi�ere sont d�evi�ees.Fonction de phaseNous n'avons pas d�ecrit dans quelle direction le photon est di�us�e quand il quitte sa trajectoireinitiale. La densit�e de probabilit�e pour que la lumi�ere passe d'une direction initiale u �a une directionu0 apr�es un processus de di�usion est donn�ee par une fonction appel�ee fonction de phase. Nous lanotons P (u;u0). Puisqu'il s'agit d'une probabilit�e cette quantit�e est toujours positive et elle doitpar ailleurs satisfaire �a la condition de normalisation suivante:14� Z4� P (u;u0)d
0 = 1 (I.7)Lorsque la di�usion est isotrope, alors on a P (u;u0) = 1 quel que soit (u;u0). La d�enomination`fonction de phase' est peut être mal adapt�ee puisque le mot `phase' est plutôt r�eserv�e au sensde la phase d'une onde. Elle devrait plutôt s'appeler diagramme de di�usion ou indicatrice dedi�usion.On peut caract�eriser l'anisotropie de la di�usion par un param�etre g d�e�ni par la moyenne ducosinus de l'angle de di�usion via la fonction de phase.g = 14� Z4� P (u;u0)cos(u:u0)d
0 (I.8)Quand g est proche de 1, c'est que la lumi�ere est principalement di�us�ee dans la direction avant.Quand g = 0, la di�usion est isotrope et quand g est proche de �1, la lumi�ere est principalementdi�us�ee vers l'arri�ere.Le param�etre g permet de d�e�nir la notion de libre parcours moyen de transport ltrans par laformule: ltrans = lsca1� jgj (I.9)ltrans est la distance �a partir de laquelle la lumi�ere incidente a compl�etement perdu la m�emoirede sa direction incidente. A force de multiples �ev�enements de di�usion, la lumi�ere se propage defa�con isotrope.I.2.3 Equation de Transfert radiatif (ETR) dans un milieu di�usantPourquoi ne peut-on pas r�esoudre exactement le probl�eme de la propagation d'uneonde dans un milieu di�usant de grande taille?En principe, la propagation d'une onde lumineuse en milieu al�eatoire (i.e. un milieu pour lequell'indice de r�efraction est une variable al�eatoire de l'espace), peut être calcul�ee par la r�esolution des



I.2. TH�EORIE DU TRANSFERT RADIATIF PH�ENOM�ENOLOGIQUE 11�equations de Maxwell. L'une des m�ethodes existantes pour r�esoudre les �equations de Maxwell estla m�ethode des moments. A partir des �equations int�egrales de Maxwell en contour des objets, lam�ethode des moments consiste �a discr�etiser les int�egrales pour mettre en place un syst�eme matricield'�equations lin�eaires soluble num�eriquement. Le syst�eme d'objets consid�er�e (particules sph�eriqueset interfaces) est maill�e de mani�ere su�samment �ne pour que l'on puisse consid�erer le champconstant sur une maille. Prenons une maille de taille typique de l'ordre de �=10. Si on consid�ere unsyst�eme comprenant -5% de particules di�electriques en fraction volumique -un diam�etre de �=2.-une �epaisseur de 3 � - et une surface d'entr�ee carr�ee de 10� de côt�e, on obtient un syst�eme de50000 mailles. Le syst�eme choisi est trop petit pour être repr�esentatif d'un milieu moyen. Pouravoir une id�ee des r�esultats sur un syst�eme plus grand, il faut calculer des statistiques sur unensemble de r�ealisations. 100 est un minimum pour une statistique correcte. Il faut donc r�esoudre100 fois un probl�eme �a 2*50000=100000 inconnues. Le temps de calcul associ�e �a la r�esolution dese syst�eme serait actuellement de l'ordre de 80000 heures sur un processeur IBM SP3. Face �a ceprobl�eme l'approche radiative de ce probl�eme est une solution e�cace et tr�es peu coûteuse entemps de calcul (de la seconde jusqu'�a quelques minutes pour les cas les plus complexes que nousavons rencontr�e).Approche radiativeL'ETR exprime la conservation du ux d'�energie radiatif dans un �el�ement de volume dansune direction particuli�ere (�g. I.3(a)). Ce bilan d'�energie doit être e�ectu�e partout dans le milieudi�usant et dans toutes les directions de l'espace. Cet �el�ement de volume est un �el�ement de taillem�esoscopique. C'est �a dire �a une �echelle situ�ee entre l'�echelle microscopique (�echelles de variationsdes champs < �0) et l'�echelle des libres parcours moyen pour le milieu di�usant consid�er�e. L'ETRest une �equation qui r�egit les variations spatiales de la luminance en un point r pour une directionparticuli�ere u. Consid�erons un �element de volume moyen sous la forme d'un tube de section dSPSfrag replacements dldS u
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0 (b) fonction de phase P (�)Fig. I.3 { Approche radiativeet de longueur dl orient�e selon la direction du vecteur u. Le long de cette direction, on sait que laluminance d�ecroit �a cause de l'absorption et de la di�usion:L(r+ dlu;u)� L(r;u)dl = dL(r;u)dl = �(Kabs +Ksca)L(r;u) (I.10)Cet �el�ement de volume est une petite partie du milieu di�usant. Par cons�equent, dans le mêmetemps, d'autres luminances L(r;u0) provenant du milieu environnant se dirigent vers l'�el�ement devolume consid�er�e avec des directions u0. Ces luminances sont di�us�ees par l'�el�ement de volume etune partie de ces luminances contribue �a augmenter la luminance L(r;u) dans la direction u. Lapart de la luminance se propageant dans la direction u0 qui est di�us�ee dans la direction u est:



12 CHAPITRE I. TRANSPORT DE LA LUMI�ERE EN MILIEU AL�EATOIREKsca4� P (u0;u)du0. Nous devons par cons�equent ajouter �a l'�equation pr�ec�edente ce terme manquantpour toutes les directions u0 sur 4� st�eradians.dL(r;u)dl = �(Kabs +Ksca)L(r;u) + Ksca4� Z4� L(r;u0)P (u0;u)d
0 (I.11)o�u P (u0;u) est la fonction de phase moyenne de l'�el�ement de volume consid�er�e I.3(b). Dans le caso�u l'on s'int�eresse �a un corps �a une temp�erature T , l'�el�ement de volume absorbe et r�e�emet par�emission thermique une luminance dans la direction u �a la longueur d'onde �etudi�ee. Dans tous lessyst�emes que nous �etudions, les milieux sont su�samment froid et les longueurs d'ondes d'int�erêtssont trop proches du visible pour que cette �emission thermique joue un rôle dans nos �equations.D'autre part, nous ne consid�ererons que des milieux di�usants qui sont compos�es de milieux nonmagn�etiques � = 1 de polarisabilit�e lin�eaire et isotrope. D'autre part, le milieu di�usant estsuppos�e statistiquement homog�ene et isotrope.� L'homog�en�eit�e entraine que Ksca, Kabs et P (u0;u) ne d�ependent pas de r.� L'isotropie entraine que Ksca et Kabs ne d�ependent pas de la direction u et P (u0;u) ned�epend que de la di��erence entre l'angle d'entr�ee et l'angle de sortie. Un exemple de milieustatistiquement anisotrope est un milieu contenant des objets di�usants avec une orientationpriviligi�ee.Supposons que l'on soit capable de r�esoudre cette �equation int�egrodi��erentielle, pour parexemple une couche di�usante. On obtient alors la luminance pour toutes les directions et pourtoutes les directions de l'espace. Comment relier ce r�esultat �a la mesure des ux di�us�es par unmilieu statique? On sait qu'un milieu al�eatoire statique �eclair�e par une onde coh�erente spatial-lement et temporellement produit une �gure de speckle (Goodman 2000): c'est �a dire une �gured'intensit�e de hautes fr�equences spatiales d'aspect al�eatoire parce que les champs di�us�es par lemilieu al�eatoire interf�erent constructivement et destructivement de mani�ere al�eatoire. Si on r�e-it�ere l'exp�erience avec un autre milieu al�eatoire dont les statistiques sont identiques i.e. une autrer�ealisation (les objets di�useurs sont redispos�ees al�eatoirement), on observe une autre �gure despeckle. La moyenne de ces images sur un ensemble su�sant de r�ealisations, donne une �gure

Fig. I.4 { A gauche image de l'intensit�e r�e�echie par un milieu di�usant statique �eclair�e par unlaser. A droite, idem mais moyenn�e sur un ensemble de r�ealisations. Images reproduites du coursde Snabre et Brunel (2001)d'intensit�e moyenne beaucoup plus uniforme comme on peut le voir sur la Fig.I.4 tir�e du cours deSnabre et Brunel (2001). Ce n'est que la moyenne de ces intensit�es sur un ensemble de realisationsde syst�eme que l'on cherche �a reproduire par la m�ethode radiative. La luminance est donc le uxmoyen directionnel sur un ensemble de r�ealisations passant par une surface dS autour d'un pointr. Quand on �ecrit une �equation de transfert radiatif, on consid�ere d'embl�ee un milieu dont les�etats (position des particules) sont moyenn�es sur une �echelle m�esoscopique.



I.3. PARAM�ETRES DE L'ETR EN R�EGIME DE DIFFUSION IND�EPENDANTE 13R�egimes de di�usionOn d�e�nit l'�epaisseur optique � d'un syst�eme di�usant et/ou absorbant par � = Kexte o�u e estl'�epaisseur du milieu. Si � est grand devant un, cela implique qu'il ne restera pratiquement riend'un faisceau collimat�e traversant la couche. Si le phare d'une voiture �a travers un brouillard ou sile soleil �a travers un nuage sont �a peine perceptibles, c'est que l'�epaisseur optique � est proche de5 (e�5 � 10�2). Quand � est petit, on peut distinguer un objet situ�e derri�ere le milieu di�usant.Dans le cas particulier d'un milieu di�usant tr�es peu absorbant, on peut comparer l'�epaisseure d'un syst�eme di�usant au libre parcours moyen de di�usion. On peut distinguer quatres r�egimesde di�usion:� r�egime ballistique: e << lsca. Le faisceau incident n'est pratiquement pas di�us�e.� r�egime de di�usion simple: e � lsca.� r�egime de di�usion multiple: e > lsca.� r�egime di�usif: e >> ltrans. L'isotropie de la lumi�ere di�use permet de d�ecrire le transportde la lumi�ere par une �equation de di�usion ('di�usion' en anglais) comme celle utilis�ee pourd�ecrire le transport de la chaleur ou encore la di�usion d'une encre de chine dans de l'eau.On peut d�emontrer que la lumi�ere di�use satisfait �a une �equation de di�usion �a partir del'ETR si la lumi�ere di�use peut être consid�er�ee comme quasi-isotrope (Ishimaru 1978a).Malgr�es sa forme complexe, l'ETR peut se r�esoudre num�eriquement en des temps raisonnablespar di��erentes m�ethodes. Le choix de la m�ethode est le plus souvent li�e �a la forme g�eometrique dumilieu di�usant et �a la complexit�e des conditions aux limites associ�ees. Au chapitre VII traitantdu cas de la di�usion par une couche di�usante avec interfaces d'entr�ee et de sorties rugueuses,nous avons utilis�e la m�ethode des ordonn�ees discr�etes(Chandrasekhar 1960; Case et Zweifel 1967;Goody et Yung 1995; Thomas et Stamnes 1999), mais d'autres m�ethodes sont envisageables.I.3 Param�etres de l'ETR en r�egime de di�usion ind�ependanteLe coe�cient de di�usion, d'extinction et la fonction de phase en r�egime de di�usion ind�epen-dante se calculent �a partir des propri�et�es de di�usion d'une seule particule.Pour le cas d'un milieu hôte non-absorbant, les coe�cients de di�usion Ksca et d'extinctionKext se d�eduisent du nombre de particules par unit�e de volume n et passe par le calcul des sectionse�caces de di�usion Csca et d'extinction Cext de la particule consid�er�ee par les formules:Kext = nCext et Ksca = nCsca (I.12)La fonction de phase d'un ensemble de particules est suppos�ee �egale �a celle d'une particule isol�ee.I.3.1 Di�usion par une particule de forme arbitraireNous r�esumons ici ce qui est expos�e en d�etail dans le livre de Bohren et Hu�man (1983). Lebut est ici de d�e�nir la notion de section e�cace et la m�ethode de calcul.On suppose qu'une particule isol�ee de forme arbitraire est centr�ee �a l'origine d'un rep�ere car-t�esien (x; y; z) avec pour vecteurs unitaires associ�es (ex; ey; ez). La particule est plac�ee dans unmilieu hôte non-absorbant d'indice n1.La particule est �eclair�ee par un champ incident (Einc;Hinc) se propageant dans la direction zsous la forme d'une onde plane monochromatique �a une pulsation ! et un nombre d'onde k1 = !c n1o�u c est la vitesse de la lumi�ere dans le vide. Le champ �electrique incident s'�ecritEinc = E0ei(k1z�!t) (I.13)



14 CHAPITRE I. TRANSPORT DE LA LUMI�ERE EN MILIEU AL�EATOIREo�u E0 est l'amplitude du champ �electrique incident dans le plan (x; y; 0).De part la pr�esence de la particule, le champ total E di��ere du champ incident. Le champdi�us�e Esca par la particule est d�e�ni en tout point de l'espace par la relation suivante:E = Einc +Esca (I.14)Les champs magn�etiques total et di�us�e se d�ecomposent �a l'identique.Champ di�us�e en champ lointainEn champ lointain de la particule, on peut montrer que le champ di�us�e prend la forme asymp-totique suivante: Esca = eik1R�ik1RSk1(�)E0 (I.15)o�u Sk1 est la matrice de di�usion et � est l'angle de di�usion. Le champ di�us�e en champ lointainest transverse.PSfrag replacements
n1 A

eR
ez�R

0
Onde planeincidente

Champ di�us�eFig. I.5 { Flux rayonn�e par un di�useur de forme arbitraire d'indice baignant dans un liant d'indicenh �eclair�e par une onde plane �a travers une sph�ere �ctive A de rayon R en champ lointain dudi�useur.Flux de di�usion, d'absorption et d'extinctionA�n de calculer les ux de di�usion Winc, d'absorption Wsca et d'extinction Wext, nous de-vons pr�ealablement calculer le vecteur de Poynting. La valeur moyenne temporelle du vecteur dePoynting total est d�e�ni par: S = 12Re(E�H�) (I.16)o�u � d�esigne le produit vectoriel. Par cons�equent, si on injecte (I.14) dans l'expression du vecteurde Poynting, on obtient une d�ecomposition du vecteur de Poynting en trois termes:S = Sinc + Ssca + Sext: (I.17)o�u Sinc, Ssca et Sext sont respectivement les vecteurs de Poynting incident, de di�usion et d'ex-tinction d�e�nis par: Sinc = 12Re(Einc �H�inc) (I.18)Ssca = 12Re(Esca �H�sca) (I.19)Sext = 12Re(Einc �H�sca +Esca �H�inc) (I.20)



I.3. PARAM�ETRES DE L'ETR EN R�EGIME DE DIFFUSION IND�EPENDANTE 15Le ux absorb�e Wabs s'obtient d'apr�es le th�eor�eme de Poynting en int�egrant le ux du vecteurde Poynting �a travers une surface �ctive A de forme quelconque entourant le di�useur.Wabs = �ZA S � eRdA: (I.21)La surface A (voir Fig.I.5) est toutefois choisie sph�erique de rayon R su�samment grand pourfaciliter les calculs 2.Le signe � est conventionnel pour que cette quantit�e soit positive quand de l'�energie est ab-sorb�ee par la sph�ere. Tout comme le vecteur de Poynting, Wabs peut se d�ecomposer en 3 termes:Wabs =Winc �Wsca +Wext (I.22)o�u les ux sont d�e�nis par:Winc = �ZA Sinc � eRdA , Wsca = +ZA Ssca � eRdA , Wext = �ZA Sext � eRdA . (I.23)De même, le signe + dans la d�e�nition de Wsca est choisi de sorte que cette quantit�e soit positivequand de l'�energie est rayonn�ee par la particule soumise �a un �eclairement. Quand le liant est non-absorbant, Winc = 0 car autant de ux rentre dans la sph�ere �ctive ne contenant pas de di�useurqu'il n'en sort. Par cons�equent, on a:Wext =Wabs +Wsca (I.24)Sections e�caces de di�usion, d'extinction et fonction de phaseLes sections e�caces de di�usion et d'extinction s'obtiennent en divisant les ux de di�usionWsca et d'extinction Wext par l'intensit�e incidente I0 = 12 jRe(E0 �H�0)j:Cext = WextI0 et Csca = WscaI0 (I.25)Soit Cgeo la section g�eom�etrique (la surface projet�e sur la perpendiculaire �a la direction inci-dente) d'un di�useur. Par exemple pour une sph�ere de rayon a, on a Cgeo = �a2. Il peut êtreint�eressant de comparer la section e�cace �a la section e�cace g�eom�etrique. Les e�cacit�es dedi�usion et d'extinction repr�esentent justement cette quantit�e adimensionn�ee:Qext = CextCgeo et Qsca = CscaCgeo (I.26)En�n la fonction de phase ressemble �a une section e�cace di��erentielle comme on en utilisesouvent en physique atomique ou dans la physique des particules. A la di��erence d'une sectione�cace di��erentielle, la fonction de phase est adimensionn�ee par la section e�cace de di�usion.La fonction de phase moyenn�ee sur les polarisations peut s'�ecrirep(�) = 12Xij 4�jSk1;ij(�)j2k21Csca;i (I.27)o�u Sk1;ij sont les �el�ements de la matrice de di�usion d�e�nis par la relation (I.15) et Csca est lasection e�cace pour la polarisation i. La fonction de phase a �et�e normalis�ee par la relation (I.7).2. Comme le champ di�us�e est transverse en champ lointain, le vecteur de Poynting est perpendiculaire �a lasurface. Ce qui facilite les calculs



16 CHAPITRE I. TRANSPORT DE LA LUMI�ERE EN MILIEU AL�EATOIREI.3.2 Cas d'une sph�ereLe calcul des champs di�us�es par une sph�ere de rayon quelconque, d'indice homog�ene et isotrope�eclair�ee par une onde plane incidente peut se faire de mani�ere analytique par la th�eorie de Miedont on trouvera le d�etail des expressions des matrices de di�usion des sections e�caces et dela fonction de phase dans le livre de Bohren et Hu�man (1983). Ces expressions analytiquesn�ecessitent toutefois l'emploi d'un ordinateur pour obtenir des valeurs num�eriques. Parmis lesalgorithmes existant, celui de Wiscombe (1980) semble le plus e�cace �a ce jour. On pourra trouverun code de calcul facilement sur le Web dans di��erents langages et en annexe du livre de Bohrenet Hu�man (1983). Nous utiliserons par la suite tr�es souvent le r�esultat de ce code.I.3.3 Di�usion par une collection de petites particules et r�egime d'homog�en�ei-sationCas d'une particule isol�eeConsid�erons le cas d'une particule de taille caract�eristique L tr�es petite devant la longueurd'onde �0.On peut montrer que le champ rayonn�e en champ lointain dans le cas de l'approximationdipolaire est 3: Esca = !2 �04� ei!c RR P? (I.28)o�u P? est la composante orthogonale �a la direction d'observation eR du moment dipolaire P de laparticule induite par le champ incident Einc. P? est dans le plan (eR;Einc). Dans l'approximationlin�eaire, le moment dipolaire P est proportionnel au champ incident Einc.P = �(!)�0Einc (I.29)La puissance rayonn�ee dans un angle solide d
 est: dWsca = Ssca �eRR2d
 o�u Ssca = 12�0jEscaj2eRest le vecteur de Poynting de di�usion. On obtient alors:dWsca = 12�0!4 �20(4�)2 1R2 j�(!)j2�20jEincj2sin2(�)R2d
 (I.30)La puissance totale di�us�ee dans 4� st�eradians estWsca = Z4� dWscad
 d
 = 14� �!c �4 2j�(!)j2 �0c2 jEincj2 (I.31)Pour le cas d'une sph�ere de rayon a et de permittivit�e �, on peut montrer que (Born et Wolf 1999):� = 4�a3 �� 1�+ 2 (I.32)La section e�cace de di�usion est donc:Csca = Wsca�0c2 jEincj2 = 43�2�!c �4 a6��� 1�+ 2�2 (I.33)On voit donc que la section e�cace varie tr�es vite avec le rayon de la particule ou avec la longueurd'onde.3. Gre�et (1998)



I.3. PARAM�ETRES DE L'ETR EN R�EGIME DE DIFFUSION IND�EPENDANTE 17Cas d'une collection de particules ind�ependantesOn consid�ere un milieu contenant une fraction volumique f de gouttelettes d'eau de rayon a.Si n est le nombre de particules par unit�e de volume, alors f = n43�a3. Le libre parcours moyende di�usion sous l'approximation de la di�usion ind�ependante est lsca = 1nCsca . En utilisant (I.33),on trouve alors: lsca = �0��0a �3��+ 2�� 1�2 132�4f (I.34)On voit ici que pour une fraction volumique �x�ee, plus a est petit, plus lsca devient grand. Pourune fraction volumique �x�ee, bien que le nombre de particules par unit�e de volume n augmenteen 1a3 quand le rayon a des particules diminue, la section e�cace de di�usion chute beaucoupplus vite en a6. Par cons�equent le milieu di�use de moins en moins quand la taille des particulesdiminue pour une fraction volumique �x�ee. On peut consid�erer un milieu comme homog�ene quandle rayon a est plus petit qu'une certaine valeur. Par exemple si �0a = 1000, f = 0:01, � = 1:332et �0 = 0:5�m, alors on trouve lsca = 500m. Tandis que pour �0a = 10, toutes choses �egales parailleurs, lsca = 0:5mmSoit D, la distance interparticulaire (la distance intercentre) moyenne. La relation entre D, aet f est pour de faibles fractions volumiques:D = 3r 1n = a 3r4�3f (I.35)On peut r�eexprimer lsca en fonction de D.lsca = �0��0D�3��+ 2�� 1�2 124�3f2 (I.36)Quand la distance interparticulaire D devient tr�es petite devant la longueur d'onde pour unefraction volumique f �x�ee, la lumi�ere ne voit plus qu'un milieu quasi-homog�ene, ne di�usantpratiquement pas malgr�e la forte fraction volumique de di�useur. Ce r�egime o�u le milieu ne di�useplus est appel�e r�egime statique ou r�egime d'homog�en�eisation. La mod�elisation de la permittivit�edi�electrique d'un milieu composite en r�egime d'homog�en�eisation est un vaste sujet d'�etude donton pourra trouver de nombreuses r�ef�erences dans les livres de Berthier (1993), Sheng (1995) ouencore Tsang, Kong, et Shin (1985).I.3.4 Validit�e de l'approximation de la di�usion ind�ependanteJusqu'�a quelle fraction volumique de di�useur, peut-on utiliser l'approximation de la di�usionind�ependante? Nous avons vu que cette approximation suppose que les coe�cients de di�usion etd'extinction soient lin�eaires avec la fraction volumique et que la fonction de phase d'un di�useurpuisse être utilis�ee comme param�etre d'entr�ee de l'ETR.Quel est l'ordre de grandeur de la fraction volumique d'un syst�eme di�usant?Prenons par exemple le cas d'un brouillard �epais tel que l'on ne voit pas �a un m�etre. Supposonsque le brouillard est compos�e de gouttelettes d'eau de rayon a = 10�m et que la longueur d'onded'observation est �0 = 0:5�m. La th�eorie de Mie et l'approximation de la di�usion ind�ependantepermettent de remonter �a la fraction volumique. On trouve f = 6:10�6.Consid�erons maintenant, le cas d'une peinture charg�ee de particules sph�eriques. On veut arrêterune onde collimat�ee infrarouge sur une distance de 50�m telle que �0 = 5:4�m dans un mat�eriaud'indice nh = 1:48 contenant une fraction volumique de f de particules d'indice np = 2:21 tel quele rayon a = 5�m. On obtient que la fraction volumique n�ecessaire pour que l'on ait lext = 50�mest f = 0:06.



18 CHAPITRE I. TRANSPORT DE LA LUMI�ERE EN MILIEU AL�EATOIREDans le cas du brouillard �epais, l'ETR est capable de r�esoudre le probl�eme de la di�usionmultiple sous l'approximation de la di�usion ind�ependante. Pour la peinture consid�er�ee, cela n'estpas certain. Les fractions volumiques pour ces deux syst�emes sont dans un rapport 1000. Si lafraction volumique est �elev�ee, il existe des corr�elations sur la position des di�useurs car ils nepeuvent pas s'interp�en�etrer. L'approximation du type gaz parfait n'est plus valable.On parle de di�usion d�ependante d�es lors que le coe�cient de di�usion n'est plus lin�eaire avecla fraction volumique de particules. Des r�esultats exp�erimentaux 4 et des simulations num�eriquesexactes 5 montrent que pour des particules petites devant la longueur d'onde le coe�cient est pluspetit que celui pr�evu par la th�eorie de la di�usion ind�ependante d�es que la fraction volumiqued�epasse les quelques pour cents. Cette tendance s'inverse pour une certaine taille de particules.Parmi les mod�eles existants pour prendre en compte la di�usion d�ependante, on peut citer: lemod�ele de Twersky (1978) et Twersky (1979) qui est analytique valable pour des di�useurs tr�espetits devant la longueur d'onde et sous l'approximation scalaire; le mod�ele de Keller (1964) sousles mêmes approximations; le mod�ele des fortes uctuations pour les milieux continus (Tsang etKong 1981); le mod�ele de Cartigny, Yamada, et Tien (1986) et encore le mod�ele de l'approxi-mation quasi-cristalline (Tsang et Kong 2001). Notons qu'�a part le mod�ele de Keller (malgr�e cesapproximations) aucun d'entre eux ne semble adapt�e pour le cas de di�useurs de taille comparable�a la longueur d'onde.D'autre part, des comparaisons entre le r�esultat exp�erimental (Hottel, Saro�m, et Vasalos 1970;Yamada, Cartigny, et Tien 1986; Da Silva 2001) des ux di�us�es par une couche al�eatoire avec ler�esultat de l'ETR avec des param�etres calcul�es sous l'approximation d'une di�usion ind�ependantemontrent que les r�esultats concordent tant que la fraction volumique de di�useur est inf�erieure �aquelques %, mais pas au del�a.I.4 Validit�e a priori de l'ETRI.4.1 Taille de l'�el�ement de volume m�esoscopiqueQuelle doit être la taille de l'�el�ement de volume dSdl sur lequel on raisonne pour �etablirl'ETR et d�e�nir les coe�cients de di�usion, d'absorption et la fonction de phase? Soit L la taillecaract�eristique de l'�el�ement de taille m�esoscopique. West, Gibbs, Tsang, et Fung (1994) tententde r�epondre ph�enom�enologiquement �a cette question par les arguments suivants pour le cas d'unsyst�eme contenant des objets de taille a al�eatoirement dispos�es dans l'espace:� l'�el�ement doit contenir plusieurs particules dont la disposition doit être moyenn�ee pour êtrerepr�esentif d'un milieu moyen et doit en plus être grand devant la longueur d'onde pour quel'on puisse moyenner la phase des ondes di�us�ees par les objets sur plusieurs fois 2�. Ce quiimpose la condition suivante L >> a et �.� la di�usion multiple doit être n�egligeable, pour que l'on puisse �ecrire une �equation di��eren-tielle de la luminance le long de l'�el�ement de volume. Plus pr�ecisement, il est nessaire quela variation de la luminance le long de cette �el�ement de volume soit faible. Cette conditionimpose L << lsca.A priori, l'ETR devrait être apte �a mod�eliser les processus de di�usion multiples si la taille Lde l'�el�ement de volume dont on se sert pour �evaluer les param�etres de di�usion et d'absorptionsatisfait �a la condition suivante: �; a << L << lsca (I.37)4. Ishimaru et Kuga (1982); Drolen, Kumar, et Tien (1987); Mandt, Kuga, et Ishimaru (1992); West, Gibbs,Tsang, et Fung (1994); G�el�ebard, Ferrand, Schnorenberg, et Avrilier (1995); Gobel, Kuhn, et Fricke (1995); Nasha-shibi et Sarabandi (1999); Hespel, Mainguy, et Gre�et (2001)5. Tsang, Mandt, et Ding (1992); Lu, Wang, Chew, et Tsang (1993); Lu, Chew, et Tsang (1995); Siqueira etSarabandi (2000)



I.4. VALIDIT�E A PRIORI DE L'ETR 19Quand lsca s'approche de la longueur d'onde, il n'existe plus de taille L qui puisse satisfaire �acette condition et on peut douter de la validit�e de l'ETR.I.4.2 L'ETR: un mod�ele d'ondes incoh�erentesRemarquons que pour �etablir l'ETR (I.11), la nature ondulatoire de la lumi�ere semble �a pre-mi�ere vue compl�etement ignor�ee. Les luminances sont ajout�ees les unes aux autres comme si toutph�enom�ene d'interf�erence d'onde pouvait être ignor�e. En d'autres termes, les luminances di�usessont additionn�ees comme si elles �etaient incoh�erentes entre elles.Au sein même de la quantit�e physique appel�ee luminance, est cach�ee intrins�equement la notionde coh�erence spatiale. Les luminances s'additionnent certes de fa�con incoh�erente mais pour unedirection bien sp�eci��ee et en un point particulier de l'espace. Or directionnalit�e d'un faisceau et lacoh�erence spatiale sont deux notions qui peuvent être reli�ees. Par exemple une onde plane qui est lecas limite d'une onde dont la divergence est nulle a une longueur de coh�erence spatiale in�nie parcela phase est corr�el�ee dans tout le plan orthogonal �a la direction de propagation. Pour qu'une ondese propage dans une direction bien d�etermin�ee, il est n�ecessaire qu'elle interf�ere constructivementdans la direction de propagation et qu'elle interf�ere destructivement dans les autres directions.Ces interf�erences ne peuvent se produirent que si l'onde est coh�erente spatialement. C'est ladirectionnalit�e incluse dans la d�e�nition de la luminance qui introduit la notion de coh�erencespatiale. La relation entre la luminance et les statistiques des champs a pendant longtemps �et�e unprobl�eme di�cile jusqu'aux publications de Walther (1968) et Walther (1973) 6 Nous discutons decette relation au chapitre II qui relie la notion la luminance �a la coh�erence des champs.Pourquoi peut-on dans de nombreux cas additionner les luminances di�uses alors que les uxd'�energies sont d'origine ondulatoires? On peut additionner ces ux si ces ondes sont incoh�erentesentre elles. Or les ondes di�us�ees sont le plus souvent incoh�erentes selon les di��erentes r�ealisationde syst�eme. Quand en un point r, les phases des ondes di�us�ees dans la direction u sont al�eatoires�a chaque r�ealisation, cela est vrai quand il n'y a pas de corr�elations, et que ces phases balaient denombreuses fois 2�, alors on peut en moyenne additionner les ux di�us�es.Une question importante est: existe t-il des directions particuli�eres ou des m�ecanismes quiconservent des e�ets coh�erents dans les champs di�us�es même apr�es moyenne?La r�etrodi�usion coh�erente et la localisation forte sont des ph�enom�enes coh�erents qui se conserventmême apr�es moyenne.I.4.3 LocalisationR�etrodi�usion coh�erente ou localisation faibleL'ETR n'est pas �a même de reproduire certains ph�enom�enes comme celui de la r�etrodi�usioncoh�erente appel�ee aussi ph�enom�ene de localisation faible que l'on repr�esente sch�ematiquementpar la �gure I.6. Si une onde est di�us�ee de multiple fois et qu'une partie de cette onde revientvers la source, le principe de retour inverse de la lumi�ere (ou plus g�ene�ralement les propri�et�eesde r�eciprocit�e spatiale et temporelle des �equations de Maxwell) implique qu'il existe une ondequi a parcouru le même chemin optique dans le sens inverse. Ces deux ondes r�eciproques quiretournent vers la source ont une di��erence de phase nulle puisqu'elles ont parcouru exactementle chemin optique. Ces deux ondes interf�erent constructivement. La luminance di�us�ee dans ladirection de la source est donc exalt�ee, mais cette exaltation ne peut être pr�evus par l'ETRclassique. Ce ph�enom�ene a �et�e observ�e pour la premi�ere fois dans le domaine de l'optique aumilieu des ann�ee 80 (Kuga et Ishimaru 1984; Wolf et Maret 1985; van Albada et Lagendijk 1985).mais �etait connu depuis bien longtemps par les physiciens �etudiant la conduction des �electrons(le ph�enom�ene est appel�e localisation faible) dans un milieu d�esordonn�e et par les radaristes. La6. Voir aussi les publications de Wolf (1978), Littlejohn et Winston (1993), Littlejohn et Winston (1995) et lelivre de Apresyan et Kravtsov (1996).
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Fig. I.6 { La r�etrodi�usion coh�erente ou localisation faibler�etrodi�usion coh�erente pour la lumi�ere apparait d�es qu'un syst�eme di�use de multiple fois lalumi�ere. R�eciproquement, si on observe une onde r�etrodi�us�ee exalt�ee, alors c'est que le milieudi�use de multiples fois la lumi�ere.Localisation forteLe ph�enom�ene de r�etrodi�usion coh�erente est appel�e localisation faible par les physiciens dusolide par analogie au ph�enom�ene de localisation forte. Ce concept fut imagin�e par Anderson(1957) pour expliquer l'absence du ph�enom�ene de di�usion des �electrons dans un cristal conducteurcontenant des d�efauts al�eatoirement dispos�es dans l'espace. Cette absence de di�usion conduit �aune transition conducteur-isolant. Ce ph�enom�ene purement ondulatoire pourrait s'expliquer par
S

Fig. I.7 { Repr�esentation sch�ematique du ph�enom�ene de localisation forte.l'image suivante: supposons que d'un point source S quelconque dans un milieu di�usant rayonneune onde. De multiples chemins peuvent être parcourus de ce point S dans le milieu di�usantpuis revenir �a son point d'origine. Nous en avons dessin�e un particulier Fig.I.7. La r�eciprocit�e des�equations de Maxwell implique que le chemin peut être emprunt�e dans les deux sens. Comme lechemin est identique, alors les ondes sont en phases �a leur retour au point source. Par cons�equentles deux ondes interf�erent constructivement. De nombreux autres chemins existent et participentau ph�enom�ene. Par cons�equent la densit�e d'�energie au niveau du point source est importante.Et s'il y a plus d'�energie en ce point, la conservation de l'�energie implique qu'il y en ait moinsailleurs. Chaque di�useur peut être par la suite consid�er�e comme un point source de rayonnement.Et chacun de ces points concentrent la densit�e d'�energie sur lui même �a cause de la di�usionmultiple. Par cons�equent l'onde �a beaucoup plus de di�cult�es �a se transporter, elle est localis�ee.Le ph�enom�ene de localisation forte pour la lumi�ere devrait s'observer pour un syst�eme di�usantde multiple fois et pour des libres parcours moyen de di�usion tr�es petits (proche ou inf�erieur �a lalongueur d'onde). Remarquons que cette condition sur le libre parcours moyen tr�es petite n'est pasn�ecessaire pour le ph�enom�eme de localisation faible contrairement au ph�enom�ene de localisationforte.



I.5. PROPRI�ET�ES RADIATIVES D'UNE COUCHE DIFFUSANTE ET ABSORBANTE 21De nombreuses �equipes tentent de d�etecter le ph�enom�ene de localisation forte pour la lumi�ere,des ondes radio ou des ondes acoustiques 7 avec dans l'id�ee de mieux comprendre la localisationforte pour les �electrons (John 1991).A priori, le transport de la lumi�ere dans un r�egime de localisation forte ne peut en aucun casêtre pris en compte par une approche radiative incoh�erente. Supposons que e est l'�epaisseur d'unmilieu di�usant. Alors que l'ETR pr�evoit que la densit�e d'�energie de la lumi�ere di�use d�ecroitpour un syst�eme tr�es �epais et non-absorbant en 1=e, en r�egime de localisation forte, la densit�ed'�energie devrait d�ecroitre en e�e=lloc o�u lloc est la longueur de localisation (Anderson 1985).I.5 Propri�et�es radiatives d'une couche di�usante et absorbanteDans de nombreux syst�emes di�usants comme la peau ou une peinture charg�ee dans l'infrarougeou pour l'�etude de la di�usion de la neige dans le domaine des ondes milim�etriques, ou encoredans le domaine des ondes radio pour les probl�emes de d�etections d'objets enfouis dans un sol denature al�eatoire, nous avons �a faire �a une couche di�usant en volume avec d'�eventuelles interfacesd'entr�ee et de sortie rugueuses.I.5.1 Exemple d'une couche di�usante en volume et en surface: cas d'une pein-tureLes peintures di�usantes sont des milieux h�et�erog�enes tr�es complexes. Des particules di�elec-triques ou m�etalliques de di��erentes formes sont plong�ees dans un milieu liant (�g. I.8). Si oncherche �a di�user au maximum la lumi�ere, il faut que le milieu soit optiquement tr�es �epais. Pourobtenir un milieu optiquement tr�es �epais, on peut augmenter l'�epaisseur de la couche et augmen-ter la fraction volumique de ces particules. Si cette peinture est destin�ee �a recouvrir un avion,l'augmentation du poids de l'appareil est non-n�egligeable. Il faut par cons�equent la diminuer aumaximum. Il est donc pr�ef�erable que la couche de peinture soit �ne, mais fortement charg�ee enparticules pour maintenir un fort pouvoir di�usant. L'�epaisseur des syst�emes �etudi�es sera de l'ordrede 50 ou 100�m tandis que la fraction volumique de particule peut être comprise entre 1% et 20%.Les particules ont des tailles typiquement comprises entre 0.01 et 10 �m selon si les di�useurs�etaient d�ej�a pr�esent ou si elles ont �et�e rajout�ees. Dans le cas de particules di�electriques, les indicesr�efractifs sont compris entre 1.5 et 5. D'autres part, le milieu hôte est g�en�eralement absorbant.
Fig. I.8 { peinture rugueuse charg�eeL'�etat de surface de l'entr�ee de la peinture souvent rugueuse jouera un rôle important. On lacaract�erisera par deux grandeurs statistiques (Fig.I.9):� la hauteur quadratique moyenne � (0-3�m) qui donne �a peu pr�es la hauteur moyenne debosses;7. Dalichaouch, Armstrong, Schultz, Platzman, et Mc Call (1991),Sche�old, Lenke, Tweer, et Maret (1999),Wiersma, Bartolini, Lagendijk, et Righini (1997),Wiersma, Rivas, Bartolini, Lagendijk, et Righini (1999),Chabanov,Stoytchev, et Genack (1998).



22 CHAPITRE I. TRANSPORT DE LA LUMI�ERE EN MILIEU AL�EATOIRE� la longueur de corr�elation �c (1-20�m) qui est l'ordre de grandeur de la distance entre lesbosses.Le lecteur int�eress�e par les di��erentes statistiques de surfaces et leurs e�ets pourra lire l'ouvragede Ogilvy (1991) ou bien l'introduction de l'article de revue de Saillard et Sentenac (2001). LaPSfrag replacements �c �Fig. I.9 { Grandeurs caract�eristiques d'une surface rugueuselongueur d'onde d'�eclairement (1 � 10�m) est proche de la taille caract�eristique des objets di�u-sants. Ce qui entraine une di�cult�e de mod�elisation car la longueur d'onde n'est ni tr�es grandeni tr�es petite devant la taille des objets; on ne peut ni utiliser une m�ethode de champ moyen(Calvo-Perez 1999), ni une m�ethode asymptotique d'optique physique. Comme le syst�eme est tropgrand pour que l'on puisse r�esoudre les �equations de Maxwell, on utilisera l'Equation de TransfertRadiatif pour mod�eliser les ux d'�energies directionnels dans le milieu h�et�erog�ene.I.5.2 Bilan d'�energie coh�erent et incoh�erentSupposons que la couche opaque soit �eclair�ee par une onde collimat�ee monochromatique quise propage dans la direction ei formant un angle �inc avec la normale �a la surface d'entr�ee.La luminance n'est pas n�ecessairement dans le plan d'incidence. La direction de propagation depropagation de la luminance peut �eventuellement sortir du plan d'incidence d'un angle azimuthale�inc.La luminance incidente Linc, qui est collimat�ee et se propage dans l'angle solide 
0 s'�ecrit dansle vide: Linc(�; �) = F0cos(�inc)�(
� 
0) (I.38)o�u F0 est la densit�e de ux incident [Wm�2] reli�ee au vecteur de Poynting Sinc d'une onde planepar F0 = jSincjcos(�inc).Les propri�et�es di�usives d'un milieu al�eatoire born�e par deux couches parall�eles sont compl�ete-ment d�ecrites par la BRDF di�use (fonction de distribution bidirectionnelle de la r�eectance) quel'on note �00 et la BTDF di�use (fonction de distribution bidirectionnelle de la transmittance) no-t�ees respectivement �00 et � 00 qui relie les luminances di�us�ees r�e�echie et transmise respectivement�a la luminance incidente:Lsca(�sca; �sca) = Z2� �00(�sca; �inc; �sca; �inc)Linc(�inc; �inc)cos(�inc)d
inc , �2 > �sca > 0Lsca(�sca; �sca) = Z � 00(�sca; �inc; �sca; �inc)Linc(�inc; �inc)cos(�inc)d
inc , � > �sca > �2L'unit�e de la BRDF et de la BTDF est par cons�equent le sr�1.En ins�erant la luminance incidente collimat�ee dans les expressions des BRDF et BTDF onobtient: Lsca(�sca; �sca) = �00(�sca; �inc; �sca; �inc)F0 (I.39)Lsca(�sca; �sca) = � 00(�sca; �inc; �sca; �inc)F0 (I.40)La quantit�e qui est souvent repr�esent�ee dans les r�esultats exp�erimentaux est la BRDF \corrig�eedu cosinus" �00cos(�sca) car c'est la quantit�e qui est directement reli�ee au ux mesur�e dans l'angle



I.5. PROPRI�ET�ES RADIATIVES D'UNE COUCHE DIFFUSANTE ET ABSORBANTE 23solide du d�etecteur. La BRDF est la fonction qui est employ�ee lors des calculs th�eoriques carcette fonction poss�ede certaines propri�et�es de sym�etries que ne poss�ede pas la BRDF corrig�ee ducosinus.Dans le milieu sup�erieur, une partie de la luminance r�e�echie est de nature di�use (Lsca),tandis qu'une autre partie que nous notons Lr;c est collimat�ee dans la direction sp�eculaire. Dansune approche ph�enom�enologique, la luminance collimat�ee r�e�echie correspond �a la partie de laluminance incidente qui a �et�e r�e�echie sp�eculairement (qui suit les loi de Snell-Descartes), maisqui n'a pas �et�e di�us�ee. Plus rigoureusement, la th�eorie de la di�usion multiple (voir chapitre II),nous apprend que la luminance collimat�ee est la partie de la lumi�ere r�e�echie qui a conserv�e lapropri�et�e de coh�erence spatiale de l'onde incidente. De même, dans le milieu inf�erieur, une partiede la luminance transmise est di�use (Lsca) tandis que l'autre est collimat�ee (Lt;c). Les facteursde r�eexions Rc et de transmissions sp�eculaires Tc sont d�e�nis par les rapports suivants:Rc = Lr;cLinc (I.41)Tc = Lt;cLinc (I.42)Deux autres quantit�es physiques importantes appel�ees facteurs de r�eexion et de transmissionh�emisph�eriques di�us sont d�e�nies par:Rsca(�inc) = Z 2�0 �00(�sca; �inc)cos(�sca)d
sca (I.43)Tsca(�inc) = Z 2�0 � 00(�sca; �inc)cos(�sca)d
sca (I.44)o�u l'int�egration s'e�ectue sur les directions du demi-espace sup�erieur 2� st�eradians pour la r�eexionet du demi-espace inf�erieur pour la transmission. Ces quantit�es donnent simplement le rapportentre la puissance di�us�ee r�e�echie (respectivement transmise) dans tous l'espace �a la puissanceincidente.Notons que la conservation de l'�energie implique que tout ce qui n'a ni �et�e r�e�echie, ni transmisa forc�ement �et�e absorb�e. L'absorptivit�e a0 directionnelle (pour un angle d'incidence particulier)du syst�eme est d�e�nie par: Rc + Tc +Rsca + Tsca = 1� a0 (I.45)I.5.3 Facteur d'absorption et d'�emissivit�e directionnellesSi on s'int�eresse aux propri�et�es radiatives d'un corps opaque par �emission thermique, l'ab-sorptivit�e directionnelle est une quantit�e tr�es importante. L'�emissivit�e directionnelle est reli�ee �al'absorptivit�e directionnelle pour une longueur d'onde selon la loi de Kirchho� 8:�0(�sca) = a0(�inc) avec �sca = �inc (I.46)Cette relation indique que si l'on est capable de connâ�tre l'absorptivit�e d'un corps soumis �a unux collimat�e incident formant un angle �inc par rapport �a la normale au corps, alors l'�emissivit�ethermique de ce corps (non soumis �a un �eclairement incident) dans cette même direction est re-li�ee �a l'absorptivit�e par la relation pr�ec�edente. Quand l'absorptivit�e d'un corps est calculable parune m�ethode �electromagn�etique exacte (analytique par exemple pour le cas d'un dioptre di�elec-trique plan opaque, ou encore num�erique pour un r�eseau), on obtient par cons�equent directementl'�emissivit�e. Cette m�ethode �evite de r�esoudre le probl�eme di�cile de l'�evaluation des uctuationsal�eatoires du champ �electromagn�etique au sein du mat�eriau induites par l'agitation thermique.8. Gre�et et Nieto-Vesperinas (1998)



24 CHAPITRE I. TRANSPORT DE LA LUMI�ERE EN MILIEU AL�EATOIREPour mesurer l'�emissivit�e directionnelle d'un milieu opaque �a une temp�erature T et �a une lon-gueur d'onde donn�ee, on peut mesurer directement les ux rayonn�es �a cette longueur. Mais, onpeut aussi en �eclairant par un laser le milieu froid �a la longueur d'onde souhait�e puis mesurerles ux di�us�es par le milieu pour en d�eduire l'absorptivit�e directionnelle identique �a l'�emissivit�edirectionnel selon la loi de Kirchho�. Il faut toutefois que les propri�et�es du milieu (par exempleles indices qui constituent le milieu) d�ependent peu de la temp�erature.Dans le cas d'une couche di�usante contenant des particules, le calcul �electromagn�etique n'estpossible num�eriquement que sur des petits syst�emes (de l'ordre de quelques longueur d'onde). Parailleurs le mod�ele de transport radiom�etrique d'une onde �electromagn�etique peut s'appliquer surdes syst�emes de taille beaucoup plus importante (par exemple une peinture charg�ee de 100�md'�epaisseur).Par cons�equent le mod�ele de transfert radiatif permet d'�evaluer les propri�et�es optiques et in-frarouges d'une couche di�usante soumise �a un �eclairement. On peut aussi directement en d�eduireles propri�et�es �emissives de la couche �a une temp�erature connue.I.6 conclusionNous avons d�ecrit dans ce chapitre l'approche ph�enom�enologique de la th�eorie de la di�usionmultiple de la lumi�ere qui consiste �a d�ecrire le transport de la lumi�ere par une �equation detransfert radiatif. Les di��erentes grandeurs radiom�etriques telles que la luminance, la BRDF sontd�e�nis. Nous avons d�ecrit l'approximation de la di�usion ind�ependante et sa limite de validit�e.Au chapitre II, nous exposerons th�eoriquement comment traiter le cas de la di�usion d�ependante.L'approche radiative est bas�ee sur des processus de di�usion incoh�erents entre eux sur un ensemblede r�ealisations de syst�emes. Par cons�equent les ph�enom�enes coh�erents tels que la localisation faibleet forte ne peuvent être pris en compte par cette approche.
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Chapitre IIPr�eambule �a la th�eorie de la di�usionmultiple d'ondes �electromagn�etiques
II.1 IntroductionL'objectif de ce chapitre n'est pas d'exposer une description compl�ete de la th�eorie ondulatoireet stochastique de la di�usion multiple en milieu al�eatoire. Pour de plus amples informations surcette th�eorie, nous renvoyons le lecteur aux longs articles de Frisch (1967), Frisch (1968), Lagendijket van Tiggelen (1996) et van Rossum et Nieuwenhuizen (1999) et aux livres de Sheng (1995),Apresyan et Kravtsov (1996) et Tsang et Kong (2001). Nous nous attachons �a rappeler uniquementles notions de base et les points cl�es de cette th�eorie qui seront n�ecessaires aux probl�emes explor�esdans les chapitres ult�erieurs. Notamment nous appliquerons ou nous nous appuierons sur cetteth�eorie pour r�esoudre le probl�eme de la di�usion en milieu absorbant et le probl�eme de la di�usiond�ependante en milieu absorbant dans les chapitres III, IV et V. Au chapitre VI, nous d�evelopperonsun point particulier de la th�eorie de la di�usion multiple, celui de l'�etude du champ coh�erent pourle cas d'un milieu di�usant tr�es charg�e en particules sph�eriques et r�esonantes.Ce chapitre est organis�e de la fa�con suivante. Nous introduisons dans un premier temps lepoint de vue stochastique de la propagation de la lumi�ere en milieu al�eatoire, et les notions destatistiques n�ecessaires: le champ moyen, la fonction de corr�elation du champ, l'intensit�e coh�erenteet incoh�erente. Puis nous partons de l'�equation de propagation en milieu h�et�erog�ene pour aboutir�a une �equation int�egrale grâce �a l'introduction de tenseurs de Green. Nous rappelons, sans lad�emontrer, l'�equation rigoureuse de Dyson qui permet de d�e�nir proprement la notion d'indicee�ectif. La d�etermination rigoureuse de l'indice e�ectif est un moyen d�etourn�e pour obtenir lecoe�cient d'extinction. Pour le cas d'un syst�eme compos�e de di�useurs non-ponctuels dispos�esal�eatoirement dans l'espace, nous d�ecrivons la m�ethode des perturbations formelles a�n d'obtenirun moyen de calcul de l'indice e�ectif. Cette approche, formellement rigoureuse, prend en comptetous les ph�enom�enes ondulatoires, mais est extrêmement complexe �a r�esoudre math�ematiquement.Des approximations sont n�ecessaires. Celles que nous appliquerons pour le probl�eme de la di�usionen milieu absorbant et pour le probl�eme de la di�usion d�ependante sont pr�esent�ees.En�n, dans la derni�ere section, nous discutons de la relation entre la luminance et le champ�electromagn�etique. Nous r�esumerons rapidement les approximations qui permettent de retrouverl'�Equation de Transfert Radiatif (ETR) ph�enom�enologique �a partir de l'�equation rigoureuse deBethe-Salpeter (B-S). Ce passage tr�es riche d'informations est la base d'introduction �a l'ETRg�en�eralis�ee a�n que les param�etres de l'ETR puissent être d�e�nis rigoureusement au del�a del'approximation de la di�usion ind�ependante.



26 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESII.2 Th�eorie statistique de la propagation d'ondes en milieu al�ea-toireII.2.1 Intensit�es coh�erente et incoh�erenteDu point de vue de l'�electromagn�etisme, un milieu quelconque lin�eaire �g�e est un milieu pourlequel l'indice de r�efraction n est une variable de l'espace r = (x; y; z). La r�eponse de ce syst�emesoumis �a une onde �electromagn�etique aura un caract�ere d�eterministe. Quand un syst�eme com-porte un tr�es grand nombre de degr�es de libert�e, seules les quantit�es physiques moyenn�ees sontint�eressantes. Dans un milieu di�usant (même �g�e), l'indice de r�efraction (bien qu'il soit pour unsyst�eme donn�e compl�etement d�eterministe) peut se d�ecrire comme une variable al�eatoire.Supposons que le milieu al�eatoire soit statistiquement homog�ene, ce qui revient �a dire queles fonctions de corr�elation de tous ordres pour l'indice n(r) sont identiques quelles que soientles zones consid�er�ees. Si on s�electionne un petit �echantillon de ce milieu di�usant o�u la fonctionn(r) est connue, alors la r�eponse �electromagn�etique est d�eterministe. Si on r�ep�ete l'op�eration surun autre �echantillon du milieu di�usant, on aura une autre r�eponse d�eterministe. Ce qui nousint�eresse, ce sont les propri�et�es statistiques de ces r�eponses sur un ensemble de N �echantillons dumilieu di�usant.Dans une approche statistique, on peut d�ecomposer l'indice en deux termes: l'indice moyenn�esur un ensemble de r�ealisations 1 not�e hni, et l'indice uctuant not�e �n d�e�ni par:n(r) = hni (r) + �n(r) (II.1)La uctuation �n varie entre chaque r�ealisation de syst�eme. Par cons�equent, un champ �electriquequi se propage dans ce milieu al�eatoire poss�ede aussi un caract�ere al�eatoire et se d�ecompose de lamême fa�con. E(r) = hEi (r) + �E(r) (II.2)Nous introduisons ici le moment d'ordre deux du champ appel�e fonction de corr�elation du champ:�ij(r; r0) = 
Ei(r)E�j (r0)� (II.3)L'intensit�e moyenne est la trace du tenseur �ij pour r0 = r:hI(r)i =Xi hEi(r) � E�i (r)i =Xi 
jEi(r)j2� (II.4)La fonction de corr�elation des champs est une fonction tr�es adapt�ee �a l'�etude de la coh�erencede la lumi�ere d�es que des processus stochastiques interviennent 2, comme la propagation en mi-lieu al�eatoire, ou encore pour l'�etude du rayonnement thermique dû aux uctuations de sourcesthermiques 3. Cette fonction est encore tr�es utilis�ee dans la description quantique du processusd'absorption et d'�emission. On peut d�evelopper l'intensit�e moyenne en fonction du champ moyenet du champ uctuant en injectant l'�equation (II.2) dans (II.4) pour obtenir (on a omis les som-mations): hIi = j hEi j2 + 
j�Ej2� = Icoh + Iincoh (II.5)1. Une r�ealisation est un �echantillon repr�esentatif du milieu di�usant pour lequel l'indice n(r) est connu.2. Voir Mandel et Wolf (1995) et Goodman (2000)3. La coh�erence du champ rayonn�e par emission thermique a �et�e �etudi�ee th�eoriquement par Rytov, Kravtsov, etTatarskii (1989a) dans le domaine des ondes radio, et repris r�ecemment par Carminati et Gre�et (1999), Henkel,Joulain, Carminati, et Gre�et (2000) et Shchegrov, Joulain, Carminati, et Gre�et (2000). Une d�emonstration exp�e-rimentale est pr�esent�ee par Gre�et, Carminati, Joulain, Mulet, Mainguy, et Chen (2002) dans le domaine des ondesinfrarouges.



II.3. �EQUATION INT�EGRALE POUR LE CHAMP �ELECTRIQUE 27o�u les intensit�es coh�erentes et incoh�erentes sont d�e�nies par:Icoh = j hEi j2 (II.6)Iincoh = 
j�Ej2� = 
jEj2�� j hEi j2 (II.7)II.2.2 Densit�e de probabilit�eQuand un milieu di�usant est compos�e d'une assembl�ee de di�useurs dispos�es al�eatoirementdans l'espace, alors du point de vue de la description statistique des processus de di�usion, lesvariables al�eatoires sont les positions de di�useurs Ri avec i = 1; 2; ::; N quand les di�useurssont identiques et sph�eriques. La forme, l'indice et l'orientation des di�useurs peuvent dans le casg�en�eral être d'autres variables al�eatoires. Les positions des di�useurs sont g�en�eralement corr�el�ees.La moyenne doit par cons�equent s'e�ectuer sur les positions possibles des di�useurs. La densit�ede probabilit�e jointe �a N di�useurs PN (R1;R2; ::;RN) est d�e�nie comme la densit�e de probabilit�eque les di�useur i; j; k::: soient en Ri;Rj;Rk::: sachant que la densit�e de probabilit�e est normalis�eesuivant: ZV N PN (R1;R2; ::;RN)d3R1:::d3RN = 1 (II.8)o�u V est le volume permis o�u peuvent se mouvoir les centres des di�useurs. La moyenne statistiqued'une fonction f pour un syst�eme contenant N di�useurs est:hfi = ZV N f(R1;R2; ::;RN)PN (R1;R2; ::;RN)d3R1:::d3RN (II.9)On peut introduire la fonction de probabilit�e conditionnelle �a S variables(S < N) comme:PS(R1;R2; ::;RS) = ZV N�S PN (R1;R2; ::;RN)d3RS+1:::d3RN (II.10)Si f est une fonction qui ne d�epend que de la position de S di�useurs dispos�es en R1, R2 et ...RS, sa moyenne statistique peut se calculer via la fonction de probabilit�e conditionnelle :hfi = ZV S f(R1;R2; :::;RS)PS(R1;R2; ::;RS)d3R1:::d3RS (II.11)II.3 �Equation int�egrale pour le champ �electriqueConsid�erons un milieu non-limit�e dans lequel la permittivit�e di�electrique � est une fonctionquelconque de l'espace, i.e. nous ne pr�ecisons pas de quoi est constitu�e le milieu. Par cons�equent,la m�ethode que nous allons introduire peut s'appliquer quelle que soit la g�eom�etrie du syst�eme.II.3.1 Les sources de di�usionA partir des �equations de Maxwell, l'�equation de propagation pour le champ �electrique E(r)dans un milieu o�u la permittivit�e � d�epend d'une variable de l'espace r peut s'�ecrire de la fa�consuivante 4: r�r�E(r)� !2c2 �(r)E(r) = i!�0Jext (II.12)o�u Jext est le courant ext�erieur cr�ee par le champ incident.4. Le symbole � d�esigne le produit vectoriel



28 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESOn introduit ici la notion d'h�et�erog�en�eit�e par rapport �a un milieu de r�ef�erence de permittivit�e�ref qui n'est pour l'instant pas pr�ecis�ee. En soustrayant chaque membre de l'�equation II.12 de laquantit�e !2c2 [�(r)� �ref ] et en additionnant la quantit�e !2c2 �ref , l'�equation de propagation prend laforme suivante : r�r�E(r)� !2c2 �refE(r) = i!�0Jext + !2c2 [�(r)� �ref ]E(r) (II.13)Si le champ di�us�e Esca est d�e�ni par:Esca(r) = E�Eref(r) (II.14)o�u le champ de r�ef�erence Eref (r) est tel qu'il satisfait �a une �equation de propagation dans unmilieu homog�ene de permittivit�e �ref :r�r�Eref (r)� !2c2 �refEref(r) = i!�0Jext (II.15)Par cons�equent, le champ di�us�e satisfait �a:r�r�Esca(r)� !2c2 �refEsca(r) = !2c2 [�(r)� �ref ]E(r) (II.16)Cette formulation permet clairement d'interpr�eter le terme de droite comme une source de champdi�us. En d'autres termes, les h�et�erog�en�eit�es sont responsables de la cr�eation d'un champ di�uspar rapport �a un milieu de r�ef�erence homog�ene de permittivit�e �ref . Les uctuations spatiales dela permittivit�e sont des sources pour le champ di�us�e.II.3.2 Construction d'une �equation int�egraleL'introduction d'un tenseur de Green permet la construction d'une �equation int�egrale pourle champ. Le tenseur de Green $G (r; r0) qui correspond au probl�eme de la recherche du champ�electrique total dans le milieu h�et�erog�ene (�equation II.12) est solution de 5:r�r� $G (r; r0)� !2c2 �(r) $G (r; r0) = �(r � r0) $I (II.17)o�u $I est l'op�erateur tensoriel unit�e. $G (r; r0) est la solution du probl�eme de la propagation d'ondesdans le cas particulier d'une source ponctuelle. Quand $G (r; r0) est connu, le champ �electriquetotal s'obtient simplement par 6:E(r) = i!�0 Z $G (r; r0)Jext(r0)d3r0 (II.18)Malheureusement, obtenir $G (r; r0) est extrêmement complexe et d�epend de la position exacte desh�et�erog�en�eit�es. Avec l'aide de l'�equation de propagation (II.16) dans le milieu de r�ef�erence avecdes sources h�et�erog�enes, on peut utiliser la fonction tensorielle de Green $Gref (r; r0) qui dans unmilieu libre de permittivit�e �ref est solution de:r�r� $Gref (r; r0)� !2c2 �ref $Gref (r; r0) = �(r � r0) $I (II.19)5. Le produit vectoriel � entre un vecteur et un tenseur est bien d�e�ni (Tai 1993).6. d3r0 est une notation pour dxdydz.



II.3. �EQUATION INT�EGRALE POUR LE CHAMP �ELECTRIQUE 29Contrairement au tenseur de Green du milieu quelconque $G (r; r0), le tenseur de Green pour unsyst�eme homog�ene $Gref (r; r0) est parfaitement connu (voir annexe A). Notons que l'invariancepar translation du milieu de r�ef�erence, implique que ce tenseur de Green ne d�epende que de ladi��erence entre r et r0, contrairement �a la fonction tensorielle de Green en milieu inhomog�ene:$Gref (r; r0) =$Gref (r� r0) (II.20)Les �equations int�egrales pour le champ de r�ef�erence et le champ di�us�e peuvent maintenant s'�ecrire:Eref(r) = i!�0 Z $Gref (r� r0)Jext(r0)d3r0 (II.21)Esca(r) = !2c2 Z $Gref (r� r0)[�(r0)� �ref ]E(r0)d3r0 (II.22)E(r) = Eref(r) + !2c2 Z $Gref (r� r0)[�(r0)� �ref ]E(r0)d3r0 (II.23)II.3.3 Notation op�eratorielleDeux op�erateurs lin�eaires V and Gref sont introduits et d�e�nis par:V : E(r) �! !2c2 [�(r)� �ref ]E(r) (II.24)et Gref : E(r) �! Z $Gref (r� r0)E(r0)d3r0 (II.25)L'�equation int�egrale pour le champ �electrique peut maintenant se r�e�ecrire dans une notationcompacte sous la forme suivante: E = Eref +GrefVE (II.26)Cette �equation de type Lipmann-Schwinger 7 est le point de d�epart de la th�eorie de la di�usionmultiple pour un syst�eme quelconque. On peut r�einjecter le champ �electrique total dans la partiedroite de l'�equation puis r�eit�erer �a l'in�ni a�n d'�eliminer compl�etement le champ total dans lapartie droite. On obtient alors un d�eveloppement formel:E = Eref +GrefVEref +GrefVGrefVE (II.27)= Eref +GrefVEref +GrefVGrefVEref +GrefVGrefVGrefVEref + ::: (II.28)= +1Xn=0(GrefV)nEref (II.29)On a par ailleurs une �equation analogue pour la fonction de Green 8:G = Gref +GrefVG = Gref +Gref +1Xn=0(VGref )nVGref = Gref +GrefLGref (II.30)avec L � +1Xn=0(VGref )nV (II.31)7. On parle aussi d'�equation ferm�ee.8. On peut raisonner sur les fonctions de Green plutôt que sur les champs �electriques puis obtenir les champs parla relation E = GJ.



30 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESL'�equation de la di�usion multiple (II.26) peut être utilis�ee dans toutes sortes de probl�emes commepar exemple celui de l'int�eraction d'une pointe plac�ee �a une distance nanom�etrique d'une surfacepour des applications de microscopie en champ proche (Gre�et et Carminati 1997). L'approxima-tion de Born souvent utilis�ee quand le champ total di��ere peu du champ de r�ef�erence, consiste �ane conserver que la premi�ere correction au champ de r�ef�erence.E = Eref +GrefVErefL'�equation de la di�usion multiple (II.26) est une �equation int�egrale qui est longue �a r�esoudrenum�eriquement car il faut discr�etiser l'int�egrale et mettre le probl�eme sous la forme d'une �equationmatricielle lin�eaire. Alors que sous l'approximation de Born, l'expression du champ (II.32) s'obtientdirectement par le calcul de l'int�egrale.II.3.4 Cas d'un milieu al�eatoire et choix du milieu de r�ef�erenceLe milieu est consid�er�e al�eatoire quand la permittivit�e di�electrique est une variable uctuantedans l'espace. Dans l'�equation de la di�usion multiple, les op�erateurs �a variables al�eatoires sontla fonction de Green du probl�eme complet G et l'op�erateur L. La valeur moyenne de l'�equationde la di�usion multiple pour la fonction de Green (II.30) est donc:hGi = Gref +Gref hLiGref (II.32)La suite des manipulations de cette �equation d�epend du type de milieu al�eatoire consid�er�e, c'est�a dire de ces �eventuelles sym�etries et corr�elations.Par exemple, le choix du milieu de r�ef�erence est un point important. Pour �ecrire la th�eorie desfortes uctuations Tsang et Kong (1981) 9 ont choisi de d�ecrire les h�et�erog�en�eit�es dans le milieue�ectif du milieu al�eatoire, dans la limite du r�egime d'homog�en�eisation 10.La th�eorie des fortes uctuations a �et�e d�evelopp�ee pour un milieu statistiquement homog�ene.Mais il est possible de l'exploiter pour mod�eliser la di�usion par une surface rugueuse. Une surfacerugueuse peut �egalement être vue comme un milieu al�eatoire, mais �a statistiques inhomog�enes.On peut suivant Sentenac et Gre�et (1998) et Calvo-Perez, Sentenac, et Gre�et (1999) d�ecouperune surface rugueuse en un ensemble de couches parall�eles et consid�erer chaque couche commeun milieu statistiquement homog�ene dans lequel les h�et�erog�en�eit�es sont des sources de champ etd'intensit�e di�use. Le milieu de r�ef�erence est donc un milieu multicouches �a gradient d'indice dontil faut calculer le tenseur de Green.Pour d�ecrire la propagation d'ondes dans un milieu contenant des objets identiques et al�eatoi-rement dispos�es dans l'espace, Frisch (1968) choisit comme milieu de r�ef�erence le milieu hôte danslequel baignent les di�useurs. C'est cette m�ethode que nous d�ecrirons en d�etail dans la sectionII.5.II.4 Milieu e�ectif pour le champ moyenII.4.1 Une �equation ferm�ee pour le champ moyen: l'�equation de DysonDyson montre rigoureusement11 qu'il existe un op�erateur � appel�e op�erateur de masse tel quela fonction de Green moyenne satisfasse �a une �equation ferm�ee de Lipmann-Schwinger:hGi = Gref +Gref� hGi (II.33)9. Voir aussi les livres de Tsang, Kong, et Shin (1985) et Tsang et Kong (2001).10. Le r�egime d'homog�en�eisation est atteint pour des longueurs d'ondes tr�es grandes devant la taille des h�et�ero-g�en�eit�es. Dans ce cas, le milieu est vu par l'onde incidente comme un milieu homog�ene et ne di�use pas. L'indicee�ectif de ce milieu peut être �evalu�e par une th�eorie de champ e�ectif comme par exemple la loi de Bruggeman(1935).11. Pour la premi�ere fois dans les publications de Dyson (1949a) et Dyson (1949b)



II.4. MILIEU EFFECTIF POUR LE CHAMP MOYEN 31L'�equation de Dyson d�emontre que le champ �electrique total moyen dans un milieu h�et�erog�ene�a statistiques homog�enes satisfait �a une �equation de propagation dans un milieu homog�ene. Cemilieu d�epend de l'op�erateur � . On apprend que les solutions pour le champ moyen sont des ondesplanes qui conservent leurs propri�et�es de coh�erence et de polarisation durant la propagation. Lechamp moyen peut, par cons�equent, interf�erer avec toutes autres ondes coh�erentes avec elle. Onpourra alors utiliser toute m�ethode exp�erimentale qui n�ecessite par exemple une onde coh�erentespatialement. Par exemple, on peut s�eparer le champ moyen coh�erent du champ di�us incoh�erentpar une m�ethode classique de �ltrage spatial 12.II.4.2 Notion d'indice e�ectifMontrons comment l'�equation de Dyson permet d'introduire la notion d'indice e�ectif pour lechamp moyen. G�en�eralement, l'op�erateur de masse dans l'espace direct d�epend de deux variablesd'espace. Consid�erons un milieu statistiquement homog�ene, autrement dit un milieu qui est enmoyenne invariant par translation. L'op�erateur de masse est par cons�equent inchang�e par unetranslation de vecteur R: $� (r1; r2) =$� (r1 �R; r2 �R) (II.34)Cette propri�et�e implique que cet op�erateur ne d�epende que de la di��erence entre r1 et r2.$� (r1; r2) =$� (r1 � r2) (II.35)L'op�erateur de masse et sa transform�ee de Fourier sont reli�es par les relations suivantes:$� (r; r0) = Z �$� (k;k0)ei(kr�k0r0) d3k(2�)3 d3k0(2�)3 (II.36)�$� (k;k0) = Z $� (r; r0)ei(�kr+k0r0)d3rd3r0 (II.37)Les variables k0 et k s'interpr�etent respectivement comme des vecteurs d'ondes d'entr�ee et desortie. L'invariance par translation impose aussi que le vecteur d'onde de sortie soit identique auvecteur d'onde d'entr�ee. Alors, la TF de l'op�erateur de masse �a une seule variable est reli�ee �a laTF �a deux variables par: �$� (k;k0) = (2�)3�(k� k0) �$� (k) (II.38)o�u �$� (k) est l'op�erateur de masse dans la direction avant 13, et on a:$� (r� r0) = Z �$� (k)eik(r�r0) d3k(2�)3 (II.39)En notation d�evelopp�ee, l'�equation de Dyson (II.33) s'�ecrit explicitement:$hGi (r� r0) = $Gref (r� r0) + Z $Gref (r� r1) $� (r1 � r2) $hGi (r2 � r0)d3r1d3r2= $Gref (r� r0)+ $Gref (r)
r $� (r� r0)
r0 $hGi (r0) (II.40)12. On peut pour cela focaliser l'onde coh�erente en point grâce �a une lentille. Le champ dans le plan de focale d'unelentille est la transform�ee de Fourier spatiale du champ. Les basses fr�equences se focalisent pr�es de l'axe optique.Plus la fr�equence spatiale d'une onde est �el�ev�ee plus elle s'�eloigne de l'axe optique. On peut par cons�equent �ltrerles ondes de basses fr�equences spatiales grâce �a un diaphragme perc�e d'un petit trou. Comme les ondes incoh�erentesposs�edent de plus fortes fr�equences spatiales, elles seront arrêt�ees par le trou. Voir le livre de Goodman (1996) pourle dispositif exp�erimental ou encore une application de ce dispositif pour la mesure de l'att�enuation d'une ondecoh�erente dans l'article de Hespel, Mainguy, et Gre�et (2001) .13. La direction avant est d�e�nie par le vecteur d'onde incident.



32 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESo�u 
r est le produit de convolution pour la variable r. Si on prend la transform�ee de Fourier de(II.40), les produits de convolutions se transforment en de simples produits multiplicatifs 14.�$hGi (k) =�$Gref (k)+ �$Gref (k) �$� (k) �$hGi (k) (II.41)En factorisant le tenseur de Green moyen, on a:"I� �$Gref (k) �$� (k)# �$hGi (k) =�$Gref (k) (II.42)On injecte dans (II.42) l'expression du tenseur de Green (�equation A.14), on obtient:"I� P(k)k2 � �ref !2c2 �$� (k)# �$hGi (k) = P(k)k2 � �ref !2c2 (II.43)o�u P(k) est l'op�erateur transverse, i.e. qui prend la partie transverse �a k d'un vecteur. La fonctionde Green moyenne prend la forme suivante:�$hGi (k) = P(k)k2 � �ref !2c2 �P(k) �$� (k) = P(k)k2� �$k2eff (k) = P(k)k2� �$� eff !2c2 (II.44)o�u l'on a d�e�ni le vecteur d'onde e�ectif et la permittivit�e e�ective par:�$k2eff (k) � �ref !2c2 +P(k) �$� (k) et �$� eff (!;k) � �ref + P(k) �$� (k)!2c2 (II.45)La relation (II.44) indique clairement que le tenseur de Green moyen est le tenseur de Green d'unmilieu libre homog�ene de permittivit�e �eff . Ce milieu est appel�e milieu e�ectif pour le champmoyen. Si le milieu est statistiquement isotrope, la permittivit�e e�ective devient un scalaire:��eff (!; k) � �ref + �� (k)!2c2 (II.46)Le pôle de la fonction de Green dans l'espace de Fourier �xe le nombre d'onde dans l'espace direct,donc nous avons l'identit�e suivante: k2 � k2eff : (II.47)Par cons�equent le nombre d'onde e�ectif satisfait �a l'�equation suivante:�k2eff (!; keff ) = !2c2 �ref+ �� (keff ) (II.48)et la permittivit�e e�ective et l'indice e�ectif s'obtiennent simplement par:��eff (!; keff ) = k2effk20 = �ref + �� (keff )k20 (II.49)neff = keffk0 (II.50)avec k0 = !cCette relation d�e�nit le nombre d'onde e�ectif pour une onde plane et son indice e�ectif neff �p�eff .14. Ceci montre un interêt suppl�ementaire de la notation compacte: elle est identique que l'on travaille dansl'espace direct ou dans l'espace de Fourier.



II.4. MILIEU EFFECTIF POUR LE CHAMP MOYEN 33II.4.3 Lien entre le coe�cient d'extinction et l'indice e�ectifL'indice e�ectif d�ecrit comment le champ moyen se propage dans le milieu di�usant. Si le champmoyen est une onde plane monochromatique de pulsation ! qui se propage dans le milieu e�ectifhomog�ene dans une direction z, on peut l'�ecrire:< E(z) >=< E0 > eik0Re(neff )ze�k0Im(neff )z (II.51)La partie r�eelle de l'indice e�ectif joue un rôle sur la phase de l'onde tandis que la partie imaginaired�ecrit l'att�enuation d'une onde plane �a cause de la di�usion et de l'absorption. L'indice e�ectifdans un milieu di�usant est toujours complexe même si le milieu n'est pas absorbant puisque ladi�usion tend �a att�enuer le champ moyen. Si le milieu di�usant contient une forte proportion dedi�useurs, la partie r�eelle de l'indice e�ectif sera notablement di��erente de celle du liant. Commela vitesse v de propagation de la phase dans un milieu homog�ene est donn�ee par v = c=n, alors lamodi�cation de la partie r�eelle de l'indice e�ectif indique que la vitesse de propagation d'une ondecoh�erente est modi��ee par les di�useurs. Une autre cons�equence est la modi�cation des facteursde r�eexion et de transmission sp�eculaires �a l'interface d'une couche di�usante.L'intensit�e associ�ee �a une onde plane s'att�enue selon:I(z) = I0e�2k0Im(neff )z (II.52)avec I0 l'intensit�e en z = 0. Une luminance collimat�ee associ�ee �a une onde plane s'att�enue expo-nentiellement selon la loi de Beer-Lambert:L(z) = I0�(! � !0)e�Kextz (II.53)! et !0 sont les angles solides pour les directions u et u0 avec u0 = uz; et Kext est le coe�cientd'extinction. Comme L(z) = I(z)�(! � !0), �a partir de (II.53) et (II.52), on peut identi�er lecoe�cient d'extinction: Kext = !c 2Im(neff ) (II.54)Pour obtenir le coe�cient d'extinction, il faut calculer l'indice e�ectif qui s'obtient �a partir del'op�erateur de masse. Nous pr�esentons dans la section suivante la m�ethode classiquement utilis�ee(Frisch 1968) pour obtenir une expression perturbative de l'op�erateur de masse pour un milieucontenant une assembl�ee de di�useurs identiques.II.4.4 Remarques sur la notion de milieu non-localUne permittivit�e dans l'espace de Fourier qui d�epend d'une fr�equence spatiale indique que lemilieu est non-local. Dans l'espace direct, la permittivit�e en un point r d�epend de la valeur d'unefonction dans un volume proche du point r. Un mat�eriau avec ces propri�et�es est aussi appel�espatialement dispersif (Landau, Lifchitz, et Pitaevskii 1985).Pour une onde monochromatique, le champ induction �electrique dans l'espace de Fourier D estreli�e �a la permittivit�e �� 0 et au champ �electrique E par la relation constitutive suivante:�D (k) =�� 0 (k) �E (k) (II.55)En prenant la transform�ee de Fourier inverse, on obtient:D(r) = �0(r)
E(r) = Z �0(r� r0)E(r0)d3r0 o�u (II.56)�0(r) = Z �� 0 (k)eikr d3k(2�)3 (II.57)



34 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESLa relation entre le vecteur induction et le champ �electrique est non-locale. C'est pour cel�a que l'onparle de milieu non-local quand la permittivit�e �a une d�ependance en k. Si le milieu est isotrope,alors �0(r) = �0(jrj) et si �0(jrj) est une fonction rapidement d�ecroissante avec jrj pendant que lechamp peut être consid�er�e constant, alors le champ peut sortir de l'int�egrale (II.56) et la dispersionspatiale peut être ignor�ee puisque l'on retrouve une relation locale entre l'induction et le champ�electrique. D(r) = �(r)E(r) (II.58)o�u la permittivit�e di�electrique est: �(r) = Z �0(jr0 � rj)d3r0 (II.59)En d'autres termes, la dispersion spatiale est n�egligeable quand la zone o�u �0(jrj) prend des valeursimportantes est petite devant l'�echelle typique de variation du champ �electrique. Pour des ondespropagatives, la taille de la r�egion doit être tr�es petite devant la longueur d'onde du champ. Siune expression de (II.46) est connue (par le calcul de l'op�erateur de masse), alors il peut êtreint�eressant d'�evaluer l'�echelle de non-localit�e par le calcul de (II.56) pour savoir si cette propri�et�eest n�egligeable ou non.Appliquons ces relations au cas du champ moyen dans un milieu al�eatoire statistiquementhomog�ene. Le champ moyen se propageant dans un milieu non-limit�e dans la direction ke� peuts'�ecrire comme une onde plane d�ecroissante: < E(r) >=< E0 > eike�r alors de (II.56) et (II.57)nous avons: < D(r) >= Z �� 0 (k)eikr < E0 > ei(ke��k)r0d3r0 d3k(2�)3 (II.60)On utilise la relation R ei(keff�k)r0d3r0 = (2�)3�(keff � k) pour obtenir:<D(r) >=�� 0 (keff ) < E(r) > (II.61)Cette relation montre que tant que le champ moyen se propage dans une seule direction, ladispersion spatiale n'intervient pas dans le calcul de l'induction �electrique.L'expression des facteurs de r�eexion et de transmission de Fresnel �a l'interface de deux milieuxsemi-in�nis locaux s'obtient grâce aux relations de continuit�e des champs. Dans le cas d'un milieunon-local, les relations de continuit�e ne sont pas triviales et n�ecessitent des conditions aux limitessuppl�ementaires qui sont approximatives et sujettes �a controverse. Il existe une m�ethode quifonctionnne dans le cas d'un milieu local qui consiste �a exploiter le th�eor�eme d'extinction pourtrouver les facteurs de Fresnel (Born et Wolf 1999). Une tentative pour adapter cette m�ethodeau cas d'un milieu non-local a �et�e propos�ee par Agarwal, Pattanayak, et Wolf (1971) et Agarwal(1973) �a la fois pour d�eduire une relation de dispersion pour des polaritons de surface et pourcalculer les facteurs de Fresnel. Toutefois, certaines approximations sont n�ecessaires et se sontav�er�ees violer la conservation de l'�energie (Bishop et Maradudin 1976). Chen et Nelson (1993b)�ecrivent les �equations de Maxwell dans l'espace de Fourier et montrent qu'il est possible de calculerune expression des facteurs de Fresnel en contournant le d�elicat probl�eme des conditions auxlimites. Une application de cette th�eorie est �etudi�ee par Chen et Nelson (1993a) pour le cas d'unmilieu pr�esentant un couplage exciton-polaritons, et par Nelson (1995) pour le cas d'un milieuoptiquement actif.



II.5. CAS DES DIFFUSEURS AL�EATOIREMENT DISPOS�ES DANS UN MILIEU HÔTE 35II.5 Th�eorie de la di�usion multiple pour des di�useurs al�eatoi-rement dispos�es dans un milieu hôte: �etude du champ moyenII.5.1 IntroductionConsid�erons un milieu dans lequel la permittivit�e di�electrique � est presque partout �egale �a �1sauf dans des zones limit�ees de l'espace, i.e. le lieu des di�useurs. Cette �etude se restreint au casd'un syst�eme compos�e d'une collection de di�useurs identiques, de forme sph�erique de rayon a pourun syst�eme 3D (ou de forme cylindrique circulaire de rayon a pour un syst�eme 2D), de permittivit�e�egale �a �p. Dans la section pr�ec�edente, nous avons pr�esent�e le point de d�epart des �equations dela di�usion multiple pour un syst�eme quelconque dans lequel le milieu de r�ef�erence n'�etait paspr�ecis�e. Dans cette section, le milieu de r�ef�erence choisi est le milieu hôte. Par cons�equent lesh�et�erog�en�eit�es - sources de di�usion - sont en contraste par rapport au milieu hôte. Le potentield�e�ni par l'�equation (II.24) se pr�ecise:V (r) = !2c2 (�p � �1)�(r) avec (II.62)�(r) = 1 si r est dans une particule (II.63)�(r) = 0 sinon (II.64)Si le champ incident est d�e�ni comme le champ qui se propagerait dans le milieu hôte sansdi�useur, l'�equation de la di�usion multiple (II.26) pour le champ total satisfait alors �a:E = Einc +GincVE (II.65)La th�eorie pr�esent�ee dans la suite n'est pas limit�ee au cas de particules tr�es petites devant lalongueur d'onde. Elle pourra s'appliquer au cas de particules fortement di�usantes, c'est �a direayant un rayon proche de l'ordre de la longueur d'onde, condition n�ecessaire pour que l'e�cacit�ede di�usion soit proche d'une r�esonance de Mie. Cette th�eorie d�evelopp�ee par Frisch (1968) ajustement �et�e �ecrite pour traiter le cas de di�useurs de tailles quelconques. Notons qu'il existeun autre formalisme de la th�eorie de la di�usion multiple pour des objets de tailles quelconquesal�eatoirement r�epartis dans l'espace d�evelopp�e par Lax (1951) qui fait intervenir la notion dechamp excitateur sur un di�useur. Mais les �equations de la di�usion multiple d�evelopp�ees parFrisch sont formellement di��erentes de celle de Lax et permettent apr�es moyenne une classi�cationtr�es claire des ph�enom�enes coh�erents dus aux corr�elations sur la position des di�useurs. L'�equationde la di�usion multiple (II.65) est remani�ee a�n d'exploiter ce que l'on sait de la di�usion par undi�useur isol�e en entier (par exemple la th�eorie de Mie pour une sph�ere ou un cylindre in�ni).II.5.2 Cas d'un seul di�useur: d�e�nition de l'op�erateur tAvant de s'attaquer �a la di�usion par une collection de particules, �etudions le cas d'un milieuhôte ne contenant qu'un seul di�useur.Cas d'un di�useur de taille et de forme quelconqueSi le milieu ne contient qu'un seul di�useur centr�e en 0 de permittivit�e �p, alors le potentielV (r) s'�ecrit : V (r) = !2c2 (�p � �1)�(r) (II.66)o�u �(r) = 1 si r est dans le di�useur et 0 partout ailleurs.



36 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESL'�equation (II.65) peut être r�esolue par un d�eveloppement perturbatif en puissance de G1Vselon: E = Einc +G1VEinc +G1VG1VE= Einc +G1VEinc +G1VG1VEinc +G1VG1VG1VEinc + :::= +1Xn=0(G1V)nEincE = Einc +G1tEinc (II.67)o�u t, l'op�erateur de di�usion d'une particule, est d�e�ni en notation compacte par:t � V +1Xn=0(G1V)n (II.68)Chaque terme d'ordre n s'interpr�ete comme des �ev�enements de n di�usions multiples. En notationd�evelopp�ee, l'op�erateur t est:$t (r; r0) � V (r) $I �(r� r0) + V (r) $G1 (r� r0)V (r0)+ Z V (r) $G1 (r� r1)V (r1) $G1 (r1 � r0)V (r0)d3r1+ Z V (r) $G1 (r� r2)V (r2) $G1 (r2 � r1)V (r1) $G1 (r1 � r0)V (r0)d3r2d3r1+ ::: (II.69)Le dernier terme que nous avons d�evelopp�e exprime qu'au point r0 se situe une source de rayon-nement V (r0) (excit�ee pr�ealablement par un champ ext�erieur non-explicit�e). La propagation duchamp rayonn�e par la source de r0 en r1 est ensuite d�ecrite grâce au tenseur de Green $G1 (r1� r0)Ce champ di�us�e excite �a son tour un autre point source V (r1) puis ce rayonnement se propagejusqu'au point r2 et ainsi de suite jusqu'au point r.L'op�erateur $t (r; r0) appliqu�e au champ incident Einc(r0) donne le courant induit en r. L'op�e-rateur a une propri�et�e importante que nous utiliserons: le support de l'op�erateur est le di�useurlui-même. En d'autres termes, cela implique que si r ou l'autre point r0 est en dehors du di�useur,alors $t (r; r0) = 0. On v�eri�e cela �a partir de la d�e�nition d�evelopp�ee de t (II.69) et de la d�e�nitiondu potentiel V (r) (II.66) qui est nul en dehors de la particule 15.L'op�erateur de di�usion contient toutes les di�usions multiples par les �el�ements de volume dudi�useur lui même. Par cons�equent, les r�esonances de la di�usion d'une particule li�ees �a sa formesont contenues dans t. Il peut être int�eressant de calculer son expression par son d�eveloppementperturbatif (II.69) quand la particule est tr�es petite ou di�use tr�es peu, mais s'il y a une r�esonance,il devient tr�es vite impossible d'utiliser ce d�eveloppement. Nous verrons au chapitre III commenton peut relier cet op�erateur au r�esultat de la th�eorie de Mie a�n que l'on puisse traiter le cas d'uneparticule d'une taille arbitraire qu'elle soit r�esonante ou non.15. Remarquons que si le milieu de r�ef�erence choisi n'�etait pas le milieu hôte, mais un milieu de permittivit�e �ref ,le potentiel V prendrait les valeurs suivantes:V (r) = !2c2 (�p � �ref ) quand r est dans la particule et (II.70)= !2c2 (�1 � �ref ) quand r est en dehors. (II.71)Par cons�equent, tout point serait dans ce cas une source de di�usion. Le support de l'op�erateur de di�usion ne seraitplus born�e. Et il ne serait a priori plus possible d'utiliser cet op�erateur dans le cas d'un ensemble de di�useurs.



II.5. CAS DES DIFFUSEURS AL�EATOIREMENT DISPOS�ES DANS UN MILIEU HÔTE 37Limite de l'op�erateur de di�usion en milieu absorbant pour des particules tr�es petitesdevant la longueur d'ondeQuand le rayon de la particule tend vers 0, la fonction � devient:lima!0 �(r) = 43�a3�(r) (II.72)Le calcul de t contient une in�nit�e d'int�egrales di�cilement calculables directement �a cause dela singularit�e du tenseur de Green. On peut montrer (Calvo-Perez 1999) que l'on peut r�e�ecrireles �equations de la di�usion multiple pour le champ dit local. C'est le champ qui est pr�esent surune particule consid�er�ee dû �a l'ensemble des particules hormis celle situ�ee au point consid�er�e. Parcette m�ethode, l'op�erateur de di�usion se r�eduit au premier terme mais avec un potentiel Vl localqui s'�ecrit: $t (r; r0) = Vl(r) $I �(r� r0) avec (II.73)Vl(r) = 43�a3�(r)3�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 (II.74)En prenant la TF de l'op�erateur de di�usion dans l'espace direct, on obtient:�$t (k1;k1) = 4�a3!2c2 �1 �p � �1�p + 2�1 (II.75)II.5.3 Cas de N di�useurs: d�e�nition de l'op�erateur TSimilairement au cas d'un milieu contenant un seul di�useur, le potentiel de di�usion d'unmilieu contenant N di�useurs distincts peut s'�ecrire suivant:V (r) = !2c2 (�p � �1) NXi �i(r) (II.76)o�u �i(r) = 1 si r est dans le di�useur i plac�e enRi et z�ero partout ailleurs. Le potentiel de di�usionpour un ensemble de N di�useurs est la somme du potentiel de di�usion de chaque di�useur i:V (r) = NXi Vi(r) o�u Vi(r) � !2c2 (�p � �1)�i(r) est le potentiel d'un seul di�useur. (II.77)R�e�ecrivons l'�equation int�egrale (II.65) pour le champ total �a l'aide de ce nouveau potentiel:E = Einc +G1 NXi ViE (II.78)Le d�eveloppement perturbatif formel de cette �equation donne 16:E = Einc +G1 NXi ViEinc +G1 NXi ViG1 NXj VjEinc (II.80)+G1 NXi ViG1 NXj VjG1 NXk VkEinc + :::16. Par exemple, la forme explicite du troisi�eme terme de l'�equation (II.80) est:Z $G1 (r� r0)Vi(r0) $G1 (r0 � r00)Vj(r00)Einc(r00)d3r0d3r00 (II.79)



38 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESL'op�erateur T pour un ensemble de N di�useurs se d�e�nit par:T � NXi Vi + N;NXi;j ViG1Vj + N;N;NXi;j;k ViG1VjG1Vk + ::: (II.81)Ainsi l'�equation (II.80) se r�e�ecrit directement �a l'aide de l'op�erateur T.E = Einc +G1TEinc (II.82)De même que pour l'op�erateur de di�usion d'une particule �t (r; r0), l'op�erateur �a N particules�T (r; r0) appliqu�e au champ incident en r0 donne le courant en r. Soit ti l'op�erateur de di�usionde la ime particule d�e�ni par:ti � Vi +ViG1Vi +ViG1ViG1Vi +ViG1ViG1ViG1Vi + ::: (II.83)L'op�erateur ti est d�e�ni pour une particule centr�e en Ri. Comme t est d�e�ni pour une particulecentr�e �a l'origine, on a la relation:$ti (r; r0) =$t (r�Ri; r0 �Ri) (II.84)Il est tr�es int�eressant de remarquer (Frisch 1967) que l'op�erateur T peut s'exprimer uniquementen fonction des ti avec toutefois une condition de non-interp�en�etrabilit�e des di�useurs.T = NXi ti + N;NXi;ji6=j tiG1tj + N;N;NXi;j;ki6=j;j 6=ktiG1tjG1tk + N;N;N;NXi;j;k;li6=j;j 6=k;k 6=ltiG1tjG1tkG1tl + ::: (II.85)o�u l'on a indiqu�e que les indices i; j; k; l::: successifs doivent être di��erents. On peut se convaincrede la validit�e de cette expression en injectant l'�equation (II.83) dans (II.85) pour retrouver (II.81).Cette expression de T �a partir des ti est une avanc�ee tr�es importante par rapport �a sa d�e�nition(II.81) o�u T s'exprime en fonction des Vi. Le processus de di�usion simple par une h�et�erog�en�eit�eVi est remplac�e par un processus de di�usion par une particule enti�ere (consid�er�ee par l'�equation(II.81) comme un ensemble d'�el�ements di�usants ind�ependamment les uns des autres. On peutd�es lors s'int�eresser �a des syst�emes contenant des particules de tr�es forte amplitude de di�usion.D'un point de vue technique, l'introduction de t revient �a e�ectuer une sommation jusqu'�a l'in�nid'une classe de termes, qui d�ecrive la di�usion multiple �a l'int�erieur de chaque particule.La premi�ere sommation dans (II.85) repr�esente la somme de tous les �ev�enements de di�u-sion simple. En d'autre termes le champ incident n'est di�us�e qu'une seule fois par chacune desparticules jusqu'au point d'observation. La seconde et la troisi�eme sommation repr�esentent res-pectivement les �ev�enements de di�usion double et triple entre la source de l'onde incidente et lepoint d'observation.II.5.4 D�eveloppement en essaim de la densit�e de probabilit�eIl est int�eressant d'�evaluer les statistiques moyennes du champ total. Nous nous int�eressons iciuniquement au champ moyen. Dans l'�equation (II.82), seules T et E sont des fonctions �a variablesal�eatoires, par cons�equent la moyenne de (II.82) est:hEi = Einc +G1 hTiEinc (II.86)Il existe une approximation valable pour un milieu tr�es dilu�e o�u les positions des di�useurs sontsuppos�ees d�ecorr�el�ees. Sous cette approximation, la densit�e de probabilit�e jointe s'�ecrit:PN (R1;R2; ::;RN ) = P1(R1)P1(R2):::P1(RN ) (II.87)



II.5. CAS DES DIFFUSEURS AL�EATOIREMENT DISPOS�ES DANS UN MILIEU HÔTE 39Cette hypoth�ese n'est pas r�ealiste quand la fraction volumique de di�useurs est importante, alorsil est utile de d�evelopper PN en essaim (Frisch 1967): tout d'abord, on suppose que la probabilit�ede pr�esence dans le volume autoris�e est uniforme et identique quelle que soit la particule, donc ona: P1(Ri) = 1V (II.88)Les PN peuvent toujours se d�ecomposer de la mani�ere suivante:P2(Ri;Rj) = P1(Ri)P1(Rj)[1 + g2(Ri;Rj)] (II.89)P3(Ri;Rj ;Rk) = P1(Ri)P1(Rj)P1(Rk)[1 + g2(Ri;Rj) + g2(Rj ;Rk) + g2(Ri;Rk)+ g3(Ri;Rj ;Rk)]Ces relations d�e�nissent les fonctions gn. Dans cette formulation, les corr�elations sont factoris�eespar les probabilit�es d�ecorr�el�es P1(Ri). Quand les di�useurs sont d�ecorr�el�es, les fonctions gn s'an-nulent. Dans le cas d'un milieu o�u la contrainte sur la position des di�useurs est que les sph�eresne peuvent s'interp�en�etrer, des corr�elations interviennent et les gn ne peuvent pas être nulles. Parexemple, la fonction de corr�elation de paire g2(Ri;Rj) qui ne d�epend que de la distance s�eparantdeux di�useurs peut être approch�ee analytiquement par le mod�ele de Percus et Yevick (1958) r�eso-lue math�ematiquement par Wertheim (1963) et utilis�e par Tsang, Kong, et Shin (1985); elle peutencore être �evalu�ee par une simulation de type Monte-Carlo (Calvo-Perez 1999). La simulationest tr�es simple �a programmer: des di�useurs sont dispos�es al�eatoirement dans une grande bô�te 17jusqu'�a ce que la fraction volumique d�esir�ee soit atteinte. Ensuite on cr�ee un histogramme de ladistribution des distances interparticules. En d'autres termes le programme compte le nombre departicules dont les distances sont comprises entre R et R+�R o�u �R est un pas que l'on se �xe.Notons que plus le pas choisi est petit, plus il est n�ecessaire - pour que les statistiques soient bienrepr�esent�ees - que la taille de la boite soit grande. On peut �egalement r�eit�erer le calcul en moyen-nant les histogrammes obtenus pour un grand nombre de bô�tes. On repr�esente sur la �gure (II.1)pour des sph�eres et sur la �gure (II.2) pour des cylindres les r�esultats de la fonction de corr�elationg2(R=a) en fonction de la distance entre les particules. Cette fonction ne d�epend que du rapportde la distance inter-centre au rayon des particules. Cette fonction est repr�esent�ee pour di��erentesfractions volumiques. Quand g2(R=a) = 0 quel que soit R, cela implique qu'il n'y a pas de corr�e-lation. C'est le cas par exemple quand les particules peuvent s'interp�en�etrer. Par contre, quandles particules sont ind�eformables et qu'elles ne peuvent pas s'interp�en�etrer, alors on a forc�ementcomme on peut le voir sur les �gures (II.1) et (II.2) g2(R=a) = �1 quand R < 2a, ce qui exprimeque la probabilit�e P2(Ri; Rj) est nulle quand la distance intercentre est plus petite que deux fois lerayon des particules. Ce r�esultat est valable quelle que soit la fraction volumique. Pour le cas desfractions volumique inf�erieures �a quelques pour cents, la corr�elation �a lieu essentiellement pour Rcompris entre 0 et deux fois le rayon des particules. Une approximation importante appel�ee enanglais \gas-pair" dans ce cas est d'�ecrire que:g2(R=a) = �1 pourR < 2a (II.90)g2(R=a) = 0 pourR > 2a (II.91)Pour des fractions volumiques plus �elev�ees, des corr�elations apparaissent pour R un peu plusgrand que 2a. On observe pour de tr�es fortes fractions volumiques des oscillations. Ces oscillationss'att�enuent tr�es rapidement vers 0 au del�a de 5 ou 6 rayons de particules. Par cons�equent, quandon moyenne en pratique une fonction via la fonction de corr�elation, on peut limiter le domained'int�egration �a quelques rayons de particules. La comparaison entre le r�esultat analytique dePercus-Yevick et la simulation statistique sur la �gure (II.1) montre que quelques di��erences17. La bô�te doit être su�sament grande pour que les e�ets de bords soient n�egligeables.
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(b) f = 30%, f = 37%Fig. II.1 { Fonction de corr�elation pour des sph�eres dures dispos�ees al�eatoirement dans l'espaceen fonction du rapport de la distance intercentre R et du rayon des sph�eres a. PY est le r�esultatobtenu par le mod�ele de Percus et Yevick tandis SM d�esigne le r�esultat de la m�ethode statistique.apparaissent sur la valeur des pics pour les fortes fractions volumiques. Les oscillations sont defr�equences identiques dans les deux cas mais sont l�eg�erement d�ecal�ees. Toutefois, il ne faut pasoublier que l'e�et de ces corr�elations n'intervient que de mani�ere perturbative par rapport aupremier ordre qui est d�ecorr�el�e. Le cas des fortes fractions volumiques n�ecessiterait de toute fa�conde prendre en compte les fonctions de corr�elations d'ordre plus �elev�e.II.5.5 Moyenne de l'op�erateur de di�usion T: �ecriture d�evelopp�eeCalculons l'expression de la moyenne de l'op�erateur T:hTi = * NXi ti++*N;NXi;ji6=j tiG1tj++*N;N;NXi;j;ki6=j;j 6=ktiG1tjG1tk++ ::: (II.92)Nous explicitons les trois premiers termes de cette s�erie:� Premier terme: les di�usions simples* NXi ti+ = NXi htii (II.93)= NXi Z $t (r�Ri; r0 �Ri)P1(Ri)d3Ri= NV Z $t (r�R; r0 �R)d3R
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Fig. II.2 { Fonction de corr�elation 2D pour des cylindres durs circulaires parall�eles dispos�es al�ea-toirement dans l'espace en fonction du rapport de la distance intercentre R et du rayon d'uncylindre a pour des fractions volumiques de 2 �a 50%. SM d�esigne le r�esultat de la m�ethode statis-tique.� Second terme: les di�usions doubles< N;NXi;ji6=j tiG1tj >= N;NXi;ji6=j < tiG1tj > (II.94)= N;NXi;ji6=j Z $t (r�Ri; r1 �Ri) $G1 (r1 � r2) $t (r2 �Rj ; r0 �Rj)P2(Ri;Rj)d3r1d3r2d3Rid3Rj= N(N � 1)V 2 Z $t (r�R1; r1 �R1) $G1 (r1 � r2) $t (r2 �R2; r0 �R2)[1 + g2(R1;R2)]d3r1d3r2d3R1d3R2Finalement, ce r�esultat peut s'exprimer comme la somme de deux int�egrales: celle quicontient une fonction de corr�elation et l'autre.� Troisi�eme terme, premier cas: les di�usions triples avec trois di�useurs di��erents (i.e. k 6= i).*N;N;NXi;j;ki6=j;j 6=ktiG1tjG1tk+ = N;N;NXi;j;ki6=j;j 6=k htiG1tjG1tki (II.95)= N(N � 1)(N � 2)V 3 Z $t (r�R1; r1 �R1) $G1 (r1 � r2) $t (r2 �R2; r3 �R2)$G1 (r3 � r4) $t (r4 �R3; r0 �R3)[1 + g2(R1;R2) + g2(R1;R3) + g2(R2;R3) + g3(R1;R2;R3)]d3r1d3r2d3r3d3r4d3R1d3R2d3R3Cette expression peut se d�ecomposer en une somme de cinq int�egrales: une sans fonctionde corr�elation, trois avec une fonction de corr�elation de paire et une avec une fonction decorr�elation �a trois di�useurs.



42 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUES� le troisi�eme terme, deuxi�eme cas: les di�usions triples avec deux di�useurs uniquement (i.e.k = i).*N;NXi;j i6=jtiG1tjG1ti+ = N;NXi;j i6=j htiG1tjG1tii (II.96)= N(N � 1)V 2 Z $t (r�R1; r1 �R1) $G1 (r1 � r2) $t (r2 �R2; r3 �R2)$G1 (r3 � r4) $t (r4 �R1; r0 �R1) [1 + g2(R1;R2)] d3r1d3r2d3r3d3r4d3R1d3R2II.5.6 Expression de hTi �a l'aide de diagrammesL'expression de la moyenne statistique de l'op�erateur hTi est tr�es lourde, pourtant toutes cesint�egrales ont une interpr�etation tr�es simple. Pour r�eduire les notations sans perdre de vue lesinterpr�etations physiques, il est habituel d'utiliser un formalisme diagrammatique. Nous avons vuque hTi s'exprime par une somme d'int�egrales grâce au d�eveloppement en essaim de la fonction dedensit�e de probabilit�e. Chaque int�egrale qui contient une seule fonction N-corr�el�ee est repr�esent�eepar un amas de diagrammes. Par exemple, l'expression (II.95) est d�ecomposable en une somme de5 int�egrales. Chacune de ces int�egrales sera repr�esent�ee par un diagramme. Suivant Frisch (1967),nous utilisons les conventions suivantes:� L'op�erateur de Green dans l'espace libre G1 sera not�e par une ligne || pour repr�esenterune propagation d'un di�useur �a un autre.� Un processus de di�usion par une particule enti�ere t sera symbolis�e par un cercle vide:� Quand une int�egrale contient une fonction de corr�elation gJ , alors les J op�erateurs de dif-fusion corr�el�es sont connect�es par des lignes hachur�ees (au dessus de la ligne principale) etreli�ees par un même sommet:� Si un diagramme contient des di�useurs identiques, alors les op�erateurs de di�usion quicorrespondent �a des particules identiques sont reli�es par une ligne pleine passant en dessousde la ligne principale:� De plus, devant chaque diagramme, un facteur non-repr�esent�e N(N�1)(N�2)::(N�S+1)V S est im-plicite o�u S est est le nombre de di�useurs di��erents pour le diagramme consid�er�e. QuandN est tr�es grand devant S, ce coe�cient est peu di��erent de (NV )S .Avec ces conventions, l'op�erateur T se repr�esente de la fa�con suivante:hTi = + + + ++ + ++ + + + ...Op�erateur hT i (II.97)



II.5. CAS DES DIFFUSEURS AL�EATOIREMENT DISPOS�ES DANS UN MILIEU HÔTE 43Le premier terme est lin�eraire en NV , le second en �NV �2 etc... Deux di�useurs successifs dans undiagramme sont obligatoirement di��erents car dans les sommations discr�etes de l'expression (II.92)les indices successifs sont di��erents. D'autre part, des di�useurs reli�es par des lignes hachur�ees(di�useurs dont les positions moyennes sont corr�el�ees) sont forc�ement di��erents. Par cons�equentils ne peuvent être reli�es par une ligne continue (en dessous de la ligne principale).II.5.7 L'op�erateur de masse pour un ensemble de di�useurs identiques al�ea-toirement dispos�es dans l'espaceL'�equation (II.86) exprime une relation entre le champ moyen hEi et la moyenne de l'op�erateurde di�usion moyen hTi. On peut �ecrire une �equation �equivalente pour le tenseur de Green moyenhGi: hGi = G1 +G1 hTiG1 (II.98)Cette �equation peut être mise sous la forme d'une �equation int�egrale appel�ee �equation de Dyson:hGi = G1 +G1� hGi (II.99)o�u � est l'op�erateur de masse (ou encore \Self-Energy operator" en anglais).L'op�erateur T peut s'exprimer en fonction de l'op�erateur de masse � . L'�equation de Dysonpeut se d�evelopper par it�erations en puissances de � G1:hGi = G1 +G1�G1 +G1�G1�G1 +G1�G1�G1�G1 + ::: (II.100)que l'on peut comparer �a (II.98) a�n d'identi�er T.hTi = �+�G1�+�G1�G1�+�G1�G1�G1�+ ::: (II.101)On peut remarquer que si on prend l'expression suivante pour l'op�erateur de masse,P = + + ++ + + ...Op�erateur de masse (II.102)alors, on peut retrouver tous les diagrammes contenus dans l'expression diagrammatique de hTi(II.97) en injectant l'expression (II.102) dans l'�equation (II.101).L'op�erateur de masse a la particularit�e d'être la somme de tous les diagrammes qui ne peuventpas se factoriser. Ce sont ceux qui forment des blocs ins�eparables connect�es entre eux. Il sontfacilement reconnaissables car ils sont reli�es par des connexions en pointill�es (pour les di�useurscorr�el�es) ou par des lignes pleines en dessous de la ligne principale pour les di�useurs qui sontidentiques.Les diagrammes contenant des di�useurs identiques qu'ils soient corr�el�es ou non comme lesdeux derniers repr�esent�es dans (II.102) sont appel�es des diagrammes de di�usion r�ecurrente. Cesdiagrammes sont particuli�erement importants quand on cherche �a prendre en compte des ph�eno-m�enes de localisation. Les propri�et�es de r�eciprocit�e des �equations de Maxwell font que ces bouclesde di�usion ont deux sens possibles de propagation. Comme le chemin optique parcouru par cesondes r�eciproques est identique hormis le sens, ils sont en phase �a leur retour au point source.Par cons�equent le champ et la puissance par unit�e de volume sont plus forts au niveau du point



44 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESsource. S'il y a plus d'�energie au niveau de chaque point source, cela implique qu'il y a en ait moinsailleurs et que l'onde se propage plus di�cilement. Ici nous ne parlons que du champ moyen (lechamp coh�erent), mais des diagrammes du même type existent pour l'intensit�e di�use. Le rôle deces boucles r�ecurrentes a �et�e mis en �evidence exp�erimentalement par Wiersma (1995) et Wiersma,van Albada, van Tiggelen, et Lagendijk (1995)II.5.8 Approximations de l'op�erateur de masse et du coe�cient d'extinctionApproximation de Foldy-TwerskySeul le premier terme du d�eveloppement de l'op�erateur de masse peut se calculer analyti-quement sans aucune approximation. L'approximation qui consiste �a limiter le d�eveloppementperturbatif de l'op�erateur de masse au premier ordre s'appelle l'approximation de Foldy (1945):P =Op�erateur de masse pour une distribution tr�es dilu�ee de di�useurs (II.103)Donc en utilisant (II.49), on obtient la permittivit�e e�ective et le coe�cient d'extinction�eff = �1 + NV �t (k1)k20 et Kext = 4��0 Im(p�eff ) (II.104)Sous cette approximation, toutes les corr�elations et les ph�enom�enes de di�usion r�ecurrente sontn�eglig�es. Cette approximation est �equivalente �a l'hypoth�ese de la di�usion ind�ependante habituel-lement admise pour la mod�elisation de la di�usion par l'ETR ph�enom�enologique.Approximation de KellerOn peut suivant Keller (1964) garder les deux premiers termes dans l'op�erateur de masse:P = +Op�erateur de masse pour une distribution de particules faiblement contrast�ees: (II.105)Cette approximation permet de prendre en compte le ph�enom�ene de di�usion d�ependante. Maiselle ne peut prendre en compte des ph�enom�enes de di�usion r�ecurrente et les corr�elations �a plusde deux particules. Par cons�equent, un faible contraste d'indice devrait être indispensable pourque cette approximation soit valable. Le deuxi�eme diagramme est la seconde partie de l'int�egraledonn�ee par II.94 (celle qui contient la fonction de corr�elation de paire g2) dans l'espace direct.C'est la transform�ee de Fourier de cette int�egrale qu'il faut calculer pour obtenir l'indice e�ectifpuis le coe�cient d'extinction. Dans la pratique, on ne sait calculer analytiquement cette formuleque pour des di�useurs tr�es petits devant la longueur d'onde et dans l'approximation scalaire.Nous donnerons des expressions explicites de l'indice e�ectif sous l'approximation de Foldy-Twersky, puis sous l'approximation de Keller au chapitre III pour un milieu contenant des di�u-seurs sph�eriques et dans l'annexe E pour le cas de di�useurs cylindriques.



II.6. INTRODUCTION �A LA RADIOM�ETRIE G�EN�ERALIS�EE 45Approximations de second ordre complet, et d'ordre plus �elev�eUne meilleure approximation que celle de Keller consiste �a prendre en compte dans l'op�erateurde masse l'ordre un et tous les diagrammes d'ordre deux. Par rapport �a l'approximation de Keller,on prend en compte tous les diagrammes r�ecurrents �a deux di�useurs, i.e. toutes les di�usions mul-tiples entre les paires de di�useurs (Barabanenkov 1975; Apresyan et Kravtsov 1996). L'op�erateurde masse consid�er�e est alors:P = + + ++ ++ + ...Approximation de second ordre de l'op�erateur de masse (II.106)On donnera au chapitre VI un sch�ema num�erique du calcul de l'op�erateur de masse sous cetteapproximation pour des particules sph�eriques identiques de taille quelconque.Pour des applications de di�usion multiple d'ondes scalaires quantiques dans la mati�ere conden-s�ee, d'autres diagrammes contenant des termes prenant en compte la di�usion multiple r�ecurrenteentre des di�useurs de taille dipolaire ont �et�e calcul�es par van Tiggelen et Lagendijk (1994) 18. Cecalcul d�ej�a complexe pour des ondes scalaires serait encore plus laborieux pour des ondes �electro-magn�etiques de nature vectorielles. La di�cult�e provient du comportement du tenseur Green enchamp proche, plus d�elicat que celui de la fonction de Green scalaire.II.6 Introduction �a la radiom�etrie g�en�eralis�eeJusqu'ici, nous nous sommes int�eress�es uniquement au champ moyen (= champ coh�erent) vial'�equation de Dyson car elle permet de trouver le coe�cient d'extinction. Si on cherche �a calculer lecoe�cient de di�usion et la fonction de phase pr�esents dans l'ETR, il est n�ecessaire de s'int�eresseraux corr�elations du champ et �a l'�equation qui r�egit cette fonction, i.e. l'�equation de Bethe-Salpeter.Dans un premier temps, nous pr�esentons comment la luminance peut s'exprimer �a partir d'uneth�eorie ondulatoire, puis nous indiquons succinctement les hypoth�eses n�ecessaires pour retrouverl'ETR �a partir de l'�equation de Bethe-Salpeter. Pour simpli�er les notations et d�eveloppements,nous nous placerons dans l'approximation scalaire.II.6.1 Luminance et coh�erence d'un champ �electromagn�etiqueLa luminance telle qu'elle est d�e�nie ph�enom�enologiquement par Chandrasekhar (1960) (voirchapitre I) est un ux d'�energie qui traverse une surface in�nit�esimale dS centr�ee au point rdans une direction u dans un angle solide in�nit�esimal d
. Cette quantit�e n'est pas mesurable eng�en�eral. Ce que l'on mesure est une intensit�e radiative dans la direction u en champ lointain issued'une surface plane �etendue �. L'intensit�e radiative J est reli�ee �a la luminance selon la formule:J(u) = cos� Z� L(r;u)d2r (II.107)18. Voir aussi l'article de van Tiggelen (1992).



46 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESLa sommation ressemble �a premi�ere vue �a une sommation incoh�erente des luminances issues detous les points r de la surface � alors que rien n'indique que la source �etendue soit coh�erente ounon. La puissance rayonn�ee P par la surface planaire dans tout l'espace est:P = Z2� cos�d
Z� L(r;u)d2r (II.108)La premi�ere publication qui a attir�e l'attention sur l'importance d'�etablir un lien entre la th�eoriedes rayons lumineux et une th�eorie rigoureuse de statistique ondulatoire, est due �a Dolin (1964).D�es lors, quelques chercheurs ont tent�e de red�e�nir les grandeurs de la radiom�etrie �a partir d'uneth�eorie ondulatoire pour que ces notions soient lib�er�ees de leur cadre ph�enom�enologique et qu'ellessoient fondamentalement mieux comprises.Une nouvelle d�e�nition de la luminance, pour être physiquement acceptable, ne doit pas modi-�er la valeur de la puissance rayonn�ee P. Une synth�ese du probl�eme dans le contexte de l'�epoqueest pr�esent�ee dans l'article de Wolf (1978). La luminance est une grandeur qui a la particularit�ede d�ependre �a la fois de la position r et de la direction de propagation u. On pourrait penser, �apremi�ere vue, que cette quantit�e s'identi�e tr�es facilement au vecteur de Poynting. Or le vecteurde Poynting S moyenn�e temporellement se calcule en un point r par la formule:S(r) = 12Re [E(r)�H�(r)] (II.109)Le vecteur de Poynting ne donne pas d'information sur la direction de propagation de l'�energiesauf pour le cas simple d'une onde plane pour laquelle la direction du vecteur S donne directementla direction de la propagation de l'�energie. Par cons�equent le vecteur de Poynting ne contient pasle même type d'information que la luminance. Walther (1968) tenta de relier la luminance �a laPSfrag replacements
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Fig. II.3 { Notations pour la luminance L(r;u): le vecteur � est sur la surface d'int�egration �dans le plan de la surface in�nit�esimale dS orient�e selon n. u est orient�e selon le vecteur d'ondek.th�eorie de la coh�erence et arriva au r�esultat essentiel suivant: la luminance peut s'exprimer selonune transform�ee de Fourier spatiale de la fonction de corr�elation du champ centr�ee au point r (voirFig. II.3 pour les notations), l'int�egration se faisant sur la surface � dans le plan de la surfacein�nit�esimale dS. L(r;u) = � k2��2 cos� Z� ��r+ �2 ; r� �2� e�iku?��d2� (II.110)



II.6. INTRODUCTION �A LA RADIOM�ETRIE G�EN�ERALIS�EE 47o�u nous rappelons la d�e�nition de la fonction de corr�elation du champ:�(r; r0) = 
E(r)E�(r0)� (II.111)On parle de relation entre luminance et coh�erence  parce que la fonction de coh�erence spatiales'exprime en fonction de la fonction de corr�elation spatiale � par la relation suivante:(r; r0) = �(r; r0)p�(r; r)p�(r0; r0) (II.112)La directivit�e d'une onde �emise par une source est li�ee �a la coh�erence spatiale de la source.Par exemple lorsque l'on tente de collimater une lumi�ere, la divergence minimale 19 obtenue issued'un laser peut être beaucoup moins importante que celle issue du �lament d'une ampoule. Laraison est qu'il est n�ecessaire que les ondes issues de la source interf�erent entre elles pour qu'unedirection de propagation soit priviligi�ee. Comme ces ondes ne peuvent interf�erer que si elles sontcoh�erentes entre elles, cela implique que coh�erence et directionnalit�e sont intimement li�ees. Commela directionnalit�e est incluse dans la d�e�nition de la luminance, cela montre que luminance etcoh�erence sont des notions fondamentalement tr�es proches.L'expression de la luminance ressemble �a une transform�ee de Wigner W qui peut s'�ecrire 20:W (k; r) = ZV ��r+ �2 ; r� �2� e�ik�d3� (II.113)La d�e�nition ph�enom�enologique de la luminance impose au moins la condition a priori suivante:L(r;u) � 0 puisqu'il s'agit d'un ux d'�energie (directionnel). Or la luminance de Walther quis'apparente �a une transform�ee de Wigner n'est pas une fonction toujours positive. D'autre part,il est possible de trouver d'autres expressions non-�equivalentes pour la luminance qui conduisent�a une valeur correcte de la puissance rayonn�ee P par la surface � (Walther 1973). Apresyan etKravtsov (1996) montrent que la formule de Walther n'est qu'un cas particulier d'un ensembled'expressions possibles pour la luminance. Toutefois cette expression en terme de transform�ee deWigner poss�ede de nombreux attraits. Ces auteurs montrent par ailleurs que, dans la limite deschamps quasi-uniformes, la luminance g�en�eralis�ee de Walther est toujours positive. Un champquasi-uniforme est tel que les variations spatiales de l'amplitude du champ sont lentes devant lalongueur de corr�elation du champ. Cette condition peut s'�ecrire math�ematiquement par:@r� (r1; r2) << @�� (r1; r2) (II.114)o�u les variations selon le centre de gravit�e r = r1+r22 sont lentes devant celles par rapport �a l'�ecart� = r1 � r2 �a ce centre. Dans un milieu di�usant tr�es charg�e, il est possible que la luminanceg�en�eralis�ee prenne des valeurs n�egatives. Par contre dans un milieu di�usant dilu�e, le champ estquasi-uniforme.Pour conclure sur ce point, quand le champ est quasi-uniforme, on peut toujours interpr�eter laluminance comme un ux d'�energie. Si le champ ne peut plus être consid�er�e comme quasi-uniforme,l'interpr�etation de la luminance comme un ux d'�energie n'est plus possible, puisqu'elle peutprendre des valeurs n�egatives. Mais rien n'empêche l'utilisation de l'expression de la luminanceg�en�eralis�ee et d'�ecrire des �equations pour cette quantit�e �a partir d'une th�eorie de champ, bienque d'autres expressions pour la luminance soient possibles. En�n, il faut souligner que le calculdu ux associ�e �a travers une surface �nie conduit toujours �a une quantit�e positive (Littlejohn etWinston 1995).19. La di�raction naturelle d'un faisceau impose une divergence non-nulle de toutes ondes.20. L'int�egration s'�e�ectue dans un volume autour du point r alors que dans l'expression de Walther (II.110), ellea lieu dans le plan de la surface �. Toutefois on peut montrer que, comme la fonction de corr�elation satisfait �a une�equation de propagation, alors on peut limiter l'int�egration sur la surface �.



48 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESDans la suite nous r�esumons des r�esultats obtenus par Henkel (1997), qui montrent que laluminance de Walther, satisfait sous certaines approximations, �a une �equation de transfert radiatif.Ceci en justi�e son application.La BRDF est un autre concept ph�enom�elogique de la radiom�etrie qu'il est int�eressant d'ana-lyser en terme de champs (Gre�et et Nieto-Vesperinas 1998). L'une des applications est l'analyseth�eorique du principe de Kirchho� reliant l'absorptivit�e directionnelle �a l'�emissivit�e directionnelle.On peut analyser aussi la r�eciprocit�e de la BRDF grâce aux propri�et�es de r�eciprocit�e connues deschamps. On peut encore introduire la notion de BRDF non-locale (un point d'entr�ee et un pointde sortie) utile quand un milieu di�usant est �eclair�e par une onde localis�ee qui se transporte loindu point d'entr�ee (Thibaud 2000). Par exemple, prenons le cas d'une couche di�usante s�epar�eepar deux lames de verre. A cause de la r�eexion totale aux interfaces, la distribution de la lumi�erer�eechie par la couche d�epend fortement de la distance s�eparant le point d'entr�ee et le point desortie de la lumi�ere (Snabre et Arhaliass 1998; Arhaliass et Snabre 1999). La BRDF non-localepeut se d�eduire de la mesure de cette distribution.II.6.2 L'�equation de Bethe-SalpeterL'�equation de Dyson est une �equation ferm�ee pour le champ moyen. Il existe une autre �equationferm�ee rigoureuse pour la fonction de corr�elation du champ appel�ee �equation de Bethe-Salpeterqui s'�ecrit:hE(r)E�(r0)i = hE(r)i 
E�(r0)� (II.115)+ Z dr1dr2d�1d�2 hG(r; r1)i 
G�(r0; r2)�K (r1; �1; r2; �2) hE(�1)E�(�2)iO�uK(r1; �1; r2; �2) est un op�erateur appel�e op�erateur intensit�e par Frisch (1967) ou encore \vertexirr�eductible" (Tsang et Kong 2001; Sheng 1995). Cet op�erateur d�ecrit la corr�elation des champsaux positions r1 et r2 sachant que deux sources sont situ�ees en �1 et �2. La fonction de corr�elationdu champ est reli�ee �a la fonction de corr�elation de la fonction de Green par:hE(r1)E�(r2)i = Z 
G(r1; r01)G�(r2; r02)� j(r01)j�(r02)d3r01d3r02 (II.116)o�u j est une source de rayonnement quelconque. L'�equation de Bethe-Salpeter contient tous lesph�enom�enes li�es �a la di�usion multiple de l'�echelle microscopique �a l'�echelle macroscopique. Tousles e�ets coh�erents tels que la di�usion d�ependante, la r�etrodi�usion coh�erente, la di�usion r�ecur-rente et la localisation pourraient être calcul�es si on savait r�esoudre cette �equation et si on savaitcalculer sans approximation l'op�erateur intensit�e. La moyenne de la fonction de Green pr�esentedans B-S se calcule auparavant par la r�esolution de l'�equation de Dyson.L'expression de l'op�erateur intensit�e est tr�es complexe, mais peut être d�evelopp�ee en perturba-tion sous forme de diagrammes (Frisch 1968) avec des corr�elations pour le cas g�en�eral d'un milieu�a uctuations d'indice. Pour le cas de di�useurs al�eatoirement distribu�es dans l'espace, on peut ex-primer l'op�erateur intensit�e en perturbation formelle en fonction de l'op�erateur de di�usion d'uneseule particule et prendre en compte des corr�elations entre les positions des di�useurs. Commepour le calcul de l'op�erateur de masse, cette m�ethode permet le calcul de la di�usion par des par-ticules identiques de taille quelconque �eventuellement r�esonantes. Dans la pratique, l'op�erateurde di�usion ne peut se calculer analytiquement qu'�a l'ordre le plus bas de son d�eveloppement.Cette approximation appel�ee la \ladder approximation" est �equivalente �a l'approximation de ladi�usion ind�ependante. Pour prendre en compte des e�ets de di�usion d�ependante li�es aux corr�e-lations, on peut par une m�ethode num�erique prendre en compte certaines classes de corr�elationsd'ordre peu �elev�e. La prise en compte du facteur de forme (Cartigny, Yamada, et Tien 1986) etl'Approximation Quasi-Cristalline (QCA) (Tsang, Kong, et Shin 1985) en sont des exemples.



II.6. INTRODUCTION �A LA RADIOM�ETRIE G�EN�ERALIS�EE 49Pour le cas des di�useurs petits devant la longueur d'onde, une approximation connue estcelle de Bourret (Bourret 1962; Frisch 1968) o�u les corr�elations �a deux particules ponctuelles sontprises en compte. Cette approximation n�ecessite que les corr�elations de paires de particules soientde type Gaussienne. Une approximation appel�ee \one group approximation" (Finkel'Berg 1968)est une extension de l'approximation de Bourret dans le cas de corr�elations de type arbitrairenotamment celle qui prend en compte des corr�elations �a plus de deux particules. De même quel'approximation de Bourret, la \one group approximation" n'est exploit�ee que pour des particulestr�es petites devant la longueur d'onde.Même dans l'approximation la plus basse pour l'op�erateur intensit�e, l'�equation de Bethe-Salpeter doit être remani�ee et des approximations sont n�ecessaires pour qu'une r�esolution (mêmenum�erique) soit possible.II.6.3 Transition de Bethe-Salpeter vers une Equation de Transfert RadiatifIl est possible de retrouver l'�equation de Transfert Radiatif �a partir de l'�equation de Bethe-Salpeter. Ce passage est un sujet d�elicat qu'il est di�cile de r�esumer en un paragraphe. Bri�evementnous d�ecrirons les hypoth�eses n�ecessaires �a cette transition.Dans la litt�erature, le plus souvent on s�epare le cas o�u les uctuations de permittivit�e sontdes �ecarts par rapport �a une valeur moyenne (Tsang et Kong 2001; Rytov, Kravtsov, et Tatarskii1989b), et le cas d'un milieu contenant des particules de permittivit�es contrast�ees par rapportau milieu hôte (Barabanenkov et Finkel'Berg 1968). Dans ce dernier cas, l'op�erateur intensit�eprend une forme particuli�erement int�eressante qui prend en compte les r�esonances internes auxparticules. Dans ces deux approches, on ne garde de l'op�erateur intensit�e que le ou les termes quisont calculables analytiquement, que se soit la \ladder approximation" pour le cas des particulesr�esonantes ou la \one groupe approximation" pour des particules de tailles dipolaires. Une foisl'approximation sur l'op�erateur intensit�e choisie, l'�equation de Bethe-Salpeter est remani�ee etdes approximations sont e�ectu�ees jusqu'�a l'obtention de l'ETR. Les param�etres de l'ETR telsque le coe�cient de di�usion, le coe�cient d'extinction et la fonction de phase sont identi��eset s'expriment en fonction de l'op�erateur de masse et de l'op�erateur intensit�e tels qu'ils ont �et�e�evalu�es d�es le d�epart. Notons que les param�etres de l'ETR obtenus sont di��erents selon que lemilieu de r�ef�erence consid�er�e est le milieu moyen ou le milieu hôte (Soubret 2001).Dans l'approche de Henkel (1997), l'ordre dans lequel des approximations sont faites est di��e-rent. Tout abord, le milieu est suppos�e statistiquement invariant par translation. Ce qui impliqueque: 
G(r; r0)� = 
G(r� r0)� et (II.117)K(r1; �1; r2; �2) = K(r1 +R; �1 +R; r2 +R; �2 +R) 8R (II.118)La premi�ere �etape consiste �a prendre la transform�ee de Wigner de l'�equation de B-S. La transfor-m�ee de Wigner pour le champ W (r;k) et les sources Wj(r;k) sont:W (r;k) = Z DE(r+ �2 )E�(r� �2 )E e�ik�d3� (II.119)Wj(r;k) = Z Dj(r+ �2 )EDj�(r� �2 )E e�ik�d3� (II.120)Puis les fonctions de Green et l'op�erateur intensit�e sont d�evelopp�es dans l'espace de Fourier. Ensupposant que la transform�ee de Fourier de l'op�erateur intensit�e s'�ecrive par convention:�K (k1; �1;k2; �2) = Z K(r1; �1; r2; �2)ei(�k1r1+�1�1�k2r2+�2�2)d3r1d3�1d3r2d3�2; (II.121)



50 CHAPITRE II. DIFFUSION MULTIPLE D'ONDES �ELECTROMAGN�ETIQUESpour que l'op�erateur intensit�e admette l'interpr�etation suivante: il d�ecrit les corr�elations entre lesamplitudes de deux �ev�enements de di�usion:�1 ! k1 et �2 ! k2A cette �etape sans approximation autre que l'invariance par translation, l'�equation de B-S esttransform�ee en une �equation qui ressemble �a une ETR dans sa version int�egrale 21 mais dans uneversion non-locale et �a condition que l'on assimile la transform�ee de Wigner �a la luminance.Henkel (1997) montre suivant les id�ees de Ryzhik et al. (1996) que l'ETR classique locale danssa version di��erentielle se retrouve si on s'int�eresse uniquement aux variations de la luminance surune �echelle m�esoscopique. Le milieu est suppos�e quasi-uniforme. Ce qui est valable quand les libresparcours moyens de di�usion et d'extinction sont grands devant la longueur d'onde et devant leslongueurs de corr�elations. D'autre part, les op�erateurs de masse et d'intensit�e sont �evalu�es dansleur approximation locale. Alors Henkel (1997) obtient:u � @L(r;u)@r = Im(keff )2kp L(r;u) + 1(4�)2 Z �K �kpu; kpu0; kpu; kpu0�L(r;u0)d
0 + �kpLj(r;u)(II.122)avec k2p = Re(k2eff ) et L(r;u) =W (r; kpu) et Lj(r;u) =Wj(r; kpu). Si on compare cette �equation�a l'ETR ph�enom�enologique, on peut identi�er les param�etres de l'ETR: le coe�cient d'extinctionKext, le coe�cient de di�usion Ksca et la fonction de phase P (u0;u).Kext = Im(keff )2kp ' 2Im(keff ) = 2Im�qk21 +�(keff )� (II.123)14�KscaP (u0;u) = 1(4�)2 �K �kpu; kpu0; kpu; kpu0� (II.124)On retrouve le coe�cient d'extinction tel qu'il est donn�e par l'�equation de Dyson. A�n d'identi�erle coe�cient de di�usion, nous avons besoin d'utiliser la condition de normalisation suivante dela fonction de phase: 14� Z4� P (u0;u)d
0 = 1 (II.125)On obtient alors: Ksca = 14� Z4� �K �kpu; kpu0; kpu; kpu0� d
0 (II.126)Nous n'avons pas v�eri��e dans les �etapes du calcul si ces formules sont valables quand le milieuhôte est absorbant.A la di��erence des autres auteurs, Henkel (1997) obtient une �equation de transfert radiatif quis'exprime en fonction des op�erateurs de masse et d'intensit�e sans que des approximations sur cesop�erateurs aient �et�e n�ecessaires pr�ealablement22. Pour que les param�etres de l'ETR soient calcu-lables analytiquement ou num�eriquement, il est toutefois n�ecessaire de faire des approximations.Par exemple, sous la ladder approximation, Barabanenkov et Finkel'Berg (1968) obtiennent uneexpression pratiquement identique (�a celle de Henkel) des coe�cients de di�usion et d'extinction,et de la fonction de phase. La di��erence est que dans l'expression de Barabanenkov (1975), l'op�e-rateur intensit�e est �evalu�e pour kp = k1. Il est int�eressant de discuter du cas non-absorbant, car laconservation de l'�energie impose que le coe�cient de di�usion soit �egal au coe�cient d'extinction:Kext = Ksca (II.127)21. L'ETR dans sa version int�egrale est d�ecrite dans le livre de Chandrasekhar (1960).22. Les op�erateurs de masses et d'intensit�e sont toutefois calcul�es sous une approximation locale



II.7. CONCLUSIONS 51Autrement dit, toute perte d'�energie du champ moyen (coh�erent) lors de la propagation contribue�a augmenter la part d'�energie contenue du champ di�us (incoh�erent). Ainsi il existe une relationqui d�ecoule du th�eor�eme optique appel�ee identit�e de Ward (Apresyan et Kravtsov 1996; Lagendijket van Tiggelen 1996; Tsang et Kong 2001) qui relie l'op�erateur de masse �a l'op�erateur intensit�een utilisant les �equations (II.127), (II.123) et (II.124) :2Im�qk21 +�(k)� = 14� Z4� �K �kpu; kpu0; kpu; kpu0� d
0 (II.128)Cette relation est importante, il faut qu'une approximation sur l'op�erateur de masse soit consis-tente avec l'approximation sur l'op�erateur intensit�e a�n que la conservation de l'�energie soit res-pect�ee. Notamment �a l'ordre le plus bas du d�eveloppement de l'op�erateur de masse, i.e. l'approxi-mation de Foldy-Twersky et la ladder approximation pour l'op�erateur intensit�e, il faut que kp = k1pour que l'identit�e de Ward soit respect�ee.II.6.4 ConclusionCette �etude th�eorique peut r�epondre �a de nombreuses questions concernant le domaine devalidit�e a priori de l'ETR. La transition de Bethe-Salpeter vers l'ETR montre qu'il existe desparam�etres de l'ETR qui sont capables de mod�eliser correctement la di�usion de la lumi�ere mêmequand les di�useurs sont corr�el�es dans la mesure toutefois o�u le libre parcours moyen de di�usionet d'extinction sont grands devant �a fois la longueur d'onde et les longueurs de corr�elations duchamp. En d'autres termes, il est n�ecessaire que le champ soit quasi-uniforme. L'ETR ne peutr�esoudre les ph�enom�enes �a courtes �echelles (ou ce qui revient au même aux grandes fr�equencesspatiales). Par cons�equent, le ph�enom�ene de localisation forte (Anderson 1957) pour des ondesclassiques ne peut pas être pris en compte par une approche radiative.II.7 ConclusionsNous avons d�ecrit dans ce chapitre l'approche ondulatoire de la th�eorie de la di�usion mul-tiple. Nous avons particuli�erement insist�e sur l'�etude du champ moyen (ou coh�erent) a�n d'�etablirles bases connues et les notations pour le calcul rigoureux du coe�cient d'extinction. Nous ap-pliquerons cette �etude pour �etablir dans le chapitre III, d'une part une formule rigoureuse ducoe�cient d'extinction en milieu absorbant dans le cas d'une di�usion ind�ependante, et d'autrepart, une formule approximative du coe�cient d'extinction en milieu absorbant en r�egime de di�u-sion d�ependante. Nous �etablirons par ailleurs, une m�ethode num�erique pour le calcul du coe�cientd'extinction pour prendre en compte toutes les corr�elations de paires de particules au chapitre VI.Nous avons ensuite introduit la notion connue de luminance g�en�eralis�ee en terme ondulatoire.Nous reprendrons dans l'annexe F cette notion pour le cas d'un milieu 2D avec une direction dep�eriodicit�e. Dans la derni�ere partie nous r�esumons une m�ethode pour retrouver l'ETR �a partirde Bethe-Salpeter dans le cas d'un milieu hôte non-absorbant et pour des ondes scalaires. Pourretrouver le calcul rigoureux du coe�cient de di�usion, il faudrait dans une prochaine �etudereprendre le calcul en d�etail du passage de Bethe-Salpeter �a l'ETR dans le cas d'un milieu hôteabsorbant.
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53
Chapitre IIIMod�elisation du coe�cientd'extinction en milieu absorbant:application de la th�eorie de ladi�usion multipleIII.1 IntroductionOn s'int�eresse dans ce chapitre au probl�eme de la mod�elisation de la di�usion multiple lorsqueles di�useurs sont plac�es dans un corps absorbant. Dans de nombreux milieux di�usants, lesdi�useurs baignent dans un corps absorbant. Par exemple, l'ozone et le CO2 dans l'atmosph�eresont tr�es absorbants autour de 9:6�m et 15�m respectivement. La vapeur d'eau dans l'atmosph�ereconstitue aussi un milieu tr�es absorbant dans l'infrarouge entourant des a�erosols ou des gouttelettesd'eau di�usantes. Les peintures di�usantes sont aussi des milieux absorbants dans lequel baignentdes particules di�usantes.Quand un syst�eme est sujet �a di�user de multiples fois la lumi�ere ou toute autre onde �electro-magn�etique, et que le syst�eme est beaucoup trop grand pour que l'on puisse envisager de r�esoudreexactement le probl�eme �electromagn�etique, on est amen�e �a mod�eliser les processus de di�usion 1.L'approche radiom�etrique est une m�ethode tr�es adapt�ee, notamment quand les conditions auxlimites ont un rôle d�eterminant. Cette approche consiste �a �ecrire une �Equation de Transfert Ra-diatif (ETR) bas�ee sur un bilan d'�energie local et directionnel sur un volume de taille m�esoscopiqueet poss�edant une statistique moyenne. Cette approche ph�enom�enologique contient des param�etresqu'il faut mod�eliser. Ces param�etres sont: les coe�cients de di�usion et d'extinction, et la fonctionde phase. L'approximation de la di�usion ind�ependante le plus souvent suppos�ee lors du calculde ces param�etres n'est plus capable de reproduire les r�esultats exp�erimentaux quand la fractionvolumique des di�useurs d�epasse les quelques pour cent. On parle de di�usion d�ependante. Nousverrons que quand le milieu hôte dans lequel baignent les particules est absorbant, une di�cult�eth�eorique suppl�ementaire apparâ�t lors du calcul de ces param�etres même sous l'approximationd'une di�usion ind�ependante. Ce chapitre sera consacr�e �a cet aspect: la d�etermination de l'att�e-nuation d'un faisceau par des particules plac�ees dans un milieu �a pertes. Ces di�cult�es augmententavec la fraction volumique des particules car de nouveaux e�ets apparaissent, li�es d'une part auxcorr�elations entres les di�useurs, et d'autre part �a la modi�cation de la proportion de mati�ereabsorbante (quand par exemple les di�useurs absorbent moins que le liant).Dans un premier temps, nous mettons en �evidence les di�cult�es du calcul des sections e�cacesde di�usion et d'extinction en milieu absorbant et les di��erentes questions que se posaient les cher-cheurs �a la �n des ann�ees 70. Puis nous d�etaillons les di��erentes approches qui ont �et�e propos�ees1. scattering en anglais
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Fig. III.1 { Extinction d'une onde plane dans un milieu di�usant et absorbant. Le ux d'�energiecollimat�e d�ecroit exponentiellement selon la formule Icol(z) = Icol(0)e�Kextz. Le but est de calculerle coe�cient d'extinction en fonction des quatres param�etres intrins�eques du milieu (nh; np; D�0 ; f)même quand le liant est absorbant.dans la litt�erature. Nous montrons que ces mod�eles sont toujours entach�es d'id�ees ph�enom�enolo-giques et que la d�e�nition d'une section e�cace n'est pas triviale en milieu absorbant. Pour �eviterces di�cult�es nous calculons directement le coe�cient d'extinction �a partir de la partie imaginairede l'indice e�ectif, ce qui �evite de d�e�nir une section e�cace dans un milieu absorbant. Dans unpremier temps, nous donnons une expression de l'extinction sous l'approximation d'une di�usionind�ependante (approximation de Foldy-Twersky) et dans un second temps sous l'approximationde Keller pour tenter de prendre en compte des e�ets de di�usion d�ependante.III.2 La probl�ematiqueIII.2.1 Cas du liant non-absorbantLes d�e�nitions des param�etres de l'ETR ph�enom�enologique sous l'approximation d'une di�usionind�ependante ont �et�e pr�esent�ees au chapitre 1 pour le cas d'un milieu hôte non-absorbant. Lescoe�cients de di�usion Ksca et d'extinction Kext se d�eduisent de la fraction volumique f dedi�useur, du rayon a des di�useurs sph�eriques et passe par le calcul des sections e�caces dedi�usion Csca et d'extinction Cext par les formules:Kext = f43�a3Cext; (III.1)Ksca = f43�a3Csca: (III.2)Les sections e�caces de di�usion et d'extinction s'obtiennent en calculant les ux des vecteursde Poynting de di�usion Wsca et d'extinction Wext respectivement �a travers une surface �ctiveentourant le di�useur, puis en divisant ce r�esultat par l'intensit�e incidente:Cext = WextI0 ; (III.3)Csca = WscaI0 : (III.4)



III.2. LA PROBL�EMATIQUE 55La surface �ctive A est le plus souvent sph�erique, centr�ee autour du di�useur. Parce que leschamps sont transverses en champ lointain et que leurs expressions sont plus simples, le rayonR de la sph�ere �ctive est choisi su�samment grand (voir Fig. III.2). Rappelons que le vecteur
a
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Fig. III.2 { Flux rayonn�e par un di�useur sph�erique d'indice np de rayon a baignant dans unliant d'indice nh �eclair�e par une onde plane �a travers une sph�ere �ctive A de rayon R en champlointain du di�useur.de Poynting S moyenn�e temporellement peut se d�ecomposer en trois parties en tout point r endehors du di�useur: S = Sinc + Ssca + Sext: (III.5)La quantit�e Wabs est d�e�nie par: Wabs = �ZA S � eRdA: (III.6)Le signe � est conventionnel pour que cette quantit�e soit positive quand de l'�energie est absorb�eepar la sph�ere. Tout comme le vecteur de Poynting, Wabs peut se d�ecomposer en 3 termes:Wabs =Winc �Wsca +Wext (III.7)avec Winc = �ZA Sinc � eRdA , Wsca = +ZA Ssca � eRdA , Wext = �ZA Sext � eRdA . (III.8)De même, le signe + dans la d�e�nition de Wsca est choisi tel que cette quantit�e soit positivequand de l'�energie est rayonn�ee par la particule soumise �a un �eclairement. Quand le liant est non-absorbant, Winc = 0 car autant de ux rentre dans la sph�ere �ctive ne contenant pas de di�useurqu'il n'en sort. Par cons�equent, on a:Wext =Wabs +Wsca et aussi Kext = Kabs +Ksca: (III.9)III.2.2 Th�eorie de Mie pour une sph�ere dans un milieu absorbantQuand on s'int�eresse au probl�eme de la di�usion en milieu absorbant, la premi�ere question quel'on se pose est: \La th�eorie de Mie en milieu absorbant est-elle valable?". La th�eorie de Mie,qui a pour objet le calcul des champs di�us�es par une sph�ere �eclair�ee par une onde plane, est



56 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTtout �a fait valable quand le milieux hôte est absorbant. Les s�eries �a �evaluer dans la formulationde Mie sont formellement strictement identiques. Par contre, l'�evaluation num�erique de ces s�eriesdemande une modi�cation des codes informatiques tout simplement parce que certaines fonctionshabituellement �a valeurs r�eelles deviennent complexes. Une fois ces champs obtenus, comment lesexploiter pour le calcul des quantit�es d'�echelle m�esoscopique que sont les coe�cients de di�usionet d'extinction?Les di�cult�es pour obtenir les coe�cients de di�usion et d'extinction �a la �n des ann�ees 70peuvent se r�esumer en trois points:� Quand le milieu hôte est absorbant, les champs di�us�es tendent vers 0 en champ lointain.Wsca(R) et Wext(R) d�ependent du rayon R de la sph�ere �ctive et tendent vers 0 en champlointain 2.� Même s'il existe une formulation correcte de Wsca et Wext, les sections e�caces ne peuventpas être d�e�nies comme sur les �equations (III.3) et (III.4), car l'intensit�e incidente I0 n'estpas constante dans l'espace. Elle d�ecroit au fur et �a mesure de la propagation le long dudi�useur. La section g�eom�etrique du di�useur vue par l'onde incidente n'est plus simplement�a2 car l'intensit�e incidente est plus importante sur le côt�e gauche de la sph�ere que sur lecôte droit (Fig. III.3).� Quand le milieu hôte est absorbant, on a Winc(R) 6= 0 puisque le ux entrant est plusimportant que le ux sortant de la sph�ere �ctive. par cons�equent �a partir de (III.7), on a:Wext(R) =Wabs(R)�Winc(R) +Wsca(R): (III.10)Comment interpr�eter ces quantit�es pour obtenir une section e�cace de di�usion et d'extinc-tion d'une particule?Et comment calculer le coe�cient d'extinction pour un milieu contenant un ensemble departicules �a partir de la section e�cace d'extinction d'une particule?Le calcul des ux absorb�es et di�us�es par un syst�eme compos�e d'un seul di�useur ne peut pasêtre exploit�e pour le calcul du coe�cient d'extinction moyen par un ensemble de di�useurs quandle liant est absorbant a priori, car l'extinction totale d'une onde incidente due �a l'absorption duliant, l'absorption des particules et la di�usion des particules ne sont pas s�eparables. Il n'est par
PSfrag replacements nhnpI0(z)

zFig. III.3 { L'intensit�e incidente diminue le long de la propagation d'un di�useurcons�equent pas possible d'�evaluer les param�etres de l'ETR par la proc�edure classiquement utilis�eeen milieu non-absorbant dans le cas d'un milieu absorbant simplement en changeant l'indice r�eeldu milieu hôte en un indice complexe. Aujourd'hui, il n'existe �a notre connaissance aucune th�eorie2. Mundy, Roux, et Smith (1974); Chylek (1977)



III.3. DIFF�ERENTES FORMULATIONS 57publi�ee qui ait pu r�epondre �a l'ensemble de ces questions sans que certaines hypoth�eses heuristiquesaient �et�e pos�ees.La prochaine section r�esume l'�etat de l'art en ce qui concerne les r�eponses aux deux premierspoints. Nous exposerons ensuite le mod�ele de Kuga puis celui de Fardella, introduits pour r�esoudrele probl�eme du calcul de l'extinction dans un milieu absorbant contenant un ensemble de di�useurs.III.3 Section e�cace d'une particule en milieu absorbant: di��e-rentes formulationsIII.3.1 Premiers travauxMundy et al. (1974) et Chylek (1977) ont �et�e les premiers �a tenter de red�e�nir les sectionse�caces de di�usion et d'extinction en milieu absorbant. Dans ces deux articles, le champ di�us�eest calcul�e en champ lointain par la th�eorie de Mie. Mundy et al. (1974) calculent une expressionde Wext(R) d�e�ni par (III.10) sous la forme:Wext(R) =Wext(0)e� 4�(R�a)�0 Im(nh): (III.11)Ces auteurs d�e�nissent la quantit�e Wext(0) qui �a leurs yeux permet de s'a�ranchir des pertes dansla matrice puis de calculer une section e�cace d'extinction due �a la particule. Chylek (1977) deson côt�e calcule la di��erence du ux d'extinction dans le cas o�u il y a une particule, et le caso�u n'y a pas de particule, �a travers une sph�ere �ctive en champ lointain, mais il ne donne pasd'expression de section e�cace.En consid�erant l'exp�erience classique de la mesure de l'extinction par Van de Hulst 3 (voirFig. III.4), il est possible de d�e�nir une section e�cace d'extinction de la particule uniquement.L'extinction est responsable de l'att�enuation du ux total se propageant dans la direction du
a
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Detector
Fig. III.4 { Le coe�cient d'extinction peut être obtenu par la mesure �U de la di��erence des uxre�cu par le d�etecteur dans le cas o�u il n'y a pas de particule et quand il y a en a une.faisceau incident. En mesurant �U la di��erence du ux re�cu par un d�etecteur plac�e �a distance�nie introduite par le di�useur, on en d�eduit la section e�cace d'extinction. Bohren et Gilra (1979)ont �etudi�e cette m�ethode dans le cas o�u le liant est absorbant. Ils montrent que l'on peut d�e�nirune section e�cace d'extinction due �a la particule uniquement telle queCext;p = �UIinc;D ; (III.12)3. van de Hulst (1949); van de Hulst (1981); Bohren et Hu�man (1983)



58 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTo�u Iinc;D est l'intensit�e incidente sur le d�etecteur. Notons qu'aucune approximation n'est n�ecessairepar cette m�ethode. Ils montrent que l'extinction d'une particule en milieu absorbant est fortementaugment�ee par rapport au cas d'une particule dans un milieu non-absorbant. Ces auteurs nedisent rien sur le coe�cient d'extinction totale pour un ensemble de particules qui tienne comptede l'extinction due au liant. Supposons que le coe�cient d'extinction puisse être s�epar�e en deuxcontributions: celle due aux particules, et celle due �a l'absorption du liant. Sous l'approximationd'une di�usion ind�ependante valable pour une faible fraction volumique, on se rend compte quel'augmentation de l'extinction due uniquement aux particules reste faible devant l'extinction due �al'absorption du liant. La raison est que l'augmentation de la section e�cace d'extinction en milieuabsorbant que calculent Bohren et Gilra (1979), n�ecessite un milieu hôte fortement absorbant,tellement absorbant que la contribution �a l'extinction est principalement due au liant rendantl'erreur de l'extinction par les particules relativement peu importante. Toutefois, ce raisonnementn'est probablement plus valable pour de fortes fractions volumiques.III.3.2 Calcul des ux �a la surface d'un di�useur sph�erique en milieu absorbant
aPSfrag replacements nh np ApR = aIncidentplanewave

Scattered �eldFig. III.5 { Flux rayonn�e par un di�useur sph�erique d'indice np de rayon a baignant dans un liantd'indice nh, �eclair�e par une onde plane �a travers une sph�ere �ctive Ap de rayon R = aLe mod�ele de Bohren et Gilra (1979) ne permet pas de calculer la section e�cace de di�usiond'une particule en milieu absorbant. Fardella et Berthier (1994) et Fardella (1995) ont eu l'id�eeles premiers de calculer les ux Wsca et Wext �a travers la surface du di�useur Ap, plutôt que deles calculer �a travers une sph�ere �ctive en champ lointain (voir Fig. III.5):Winc = �ZAp Sinc:eRdA , Wsca = +ZAp Ssca:eRdA , Wext = �ZAp Sext:eRdA . (III.13)Remarquons que quand le milieu hôte est non-absorbant, on peut choisir n'importe quelle forme desurface �ctive ferm�ee qui englobe le di�useur car il y a conservation du ux. On peut en particulierchoisir la surface du di�useur comme surface d'int�egration. De cette mani�ere est obtenu exactementle uxWext(0) soustrait de l'absorption du liant, qu'essayait de calculer approximativement Mundyet al. (1974). Di��erents auteurs 4 ont par la suite publi�e des r�esultats identiques de Wext(0).4. Quinten et Rostalski (1996); Lebedev, Gartz, Kreibig, et Stenzel (1999); Fu et Sun (2001); Sudiarta et Chylek(2001b); Yang, Gao, Wiscombe, Mishchenko, Platnick, Huang, Baum, Hu, Winker, Tsay, et Park (2002)



III.3. DIFF�ERENTES FORMULATIONS 59III.3.3 Plusieurs d�e�nitions de la section e�cace de l'extinction en milieu ab-sorbantRevenons sur le probl�eme du calcul de la section e�cace d'extinction Cext d'une particule �apartir de Wext. Dans le cas non-absorbant, la section e�cace s'obtient par:Cext = WextI0 (III.14)o�u I0 est l'intensit�e incidente. Dans un milieu absorbant, l'intensit�e incidente d�ecroit exponen-tiellement le long de sa propagation. Par cons�equent il faut d�e�nir dans quel plan de l'espacel'intensit�e incidente vaut I0. On peut par exemple �ecrire:I(z) = I0e��z (III.15)avec I0 l'intensit�e incidente au centre de la sph�ere et:� = 4��0 Im(nh): (III.16)La section g�eom�etrique vue par l'onde incidente est modi��ee par cette d�ecroissance. Mundy et al.(1974) ont �et�e les premiers �a essayer de red�e�nir la notion de section g�eom�etrique vue par un uxd�ecroissant pour le cas appliqu�e au cas d'un milieu absorbant. En fait, c'est plutôt la notion d'e�-PSfrag replacements 0a zr(z)�aFig. III.6 { Notations pour la d�e�nition de la section g�eom�etrique apparente en milieu absorbant.En fon�c�e est dessin�ee une section circulaire de rayon r(z) de la sph�ere dans un plan o�u l'intensit�eincidente est constante.cacit�e Qext de di�usion ou d'extinction qui est red�e�nie. Dans un milieu non-absorbant l'e�cacit�ed'extinction se d�e�nit par: Qext = WextI0Cgeo (III.17)o�u Cgeo = �a2 est la section g�eom�etrique du di�useur sph�erique. La section g�eom�etrique d'unesph�ere dans un milieu absorbant peut être d�e�nie par Cgeo = �a2F (Mundy et al. 1974) avec Fun facteur de correction d�e�ni tel que:F = 1I0�a2 Z 0�a I(z)�r2(z)dz; (III.18)avec r(z) = pa2 � z2 (voir Fig. III.6). En ins�erant III.15 dans III.18, on obtient:F = 2(�a)2 h1 + (�a� 1)e�ai : (III.19)Remarquons que dans un milieu non-absorbant � = 0 et F se r�eduit �a la valeur unit�e pour quela nouvelle d�e�nition de la section g�eom�etrique soit coh�erente avec l'ancienne. Dans la formule(III.19) de Mundy et al. (1974), F � 1, ce qui veut dire que la section e�cace g�eom�etrique est



60 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTplus grande dans un milieu absorbant que dans un milieu non-absorbant. La raison �evoqu�ee parles auteurs est que le ux incident est plus grand �a l'entr�ee du di�useur qu'au centre et que parcons�equent, le ux capt�e par le di�useur est plus important que celui qui aurait �et�e capt�e par ledi�useur en milieu non-absorbant. L'expression de F (III.19) d�epend en quel point I0 prend savaleur. Par exemple, si l'intensit�e incidente est d�e�nie telle queI(z) = I0e��(z�z0) (III.20)avec I0 = I(z0), on obtient une nouvelle expression du facteur de correction:F = 2(�a)2 e�z0 h1 + (�a� 1)e�ai : (III.21)Il n'y a pas a priori de raison �evidente de prendre z0 = 0. Par exemple, si un di�useur ne poss�edepas de centre, la question du choix de z0 se pose d'embl�ee et n'a pas de r�eponse �evidente. Ceprobl�eme est aussi remarqu�e par Yang et al. (2002).D�es lors que l'expression de la section g�eom�etrique d'un di�useur est connue, l'e�cacit�e et lasection e�cace d'extinction s'obtiennent par les formules suivantes:Qext = WextI0�a2F ; (III.22)Cext = WextI0F : (III.23)Cette nouvelle d�e�nition est une tentative int�eressante, mais di�cile �a justi�er rigoureusementcomme nous l'avons vu. Certains auteurs ont utilis�e d'autres expressions que l'on r�esume dans letableau III.1. Expressions de F Utilis�e parF = 1 Lebedev et al. (1999)F = e�a Fardella et Berthier (1994)Quinten et Rostalski (1996)Mundy et al. (1974)F = 2(�a)2 �1 + (�a� 1)e�a� Fu et Sun (2001)Sudiarta et Chylek (2001b)Sudiarta et Chylek (2001a)Yang et al. (2002)Tab. III.1 { Plusieurs d�e�nitions de la section e�cace de di�usion en milieu absorbantSudiarta et Chylek (2001a) montrent que l'e�cacit�e d'extinction Qext d'une particule tellequ'elle est d�e�nie par (III.22) avec le facteur de correction (III.19) de Mundy et al. (1974) tendvers 1 dans un milieu absorbant quand le rayon tend vers l'in�ni, alors qu'elle tend vers 2 quandle milieu hôte n'est pas absorbant. La valeur 2 est due �a la contribution d'une part de la sectiong�eom�etrique et d'autre part �a la di�raction 5. Les auteurs pensent que le terme dû �a la di�ractiondevient nul pour des particules de rayon tr�es grand devant la longueur d'onde et que seul leterme dû �a la section g�eom�etrique est conserv�e. Nous pensons que la notion de section e�caceou d'e�cacit�e d'extinction d'une particule n'a tout simplement pas de sens en milieu absorbantet que, par cons�equent, elle conduit �a des r�esultats qui semblent di�ciles �a interpr�eter quand lerayon d'une particule tend vers l'in�ni.La seule question qui nous int�eresse ici est comment rendre compte de l'att�enuation d'unfaisceau se propageant dans un milieu absorbant qui contient de nombreux di�useurs. Autrement5. Une discussion physique de ce paradoxe est expos�ee dans le livre de (Bohren et Hu�man 1983).



III.4. COEFFICIENT D'EXTINCTION: MOD�ELES PH�ENOM�ENOLOGIQUES 61dit, que valent les coe�cients de di�usion, d'extinction et la fonction de phase pour un ensemble dedi�useurs en milieu absorbant. D�es lors on pourra mod�eliser la di�usion multiple par une �equationde transfert radiatif.III.4 Coe�cient d'extinction: mod�eles ph�enom�enologiquesIII.4.1 Approche de KugaPour mod�eliser la di�usion d'ondes �electromagn�etiques de longueur d'onde millim�etrique dansde la neige, Kuga et al. (1991) adoptent une approche radiative. La neige est suppos�ee être compo-s�ee de particules de glaces plong�ees dans un milieu hôte lui-même compos�e en partie d'eau liquideet d'air. Ce liant composite est, d'une part absorbant, et d'autre part suppos�e homog�ene �a ceslongueurs d'ondes millim�etriques beaucoup plus grandes que les inhomog�en�eit�es.Pour calculer heuristiquement le coe�cient d'extinction total, Kuga et al. (1991) ont eu l'id�eede le s�eparer en deux contributions:Kext = 4��0 n00h(1� f) +Kext;p (III.24)Ksca = Ksca;p (III.25)$ = KscaKext (III.26)o�u Kext;p et Ksca;p sont les coe�cients d'extinction et de di�usion calcul�es par un mod�ele quel-conque 6 en supposant toutefois que le liant est non-absorbant. Dans l'expression (III.24), la pre-mi�ere contribution �a l'extinction est l'absorption du ux dans le liant; la seconde contributionest due �a l'absorption et �a la di�usion par les particules. Sous l'approximation d'une di�usionind�ependante, les expressions (III.24), (III.25) et (III.26) deviennent:Kext = 4��0 n00h(1� f) + f43�a3Cext;p (III.27)Ksca = f43�a3Csca;p (III.28)$ = KscaKext (III.29)o�u Cext;p et Csca;p sont les coe�cients d'extinction et de di�usion calcul�es par la th�eorie de Mieen milieu non-absorbant.Pour comprendre le raisonnement de Kuga pour �etablir les formules (III.27), (III.28) et (III.29),consid�erons respectivement deux cas limites du mat�eriau: tout d'abord, le cas d'un milieu homo-g�ene absorbant, puis le cas d'un milieu liant non-absorbant contenant des di�useurs sph�eriquesdispos�es al�eatoirement dans l'espace. L'amplitude A d'une onde plane qui se propage dans unmilieu homog�ene d'indice nh = n0h + in00h absorbant, s'att�enue exponentiellement selon la formuleA = A0e� 2��0 n00hx si x est la direction de propagation de l'onde et A0 l'amplitude en x = 0. Donc, leux I s'att�enue selon la formule I = I0e� 4��0 n00hx o�u I0 est le ux incident en x = 0. Par cons�equent,dans le cas d'un milieu homog�ene absorbant, le coe�cient d'extinction Kext et le coe�cient dedi�usion Ksca s'�ecrivent: Kext = 4��0 n00h (III.30)Ksca = 0 (III.31)6. Que ce soit un mod�ele qui prenne en compte de la di�usion d�ependante ou pas. Kuga, Ulaby, Haddock, etDeRoo (1991) utilisent le mod�ele QCA (Tsang et Kong 2001; Tsang et al. 1985) pour calculer l'extinction et ladi�usion par des particules de glace dans un milieu non-absorbant.



62 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTConsid�erons maintenant le cas d'un milieu non-absorbant contenant des di�useurs sph�eriques derayon a absorbant ou non. En r�egime de di�usion ind�ependante, les coe�cients d'extinction etde di�usion sont lin�eaires avec la fraction volumique f de particules, et d�ependent des sectionse�caces d'extinction Cext et de di�usion Csca classiques d'une particule plong�ee en milieu non-absorbant selon les expressions (III.32) et (III.33) que l'on r�e�ecrit:Kext = f43�a3Cext (III.32)Ksca = f43�a3Csca (III.33)Ainsi, dans le cas plus g�en�eral d'un milieu absorbant dans lequel baignent des di�useurs ind�epen-dants, Kuga suppose que l'on peut �ecrire les coe�cients d'extinction, de di�usion et l'alb�edo selonles expressions (III.27), (III.28) et (III.29). L'extinction due �a l'absorption du liant est corrig�eed'un facteur (1� f). Le raisonnement pour l'introduction de ce facteur est le suivant: puisque laproportion de mati�ere absorbante a diminu�e par la pr�esence des di�useurs contenus dans le milieuen raison d'une fraction volumique f , alors l'absorption devrait par cons�equent diminuer d'unfacteur (1� f) selon Kuga. Dans le second terme dû �a la di�usion et l'absorption des particules,la section e�cace d'extinction (de même que la section e�cace de di�usion) d'une particule est�evalu�ee comme si la particule �etait plac�ee dans un milieu hôte non-absorbant d'indice Re(nh). Ily a au moins deux raisons qui conduisent �a penser que la formulation de ce deuxi�eme terme estune approximation. Premi�erement, les champs rayonn�es par les sph�eres doivent être modi��es parle simple fait que la sph�ere est entour�ee par un milieu hôte d'indice complexe. Par cons�equent, lesconditions de continuit�e des composantes tangentielles des champs sont modi��ees. Deuxi�ement,l'amplitude de l'onde incidente d�ecroit le long de la particule au cours de sa propagation, ce quimodi�e encore les conditions de continuit�e des champs. Ces e�ets sont-ils importants ou non parrapport �a l'absorption du liant?Dans la formule de l'extinction (III.27), le seul couplage entre l'absorption du liant d'une partet la di�usion et l'absorption des particules d'autre part, provient du terme (1 � f). On peuts'interroger sur la validit�e d'une telle correction. Nous allons montrer que, cette loi n'est pascorrecte dans la limite des tr�es petits di�useurs devant la longueur d'onde.Dans la limite du cas statique (encore appel�e r�egime d'homog�en�eisation) qui peut s'appliquerquand les objets sont suppos�es tr�es petits devant la longueur d'onde (quand la di�usion est n�egli-geable), la formule de Kuga tends vers:Kext = 4��0 n00h(1� f) (III.34)quand les di�useurs sont non-absorbants. La d�ependance de l'extinction de Kuga avec la fractionvolumique est lin�eaire. On peut comparer ce r�esultat �a une th�eorie de milieu e�ectif (Berthier1993) car le m�elange de tr�es petites particules non-absorbantes dans un milieu absorbant peutêtre consid�er�e comme un milieu e�ectif homog�ene (il n'y a pas de di�usion) d'indice neff . On peutcalculer l'indice e�ectif du milieu composite et en d�eduire le coe�cient d'extinction:neff = p�eff (III.35)Kext = 4��0 Im(neff ) (III.36)o�u �eff v�eri�e l'�equation suivante de Bruggeman (1935) valable pour un syst�eme 3D avec desinclusions sph�eriques. �h � �eff�h + 2�eff (1� f) + �p � �eff�p + 2�eff f = 0 (III.37)



III.4. COEFFICIENT D'EXTINCTION: MOD�ELES PH�ENOM�ENOLOGIQUES 63o�u �p = n2p et �h = n2h sont les permittivit�es respectives de la particule et du milieu hôte. Lasolution de cette �equation est:�eff = (2�h � �p + 3f(�p � �h)) +q[2�h � �p + 3f(�p � �h)]2 + 8�h�p4 (III.38)Par exemple, prenons le cas d'un milieu hôte absorbant d'indice nh = 1:46+ i�0:03 contenant des
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(c) np = 4:21Fig. III.7 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif (en r�egime d'homog�en�eisation) en fonction dela fraction volumique de particules pour di��erents indices de particules np dans un milieu hôted'indice nh = 1:46 + i0:03 calcul�ee par le mod�ele de Bruggeman pour des inclusions sph�eriques.La ligne droite est le r�esultat obtenu par le mod�ele de Kuga: Im(nh)(1 � f)particules non-absorbantes pour di��erents indices. La comparaison pr�esent�ee sur la �gure (III.7)entre le terme employ�ee par Kuga Im(nh)(1�f) et la partie imaginaire de l'indice e�ectif montreun d�esaccord important qui s'accentue avec le contraste d'indice. La diminution de l'absorption dumilieu moyen est trop fortement �evalu�ee dans le terme de Kuga. Pour np = 4:21, l'absorption dumilieu a même tendance �a augmenter avec la fraction volumique contre toute attente. Rappelonsque cette petite �etude n'est valable que pour des particules su�samment petites pour que ladi�usion soit n�egligeable. Nous nous gardons bien de conclure sur une quelconque d�ependance del'absorption du syst�eme avec la fraction volumique de particules pour le cas g�en�eral (par exemplepour le r�egime de di�usion de Mie) qui n'a rien d'�evident a priori.Finalement les approximations n�ecessaires �a l'�etablissement de la formulation de Kuga peuventse r�esumer en 4 points:� Im(nh) << Re(nh) pour que les conditions aux limites sur le di�useur soient peu modi��ees;� Im(kh)a << 1 pour que l'onde incidente ne s'att�enue pas trop fortement le long d'undi�useur;� f << 1 pour que les e�ets de di�usion d�ependante soient n�egligeables;� jnpnh �1j << 1, pour que le contrast d'indice soit faible et que le facteur en (1�f) soit correctne serait-ce dans le cas d'un r�egime statique.L'�etude num�erique pr�esent�ee dans la section IV.3 aura pour objectif d'�evaluer la limite de validit�edu mod�ele de Kuga. Dans le cas v�eri�ant les deux premiers points (c'est �a dire pour un milieupeu absorbant), la section e�cace d'extinction de la particule devrait être correctement calcul�ee.Par contre, l'extinction due au liant est mal calcul�ee lors d'un fort contraste d'indice entre lesparticules et le liant. Nous pensons que le premier terme de la formule de Kuga contribue �a une



64 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTerreur plus importante que le second terme. Par cons�equent, de mani�ere ph�enom�enologique, laformulation suivante devrait être plus r�ealiste.Kext = 4��0 n00hg(f) + f43�a3Cext;p (III.39)o�u g(f) est une fonction r�eelle �a d�eterminer qui d�epend du contraste d'indice entre les particuleset le liant et de la taille des particules.Notons que dans l'article de Bruscaglioni et al. (1993), les auteurs supposent que le coe�cientd'extinction peut s'�ecrire, avec une hypoth�ese de di�usion ind�ependante, sous la forme suivante:Kext = 4��0 n00h + f43�a3Cext;p (III.40)O�u Cext;p est la section e�cace d'extinction due �a la particule en milieu absorbant telle qu'elleest d�e�nie par Bohren et Gilra (1979) d�ecrit pr�ec�edemment (Eq. III.12). Il n'y a pas de terme decouplage en (1 � f) comme dans la formule de Kuga. En regard de nos conclusions, on ne peutpas a�rmer que cette formulation soit plus r�ealiste que celle de Kuga. Son int�erêt est d'inclurela section e�cace d'extinction de Bohren et Gilra (1979) du di�useur en milieu absorbant, ce quin'�etait pas propos�e par la formule de Kuga.Pour le chapitre IV, nous avons adapt�e dans l'annexe D la formulation de Kuga pour un syst�eme2D contenant des di�useurs cylindriques in�nis.III.4.2 Approche de FardellaLes id�ees de Fardella sont d�ecrites en d�etail dans la th�ese de Fardella (1995) et dans un articlede conf�erence (Fardella et Berthier 1994). L'apport essentiel est de permettre d'obtenir �a la foisle coe�cient d'extinction et le coe�cient de di�usion en �evitant le passage du calcul des sectionse�caces.Des rapports de ux d'�energie qext et qsca sont d�e�nis:qext = WextWinc , qsca = WscaWinc , qabs = WabsWinc . (III.41)La conservation de l'�energie pour une sph�ere s'exprime par:Wabs =Winc �Wsca +Wext (III.42)Par cons�equent, on a: qsca + qabs = 1 + qext (III.43)Plutôt que de raisonner uniquement sur une sph�ere plong�ee dans un liant absorbant, Fardellapropose de r�ealiser un bilan d'�energie sur une couche di�usante d'�epaisseur in�nit�esimale (voirFig. III.8) de taille m�esoscopique contenant une petite assembl�ee de particules. Il exploite parailleurs les expressions des ux (d�e�nis par III.13) Winc, Wsca et Wext �a travers la surface d'unesph�ere, calcul�ees sans approximations. L'intensit�e incidente d�ecrô�t le long de la couche d'�epaisseurdx, par la formule suivante: dI(x) = �KextI(x)dx (III.44)L'�energie perdue par l'onde collimat�ee �a cause de la couche de surface S est dI(x)S. Si la couchene contient pas de particules, l'�energie perdue est:dI(x)S = ��I(x)Sdx (III.45)



III.4. COEFFICIENT D'EXTINCTION: MOD�ELES PH�ENOM�ENOLOGIQUES 65PSfrag replacements x x+ dxS
Fig. III.8 { Couche d'�epaisseur dx et de surface S contenant des di�useurs sur laquelle un biland'�energie est calcul�eOn suppose que la couche contient N particules et que la di�usion est ind�ependante. L'�energieabsorb�ee et di�us�ee par les N sph�eres est (Wsca +Wabs)N . L'�energie qui aurait �et�e absorb�ee parN sph�eres de même rayon mais constitu�ees de la mati�ere du milieu hôte est WincN . Ce terme estretranch�e au pr�ec�edent sans justi�cation rigoureuse tout comme dans le mod�ele de Kuga. AinsiFardella �ecrit un bilan d'�energie global:dI(x)S = ��I(x)Sdx� [(Wsca +Wabs)�Winc]N (III.46)Le volume d'une particule est vp = 43�a3, donc la fraction volumique de particule dans le volumeSdx est: f = N vpSdx (III.47)En utilisant les �equations (III.41) (III.44) et (III.47) dans III.46, on obtient:Kext = � �1 + fqextWincVp�I� (III.48)Hespel (1999) montre que le rapport WincVp�I � 1 tant que la longueur d'absorption est petite devantla taille de la particule. Remarquons par ailleurs que cette hypoth�ese �etait d�ej�a pos�ee implicitementlors du bilan d'�energie sur la couche puisque l'intensit�e est suppos�ee constante sur l'�epaisseur dxde la couche. Par cons�equent, le coe�cient d'extinction devient 7:Kext = �(1 + fqext) (III.49)Cette m�ethode contourne le probl�eme de la d�e�nition d'une section e�cace en milieu absorbantau prix d'une approximation �nalement identique �a celle qui est faite par certains auteurs quandon �ecrit Cext = WextI0 en milieu absorbant o�u I0 est suppos�e constant le long de la particule pro-bl�eme. Quand l'absorption du liant tend vers 0, Kext tend vers la solution classique du coe�cientd'extinction en milieu non-absorbant sous l'hypoth�ese d'une di�usion ind�ependante.Fardella obtient aussi par son mod�ele le coe�cient de di�usion pour �nalement calculer l'albedo.Kext = �(1 + fqext) (III.50)Ksca = �fqsca (III.51)$ = KscaKext = fqsca(1 + qext) (III.52)Remarquons que le coe�cient d'extinction peut se mettre sous une forme comparable �a celledonn�ee par Kuga: Kext = �(1� f) + f��Wabs +WscaWinc � (III.53)7. Formule �etablie �a l'origine par Fardella (1995)



66 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTQuand on compare la formule de Kuga (Eq. III.27) �a celle de Fardella, on s'aper�coit que lesdi��erences obtenues sont relativement faibles. On s'attend �a une di��erence importante quandl'absorption augmente, mais le terme d'absorption du liant �(1 � f) qui est identique dans lesdeux formulations, devient pr�epond�erant devant l'extinction due �a la particule. Des di��erencesentre Kuga et Fardella sur le coe�cient de di�usion ne s'observent que quand l'absorption duliant est tr�es importante, i.e. quand l'albedo est petit. Une comparaison entre les deux mod�elesest pr�esent�ee pour le cas des cylindres en milieu absorbant en annexe D. La forme de l'absorptiondu liant en �(1 � f) est heuristique dans les deux formulations.III.4.3 Approche de Yang et al.Nous sommes en accord avec deux points concernant les id�ees d'un r�ecent article (Yang et al.2002).� Ils estiment que les sections e�caces de di�usion et d'extinction de la particule calcul�eesen champ proche (qu'ils nomment propri�et�es de di�usion inh�erente) ne peuvent pas êtreutilis�ees directement pour le calcul des coe�cients de di�usion et d'extinction d'un ensemblede particules.� Ils pr�ef�erent exploiter la valeur des champs di�us�es en champ lointain qu'ils d�e�nissentcomme les propri�et�es de di�usion apparente.Le coe�cient d'extinction est calcul�e selon ces auteurs par la formule suivante qui n'est pasplus justi��ee que celle de Kuga: Kext = � +Kext;p (III.54)o�u Kext;p est le coe�cient d'extinction dû aux particules uniquement d�e�ni par:Kext;p = f43�a3Cext;p (III.55)avec Cext;p, la section e�cace d'une particule telle que:Cext;p = �abs + �sca (III.56)o�u �abs est une expression obtenue en calculant les ux en champ proche de la sph�ere commeSudiarta et Chylek (2001b), tandis que �sca est calcul�e par les ux di�us�es int�egr�es en champlointain renormalis�es �a cause de l'att�enuation dans le liant absorbant. Une expression identiquede �sca se trouve dans l'article de Mundy, Roux, et Smith (1974). Une fois de plus ce mod�ele estph�enom�enologique.III.5 Coe�cient d'extinction en milieu �a pertes par la th�eorie dela di�usion multiplePlutôt que de tenter de d�e�nir une section e�cace d'extinction en milieu absorbant pourtrouver le coe�cient d'extinction, nous montrons que l'on peut contourner le probl�eme en calculantdirectement le coe�cient d'extinction en appliquant la th�eorie de la di�usion multiple. L'id�eeest tr�es simple. Nous avons vu au chapitre II que l'�equation de Dyson justi�e en toute rigueurl'existence d'un indice e�ectif neff pour un champ coh�erent dans tout milieu di�usant, absorbantou non. Or le coe�cient d'extinction et l'indice e�ectif sont simplement reli�es par:Kext = 4��0 Im(neff ) (III.57)



III.5. COEFFICIENT D'EXTINCTION: TH�EORIE DE CHAMP 67Partie imaginaire de l'indice e�ectif et coe�cient d'extinction sont donc une seule et même chose.L'indice e�ectif est reli�e au nombre e�ectif keff etau nombre d'onde dans le vide par la relationkeff = neffk0, et le nombre d'onde e�ectif est reli�ee �a l'op�erateur de masse par la relation:k2eff = k21 +P(keff ) (III.58)La di�cult�e est maintenant de calculer l'op�erateur de masse en fonction des param�etres du milieu.Une expression g�en�erale de l'op�erateur de masse pour le cas des di�useurs al�eatoirement dispos�esdans l'espace est donn�ee au chapitre II. Nous verrons que sous l'approximation des di�useursnon-corr�el�es 8, l'indice e�ectif a une expression analytique (approximation de Foldy-Twersky 9)qui s'obtient sans aucun probl�eme majeur. L'une des forces de la th�eorie de la di�usion multiple,est qu'elle o�re un cadre formel et rigoureux adapt�e au probl�eme de la di�usion d�ependante quandle syst�eme comporte de fortes fractions volumiques de particules di�usantes.L'approximation qui prend en compte le premier terme corr�el�e dans l'op�erateur de masse estappel�ee l'approximation de Keller (1964). Ce mod�ele n'est justi��e par l'auteur que pour des ondesscalaires et des di�useurs ponctuels tr�es petits devant la longueur d'onde. On peut l'�etendreheuristiquement au cas de di�useurs de Mie. D'ailleurs, des comparaisons entre des mesures ex-p�erimentales du coe�cient d'extinction pour un milieu contenant des particules de latex dans del'eau �eclair�e par un laser dans le rouge, et le mod�ele de Keller, montrent un bon accord pour desparticules de taille proche de la longueur d'onde (Hespel et al. 2001) quand le milieu di�usant estnon-absorbant. Nous avons par cons�equent adapt�e le mod�ele de Keller en milieu absorbant pourprendre en compte un e�et de di�usion d�ependante.La th�eorie de la di�usion multiple est d�ecrite au chapitre II. Nous avons particuli�erementd�etaill�e les notions et les notations n�ecessaires �a l'�etude du champ moyen (ou champ coh�erent)valable pour un milieu contenant des di�useurs al�eatoirement dispos�es dans un milieu hôte, qu'ilsoit absorbant ou non.III.5.1 Relation entre l'op�erateur de di�usion t et la matrice de di�usion S deMie pour un di�useur sph�eriqueDans la th�eorie de la di�usion multiple pr�esent�ee au chapitre II, l'op�erateur de masse P estd�evelopp�e perturbativement en fonction de l'op�erateur t de di�usion d'une particule qui relie lechamp total au champ incident par la relation (en notation):E = Einc +G1tEinc (III.59)La th�eorie de Mie ne fournit pas t, mais la matrice de di�usion S. Le but de ce paragraphe estd'�etablir le lien entre t et S en milieu �a pertes.Comme le champ total est la somme du champ incident et du champ di�us�e:E = Einc +Esca;le champ di�us�e est explicitement:Esca(r) = Z $G1 (r� r0) $t (r0; r00)Einc(r00)d3r0d3r00: (III.60)Pour le calcul de la transform�ee de Fourier directe et inverse de t nous avons choisi la conventionsuivante: �$t (k0;k00) = Z $t (r0; r00)e�ik0r0eik00r00d3r0d3r00 (III.61)$t (r0; r00) = Z �$t (k0;k00)eik0r0e�ik00r00 d3k0(2�)3 d3k00(2�)3 (III.62)8. L'approximation des di�useurs non-corr�el�es est �equivalente �a l'approximation de la di�usion ind�ependante9. Foldy (1945) et Lax (1951)



68 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTQuand un di�useur poss�ede une forme simple, comme par exemple une sph�ere, il est utile decalculer l'op�erateur directement en exploitant le r�esultat de la th�eorie de Mie. Pour cela, on peutprendre pour d�e�nition de t la relation (III.60). Le plan incident et le plan de di�usion ainsi que
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Fig. III.9 { D�e�nition du plan de di�usion de Bohren et Hu�man.leurs angles unitaires associ�es, sont d�e�nis par la Fig.III.9 et les relations suivantes:u?i = sin�ux � cos�uy = u?s uki = sin�ux + sin�uy = sin�ur + cos�uksu?i � uki = uz u?s � uks = urLes champs incident et di�us peuvent s'exprimer dans la base de Bohren et Hu�man:Einc = Ekieki +E?ie?i (III.63)Esca = Ekseks +E?se?s: (III.64)Comme le vecteur d'onde incident kinc = (0; 0; k1) est orient�e selon z, le champ incident est de laforme: Einc = E0eik1z�i!t = �E0keki +E0?e?i� eik1z�i!t; (III.65)o�u E0k et E0? sont les amplitudes des composantes du champ incident en r = 0 pour les po-larisations parall�ele et perpendiculaire au plan de di�usion. Avec ces conventions, la matrice dedi�usion S, telle qu'elle est d�e�nie par Bohren et Hu�man (1983) ou van de Hulst (1981), relie leschamps di�us�es dans le domaine du champ lointain, et le champ incident par:Esca = eik1r�ik1rSk1(�)E0 (III.66)o�u l'indice k1 en dessous de la matrice S indique pour quel nombre d'onde elle doit être calcul�eeet o�u cos(�) = uz � ur. La relation (III.66) est toujours valable quand k1 est complexe, et Sk1est calculable num�eriquement tr�es ais�ement. On peut pour cela utiliser le code que l'on trouvedans le livre de Bohren et Hu�man (1983) qu'il faut toutefois adapter au cas o�u l'indice du liant



III.5. COEFFICIENT D'EXTINCTION: TH�EORIE DE CHAMP 69est complexe. Aucun probl�eme math�ematique ni num�erique n'a �et�e remarqu�e pour le calcul de lamatrice S, autre que ceux habituellement rencontr�es dans le cas d'un milieu hôte non-absorbant.Montrons que l'op�erateur de di�usion dans l'espace des k en champ lointain est reli�e �a la matricede Mie. Dans le cas d'un milieu hôte non-absorbant, il existe une d�emonstration semblable (Frisch1968; Ishimaru 1978b). Si on ins�ere l'expression asympotique du tenseur de Green en champlointain (Eq. A.25) et la forme du champ incident (Eq. III.65) dans l'�equation (III.60), alors onobtient: Esca(r) = eik1r4�r $�T Z e�ik1ur�r0d3r0 Z $t (r0; r00)eik1uzr00E0d3r00 (III.67)= eik1r4�r $�T�$t (k1ur; k1uz)E0 (III.68)Remarquons que dans un milieu absorbant, le nombre d'onde k1 est complexe. La transform�eede Fourier avec un argument complexe n'est pas rigoureusement une transform�ee de Fourier. Ils'agit plus pr�ecis�ement d'une transform�ee de Laplace (Petit 1991). Mais t dans l'espace des k estcorrectement d�e�ni, car le support de t dans l'espace r�eel est born�e au volume de la particule.Par comparaison des �equations (III.68) et (III.66), on peut identi�er l'op�erateur de di�usion et lamatrice de di�usion de Mie. $�T�$t (k1ur; k1uz) = i4�Sk1(�)k1 (III.69)Dans le cas particulier de la direction avant (� = 0),�$t (k1;k1) = i4�Sk1(0)k1 (III.70)Limite de l'op�erateur de di�usion pour des particules tr�es petites devant la longueurd'ondeA�n de v�eri�er la validit�e de cette relation en milieu absorbant, nous allons l'appliquer au casdes petites particules et comparer l'expression obtenue �a celle que nous avons montr�e au chapitreII. On peut calculer l'op�erateur de di�usion pour une particule tr�es petite devant la longueurd'onde par deux m�ethodes di��erentes. Une premi�ere m�ethode consiste �a utiliser le d�eveloppementlimit�e de S(0) quand le rayon de la particule tend vers 0 puis utiliser la relation (III.70) . On peutaussi �evaluer directement l'op�erateur de di�usion �a partir de sa d�e�nition comme nous l'avons faitdans la section II.5.2 du chapitre II. La comparaison des deux r�esultats doit être identique. Celapermet de v�eri�er la validit�e de la relation (III.70) dans ce cas limite. Dans la direction avant, ona (Bohren et Hu�man 1983): Sk1(0) = �ix3m2 � 1m2 + 2 +O(x4) (III.71)o�u x = k1a << 1 est le param�etre de taille et m = npn1 est le rapport d'indice des particules parrapport au milieu hôte. On obtient sans di�cult�e l'expression de l'op�erateur de di�usion d'uneparticule �a partir de (III.71) et (III.70):lima�!0 �$t (k1;k1) = 4�a3!2c2 �p � �1�p + 2�1 �1 (III.72)Il est r�econfortant de retrouver l'expression (II.75) d�emontr�ee pr�ec�edemment.



70 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTIII.5.2 Di�usion ind�ependante en milieu absorbant: approximation de Foldy-Twersky g�en�eralis�eeNous avons vu au chapitre II que l'approximation de Foldy-Twersky de l'op�erateur de massepeut s'�ecrire selon l'expression suivante.P =Op�erateur de masse pour une distribution tr�es dilu�ee de di�useurs (III.73)En utilisant la relation entre la permittivit�e e�ective et l'op�erateur de masse (III.58) et l'ap-proximation de Foldy-Twersky (III.73), on obtient une expression de la permittivit�e e�ective enfonction de l'op�erateur de di�usion d'une particule et de la fraction volumique f .�eff = �1 + f43�a3 �$t (k1;k1)k20 (III.74)Si on utilise maintenant la relation entre l'op�erateur de di�usion d'une particule et la matrice dedi�usion S de Bohren et Hu�man (III.70), on obtient�eff = �1 + i f43�a3 1k20 4�Sk1(0)k1 (III.75)Le coe�cient d'extinction s'obtient imm�ediatement par:Keff = 4��0 Im(p�eff ) (III.76)L'indice k1 en dessous de la matrice de di�usion indique que S doit être �evalu�ee pour le nombred'onde k1 dans le milieu hôte absorbant. La relation (III.75) constitue un r�esultat central. Ilg�en�eralise le mod�ele de Foldy-Twersky (Le nom du mod�ele change selon les auteurs 10) au cas desdi�useurs plong�es en milieu absorbant.Tant que la di�usion peut être suppos�ee ind�ependante, cette formule du coe�cient d'extinctionest rigoureuse. Aucun concept ph�enom�enologique contrairement aux autres mod�eles pr�esent�es dansla litt�erature n'a �et�e n�ecessaire �a son �etablissement. Le probl�eme th�eorique du calcul du coe�cientd'extinction en milieu absorbant est donc r�esolu sans ambiguit�e. Cela n'implique pas qu'il y aitde tr�es fortes di��erences entre les pr�evisions des mod�eles de Kuga et de Foldy-Twersky g�en�eralis�e.Des comparaisons entre les deux mod�eles pr�esent�es �a la �n du chapitre montrent un d�esaccord quid�epend du rapport d'indice particule sur liant. Si ce rapport est faible, les di��erences s'observentessentiellement pour des param�etres de taille de particules tels que les particules sont en r�esonancede Mie. Si ce rapport est fort, tr�es peu de di��erences sont obtenues, sauf pour des param�etres detaille tr�es petits tels que le r�egime de di�usion soit proche du r�egime d'homog�en�eisation. Noussavions d�ej�a que le mod�ele de Kuga n'est pas correct dans ce r�egime.10. Dans son article, Foldy (1945) donne une expression de la permittivit�e e�ective pour le cas de di�useurs petitsdevant la longueur d'onde. Puis Lax (1951) l'a g�en�eralis�e par une m�ethode rigoureuse pour des di�useurs de taillequelconque. La formule devrait par cons�equent s'appeler la formule de Foldy-Lax. Mais certains autres auteurscomme Ishimaru (1978b) l'a d�enomme formule de Foldy-Twersky.



III.5. COEFFICIENT D'EXTINCTION: TH�EORIE DE CHAMP 71Limite de Foldy-Twersky g�en�eralis�e pour des particules sph�eriques tr�es petites: r�e-gime d'homog�en�eisation et pr�emisses de la di�usionPour une fraction volumique �x�ee, quand le rayon des particules tend vers 0, la permittivit�ee�ective tend vers: �eff = �1 + 3f�1 �p � �1�p + 2�1 (III.77)Si les particules et le liant sont non-absorbants, la permittivit�e e�ective est r�eelle. Par cons�equentle coe�cient d'extinction est nul. Kext = 0 (III.78)Ce r�egime est appel�ee r�egime d'homog�en�eisation. Remarquons que l'on retrouve la formule de lapermittivit�e e�ective qu'obtenait Maxwell-Garnet (1904) dans le r�egime d'homog�en�eisation pourune faible fraction volumique de di�useur �p:�eff � �1�eff + 2�1 = f �p � �1�p + 2�1 , �eff = �1 + f(2�1 + �eff ) �p � �1�p + 2�1 (III.79)Pour �eliminer l'inconnu �eff du cot�e droit de l'�equation, on peut r�einjecter l'expression de �eff �al'in�ni pour obtenir un d�eveloppement perturbatif en puissance de la fraction volumique. Quandla fraction volumique n'est pas trop forte, on peut garder uniquement le terme lin�eaire avec lafraction volumique. �eff = �1 + f3�1 �p � �1�p + 2�1 +O(f2) (III.80)Ce r�esultat montre que sous des approximations identiques, i.e. pour des particules tr�es petitesdevant la longueur d'onde et une faible fraction volumique de di�useurs, le mod�ele de Foldy-Twersky et le mod�ele de Maxwell-Garnet sont �equivalents. Comme le mod�ele de Foldy-Twersky aun domaine de validit�e plus �etendu en terme de taille de particule, on peut analyser la transitionentre le r�egime d'homog�en�eisation et le r�egime de di�usion.Pour qu'apparaissent les pr�emisses de la di�usion, il faut poursuivre le d�eveloppement pertur-batif (en a�0 ) de la matrice S car les ordres sup�erieurs contiennent des termes complexes, i.e. uncoe�cient d'extinction non-nul.Sk1(0) = �ix3A� ix5B + x6 23A2 +O(x7) (III.81)avec x = 2�a� , A = m2 � 1m2 + 2 , B est une fonction de m (III.82)On obtient la permittivit�e e�ective suivante en injectant (III.81) dans la formule de Foldy-Twersky(III.75). �eff = �1 + 3f "�1A+�2�a�0 �2 n41B#+ i3f �2�a�0 �3 n51 23A2 (III.83)Supposons que le milieu hôte et les particules soient non-absorbants, alors la partie imaginaire de�eff est due uniquement au terme en �2�a�0 �3. Le terme imaginaire apparâ�t �a cause du ph�enom�enede di�usion. La partie r�eelle est aussi l�eg�erement a�ect�ee. Nous voulons calculer le coe�cientd'extinction, donc nous avons besoin d'une expression de la partie imaginaire de l'indice e�ectif.Pour aboutir �a une expression simple, on peut raisonnablement supposer que:�2�a�0 �2 n41B << �1A (III.84)Im(�eff ) << Re(�eff ) (III.85)



72 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTOn obtient alors le coe�cient d'extinction suivant:Kext = 4��0 Im(neff ) = 4��0 f �2�an1�0 �3� �p � �1�p + 2�1�2 (III.86)Pour donner un ordre de grandeur, prenons le cas d'un syst�eme compos�e de billes de latex np = 1:59telles que a�0 = 150 dans de l'eau nh = 1:33, en raison d'une fraction volumique de f = 1%, �eclair�epar un laser Helium-Neon dans le rouge tel que �0 = 633nm. On trouve Kext = 15:6m�1, soitun libre parcours moyen d'extinction lext = 6:4cm. Ce qui veut dire qu'un verre rempli de cettesubstance devrait apparâ�tre l�eg�erement trouble. Pourtant la fraction volumique de di�useur estrelativement �elev�ee (la distance inter-centre des di�useurs est environ 0:7�m) de sorte que l'onaurait pu s'attendre �a un milieu beaucoup plus di�usant. Ce grand libre parcours moyen s'expliquepar une tr�es faible section e�cace11 de di�usion pour des particules tr�es petites devant la longueurd'onde. Le coe�cient d'extinction d�epend fortement, dans ce r�egime, de la longueur d'onde. Parexemple, dans le bleu pour � = 0:4�m, on obtient un libre parcours moyen d'extinction plus petitlext = 1:6cm. Comme le milieu di�use plus dans le bleu que dans le rouge, la lumi�ere r�e�echie pardi�usion est plus importante dans le bleu que dans le rouge. Le milieu devrait par cons�equenceapparâ�tre d'une couleur plus proche du bleu que du rouge. La mer et le ciel apparaissent bleuspour les mêmes raisons.III.5.3 Di�usion d�ependante en milieu absorbant: mod�ele de Keller g�en�eralis�eLes e�ets les plus int�eressants de di�usion en milieu absorbant devraient apparâ�tre pour le casdes fortes fractions volumiques de particules. Le mod�ele de Foldy-Twersky g�en�eralis�e en milieuabsorbant �a un d�efaut: il repose sur l'approximation (III.73) qui n�eglige les corr�elations qui sont �al'origine de la di�usion d�ependante. Pour prendre en compte la di�usion d�ependante qui apparaitpour une forte fraction volumique de di�useurs, on fait maintenant l'approximation de Keller pourl'op�erateur de masse qui est:P = +Op�erateur de masse pour une distribution de particules faiblement contrast�ees (III.87)Le premier terme est l'approximation de Foldy-Twersky calcul�e pr�ec�edemment. Il faut calculer lesecond terme que nous appelons l'Op�erateur de Di�usion Double Corr�el�e (ODDC) dans l'espacede Fourier. Ce calcul est d�etaill�e dans l'annexe B, et on obtient dans l'approximation scalaire:(k) = � f4=3�a3�2 � i4�Sk1 (0)k1 �2 1k R +10 eikrg2(r)sin(kr)drOp�erateur de di�usion double corr�el�e (III.88)O�u g2 est la fonction de corr�elation de paire qui d�epend de la fraction volumique f (on trouvera ungraphique de cette fonction au chapitre II pour le cas du mod�ele de Percus-Yevick). Cette formulen'est rigoureuse que dans le cas limite de particules de taille ponctuelle, sph�eriques, et pour desondes scalaires. Sa validit�e pour des particules plus grandes et pour des ondes �electromagn�etiquesn'est pas �evidente.11. La section e�cace de di�usion est beaucoup plus petite que la section g�eom�etrique de la particule �a2.



III.5. COEFFICIENT D'EXTINCTION: TH�EORIE DE CHAMP 73On peut alors obtenir la formule de Keller donnant une �equation entre le nombre d'onde e�ectifpour des di�useurs de matrice de di�usion S en utilisant (III.58), (III.87) et (III.88).k2eff = k21 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 !2 1keff Z 10 eik1rsin(keffr)g2(r)dr (III.89)Pour des fractions volumiques de quelques pour cent, la fonction g2(r) est avec une bonne ap-proximation peu di��erente de �1 pour r < 2a, et nulle pour r > 2a. Dans ce cas, la longueur decorr�elation est peu di��erente de 2a. Sous cette approximation appel�ee \gas-pair approximation"en anglais, la formule de Keller devient:k2eff = k21 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 � i f43�a3 4�Sk1(0)k1 !2 1keff Z 2a0 eik1rsin(keffr)dr (III.90)L'int�egrale que contient cette �equation est calculable analytiquement si besoin.Remarquons que l'approximation scalaire pour des ondes �electromagn�etiques devrait être d'au-tant plus fausse si le rayon des particules est petit, car le comportement de la fonction de Greenscalaire en champ proche en 1r est tr�es di��erent de celle du tenseur de Green en 1r3 . Par cons�e-quent, l'approximation scalaire devrait sous-estimer les e�ets de ces corr�elations. Remarquons parailleurs que le domaine de validit�e de l'approximation de Keller a toutes les chances d'être res-treint aux faibles contrastes d'indice car dans ce cas, des corr�elations li�ees aux di�usions multiplesr�ecurrentes entre les di�useurs devraient apparâ�tre.M�ethode de r�esolutionL'�equation int�egrale pour keff (III.89) ne peut être r�esolue analytiquement. Mais comme lesecond terme est une perturbation de second ordre, on peut suivant Keller calculer k2eff dans sonapproximation locale, i.e. on remplace keff par k1 dans ce second terme. Dans ce cas, on a uneexpression directe du nombre d'onde e�ectif:k2eff = k21 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 !2 1k1 Z 10 eik1rsin(k1r)g2(r)dr (III.91)Si toutefois, on souhaite r�esoudre l'expression de Keller non-locale (III.89), on peut se demandersi la solution de cette �equation est unique. Hespel et al. (2001) r�esolvent cette �equation parun algorithme d'optimisation adapt�e pour une �equation de C dans C. Cette m�ethode demandetoutefois de nombreux tests de solution avant de s'en rapprocher. On peut aussi r�esoudre cette�equation par une m�ethode it�erative: on commence pour cela par �evaluer keff �a l'ordre de Foldy-Twersky: k2eff;0 = k21 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 (III.92)puis on injecte keff;0 dans le membre droit de (III.89) pour obtenir k2eff;1:k2eff;1 = k2eff;0 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 !2 1keff;0 Z 10 eik1rsin(keff;0r)g2(r)dr (III.93)On peut r�eit�erer cette proc�edure N fois:k2eff;N = k2eff;0 + i f43�a3 4�Sk1(0)k1 !2 1keff;N�1 Z 10 eik1rsin(keff;N�1r)g2(r)dr (III.94)jusqu'�a ce que l'on ait keff;N � keff;N�1 avec une approximation su�sante. Dans la pratique,tant que le terme d'ordre 2 en f est une perturbation de l'ordre 1, on obtient en moins de N = 10it�erations, une valeur du nombre d'onde e�ectif qui satisfait �a l'�equation de Keller (III.89).



74 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTQuelques e�ets connus de di�usion d�ependante et comportement de la formule deKeller dans un milieu hôte non-absorbant
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Fig. III.10 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif (reli�ee au coe�cient d'extinction par Kext =4��0 Im(neff ) ) en fonction de la fraction volumique f ou du param�etre de taille X = 2�nha�0 lorsquele milieu hôte est non-absorbant. Caract�eristiques communes: nh = 1:33, �0 = 0:633�m.Nous repr�esentons sur la �gure III.10, le comportement du coe�cient d'extinction obtenu parle mod�ele de di�usion ind�ependante (Eq. III.1), l'approximation de Foldy-Twersky (Eq. III.75) etle mod�ele de Keller (Eq. III.89). Le coe�cient d'extinction est calcul�e en fonction de la fractionvolumique pour un rayon �x�e, ou en fonction du rayon de la particule pour une fraction volumique�x�ee. Sur la �gure III.10(a), on voit que le r�esultat de l'approximation de Foldy-Twersky est quasi-�equivalent au r�esultat du calcul de di�usion ind�ependante proportionnel �a la fraction volumique.Pour un param�etre de taille X = 3:43, le mod�ele de Keller pr�edit un coe�cient d'extinctionplus faible que celui pr�edit par la di�usion ind�ependante. Pour ces indices du milieu hôte et desdi�useurs, on voit sur la �gure III.10(b) que la premi�ere r�esonance de Mie apparait pour un rayonproche de a = 0:6�0. Le comportement pour f = 10% pr�edit par Keller en fonction du param�etrede taille X donne une r�esonance l�eg�erement d�ecal�ee par rapport au r�esultat de Foldy-Twersky.Des r�esultats exp�erimentaux 12 et des simulations num�eriques exactes 13 montrent que le co-e�cient d'extinction en fonction de la fraction volumique n'est plus lin�eaire d�es que f d�epassequelques pour cent. Certaines �etudes montrent que le coe�cient d'extinction est plus petit quecelui pr�evu par une th�eorie de di�usion ind�ependante quand les particules ont des tailles petitesdevant la longueur d'onde, et que le rapport d'indice npnh n'est pas trop fort. Quand la taille desparticules s'approche de la longueur d'onde, l'e�et s'inverse: l'extinction est plus forte que ce quepr�evoit la di�usion ind�ependante.Hespel et al. (2001) ont r�ealis�e une comparaison exp�erimentale avec le mod�ele de Keller pourdi��erentes tailles de particules de latex plong�ees dans de l'eau et di��erentes fractions volumiques.12. Ishimaru et Kuga (1982); Drolen, Kumar, et Tien (1987); Mandt, Kuga, et Ishimaru (1992); West, Gibbs,Tsang, et Fung (1994); G�el�ebard, Ferrand, Schnorenberg, et Avrilier (1995); Gobel, Kuhn, et Fricke (1995); Nasha-shibi et Sarabandi (1999); Hespel, Mainguy, et Gre�et (2001)13. Tsang, Mandt, et Ding (1992); Lu, Wang, Chew, et Tsang (1993); Lu, Chew, et Tsang (1995); Siqueira etSarabandi (2000)
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(b) np = 1:59 + i0:001Fig. III.11 { Rapport entre l'extinction obtenue par le mod�ele de Keller et celui de Foldy-Twersky,en fonction de la fraction volumique f ou du param�etre de taille X = 2�nha�0 lorsque le milieu hôteest non-absorbant. Caract�eristiques communes: nh = 1:33, �0 = 0:633�m.L'augmentation ou la diminution de l'extinction pr�evue par le mod�ele de Keller (Fig. III.11(a) etIII.11(b) par rapport �a la di�usion ind�ependante est bien reproduite dans une certaine mesure.Pourtant, la correction �a l'approximation de la di�usion ind�ependante qu'apporte le mod�ele deKeller est ph�enom�enologique pour le cas de grosses particules. Il est par cons�equent �etonnant quecette formule fonctionne. Si un d�esaccord apparâ�t pour le cas des petites particules �eclair�ees parune onde �electromagn�etique, cela ne devrait pas nous �etonner puisque la correction de Keller estun mod�ele scalaire qui a toutes les chances de ne pas fonctionner �a cause des corr�elations en champproche mal reproduites par le mod�ele scalaire.Pour quelle raison physique le coe�cient d'extinction n'est il pas une fonction lin�eaire de lafraction volumique? Pour commencer, supposons qu'un syst�eme soit compos�e de di�useurs non-corr�el�es. Dans ce cas, les ondes di�us�ees par les particules n'ont pas de phases privil�egi�ees. Apr�esmoyenne, ces ondes sont spatialement incoh�erentes entre elles. Ainsi, la th�eorie de la di�usionind�ependante consistant �a sommer de fa�con incoh�erente la puissance di�us�ee par les particulesest valable (c'est ce que l'on fait quand on utilise la relation III.1). Quand on dit \sommer demani�ere incoh�erente", on sous entend additionner les puissances plutôt que de sommer d'abord lesamplitudes. Le calcul de la puissance est donc valable car les ondes sont incoh�erentes entre elles.Cette sommation implique la lin�earit�e du coe�cient d'extinction avec f . Maintenant, consid�eronsun syst�eme compos�e de di�useurs corr�el�es du fait, par exemple, de la non-interp�en�etrabilit�e de cesdi�useurs. Ces corr�elations, d'autant plus importantes que la fraction volumique est importante,brisent cette propri�et�e d'incoh�erence des champs en moyenne. En d'autres termes les ondes dif-fus�ees ont des phases priviligi�ees qui ont un rôle, même apr�es moyenne. Dans la direction avanten champ lointain, le champ moyen est modi��e �a cause d'e�ets d'interf�erences constructives oudestructives qui subsistent, même apr�es moyenne sur l'ensemble des positions possibles des di�u-seurs. Energ�etiquement, ces e�ets coh�erents sont particuli�erement importants car ils modi�ent ladistance sur laquelle la puissance d'une onde �electromagn�etique collimat�ee se transforme en unepuissance de nature di�use.Sur les courbes de l'extinction en fonction de la taille des particules pour di��erentes fractionsvolumiques �x�ees (Fig. III.11(b)), on remarque que la formule de Keller pr�evoit que la tran-sition entre la diminution et l'augmentation de l'extinction en fonction du rayon a, i.e. quand



76 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTKext(Keller)Kext(Foldy) = 1, semble ind�ependante de la fraction volumique (en tout cas jusqu'�a au moins15%). Les r�esultats num�eriques montrent que le param�etre de taille auquel correspond la transi-tion est tr�es proche de X = 6, soit a � 0:72�0. Ce rayon devrait par ailleurs satisfaire �a l'�equationsuivante: Im [keff (Keller)] = Im[keff (Foldy)] (III.95)On pourrait se dire que cette �equation est satisfaite quand les corr�elations sont nulles. C'est �a direquand le terme en f2 de la formule de Keller (III.89) est nul. Mais on se rend compte, tout aumoins dans l'approximation \gas-pair", que ce terme n'est jamais nul 14. Les corr�elations jouentun rôle �a la fois sur la partie imaginaire et la partie r�eelle de l'indice e�ectif. Par exemple pourf = 15% et X = 6, l'�equation (III.95) est satisfaite, mais on a un �ecart notable entre les partiesr�eelles des deux mod�eles (on a Re[keff (Keller)] 6= Re[keff (Foldy)]) dû aux corr�elations.III.6 Comparaison des mod�eles d'extinctions en milieu absorbantIII.6.1 Comparaison des mod�eles de Kuga et Foldy-Twersky g�en�eralis�e en mi-lieu absorbant, en r�egime de di�usion ind�ependanteNous avons montr�e au d�ebut du chapitre que le terme en (1 � f) ph�enom�enologique pr�esentdans la formule de Kuga (III.27) �etait faux dans le r�egime d'homog�en�eisation 15 quand le rapportd'indice des particules sur le liant est fort. Pour le d�emontrer, nous avons compar�e le mod�ele deKuga au mod�ele de Bruggeman valable en r�egime d'homog�en�eisation. Dans le cas d'un milieudi�usant, on peut utiliser la formule rigoureuse de Foldy pour calculer les �eventuelles erreursintroduites par le mod�ele de Kuga - tant que le r�egime de di�usion est ind�ependant i.e. pour defaibles fractions volumiques. L'ensemble des comparaisons Kuga-Foldy est pr�esent�e Fig. III.12.Comme la formule de Foldy est aussi valable en r�egime d'homog�en�eisation, on retrouve que lele terme en (1 � f) du mod�ele de Kuga n'est pas valable. On le voit sur les �gures III.12(e) etIII.12(f) pour le cas de di�useurs fortement contrast�es par rapport au liant et pour des di�useurspetits devant la longueur d'onde. Par contre, toujours pour un fort contraste, on voit sur la �gureIII.12(d) que les deux mod�eles donnent sensiblement le même r�esultat sur une large gamme deparam�etre de taille (hormis le cas des petits param�etres de tailles).Pour le cas d'un rapport d'indice npnh = 1:591:33 plus faible pr�esent�e Fig. III.12(a), III.12(b) etIII.12(c), une di��erence notable apparâ�t entre le mod�ele de Kuga et celui de Foldy pour lesparam�etres de taille proches des r�esonances de Mie. En revanche, cette fois il y a un bon accordentre les mod�eles dans le r�egime d'homog�en�eisation. Ce n'est pas le terme en (1 � f) qui estresponsable du d�esaccord pr�es des r�esonances de Mie car le contraste d'indice n'est pas tr�es fort.Kuga utilise le r�esultat de la matrice de di�usion SRe(k1)(0) en milieu non-absorbant pour calculerune section e�cace. Par contre dans la formule de Foldy, on calcule Sk1(0) en milieu absorbant.Les di��erences ici sont dues au fait que Sk1(0) 6= SRe(k1)(0).Nous pouvons r�esumer les r�esultats obtenus par les deux points suivants:� Quand le rapport d'indice est fort, les mod�eles Kuga et Foldy donnent des r�esultats tr�esproches pour pratiquement toutes les tailles de particules, except�e pour le cas des di�useurstr�es petits devant la longueur d'onde, c'est �a dire quand le milieu al�eatoire est vu par l'ondecomme un milieu pratiquement homog�ene. Dans ce cas, l'�ecart du mod�ele de Kuga est dûau terme en (1� f).14. La partie imaginaire ou la partie r�eelle peuvent être nulles, mais elles ne le sont jamais en même temps. Onpeut tracer le module de R + inf0 g(r)eikrsin(kr)dr avec le mod�ele de Pecus-Yevick pour voir s'il y a un minimum.15. Dans le r�egime d'homog�en�eisation, il n'y a pas de di�usion de la lumi�ere. L'extinction est uniquement due �al'absorption



III.6. COMPARAISON DES MOD�ELES D'EXTINCTIONS EN MILIEU ABSORBANT 77� Quand le rapport d'indice est faible, on a une di��erence pr�es des r�esonances de Mie. Cettefois l'�ecart provient de la modi�cation de la matrice de di�usion en milieu absorbant quin'est pas prise en compte dans le mod�ele de Kuga.
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(f) a = 0:18�m (X = 2:376),np = 2:8, nh = 1:33 + i0:03.Fig. III.12 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif (reli�ee au coe�cient d'extinction par Kext =4��0 Im(neff )) en fonction de la fraction volumique f ou du param�etre de taille X, calcul�ee par lesmod�eles de Kuga et Foldy lorsque le milieu hôte est absorbant. �0 = 0:633�m.
III.6.2 R�egime de di�usion d�ependantePour qu'une di��erence importante apparaisse entre Foldy et Kuga, il faut �a la fois que lafraction volumique et l'absorption du liant soient importantes. Le comportement du coe�cientd'extinction et sa mod�elisation quand le milieu hôte est absorbant devrait être d'autant plusint�eressant que la fraction volumique de di�useur est importante. On pourrait s'attendre parexemple �a un comportement inhabituel du coe�cient d'extinction, du fait que la proportion demati�ere absorbante diminue pour une forte fraction volumique de di�useur non-absorbant. Commecet e�et devrait apparâitre pour une forte fraction volumique, il est indispensable de prendre encompte le ph�enom�ene de di�usion d�ependante.Les comparaisons exp�erimentales avec le mod�ele de Keller en milieu non-absorbant sont su�-sament encourageantes pour que l'on s'y int�eresse en milieu absorbant.



78 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTLes corr�elations induisent-elles des e�ets plus faibles de di�usion d�ependante en mi-lieu absorbant?La di�usion d�ependante est un ph�enom�ene qui est li�e aux corr�elations sur les positions des dif-fuseurs. Ils existe des corr�elations de di��erentes port�ees. La plus courte, celle que prend en comptele mod�ele de Keller, est, en premi�ere approximation, de l'ordre du diam�etre des di�useurs 2a. Lesprocessus de di�usions multiples r�ecurrentes corr�el�es ou non, font intervenir des propagations dechamps d'un di�useur �a un autre. Ces processus auront des e�ets uniquement si le champ poss�edeencore une valeur notable apr�es de multiples propagations. Or quand le liant est absorbant, lafonction de Green d�ecroit tr�es rapidement avec les distances. Ainsi, tous les processus de di�usioncoh�erents qui n�ecessitent des propagations de champ sur de longues distances, comme la di�usionr�ecurrente, auront probablement des e�ets amoindris. Les ph�enom�enes coh�erents que le mod�ele deKeller ne prend pas en compte ont de l'importance quand par exemple la di�usion est r�esonanteou encore quand le rapport d'indice des particules au liant est grand. Comme l'absorption du liantlimite ces e�ets, on devrait pouvoir utiliser le mod�ele de Keller pour des milieux di�usants pluscontrast�es que dans un milieu non-absorbant.Par contre, le mod�ele de Keller prend en compte une corr�elation de courte port�ee, il n'est doncpas �evident que cet e�et de courte port�ee soit notablement r�eduit dans un milieu absorbant. Dansle terme d'ordre 2 de la formule de Keller, le terme en eik1r (qui provient de la fonction de Greendu milieu hôte) pilote l'e�et des corr�elations. Quand le liant est absorbant, l'amplitude de cettefonction d�ecroit avec r. Ce qui pourrait avoir pour e�et de raccourcir la port�ee des corr�elationset, au �nal, de r�eduire l'e�et de ces corr�elations. Pour que cet e�et existe, il est n�ecessaire que lafonction de Green d�ecroisse su�samment sur l'�echelle des corr�elations, c'est �a dire 2a en premi�ereapproximation. Il faut donc que 2�2a�0 Im(nh) soit le plus grand possible, ce qui est facilit�e si lerayon a des particules est grand. Le probl�eme est que cela n�ecessite que la longueur d'absorptionsoit de l'ordre de grandeur de la particule. Par cons�equent, le coe�cient de di�usion sera forc�ementtr�es faible devant le coe�cient d'absorption du syst�eme (sauf peut être dans le cas d'une tr�es forteforte fraction volumique o�u la lumi�ere pourrait se propager plus facilement dans les di�useursplutôt que dans la matrice). L'e�et coh�erent pris en compte par le mod�ele de Keller ne devraitpas être tr�es a�ect�e par l'absorption du liant.
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(b)Fig. III.13 { Rapport entre l'extinction obtenue par le mod�ele de Keller et celui de Foldy, enfonction de la fraction volumique f ou du param�etre de taille X = 2�nha�0 lorsque le milieu estabsorbant. �0 = 0:633�m, nh = 1:33 + i0:02, np = 1:59.



III.6. COMPARAISON DES MOD�ELES D'EXTINCTIONS EN MILIEU ABSORBANT 79Nous repr�esentons sur la Fig. III.13, le rapport entre le coe�cient d'extinction obtenu par laformule de Keller et celui obtenu par la formule de Foldy. Ce rapport est soit calcul�e pour di��erentsparam�etres de taille X �x�es, en fonction de la fraction volumique de di�useur III.13(a), soit calcul�epour di��erentes fractions volumiques �x�ees en fonction du param�etre de taille III.13(b). La partieimaginaire de l'indice du liant est choisie telle qu'elle soit comparable �a la partie imaginaire del'indice e�ectif. Ainsi, l'extinction est due, dans une proportion de même ordre de grandeur, �al'absorption du liant et �a la di�usion par les particules. Ce rapport mesure directement un �ecartrelatif �a la di�usion ind�ependante. Pour le cas de particules d'indice np = 1:59 dans un liantd'indice Re(nh) = 1:33, en comparant le cas d'un milieu hôte non-absorbant Fig. III.11(a) aucas d'un milieu hôte absorbant Fig. III.13(a), on peut remarquer que la correction �a la di�usionind�ependante pr�evue par la formule de Keller est plus faible quand le milieu est absorbant. Mais ilsemble que la correction en valeur absolue n'ait pas �et�e modi��ee. En valeur relative, cette correctionest plus faible tout simplement parce que la part relative de l'extinction due �a l'absorption prendune valeur non-n�egligeable devant la di�usion alors qu'elle �etait absente dans le cas d'un milieunon-absorbant. Dans le cas d'un milieu non-absorbant, dans la formule de Keller, la di�usiond�ependante d'ordre 2 apparâ�t comme une correction �a l'ordre 1 . Par contre dans le cas absorbant,l'ordre 0 (Im(n1)) prend une toute autre importance de sorte que la correction d'ordre 2 devientrelativement faible compar�ee �a l'ordre 0.Quelques exemples du comportement de la formule de Keller en milieu absorbantQuand on compare le cas non-absorbant Fig. III.11(b) au cas absorbant Fig. III.13(b), lepremier constat auquel on aboutit, est que les tendances d'augmentation ou de r�eduction ducoe�cient d'extinction ont lieu pour les mêmes tailles de particules bien que l'e�et soit relativementamoindri. On peut noter par ailleurs que le mod�ele de Keller s'�ecarte syst�ematiquement du mod�ele
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(b) nh = 1:33 + i0:02, np =1:59, a = 0:633�m (X =8:357).
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(e) nh = 1:46 + i0:03, np =2:21, a = 0:633�m (X =9:173).
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(g) nh = 1:33+i0:03, np = 2:8,a = 0:065�m (X = 0:858). f
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(h) nh = 1:33+i0:03, np = 2:8,a = 0:18�m (X = 2:376).Fig. III.15 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif (reli�ee au coe�cient d'extinction par Kext =4��0 Im(neff )) en fonction de la fraction volumique pour di��erents param�etres de taille X = 2�nha�0et pour di��erents indices de particules et de liants �evalu�es par les mod�eles de Kuga, Foldy et Kellerlorsque le milieu hôte est absorbant. �0 = 0:633�m.



III.7. CONCLUSION 81tion en milieu absorbant en fonction de la fraction volumique sont pr�esent�es Fig. III.15. Nous nepouvons pas comparer ces r�esultats �a des mesures exp�erimentales car il n'en existe pas �a notreconnaissance. Il faut donc prendre garde �a ces r�esultats car rappelons que les hypoth�eses qui sontn�ecessaires �a l'�etablissement de la formule de Keller sont:� Les di�useurs doivent être faibles (faible contraste ou loin d'une r�esonance de Mie) et lafraction volumique ne doit pas être trop �elev�ee parce que les di�usions r�ecurrentes entre lespaires de particules et les di�usions corr�el�ees �a plusieurs particules ne sont pas prises encompte et pourraient prendre de l'importance si l'absorption n'est pas su�samment forte;� le mod�ele est perturbatif, par cons�equent la correction de Keller par rapport au r�esultat deFoldy doit rester faible;� les di�useurs sont consid�er�es petits devant la longueur d'onde;� l'e�et de la corr�elation est calcul�e dans un mod�ele scalaire.Dans de nombreux cas pr�esent�es Fig.III.15, les syst�emes consid�er�es ont des param�etres tels quetoutes ces derni�eres conditions ne sont pas remplies. Par exemple, pour le cas de la Fig.III.15(g),l'�ecart entre le r�esultat de la formule de Keller g�en�eralis�ee et celui de la formule de Foldy-Twerskyg�en�eralis�ee en milieu absorbant est probablement trop forte pour être correcte.Toutefois dans le chapitre IV, nous pr�esentons des r�esultats de calculs num�eriques exacts (so-lution des �equations de Maxwell) sur un syst�eme 2D compos�e de di�useurs cylindriques in�nis�eclair�es en incidence normale et al�eatoirement r�epartis dans l'espace. Les mod�eles analytiques deFoldy et de Keller sont adapt�es pour le cas d'un syst�eme 2D dans l'annexe E a�n qu'ils puissentêtre compar�es aux r�esultats num�eriques exacts. Cette �etude montre un tr�es bon accord entre lemod�ele de Keller et le r�esultat exact pour des particules de tailles proches de la longueur d'onde,même quand la fraction volumique est tr�es forte, tant que le contraste d'indice des particules parrapport au liant n'est pas trop fort et que l'absorption est su�sante. Ce bon accord entre le mod�eleet les r�esultats num�eriques dans le cas 2D est encourageant et permet d'envisager un bon accorddans le cas 3D.La d�emonstration de la formule de Keller que nous avons expos�ee est valable sous l'approxi-mation des tr�es petits di�useurs. Mais puisqu'elle semble reproduire des r�esultats exp�erimentaux3D en milieu non-absorbant et les r�esultats issus de simulations exactes 2D en milieu absorbant,il est probable que cette formule puisse être red�emontr�ee pour des particules plus grandes.III.7 ConclusionNous avons montr�e dans ce chapitre que les mod�eles propos�es dans la litt�erature qui tentent decalculer le coe�cient d'extinction d'une collection de particules dispos�ees dans un milieu absorbantconduisent tous �a des hypoth�eses ph�enom�enologiques. Pour r�esoudre ce probl�eme, et notamment�eviter de d�e�nir la notion de section e�cace dans un milieu absorbant, on calcule directementle coe�cient d'extinction en �evaluant l'indice e�ectif du milieu di�usant et absorbant. Le milieue�ectif et son indice associ�e d�ecrivent comment une onde collimat�ee se propage. Notamment, lapartie imaginaire de l'indice e�ectif rend compte de la d�ecroissance de l'onde dans le milieu �acause de la di�usion et de l'absorption. La th�eorie perturbative de la di�usion multiples d'ondes�electromagn�etiques par des objets al�eatoirement r�epartis dans l'espace, classi�e les processus dedi�usions multiples, corr�el�es ou non, et donne une expression formelle g�en�erale de l'indice e�ectif.Le premier ordre �equivalent �a l'hypoth�ese d'une di�usion ind�ependante, nous donne une expressionde l'indice e�ectif en fonction de la matrice de di�usion d'un di�useur plac�e en milieu absorbant etcalcul�e dans la direction avant. Cette expression est une g�en�eralisation du mod�ele de Foldy valablecette fois en milieu absorbant. Nous pensons, grâce �a cette formulation, r�epondre au probl�eme del'att�enuation en milieu absorbant et di�usant.



82 CHAPITRE III. MOD�ELISATION DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTUne comparaison au mod�ele ph�enom�elogique de Kuga montre que le mod�ele de Kuga n'estpas toujours valable. Ces di��erences s'accentuent et deviennent vraiment int�eressantes quand lafraction volumique augmente, i.e. quand l'hypoth�ese de di�usion ind�ependante est discutable. Ildevient par cons�equent n�ecessaire d'�evaluer l'�ecart �a la di�usion ind�ependante. Pour mod�eliser lese�ets de di�usion d�ependante, nous avons adapt�e le mod�ele de Keller en milieu absorbant. Nousdiscutons de l'�eventualit�e d'une r�eduction des e�ets de di�usion d�ependante en milieu absorbant. Apriori, seuls les e�ets de di�usion d�ependante qui sont li�es aux corr�elations de longue port�ee commela di�usion r�ecurrente �a plusieurs particules devraient être r�eduits dans une proportion absolue.Ce qui implique que le domaine de validit�e de l'approximation de Keller en milieu absorbantdevrait être plus �etendu (en terme de fraction volumique et de rapport d'indice particule surliant) que dans le cas non-absorbant. Par contre la di�usion d�ependante li�e aux corr�elations decourtes port�ees comme celle que le mod�ele de Keller tente de calculer ne devrait être que tr�es peua�ect�e.Le comportement du coe�cient d'extinction calcul�e par le mod�ele de Keller en milieu absorbantdonne des r�esultats qui sont qualitativement proches de ceux du cas non-absorbant dans le sens o�ul'augmentation et la r�eduction du coe�cient d'extinction avec la fraction volumique par rapport�a la di�usion ind�ependante sont pr�evus pour les mêmes tailles de particules.Cette �etude se limite �a l'�etude du coe�cient d'extinction dans un milieu absorbant. Il seraitimportant de s'int�eresser au coe�cient de di�usion en milieu absorbant pour que les contributionsde di�usion et d'absorption au coe�cient d'extinction puissent être s�epar�ees. Ainsi on pourra�etudier le comportement du coe�cient d'absorption en fonction de la fraction volumique. Onpourra aussi r�epondre �a cette question qui reste en suspend: \les corr�elations ont-elles un rôle surle coe�cient d'absorption".
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Chapitre IVCoe�cient d'extinction en milieuabsorbant: simulation num�eriqueexacte du probl�eme�electromagn�etique et mod�elisationIV.1 IntroductionIV.1.1 ObjectifsNous avons d�ecrit dans le chapitre pr�ec�edent di��erents mod�eles de calculs ph�enom�enologiquesdu coe�cient d'extinction et les di�cult�es th�eoriques suppl�ementaires introduites quand le liantest absorbant. Nous avons propos�e aussi dans le chapitre pr�ec�edent des mod�eles bas�es sur la th�eorierigoureuse de la di�usion multiple d'ondes �electromagn�etiques.Nous proposons dans ce chapitre de comparer ces mod�eles aux r�esultats exacts de la r�esolutionnum�erique des �equations de Maxwell sur un syst�eme di�usant de taille r�eduite pour di��erentsparam�etres intrins�eques du milieu, y compris quand le liant est absorbant.Parmi les plus proches travaux que l'on puisse trouver dans la litt�erature, il existe une �etudenum�erique exacte (Sun, Fu, et Chen 1999) de la di�usion par une sph�ere plong�ee en milieu absor-bant qui montre que la th�eorie de Mie en milieu di�usant est valable. Une �etude exp�erimentale(Lebedev et Stenzel 1999) �evalue le coe�cient d'extinction par un aggr�egat d'inclusions d'argentdans une mati�ere organique absorbante. Mais il n'existe pas �a notre connaissance d'�etude similaire�a la notre pour un syst�eme compos�e d'une collection de di�useurs al�eatoirement r�epartis en milieuabsorbant.IV.1.2 �Etude d'un milieu di�usant plans parall�elesLe syst�eme �etudi�e est une couche contenant des particules al�eatoirement distribu�ees dans unmilieu d'indice homog�ene. Cette couche s�epare un espace homog�ene (le vide) par deux plansparall�eles. Ce syst�eme, ou plutôt un empilement de ces plans parall�eles, est souvent rencontr�edans la nature. Par exemple l'atmosph�ere est un milieu di�usant (sur de grandes �echelles) pour lalumi�ere visible et infrarouge. Comme les grandeurs telles que le libre parcours moyen de di�usionou d'absorption changent avec l'altitude, l'atmosph�ere peut être mod�elis�ee par une successionde couches parall�eles 1. La propagation de la lumi�ere dans la peau ou encore dans une peinturedi�usante charg�ee en particules m�etalliques ou di�electriques peut aussi être mod�elis�ee par unempilement de couches parall�eles. Dans le domaine de la t�el�ed�etection par des ondes micro-ondes,1. Thomas et Stamnes (1999)



84 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTles couches form�ees par de la neige 2 ou encore par de la v�eg�etation telle qu'une forêt 3 sont desmilieux mod�elis�es par le même syst�eme.
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Fig. IV.1 { Syst�eme: couche di�usante 2D (1 direction d'invariance selon Oz )Le syst�eme repr�esent�e par la �gure IV.1 a la particularit�e suppl�ementaire d'être invariant selonl'axe z. Ce milieu �a deux dimensions est moins souvent rencontr�e dans la nature. Il existe tout demême quelques exp�eriences sur la propagation d'ondes acoustiques 4 ou �electromagn�etiques dansle domaine micro-onde 5 o�u le milieu est constitu�e de longs cylindres parall�eles et al�eatoirementdistribu�es. Notre but n'est pas d'�etudier un syst�eme physique existant, mais d'explorer le com-portement d'un syst�eme id�ealis�e a�n d'isoler les ph�enom�enes physiques essentiels. Les mod�elesexistants et originaux expos�es dans le chapitre III seront compar�es aux r�esultats num�eriques der�ef�erence dans le but d'�evaluer leurs domaines de validit�e. Pour des raisons num�eriques (tempsde calcul et place m�emoire li�e au nombre d'inconnues), la solution d'un calcul �electromagn�etiqueexacte est plus ais�ee dans un cas bidimensionnel alors que les mod�eles 3D pr�esent�es s'adaptentassez facilement au cas 2D (voir annexes D et E). Un certain nombre de conclusions tir�ees sur la va-lidit�e des mod�eles et la compr�ehension des ph�enom�enes pour des syst�emes 2D peuvent s'extrapolerau cas 3D; nous discuterons ce point �a la �n du chapitre.La m�ethode num�erique employ�ee pour r�esoudre le probl�eme de mani�ere exacte est d�ecritedans la sections IV.2. La m�ethode exacte utilis�ee est une r�esolution num�erique des �equationsde Maxwell par la m�ethode des moments. Le terme exact sous-entend qu'aucune approximationautre que la discr�etisation d'int�egrales n'est employ�ee pour r�esoudre les �equations fondamentalesde l'�electromagn�etisme dans un milieu macroscopique, i.e. quand l'indice r�efractif du milieu estbien d�e�ni et connu. Une fois cette solution connue, nous pr�ecisons dans la section IV.2.2 commentremonter au coe�cient d'extinction dans la section IV.2.2. En�n les r�esultats num�eriques et lescomparaisons aux mod�eles sont pr�esent�es dans la derni�ere section IV.3.2. Tsang, Chen, Chang, Guo, et Ding (2000); Kuga, Ulaby, Haddock, et DeRoo (1991)3. Castel, Beaudoin, Floury, Le Toan, Caraglio, et Barczi (2001); Ferrazzoli et Guerriero (1996)4. Tourin, Fink, et Derode (2000); Tourin, Derode, Roux, Van Tiggelen, et Fink (1997)5. Clayton et Kuga (1995) et Karam, Fung, Lang, et Chauhan (1992)



IV.2. SOLUTION PAR UNE M�ETHODE �ELECTROMAGN�ETIQUE EXACTE 85IV.2 Solution par une m�ethode �electromagn�etique exacteIV.2.1 La m�ethode exacte pour une couche di�usante 2D-1D p�eriodiqueLa solution exacte, i.e. la r�esolution num�erique des �equations de Maxwell, est impossible enpratique pour un objet al�eatoire de taille in�nie et �eclair�e par une onde plane (non localis�ee dansl'espace). La solution utilis�ee par Roux et al. (2001) consiste �a �etudier la r�eponse d'une couche delargeur in�nie mais p�eriodique selon cette direction. Le coe�cient d'extinction pr�esent dans l'ETR,d�ecrit l'att�enuation du champ moyen sur un ensemble de r�ealisations. Le milieu p�eriodique devientapr�es moyenne invariant par translation. Par cons�equent, le champ moyen voit une simple couchehomog�ene. Pour e�ectuer la moyenne d'ensemble des champs �electromagn�etiques, notre approcherepose sur une m�ethode de Monte-Carlo. Il s'agit de g�en�erer N r�ealisations du milieu al�eatoire,calculer les champs di�us�es et e�ectuer la moyenne d'ensemble. Pour cela, il faut être �a même der�esoudre le probl�eme de la di�usion pour chaque r�ealisation de taille �nie sans introduire d'e�ets debords. Nous discuterons en d�etail des e�ets et cons�equences de cette p�eriodicit�e. Le syst�eme �etudi�e
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OFig. IV.2 { Syst�eme 2D (1 direction d'invariance selon Oz ) avec 1 direction de p�eriodicit�e (Ox)est une couche di�electrique inhomog�ene d'�epaisseur e s�eparant le vide (voir IV.2). La direction(Oz) perpendiculaire au plan de la �gure est une direction d'invariance. Par cons�equent, l'indicer�efractif n au point r ne d�epend pas de z.n(r) = n(x; y) (IV.1)La direction Ox est une direction p�eriodique de p�eriode L. Ainsi l'indice n a la propri�et�e suivante:n(x+ L; y) = n(x; y) (IV.2)Le contenu d'une bô�te d'�epaisseur e et de largeur L est reproduit p�eriodiquement dans la directionOx. La bô�te est constitu�ee de particules cylindriques in�nies (selon 0z) de section circulaires,identiques de rayon a et d'indice np. Les particules dispos�ees al�eatoirement sont plong�ees dans unliant d'indice nh absorbant ou non.Les particules sont plac�ees les unes apr�es les autres de telle sorte qu'aucune ne puisse d�epasserdes bords de la bô�te. L'emplacement de chaque nouvelle particule est calcul�e par un g�en�erateur denombre al�eatoires. L'emplacement est accept�e seulement si la particule n'interpen�etre aucun desdi�useurs d�eja plac�es. Si tel n'est pas le cas, de nouvelles coordonn�ees sont calcul�ees par le g�en�e-rateur jusqu'�a ce que cette condition soit v�eri��ee. Selon la fa�con dont sont dispos�ees les particules



86 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTd�eja positionn�ees, il existe un taux de remplissage (autour de f = 40%) �a partir duquel il devientquasi-impossible de placer une nouvelle particule par cette m�ethode. Cette limite apparâ�t bienavant la limite th�eorique maximale de remplissage lorsque les particules sont parfaitement ordon-n�ees (formant une maille triangulaire �equilat�erale). Par d'autres m�ethodes, il doit être possibled'atteindre une plus forte proportion de di�useurs 6.Une r�ealisation du syst�eme est d�etermin�ee par la position pr�ecise de l'ensemble des di�useurscontenus dans la couche. Nous voulons connâ�tre les champs di�ract�es pour chaque r�ealisation desyst�eme �eclair�e par une onde plane. A partir des statistiques des champs di�ract�es sur un ensemblede r�ealisations, nous pourrons �evaluer les quantit�es radiom�etriques suivantes: les luminances r�e-echies di�uses et coh�erentes �a l'entr�ee du syst�eme en y = 0, et d'autre part les luminancestransmises di�uses et coh�erentes �a la sortie du syst�eme en y = e.Le syst�eme est �eclair�e par une onde plane �electromagn�etique Einc polaris�ee (TM) se propageantdans le plan (x0y) que l'on peut �ecrire sous la forme:Einc = E0e?;inceikincr (IV.3)o�u kinc = k0ei = �incex + incey est le vecteur d'onde incident avec �inc = k0sin(�inc) et inc =k0cos(�inc) o�u k0 = 2��0 ; e?;inc = ez � ei est dans le plan de la �gure perpendiculaire au vecteurd'onde incident. Comme le milieu est p�eriodique, les champs sont di�ract�ees dans des directionsdiscr�etes appel�ees ordres du r�eseau (Fig.IV.3). On peut montrer 7 que le champ �electrique danstout l'espace est pseudo-p�eriodique. Il s'�ecrit comme le produit d'une fonction p�eriodique A parle facteur de phase du champ incident.E(x; y) = A(x; y)ei�incxeT (x; y) avec A(x+ L; y) = A(x; y) (IV.4)O�u eT (x; y) est le vecteur direction du champ total au point (x; y). La fonction p�eriodique sed�eveloppe sur une base de Fourier dans le milieu I en y = 0 et dans le milieu III en y = e. Ainsi,le champ �electrique s'exprime dans une base de modes de Floquet:EI(x; y = 0) = Einc(x; y = 0) + +1Xn=�1 anei�nxe?I;n (IV.5)EIII(x; y = e) = +1Xn=�1 bnei�nxe?III;n (IV.6)avec �n = �inc + n2�L (IV.7)Les amplitudes des ondes planes di�ract�ees par le r�eseau an et bn sont les inconnues du probl�emes.Les ondes di�ract�ees r�e�echies et transmises d'ordre n sont des ondes planes ayant pour vecteursd'ondes dans le milieu I et III:kIn = �nex � Iney et kIIIn = �nex + IIIn ey (IV.8)avec In = qn2Ik20 � �2n (IV.9)IIIn = qn2IIIk20 � �2n avec Imn � 0 et Ren � 0 (IV.10)6. par exemple en autorisant le d�eplacement des di�useurs d�eja positionn�es pour laisser la place �a un nouveaudi�useur; ce qui peut correspondre �a certaines situations exp�erimentales7. Petit (1988)



IV.2. SOLUTION PAR UNE M�ETHODE �ELECTROMAGN�ETIQUE EXACTE 87o�u nI et nIII sont les indices respectifs des milieux I et III. Dans tous nos cas de calculs, on anI = nIII = 1 de sorte que In = IIIn = n. En�n e?I;n et e?III;n se calculent par:e?I;n = ez � kInnIk0 et e?III;n = ez � kIIInnIIIk0 (IV.11)Les angles de di�raction �n se calculent par la formulesin(�n) = sin(�inc) + n�0L : (IV.12)On voit sur la formule pr�ec�edente que l'�ecart entre les sinus d'ordres n et n + 1 est constant. Ilexiste des valeurs de n telle que sin(�n) > 1, donc �2n est plus grand que k20 et par cons�equentn est imaginaire pur. Il s'agit d'une onde �evanescente comportant une haute fr�equence spatialeselon la direction x mais qui ne peut pas se propager dans la direction �y car l'amplitude del'onde d�ecroit exponentiellement. Si on s'int�eresse uniquement aux propri�et�es radiatives en champlointain, seuls les ordres n qui v�eri�ent sin(�n) < 1 sont �a prendre en compte. Le nombre d'ordresN propagatifs d'un r�eseau de p�eriode L est N = 2Int[LnI�0 ] + 1 qu'il soit �eclair�e en incidencenormale ou non.PSfrag replacements
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n = �20n = �18 n = �8n = �7 n = �1n = 0n = 1n = 2n = 3n = 4�inc = k0 8�0L k0 12�0Lk0 12�0L k0 �0LFig. IV.3 { Ordres de di�ractions dans le cas particulier d'un syst�eme de p�eriode L = 12:4�0�eclair�e par une onde incidente telle que �inc = k08�0LEn guise d'exemple (voir Fig. IV.3), pour le cas particulier d'un r�eseau de p�eriode 12:4�0 �eclair�eavec un angle d'incidence �inc tel que sin(�inc) = 8�0L , on a repr�esent�e un certain nombre d'ordrespropagatifs parmis les 25 existants (de -20 �a 4).Equations int�egrales et m�ethode des momentsLa m�ethode des moments 8 sp�eci�quement adapt�ee pour des g�eom�etries 2D p�eriodiques a �et�ed�evelopp�ee dans le service d'�electromagn�etisme et infrarouge de la soci�et�e Dassault Aviation lorsde la th�ese de Mareschal (1996) bas�e sur les travaux de Moore et al. (1993). Cette m�ethode a �et�epar la suite adapt�ee au cas d'une couche di�usante p�eriodique par Thibaud (2000). Nous r�esu-mons rapidement le principe de la m�ethode (dont la base n'a pas �et�e modi��ee) n�ecessaire pourcomprendre le rôle des param�etres qui permettent d'assurer une bonne convergence du calcul.8. Il existe une pr�esentation g�en�erale de la m�ethode des moments dans les livre de Harrington (1968) et de Wang(1991)



88 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTConsid�erons l'exemple de la �gure IV.4 repr�esentant une cellule p�eriodis�ee. Cette cellule est com-pos�ee de plusieurs domaines ferm�es poss�edant chacun un indice homog�ene. On peut comptabiliserdans cet exemple 8 domaines ferm�es et leurs contours associ�es. Les pi sont les contours de chaqueparticules d'indice np num�erot�es de 1 �a 7. Le contour C est l'union du contour rectangulaire etdes contours de l'ensemble des particules. Ce contour forme le domaine d'indice nh. Sur chaquePSfrag replacements
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Fig. IV.4 { Cellule p�eriodique maill�ee et d�e�nition des contours ferm�ee: C = Rect[ p1 [ p2 [ p3 [p4 [ p5 [ p6 [ p7contour ferm�e formant un domaine d'indice homog�ene, on peut montrer 9 par la m�ethode de Greenque le champ E en un point quelconque r du contour d�epend par le biais d'une �equation int�egralede la valeur des champs E(r0) et de sa d�eriv�ee normale @nE(r0) sur tous les points r0 du contour.Une �equation int�egrale de ce type est �ecrite pour chacun des contours ferm�es.La m�ethode des moments est une m�ethode math�ematique qui permet de mettre le syst�emed'�equations int�egrales obtenues sous la forme d'une �equation matricielle lin�eaire. Les contours sontdiscr�etis�es par un maillage su�samment �n pour lequel le champ et sa d�eriv�ee normale peuventêtre consid�er�es constants sur une maille a�n d'approximer les int�egrales surfaciques en des s�eriesdiscr�etes. Le but est de calculer le champ et sa d�eriv�ee normale au centre de chaque maille. Ily a donc au total deux fois plus d'inconnues que de mailles. Une maille se situant sur l'un desdi�useurs se trouve sur deux contours en même temps: celui fermant le domaine de la particule,et celui fermant le domaine d'indice nh. Ainsi deux �equations int�egrales peuvent être �ecrites aucentre de chaque maille d'un di�useur. Par contre sur une maille se situant sur le rectangle, on nepeut �ecrire qu'une seule �equation int�egrale. Le nombre d'�equations int�egrales obtenues est doncinf�erieur au nombre d'inconnues.La p�eriodicit�e du milieu fournit des �equations suppl�ementaires car le champ et sa d�eriv�eenormale sur le cot�e gauche et droit du rectangle sont reli�es par la pseudo-p�eriodicit�e de ces champs.Dans le domaine I en y = 0� et le domaine III en y = e+, on peut montrer 10 par un couplagede la m�ethode des moments et du d�eveloppement de Rayleigh des champs r�e�echis et transmis surles interfaces sup�erieure et inf�erieure, qu'il existe une relation lin�eaire entre le champ �electriqueet sa d�eriv�ee normale. Puis en utilisant les relations de continuit�e du champ E aux interfaces etde sa d�eriv�ee normale, on obtient les �equations manquantes. Remarquons que ce sont les relationsde continuit�e sur l'interface sup�erieure qui introduisent la forme de la source ext�erieure (l'ondeincidente).Quelques remarques sur la �nesse n�ecessaire du maillageSi un objet subit des variations g�eom�etriques sur une �echelle plus grande que la longueurd'onde d'�eclairement, alors le champ varie sur des �echelles spatiales de l'ordre de la longueurd'onde. Dans ce cas, le calcul du champ rayonn�e par cette objet ne n�ecessite pas de maillertr�es �nement de l'objet. Par exemple des mailles de taille de l'ordre de �10 seront su�santespour suivre les variations de la phase du champ. Par contre si les objets maill�ees sont petits9. on trouvera dans livre de Poggio et Miller (1973) et dans l'annexe A de la th�ese de Thibaud (2000) uned�emonstration math�ematique de ces �equations.10. Moore, Ling, et Liang (1993),Thibaud (2000)



IV.2. SOLUTION PAR UNE M�ETHODE �ELECTROMAGN�ETIQUE EXACTE 89devant la longueur d'onde, il en est autrement. Dans ce cas, le champ varie spatialement surdes �echelles plus petites que les variations g�eom�etriques de l'objet �etudi�e. Si l'on s'int�eresse �a lavaleur de ces champs en champ proche de l'objet, il est n�ecessaire de mailler aussi �nement quen�ecessaire. Si par contre, on s'int�eresse au champ rayonn�e en champ lointain, comme seules leschamps de basses fr�equences spatiales sont propagatifs, on peut souvent se permettre de maillerplus grossi�erement. Ce maillage grossier aura pour e�et de �ltrer uniquement les bases fr�equencespropagatives. Toutefois, si les objets baignent dans le champ proche des autres objets, ce qui seproduit quand les fractions volumiques sont fortes il est n�ecessaire de mailler plus �nement Lecontraste d'indice des di�useurs a un rôle important dans la convergence des r�esultats. En r�egleg�en�erale, il faut mailler plus �nement quand le contraste est plus fort.Quand les mat�eriaux sont non-absorbants, l'un des crit�eres retenus pour la pr�ecision est lav�eri�cation de la conservation de l'�energie pour chaque r�ealisation. Dans la plupart des r�esultatsque nous pr�esentons, les di�useurs baignent dans un milieu absorbant. Il n'est par cons�equent paspossible de v�eri�er la conservation de l'�energie car l'absorption globale du syst�eme ne peut être�evalu�ee par un moyen ind�ependant. Cependant, il est relativement intuitif de penser, et il a �et�ev�eri��e, que la convergence du calcul en fonction du nombre de mailles est plus rapidement atteintedans le cas o�u le milieu hôte est absorbant. On peut l'expliquer non rigoureusement de la mani�eresuivante: dans un syst�eme 2D, la fonction de Green pour un milieu homog�ene in�ni d'indice njavec une condition d'onde sortante s'�ecrit:Gj(r; r0) = i4H(1)0 (kj jr� r0j) avec kj = 2�nj�0 (IV.13)o�u H(1)0 est une fonction de Hankel de premi�ere esp�ece d'ordre 0. La fonction de Green pilotela propagation des ondes di�us�ees d'une maille �a une autre. La d�ecroissance de l'amplitude deschamps d'un point source �a un autre permet de d�e�nir un rayon d'int�eraction au-del�a de laquelleles points sources ne se voient pratiquement plus. La valeur absolue de la fonction de Green tendasymptotiquement vers jGj(r; r0)j = 14s �0�2jnhjjr� r0je 2��0 Im(nh)jr�r0j (IV.14)Nous repr�esentons sur la �gure IV.5. La fonction de Hankel dans un milieu hôte non-absorbant
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Fig. IV.5 { Fonction de Green en fonction de jr�r0j� dans un milieu d'indice non-absorbant nh =1:46 et absorbant d'indice nh = 1:46 + i0:03est une fonction qui d�ecroit lentement en 1pr tandis que l'on a une d�ecroissance essentiellementexponentielle dans le cas absorbant. La port�ee de la di�usion d'une source sur une autre estbeaucoup plus faible dans le cas d'un milieu absorbant. De ce fait, la matrice �a inverser n'est plusune matrice pleine. Il semble que la m�ethode des moments converge plus facilement lorsque lafonction de Green a une port�ee plus courte.



90 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTPour les syst�emes �etudi�es et les r�esultats num�eriques pr�esent�es, la convergence des r�esultatsnum�eriques est atteinte pour des mailles allant de �10 �a �30 selon l'absorption du liant, la fractionvolumique de particules ou encore le contraste d'indice des particules par rapport au liant. Denombreux r�esultats num�eriques n'ont en revanche pas �et�e pr�esent�es car la pr�ecision �etait jug�eeinsu�sante.Temps de calculsLes limitations de la m�ethode des moments sont la place m�emoire n�ecessaire au stockage desmatrices et le temps de calcul tr�es important qui s'accroit tr�es vite avec le nombre d'inconnues.Pour les calculs num�eriques que nous pr�esentons en section IV.3, nous �etions limit�es �a une placem�emoire maximum de 1Go. Ce qui correspond �a une cellule comportant environ 3000 mailles aumaximum. Selon les r�esultats pr�esent�es, entre 1 minute et une heure de calcul est n�ecessaire pourobtenir les amplitudes des ondes di�ract�ees an et les bn pour une seule r�ealisation de syst�eme.Sachant le nombre de r�ealisations est compris entre 100 et 1000, de 2 heures �a 6 jours de calculssur un processeur IBM SP3 sont n�ecessaires. Ces temps doivent être compar�es au temps d'uncalcul par la m�ethode radiative inf�erieur �a quelques secondes sur une station Sun Ultra5.Choix des param�etres du syst�emeLa limitation du nombre de mailles de la cellule p�eriodique est une contrainte dans le choixde la taille de la bô�te, la taille des di�useurs et la fraction volumique de di�useurs et la naturedes mat�eriaux. Les indices des mat�eriaux des milieux hôtes ou des di�useurs correspondent �a desindices proches de ceux que l'on retrouve dans les exp�eriences de laboratoire dans le visible oule proche infrarouge. Il s'agit par exemple de particules de ZnS d'indice np = 2:21 plong�ees dansun polym�ere d'indice nh = 1:46 ou de particules de latex np = 1:59 dans de l'eau nh = 1:33.La taille de la bô�te est un facteur tr�es limitant car pour une fraction volumique �x�ee, plus labô�te est grande, plus elle doit contenir de di�useurs, et plus nombreuses sont les inconnues dusyst�eme. Plus grande est la p�eriode de la bô�te, plus nombreux seront les ordres de propagationset meilleure sera la comparaison avec la m�ethode approch�ee. Thibaud (2000) montre dans sa th�eseque les propri�et�es radiatives sont inchang�ees lorsque la p�eriode est sup�erieure �a 10�0. Nous avonschoisi par cons�equent des syst�emes dont la p�eriode est le plus souvent 12:4�0. Nous verrons qu'ilapparâ�t pour des syst�emes trop minces des e�ets de bords gênant pour notre �etude. L'�epaisseurde la bô�te a fait l'objet de nombreux tests. Finalement une �epaisseur sup�erieure �a 3 longueursd'ondes semble n�ecessaire dans les cas que nous avons �etudi�es. Si le nombre de particules contenuesdans la bô�te est �x�e, la fraction volumique de di�useur augmente avec le carr�e du rayon pendantque le nombre de mailles du di�useur augmente lin�eairement. Comme le nombre total de maillesdu syst�eme est une contrainte, alors il est plus ais�e d'obtenir de fortes fractions volumiques avec degrosses particules. Les diam�etres des particules (D = [0:5� 0:8�0]) choisis sont tels que la sectione�cace de di�usion est proche de la premi�ere r�esonance de Mie.IV.2.2 Proc�edure d'identi�cation de l'indice e�ectif et du coe�cient d'extinc-tionNous avons rappel�e dans le chapitre II, qu'un milieu al�eatoire statistiquement homog�ene poss�edeun indice e�ectif homog�ene pour le champ moyen. Autrement dit dans un milieu al�eatoire, le champmoyen satisfait �a une �equation de propagation dans un milieu homog�ene avec un certain indicee�ectif. Comme le champ moyen et le champ coh�erent sont une seule et même chose, on saitque le champ coh�erent se propage dans un milieu d'indice e�ectif homog�ene. L'indice e�ectif estl'inconnue du probl�eme dont nous allons donner une m�ethode de calcul pour les couches di�usantes�etudi�ees. La partie r�eelle de l'indice e�ectif est g�en�eralement di��erente de celle du liant car ellerend compte du retard ou de l'avance de la phase li�e �a la di�usion multiple de la lumi�ere par



IV.2. SOLUTION PAR UNE M�ETHODE �ELECTROMAGN�ETIQUE EXACTE 91les di�useurs dispos�es al�eatoirement dans le milieu. La partie imaginaire est non-nulle d�es lorsqu'il y a di�usion même si le milieu n'est pas absorbant. Cette partie imaginaire rend comptede l'att�enuation de l'onde coh�erente due �a la di�usion. Cette att�enuation est due au transfertd'�energie de l'onde coh�erente vers l'onde incoh�erente. Par exemple la lumi�ere directe du soleils'att�enue exponentiellement lors de la propagation dans un nuage pour se transformer en lumi�eredi�use.Dans la limite ou les di�useurs deviennent su�samment petits pour que la di�usion soit n�egli-geable, la partie imaginaire tend vers 0. Par contre si la fraction volumique demeure importante,la partie r�eelle sera sensiblement di��erente de celle du liant. Dans ce r�egime o�u il n'y a pas dedi�usion appel�e r�egime statique lorsque �0 �! 1, il existe des mod�eles11 permettant d'�evaluerl'indice e�ectif du milieu composite. Quand la di�usion apparait, l'indice e�ectif peut s'�evaluer enfaisant appel �a la th�eorie de la di�usion multiple 12. A priori l'indice e�ectif �evalu�e par les mod�elesde di�usion multiple devraient converger vers les mod�eles en r�egime statique. Cela peut constituerun test d'accord entre les mod�eles pour des param�etres de syst�eme 13 o�u le domaine de validit�edes deux approches est suppos�e commun.Finalement, connâ�tre la partie imaginaire Im(neff ) de l'indice e�ectif est un moyen d�etourn�epour calculer le coe�cient d'extinction Kext car elles sont reli�ees par:Kext = 4��0 Im(neff ) (IV.15)Ce moyen d�etourn�e est int�eressant quand la m�ethode classique du calcul de la section e�caced'extinction d'une particule puis du coe�cient d'extinction sous l'hypoth�ese d'une di�usion in-d�ependante n'est pas applicable. Nous avons vu au chapitre III que lorsque les di�useurs sontplac�es dans un milieu hôte absorbant, la section e�cace de di�usion pose aussi un probl�eme ded�e�nition.Probl�eme de la g�eom�etrie e�ective pour un milieu di�usant limit�eL'une des questions que nous avons �et�e amen�e �a nous poser porte sur la g�eom�etrie "vue" par lechamp moyen que nous appelons la g�eom�etrie e�ective. Dans un r�ecent article, les auteurs 14 sup-posent que la g�eom�etrie e�ective de la couche di�usante est une couche mince d'indice homog�ene(voir Fig. IV.6) qui s�epare le vide. Si tel �etait le cas, cela impliquerait que l'amplitude moyenne
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Fig. IV.6 { G�eom�etrie e�ective pour le champ moyen pour des di�useurs petits devant les dimen-sions caract�eristiques de la boite.des ondes r�e�echies (< an >) et transmises (< bn >) devraient toutes être nulles sauf pour les11. Maxwell-Garnet (1904); Bruggeman (1935)12. voir chapitre II et III pour les mod�eles de Foldy-Twersky et de Keller g�en�eralis�es en milieu absorbant13. par exemple le cas d'une faible fraction volumique de petits di�useurs devant la longueur d'onde14. Roux, Mareschal, Vukadinovic, Thibaud, et Gre�et (2001)



92 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTordres de di�ractions tels que n = 0, i.e. les directions sp�eculaires en r�eexion et en transmission.Dans la pratique les amplitudes moyennes sont �evalu�ees par la formule suivante:< an >= 1N NXi=1 an;i (IV.16)o�u i indique le num�ero de la r�ealisation et N est le nombre total de r�ealisations. Pour un nombreN su�sant, les < an > convergent. Mais il est observ�e que les < an > telle que n 6= 0 neconvergent pas tous vers 0 contrairement �a ce qui �etait suppos�e par Roux et al. (2001). Bienque < a0 > pr�edomine le plus souvent 15 sur les autres ordres de di�ractions. Si la norme del'amplitude moyenne de l'ordre 1 par exemple est 10 fois plus petite que celle de l'ordre 0 (dansles calculs e�ectu�es, le rapport 10 est le minimum que nous ayons observ�e dans la situation la plusd�efavorable), alors la puissance rayonn�ee est quand �a elle 100 fois plus petite. On peut comprendrepourquoi cela n'a pas �et�e not�e auparavant. Le fait que les < an > et les < bn > ne tendent pasvers 0 pour les n 6= 0 implique que la g�eom�etrie e�ective n'est pas, contre toute attente, unesimple couche mince homog�ene, mais un r�eseau. Pour expliquer pourquoi nous avons a�aire �a unr�eseau, il faut revenir sur la mani�ere dont sont distribu�es les cylindres dans la couche. Nous avionsindiqu�e que les cylindres �etaient dispos�es al�eatoirement de telle sorte qu'ils ne d�epassent pas de labô�te p�eriodique, c'est �a dire ni de l'interface inf�erieure et sup�erieure, ni de la d�elimitation gaucheet droite de la bô�te. Dans la �gure IV.7 nous repr�esentons la zone rectangulaire o�u peuvent se
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D/2Fig. IV.7 { La zone fonc�ee d�elimite la zone permise pour les centres des di�useurs.distribuer les centres des cylindres circulaires. Le volume de la bô�te p�eriodique est Le tandis quecelle contenant les positions possibles des centres des di�useurs est (L � 2a)(e � 2a). Ces deuxvolumes sont sensiblement di��erents quand le rayon a des di�useurs n'est pas tr�es petit devantl'�epaisseur e et la p�eriode L du syst�eme. Or la th�eorie de la di�usion multiple appliqu�ee �a l'�etudedu coh�erent (voir II), nous montre que la zone e�ective est associ�ee �a la position possible ducentre des di�useurs. Nous pouvons maintenant dessiner la g�eom�etrie e�ective vue par le champmoyen (voir Fig. IV.8). Nous pouvons noter deux cas o�u le rôle de la g�eom�etrie e�ective peutêtre important compar�e �a la simple couche mince e�ective. Premi�erement, quand le rayon desparticules n'est pas n�egligeable devant la taille de la bô�te, la fraction volumique de particulesera plus importante, mais con�n�ee dans une zone plus petite, ce qui implique que l'extinctiond'une onde coh�erente est plus importante, mais sur une distance plus petite. Deuxi�emement, si lafraction volumique de particule est telle que la partie r�eelle de l'indice e�ectif s'�ecarte notablementde celle du liant, alors l'e�et r�eseau se fera ressentir. Ce qui implique que plus d'�energie coh�erentesera transport�ee dans les ordres de di�raction non-nuls.Probl�eme inverse: identi�cation de l'indice e�ectifDans Roux et al. (2001), les parties r�eelle et imaginaire de l'indice e�ectif de la couche sont�evalu�ees �a partir des facteurs de r�eexion et de transmission sp�eculaires �energ�etiques Rc et Tc15. pour un angle d'incidence proche de l'angles de Brewster les ordres 1 et -1 sont souvent les ordres qui contiennentle plus d'�energie
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Fig. IV.8 { La g�eom�etrie e�ective r�eelle pour le champ moyen est un r�eseau faiblement contrast�e.donn�ees par la m�ethode �electromagn�etique exacte. Par ailleurs, la propagation d'une onde planedans une couche mince homog�ene d'indice quelconque n est un r�esultat analytique classique qui seprogramme tr�es rapidement, et qui permet de calculer les facteurs de r�eexion et de transmissionR(neff ) et T (neff ). Un code d'optimisation est ensuite utilis�e pour balayer les valeurs tests del'indice e�ectif sur l'espace complexe a�n de minimiser la fonction suivante:F (neff ) = (Rc �R(neff )) + (Tc � T (neff )) (IV.17)Ce code donne les valeurs de l'indice e�ectif qui permettent de retrouver au plus pr�es les facteursde r�eexion et de transmission sp�eculaires. L'une des di�ult�es de cette m�ethode est qu'il n'y a pasforc�ement une seule solution au probl�eme. D'autre part, la m�ethode des moments dite exacte �a sapropre limite de pr�ecision. Il s'agit donc de retrouver Rc et Tc �a la pr�ecision pr�es de la m�ethodedes moments. La m�ethode d'identi�cation de l'indice e�ectif peut selon la g�eom�etrie du syst�emes'av�erer être une m�ethode sensible. Elle sera d'autant plus sensible quand le milieu est optiquementmince, i.e. quand la partie imaginaire de l'indice e�ectif est petite et que le milieu est mince. Uneautre limite apparâ�t pour un milieu optiquement tr�es �epais car la pr�ecision relative sur le facteurde transmission donn�e par la m�ethode des moments est plus faible. Heureusement, on peut choisirdes cas interm�ediaires pour lesquels la m�ethode est �able.Pour prendre en compte l'e�et r�eseau de la g�eom�etrie e�ective, nous avons modi��e la m�ethode ded�etermination de l'indice e�ectif. Nous disposions d'un code d�evelopp�e �a l'Ecole Centrale Paris 16capable de calculer les e�cacit�es �energ�etiques de di�raction r�e�echies Rn(neff ), et transmisesTn(neff ), du r�eseau 2D �eclair�e sans oblicit�e en polarisation P. La m�ethode d�ecrite par Lalanne etMorris (1996) est bas�ee sur un algorithme de Chateau et Hugonin (1994) combin�e �a la m�ethodede Li (1996) pour le probl�eme du calcul de la transform�ee de Fourier du produit de deux fonctionsdiscontinues en polarisation P. Nous avons dans la m�ethode d'identi�cation remplac�e le simple codede la couche mince par le code du r�eseau plus complexe, mais capable de mod�eliser correctementles propri�et�es di�ractives de la g�eom�etrie e�ective. Puis nous avons choisi de retenir les solutionsqui satisfont les conditions suivantes: jRc;0 �R0(neff )jRc;0 � Err1 (IV.18)jTc;0 � T0(neff )jTc;0 � Err2 (IV.19)Pn6=0 jRC;n �Rn(neff )jPn6=0RC;n � Err3 (IV.20)Pn6=0 jTC;n � Tn(neff )jPn6=0 TC;n � Err4 (IV.21)16. Guinnepain et Clad�e (2001)



94 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTavec RC;n = ninc j < an > j2 (IV.22)TC;n = ninc j < bn > j2 (IV.23)Les Err1, Err2, Err3, Err4 sont les erreurs relatives maximums suppos�ees que l'on change enfonction de la g�eom�etrie et des caract�eristiques du milieu di�usant. Les conditions IV.19 et IV.20expriment la pr�ecision sur l'�energie r�e�echie et transmise sp�eculairement, tandis que les conditionsIV.21 et IV.21 portent sur les �energies di�ract�ees dans les autres ordres.Les probl�emes de sensibilit�e sont diminu�es par le nombre d'information suppl�ementaire exploit�e.A�n d'être certain de remonter par cette m�ethode �a l'indice e�ectif correct, nous comparonsles solutions obtenues pour di��erents angles d'incidence pour lesquels l'indice e�ectif doit êtreidentique.Comparaison �a un mod�elePour comparer le r�esultat de l'indice e�ectif avec un mod�ele, il est n�ecessaire de connaitre lafraction volumique de particules contenues dans le milieu e�ectif. Si N est le nombre de particulescontenues dans la bô�te, la fraction volumique f s'obtient simplement par:f = N�a2(L� 2a)(e � 2a) (IV.24)alors que si la couche mince en entier avait �et�e choisie comme g�eom�etrie e�ective, alors nousaurions obtenu: f = N�a2Le (IV.25)On pourrait objecter que dans le cas o�u l'�epaisseur e se rapproche de 2a, la fraction volumiquecalcul�ee par la formule IV.24 peut être sup�erieure �a 1 et diverger (voir Fig.IV.9), ce qui semblen'avoir aucun sens. La quantit�e physique qui intervient dans la th�eorie de la di�usion multiple
e e-2a

aFig. IV.9 { Exemple d'un cas o�u la fraction volumique est plus grande que 1pour calculer le coe�cient d'extinction, est le nombre de particules par unit�e de volume. Cettequantit�e diverge tout comme la fraction volumique, ce qui implique que le coe�cient d'extinctiondiverge par la même occasion. Ce qu'il faut remarquer, c'est que pendant que l'extinction divergequand e se rapproche de 2a, la distance sur laquelle l'onde s'att�enue �egale �a e� 2a tend vers 0. Leproduit des deuxKext�(e�2a) tend vers une constante 17. L'att�enuation du coh�erent e�Kext�(e�2a)apr�es le passage des particules prend donc une valeur �nie. Il n'y a donc pas de contradiction.17. Ceci peut être d�emontr�e facilement en utilisant l'expression du coe�cient d'extinction obtenue par une m�ethodeperturbative (voir par chapitre III pour le cas 3D ou l'annexe E pour le cas 2D).



IV.2. SOLUTION PAR UNE M�ETHODE �ELECTROMAGN�ETIQUE EXACTE 95Remarques sur d'autres m�ethodes de d�etermination de l'indice e�ectif sur un syst�emedi�usant de taille �niePour calculer l'indice e�ectif d'un milieu compos�e d'une assembl�ee de particules, certains au-teurs adoptent une g�eom�etrie di�usante de forme sph�erique pour un syst�eme 3D 18, ou rectangu-laire en 2D 19. Dans le cas 3D, les petites particules sont distribu�ees al�eatoirement dans une plusgrande sph�ere �ctive de taille limit�ee (Fig. IV.10). Le syst�eme est �eclair�e par une onde plane. Le
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Fig. IV.10 { Une g�eom�etrie di�usante sph�erique et sa g�eom�etrie e�ective associ�eechamp �electromagn�etique di�ract�e est calcul�e pour de nombreuses r�ealisations de syst�eme 20. Lamoyenne des champs di�ract�es est calcul�ee pour obtenir le diagramme de di�usion moyen de lasph�ere di�usante. Les auteurs tentent alors de superposer sur ce diagramme moyen le diagrammede di�usion de la grande sph�ere, avec pour indice homog�ene l'indice e�ectif. Le diagramme dela grande sph�ere homog�ene se calcule rapidement par la th�eorie de Mie. L'indice e�ectif de lasph�ere est un param�etre d'ajustement. De cette fa�con, ils obtiennent la partie r�eelle et la partieimaginaire de l'indice e�ectif. Dans l'article de Siqueira et Sarabandi (2000), il semble que le rayonde la grande sph�ere choisi pour calculer la di�usion de Mie est R alors que nous pensons que lerayon de la sph�ere e�ective est (R� r) exactement comme dans le cas de nos couches di�usantes�etudi�ees. Quand R >> r, l'e�et est peu important. Mais comme le calcul �electromagn�etique esttr�es couteux, il est naturel de choisir un syst�eme le plus petit possible. Comme la sph�ere e�ectivea un rayon plus petit, la fraction volumique est plus importante que celle indiqu�ee par les auteurset cet e�et peut ne pas être n�egligeable.La g�eom�etrie que nous avons �etudi�e est p�eriodique pour rendre le syst�eme in�ni selon cettedirection a�n de se comparer au r�esultat de la m�ethode radiative sur une couche mince in�niment�etendue. Pour mesurer le coe�cient d'extinction d'un milieu di�usant nous aurions pu utiliserune autre m�ethode �electromagn�etique qui �evite d'�etudier une g�eom�etrie p�eriodique. Saillard etSentenac (2001) et Sentenac et al. (2002) entre autres, limitent la taille du syst�eme al�eatoire parun �eclairement localis�e de l'objet (voir Fig.IV.11). L'�eclairement a la forme d'un faisceau gaussienconstruit par une somme d'ondes planes. Le waist (largeur minimale du faisceau) du faisceauGaussien est choisi su�samment grand pour que les statistiques de l'objet al�eatoire puissentêtre bien repr�esent�ees. Dans un milieu al�eatoire, il est n�ecessaire et su�sant que les fonctionsde r�epartitions des objets (ou les fonctions de corr�elations) soient bien represent�ees. L'hypoth�esed'ergodicit�e est ensuite utilis�ee pour �evaluer les propri�et�es moyennes d'une surface de taille plusimportante �a partir d'un ensemble de r�ealisations de syst�eme. Dans le cas d'une surface rugueuse,la surface maill�ee est choisie un peu plus grande que le waist. Ainsi les probl�emes li�es aux e�ets debords qui peuvent se pr�esenter dans le cas de l'�etude d'une g�eom�etrie de taille limit�ee et �eclair�eepar une onde plane, sont supprim�es.18. Barrowes, Ao, Teixeira, Kong, et Tsang (2000); Siqueira et Sarabandi (2000)19. Siqueira et Sarabandi (1996); Sarabandi et Siqueira (1997)20. Les m�ethodes utilis�ees pour la r�esolution du probl�eme �electromagn�etique sont la m�ethode des moments en 2Det une m�ethode de type Matrice T en 3D
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Fig. IV.11 { Milieu al�eatoire �eclair�e par un faisceau gaussienIV.3 Comparaison des mod�eles d'extinction avec les r�esultatsnum�eriques. Couplage di�usion/absorption en r�egime in-d�ependant et d�ependant.IV.3.1 IntroductionPour la premi�ere fois �a notre connaissance, nous pr�esentons une comparaison entre le coe�cientd'extinction obtenu par un calcul �electromagn�etique exact et des pr�edictions th�eoriques pour unsyst�eme contenant des di�useurs baignant dans un milieu absorbant. Les pr�edictions th�eoriquesdu coe�cient d'extinction en milieu absorbant s'obtiennent par les mod�eles de Kuga (ou Far-della 21), de Foldy-Twersky et de Keller g�en�eralis�es. Le coe�cient d'extinction d�eduit des r�esultatsnum�eriques s'obtient par la m�ethode d'identi�cation d�ecrite dans la section IV.2.2. Le mod�ele deKuga a �et�e adapt�e pour notre g�eom�etrie 2D dans l'annexe D. Les formules de Foldy-Twersky etde Keller 2D sont d�emontr�ees dans l'annexe E en appliquant la th�eorie de la di�usion multiple. Apartir de ces mod�eles, nous obtenons les expressions suivantes:� Kuga: Kext = 4��0 n00h(1� f) + f�a2Cext;p (IV.26)o�u Cext;p est la section e�cace d'un cylindre en supposant le liant non-absorbant.� Foldy-Twersky g�en�eralis�ee: k2eff = k21 + i f�a2 4Sk1(0) (IV.27)o�u Sk1(0) est la matrice de di�usion de Mie dans la direction avant calcul�e pour un nombred'onde k1 pouvant être complexe.� Keller g�en�eralis�ee:k2eff = k21 + f�a2 i4Sk1(0) +� f�a2 i4Sk1(0)�2 Z 10 i�2 H(1)0 (k1r)J0(keffr)rg2(r)dr (IV.28)o�u g2 est la fonction de corr�elation d'une paire de di�useur.21. Nous avons montr�e l'�equivalence des deux mod�eles pour le calcul de l'extinction dans l'annexe D



IV.3. R�ESULTATS NUM�ERIQUES ET MOD�ELES 97Les coe�cients d'extinctions par les mod�eles de Foldy-Twersky et de Keller g�en�eralis�es s'obtiennent�a partir du nombre d'onde e�ectif par la relation:Kext = 2Im(keff ) (IV.29)Nous pr�ef�erons pr�esenter la partie imaginaire de l'indice e�ectif plutôt que le coe�cient d'extinc-tion car elle peut être compar�ee directement �a la partie imaginaire du liant. Pour le mod�ele deKuga, la partie imaginaire de l'indice e�ectif �equivalent s'obtient �a partir du coe�cient d'extinctionpar la formule suivante. Im(neff ) = �04�Kext.La validit�e de ces mod�eles d�epend de quatre param�etres hormis la forme (l'�etude est restreinteau cas de di�useurs cylindriques �a base circulaire):� le rapport du diam�etre des particules D �a la longueur d'onde;� le rapport d'indice des particules �a celui du liant npnh ;� la fraction volumique f ;� la partie imaginaire du liant Im(nh).Nous pouvons di�cilement balayer tout l'espace engendr�e par ces quatre param�etres. Nous limi-terons notre �etude pour des milieux dont les param�etres physiques intrins�eques sont proches deceux que l'on peut trouver par exemple dans une peinture di�usante pour une longueur d'ondedans le domaine de l'optique et le proche infrarouge. Dans les cas pr�esent�es, les param�etres sontles suivants:� D = 0:5�0 ou D = 0:6�0 ou D = 0:8�0;� npnh = 2:211:46 � 1:5 ou = 1:591:33 � 1:2 ou encore = 2:211:33 � 1:66;� f�[3%; 15%] dans de nombreux cas et f�[25%; 40%] dans quelques autres cas;� Im(nh)�[0:001; 0:1].Lorsque la fraction volumique de particules non-absorbantes plong�ees en milieu absorbant estimportante, les particules non-absorbantes repr�esentent une part non-n�egligeable de la mati�ere,diminuant par la même occasion la proportion de mati�ere absorbante. Le coe�cient d'extinctionest la somme du coe�cient de di�usion et du coe�cient d'absorption. Par le mot \couplage", onsous-entend une modi�cation de la part du coe�cient d'absorption dans le coe�cient d'extinctionde par la pr�esence des di�useurs. C'est ce que Kuga tente de prendre en compte dans le premierterme dans sa formule de l'extinction en 4�D�0 Im(nh)(1 � f). Toutefois, il n'y a aucune raisonque le terme en (1 � f) soit correct comme nous en avons discut�e lors du chapitre III pour unsyst�eme 3D et dans l'annexe D pour le cas 2D. Ce couplage a toutes les chances de se produirepour de fortes fractions volumiques de di�useurs. Mais dans cette situation, l'approximation dela di�usion ind�ependante n'est plus valable, la di�usion devient d�ependante. En d'autres termesle coe�cient de di�usion n'est plus lin�eaire avec la fraction volumique de particules. Des r�esultatsexp�erimentaux22 et des simulations num�eriques exactes 23 montrent que pour des petites particules22. Ishimaru et Kuga (1982); Drolen, Kumar, et Tien (1987); Fraden et Maret (1990); Mandt, Kuga, et Ishimaru(1992); West, Gibbs, Tsang, et Fung (1994); G�el�ebard, Ferrand, Schnorenberg, et Avrilier (1995); Gobel, Kuhn, etFricke (1995); Nashashibi et Sarabandi (1999); Hespel, Mainguy, et Gre�et (2001)23. Tsang, Mandt, et Ding (1992); Lu, Wang, Chew, et Tsang (1993); Lu, Chew, et Tsang (1995); Siqueira etSarabandi (2000)



98 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTdevant la longueur d'onde le coe�cient est plus petit que celui pr�evu par la th�eorie de la di�usionind�ependante. Cette tendance s'inverse pour une certaine taille de particules.La formule de Keller en milieu non-absorbant prend en compte une certaine classe d'e�etscoh�erents qui rendent compte de certains ph�enom�enes qui introduisent de la di�usion d�ependante.Pour ces raisons, le mod�ele de Keller g�en�eralis�e en milieu absorbant a �et�e d�evelopp�e en 2D dansl'espoir de reproduire les r�esultats num�eriques. Le mod�ele de Keller n�ecessite toutefois plusieursapproximations. Les di�useurs doivent être faibles pour limiter les di�usions r�ecurrentes et ilsdoivent être petits devant la longueur d'onde. En�n, le terme correctif par rapport �a la formule deFoldy-Twersky est calcul�e sous une approximation scalaire. Par cons�equent, il n'est pas �evidentqu'elle fonctionne pour les param�etres choisis dans ces simulations.Les r�esultats seront pr�esent�es en trois parties. La premi�ere discute d'un e�et de di�usion co-h�erente li�e �a la faible �epaisseur d'une couche di�usante non-absorbante. Nous montrons qu'il estn�ecessaire que la couche soit su�samment �epaisse pour que l'e�et puisse être n�eglig�e. La secondepartie est consacr�ee �a la validation du mod�ele de Foldy-Twersky g�en�eralis�e en milieu absorbanten r�egime de di�usion ind�ependante et la mise en �evidence de la limite du mod�ele de Kuga ouFardella. En�n la troisi�eme partie montre les r�esultats num�eriques en milieu absorbant en r�egimede di�usion d�ependante. Nous montrons que le mod�ele de Keller g�en�eralis�e en milieu absorbantpr�edit un coe�cient d'extinction qui est en excellent accord avec le r�esultat de la simulation exactequand le contraste d'indice des di�useurs par rapport au liant est faible.IV.3.2 Etude pr�eliminaire: e�ets coh�erents induits par une �ne couche di�u-santePour r�eduire les tr�es longs temps de calculs exig�es par la m�ethode des moments lorsqu'ons'int�eresse �a un syst�eme contenant de fortes fractions volumiques de particules, il est naturel dechoisir une couche di�usante la plus �ne possible pour r�eduire le nombre de mailles du probl�eme.D'autre part, pour augmenter la pr�ecision de l'identi�cation, nous calculons l'indice e�ectif pour denombreux angles d'incidence en supposant qu'il ne d�epend pas de l'angle d'incidence. Contre touteattente, nous avons observ�e que le coe�cient d'extinction peut d�ependre de l'angle d'incidencesi l'�epaisseur de la couche n'est pas tr�es grande devant la taille des particules. L'origine de cetted�ependance tient aux corr�elations induites par le con�nement dans une bô�te d'une part, et parla contrainte de non-recouvrement d'autre part. Il s'agit donc d'un artefact li�e �a la g�eom�etrie.La fonction de distribution des paires de particules (suppos�ees circulaires) dans un milieu in�ni(par exemple �evalu�ee par le mod�ele de Percus-Yevik) ne d�epend que de la distance qui s�epareles particules, i.e. elle ne d�epend pas de l'orientation des particules quand le milieu est in�ni.Par contre, quand l'�epaisseur du milieu devient faible par rapport �a la taille des particules, ladistribution moyenne de la distance projet�ee dans la direction y s�eparant les centres de deuxparticules est di��erente de celle projet�ee dans direction x. A la limite o�u l'�epaisseur e tend versle diam�etre des particules, la distance moyenne entre deux particules selon x tend vers 0 sansmodi�cation selon la direction y. Ces corr�elations anisotropes sur la distribution des particulesentrainent par cons�equent une d�ependance angulaire du coe�cient d'extinction. Comme nousn'avons aucun mod�ele pr�ecis capable de prendre en compte cet e�et, nous avons cherch�e �a �evaluerl'�epaisseur �a partir de laquelle cet e�et devient n�egligeable.Les r�esultats pour l'ensemble des syst�emes consid�er�es sont pr�esent�es sur la �gure IV.12. Tout�ecart du r�esultat exact par rapport au mod�ele de Foldy-Twersky, s'explique par un e�et de di�usiond�ependante puisque c'est un mod�ele de di�usion ind�ependante. Sur l'ensemble des �gures IV.12,on voit qu'il apparait une d�ependance du coe�cient d'extinction avec l'angle d'incidence pourles couches de plus faibles �epaisseurs. Pour les �epaisseurs sup�erieures ou �egales �a 3:04�0, il n'y aplus de d�ependance angulaire du coe�cient d'extinction. Par contre le mod�ele de Foldy-Twerskysous-estime le coe�cient d'extinction. Le l�eger d�esaccord s'att�enue avec l'�epaisseur. Il devientn�egligeable pour e = 7:6�0.
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(b) �epaisseur= 2:5�0
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(c) �epaisseur= 3:04�0
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(d) �epaisseur= 3:8�0
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(e) �epaisseur= 4:24�0
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(f) �epaisseur= 7:6�0Fig. IV.12 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif en fonction de l'angle d'incidence en abscisse.D = 0:6�0, np = 2:21, nh = 1:46, polarisation p . Ces courbes mettent en �evidence une d�ependancedu coe�cient d'extinction en fonction de l'angle d'incidence pour les plus petites �epaisseurs. Cetted�ependance devient n�egligeable �a partir de e = 3:04�0.



100 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTIV.3.3 Extinction en r�egime de di�usion ind�ependante en milieu absorbant:comparaison des mod�eles de Kuga et de Foldy-Twersky g�en�eralis�e.Il existe des tailles et des rapports d'indice particule sur liant tels que les e�ets de di�usionsd�ependante n'apparaissent que pour de tr�es fortes fraction volumiques de particules. C'est le caspour la s�erie de r�esultats que nous pr�esentons ici o�u D = 0:6�0, np = 2:21 et Re(nh) = 1:46.Ces param�etres sont donc int�eressants pour s'a�ranchir des e�ets de di�usion d�ependante pourdes fractions volumiques �elev�ees. En d'autres termes, les param�etres du milieu sont tels que ladi�usion d�ependante n'entraine ni une augmentation, ni une diminution du coe�cient d'extinctionavec la fraction volumique par rapport �a la di�usion ind�ependante. L'ensemble des r�esultats sontpr�esent�es Fig.IV.13.Quand la partie imaginaire du liant Im(nh) est �egale �a 0 , 0:001 ou 0:003, nous quali�ons lemilieu de faiblement absorbant; quand elle est �egale �a 0:01, 0:03 ou 0:1 nous quali�ons le milieude fortement absorbant.Les r�esultats pour la fraction volumique de 3:74% sont repr�esent�es sur la �gure IV.13(a) pourun liant faiblement absorbant et sur la �gure IV.13(b) pour un liant fortement absorbant. Pourcette fraction volumique, Foldy-Twersky g�en�eralis�e et Kuga donnent des r�esultats identiques. Onvoit que, hormis un d�ecalage absolu syst�ematique dans le cas d'un liant faiblement absorbant, lesmod�eles sont en tr�es bon accord avec les r�esultats num�eriques. Ce d�ecalage est probablement dû�a la trop �ne �epaisseur du syst�eme.Pour les cas des fractions volumiques de 7:48% Fig.IV.13(c) et IV.13(d), les conclusions sontidentiques, sauf pour les cas fortement absorbants, o�u les pr�edictions des mod�eles de Kuga et deFardella s'�ecartent l�eg�erement. Tandis que le mod�ele de Foldy-Twersky g�en�eralis�e reproduit tr�esbien les r�esultats num�eriques, le mod�ele de Kuga s'en �ecarte de plus en plus quand la fractionvolumique augmente et que l'absorption du liant est forte. On le voit tr�es bien sur les FiguresIV.13(e) et IV.13(f) pour les cas respectifs f = 9:98% et f = 15:97%.Pour conclure sur ces r�esultats, dans le cas o�u la di�usion d�ependante est n�egligeable, le mod�elede Foldy-Twersky g�en�eralis�e est excellent. Le mod�ele de Kuga s'�ecarte du r�esultat exact quand lafraction volumique et quand le liant est tr�es fortement absorbant. La formule de Kuga donne unr�esultat erron�e pour deux raisons:� La formule de Kuga sous-estime l'extinction �a cause du terme en Im(nh)(1 � f) qui n'estpas justi��e rigoureusement (selon les conclusions du chapitre III)� La section e�cace de la particule en milieu absorbant est peut-être modi��ee par rapportau cas non-absorbant car la quantit�e 4�D�0 Im(nh) = 0:75 et e�0:75 = 0:5. Par cons�equent, lapuissance de l'onde incidente d�ecrôit d'un facteur 2, ce qui n'est peut être pas n�egligeable. Onpeut s'attendre �a une di��erence entre Kuga et Foldy-Twersky g�en�eralis�e d�es que 4�D�0 Im(nh)n'est plus tr�es petit devant 1 ou en d'autres termes, lorsque la taille de la particule estcomparable �a la longueur d'absorption.IV.3.4 Couplage extinction/absorption du liant en r�egime de di�usion d�epen-danteDans la majorit�e des cas, quand la fraction volumique d�epasse les quelques pour cents, ladi�usion d�ependante joue un rôle non n�egligeable sur le coe�cient d'extinction. Les param�etreschoisis dans cette partie, i.e. la taille des particules et le rapport d'indice des particules sur le liantsont tels que la di�usion est d�ependante.� Diam�etre D = 0:8�0; rapport d'indice moyen: npRe(nh) = 2:211:46 .� Diam�etre: D = 0:5 o�u 0:6�0; rapport d'indice faible : npRe(nh) = 1:591:33 .
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(a) Faible absorption, f = 3:74%, Maille = �10 ,e = 3:8�0
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(b) Forte absorption, f = 3:74%, Maille = �10 ,e = 3:8�0
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(c) Faible absorption, f = 7:48%, Maille = �15 ,e = 3:8�0
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(e) Cas sans absorption et fortement absorbant,f = 9:98%, Maille = �17 , e = 3�0
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(f) Cas sans absorption et fortement absorbant,f = 15:97%, Maille = �25 , e = 3�0Fig. IV.13 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif obtenue par les mod�eles de Kuga et de Foldy-Twersky g�en�eralis�e en milieu absorbant et par la r�esolution num�erique exactes des �equations deMaxwell sur le syst�eme complet. D = 0:6, np = 2:21, Re(nh) = 1:46, L = 12:4�0, polarisation p



102 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANT� Diam�etre: D = 0:5 o�u 0:6�0; rapport d'indice fort : npRe(nh) = 2:211:33 .Dans le premier cas, la di�usion d�ependante a pour e�et d'augmenter le coe�cient d'extinctionpar rapport au cas ind�ependant tandis que dans les deux autres cas, le coe�cient d'extinction estplus petit que celui pr�evu par la di�usion ind�ependante.Cas de particules de diam�etre 0:8�0 non-absorbantes plong�ees en milieu absorbant
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λ(b) f = 11:55%Fig. IV.14 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif (�equivalente �a l'extinction) en fonction de lafraction volumique f en Fig.IV.14(a) pour un rayon �x�e et en fonction du diam�etre pour unefraction volumique �x�ee en Fig.IV.14(b). Le liant est absorbant. Re(nh) = 1:46, Im(nh) = 0:03,np = 2:21, polarisation pOn s'int�eresse ici au cas de particules de diam�etre D = 0:8�0 plong�ees dans un milieu hôteabsorbant avec Im(nh) = 0:03. Les r�esultats sont pr�esent�es sur les �gures IV.15. Pour ce typede particules, la di�usion d�ependante a pour e�et d'augmenter le coe�cient d'extinction parrapport au cas ind�ependant. On le voit sur la �gure IV.15(a) pour le cas de particules en milieunon-absorbant.Les mod�eles de Foldy-Twersky g�en�eralis�e et de Kuga donnent des r�esultats l�eg�erement di��erentspour tous les cas pr�esent�es même pour le cas de la plus faible fraction volumique. Cette di��erencene peut s'expliquer par la di��erence entre Foldy-Twersky g�en�eralis�e et Kuga sur le terme en(1 � f). Le d�esaccord est dû �a la di��erence du r�esultat de la matrice de di�usion SRe(k1)(0) enmilieu non-absorbant pr�esente dans le mod�ele de Kuga et la matrice de di�usion Sk1(0) pr�esentedans le mod�ele de Foldy-Twersky g�en�eralis�e.Dans tous les cas, les mod�eles de Kuga et de Foldy-Twersky g�en�eralis�e sous estiment les r�esultatsexacts de l'extinction et ce d�esaccord augmente avec la fraction volumique. La di�usion d�ependanteest responsable de ce d�esaccord.Bien que nous utilisons le mod�ele de Keller en dehors de ces approximations (les particulessont suppos�ees petites devant la longueur d'onde) quand D = 0:8�0, Keller r�etablit dans le bonsens le coe�cient d'extinction, mais un d�esaccord toutefois subsiste pour les fractions volumiques�elev�ees.
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(b) Im(nh) = 0:03Fig. IV.15 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif en fonction du sinus de l'angle d'incidence.D = 0:8, f = 11:55%, Re(nh) = 1:46, np = 2:21, L = 12:4�0 e = 3:8�0, Maille = �16 , polarisationp. La comparaison des �gures IV.15(b) et IV.15(a) sugg�ere une r�eponse possible �a la questionsuivante. L'absorption du liant a- t-elle tendance �a diminuer les e�ets de di�usion d�ependante? Laquestion parait l�egitime car les e�ets de di�usion d�ependante sont intimement li�es aux corr�elationssur la position des di�useurs. Comme la fonction de Green du liant d�ecrô�t plus rapidement dansun milieu absorbant, l'e�et de ces corr�elations est diminu�e a priori.Si on mesure l'e�et de la di�usion d�ependante par l'�ecart absolu entre le r�esultat exact et lemod�ele de Foldy-Twersky g�en�eralis�e, alors on voit que cet �ecart est �a peu pr�es identique (0:025)que le liant soit absorbant ou non. L'�ecart relatif est par contre plus petit dans le cas d'un liantabsorbant puisque l'extinction est plus grande quand le liant est absorbant. Par cons�equent, onne peut pas a�rmer que les e�ets de di�usion d�ependante soient r�eduits par l'absorption du liant.L'explication est simple, la fonction de corr�elation de paire a une port�ee de l'ordre du diam�etred'un di�useur. L'att�enuation de l'onde incidente est trop faible sur cette distance pour que ladi�usion d�ependante soit r�eduite. Toutefois, les e�ets coh�erents li�es �a la di�usion multiple d'ondescorr�el�ees entres les di�useurs voisins sont probablement r�eduits car ils n�ecessitent des propagationssur des distances plus importantes. Comme ces corr�elations sont di�ciles �a calculer, ceci est unebonne nouvelle. Par cons�equent l'approximation de Keller devrait avoir un domaine de validit�eplus �etendu en terme de fraction volumique et en terme de rapport d'indice particule sur liantquand le liant est absorbant.Cas de particules faiblement contrast�ees par rapport au liantDans cette partie, les particules d'indice np = 1:59 sont plong�ees dans un liant dont la partier�eelle de l'indice est Re(nh) = 1:33. Le diam�etre des particules est D = 0:5�0 pour toutes lesfractions volumiques, sauf pour f = 43:43% pour lequel D = 0:6�0. La taille des particules etle contraste d'indice sont tels que la di�usion d�ependante a tendance �a diminuer le coe�cientd'extinction par rapport aux pr�edictions de la di�usion ind�ependante. La partie imaginaire duliant est �egale �a 0:02.Pour ce type de particules, les mod�eles de Foldy-Twersky g�en�eralis�e et de Kuga donnent pra-tiquement les mêmes r�esultats.L'�evolution de la partie imaginaire de l'indice e�ectif en fonction de la fraction volumique est
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pr�esent�ee sur la �gure IV.16(a). Pour tous ces cas, la di�usion n'est pas tr�es forte compar�ee �al'absorption puisque l'indice e�ectif obtenu par la simulation num�erique exacte est peu di��erentde celui du liant. On observe que l'extinction n'augmente pas avec la fraction volumique, elle amême tendance �a diminuer �a partir de 12%. Le coe�cient d'extinction est la somme du coe�cientd'absorption et du coe�cient de di�usion. Quand le milieu ne contient pas de particule, le milieune di�use pas et l'extinction est due exclusivement �a l'absorption. Le fait que l'extinction totalen'augmente pas quand la fraction volumique augmente, montre que le coe�cient d'absorptiondiminue puisque le coe�cient de di�usion n'est pas nul en pr�esence de di�useurs. Il est probableque la part du coe�cient d'absorption dans le coe�cient d'extinction diminue avec la fractionvolumique car le volume de mati�ere non-absorbante augmente. Pour f = 29%, notons que l'ex-tinction donn�ee par la simulation exacte semble plus petite ou �egale 24 �a l'extinction qu'il y auraitsans particule due uniquement �a l'absorption du liant.Dans tous ces cas le mod�ele de Foldy-Twersky g�en�eralis�e surestime le coe�cient d'extinction �acause de la di�usion d�ependante. Un tr�es bon accord entre le mod�ele de Keller en milieu absorbantet les r�esultats num�eriques exacts est observ�e. Il est �etonnant que le mod�ele de Keller fonctionneune fois de plus. Il est probable que les pr�edictions de ce mod�ele soient correctes pour des diam�etresde particules proches de D = 0:5�0. Pour cette raison, nous repr�esentons Fig.IV.16(b), pour unefraction volumique f = 29%, la partie imaginaire de l'indice e�ectif en fonction du diam�etre desparticules autour de D = 0:5�0. Nous avons relanc�e un autre cas de calcul pour D = 0:6�0 etf = 43:43%. Le r�esultat pr�esent�e Fig. IV.17 montre que les mod�eles de Foldy-Twersky g�en�eralis�eet Kuga surestiment la valeur de l'extinction d'un facteur d'environ 2:5 alors qu'il y a un excellentaccord avec le mod�ele de Keller. Ce qui con�rme qu'il doit exister un domaine de taille de particulepour lequel le mod�ele de Keller est correct. Pour cette fraction volumique, la partie imaginaire del'indice e�ectif est plus petite que celle du liant.
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106 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTCas de particules plus fortement contrast�ees par rapport au liantPrenons le cas de particules de diam�etre de particule D = 0:5�0, avec un rapport d'indiceparticule sur liant npRe(nh) = 1:66 plus fort que pr�ec�edemment. Pour la �gure IV.18(a), la partieimaginaire de l'indice du liant vaut 0:02, tandis qu'elle vaut 0:03 pour la �gure IV.18(b). Pour lesfractions volumiques de 6% et 12%, et pour les deux types absorptions du liant, les trois mod�elessont en accord avec les simulations num�eriques.Pour le cas f = 24% et Im(nh) = 0:02 et pour f = 29% et Im(nh) = 0:03, aucun des mod�elesne pr�edit correctement le coe�cient d'extinction, et le mod�ele de Keller est celui qui surestime leplus les valeurs. La di�usion d�ependante est responsable de ces d�esaccords et le mod�ele de Kellerne permet pas de rendre compte de ces e�ets pour ce type de particules.Le trop fort contraste d'indice pour cette taille de particule, est probablement la cause dud�esaccord. On sait th�eoriquement que le mod�ele de Keller n�eglige d'une part les corr�elationsde paires dues aux di�usions multiples r�ecurrentes, et celle d'ordre plus �elev�e concernant descorr�elations �a plus de deux di�useurs. On sait que ces corr�elations sont plus faibles a priori quandles di�useurs di�usent moins. L'absorption limite aussi l'e�et de ces corr�elations puisqu'elle r�eduitles �ev�enements de di�usion multiple. L'hypoth�ese d'une di�usion faible est donc n�ecessaire �al'�etablissement de la formule de Keller et elle devrait être d'autant plus valable en milieu absorbant.La Fig.IV.3.4 montre que le diam�etre D = 0:6�0 correspond �a une di�usion proche de la premi�erer�esonance de Mie. Les corr�elations d'ordre plus �elev�es que celle que le mod�ele de Keller prend enconsid�eration ont sans doute une importance non-n�egligeable sur la valeur de l'extinction.
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λFig. IV.19 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif en fonction du rayon des particules. Le liant estabsorbant. Re(nh) = 1:33, Im(nh) = 0:02, np = 2:21, f = 24%, polarisation pPeut-on extrapoler ces r�esultats au cas 3D par exemple pour un ensemble de di�useurs sph�e-riques. La fonction de Green 2D d�ecrô�t beaucoup plus lentement que la fonction de Green 3D enchamp lointain. Par cons�equent le rôle des corr�elations de champ lointain devrait être plus faibleen 3D, et le domaine d'application du mod�ele de Keller en terme de rapport d'indice particule surliant pourrait être plus �etendu.Il est �etonnant que le mod�ele de Keller ait aussi bien reproduit certains r�esultats num�eriques.Dans une prochaine �etude, il devrait être int�eressant de reprendre la d�emonstration de la formulede Keller pour tenter d'�eviter l'approximation des petits di�useurs a�n de montrer que cette24. A cause de l'incertitude li�ee aux erreurs num�eriques, on ne peut a�rmer que l'extinction est vraiment pluspetite que celle du liant



IV.4. CONCLUSION 107formule devrait être valable pour des di�useurs de taille plus importante.IV.4 ConclusionNous avons, dans ce chapitre, compar�e le coe�cient d'extinction obtenu d'une part par unem�ethode exacte, et d'autre part par le mod�ele ph�enom�enologique de Kuga (qui est �equivalentau mod�ele de Fardella) et les mod�eles que nous avons d�evelopp�e: ceux de Foldy-Twersky et deKeller g�en�eralis�es en milieu absorbant. La m�ethode dite \exacte" est la r�esolution num�eriqueexacte des �equations de Maxwell pour un milieu absorbant contenant des di�useurs al�eatoirementdispos�es dans l'espace. La g�eom�etrie du milieu di�usant retenue et �etudi�ee est une �ne couchecompos�ee d'un liant et de particules qui s�eparent le vide en deux espaces semi-in�nis. Une �etudeparam�etrique exacte sur des syst�emes di�usants �a trois dimensions contenant un nombre su�santde di�useurs fortement di�usants est encore hors de port�e des ordinateurs actuels. Cette �etude s'estdonc restreinte au cas d'un syst�eme �a deux dimensions. Une direction est choisie invariante partranslation. Nous avons b�en�e�ci�e de l'exp�erience acquise par d'autres auteurs 25 pour la r�esolutionnum�erique des �equations d'ondes sur ce type de g�eom�etrie avec une condition suppl�ementaire:une direction de p�eriodicit�e. Nous avons d�etaill�e la m�ethode statistique employ�ee pour traiterun ensemble de r�ealisations de syst�emes. Notamment, la moyenne statistique du champ totalest exploit�ee pour obtenir l'indice e�ectif du milieu di�usant. Comme le coe�cient d'extinctionest, �a un facteur pr�es, la partie imaginaire de l'indice e�ectif, nous obtenons de cette mani�ere laquantit�e physique souhait�ee. Puis nous pr�ecisons, par rapport aux auteurs pr�ec�edents, le rôle dela p�eriodicit�e lors de l'identi�cation de l'indice e�ectif. Nous avons par cons�equent d�evelopp�e unenouvelle m�ethode d'identi�cation plus pr�ecise qu'auparavant.Les mod�eles de Foldy-Twersky et de Keller g�en�eralis�es en milieu absorbant, et le mod�ele deKuga, pr�esent�es au chapitre III pour le cas d'un syst�eme 3D sont explicit�es pour le cas d'unsyst�eme 2D dans l'annexe E pour les mod�eles de Foldy-Twersky et de Keller, et dans l'annexe Dpour le mod�ele de Kuga. Nous avons d�emontr�e en particulier que le mod�ele de Kuga est faux dansla limite des grandes longueurs d'onde et que par cons�equent sa validit�e est douteuse pour le casd'un milieu di�usant.Ces mod�eles 2D sont compar�es au r�esultat du coe�cient d'extinction en milieu absorbantobtenu par la m�ethode exacte. Nous avons montr�e que les solutions th�eoriques propos�ees sontvalables pour certains param�etres du milieu di�usant dans le cas 2D. Cette comparaison a pumettre en �evidence les d�efauts du mod�ele de Kuga et un bon accord du mod�ele de Foldy-Twerskyg�en�eralis�e tant que le r�egime de di�usion est ind�ependant. Dans le r�egime de di�usion d�ependante,le mod�ele de Keller, malgr�es ses hypoth�eses restrictives telles que des particules petites devantla longueur d'onde et une approximation scalaire, donne d'excellents r�esultats pour le cas dedi�useurs de diam�etre proche de la longueur d'onde tant que le rapport d'indice particule surliant n'est pas trop fort.

25. Mareschal (1996) et Roux, Mareschal, Vukadinovic, Thibaud, et Gre�et (2001)
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Chapitre VCoe�cients de di�usion etd'absorption d'un milieu absorbantcontenant des di�useursnon-absorbantsV.1 IntroductionLa d�ecroissance exponentielle d'un faisceau collimat�e dans un milieu di�usant est d�ecrit parle coe�cient d'extinction Kext. Les chapitres pr�ec�edents traitent du probl�eme du calcul de cecoe�cient quand des di�useurs sont plong�es dans un milieu absorbant. La d�ecroissance du faisceauest due �a l'absorption du liant ou des particules, et �a la di�usion des particules. On d�e�nit la partde l'une et de l'autre en �ecrivant: Kext = Ksca +Kabs (V.1)Bien que nous ayons vu comment calculer le coe�cient d'extinction, nous ne connaissons pasla proportion due �a l'absorption ou �a la di�usion par les particules. Cette distinction permet-tera d'�evaluer l'albedo du milieu moyen; c'est un param�etre essentielle de l'�equation de transfertradiatif (ETR). Connaitre l'absorption moyenn�e par unit�e de volume, permettra par la mêmeoccasion d'�evaluer l'�emissivit�e d'un �el�ement de volume. Ce probl�eme d'ordre fondamental n'a �anotre connaissance jamais �et�e r�esolu rigoureusement. Même en r�egime de di�usion ind�ependante,des doutes subsistent sur les expressions des coe�cients de di�usion et d'absorption connues, carles th�eories font appel �a la notion de section e�cace 1 dont la d�e�nition n'est pas triviale en milieu�a pertes. Le probl�eme est encore plus complexe lorsque la fraction volumique de di�useurs devientimportante car le ph�enom�ene de di�usion d�ependante prend de l'importance. D'autre part, quandon ins�ere une collection de particules non-absorbantes de fraction volumique f baignant dans unmilieu absorbant, la part du volume absorbant dans le milieu diminue et devient (1 � f). Lecomportement du coe�cient d'absorption pour de fortes fractions volumiques de di�useur est unequestion importante. On peut se demander si le coe�cient d'absorption suit une loi en (1� f), cequi n'a rien d'�evident. Nous avons �etudi�e au chapitre III pour le cas de sph�eres et dans l'annexeD pour le cas de di�useurs cylindriques in�nis le coe�cient d'absorption en fonction de f dans ler�egime d'homog�en�eisation 2. Nous avons montr�e dans ce r�egime sans di�usion, que la loi en (1�f)1. Les tentatives de d�e�nition d'une section e�cace en milieu absorbant sont expos�ees dans les articles sui-vant:Mundy et al. (1974); Chylek (1977); Fardella et Berthier (1994); Quinten et Rostalski (1996); Sudiarta etChylek (2001b); Yang et al. (2002). Fardella (1995) calcul un coe�cient de di�usion tout en �evitant de d�e�nir unesection e�cace, mais introduit d'autres approximations �nalement �equivalentes2. Dans le r�egime d'homog�en�eisation, les particules sont tr�es petites devant la longueur d'onde de l'�eclairement.Dans ce r�egime, comme le coe�cient de di�usion est nul, alors les coe�cients d'extinction et d'absorption sont



110 CHAPITRE V. COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D'ABSORPTIONn'est correcte que pour des particules dont l'indice est proche de celui du liant. Le comportementpeut être tr�es di��erent quand les particules ont un indice fortement contrast�e par rapport au liant.En pr�esence de di�usion, le probl�eme se complique.Nous avons vu aux chapitres III et IV que l'on peut �eviter de d�e�nir une section e�caced'extinction en milieu absorbant en �evaluant directement la d�ecroissance du champ moyen, c'est �adire le champ coh�erent ou le champ moyen. Mais l'�etude du champ moyen n'est pas su�sante pours�eparer l'absorption de l'extinction. Nous pensons que la cl�e du probl�eme se situe dans l'�etudede la fonction de corr�elation du champ. Pour calculer rigoureusement le coe�cient de di�usionen milieu absorbant, il faudrait reprendre tout le calcul vu au chapitre II du lien entre l'�equationde Bethe-Salpether (EBS) qui r�egit la fonction de corr�elation du champ, et l'ETR qui r�egit laluminance dans un milieu di�usant. Il devrait être possible de relier le coe�cient de di�usion�a l'op�erateur intensit�e (contenu dans l'EBS) tout au moins sous l'approximation d'une di�usionind�ependante (ou encore la \ladder approximation" dans la th�eorie ondulatoire de la di�usionmultiple).Dans l'attente du r�esultat de cette �etude, nous pouvons toutefois nous attaquer au probl�emepar un autre moyen. Au sens de la radiom�etrie g�en�eralis�ee, l'�etude de la fonction de corr�elationdu champ revient simplement �a �etudier la luminance di�use.Nous allons �etudier dans ce chapitre les propri�et�es radiatives d'une couche di�usante absorbantepar deux m�ethodes. Par la premi�ere, le probl�eme est r�esolu exactement par la r�esolution num�eriquedes �equations de Maxwell. La seconde m�ethode consiste �a r�esoudre l'ETR avec des param�etresmod�elis�es qui tente de prendre en compte �a la fois l'absorption du liant et le probl�eme de la di�usiond�ependante. Consid�erons une couche absorbante qui ne contient pas de particules. Soit T , la part

Fig. V.1 { La couche mince absorbante contenant des di�useurs non-absorbants (�a droite)transmet-elle plus d'�energie que la couche mince homog�ene et absorbante (�a gauche)?de l'�energie transmise par cette couche homog�ene. Est-il possible que ce facteur de transmissionpuisse augmenter lors de l'ajout de particules non-absorbantes. La transmission globale peut elleaugmenter par un e�et de type \percolatif" des particules non-absorbantes. En d'autres termes,dans quelles conditions - en terme d'indice de taille et de fraction volumique - la lumi�ere peut-ellepro�ter des trous d'absorption pour se propager plus facilement?Notons qu'il n'est pas �evident que le facteur T augmente simplement parce que le volume ab-sorbant diminue. Il ne faut pas oublier qu'il y a dans le même temps un autre e�et en comp�etition.En pr�esence de particules (voir la �gure droite V.1), les chemins sont d�evi�es, une ou plusieurs fois.La distance parcourue par la lumi�ere avant la sortie du syst�eme est donc plus importante, et laprobabilit�e d'absorption et de r�eexion augmente.Si ce ph�enom�ene d'exaltation du facteur de transmission existe, peut-on trouver les param�etresde l'ETR qui puissent reproduire le r�esultat �electromagn�etique?Avant de r�epondre �a ces questions par la comparaison de l'ETR �a la m�ethode �electromagn�etiqueexacte, nous introduisons dans un premier temps la d�e�nition des quantit�es radiom�etriques pouridentiques.



V.2. D�EFINITION DES QUANTIT�ES RADIOM�ETRIQUES POUR UN SYST�EME 2D 111un syst�eme 2D. Puis nous rappelons les principes qui conduisent �a l'�etablissement de l'ETR 2Dpuis sa m�ethode de r�esolution. En�n nous d�ecrivons la r�esolution num�erique des �equations deMaxwell et comment on peut relier les statistiques des champs aux quantit�es radiom�etriques a�nde comparer les deux r�esultats.V.2 D�e�nition des quantit�es radiom�etriques pour un syst�eme 2D
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Fig. V.2 { Syst�eme: couche di�usante 2D (1 direction d'invariance selon Oz )Le milieu est �eclair�e par une onde collimat�ee monochromatique qui se propage dans le pland'incidence perpendiculaire aux cylindres (sans oblicit�e) dans la direction ei formant un angle�inc avec la normale �a la surface d'entr�ee. Dans ce cas particulier, les polarisations lin�eaires p (lechamp �electrique est dans le plan d'incidence) et s (le champ �electrique est orthogonal au pland'incidence dans la direction ejj = z) sont ind�ependantes et peuvent être trait�ees s�epar�ement.L'une des quantit�es radiom�etriques que nous cherchons est la luminance di�us�ee par le syst�eme.Rappelons que pour un syst�eme �a 3 dimensions quelconques (statistiquement non uniforme), laluminance L se d�e�nit comme une puissance moyenne rayonn�ee < dP > �a travers une surfacein�nit�esimale dS centr�ee en un point r, orient�ee par une normale n, et se propageant dans unedirection u dans un angle solide in�nit�esimal d
 centr�e autour de u (voir Fig.V.3 a). La luminanceest reli�ee �a < dP > par la relation:< dP (r;u) >= L(r;u)cos(�)dSd
 (V.2)o�u cos(�) = n � u; et cos(�)dS est la surface r�eellement vue dans la direction u. L'unit�e de laluminance est dans ce cas une puissance par unit�e de surface et d'angle solide [Wm�2sr�1].Comme le syst�eme consid�er�e est 2D et a la particularit�e d'être statistiquement uniforme dans ladirection x, et comme le milieu est �eclair�e par une luminance collimat�ee uniforme (la couche estuniform�ement �eclair�ee), alors la luminance (voir Fig.V.3 b) ne d�epend ni de z, ni de x. D'autrepart, l'angle solide d
 dans le cas 3D se r�eduit �a un angle d� dans le cas 2D et la surface dS devientun segment in�nit�esimal dL. Ainsi, la luminance L est reli�ee �a la puissance rayonn�ee < dP > parla relation: < dP (y;u) >= L(y;u)cos(�)dLd� (V.3)
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(b) Cas pour une couche 2D statistique-ment homog�ene �eclair�ee uniform�ementFig. V.3 { D�e�nition de la luminanceL'unit�e de la luminance L(y; �) se r�eduit par cons�equent �a une puissance par unit�e de longueur etd'angle [Wm�1rad�1]. La luminance incidente Linc, qui est collimat�ee dans la direction formantun angle �inc avec la normale �a la couche s'�ecrit dans le vide:Linc(�) = F0cos(�inc)�(�inc � �) (V.4)o�u F0 est la densit�e de ux incident [Wm�1] reli�ee au vecteur de Poynting � d'une onde planepar F0 = j�jcos(�inc).La solution compl�ete du probl�eme peut être d�ecrite par la BRDF di�use (fonction de distribu-tion bidirectionnelle de la r�eectance) et la BTDF di�use (fonction de distribution bidirectionnellede la transmittance) qui relie les luminances di�us�ees r�e�echie et transmise respectivement �a laluminance incidente:Lsca(y = 0; �sca) = Z BRDF (�sca; �inc)Linc(�inc)cos(�inc)d�inc , �2 > �sca > 0 (V.5)Lsca(y = e; �sca) = Z BTDF (�sca; �inc)Linc(�inc)cos(�inc)d�inc , � > �sca > �2 (V.6)L'unit�e de la BRDF et de la BTDF est par cons�equent le rad�1. Pour simpli�er les notationson �ecrit par la suite �00(�sca; �inc) = BRDF (�sca; �inc) et � 00(�sca; �inc) = BTDF (�sca; �inc). Lanotation 00 rappelle que la fonction d�epend de deux angles. En ins�erant la luminance incidentedans les expressions (V.5) et (V.6), on obtientLsca(y = 0; �sca) = �00(�sca; �inc)F0 (V.7)Lsca(y = e; �sca) = � 00(�sca; �inc)F0 (V.8)Dans le milieu I, une partie de la luminance r�e�echie est de nature di�use (Lsca), tandis qu'uneautre partie que nous notons Lr;c est collimat�ee dans la direction sp�eculaire. Dans une approcheph�enom�enologique, la luminance collimat�ee r�e�echie correspond �a la partie de la luminance inci-dente qui a �et�e r�e�echie sp�eculairement (qui suit les loi de Snell-Descartes), mais qui n'a pas �et�edi�us�ee. Plus rigoureusement, la th�eorie de la di�usion multiple (voir chapitre II), nous apprendque la luminance collimat�ee est la partie de la lumi�ere r�e�echie qui a conserv�e la propri�et�e de



V.3. LE MOD�ELE DES TRANSFERTS RADIATIFS 2D 113coh�erence spatiale de l'onde incidente. De même, dans le milieu III, une partie de la luminancetransmise est di�use (Lsca) tandis que l'autre est collimat�ee (Lr;c). Les facteurs de r�eexions Rcet de transmissions sp�eculaires Tc sont d�e�nis par les rapports suivants:Rc = Lr;cLinc (V.9)Tc = Lt;cLinc (V.10)Deux autres quantit�es physiques importantes appel�ees facteurs de r�eexion et de transmissionh�emisph�eriques di�us sont d�e�nies par:�0(�inc) = Z �0 �00(�sca; �inc)cos(�sca)d�sca (V.11)� 0(�inc) = Z �0 � 00(�sca; �inc)cos(�sca)d�sca (V.12)o�u l'int�egration s'e�ectue sur les directions du demi-espace sup�erieur pour la r�eexion et du demi-espace inf�erieur pour la transmission. Elle exprime simplement le rapport entre la puissance r�e-�echie (respectivement transmise) dans toutes les directions et la puissance incidente. Notons quela conservation de l'�energie implique que l'absorptivit�e a0 directionnelle du syst�eme v�eri�e:Rc + Tc + �0 + � 0 = 1� a0 (V.13)V.3 Le mod�ele des transferts Radiatifs 2DRoux (1999) a d�evelopp�e pendant sa th�ese un code permettant de r�esoudre l'�equation de trans-fert radiatif pour la g�eom�etrie �etudi�ee. Le d�etail de la m�ethode est expos�ee dans sa th�ese. Nousrappelons l'�equation de transfert radiatif 2D et la m�ethode num�erique permettant sa r�esolution.Par rapport au travail de Roux (1999) les param�etres de l'ETR sont calcul�es par nos mod�elesoriginaux. Le calcul du coe�cient d'extinction est par exemple d�ecrits en annexe E valable enmilieu absorbant en r�egime de di�usion ind�ependant et d�ependant.Pour �etudier l'inuence des pertes dans la matrice, notons que Simon (1995) �a r�esolu l'ETRdans le cas d'un syst�eme 3D par une m�ethode de type Monte-Carlo avec di��erentes param�etresd'entr�ees �evalu�es ph�enom�enologiquement sous l'hypoth�ese d'une di�usion ind�ependante. Ce qui apermis de mettre en �evidence la sensibilit�e du r�esultat par rapport aux param�etres d'entr�ees.V.3.1 L'�equation de transfert radiatif 2DLa d�emonstration de l'ETR pour le cas 2D est identique au cas 3D (voir chapitre I). L'�equationint�egro-di��erentielle pour la luminance, valable en tout point s du milieu di�usant et pour toutesdirections u est: dL(s;u)ds = �KextL(s;u) + Ksca2� Z 2�0 p(u0;u)L(s;u0)du0 (V.14)ou p(u0;u) est la fonction de phase. Dans le cas 2D, u0 et u sont dans le même plan.Soit �II 2 [0; 2�] l'angle d�e�nie par la �gure V.4 donnant la direction de propagation d'uneluminance particuli�ere dans le milieu II. On peut exprimer l'�equation pr�ec�edente dans un sys-t�eme de coordonn�ees sans dimensions et des param�etres sans dimensions. Pour cela est d�e�nie laprofondeur optique � = Kexty, et l'albedo $ = KscaKext . En utilisant la relation dy = cos�IIds, et endivisant l'�equation (V.14) par Kext, on obtient:cos�II dL(�; �II)d� = �L(�; �II) + $2� Z 2�0 p(�0II ; �II)L(�; �0II)d�0II (V.15)
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PSfrag replacements s �II uyFig. V.4 { D�e�nition de l'angle �IIV.3.2 Facteurs de r�eexion et de transmission coh�erentsLa source de di�usion n'est pas explicite dans l'�equation pr�ec�edente. Pour faire appâ�tre lasource ext�erieure, il est utile de s�eparer la luminance collimat�ee de la luminance di�use.L(�; �II) = Lsca(�; �II) + Lc(�; �II) (V.16)L'expression de la luminance collimat�ee s'obtient facilement �a partir de l'indice du liant nh, del'�epaisseur de la couche e et du coe�cient d'extinction. Il su�t de r�esoudre le probl�eme ducalcul analytique d'une onde se propageant dans une couche r�e�echissante homog�ene d'indicen = Re(nh) + iIm(Kext�4� ) o�u la partie imaginaire ajout�ee �a l'indice du liant d�ecrit la d�ecroissancede l'onde collimat�ee dans le milieu. Soit �I0 l'angle d'incidence dans le milieu I et �II0 l'angle dela luminance collimat�ee descendante dans le milieu II. Ces angles sont reli�es par les lois de lar�efraction de Snell-Descartes.PSfrag replacements �I0�II0 RcTcF�c F+cIIIIIIFig. V.5 { Notations pour les luminances sp�eculaires.Dans le milieu II, la luminance collimat�ee Ic se d�ecompose en la somme de deux ux collimat�esdescendant F�c et montant F+c .Ic(�; �II) = F�c �(�II0 � �II) + F+c �(� � �II0 � �II) (V.17)avec F�c = F0cos�I0 T12(�I0)�e� �cos�II0 (V.18)F+c = F0cos�I0 T12(�I0)�R23(�II0 )e�2�m+�cos�II0 (V.19)o�u �m = Kexte est l'�epaisseur optique de la couche et� = �1�R23(�II0 )R21(�II0 )e� 2�mcos�II0 ��1 (V.20)



V.3. LE MOD�ELE DES TRANSFERTS RADIATIFS 2D 115est le facteur de r�eexion multiple dans la couche. Les formules n�egligent les e�ets d'interf�erences.Elles sont valables si la longueur de coh�erence temporelle c�� est plus petite que l'�epaisseur de lacouche.Par ailleurs, les expressions exactes des facteurs de r�eexion et de transmission sp�eculaires sont:Rc = R12(�I0) + T12(�I0)�R23(�II0 )T21(�II0 )e �2�mcos�II0 (V.21)Tc = T12(�I0)�T23(�II0 )e� �mcos�II0 (V.22)V.3.3 ETR pour la luminance di�useSi l'on ins�ere la luminance (V.16) dans (V.15), on obtient une ETR pour la luminance di�use.cos�II dIsca(�; �II)d� = �Isca(�; �II) + $2� Z 2�0 p(�0II ; �II)Isca(�; �0II)d�0II+ $2�p(�II0 ; �II)F�c + $2�p(� � �II0 ; �II)F+c (V.23)V.3.4 M�ethode de r�esolution de l'ETRIl existe plusieurs techniques pour r�esoudre cette �equation. La m�ethode des ordonn�ees discr�etes,a �et�e introduite par Chandrasekhar (1960). L'id�ee est de discr�etiser l'int�egrale sur les angles �0IIpar une quadrature. Dans notre cas, Roux (1999) a utilis�e une double quadrature de Gauss prouv�eecomme �etant la plus e�cace 3, c'est �a dire celle demandant le moins de discr�etisation. L'�equationint�egrodi��erentielle (V.23) se transforme par la m�ethode des ordonn�ees discr�etes en un syst�emelin�eaire d'�equations di��erentielles. La m�ethode de r�esolution du syst�eme utilis�ee est identique aucas d'un syst�eme 3D 4. Apr�es discr�etisation, on range les luminances dans des vecteurs du type:[I] = 26664 I(�; �1)I(�; �2)...I(�; �n) 37775L'�equation (V.23) se r�eduit �a un syst�eme d'�equation di��erentielle sous la forme:d[I]d� =M[I] + [S] (V.24)o�u M est un op�erateur matriciel et [S] est un vecteur contenant les sources. On cherche alorsune solution particuli�ere. La solution g�en�erale s'�ecrit �a l'aide d'un d�eveloppement sur les modespropres deM. Les valeurs propres correspondent �a des longueurs de d�ecroissance de la luminancedans le milieu. On obtient la solution dans le milieu di�usant en imposant les conditions auxlimites. En�n on applique les conditions de continuit�es des luminances di�uses pour calculer lesluminances �emergentes en � = 0 et en � = �m.Cette m�ethode num�erique est r�ep�et�ee pour de nombreux angles d'incidences, a�n d'obtenirtoutes les propri�et�es radiatives du syst�eme consid�er�e:� les BRDF et BTDF di�uses �00(�inc; �sca) et � 00(�inc; �sca),� les facteurs de r�eexion et de transmission h�emisph�eriques di�us �0(�inc) et � 0(�inc),� et les facteurs de r�eexion et de transmission sp�eculaires Rc(�inc) et Tc(�inc).3. Kumar, Majumdar, et Tien (1990)4. Voir le livre de Thomas et Stamnes (1999) et l'article de Stamnes, Tsay, Wiscombe, et Jayaweera (1988) ouencore le chapitre VII



116 CHAPITRE V. COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D'ABSORPTIONV.4 M�ethode exacte: r�esolution des �equations de MaxwellV.4.1 Syst�eme consid�er�eNous avons d�ej�a d�ecrit dans le d�etail au chapitre IV le syst�eme consid�er�e par la m�ethode�electromagn�etique exacte. Il s'agit d'une bô�te rectangulaire d'�epaisseur e et de largeur L grandedevant la longueur d'onde qui est reproduite p�eriodiquement dans la direction de la largeur.L'axe z est une direction d'invariance, et l'onde incidente est dans le plan du rectangle. Pourune r�ealisation statistique du syst�eme, les di�useurs sont dispos�es al�eatoirement dans la bô�te.Le syst�eme est donc un r�eseau qui di�racte les ondes propagatives dans les directions discr�etespermises par la loi des r�eseaux.V.4.2 La m�ethode des momentsLes �equations de Maxwell sont r�e�ecrites pour ce syst�eme �a deux dimensions sous la formed'int�egrales de contours ferm�es autour des particules et de la bô�te. Ces �equations sont r�esoluespar la m�ethode des moments. Cette m�ethode consiste �a discr�etiser les int�egrales puis de mettreles inconnues du probl�eme sous la forme d'une �equation matricielle lin�eraire ais�ement solublenum�eriquement. Par cette m�ethode sont calcul�ees les amplitudes des champs sur la ligne d'entr�eede la couche en y = 0 sur et sur la ligne inf�erieure en y = e. Pour cette r�ealisation particuli�ere,par une transform�ee spatiale des champs sur ces lignes, on obtient l'amplitude des ondes planesr�e�echies an en y = 0 et transmises bn en y = e dans les directions discr�etes du r�eseaux.EI(x; y = 0) = Einc(x; y = 0) + +1Xn=�1 anei�nxe?I;n (V.25)EIII(x; y = e) = +1Xn=�1 bnei�nxe?III;n (V.26)o�u �n est la projection du vecteur d'onde sur l'axe x.�n = �inc + n2�L (V.27)Les vecteurs d'onde r�e�echis kIn et transmis kIIIn d'ordre n sont donn�es par:kIn = �nex � ney (V.28)kIIIn = �nex + ney (V.29)Comme les vecteurs d'ondes ont tous pour norme k0, alors la composante selon l'axe y v�eri�e larelation suivante: n =qk20 � �2n avec Im(n) � 0 et Re(n) � 0 (V.30)D�es que �2n > k20 , alors n est complexe. Il existe donc un nombre limit�e d'ordre n tel que l'ondesoit propagative dans la direction y.Cette proc�edure est r�ep�et�ee pour de nombreuses r�ealisations de syst�eme i.e. de nouvelles dis-positions al�eatoires des di�useurs dans la bô�te. Les statistiques des amplitudes des ondes planesr�e�echies et transmises par la couche sur l'ensemble des r�ealisations sont ensuites exploit�ees pour lecalcul des puissances di�us�ees. Les facteurs de r�eexions et de transmissions coh�erents s'obtiennentcomme nous l'avons indiqu�e au chapitre IV par les formules:Rc(uinc) = +1Xn=�1 ninc j < an > j2 (V.31)Tc(uinc) = +1Xn=�1 ninc j < bn > j2 (V.32)



V.5. ETUDE DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D'ABSORPTION 117V.4.3 Quantit�es radiom�etriques �a partir des statistiques des champsNous avons pour objectif de comparer les r�esultats issus de la solution de l'ETR avec les r�esultatsobtenus par la m�ethode �electromagn�etique: nous devons calculer les BRDF et les BTDF di�usesen fonction des statistiques des champs. Dans l'annexe F est d�etaill�e le calcul de la luminance etde la BRDF pour un syst�eme �a deux dimensions et p�eriodique selon une direction. Nous montronsque la p�eriodicit�e implique que la luminance ait une d�ependance en x si < an+pa�n�p > n'est pasnul pour p 6= 0. L'uniformit�e du milieu en moyenne dans la cellule primitive implique que le milieusoit en moyenne invariant par translation. Par cons�equent la luminance ne doit pas d�ependre dex. Dans ce cas, la BRDF di�use en y = 0 et la BTDF di�use en y = e sont:�00sca(un;uinc) = ninc k0L2� �
ja2nj�� j hani j2� (V.33)� 00sca(un;uinc) = ninc k0L2� �
jb2nj�� j hbni j2� (V.34)Les facteurs de r�eexion et de transmission h�emisph�eriques incoh�erents se d�eduisent simplementen calculant les expressions (V.11) et (V.12):�0sca(uinc) = +1Xn=�1 Re(n)inc (< ja2nj > �j < an > j2) (V.35)� 0sca(uinc) = +1Xn=�1 Re(n)inc (< jb2nj > �j < bn > j2) (V.36)Nous avons indiqu�e des sommations sur un nombre in�ni d'ordre n, alors qu'il su�t de sommeruniquement sur les ordres propagatifs tels que Im(n) = 0.La mani�ere dont sont dispos�es les di�useurs dans une cellule n'est pas en r�ealit�e uniformecomme nous le pr�etendons au dessus. Nous l'avons montr�e au chapitre IV. Les di�useurs sontplac�es dans la boite de tel sorte qu'ils ne puissent la d�epasser. Par cons�equent, il existe unebordure tout autour de la cellule ou la probabilit�e de pr�esence du centre d'une particule est nulle.Pour l'�etude du champ coh�erent, nous avons pu prendre en compte le rôle de cette bordure etcalculer correctement les coe�cients de r�eexion et de transmission coh�erents. Pour le calcul desluminances incoh�erentes et la comparaison avec le r�esultat de l'ETR, nous sommes contraint den�egliger cet aspect. Toutefois, l'e�et de cette bordure est de second ordre dans les cas que nousallons pr�esenter car cette bordure est relativement petite compar�ee �a l'�epaisseur et la largeur dessyst�emes consid�er�es.V.5 Etude des coe�cient de di�usion et d'absorption: comparai-son de l'ETR avec une solution �electromagn�etique exacteV.5.1 Syst�emes �etudi�es et principe de l'�etudeNous allons consid�erer le cas de particules de diam�etre D = 0:5�0 plong�ees al�eatoirementdans de l'eau absorbante nh = 1:33 + i0:02. Les fractions volumiques sont comprises entre f = 0et f = 25%. Si la matrice ne contient pas de di�useurs, le libre parcours moyen d'absorptionest labs = 4�0. Pour les simulations num�eriques, deux indices de particules sont choisis: le caso�u np = 1:59, et le cas o�u np = 2:21. Pour �xer les ordres de grandeurs, quand f = 20%, leslibres parcours moyens de di�usion sont respectivements de l'ordre de 12�0 et 0:9�0 pour ces deuxindices. Ces libres parcours moyens doivent être compar�es �a l'�epaisseur de la couche e = 3:8�0 (voirTab.V.5.1). Dans le cas des particules faiblement di�usante np = 1:59, le milieu est optiquementrelativement mince, tandis qu'il est plutôt �epais pour le cas des particule d'indice np = 2:21. Dans le



118 CHAPITRE V. COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D'ABSORPTIONR�egime de di�usion np Lsca(f = 20%) Labs(f = 0%) epCas 1: simple 1.59 12�0 4�0 3:8�0Cas 2: multiple 2.21 0:9�0 4�0 3:8�0Tab. V.1 { Comparaison des libres parcours moyen de di�usion et d'absorption par rapport �al'�epaisseur de la couche pour les deux cas consid�er�es. Autres caract�eristiques des syst�emes �etudi�es:nh = 1:33 + i0:02 et D = 0:5�0premier cas, la di�usion est donc plutôt majoritairement simple tandis qu'elle est majoritairementmultiple dans le second cas. Nous pr�esentons en annexe G le r�esultat de la BRDF et de la BTDFpour les deux indices de particules obtenues par la m�ethode �electromagn�etique. Deux ph�enom�enescoh�erents que Roux (1999) et Thibaud (2000) ont mis en �evidence pour d'autres param�etres dumilieu di�usant sont retrouv�es: le trou de la di�usion vers l'avant en r�egime de di�usion simpleet le ph�enom�ene de la r�etrodi�usion exalt�ee dans la direction arri�ere. L'observation de ces e�etscoh�erents prouvent que la di�usion est simple dans le premier cas et multiple dans le second cas.Nous avons montr�e au chapitre IV que le coe�cient d'extinction pouvait ne pas augmenteravec la fraction volumique de di�useur quand les di�useurs sont plong�es en milieu absorbant.Qu'en est -il de l'�evolution avec la fraction volumique des coe�cients de di�usion et d'absorp-tion?Le coe�cient d'extinction est la somme des coe�cients de di�usion et d'absorption. L'�etude duchamp coh�erent permet d'identi�er le coe�cient d'extinction, mais on ne peut pas distinguer lapart de l'absorption et la part de di�usion. Par contre, en �etudiant le ux di�us�e incoh�erent, nouspensons pouvoir remonter au coe�cient d'absorption. L'id�ee est la suivante. Nous pr�esentons danscette partie, une comparaison du bilan �energ�etique obtenus par les r�esolutions de l'ETR et des�equations de Maxwell 5 sur un ensemble de r�ealisations pour di��erentes fractions volumiques. Nouschercherons quels sont les param�etres de l'ETR qui permettent de retrouver le r�esultat �electro-magn�etique exact. On pourra alors grossi�erement �evaluer la tendance du coe�cient d'absorptionavec la fraction volumique.Comme la m�ethode d'obtention des param�etres de l'ETR est di��erente pour les cas de particulesd'indices np = 1:59 et np = 2:21, nous s�eparons les r�esultats et la discussion en deux paragraphes.V.5.2 Cas de particules faiblement contrast�ees par rapport au liantLes param�etres de l'ETR sont calcul�es par deux approches, d'une part par le mod�ele de Kugaen di�usion ind�ependante, et d'autre part par un mod�ele dit de di�usion d�ependante.Le mod�ele de Kuga en r�egime de di�usion ind�ependant en milieux �a pertes est d�ecrit pour lecas 2D dans l'annexe D. Comme il s'agit de l'unique moyen d�ecrit dans la litt�erature (hormis lemod�ele de Fardella dont nous avons montr�e la quasi-�equivalence) en milieu absorbant, nous avonschoisi de pr�esenter ce r�esultat bien que nous savons par avance qu'il y a peu de chance que cettem�ethode fonctionne pour de fortes fractions volumiques.Pour prendre en compte la di�usion d�ependante, nous avons choisi de calculer les param�etresde l'ETR de la mani�ere suivante:� Le coe�cient d'extinction est calcul�e par le mod�ele de Keller g�en�eralis�e en milieu absorbant.Le coe�cient d'extinction est correctement �evalu�e parce que nous avons montr�e au chapitreIV que ce mod�ele est en excellent accord avec la simulation num�erique exacte 6 pour ce type5. On peut se demander comme West, Gibbs, Tsang, et Fung (1994) si �ecrire une �equation di��erentielle telle quel'ETR a un sens dans un syst�eme aussi petit. Roux et al. (2001) ont r�epondu �a la question en montrant qu'il existeun tr�es bon accord entre le r�esultat donn�e par le mod�ele radiatif et le calcul �electromagn�etique exact pour le casd'une couche di�usante �epaisse de l'ordre de quelques longueurs d'ondes.6. On parle ici de la m�ethode exacte d'identi�cation du coe�cient d'extinction d�ecrite dans le d�etail au chapitreIV. A partir des statistiques du champ moyen i.e. les facteurs de r�eexion et de transmission coh�erents obtenues par



V.5. ETUDE DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D'ABSORPTION 119de particule.� Comme seul le liant est responsable de l'absorption dans le coe�cient d'extinction, nousallons supposer que l'on peut obtenir le coe�cient de di�usion par la formule de Keller enmilieu non-absorbant. Ceci revient a e�ectuer deux hypoth�eses. Premi�erement, on supposeque l'absorption du liant ait peu d'e�et sur le coe�cient de di�usion. En d'autres termes, onsuppose que le coe�cient de di�usion en milieu absorbant peut être calcul�e par un mod�eleen milieu non-absorbant. Deuxi�emement, on esp�ere que le r�esultat de Keller en milieu non-absorbant donne une valeur correcte du coe�cient de di�usion. Le tr�es bon r�esultat obtenuen milieu absorbant du coe�cient d'extinction nous r�econforte dans cette hypoth�ese.� Faute de mieux, la fonction de phase est calcul�ee par sa formule en r�egime de di�usionind�ependante avec toutefois la prise en compte de l'e�et de l'absorption du liant. Cetteformule obtenue en annexe C est: p(�) = 2�jSk1(�)j2R 2�0 jSk1(�)j2d� (V.37)La fonction de phase joue un rôle important sur la r�epartition des ux di�us�es par un�el�ement de volume m�esoscopique. Notamment, le libre parcours moyen de transport est li�e�a l'anisotropie de la fonction de phase. Nous esp�erons toutefois que l'erreur introduite parson �evaluation en r�egime de di�usion ind�ependant aura un e�et n�egligeable sur le bilan�energ�etique globale de la couche.� Les facteurs de r�eexion et de transmission aux interfaces sup�erieures et inf�erieures pourles luminances di�uses n�ecessaires aux conditions aux limites de l'ETR et pour obtenirdes luminances �emergentes, sont calcul�es sans prendre en compte la modi�cation de l'indicee�ectif �a cause de la pr�esence des di�useurs. Cet e�et coh�erent n'est donc pas pris en comptedans notre mod�ele.Les r�esultats des facteurs de r�eexion et de transmission coh�erents et incoh�erents de la couchesont pr�esent�es Fig.V.6. On voit que les facteurs obtenues obtenus par la solution de l'ETR r�esolueavec les param�etres de Kuga (symboles triangulaires) s'�ecartent notablement des r�esultats obte-nuent par la M�ethode Electromagn�etique (EM) (symboles carr�es) pour des fractions volumiquessup�erieurs �a 10%. Ceci est gu�ere �etonnant puisque nous savions d�es le d�epart que pour ce syst�eme,la di�usion d�ependante a un rôle important.Maintenant, si on compare le r�esultat de l'ETR avec les param�etres que nous avons d�ecrit(symbole circulaire) pour prendre en compte la di�usion d�ependante et le r�esultat de EM, alorson voit que globalement, les facteurs �energ�etiques qu'ils soient di�us ou coh�erents sont globalementidentiques. Nous concluons que la m�ethode de calcul des param�etres de l'ETR est correcte pource milieu.Notons que l'absorption globale du syst�eme chute quand la fraction volumique de particuleaugmente, alors que l'ETR en r�egime de di�usion ind�ependant par le mod�ele de Kuga pr�evoitune augmentation. Comme la partie r�e�echie est n�egligeable devant la partie transmise, alorsl'absorptivit�e A � 1 � Tc � Td est pilot�ee par la partie transmise. Nous savons que pour ce cas,le coe�cient d'extinction a tendance �a l�eg�erement augmenter puis �a diminuer avec la fractionvolumique. C'est pour cel�a que l'on observe que la partie transmise coh�erente Tc a tendance �achuter puis �a remonter avec la fraction volumique. Le facteur de transmission di�us Td lui ne faitqu'augmenter avec la fraction volumique de di�useur. Cela est dû au fait que le coe�cient dedi�usion augmente avec la fraction volumique. Comme Kext = Ksca +Kabs, cela implique que lecoe�cient d'absorption diminue avec la fraction volumique, ce qui n'est jamais observ�e dans le casla solution num�erique exacte des �equations de Maxwell, on remonte �a l'indice e�ectif de la couche di�usante puisau coe�cient d'extinction.
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(b) �inc = 62:5oFig. V.6 { Facteurs �energ�etiques en fonction de la fraction volumique de particules dans un milieuhôte absorbant. Rc et Tc d�esignent respectivement les facteurs de r�eexion et de transmission co-h�erents. Rd et Td sont respectivement les facteurs de r�eexion et de transmission h�emisph�eriquesincoh�erents. Les r�esultats des deux m�ethodes sont pr�esent�ees. -le r�esultat de la simulation �elec-tromagn�etique exacte (symboles carr�es) -et la solution de l'ETR avec les param�etres du mod�elede Kuga en di�usion ind�ependante (symboles triangulaires) ou avec les param�etres qui tentent deprendre en compte la di�usion d�ependante (symboles circulaires). nh = 1:33 + i � 0:02, np = 1:59,D = 0:5�0, e = 3:8�0.d'un milieu hôte non-absorbant contenant des particules absorbantes. Cette chute du coe�cientd'absorption avec la fraction volumique peut paraitre �evidente, parce que la proportion de mati�ereabsorbante chute. La lumi�ere se propage plus facilement dans les di�useurs non-absorbant que dansla matrice. Mais il ne faut pas oublier qu'il y a dans le même temps un autre e�et en comp�etition.Quand il n'y a pas de di�useurs, la lumi�ere se propage tout droit. Elle prend le chemin le pluscourt pour traverser la couche. En pr�esence de particules, les chemins sont d�evi�es, une ou plusieursfois. La distance parcourue par la lumi�ere avant la sortie du syst�eme est donc plus importante, etla probabilit�e d'absorption augmente.Pour le syst�eme consid�er�e les sections e�cace de di�usion ne sont pas tr�es fortes. Les �ev�enementsde di�usion multiple sont par cons�equent peu nombreux, et par cons�equent la lumi�ere est peud�evi�ee de sa trajectoire. Dans ce cas, la lumi�ere pro�te des trous d'absorption que sont les particuleset le coe�cient d'absorption devrait diminuer avec la fraction volumique. Ainsi pour f = 25%, onvoit sur la �gure V.6 que le coe�cient de transmission globale T = Tc + Td est plus fort que s'iln'y avait pas de particules dans la couche.Puisque l'ETR avec les param�etres prenant en compte la di�usion d�ependante reproduit cor-rectement le r�esultat �electromagn�etique, nous allons supposer que le coe�cient de di�usion estcorrectement calcul�e par la formule de Keller en milieu non-absorbant. Nous pouvons donc calcu-ler le comportement du coe�cient d'absorption en fonction de la fraction volumique car Kabs =Kext �Ksca. Le r�esultat est pr�esent�e sur la �gure V.7. On voit que coe�cient d'absorption peutdiminuer avec la fraction volumique. Pour ce type de particule, le coe�cient d'absorption est unefonction quasi-lin�eaire de la fraction volumique. On peut �ecrire le coe�cient de di�usion sous la
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Fig. V.7 { Evolution des coe�cients d'extinction, de di�usion et d'absorption (en m�1) en fonc-tion de la fraction volumique f de particule de diam�etre D = 0:5�0 d'indice np = 1:59 plong�eesdans un liant absorbant d'indice nh = 1:33 + i0:02. Le coe�cient d'extinction est calcul�e par lemod�ele de Keller g�en�eralis�e. Le coe�cient de di�usion est calcul�e par le mod�ele de Keller avec lemême liant hormis l'absorption.forme: Kabs = 4��0 Im(nh)(1 � �f) (V.38)o�u � est un coe�cient �a d�eterminer. Rappelons que Kuga pour son mod�ele, �ecrivait implicitement� = 1. �A partir de la courbe de l'absorption Fig.V.7, on trouve par ajustement � � 1:14. Tantque le rapport d'indice particule sur liant, n'est pas tr�es fort et quand la di�usion est faible devantl'absorption, il est probable que le coe�cient � ne s'�ecarte pas trop de 1.V.5.3 Cas de particules fortement contrast�ees par rapport au liantConsid�erons un syst�eme identique au pr�ec�edent �a la di��erence que les particules ont un indicenp = 2:21. Rappelons que contrairement au syst�eme pr�ec�edent o�u le r�egime de di�usion �etaitessentiellement simple, dans ce cas, la di�usion est fortement multiple. Le r�esultat de la simulation�electromagn�etique exact des luminances di�uses pr�esent�e en annexe G le prouve. On voit Fig.G.4pour le cas des fractions volumique de 5% et 20% que la luminance di�us�ee dans la direction del'onde incidente est exalt�ee pratiquement d'un facteur deux. Cette exaltation est due au ph�enom�enede r�etrodi�usion coh�erente qui ne peut se produire que si la lumi�ere est di�us�ee de multiples fois.D'autre part, la disparition du trou de di�usion vers l'avant Fig.G.1(b) est aussi li�ee �a la pr�esencede di�usion multiple.Nous avions d�ej�a �etudi�e au chapitre IV par la m�ethode exacte le coe�cient d'extinction d'unetelle collection de particules. Nous savons que le mod�ele de Keller g�en�eralis�e en milieu absorbantne permet pas de retrouver le coe�cient d'extinction pour ce syst�eme. Nous ne pourrons donc pasutiliser ce mod�ele pour pr�evoir le coe�cient d'extinction.Les param�etres de l'ETR seront calcul�es de la fa�con suivante:� Nous allons utiliser, les valeurs exactes obtenues au chapitre IV (par la solution �electromagn�e-tique du champ moyen) du coe�cient d'extinction pour les di��erentes fractions volumiques�etudi�ees.



122 CHAPITRE V. COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D'ABSORPTION� Le coe�cient de di�usion est �evalu�ee par la formule suivante:Ksca = Kext � 4��0 Im(nh) (V.39)Ce qui suppose un d�ecouplage entre l'absorption du liant et la di�usion.� La fonction de phase est calcul�ee comme pr�ec�edemment par la formule (V.37).� En�n la modi�cation des facteurs de Fresnel aux interfaces pour les conditions aux limitesdue �a la modi�cation de l'indice e�ectif du milieu di�usant n'est pas prise en compte.
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(b) �inc = 62:5oFig. V.8 { idem Fig.V.6 sauf di�useurs plus contrast�es par rapport au liant: np = 2:21. Lesr�esultats de la simulation �electromagn�etique exacte sont pr�esent�es par les symboles carr�es, tandisque ceux du mod�ele radiatif avec les param�etres qui tentent de prendre en compte la di�usiond�ependante sont pr�esent�es par les symboles circulaires.Sur la Fig.V.8, on voit qu'un d�esaccord important apparait entre l'approche radiative et ler�esultat exacte. Mis �a part le coe�cient d'extinction, les param�etres de l'ETR sont donc incorrec-tement calcul�es.Comme les particules ont un indice plus important, la modi�cation de l'indice e�ectif (essentiel-lement la partie r�eelle) pour les fortes fraction volumiques joue probablement un rôle. Par exemplepour f = 20%, l'�etude du champ coh�erent par la solution exacte montre que Re(neff ) � 1:47.Les facteurs de r�eexions sp�eculaires pour les luminances di�uses dans l'approche radiative sontdonc modi��ees. En incidence normale, cette modi�cation est peu importante. Par contre pr�es del'angle de r�eexion totale (du milieu di�usant vers l'ext�erieur), les facteurs sont tr�es di��erents.Les facteurs de r�eections Rd et de transmission di�us Td obtenus par la m�ethode electroma-gn�etique sont globablement plus fort que ceux pr�evu par l'ETR. Cela implique que le coe�cientde di�usion est probablement plus fort que nous le pensions. La formule (V.39) n'est donc pascorrecte. Ce qui implique que le coe�cient de d'absorption est plus faible que pr�evu.Par rapport au cas pr�ec�edent, le coe�cient de Rd commence �a jouer un rôle important sur labilan �energ�etique. Le coe�cient de transmission coh�erent Tc devient quant �a lui n�egligeable pourles fractions volumiques sup�erieures �a 10% car le le milieu est optiquement �epais. Pour de fortes



V.6. CONCLUSIONS 123fractions volumiques A � 1�Rd�Td. Malgr�es le liant absorbant, la proportion de lumi�ere di�us�eeest relativement importante. Dans le cas o�u �inc = 62:5o pr�esent�e Fig.V.8(b), on peut comparerle cas o�u f = 0 et le cas o�u f = 20%. Dans le cas sans di�useur f = 0, l'�energie rayonn�ee estexclusivement coh�erente. La proportion d'�energie coh�erente r�e�echie et transmise est �egale �a 0:28(le reste est absorb�e). Tandis que dans le cas o�u f = 20%, l'�energie rayonn�ee qui n'est pratiquementque sous forme di�use, est dans une proportion d'environ 0:28. Ce r�esultat est vraiment �etonnant,car cela implique que toute l'�energie coh�erente s'est transform�ee en �energie di�use. Or, puisquele libre parcours de di�usion est environ 4 fois plus petite que l'�epaisseur du syst�eme, la di�usionmultiple est importante. On s'attendait �a une perte plus importante due �a la forte accroissementdes chemins optiques parcourus par la lumi�ere avant de ressortir. Cela implique que la diminutionde mati�ere absorbante joue un rôle tr�es important: la lumi�ere pro�te des trous d'absorptions queconstitue les particules pour se propager plus librement.Le coe�cient de di�usion calcul�e par la formule (V.39) est sous estim�e. Nous avons relanc�e lar�esolution de l'ETR avec cette fois ci la formule suivante pour le calcul du coe�cient de di�usion.Ksca = Kext � 4��0 Im(nh)(1� f) (V.40)Pour le cas de la fraction volumique f = 20% �a la solution exacte, on voit sur le Tab.V.2 que laformulation (V.40) am�eliore les r�esultats. Rd Td AM�ethode �electromagn�etique Exact 0.098 0.187 0.697ETR avec Eq. (V.39) 0.071 0.123 0.796ETR avec Eq. (V.40) 0.092 0.159 0.739Tab. V.2 { f = 20%V.5.4 ConclusionFinalement pour les deux contrastes d'indice de particules di��erents et pour cette taille departicule, le coe�cient d'absorption semble correctement calcul�e parKabs = 4��0 Im(nh)(1� f) (V.41)Cela implique que dans les syst�emes �etudi�es et pour une fraction volumique su�sante, la lumi�eresous forme di�use pro�te des zones non-absorbantes pour se transporter plus facilement. Mais,on pourrait di�cilement pr�etendre que la formule (V.41) soit g�en�erale pour toutes les tailles departicules et tous les rapports d'indices particule sur liant.V.6 ConclusionsNous avons pr�esent�e dans ce chapitre une comparaison de l'ETR avec une solution �electroma-gn�etique exacte. Nous avons d�ecrit dans le d�etail les deux m�ethodes utilis�ees et le moyen de lescomparer. Cette comparaison a eu pour but de connâ�tre le comportement du coe�cient d'ab-sorption d'un milieu liant absorbant contenant des di�useurs al�eatoirement r�epartis dans l'espace.Cette �etude est compl�ementaire �a l'�etude du coe�cient d'extinction en milieu absorbant que nousavons men�e aux chapitres III et IV bien que nous ne disposions pas cette fois de support th�eoriquerigoureux.Les fractions volumiques �etudi�ees sont telles que le milieu pr�esente de la di�usion d�ependante.D'autre part, le volume de mati�ere non-absorbante chute par la pr�esence des di�useurs non-absorbant. Nous avons montr�e que l'�energie transmise par une couche mince absorbante peut



124 CHAPITRE V. COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D'ABSORPTIONêtre augment�ee par l'ajout de di�useurs non-absorbants. Cette augmentation est due �a la chutedu coe�cient d'absorption en raison de la pr�esence de particules. Lorsque la fraction volumiqueest su�sante, la lumi�ere pro�te des zones non-absorbantes constitu�ees par les particules pour sepropager plus facilement. Toutefois, ce ph�enom�ene est en comp�etition avec la di�usion multiple quia tendance �a allonger la distance parcourue par la lumi�ere avant la sortie du syst�eme absorbant;ce qui peut avoir pour e�et d'augmenter le facteur d'absorption globale du syst�eme.Nous n'avons �etudi�e qu'un seul diam�etre de particules pour deux rapports d'indice particulesur liant di��erents. Bien que la d�ependance du coe�cient d'absorption avec la fraction volumiquedonn�ee par le formule (V.41) soit bien suivie dans les deux cas de calcul, il est di�cile de pr�etendrequ'il s'agit d'une loi g�en�erale.Pour pallier ce manque d'information, il serait int�eressant d'entreprendre une �etude exp�eri-mentale sur une couche di�usante absorbante. Le milieu absorbant pourrait être constitu�e d'eaum�elang�e avec un peu de bleu de m�ethyl�ene pour le rendre absorbant. Les di�useurs courammentutilis�es sont des billes de latex d'indice np = 1:59 ou des billes de T i02 d'indice plus �elev�e.Il faudrait pour cela disposer de deux bancs de mesures. L'un aurait pour but la mesure del'att�enuation d'un faisceau coh�erent i.e. la mesure du coe�cient d'extinction, comme par exemplecelui utilis�e dans la th�ese de Hespel (1999) 7. L'autre banc mesurerait les ux di�us�es r�e�echis ettransmis comme celui utilis�e par Da Silva (2001). L'id�eal serait d'�etudier le ph�enom�ene pour denombreuses longueurs d'ondes. Des r�esonances de l'�energie transmise qui d�ependent probablementde la taille des particules, de leur indice et de la fraction volumique devraient apparâ�tre. Il faudraensuite r�esoudre le probl�eme inverse de la d�etermination des param�etres de l'ETR. Puisque lecoe�cient d'extinction est directement mesur�e, il s'agirait de d�eterminer la fonction de phase etle coe�cient de di�usion (ou le coe�cient d'absorption).

7. Voir aussi Hespel, Mainguy, et Gre�et (2001)



125
Chapitre VIMod�elisation du coe�cientd'extinction d'un milieu densecontenant de fortes fractionsvolumiques de particules sph�eriquesr�esonantes
VI.1 IntroductionLe probl�eme de la mod�elisation de la di�usion d�ependante, notamment le calcul du coe�cientd'extinction d'un milieu contenant de fortes fractions volumiques de di�useurs sph�eriques de taillecomparable �a la longueur d'onde n'est pas un probl�eme compl�etement r�esolu. Le rôle des corr�e-lations sur la position des di�useurs est primordial. Prendre en compte ces ph�enom�enes mêmenum�eriquement est un d�e� di�cile. La grande majorit�e des mod�eles se limite au cas de particulesde taille tr�es petite devant la longueur d'onde car cette approximation facilite grandement lescalculs. C'est le cas par exemple du mod�ele quasi-analytique de Keller (1964). Les di�usions mul-tiples entre les proches di�useurs corr�el�es augmentent quand les di�useurs ont de fortes sectionse�caces. C'est le cas des di�useurs en r�egime de di�usion de Mie et/ou des particules d'indicesfortement contrast�es par rapport au liant.Nous proposons dans ce chapitre de concilier ce que nous apprend la th�eorie de la di�usionmultiple pour des objets r�epartis al�eatoirement dans l'espace (Frisch 1968) avec les progr�es r�ecentsde la m�ethode num�erique appel�ee matrice des Transfert (ou matrice T). La m�ethode des matricesT est une m�ethode num�erique capable de calculer les champs di�us�es par une petite collectionde di�useurs. Nous comptons utiliser ce r�esultat pour calculer le coe�cient d'extinction dans desmilieux o�u les corr�elations entre les paires de di�useurs ont un rôle non-n�egligeable.VI.1.1 Retour �a la th�eorie de la di�usion multiple d'ondes �electromagn�etiquesNous avons vu au chapitre II que le coe�cient d'extinction s'obtient en prenant la partieimaginaire de l'indice e�ectif. Pour un milieu di�usant statistiquement homog�ene, l'indice e�ectifdu milieu di�usant caract�erise la propagation du champ moyen. Comme le champ moyen est lechamp coh�erent, la propagation de la phase et la d�ecroissance d'une onde collimat�ee dans unmilieu di�usant sont connues d�es lors que l'indice e�ectif est �evalu�e. A partir de l'�equation deDyson, on peut relier l'indice e�ectif neff et le nombre d'onde e�ectif keff �a l'op�erateur de masse



126 CHAPITRE VI. MILIEUX FORTEMENT CHARG�ESpar la formule suivante: neff = keffk0 avec k2eff = k21+ �� (keff ) (VI.1)o�u k1 = n1 !c est le nombre d'onde dans le milieu hôte; n1 est l'indice du milieu hôte.Nous avons vu aussi pour un ensemble de N di�useurs identiques al�eatoirement r�epartis dansun volume V avec une condition de non-interp�en�etrabilit�e des di�useurs, que l'op�erateur de massepeut se d�evelopper sous la forme suivante:P = + + ++ + + ...Op�erateur de masse (VI.2)Cette d�ecomposition perturbative est due au d�eveloppement en essaim de la densit�e de probabilit�e.Nous renvoyons le lecteur au chapitre II pour les notations.Cet op�erateur n'est calculable ni analytiquement, ni num�eriquement �a notre connaissance. Ilfaut faire des approximations.VI.1.2 Approximation des di�useurs corr�el�es par pairesNous avons exploit�e les approximations de Foldy et de Keller aux chapitres III, IV et V quiconsistent �a ne garder respectivement que le premier terme et les premier et second termes del'op�erateur de masse. Nous allons dans ce chapitre d�ecrire comment aller plus loin.Il est possible de calculer num�eriquement dans un temps tr�es court (quelques minutes aumaximum sur une station actuelle) l'op�erateur de masse sous l'approximation suivante:P = + + ++ ++ + ...Approximation de second ordre l'op�erateur de masse.Nous avons conserv�e par rapport �a l'op�erateur de masse complet entier, uniquement les termesqui ne concernent que une et deux particules. Ce sont les termes proportionnels �a NV et N(N�1)V 2 �(NV )2. Cet op�erateur contient des diagrammes appel�es par van Tiggelen et Lagendijk (1994) desdiagrammes de di�usions multiples r�ecurrentes. Cette approximation des di�useurs corr�el�es parpaires n�egligent les corr�elations concernant plus de deux di�useurs, mais prend en compte toutefoistoutes les di�usions multiples r�ecurrentes entre les paires de di�useurs qui n'�etaient pas pris encompte dans l'approximation des faibles di�useurs (l'approximation de Keller). Pour de fortesfractions volumiques, nous pensons par cons�equent pouvoir traiter le cas de di�useurs de sectionse�caces beaucoup plus important que ne le permet l'approximation de Keller. Nous pouvons�egalement prendre en compte l'aspect vectoriel de la di�usion.



VI.2. DIFFUSION PAR UNE COLLECTION DE PARTICULES 127On peut d�ecomposer l'op�erateur de masse en deux termes:�$� (k) = NV �$t 1 (k) + N(N � 1)V 2 �$t 2 (k) (VI.3)o�u l'op�erateur t1 est l'op�erateur de di�usion qui relie le champ di�us�e par une seule particuleau champ incident; c'est aussi le premier diagramme de l'op�erateur de masse. L'op�erateur t2 estd�e�ni par cette derni�ere relation.On pose n = NV , le nombre de particules par unit�e de volume. L'op�erateur de masse devientalors: �$� (k) = n �$t 1 (k) + n2 �$t 2 (k) (VI.4)Nous savons calculer �$t 1 (k) puisqu'il est reli�e �a la matrice de di�usion de Mie d'une particulesph�erique par la relation: �$t 1 (k) = i4�S1(0)k1 (VI.5)Nous exploiterons la m�ethode num�erique appel�ee matrice de Transfert (ou encore matrice T)appliqu�e �a un syst�eme compos�e d'une paire de sph�eres. Nous allons montrer que t2 peut être reli�eau r�esultat num�erique de la di�usion par deux sph�eres.VI.2 Lien entre la di�usion par une collection de particules et ladi�usion par une paire de particulesVI.2.1 D�e�nition de l'op�erateur hT2iConsid�erons un syst�eme de volume V constitu�e uniquement de deux particules. Nous introdui-sons un op�erateur que nous d�e�nissons comme �etant le cas particulier de l'op�erateur hTi (celuide la di�usion multiple) avec cette fois N = 2. Cet op�erateur relie le champ di�us�e au champincident par la relation: hEi = Einc +G1 hT2iEinc (VI.6)Le signe <> indique qu'il s'agit du r�esultat moyenn�e sur toutes les positions possibles des deuxparticules sur tout le volume V . On impose que cette moyenne soit pond�er�ee par la densit�e deprobabilit�e jointe �a une particule P1 = 1V et deux particules P2 = 1V 2 (1+ g2) dans un ensemble deN particules dans un volume V . La fonction g2 est la fonction de corr�elation de paire pr�esent�eeau chapitre II pour un ensemble de N particules dans un volume V . Par cons�equent la moyenneest d�e�nie comme si les deux particules consid�er�ees �etaient dispos�ees al�eatoirement dans un milieucontenant N particules.La repr�esentation diagrammatique de hT2i est celle de hTi retranch�ee de tous les diagrammesmettant en jeu plus de deux di�useurs identiques.hT2i = + + + ++ ++ + ...Op�erateur hT2i



128 CHAPITRE VI. MILIEUX FORTEMENT CHARG�ESComme, il n'y a que deux particules, devant les diagrammes sont cach�es les facteurs 2V pour lepremier et 2(2�1)V 2 pour les autres.VI.2.2 Lien entre ht2i et hT2iL'op�erateur hT2i et l'op�erateur de masse sous l'approximation du second ordre ont une formesimilaire �a quelques di��erences pr�es. Notamment hT2i contient l'op�erateur 0� 0 qui n'est paspr�esent dans l'op�erateur de masse. Cet op�erateur que nous appelons l'op�erateur de di�usion doublenon-corr�el�e devra par cons�equent être retranch�e.L'op�erateur hT2i peut s'exprimer en fonction de t1, t2 et 0� 0 simplement en observant lesformes diagrammatiques de hT2i, t1, et t2:<�$T2> (k) = 2V �$t 1 (k)+ �$0� 0 (k) + 2(2 � 1)V 2 �$t 2 (k) (VI.7)Remarquons que pour que la relation entre < T2 > et t2 existe, parce que nous avons d�e�ni lamoyenne de T2 comme si les deux particules �etaient plac�ees dans un milieu �a N particules. Le lienn'aurait pu être �etabli si on ne prenait pas en compte le rôle des autres particules sur les positionspossible d'une paire de particules.Nous montrons dans l'annexe B que l'op�erateur 0� 0 peut se mettre sous une forme analytiqueet s'exprime en fonction de la matrice de di�usion d'une sph�ere de Mie dans la direction avantpour un nombre d'onde incident k1. Cette relation est (cas o�u N = 2):0� 0 (k) = 2V 2 1k2 � k21 �i4�S1(0)k1 �2 (VI.8)Par ailleurs, nous allons montrer comment on obtient num�eriquement l'op�erateur hT2i �a partirdu r�esultat de la di�usion par une paire de particules. Finalement, la seule inconnue du probl�emeest t2 que l'on obtient �a partir de (VI.7).�$t 2 (k) = V 2 <�$T2> (k)2 � V �$t 1 (k)� �$0� 0 (k) (VI.9)VI.2.3 Comment obtenir hT2i �a partir du r�esultat de la di�usion d'une pairede particules?D�e�nition de T2 et S2;�;k1(�)Supposons que le centre d'une paire de particule soit plac�e �a l'origine d'un rep�ere cart�esien.Soit � le vecteur reliant le centre des deux particules. Soit T2;�;0 l'op�erateur qui relie pour un ��x�e, le champ di�us�e du champ incident par la relation suivante:Esca(r) = Z $G1 (r� r0) $T2;�;0 (r0; r00)Einc(r00)d3r0d3r00 (VI.10)L'indice 0 pr�ecise que la paire de particule est centr�ee �a l'origine d'un r�ef�erentiel.Pour la même paire de particule, soit S2;�;k1(�) la matrice de di�usion qui relie le champdi�us�e en champ lointain avec le champ incident dans le rep�ere de Bohren et Hu�man (1983) parla relation suivante: Esca(r) = eik1(r�z)�ik1r S2;�(�)Einc(r) (VI.11)o�u les champs incident et di�us�es s'expriment dans le plan de di�usion. La m�ethode des matricesT est utilis�ee pour obtenir num�eriquement S2;�(�) pour chaque �.



VI.2. DIFFUSION PAR UNE COLLECTION DE PARTICULES 129Comme pour le cas d'un di�useur sph�erique, on peut montrer que T2;�;0 et S2;� sont reli�es parla relation: �$T2;�;0 (k1) = i4�S2;�(0)k1 (VI.12)La matrice S2;�(0) est une quantit�e calculable exactement num�eriquement par la m�ethode de lamatrice des transfert que nous d�ecrivons �a la �n de ce chapitre.MoyennesDans un syst�eme de coordonn�ees sph�eriques, le vecteur � peut être �ecrit comme:� = (�; �p; �p) (VI.13)L'op�erateur T2;�;R d'une paire de particules centr�ee en R est reli�e �a l'op�erateur centr�e en 0 parla relation: $T2;�;R (r0; r00) =$T2;�;0 (r0 �R; r00 �R) (VI.14)A�n d'obtenir hT2i, nous devons moyenner sur toutes les orientations (�p; �p), sur toutes lesdistances j�j inter-centres via la fonction de corr�elation de paires de particules, et sur toutes lespositions des centres des particules. Cette moyenne s'�ecrit:<$T2> (r0; r00) = Z $T2;�;R (r0; r00)P2(�)d3�d3R (VI.15)avec P2(�) = 1V 2 [1 + g2(�)] (VI.16)o�u g2(�) est la fonction de corr�elation de paire. On sait que:<�$T2> (k0;k00) = Z <$T2> (r0; r00)e�ik0r0eik00r00d3r0d3r00 (VI.17)Par injection des �equations (VI.14), (VI.15) et (VI.16) dans (VI.17) et (VI.12) on obtient 1:<�$T2> (k1) = i4�k1 < S2 > (0) (VI.18)avec < S2 > (0) = 1V 2 Z S2;�(0)[1 + g2(�)]�2sin(�p)d�d�pd�p (VI.19)Nous avons donc obtenu une expression de la moyenne de T2 en fonction de quantit�es que noussavons calculer, i.e. la moyenne de la matrice S2 sur toutes les orientations et sur toutes lesdistances pond�er�ees par [1 + g2(�)].1. On a aussi utilis�e la relation suivante due �a la moyenne sur la variable R (les centres des particules).<�$T2> (k;k0) = (2�)3�(k� k0) <�$T2> (k)Cela est la cons�equence de l'invariance par translation du milieu en moyenne.



130 CHAPITRE VI. MILIEUX FORTEMENT CHARG�ESVI.2.4 Expression du nombre d'onde e�ectif et du coe�cient d'extinctionNous pouvons maintenant exprimer le nombre d'onde e�ectif uniquement en fonction de quan-tit�es connues. Si on injecte dans la relation entre le nombre d'onde e�ectif et l'op�erateur de masse(VI.1) les relations (VI.4) et (VI.8), et si on utilise (VI.5), (VI.12) et (VI.18), on obtient une�equation pour le nombre d'onde e�ectif:k2eff � k21 = ni4�k1 S1(0) + n2 "V 22 i4�k1 hS2 � 2S1i (0)�� i4�k1 S1(0)�2 1k2eff � k21 # (VI.20)On multiplie (VI.20) par k2eff � k21 pour obtenir une �equation polynomiale d'ordre 2:�k2eff � k21�2 +B �k2eff � k21�+ C = 0 (VI.21)avec B = �ni4�S1(0)k1 � n2V 22 i4�k1 hS2 � 2S1i (0) et C = n2�i4�S1(0)k1 �2 (VI.22)Alors la solution est: k2eff = k21 �B �pB2 � 4C et Kext = 2Im(keff ) (VI.23)VI.2.5 Calcul de V 2 hS2 � 2S1i (0)Il est int�eressant de connâitre la valeur asymptotique de S2;�(�) quand j�j tend vers l'in�ni.La propagation du premier di�useur vers le second est pilot�e par le tenseur de Green qui d�ecroitvers �. Alors quand k0j�j est grand, les di�usions multiples inter-particules peuvent être n�eglig�ees.Ainsi le r�esultat est la somme de la di�usion simple de chaque di�useur.limj�j!+1S2;�(�) = 2S1(�) (VI.24)Comme nous devons calculer la di��erence entre S2 et S1, nous allons utiliser cette propri�et�e pourr�eduire les temps de calcul.Calculons la moyenne de S2;�(0)� 2S1(0)hS2 � 2S1i (0) = 1V 2 Z 10 Z �0 Z 2�0 [S2;�(0) � 2S1(0)][1 + g2(j�j)]j�j2dj�jd�psin(�p)d�p= 1V 2 Z L10 Z �0 Z 2�0 [S2;�(0) � 2S1(0)][1 + g2(j�j)]j�j2dj�jd�psin(�p)d�p+ 1V 2 Z 1L1 Z �0 Z 2�0 [S2;�(0) � 2S1(0)][1 + g2(j�j)]j�j2dj�jd�psin(�p)d�p(VI.25)Si on prend L1 su�samment grand pour que l'on puisse n�egliger les di�usions multiples inter-particules pour � > L1, alors l'int�egrale de L1 �a l'in�ni est n�egligeable. De plus, dans le mod�elede N sph�eres dures dispos�es al�eatoirement avec un rayon a, la fonction de corr�elation de paire[1+g2(j�j)] = 0 si j�j < 2a, alors nous devons calculer S2;�(0)�2S1(0) seulement pour 2a < � < L1:V 2 hS2 � 2S1i (0) = Z L12a Z �0 Z 2�0 [S2;�(0) � 2S1(0)][1 + g2(j�j)]j�j2dj�jd�psin(�p)d�p (VI.26)



VI.3. DIFFUSION PAR UNE PAIRE DE PARTICULES SPH�ERIQUES 131VI.3 Di�usion par une paire de particules sph�eriquesVI.3.1 Calcul par la m�ethode de la matrice de transfert TWaterman (1971) est �a l'origine d'une m�ethode num�erique appel�ee m�ethode de la matrice T(�a ne pas confondre avec l'op�erateur T de la th�eorie de la di�usion multiple) permettant le calculde la di�usion par un ensemble d'objet de forme et de taille quelconque. Quel que soit le syst�eme�etudi�e, le champ incident et le champ di�us�e au point r est d�evelopp�e sur une base d'harmoniquessph�eriques 2: Einc(r) = 1Xn=1 nXm=�n [amnRgMmn(kr) + bmnRgNmn(kr)] (VI.27)Esca(r) = 1Xn=1 nXm=�n [pmnMmn(kr) + qmnNmn(kr)] (VI.28)o�u les Mmn et Nmn sont des fonctions vectorielles sph�eriques dont on trouvera les expressionsd�etaill�ees dans plusieurs articles dont Mishchenko (1990) ou encore Mishchenko (1991); Rg sp�eci�equ'il s'agit de la version r�eguli�ere de l'harmonique sph�erique.On peut montrer que la relation entre les coe�cients du champ di�us�e et ceux du champincident est lin�eaire. pmn = 1Xn0=1 nXm0=�n0 �T 11mnm0n0am0n0 + T 12mnm0n0bm0n0� (VI.29)qmn = 1Xn0=1 nXm0=�n0 �T 21mnm0n0am0n0 + T 22mnm0n0bm0n0� (VI.30)Les T ijmnm0n0 sont les �el�ements de la matrice T. Cette relation peut alors se contracter par larelation: � pq � = T� ab � = � T11 T21T21 T22 �� ab � (VI.31)Pour un syst�eme de forme et d'indice donn�e, et pour un r�ef�erentiel sp�eci��e, les �el�ements de lamatrice T sont uniques. La m�ethode g�en�erale pour le calcul de T est donn�ee par Waterman(1971), mais quand le di�useur est axisymm�etrique les formules se simpli�ent consid�erablement.Michael Mishchenko de la NASA Goddard Institute for Space Studies et Daniel Mackowski del'universit�e d'Auburn ont d�evelopp�e un code de calcul Fortran actuellement disponible sur le siteinternet de http://www.giss.nasa.gov/. Ce code r�esoud le probl�eme le probl�eme �electromagn�etiquede la di�usion par deux sph�eres par le formalisme de la matrice T pour une distance inter-centre�x�ee, mais moyenn�e sur toute les orientations. Cette moyenne est analytique, ce qui rend le codetr�es performant en terme de temps de calcul. Les entr�ees du code sont les rayons des deux sph�eres,leurs indices et la distance inter-centre. Le code renvoie en sortie les sections e�caces de di�usionCsca et d'extinction Cext, ainsi que la matrice de Mueller F(�) (4�4) de la fonction de phase reliantles vecteurs de Stokes de l'onde di�us�ee Isca en champ lointain des deux sph�eres aux vecteurs deStockes incident Iinc par la relation (voir par exemple le livre de van de Hulst (1981) pour lesd�e�nitions pr�ecisent): 0BB@ IscaQscaUscaVsca 1CCA = Csca4�R2F(�)0BB@ IincQincUincVinc 1CCA (VI.32)2. Voir Tsang, Kong, et Shin (1984), Tsang, Kong, et Shin (1985), Tsang, Kong, Ding, et Ao (2001), ou encoreMishchenko (1990).



132 CHAPITRE VI. MILIEUX FORTEMENT CHARG�ESO�u � est la di��erence entre l'angle de di�usion et l'angle d'incidence. Les �el�ements de la matricede la fonction de phases sont int�eressant �a analyser pour se rendre compte des e�ets de di�u-sions multiples entre les deux sph�eres. On peut par exemple �etudier la r�etrodi�usion coh�erente(Mishchenko 1996) ou encore la d�epolarisation des champs di�us�es (Mishchenko, Mackowski, etTravis 1995). Notons que le code a �et�e valid�e par des comparaisons exp�erimentales (Mishchenkoet Mackowski 1996).VI.3.2 Section e�cace d'une paire de di�useurs sph�eriquesPour juger d'une part de l'importance des interf�erences entre les champs di�us�es par les deuxsph�eres dans la direction avant, et d'autre part du rôle de la di�usion multiple entre les deuxsph�eres nous proc�edons comme suit. On peut comparer la section e�cace de di�usion des deuxsph�eres que l'on note Cext;2(j�j) moyenn�ee sur toutes les orientations pour une distance inter-centrej�j �x�ee, par rapport �a la section e�cace de deux sph�eres de Mie suppos�ees ind�ependantes (onsomme deux fois la section e�cace d'une sph�ere seule de fa�con incoh�erente) not�e 2Cext;1.
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(c) a = 0:5�0Fig. VI.1 { Cext;22Cext;1 en fonction de la distance intercentre des particules j�j not�ee R12 sur les�gures. L'indice du milieu hôte est nh = 1:33. Les r�esultats sont pr�esent�es sur chaque �gure pour3 indices de particules di��erentes np = 1:59, np = 2:21 et np = 2:8En analysant les courbes Fig.VI.1, ou le rapport Cext;22Cext;1 est trac�e pour di��erents rayons departicules on se rend tout de suite compte si la di�usion multiple joue un rôle ou non.Par exemple, prenons le cas des plus petites particules a = 0:01�0 Fig.VI.1(a). On voit que lerapport repr�esent�e ne d�epend pas de l'indice des particules alors que l'on aurait pu s'attendre �aune augmentation de la di�usion multiple pour les particules les plus contrast�ees. Cela impliqueque la di�usion multiple n'a dans ce cas aucun rôle. La raison est que les sections e�caces desparticules sont trop petites pour qu'il y ait di�usion multiple. Par contre les interf�erences entreles champs rayonn�es en champ lointain ind�ependamment de l'un et de l'autre sont tr�es fortespuisque la section e�cace est doubl�ee quand les sph�eres sont coll�ees par rapport �a deux sph�eresind�ependantes. Les ondes interf�erent constructivement quand les di�useurs sont tr�es proches, carle d�ephasage entre les ondes rayonn�ees par chacun des di�useurs est tr�es petits.Pour le cas des particules de rayon a = 0:1�0 Fig.VI.1(b), une di��erentiation des sectionse�caces apparâ�t entre les di��erents indices de particules pour j�j � 2a: c'est le signe que ladi�usion multiple joue ici un rôle. D'autre part, les champs rayonn�es en champ lointain par lesdeux particules interf�erent aussi assez fortement car la distance interparticule reste relativementfaible.



VI.3. DIFFUSION PAR UNE PAIRE DE PARTICULES SPH�ERIQUES 133Parmi les cas pr�esent�es, c'est pour a = 0:5�0 Fig.VI.1(c) que les sections e�caces sont lesplus fortes. Dans ce cas, la di�usion multiple joue un rôle non-n�egligeable pour des distancesinter-centres j�j pas trop fortes. Par contre l'interf�erence des champs rayonn�es en champ lointaincommence �a être plus faible: la moyenne sur les orientations quand les di�useurs sont �eloign�es �atendance �a rendre les ondes di�us�ees en moyenne incoh�erentes entre elles.Pour conclure, il semble que la di�usion multiple ne puisse jouer un rôle sur la section e�caced'extinction que si les di�useurs sont �a la fois su�samment forts et pr�es l'un de l'autre.VI.3.3 Lien entre la matrice de transfert et la matrice S de di�usion versl'avant pour une paire de particules sph�eriquePour notre probl�eme, ce n'est pas de la fonction de phase dont nous avons besoin, mais seule-ment de la valeur de matrice de di�usion S2;� de Bohren et Hu�man qui relie les champs di�us�esau champ indident par la relation (VI.12).Le code de Michael Mishchenko et de Daniel Mackowski ne donne pas directement en sortie lamatrice de di�usion S2;�. Il donne la section e�cace d'extinction et la matrice de Mueller de lafonction de phase moyenn�ees sur toutes les orientations (�; �). Mais la sortie qui nous int�eresseest le r�esultat de la moyenne de la matrice de di�usion dans la direction avant.La relation entre la matrice de di�usion S2(�sca; �sca; �inc; �inc) et les �el�ements de la matrice Test une expression complexe donn�ee dans l'article de Tsang, Kong, et Shin (1984); on la trouveraaussi dans le livre de Tsang, Kong, et Ding (2000). Mishchenko (1990) reprend cette formule pourle calcul de la di�usion par des particules non-sph�eriques mais dont l'orientation est al�eatoire. Pourle cas o�u l'objet di�useur est une paire de particules sph�eriques dont l'orientation est al�eatoire,la moyenne sur toutes les orientations des deux sph�eres impose une sym�etrie sph�erique de l'objetdi�useur moyen. Par cons�equent, comme pour le cas d'un di�useur sph�erique, la matrice S2 estdiagonale et les �el�ements diagonaux sont forc�ement identiques dans la direction avant. Dans cettepartie, on note par <> la moyenne sur l'ensemble des orientations pour une distance inter-centrej�j �x�ee. Il obtient une relation du type:hS2;�(�sca; �sca; �inc; �inc)i = i 1Xn=1 nXm=�n(�i) 2n+ 1n(n+ 1)eim(�sca��inc)� A11 A21A12 A22 � (VI.33)o�u les Aij s'expriment en fonction de la moyenne des �el�ements de la matrice T et de fonctions quid�ependent des angles (�sca; �sca; �inc; �inc);Nous avons appliqu�e ces relations pour le cas particulier de la direction avant. Apr�es un longcalcul sans di�cult�es, on obtient �nalement:hS2;�i (0) = 12 1Xn=1 nXm=�n �T 11m;n;m;n + T 22m;n;m;n� (VI.34)O�u les �el�ements de la matrice de transfert sont calcul�es pour une orientation quelconque de lapaire de particule.Maintenant que nous savons comment calculer la matrice de di�usion < S2; � > d'une paire departicules moyenn�ee sur les orientations pour une distance �x�ee �a partir du calcul de la matricede transfert, il ne reste plus, pour obtenir < S2 > (0) qu'�a moyenner ce r�esultat en �evaluantl'expression (VI.26) via la fonction de distribution de paire [1+ g2] pour des distances inter-centrede 2a �a L1. L1 doit valoir au minimum quelques rayons de particules et au moins une longueurd'onde.Pour le calcul de g2, on pourra utiliser la fonction de Percus-Yevick, ou mieux, le r�esultat d'unmod�ele statistique. Ces mod�eles sont pr�esent�es au chapitre II. Nous avons maintenant tous les�el�ements pour �evaluer la formule du nombre d'onde e�ectif (VI.23) et en�n celle du coe�cientd'extinction.



134 CHAPITRE VI. MILIEUX FORTEMENT CHARG�ESVI.4 Perspectives d'utilisation du mod�eleVI.4.1 Comparaison avec le mod�ele de KellerCas des di�useurs faiblesRappelons que sous l'approximation de Keller, on peut calculer une expression analytique dunombre d'onde e�ectif uniquement pour le cas de di�useurs petits devant la longueur d'onde etsous l'approximation scalaire. Toutefois les bonnes comparaisons du coe�cient d'extinction parla formule approch�ee avec certains r�esultats exp�erimentaux et des �etudes num�erique (pour desparticules de faible section e�cace et pour des particules de taille proche de la longueur d'onde),montre que la formule analytique de Keller a probablement un domaine de validit�e plus �etenduen terme de taille de particule.Quand les di�useurs sont faibles, les diagrammes r�ecurrents sont n�egligeables et l'approximationde Keller devrait être valable. La m�ethode num�erique que nous avons expos�e devrait correctementcalculer le coe�cient d'extinction pour n'importe quelle taille de particules. Il serait donc int�e-ressant de comparer la m�ethode num�erique expos�ee avec la formule analytique de Keller a�n deconnâ�tre son domaine de validit�e en terme de taille de particules.Cas des di�useurs fortsJusqu'�a quel contraste d'indice, peut t-on consid�erer que les di�useurs sont su�samment faiblespour que l'approximation de Keller soit valable? On pourra traiter le cas des petits di�useurs enr�esonances plasmons. Pour une fraction volumique donn�ee, le cas des petits di�useurs de fortessections e�caces est int�eressant car la faible distance moyenne inter-di�useurs devrait favoriserle rôle des di�usions multiples r�ecurrentes de paires de di�useurs. Les di�useurs de tailles plusimportante de fort contraste d'indice dans un r�egime de di�usion proche des r�esonances de Mieest aussi un cas d'�etude important.VI.4.2 Comparaison avec l'Approximation Quasi-Cristalline (QCA)Le mod�ele appel�e QCA est un mod�ele tr�es utilis�e par l'�equipe de Tsang L. et al. Les codesd�evelopp�ees semblent e�caces pour le cas des di�useurs petits devant la longueur d'onde. Il se-rait important de comparer notre mod�ele num�erique au mod�ele QCA pour di��erente tailles departicules.VI.5 ConclusionDe nombreuses �etudes portent sur le calcul de la section e�cace d'extinction et de di�usiond'une paire de particules. On aurait tort de croire que l'on peut directement exploiter ce r�esultat(même moyenn�e sur les orientations et les distances inter-centres) pour calculer le coe�cientd'extinction d'un ensemble de particules dispos�ees al�eatoirement dans l'espace simplement en�ecrivant: Kext = nCext (VI.35)o�u n est le nombre de particules par unit�e de volume. La formule (VI.35) n'est valable que pour unensemble de di�useurs ind�ependants qui ont pour forme particuli�ere un agr�egat de deux sph�eres.Pour r�epondre �a ce probl�eme, nous avons exploit�e ce que nous apprend la th�eorie perturbativede la di�usion multiple par des objets r�epartis al�eatoirement dans l'espace, notamment sur l'�etudedu champ coh�erent (ou champ moyen). Cette th�eorie donne un moyen formel pour obtenir l'indicee�ectif en terme de diagrammes. Ces diagrammes repr�esentent des �ev�enements de di�usion mul-tiple corr�el�es ou non qui contribuent �a modi�er l'indice e�ectif. Comme le coe�cient d'extinction



VI.5. CONCLUSION 135s'obtient en prenant la partie imaginaire de l'indice e�ectif, la prise en compte des corr�elationssur la position des di�useurs devrait rendre compte des e�ets de di�usion d�ependante observ�espour de fortes fractions volumiques de di�useurs. Nous pr�esentons l'approximation des di�useurscorr�el�es par paires qui n�egligent les corr�elations concernant plus de deux di�useurs, mais qui prenden compte toutefois toutes les di�usions multiples r�ecurrentes au sein d'une paire de di�useurs, cequi n'�etait pris en compte dans l'approximation des faibles di�useurs (l'approximation de Keller).Nous pensons par cons�equent pouvoir traiter le cas de di�useurs fortement di�usant et corr�el�es.Le calcul de ces diagrammes ne peut se faire que num�eriquement.La m�ethode de la matrice T (ou matrice de transfert) est id�eale pour calculer la di�usion parune paire de particules sph�eriques. Notre tache a �et�e de relier ce r�esultat aux diagrammes contenusdans l'op�erateur de masse sous l'approximation des di�useurs corr�el�es par paires.La m�ethode num�erique pr�esent�ee a pour originalit�e d'exploiter le r�esultat de la di�usion parune paire de particule pour en d�eduire le coe�cient d'extinction par un ensemble de sph�eres dures.Il devrait être possible de poursuivre le raisonnement pour prendre en compte les corr�elations �atrois particules en utilisant le r�esultat de la matrice T d'un syst�eme de trois di�useurs.Nous n'avons pas �etudi�e comment obtenir le coe�cient de di�usion. A cette �n, on pourraitchercher �a obtenir l'op�erateur Intensit�e de l'�equation de Bethe-Salper, sous l'approximation desdi�useurs corr�el�es par paires puis relier cet op�erateur au r�esultat de la matrice T.



136 CHAPITRE VI. MILIEUX FORTEMENT CHARG�ES



137
Chapitre VIICouplage incoh�erent d'une di�usionsurface-volume
VII.1 IntroductionLe probl�eme de la di�usion en volume et de la di�usion en surface sont deux probl�emes com-plexes qui ont fait l'objet de nombreuses publications. Ces deux probl�emes poss�edent des solutionsapproximatives satisfaisantes dans de nombreux cas pratiques, mais sont toutefois g�en�eralements�epar�ement �etudi�es. Pourtant, l'�etude les syst�emes di�usant �a la fois en volume et en surface sontd'un grand int�erêt pour �evaluer les propri�et�es optiques des peintures di�usantes ou des tissus bio-logiques ou encore pour des applications en t�el�ed�etection dans le domaine micro-onde. Le proposde notre �etude est le calcul num�erique de la distribution bidirectionnelle de la r�eexion (BRDF)d'une couche rugueuse contenant des di�useurs di�electriques par un mod�ele rapide.Sentenac et al. (2002) ont r�ecemment montr�e que pour une forte fraction volumique de pe-tites particules plac�ees en dessous d'une surface rugueuse, le couplage est dû principalement �ala modi�cation de l'indice e�ectif de la couche �a cause des di�useurs. Si on prend en compte ceph�enom�ene, la di�usion peut être obtenue par la simple addition des contributions ind�ependantesde la surface et du volume. Dans notre travail, le milieu di�usant est un ensemble de particulesdont le param�etre de taille est proche des r�esonances de Mie. La fraction volumique est telle queles corr�elations entre les particules peuvent être n�eglig�ees. De plus, on suppose qu'il n'y a pas decorr�elation entre la surface rugueuse et la distribution des particules. C'est une approximationraisonnable pour de faibles concentrations. La BRDF est calcul�ee par la r�esolution de l'�equation(ph�enom�enologique) de transfert radiatif scalaire dans le milieu di�usant par la m�ethode des or-donn�ees discr�etes. L'e�et de la rugosit�e est pris en compte lors de l'�ecriture des conditions auxlimites sur les interfaces rugueuses (Fung et Chen 1981). Nous utilisons le mod�ele de Kirchho�(Ulaby et al. 1982) pour d�ecrire la di�usion par les surfaces rugueuses.Il nous est apparu important d'�etudier les e�ets du couplage entre la di�usion en volume et ladi�usion de surface dus aux processus de di�usion multiple. On parlera de couplage incoh�erent.La prise en compte de ce couplage alourdit consid�erablement les calculs. Il est donc utile d'�etudierdans quelles conditions on peut n�egliger ce couplage. On pourra alors simplement additionnerles deux r�esultats pour obtenir le r�esultat de la di�usion par une couche charg�ee et rugueuse.Pour d�ecrire le couplage incoh�erent, nous consid�erons le cas d'une couche contenant des particulesdi�usantes mais sans rugosit�e. Un deuxi�eme cas est l'�etude d'une couche rugueuse sur un volumehomog�ene e�ectif. On trouve que la somme des deux r�esultats est tr�es proche de la solution dusyst�eme coupl�e pour le cas des surfaces rugueuses de pentes inf�erieure �a 0:2 . Nous pr�esentonsdi��erents cas concrets et analysons les di��erentes contributions du couplage de la di�usion envolume avec la di�usion en surface.



138 CHAPITRE VII. COUPLAGE INCOH�ERENT D'UNE DIFFUSION SURFACE-VOLUMEVII.1.1 Syst�eme �etudi�e et objectifsLe syst�eme id�eal (Fig.VII.1) que l'on �etudie est une couche di�electrique reposant sur un substratm�etallique (parfaitement conducteur). Cette couche contient des billes di�electriques identiquesparfaitement sph�eriques plong�ees dans un milieu hôte. Les param�etres du milieu di�usant envolume sont les suivants:� indice du milieu hôte: n2� indice des di�useurs: np� rayon des di�useurs: a�0� fraction volumique des particules :f� �epaisseur de la couche : e�0La surface d'entr�ee est rugueuse avec une statistique homog�ene et isotrope. Les caract�eristiquesde l'interface sont suppos�ees connues:� contraste d'indice: n2=n1� hauteur quadratique moyenne: ��0� longueur de corr�elation: �c�0� statistiques de la surface.La hauteur ou l'�ecart au plan moyen de la surface est suppos�e �a statistique gaussienne avec unehauteur quadratique moyenne connue �. De même la fonction de corr�elation est suppos�ee deforme gaussienne avec une longueur de corr�elation �c connue. L'objectif de notre probl�eme est le
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Fig. VII.1 { Grandeur recherch�ee: Fonction de Distribution de la R�eectivit�e Bidirectionnelle(BRDF ) di�use et le facteur de r�eexion sp�eculaire Rccalcul de la distribution du ux rayonn�e par la peinture connaissant l'angle de l'onde incidentepar rapport �a la normale �a la peinture. On obtient ainsi la BRDF (Bidirectionnal ReectionDistribution Function) que l'on notera �00(�sca; �inc; �sca; �inc) o�u �inc et �sca sont respectivementl'angle d'incidence et l'angle de di�usion par rapport �a la normale; �inc et �sca sont respectivementles angles azimutaux d'incidence et de di�usion. On note l'exposant 00 pour rappeler que cettefonction d�epend de la direction d'incidence et la direction de sortie.



VII.2. MOD�ELISATION: APPROCHE RADIATIVE INCOH�ERENTE 139VII.1.2 �Etat de l'artA notre connaissance, la premi�ere �etude num�erique d'un syst�eme di�usant �a la fois en surface eten volume a �et�e r�ealis�e par Fung et Chen (1981). Il s'agit d'un mod�ele de transfert radiatif polaris�eappliqu�e au cas d'une couche di�usante dans le r�egime de Rayleigh (petites particules devant lalongueur d'onde de l'�eclairement). Cette m�ethode n�ecessite une mod�elisation de la di�usion parune interface rugueuse en r�eexion et en transmission. A�n de r�eduire les temps de calcul par lecouplage radiatif polaris�e, une analyse math�ematiques des matrices de Mueller d'une surface ru-gueuse est pr�esent�e par Lam et Ishimaru (1993). Le mod�ele du couplage que l'on d�ecrit ici en d�etailest en principe identique �a ceci pr�es que nous avons e�ectu�e une approximation suppl�ementaire:le probl�eme est trait�e de mani�ere scalaire.Pak et al. (1993) calculent les ux r�etrodi�us�es d'un milieu di�usant �a la fois en volume et ensurface. Le r�esultat est obtenu en r�esolvant exactement les �equations de Maxwell par la m�ethodedes �el�ements �nis. Ils comparent le r�esultat du syst�eme complet �a la somme des r�esultats desprobl�emes d�ecoupl�es obtenus par la même m�ethode �electromagn�etique. Le syst�eme �etudi�e est unecouche rugueuse p�eriodique dans une direction et est invariante selon la direction orthogonale. Lesyst�eme est donc �a deux dimensions. La surface rugueuse a une hauteur quadratique moyenne de� = 0:2�0 ou � = 0:4�0 pour une longueur de corr�elation �c = 1:5�. Dans la zone situ�ee en dessousde la rugosit�e sont plac�es al�eatoirement des petits di�useurs rectangulaires de petites dimensions(0:2�0 � 0:28�0 �a 13:1% ou 0:05�0 � 0:06�0 �a 6:2%). Ils montrent qu'il y a une di��erence entrele r�esultat de la somme incoh�erente de la di�usion de surface et en volume et le r�esultat exactdonn�e par la m�ethode des �el�ements �nis dans les directions ou la di�usion en volume et en surfaceont une contribution �equivalente. Sentenac et al. (2002) montrent que si on calcule la di�usionsurfacique seule en prenant le substrat qui aurait pour indice l'indice e�ectif dû aux di�useursvolumiques et que l'on ajoute la contribution incoh�erente de la di�usion en volume seule, alors onretrouve le r�esultat exact.Pour des applications en t�el�edection, il est important de connâitre la quantit�e d'�energie r�etro-di�us�ee dans la direction exacte de la source. Un point important de l'article de Pak et al. (1993)est que pour le cas d'une hauteur quadratique moyenne de 0:2�0, �a fort angle d'incidence, lapartie r�etro-di�us�ee est fortement inuenc�ee par la di�usion en volume, tandis qu'en incidencenormale, la rugosit�e de la surface est pr�epond�erante. Pour le cas d'une surface rugueuse avec unehauteur quadratique moyenne de 0:4�0, �a fort angle d'incidence (sup�erieur �a 50 degr�es) la di�usionvolumique semble fortement inuenc�ee par la rugosit�e. On peut se demander si cet e�et peut êtreretrouv�e par un couplage incoh�erent.Le cas des �lms rugueux contenant des petites particules devant la longueur d'onde a �et�e �etudi�eth�eoriquement par Calvo-Perez (1999) par la Mean Field Theory (MFT). Il s'agit d'un mod�ele�electromagn�etique qui a l'avantage de prendre en compte les e�ets de corr�elation de la positiondes particules, les ph�enom�enes de champ proche particules-particules et particules-interface. Dansce mod�ele la di�usion par la surface ou par des particules est trait�ee comme une h�et�erog�en�eit�e del'indice par rapport �a un milieu moyen. Chaque inhomog�en�eit�e voit le champ moyen calcul�e parla th�eorie des fortes uctuations (Tamoikin 1971; Tsang et al. 1985) puis rayonne une fois dans cemilieu moyen. Ce mod�ele ne permet donc pas de prendre en compte les �ev�enements de di�usionsmultiple. Le milieu al�eatoire ne doit par ailleurs pas trop s'�ecarter du r�egime d'homog�en�eisation.Il est donc limit�e �a des h�et�erog�en�eit�es de faible contraste d'indice(< 2) et de petite taille. Le pointfort dans ce mod�ele est qu'il n'y pas de limitation sur les pentes moyennes des surfaces rugueuses.Parmi les autres travaux, on peut citer les mod�eles perturbatifs de Elson (1984) et Bilgen etRose (1994) respectivement pour des ondes �electromagn�etiques et acoustiques.
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0O� (b) Sources: ondes planes collimat�ees etondes di�us�ees par l'interfaceFig. VII.2 { Approche radiativeVII.2 Mod�elisation: approche radiative incoh�erenteNous avons introduit au chapitre I l'Equation de Transfert Radiatif (ETR). Cette �equation d�e-crit les processus de transport de la lumi�ere dans le volume di�usant. Il s'agit d'un bilan sur le uxd'�energie directionnel dans la direction u dans un volume �elementaire dSdl moyen (Fig.VII.2(a)).Ce bilan d'�energie doit être e�ectu�e partout dans le milieu di�usant et dans toutes les directionsde l'espace. Cet �el�ement de volume est un �el�ement de taille m�esoscopique. C'est �a dire �a une�echelle situ�ee entre l'�echelle microscopique des di�useurs et l'�echelle macroscopique de la peinture.Le gain d'un facteur d'�echelle compar�e �a l'approche �electromagn�etique explique la rapidit�e de cemod�ele.La source de rayonnement est une onde plane incidente monochromatique qui peut être g�en�er�eepar exemple par un laser (Fig.VII.2b). Une partie de cette onde coh�erente se propage dans le milieudi�usant et s'att�enue progressivement pour augmenter les luminances di�uses, puis remonte apr�esr�eexion sp�eculaire sur l'interface inf�erieure. Dans la fonction source, on doit aussi prendre encompte l'onde di�us�ee d�es l'entr�ee du volume di�usant �a cause de l'interface rugueuse.En�n pour r�esoudre l'ETR pour notre syst�eme sachant que la source de di�usion est une ondeplane collimat�ee, il faut correctement d�ecrire les conditions aux limites pour les luminances auniveau des interfaces rugueuses. Ces conditions aux limites sont d�ecrites en d�etail dans l'annexeH. La r�esolution de l'ETR pour une couche di�usante avec interfaces rugueuses par la m�ethodedes ordonn�ees discr�etes est �egalement expos�ee dans cette annexe.VII.2.1 Param�etres volumiquesLa luminance L(r;u) au point r dans la direction u satisfait �a l'ETR (voir I):dL(r;u)dl = �KextL(r;u) + Ksca4� Z4� L(r;u0)P (u0;u)d
0 (VII.1)o�u Kext et Ksca sont respectivement les coe�cients d'extinction et de di�usion et P (u0;u) est lafonction de phase d'un �el�ement de volume moyen contenant une petite assembl�ee de particules (voirI). Les param�etres du milieu moyen sont calcul�es par l'approximation de la di�usion ind�ependante:Ksca = f4=3�a3Csca et Kext = f4=3�a3Cext (VII.2)



VII.2. MOD�ELISATION: APPROCHE RADIATIVE INCOH�ERENTE 141o�u les Csca et Cext sont les sections e�caces de di�usion et d'extinction d'une sph�ere isol�ee que l'oncalcule par la th�eorie de Mie (Bohren et Hu�man 1983). La fonction de phase d'entr�ee de l'ETRest celle d'une particule isol�ee. L'approximation de la di�usion ind�ependante est raisonnable si lesfractions volumiques ne sont pas trop fortes.VII.2.2 Param�etres surfaciquesLes conditions aux limites vont d�ependre de la r�eponse radiative des interfaces rugueuses.Nous avons besoin d'un mod�ele capable de calculer la di�usion par une interface rugueuse. Lesparam�etres coh�erents et incoh�erents de l'interface �a d�eterminer sont tr�es nombreux:� RC12(�) et RC21(�) les facteurs de r�eexion coh�erents respectivement pour une onde incidentese propageant du milieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.� TC12(�) et TC21(�) les facteurs de transmission coh�erents respectivement pour une ondeincidente se propageant du milieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.� �0012(�sca; �inc; �sca; �inc) et �0021(�sca; �inc; �sca; �inc). Ce sont les fonctions bidirectionnelles dela distribution du ux di�us r�e�echi respectivement pour une onde incidente se propageantdu milieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.� � 0012(�sca; �inc; �sca; �inc) et � 0021(�sca; �inc; �sca; �inc) les fonctions bidirectionnelle de la distri-bution du ux di�us transmis respectivement pour une onde incidente se propageant dumilieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.PSfrag replacements
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(b) Cas d'une luminance incidente se propa-geant du milieu 2 vers le milieu 1Fig. VII.3 { BRDF et BTDF di�uses et facteurs coh�erents d'une interface rugueuse.Les facteurs �energ�etiques coh�erents sont d�eduits des facteurs de r�eexion et de transmissionsur l'interface pour l'amplitude moyenne (sur un ensemble de r�ealisations de surface).RC = ���� < Er >< Einc >����2 (VII.3)Dans le cas d'une interface plane, cette expression se r�eduit �a:RC = ���� ErEinc ����2 (VII.4)



142 CHAPITRE VII. COUPLAGE INCOH�ERENT D'UNE DIFFUSION SURFACE-VOLUMEDans le cas d'une surface �a statistique isotrope, la BRDF et la BTDF d�ependent de l'angled'incidence, de l'angle de di�usion et de la di��erence entre les deux angles azimutaux de di�usion�sca � �inc. A�n de tabuler ces quatres fonctions pour une interface rugueuse particuli�ere en untemps acceptable, il est pr�ef�erable que le mod�ele choisi soit tr�es rapide. Si on discr�etise ces anglesde mani�ere su�sante, on obtient des tableaux �a stocker de plusieurs dizaines de m�ega octets. Cesdonn�ees devront de plus (voir annexe H) être trait�ees.VII.2.3 Mod�eles rapides pour la BRDF et la BTDF d'une interface rugueuseNous pouvons citer quatre mod�eles avec leur domaine de validit�e du plus rapide au moins rapide�a calculer num�eriquement que nous pourrions utiliser pour �evaluer la r�eexion et la transmissiondi�use d'une interface rugueuse:� le mod�ele perturbatif (Agarwal 1977) valable pour des rugosit�es telles que � < �20 et �c > �.L'origine du mod�ele perturbatif est ant�erieure �a l'article de Agarwal (1977), mais nous citonscet article car il est le premier �a l'exprimer �a partir du th�eor�eme d'extinction qui lui permetd'obtenir de nombreux r�esultats originaux. C'est le mod�ele id�eal que l'on peut utiliser pourcalculer le champ di�us�e en r�eexion et en transmission dans le cas des faibles rugosit�eesque la surface soit m�etallique ou di�electrique. Il permet par exemple pour le cas du m�etal deprendre en compte les e�ets des plasmons de surfaces (les ondes de plasmas g�en�er�ees par lemouvement des �electrons libres �a la surface d'un m�etal rugueux ou d'un r�eseau m�etallique)et aussi la nature vectorielle des ondes �electromagn�etiques. Comme l'expression du champdi�us�e est analytique et explicite, le calcul num�erique est extrêmement rapide.� le mod�ele de Kirchho� (Ulaby, Moore, et Fung 1982) est valable pour des rugosit�es telles que� < �3 et �c > 1�. Cette approximation est bas�ee sur l'approximation des plans tangents.Le facteur de r�eexion (et de transmission) local en un point particulier de la surface estsuppos�e être celui d'un plan in�ni tangent �a la surface en ce point (voir Fig.VII.4(a)). Fung etEom (1981) sont les premiers �a notre connaissance �a avoir publi�e les expressions des champsdi�us�es, r�e�echis et transmis par une interface rugueuse sous l'approximation de Kirchho�.� la Mean Field Theory (MFT) valable pour des rugosit�es telles que (Calvo-Perez, Sentenac, etGre�et 1999) � < �2 , n2n1 < 2. Le principe de la MFT appliqu�e �a une interface rugueuse peutse r�esumer en plusieurs �etapes. La surface rugueuse est vue comme un milieu h�et�erog�ene envolume. La surface est d�ecoup�ee en de nombreuses couches parall�eles (Fig.VII.4(b)). Danschacune de ces couches est �evalu�ee par la th�eorie des fortes uctuations la permittivit�ee�ective dans la limite du r�egime d'homog�en�eisation. On obtient alors un empilement decouches homog�enes dont les indices e�ectifs passent de l'indice n1 au dessus de la surface �al'indice n2 en dessous de l'interface. La fonction de Green moyenne de cet empilement estensuite calcul�ee. Puis chaque point de l'espace est un �el�ement de taille dipolaire �eclair�e parle champ e�ectif dans la couche consid�er�ee. Que l'indice en ce point soit n1 ou n2, l'indicecontraste avec le milieu e�ectif et rayonne dans ce milieu jusqu'au point d'observation.� La Small Slope Approximation (SSA) (Voronovich 1985) ��c < 0:3. est une approche al-ternative qui combine l'approximation des plans tangents et le d�eveloppement perturbatifdes champs. Il existe di��erents ordres d'approximation de 0 �a 2 de cette m�ethode (Soubret2001). Une r�ecente comparaison (Soriano, Guerin, et Saillard 2002) entre l'approximationde Kirchho� et la SSA �a l'ordre 0 avec un r�esultat �electromagn�etique exact montre que unfort interêt de la SSA par rapport au mod�ele de Kirchho� dans le cas d'une statistique desurface du type oc�eanne.
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PSfrag replacements n1n2�l� (b) Pour le mod�ele de la MFT, un empile-ment de couches d'indice e�ectif formantun gradiant d'indice de n1 jusqu'�a n2 estcalcul�e.Fig. VII.4 { Di��erentes approches pour d�ecrire la di�usion par une interface rugueuseLe mod�ele de Kirchho� n'est pas analytique sans l'ajout d'approximations suppl�ementaires.Dans le livre de Ulaby et al. (1982), on en trouvera deux types:� l'approximation dite "scalaire" de faibles pentes (pour �=�c < 0:25). Malgr�e son appellation"scalaire", il s'agit d'une version vectorielle du mod�ele scalaire formul�ee par Beckmannet Spizzichino (1963) math�ematiquement plus simple. L'approximation des faibles pentespermet le calcul perturbatif du facteur de r�eexion et de transmission de Fresnel local �l(d�e�ni par le plan tangent �a la surface au point consid�er�e de l'interface) (voir Fig.VII.4(a))autour de l'angle d'incidence � normal �a la surface moyenne.r(�l) = r(�) + dr(�)d� (�)(�l � �) (VII.5)� l'approximation dite de la phase stationnaire valable pour des hauteurs quadratiques moyennes� su�samment fortes telles que les facteurs de r�eexion et de transmission sp�eculaires soientn�egligeables. Il faut donc aussi que la longueur de corr�elation soit su�samment grande pourque les pentes ne d�epassent pas 0.4. L'approximation de la phase stationnaire estime que lamajeure partie di�us�ee dans une direction d'observation est due �a la r�eexion (ou �a la trans-mission) de l'ensemble des pentes de la surface rugueuse qui sont orient�ees et r�e�echissentde mani�ere sp�eculaire dans la direction d'observation. En d'autres termes, chaque facetter�e�echit ou transmet la lumi�ere dans une direction unique et l'angle de di�usion est donn�eepar la loi de la r�eexion de Snell-Descartes.Les mod�eles de Kirchho� doivent être corrig�es par une fonction d'ombrage pour les angles rasantsincidents et di�us. La fonction d'ombrage que nous avons programm�ee est celle de Wagner (1966)utilis�ee par Ishimaru et Chen (1990). Nous avons valid�e les codes de di�usion de Kirchho� par unev�eri�cation de la conservation de l'�energie et en comparant les diagrammes de di�usions obtenusavec ceux pr�evus par la MFT en transmission et avec des mesures exp�erimentales en r�eexionr�ealis�ees par Calvo-Perez (1999).VII.2.4 Validit�e du couplage incoh�erent surface-volumeLes mod�eles de di�usion de surface calculent la BRDF et la BTDF de l'interface en champlointain (�g. VII.5). Le r�esultat de la BRDF et la BTDF de l'interface n'est donc valable qu'�apartir d'une distance d'environ une longueur d'onde de l'interface. Cette contrainte n'est pas avan-tageuse pour le couplage. Le rayonnement vu par chaque di�useur proche de l'interface sera parcons�equent mal calcul�e. Une autre di�cult�e apparâ�t pour les particules situ�ees pr�es de l'interface.
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Fig. VII.5 { Particules en champ lointainLa position al�eatoire de ces particules sera a�ect�ee par la rugosit�e de l'interface. Ce ph�enom�enesera d'autant plus important si les particules sont petites devant la longueur de corr�elation et lahauteur quadratique moyenne de la surface ou si la fraction volumique de di�useur est importante.Pour les peintures di�usantes, on peut n�egliger la corr�elation induite sur la position des parti-cules par l'interface car les particules sont assez grandes devant les longueurs caract�eristiques dela rugosit�e. De plus, pour une faible fraction volumique, il y a en moyenne assez peu de particulesen champ proche de l'interface rugueuse. Ainsi le couplage sera a priori meilleur pour de faiblesfractions volumiques.Un autre point important n�eglig�e dans cette approche est la polarisation des rayonnement misen jeu. Bien que l'on cherche la r�eponse du syst�eme di�usant �a une onde incidente d�epolaris�ee, unprocessus de di�usion simple modi�e g�en�eralement l'�etat de polarisation du faisceau incident. Parcontre Roux (1999) a montr�e que les multiples processus de di�usion ont tendance �a d�epolariserle ondes di�us�ees. Ainsi si le syst�eme que nous �etudions di�use en moyenne de multiple fois c'est�a dire pour un syst�eme de forte �epaisseur optique, on peut esp�erer que l'approximation scalairesoit une bonne approximation. S'il apparâ�t n�ecessaire de prendre en compte la polarisation,l'adaptation de la m�ethode des ordonn�ees discr�etes est possible sans modi�cation de la structureg�en�erale du code. On trouvera de nombreuses informations sur la r�esolution de l'ETR polaris�eepar la m�ethode des ordonn�ees discr�etes dans l'ouvrage de Tsang et al. (2000).La r�esolution de l'ETR par la m�ethode des ordonn�ees discr�etes pose des di�cult�es num�eriquespour les conditions aux limites sur une paroi rugueuse qui provient de l'impr�ecision de mod�elesde di�usion par une surface rugueuse notamment en incidence rasante. La m�ethode des ordonn�eesdiscr�etes associ�ee �a une quadrature de Gauss impose que l'on doit calculer les BRDF21 entreautres pour des angles d'incidence et de di�usion tr�es rasants. C'est �a dire pour des angles o�u lesmod�eles de di�usion sont incorrects. Toutefois les ux associ�es �a ces directions rasantes sont tr�esfaibles compar�es aux autres angles et contribuent peu au bilan �energ�etique.Nous avons besoin d'un mod�ele de di�usion de surface qui conserve l'�energie a�n qu'aucuneperte ne soit introduite. Comme le mod�ele de Kirchho� ne conserve pas l'�energie pour tous lesangles d'incidence, nous sommes contraints de renormaliser la BRDF et la BTDF incoh�erentes etles facteurs de r�eexion et de transmission coh�erents.VII.3 Application au cas d'une peinture rugueuse faiblement dif-fusante en volumeLe premier syst�eme que nous �etudions pourrait être le cas d'une peinture rugueuse que l'onaurait pas charg�ee volontairement en particules di�usantes. Une peinture peut toutefois di�useren volume car elle contient des inclusions m�etalliques ou des colorants de petites tailles devant lalongueur d'onde mais su�samment grosses pour di�user.On repr�esente sur la �gure VII.6(a) le pro�l de la di�usion (BRDF corrig�ee du cosinus) de cettepeinture �a une longueur d'onde de �0 = 5:4�m, pour onde plane incidente d�epolaris�ee, formant unangle de �inc = 30� avec la normale �a la surface, dans le plan d'incidence en fonction de l'angle de



VII.3. CAS D'UNE PEINTURE RUGUEUSE 145di�usion �sca. Pour cet exemple, on a choisi des particules de rayon �0=10 avec un faible contrasted'indice. Ainsi ces particules sont de faibles di�useurs compar�es �a des di�useurs en r�esonance deMie. Les particules sont plong�ees dans un milieu absorbant o�u la partie imaginaire de l'indice est0.02 ou 0.008. A�n de faire varier le libre parcours moyen de la di�usion, la fraction volumiquevaut 10 ou 25%. Toutes les statistiques de la surface sont suppos�ees gaussiennes. La longueurde corr�elation est �c = 5�0 et la hauteur quadratique moyenne est �x�ee � = 0:28�. Le lobe dedi�usion principale autour �sca = 30� est dû essentiellement �a la di�usion de surface tandis que leplateau de di�usion de �sca = �75� �a �sca = 0� est dû �a la di�usion volumique. La largeur du lobede di�usion augmente avec la pentes moyennes �=�c de la surface (en tous cas pour une longueurde corr�elation sup�erieure �a une longueur de corr�elation). Dans cet exemple, la pente �=�c est del'ordre de 0.06 et la largeur du lobe de di�usion de l'ordre de 30 degr�es.
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(b)Fig. VII.6 { Exemple d'une di�usion par une peinture rugueuse faible di�usante en volume. Ondistingue facilement la contribution de la di�usion due �a la surface de celle due au volume. ca-ract�eristiques communes: �inc = 30o, np = 2:21 + i0:023, Re(nh) = 1:8, e = 50�m � = 0:28�0,�c = 5�0, a = 0:5�mComparons la courbe en points-tiret (nh = 1:8 + i0:02 et f = 10%) et la courbe en traitplein (nh = 1:8 + i0:02 et f = 25%), c'est-�a-dire pour une absorption identique mais une fractionvolumique de particule beaucoup plus forte 1 pour le cas du trait plein. Le plateau de di�usionvolumique augmente tandis que le lobe de di�usion surfacique n'est pas du tout inuenc�e par ladi�usion en volume. Il n'y a rien de surprenant �a cela puisqu'il y a quasiment 2 ordres de grandeursentre les niveaux de BRDF dus �a la di�usion en volume et ceux dus �a la di�usion en surface.Comparons maintenant la courbe en points-tirets (nh = 1:8+ i0:02 et f = 10%) et la courbe entirets (nh = 1:8+ i0:008 et f = 10%. L'absorption est plus forte dans le premier cas. L'absorptiona tendance �a diminuer le nombre d'�evenements de di�usion dans le volume et �a empêcher les ondesdi�us�ees dans le volume de remonter puisque les ondes di�uses sont absorb�ees avant de ressortir1. On ne pr�etend pas calculer correctement les param�etres de l'ETR (coe�cients d'extinction, de di�usion etfonction de phase) pour une fraction volumique de particules �a 10 ou 25% car ces coe�cients sont calcul�es sousl'approximation de la di�usion ind�ependante. Notre but est simplement ici d'observer l'e�et de l'augmentation ducoe�cient de di�usion.



146 CHAPITRE VII. COUPLAGE INCOH�ERENT D'UNE DIFFUSION SURFACE-VOLUMEde la peinture. Ainsi, dans le cas o�u l'absorption est plus faible, la di�usion en volume est plusforte et par cons�equent la hauteur du plateau augmente. On voit aussi que la hauteur du lobe dedi�usion est fortement augment�ee. Cette forte augmentation provient de la pr�esence d'une ondecoh�erente montante dans le milieu. Cette onde coh�erente n'existait pas auparavant dans le casplus absorbant. Cette onde coh�erente montante est di�us�ee lors de la transmission par l'interfacesup�erieure. On peut aussi observer Fig.VII.6(b) cet e�et en recalculant la BRDF pour le cas d'unelongueur d'onde pratiquement deux fois plus importante (�0 = 10:6�m). On suppose ici (maiscela est peu probable) que les indices n'ont pas �evolu�es �a cette longueur d'onde.Dans ce cas, l'�epaisseur de la couche ne repr�esente plus que 5 longueurs d'ondes. De plus, �a cettelongueur d'onde les particules sont plus petites. Donc le coe�cient d'extinction dans le volume estbeaucoup plus faible. Ainsi l'�epaisseur optique est beaucoup plus faible. Ce qui explique pourquoile plateau de di�usion est 3 ou 4 fois plus faible. D'autre part, l'onde source coh�erente peut doncfacilement p�en�etrer dans le milieu, se r�e�echir sur la paroi parfaitement conductrice, puis remonterpour être �nalement di�us�ee par l'interface en transmission.VII.4 Couplage et d�ecouplage de la di�usion surface-volumeVII.4.1 G�eom�etrie de d�ecouplagePour une large fraction volumique de petits di�useurs plac�es en dessous d'une interface ru-gueuse, Sentenac, Giovannini, et Saillard (2002) montrent par la r�esolution num�erique exact des�equations d'ondes (Giovannini et al. 1998), que le r�esultat de la BRDF du syst�eme complet peutêtre obtenu par la somme des syst�emes d�ecoupl�es (voir Fig.VII.7):� le milieu di�usant en volume avec une interface plane.� la surface rugueuse seule, mais d�epos�ee sur l'indice e�ectif (homog�ene) du milieu di�usant.L'indice e�ectif du milieu di�usant est l'indice vue par le champ moyen sur un ensemble der�ealisations. La th�eorie de la di�usion multiple explique comment l'�evaluer.

Fig. VII.7 { D�ecouplage coh�erentSi la di�usion par la surface est �evalu�ee avec pour indice de substrat le milieu hôte de la peinturecomme l'on fait Pak et al. (1993), alors un d�esaccord important apparait entre la solution dusyst�eme complet et la somme des syst�emes d�ecoupl�es.Il y a donc un couplage entre la di�usion de surface et la di�usion en volume. Le r�esultat deSentenac et al. (2002) montre que ce couplage est dû �a un e�et coh�erent. C'est principalement lamodi�cation de la partie r�eelle de l'indice e�ectif qui joue un rôle. L'augmentation de la partier�eelle a pour cons�equence une augmentation de la di�usion directe due �a la surface rugueuse carla lumi�ere voit une milieu plus contrast�e.Cette id�ee est sugg�er�ee par la version �evolu�ee de la MFT (Calvo-Perez 1999) appliqu�ee �a unmilieu di�usant �a la fois en volume et en surface. La MFT montre que le d�ecouplage de la di�usion



VII.4. COUPLAGE ET D�ECOUPLAGE DE LA DIFFUSION SURFACE-VOLUME 147surface-volume doit se faire en prenant en compte la modi�cation de l'indice e�ectif du substrat�a cause de la pr�esence des particules. Toutefois la MFT est un mod�ele de di�usion simple dansun milieu e�ectif. L'approximation de Born modi��ee 2 est utilis�ee. La MFT donne d'excellentsr�esultats tant que le milieu ne s'�ecarte pas trop du r�egime d'homog�en�eisation et que la di�usionmultiple est n�egligeable. Par cons�equent la di�usion multiple entre la surface et le volume di�usantn'est pas pris en compte par la MFT. On peut par cons�equent se demander si la di�usion multipleentre la surface et le volume joue un rôle dans le couplage.Nous allons montrer qu'il existe un couplage de nature incoh�erente li�e �a la di�usion multipleentre l'interface rugueuse et le volume di�usant et li�e d'autre part �a la modi�cation directionnelledes ux entrant et sortant du milieu di�usant lors du passage la lumi�ere au travers de l'interface.Dans le syst�eme que nous �etudions, les di�useurs sph�eriques sont de taille comparable �a lalongueur d'onde. A cause des r�esonances de Mie, les sections e�caces de di�usion sont tr�es fortes.Le milieu di�usant est d�epos�e sur une interface plane parfaitement conductrice, donc parfaitementr�e�echissante.Pour le cas d'un milieu contenant de faibles fractions volumiques de di�useurs di�electriques,la modi�cation de la partie r�eelle de l'indice e�ectif est n�egligeable. Par cons�equent le couplagecoh�erent d�ecrit par Sentenac et al. (2002) est n�egligeable pour les syst�emes que nous pr�esentons.Nous allons comparer le r�esultat obtenu par l'approche radiative du syst�eme complet avec la

Fig. VII.8 { D�ecouplage incoh�erentsomme des deux syst�emes d�ecoupl�es d'une mani�ere identique �a celle d�ecrite pr�ec�edemment pourle couplage coh�erent �a la di��erence que la di�usion par l'interface seule est calcul�ee en ne prenantpas pour substrat l'indice du milieu e�ectif, mais l'indice du milieu hôte (voir Fig.VII.8). Nousdirons qu'il y a un couplage incoh�erent entre la di�usion par la surface et la di�usion par le volumequand la somme des r�esultats par les syst�emes d�ecoupl�es est di��erente du r�esultat obtenu pour lesyst�eme complet calcul�e par l'approche radiative incoh�erente. On s'int�eresse �a ce d�ecouplage parceque le syst�eme d�ecoupl�e est d'une part beaucoup plus rapide �a r�esoudre que le syst�eme coupl�e, etd'autre part beaucoup plus simple �a mettre en oeuvre.Pour le cas de milieux optiquement minces, il nous avons besoin de calculer le r�esultat de ladi�usion par l'interface rugueuse d�epos�ee sur la peinture sans particule mais o�u l'indice du milieuhôte est cette fois remplac�e par l'indice e�ectif du milieu di�usant en volume. On ne souhaite paspar cette m�ethode prendre en compte un e�et coh�erent due �a la modi�cation de la partie r�eelle de2. Elle bien plus e�cace que l'approximation de Born classique.



148 CHAPITRE VII. COUPLAGE INCOH�ERENT D'UNE DIFFUSION SURFACE-VOLUMEl'indice car nous savons qu'elle est peu di��erente de celle du liant. Nous voulons par contre prendreen compte la modi�cation de la partie imaginaire a�n que le facteur d'att�enuation des ux transmisdans le volume soit correctement �evalu�e. Par exemple, la partie coh�erente qui est transmise parl'interface rugueuse, se propage jusqu'�a ce qu'elle soit r�e�echie par le miroir. Ce faisceau remontetout en s'att�enuant jusqu'�a rencontrer l'interface rugueuse. La lumi�ere est donc redi�us�ee partransmission. Il est important de noter que l'e�cacit�e de di�usion par une interface rugueuse estbeaucoup plus importante en transmission qu'en r�eexion. Par exemple, une vitre plane r�e�echit4% de la lumi�ere et en transmet 96% en incidence normale. Dans le cas d'une vitre rugueuse, laproportion des ux di�us transmis et r�e�echi est en premi�ere approximation dans une proportion�equivalente. Par cons�equent, la part de lumi�ere di�us�ee en r�eexion par l'interface d'entr�ee peutêtre comparable ou même plus faible devant la part de la lumi�ere di�us�ee en transmission parl'interface lors de la sortie de la peinture. Ceci sera d'autant plus vrai si le milieu n'est pasoptiquement trop �epais. Remarquons toutefois que dans le cas d'un milieu optiquement mince desinterf�erences sur les ondes di�us�ees peuvent se produire. Le mod�ele radiatif ne peut les pr�evoir.Par exemple, il existe une relation de phase (Calvo-Perez 1999) entre le champ di�us�e r�e�echidirectement par l'interface rugueuse et le champ di�us�e transmis dans la couche qui descendet remonte pour en�n sortir de l'interface de fa�con coh�erente (sans être cette fois redi�us�ee parl'interface). Ces interf�erences cr�eent des anneaux qui font varier les luminances di�uses en fonctionde l'angle de di�usion.VII.4.2 Mise en �evidence d'un couplage incoh�erent surface-volume pour uneinterface de fortes pentes moyennesLes param�etres choisis du milieu di�usant en volume sont tels que l'�epaisseur optique est �egale�a 5. Le milieu n'est pratiquement pas absorbant. Ainsi la luminance collimat�ee s'att�enue fortementdans le milieu di�usant. Nous �etudions l'�evolution du couplage surface-volume en fonction de lapente moyenne de la surface d'entr�ee. Sur les Fig.VII.9 VII.11(a) et VII.11(b) nous pr�esentonsle r�esultat de la di�usion pour des surfaces telles que les pentes moyennes sont respectivement�=�c = 0:07, 0:14 et 0:28. Sur ces �gures, on repr�esente:� en vert le r�esultat de la di�usion par l'interface rugueuse seule;� en tirets verts le r�esultat de la di�usion par le milieu en volume avec une interface plane;� en rouge le r�esultat de la somme des syst�emes d�ecoupl�es;� en bleu le r�esultat de la di�usion par le syst�eme complet.Pour le cas d'un rapport �=�c = 0:07, nous n'observons aucune di��erence entre le r�esultat dusyst�eme coupl�e et la somme des r�esultats d�ecoupl�es.On peut se demander dans quelle mesure un couplage entre la di�usion de surface et la di�usionen volume devrait apparaitre. Si aucun couplage de di�usion surface-volume n'est observ�e, c'estque la modi�cation des conditions aux limites de type rugueuse n'a eu aucune inuence sur lesondes di�us�ees dans le volume.L'�etude de la di�usion par le mod�ele de Kirchho�, permet de d�egager quelques propri�et�esimportantes sur le rôle d'une interface rugueuse d�epos�ee sur un milieu di�usant en volume:� Sur la Fig.VII.10, nous reportons les facteurs de transmission coh�erents et incoh�erents pourune surface �eclair�ee en incidence normale pour une longueur de corr�elation �c = �0 en fonc-tion de la hauteur quadratique moyenne calcul�ee par le mod�ele de Kichho�. L'onde incidentese propage du milieu d'indice n1 = 1 vers le milieu n2 = 1:62. La proportion de l'�energie r�e-�echie est faible (6% environ) compar�ee �a la part transmise dans le cas d'une interface plane.Alors que le facteur de transmission coh�erent chute avec la hauteur quadratique moyenne,le facteur de transmission incoh�erent augmente exactement dans la même proportion. Par
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(a) Caract�eristiques du milieu: � = 0:14�0, �c = 2�0,nh = 1:8 + i0:00083, np = 3 + i0:00017, f = 5%,a = 0:108�0 , e = 4:72�0 (b) Syst�eme cou-pl�e et syst�emesd�ecoupl�esFig. VII.9 { BRDF corrig�ee du cosinus de l'angle de di�usion pour un angle d'incidence �inc = 20odans le plan d'incidence, pour une pente moyenne �=�c = 0:07 et une �epaisseur optique �egale �a 5.cons�equent la somme des deux termes et donc l'�energie totale transmise est ind�ependantede la rugosit�e. On a: TC(�) + TD(�) = cste.� Pour le cas d'une surface rugueuse, dont les pentes moyennes ne sont pas trop fortes, onsait que la largeur des lobes de di�usion r�e�echi et transmis est relativement resserr�ee (voirFig.VII.11(b)). Cela est d'autant plus vrai pour la partie transmise quand le milieu detransmission �a un indice plus fort (ceci est un simple e�et d'optique g�eom�etrique dû �a la loide la r�efraction de Snell-Descartes).Donc �nalement, la distribution angulaire du ux transmis par l'interface rugueuse est tr�es prochede celle d'une surface plane. Par cons�equent l'interface rugueuse modi�e peu les conditions auxlimites en ce qui concerne la partie rentrante de l'onde incidente dans le milieu di�usant en volume.Ces conclusions ne sont plus valables pour des interfaces dont les pentes moyennes sont im-portantes. Par exemple une �etude th�eorique et exp�erimentale de Nieto-Vesperinas et al. (1990)montre que le lobe de di�usion transmis par une interface rugueuse est d�ecal�e par rapport �a ladirection sp�eculaire de transmission. Ce d�ecalage est dû au fait que le facteur de transmission deFresnel est plus important en incidence normale. Par cons�equent les pentes locales qui sont enincidence normale par rapport �a l'onde incidente di�usent plus que les autres et di�usent dans ladirection de l'onde incidente. Par cons�equent, on peut s'attendre �a ce que la distribution des uxtransmis par une surface de fortes pentes moyennes di��ere notablement par rapport au cas d'uneinterface plane.Pour le cas du rapport �=�c = 0:14 Fig.VII.11(a) la di��erence entre la courbe bleue et rougemontre qu'un l�eger couplage radiatif apparâ�t pour des angles de di�usion proche de l'incidencenormale. Une di��erence importante apparâ�t aussi pour les ux di�us�es proches des angles rasantspour de faibles niveaux de di�us. Pour le cas des angles rasants, nous ne pouvons pas a�rmer qu'ils'agit d'un e�et physique ou s'il s'agit d'un probl�eme num�erique li�e �a une mauvaise �evaluation dumod�ele de di�usion de surface pour les angles rasants. Toutefois, si ce r�esultat a une origine phy-
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(a) Comportement des facteurs de trans-mission coh�erent TC et incoh�erent TD.en fonction de la hauteur quadratiquemoyenne � pour une onde se propageanten incidence normale d'un milieu d'indicen1 = 1 vers un milieu d'indice n2 = 1:62avec une longueur de corr�elation �c = 2�0
x

y
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(b) Le ux di�us�e est resserr�e autour dela direction speculaire pour une surfacede faible pente moyenne.
Fig. VII.10 { Pour le cas d'une surface de faible pente moyenne, la distribution des ux transmissont proche �a la fois en direction en �energie compare au cas d'une interface plane.sique, on pourrait l'expliquer par le m�ecanisme suivant: une partie non-n�egligeable des luminancesdi�uses qui remontent dans le volume di�usant sont redi�us�ees une derni�ere fois lors du passagede l'interface rugueuse. Lors de ce passage une partie de la lumi�ere est di�us�ee dans les directionsrasantes. Ceci marque une di��erence par rapport au cas du dioptre plan qui ne redi�use pas lalumi�ere dans les directions rasantes.Pour une pente moyenne �=�c = 0:28 Fig.VII.11(b), l'approche radiative pr�evoit un fort cou-plage entre la di�usion par l'interface et le volume sur pratiquement toutes les directions dedi�usion. S'il y a couplage, c'est que les conditions aux limites jouent un rôle non-n�egligeable surles directions des luminances di�uses. Nous pensons que ce couplage est essentiellement dû �a laredi�usion des luminances di�uses dans le volume lors de la sortie de couche par travers�ee del'interface rugueuse.VII.4.3 Exaltation de la di�usion surfacique pour un milieu optiquement plusminceNous reprenons le cas pr�ec�edent tel que �=�c = 0:14, �a la di��erence pr�es importante que lafraction volumique est diminu�ee d'un facteur 5. Par cons�equent, le milieu devient beaucoup plusmince puisque l'�epaisseur est Kexte = 1. La di��erence essentielle avec le cas pr�ec�edent outre le faitque le milieu di�use un peu moins en volume, c'est que l'onde coh�erente montante dans le milieudi�usant n'est plus n�egligeable. Comme la di�usion en transmission est beaucoup plus e�cacequ'en r�eexion, on a pas besoin que l'onde coh�erente montante soit tr�es forte pour que l'ondedi�us�ee en transmission soit comparable �a l'onde qui a �et�e di�us�ee directement en r�eexion parla surface rugueuse.Pour le cas pr�esent�e, si on compare le r�esultat de la BRDF du syst�eme complet avec la sommedes BRDF des syst�emes d�ecoupl�es VII.12(a), on obtient une di��erence importante. La raison est�evidente car dans le cas du syst�eme d�ecoupl�e, nous n'avons pas pris en compte l'onde coh�erentemontante.Pour prendre en compte la di�usion de l'onde coh�erente montante, on peut choisir un nouveau
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(a) Pente moyenne �=�c = 0:14; longueur de cor-r�elation �c = 2�0. sca
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(b) Pente moyenne �=�c = 0:28; longueur de cor-r�elation �c = 1�0.Fig. VII.11 { BRDF corrig�ee du cosinus de l'angle de di�usion pour un angle d'incidence �inc =20o dans le plan d'incidence. Caract�eristiques communes du milieu: � = 0:28�0, nh = 1:8 +i0:00083, np = 3 + i0:00017, f = 5%, a = 0:108, e = 4:72�0. L'�epaisseur optique est �egale �a 5.d�ecouplage o�u cette fois on doit r�esoudre le probl�eme de la di�usion de la surface d�epos�ee surla g�eometrie du milieu di�usant en volume �a la di��erence que le milieu volumique est le milieuhomog�ene e�ectif du milieu di�usant en volume. Le rôle du milieu e�ectif est di��erent par rapportaux cas �etudi�es par Sentenac et al. (2002). La modi�cation de l'indice e�ectif n'a pas pour e�etd'augmenter l'e�cacit�e de di�usion de la surface, car la partie r�eelle de l'indice e�ectif est tr�esproche de celle du milieu hôte pour une fraction volumique f = 1%. Par contre, la partie imaginairea pour e�et de prendre correctement en compte la d�ecroissance de l'onde coh�erente dans le volumea�n que l'amplitude de l'onde coh�erente montante juste en dessous de l'interface soit evalu�eeexactement. Pour une fraction volumique de f = 1%, la valeur de l'indice e�ectif peut être�evalu�ee par la formule de Foldy-Twersky 3. Ainsi en additionnant le r�esultat des syst�emes d�ecoupl�esVII.12(d), on retrouve le r�esultat du syst�eme coupl�e Fig.VII.12(c).On peut comparer les BRDF pour le cas o�uKexte = 5 sur la Fig.VII.11(a) et le cas o�uKexte = 1sur la Fig.VII.12(a). La contribution de la lumi�ere di�us�ee due au volume est plus forte pour lesysteme le plus �epais optiquement, tandis que la contribution due �a l'interface rugueuse est plusforte pour le syst�eme le plus mince optiquement. Le facteur d'absorption a0 pour ces deux syst�emeest sensiblement �equivalent. Le facteur d'absorption est reli�ee au facteur de r�eexion h�emisph�eriqueR par la relation: a0 = 1�R. Donc pour les deux syst�emes, le facteur de r�eexion h�emisph�eriqueest identique. Comme le facteur de r�eexion h�emisph�erique est l'int�egrale de la BRDF corrig�ee ducosinus sur le demi-espace sup�erieur, alors on peut comprendre pourquoi l'exaltation de la di�usiondue �a la surface entraine une chute de la contribution de la lumi�ere di�us�ee par le volume puisquel'int�egrale de la BRDF corrig�ee du cosinus est constante quand le facteur d'absorption des deuxsyst�emes est constant.3. Si le milieu hôte est absorbant, on peut utiliser la formule de Foldy-Twersky g�en�eralis�ee en milieu absorbantque nous avons montr�e au chapitre III
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(a) Caract�eristiques du milieu: � = 0:28�0, �c = 2�0, nh =1:8 + i0:00083, np = 3 + i0:00017, f = 1%, a = 0:108,e = 4:72�0. (b)
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(c) Idem VII.12(a) (d)Fig. VII.12 { BRDF corrig�ee du cosinus de l'angle de di�usion pour un angle d'incidence �inc =20o dans le plan d'incidence, pour une pente moyenne �=�c = 0:14 et une �epaisseur optique �egale�a 1.



VII.5. COUPLAGEDE LADIFFUSION SURFACE-VOLUME POURUNMILIEU ABSORBANT153VII.5 Couplage de la di�usion surface-volume pour un milieuabsorbantEn�n, pour terminer ce chapitre, nous consid�erons maintenant le cas d'une couche di�usanteabsorbante dont l'interface d'entr�ee sup�erieure est rugueuse. L'interface de sortie est plane.La longueur d'onde d'�eclairement est �0 = 5:42�m. Le syst�eme consid�er�e est une couche d'�epais-seur e = 31:3�0 de polyethyl�ene d'indice nh = 1:45+ i0:002 dans lequel sont plong�ees une fractionvolumique f = 9:2% de particules de rayons 0:46�0 de ZnS d'indice np = 2:24 + i2:8:10�6.L'angle d'incidence est �inc = 60o. L'�epaisseur optique est de l'ordre de 20 et l'absorption globaledu syst�eme est proche 60%. Le coe�cient d'absorption est tel que la part de lumi�ere transmiseest n�egligeable et le syst�eme est su�sament �epais pour que le facteur d'absorption globale dusyst�eme ne d�epende plus de l'�epaisseur de la couche. Les statistiques de la surface sont suppos�eesgaussiennes avec � = 0:94�0 et �c = 3:4�0 (donc �=�c = 0:27). La hauteur quadratique moyenneest telle que le facteur de r�eexion coh�erent est compl�etement �eteint même �a cet angle d'incidence.Pour calculer les conditions aux limites sur l'interface rugueuse, nous avons utilis�e le mod�ele deKirchho� sous l'approximation de la phase stationnaire qui est bien adapt�ee pour ce type de sur-face. Nous repr�esentons la BRDF Fig.VII.13 calcul�ee dans le plan d'incidence � = 0o et dans leplan azimutal � = 50o. Dans les deux cas, la BRDF du syst�eme coupl�e est plus importante quecelle de la somme des BRDF des syst�emes d�ecoupl�es pour tous les angles de di�usion.
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θsca(b) Dans le plan � = 50.Fig. VII.13 { BRDF corrig�ee du cosinus de l'angle de di�usion pour un angle d'incidence �inc =60o.L'absorption globale pour le syst�eme coupl�e est A = 0:662 tandis que l'�etude du syst�emed�ecoupl�e pr�evoit un facteur d'absorption A = 0:72.Cet e�et est peut-être li�e au ph�enom�ene de la r�eexion totale d'une onde se propageant d'unindice fort vers un milieu d'indice plus faible. Les luminances montantes sont plus sujettes auph�enom�ene de la r�eexion totale dans le cas d'une interface plane que dans le cas d'une interfacerugueuse. L'angle �a partir duquel la r�eexion est totale est augment�e dans le cas d'une interfacerugueuse. Par cons�equent, la lumi�ere a plus de di�cult�es �a sortir du milieu quand l'interface estplane que quand elle est rugueuse. Comme le milieu est absorbant, alors le facteur d'absorptionglobale du syst�eme est augment�ee pour le cas d'une interface plane car les chemins optiques sontplus longs en moyenne avant la sortie du milieu que dans le cas de l'interface rugueuse.



154 CHAPITRE VII. COUPLAGE INCOH�ERENT D'UNE DIFFUSION SURFACE-VOLUMEVII.6 ConclusionLe couplage de la di�usion surface-volume par une approche radiative n'est pas tr�es simple�a mettre en oeuvre. Elle n�ecessite au pr�ealable le calcul des propri�et�es di�usives de l'interfacerugueuse. La BRDF et la BTDF doivent être calcul�ees pour de nombreux angles d'incidence et denombreux angles de di�usion et aussi pour de nombreux plans azimutaux. De plus, ces fonctionsdoivent être calcul�ees dans les deux sens de propagation de l'onde incidente. Par cons�equent, il estn�ecessaire que le mod�ele de di�usion de surface utilis�e soit tr�es rapide pour �evaluer ces nombreusesdonn�ees.Le d�ecouplage du probl�eme qui consiste �a �evaluer la somme de la BRDF du syst�eme di�usanten volume avec une interface plane et la BRDF de l'interface rugueuse seule est int�eressante pourgagner en temps de calcul et en d�eveloppement de code de calcul. Toutefois le r�esultat obtenupar la somme des probl�emes d�ecoupl�es n'est pas toujours en accord avec le r�esultat de l'�etude dusyst�eme coupl�e.Nous montrons que pour le cas d'un milieu di�usant non absorbant, l'�etude du syst�eme completpeut être d�ecoupl�e si la pente moyenne �=�c < 0:2 pour les indices du milieu hôte �etudi�es. Cetteabsence de couplage provient du fait que la distribution des ux di�us�es est tr�es proche du casd'une interface plane quand les pentes moyennes ne sont pas trop fortes. Dans ce cas, les conditionsaux limites par rapport au cas d'une interface plane sont peu modi��ees.Pour de plus fortes pentes, le couplage surface-volume entrâ�ne que les ux sont davantagedi�us�es dans les directions rasantes. Ce couplage apparait essentiellement �a cause de la redi�usionpar transmission de l'interface lors de l'�emergence des ux di�us�es dans le volume.Un autre type de couplage apparâ�t pour le cas d'un milieu di�usant �a pertes. Les simulationsmontrent que l'interface rugueuse jouent probablement un rôle important sur le facteur d'absorp-tion globale. Ce couplage illustre une fois de plus qu'il n'est pas toujours possible de d�ecoupler leprobl�eme de la di�usion par une couche charg�ee et rugueuse même quand les e�ets coh�erents sontn�egligeables.De nombreux e�ets coh�erents ne sont pas pris en compte par l'approche radiative. Il est n�e-cessaire d'analyser les nombreux param�etres du milieu a�n d'�evaluer pr�ealablement si les e�etscoh�erents sont n�egligeables. Des �etudes num�eriques exactes et exp�erimentales sont n�ecessaires pourmieux cadrer son domaine de validit�e.
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Conclusion g�en�eraleUne �etude th�eorique et num�erique de la propagation de la lumi�ere en milieu al�eatoire estpr�esent�ee dans ce manuscrit. La mod�elisation du transport de la lumi�ere par une approche radiativepose le probl�eme du calcul de param�etres moyen du milieu. La majeur partie de la th�ese du chapitreII au chapitre VI est consacr�ee �a cet aspect. L'�etude est toutefois limit�ee au cas de milieux di�usantcontenant des particules al�eatoirement dispos�ees dans l'espace.Nous avons d�ecrit dans le premier chapitre les grandeurs n�ecessaires �a la description ph�enom�e-nologique du transport de la lumi�ere. Nous avons notamment introduit l'Equation de TransfertRadiatif (ETR), qui permet d'�evaluer les propri�et�es de di�usion d'une couche contenant des dif-fuseurs de taille comparable �a la longueur d'onde. Nous avons aussi pr�esent�e l'approximation dela di�usion ind�ependante souvent utilis�ee pour �evaluer les param�etres de l'ETR en fonction descaract�eristiques moyennes d'un petit �el�ement de volume di�usant. Le domaine de validit�e a prioride l'ETR et de l'approximation de la di�usion ind�ependante sont discut�es.Le chapitre II a port�e sur la th�eorie de la di�usion multiple. Nous insistons particuli�erementsur l'�etude du champ coh�erent. Cette th�eorie donne un moyen rigoureux de calcul du coe�cientd'extinction qui est l'un des param�etres essentiels de l'ETR. Quand le milieu hôte dans lequelbaignent les di�useurs est absorbant une di�cult�e th�eorique suppl�ementaire apparait pour lecalcul des param�etres de l'ETR même sous l'approximation de la di�usion ind�ependante. Cettedi�cult�e est li�ee au probl�eme de la d�e�nition d'une section e�cace dans un milieu absorbant.La th�eorie de la di�usion multiple d'ondes �electromagn�etiques nous apprend que le coe�cientd'extinction peut s'obtenir en �evaluant l'indice e�ectif d'un milieu di�usant. Il est par cons�equentpossible de contourner le probl�eme de la d�e�nition d'une section e�cace. De plus, la th�eorie dela di�usion multiple explique comment prendre en compte rigoureusement en compte la di�usiond�ependante. Les expressions obtenues sont formelles et d�ependent d'op�erateurs qui doivent être�evalu�es.Au chapitre III, nous avons pr�esent�e une revue des travaux ant�erieurs sur le calcul des coef-�cients d'extinction en milieu absorbant. Ces �etudes sont toutes ph�enom�enologiques et ne sontjamais compar�ees �a des r�esultats exp�erimentaux ou num�eriques. Elles sont par cons�equent di�ciles�a appr�ecier. Les expressions d�eduites de la th�eorie de la di�usion multiple du coe�cient d'extinc-tion ont �et�e pr�esent�ees en fonction de quantit�es calculables, notamment la matrice de di�usion deMie dans la direction avant (que l'on peut obtenir sans di�cult�es dans un milieu absorbant). Nousavons obtenu deux expressions du coe�cient d'extinction: la premi�ere est une g�en�eralisation de laformule de Foldy-Twersky en milieu absorbant valable en r�egime de di�usion ind�ependante pourdes di�useurs de taille quelconque; la seconde est une g�en�eralisation de la formule de Keller enmilieu absorbant qui prend en compte de mani�ere approximative les corr�elations entre les pairesde di�useur a�n de rendre compte des e�ets de di�usion d�ependante. Nous pensons grâce �a cesmod�eles r�epondre au probl�eme th�eorique pos�e.A�n d'�evaluer la validit�e de ces nouvelles formulations, nous avons entrepris au chapitre IVune r�esolution num�erique exacte du probl�eme de di�usion par une couche contenant des particulescylindriques plac�ees en milieu absorbant. La m�ethode num�erique est bas�ee sur la r�esolution num�e-rique exacte des �equations de Maxwell r�ealisable sur un ensemble de syst�eme �a deux dimensions.Nous obtenons un tr�es bon accord en r�egime de di�usion ind�ependante entre le r�esultat exact etla formule de Foldy-Twersky g�en�eralis�ee en milieu absorbant. En r�egime de di�usion d�ependante,



158 CHAPITRE VII. COUPLAGE INCOH�ERENT D'UNE DIFFUSION SURFACE-VOLUMEnous obtenons un tr�es bon accord avec la formule de Keller pour les tailles de particules �etudi�eestant que le rapport d'indice particules sur liant n'est pas trop fort. Un point important est quela formule approximative de Keller semble fonctionner au del�a des hypoth�eses pos�ees pour sa d�e-monstration. Il est probable que l'on puisse la retrouver �a partir d'hypoth�eses moins restrictives.Le cas de particules de forts indices plac�ees en milieu absorbant n�ecessiterait d'autres �etudes.L'autre param�etre important de l'ETR est le coe�cient de di�usion. Comme le coe�cient d'ex-tinction est la somme des coe�cients de di�usion et d'absorption, si le coe�cient d'extinction estconnu, la d�etermination du coe�cient d'absorption d�etermine le coe�cient de di�usion et vice-versa. Au chapitre V, nous cherchons �a �evaluer le coe�cient d'absorption pour de fortes fractionsvolumique de particules non-absorbantes plac�ees dans un milieu absorbant. Nous avons pour celarepris les cas d'�etudes du chapitre pr�ec�edent et exploit�e la mesure du coe�cient d'extinction obtenupar la m�ethode num�erique exacte. Puis en comparant l'�energie totale r�e�echie et transmise di�useobtenue ind�ependament par l'ETR (pour di��erents coe�cients d'absorptions) et la m�ethode desmoments, nous avons pu d�eduire que le comportement du coe�cient d'absorption varie lin�eaire-ment avec la fraction volumique en (1�f) pour des particules de rayon a = 0:25�0. Cette formulesemble valide pour de fortes fractions volumiques même en r�egime de di�usion d�ependante. Nousmontrons par ailleurs que la lumi�ere di�use pro�te des trous d'absorption que constituent les par-ticules non-absorbantes pour se propager plus facilement. Une investigation exp�erimentale sur unecouche absorbante contenant des di�useurs non-absorbant serait int�eressante. On pourrait �etudierdes �echantillons contenant des di�useurs de di��erentes tailles et di��erents indices. Des r�esonancesdes ux di�us�es en transmission devraient apparaitre pour certaines tailles de particules.Au chapitre VI, nous avons d�evelopp�e un mod�ele original qui exploite ce que nous apprend lath�eorie de la di�usion multiple et le r�esultat de la di�usion par une paire de particules sph�eriquespour le calcul du coe�cient d'extinction pour un milieu tr�es charg�e en particules sph�eriques. Nousdonnons une formule calculable en un temps tr�es court qui s'exprime en fonction de la matricede di�usion d'une sph�ere isol�ee et de la matrice de di�usion par deux sph�eres. Le r�esultat de ladi�usion par une paire de particules sph�eriques moyenn�e sur les orientations peut s'obtenir parle r�esultat de la m�ethode num�erique appel�e matrice des transferts ou matrice T. La moyennesur les distances intercentres doit s'e�ectuer via la densit�e de probabilit�e d'une paire de particuleplac�ee au sein d'un grand nombre de particules. La formule obtenue est valable pour des particulesde tailles quelconques. Elle prend en compte toutes les corr�elations �a deux particules et l'aspectvectoriel des ondes. Cette formule devrait être plus pr�ecise et avoir un domaine de validit�e pluslarge que la formule de Keller. En principe, la formule de l'extinction est �egalement valable quandle milieu hôte est absorbant, mais il faut toutefois que le code utilis�e par la m�ethode des matricesT soit valable en milieu absorbant. Le mod�ele expos�e pourrait être �etendu pour prendre en compteles corr�elations d'ordre sup�erieures comme celles �a trois particules. On utiliserait le r�esultat dela di�usion par un ensemble de trois particule par la matrice T. Il devrait aussi être possibled'exprimer l'op�erateur intensit�e de l'�equation de Bethe-Salpeter en fonction du r�esultat de ladi�usion par deux sph�eres. On pourrait alors �evaluer le coe�cient de di�usion.En�n dans le dernier chapitre, nous nous sommes int�eress�es au probl�eme de la di�usion parune couche di�usante en volume et en surface. Le mod�ele que nous avons d�evelopp�e est celuide l'approche radiative consistant �a r�esoudre l'ETR scalaire pour un syst�eme 3D. La di�usionpar l'interface rugueuse est prise en compte lors de l'�ecriture des conditions aux limites. Cetteapproche est toutefois di�cile �a mettre en oeuvre même dans l'approximation scalaire puisqu'ellen�ecessite la connaissance compl�ete des propri�et�es di�usives de la surface pour tous les anglesd'incidences et tous les angles de di�usions. Il est avantageux en temps de calcul de d�ecoupler leprobl�eme en sommant le r�esultat de deux syst�emes simpli��es: celui du milieu di�usant en volumeavec une interface plane et celui de la surface rugueuse d�epos�ee sur le milieu hôte. Le couplageincoh�erent est d�e�ni par la di��erence entre le r�esultat du syst�eme complet et celui de la somme dessyst�emes d�ecoupl�es. Nous avons montr�e qu'il n'est pas toujours possible de d�ecoupler le probl�emecar un couplage incoh�erent est mis en �evidence dans certains cas. Les m�ecanismes de couplage sont



VII.6. CONCLUSION 159discut�es et prennent de l'importance si les pentes moyennes de la surface sont fortes. Il est di�cilede d�egager le domaine de validit�e de cette approche car un syst�eme di�usant �a la fois en volume eten surface d�epend d'un tr�es grand nombre de param�etres intrins�eque du milieu. Le mod�ele utilis�epour d�ecrire la di�usion par la surface est celui de Kirchho� valable pour des surfaces dont lalongueur de corr�elation est sup�erieure �a la longueur d'onde. On pourrait dans une prochaine �etudeutiliser d'autres mod�eles de di�usion de surface comme la Mean Fied Theory (MFT) pour le casde surfaces de fortes pentes avec une faible longueur de corr�elation, a�n de savoir si le d�ecouplageest e�cace dans ce cas. Il serait int�eressant de mener une �etude experimentale sur des milieuxdi�usant �a la fois en volume et en surface.
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Annexe AFonction et tenseur de Green dans unespace libre: cas 3D et 2DNous rassemblons dans cette annexe l'ensemble des relations dont nous avons eu besoin lelong de cette th�ese en rapport avec les fonctions de Green. Nous avons puis�e les informationsessentiellement dans les quatres documents suivants:� L'annexe D de la th�ese de Soubret (2001), et l'annexe A de la th�ese de Sentenac (1993)(pour le cas 2D)� le livre de Tai (1993) et le cours de Gre�et (1998).A.1 D�e�nitions et notationsCas d'ondes scalairesLa fonction de Green scalaire G1 est la solution de l'�equation de propagation pour une sourcescalaire ponctuelle j = �(r � r0) situ�ee en r0.�G1(r; r0) + !2c2 �1G1(r; r0) = ��(r� r0) (A.1)L'indice 1 indique qu'il s'agit de la fonction de Green dans un milieu hôte de permittivit�e �1. Onrecherche la solution avec la condition d'onde sortante suivante:limjr�r0j!1G1� @G1@jr� r0j � ik1G1� = 0 (A.2)avec k21 = !2c2 �1.Cas d'ondes vectoriellesLe tenseur de Green $G1 (r � r0) d�e�nit au sens des fonctions pour r 6= r0 dans un milieuhomog�ene de permittivit�e �1 est solution de l'�equation de propagation pour une source vectorielleponctuelle: r�r� $G1 (r; r0)� !2c2 �1 $G1 (r; r0) = �(r� r0) $I (A.3)o�u $I est l'op�erateur unit�e.La condition d'onde sortante pour le cas d'ondes vectorielles s'�ecrit:limjr�r0j!1�r� $G1 �ik1 r� r0jr� r0j� $G1� = 0 (A.4)



162 ANNEXE A. FONCTION ET TENSEUR DE GREEN DANS UN ESPACE LIBRENotations et conventionsLes �equations (A.1) et (A.3) sont formellement identiques quelle que soit la dimension dusyst�eme si on oublie que la fonction de Dirac est di��erente selon le cas 2D et 3D.�(r� r0) = �(x� x0)�(y � y0)�(z � z0) en 3D (A.5)�(r� r0) = �(x� x0)�(y � y0) en 2D (A.6)L'invariance par translation de la fonction de Green se traduit par:G1(r; r0) = G1(r� r0) (A.7)La transform�ee de Fourier (TF ), et la transform�ee inverse (TF�1), pour un syst�eme 3D sontd�e�nies par convention de la mani�ere suivante:G1(r; r0) = Z �G1 (k;k0)ei(kr�k0r0) d3k(2�)3 d3k0(2�)3 (A.8)�G1 (k;k0) = Z G1(r; r0)ei(�kr+k0r0)d3rd3r0 (A.9)On a par ailleurs la relation: (2�)3�(k � k0) = Z e�i(k�k0)rd3r (A.10)Comme la fonction de Green ne d�epend que de r � r0, on peut d�e�nir la TF de la fonction deGreen �a une seule variable qui est reli�ee �a la TF �a deux variables par:�G1 (k;k0) = (2�)3�(k� k0) �G1 (k) (A.11)Par cons�equent, on a: G1(r� r0) = Z �G1 (k)eik(r�r0) d3k(2�)3 (A.12)Ces relations sont strictement identiques pour le cas du tenseur de Green, Il su�t de remplacerG1 par $G1. Les TF et TF�1 dans le cas 2D s'obtiennent en rempla�cant d3k(2�)3 par d2k(2�)2 et d3r pard2r.A.2 Solution dans l'espace de FourierLa solution dans l'espace de Fourier ne d�epend pas de la dimension du syst�eme consid�er�e. Lecalcul de la fonction de Green s'obtient en prenant la TF de l'�equation de propagation de l'ondescalaire (A.1) tandis que le tenseur de Green s'obtient en prenant la TF de (A.3).Cas scalaire �G1 (k) = 1k2 � k21 (A.13)o�u k = jkj.



A.3. SOLUTION DANS L'ESPACE DIRECT 163Cas vectoriel �$G1 (k) = $P (k)k2 � k21 (A.14)o�u $P (k) = I� k̂k̂ est un op�erateur qui, appliqu�e �a un vecteur, en prend sa partie transverse(la partie transverse est orthogonale au vecteur k). k̂k̂ est une notation telle que ces �el�ements ijsoient: k̂k̂ij= kikjk21 (A.15)Le vecteur r�esultat est orient�e dans le plan normal �a k.A.3 Solution dans l'espace directLes solutions pr�esent�ees sont valables uniquement pour r 6= r0. Nous ne discutons pas desprobl�emes de singularit�es de la fonction et du tenseur de Green en r = r0 pour lesquels on pourratrouver des informations dans l'article de Yaghjian (1980). La m�ethode pour obtenir la solutiondans l'espace direct est toujours la même. On prend la TF�1 3D ou 2D de la fonction ou dutenseur de Green dans l'espace de Fourier.Cas scalaire 3DLa TF 3D inverse de (A.13) donne:G1(r� r0) = eik1jr�r0j4�jr � r0j (A.16)Cas vectoriel 3DLa TF 3D inverse de (A.14) donne:$G1 (r� r0) = �I+ rrk21 � eik1jr�r0j4�jr� r0j (A.17)Les �el�ements ij de (A.17) sont:G1ij(r� r0) = ��ij + @i@jk21 � eik1jr�r0j4�jr� r0jo�u �ij est le symbole de Kronecker et @i = @@xi . On peut d�evelopper l'expression (A.17) jusqu'�aobtenir: $G1 (r) = g1(r)I+ g2(r) r̂r̂ (A.18)avec 8<: g1(r) = (�1 + ik1r + k21r2) eik1r4�k21r3g2(r) = (3� 3ik1r � k21r2) eik1r4�k21r3 (A.19)o�u r̂r̂ij= rirjr2



164 ANNEXE A. FONCTION ET TENSEUR DE GREEN DANS UN ESPACE LIBRECas scalaire 2DLa TF 2D inverse de (A.13) donne:G1(r� r0) = i4H(1)0 (k1jr� r0j) (A.20)o�u H(1)0 est la fonction de Hankel de premi�ere esp�ece d'ordre 0.Cas vectoriel 2DEn prenant la TF�1 2D de (A.14), Sentenac (1993) montre que les �el�ements du tenseur deGreen 2D dans l'espace direct sont:G1ij(r� r0) = i4H(1)0 (k1jr� r0j)��ij � rirjr2 �� i4 ��ij � 2rirjr2 � H(1)1 (k1jr� r0j)k1jr� r0j (A.21)o�u H(1)1 est une fonction de Hankel de premi�ere esp�ece d'ordre 1.A.4 Fonction et tenseur de Green en champ lointainL'expression de la fonction ou du tenseur de Green en champ lointain peut être utile quand ondoit l'int�egrer selon r0 dans une zone petite compar�ee �a la distance d'observation. C'est le cas parexemple quand on calcul le champ rayonn�e E(r) en un point �eloign�e d'un objet source de taillecaract�eristique L de volume V par la relation:E(r) = ZV G(r; r0)j(r0)d3r0 (A.22)Le point d'observation r est en champ lointain d'un objet source situ�e en r0 si les deux conditionssuivantes sont r�ealis�ees:� jr� r0j >> L pour que 1jr�r0j � 1jrj ou encore pour que 1pjr�r0j � 1pjrj� jr� r0j >> L2�1 pour que eik1jr0�rj � eik1re�ik1ur�r0 avec ur = rr .Que le probl�eme soit scalaire ou vectoriel, 2D ou 3D, ces approximations sont tr�es largementutilis�ees. Ces deux conditions sont �equivalentes �a l'approximation de Fraunhofer dans la th�eoriede la di�raction.Cas scalaire 3DEn champ lointain, la fonction de Green 3D devient:G1(r� r0) � eik1r4�r e�ik1ur�r0 (A.23)



A.4. FONCTION ET TENSEUR DE GREEN EN CHAMP LOINTAIN 165Cas vectoriel 3DQuand jk1rj >> 1, les fonctions g1 et g2 tendent versg1(r)! eik1r4�r et g2(r)! �eik1r4�r (A.24)En champ lointain, le tenseur de Green 3D devient:$G1 (r� r0) � eik1r4�r �Te�ik1ur�r0 (A.25)avec �T = I� r̂r̂ (A.26)�T est un op�erateur qui prend la partie transverse (au vecteur r) d'un vecteur. Le champ rayonn�een champ lointain est donc transverse.Cas scalaire 2DLes fonctions de Hankel d'ordre � tendent asymptotiquement vers (Abramowitz et Stegun1965): limjzj!1H(1)� (z) =r 2�z ei(z� 12��� 14�) avec � � < arg(z) < 2� (A.27)Donc pour jk1(r� r0)j grand, on a:G1(r� r0) = i4s 2�jr� r0jei(k1jr�r0j)��4 (A.28)Et en champ lointain, on obtient:G1(r� r0) = 14r 2�ei�4 eik1rpk1re�ik1ur�r0 (A.29)Cas vectoriel 2DLes fonctions de Hankel (A.27) d'ordre 0 et 1 pour jzj grand ont une amplitude identique. Ellessont simplement d�ephas�ees de �2 . Contrairement �a la fonction de Hankel d'ordre 0, la fonction deHankel d'ordre 1 pr�esente dans le tenseur de Green (A.21) est divis�ee par k1jr�r0j. Par cons�equent,pour de grand jk1(r � r0)j, le deuxi�eme terme dans le tenseur de Green est n�egligeable devant lepremier. Dans ce cas, les �el�ements du tenseur de Green tendent asymptotiquement vers:G1ij(r� r0) = i4s 2�jr� r0jei(k1jr�r0j)��4 ��ij � rirjr2 � (A.30)On obtient en champ lointain:G1ij(r� r0) = 14r 2�ei�4 eik1rpk1r e�ik1ur�r0 ��ij � rirjr2 � (A.31)Cette expression peut être r�e�ecrite en fonction de l'op�erateur transverse �T :$G1 (r� r0) = 14r 2�ei�4 eik1rpk1re�ik1ur�r0�T (A.32)



166 ANNEXE A. FONCTION ET TENSEUR DE GREEN DANS UN ESPACE LIBREExemple d'utilisation. Cas scalaire 3DPar exemple dans le cas d'un probl�eme scalaire 3D, l'amplitude du champ rayonn�e par l'objetdonn�e par l'expression (A.22) devient en champ lointain:E(r) � eik1r4�r ZV e�ik1ur�r0j(r0)d3r0 (A.33)Nous utiliserons cette expression �a plusieurs reprises dans le chapitre III.



167
Annexe BCalcul analytique de l'op�erateur dedi�usion double avec et sanscorr�elationsCette annexe est divis�ee en trois sections. La premi�ere et la seconde sont les calculs des op�e-rateurs de di�usion double corr�el�es respectivement dans le cas 3D pour des di�useurs sph�eriques,et dans le cas 2D pour des di�useurs cylindriques in�nis. Cet op�erateur doit être calcul�e pourobtenir le coe�cient d'extinction sous l'approximation de Keller dans les cas 3D et 2D. En termede diagramme, cette op�erateur se note: = ODDCOp�erateur de di�usion double corr�el�ee (B.1)La troisi�eme partie est le calcul de l'op�erateur de di�usion double sans corr�elation not�e:

Op�erateur de di�usion double sans corr�elation (B.2)On obtient une expression sans approximation pour des di�useurs sph�eriques. Ce r�esultat serautilis�e au chapitre VI.B.1 Calcul de l'op�erateur de di�usion double corr�el�eB.1.1 Cas 3DLe r�esultat de cet op�erateur est utilis�e au chapitre III.Pour un ensemble de N di�useurs dispos�es al�eatoirement dans un milieu de volume V , l'op�e-rateur de di�usion double corr�el�e (ODDC) dans l'espace direct est d�e�ni par:$ODDC (r; r0) = N(N � 1)V 2 Z $t (r�R1; r1 �R1) $G1 (r1 � r2) $t (r2 �R2; r0 �R2)g2(jR1 �R2j)d3R1d3R2d3r1d3r2 (B.3)O�u NV est le nombres de particules par unit�e de volume; t est l'op�erateur de di�usion d'uneparticule; G1 est le tenseur de Green pour un espace libre �a trois dimensions de permittivit�e �1; la



168 ANNEXE B. CALCUL DE L'OP�ERATEUR DE DIFFUSION DOUBLEfonction g2(jR1�R2j) est la fonction de corr�elation de paire (voir chap. II) qui ne d�epend que dela distance jR1�R2j s�eparant le centre de deux di�useurs dispos�es respectivement en R1 et R2 etde la fraction volumique f . La moyenne s'e�ectue sur l'ensemble des positions possibles des pairesde particules. L'int�egration sur les variables r1 et r2 correspond �a la sommation de l'ensemble des�ev�enements de di�usion double pour une disposition de paires de particules �x�ee.On pr�ef�ere utiliser la notion de fraction volumique f plutôt que le nombre de particules parunit�e de volume NV qui pour le cas de particules de formes sph�eriques est reli�ee �a N et V par larelation: NV = 3f4�a3 . D'autre part pour N grand, N(N�1)V 2 � (NV )2.Cas de particules sph�eriques petites devant la longueur d'ondeLes particules sont suppos�ees tr�es petites devant la longueur d'onde. Ainsi l'op�erateur de di�u-sion d'une particule est consid�er�e peu di��erent de (voir la section II.5.2) celui d'une h�et�erog�en�eit�eponctuelle: $t (r; r0) = 4�a3�(r)�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 $I �(r� r0) (B.4)Nous injectons cette expression dans (B.3) pour obtenir:$ODDC (r; r0) = � 3f4�a3�2�4�a3�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 �2: Z �(r �R1)�(r1 �R1) $G1 (r1 � r2)�(r2 �R2)�(r2 � r) (B.5)g2(jR1 �R2j)d3R1d3R2d3r1d3r2= � 3f4�a3�2�4�a3�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 �2 $G1 (r� r0)g2(jr� r0j) (B.6)= $ODDC (r� r0)La permittivit�e du milieu e�ectif dans l'approximation de Keller s'obtient �a partir de la transform�eede Fourier de cet op�erateur qui s'�ecrit:�$ODDC (k) = � 3f4�a3�2�4�a3�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 �2 Z $G1 (r)g2(jrj)e�ikrd3r (B.7)= � 3f4�a3�2�4�a3�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 �2 Z 4�0 Z +10 $G1 (r)g2(jrj)e�ikrr2d
drApproximation scalairePour poursuivre, nous avons besoin d'utiliser une relation appel�ee par Keller (1964) th�eor�eme devaleur moyenne: Soit une fonction v(r) v�eri�ant une �equation propagation scalaire (�+ k2)v = 0,comme par exemple v(r) = eikr, alors l'int�egration de cette fonction sur une surface sph�erique Scentr�ee en r0 de rayon jrj est:ZS v(r0 + r)dS = Z 4�0 v(r0 + r)r2d
 = 4�rk sin(kr)v(r0) (B.8)Nous allons remplacer le tenseur de Green par la fonction de Green du probl�eme scalaire pour�eviter les probl�emes de convergence de l'int�egrale 1 d'une part et d'autre part pour que l'on puisse1. Le cas vectoriel n'a rien de trivial puisque certains termes du tenseur de Green qui sont en 1=r3 posent unprobl�eme de singularit�e en r = 0



B.1. CALCUL DE L'OP�ERATEUR DE DIFFUSION DOUBLE CORR�EL�E 169utiliser le th�eor�eme pr�ec�edent.�$ODDC (k) = � 3f4�a3�2�4�a3�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 �2 Z +10 eikr4�rg2(r)r2 Z 4�0 e�ikrd
dr (B.9)En utilisant la formule (B.8) au point r0 = 0 avec la fonction v(r) = e�ikr, on obtient le r�esultatsuivant: �$ODDC (k) = � 3f4�a3�2�4�a3�1 �p � �1�p + 2�1 !2c2 �2 1k Z +10 eikrg2(r)sin(kr)dr (B.10)Extention ph�enom�enologique au cas de di�useurs de tailles quelconquesNous avons vu au chapitre II Eq. (II.75) et au chapitre III Eq. (III.72) que:4�a3!2c2 �p � �1�p + 2�1 �1 = lima�!0 �$t (k1;k1) (B.11)Or la relation entre l'op�erateur de di�usion et la matrice de di�usion S dans la direction avantest: �$t (k1;k1) = i4�Sk1(0)k1 (B.12)A�n d'�etendre la formule (B.10) pour des particules de tailles plus importantes, nous allons rem-placer ph�enom�enologiquement le terme de di�usion dipolaire par la matrice de di�usion valablepour des particules sph�eriques de tailles quelconques:4�a3!2c2 �p � �1�p + 2�1 �1 �! i4�Sk1(0)k1 (B.13)R�esultatFinalement, on obtient la relation suivante qui est utilis�ee pour le calcul de l'indice e�ectif etle coe�cient d'extinction au chapitre III.�$ODDC (k) = � 3f4�a3�2� i4�Sk1(0)k1 �2 1k Z +10 eikrg2(r)sin(kr)dr (B.14)Cette formule n'est rigoureuse que dans le cas limite de particules de tailles ponctuelles, sph�eriques,et pour des ondes scalaires.Pour obtenir cette formule, nous sommes partis directement du cas limite des tr�es petitesparticules faiblement di�usantes, pour l'�etendre au cas des di�useurs d'amplitude plus �elev�ee.Il est peut être plus naturel de consid�erer directement le cas de di�useurs de sections e�caces�elev�ees, mais su�samment petits devant la longueur d'onde pour que l'approximation suivantesoit valable: $t (r; r0) ��$t (k1;k10)�(r)�(r � r0) = i4�Sk1(0)k1 �(r)�(r � r0) (B.15)En ins�erant directement cette relation dans (B.3), on peut plus rapidement obtenir l'�equation(B.14) tout en �evitant d'introduire l'expression de l'op�erateur de di�usion d'une h�et�erog�en�eit�eponctuelle.



170 ANNEXE B. CALCUL DE L'OP�ERATEUR DE DIFFUSION DOUBLEB.1.2 Cas 2DCe r�esultat sera utilis�e pour obtenir une expression du coe�cient d'extinction sous l'approxima-tion de Keller dans l'annexe E. Les r�esultats num�eriques de cette approximation seront pr�esent�esau chapitre IV.Pour un ensemble de N di�useurs cylindriques dispos�es al�eatoirement dans un milieu de volumeV , l'op�erateur de di�usion double corr�el�e (ODDC) 2D dans l'espace direct est d�e�ni par:$ODDC (r; r0) = N(N � 1)V 2 Z $t (r�R1; r1 �R1) $G1 (r1 � r2) $t (r2 �R2; r0 �R2)g2(jR1 �R2j)d2R1d2R2d2r1d2r2 (B.16)O�u NV est le nombres de particules par unit�e de volume; t est l'op�erateur de di�usion d'uneparticule; G1 est le tenseur de Green pour un espace libre �a deux dimensions de permittivit�e �1; lafonction g2(jR1 �R2j) est la fonction de corr�elation de paire (voir chap. II), pour des cylindres �abases circulaires, qui ne d�epend que de la distance jR1�R2j, s�eparant le centre de deux di�useursdispos�es respectivement en R1 et R2, et de la fraction volumique f . La moyenne s'e�ectue surl'ensemble des positions possibles des paires de particules. L'int�egration sur les variables r1 et r2correspond �a la sommation de l'ensemble des �ev�enements de di�usion double pour une dispositionde paires de particules �x�ee. Pour le cas de particules de formes cylindriques, la fraction volumiqueest reli�ee �a N et V par la relation: NV = f�a2 . D'autre part pour N grand, N(N�1)V 2 � (NV )2.Comme pour le cas 3D, on �etudie le cas des petites particules devant la longueur d'onde.$t (r; r0) ��$t (k1;k10)�(r)�(r � r0) = i4Sk1(0)�(r)�(r � r0) (B.17)Nous injectons cette expression dans (B.16) pour obtenir:$ODDC (r; r0) = � f�a2 i4Sk1(0)�2: Z �(r �R1)�(r1 �R1) $G1 (r1 � r2)�(r2 �R2)�(r2 � r) (B.18)g2(jR1 �R2j)d2R1d2R2d2r1d2r2= � f�a2 i4Sk1(0)�2 $G1 (r� r0)g2(jr� r0j) (B.19)= $ODDC (r� r0)Pour calculer l'indice e�ectif, nous avons besoin d'une expression de cet op�erateur dans l'espacede Fourier: �$ODDC (k) = � f�a2 i4Sk1(0)�2 Z $G1 (r)g2(jrj)e�ikrd2r (B.20)= � f�a2 i4Sk1(0)�2 Z +10 Z 2�0 $G1 (r)g2(jrj)e�ikrrd�dr (B.21)Dans le cas 2D, nous avons besoin d'une relation analogue �a (B.8) utilis�ee par Keller dans lecas 3D. Nous d�emontrons �a la �n de cette annexe la relation suivante: si v(r) = eikr o�u k est unvecteur d'onde de direction quelconque et de norme k = jkj, alors l'int�egration de cette fonctionsur un contour circulaire C, centr�e en r0 de rayon jrj est:ZC v(r0 + r)dl = Z 2�0 v(r0 + r)rd� = 2�rJ0(kr)v(r0) (B.22)



B.1. CALCUL DE L'OP�ERATEUR DE DIFFUSION DOUBLE CORR�EL�E 171o�u J0 est une fonction de Bessel de premi�ere esp�ece.Nous allons remplacer le tenseur de Green par la fonction de Green du probl�eme scalaire.�$ODDC (k) = � f�a2 i4Sk1(0)�2 Z +10 i4H(1)0 (k1r)g2(r)r Z 2�0 e�ikrd�dr (B.23)En utilisant la formule (B.22) au point r0 = 0 avec la fonction v(r) = e�ikr, on obtient �nalementla relation suivante qui est utilis�ee pour le calcul de l'indice e�ectif et du coe�cient d'extinctiondans l'annexe E. �$ODDC (k) = � f�a2 i4Sk1(0)�2 Z +10 i�2 H(1)0 (k1r)J0(kr)rg2(r)dr (B.24)Cette formule n'est rigoureuse que dans le cas limite de particules de tailles ponctuelles sph�eriqueset pour des ondes scalaires.D�emontration de la formule B.22Soit v(r) = eikr avec k = k� cos(�k)sin(�k) � et r = r� cos(�)sin(�) � (B.25)On souhaite int�egrer cette fonction sur un contour circulaire C, centr�e en r0 de rayon jrj:I(r0) = ZC v(r0 + r)dl = Z 2�0 v(r0 + r)rd�= v(r0)r Z 2�0 eikrd� = v(r0)r Z 2�0 eikrcos(���k)d� = v(r0)r Z 2�0 eikrcos(�)d�Or la fonction de Bessel J0 de premiere esp�ece peut se d�e�nir comme l'int�egrale suivante:J0(z) = 1� Z �0 eizcos(�)d� (B.26)On retrouve alors la relation recherch�ee:ZC v(r0 + r)dl = 2�rJ0(kr)v(r0) (B.27)



172 ANNEXE B. CALCUL DE L'OP�ERATEUR DE DIFFUSION DOUBLEB.2 Calcul exact de l'op�erateur de di�usion double sans corr�ela-tionDans cette partie, nous calculons un op�erateur que nous appelons l'op�erateur de di�usion doublesans corr�elation. Nous aurons besoin de son expression au chapitre VI traitant du calcul du milieue�ectif d'un milieu di�usant contenant des particules sph�eriques de forte permittivit�e par rapportau liant.Cette op�erateur s'�ecrit explicitement de la mani�ere suivante dans l'espace direct:0� 0 (r; r0) = N(N � 1)V 2 Z $t (r�R1; r1 �R1) $G1 (r1 � r2) $t (r2 �R2; r0 �R2)d3R1d3R2d3r1d3r2 (B.28)o�u $t (r; r0) est l'op�erateur de di�usion �a une particule; o�u G1 est l'op�erateur de Green associ�eau tenseur de Green dans un espace libre de permittivit�e �1; et R1 et R2 sont les positions descentres de deux di�useurs. On d�e�nit la TF de t par:$t (r; r0) = Z d3k(2�)3 d3k0(2�)3 �$t (k;k0)eikre�ik0r0 (B.29)donc: $t (r�R; r0 �R) = Z d3k(2�)3 d3k0(2�)3 �$t (k;k0)eikre�ik0r0ei(k0�k)R (B.30)La TF du tenseur de Green est d�e�nie par:$G1 (r1 � r2) = Z d3k(2�)3 �$G1 (k)eik(r1�r2) (B.31)On injecte ces expressions dans (B.28) pour obtenir:0� 0 (r; r0) = N(N � 1)V 2 Z d3R1d3R2d3r1d3r2d3k1d3k2d3k3d3k4d3k5(2�)15�$t (k1;k2) �$G1 (k3) �$t (k4;k5)eik1re�ik5r0ei(k3�k2)r1ei(k4�k3)r2ei(k2�k1)R1ei(k5�k4)R2 (B.32)Dans cette int�egrale, on peut reconnaitre quatre fonctions de Dirac car on sait que:Z d3r(2�)3 ei(k0�k)r = �(k0 � k) (B.33)On peut alors int�egrer rapidement sur k2, k3, k4 et k5 pour obtenir tout simplement:0� 0 (r; r0) = N(N � 1)V 2 Z d3k(2�)3 �$t (k;k) �$G1 (k) �$t (k;k)eik(r�r0) (B.34)Ainsi, 0� 0 (r; r0) = 0� 0 (r� r0) = Z d3k(2�)3 [0� 0 (k)]eik(r�r0) (B.35)avec 0� 0 (k) = N(N � 1)V 2 �$t (k;k) �$G1 (k) �$t (k;k) (B.36)



B.2. CALCUL EXACTDE L'OP�ERATEURDE DIFFUSION DOUBLE SANS CORR�ELATION173Or on sait que dans la base de Bohren, et pour un di�useur dans le milieu hôte on a:�$t (k;k) = i4�Sk1(0)k1 (B.37)o�u Sk(0) est la matrice de di�usion vers l'avant, calculable par un code de Mie. Dans le cas departicules sph�eriques, S est diagonale, et ses �el�ements non-nuls sont �egaux car l'amplitude dedi�usion ne d�epend pas de la polarisation du champ incident. D'autre part, le tenseur de Greendans la direction avant, i.e. k = (0; 0; k), est dans la base cart�esienne.�$G1(k) = $P (k)k2 � k21 = 1k2 � k21 0@ 1 0 00 1 00 0 0 1A (B.38)Par cons�equent, en injectant (B.38) et (B.37) dans (B.36), on obtient �nalement dans la base deBohren: 0� 0 (k) = N(N � 1)V 2 1k2 � k21 � i4�Sk1(0)k1 �2 (B.39)Ce terme est diagonal pour le cas de di�useurs sph�eriques. C'est ce terme pour le cas de N = 2,que l'on aura besoin de soustraire pour calculer l'op�erateur de masse.RemarquesPSfrag replacements kk k0k00 R1 �R2(a)
PSfrag replacements kkk0 k00 R1 �R2

(b)
PSfrag replacements k kkk0k00 R1 �R2(c)Fig. B.1 { Seule la con�guration (c) contribue au r�esultat de l'op�erateurL'expression (B.36) ou (B.39) de l'op�erateur de di�usion double non-corr�el�ee ne d�epend quede la matrice de di�usion de Mie dans la direction avant. On aurait pu s'attendre �a ce que lesvariables d'int�egration k2, k3 et k4 dans (B.32) pr�esentes dans le premier et le second op�erateurde di�usion simple et le tenseur de Green, et dans le second op�erateur de di�usion, subsistentdans l'expression.Lors de ce calcul, la moyenne sur les positions des di�useurs R1 et R2 aurait pu se faire sur lecentre de la paire R1+R22 , puis sur toutes les orientations et les distances inter-particules R1�R2.La moyenne sur le centre des particules implique que le seul vecteur d'onde possible en sortieest �egal �a celui en entr�ee (même norme et même direction). Dans l'int�egrale (B.32), la moyenneimpose que k5 = k1 = k. Symboliquement on �ecrit:hk5 ! k4 ! k3 ! k2 ! k1iR1+R22 = k! k4 ! k3 ! k2 ! k (B.40)La moyenne sur toutes les orientations et toutes les distances impose que k2 = k3 = k4 = k5:hk! k4 ! k3 ! k2 ! kiR1�R2 = k! k! k! k! k (B.41)



174 ANNEXE B. CALCUL DE L'OP�ERATEUR DE DIFFUSION DOUBLEDans le cas de particules petites devant la longueur d'onde et en champ lointain, on peut repr�e-senter le probl�eme en terme de rayons. Le premier �ev�enement de di�usion sur la particule 1 avecun vecteur d'onde incident k, est di�us�e puis se propage de la particule 1 �a 2 selon k0. Puis, ledeuxi�eme �ev�enement di�usion transforme k0 en k. L'hypoth�ese des petites particules en champlointain, nous a permis de supposer que k2 � k3 � k4 = k0. On peut �ecrire la phase du cheminsous la forme : eikR1eik0(R2�R1)eik(r�R2) (B.42)o�u r est le point d'observation. Il faut maintenant moyenner sur R2 �R1. Cela revient donc �aint�egrer sur ces variables. Que ce soit l'int�egration sur x et y ou l'int�egration sur z (la directionavant), les deux imposent que k0 = k. Cela signi�e que :� l'int�egration sur les di��erentes distances suivant z donne le Dirac (on peut donc associerdeux �a deux des chemins a (z1 � z2) s�epar�es de �2 );� l'int�egration sur x et y donnent le même r�esultat ce qui signi�e que l'on doit pouvoir associeraussi des couples �a même (z2 � z1) mais di��erents x tels que la di��erence de marche soit lamême +�2 .La seule contribution �a la moyenne vient du processus suivant: k! k! k. Autrement dit:< k! k0 ! k >(R1�R2)= k! k! k (B.43)On peut encore dire que pour chaque processus (Fig. B.1(a)) k ! k0 ! k il existe un autreprocessus (Fig. B.1(b)) k! k00 ! k tel que ces deux processus soientt exactement en oppositionde phase sauf pour le processus de di�usion double vers l'avant (Fig. B.1(c)) o�u les particules sontalign�ees: k! k! k.
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Annexe CTh�eorie de Mie pour un cylindrein�ni plong�e dans un milieuabsorbantComme pour le cas de la th�eorie de Mie pour une sph�ere (chapitre III), la th�eorie de Miepour un cylindre plong�e dans un milieu hôte absorbant ne pose pas de probl�eme math�ematiqueparticulier. Nous n'avons pas d�etaill�e la th�eorie de Mie en milieu absorbant pour le cas d'unesph�ere car elle est d�ecrite dans plusieurs documents. Parcontre le cas d'un di�useur cylindriqueen milieu absorbant n'est pas d�ecrit �a notre connaissance dans d'autres documents, notammentle calcul des ux d'�energie �a la surface du di�useur.Les champs rayonn�es par un cylindre �eclair�e par une onde plane s'�ecrivent formellement demani�ere identique que dans le cas d'un milieu hôte non-absorbant. La seule di��erence �a prendreen compte est que le nombre d'onde de l'onde incidente est complexe. Ceci a son importancepour le calcul num�erique de la matrice de di�usion. Par contre le calcul des sections e�caces dedi�usion et d'extinction sont probl�ematiques quand la particule est plong�ee en milieu absorbant.Seuls les ux d'extinction et de di�usion peuvent être calcul�es exactement. Le passage classiquedu calcul de ces ux au calcul des sections e�caces pose des di�cult�es th�eoriques. De plus, lesr�eponses donn�ees sont sujet �a pol�emiques (voir chapitre III).Cette Annexe est d�ecoup�ee en trois parties dont les deux premi�eres sont des r�esultats connusdepuis fort longtemps que l'on peut retrouver dans les livres de Bohren et Hu�man (1983) etvan de Hulst (1981):� Le calcul des champs di�us�es par un cylindre partout dans l'espace, et son expression asymp-totique en champ lointain dans un milieu absorbant.� Le bilan d'�energie absorption-di�usion en milieu non-absorbant.� Le bilan d'�energie absorption-di�usion en milieu absorbant.Les r�esultats de la troisi�eme partie servirons �a la th�eorie de Fardella que nous avons adapt�e pourle cas des cylindres (D.2).C.1 Expression des champs rayonn�esSoit un cylindre de longueur in�nie circulaire de rayon a d'indice r�efractif np plong�e dans unmilieu d'indice nh orient�e parall�ellement �a l'axe (Oz). Par souci de simplicit�e, on se limite aucas o�u le cylindre est �eclair�e perpendiculairement par une onde plane (Fig. C.1). Nous exposonsrapidement les r�esultats �etablis dans le livre de Bohren et Hu�man (1983) sur le calcul des champsrayonn�es, ainsi que l'expression de la matrice de di�usion S. Ces r�esultats seront utilis�es dans lessections suivantes pour le calcul de l'extinction dans un milieu absorbant.
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Fig. C.1 { Cylindre in�ni (longueur L >> �) de rayon a d'indice np plong�ee dans un liant d'indicenh, �eclair�e en incidence normaleC.1.1 Cas o�u le champ est parall�ele �a la direction d'invariance (Oz) (polarisa-tion s)On suppose que l'onde incidente se propage dans la direction �x avec une pulsation ! que nousn'explicitons pas. Le champ incident dans la base cart�esienne (x; y; z) est parrall�ele �a la directionz: Eki = Ek0eze�ik1x (C.1)Cette forme ressemble �a une onde plane 1 avec un vecteur d'onde k1 = 2�nh�0 . Le nombre d'onde k1est r�eel si le liant est non absorbant et complexe dans le cas d'un liant absorbant.k1 = 2�Re[nh]�0 + i2�Im[nh]�0Dans ce dernier cas, l'amplitude de l'onde d�ecrô�t le long de sa propagation.Eki = Ek0eze�iRe[k1]xeIm[k1]x (C.2)Il est donc important de �xer la position d'une r�ef�erence pour l'amplitude du champ. Pour cela estd�e�nie la valeur de l'amplitude du champ incident Ek0 dans le plan x = 0 au centre du cylindre.Comme le probl�eme est �a sym�etrie cylindrique, les champs incident et di�us�e du probl�eme sontd�evelopp�es dans la base d'harmoniques cylindriques (M1n;N1n) et (M3n;N3n). Ces harmoniquescylindriques s'expriment elles-mêmes dans une base cylindrique (er; e�; ez) (voir Fig. C.1 pour la1. Dans le cas o�u le milieu hôte est absorbant, l'onde s'att�enue et ne peut plus en toute rigueur s'appeler ondeplane



C.1. EXPRESSION DES CHAMPS RAYONN�ES 177d�e�nition des vecteurs unitaires).Eki(�) = +1Xn=�1EnN1n(�) (C.3)Hki(�) = � ik1!� +1Xn=�1EnM1n(�) (C.4)Eks(�) = � +1Xn=�1EnbnN3n(�) (C.5)Hks(�) = ik1!� +1Xn=�1EnbnM3n(�) (C.6)avec En = Ek0(�i)nk1 (C.7)M1n(�) = k1(inJn(�)� er � J 0n(�)e�)ein� (C.8)N1n(�) = k1Jn(�)ezein� (C.9)M3n(�) = k1(inH(1)n (�)� er �H 0(1)n (�)e�)ein� (C.10)N3n(�) = k1H(1)n (�)ezein� (C.11)bn = Jn(mX)J 0n(X) �mJ 0n(mX)Jn(X)Jn(mX)H 0(1)n (X)�mJ 0n(mX)H(1)n (X) (C.12)o�u X = k1a est le param�etre de taille du cylindre; o�u � = k1r et r =px2 + y2 est la distance dupoint d'observation au centre du cylindre; m = npnh est le rapport de l'indice r�efractif du cylindrenp sur celui du milieu hôte nh; en�n Jn et H(1)n sont les fonctions de Bessel, respectivement depremi�ere et de troisi�eme esp�ece d'ordre n. Les exposants 1 et 3 sur les harmoniques cylindriques(par exempleM3n) indiquent si elles s'expriment �a partir de fonctions de Bessel de premi�ere ou detroisi�eme esp�ece.C.1.2 Cas o�u le champ est dans le plan d'incidence (polarisation p)Pour cette polarisation, le champ �electrique incident s'�ecritEi? = E?0eye�ik1x (C.13)E?i(�) = �i +1Xn=�1EnM1n(�) (C.14)H?i(�) = � k1!� +1Xn=�1EnN1n(�) (C.15)E?s(�) = i +1Xn=�1EnanM3n(�) (C.16)H?s(�) = k1!� +1Xn=�1EnanN3n(�) (C.17)



178 ANNEXE C. TH�EORIE DE MIE EN MILIEU ABSORBANTavec En = E?0(�i)nk1 (C.18)an = mJ 0n(X)Jn(mX) � Jn(X)J 0n(mX)mJn(mX)H 0(1)n (X)� J 0n(mX)H(1)n (X) (C.19)C.1.3 Solution asymptotique en champ lointainLes harmoniques sph�eriques constitu�ees parM3n (C.10) et les N3n (C.11) contiennent des fonc-tions de Hankel. Quand j�j >> 1, on peut utiliser la forme asympotique de la fonction de Hankelet de sa d�eriv�ee premi�ere. H(1)n (�) �!r 2��ei�(�i)ne�i�4 (C.20)Pour calculer la d�eriv�ee premi�ere de la fonction de Hankel, on utilise la relation suivante 2:�H 0(1)n (�) = �H(1)n�1(�)� nH(1)n (�) (C.21)pour obtenir son expression asymptotique.H 0(1)n (�) �!r 2��ei�(�i)ne+i�4 (C.22)Les harmoniques cylindriquesM3n contiennent une composante non-nulle selon er, mais qui d�ecroiten 1� et qui devient n�egligeable en champ lointain devant les composantes selon e� et ez. Onretrouve bien que le champ est transverse en champ lointain.Ainsi, il est possible en champ lointain d'�ecrire une relation matricielle entre le champ incidentet le champ di�us�e regroupant les r�esultats pour les deux polarisations rectilignes parall�ele etperpendiculaire. � EksE?s � =r 2�rn1k0 ei 3�4 eirn1k0Sk1(�)� Ek0E?0 � (C.23)O�u Sk1(�) = � Sk(�) 00 S?(�) � est la matrice de di�usion avec � = ��� (� = 0 pour la directionavant) et Sk(�) = b0 + 2 +1Xn=1 bncos(n�) (C.24)S?(�) = a0 + 2 +1Xn=1 ancos(n�) (C.25)On indique k1 en dessous la matrice de di�usion pour rappeller que le nombre d'onde de l'ondeincidente est le milieu hôte (k1 est complexe dans un milieu absorbant).Le code de calcul classique pour la th�eorie de Mie pour un di�useur cylindrique est disponiblesur le WEB. Il s'agit du code que l'on trouve �a la �n du livre de Bohren et Hu�man (1983). Iln'y a pas, �a notre connaissance, de code disponible pr�evu pour le cas o�u le param�etre de tailleest complexe. Nous avons besoin pour les mod�eles de Foldy-Twersky et Keller 3 de connaitre lavaleur de la matrice S en milieu absorbant. Par cons�equent, nous avons adapt�e le code de Bohren2. Abramowitz et Stegun (1965)3. Ces mod�eles sont d�ecrit en annexe E pour le cas des cylindres, et au chapitre III pour le cas de sph�eres



C.2. BILAN D'�ENERGIE DANS UN MILIEU HÔTE NON-ABSORBANT 179et Hu�man (1983) pour des param�etres de taille complexes. Le calcul de la matrice S passe par lecalcul des coe�cients an et bn donn�es par les formules (C.19) et (C.12). Cette transformation nepose pas a priori de probl�emes num�eriques, sauf pour le cas que nous ne rencontrerons pas o�u lapartie imaginaire de l'indice du param�etre de taille devient grande devant la partie r�eelle et pourlequel la fonction de Hankel est plus d�elicate �a calculer 4.C.1.4 Une d�e�nition possible de la fonction de phase en milieu absorbantCalculons l'intensit�e di�us�ee Isca en champ lointain de la particule en fonction de l'intensit�eincidente I0 au centre de la particule, en prenant la norme au carr�e de (C.23):� IkscaI?sca � = 2�rjn1jk0 e�2rIm(n1)k0 jSk1(�)j2� Ik0I?0 � (C.26)La fonction de phase qui ne d�epend que de la di��erence entre l'angle de sortie et l'angle d'entr�ee� = �sca � �inc peut s'�ecrire: p(�) = �IscaI0 (C.27)o�u � est une constante que l'on doit d�eterminer par la condition de normalisation suivante quedoit n�ecessairement v�eri�er la fonction de phase.12� Z 2�0 p(�)d� = 1 (C.28)On obtient alors l'expression suivante:p(�) = 2�jSk1(�)j2R 2�0 jSk1(�)j2d� (C.29)avec dans le cas de la polarisation p:jSk1(�)j2 = ja0 + 2 +1X0 ancos(n�)j2 (C.30)Z 2�0 jSk1(�)j2d� = ja0j2 + 4� 1X0 janj2 (C.31)Dans le cas de la polarisation s, il su�t de remplacer les an par les bn.C.2 Bilan d'�energie dans un milieu hôte non-absorbantOn �ecrit les composantes des champs �electrique et magn�etique de la mani�ere suivante:Es = 0@ Es;rEs;�Es;z 1A et Hs = 0@ Hs;rHs;�Hs;z 1A (C.32)Les valeurs moyennes temporelles des vecteurs de Poynting incident, de di�usion et d'extinctions'�ecrivent: Sinc = 12Re(Ei ^H�i ) (C.33)Ssca = 12Re(Es ^H�s) (C.34)Sext = 12Re(Ei ^H�s +Es ^H�i ) (C.35)4. Heckmann et Dvorak (2001)



180 ANNEXE C. TH�EORIE DE MIE EN MILIEU ABSORBANTPour le calcul du ux du vecteur de Poynting �a travers une surface �ctive cylindrique �a basecirculaire, nous n'avons besoin que de la composante radiale du vecteur de Poynting.Ssca:er = 12Re(Es;�H�s;z �Es;zH�s;�) (C.36)Sext:er = 12Re(Ei;�H�s;z �Ei;zH�s;� +Es;�H�i;z �Es;zH�i;�) (C.37)Dans le cas d'un milieu non-absorbant, comme pour le cas d'une particule sph�erique (voir chapitreI) la m�ethode classique du calcul des coe�cients de di�usion et d'absorption consiste �a calculerle ux du vecteur de Poynting �a travers un cylindre �ctif de surface A (Fig. C.2) entourant lecylindre di�useur. Le ux d'�energie traversant A est:
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Fig. C.2 { Surface cylindrique A entourant le cylindre di�useurWabs = �ZA S:erdA (C.38)Wabs repr�esente la quantit�e d'�energie absorb�ee dans le cylindre �ctif par unit�e de temps [ET�1L2].Comme le vecteur de Poynting peut se d�ecomposer en une somme de trois termes S = Sinc+Ssca+Sext, les ux �a travers la surface se d�ecomposent aussi en une somme de trois termes.Wabs =Winc �Wsca +Wext (C.39)avec Winc = �ZA Sinc:erdA (C.40)Wsca = +ZA Ssca:erdA (C.41)Wext = �ZA Sext:erdA (C.42)o�u Winc, Wsca et Wext sont les ux associ�es respectivement au vecteur de Poynting incident, dedi�usion et d'extinction �a travers la surface A; le vecteur er est normal et orient�e vers l'ext�erieurde la surface A. Comme le vecteur de Poynting incident est constant, alors le ux incident entrantpar l'une des faces du cylindre est strictement �egal au ux sortant par la face opppos�ee. Parcons�equent Winc = 0. La quantit�e d'�energie absorb�ee par unit�e de temps s'obtient en retranchantle ux de di�usion au ux d'extinction.Wabs = �Wsca +Wext (C.43)



C.3. FLUX EN MILIEU ABSORBANT 181En d'autres termes, l'extinction est dans ce cas due �a la somme du ux absorb�e et du ux dedi�usion. Usuellement, le rayon du cylindre �ctif est choisi su�samment grand pour que l'onpuisse calculer les ux en utilisant l'expression des champs �electrique et magn�etique en champlointain. Par cette m�ethode, on obtient (Bohren et Hu�man 1983) une expression des coe�cientsde di�usion et d'extinction pour les polarisations rectilignes.Wscak = I0 4kh "jb0j2 + 2 +1Xn=1 jbnj2# (C.44)Wextk = I0 4khRe"b0 + 2 +1Xn=1 bn# (C.45)Wsca? = I0 4kh "ja0j2 + 2 +1Xn=1 janj2# (C.46)Wext? = I0 4khRe"a0 + 2 +1Xn=1 an# (C.47)o�u l'on a introduit l'intensit�e incidente I0 d�e�nie par:I0 = Sinc = 12 jE0j2Re( k�h!�h ) (C.48)Les sections e�caces de di�usion Csca et d'extinction Cext (unit�e [L] pour un syst�eme 2D)s'obtiennent en divisant les ux par l'intensit�e incidente I0.Csca = WscaI0 et Cext = WextI0 (C.49)Si on consid�ere un syst�eme form�e d'une collection de particules cylindriques toutes parall�eles etdispos�ees dans l'espace de mani�ere al�eatoire, alors on peut calculer les coe�cient de di�usion Kscaet d'extinction Kext [L�1] �a partir de la valeur de la section e�cace d'un cylindre. Si n est lenombre de particules par unit�e de volume [L�3] et f est la fraction volumique de particules derayon a, on obtient sous l'approximation de la di�usion ind�ependante (di�useurs non-corr�el�es) uneexpression du coe�cient d'extinction et de di�usionKsca = nCsca = f�a2Csca et Kext = nCext = f�a2Cext (C.50)proportionnelle �a la fraction volumique de particules.Kscak = f�a 4X "jb0j2 + 2 +1Xn=1 jbnj2# et Kextk = f�a 4XRe"b0 + 2 +1Xn=1 bn# (C.51)Ksca? = f�a 4X "ja0j2 + 2 +1Xn=1 janj2# et Kext? = f�a 4XRe"a0 + 2 +1Xn=1 an# (C.52)o�u X = kha est le param�etre de taille de la particule de rayon a dans le liant d'indice nh. Cettem�ethode ne peut être utilis�ee que si le liant est non-absorbant. Dans le cas contraire, les champsdi�us�es sont nuls en champ lointain et, par cons�equent, on obtient Wsca = 0.C.3 Calcul des ux �a travers la surface du cylindre plong�e dansun milieu absorbantComme la th�eorie de Mie permet de calculer le champ di�us�e partout dans l'espace, et notam-ment �a la surface du cylindre, nous pouvons calculer une expression analytique des ux �a traversla surface du di�useur cylindrique.



182 ANNEXE C. TH�EORIE DE MIE EN MILIEU ABSORBANTC.3.1 Calcul des ux
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Fig. C.3 { Calcul des ux �a travers la surface du di�useurCommen�cons par le calcul du ux du vecteur de Poynting incident qui ne d�epend pas de lapolarisation de l'onde incidente. Winc = �ZA Sinc:erdA (C.53)Contrairement au cas d'un milieu hôte non-absorbant, Winc est non-nul car il y a plus de uxentrant dans la particule que de ux sortant. Le vecteur de Poynting incident peut s'�ecrire de lamani�ere suivante. Sinc = 12Re(Einc ^H�inc) = I0e�2�xei (C.54)o�u I0 = 12 jE0j2Re( k�h!�h ) est l'intensit�e au centre de la particule (en z=0); et � = 2��0 Im(nh) est lenombre d'onde dans le liant. On d�ecompose le ux Winc en la di��erence de du ux entrant quel'on note Winc;e, et du ux sortant Winc;s.Winc = Winc;e �Winc;s (C.55)o�u Winc;e = I0 Z �0 e2�asin(�)asin(�)d� (C.56)Winc;s = I0 Z �0 e�2�asin(�)asin(�)d� (C.57)On pose F (X) = 12 Z �0 eXsin(�)d� (C.58)Ce qui permet d'exprimer Winc en fonction de F:Winc = 2aI0 [F (2�a) � F (�2�a)] (C.59)On montre sans di�cult�e que[F (2�a) � F (�2�a)] = 12i Z �0 cos [i2�asin(�)� �] d� (C.60)� 12i Z �0 cos [�i2�asin(�)� �] d� (C.61)



C.3. FLUX EN MILIEU ABSORBANT 183A l'aide de la relation (Abramowitz et Stegun 1965) suivante:J1(z) = 1� Z �0 cos [zsin(�)� �] d� (C.62)o�u J1(z) est la fonction de Bessel de premi�ere esp�ece d'ordre 1 avec z complexe; on obtientl'expression recherch�ee: Winc = 2�aI0Im [J1(i�2a)] (C.63)Les ux de di�usion et d'extinction d�ependent de la polarisation de l'onde incidente. Prenonsle cas du champ �electrique incident parall�ele �a la direction d'invariance(oz) (polarisation s). Leschamps �electriques incident et di�us�e sont orient�es selon (Oz), par cons�equent les composantesEi;� et Es;� selon � sont nulles. Les produits scalaires avec la normale �a la surface des vecteurs dePoynting de di�usion (C.36) et d'extinction (C.37) deviennent:Ssca:er = �12Re(Es;zH�s;�) (C.64)Sext:er = �12Re(Ei;zH�s;� +Es;zH�i;�) (C.65)Les expressions des champs �electrique et magn�etique sont donn�ees par les relations (C.3-C.6)calcul�ees � = a. En utilisant les relations (C.64) et (C.65), puis (C.41), (C.42), etZ0 2�ei(n�m)�d� = 2��np (C.66)et H�n = (�1)nHn (C.67)H 0�n = (�1)nH 0n (C.68)et en�n b�n = bn, on obtient:Wscak = 2�ajE0j2 12Re �i k�h!�h jb0j2H0(X)H�00 (X)� (C.69)+ 2�ajE0j2 12Re"i k�h!�h 2 +1Xn=1 jbnj2Hn(X)H�0n (X)#Wextk = 2�ajE0j2 12Re ��i kh!�h �b0J�0 (X)H�00 (X) + b�0H�0 (X)J 00(X)�� (C.70)+ 2�ajE0j2 12Re"�i kh!�h2 +1Xn=1�bnJ�n(X)H�0n (X) + b�nH�n(X)J 0n(X)�#Passons au cas o�u le champ �electrique est dans le plan d'incidence (champ �electrique perpendi-culaire au plan (xOz)= polarisation p). Les champs magn�etiques incident et di�us�e sont orient�esselon (Oz), par cons�equent les composantes Hi;� et Hs;� selon � du champ magn�etique sont nulles.Les produits scalaires avec la normale �a la surface des vecteurs de Poyting de di�usion (C.36) etd'extinction (C.37) deviennent:Ssca:er = 12Re(Es;�H�s;z) (C.71)Sext:er = 12Re(Ei;�H�s;z +Es;�H�i;z) (C.72)



184 ANNEXE C. TH�EORIE DE MIE EN MILIEU ABSORBANTL'expression des champs �electrique et magn�etique sont donn�ees par les relations (C.14-C.17) cal-cul�ees en � = a. En utilisant les relations (C.71) et (C.72), puis (C.41), (C.42), et encore la relationd'orthogonalit�e (C.66), puis (C.67) et (C.68), et en�n a�n = �an, on obtient:Wsca? = 2�ajE0j2 12Re �i k�h!�h ja0j2H0(X)H�00 (X)� (C.73)+ 2�ajE0j2 12Re"i k�h!�h 2 +1Xn=1 janj2Hn(X)H�0n (X)#Wext? = 2�ajE0j2 12Re �i kh!�h �a0H0(X)J 0�0 (X) + a�0J0(X)H 0�0 (X)�� (C.74)+ 2�ajE0j2 12Re"i kh!�h 2 +1Xn=1�anHn(X)J 0�n (X) + a�nJn(X)H 0�n (X)�#C.3.2 RemarquesDans le cas d'un milieu non-absorbant, les ux Wsca et Wext (C.44-C.47) ne d�ependent pas dela forme de la surface �ctive qui entoure le di�useur car le ux se conserve. Donc, en particulier,les ux calcul�es en champ lointain sont strictement �egaux �a ceux calcul�es �a travers la surface dudi�useur tant que le milieu hôte est non-absorbant. Par cons�equent, nous avons v�eri��e que l'onretrouvait les expressions des ux (C.44-C.47) �a partir de (C.69-C.70 et C.73-C.74) dans le casnon-absorbant.
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Annexe DMod�eles ph�enom�enologiques del'extinction en milieu absorbant:comparaison des mod�eles de Kuga etde Fardella dans le cas 2DLe mod�ele de Kuga est un mod�ele qui, de fa�con heuristique, permet d'�evaluer le coe�cientd'extinction pour un syst�eme di�usant dont le milieu hôte est absorbant. Nous avons d�ecrit cemod�ele au chapitre III pour le cas d'une collection de sph�eres, nous donnons ici rapidementl'expression dans le cas d'une collection de di�useurs cylindriques parall�eles in�nis et al�eatoirementdispos�es. Nous montrons par ailleurs, tout comme pour le cas des sph�eres dans le cas particulierdu r�egime d'homog�en�eisation, que ce mod�ele n'est pas correct en polarisation p quand le rapportd'indice des particules sur le liant est trop fort.Le mod�ele de Fardella, plus �evolu�e, essaye de prendre en compte le fait qu'une particule rayonnedi��eremment dans un milieu absorbant parce que l'indice du milieu hôte est complexe. Ce mod�eleest int�eressant quand il s'agit de calculer exactement les ux de di�usion et d'extinction par uneparticule. Par contre, quand ce r�esultat est utilis�e pour calculer le coe�cient d'extinction pourun ensemble de particules, une approximation qui �etait dej�a faite dans le mod�ele de Kuga estn�ecessaire �a l'�etablissement de la formule de Fardella.Finalement, une comparaison entre le r�esultat de Kuga et Fardella montre une quasi-�equivalencepour le calcul du coe�cient d'extinction et une l�eg�ere di��erence sur le coe�cient de di�usion, maisqui n'apparâit que dans les cas o�u l'absorption devient tr�es grande devant la di�usion.D.1 Extinction et di�usion dans un milieu absorbant par le mo-d�ele de KugaL'extinction est suppos�ee d�ecomposable en une somme de deux contributions ind�ependanteset d�ecoupl�ees. La premi�ere contribution �a l'extinction est l'absorption du ux dans le liant; laseconde contribution est due �a l'absorption et �a la di�usion par les particules.Les coe�cients de d'extinction, de di�usion et l'albedo s'expriment de la fa�con suivante:Kext = 4��0 n00h(1� f) + f�a2Cext (D.1)Ksca = f�a2Csca (D.2)$ = KscaKext (D.3)



186 ANNEXE D. MOD�ELES CLASSIQUES DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTEn r�egime de di�usion ind�ependante, les coe�cients d'extinction et de di�usion sont lin�eaires avecla fraction volumique f de particules, et d�ependent des sections e�caces d'extinction Cext [L] etde di�usion Csca classiques d'une particule plong�ee en milieu non-absorbant, dont on trouverales expressions en annexe C formules (C.51) ou (C.52) selon la polarisation p ou s. L'extinctiondue �a l'absorption du liant est corrig�ee d'un facteur (1 � f). Le seul couplage entre l'absorptiondu liant d'une part et la di�usion et l'absorption des particules d'autre part, provient du terme(1�f) dans l'�equation (D.1). De même que pour le cas des sph�eres, cette correction peut paraitredouteuse.Dans la limite du cas statique (les objets sont suppos�es tr�es petits devant la longueur d'onde),le m�elange de particules non-absorbantes dans un milieu absorbant peut être consid�er�e comme unmilieu e�ectif homog�ene (pas de di�usion) d'indice neff . Sous cette hypoth�ese, on peut utiliserla formule de Bruggeman 1 pour calculer l'indice e�ectif du milieu composite. A�n de v�eri�er lalin�earit�e de l'extinction avec la fraction volumique de particules, on peut calculer l'extinction parla formule Kext = 4��0 Im[neff ] o�u neff = p�eff avec �eff v�eri�ant l'�equation suivante (valablepour un syst�eme 2D et la polarisation p 2).�h � �eff�h + �eff (1� f) + �p � �eff�p + �eff f = 0 (D.4)o�u �p = n2p et �h = n2h sont les permittivit�es respectives de la particule et du milieu hôte. Lasolution de cette �equation est:�eff = (�h � �p)(1� 2f) +q[(�h � �p)(1� 2f)]2 + 4�h�p2 (D.5)La comparaison (Fig.D.1) entre le terme Im(nh)(1�f) employ�ee par Kuga et la partie imaginaire
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(c) np = 4:21Fig. D.1 { Partie imaginaire de l'indice e�ectif (en r�egime d'homog�en�eisation) en fonction de lafraction volumique de particules pour di��erents indices de particules np dans un milieu hôte d'in-dice nh = 1:46+i0:03. Comparaison avec la d�ependance lin�eaire employ�ee par Kuga: Im(nh)(1�f)de l'indice e�ectif montre un d�esaccord important qui s'accentue avec le contraste d'indice. Ladiminution de l'absorption du milieu moyen est trop fortement �evalu�ee dans le terme de Kuga.Pour np = 4:21, l'absorption du milieu, contre toute attente, a même tendance �a augmenteravec la fraction volumique. Rappelons que cette petite �etude n'est valable que pour des particulessu�samment petites pour que la di�usion soit n�egligeable. Nous nous gardons bien de conclure surune quelconque d�ependance de l'absorption du syst�eme avec la fraction volumique de particulespour le cas g�en�eral (par exemple pour le r�egime de di�usion de Mie) qui n'a rien d'�evident a priori.1. Bruggeman (1935); Berthier (1993)2. Calvo-Perez (1999)



D.2. EXTINCTION ET DIFFUSION PAR LE MOD�ELE DE FARDELLA 187D.2 Extinction et di�usion dans un milieu absorbant par le mo-d�ele de FardellaLes id�ees de Fardella ont �et�e expos�ees dans le chapitre III pour le cas d'un di�useur sph�erique.Elles sont d�ecrites en d�etails dans la th�ese de Fardella (1995) et dans un article de conf�erence (Far-della et Berthier 1994). Dans cette section nous nous proposons de transposer les id�ees de Fardellaau cas d'un di�useur cylindrique. Il est n�ecessaire de calculer les ux de di�usion, d'absorptionet d'extinction �a travers un cylindre �ctif reposant sur la surface d'un di�useur cylindrique. Cesexpressions qui n'existent pas �a notre connaissance dans la litt�erature sont pr�esent�ees en AnnexeC. Par la m�ethode de Fardella, on peut calculer �a la fois le coe�cient d'extinction et le coe�cientde di�usion. Ainsi l'albedo peut être d�etermin�e. Fardella propose une m�ethode de calcul des coe�-cients de di�usion et d'extinction qui �evite la d�e�nition d'une section e�cace en milieu absorbant.Il d�e�nit des rapports de ux d'�energie qext et qsca.qext = WextWinc (D.6)qsca = WscaWinc (D.7)Comme au chapitre III pour le cas des sph�eres pour une collection de particules de fractionvolumique f , les coe�cients de di�usion Ksca et d'extinction Ksca et l'albedo $ du syst�emes'obtiennent par les formules: Kext = 2�(1 + fqext) (D.8)Ksca = 2�fqsca (D.9)$ = KscaKext = fqsca(1 + qext) (D.10)Cette formulation cache un autre probl�eme remarqu�e par Hespel (1999): les coe�cients de di�usionet d'extinction sont �evalu�es par un bilan �energ�etique pour une couche d'�epaisseur m�esoscopiquecontenant des di�useurs dans laquelle l'intensit�e incidente est suppos�ee constante. Bien qu'elle nesoit pas faite au même moment de la d�emonstration, cette approximation est identique �a celle quiconsiste �a �evaluer la section e�cace dans un milieu absorbant par la formule Cext = WextI0 commedans le mod�ele de Kuga.D.3 Comparaison Fardella-KugaPour le cas de particules d'indices np = 1:59 plong�ees dans un milieu dont la partie r�eelle del'indice Re(nh) = 1:33 en une fraction volumique de f = 10%, pour un particule de rayon a = �2 ,nous comparons (Tab. D.1) les r�esultats du calcul du libre parcours moyen d'extinction lext = 1Kextet de l'albedo $ obtenus par les m�ethodes de Kuga et Fardella. Pour ce syst�eme particulier,Im(nh)0.001 0.01 0.03 0.1 0.2Fardella Lext 4.996 3.310 1.8867 0.7449 0.3939$ 0.9432 0.6238 0.3567 0.153 0.1028Kuga Lext 4.995 3.311 1.8933 0.7577 0.4080$ 0.9435 0.6254 0.3576 0.1431 0.077Tab. D.1 { Comparaison Fardella-Kuga, Re(nh) = 1:33, np = 1:594, f = 0:1, a = �2les r�esultats obtenus par les deux mod�eles sont tr�es proches. Ils sont encore plus proches pour



188 ANNEXE D. MOD�ELES CLASSIQUES DE L'EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANTdes contrastes d'indice plus forts et des particules plus petites (r�esultats non-repr�esent�es). Onobtient quels que soient les divers param�etres du syst�eme des r�esultats tr�es semblables pour lelibre parcours moyen d'extinction. Les di��erences auraient dû a priori augmenter avec la partieimaginaire du liant car le mod�ele de Fardella calcule correctement le ux Wext d'extinction dela particule, mais comme l'absorption prend le pas sur la di�usion, les di��erences relatives sontminimes. Par contre, les coe�cients de di�usion pour de fortes parties imaginaires de l'indice duliant di��erent l�eg�erement, mais notablement. Par cons�equent, les di��erences obtenues sur l'albedon'interviennent que pour des cas o�u l'absorption est tr�es forte compar�ee �a la di�usion. Les tr�esfaibles di��erences obtenues entre l'expression de Kuga et celle de Fardella sont dues au terme en(1� f) pr�esent dans les deux formulations.Pour conclure, les di��erences entre l'albedo de Kuga et celui de Fardella n'interviennent quepour des albedos proche de 0. Au chapitre IV, pour les comparaisons aux r�esultats num�eriquesexactes d'une couche di�usante 2D, on ne repr�esentera que le r�esultat de Kuga assimil�e identiqueau r�esultat de Fardella.
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Annexe EExpression de l'extinction en milieuabsorbant et di�usant par les mod�elesde Foldy et Keller pour un syst�eme2DNous exposons ici rapidement les d�emonstrations des expressions du coe�cient d'extinction parles mod�eles de Foldy et de Keller pour le cas d'un milieu di�usant contenant des cylindres in�nistous parall�eles et dispos�es al�eatoirement. Le mod�ele de Foldy en milieu absorbant est rigoureuxtant la di�usion est ind�ependante. Le mod�ele de Keller prend en compte un e�et de di�usiond�ependante, mais la formule n'est rigoureuse que dans le cas scalaire et pour des di�useurs petitsdevant la longueur d'onde. Toutefois son extension pour des di�useurs de Mie 2D est int�eressantecar elle reproduit certains des r�esultats num�eriques exacts obtenus au chapitre IV.La permittivit�e e�ective dans la th�eorie de la di�usion multiple pr�esent�ee au chapitre II, s'ex-prime en fonction de l'op�erateur de di�usion simple d'une particule.La premi�ere �etape est l'identi�cation de cet op�erateur avec la matrice de di�usion de Mie,car cette matrice est calculable en milieu absorbant. D�es lors les mod�eles de Foldy et de Kellers'expriment en fonction de quantit�e calculable sans di�cult�es.E.1 Identi�cation de l'op�erateur t avec la matrice de di�usion SL'op�erateur t relie le champ total au champ incident par la relation (en notation compacte):E = Einc +G1tEinc (E.1)Comme le champ total est la somme du champ incident et du champ di�us�eE = Einc +Esca;le champ di�us�e est explicitement:Esca(r) = Z $G1 (r� r0) $t (r0; r00)Einc(r00)d2r0d2r00: (E.2)La transform�ee de Fourier 2D �a deux variables directe et inverse de t est �ecrite selon la conventionsuivante: �$t (k0;k00) = Z $t (r0; r00)e�ik0r0eik00r00d2r0d2r00 (E.3)$t (r0; r00) = Z �$t (k0;k00)eik0r0e�ik00r00 d2k0(2�)2 d2k00(2�)2 (E.4)



190 ANNEXE E. EXTINCTION PAR LA TH�EORIE DE LA DIFFUSION MULTIPLE 2DOn suppose que le champ incident prend la forme suivante dans la base de Bohren et Hu�man:� EkincE?inc � = � Ek0E?0 � eik1z = E0eik1z (E.5)D'autre part, il existe une relation entre le champ incident et le champ di�us�e pour les polarisationsparall�eles et perpendiculaire au plan de di�usion en champ lointain selon:� EkscaE?sca � =r 2�rk1 ei 3�4 eirk1Sk1(�)� Ek0E?0 � (E.6)O�u Sk1 est la matrice de di�usion avec � = ��� (� = 0 pour la direction avant). Les �el�ements dela matrice du di�usion S quand le liant est absorbant sont donn�es par la formule (C.24).La relation entre le champ di�us�e et le champ incident (E.2) est valable quel que soit le pointd'observation r. En particulier en champ lointain, on obtient en utilisant la fonction de Green enchamp lointain 2D (A.32), on obtient une forme qui permet d'introduire la TF de l'op�erateur t sile champ incident prend la forme (E.5).Esca(r) = 14r 2�ei�4 eik1rpk1r $�T Z e�ik1ur�r0d2r0 Z $t (r0; r00)eik1uxr00E0d2r00 (E.7)= 14r 2�ei�4 eik1rpk1r �$t (k1ur; k1ux)E0 (E.8)En comparant (E.6) et (E.8), on peut identi�er l'op�erateur de di�usion t �a la matrice Sk1 .$�T�$t (k1ur; k1uz) = i4Sk1(�) (E.9)avec � = ur � ux Dans le cas particulier de la direction avant (� = 0),�$t (k1;k1) = i4Sk1(0) (E.10)Nous pouvons maintenant aborder le calcul des expressions de la permittivit�e e�ective de Foldyet de Keller pour une collection de cylindres en milieu absorbant.E.2 G�en�eralisation de la th�eorie de Foldy pour un cylindre in�niplong�e en milieu absorbantNous avons vu au chapitre II que l'approximation de Foldy de l'op�erateur de masse peut s'�ecrireselon l'expression suivante.P =Op�erateur de Masse pour une distribution tr�es dilu�ee de di�useurs (E.11)En utilisant la relation entre la permittivit�e e�ective, l'op�erateur de masse (II.46) et l'approxi-mation de Foldy (E.11), on obtient une expression de la permittivit�e e�ective en fonction del'op�erateur de di�usion d'une particule et de la fraction volumique f .�eff = �1 + f�a2 �$t (k1;k1)k20 (E.12)



E.3. KELLER EN MILIEU ABSORBANT ET DIFFUSANT 191Si on utilise maintenant la relation entre l'op�erateur de di�usion d'une particule et la matrice dedi�usion S de Bohren et Hu�man (E.10), on obtient:�eff = �1 + i f�a2 1k20 4Sk1(0) (E.13)Le coe�cient d'extinction s'obtient imm�ediatement par:Kext = 4��0 Im(p�eff ) (E.14)L'indice k1 en dessous de la matrice de di�usion indique que S doit être �evalu�ee pour le nombred'onde k1 dans le milieu hôte absorbant.E.3 G�en�eralisation de la th�eorie de Keller pour un cylindre in�niplong�e en milieu absorbantL'approximation de Keller pour l'op�erateur de masse peut s'�ecrire selon:P = +Op�erateur de Masse pour une distribution de particules faiblement contrast�ees (E.15)Le premier terme est l'approximation de Foldy calcul�e pr�ec�edemment. Il faut calculer le secondterme que nous appelons l'Op�erateur de Di�usion Double Corr�el�e (ODDC) dans l'espace de Fou-rier. Ce calcul est d�etaill�e dans l'annexe B, et on obtient:(k) = � f�a2�2 (i4Sk1(0))2 R +10 i�2 H(1)0 (k1r)J0(kr)rg2(r)drOp�erateur de di�usion double corr�el�e pour un syst�eme 2D (E.16)O�u g2 est la fonction de corr�elation de paire qui d�epend de la fraction volumique f (on trouveraun graphique de cette fonction au chapitre II �evalu�e par un grand nombre de tirage al�eatoire).Cette formule n'est rigoureuse que dans le cas limite de particules de tailles ponctuelles sph�e-riques et pour des ondes scalaires. Sa validit�e pour des particules plus grandes et pour des ondes�electromagn�etiques n'est pas �evidente.Sous l'approximation de Keller, le nombre d'onde e�ectif keff pour des di�useurs de matrice dedi�usion S est donc solution de l'�equation suivante que l'on obtient en utilisant (III.58), (III.87)et (E.16).k2eff = k21 + f�a2 i4Sk1(0) +� f�a2 i4Sk1(0)�2 Z 10 i�2 H(1)0 (k1r)J0(keffr)rg2(r)dr (E.17)Cette �equation se r�esoud exactement comme dans le cas 3D (voir �n du chapitre III).Alors que la fonction de Green 3D d�ecroit en 1=r, la fonction de Green 2D d�ecroit asympotique-ment beaucoup plus lentement en 1=pr. La port�ee des corr�elations est donc plus importante dansle cas 2D. Notamment quand le liant est absorbant, la d�ecroissance exponentielle de la fonctionde Green contraste avec la d�ecroissance en 1=pr bien plus que dans le cas 3D.



192 ANNEXE E. EXTINCTION PAR LA TH�EORIE DE LA DIFFUSION MULTIPLE 2DE.4 R�esultats num�eriques des mod�eles de Kuga, Foldy et Kellerg�en�eralis�esNous reportons le comportement de l'extinction en fonction du param�etre de taille pour unefraction volumique �x�ee et un liant absorbant ou non. Deux cas sont choisis en rapport avec lescalculs num�eriques du chapitre IV.� np = 2:21, Re(nh) = 1:46 Fig. IV.14� np = 1:59, Re(nh) = 1:33 Fig. E.2On peut grâce �a ces courbes rep�erer rapidement les r�esonances de Mie.Pour le cas des fortes fractions volumiques, le mod�ele de Keller s'�ecarte du mod�ele de Foldypour des param�etres de taille proches des r�esonances de Mie, que le milieu hôte soit absorbant ounon.
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Annexe FRelation entre la luminance et leschamps pour un syst�eme 2D-1Dp�eriodiqueAu chapitre II, nous avons introduit la relation entre la luminance L au point r dans la directionu et la fonction de corr�elation d'un champ scalaire telle qu'elle est donn�ee par Walther (1968):L(r;u) = � k2��2 cos� Z� ��r+ �2 ; r� �2� e�iku?��d2� (F.1)o�u � est la fonction de corr�elation du champ:�(r; r0) = 
E(r)E�(r0)� (F.2)Dans le vide k = k0. Le signe <> indique qu'il s'agit de la moyenne sur un ensemble de r�ealisation.Les notations sont d�e�nies sur la �gure F.1.PSfrag replacements

n
uuyk

u?r �dS�
� L(r;u)d


Fig. F.1 { Notations pour la luminance L(r;u): le vecteur � est sur la surface d'int�egration �dans le plan de la surface in�nit�esimale dS orient�e selon n. u est orient�e selon le vecteur d'ondek. Plutôt que d'exprimer la luminance comme une int�egrale sur � autour du point r dans le plande la surface in�nit�esimale dS, on peut aboutir 1 �a une expression de la luminance o�u la variable1. Voir Apresyan et Kravtsov (1996) et Gre�et et Nieto-Vesperinas (1998)



196 ANNEXE F. RELATION ENTRE LA LUMINANCE ET LES CHAMPSd'int�egration est maintenant le vecteur d'onde autour de u:L(r;u) = KjuyjZ �a�u? + u0?2 � a��u? � u0?2 �� eik0u0?�r?du0? (F.3)Avec K = 12Re( k�!� ); u = (uy;u?) o�u uy est la projection selon la direction y et u? est la projectionselon le plan (xOz); les a(u0) sont les amplitudes des ondes planes de direction u0 reli�ees au champE(r) au point r par sa d�ecomposition en onde plane suivante (pour une r�ealisation de syst�eme):E(r) = Z a(u?)eik0u�reik0uyydu? (F.4)Nous nous proposons d'appliquer cette relation au cas particulier de notre syst�eme p�eriodique a�nde calculer les luminances r�e�echies par la couche di�usante. On s'int�eresse �a la relation entre laluminance et la fonction de corr�elation du champ sur la surface de la couche �etudi�ee en y = 0dans le milieu I. De plus le syst�eme est invariant selon z, on prendra z = 0. Par cons�equentle d�eveloppement en ondes planes devient pour nos ondes �electromagn�etiques (pour simpli�erprenons le cas scalaire de la polarisation S):EI(x; y = 0) = Z a(ux)eik0uxxdux (F.5)Par ailleurs, nous avions dej�a �ecrit pr�ec�edemment le d�eveloppement en ondes planes des ondesr�e�echies pour le syst�eme p�eriodique �etudi�e.EI(x; y = 0) = +1Xn=�1 anei�nx (F.6)Ce qui permet d'identi�er l'amplitude des ondes planes �a partir de (F.4) et (F.6):a(ux) = +1Xn=�1 an��ux � �nk0 � (F.7)D�eveloppons l'une des quantit�es pr�esente dans la formulation �electromagn�etique de la luminance(F.3). < a(ux + u0x2 )a�(ux � u0x2 ) > = +1Xl=�1 +1Xm=�1 < ala�m > (F.8)+ ��ux + u0x2 � �lk0� ��ux � u0x2 � �mk0 �Sous les sommations discr�etes, les termes non nuls v�eri�ent le syst�eme d'�equations suivant:ux + u0x2 � �lk0 = 0 (F.9)ux � u0x2 � �mk0 = 0On pose l = n+ p (F.10)m = n� p



197Le syst�eme d'�equations est �equivalent �a: ux � �nk0 = 0 (F.11)u0x � �2p � �inck0 = 0Le changement de variable (F.10) et le syst�eme d'�equations (F.11) aboutit �a une reformulation del'�egalit�e (F.8):�a�ux + u0x2 � a��ux � u0x2 �� = +1Xn=�1 �(ux � �nk0 ) +1Xp=�1 
an+pa�n�p� ��u0x � �2p � �inck0 �(F.12)Il est maintenant possible d'�ecrire l'expression de la luminance pour notre syst�eme p�eriodique:L(x;u) = K +1Xn=�1 nk0 ��ux � �nk0 � +1Xp=�1 
an+pa�n�p� ei2p 2�L x (F.13)La premi�ere sommation selon la variable n et la distribution de Dirac indiquent que la luminancene peut prendre des valeurs non-nulles que pour certaines directions discr�etes telles que ux =�nk0 . Remarquons que la p�eriodicit�e selon x entraine une d�ependance de la luminance selon cettevariable, dans le cas o�u les amplitudes des ondes planes d'ordres di��erents sont corr�el�ees. Parexemple, si on prend n = 0, si les amplitudes respectives des ordre -1 et +1 (a�1 et a+1) sontcorr�el�es, alors la luminance est une fonction de x.Le ux re�cu par un d�etecteur en champ lointain est la somme des luminances int�egr�ees surla surface d'�emission, c'est �a dire sur l'interface de sortie suivant x. Cette quantit�e appel�ee uxradiatif s'�ecrit: J(u) = cos� Z� L(r;u)d2r (F.14)Si la surface d'int�egration est tr�es grande devant L, alors les termes oscillants en ei2p 2�L x apportentune contribution nulle �a l'int�egrale (F.14). Il ne reste que le terme en < ana�n >. Par cons�equentla d�ependance en x de la luminance n'a aucun e�et sur la mesure des ux rayonn�es.Appliquons cette formule au cas du syst�eme que nous voulons mod�eliser: une couche di�usanteen moyenne invariante par translation 2. Or la luminance r�e�echie par une couche invariante partranslation suivant x �eclair�ee par une onde plane ne d�epend pas de x. Il s'en suit que pour untel syst�eme les < an+pa�n�p > sont nuls sauf pour p = 0. Sous cette hypoth�ese, la luminance sesimpli�e consid�erablement.L(u) = K +1Xn=�1 nk0 ��ux � �nk0 �
janj2� (F.15)Nous pouvons maintenant calculer la BRDF de notre syst�eme �a partir de sa d�e�nition (V.5)et de l'expression de la luminance incidente Linc(ux) = Kjaincj2�(ux � �inck0 ) (on supposera dansla suite que ainc = 1):�00(x;u;uinc) = +1Xn=�1 ninc ��ux � �nk0 � +1Xp=�1 
an+pa�n�p� ei2p 2�L x (F.16)2. Cons�equence de l'uniformit�e du milieu dans la cellule primitive.



198 ANNEXE F. RELATION ENTRE LA LUMINANCE ET LES CHAMPSCette BRDF est non-locale puisqu'elle d�epend de x. Pour le cas d'un milieu di�usant en moyenneinvariant par translation suivant x la BRDF devient locale:�00(u;uinc) = +1Xn=�1 ninc ��ux � �nk0 �
janj2� (F.17)La BRDF prend des valeurs in�nies pour les directions de di�raction du r�eseau. Pour comparer laBRDF du milieu p�eriodique �a celle du milieu in�ni, on peut, suivant Thibaud (2000) associer unangle solide �a chaque ordre de di�raction. Nous allons pour cela remplacer �(ux � �nk0 ) par 1�ux;navec �ux;n = �n+1��nk0 = 2�k0L . Cette approximation est d'autant valable que la p�eriode augmente.Utilisons cette relation pour le cas particulier de la luminance r�e�echie d'ordre n qui s'�ecrit:L(un) = Knk0 
janj2� ��ux � �nk0 � � nk0 
janj2� Lk02� (F.18)Ainsi on obtient la BRDF totale:�00(un;uinc) = ninc k0L2� 
ja2nj� (F.19)Cette BRDF contient la partie di�use incoh�erente et la partie sp�eculaire coh�erente. La BRDFdi�use s'obtient en soustrayant la partie coh�erente de la BRDF totale.�00sca(un;uinc) = ninc k0L2� �
ja2nj�� j hani j2� (F.20)Par une proc�edure identique, on obtient la BTDF �a la sortie de la couche di�usante en y = e:� 00sca(un;uinc) = ninc k0L2� �
jb2nj�� j hbni j2� (F.21)o�u les bn sont les amplitudes des ondes planes transmises d'ordre n.
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Annexe GDi�usion par une couche di�usante:solution �electromagn�etique etph�enom�enes coh�erentsNous pr�esentons ici le r�esultat �electromagn�etique exact des luminances di�uses r�e�echie ettransmise par les deux syst�emes �etudi�es au chapitre V. La couche di�usante 2D (invariant selonla direction z) est constitu�ee de particules de diam�etre D = 0:5�0 plong�ees al�eatoirement dansde l'eau absorbante nh = 1:33 + i0:02. L'�epaisseur de la couche vaut 3:8�0. Deux indices departicules np = 1:59 et np = 2:21 sont choisis tels que les libres parcours moyens de di�usionsoient respectivement grand et petit devant l'�epaisseur du syst�eme. La di�usion est donc plutôtmajoritairement simple dans le premier cas tandis qu'elle est majoritairement multiple dans lesecond cas. Pour �xer les ordres de grandeurs, quand f = 20%, les libres parcours moyens dedi�usion lsca sont respectivements de l'ordre de 12�0 et 0:9�0 pour ces deux indices de particule.Ces grandeurs doivent être compar�ees au libre parcours moyen d'absorption labs = 4�0 du syst�emeen l'absences de particules et �a l'�epaisseur du syst�eme.Deux ph�enom�enes coh�erents que Roux (1999) et Thibaud (2000) ont mis en �evidence pourd'autres param�etres du milieu di�usant sont retrouv�es: le trou de la di�usion vers l'avant enr�egime de di�usion simple et le ph�enom�ene de la r�etrodi�usion exalt�ee dans la direction arri�ere.Ces ph�enom�enes coh�erents ne peuvent être pr�evus par la th�eorie du transfert radiatif.G.1 Trou de la di�usion simple vers l'avantLa BTDF du syst�eme faiblement di�usant pr�esent�ee Fig.G.1(a) est typique d'une di�usionsimple: elle comporte dans la direction avant Ss = Si des trous de di�usion. Cela ne veut pas direqu'aucune �energie ne se propage dans la direction avant, bien au contraire. Cette �energie n'est passous forme di�use (incoh�erente) mais sous forme coh�erente. On peut montrer (Thibaud 2000) quela di�usion simple par un ensemble de particule est forc�ement coh�erente dans la direction avantmême apr�es moyenne sur di��erentes positions de di�useurs. Pour comprendre ce ph�enom�ene,on peut utiliser le sch�ema G.1. La di��erence de phase des ondes di�us�ees par deux particulesdans la direction avant est toujours nulle dans la direction avant. Par contre, dans toutes lesautres directions, cette di��erence de phase d�epend de la position de ces di�useurs. La di��erencede phases des ondes rayonn�ees dans une direction quelconque balaie plusieurs fois 2� lors de lamoyenne sur toutes les positions possible des di�useurs. Cette moyenne rend l'onde de natureincoh�erente (ou di�use) dans toute les directions sauf dans la direction avant o�u elle garde lespropri�et�es de coh�erence de l'onde incidente. Par cons�equent, l'�energie di�us�e dans la directionavant n'est pas comptabilis�ee en �energie di�use. Par contre, les ondes di�us�ees de multiple fois,sont de nature di�use dans la direction avant. Et lorsque la di�usion simple devient n�egligeable
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(a) Mise en �evidence du ph�enom�ene dutrou de di�usion dans la direction avant enr�egime de di�usion simple avec np = 1:59. Si
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(b) En r�egime de di�usion multiple, le troude la di�usion simple n'est plus observableavec np = 2:21.Fig. G.1 { BTDF d'une couche di�usante. Si = sin(�inc) est le sinus de l'angle d'incidence,tandis que Ss = sin(�sca) est le sinus de l'angle de di�usion. Caract�eristiques communes: nh =1:33 + i0:02, f = 20%, D = 0:5�, e = 3:8�.

PSfrag replacements
��0

�� = 0�� al�eatoireFig. G.2 { Di�usion simple coh�erente dans la direction avant.



G.2. R�ETRODIFFUSION COH�ERENTE 201devant la di�usion multiple comme c'est le cas pour les di�useurs d'indice plus fort (Fig.G.1(b)),ces trous de di�usion disparaissent.G.2 R�etrodi�usion coh�erenteLes BRDF des syst�emes di�usant pr�esent�ees Fig.G.3 sont typiques des milieux di�usant de mul-tiple fois l'onde incidente. Les ondes r�etrodi�us�ees dans la direction oppos�ee de l'onde incidenteSs = �Si sont exalt�ees presque d'un facteur deux �a cause de la di�usion multiple. Ce ph�enom�eme
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(a) Apparition du ph�enom�ene de r�etrodif-fusion coh�erente pour une fraction volu-mique f = 5% Si
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(b) R�etrodi�usion coh�erente pour unefraction volumique f = 20%Fig. G.3 { Mise en �evidence du ph�enom�ene de r�etrodi�usion coh�erente. Si = sin(�inc) est le sinusde l'angle d'incidence, tandis que Ss = sin(�sca) est le sinus de l'angle de di�usion. Caract�eris-tiques communes: nh = 1:33 + i0:02, np = 2:21, D = 0:5�, e = 3:8�.purement ondulatoire, est appel�e r�etrodi�usion coh�erente. On parle de r�egime de localisation faibledans le langage de la physique de la mati�ere condens�ee en r�ef�erence au ph�enom�ene ondulatoirestrictement analogue de la di�usion des �electrons dans milieu conducteur. Ce ph�enom�ene survitmême apr�es moyenne sur un ensemble de r�ealisations. L'onde plane incident peut parcourir dans lemilieu di�usant di��erent chemins et revenir dans sa direction initiale. Nous repr�esentons sch�ema-tiquement l'un des ces chemins sur la �gure G.4. La r�eciprocit�e des �equations de Maxwell impliqueque s'il existe un chemin pour aller d'un point �a un autre, alors le chemin parcouru dans le sensoppos�e existe. L'onde plane incidente qui revient dans sa direction initiale peut par cons�equentemprunter les deux chemins en sens oppos�e. Comme les distances parcourues le long de ces deuxchemins sont strictements identiques, les ondes di�us�ees par les chemins r�eciproques reviennentavec une phase. Par cons�equent ils interf�erent constructivement et la puissance di�us�ee dans cettedirection est doubl�ee. Mais seuls les �ev�enements de di�usion multiple participe �a ce ph�enom�ene.La di�usion simple n'est pas exalt�ee. Ainsi on a un facteur deux, seulement si les �ev�enements
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Fig. G.4 { R�etrodi�usion coh�erente dans la direction arri�ere.de di�usions simples sont minoritaires devant les di�usions multiples. On le voit sur la cas de laFig.G.3(a) pour un syst�eme moins di�usant, le facteur d'exaltation est environ 1:5, alors que lefacteur est proche de 2 pour la Fig.G.3(b) parce que la di�usion est plus importante.
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Annexe HR�esolution de l'ETR pour une couchedi�usante avec interfaces rugueusespar la m�ethode des ordonn�eesdiscr�etesLa m�ethode que nous exposons ne contient pas d'id�ees physiques originales puisqu'on trouveradans l'article de Fung et Chen (1981) une �ecriture semblable. Toutefois, le niveau de d�etail estici plus important. Les �equations �nales sont proches de celles qui sont int�egr�ees dans un codenum�erique.H.1 E.T.R. pour une couche di�usanteLe cas d'une interface plane est int�egralement d�ecrit dans le Chapitre 4 pp 69-93 de la th�esede Roux (1999). On gardera autant que possible des notations semblables. La con�guration g�eo-m�etrique que nous �etudions pour cette partie est repr�esent�ee par la �gure H.1. Nous d�ecrirons
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Fig. H.1 { Con�guration g�eom�etriquerapidement la m�ethode de r�esolution de l'ETR par les ordonn�ees discr�etes pour une couche dif-fusante s�eparant deux milieux homog�enes. Toutes les modi�cations induites par la rugosit�e dessurfaces seront par contre d�ecrites en d�etails.Nous appliquons l'�equation de transfert radiatif (I.11) �a la g�eom�etrie d'un syst�eme plan paral-l�ele. Dans un syst�eme di�usant de forme quelconque, la luminance d�epend de 3 variables d'espace(x; y; z). Dans le syst�eme plan parall�ele, le syst�eme est invariant dans les directions x et y. Donc



204 ANNEXE H. INTERFACES RUGUEUSES ET ETRla luminance ne d�epend plus que d'une seule variable d'espace: la direction z. Soit � = �Kextz laprofondeur optique, $ = KscaKext l'albedo et � = cos(�). L'ETR devient:1� dI(�; �; �)d� = I(�; �; �)� $4� Z 10 Z 2�0 P (�; �; �0; �0)I(�; �0; �0)d�0d�0 (H.1)H.1.1 Equation de transfert radiatif pour la luminance di�useNous voulons calculer la r�eponse du milieu plan parall�ele �a une onde plane collimat�ee. Cetteonde plane collimat�ee (coh�erente) incidente est une source pour la luminance di�use (incoh�erente).La luminance peut être s�epar�ee dans ce cas en une part di�use et une part collimat�ee.I = Ic + Isca (H.2)Dans un milieu di�usant non limit�e, la luminance collimat�ee v�eri�e la loi Beer-Lambert:dIc(r;u)dl = �KextIc(r;u) (H.3)La solution de cette �equation est une luminance collimat�ee d�ecroissante exponentielle (due d'unepart �a l'absorption du liant et des particules, et d'autre part �a la di�usion). Cette derni�ere d�ecrois-sance contribue �a l'augmentation des luminances di�uses. Il y a un transfert entre les luminancescoh�erentes et incoh�erentes. Si on �eclaire le milieu di�usant par une lumi�ere collimat�ee dans ladirection (�10; �1) par rapport �a la normale �a la couche, la luminance incidente s'�ecrit:Iinc(�; �; �) = F0cos�10 �(� � �10)�(� � �0)sin� = F0�10 �(�� �10)�(� � �0) (H.4)o�u F0 est la densit�e de ux incident et �10 = cos(�10). On pose I0 = F0cos�10 . Dans la couche di�usante,la luminance collimat�ee se d�ecompose en une partie montante et une partie descendante.Ic(�; �; �) = �(�� �0)�(� � �0)�(�0)Tc12(�10)I0e� ��0 (H.5)+ �(�+ �0)�(� � �0)�(�0)Rc23(�0)Tc12(�10)I0e�2��+��0avec �0 = cos(�0) o�u �0 est l'angle par rapport �a la normale �a la couche de la luminance collimat�eemontante dans le milieu di�usant. �0 et �10 sont li�es par les relations de Snell-Descartes. � est lecoe�cient de r�eexion multiple d�e�ni par:�(�0) = �1�Rc21(�0)Rc23(�0)e�2���0 ��1 (H.6)Tcij et Rcij sont les facteurs �energ�etiques de transmission et de r�eexion coh�erents respectivementpour l'interface ij consid�er�ee. Les indices ij indiquent respectivement que la lumi�ere incidente sepropage du milieu i vers le milieu j. Si on injecte l'expression (H.5) de la luminance collimat�ee dansl'�equation (H.1), on obtient l'�equation de transfert radiatif pour les luminances di�uses suivantes:1� dIsca(�; �; �)d� = Isca(�; �; �) � $4� Z 1�1 Z 2�0 P (�; �; �0; �0)Isca(�; �0; �0)d�0d�0� �(�; �; �; �0; �0) (H.7)� est le terme source comprenant les sources collimat�ees montantes et descendantes, et (�0; �0) estla direction du faisceau sp�eculaire dans le milieu 2. Le terme source � pour le cas d'une interfacerugueuse est formellement identique au cas d'interfaces planes sauf que les facteurs de r�eexion



H.1. E.T.R. POUR UNE COUCHE DIFFUSANTE 205Rc21 et Rc23 et de transmission sp�eculaire aux interfaces Tc12 sont remplac�es par les facteurscoh�erents des interfaces rugueuses.�(�; �; �; �0; �0) = $4�P (�; �;��0; �0)�(�0)Tc12(�10)I0e� ��0 (H.8)+ $4�P (�; �;+�0; �0)�(�0)Rc23(�0)Tc12(�10)I0e�2��+��0Lorsque l'onde incidente est normale �a la couche, le probl�eme poss�ede une sym�etrie azimutale.Ce qui permet d'int�egrer (H.7) par rapport �a � pour se d�ebarrasser de la d�ependance azimutale.En dehors de ce cas particulier, le probl�eme de la di�usion n'est pas �a sym�etrie azimutale. A�nde s'en a�ranchir, la m�ethode classique consiste �a d�evelopper sur une s�erie de Fourier en � lesluminances, la fonction de phase et le terme source jusqu'�a un ordre M su�sant.Isca(�; �; �) = MXm=0 Imsca(�; �)cos(m�) (H.9)P (�; �; �0; �0) = MXm=0Pm(�; �0)cos(m(�� �0)) (H.10)�(�; �; �) = MXm=0 �m(�; �)cos(m�) (H.11)Si on injecte (H.9) (H.10) et (H.11) dans l'ETR (H.7), on obtient un syst�eme de M +1 �equationsd�ecoupl�ees qui ne d�ependent plus de � :1� dImsca(�; �)d� = Imsca(�; �)� $4� Z 1�1 Pm(�; �0)Imsca(�; �0)d�0 � �m(�; �) (H.12)avec �m(�; �) = $4� (2� �0m)Pm(�;��0)�Tc12(�10)I0e� ��0 (H.13)+ $4� (2� �0m)Pm(�;+�0)�Rc23(�0)Tc12(�10)I0e�2��+��0H.1.2 M�ethode des ordonn�ees discr�etes et solution de l'ETR sous forme vec-teurs propres.A ce stade, l'ETR (H.12) est une �equation int�egrodi��erentielle qui n'est pas soluble. Pourtomber sur un syst�eme d'�equations di��erentielles lin�eaires, il existe une m�ethode appel�ee m�ethodesdes ordonn�ees discr�etes qui est d�ecrite dans de nombreux ouvrages dont les livres de Chandrasekhar(1960), Goody et Yung (1995) et dans la th�ese de Roux (1999). Les directions des luminances etl'int�egrale contenant la fonction de phase sont discr�etis�ees par une quadrature telle que l'on ait:Z 1�1 Pm(�; �0)d�0 = NXj=1 Pm(�i; �j)!j + NXj=1 Pm(�i;��j)!j (H.14)o�u !j est le poids associ�es �a l'angle solide correspondant �a la direction �j. Les directions desluminances ��[�1; 1] sont discr�etis�ees par N directions montantes et N directions descendantes(voi Fig.H.2). ��j correspondent aux les directions descendantes. L'ETR est �ecrite pour toutesles directions de discr�etisations �i montante et descendante et pour tout profondeur optique � .Ce syst�eme lin�eaire peut se mettre sous forme matricielle.
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� = �1
�j��jN directions discr�etes
N directions discr�etes� > 0
� < 0Fig. H.2 { Discr�etisation des directions de l'espace dans le milieu di�usantH.1.3 Forme de la solution g�en�eraleOn peut montrer que la solution g�en�erale de la luminance en toute profondeur � peut s'�ecrirecomme: Imsca(�; ��i) = NXj=1C+jg+j(��i)e�k+j� + NXj=1C�jg�j(��i)e�k+j� + Ip(�; ��i) (H.15)o�u g�j et k+j sont respectivement les vecteurs propres et les valeurs propres du syst�eme lin�eairehomog�ene (sans le terme source) obtenu pas les ordonn�ees discr�etes; Ip est une solution particuli�eredu syst�eme lin�eaire complet (avec le terme de source) de la forme suivante:Ip(�; ��i) = Z0(��i)e� �j�0j + Z1(��i)e �j�0j (H.16)Pour r�esumer les g�j et k+j ne d�ependent que des param�etres de l'ETR: coe�cients de di�usiond'extinction et fonction de phase. Les Z0 et Z1 ne d�ependent que de la forme du terme source.Finalement, les seules inconnues dans l'expression de la forme g�en�erale de la luminance sontles C�j qui ne d�ependent que des conditions aux limites que nous allons d�ecrire en d�etail dans lasection suivante.H.2 Conditions aux limites: �ecriture pour les ordonn�ees discr�etesH.2.1 Description des processus et �ecriture math�ematiqueDans le milieu di�usant juste en dessous de l'interface sup�erieure (� = 0�), on cherche �a relier laluminance di�use descendante dans la direction particuli�ere (��; �) (voir Fig. H.3(b)) �a l'ensembledes luminances incidentes (�0; �0) sur l'interface.Il y a quatre contributions �a luminance descendante dans la direction (��; �) (la �eche bleuen gros trait). Les deux premi�eres que nous consid�erons sont celles dues aux ondes coh�erentesrepr�esent�ees par les �eches vertes. Les deux autres sont les contributions des luminances di�usesdans le milieu di�usant:� Le slab est �eclair�e par une luminance collimat�ee (coh�erente spatialement) se propageant dumilieu 1 vers le milieu 2 (la �eche verte descendante). Une partie de la luminance collimat�eeest di�us�ee par la surface rugueuse lors de la transmission. La luminance devient incoh�erentelors du processus de di�usion et une partie est di�us�ee dans la direction qui nous int�eresse(��; �).



H.2. CONDITIONS AUX LIMITES: �ECRITURE POUR LES ORDONN�EES DISCR�ETES 207� La luminance coh�erente qui a �et�e transmise dans la couche peut être r�e�echie par l'interfaceinf�erieure et remonter du milieu 2 vers le milieu 1. Une partie de la luminance coh�erentemontante (la �eche verte montante) dans le milieu 2 est di�us�ee par r�eexion dans la direction(��; �).� La troisi�eme contribution est identique �a celle que l'on rencontre dans le cas du dioptre plan:la luminance di�use montante (la �eche bleue montante) dans le milieu 2 dans la direction(�; �) est r�e�echie sp�eculairement dans la direction (��; �).� En�n la quatri�eme contribution est celle due �a l'ensemble des luminances di�uses montantesdans le milieu 2 (toutes les �eches mauves montantes) dans les directions (�0; �0) qui sontredi�us�ees en r�eexion par l'interface rugueuse.
n2

θ θ

n1

(a) Interface plane.
n2

n1

(b) Interface rugueuse.Fig. H.3 { Contributions �a la luminance descendante dans la direction (��; �) sur l'interfacesup�erieureFormellement les conditions aux limites s'�ecrivent de la mani�ere suivante.Isca(� = 0;��; �) = Z 10 Z 2�0 �12(��; �;��0; �0)Ii1(��0; �0)�0d�0d�0 (H.17)+ Z 10 Z 2�0 �21(��; �;��0; �0)�Ii2(��0; �0)�0d�0d�0Rc23(�0)Tc12(�10)e�2���0+ Z 10 Z 2�0 �21(��; �;��0; �0)Isca(�0; �0)�0d�0d�0 +Rc21(�)Isca(0; �; �)avec Ii1(��0; �0) = F0�10 �(�0 � �10)�(�0 � �0) et Ii2(��0; �0) = F0�0 �(�0 � �0)�(�0 � �0) (H.18)Si on injecte les relations (H.18) dans (H.17) on obtient:Isca(� = 0;��; �) = �12(��; �;��10; �0)F0 (H.19)+ �21(��; �;��0; �0)�F0Rc23(�0)Tc12(�10)e�2���0+ Z 10 Z 2�0 �21(��; �;��0; �0)Isca(0; �0; �0)�0d�0d�0 +Rc21(��)Isca(�; �)Prenons le cas de l'interface inf�erieure dans le milieu di�usant, juste au dessus de l'interface(� = ��+). Par rapport au cas de l'interface sup�erieure, les conditions aux limites sont identiques



208 ANNEXE H. INTERFACES RUGUEUSES ET ETRmis �a part un terme de moins puisqu'il n'y a pas d'ondes provenant du milieu 3 qui remonte versle milieu di�usant.On cherche ici �a connâ�tre la luminance se propageant dans la direction (�; �) La premi�erecontribution est celle de l'onde collimat�ee descendante dans le milieu 2 qui est di�us�ee en r�e-exion par l'interface rugueuse. La deuxi�eme contribution est identique �a celle que l'on rencontredans le cas du dioptre plan. La luminance di�use descendante dans le milieu 2 dans la direction(��; �) est r�e�echie sp�eculairement dans la direction (��; �). La derni�ere contribution provientdes luminances di�uses descendantes pour l'ensemble des directions (��0; �0) qui sont redi�us�eesen r�eexion dans la direction (�; �). On obtient �nalement la condition suivante:Isca(� = ��; �; �) = �23(�; �;��0; �0)�F0Tc12(�10)e����0 (H.20)+ Rc23(�)�Isca(��; �; �) + Z 10 Z 2�0 �23(�; �;��0; �0)Isca(��; �0; �0)�0d�0d�0H.2.2 Conditions aux limites pour un ordre de FourierChaque �equation ind�ependante (H.12) d'ordre m n�ecessite des conditions aux limites d'ordrem. Stamnes et al. (1988), �etudient un syst�eme multicouche di�usant dont les param�etres du milieudi�usant di��erent dans chaque couche. Les auteurs ont besoin d'�ecrire les conditions aux limitessur chacune des couches. Les conditions aux limites ressemblent �a celles dont nous avons besoin.Toutefois, ils supposent qu'il n'y a pas de r�eexion au passage d'une couche �a une autre. Cecisimpli�e le probl�eme et leur permet de supposer que la BRDF �00 ne d�epend que de l'angle �entre l'onde incidente et l'onde di�us�ee. � est reli�ee �a � � �0 et �0 par la relation suivante:cos(�) = ��0 +p1� �2p1� �02cos(�� �0) (H.21)Dans ces conditions, la BRDF peut être d�evelopp�ee sur une s�erie de polynômes de Legendre puisau �nal dans une base de Fourier par une m�ethode tr�es performante num�eriquement. C'est aussipar cette m�ethode que la fonction de phase est d�evelopp�ee sur la base de Fourier. Cette suppositionn'est pas valide pour le cas d'interfaces rugueuses. Pour s'en rendre compte, il su�t de faire unpetit dessin (Fig.H.4). Malgr�es tout, cette supposition n'est pas n�ecessaire. Il su�t de remarquer
Θ

ΘPSfrag replacements 6=Fig. H.4 { La brdf ne d�epend pas que de �que �00 ne d�epend que de (� � �0) si la surface rugueuse est �a statistique isotrope (ce que nousavions d�ej�a implicitement suppos�e) et que cette fonction est p�eriodique:�00(�; �0; �� �0) = �00(�; �0; �� �0 + 2�m) (H.22)On peut donc d�evelopper �00 en s�erie de Fourier. D'autre part �00 est pair en � donc:�00(�; �0; �� �0) = MXm=0 �m(�; �0)cos(m(�� �0)) avec (H.23)�m(�; �0) = 1 + �0;m2� Z 2�0 �00(�; �0; �)cos(m�)d� (H.24)



H.2. CONDITIONS AUX LIMITES: �ECRITURE POUR LES ORDONN�EES DISCR�ETES 209Pour la suite on pose: A = �Rc23(�0)Tc12e�2���0 (H.25)Pour trouver les conditions aux limites pour chaque composante de Fourier, on injecte les di��erentsd�eveloppements de Fourier dans les relations de conditions aux limites (H.19) et (H.20).�21(�; �0; �; �0) = MXm=0 �m21(�; �0)cos(m(�� �0)) (H.26)�12(�; �0; �; �0) = MXm=0 �m12(�; �0)cos(m(�� �0)) (H.27)�23(�; �0; �; �0) = MXm=0 �m23(�; �0)cos(m(�� �0)) (H.28)Les conditions aux limites sur l'interface sup�erieure deviennent.MXm=0 Imsca(� = 0;��)cos(m�) = F0 MXm=0 �m12(�; �0)cos(m(�)) (H.29)+ A�F0 MXm=0 �m21(�; �0)cos(m(� � �0))+ Z 10 Z 2�0 MXm=0 �m21(�; �0)cos(m(�� �0)) MXp=0 Ipd (� = 0; �0)cos(p�0)�0d�0d�0+ Rc21(�) MXm=0 Imsca(� = 0; �)cos(m�)Nous avons besoin du r�esultat de l'int�egrale suivante qui d'apr�es Roux (1999) pp107-108, est:J = Z 2�0 cos[m(�� �0)]cos(p�0)d�0 = �(�0;m + 1)cos(m�)�m;p (H.30)Ce qui permet de sommer l'�equation (H.29) sur la variable enti�ere p. Comme la base form�ee parles vecteurs cos(m�) Fourier est orthogonale, on obtient une condition pour chaque ordre m:Imsca(� = 0;��) = �m12(�; �0)F0 + �m21(�; �0)A�F0 (H.31)+ �(�0;m + 1)Z 10 �m21(�; �0)Imsca(� = 0; �0)�0d�0 +Rc21(�)Imsca(� = 0; �)On pose B = �Tc12(�0)e����0 pour all�eger les expressions. Par un calcul identique au pr�ec�edent, onobtient l'�ecriture math�ematique des conditions aux limites sur l'interface inf�erieure pour un ordrede Fourier quelconque.Imsca(� = ��; �) = �m23(�;��0)BF0 (H.32)+ �(�0;m + 1)Z 10 �m23(�;��0)Imsca(� = ��;��0)�0d�0 +Rc23(�)Imsca(� = ��;��)



210 ANNEXE H. INTERFACES RUGUEUSES ET ETRH.2.3 Discr�etisation des directions et des int�egralesLes int�egrales sont discr�etis�ees par une quadrature de Gauss dans le milieu 1 et 3 et par unedouble quadrature de Gauss dans le milieu 2. Il existe d'autres quadratures mais dans le casd'interfaces planes, Kumar et al. (1990) montrent que la quadrature de Gauss donne le meilleurr�esultat. Il n'est pas sûr que ce soit le meilleur choix lorsque les interfaces sont rugueuses. Pourl'interface sup�erieure et inf�erieure, on obtient:Imsca(0; ��i) = �m12(��i; �10)F0 + �m21(��i; �0)A�F0 (H.33)+ �(�0;m + 1) NXj=1 �m21(��i; �j)Imsca(0; �j)�j!j +Rc21(�i)Imsca(0; �i) etImsca(��; �i) = �m23(�i;��0)BF0 (H.34)+ �(�0;m + 1) NXj=1 �m23(�i; ��j)Imsca(��; ��j)��j!�j +Rc23(��i)Imsca(��; ��i)o�u N est le nombre de discr�etisations dans le milieu di�usant pour ��[0; 1], i.e. dans le demi-espacedes directions montantes. Il y en a autant pour les directions descendantes pour ��[�1; 0]. !j estle poids associ�e �a la direction de discr�etisation �j . On utilise respectivement la notation +j ou �jsimplement pour indiquer s'il s'agit d'une luminance montante ou descendante.H.2.4 �Ecriture du syst�eme matricielNous avons vu que la solution g�en�erale pour la luminance dans le milieu di�usant s'�ecrit de lamani�ere suivante:Imsca(�; ��i) = NXj=1C+jg+j(��i)e�k+j� + NXj=1C�jg�j(��i)e�k+j� + Ip(�; ��i) (H.35)o�u seuls les C+j sont les inconnues du probl�eme. Si on injecte la solution g�en�erale (H.35) surl'interface sup�erieure en � = 0 dans l'�equation traduisant la condition aux limites sur l'interfacesup�erieure (H.33), on obtient le syst�eme d'�equations suivant:NXj=1C+j "g+j(��i)� �(�0;m + 1) NXk=1�k!k�m21(��i; �k)g+j(�k)�Rc21(�i)g+j(�i)#+ NXj=1C�j "g�j(��i)� �(�0;m + 1) NXk=1�k!k�m21(��i; �k)g�j(�k)�Rc21(�i)g�j(�i)#= �Ip(0; ��i) + �(�0;m + 1) NXk=1�k!k�m21(��i; �k)Ip(0; �k) (H.36)+ Rc21(�i)Ip(0; �i) + �m12(��i; �10)F0 + �m21(��i; �0)AF0



H.3. LUMINANCES �EMERGENTES ET BILAN �ENERG�ETIQUE 211Pour le cas de l'interface inf�erieure, on injecte (H.35) �evalu�ee en � = �0 dans l'�equation traduisantla condition au limite sur l'interface sup�erieure (H.34), on obtient le syst�eme d'�equations suivant:NXj=1C+j "g+j(�i)� �(�0;m + 1) NXk=1�k!k�m23(�i; ��k)g+j(��k)�Rc23(��i)g+j(��i)#e�kj��+ NXj=1C�j "g�j(�i)� �(�0;m + 1) NXk=1�k!k�m23(�i; ��k)g�j(��k)�Rc23(��i)g�j(��i)#ekj��= �Ip(��; �i) + �(�0;m + 1) NXk=1 ��k!�k�m23(�i; ��k)Ip(��; ��k) (H.37)+ Rc23(�i)Ip(��; ��i) + �m23(�i;��0)BF0La r�esolution de ce syst�eme lin�eaire permet d'obtenir les C�i. Les luminances sont ainsi connuespartout dans le milieu di�usant pour toutes les directions de discr�etisation. Il ne reste plus qu'�acalculer les luminances �emergentes du syst�eme di�usant.H.3 Luminances �emergentes et bilan �energ�etiqueLes quantit�es qui nous int�eressent sont les luminances �emergentes du syst�eme en r�eexion et entransmission. Nous voulons �etablir les relations entre les luminances �emergentes du syst�eme et lesluminances dans le milieu di�usant. On note Ir;sca(0; �1; �1) la luminance r�e�echie par le syst�eme
n1
n2

(a) Interface plane.
n2

n1

(b) Interface rugueuse.Fig. H.5 { Emergences des luminances sur l'inerface sup�erieure.juste au dessus de l'interface en � = 0 dans la direction (�1; �1) et It;sca(��; �3; �3) la luminancetransmise juste au dessous de l'interface en � = �� dans la direction (�3; �3).Dans le cas d'une interface plane, les relations sur l'interface sup�erieure puis sur l'interfaceinf�erieure s'�ecrivent de la mani�ere suivante (voir p80 de la th�ese de Roux (1999) ou pp 33-34 dulivre de Apresyan et Kravtsov (1996)):Ir;sca(0; �1; �1) = Tc21(�2)n21n22 Isca(0; �2; �1) et (H.38)It;sca(��; �3; �3) = Tc23(�2)n23n22 Isca(��; �2; �3) (H.39)



212 ANNEXE H. INTERFACES RUGUEUSES ET ETRo�u �1 et �2 sont li�es par les loi de la r�efraction.Dans le cas d'une interface rugueuse, ces relations deviennentIr;sca(0; �1; �1) = �12(�1sca; �1sca; �10; �0)F0 + �21(�1; �1; �20; �0)AF0 (H.40)+ Z 10 Z 2�0 �21(�1; �1; �2; �2)Isca(0; �2; �2)�2d�2d�2+ Tc21(�2)n21n22 Isca(0; �2; �1)et It;sca(��; �3; �3) = �23(�3; �3; �20; �0)BF0 (H.41)+ Z 10 Z 2�0 �23(�3; �3; �2; �2)Isca(��; �2; �2)�2d�2d�2+ Tc23(�2)n23n22 Isca(��; �2; �3)H.3.1 Les luminances �emergentes pour chaque composante de FourierLes luminances �emergentes et les BTDF sont d�evelopp�ees sur une base de Fourier.Ir(0; �1; �1) = MXm=0 Imr (0; �1)cos(m�1) (H.42)It(��; �3; �3) = MXm=0 Imt (��; �3)cos(m�1) (H.43)�21(�1; �1; �2; �2) = MXm=0 �m21(�1; �2)cos(m(�1 � �2)) (H.44)�23(�3; �3; �2; �2) = MXm=0 �m23(�3; �2)cos(m(�3 � �2)) (H.45)Si on injecte les relations (H.42- H.45) dans les �equations (H.40) et (H.41) et que l'on discr�etise lesint�egrales par une quadrature de Gauss, on obtient les luminances �emergentes pour chaque ordrede Fourier. Imr (0; �1i ) = �m12(�1i ; �10)F0 + �m21(�1i ; �20)AF0+ �(�0;m + 1) NXj=1 �m21(�1i ; �2j)Imsca(0; �2j )!j�2j (H.46)+ Tc21(�2i )n21n22 Imsca(0; �2i )Imt (��; �3i ) = �m23(�3i ; �20)BF0+ �(�0;m + 1) NXj=1 �m23(�3i ; �2j)Isca(��; �2j )!j�2j (H.47)+ Tc23(�2j )n23n22 Isca(��; �2j)Finalement les luminances s'obtiennent dans les plans � d�esir�es en calculant (H.42) et (H.43).



H.3. LUMINANCES �EMERGENTES ET BILAN �ENERG�ETIQUE 213Si on r�eit�ere ce calcul pour tous les angles d'incidences, on obtient au �nal la caract�erisationcompl�ete (BRDF et la BTDF) de la di�usion par la couche.�00(�sca; �inc; �sca � �inc) = Ir;sca(0; �sca; �sca)F0 (H.48)� 00(�sca; �inc; �sca � �inc) = It;sca(��; �sca; �sca)F0 (H.49)H.3.2 Bilan �energ�etiqueLes facteurs de r�eexion et de transmission coh�erents sont donn�ees par les formules:Rc(�inc) = Rc12 + �Tc12Tc21Rc23e� 2���20 (H.50)Tc(�inc) = �Tc12Tc23e� ���20 (H.51)Le facteur de r�eexion h�emisph�erique di�us est d�e�ni par:Rsca(�inc) = Z �=20 Z 2�0 �00d(�sca; �inc; �sca � �inc)cos(�sca)sin(�sca)d�scad(�sca � �inc) (H.52)On montre facilement en injectant le d�eveloppement de Fourier de la BRDF que l'on a:Rsca(�inc) = 2� NXj Imsca(0; �j)F0 �j!j (H.53)Il su�t de connâ�tre l'ordre 0 dans l'espace de Fourier des luminances �emergentes r�e�echies, pourcalculer le facteur de r�eexion h�emisph�erique di�us. De même, on obtient le facteur de transmissionh�emisph�erique di�us par la formule:Tsca(�i) = 2� NXj Imsca(��; �j)F0 �j!j (H.54)
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R�esum�eL'�etude de la propagation de la lumi�ere �a travers un milieu di�usant est un sujet de recherched'une port�ee �a la fois fondamentale et appliqu�ee : - fondamentale pour l'�etude des ph�enom�enes detransport en g�en�eral ; - et appliqu�ee par exemple pour �evaluer les propri�et�es radiatives de revê-tements (comme des peintures di�usantes), pour faire de l'imagerie �a travers un milieu di�usant(tissus vivants) etc... De mani�ere g�en�erale, la lumi�ere est di�us�ee (scattered en anglais) lorsqu'ellese propage dans un milieu h�et�erog�ene. Du point de vue de la th�eorie �electromagn�etique, un milieuest dit h�et�erog�ene quand l'indice de r�efraction varie spatialement. En principe, la solution exactedu probl�eme s'obtient par la r�esolution num�erique des �equations de Maxwell, mais si le syst�emeh�et�erog�ene �etudi�e d�epasse en taille quelques longueurs d'onde, alors le nombre d'inconnues estbeaucoup trop important pour que l'on puisse r�esoudre exactement le probl�eme. Il est n�ecessairede moyenner les propri�et�es de di�usion du syst�eme. Pour un milieu fortement di�usant, et de taillemacroscopique, on peut d�ecrire ph�enom�enologiquement le transport de la lumi�ere au moyen d'une�equation de di�usion (di�usion en anglais) tout comme est d�ecrit le transport de chaleur ou demasse. On peut aussi d�ecrire le transport de la lumi�ere au moyen d'une Equation de TransfertRadiatif (ETR) plus g�en�erale que l'�equation de la di�usion. Cette �equation, une fois r�esolue, donnedes r�esultats qui sont en tr�es bon accord avec l'exp�erience si les param�etres de cette �equation sontcorrectement �evalu�es.La majeure partie de cette th�ese est consacr�ee �a cet aspect : la d�etermination des param�etresde l'ETR pour un milieu contenant des particules de taille comparable �a la longueur d'onde,al�eatoirement dispos�ees dans un milieu absorbant. Alors que les mod�eles pour l'obtention de cesparam�etres d�ecrits dans la litt�erature en pr�esence d'absorption sont tous ph�enom�enologiques, nouspr�esentons une m�ethode bas�ee sur une th�eorie de champ rigoureuse et qui permet de d�e�nir sansambigu��t�e ces param�etres. Nous analysons par ailleurs le rôle des corr�elations en milieu absorbant(di�usion d�ependante).Nous nous int�eressons aux milieux fortement charg�es pour lesquels les corr�elations sur les posi-tions des di�useurs jouent un rôle fondamental et rendent le calcul tr�es complexe. Nous pr�esentonsles premiers pas d'une m�ethode num�erique capable de prendre en compte toutes les corr�elationsentre les paires de particules, ce qui permet de calculer le coe�cient d'extinction au del�a del'approximation de la di�usion ind�ependante.En�n, nous cherchons �a �evaluer les propri�et�es radiatives d'un syst�eme couramment rencontr�e :celui d'une couche di�usante �a la fois en surface et en volume. Nous �etudions en particulier le rôlede la di�usion multiple entre l'interface rugueuse et le volume charg�e.Mots cl�esTransport d'ondes, optique, ondes �electromagn�etiques, milieux h�et�erog�enes, surfaces rugueuses,di�usion, absorption, �equation de transfert radiatif, radiom�etrie, coh�erence, th�eorie de champperturbative, corr�elations, di�usion d�ependante, m�ethode diagrammatique, m�ethode des moments,ordonn�ees discrêtes, matrices T, couplage di�usion surface-volume.


