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Introduction

Couleur et apparence: role de la diffusion

La diffusion de la lumiere appelée “scattering” en anglais se traduit en francais par “dispersion”
ou “éparpillement” de la lumiere. Une onde est diffusée quand sa direction de propagation est
redistribuée. Toute onde, qu’elle soit de nature électromagnétique comme la lumiere, acoustique
ou encore quantique, diffuse de fagon générale quand elle se propage dans un milieu hétérogene.
Pour la lumieére, un milieu hétérogene est un milieu dont l'indice de réfraction varie dans I’espace.
La lumiére ne diffuse pas toujours dans un milieu hétérogene. Pour qu’il y ait diffusion, il faut
aussi que la taille des objets diffusants ou I’échelle typique de variation de l'indice, ne soit pas
trop petite devant la longueur d’onde, car dans ce cas Defficacité de diffusion tend vers 0 et 'onde
se propage en ligne droite comme si le milieu était homogene.

On distingue souvent la diffusion par une surface rugueuse et la diffusion par un volume hétéro-
gene. Un milieu diffusant en volume est par exemple un milieu contenant des objets aléatoirement
disposés dans I'espace. Un exemple familier est le brouillard composé de gouttelettes d’eau aléa-
toirement disposées dans l'air. Les poussieres interstellaires, 'atmosphere, les nuages, la mer, la
fumée, la peau, les peintures, I’eau sortant du robinet sous pression chargée de microbulles, et bien
d’autres milieux encore constituent des exemples de milieux diffusant en volume. Les surfaces des
objets qui nous entourent ne sont pas parfaitement planes comme peut I’étre un miroir ou toute
surface polie. La lumiére se réfléchit sur une surface plane en suivant les lois de la réfraction de
Snell-Descartes. On parle de réflexion spéculaire. Par conséquent si une source de lumiére est
localisée (comme une ampoule dans un piece), seules les faces qui sont orientées dans certaines
directions réfléchissent la lumiere jusqua nos yeux. Si la taille caractéristique de la rugosité d’une
surface est proche de la longueur d’onde, typiquement de Pordre de 0.5um pour la lumiére visible,
alors la lumieére est diffusée par I'interface. Nous voyons les objets qui nous entourent le plus
souvent parce qu’ils diffusent la lumiere. Toutefois, pour une surface peu rugueuse, une partie de
la lumiere est réfléchie spéculairement en suivant les lois de la réfraction. C’est elle qui est res-
ponsable de la brillance (on voit la source de la lumiére pour un angle d’observation particulier),
tandis que la lumiére diffuse donne un aspect mat aux objets. Par exemple la différence entre une
image photographique développée sur un papier mat ou brillant est due a la rugosité de la surface
d’impression. La diffusion de la lumiére joue donc un role important sur I'apparence des objets
qui nous entourent.

La couleur des objets s’explique par de nombreux mécanismes. La lumiére blanche est composée
de I'ensemble du spectre des couleurs visibles du violet au rouge en passant par toutes les couleurs
de I'arc en ciel. Supposons qu'un objet soit éclairé par une lumiére blanche. Si 'objet apparait
bleu, c¢’est qu’il réfléchit principalement la composante bleue de la lumiere blanche. Les autres
couleurs ne parviennent pas & nos yeux soit parce qu’elles sont absorbées, soit parce qu’elles
sont diffusées (ou se sont propagées) dans une direction différente de nos yeux. L’absorption est
liée & la composition (sa pigmentation) de I'objet, tandis que la diffusion est due a la structure
géométrique de 'objet. De nombreuses structures ont une couleur apparente qui dépend de I'angle
d’observation. Ce phénomene appelé iridescence, peut s’expliquer par le phénomene de diffusion,
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mais ce n’est pas le seul mécanisme. La dispersion de la lumiére peut en étre responsable! parce
que les différentes composantes de la lumiére se propagent dans des directions différentes. Un
milieu qui posseéde une structure périodique de taille comparable & la longueur d’onde diffracte
la lumiere dans des directions qui dépendent de la couleur de la lumiere éclairant I’'objet & cause
des phénomeénes d’interférences. Par exemple, un disque compact est une structure périodique
qui décompose la lumiere blanche en ces différentes composantes car chaque couleur se propage
apres réflexion dans une direction différente. Que la diffusion ou la diffraction soit responsable du
phénomene d’iridescence, la nature ondulatoire de la lumiere est fondamentale pour les expliquer.
Le phénomene d’iridescence se retrouve dans la nature. Certains papillons ont des couleurs qui
different selon l'angle d’observation. L’observation microscopique de la structure des ailes de ces
papillons explique le phénomeéne. La lumiere est a la fois diffusée et diffractée par des structures
hétérogenes et périodiques. L’industrie du textille tente de produire des vétements de couleurs
iridescentes (Berthier et Lafait 1999) qui feront la mode demain.

Nous avons oublié bien d’autres mécanismes & l'origine de la couleur: la fluorescence, la phos-
phorescence d’origine quantique en sont des exemples. L’origine de la couleur d’un objet peut
également étre due au rayonnement thermique: un métal change de couleur en fonction de sa
température. Au fur et & mesure que la température augmente, il devient rouge puis blanc. C’est
aussi le cas du filament d’une ampoule. L’état de surface joue également un réle important sur le
rayonnement d’un corps opaque.

La part de I'absorption par rapport a la diffusion d’un milieu diffusant en volume est tres
importante pour son aspect. Par exemple, un nuage ou le lait dans le visible, absorbe trés peu
et diffuse fortement. Ils apparaissent blanc parce que lefficacité de diffusion dépend peu de la
longueur d’onde. L’exemple contraire est celui d’une encre noire pour lequel I’absorption 'emporte
sur la diffusion.

Si le milieu diffuse la lumiere, c’est que des hétérogénéités de taille comparable a la longueur
d’onde sont présentes dans le milieu. Par exemple on peut s’étonner que le mélange du whiskey
avec de l’eau soit légerement absorbant et peu diffusant alors qu'une anisette mélangée & de 1’eau
diffuse fortement la lumiere. Pourtant, ces deux liquides sont d’aspects comparable sans eau. Si
I'un diffuse et pas 'autre, c’est que les mélanges sont respectivement homogene et hétérogene.

Un exemple d’un milieu absorbant peu la lumiere et dont la diffusion varie fortement avec la
longueur d’onde est le ciel. Lorsqu’un milieu contient des hétérogénéités petites devant la longueur
d’onde, on peut montrer que 'efficacité de diffusion varie tres fortement avec la longueur d’onde.
Ce régime de diffusion s’appelle le régime de Rayleigh (1899). Elle est beaucoup plus efficace pour
les petites longueurs que pour les grandes. Par conséquent elle est beaucoup plus efficace dans le
bleu que dans le rouge. La lumiére du soleil qui se propage dans I'atmosphere est diffusée par des
petites hétérogéneités. Le ciel apparait bleu, parce que la lumiere du soleil diffuse beaucoup plus
dans le bleu que dans le rouge. Ce qui diffuse dans le ciel sont d’une part les aérosols et d’autres
part les fluctuations d’indice de Dair liées aux fluctuations spatiales (sur des échelles tres petites)
de la pression de l'air autour de sa valeur d’équilibre (Rayleigh 1871). Ces fluctuation d’origine
statistique ne doivent pas étre confondues au phénomene de turbulence de I'air qui est responsable
du scintillement d’une étoile observée depuis le sol.

Quelques problemes de recherche et applications

Outre I'intérét que 'on peut porter a la description de la propagation d’onde en milieu aléatoire,
tout apport a sa modélisation est tres riche d’applications. Les propriétés optiques et infrarouges de
matériaux diffusants intéressent de nombreuses industries. Les crémes solaires qui contiennent des
petites particules de Ti02 ont pour but de diffuser fortement la lumiere dans le régime ultraviolet.

1. si I'indice de réfraction dépend par exemple de la longueur d’onde, la lumiere blanche peut se décomposer du
violet au rouge en passant pour toutes les couleurs de 'arc en ciel
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Obtenir les propriétés diffuses d’une peinture chargée en particules est un probléme équivalent.

Le probleme de l'imagerie & travers un milieu diffusant est trés complexe. Peut-on exploiter
I'information sur une onde diffuse pour voir derriere un milieu diffusantl’ Par exemple la modéli-
sation de la propagation de la lumiere dans une atmosphére turbulente est essentielle quand on
scrute I'Univers avec un télescope terrestre. La détermination du spectre lumineux émis par une
étoile est essentielle pour connaitre la composition de cette étoile. Le probléme est que le milieu
qui sépare 1’étoile du lieu de mesure peut contenir des poussieres interstellaires qui diffusent la
lumiere. Cette diffusion dépend généralement de la longueur d’onde. Il faut par conséquent modé-
liser le transport de la lumiere pour remonter a ce qui est réellement émis par I’étoile. On voudrait
aussi par exemple détecter par une technique optique non-invasive des tumeurs cancéreuses du
sein, mesurer la circulation sanguine, imager le cerveau. Un probléme analogue est la détection
micro-ondes des mines anti-personnel enfouies dans le sol. Dans les deux cas 'objet a détecter
contraste par rapport au milieu diffusant qui 'entoure. Dans le domaine de la radio et de la
détection par satellite dans le domaine des micro-ondes, on peut chercher & évaluer la hauteur
moyenne des arbres d’une forét, 'amplitude de la houle sur la mer, la mesure de la profondeur de
la banquise etc.

Pour résoudre tous ces problemes, il est nécessaire de modéliser correctement la propagation
de 'onde dans ces milieux diffusant. Il existe différents moyens de décrire le transport d’une onde
dans un milieu diffusant.

e Théorie de la diffusion multiple.

Au niveau le plus fondamental, on peut écrire une équation de propagation d’onde rigoureuse
en milieu aléatoire. Il faut connaitre précisément les statistiques du milieu. Pour le cas d’une
onde électromagnétique dans le domaine du visible, la variable aléatoire dans l'espace est
I'indice du milieu. L’échelle de la description est dite microscopique. Pour une onde quantique
décrivant la propagation d’une fonction d’onde, la variable aléatoire est le potentiel dans
lequel baigne le champ considéré. On peut écrire des équations qui régissent les statistiques
moyennes. Pour le cas d’une onde électromagnétique, il s’agit du champ moyen, de la fonction
de corrélation du champ ou encore des corrélations sur les intensités.

e Théorie du transport a I’échelle mésoscopique ou approche radiative.

Pour le cas ou les phénomenes de diffusion sont élastiques (la fréquence de 1'onde est conser-
vée), on peut écrire une Equation de Transfert Radiatif (ETR) qui régit les variations spa-
tiales et directionnelles des flux d’énergies dans le milieu. La quantité physique recherchée
est la luminance, c’est a dire une quantité de flux passant par une surface dans une direction
et en un point de I’espace. Cette théorie est fondamentalement phénoménologique et semble
ignorer & premiere vue 'aspect ondulatoire de la diffusion. L’ETR dépend de parameétres
qui contiennent les propriétés de diffusion moyenne d’un volume de taille mésoscopique;
c’est-a-dire a une échelle comprise entre la longueur d’onde et la géométrie globale du milieu
diffusant. Ces parametres doivent étre modélisée préalablement.

e Théorie du transport a I’'échelle macroscopique ou approximation de la diffusion.

Lorsqu’un milieu diffuse de trés nombreuses fois une onde incidente, on peut souvent écrire
une équation de diffusion (“diffusion” en anglais qui a un sens différent de “scattering”) du
type de celle que 'on écrit pour décrire le transport de la chaleur, ou encore pour décrire
la diffusion d’une goutte d’encre de chine dans de 'eau. Pour la lumiere, ’équation de la
diffusion régit la densité d’énergie électromagnétique par unité de volume. Cette équation
contient un parametre nommé coefficient de diffusion qu’il faut aussi évaluer au préalable.

La théorie de la diffusion multiple est surtout utile pour la compréhension des phénomenes
ondulatoires qui ne sont pas pris en compte quand on modélise le transport d’une onde par
I’ETR. Elle nous apprend aussi comment calculer les parametres de 'ETR et en donne un cadre
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beaucoup plus rigoureux. Les équations de la diffusion ne peuvent étre résolues numériquement
sans approximations.

Dans de tres nombreux systemes diffusants, 'approche radiative décrit treés convenablement
le transport de la lumiere si les coefficients de 'ETR sont correctement évalués. Si la géometrie
est simple comme par exemple pour le cas d’une couche diffusante limité par deux interfaces
parralleles, 'ETR se résout numériquement en des temps trés convenables. L’un des points forts
de cette approche est que les conditions aux limites pour les luminances s’écrivent sans ambiguité.

Enfin I'équation de diffusion est souvent utilisée dans le domaine de I'imagerie biomédicale
pour des problemes dépendants du temps car c’est I’équation la plus rapide et la plus simple a
résoudre dans des géométries complexes. Mais, on ne peut pas résoudre tous les problemes de
diffusion en écrivant une équation de diffusion. Par exemple, les systemes optiquement minces
(faiblement diffusant) ne peuvent étre modélisés par cette équation et d’autre part, les conditions
aux limites sont approximatives. Le domaine de validité de I’approximation de la diffusion est un
sujet actif de recherche (Aronson 1995; Yoo et al. 1990; Kop et al. 1997). Plusieurs auteurs tentent
de définir la taille minimale et les régimes temporels qui permettent son utilisation (Elaloufi,
Carminati, et Greffet 2003a). On montre que 'on peut retrouver une équation de diffusion a
partir de PETR dépendante du temps (Elaloufi, Carminati, et Greffet 2002; Elaloufi 2003). Tout
comme le calcul des parametres de 'E'TR, le calcul du coefficient de diffusion est souvent complexe.
Aronson et Corngold (1999) et Elaloufi e al. (2003b) montrent comment calculer le coefficient de
diffusion quand les particules sont absorbantes et que les processus de diffusion élémentaires sont
anisotropes.

Certains phénomenes purement ondulatoires comme la localisation faible (Wolf et Maret 1985)
(ou rétrodiffusion cohérente) et la localisation forte? ne peuvent étre pris en compte ni par 'ETR,
ni par 'approximation de la diffusion. L’étude des phénomeénes de localisation sur lesquels une
communauté importante de physiciens travaille depuis plus de trente ans est un défi fondamental
avec de nombreuses applications dans le domaine de la physique de la conduction d’électrons dans
un solide, et pour tous les phénomenes diffusifs en général. Certains?® s’intéressent également aux
corrélations de speckle de longues portées, en régime diffusif et de localisation.

Les problemes abordés

Pour étudier la diffusion par une géometrie diffusante telle une peinture contenant des particules
aléatoirement disposées et de taille proche de la longueur d’onde, la modélisation de la diffusion
de la lumiere décrite par 'ETR est la seule approche qui soit adaptée & notre connaissance.
L’ETR peut étre résolue numériquement en un temps raisonnable. La taille caractéristique de la
peinture est telle que le probléeme électromagnétique est encore insoluble numériquement en un
temps raisonnable.

Au chapitre I, nous introduisons la théorie du transport de la lumiére modélisée par L’ETR.

Cette approche nécessite le calcul de parametres du milieu moyen. Ces parametres sont les
coefficients d’extinction et de diffusion et la fonction de phase. Le plus souvent, ces parameétres
sont évalués sous une approximation appelée 'approximation de la diffusion indépendante.

Quand le milieu hote est absorbant comme c¢’est le cas dans une peinture, une difficulté théorique
apparait pour le calcul de ces paramétres méme sous l'approximation de la diffusion indépendante.
La notion de section efficace est difficile & interpréter dans un milieu hote absorbant. De nombreuses
études tentent de définir phénoménologiquement les parametres de 'ETR. Des doutes subsistent
quand a leur définition.

2. L’onde diffuse ne se propage plus. Voir Dalichaouch, Armstrong, Schultz, Platzman, et Mc Call (1991);Schef-
fold, Lenke, Tweer, et Maret (1999);Wiersma, Bartolini, Lagendijk, et Righini (1997); Wiersma, Rivas, Bartolini,
Lagendijk, et Righini (1999);Chabanov, Stoytchev, et Genack (1998)

3. Scheffold et Maret (1998);Garcia-Martin et Saenz (2001)
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Une autre difficulté importante est le probleme des milieux contenant de trés fortes fractions
volumiques de diffuseurs. L’approximation de la diffusion indépendante n’est plus valable dans ce
cas; on parle de diffusion dépendante.

La théorie de la diffusion multiple introduite au chapitre II, donne un moyen formellement
rigoureux pour obtenir le coefficient d’extinction en milieu absorbant et peut aussi prendre en
compte la diffusion dépendante. Elle ne donne toutefois pas directement de formules explicites.
Au chapitre 111, nous appliquons la théorie de la diffusion multiple pour calculer une expression du
coefficient d’extinction en milieu absorbant en fonction de quantités calculables. Pour le cas d’une
collection de spheres, on exprime le coefficient de diffusion en fonction de la matrice de diffusion
dans la direction avant. Cette matrice s’obtient sans difficulté par la théorie de Mie en milieu a
pertes. Nous donnons une formule valable sous 'approximation de la diffusion indépendante qui
généralise 'approximation de Foldy-Twersky au cas d’un milieu hote absorbant. Nous donnons
par ailleurs une formule approximative pour prendre en compte la diffusion dépendante. Il s’agit
de la généralisation de la formule de Keller en milieu absorbant.

Afin de valider ces modeles, nous comparons au chapitre I'V les expressions obtenues au cas d’un
systeémes composés d’'une couche diffusante 2D contenant des cylindres placés en milieu absorbant
pour lequel nous effectuons une simulation numérique afin de disposer d’une solution de référence.
Nous montrons qu’en régime de diffusion indépendante, le modele de Foldy-Twersky généralisé
est en bon accord avec les résultats numériques. En régime de diffusion dépendante, le modeéle de
Keller généralisée donne d’excellents résultats pour les cas étudiés quand I'indice des diffuseurs
n’est pas trop fort par rapport au liant.

Au chapitre V, nous nous intéressons cette fois au coefficient d’absorption et au coefficient de
diffusion dans un milieu absorbant contenant de fortes fractions volumiques de diffuseurs non-
absorbant. Nous cherchons le comportement du coefficient de diffusion en fonction de la fraction
volumique de diffuseurs. Nous montrons que pour les tailles de particules étudiées que le coefficient
d’absorption suit une loi en (1 — f).

Nous reprenons le probleme du coefficient d’extinction en régime de diffusion dépendante au
chapitre VI. Par un modele exploitant la théorie de la diffusion multiple et le résultat de la diffusion
par une paire de particule obtenue exactement par la méthode de la matrice T, nous donnons une
formule de I'extinction capable de prendre en compte ’aspect vectoriel des ondes, valables pour
des particules de tailles quelconques, et qui prend en compte toutes les corrélations de paires de
particules (diffusions récurrentes comprise). En termes techniques, le code de matrice T permet
d’accéder a la somme de tous les diagrammes mettant en jeux deux particules. Le temps de calcul
devrait étre inférieur a la minute. Nous espérons par ce modele combler les problemes posés par
la formule de Keller approximative et prendre en compte des corrélations dues aux diffusions
multiples entre les paires de particules. La mise en oeuvre numérique reste a faire.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous nous intéressons au probléme de la diffusion par une couche
diffusante en volume et en surface. Le modéle que nous développons est une approche radiative
consistant a résoudre 'ETR 3D. La diffusion par 'interface rugueuse est prise en compte lors de
I’écriture des conditions aux limites. Cette approche est toutefois difficile & mettre en oeuvre méme
dans 'approximation scalaire. Il peut étre avantageux en temps de calcul de découpler le probleme
en sommant le résultat de deux systemes simplifiés: celui du milieu diffusant en volume avec une
interface plane et celui de la surface rugueuse déposée sur le milieu hote. Nous définissons le
couplage incohérent comme la différence entre le résultat du systéme complet et celui de la somme
des systemes découplés. Nous allons montrer qu’il n’est pas toujours possible de découpler le
probleme. Certains couplages incohérents sont oubliés et leur importance seront discutés.
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Chapitre I

Théorie phénoménologique du
transport de la lumiere en milieu
aléatoire

I.1 Introduction

Dans une tres large gamme de milieu diffusant que ’on rencontre dans la nature tel que les
poussiéres interstellaires, 'atmospheére, les nuages, le brouillard, la mer, la fumée, la peau, les
peintures et bien d’autres milieux, la propagation de la lumiere peut étre décrite efficacement par
une approche radiative (Chandrasekhar 1960; Thomas et Stamnes 1999). L’approche radiative
consiste a écrire une équation de transfert radiatif (ETR), i.e. un bilan d’énergie local directionnel
en tout point de l'espace dans un volume de taille mésoscopique moyen. 1l s’agit d’une forme
particuliere de ’équation Boltzmann appliquée au transport de la lumiere.

Nous introduisons dans ce chapitre le concept de luminance, la notion de libre parcours moyen,
de fonction de phase et 'ETR.

Les caractéristiques diffusives du petit volume mésoscopique doivent étre modélisées ou me-
surées. Certaines classes de milieu diffusant sont constituées d’objets diffuseurs aléatoirement
disposés dans I'espace. Par exemple des gouttelettes d’eau dans un brouillard. Quand les fractions
volumique de diffuseurs ne sont pas trop fortes, on peut déduire les propriétés de diffusion d’un
petit ensemble de diffuseurs & partir des caractéristiques de diffusion d’un diffuseur isolé. On utilise
pour cela 'approximation de la diffusion indépendante que nous exposons dans un paragraphe.

Les fondements de la théorie des transferts radiatifs sont phénoménologiques. L’ETR semble
ignorer par exemple certaines caractéristiques ondulatoire de la lumiere. Nous discutons ensuite
du domaine de validité a priori de cette approche. De nombreuses études théoriques, comme la
théorie de la cohérence (Mandel et Wolf 1995) et la théorie de la diffusion multiple (Apresyan et
Kravtsov 1996) exposée au chapitre II permettent de comprendre son succes et peuvent mieux
cadrer son domaine de validité.

Dans la derniere partie, nous introduisons les concepts de la radiométrie nécessaires a la des-
cription des propriétés radiatives d’une couche diffusante et absorbantes.

I.2 Théorie du transfert radiatif phénoménologique

I.2.1 Flux directionnel et Luminance

Pour décrire un flux d’énergie traversant une surface dS centrée au point r de I'espace dans
une direction u, la quantité scalaire appelée luminance! L(r,u) est introduite. On appelle d*P,

1. Luminance=radiance ou specific intensity en anglais.
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(a) Luminance L(r,u): Flux a tra- (b) Densité de flux: F(r) a travers
vers la surface dS au point r dans la surface dS au point r

la direction u dans un angle solide

ds.

Fi1c. 1.1 — Luminance et flux a travers une surface dS orientée par sa normale n

le flux rayonné [W] moyen & travers une surface élémentaire dS située en r et orientée selon n ,
A lintérieur d’un angle solide dw dans une direction u. La luminance L [Wm 2sr!] se définit
(Meyzonnette et Lépine 2001) par la relation qui la lie & la puissance rayonnée.

d’*P(r,u) = L(r,u)cos0dSd (I.1)

La densité de flux F [Wm~?] traversant la surface dS au point r s’obtient en intégrant la luminance
sur toutes les directions du demi-espace supérieur:

F(r) :/2 L(r,u)cos(0)dQ2 (1.2)

Nous n’avons pas précisé de 'origine physique de ce flux d’énergie. Cela peut donc s’appliquer
aussi bien & un flux d’origine lumineux, acoustique ou encore des particules transportant (neutrons,
électrons, molécules d’un gaz, phonons etc...) de I’énergie. Selon le cas, on peut préciser la vitesse
de propagation du flux d’énergie considérée (par exemple pour un flux de molécules d’un gaz ou
de neutron) et/ou encore la pulsation quand il s’agit de la propagation d’une onde.

Nous nous intéressons ici au cas ou les flux sont de nature lumineuse (c’est a dire des ondes
électromagnétiques). Le caractére vectoriel d’une onde électromagnétique sera ici ignoré. Mais on
peut toutefois définir une luminance polarisée en construisant un vecteur de Stokes (Chandrase-

khar 1960).
On supposera aussi que la lumiére est monochromatique de pulsation w. La longueur d’onde
Ap dans le vide est reliée a cette pulsation par i—g = % ol ¢ est la vitesse de la lumiere dans le

vide. Cette longueur d’onde d’excitation est par exemple imposée par I’éclairement d’un faiseau
laser quasi-monochromatique. Nous n’indiquerons pas par conséquent la longueur d’onde étudiée.
D’autant que dans tous les problemes que nous aborderons, toutes les tailles des objets seront
rapportées a la longueur d’onde.

[.2.2 Libre parcours moyen et fonction de phase

Une lumiére collimatée (la direction de propagation est bien définie) se propage dans un milieu
diffusant et absorbant en s’atténuant exponentiellement. La lumiere est diffusée parce que le milieu
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est hétérogene. L’absorption peut étre due au milieu hote dans lequel baigne les hétérogéneités ou
aux hétérogéneités elles-mémes.

Cette décroissance s’observe sur des systémes de toutes échelles. Par exemple la lumiére qui
se propage dans des poussieres interstellaires s’atténue sur des millions de kilometres. Dans un
ciel clair, la lumiere du soleil s’atténue sur des échelles de 'ordre du kilometre & cause de deux
phénomenes de diffusion de natures différentes: la premiere est due a des particules d’aérosols de
tailles micrométriques en suspension (Thomas et Stamnes 1999), la seconde est liée aux fluctua-
tions spatiales de 'indice de I'air. Ces fluctuations sont naturellement présentes dans un systéme
macroscopique & une température T & cause des fluctuations de pressions autour de la valeur
d’équilibre (Landau et Lifchitz 1965). Dans un brouillard épais, la lumiére collimatée provenant
du phare d’une voiture s’atténue exponentiellement sur quelques metres a cause des gouttelettes
d’eau en suspension dans Pair. Sur des échelles plus petites, la lumiére infrarouge collimatée s’at-
ténue dans la peau sur environ 50 micrometres (Boccara et French 1999). Dans une couche de
peinture contenant quelques pourcents en volume de diffuseurs sphériques de taille micrométriques,
un rayon infrarouge s’atténue sur quelques dizaines de micrometres. La décroissance exponentielle
(comme on peut le voir sur la photographie 1.2) d’une luminance collimatée se propageant dans
la direction u, est décrite par la loi de Beer-Lambert:

I(z,y,zu;) = I(z,y,0;u,)e Ke=t? (1.3)

ou I(z,y,0;u,) est la luminance dans le plan z = 0. K., est le coefficient d’extinction. Son
unité est I'inverse d’une longueur en m~'. Cette formule est valable pour un milieu infini et

Fi1G. 1.2 — Bain d’eau contenant une faible fraction volumique de billes de latex éclairé par une
lumiere collimatée laser rouge. La lumiére collimatée s’atténue exponentiellement a cause de ’ab-
sorption et de la diffusion. La partie diffusée forme un halo lumineuz autour de la lumiére colli-
matée.

statistiquement homogene. Le libre parcours moyen d’extinction l.,; est défini par

lewt = 1/ Koyt €n m~! (1.4)

Cette longueur caractérise la distance a partir de laquelle la luminance s’est atténuée d’un facteur
1/e. On peut séparer les contributions du coefficient d’extinction dues & l'absorption et a la
diffusion en écrivant:

Kea;t = Ksca + Kabs (15)
On définit aussi les libres parcours moyen de diffusion /4., et d’absorption l,;s par:

lsca = 1/Ksca et labs = 1/Kabs €n mil (16)
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Marche aléatoire d’une particule de lumiére

La notion de libre parcours moyen est un concept de statistique qui fait penser a la notion
de marche aléatoire. Si on associe un flux lumineux & un flux de particules se propageant dans
une direction bien déterminée d’un point & un autre dans un milieu aléatoire, le libre parcours
moyen de diffusion peut s’interpréter par la distance que parcourt en moyenne une particule avant
qu’elle ne soit diffusée, autrement dit avant que sa direction de propagation differe de sa trajectoire
initiale. De méme, le libre parcours moyen d’absorption peut s’interpréter comme la distance que
parcourt en moyenne une particule avant qu’elle ne soit absorbée. Cette image particulaire de la
lumiere permet de simuler le transport de la lumiere dans un milieu aléatoire par une méthode
de type Monte-Carlo sur un tres grand nombre de particules. Il manque toutefois une information
pour réaliser cette simulation: il faut connaitre dans quelles directions en moyenne les particules
de lumiére sont déviées.

Fonction de phase

Nous n’avons pas décrit dans quelle direction le photon est diffusé quand il quitte sa trajectoire
initiale. La densité de probabilité pour que la lumiere passe d’une direction initiale u & une direction
u’ apres un processus de diffusion est donnée par une fonction appelée fonction de phase. Nous la
notons P(u,u’). Puisqu’il s’agit d’une probabilité cette quantité est toujours positive et elle doit
par ailleurs satisfaire a la condition de normalisation suivante:

1

— [ P(u,u')d =1 (1.7)
4 A

Lorsque la diffusion est isotrope, alors on a P(u,u’) = 1 quel que soit (u,u’). La dénomination
‘fonction de phase’ est peut étre mal adaptée puisque le mot ‘phase’ est plutdt réservé au sens
de la phase d’une onde. Elle devrait plutdt s’appeler diagramme de diffusion ou indicatrice de
diffusion.

On peut caractériser I'anisotropie de la diffusion par un parametre g défini par la moyenne du
cosinus de I’angle de diffusion via la fonction de phase.

1

47 A

g P(u,u’)cos(u.u')dQ (L.8)
Quand g est proche de 1, c’est que la lumiere est principalement diffusée dans la direction avant.
Quand g = 0, la diffusion est isotrope et quand g est proche de —1, la lumiére est principalement
diffusée vers ’arriere.

Le parametre g permet de définir la notion de libre parcours moyen de transport ly.q,s par la
formule:

lsca
ltrans = T (19)

lirans €st la distance & partir de laquelle la lumiere incidente a completement perdu la mémoire
de sa direction incidente. A force de multiples événements de diffusion, la lumiére se propage de
fagon isotrope.

I.2.3 Equation de Transfert radiatif (ETR) dans un milieu diffusant

Pourquoi ne peut-on pas résoudre exactement le probleme de la propagation d’une
onde dans un milieu diffusant de grande taille?

En principe, la propagation d’une onde lumineuse en milieu aléatoire (i.e. un milieu pour lequel
I'indice de réfraction est une variable aléatoire de I’espace), peut étre calculée par la résolution des
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équations de Maxwell. L’une des méthodes existantes pour résoudre les équations de Maxwell est
la méthode des moments. A partir des équations intégrales de Maxwell en contour des objets, la
méthode des moments consiste a discrétiser les intégrales pour mettre en place un systéme matriciel
d’équations linéaires soluble numériquement. Le systéme d’objets considéré (particules sphériques
et interfaces) est maillé de maniére suffisamment fine pour que l'on puisse considérer le champ
constant sur une maille. Prenons une maille de taille typique de I'ordre de A/10. Si on considére un
systéme comprenant -5% de particules diélectriques en fraction volumique -un diametre de A/2.
-une épaisseur de 3 A - et une surface d’entrée carrée de 10X de c6té, on obtient un systeme de
50000 mailles. Le systeme choisi est trop petit pour étre représentatif d’un milieu moyen. Pour
avoir une idée des résultats sur un systéeme plus grand, il faut calculer des statistiques sur un
ensemble de réalisations. 100 est un minimum pour une statistique correcte. Il faut donc résoudre
100 fois un probleme & 2*50000=100000 inconnues. Le temps de calcul associé a la résolution de
se systeéme serait actuellement de 'ordre de 80000 heures sur un processeur IBM SP3. Face & ce
probléme l'approche radiative de ce probleme est une solution efficace et trés peu couteuse en
temps de calcul (de la seconde jusqu’a quelques minutes pour les cas les plus complexes que nous
avons rencontré).

Approche radiative

L’ETR exprime la conservation du flux d’énergie radiatif dans un élément de volume dans
une direction particuliére (fig. 1.3(a)). Ce bilan d’énergie doit étre effectué partout dans le milieu
diffusant et dans toutes les directions de I'espace. Cet élément de volume est un élément de taille
mésoscopique. C’est a dire & une échelle située entre 1’échelle microscopique (échelles de variations
des champs < Ag) et I'échelle des libres parcours moyen pour le milieu diffusant considéré. L’ETR
est une équation qui régit les variations spatiales de la luminance en un point r pour une direction
particuliere u. Considérons un élement de volume moyen sous la forme d’un tube de section dS

dl
ds2 e
dSO ‘: u \/\
dqy e® ©
; o
o o °®
.. ps
(a) Bilan d’énergie dans un volume dSdl (b) fonction de phase P(6)

Fic. 1.3 Approche radiative

et de longueur dl orienté selon la direction du vecteur u. Le long de cette direction, on sait que la
luminance décroit a cause de I'absorption et de la diffusion:

L(r +dlu,u) — L(r,u) dL(r,u)
dl i

Cet élément de volume est une petite partie du milieu diffusant. Par conséquent, dans le méme
temps, d’autres luminances L(r,u’) provenant du milieu environnant se dirigent vers I’élément de
volume considéré avec des directions u’. Ces luminances sont diffusées par 1’élément de volume et
une partie de ces luminances contribue & augmenter la luminance L(r,u) dans la direction u. La
part de la luminance se propageant dans la direction u’ qui est diffusée dans la direction u est:

= —(Kups + Ksca) L(r, u) (L.10)
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%P(u’, u)du’. Nous devons par conséquent ajouter & I'équation précédente ce terme manquant
pour toutes les directions u’ sur 4r stéradians.

KSC(I
47T A

dL(r,u)

dl = _(Kabs + Ksca)L(ra u) +

L(r,u')P(u',u)d (I.11)

olt P(u’,u) est la fonction de phase moyenne de 1'élément de volume considéré 1.3(b). Dans le cas
ou l'on s’intéresse & un corps a une température T', ’élément de volume absorbe et réémet par
émission thermique une luminance dans la direction u a la longueur d’onde étudiée. Dans tous les
systemes que nous étudions, les milieux sont suffisamment froid et les longueurs d’ondes d’intéréts
sont trop proches du visible pour que cette émission thermique joue un role dans nos équations.
D’autre part, nous ne considérerons que des milieux diffusants qui sont composés de milieux non
magnétiques p = 1 de polarisabilité linéaire et isotrope. D’autre part, le milieu diffusant est
supposé statistiquement homogene et isotrope.

e L’homogénéité entraine que K.q, Kqps €t P(u’,u) ne dépendent pas de r.

e L’isotropie entraine que K., et Ky ne dépendent pas de la direction u et P(u’,u) ne
dépend que de la différence entre I’angle d’entrée et 'angle de sortie. Un exemple de milieu
statistiquement anisotrope est un milieu contenant des objets diffusants avec une orientation
priviligiée.

Supposons que l'on soit capable de résoudre cette équation intégrodifférentielle, pour par
exemple une couche diffusante. On obtient alors la luminance pour toutes les directions et pour
toutes les directions de I'espace. Comment relier ce résultat & la mesure des flux diffusés par un
milieu statiquel’ On sait qu'un milieu aléatoire statique éclairé par une onde cohérente spatial-
lement et temporellement produit une figure de speckle (Goodman 2000): c’est & dire une figure
d’intensité de hautes fréquences spatiales d’aspect aléatoire parce que les champs diffusés par le
milieu aléatoire interferent constructivement et destructivement de maniere aléatoire. Si on ré-
itere I’expérience avec un autre milieu aléatoire dont les statistiques sont identiques i.e. une autre
réalisation (les objets diffuseurs sont redisposées aléatoirement), on observe une autre figure de
speckle. La moyenne de ces images sur un ensemble suffisant de réalisations, donne une figure

Fia. 1.4 — A gauche image de l'intensité réfléchie par un milieu diffusant statique éclairé par un

laser. A droite, idem mais moyenné sur un ensemble de réalisations. Images reproduites du cours
de Snabre et Brunel (2001)

d’intensité moyenne beaucoup plus uniforme comme on peut le voir sur la Fig.1.4 tiré du cours de
Snabre et Brunel (2001). Ce n’est que la moyenne de ces intensités sur un ensemble de realisations
de systeme que I'on cherche a reproduire par la méthode radiative. La luminance est donc le flux
moyen directionnel sur un ensemble de réalisations passant par une surface dS autour d’un point
r. Quand on écrit une équation de transfert radiatif, on considére d’emblée un milieu dont les
états (position des particules) sont moyennés sur une échelle mésoscopique.
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Régimes de diffusion

On définit Pépaisseur optique 7 d’'un systéme diffusant et /ou absorbant par 7 = K,,e ol e est
I’épaisseur du milieu. Si 7 est grand devant un, cela implique qu’il ne restera pratiquement rien
d’un faisceau collimaté traversant la couche. Si le phare d’une voiture a travers un brouillard ou si
le soleil & travers un nuage sont a peine perceptibles, c’est que 1’épaisseur optique 7 est proche de
5 (e7® ~ 1072). Quand 7 est petit, on peut distinguer un objet situé derriere le milieu diffusant.

Dans le cas particulier d’un milieu diffusant trés peu absorbant, on peut comparer 1’épaisseur
e d’un systeme diffusant au libre parcours moyen de diffusion. On peut distinguer quatres régimes
de diffusion:

e régime ballistique: e << [4.,. Le faisceau incident n’est pratiquement pas diffusé.
e régime de diffusion simple: e = [4.,.
e régime de diffusion multiple: ¢ > [4.,.

e régime diffusif: e >> ly.4,5. L'isotropie de la lumiere diffuse permet de décrire le transport
de la lumiére par une équation de diffusion ('diffusion’ en anglais) comme celle utilisée pour
décrire le transport de la chaleur ou encore la diffusion d’une encre de chine dans de 'eau.
On peut démontrer que la lumiere diffuse satisfait & une équation de diffusion a partir de
IETR si la lumiére diffuse peut étre considérée comme quasi-isotrope (Ishimaru 1978a).

Malgres sa forme complexe, 'ETR peut se résoudre numériquement en des temps raisonnables
par différentes méthodes. Le choix de la méthode est le plus souvent 1ié a la forme géometrique du
milieu diffusant et & la complexité des conditions aux limites associées. Au chapitre VII traitant
du cas de la diffusion par une couche diffusante avec interfaces d’entrée et de sorties rugueuses,
nous avons utilisé la méthode des ordonnées discretes(Chandrasekhar 1960; Case et Zweifel 1967;
Goody et Yung 1995; Thomas et Stamnes 1999), mais d’autres méthodes sont envisageables.

I.3 Parametres de 'ETR en régime de diffusion indépendante

Le coefficient de diffusion, d’extinction et la fonction de phase en régime de diffusion indépen-
dante se calculent & partir des propriétés de diffusion d’une seule particule.

Pour le cas d’un milieu hote non-absorbant, les coefficients de diffusion K., et d’extinction
Kyt se déduisent du nombre de particules par unité de volume n et passe par le calcul des sections
efficaces de diffusion Cs., et d’extinction Ce,; de la particule considérée par les formules:

Kept = nCeyt et Kyeq = nCyeq (112)

La fonction de phase d’un ensemble de particules est supposée égale a celle d'une particule isolée.

I.3.1 Diffusion par une particule de forme arbitraire

Nous résumons ici ce qui est exposé en détail dans le livre de Bohren et Huffman (1983). Le
but est ici de définir la notion de section efficace et la méthode de calcul.

On suppose qu’une particule isolée de forme arbitraire est centrée a I'origine d’un repere car-
tésien (z.y,z) avec pour vecteurs unitaires associés (e,,e,,e,). La particule est placée dans un
milieu hote non-absorbant d’indice n;.

La particule est éclairée par un champ incident (E;,., H;,.) se propageant dans la direction z
sous la forme d'une onde plane monochromatique & une pulsation w et un nombre d’onde k1 = %n;
ol ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide. Le champ électrique incident s’écrit

Eip. = Ege!k1z-«t) (1.13)
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ou Ej est Pamplitude du champ électrique incident dans le plan (z,y,0).
De part la présence de la particule, le champ total E differe du champ incident. Le champ
diffusé E,., par la particule est défini en tout point de ’espace par la relation suivante:

E = Einc + Eqo (L14)

Les champs magnétiques total et diffusé se décomposent a I'identique.

Champ diffusé en champ lointain

En champ lointain de la particule, on peut montrer que le champ diffusé prend la forme asymp-
totique suivante:
ok R
Eseq = mskl(G)Eg (1.15)
ol Si, est la matrice de diffusion et © est I’angle de diffusion. Le champ diffusé en champ lointain
est transverse.

. e
Onde plane _-- R / R
incidente .-
/\ ,’, \\
/ ,/\\ \
// //l \\\\ G) \\
! v \
/ \ \
yl ni , : =
— ey - i
\ /’ ez

Fic. 1.5 Fluz rayonné par un diffuseur de forme arbitraire d’indice baignant dans un liant d’indice
ny €clairé par une onde plane d travers une sphére fictive A de rayon R en champ lointain du
diffuseur.

Flux de diffusion, d’absorption et d’extinction

Afin de calculer les flux de diffusion W;,., d’absorption Wy, et d’extinction W,.;, nous de-
vons préalablement calculer le vecteur de Poynting. La valeur moyenne temporelle du vecteur de
Poynting total est défini par:

1
S = 5 Re(B x H') (1.16)

ou x désigne le produit vectoriel. Par conséquent, si on injecte (I.14) dans I'expression du vecteur
de Poynting, on obtient une décomposition du vecteur de Poynting en trois termes:

S = Sinc + Ssca + Sext- (1.17)

ol Sine, Ssea €t Sexr sont respectivement les vecteurs de Poynting incident, de diffusion et d’ex-
tinction définis par:

1 .
Sinc = §R6(EincXH' ) (118)

mc
sca

1 *
Sca = HRE(Buca x Hy,,) (1.19)

sca mc

1
Set = 5Re(Bine X Hig, + Boea x Hi,,) (1.20)
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Le flux absorbé W ;s s’obtient d’apres le théoréme de Poynting en intégrant le flux du vecteur
de Poynting & travers une surface fictive A de forme quelconque entourant le diffuseur.

Wabs = / S- eRd.A. (1.21)
A

La surface A (voir Fig.I.5) est toutefois choisie sphérique de rayon R suffisamment grand pour
faciliter les calculs?.

Le signe — est conventionnel pour que cette quantité soit positive quand de I’énergie est ab-
sorbée par la sphére. Tout comme le vecteur de Poynting, W, peut se décomposer en 3 termes:

Wabs = Winc - Wsca + Wemt (122)

ou les flux sont définis par:

Winc = / Sinc : eRdA 3 Wsca = +/ Ssca : eRdA 3 Wext = / Sext ' eRdA . (123)
A A A

De méme, le signe + dans la définition de W, est choisi de sorte que cette quantité soit positive
quand de I’énergie est rayonnée par la particule soumise a un éclairement. Quand le liant est non-
absorbant, W;,. = 0 car autant de flux rentre dans la spheére fictive ne contenant pas de diffuseur
qu’il n’en sort. Par conséquent, on a:

Wext = Wabs + Wsca (124)

Sections efficaces de diffusion, d’extinction et fonction de phase

Les sections efficaces de diffusion et d’extinction s’obtiennent en divisant les flux de diffusion
Wea et d’extinction Wy par Uintensité incidente Iy = %‘RG(EU x HY)|:

W, 14
IZM et Cyeq = % (1.25)

Cemt =

Soit Cye, la section géométrique (la surface projeté sur la perpendiculaire a la direction inci-
dente) d'un diffuseur. Par exemple pour une sphére de rayon a, on a Cyeo = ma®. Il peut étre
intéressant de comparer la section efficace a la section efficace géométrique. Les efficacités de
diffusion et d’extinction représentent justement cette quantité adimensionnée:

Cea;t Csca

Qeat = 75— b Qsca =
ex Cgeo sca Cgeo

(.26)

Enfin la fonction de phase ressemble & une section efficace différentielle comme on en utilise
souvent en physique atomique ou dans la physique des particules. A la différence d’une section
efficace différentielle, la fonction de phase est adimensionnée par la section efficace de diffusion.
La fonction de phase moyennée sur les polarisations peut s’écrire

1 4n[S, 4(0) 7
p(O) = B z”: T R2Cms (L.27)

olt S, ;; sont les éléments de la matrice de diffusion définis par la relation (I.15) et Cy.q est la
section efficace pour la polarisation i. La fonction de phase a été normalisée par la relation (1.7).

2. Comme le champ diffusé est transverse en champ lointain, le vecteur de Poynting est perpendiculaire a la
surface. Ce qui facilite les calculs
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I.3.2 Cas d’une sphere

Le calcul des champs diffusés par une sphere de rayon quelconque, d’indice homogene et isotrope
éclairée par une onde plane incidente peut se faire de maniere analytique par la théorie de Mie
dont on trouvera le détail des expressions des matrices de diffusion des sections efficaces et de
la fonction de phase dans le livre de Bohren et Huffman (1983). Ces expressions analytiques
nécessitent toutefois ’emploi d’un ordinateur pour obtenir des valeurs numériques. Parmis les
algorithmes existant, celui de Wiscombe (1980) semble le plus efficace & ce jour. On pourra trouver
un code de calcul facilement sur le Web dans différents langages et en annexe du livre de Bohren
et Huffman (1983). Nous utiliserons par la suite trés souvent le résultat de ce code.

[.3.3 Diffusion par une collection de petites particules et régime d’homogénéi-
sation

Cas d’une particule isolée

Considérons le cas d’une particule de taille caractéristique L tres petite devant la longueur
d’onde Ay.

On peut montrer que le champ rayonné en champ lointain dans le cas de 'approximation
dipolaire est3:

SR
By :wQZ—i P (1.28)

ou P _ est la composante orthogonale a la direction d’observation e du moment dipolaire P de la
particule induite par le champ incident E;;,.. P_ est dans le plan (eg, E;,.). Dans 'approximation
linéaire, le moment dipolaire P est proportionnel au champ incident E;,..

P = a(w)egEipe (1.29)

La puissance rayonnée dans un angle solide df2 est: dWyq = Sgca-€rR?dQ 0l Syeq = %60|Esca|2eR
est le vecteur de Poynting de diffusion. On obtient alors:

1 21 .
AW, = 500 (4‘?)2 =510() 265 [Bine  sin® () R*d2 (1.30)

La puissance totale diffusée dans 47 stéradians est

AW sca 1 rw\4 €0C
sca = = — (_) 2 P Einc 2 1.31
Waea = [ Soread = 1 (2) " 2aw)* 5 Bine (131

Pour le cas d’une sphére de rayon a et de permittivité €, on peut montrer que (Born et Wolf 1999):

e—1
e+ 2

a = 4md® (1.32)

La section efficace de diffusion est donc:

7% 4 w\4 e—1\?2
Cooa = ——2 _ = _72 (—) 6 .33
sca G%C‘Einc|2 37r c a €+ 2 ( )

On voit donc que la section efficace varie trés vite avec le rayon de la particule ou avec la longueur

d’onde.

3. Greffet (1998)
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Cas d’une collection de particules indépendantes

On considére un milieu contenant une fraction volumique f de gouttelettes d’eau de rayon a.

Si n est le nombre de particules par unité de volume, alors f = n%ﬂa‘g. Le libre parcours moyen
de diffusion sous 'approximation de la diffusion indépendante est [ ., = ﬁ En utilisant (1.33),
on trouve alors:
M\ fe+2)\ 1
lsca = Ao | — — 1.34
sea “<a> <61 327t f (1.34)

On voit ici que pour une fraction volumique fixée, plus a est petit, plus s, devient grand. Pour
une fraction volumique fixée, bien que le nombre de particules par unité de volume n augmente
en a% quand le rayon a des particules diminue, la section efficace de diffusion chute beaucoup
plus vite en a%. Par conséquent le milieu diffuse de moins en moins quand la taille des particules
diminue pour une fraction volumique fixée. On peut considérer un milieu comme homogene quand
le rayon a est plus petit qu’'une certaine valeur. Par exemple si )\T? = 1000, f = 0.01, € = 1.332
et Ag = 0.5um, alors on trouve I, = 500m. Tandis que pour % = 10, toutes choses égales par
ailleurs, ls.q = 0.5mm

Soit D, la distance interparticulaire (la distance intercentre) moyenne. La relation entre D, a
et f est pour de faibles fractions volumiques:

2/ 1 o4
D:ﬁza\/g (1.35)

On peut réexprimer [z, en fonction de D.

M) fe+2)\2 1
Lova = Ao <5> (EJ T (1.36)

Quand la distance interparticulaire D devient tres petite devant la longueur d’onde pour une
fraction volumique f fixée, la lumiere ne voit plus qu’un milieu quasi-homogene, ne diffusant
pratiquement pas malgré la forte fraction volumique de diffuseur. Ce régime ou le milieu ne diffuse
plus est appelé régime statique ou régime d’homogénéisation. La modélisation de la permittivité
diélectrique d’un milieu composite en régime d’homogénéisation est un vaste sujet d’étude dont
on pourra trouver de nombreuses références dans les livres de Berthier (1993), Sheng (1995) ou
encore Tsang, Kong, et Shin (1985).

[.3.4 Validité de ’approximation de la diffusion indépendante

Jusqu’a quelle fraction volumique de diffuseur, peut-on utiliser I’'approximation de la diffusion
indépendantel’ Nous avons vu que cette approximation suppose que les coefficients de diffusion et
d’extinction soient linéaires avec la fraction volumique et que la fonction de phase d’un diffuseur
puisse étre utilisée comme parametre d’entrée de 'ETR.

Quel est 'ordre de grandeur de la fraction volumique d’un systéme diffusantl’

Prenons par exemple le cas d’un brouillard épais tel que I'on ne voit pas & un metre. Supposons
que le brouillard est composé de gouttelettes d’eau de rayon a = 10um et que la longueur d’onde
d’observation est A\g = 0.5um. La théorie de Mie et 'approximation de la diffusion indépendante
permettent de remonter A la fraction volumique. On trouve f = 6.1076.

Considérons maintenant, le cas d’une peinture chargée de particules sphériques. On veut arréter
une onde collimatée infrarouge sur une distance de 50um telle que A\g = 5.4um dans un matériau
d’indice nj = 1.48 contenant une fraction volumique de f de particules d’indice n, = 2.21 tel que
le rayon a = 5um. On obtient que la fraction volumique nécessaire pour que l'on ait loz; = 50um
est f = 0.06.
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Dans le cas du brouillard épais, 'ETR est capable de résoudre le probleme de la diffusion
multiple sous I’approximation de la diffusion indépendante. Pour la peinture considérée, cela n’est
pas certain. Les fractions volumiques pour ces deux systémes sont dans un rapport 1000. Si la
fraction volumique est élevée, il existe des corrélations sur la position des diffuseurs car ils ne
peuvent pas s’interpénétrer. L’approximation du type gaz parfait n’est plus valable.

On parle de diffusion dépendante des lors que le coefficient de diffusion n’est plus linéaire avec
la fraction volumique de particules. Des résultats expérimentaux? et des simulations numériques
exactes® montrent que pour des particules petites devant la longueur d’onde le coefficient est plus
petit que celui prévu par la théorie de la diffusion indépendante dés que la fraction volumique
dépasse les quelques pour cents. Cette tendance s’inverse pour une certaine taille de particules.
Parmi les modeles existants pour prendre en compte la diffusion dépendante, on peut citer: le
modele de Twersky (1978) et Twersky (1979) qui est analytique valable pour des diffuseurs tres
petits devant la longueur d’onde et sous 'approximation scalaire; le modele de Keller (1964) sous
les mémes approximations; le modele des fortes fluctuations pour les milieux continus (Tsang et
Kong 1981); le modele de Cartigny, Yamada, et Tien (1986) et encore le modele de I'approxi-
mation quasi-cristalline (Tsang et Kong 2001). Notons qu’a part le modele de Keller (malgré ces
approximations) aucun d’entre eux ne semble adapté pour le cas de diffuseurs de taille comparable
a la longueur d’onde.

D’autre part, des comparaisons entre le résultat expérimental (Hottel, Sarofim, et Vasalos 1970;
Yamada, Cartigny, et Tien 1986; Da Silva 2001) des flux diffusés par une couche aléatoire avec le
résultat de PTETR avec des parametres calculés sous 'approximation d’une diffusion indépendante
montrent que les résultats concordent tant que la fraction volumique de diffuseur est inférieure a
quelques %, mais pas au dela.

1.4 Validité a prior: de ’ETR

I.4.1 Taille de I’élément de volume mésoscopique

Quelle doit étre la taille de 1’élément de volume dSdl sur lequel on raisonne pour établir
I’ETR et définir les coefficients de diffusion, d’absorption et la fonction de phasel” Soit L la taille
caractéristique de 1’élément de taille mésoscopique. West, Gibbs, Tsang, et Fung (1994) tentent
de répondre phénoménologiquement & cette question par les arguments suivants pour le cas d’un
systeme contenant des objets de taille a aléatoirement disposés dans 1’espace:

e ['élément doit contenir plusieurs particules dont la disposition doit étre moyennée pour étre
représentif d’un milieu moyen et doit en plus étre grand devant la longueur d’onde pour que
I’on puisse moyenner la phase des ondes diffusées par les objets sur plusieurs fois 27. Ce qui
impose la condition suivante L >> a et .

e la diffusion multiple doit étre négligeable, pour que 'on puisse écrire une équation différen-
tielle de la luminance le long de 1’élément de volume. Plus précisement, il est nessaire que
la variation de la luminance le long de cette élément de volume soit faible. Cette condition
impose L << lscq.

A priori, TETR devrait étre apte & modéliser les processus de diffusion multiples si la taille L
de I’élément de volume dont on se sert pour évaluer les parametres de diffusion et d’absorption
satisfait & la condition suivante:

A a << L <<lgeq (1.37)

4. Ishimaru et Kuga (1982); Drolen, Kumar, et Tien (1987); Mandt, Kuga, et Ishimaru (1992); West, Gibbs,
Tsang, et Fung (1994); Gélébard, Ferrand, Schnorenberg, et Avrilier (1995); Gobel, Kuhn, et Fricke (1995); Nasha-
shibi et Sarabandi (1999); Hespel, Mainguy, et Greffet (2001)

5. Tsang, Mandt, et Ding (1992); Lu, Wang, Chew, et Tsang (1993); Lu, Chew, et Tsang (1995); Siqueira et
Sarabandi (2000)
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Quand g, s’approche de la longueur d’onde, il n’existe plus de taille L qui puisse satisfaire a
cette condition et on peut douter de la validité de 'ETR.

I1.4.2 L’ETR: un modeéle d’ondes incohérentes

Remarquons que pour établir 'ETR (I.11), la nature ondulatoire de la lumiére semble & pre-
miere vue completement ignorée. Les luminances sont ajoutées les unes aux autres comme si tout
phénomene d’interférence d’onde pouvait étre ignoré. En d’autres termes, les luminances diffuses
sont additionnées comme si elles étaient incohérentes entre elles.

Au sein méme de la quantité physique appelée luminance, est cachée intrinsequement la notion
de cohérence spatiale. Les luminances s’additionnent certes de facon incohérente mais pour une
direction bien spécifiée et en un point particulier de I'espace. Or directionnalité d’un faisceau et la
cohérence spatiale sont deux notions qui peuvent étre reliées. Par exemple une onde plane qui est le
cas limite d’une onde dont la divergence est nulle a une longueur de cohérence spatiale infinie parce
la phase est corrélée dans tout le plan orthogonal a la direction de propagation. Pour qu’une onde
se propage dans une direction bien déterminée, il est nécessaire qu’elle interfére constructivement
dans la direction de propagation et qu’elle interfere destructivement dans les autres directions.
Ces interférences ne peuvent se produirent que si I'onde est cohérente spatialement. C’est la
directionnalité incluse dans la définition de la luminance qui introduit la notion de cohérence
spatiale. La relation entre la luminance et les statistiques des champs a pendant longtemps été un
probleme difficile jusqu’aux publications de Walther (1968) et Walther (1973)% Nous discutons de
cette relation au chapitre IT qui relie la notion la luminance a la cohérence des champs.

Pourquoi peut-on dans de nombreux cas additionner les luminances diffuses alors que les flux
d’énergies sont d’origine ondulatoiresI’ On peut additionner ces flux si ces ondes sont incohérentes
entre elles. Or les ondes diffusées sont le plus souvent incohérentes selon les différentes réalisation
de systéeme. Quand en un point r, les phases des ondes diffusées dans la direction u sont aléatoires
a chaque réalisation, cela est vrai quand il n’y a pas de corrélations, et que ces phases balaient de
nombreuses fois 27, alors on peut en moyenne additionner les flux diffusés.

Une question importante est: existe t-il des directions particuliéres ou des mécanismes qui
conservent des effets cohérents dans les champs diffusés méme aprés moyennel’

La rétrodiffusion cohérente et la localisation forte sont des phénomenes cohérents qui se conservent
méme apres moyenne.

1.4.3 Localisation
Rétrodiffusion cohérente ou localisation faible

I’ETR n’est pas & méme de reproduire certains phénomenes comme celui de la rétrodiffusion
cohérente appelée aussi phénomene de localisation faible que 'on représente schématiquement
par la figure 1.6. Si une onde est diffusée de multiple fois et qu’une partie de cette onde revient
vers la source, le principe de retour inverse de la lumiére (ou plus génefalement les propriétées
de réciprocité spatiale et temporelle des équations de Maxwell) implique qu’il existe une onde
qui a parcouru le méme chemin optique dans le sens inverse. Ces deux ondes réciproques qui
retournent vers la source ont une différence de phase nulle puisqu’elles ont parcouru exactement
le chemin optique. Ces deux ondes interférent constructivement. La luminance diffusée dans la
direction de la source est donc exaltée, mais cette exaltation ne peut étre prévus par 'ETR
clagsique. Ce phénomeéne a été observé pour la premiere fois dans le domaine de I'optique au
milieu des année 80 (Kuga et Ishimaru 1984; Wolf et Maret 1985; van Albada et Lagendijk 1985).
mais était connu depuis bien longtemps par les physiciens étudiant la conduction des électrons
(le phénomene est appelé localisation faible) dans un milieu désordonné et par les radaristes. La

6. Voir aussi les publications de Wolf (1978), Littlejohn et Winston (1993), Littlejohn et Winston (1995) et le
livre de Apresyan et Kravtsov (1996).
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Fic. 1.6 La rétrodiffusion cohérente ou localisation faible

rétrodiffusion cohérente pour la lumiere apparait des qu’un systeme diffuse de multiple fois la
lumiere. Réciproquement, si on observe une onde rétrodiffusée exaltée, alors c¢’est que le milieu
diffuse de multiples fois la lumiere.

Localisation forte

Le phénomene de rétrodiffusion cohérente est appelé localisation faible par les physiciens du
solide par analogie au phénomeéne de localisation forte. Ce concept fut imaginé par Anderson
(1957) pour expliquer I’absence du phénomene de diffusion des électrons dans un cristal conducteur
contenant des défauts aléatoirement disposés dans l'espace. Cette absence de diffusion conduit a
une transition conducteur-isolant. Ce phénomeéne purement ondulatoire pourrait s’expliquer par

o’.S/.\’o

e li

Fi1Gc. 1.7 — Représentation schématique du phénomene de localisation forte.

I’image suivante: supposons que d’un point source S quelconque dans un milieu diffusant rayonne
une onde. De multiples chemins peuvent étre parcourus de ce point S dans le milieu diffusant
puis revenir a son point d’origine. Nous en avons dessiné un particulier Fig.1.7. La réciprocité des
équations de Maxwell implique que le chemin peut étre emprunté dans les deux sens. Comme le
chemin est identique, alors les ondes sont en phases a leur retour au point source. Par conséquent
les deux ondes interferent constructivement. De nombreux autres chemins existent et participent
au phénomene. Par conséquent la densité d’énergie au niveau du point source est importante.
Et s’il y a plus d’énergie en ce point, la conservation de I’énergie implique qu’il y en ait moins
ailleurs. Chaque diffuseur peut étre par la suite considéré comme un point source de rayonnement.
Et chacun de ces points concentrent la densité d’énergie sur lui méme a cause de la diffusion
multiple. Par conséquent 'onde & beaucoup plus de difficultés a se transporter, elle est localisée.

Le phénomene de localisation forte pour la lumiére devrait s’observer pour un systeme diffusant
de multiple fois et pour des libres parcours moyen de diffusion trés petits (proche ou inférieur a la
longueur d’onde). Remarquons que cette condition sur le libre parcours moyen trés petite n’est pas
nécessaire pour le phénomeme de localisation faible contrairement au phénomene de localisation
forte.
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De nombreuses équipes tentent de détecter le phénomeéne de localisation forte pour la lumiére,
des ondes radio ou des ondes acoustiques’ avec dans 'idée de mieux comprendre la localisation
forte pour les électrons (John 1991).

A priori, le transport de la lumiére dans un régime de localisation forte ne peut en aucun cas
étre pris en compte par une approche radiative incohérente. Supposons que e est I'épaisseur d’un
milieu diffusant. Alors que PETR prévoit que la densité d’énergie de la lumiere diffuse décroit
pour un systéme tres épais et non-absorbant en 1/e, en régime de localisation forte, la densité
d’énergie devrait décroitre en e ¢/loc oy l10c est la longueur de localisation (Anderson 1985).

1.5 Propriétés radiatives d’une couche diffusante et absorbante

Dans de nombreux systémes diffusants comme la peau ou une peinture chargée dans 'infrarouge
ou pour I’étude de la diffusion de la neige dans le domaine des ondes milimétriques, ou encore
dans le domaine des ondes radio pour les problémes de détections d’objets enfouis dans un sol de
nature aléatoire, nous avons a faire a une couche diffusant en volume avec d’éventuelles interfaces
d’entrée et de sortie rugueuses.

I.5.1 Exemple d’une couche diffusante en volume et en surface: cas d’une pein-
ture

Les peintures diffusantes sont des milieux hétérogenes tres complexes. Des particules diélec-
triques ou métalliques de différentes formes sont plongées dans un milieu liant (fig. 1.8). Si on
cherche a diffuser au maximum la lumiere, il faut que le milieu soit optiquement tres épais. Pour
obtenir un milieu optiquement tres épais, on peut augmenter I'épaisseur de la couche et augmen-
ter la fraction volumique de ces particules. Si cette peinture est destinée a recouvrir un avion,
I’augmentation du poids de 'appareil est non-négligeable. Il faut par conséquent la diminuer au
maximum. Il est donc préférable que la couche de peinture soit fine, mais fortement chargée en
particules pour maintenir un fort pouvoir diffusant. L’épaisseur des systéemes étudiés sera de 'ordre
de 50 ou 100um tandis que la fraction volumique de particule peut étre comprise entre 1% et 20%.
Les particules ont des tailles typiquement comprises entre 0.01 et 10 pum selon si les diffuseurs
étaient déja présent ou si elles ont été rajoutées. Dans le cas de particules diélectriques, les indices
réfractifs sont compris entre 1.5 et 5. D’autres part, le milieu hote est généralement absorbant.
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Fic. 1.8  peinture rugueuse chargée
L’état de surface de I'entrée de la peinture souvent rugueuse jouera un role important. On la
caractérisera par deux grandeurs statistiques (Fig.1.9):

e la hauteur quadratique moyenne o (0-3um) qui donne & peu pres la hauteur moyenne de
bosses;

7. Dalichaouch, Armstrong, Schultz, Platzman, et Mc Call (1991),Scheffold, Lenke, Tweer, et Maret (1999),
Wiersma, Bartolini, Lagendijk, et Righini (1997),Wiersma, Rivas, Bartolini, Lagendijk, et Righini (1999),Chabanov,
Stoytchev, et Genack (1998).
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e la longueur de corrélation 7, (1-20um) qui est 'ordre de grandeur de la distance entre les
bosses.

Le lecteur intéressé par les différentes statistiques de surfaces et leurs effets pourra lire 'ouvrage
de Ogilvy (1991) ou bien l'introduction de I'article de revue de Saillard et Sentenac (2001). La

WIU

-

Te

Fi1c. 1.9 — Grandeurs caractéristiques d’une surface rugueuse

longueur d’onde d’éclairement (1 — 10um) est proche de la taille caractéristique des objets diffu-
sants. Ce qui entraine une difficulté de modélisation car la longueur d’onde n’est ni tres grande
ni tres petite devant la taille des objets; on ne peut ni utiliser une méthode de champ moyen
(Calvo-Perez 1999), ni une méthode asymptotique d’optique physique. Comme le systéme est trop
grand pour que 'on puisse résoudre les équations de Maxwell, on utilisera I’Equation de Transfert
Radiatif pour modéliser les flux d’énergies directionnels dans le milieu hétérogene.

I[.5.2 Bilan d’énergie cohérent et incohérent

Supposons que la couche opaque soit éclairée par une onde collimatée monochromatique qui
se propage dans la direction e; formant un angle 6;,. avec la normale & la surface d’entrée.
La luminance n’est pas nécessairement dans le plan d’incidence. La direction de propagation de
propagation de la luminance peut éventuellement sortir du plan d’incidence d’un angle azimuthale
(:Z’)inc-

La luminance incidente L;,., qui est collimatée et se propage dans I’angle solide €2 s’écrit dans
le vide:

Fy
co$(Oine)

ou Fj est la densité de flux incident [Wm’z] reliée au vecteur de Poynting S;,. d’'une onde plane
par Fy = |Sinc|cos(Oine).

Les propriétés diffusives d’un milieu aléatoire borné par deux couches paralleles sont compléte-
ment décrites par la BRDF diffuse (fonction de distribution bidirectionnelle de la réflectance) que
I’on note p” et la BTDF diffuse (fonction de distribution bidirectionnelle de la transmittance) no-
tées respectivement p” et 7 qui relie les luminances diffusées réfléchie et transmise respectivement
a la luminance incidente:

™
Lsca(escaa ¢sca) = / P”(escaa einca d)scaa ¢inc)Linc(9mc» Q’)MC)COS(Hinc)innc s 5 > esca >0
27

™

Lsca(ascaa ¢sca) = /7—”(950(17 Oine, ¢sca7 ¢inc)Linc(9in07 ¢inc)cos(9in0)d9inc y > O > 5

L’unité de la BRDF et de la BTDF est par conséquent le sr—!.
En insérant la luminance incidente collimatée dans les expressions des BRDF et BTDF on
obtient:

sca(escaa ¢sca) = p”(escaa eincu ¢sca7 ¢inc)F0 (139)
sca(escaa ¢sca) = T,I(ascaa ainca ¢scau ¢inc)F0 (140)

La quantité qui est souvent représentée dans les résultats expérimentaux est la BRDF “corrigée
du cosinus” p"cos(fsqq) car c’est la quantité qui est directement reliée au flux mesuré dans 1’angle

L
L
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solide du détecteur. La BRDF est la fonction qui est employée lors des calculs théoriques car
cette fonction possede certaines propriétés de symétries que ne possede pas la BRDF corrigée du
cosinus.

Dans le milieu supérieur, une partie de la luminance réfléchie est de nature diffuse (Lg.q),
tandis qu'une autre partie que nous notons L, . est collimatée dans la direction spéculaire. Dans
une approche phénoménologique, la luminance collimatée réfléchie correspond a la partie de la
luminance incidente qui a été réfléchie spéculairement (qui suit les loi de Snell-Descartes), mais
qui n’a pas été diffusée. Plus rigoureusement, la théorie de la diffusion multiple (voir chapitre II),
nous apprend que la luminance collimatée est la partie de la lumiere réfléchie qui a conservé la
propriété de cohérence spatiale de I’onde incidente. De méme, dans le milieu inférieur, une partie
de la luminance transmise est diffuse (L,.,) tandis que I'autre est collimatée (L .). Les facteurs
de réflexions R, et de transmissions spéculaires T, sont définis par les rapports suivants:

Lr c
R. = —° 1.41
¢ Linc ( )
Lt c
T = = 1.42
¢ Linc ( )

Deux autres quantités physiques importantes appelées facteurs de réflexion et de transmission
hémisphériques diffus sont définies par:

27
Rsca(oinc) = / p”(escaa Hinc)cos(osca)dgsca (143)
0

2
Tsca (Gznc) = / T (ascaa Ginc)COS (esca)dQsca (144)
0

ou I'intégration s’effectue sur les directions du demi-espace supérieur 27 stéradians pour la réflexion
et du demi-espace inférieur pour la transmission. Ces quantités donnent simplement le rapport
entre la puissance diffusée réfléchie (respectivement transmise) dans tous 'espace a la puissance
incidente.

Notons que la conservation de I’énergie implique que tout ce qui n’a ni été réfléchie, ni transmis
a forcément été absorbé. L’absorptivité o' directionnelle (pour un angle d’incidence particulier)
du systeme est définie par:

Re+Te+ Ryeqg +Tsea =1 — a (145)

I[.5.3 Facteur d’absorption et d’émissivité directionnelles

Si on s’intéresse aux propriétés radiatives d’un corps opaque par émission thermique, 'ab-
sorptivité directionnelle est une quantité trés importante. L’émissivité directionnelle est reliée a
'absorptivité directionnelle pour une longueur d’onde selon la loi de Kirchhoff®:

€ (Osca) = @' (Bine) avec Ogeq = Oine (1.46)

Cette relation indique que si I'on est capable de connaitre I'absorptivité d’un corps soumis a un
flux collimaté incident formant un angle 6;,. par rapport a la normale au corps, alors I'émissivité
thermique de ce corps (non soumis & un éclairement incident) dans cette méme direction est re-
liée & I’absorptivité par la relation précédente. Quand I'absorptivité d’un corps est calculable par
une méthode électromagnétique exacte (analytique par exemple pour le cas d’un dioptre diélec-
trique plan opaque, ou encore numérique pour un réseau), on obtient par conséquent directement
I’émissivité. Cette méthode évite de résoudre le probleme difficile de ’évaluation des fluctuations
aléatoires du champ électromagnétique au sein du matériau induites par ’agitation thermique.

8. Greffet et Nieto-Vesperinas (1998)
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Pour mesurer ’émissivité directionnelle d’un milieu opaque a une température T et a une lon-
gueur d’onde donnée, on peut mesurer directement les flux rayonnés a cette longueur. Mais, on
peut aussi en éclairant par un laser le milieu froid & la longueur d’onde souhaité puis mesurer
les flux diffusés par le milieu pour en déduire ’absorptivité directionnelle identique a 1’émissivité
directionnel selon la loi de Kirchhoff. Il faut toutefois que les propriétés du milieu (par exemple
les indices qui constituent le milieu) dépendent peu de la température.

Dans le cas d’une couche diffusante contenant des particules, le calcul électromagnétique n’est
possible numériquement que sur des petits systémes (de l'ordre de quelques longueur d’onde). Par
ailleurs le modele de transport radiométrique d’une onde électromagnétique peut s’appliquer sur
des systémes de taille beaucoup plus importante (par exemple une peinture chargée de 100um
d’épaisseur).

Par conséquent le modele de transfert radiatif permet d’évaluer les propriétés optiques et in-
frarouges d’une couche diffusante soumise & un éclairement. On peut aussi directement en déduire
les propriétés émissives de la couche a une température connue.

1.6 conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre I'approche phénoménologique de la théorie de la diffusion
multiple de la lumiére qui consiste & décrire le transport de la lumiére par une équation de
transfert radiatif. Les différentes grandeurs radiométriques telles que la luminance, la BRDF sont
définis. Nous avons décrit 'approximation de la diffusion indépendante et sa limite de validité.
Au chapitre 11, nous exposerons théoriquement comment traiter le cas de la diffusion dépendante.
L’approche radiative est basée sur des processus de diffusion incohérents entre eux sur un ensemble
de réalisations de systemes. Par conséquent les phénomenes cohérents tels que la localisation faible
et forte ne peuvent étre pris en compte par cette approche.



Chapitre 11

Préambule a la théorie de la diffusion
multiple d’ondes électromagnétiques

II.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre n’est pas d’exposer une description compléte de la théorie ondulatoire
et stochastique de la diffusion multiple en milieu aléatoire. Pour de plus amples informations sur
cette théorie, nous renvoyons le lecteur aux longs articles de Frisch (1967), Frisch (1968), Lagendijk
et van Tiggelen (1996) et van Rossum et Nieuwenhuizen (1999) et aux livres de Sheng (1995),
Apresyan et Kravtsov (1996) et Tsang et Kong (2001). Nous nous attachons a rappeler uniquement
les notions de base et les points clés de cette théorie qui seront nécessaires aux problémes explorés
dans les chapitres ultérieurs. Notamment nous appliquerons ou nous nous appuierons sur cette
théorie pour résoudre le probleme de la diffusion en milieu absorbant et le probleme de la diffusion
dépendante en milieu absorbant dans les chapitres 111, IV et V. Au chapitre VI, nous développerons
un point particulier de la théorie de la diffusion multiple, celui de I’étude du champ cohérent pour
le cas d’un milieu diffusant tres chargé en particules sphériques et résonantes.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Nous introduisons dans un premier temps le
point de vue stochastique de la propagation de la lumiére en milieu aléatoire, et les notions de
statistiques nécessaires: le champ moyen, la fonction de corrélation du champ, I'intensité cohérente
et incohérente. Puis nous partons de ’équation de propagation en milieu hétérogéne pour aboutir
a une équation intégrale grace a l'introduction de tenseurs de Green. Nous rappelons, sans la
démontrer, ’équation rigoureuse de Dyson qui permet de définir proprement la notion d’indice
effectif. La détermination rigoureuse de l'indice effectif est un moyen détourné pour obtenir le
coefficient d’extinction. Pour le cas d’un systéme composé de diffuseurs non-ponctuels disposés
aléatoirement dans I'espace, nous décrivons la méthode des perturbations formelles afin d’obtenir
un moyen de calcul de I'indice effectif. Cette approche, formellement rigoureuse, prend en compte
tous les phénomeénes ondulatoires, mais est extrémement complexe & résoudre mathématiquement.
Des approximations sont nécessaires. Celles que nous appliquerons pour le probleme de la diffusion
en milieu absorbant et pour le probleme de la diffusion dépendante sont présentées.

Enfin, dans la derniere section, nous discutons de la relation entre la luminance et le champ
électromagnétique. Nous résumerons rapidement les approximations qui permettent de retrouver
I’Equation de Transfert Radiatif (ETR) phénoménologique a partir de I’équation rigoureuse de
Bethe-Salpeter (B-S). Ce passage tres riche d’informations est la base d’introduction & PETR
généralisée afin que les parametres de 'ETR puissent étre définis rigoureusement au dela de
I’approximation de la diffusion indépendante.



26 CHAPITRE 1I. DIFFUSION MULTIPLE D’'ONDES ELECTROMAGNETIQUES

I1.2 Theéorie statistique de la propagation d’ondes en milieu aléa-
toire

I1.2.1 Intensités cohérente et incohérente

Du point de vue de I’électromagnétisme, un milieu quelconque linéaire figé est un milieu pour
lequel I'indice de réfraction n est une variable de 'espace r = (z,y, z). La réponse de ce systéme
soumis a une onde électromagnétique aura un caractére déterministe. Quand un systéme com-
porte un tres grand nombre de degrés de liberté, seules les quantités physiques moyennées sont
intéressantes. Dans un milieu diffusant (méme figé), 'indice de réfraction (bien qu’il soit pour un
systéeme donné complétement déterministe) peut se décrire comme une variable aléatoire.

Supposons que le milieu aléatoire soit statistiquement homogeéne, ce qui revient a dire que
les fonctions de corrélation de tous ordres pour l'indice n(r) sont identiques quelles que soient
les zones considérées. Si on sélectionne un petit échantillon de ce milieu diffusant ou la fonction
n(r) est connue, alors la réponse électromagnétique est déterministe. Si on répeéte 'opération sur
un autre échantillon du milieu diffusant, on aura une autre réponse déterministe. Ce qui nous
intéresse, ce sont les propriétés statistiques de ces réponses sur un ensemble de N échantillons du
milieu diffusant.

Dans une approche statistique, on peut décomposer I'indice en deux termes: I'indice moyenné
sur un ensemble de réalisations! noté (n), et I'indice fluctuant noté dn défini par:

n(r) = (n) (r) + dn(r) (11.1)

La fluctuation dn varie entre chaque réalisation de systéme. Par conséquent, un champ électrique
qui se propage dans ce milieu aléatoire possede aussi un caractere aléatoire et se décompose de la
méme fagon.

E(r) = (E) (r) + 0E(r) (I1.2)
Nous introduisons ici le moment d’ordre deux du champ appelé fonction de corrélation du champ:
Lij(r,r') = (Ei(r) E; (r')) (I1.3)

L’intensité moyenne est la trace du tenseur I';; pour r' = r:

(I(r)) =) (Ei(r)- Bf () =) _ (| Ei(r)) (IL.4)

13 2

La fonction de corrélation des champs est une fonction treés adaptée a I'étude de la cohérence
de la lumieére dés que des processus stochastiques interviennent?, comme la propagation en mi-
lieu aléatoire, ou encore pour I'’étude du rayonnement thermique diu aux fluctuations de sources
thermiques?®. Cette fonction est encore trés utilisée dans la description quantique du processus
d’absorption et d’émission. On peut développer I'intensité moyenne en fonction du champ moyen
et du champ fluctuant en injectant I’équation (I1.2) dans (I1.4) pour obtenir (on a omis les som-
mations):

(I) = [ (B) | + (|6E*) = Ieon + lincon (IL5)

1. Une réalisation est un échantillon représentatif du milieu diffusant pour lequel I'indice n(r) est connu.

2. Voir Mandel et Wolf (1995) et Goodman (2000)

3. La cohérence du champ rayonné par emission thermique a été étudiée théoriquement par Rytov, Kravtsov, et
Tatarskii (1989a) dans le domaine des ondes radio, et repris récemment par Carminati et Greffet (1999), Henkel,
Joulain, Carminati, et Greffet (2000) et Shchegrov, Joulain, Carminati, et Greffet (2000). Une démonstration expé-
rimentale est présentée par Greffet, Carminati, Joulain, Mulet, Mainguy, et Chen (2002) dans le domaine des ondes
infrarouges.
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ou les intensités cohérentes et incohérentes sont définies par:

Ion = |(E)? (11.6)
Tincon = <‘6E|2> = <|E|2> - ‘ <E> |2 (117)

I1.2.2 Densité de probabilité

Quand un milieu diffusant est composé d’une assemblée de diffuseurs disposés aléatoirement
dans 'espace, alors du point de vue de la description statistique des processus de diffusion, les
variables aléatoires sont les positions de diffuseurs Ry avec 7 = 1,2,.., N quand les diffuseurs
sont identiques et sphériques. La forme, 'indice et I'orientation des diffuseurs peuvent dans le cas
général étre d’autres variables aléatoires. Les positions des diffuseurs sont généralement corrélées.
La moyenne doit par conséquent s’effectuer sur les positions possibles des diffuseurs. La densité
de probabilité jointe & N diffuseurs Py (R1, Ra, .., RN) est définie comme la densité de probabilité
que les diffuseur ¢, j, k... soient en R;, R;, R... sachant que la densité de probabilité est normalisée
suivant:

/ Py(R1,Ra,.,RN)R;..*RN = 1 (I1.8)
VN

ou V est le volume permis o1 peuvent se mouvoir les centres des diffuseurs. La moyenne statistique
d’une fonction f pour un systeme contenant N diffuseurs est:

(=1 f(R1,Rz,..Rn)Pyv(R1, Rz, .., Rn)d°Ry..d’Rn (11.9)
\4
On peut introduire la fonction de probabilité conditionnelle & S variables(S < N) comme:

Ps(R1,Ra2,..,Rg) :/ Pn(R1,R2,..,RN)dPRsy1..d° RN (I1.10)

VNLs

Si f est une fonction qui ne dépend que de la position de S diffuseurs disposés en Ry, R et ...
Rg, sa moyenne statistique peut se calculer via la fonction de probabilité conditionnelle:

(fy = Sf(Rl,R2,...,RS)PS(Rl,Rz,..,Rs)d3R1...d3Rs (I11.11)
Vv

I1.3 Equation intégrale pour le champ électrique

Considérons un milieu non-limité dans lequel la permittivité diélectrique € est une fonction
quelconque de 'espace, i.e. nous ne précisons pas de quoi est constitué le milieu. Par conséquent,
la méthode que nous allons introduire peut s’appliquer quelle que soit la géométrie du systeme.

I1.3.1 Les sources de diffusion

A partir des équations de Maxwell, ’équation de propagation pour le champ électrique E(r)
dans un milieu ou la permittivité ¢ dépend d’une variable de I'espace r peut s’écrire de la facon
suivante *:

w? .
V xV xE(r)— C—Qe(r)E(r) = iwpgJext (I1.12)

ol Jext est le courant extérieur crée par le champ incident.

4. Le symbole x désigne le produit vectoriel
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On introduit ici la notion d’hétérogénéité par rapport a un milieu de référence de permittivité
€ref qui n’est pour I'instant pas précisée. En soustrayant chaque membre de I’équation I1.12 de la
quantité “C’—;[e(r) — €ref] et en additionnant la quantité “C’—jeref, I’équation de propagation prend la
forme suivante:

w? ) w?
V x V x E(I‘) - C_QerefE(r) = iwpodext + 0—2[6(1‘) - 6réEf]E(r) (1113)

Si le champ diffusé Eg., est défini par:
E u(r) =E —E,f(r) (11.14)

ou le champ de référence E,.¢(r) est tel qu'il satisfait & une équation de propagation dans un
milieu homogene de permittivité €, s:

2
w .
V xV xE;f(r) - C—QerefEref(r) = iwpod et (IL.15)
Par conséquent, le champ diffusé satisfait a:
w? w?
V x V x Esca(r) - C_QerefEsca(r) = 0—2[6(1‘) - ErEf]E(r) (1116)

Cette formulation permet clairement d’interpréter le terme de droite comme une source de champ
diffus. En d’autres termes, les hétérogénéités sont responsables de la création d’'un champ diffus
par rapport a un milieu de référence homogene de permittivité €,.r. Les fluctuations spatiales de
la permittivité sont des sources pour le champ diffusé.

I1.3.2 Construction d’une équation intégrale

L’introduction d’un tenseur de Green permet la construction d’une équation intégrale pour

R4
le champ. Le tenseur de Green G (r,r') qui correspond au probléeme de la recherche du champ
électrique total dans le milieu hétérogene (équation 11.12) est solution de®:

i xd ’ (UQ i xd ’ ’ x4
VxVxG(rr)— —er) G(rr)=0r—r) I (I1.17)
c
4 4
ou ] est I'opérateur tensoriel unité. G (r,r’) est la solution du probléme de la propagation d’ondes

x4
dans le cas particulier d’'une source ponctuelle. Quand G (r,r’) est connu, le champ électrique
total s’obtient simplement par:

E(r) = iwpo / G (1, 1) J oo (') d°r (IL.18)

x4
Malheureusement, obtenir G (r,r’) est extrémement complexe et dépend de la position exacte des
hétérogénéités. Avec 'aide de I’équation de propagation (I1.16) dans le milieu de référence avec
x4

des sources hétérogenes, on peut utiliser la fonction tensorielle de Green Gyes (r,r’) qui dans un
milieu libre de permittivité €,y est solution de:

w? PES PES
I

V X VX Gref (r,1) — “éres Grep (1,7) = b(x 1) (IL.19)

5. Le produit vectoriel X entre un vecteur et un tenseur est bien défini (Tai 1993).
6. d°r’ est une notation pour dzdydz.
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<>
Contrairement au tenseur de Green du milieu quelconque G (r,r’), le tenseur de Green pour un

x4
systéme homogene Gy (r,r') est parfaitement connu (voir annexe A). Notons que l'invariance
par translation du milieu de référence, implique que ce tenseur de Green ne dépende que de la
différence entre r et r', contrairement & la fonction tensorielle de Green en milieu inhomogene:

“— , o ,
Gref (I‘, r ) :Gref (I‘ . ) (1120)

Les équations intégrales pour le champ de référence et le champ diffusé peuvent maintenant s’écrire:

Broge) = o [ Grop (6= 1) Jenla) i (11.21)

Ey(r) = ‘2—2 / Gres (r — X)[e(r)) — eref]E()dPr (I1.22)
W[

E(I‘) = E,nef(r) —+ C_Q/ Gref (r — r’)[e(r') — Gref]E(I'l)d?’I" (11.23)

I1.3.3 Notation opératorielle

Deux opérateurs linéaires V and Gy sont introduits et définis par:

V:E(r) — ‘2—2 [€(r) — €ref] B(r) (I1.24)
et
Gros: B(r) — / Gres (r — ) B(r)d’r (11.25)

L’équation intégrale pour le champ électrique peut maintenant se réécrire dans une notation
compacte sous la forme suivante:

E =E, + G, VE (11.26)

Cette équation de type Lipmann-Schwinger” est le point de départ de la théorie de la diffusion
multiple pour un systéme quelconque. On peut réinjecter le champ électrique total dans la partie
droite de I’équation puis réitérer a I'infini afin d’éliminer complétement le champ total dans la
partie droite. On obtient alors un développement formel:

E = Eref + GrerEref + GrerGrerE (11.27)
= Eref + GrerEref + GrerGrerEref + GrerGrerGrerEref + ... (11.28)
+oo
= D (GrefV)"Erey (11.29)
n=0
On a par ailleurs une équation analogue pour la fonction de Green®:
“+oo
G = Gyef + Grof VG = Grof + Gres Y (VGref)"VGror = Grep + GrefLGrep  (IL30)
n=0
avec
+o00
L=Y (VGy)"V (I1.31)
n=0

7. On parle aussi d’équation fermée.
8. On peut raisonner sur les fonctions de Green plutdt que sur les champs électriques puis obtenir les champs par
la relation E = GJ.
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L’équation de la diffusion multiple (I1.26) peut étre utilisée dans toutes sortes de probléemes comme
par exemple celui de I'intéraction d’une pointe placée & une distance nanométrique d’une surface
pour des applications de microscopie en champ proche (Greffet et Carminati 1997). L’approxima-
tion de Born souvent utilisée quand le champ total differe peu du champ de référence, consiste a
ne conserver que la premiere correction au champ de référence.

E= Eref + GrerEref

L’équation de la diffusion multiple (I1.26) est une équation intégrale qui est longue & résoudre
numériquement car il faut discrétiser I'intégrale et mettre le probléme sous la forme d’une équation
matricielle linéaire. Alors que sous 'approximation de Born, 'expression du champ (I1.32) s’obtient
directement par le calcul de 'intégrale.

I1.3.4 Cas d’un milieu aléatoire et choix du milieu de référence

Le milieu est considéré aléatoire quand la permittivité diélectrique est une variable fluctuante
dans l'espace. Dans I’équation de la diffusion multiple, les opérateurs a variables aléatoires sont
la fonction de Green du probleme complet G et I'opérateur L. La valeur moyenne de 1’'équation
de la diffusion multiple pour la fonction de Green (I1.30) est donc:

<G> = Gref + Gref <L> Gref (11.32)

La suite des manipulations de cette équation dépend du type de milieu aléatoire considéré, c’est
a dire de ces éventuelles symétries et corrélations.

Par exemple, le choix du milieu de référence est un point important. Pour écrire la théorie des
fortes fluctuations Tsang et Kong (1981)? ont choisi de décrire les hétérogénéités dans le milieu
effectif du milieu aléatoire, dans la limite du régime d’homogénéisation '°.

La théorie des fortes fluctuations a été développée pour un milieu statistiquement homogene.
Mais il est possible de I'exploiter pour modéliser la diffusion par une surface rugueuse. Une surface
rugueuse peut également étre vue comme un milieu aléatoire, mais a statistiques inhomogeénes.
On peut suivant Sentenac et Greffet (1998) et Calvo-Perez, Sentenac, et Greffet (1999) découper
une surface rugueuse en un ensemble de couches paralleles et considérer chaque couche comme
un milieu statistiquement homogene dans lequel les hétérogénéités sont des sources de champ et
d’intensité diffuse. Le milieu de référence est donc un milieu multicouches a gradient d’indice dont
il faut calculer le tenseur de Green.

Pour décrire la propagation d’ondes dans un milieu contenant des objets identiques et aléatoi-
rement disposés dans I'espace, Frisch (1968) choisit comme milieu de référence le milieu hote dans
lequel baignent les diffuseurs. C’est cette méthode que nous décrirons en détail dans la section
11.5.

I1.4 Milieu effectif pour le champ moyen

I1.4.1 Une équation fermée pour le champ moyen: I’équation de Dyson
t'! qu’il existe un opérateur X appelé opérateur de masse tel que
la fonction de Green moyenne satisfasse a une équation fermée de Lipmann-Schwinger:

Dyson montre rigoureusemen

<G> = Gref + G'ref2 <G> (11.33)

9. Voir aussi les livres de Tsang, Kong, et Shin (1985) et Tsang et Kong (2001).

10. Le régime d’homogénéisation est atteint pour des longueurs d’ondes trés grandes devant la taille des hétéro-
généités. Dans ce cas, le milieu est vu par 'onde incidente comme un milieu homogene et ne diffuse pas. L’indice
effectif de ce milieu peut étre évalué par une théorie de champ effectif comme par exemple la loi de Bruggeman
(1935).

11. Pour la premiére fois dans les publications de Dyson (1949a) et Dyson (1949b)
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L’équation de Dyson démontre que le champ électrique total moyen dans un milieu hétérogene
a statistiques homogenes satisfait & une équation de propagation dans un milieu homogene. Ce
milieu dépend de 'opérateur 3 . On apprend que les solutions pour le champ moyen sont des ondes
planes qui conservent leurs propriétés de cohérence et de polarisation durant la propagation. Le
champ moyen peut, par conséquent, interférer avec toutes autres ondes cohérentes avec elle. On
pourra alors utiliser toute méthode expérimentale qui nécessite par exemple une onde cohérente
spatialement. Par exemple, on peut séparer le champ moyen cohérent du champ diffus incohérent
par une méthode classique de filtrage spatial 2.

I1.4.2 Notion d’indice effectif

Montrons comment I’équation de Dyson permet d’introduire la notion d’indice effectif pour le
champ moyen. Généralement, 'opérateur de masse dans I'espace direct dépend de deux variables
d’espace. Considérons un milieu statistiquement homogeéne, autrement dit un milieu qui est en
moyenne invariant par translation. L’opérateur de masse est par conséquent inchangé par une
translation de vecteur R.:

x4 x4
X (I‘l, I'Q) =X (I’1 - R, ro — R) (1134)
Cette propriété implique que cet opérateur ne dépende que de la différence entre ry et ro.
Axd Axd
> (I‘l,rg) =X (I’1 - I'Q) (1135)

L’opérateur de masse et sa transformée de Fourier sont reliés par les relations suivantes:

~

o o iy APk dOK
S (r,r') = /E(k,k’)e(k k )(%)3 o (I1.36)
> (k, k) = /Z(r,r')el(kr+kr)d3rd3r' (11.37)

Les variables k' et k s’interprétent respectivement comme des vecteurs d’ondes d’entrée et de
sortie. L’invariance par translation impose aussi que le vecteur d’onde de sortie soit identique au
vecteur d’onde d’entrée. Alors, la T'F de I'opérateur de masse a une seule variable est reliée a la
TF a deux variables par:

S (k, k) = (27)%6(k — K) 3 (k) (I1.38)

<«
o1 Y} (k) est I'opérateur de masse dans la direction avant '3, et on a:

~

<« < : ! d3k
Sr-r) = / 3 (k)e'kr=r") (I1.39)
(2m)?
En notation développée, I’équation de Dyson (I1.33) s’écrit explicitement:
pad / < / < - ~ N 3. 73
(G) (r—=1") = Gref(r—1)+ [ Grey (r—r1) B (r1 —r2) (G) (r2 —r)d’r1d’ry
& / & hag / i /
= Gref (T =)+ Grey (1)@ B (r — 1)@ (G) (1) (11.40)

12. On peut pour cela focaliser I’onde cohérente en point grace a une lentille. Le champ dans le plan de focale d’une
lentille est la transformée de Fourier spatiale du champ. Les basses fréquences se focalisent prés de ’axe optique.
Plus la fréquence spatiale d’'une onde est élévée plus elle s’éloigne de l’axe optique. On peut par conséquent filtrer
les ondes de basses fréquences spatiales grace a un diaphragme percé d’un petit trou. Comme les ondes incohérentes
possédent de plus fortes fréquences spatiales, elles seront arrétées par le trou. Voir le livre de Goodman (1996) pour
le dispositif expérimental ou encore une application de ce dispositif pour la mesure de l'atténuation d’une onde
cohérente dans Darticle de Hespel, Mainguy, et Greffet (2001) .

13. La direction avant est définie par le vecteur d’onde incident.
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ol ®; est le produit de convolution pour la variable r. Si on prend la transformée de Fourier de
(11.40), les produits de convolutions se transforment en de simples produits multiplicatifs 4.

~

nd

(G) (k) =Gores (K)+ Groy (k) S (K) (G) (k) (1.41)

~ ~

En factorisant le tenseur de Green moyen, on a:

~

[I— Gres (K) B (K)| (G) (k) =Crey (K) (11.42)

On injecte dans (11.42) P'expression du tenseur de Green (équation A.14), on obtient:

(11.43)

[I—kp(ik)ﬁ(k) (@) (k) = — 2 &)

2 w 19 w?
— €ref k — €ref

ou P (k) est 'opérateur transverse, i.e. qui prend la partie transverse a k d’un vecteur. La fonction
de Green moyenne prend la forme suivante:

g P(k) P (k) P (k)
(G) (k) = = — = = (11.44)
. xd x4 2
e PR) S (k) k2= K, (k) N eur s
ou 'on a défini le vecteur d’onde effectif et la permittivité effective par:
5’ : S o 5 P9 3 1)
© w
kers (k) = erep—g + P(k) 2 (k) et €orf (W K) = op + ——5—— (I1.45)

La relation (I1.44) indique clairement que le tenseur de Green moyen est le tenseur de Green d’un
milieu libre homogéne de permittivité eqyy . Ce milieu est appelé milieu effectif pour le champ
moyen. Si le milieu est statistiquement isotrope, la permittivité effective devient un scalaire:

s (k)

2

€ofp (W k) = erey + (11.46)

Le pole de la fonction de Green dans I'espace de Fourier fixe le nombre d’onde dans I’espace direct,
donc nous avons 'identité suivante:

k? =k (11.47)
Par conséquent le nombre d’onde effectif satisfait & I’équation suivante:
~2 w2 o
k'eff (wukeff) :C_Qeref+2(keff) (1148)
et la permittivité effective et l'indice effectif s’obtiennent simplement par:
N k2 5 (Kerr)
Corg (@ike) = =58 = erep + =l (I1.49)
0 0
_ keyy
Neff = 7. (1150)
ko

avec kg =
Cette relation définit le nombre d’onde effectif pour une onde plane et son indice effectif n,;; =

1/Eeff.

14. Ceci montre un interét supplémentaire de la notation compacte: elle est identique que l'on travaille dans
I'espace direct ou dans I'espace de Fourier.

w
c
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I1.4.3 Lien entre le coefficient d’extinction et ’indice effectif

L’indice effectif décrit comment le champ moyen se propage dans le milieu diffusant. Si le champ
moyen est une onde plane monochromatique de pulsation w qui se propage dans le milieu effectif
homogeéne dans une direction z, on peut I’écrire:

< E(z) >=< Eq > ¢kofe(ness)z=kolm(nesy)z (IL.51)

La partie réelle de I’indice effectif joue un réle sur la phase de ’onde tandis que la partie imaginaire
décrit atténuation d’une onde plane a cause de la diffusion et de 'absorption. L’indice effectif
dans un milieu diffusant est toujours complexe méme si le milieu n’est pas absorbant puisque la
diffusion tend a atténuer le champ moyen. Si le milieu diffusant contient une forte proportion de
diffuseurs, la partie réelle de I'indice effectif sera notablement différente de celle du liant. Comme
la vitesse v de propagation de la phase dans un milieu homogene est donnée par v = ¢/n, alors la
modification de la partie réelle de 'indice effectif indique que la vitesse de propagation d’une onde
cohérente est modifiée par les diffuseurs. Une autre conséquence est la modification des facteurs
de réflexion et de transmission spéculaires & I'interface d’une couche diffusante.
L’intensité associée & une onde plane s’atténue selon:

I(z) = IUG*QkOIm("eff)Z (I1.52)

avec Iy l'intensité en z = 0. Une luminance collimatée associée & une onde plane s’atténue expo-
nentiellement selon la loi de Beer-Lambert:

L(z) = Ipd(w — wp)e Keat? (I1.53)

w et wq sont les angles solides pour les directions u et ug avec ug = uy; et Kqyy est le coefficient
d’extinction. Comme L(z) = I(z)d0(w — wy), & partir de (I1.53) et (I1.52), on peut identifier le
coefficient d’extinction:

w
Kear = —2Im(negy) (11.54)

Pour obtenir le coefficient d’extinction, il faut calculer I'indice effectif qui s’obtient a partir de
I'opérateur de masse. Nous présentons dans la section suivante la méthode classiquement utilisée
(Frisch 1968) pour obtenir une expression perturbative de 'opérateur de masse pour un milieu
contenant une assemblée de diffuseurs identiques.

I1.4.4 Remarques sur la notion de milieu non-local

Une permittivité dans ’espace de Fourier qui dépend d’une fréquence spatiale indique que le
milieu est non-local. Dans I'espace direct, la permittivité en un point r dépend de la valeur d’une
fonction dans un volume proche du point r. Un matériau avec ces propriétés est aussi appelé
spatialement dispersif (Landau, Lifchitz, et Pitaevskii 1985).

Pour une onde monochromatique, le champ induction électrique dans I’espace de Fourier D est

~!
relié & la permittivité € et au champ électrique E par la relation constitutive suivante:

~ ~l ~

D (k) =¢ (k) E (k) (I1.55)

En prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient:

D(r) = €(r)®E(r) = /e'(r—r')E(r')d3r' ou (I1.56)
~I . 3
d(r) = /e (k)elkf% (I1.57)
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La relation entre le vecteur induction et le champ électrique est non-locale. C’est pour cela que 'on
parle de milieu non-local quand la permittivité a une dépendance en k. Si le milieu est isotrope,
alors € (r) = €(|r]) et si €(|r|) est une fonction rapidement décroissante avec |r| pendant que le
champ peut étre considéré constant, alors le champ peut sortir de I'intégrale (I1.56) et la dispersion
spatiale peut étre ignorée puisque l'on retrouve une relation locale entre I'induction et le champ
électrique.

D(r) = e(r)E(r) (IL.58)

ou la permittivité diélectrique est:

e(r) = /e'(|r' —r|)d* (I1.59)

En d’autres termes, la dispersion spatiale est négligeable quand la zone ou € (|r|) prend des valeurs
importantes est petite devant 1’échelle typique de variation du champ électrique. Pour des ondes
propagatives, la taille de la région doit étre trés petite devant la longueur d’onde du champ. Si
une expression de (I1.46) est connue (par le calcul de lopérateur de masse), alors il peut étre
intéressant d’évaluer 1’échelle de non-localité par le calcul de (I1.56) pour savoir si cette propriété
est négligeable ou non.

Appliquons ces relations au cas du champ moyen dans un milieu aléatoire statistiquement
homogene. Le champ moyen se propageant dans un milieu non-limité dans la direction keg peut
s'écrire comme une onde plane décroissante: < E(r) >=< Eg > e’fT alors de (I1.56) et (I1.57)
nous avous:

N . . o, dk
< D(r) >= / (k)T < Bg > eilker—kr d%’w (I1.60)

On utilise la relation [ e!Kers K @3¢ = (27)35(k, s — k) pour obtenir:

<D(r) >=¢ (ko) < B(r) > (IL61)

Cette relation montre que tant que le champ moyen se propage dans une seule direction, la
dispersion spatiale n’intervient pas dans le calcul de I'induction électrique.

L’expression des facteurs de réflexion et de transmission de Fresnel a 'interface de deux milieux
semi-infinis locaux s’obtient grace aux relations de continuité des champs. Dans le cas d’un milieu
non-local, les relations de continuité ne sont pas triviales et nécessitent des conditions aux limites
supplémentaires qui sont approximatives et sujettes a controverse. Il existe une méthode qui
fonctionnne dans le cas d’un milieu local qui consiste a exploiter le théoreme d’extinction pour
trouver les facteurs de Fresnel (Born et Wolf 1999). Une tentative pour adapter cette méthode
au cas d’un milieu non-local a été proposée par Agarwal, Pattanayak, et Wolf (1971) et Agarwal
(1973) a la fois pour déduire une relation de dispersion pour des polaritons de surface et pour
calculer les facteurs de Fresnel. Toutefois, certaines approximations sont nécessaires et se sont
avérées violer la conservation de 'énergie (Bishop et Maradudin 1976). Chen et Nelson (1993b)
écrivent les équations de Maxwell dans ’espace de Fourier et montrent qu’il est possible de calculer
une expression des facteurs de Fresnel en contournant le délicat probleme des conditions aux
limites. Une application de cette théorie est étudiée par Chen et Nelson (1993a) pour le cas d’un
milieu présentant un couplage exciton-polaritons, et par Nelson (1995) pour le cas d’un milieu
optiquement actif.
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I1.5 Théorie de la diffusion multiple pour des diffuseurs aléatoi-
rement disposés dans un milieu héte: étude du champ moyen

I1.5.1 Introduction

Considérons un milieu dans lequel la permittivité diélectrique € est presque partout égale a €;
sauf dans des zones limitées de 'espace, i.e. le lieu des diffuseurs. Cette étude se restreint au cas
d’un systéme composé d’une collection de diffuseurs identiques, de forme sphérique de rayon a pour
un systéme 3D (ou de forme cylindrique circulaire de rayon a pour un systeme 2D), de permittivité
égale a €,. Dans la section précédente, nous avons présenté le point de départ des équations de
la diffusion multiple pour un systéme quelconque dans lequel le milieu de référence n’était pas
précisé. Dans cette section, le milieu de référence choisi est le milieu héte. Par conséquent les
hétérogénéités - sources de diffusion - sont en contraste par rapport au milieu hote. Le potentiel
défini par I"équation (I1.24) se précise:

2
V(r) = (e —e1)f(r) avec (1L.62)
c
f(r) = 1 sir est dans une particule (I1.63)
f(r) = 0 sinon (I1.64)

Si le champ incident est défini comme le champ qui se propagerait dans le milieu hote sans
diffuseur, I’équation de la diffusion multiple (I1.26) pour le champ total satisfait alors a:

E = Eip. + Ginc VE (11.65)

La théorie présentée dans la suite n’est pas limitée au cas de particules tres petites devant la
longueur d’onde. Elle pourra s’appliquer au cas de particules fortement diffusantes, c’est & dire
ayant un rayon proche de l'ordre de la longueur d’onde, condition nécessaire pour que I'efficacité
de diffusion soit proche d’une résonance de Mie. Cette théorie développée par Frisch (1968) a
justement été écrite pour traiter le cas de diffuseurs de tailles quelconques. Notons qu’il existe
un autre formalisme de la théorie de la diffusion multiple pour des objets de tailles quelconques
aléatoirement répartis dans l'espace développé par Lax (1951) qui fait intervenir la notion de
champ excitateur sur un diffuseur. Mais les équations de la diffusion multiple développées par
Frisch sont formellement différentes de celle de Lax et permettent aprés moyenne une classification
tres claire des phénomeénes cohérents dus aux corrélations sur la position des diffuseurs. L’équation
de la diffusion multiple (I1.65) est remaniée afin d’exploiter ce que I'on sait de la diffusion par un
diffuseur isolé en entier (par exemple la théorie de Mie pour une sphére ou un cylindre infini).

I1.5.2 Cas d’un seul diffuseur: définition de ’opérateur t
Avant de s’attaquer a la diffusion par une collection de particules, étudions le cas d’un milieu
hote ne contenant qu’un seul diffuseur.

Cas d’un diffuseur de taille et de forme quelconque

Si le milieu ne contient qu’un seul diffuseur centré en 0 de permittivité ¢,, alors le potentiel
V(r) s’écrit :

€
[N

V) =2 (e, — e)0(r) (IL.66)

C

N

ou O(r) =1 si r est dans le diffuseur et 0 partout ailleurs.
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L’équation (I1.65) peut étre résolue par un développement perturbatif en puissance de G1V
selon:

E = E;,.+G/VE;,,.,+ G VG, VE

= Ejn.+ G, VE;,. + Gi VG, VE;,. + GiVG1 VG, VE;,. + ...
+oc

= Z(le)nEznc

n=0

E = Eij+ GitEj. (11.67)

ou t, 'opérateur de diffusion d’une particule, est défini en notation compacte par:
+00
t=V> (GV)" (11.68)
n=0

Chaque terme d’ordre n s’interpréte comme des évenements de n diffusions multiples. En notation
développée, 'opérateur t est:

R

(r,r) = V() T o)+ V() Gi (r )V (r)
n /V(r) Gi (r—11)V(r1) Gi (r1 — X)WV (&) dPr,

+

/V(r) G (r — 1)V (1) Gi (ra — r)V(r1) Gi (r1 — PV () dPradry
(I1.69)

Le dernier terme que nous avons développé exprime qu’au point r’ se situe une source de rayon-
nement V(r') (excitée préalablement par un champ extérieur non-explicité). La propagation du

champ rayonné par la source de r’ en r; est ensuite décrite grace au tenseur de Green 8.1 (r; — 1)
Ce champ diffusé excite a son tour un autre point source V (r;) puis ce rayonnement se propage
jusqu’au point ry et ainsi de suite jusqu’au point r.

L’opérateur :} (r,r') appliqué au champ incident E;;,.(r') donne le courant induit en r. L’opé-
rateur a une propriété importante que nous utiliserons: le support de 'opérateur est le diffuseur
lui-méme. En d’autres termes, cela implique que si r ou 'autre point r’ est en dehors du diffuseur,
alors :} (r,r’) = 0. On vérifie cela & partir de la définition développée de t (11.69) et de la définition
du potentiel V (r) (I1.66) qui est nul en dehors de la particule .

L’opérateur de diffusion contient toutes les diffusions multiples par les éléments de volume du
diffuseur lui méme. Par conséquent, les résonances de la diffusion d’une particule liées a sa forme
sont contenues dans t. Il peut étre intéressant de calculer son expression par son développement
perturbatif (I1.69) quand la particule est trés petite ou diffuse trés peu, mais s’il y a une résonance,
il devient tres vite impossible d’utiliser ce développement. Nous verrons au chapitre III comment
on peut relier cet opérateur au résultat de la théorie de Mie afin que ’on puisse traiter le cas d’une
particule d’une taille arbitraire qu’elle soit résonante ou non.

15. Remarquons que si le milieu de référence choisi n’était pas le milieu hote, mais un milieu de permittivité €.y,
le potentiel V' prendrait les valeurs suivantes:

2
C—Q(ep — €ref) quand r est dans la particule et (I1.70)
2

= %(61 — €ref) quand r est en dehors. (I1.71)
c

V(r)

Par conséquent, tout point serait dans ce cas une source de diffusion. Le support de I'opérateur de diffusion ne serait
plus borné. Et il ne serait a priori plus possible d’utiliser cet opérateur dans le cas d’un ensemble de diffuseurs.
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Limite de 'opérateur de diffusion en milieu absorbant pour des particules tres petites
devant la longueur d’onde

Quand le rayon de la particule tend vers 0, la fonction 6 devient:

lim f(r) = é7ra35(r) (I1.72)
a—0 3

Le calcul de t contient une infinité d’intégrales difficilement calculables directement a cause de
la singularité du tenseur de Green. On peut montrer (Calvo-Perez 1999) que 'on peut réécrire
les équations de la diffusion multiple pour le champ dit local. C’est le champ qui est présent sur
une particule considérée du a ’ensemble des particules hormis celle située au point considéré. Par
cette méthode, I'opérateur de diffusion se réduit au premier terme mais avec un potentiel V; local
qui 8’écrit:

<> xd
t (r,r') = Vi(r) I d(r—r') avec (IL.73)
4 €, — €1 W
Vilr) = —ma*d(r)3e—L—— I1.74
I (11.74)
En prenant la TF de I'opérateur de diffusion dans ’espace direct, on obtient:
~ 5 B
Y (ki ki) = drad e 2 (1L.75)

e+ 26

I1.5.3 Cas de N diffuseurs: définition de ’opérateur T

Similairement au cas d’un milieu contenant un seul diffuseur, le potentiel de diffusion d’un
milieu contenant N diffuseurs distincts peut s’écrire suivant:

9 N
V(r) = “;’—2(6,, —a) Zei(r) (IL76)

o 6;(r) = 1 sir est dans le diffuseur i placé en R; et zéro partout ailleurs. Le potentiel de diffusion
pour un ensemble de N diffuseurs est la somme du potentiel de diffusion de chaque diffuseur i:

N

N
V(r) = Z Vi(r) on Vi(r) = LL)—(ep — €1)0;(r) est le potentiel d’'un seul diffuseur. (I1.77)
%

c2

Réécrivons 1'équation intégrale (I1.65) pour le champ total & l'aide de ce nouveau potentiel:

N
E=Ep.+G1 ) V,E (11.78)
i
Le développement perturbatif formel de cette équation donne 'S:
N N N
E=Eip.+ G Y ViEi+Gi Y ViG ) V,Ein (11.80)
i i i

N N N
+G1 Y ViG1 Y V;G1 > ViEinc+ ...
i i k

16. Par exemple, la forme explicite du troisieéme terme de I’équation (I1.80) est:

pd ’ N ’ " " 1N 33 1 33 11
G (r—r)Vi(r') G1 (v — 1" )V;(r")Ejne(r")d’r d’r (I1.79)
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L’opérateur T pour un ensemble de N diffuseurs se définit par:

N N,N N,N,N
T=) Vi+ ) ViGV,+ > VG V;G V.. (11.81)
i i ijk

Ainsi I’équation (I1.80) se réécrit directement a l'aide de lopérateur T.
E =E;,. + GiTE;,, (I1.82)

De méme que pour 'opérateur de diffusion d’une particule f (r,r'), Vopérateur & N particules

T (r,r’) appliqué au champ incident en r’ donne le courant en r. Soit t; 'opérateur de diffusion
de la i€ particule défini par:

t; =V; +V;G1V; + V;G1V;G1V; + V;G1V;G1 VGV + . (11.83)

L’opérateur t; est défini pour une particule centré en R;. Comme t est défini pour une particule
centré a l'origine, on a la relation:

(I‘ — Ri, I‘I - Rz) (1184)

Il est tres intéressant de remarquer (Frisch 1967) que l'opérateur T peut s’exprimer uniquement
en fonction des t; avec toutefois une condition de non-interpénétrabilité des diffuseurs.

N N,N N,N,N N,N,N,N
T=Y ti+Y t:Git;+ > t;Git;Gitp+ > t;Git;GtgGt; + .. (11.85)
’ i¢]j i#]{j#k i#]',jj7ék,k7él

ou l'on a indiqué que les indices 4, 7, k, [... successifs doivent étre différents. On peut se convaincre
de la validité de cette expression en injectant I’équation (I1.83) dans (I1.85) pour retrouver (I1.81).

Cette expression de T & partir des t; est une avancée tres importante par rapport a sa définition
(I1.81) out T s’exprime en fonction des V;. Le processus de diffusion simple par une hétérogénéité
V; est remplacé par un processus de diffusion par une particule entiére (considérée par I'équation
(I1.81) comme un ensemble d’éléments diffusants indépendamment les uns des autres. On peut
des lors s’intéresser & des systemes contenant des particules de tres forte amplitude de diffusion.
D’un point de vue technique, 'introduction de t revient a effectuer une sommation jusqu’a l'infini
d’une classe de termes, qui décrive la diffusion multiple & I'intérieur de chaque particule.

La premiére sommation dans (I1.85) représente la somme de tous les événements de diffu-
sion simple. En d’autre termes le champ incident n’est diffusé qu’une seule fois par chacune des
particules jusqu’au point d’observation. La seconde et la troisieme sommation représentent res-
pectivement les événements de diffusion double et triple entre la source de 'onde incidente et le
point d’observation.

I1.5.4 Développement en essaim de la densité de probabilité

11 est intéressant d’évaluer les statistiques moyennes du champ total. Nous nous intéressons ici
uniquement au champ moyen. Dans I'équation (11.82), seules T et E sont des fonctions a variables
aléatoires, par conséquent la moyenne de (I1.82) est:

Il existe une approximation valable pour un milieu tres dilué ou les positions des diffuseurs sont
supposées décorrélées. Sous cette approximation, la densité de probabilité jointe s’écrit:

Py(R1,Rs,..,Ry) = Pi(R)) P (Rs)...P (Ry) (11.87)
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Cette hypothése n’est pas réaliste quand la fraction volumique de diffuseurs est importante, alors
il est utile de développer Py en essaim (Frisch 1967): tout d’abord, on suppose que la probabilité
de présence dans le volume autorisé est uniforme et identique quelle que soit la particule, donc on
a:

P(R;) = = (11.88)
Les Py peuvent toujours se décomposer de la maniere suivante:

Py(R;,Rj) = Pi(R;)Pi(Rj)[1 + g2(Ri, Ry)] (11.89)
Py(Ri,Rj,Rg) = Pi(Ri)Pi(R;)PL(Rg)[1 + g2(Ri, Rj) + g2(Ryj, Rg) + g2(Ri; Ry)
+ g3(Ri,R;,Ry)]

Ces relations définissent les fonctions g,. Dans cette formulation, les corrélations sont factorisées
par les probabilités décorrélés P;(R;). Quand les diffuseurs sont décorrélés, les fonctions g, s’an-
nulent. Dans le cas d’un milieu ou la contrainte sur la position des diffuseurs est que les spheres
ne peuvent s’interpénetrer, des corrélations interviennent et les g, ne peuvent pas étre nulles. Par
exemple, la fonction de corrélation de paire g2(R;, R;) qui ne dépend que de la distance séparant
deux diffuseurs peut étre approchée analytiquement par le modele de Percus et Yevick (1958) réso-
lue mathématiquement par Wertheim (1963) et utilisé par Tsang, Kong, et Shin (1985); elle peut
encore étre évaluée par une simulation de type Monte-Carlo (Calvo-Perez 1999). La simulation
est tres simple & programmer: des diffuseurs sont disposés aléatoirement dans une grande boite !’
jusqu’a ce que la fraction volumique désirée soit atteinte. Ensuite on crée un histogramme de la
distribution des distances interparticules. En d’autres termes le programme compte le nombre de
particules dont les distances sont comprises entre R et R+ AR ou AR est un pas que I'on se fixe.
Notons que plus le pas choisi est petit, plus il est nécessaire - pour que les statistiques soient bien
représentées - que la taille de la boite soit grande. On peut également réitérer le calcul en moyen-
nant les histogrammes obtenus pour un grand nombre de boites. On représente sur la figure (I1.1)
pour des spheéres et sur la figure (I1.2) pour des cylindres les résultats de la fonction de corrélation
g2(R/a) en fonction de la distance entre les particules. Cette fonction ne dépend que du rapport
de la distance inter-centre au rayon des particules. Cette fonction est représentée pour différentes
fractions volumiques. Quand g2(R/a) = 0 quel que soit R, cela implique qu’il n’y a pas de corré-
lation. C’est le cas par exemple quand les particules peuvent s’interpénétrer. Par contre, quand
les particules sont indéformables et qu’elles ne peuvent pas s’interpénétrer, alors on a forcément
comme on peut le voir sur les figures (II.1) et (I1.2) g2(R/a) = —1 quand R < 2a, ce qui exprime
que la probabilité P»(R;, R;) est nulle quand la distance intercentre est plus petite que deux fois le
rayon des particules. Ce résultat est valable quelle que soit la fraction volumique. Pour le cas des
fractions volumique inférieures a quelques pour cents, la corrélation a lieu essentiellement pour R
compris entre 0 et deux fois le rayon des particules. Une approximation importante appelée en
anglais “gas-pair” dans ce cas est d’écrire que:

g2(R/a) = —1 pourR < 2a (I1.90)
g92(R/a) = 0 pourR > 2a (I1.91)

Pour des fractions volumiques plus élevées, des corrélations apparaissent pour R un peu plus
grand que 2a. On observe pour de tres fortes fractions volumiques des oscillations. Ces oscillations
s’atténuent tres rapidement vers 0 au dela de 5 ou 6 rayons de particules. Par conséquent, quand
on moyenne en pratique une fonction via la fonction de corrélation, on peut limiter le domaine
d’intégration a quelques rayons de particules. La comparaison entre le résultat analytique de
Percus-Yevick et la simulation statistique sur la figure (II.1) montre que quelques différences

17. La boite doit étre suffisament grande pour que les effets de bords soient négligeables.
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Fi1a. 1.1 — Fonction de corrélation pour des sphéres dures disposées aléatoirement dans [’espace
en fonction du rapport de la distance intercentre R et du rayon des sphéres a. PY est le résultat
obtenu par le modéle de Percus et Yevick tandis SM désigne le résultat de la méthode statistique.

apparaissent sur la valeur des pics pour les fortes fractions volumiques. Les oscillations sont de
fréquences identiques dans les deux cas mais sont légerement décalées. Toutefois, il ne faut pas
oublier que l'effet de ces corrélations n’intervient que de maniére perturbative par rapport au
premier ordre qui est décorrélé. Le cas des fortes fractions volumiques nécessiterait de toute fagon

de prendre en compte les fonctions de corrélations d’ordre plus élevé.

I1.5.5 Moyenne de ’opérateur de diffusion T: écriture développée

Calculons I'expression de la moyenne de 'opérateur T:

N N,N N,N,N
(T) = <Ztl> + <ZtiG1tj> + <
i 2
i

D tiGit; Gty

.5,k
it 7k

Nous explicitons les trois premiers termes de cette série:

e Premier terme: les diffusions simples

>)

(ti)

WERIWE

<l=

x4
/ t (r —R,r —R)d’R

b

> 3
/ t (I‘*Ri,I‘I*Ri)Pl(RZ')d R;
i

(11.92)

(11.93)
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Fi1G. 11.2 — Fonction de corrélation 2D pour des cylindres durs circulaires paralléles disposés aléa-
toirement dans [’espace en fonction du rapport de la distance intercentre R et du rayon d’un
cylindre a pour des fractions volumiques de 2 a 50%. SM désigne le résultat de la méthode statis-
tique.

e Second terme: les diffusions doubles

N,N N,N
<) Gty >= ) < t;Git; > (11.94)

NN . . |
= Z/ t (r —R;,;r1 —R;) Gy (r1 —12) t (r2 —Rj,r' = R;)
i
Py(R;, Rj)d’r1d’rad*R;d°R;
- (V2 )/t(r_Rlvrl_Rl)Gl (r1 —r9) t (ro — Ry, r' — Ry)
[1+ g2(Ri, Ry)]d’r1d’ryd’R1d° Ry

Finalement, ce résultat peut s’exprimer comme la somme de deux intégrales: celle qui
contient une fonction de corrélation et I'autre.

e Troisieme terme, premier cas: les diffusions triples avec trois diffuseurs différents (i.e. k # ).

N,N,N N,N,N
< Z tiGltletk>: Z (t;G1t;G1ty,) (I1.95)

i,j,k i,7,k
i)k i)k
N(N —1)(N -2 “ - TN
- M V)3( )/ t (r —Ry,r1 —Ry) Gy (r1 —r2) t (r2— Ro,r3 — Ro)
<> e d ’
Gi(r3 —rs) t (rs — R3,r' — Rg3)
[1+ g2(R1,R2) + g2(R1, R3) + g2(R2, R3) + g3(R1, R2, R3)]

PridProd’rsdPryd® R dPRod’ Ry

Cette expression peut se décomposer en une somme de cing intégrales: une sans fonction
de corrélation, trois avec une fonction de corrélation de paire et une avec une fonction de
corrélation a trois diffuseurs.
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e le troisieme terme, deuxieéme cas: les diffusions triples avec deux diffuseurs uniquement (i.e.

k=),

N,N N,N
<Z tiGltleti>:Z (t;G1t;G1t;) (11.96)

bl it bl it
N(N—=1) [« o
= %/t(rfihrlfh)(}d (r1 —r2)

= < 3. 3. 3. 3 3 3
G (1‘3 — 1‘4) t (1‘4 — Rl,r' — Rl) [1 +92(R1,R2)]d r1d’rod’r3d’r d’R1d° Ry

o
t

(ro — Ra,r3 — Ry)

I1.5.6 Expression de (T) a I’aide de diagrammes

L’expression de la moyenne statistique de I'opérateur (T) est trés lourde, pourtant toutes ces
intégrales ont une interprétation tres simple. Pour réduire les notations sans perdre de vue les
interprétations physiques, il est habituel d’utiliser un formalisme diagrammatique. Nous avons vu
que (T) s’exprime par une somme d’intégrales grace au développement en essaim de la fonction de
densité de probabilité. Chaque intégrale qui contient une seule fonction N-corrélée est représentée
par un amas de diagrammes. Par exemple, I'expression (I1.95) est décomposable en une somme de
5 intégrales. Chacune de ces intégrales sera représentée par un diagramme. Suivant Frisch (1967),
nous utilisons les conventions suivantes:

e [’opérateur de Green dans ’espace libre Gy sera noté par une ligne pour représenter
une propagation d’un diffuseur & un autre.

e Un processus de diffusion par une particule entiere t sera symbolisé par un cercle vide:

©)

e Quand une intégrale contient une fonction de corrélation g;, alors les J opérateurs de dif-
fusion corrélés sont connectés par des lignes hachurées (au dessus de la ligne principale) et
reliées par un méme sommet:

e Si un diagramme contient des diffuseurs identiques, alors les opérateurs de diffusion qui
correspondent a des particules identiques sont reliés par une ligne pleine passant en dessous
de la ligne principale:

|

e De plus, devant chaque diagramme, un facteur non-représenté N(Nfl)(N;/?”(Nsz) est im-

plicite ou S est est le nombre de diffuseurs différents pour le diagramme considéré. Quand
N

N est trés grand devant S, ce coefficient est peu différent de (££)°.

Avec ces conventions, 'opérateur T se représente de la facon suivante:

— -

T) =0 + O—0 + O—O + O—0—0 + 0“—0—0
+ O0—O0—~O0 + O0—O0—0 + O—O0—O0——0 + ..

Opérateur (T') (11.97)
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Le premier terme est linéraire en %, le second en (%)2 etc... Deux diffuseurs successifs dans un
diagramme sont obligatoirement différents car dans les sommations discretes de 'expression (11.92)
les indices successifs sont différents. D’autre part, des diffuseurs reliés par des lignes hachurées
(diffuseurs dont les positions moyennes sont corrélées) sont forcément différents. Par conséquent
ils ne peuvent étre reliés par une ligne continue (en dessous de la ligne principale).

I1.5.7 L’opérateur de masse pour un ensemble de diffuseurs identiques aléa-
toirement disposés dans 1’espace

L’équation (I1.86) exprime une relation entre le champ moyen (E) et la moyenne de I'opérateur
de diffusion moyen (T). On peut écrire une équation équivalente pour le tenseur de Green moyen
(G):

<G) =G|+ G <T> G, (11.98)
Cette équation peut étre mise sous la forme d’une équation intégrale appelée équation de Dyson:
(G)=G1+G1X(G) (11.99)

ou X est 'opérateur de masse (ou encore “Self-Energy operator” en anglais).
L’opérateur T peut s’exprimer en fonction de 'opérateur de masse X . L’équation de Dyson
peut se développer par itérations en puissances de ¥ Gg:

(G) =G+ GG +G1XG1XG; +G1XG1XG1XGy + ... (11100)
que l'on peut comparer a (I1.98) afin d’identifier T.
(T)=2+3XG1 24+ XG XG4+ G XG G2 + ... (I1.101)

On peut remarquer que si on prend 'expression suivante pour 'opérateur de masse,

TN //’\\\ ///Il\\\
> = 0 + 0—0 + O—O0—0O + ¢o—O0—™0
VRN
QO F QO —9Q +-
Opérateur de masse (I1.102)

alors, on peut retrouver tous les diagrammes contenus dans I’expression diagrammatique de (T)
(I1.97) en injectant l'expression (I1.102) dans I’équation (II1.101).

L’opérateur de masse a la particularité d’étre la somme de tous les diagrammes qui ne peuvent
pas se factoriser. Ce sont ceux qui forment des blocs inséparables connectés entre eux. Il sont
facilement reconnaissables car ils sont reliés par des connexions en pointillés (pour les diffuseurs
corrélés) ou par des lignes pleines en dessous de la ligne principale pour les diffuseurs qui sont
identiques.

Les diagrammes contenant des diffuseurs identiques qu’ils soient corrélés ou non comme les
deux derniers représentés dans (I1.102) sont appelés des diagrammes de diffusion récurrente. Ces
diagrammes sont particulierement importants quand on cherche & prendre en compte des phéno-
menes de localisation. Les propriétés de réciprocité des équations de Maxwell font que ces boucles
de diffusion ont deux sens possibles de propagation. Comme le chemin optique parcouru par ces
ondes réciproques est identique hormis le sens, ils sont en phase & leur retour au point source.
Par conséquent le champ et la puissance par unité de volume sont plus forts au niveau du point
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source. S’il y a plus d’énergie au niveau de chaque point source, cela implique qu’il y a en ait moins
ailleurs et que I'onde se propage plus difficilement. Ici nous ne parlons que du champ moyen (le
champ cohérent), mais des diagrammes du méme type existent pour Uintensité diffuse. Le role de
ces boucles récurrentes a été mis en évidence expérimentalement par Wiersma (1995) et Wiersma,
van Albada, van Tiggelen, et Lagendijk (1995)

I1.5.8 Approximations de ’opérateur de masse et du coefficient d’extinction
Approximation de Foldy-Twersky

Seul le premier terme du développement de l'opérateur de masse peut se calculer analyti-
quement sans aucune approximation. L’approximation qui consiste a limiter le développement
perturbatif de 'opérateur de masse au premier ordre s’appelle 'approximation de Foldy (1945):

> =0
Opérateur de masse pour une distribution trés diluée de diffuseurs (I1.103)
Donc en utilisant (I1.49), on obtient la permittivité effective et le coefficient d’extinction

T (k 4
€eff = €1+ — (21) et Kegt = —1Im(\/ecry) (I1.104)
VoK Ao

=

Sous cette approximation, toutes les corrélations et les phénomeénes de diffusion récurrente sont
négligés. Cette approximation est équivalente a I'hypothese de la diffusion indépendante habituel-
lement admise pour la modélisation de la diffusion par 'ETR phénoménologique.

Approximation de Keller

On peut suivant Keller (1964) garder les deux premiers termes dans 1'opérateur de masse:

s TN
> = O + O0—=O
Opérateur de masse pour une distribution de particules faiblement contrastées: — (11.105)

Cette approximation permet de prendre en compte le phénomene de diffusion dépendante. Mais
elle ne peut prendre en compte des phénomenes de diffusion récurrente et les corrélations a plus
de deux particules. Par conséquent, un faible contraste d’indice devrait étre indispensable pour
que cette approximation soit valable. Le deuxieme diagramme est la seconde partie de l'intégrale
donnée par 11.94 (celle qui contient la fonction de corrélation de paire go) dans l'espace direct.
C’est la transformée de Fourier de cette intégrale qu’il faut calculer pour obtenir I'indice effectif
puis le coefficient d’extinction. Dans la pratique, on ne sait calculer analytiquement cette formule
que pour des diffuseurs tres petits devant la longueur d’onde et dans 'approximation scalaire.

Nous donnerons des expressions explicites de I'indice effectif sous I'approximation de Foldy-
Twersky, puis sous 'approximation de Keller au chapitre III pour un milieu contenant des diffu-
seurs sphériques et dans 'annexe E pour le cas de diffuseurs cylindriques.



11.6. INTRODUCTION A LA RADIOMETRIE GENERALISEE

Approximations de second ordre complet, et d’ordre plus élevé

Une meilleure approximation que celle de Keller consiste a prendre en compte dans 'opérateur
de masse 'ordre un et tous les diagrammes d’ordre deux. Par rapport a 'approximation de Keller,
on prend en compte tous les diagrammes récurrents a deux diffuseurs, i.e. toutes les diffusions mul-
tiples entre les paires de diffuseurs (Barabanenkov 1975; Apresyan et Kravtsov 1996). L’opérateur
de masse considéré est alors:

T =0  +  0—0+ Qg—0—% + —O0—

Approximation de second ordre de 'opérateur de masse (11.106)

On donnera au chapitre VI un schéma numérique du calcul de 'opérateur de masse sous cette
approximation pour des particules sphériques identiques de taille quelconque.

Pour des applications de diffusion multiple d’ondes scalaires quantiques dans la matiere conden-
sée, d’autres diagrammes contenant des termes prenant en compte la diffusion multiple récurrente
entre des diffuseurs de taille dipolaire ont été calculés par van Tiggelen et Lagendijk (1994) '®. Ce
calcul déja complexe pour des ondes scalaires serait encore plus laborieux pour des ondes électro-
magnétiques de nature vectorielles. La difficulté provient du comportement du tenseur Green en
champ proche, plus délicat que celui de la fonction de Green scalaire.

I1.6 Introduction a la radiométrie généralisée

Jusqu’ici, nous nous sommes intéressés uniquement au champ moyen (= champ cohérent) via
I’équation de Dyson car elle permet de trouver le coefficient d’extinction. Si on cherche & calculer le
coefficient de diffusion et la fonction de phase présents dans 'ETR, il est nécessaire de s’intéresser
aux corrélations du champ et a I'équation qui régit cette fonction, i.e. ’équation de Bethe-Salpeter.
Dans un premier temps, nous présentons comment la luminance peut s’exprimer a partir d’une
théorie ondulatoire, puis nous indiquons succinctement les hypothéses nécessaires pour retrouver
I’ETR a partir de ’équation de Bethe-Salpeter. Pour simplifier les notations et développements,
nous nous placerons dans ’approximation scalaire.

I1.6.1 Luminance et cohérence d’un champ électromagnétique

La luminance telle qu’elle est définie phénoménologiquement par Chandrasekhar (1960) (voir
chapitre I) est un flux d’énergie qui traverse une surface infinitésimale dS centrée au point r
dans une direction u dans un angle solide infinitésimal df). Cette quantité n’est pas mesurable en
général. Ce que 'on mesure est une intensité radiative dans la direction u en champ lointain issue
d’une surface plane étendue o. L’intensité radiative J est reliée & la luminance selon la formule:

J(u) :COSG/L(r,u)er (11.107)

g

18. Voir aussi l'article de van Tiggelen (1992).
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La sommation ressemble a premiére vue a une sommation incohérente des luminances issues de
tous les points r de la surface o alors que rien n’indique que la source étendue soit cohérente ou
non. La puissance rayonnée P par la surface planaire dans tout I'espace est:

P = cosGdQ/L(r,u)er (I1.108)
27 o

La premiere publication qui a attiré 'attention sur I'importance d’établir un lien entre la théorie
des rayons lumineux et une théorie rigoureuse de statistique ondulatoire, est due a Dolin (1964).
Des lors, quelques chercheurs ont tenté de redéfinir les grandeurs de la radiométrie a partir d’une
théorie ondulatoire pour que ces notions soient libérées de leur cadre phénoménologique et qu’elles
soient fondamentalement mieux comprises.

Une nouvelle définition de la luminance, pour étre physiquement acceptable, ne doit pas modi-
fier la valeur de la puissance rayonnée P. Une synthese du probléme dans le contexte de ’époque
est présentée dans 'article de Wolf (1978). La luminance est une grandeur qui a la particularité
de dépendre a la fois de la position r et de la direction de propagation u. On pourrait penser, a
premiere vue, que cette quantité s’identifie tres facilement au vecteur de Poynting. Or le vecteur
de Poynting S moyenné temporellement se calcule en un point r par la formule:

S(r) = %Re [E(r) x H*(r)] (I1.109)

Le vecteur de Poynting ne donne pas d’information sur la direction de propagation de I’énergie
sauf pour le cas simple d’une onde plane pour laquelle la direction du vecteur S donne directement
la direction de la propagation de I’énergie. Par conséquent le vecteur de Poynting ne contient pas
le méme type d’information que la luminance. Walther (1968) tenta de relier la luminance a la

F1g. 11.3 — Notations pour la luminance L(r,u): le vecteur p est sur la surface d’intégration o
dans le plan de la surface infinitésimale dS orienté selon n. u est orienté selon le vecteur d’onde

k.

théorie de la cohérence et arriva au résultat essentiel suivant: la luminance peut s’exprimer selon
une transformée de Fourier spatiale de la fonction de corrélation du champ centrée au point r (voir
Fig. I1.3 pour les notations), l'intégration se faisant sur la surface o dans le plan de la surface
infinitésimale dS.

kO’ :
L(r,u) = (E) 0059/ r (r + g,r - g) e huLPg?p (I1.110)
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ou nous rappelons la définition de la fonction de corrélation du champ:
I(r,r') = (E(r)E*(r)) (I1.111)

On parle de relation entre luminance et cohérence v parce que la fonction de cohérence spatiale
s’exprime en fonction de la fonction de corrélation spatiale I' par la relation suivante:

) = —LET) (I1.112)

VI (r,1)/T(r', 1)

La directivité d’une onde émise par une source est liée a la cohérence spatiale de la source.
Par exemple lorsque 1'on tente de collimater une lumiere, la divergence minimale ' obtenue issue
d’un laser peut étre beaucoup moins importante que celle issue du filament d’'une ampoule. La
raison est qu’il est nécessaire que les ondes issues de la source interferent entre elles pour qu’une
direction de propagation soit priviligiée. Comme ces ondes ne peuvent interférer que si elles sont
cohérentes entre elles, cela implique que cohérence et directionnalité sont intimement liées. Comme
la directionnalité est incluse dans la définition de la luminance, cela montre que luminance et
cohérence sont des notions fondamentalement tres proches.

L’expression de la luminance ressemble & une transformée de Wigner W qui peut s’écrire?’:
W (k,r) = / r (r + g,r - g) e kP p (IL.113)
v

La définition phénoménologique de la luminance impose au moins la condition a priori suivante:
L(r,u) > 0 puisqu’il s’agit d’un flux d’énergie (directionnel). Or la luminance de Walther qui
s’apparente a une transformée de Wigner n’est pas une fonction toujours positive. D’autre part,
il est possible de trouver d’autres expressions non-équivalentes pour la luminance qui conduisent
a une valeur correcte de la puissance rayonnée P par la surface o (Walther 1973). Apresyan et
Kravtsov (1996) montrent que la formule de Walther n’est qu'un cas particulier d’'un ensemble
d’expressions possibles pour la luminance. Toutefois cette expression en terme de transformée de
Wigner possede de nombreux attraits. Ces auteurs montrent par ailleurs que, dans la limite des
champs quasi-uniformes, la luminance généralisée de Walther est toujours positive. Un champ
quasi-uniforme est tel que les variations spatiales de 'amplitude du champ sont lentes devant la
longueur de corrélation du champ. Cette condition peut s’écrire mathématiquement par:

oI (I‘l, I‘Q) << 8,;1“ (1‘1, 1‘2) (II.114)

ou les variations selon le centre de gravité r = %

sont lentes devant celles par rapport & ’écart
p = r1 —ra2 a ce centre. Dans un milieu diffusant tres chargé, il est possible que la luminance
généralisée prenne des valeurs négatives. Par contre dans un milieu diffusant dilué, le champ est
quasi-uniforme.

Pour conclure sur ce point, quand le champ est quasi-uniforme, on peut toujours interpréter la
luminance comme un flux d’énergie. Si le champ ne peut plus étre considéré comme quasi-uniforme,
Iinterprétation de la luminance comme un flux d’énergie n’est plus possible, puisqu’elle peut
prendre des valeurs négatives. Mais rien n’empéche 1'utilisation de ’expression de la luminance
généralisée et d’écrire des équations pour cette quantité & partir d’'une théorie de champ, bien
que d’autres expressions pour la luminance soient possibles. Enfin, il faut souligner que le calcul
du flux associé a travers une surface finie conduit toujours & une quantité positive (Littlejohn et
Winston 1995).

19. La diffraction naturelle d’un faisceau impose une divergence non-nulle de toutes ondes.

20. L’intégration s’éffectue dans un volume autour du point r alors que dans expression de Walther (11.110), elle
a lieu dans le plan de la surface o. Toutefois on peut montrer que, comme la fonction de corrélation satisfait a une
équation de propagation, alors on peut limiter 'intégration sur la surface o.
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Dans la suite nous résumons des résultats obtenus par Henkel (1997), qui montrent que la
luminance de Walther, satisfait sous certaines approximations, & une équation de transfert radiatif.
Ceci en justifie son application.

La BRDF est un autre concept phénomélogique de la radiométrie qu’il est intéressant d’ana-
lyser en terme de champs (Greffet et Nieto-Vesperinas 1998). L’une des applications est 'analyse
théorique du principe de Kirchhoff reliant ’absorptivité directionnelle a I’émissivité directionnelle.
On peut analyser aussi la réciprocité de la BRDF grace aux propriétés de réciprocité connues des
champs. On peut encore introduire la notion de BRDF non-locale (un point d’entrée et un point
de sortie) utile quand un milieu diffusant est éclairé par une onde localisée qui se transporte loin
du point d’entrée (Thibaud 2000). Par exemple, prenons le cas d’une couche diffusante séparée
par deux lames de verre. A cause de la réflexion totale aux interfaces, la distribution de la lumiére
réflechie par la couche dépend fortement de la distance séparant le point d’entrée et le point de
sortie de la lumiere (Snabre et Arhaliass 1998; Arhaliass et Snabre 1999). La BRDF non-locale
peut se déduire de la mesure de cette distribution.

I1.6.2 L’équation de Bethe-Salpeter

L’équation de Dyson est une équation fermée pour le champ moyen. Il existe une autre équation
fermée rigoureuse pour la fonction de corrélation du champ appelée équation de Bethe-Salpeter
qui 8’écrit:

(E(r)E*(r')) = (E(r))(E"(r')) (IL.115)

+ /drldr2dp1dp2 (G(r,ry)) (G*(r', r2)> K (rq, p1,r2,p2) (E(p1) E* (p2))

Ou K(ry, p1,r2, p2) est un opérateur appelé opérateur intensité par Frisch (1967) ou encore “vertex
irréductible” (Tsang et Kong 2001; Sheng 1995). Cet opérateur décrit la corrélation des champs
aux positions ry et ra sachant que deux sources sont situées en p; et p2. La fonction de corrélation
du champ est reliée a la fonction de corrélation de la fonction de Green par:

(B(r1) E* (r2)) = / (Glr1,v)) G (r2,vh)) (x5 (rh)drydirl (IL.116)

ou j est une source de rayonnement quelconque. L’équation de Bethe-Salpeter contient tous les
phénomenes liés a la diffusion multiple de I’échelle microscopique a I’'échelle macroscopique. Tous
les effets cohérents tels que la diffusion dépendante, la rétrodiffusion cohérente, la diffusion récur-
rente et la localisation pourraient étre calculés si on savait résoudre cette équation et si on savait
calculer sans approximation l'opérateur intensité. La moyenne de la fonction de Green présente
dans B-S se calcule auparavant par la résolution de I'’équation de Dyson.

L’expression de 'opérateur intensité est trés complexe, mais peut étre développée en perturba-
tion sous forme de diagrammes (Frisch 1968) avec des corrélations pour le cas général d’un milieu
a fluctuations d’indice. Pour le cas de diffuseurs aléatoirement distribués dans I’espace, on peut ex-
primer 'opérateur intensité en perturbation formelle en fonction de I'opérateur de diffusion d’une
seule particule et prendre en compte des corrélations entre les positions des diffuseurs. Comme
pour le calcul de 'opérateur de masse, cette méthode permet le calcul de la diffusion par des par-
ticules identiques de taille quelconque éventuellement résonantes. Dans la pratique, I'opérateur
de diffusion ne peut se calculer analytiquement qu’a I'ordre le plus bas de son développement.
Cette approximation appelée la “ladder approximation” est équivalente & I’approximation de la
diffusion indépendante. Pour prendre en compte des effets de diffusion dépendante liés aux corré-
lations, on peut par une méthode numérique prendre en compte certaines classes de corrélations
d’ordre peu élevé. La prise en compte du facteur de forme (Cartigny, Yamada, et Tien 1986) et
I’ Approximation Quasi-Cristalline (QCA) (Tsang, Kong, et Shin 1985) en sont des exemples.
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Pour le cas des diffuseurs petits devant la longueur d’onde, une approximation connue est
celle de Bourret (Bourret 1962; Frisch 1968) ou les corrélations & deux particules ponctuelles sont
prises en compte. Cette approximation nécessite que les corrélations de paires de particules soient
de type Gaussienne. Une approximation appelée “one group approximation” (Finkel’'Berg 1968)
est une extension de 'approximation de Bourret dans le cas de corrélations de type arbitraire
notamment celle qui prend en compte des corrélations a plus de deux particules. De méme que
I’approximation de Bourret, la “one group approximation” n’est exploitée que pour des particules
tres petites devant la longueur d’onde.

Méme dans D'approximation la plus basse pour l'opérateur intensité, I’équation de Bethe-
Salpeter doit étre remaniée et des approximations sont nécessaires pour qu’une résolution (méme
numérique) soit possible.

I1.6.3 Transition de Bethe-Salpeter vers une Equation de Transfert Radiatif

Il est possible de retrouver I’équation de Transfert Radiatif & partir de I’équation de Bethe-
Salpeter. Ce passage est un sujet délicat qu’il est difficile de résumer en un paragraphe. Brievement
nous décrirons les hypothéses nécessaires a cette transition.

Dans la littérature, le plus souvent on sépare le cas ou les fluctuations de permittivité sont
des écarts par rapport & une valeur moyenne (Tsang et Kong 2001; Rytov, Kravtsov, et Tatarskii
1989b), et le cas d’un milieu contenant des particules de permittivités contrastées par rapport
au milieu hote (Barabanenkov et Finkel’Berg 1968). Dans ce dernier cas, l'opérateur intensité
prend une forme particulierement intéressante qui prend en compte les résonances internes aux
particules. Dans ces deux approches, on ne garde de 'opérateur intensité que le ou les termes qui
sont calculables analytiquement, que se soit la “ladder approximation” pour le cas des particules
résonantes ou la “one groupe approximation” pour des particules de tailles dipolaires. Une fois
I’approximation sur l'opérateur intensité choisie, ’équation de Bethe-Salpeter est remaniée et
des approximations sont effectuées jusqu’a l'obtention de 'ETR. Les parametres de 'ETR tels
que le coefficient de diffusion, le coefficient d’extinction et la fonction de phase sont identifiés
et s’expriment en fonction de l'opérateur de masse et de 'opérateur intensité tels qu’ils ont été
évalués des le départ. Notons que les parametres de 'ETR obtenus sont différents selon que le
milieu de référence considéré est le milieu moyen ou le milieu héte (Soubret 2001).

Dans Papproche de Henkel (1997), Uordre dans lequel des approximations sont faites est diffé-
rent. Tout abord, le milieu est supposé statistiquement invariant par translation. Ce qui implique
que:

(G(r,r')) = (G(r—1)) et (IT.117)
K(ry,p1,r2,p2) = K(ri+R,p1 +R,r2+R,p2+R) VR (I1.118)

La premiére étape consiste a prendre la transformée de Wigner de I’équation de B-S. La transfor-
mée de Wigner pour le champ W (r, k) et les sources W;(r, k) sont:

W(rk) = /<E(r n g)E*(r . §)> e kP B (IL.119)
Wiek) = [(ite+ D) (7w 2))e Pty (11.120)

Puis les fonctions de Green et I'opérateur intensité sont développés dans I'espace de Fourier. En
supposant que la transformée de Fourier de 'opérateur intensité s’écrive par convention:

% (kl, K1, kz, K]z) = / K(I‘l,pl, ra, p2)€i(7k1 ritrLp 7k2r2+“2pz)d3r1d3p1d3r2d3p2, (11121)
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pour que l'opérateur intensité admette 'interprétation suivante: il décrit les corrélations entre les
amplitudes de deux évenements de diffusion:

n1—>k1etf§2—>k2

A cette étape sans approximation autre que l'invariance par translation, '’équation de B-S est
transformée en une équation qui ressemble & une ETR dans sa version intégrale?' mais dans une
version non-locale et a condition que I'on assimile la transformée de Wigner a la luminance.

Henkel (1997) montre suivant les idées de Ryzhik et al. (1996) que PETR classique locale dans
sa version différentielle se retrouve si on s’intéresse uniquement aux variations de la luminance sur
une échelle mésoscopique. Le milieu est supposé quasi-uniforme. Ce qui est valable quand les libres
parcours moyens de diffusion et d’extinction sont grands devant la longueur d’onde et devant les
longueurs de corrélations. D’autre part, les opérateurs de masse et d’intensité sont évalués dans
leur approximation locale. Alors Henkel (1997) obtient:

OL(r,u)  Im(kess)?

1 ~ 7T
u i y L(r,u) + e / K (kpu, kpu', kpu, kpu') L(r, u')dQ’ + ELj(r’ u)

(11.122)

avec k) = Re(kgff) et L(r,u) = W(r,kpu) et L;j(r,u) = Wj(r, kyu). Si on compare cette équation
a PETR phénoménologique, on peut identifier les parametres de ’'ETR: le coefficient d’extinction
Keyt, le coefficient de diffusion K, et la fonction de phase P(u’,u).

Im(kep)?
Km:w ~ 21m(keff):21m( k%+2(keff)> (I1.123)
P
1 1~
4_KscaP(u’7u) = — K (kpu,kpu', kyu, kyu') (11.124)
™

(4r)?

On retrouve le coefficient d’extinction tel qu’il est donné par I'équation de Dyson. Afin d’identifier
le coefficient de diffusion, nous avons besoin d’utiliser la condition de normalisation suivante de
la fonction de phase:

1
— [ P u)d =1 (I1.125)
471' A7
On obtient alors:
o 1 ~ / / /
Kgo=— | K (kpu.kpu',kpu, kyu') dQ (11.126)
4w 4

Nous n’avons pas vérifié dans les étapes du calcul si ces formules sont valables quand le milieu
hote est absorbant.

A la différence des autres auteurs, Henkel (1997) obtient une équation de transfert radiatif qui
s’exprime en fonction des opérateurs de masse et d’intensité sans que des approximations sur ces
opérateurs aient été nécessaires préalablement??. Pour que les parametres de 'ETR soient calcu-
lables analytiquement ou numériquement, il est toutefois nécessaire de faire des approximations.
Par exemple, sous la ladder approximation, Barabanenkov et Finkel’'Berg (1968) obtiennent une
expression pratiquement identique (a celle de Henkel) des coefficients de diffusion et d’extinction,
et de la fonction de phase. La différence est que dans I'expression de Barabanenkov (1975), 'opé-
rateur intensité est évalué pour k, = k1. Il est intéressant de discuter du cas non-absorbant, car la
conservation de I’énergie impose que le coefficient de diffusion soit égal au coefficient d’extinction:

Kent = Kyea (11.127)

21. L’ETR dans sa version intégrale est décrite dans le livre de Chandrasekhar (1960).
22. Les opérateurs de masses et d’intensité sont toutefois calculés sous une approximation locale
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Autrement dit, toute perte d’énergie du champ moyen (cohérent) lors de la propagation contribue
a augmenter la part d’énergie contenue du champ diffus (incohérent). Ainsi il existe une relation
qui découle du théoréme optique appelée identité de Ward (Apresyan et Kravtsov 1996; Lagendijk
et van Tiggelen 1996; Tsang et Kong 2001) qui relie 'opérateur de masse a 1'opérateur intensité
en utilisant les équations (I1.127), (I1.123) et (I1.124):

ZIm( k2 + 2(k)> = ﬁ/ K (kyu, kyu', kyu, kyu') dsY (I1.128)
4m

Cette relation est importante, il faut qu'une approximation sur 'opérateur de masse soit consis-

tente avec 'approximation sur 'opérateur intensité afin que la conservation de 1’énergie soit res-

pectée. Notamment a I'ordre le plus bas du développement de 'opérateur de masse, i.e. approxi-

mation de Foldy-Twersky et la ladder approximation pour I'opérateur intensité, il faut que k, = k;

pour que l'identité de Ward soit respectée.

I1.6.4 Conclusion

Cette étude théorique peut répondre a de nombreuses questions concernant le domaine de
validité a priori de 'ETR. La transition de Bethe-Salpeter vers 'ETR montre qu’il existe des
parametres de 'ETR qui sont capables de modéliser correctement la diffusion de la lumiére méme
quand les diffuseurs sont corrélés dans la mesure toutefois ou le libre parcours moyen de diffusion
et d’extinction sont grands devant a fois la longueur d’onde et les longueurs de corrélations du
champ. En d’autres termes, il est nécessaire que le champ soit quasi-uniforme. ’ETR ne peut
résoudre les phénomeénes & courtes échelles (ou ce qui revient au méme aux grandes fréquences
spatiales). Par conséquent, le phénomene de localisation forte (Anderson 1957) pour des ondes
classiques ne peut pas étre pris en compte par une approche radiative.

I1.7 Conclusions

Nous avons décrit dans ce chapitre 'approche ondulatoire de la théorie de la diffusion mul-
tiple. Nous avons particulierement insisté sur I’étude du champ moyen (ou cohérent) afin d’établir
les bases connues et les notations pour le calcul rigoureux du coefficient d’extinction. Nous ap-
pliquerons cette étude pour établir dans le chapitre III, d’'une part une formule rigoureuse du
coefficient d’extinction en milieu absorbant dans le cas d’une diffusion indépendante, et d’autre
part, une formule approximative du coefficient d’extinction en milieu absorbant en régime de diffu-
sion dépendante. Nous établirons par ailleurs, une méthode numérique pour le calcul du coefficient
d’extinction pour prendre en compte toutes les corrélations de paires de particules au chapitre VI.

Nous avons ensuite introduit la notion connue de luminance généralisée en terme ondulatoire.
Nous reprendrons dans ’annexe F cette notion pour le cas d’un milieu 2D avec une direction de
périodicité. Dans la derniére partie nous résumons une méthode pour retrouver 'ETR & partir
de Bethe-Salpeter dans le cas d’un milieu hote non-absorbant et pour des ondes scalaires. Pour
retrouver le calcul rigoureux du coefficient de diffusion, il faudrait dans une prochaine étude
reprendre le calcul en détail du passage de Bethe-Salpeter & ’'ETR dans le cas d’un milieu héte
absorbant.
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Chapitre 111

Modélisation du coefficient
d’extinction en milieu absorbant:
application de la théorie de la
diffusion multiple

II1.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre au probleme de la modélisation de la diffusion multiple lorsque
les diffuseurs sont placés dans un corps absorbant. Dans de nombreux milieux diffusants, les
diffuseurs baignent dans un corps absorbant. Par exemple, 'ozone et le C'O2 dans 'atmosphére
sont tres absorbants autour de 9.6um et 15um respectivement. La vapeur d’eau dans 'atmosphere
constitue aussi un milieu trés absorbant dans 'infrarouge entourant des aérosols ou des gouttelettes
d’eau diffusantes. Les peintures diffusantes sont aussi des milieux absorbants dans lequel baignent
des particules diffusantes.

Quand un systéme est sujet a diffuser de multiples fois la lumiére ou toute autre onde électro-
magnétique, et que le systéme est beaucoup trop grand pour que ’on puisse envisager de résoudre
exactement le probléme électromagnétique, on est amené 3 modéliser les processus de diffusion .
L’approche radiométrique est une méthode tres adaptée, notamment quand les conditions aux
limites ont un role déterminant. Cette approche consiste a écrire une Equation de Transfert Ra-
diatif (ETR) basée sur un bilan d’énergie local et directionnel sur un volume de taille mésoscopique
et possédant une statistique moyenne. Cette approche phénoménologique contient des parametres
qu’il faut modéliser. Ces parametres sont: les coefficients de diffusion et d’extinction, et la fonction
de phase. L’approximation de la diffusion indépendante le plus souvent supposée lors du calcul
de ces parameétres n’est plus capable de reproduire les résultats expérimentaux quand la fraction
volumique des diffuseurs dépasse les quelques pour cent. On parle de diffusion dépendante. Nous
verrons que quand le milieu hote dans lequel baignent les particules est absorbant, une difficulté
théorique supplémentaire apparait lors du calcul de ces paramétres méme sous l'approximation
d’une diffusion indépendante. Ce chapitre sera consacré a cet aspect: la détermination de I'atté-
nuation d’un faisceau par des particules placées dans un milieu a pertes. Ces difficultés augmentent
avec la fraction volumique des particules car de nouveaux effets apparaissent, liés d’une part aux
corrélations entres les diffuseurs, et d’autre part a la modification de la proportion de matiere
absorbante (quand par exemple les diffuseurs absorbent moins que le liant).

Dans un premier temps, nous mettons en évidence les difficultés du calcul des sections efficaces
de diffusion et d’extinction en milieu absorbant et les différentes questions que se posaient les cher-
cheurs a la fin des années 70. Puis nous détaillons les différentes approches qui ont été proposées

1. scattering en anglais
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Fig. 111.1 — Eztinction d’une onde plane dans un milieu diffusant et absorbant. Le flux d’énergie
collimaté décroit exponentiellement selon la formule I, (2) = I.4(0)e™Re=t?. Le but est de calculer
le coefficient d’extinction en fonction des quatres paramétres intrinséques du milieu (np,,ny,, )\%, f)
méme quand le liant est absorbant.

dans la littérature. Nous montrons que ces modeles sont toujours entachés d’idées phénoménolo-
giques et que la définition d’une section efficace n’est pas triviale en milieu absorbant. Pour éviter
ces difficultés nous calculons directement le coefficient d’extinction & partir de la partie imaginaire
de l'indice effectif, ce qui évite de définir une section efficace dans un milieu absorbant. Dans un
premier temps, nous donnons une expression de 'extinction sous 'approximation d’une diffusion
indépendante (approximation de Foldy-Twersky) et dans un second temps sous I'approximation
de Keller pour tenter de prendre en compte des effets de diffusion dépendante.

II1.2 La problématique

I11.2.1 Cas du liant non-absorbant

Les définitions des parametres de ’ETR phénoménologique sous 'approximation d’une diffusion
indépendante ont été présentées au chapitre 1 pour le cas d’un milieu hote non-absorbant. Les
coefficients de diffusion K., et d’extinction K.,; se déduisent de la fraction volumique f de
diffuseur, du rayon a des diffuseurs sphériques et passe par le calcul des sections efficaces de
diffusion Cy., et d’extinction Ce,y par les formules:

f

Ke:rt — 4—30€It1 (III].)
gﬂ'a
_f
Ko = 7—Cica. (I11.2)
gﬂ'a

Les sections efficaces de diffusion et d’extinction s’obtiennent en calculant les flux des vecteurs
de Poynting de diffusion Wy, et d’extinction Weyy respectivement a travers une surface fictive
entourant le diffuseur, puis en divisant ce résultat par I'intensité incidente:

W,

Cort = —, (IIL3)
0
W,

Coca = — (111.4)

Iy
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La surface fictive A est le plus souvent sphérique, centrée autour du diffuseur. Parce que les
champs sont transverses en champ lointain et que leurs expressions sont plus simples, le rayon
R de la sphere fictive est choisi suffisamment grand (voir Fig. II1.2). Rappelons que le vecteur

_ A
Incident -7 BN
plane e /
N\
wave Y \/
// \ Pt eRr
/ \
/ \
| R
I . |
— h P >r‘
| .
|
\ a- /
\ /
\ /
' Scattered field )/
\ N / //
N \ P 4

Fig. IIL.2 - Fluz rayonné par un diffuseur sphérique d’indice n, de rayon a baignant dans un
liant d’indice ny, éclairé par une onde plane a travers une sphére fictive A de rayon R en champ
lointain du diffuseur.

de Poynting S moyenné temporellement peut se décomposer en trois parties en tout point r en
dehors du diffuseur:

S = Sinc + Ssca + Sext- (1115)

La quantité W, est définie par:

Wabs = —/ S - eRd.A. (IH.G)
A

Le signe — est conventionnel pour que cette quantité soit positive quand de 1’énergie est absorbée
par la sphére. Tout comme le vecteur de Poynting, W, peut se décomposer en 3 termes:

Wabs = Winc - Wsca + Wext (1117)

avec
Wine = —/ Sinc . eRdA , Wsea = —I—/ Seca - eRdA , Went = —/ Sext - eRdA . (IH.S)
A A A

De méme, le signe + dans la définition de Wy, est choisi tel que cette quantité soit positive
quand de I’énergie est rayonnée par la particule soumise & un éclairement. Quand le liant est non-
absorbant, W;,. = 0 car autant de flux rentre dans la spheére fictive ne contenant pas de diffuseur
qu’il n’en sort. Par conséquent, on a:

West = Waps + Weea et aussi  Kogp = Kops + Kgeq- (I11.9)

I11.2.2 Théorie de Mie pour une sphére dans un milieu absorbant

Quand on s’intéresse au probleme de la diffusion en milieu absorbant, la premiere question que
I'on se pose est: “La théorie de Mie en milieu absorbant est-elle valablel”. La théorie de Mie,
qui a pour objet le calcul des champs diffusés par une sphére éclairée par une onde plane, est



56 CHAPITRE 11I. MODELISATION DE L’EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANT

tout & fait valable quand le milieux hote est absorbant. Les séries a évaluer dans la formulation
de Mie sont formellement strictement identiques. Par contre, I’évaluation numérique de ces séries
demande une modification des codes informatiques tout simplement parce que certaines fonctions
habituellement & valeurs réelles deviennent complexes. Une fois ces champs obtenus, comment les
exploiter pour le calcul des quantités d’échelle mésoscopique que sont les coefficients de diffusion
et d’extinctionl’

Les difficultés pour obtenir les coefficients de diffusion et d’extinction a la fin des années 70
peuvent se résumer en trois points:

e Quand le milieu hote est absorbant, les champs diffusés tendent vers 0 en champ lointain.
Wieo(R) et Weyi(R) dépendent du rayon R de la sphere fictive et tendent vers 0 en champ
lointain 2.

e Méme s'’il existe une formulation correcte de Wy, et Wy, les sections efficaces ne peuvent
pas étre définies comme sur les équations (II1.3) et (II1.4), car l'intensité incidente Iy n’est
pas constante dans l'espace. Elle décroit au fur et & mesure de la propagation le long du
diffuseur. La section géométrique du diffuseur vue par I'onde incidente n’est plus simplement
ma® car U'intensité incidente est plus importante sur le coté gauche de la sphere que sur le

cote droit (Fig. I11.3).

e Quand le milieu hote est absorbant, on a Wj,.(R) # 0 puisque le flux entrant est plus
important que le flux sortant de la sphére fictive. par conséquent a partir de (IT11.7), on a:

Went(R) = Waps(R) — Wine(R) + Wiea(R). (IT1.10)
Comment interpréter ces quantités pour obtenir une section efficace de diffusion et d’extinc-
tion d’une particulel’
Et comment calculer le coefficient d’extinction pour un milieu contenant un ensemble de

particules & partir de la section efficace d’extinction d’une particulel’

Le calcul des flux absorbés et diffusés par un systéme composé d’'un seul diffuseur ne peut pas
étre exploité pour le calcul du coefficient d’extinction moyen par un ensemble de diffuseurs quand
le liant est absorbant a priori, car I’extinction totale d’'une onde incidente due a I’absorption du
liant, I’absorption des particules et la diffusion des particules ne sont pas séparables. Il n’est par

Io(2)

N,

z

Fic. 111.3 — L’intensité incidente diminue le long de la propagation d’un diffuseur

conséquent pas possible d’évaluer les parametres de 'ETR par la procédure classiquement utilisée
en milieu non-absorbant dans le cas d’un milieu absorbant simplement en changeant I'indice réel
du milieu hote en un indice complexe. Aujourd’hui, il n’existe & notre connaissance aucune théorie

2. Mundy, Roux, et Smith (1974); Chylek (1977)
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publiée qui ait pu répondre & ’ensemble de ces questions sans que certaines hypotheses heuristiques
aient été posées.

La prochaine section résume I’état de ’art en ce qui concerne les réponses aux deux premiers
points. Nous exposerons ensuite le modele de Kuga puis celui de Fardella, introduits pour résoudre
le probleme du calcul de I’extinction dans un milieu absorbant contenant un ensemble de diffuseurs.

II1.3 Section efficace d’une particule en milieu absorbant: diffé-
rentes formulations

I11.3.1 Premiers travaux

Mundy et al. (1974) et Chylek (1977) ont été les premiers & tenter de redéfinir les sections
efficaces de diffusion et d’extinction en milieu absorbant. Dans ces deux articles, le champ diffusé
est calculé en champ lointain par la théorie de Mie. Mundy et al. (1974) calculent une expression
de We i (R) défini par (IT11.10) sous la forme:

4w (RL
_ ()\0 a) ITI’L(

Wezt(R) = I/Vezt(o)6 nh)- (IIIll)

Ces auteurs définissent la quantité W,,;(0) qui & leurs yeux permet de s’affranchir des pertes dans
la matrice puis de calculer une section efficace d’extinction due & la particule. Chylek (1977) de
son coté calcule la différence du flux d’extinction dans le cas ou il y a une particule, et le cas
ou n’y a pas de particule, a travers une sphere fictive en champ lointain, mais il ne donne pas
d’expression de section efficace.

En considérant I'expérience classique de la mesure de l'extinction par Van de Hulst?® (voir
Fig. 111.4), il est possible de définir une section efficace d’extinction de la particule uniquement.
L’extinction est responsable de latténuation du flux total se propageant dans la direction du

Incident
plane /
wave
—
\ Detector

o .

s ny Tp —_— =
—

Scattered ﬁel\d\
- \

Fia. 111.4 — Le coefficient d’extinction peut étre obtenu par la mesure AU de la différence des fluzx
recu par le détecteur dans le cas ou il n’y a pas de particule et quand il y a en a une.

faisceau incident. En mesurant AU la différence du flux recu par un détecteur placé a distance
finie introduite par le diffuseur, on en déduit la section efficace d’extinction. Bohren et Gilra (1979)
ont étudié cette méthode dans le cas ou le liant est absorbant. Ils montrent que 'on peut définir
une section efficace d’extinction due & la particule uniquement telle que

AU

Iinc,D

Cezt,p = s (11112)

3. van de Hulst (1949); van de Hulst (1981); Bohren et Huffman (1983)
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olt I, p est I'intensité incidente sur le détecteur. Notons qu’aucune approximation n’est nécessaire
par cette méthode. Ils montrent que I'extinction d’une particule en milieu absorbant est fortement
augmentée par rapport au cas d’une particule dans un milieu non-absorbant. Ces auteurs ne
disent rien sur le coefficient d’extinction totale pour un ensemble de particules qui tienne compte
de lextinction due au liant. Supposons que le coefficient d’extinction puisse étre séparé en deux
contributions: celle due aux particules, et celle due a I'absorption du liant. Sous ’approximation
d’une diffusion indépendante valable pour une faible fraction volumique, on se rend compte que
I’augmentation de 'extinction due uniquement aux particules reste faible devant I'extinction due a
I’absorption du liant. La raison est que I’augmentation de la section efficace d’extinction en milieu
absorbant que calculent Bohren et Gilra (1979), nécessite un milieu hote fortement absorbant,
tellement absorbant que la contribution & l'extinction est principalement due au liant rendant
Ierreur de I'extinction par les particules relativement peu importante. Toutefois, ce raisonnement
n’est probablement plus valable pour de fortes fractions volumiques.

I11.3.2 Calcul des flux a la surface d’un diffuseur sphérique en milieu absorbant

Incident
plane
wave R=a 4\ Ap/
L T
"o .a \}%

Scattered field

Fic. IIL5  Fluz rayonné par un diffuseur sphérique d’indice ny, de rayon a baignant dans un liant
d’indice ny, éclairé par une onde plane a travers une sphere fictive A, de rayon R = a

Le modele de Bohren et Gilra (1979) ne permet pas de calculer la section efficace de diffusion
d’une particule en milieu absorbant. Fardella et Berthier (1994) et Fardella (1995) ont eu I'idée
les premiers de calculer les flux Wy, et Wey a travers la surface du diffuseur A,, plutot que de
les calculer & travers une sphere fictive en champ lointain (voir Fig. I11.5):

Wine = —/ Sinc.erdA , Wyeo = +/ Ssca-€eRdA , Wey = —/ Sext-erdA . (111.13)
A

‘AP P 'AP

Remarquons que quand le milieu hote est non-absorbant, on peut choisir n’'importe quelle forme de
surface fictive fermée qui englobe le diffuseur car il y a conservation du flux. On peut en particulier
choisir la surface du diffuseur comme surface d’intégration. De cette maniere est obtenu exactement
le flux We;4(0) soustrait de ’absorption du liant, qu’essayait de calculer approximativement Mundy
et al. (1974). Différents auteurs® ont par la suite publié des résultats identiques de W (0).

4. Quinten et Rostalski (1996); Lebedev, Gartz, Kreibig, et Stenzel (1999); Fu et Sun (2001); Sudiarta et Chylek
(2001b); Yang, Gao, Wiscombe, Mishchenko, Platnick, Huang, Baum, Hu, Winker, Tsay, et Park (2002)
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I11.3.3 Plusieurs définitions de la section efficace de ’extinction en milieu ab-
sorbant

Revenons sur le probléeme du calcul de la section efficace d’extinction Cpy;; d’une particule a
partir de W,,;. Dans le cas non-absorbant, la section efficace s’obtient par:

Wext

Cext = IU

(IT1.14)

ou Iy est l'intensité incidente. Dans un milieu absorbant, I'intensité incidente décroit exponen-
tiellement le long de sa propagation. Par conséquent il faut définir dans quel plan de 1'espace
Iintensité incidente vaut Iy. On peut par exemple écrire:

I(z) = Ipe™?* (I11.15)

avec Iy I'intensité incidente au centre de la spheére et:

47
B =—Im(ny). (II1.16)

Ao
La section géométrique vue par 'onde incidente est modifiée par cette décroissance. Mundy et al.
(1974) ont été les premiers a essayer de redéfinir la notion de section géométrique vue par un flux
décroissant pour le cas appliqué au cas d’un milieu absorbant. En fait, ¢’est plutot la notion d’effi-

a

L
)

FiG. 111.6 — Notations pour la définition de la section géométrique apparente en milieu absorbant.
En fongé est dessinée une section circulaire de rayon r(z) de la sphére dans un plan ou l'intensité
incidente est constante.

cacité Q..+ de diffusion ou d’extinction qui est redéfinie. Dans un milieu non-absorbant I'efficacité
d’extinction se définit par:

Wea}t
IO C’geo

Qeat = (I11.17)

ou Cyep = ma® est la section géométrique du diffuseur sphérique. La section géométrique d’une
sphere dans un milieu absorbant peut étre définie par Cye, = na’F (Mundy et al. 1974) avec F
un facteur de correction défini tel que:

o1 /0 I(2)nr?(2)dz, (IT1.18)

- 2
Iyma* J_,

avec 7(z) = Va? — 2% (voir Fig. I11.6). En insérant I11.15 dans II1.18, on obtient:

2
J [1 + (Ba — 1) . (111.19)
(Ba)?
Remarquons que dans un milieu non-absorbant § = 0 et F' se réduit a la valeur unité pour que
la nouvelle définition de la section géométrique soit cohérente avec I'ancienne. Dans la formule
(IT1.19) de Mundy et al. (1974), F > 1, ce qui veut dire que la section efficace géométrique est
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plus grande dans un milieu absorbant que dans un milieu non-absorbant. La raison évoquée par
les auteurs est que le flux incident est plus grand a I’entrée du diffuseur qu’au centre et que par
conséquent, le flux capté par le diffuseur est plus important que celui qui aurait été capté par le
diffuseur en milieu non-absorbant. L’expression de F' (I11.19) dépend en quel point Iy prend sa
valeur. Par exemple, si 'intensité incidente est définie telle que

I(z) = Iye Bz=%) (111.20)

avec Iy = I(zg), on obtient une nouvelle expression du facteur de correction:

2
F= Weﬂzo 1+ (Ba —1)eP]. (I11.21)
Il n’y a pas a priori de raison évidente de prendre zg = 0. Par exemple, si un diffuseur ne possede
pas de centre, la question du choix de zy se pose d’emblée et n’a pas de réponse évidente. Ce
probléme est aussi remarqué par Yang et al. (2002).
Deés lors que l'expression de la section géométrique d’un diffuseur est connue, l'efficacité et la
section efficace d’extinction s’obtiennent par les formules suivantes:

Wea}t
— 111.22
Qext Ig?Ta2F’ ( )
Wext
C = —. 111.23
ext IOF ( )

Cette nouvelle définition est une tentative intéressante, mais difficile a justifier rigoureusement
comme nous 'avons vu. Certains auteurs ont utilisé d’autres expressions que l'on résume dans le
tableau III.1.

Expressions de F Utilisé par
F=1 Lebedev et al. (1999)
F =¢Pe Fardella et Berthier (1994)

Quinten et Rostalski (1996)
Mundy et al. (1974)

F =225 [1+ (Ba—1)eP] Fu et Sun (2001)

Sudiarta et Chylek (2001b)

Sudiarta et Chylek (2001a)
Yang et al. (2002)

TaAB. I11.1 — Plusieurs définitions de la section efficace de diffusion en milieu absorbant

Sudiarta et Chylek (2001a) montrent que lefficacité d’extinction Qe,; d’une particule telle
qu’elle est définie par (II1.22) avec le facteur de correction (II1.19) de Mundy et al. (1974) tend
vers 1 dans un milieu absorbant quand le rayon tend vers l'infini, alors qu’elle tend vers 2 quand
le milieu hote n’est pas absorbant. La valeur 2 est due a la contribution d’une part de la section
géométrique et d’autre part a la diffraction®. Les auteurs pensent que le terme di a la diffraction
devient nul pour des particules de rayon tres grand devant la longueur d’onde et que seul le
terme di a la section géométrique est conservé. Nous pensons que la notion de section efficace
ou d’efficacité d’extinction d’une particule n’a tout simplement pas de sens en milieu absorbant
et que, par conséquent, elle conduit a des résultats qui semblent difficiles & interpréter quand le
rayon d’une particule tend vers l'infini.

La seule question qui nous intéresse ici est comment rendre compte de latténuation d’un
faisceau se propageant dans un milieu absorbant qui contient de nombreux diffuseurs. Autrement

5. Une discussion physique de ce paradoxe est exposée dans le livre de (Bohren et Huffman 1983).
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dit, que valent les coefficients de diffusion, d’extinction et la fonction de phase pour un ensemble de
diffuseurs en milieu absorbant. Dés lors on pourra modéliser la diffusion multiple par une équation
de transfert radiatif.

I11.4 Coefficient d’extinction: modeles phénoménologiques

I11.4.1 Approche de Kuga

Pour modéliser la diffusion d’ondes électromagnétiques de longueur d’onde millimétrique dans
de la neige, Kuga et al. (1991) adoptent une approche radiative. La neige est supposée étre compo-
sée de particules de glaces plongées dans un milieu hote lui-méme composé en partie d’eau liquide
et d’air. Ce liant composite est, d’'une part absorbant, et d’autre part supposé homogene a ces
longueurs d’ondes millimétriques beaucoup plus grandes que les inhomogénéités.

Pour calculer heuristiquement le coefficient d’extinction total, Kuga et al. (1991) ont eu I'idée
de le séparer en deux contributions:

4
Kewt = A—UnZ(l—f)JrKezt,p (I11.24)
Kseo = Ksca,p (11125)
Kseq
w = I11.26
Kea;t ( )

ot Kegip et Ko p sont les coefficients d’extinction et de diffusion calculés par un modele quel-
conque® en supposant toutefois que le liant est non-absorbant. Dans I'expression (I111.24), la pre-
miere contribution a I'extinction est I'absorption du flux dans le liant; la seconde contribution
est due a l'absorption et a la diffusion par les particules. Sous 'approximation d’une diffusion
indépendante, les expressions (I11.24), (II1.25) et (II1.26) deviennent:
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Keyt = )\—HZ(l - f) + 7 / 3Cext,p (11127)
0 §7ra
Kqeq %Om,p (I11.28)
§7ra
Ksca
w = < 111.29
Kea;t ( )

ot Cegtp et Cyeqp sont les coefficients d’extinction et de diffusion calculés par la théorie de Mie
en milieu non-absorbant.

Pour comprendre le raisonnement de Kuga pour établir les formules (I11.27), (I11.28) et (II1.29),
considérons respectivement deux cas limites du matériau: tout d’abord, le cas d’un milieu homo-
gene absorbant, puis le cas d’un milieu liant non-absorbant contenant des diffuseurs sphériques
disposés aléatoirement dans l'espace. L’amplitude A d’une onde plane qui se propage dans un
milieu homogene d’indice n,, = nj + inj absorbant, s’atténue exponentiellement selon la formule

_2mn
A = Age """ i z est la direction de propagation de 'onde et Ay 'amplitude en 2 = 0. Donc, le
_amn
flux I s’atténue selon la formule I = Iye """ ou I est le flux incident en z = 0. Par conséquent,
dans le cas d’'un milieu homogéne absorbant, le coefficient d’extinction Kz et le coefficient de

diffusion K., s’écrivent:

r
—nN
Ao P
Ko = 0 (II1.31)

Koyt = (111.30)

6. Que ce soit un modele qui prenne en compte de la diffusion dépendante ou pas. Kuga, Ulaby, Haddock, et
DeRoo (1991) utilisent le modele QCA (Tsang et Kong 2001; Tsang et al. 1985) pour calculer I'extinction et la
diffusion par des particules de glace dans un milieu non-absorbant.
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Considérons maintenant le cas d’un milieu non-absorbant contenant des diffuseurs sphériques de
rayon a absorbant ou non. En régime de diffusion indépendante, les coefficients d’extinction et
de diffusion sont linéaires avec la fraction volumique f de particules, et dépendent des sections
efficaces d’extinction C,,; et de diffusion Cy., classiques d’une particule plongée en milieu non-
absorbant selon les expressions (I11.32) et (II1.33) que l'on réécrit:

Koy = %Cm (I11.32)
§7Ta

Koy = —4f Cica (IT1.33)
§7Ta

Ainsi, dans le cas plus général d’un milieu absorbant dans lequel baignent des diffuseurs indépen-
dants, Kuga suppose que 'on peut écrire les coefficients d’extinction, de diffusion et 'albédo selon
les expressions (II11.27), (I11.28) et (I11.29). L’extinction due & 'absorption du liant est corrigée
d’un facteur (1 — f). Le raisonnement pour 'introduction de ce facteur est le suivant: puisque la
proportion de matiere absorbante a diminué par la présence des diffuseurs contenus dans le milieu
en raison d’une fraction volumique f, alors 'absorption devrait par conséquent diminuer d’un
facteur (1 — f) selon Kuga. Dans le second terme di & la diffusion et absorption des particules,
la section efficace d’extinction (de méme que la section efficace de diffusion) d’une particule est
évaluée comme si la particule était placée dans un milieu hote non-absorbant d’indice Re(ny,). 11
y a au moins deux raisons qui conduisent a penser que la formulation de ce deuxiéme terme est
une approximation. Premierement, les champs rayonnés par les sphéres doivent étre modifiés par
le simple fait que la sphére est entourée par un milieu héte d’indice complexe. Par conséquent, les
conditions de continuité des composantes tangentielles des champs sont modifiées. Deuxiément,
I’amplitude de I'onde incidente décroit le long de la particule au cours de sa propagation, ce qui
modifie encore les conditions de continuité des champs. Ces effets sont-ils importants ou non par
rapport a I'absorption du liantI’

Dans la formule de Pextinction (II1.27), le seul couplage entre 'absorption du liant d’une part
et la diffusion et I'absorption des particules d’autre part, provient du terme (1 — f). On peut
s'interroger sur la validité d’une telle correction. Nous allons montrer que, cette loi n’est pas
correcte dans la limite des tres petits diffuseurs devant la longueur d’onde.

Dans la limite du cas statique (encore appelé régime d’homogénéisation) qui peut s’appliquer
quand les objets sont supposés treés petits devant la longueur d’onde (quand la diffusion est négli-
geable), la formule de Kuga tends vers:

Kt = ~Znf(1- f) (I11.34)
Ao
quand les diffuseurs sont non-absorbants. La dépendance de I'extinction de Kuga avec la fraction
volumique est linéaire. On peut comparer ce résultat a une théorie de milieu effectif (Berthier
1993) car le mélange de tres petites particules non-absorbantes dans un milieu absorbant peut
étre considéré comme un milieu effectif homogene (il n’y a pas de diffusion) d’indice n, 7. On peut
calculer 'indice effectif du milieu composite et en déduire le coefficient d’extinction:

Neff = +/Ceff (IH.35)

47
Koy = )\—Olm(neff) (T11.36)

ol €.ry vérifie 'équation suivante de Bruggeman (1935) valable pour un systeme 3D avec des
inclusions sphériques.

€h — Ceff €p — Ceff
— (1 - + ——f=0 1I1.37
6h+266ff €p+266fff ( )
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ou €, = ng et e, = n,% sont les permittivités respectives de la particule et du milieu hote. La
solution de cette équation est:

(2en — e+ 3F (ep — en)) + 1/ 2en — e+ 3F(ep — en)]? + Beney
Ceff = v (IT1.38)

Par exemple, prenons le cas d’un milieu héte absorbant d’indice ny, = 1.46+14+0.03 contenant des

0.03 0.03

0.03
0.028 0.028 o 0275
0.026 0.026
0.024 0.024 0.025
0.022 0.022 0.0225

0.1 0.2 0.3 0 0.5 0.1 0.2 0.30.4N.0.5 0.1 0.2 0304 \0.5
0.018 0.018 0.0175
0.016 0.016 0. 015

(a) n, =2.21 (b) n, =3.21 (c) mp =4.21

Fia. II1.7  Partie imaginaire de l'indice effectif (en régime d’homogénéisation) en fonction de
la fraction volumique de particules pour différents indices de particules m, dans un milieu hote
d’indice np, = 1.46 4 10.03 calculée par le modéle de Bruggeman pour des inclusions sphériques.
La ligne droite est le résultat obtenu par le modéle de Kuga: In(np)(1 — f)

particules non-absorbantes pour différents indices. La comparaison présentée sur la figure (I11.7)
entre le terme employée par Kuga I'm(nh)(1— f) et la partie imaginaire de I'indice effectif montre
un désaccord important qui s’accentue avec le contraste d’indice. La diminution de ’absorption du
milieu moyen est trop fortement évaluée dans le terme de Kuga. Pour n, = 4.21, I'absorption du
milieu a méme tendance & augmenter avec la fraction volumique contre toute attente. Rappelons
que cette petite étude n’est valable que pour des particules suffisamment petites pour que la
diffusion soit négligeable. Nous nous gardons bien de conclure sur une quelconque dépendance de
Pabsorption du systéme avec la fraction volumique de particules pour le cas général (par exemple
pour le régime de diffusion de Mie) qui n’a rien d’évident a priori.

Finalement les approximations nécessaires a 1’établissement de la formulation de Kuga peuvent
se résumer en 4 points:

e Im(ny) << Re(ny) pour que les conditions aux limites sur le diffuseur soient peu modifiées;

e Im(kp)a << 1 pour que l'onde incidente ne s’atténue pas trop fortement le long d’'un
diffuseur;

e f << 1 pour que les effets de diffusion dépendante soient négligeables;

. |Z—Z — 1| << 1, pour que le contrast d’indice soit faible et que le facteur en (1 — f) soit correct
ne serait-ce dans le cas d’un régime statique.

L’étude numérique présentée dans la section IV.3 aura pour objectif d’évaluer la limite de validité
du modele de Kuga. Dans le cas vérifiant les deux premiers points (c’est a dire pour un milieu
peu absorbant), la section efficace d’extinction de la particule devrait étre correctement calculée.
Par contre, l'extinction due au liant est mal calculée lors d’un fort contraste d’indice entre les
particules et le liant. Nous pensons que le premier terme de la formule de Kuga contribue & une
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erreur plus importante que le second terme. Par conséquent, de maniere phénoménologique, la
formulation suivante devrait étre plus réaliste.

_47T "

3

Ao smal

o g(f) est une fonction réelle & déterminer qui dépend du contraste d’indice entre les particules
et le liant et de la taille des particules.

Notons que dans l'article de Bruscaglioni et al. (1993), les auteurs supposent que le coefficient
d’extinction peut s’écrire, avec une hypothése de diffusion indépendante, sous la forme suivante:

47
Kezt - A—n%—l—%@;xt,p (11140)
0 §7ra

Ol Cegtp est la section efficace d’extinction due a la particule en milieu absorbant telle qu’elle
est définie par Bohren et Gilra (1979) décrit précédemment (Eq. I11.12). Il n’y a pas de terme de
couplage en (1 — f) comme dans la formule de Kuga. En regard de nos conclusions, on ne peut
pas affirmer que cette formulation soit plus réaliste que celle de Kuga. Son intérét est d’inclure
la section efficace d’extinction de Bohren et Gilra (1979) du diffuseur en milieu absorbant, ce qui
n’était pas proposé par la formule de Kuga.

Pour le chapitre IV, nous avons adapté dans I'annexe D la formulation de Kuga pour un systeme
2D contenant des diffuseurs cylindriques infinis.

I11.4.2 Approche de Fardella

Les idées de Fardella sont décrites en détail dans la these de Fardella (1995) et dans un article
de conférence (Fardella et Berthier 1994). L’apport essentiel est de permettre d’obtenir a la fois
le coefficient d’extinction et le coefficient de diffusion en évitant le passage du calcul des sections
efficaces.

Des rapports de flux d’énergie geys et ¢seq sont définis:

Geat = % , Gsca = % , Qabs = IJV/jSZ . (I11.41)
La conservation de I’énergie pour une sphére s’exprime par:
Wabs = Wine — Wsea + Weat (111.42)
Par conséquent, on a:
Jsca + Gabs = 1 + Geat (II1.43)

Plutot que de raisonner uniquement sur une sphere plongée dans un liant absorbant, Fardella
propose de réaliser un bilan d’énergie sur une couche diffusante d’épaisseur infinitésimale (voir
Fig. II1.8) de taille mésoscopique contenant une petite assemblée de particules. Il exploite par
ailleurs les expressions des flux (définis par 111.13) Wy, Wieq €t Weyy & travers la surface d’une
sphere, calculées sans approximations. L’intensité incidente décroit le long de la couche d’épaisseur
dx, par la formule suivante:

dl(z) = —Keyl(x)dx (111.44)

L’énergie perdue par 'onde collimatée a cause de la couche de surface S est dI(z)S. Si la couche
ne contient pas de particules, I’énergie perdue est:

dl(z)S = —pI(x)Sdz (T11.45)
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Fig. 111.8 — Couche d’épaisseur dx et de surface S contenant des diffuseurs sur laquelle un bilan
d’énergie est calculé

On suppose que la couche contient N particules et que la diffusion est indépendante. L’énergie
absorbée et diffusée par les N spheres est (Wyeq + Wyps) N. L'énergie qui aurait été absorbée par
N spheres de méme rayon mais constituées de la matiere du milieu hote est W;,.N. Ce terme est
retranché au précédent sans justification rigoureuse tout comme dans le modeéle de Kuga. Ainsi
Fardella écrit un bilan d’énergie global:

dI(z)S = —BI(z)Sdx — [(Wieq + Waps) — Wind] N (IT1.46)

Le volume d’une particule est v, = %ﬂa3, donc la fraction volumique de particule dans le volume
Sdzx est:

(Y
— N2 111.47

En utilisant les équations (II1.41) (I11.44) et (II1.47) dans II1.46, on obtient:

W.
Koy = (1 + erxt %g;) (11148)

Hespel (1999) montre que le rapport “//Zlg; ~ 1 tant que la longueur d’absorption est petite devant

la taille de la particule. Remarquons par ailleurs que cette hypothese était déja posée implicitement
lors du bilan d’énergie sur la couche puisque l'intensité est supposée constante sur I’épaisseur dx
de la couche. Par conséquent, le coefficient d’extinction devient ”:

Kezt = B(1 + fqext) (I11.49)

Cette méthode contourne le probleme de la définition d’une section efficace en milieu absorbant
au prix d’une approximation finalement identique a celle qui est faite par certains auteurs quand
on écrit Coyy = Wfozf en milieu absorbant ou Iy est supposé constant le long de la particule pro-
bleme. Quand I'absorption du liant tend vers 0, K., tend vers la solution classique du coefficient
d’extinction en milieu non-absorbant sous 'hypothése d’une diffusion indépendante.

Fardella obtient aussi par son modele le coefficient de diffusion pour finalement calculer ’albedo.

Kezt = /3(1 + erzt) (IH.50)
Kso = Bfasea (HI.51)
w — Ksca —_ fQSCa (11152)

Kyt (1 + Qea;t)

Remarquons que le coefficient d’extinction peut se mettre sous une forme comparable a celle
donnée par Kuga:

(I11.53)

Kew = B(1— )+ 18 (M)

Winc

7. Formule établie & 'origine par Fardella (1995)
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Quand on compare la formule de Kuga (Eq. I11.27) & celle de Fardella, on s’apercoit que les
différences obtenues sont relativement faibles. On s’attend & une différence importante quand
Pabsorption augmente, mais le terme d’absorption du liant 5(1 — f) qui est identique dans les
deux formulations, devient prépondérant devant ’extinction due a la particule. Des différences
entre Kuga et Fardella sur le coefficient de diffusion ne s’observent que quand I’absorption du
liant est tres importante, i.e. quand l'albedo est petit. Une comparaison entre les deux modeéles
est présentée pour le cas des cylindres en milieu absorbant en annexe D. La forme de ’absorption
du liant en (1 — f) est heuristique dans les deux formulations.

I11.4.3 Approche de Yang et al.

Nous sommes en accord avec deux points concernant les idées d’un récent article (Yang et al.
2002).

e Ils estiment que les sections efficaces de diffusion et d’extinction de la particule calculées
en champ proche (qu’ils nomment propriétés de diffusion inhérente) ne peuvent pas étre
utilisées directement pour le calcul des coefficients de diffusion et d’extinction d’un ensemble
de particules.

e [Is préferent exploiter la valeur des champs diffusés en champ lointain qu’ils définissent
comme les propriétés de diffusion apparente.

Le coefficient d’extinction est calculé selon ces auteurs par la formule suivante qui n’est pas
plus justifiée que celle de Kuga:

Koyt = B+ Kegtp (IT1.54)

ou Kz p est le coefficient d’extinction da aux particules uniquement défini par:

f

Kezt,p = i3 Cext,p (11155)

3

avec Cegy p, la section efficace d'une particule telle que:
Oea:t,p = Oabs + Osca (11156)

ol o4ps est une expression obtenue en calculant les flux en champ proche de la sphére comme
Sudiarta et Chylek (2001b), tandis que o4, est calculé par les flux diffusés intégrés en champ
lointain renormalisés & cause de 'atténuation dans le liant absorbant. Une expression identique
de 0g¢q se trouve dans l'article de Mundy, Roux, et Smith (1974). Une fois de plus ce modeéle est
phénoménologique.

IT1.5 Coefficient d’extinction en milieu a pertes par la théorie de
la diffusion multiple

Plutot que de tenter de définir une section efficace d’extinction en milieu absorbant pour
trouver le coefficient d’extinction, nous montrons que I'on peut contourner le probléme en calculant
directement le coefficient d’extinction en appliquant la théorie de la diffusion multiple. L’idée
est tres simple. Nous avons vu au chapitre II que I’équation de Dyson justifie en toute rigueur
I'existence d’un indice effectif n. s pour un champ cohérent dans tout milieu diffusant, absorbant
ou non. Or le coefficient d’extinction et I'indice effectif sont simplement reliés par:

47

Kext = )\_0

Im(nesy) (IT1.57)
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Partie imaginaire de l'indice effectif et coefficient d’extinction sont donc une seule et méme chose.
L’indice effectif est relié au nombre effectif k.;; etau nombre d’onde dans le vide par la relation
kepr = megrko, et le nombre d’onde effectif est reliée a 'opérateur de masse par la relation:

kopp = ki + 2 (kesy) (I11.58)

La difficulté est maintenant de calculer 'opérateur de masse en fonction des parametres du milieu.
Une expression générale de 'opérateur de masse pour le cas des diffuseurs aléatoirement disposés
dans l'espace est donnée au chapitre II. Nous verrons que sous l'approximation des diffuseurs
non-corrélés®, I'indice effectif a une expression analytique (approximation de Foldy-Twersky )
qui s’obtient sans aucun probleme majeur. L’une des forces de la théorie de la diffusion multiple,
est qu’elle offre un cadre formel et rigoureux adapté au probleme de la diffusion dépendante quand
le systeme comporte de fortes fractions volumiques de particules diffusantes.

L’approximation qui prend en compte le premier terme corrélé dans 'opérateur de masse est
appelée Papproximation de Keller (1964). Ce modele n’est justifié par 'auteur que pour des ondes
scalaires et des diffuseurs ponctuels trés petits devant la longueur d’onde. On peut I’étendre
heuristiquement au cas de diffuseurs de Mie. D’ailleurs, des comparaisons entre des mesures ex-
périmentales du coefficient d’extinction pour un milieu contenant des particules de latex dans de
I’eau éclairé par un laser dans le rouge, et le modele de Keller, montrent un bon accord pour des
particules de taille proche de la longueur d’onde (Hespel et al. 2001) quand le milieu diffusant est
non-absorbant. Nous avons par conséquent adapté le modele de Keller en milieu absorbant pour
prendre en compte un effet de diffusion dépendante.

La théorie de la diffusion multiple est décrite au chapitre II. Nous avons particulierement
détaillé les notions et les notations nécessaires a ’étude du champ moyen (ou champ cohérent)
valable pour un milieu contenant des diffuseurs aléatoirement disposés dans un milieu hote, qu’il
soit absorbant ou non.

II1.5.1 Relation entre opérateur de diffusion t et la matrice de diffusion S de
Mie pour un diffuseur sphérique

Dans la théorie de la diffusion multiple présentée au chapitre 11, 'opérateur de masse ) est
développé perturbativement en fonction de 'opérateur t de diffusion d’une particule qui relie le
champ total au champ incident par la relation (en notation):

E = Ej+ Gi1tE;, (11159)

La théorie de Mie ne fournit pas t, mais la matrice de diffusion S. Le but de ce paragraphe est
d’établir le lien entre t et S en milieu a pertes.
Comme le champ total est la somme du champ incident et du champ diffusé:

E= Einc + Escaa

le champ diffusé est explicitement:

<>
Ejo(r) = / Gy (r—1') ¢ (¢, t") B (") dPr' dPr”. (I1L.60)
Pour le calcul de la transformée de Fourier directe et inverse de t nous avons choisi la convention
suivante:
¥ k., k") = / ¥ (r', r")e KT KT g3y gy (IT1.61)
Ed ’ " (: ' m ik'r! —ik" ¢! d3kl d3k”
= k'. k — I11.62
L) = [ e S (111.62)

8. L’approximation des diffuseurs non-corrélés est équivalente a ’approximation de la diffusion indépendante
9. Foldy (1945) et Lax (1951)
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Quand un diffuseur possede une forme simple, comme par exemple une sphere, il est utile de
calculer I'opérateur directement en exploitant le résultat de la théorie de Mie. Pour cela, on peut
prendre pour définition de t la relation (II1.60). Le plan incident et le plan de diffusion ainsi que

Ur

s

Y

Scattering plane

Fic. I11.9  Définition du plan de diffusion de Bohren et Huffman.

leurs angles unitaires associés, sont définis par la Fig.I11.9 et les relations suivantes:

u_j = singux — cosPuy = U_5  U|; = sindux + sinduy = sinfuy + cosbu,

U_j X U)j = Uyg U s X Ujs = Ur
Les champs incident et diffus peuvent s’exprimer dans la base de Bohren et Huffman:

Einc = Eje;+E e (II1.63)
Esca = Ejses+ E_se_s. (I11.64)

Comme le vecteur d’onde incident ki, = (0,0, k) est orienté selon z, le champ incident est de la
forme:

Einc = Boe™* ' = (Ey e + Ey_e_) 127, (I11.65)

ou Ey et Ep sont les amplitudes des composantes du champ incident en r = 0 pour les po-
larisations paralléle et perpendiculaire au plan de diffusion. Avec ces conventions, la matrice de
diffusion S, telle qu’elle est définie par Bohren et Huffman (1983) ou van de Hulst (1981), relie les
champs diffusés dans le domaine du champ lointain, et le champ incident par:

ezklr

Esca = Sk, (6)Eq (111.66)

—ikﬂ"
ou l'indice k1 en dessous de la matrice S indique pour quel nombre d’onde elle doit étre calculée
et ou cos(f) = u, - u,. La relation (I11.66) est toujours valable quand k; est complexe, et S,
est calculable numériquement trés aisément. On peut pour cela utiliser le code que 'on trouve
dans le livre de Bohren et Huffman (1983) qu’il faut toutefois adapter au cas ou I'indice du liant
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est complexe. Aucun probleme mathématique ni numérique n’a été remarqué pour le calcul de la
matrice S, autre que ceux habituellement rencontrés dans le cas d’un milieu hote non-absorbant.

Montrons que 'opérateur de diffusion dans ’espace des k en champ lointain est relié a la matrice
de Mie. Dans le cas d’un milieu hote non-absorbant, il existe une démonstration semblable (Frisch
1968; Ishimaru 1978b). Si on inseére I'expression asympotique du tenseur de Green en champ
lointain (Eq. A.25) et la forme du champ incident (Eq. II1.65) dans I’équation (II1.60), alors on
obtient:

E (I‘) _ eiklr AH efiklur-r’dSr/ ? (I‘/ r//)eikluzr”E d3 " (III 67)
sca - Anr T y oar .
eile ~ (:
= ATt (klu,.,kluz)Eg (11168)
4dmr

Remarquons que dans un milieu absorbant, le nombre d’onde k; est complexe. La transformée
de Fourier avec un argument complexe n’est pas rigoureusement une transformée de Fourier. I1
s’agit plus précisément d’une transformée de Laplace (Petit 1991). Mais t dans Iespace des k est
correctement défini, car le support de t dans I'espace réel est borné au volume de la particule.
Par comparaison des équations (II1.68) et (II1.66), on peut identifier 'opérateur de diffusion et la
matrice de diffusion de Mie.

& 5 147 Sy, (0
Art (krug, kiuy) = % (IIL.69)
Dans le cas particulier de la direction avant (6 = 0),
& 147 S, (0
t (ky k) = R Wk’“( ) (I11.70)
1

Limite de 'opérateur de diffusion pour des particules trés petites devant la longueur
d’onde

Afin de vérifier la validité de cette relation en milieu absorbant, nous allons 'appliquer au cas
des petites particules et comparer ’expression obtenue a celle que nous avons montré au chapitre
II. On peut calculer 'opérateur de diffusion pour une particule tres petite devant la longueur
d’onde par deux méthodes différentes. Une premiére méthode consiste a utiliser le développement
limité de S(0) quand le rayon de la particule tend vers 0 puis utiliser la relation (II1.70) . On peut
aussi évaluer directement ’'opérateur de diffusion a partir de sa définition comme nous I’avons fait
dans la section I1.5.2 du chapitre II. La comparaison des deux résultats doit étre identique. Cela
permet de vérifier la validité de la relation (II1.70) dans ce cas limite. Dans la direction avant, on
a (Bohren et Huffman 1983):

m?2—1
m2 4 2

Sk, (0) = —iz? + O(z") (I11.71)

ol z = kija << 1 est le parametre de taille et m = Z—Zl’ est le rapport d’indice des particules par
rapport au milieu hote. On obtient sans difficulté 'expression de 'opérateur de diffusion d’une
particule a partir de (II1.71) et (IIL.70):

~ 9
. s W™ €y — €1

lim ky, ki) = 4dma’ = L2 — I11.72
%1 L t (ki,k1) Ta 2 - 26161 ( )

11 est réconfortant de retrouver 'expression (I1.75) démontrée précédemment.
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I11.5.2 Diffusion indépendante en milieu absorbant: approximation de Foldy-
Twersky généralisée

Nous avons vu au chapitre II que 'approximation de Foldy-Twersky de I'opérateur de masse
peut s’écrire selon 'expression suivante.

> = 0
Opérateur de masse pour une distribution trés diluée de diffuseurs (T11.73)

En utilisant la relation entre la permittivité effective et l'opérateur de masse (II1.58) et ap-
proximation de Foldy-Twersky (II1.73), on obtient une expression de la permittivité effective en
fonction de 'opérateur de diffusion d’une particule et de la fraction volumique f.

fot (ki ky)

€ =€ +
eff ! %mﬁ k2

(IT1.74)

Si on utilise maintenant la relation entre I'opérateur de diffusion d’une particule et la matrice de
diffusion S de Bohren et Huffman (II1.70), on obtient

. f 1 4nS,(0)
_ — I11.75
Ceff =1t %mﬁ ki ki ( )
Le coefficient d’extinction s’obtient immédiatement par:
47
Kepr = )\—UIm(,/eeff) (IT1.76)

L’indice k1 en dessous de la matrice de diffusion indique que S doit étre évaluée pour le nombre
d’onde k; dans le milieu hote absorbant. La relation (II1.75) constitue un résultat central. Il
généralise le modele de Foldy-Twersky (Le nom du modeéle change selon les auteurs !°) au cas des
diffuseurs plongés en milieu absorbant.

Tant que la diffusion peut étre supposée indépendante, cette formule du coefficient d’extinction
est rigoureuse. Aucun concept phénoménologique contrairement aux autres modeéles présentés dans
la littérature n’a été nécessaire a son établissement. Le probleme théorique du calcul du coefficient
d’extinction en milieu absorbant est donc résolu sans ambiguité. Cela n’implique pas qu’il y ait
de tres fortes différences entre les prévisions des modeles de Kuga et de Foldy-Twersky généralisé.
Des comparaisons entre les deux modeles présentés a la fin du chapitre montrent un désaccord qui
dépend du rapport d’indice particule sur liant. Si ce rapport est faible, les différences s’observent
essentiellement pour des parameétres de taille de particules tels que les particules sont en résonance
de Mie. Si ce rapport est fort, treés peu de différences sont obtenues, sauf pour des parametres de
taille tres petits tels que le régime de diffusion soit proche du régime d’homogénéisation. Nous

savions déja que le modéle de Kuga n’est pas correct dans ce régime.

10. Dans son article, Foldy (1945) donne une expression de la permittivité effective pour le cas de diffuseurs petits
devant la longueur d’onde. Puis Lax (1951) I'a généralisé par une méthode rigoureuse pour des diffuseurs de taille
quelconque. La formule devrait par conséquent s’appeler la formule de Foldy-Lax. Mais certains autres auteurs
comme Ishimaru (1978b) ’a dénomme formule de Foldy-Twersky.
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Limite de Foldy-Twersky généralisé pour des particules sphériques trés petites: ré-
gime d’homogénéisation et prémisses de la diffusion

Pour une fraction volumique fixée, quand le rayon des particules tend vers 0, la permittivité
effective tend vers:

€p — €1
— " I
ceff = €1+ 3fe P (IL.77)

Si les particules et le liant sont non-absorbants, la permittivité effective est réelle. Par conséquent
le coefficient d’extinction est nul.

Keogr =0 (111.78)

Ce régime est appelée régime d’homogénéisation. Remarquons que I'on retrouve la formule de la
permittivité effective qu'obtenait Maxwell-Garnet (1904) dans le régime d’homogénéisation pour
une faible fraction volumique de diffuseur e,:

eeff—el _ Ep—El
€eff + 261 €p + 2€1

Ep — €1
€p + 2€1

& €eff = €1 T f(2€1 + Eeff) (111.79)
Pour éliminer I'inconnu €.y du coté droit de I’équation, on peut réinjecter I'expression de €.f; a
I'infini pour obtenir un développement perturbatif en puissance de la fraction volumique. Quand
la fraction volumique n’est pas trop forte, on peut garder uniquement le terme linéaire avec la
fraction volumique.

€efr = €1+ f361;p+72€; +O(f?) (I11.80)
Ce résultat montre que sous des approximations identiques, i.e. pour des particules tres petites
devant la longueur d’onde et une faible fraction volumique de diffuseurs, le modele de Foldy-
Twersky et le modele de Maxwell-Garnet sont équivalents. Comme le modele de Foldy-Twersky a
un domaine de validité plus étendu en terme de taille de particule, on peut analyser la transition
entre le régime d’homogénéisation et le régime de diffusion.
Pour qu’apparaissent les prémisses de la diffusion, il faut poursuivre le développement pertur-
batif (en )\io) de la matrice S car les ordres supérieurs contiennent des termes complexes, i.e. un
coefficient d’extinction non-nul.

2
Sk, (0) = —iz*A — iz’ B + z6§A2 +0(z7) (I11.81)
2 21
avec o = —= , A= L , B est une fonction de m (I11.82)
A m? + 2

On obtient la permittivité effective suivante en injectant (IT11.81) dans la formule de Foldy-Twersky
(IIL75).

2ra\® .2
+ i3 f <—> n§’§A2 (111.83)

Eeff=€1+3f )\U

2ma\ 2
0

Supposons que le milieu hote et les particules soient non-absorbants, alors la partie imaginaire de

3
€eff est due uniquement au terme en (2}7\r_0a> . Le terme imaginaire apparait a cause du phénomene

de diffusion. La partie réelle est aussi légérement affectée. Nous voulons calculer le coefficient
d’extinction, donc nous avons besoin d’une expression de la partie imaginaire de I'indice effectif.
Pour aboutir & une expression simple, on peut raisonnablement supposer que:

9 2
<)\La> nilB << €A (111.84)
0

I'm(ecpr) << Re(ecry) (T11.85)
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On obtient alors le coefficient d’extinction suivant:

K 47rI ( ) 47rf 2man, 3 €p — €1 2 (I11.86)
= —Imin = — .
et Ao eff Ao Ao €p + 2€1

Pour donner un ordre de grandeur, prenons le cas d'un systeme composé de billes de latex n, = 1.59
telles que £~ = % dans de l'eau nj, = 1.33, en raison d’une fraction volumique de f = 1%, éclairé
par un laser Helium-Neon dans le rouge tel que A\g = 633nm. On trouve K,y = 15.6m ™!, soit
un libre parcours moyen d’extinction lep; = 6.4cm. Ce qui veut dire qu'un verre rempli de cette
substance devrait apparaitre légérement trouble. Pourtant la fraction volumique de diffuseur est
relativement élevée (la distance inter-centre des diffuseurs est environ 0.7um) de sorte que l'on
aurait pu s’attendre a un milieu beaucoup plus diffusant. Ce grand libre parcours moyen s’explique
par une tres faible section efficace!! de diffusion pour des particules trés petites devant la longueur
d’onde. Le coefficient d’extinction dépend fortement, dans ce régime, de la longueur d’onde. Par
exemple, dans le bleu pour A = 0.4um, on obtient un libre parcours moyen d’extinction plus petit
lezt = 1.6cm. Comme le milieu diffuse plus dans le bleu que dans le rouge, la lumiere réfléchie par
diffusion est plus importante dans le bleu que dans le rouge. Le milieu devrait par conséquence
apparaitre d’une couleur plus proche du bleu que du rouge. La mer et le ciel apparaissent bleus
pour les mémes raisons.

I11.5.3 Diffusion dépendante en milieu absorbant: modele de Keller généralisé

Les effets les plus intéressants de diffusion en milieu absorbant devraient apparaitre pour le cas
des fortes fractions volumiques de particules. Le modele de Foldy-Twersky généralisé en milieu
absorbant & un défaut: il repose sur 'approximation (I11.73) qui néglige les corrélations qui sont a
lorigine de la diffusion dépendante. Pour prendre en compte la diffusion dépendante qui apparait
pour une forte fraction volumique de diffuseurs, on fait maintenant 'approximation de Keller pour
I'opérateur de masse qui est:

s TN
> = 0 + O0—O
Opérateur de masse pour une distribution de particules faiblement contrastées (IT1.87)

Le premier terme est 'approximation de Foldy-Twersky calculé précédemment. Il faut calculer le
second terme que nous appelons ’Opérateur de Diffusion Double Corrélé (ODDC) dans I'espace
de Fourier. Ce calcul est détaillé dans I'annexe B, et on obtient dans I’approximation scalaire:

7

) 2 (47 Sy, (0)\? 00 ikr .
Oo—O (k):(4/3{m3) ( kkll()) z o0 gikt 9o (r) sin(kr)dr

Opérateur de diffusion double corrélé (T11.88)

Ot g9 est la fonction de corrélation de paire qui dépend de la fraction volumique f (on trouvera un
graphique de cette fonction au chapitre IT pour le cas du modele de Percus-Yevick). Cette formule
n’est rigoureuse que dans le cas limite de particules de taille ponctuelle, sphériques, et pour des
ondes scalaires. Sa validité pour des particules plus grandes et pour des ondes électromagnétiques
n’est pas évidente.

11. La section efficace de diffusion est beaucoup plus petite que la section géométrique de la particule wa?.
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On peut alors obtenir la formule de Keller donnant une équation entre le nombre d’onde effectif
pour des diffuseurs de matrice de diffusion S en utilisant (II1.58), (II1.87) et (III.88).

2
. f 4mS, (0) . f 4mS, (0) 1
szf = k% +1 1 ! + | ! 2

o0
kT sin (ke dr| (I11.89
smad ki %ﬂa?’ k1 eff/o e sin(keppr)ga(r)dr | ( )

Pour des fractions volumiques de quelques pour cent, la fonction go(r) est avec une bonne ap-
proximation peu différente de —1 pour r < 2a, et nulle pour r > 2a. Dans ce cas, la longueur de
corrélation est peu différente de 2a. Sous cette approximation appelée “gas-pair approximation”
en anglais, la formule de Keller devient:

2
. 4m Sk, (0) . f 4mSE, (0) 1

k? — k? + 7 f 1 o 7 1
eff =™ sma® Ky sma® Ky kegy

L’intégrale que contient cette équation est calculable analytiquement si besoin.

Remarquons que 'approximation scalaire pour des ondes électromagnétiques devrait étre d’au-
tant plus fausse si le rayon des particules est petit, car le comportement de la fonction de Green
scalaire en champ proche en % est tres différent de celle du tenseur de Green en r% Par consé-
quent, 'approximation scalaire devrait sous-estimer les effets de ces corrélations. Remarquons par
ailleurs que le domaine de validité de 'approximation de Keller a toutes les chances d’étre res-
treint aux faibles contrastes d’indice car dans ce cas, des corrélations liées aux diffusions multiples

récurrentes entre les diffuseurs devraient apparaitre.

2a
/ M7 sin(koppr)dr (II1.90)
0

Méthode de résolution

L’équation intégrale pour k.sp (II1.89) ne peut étre résolue analytiquement. Mais comme le
second terme est une perturbation de second ordre, on peut suivant Keller calculer kgf f dans son
approximation locale, i.e. on remplace k.;y par ki dans ce second terme. Dans ce cas, on a une
expression directe du nombre d’onde effectif:

[ 4mSy (0) (Z f 47r5,ﬂ(o)>2 1

§7ra3 k1 drad k1 kq

o
/ e sin(kyr)go(r)dr  (ITL91)
3 0
Si toutefois, on souhaite résoudre expression de Keller non-locale (II1.89), on peut se demander
si la solution de cette équation est unique. Hespel et al. (2001) résolvent cette équation par
un algorithme d’optimisation adapté pour une équation de C dans C. Cette méthode demande
toutefois de nombreux tests de solution avant de s’en rapprocher. On peut aussi résoudre cette

équation par une méthode itérative: on commence pour cela par évaluer k.;; a I'ordre de Foldy-

Twersky:
[ 4nSi, (0)
heppo = ki +ig ——1 (I11.92)
puis on injecte kqfyro dans le membre droit de (I11.89) pour obtenir szf .
2
k2 pq = k2 f L / kT sin(k d I11.93
eff1 = Feppo+ (ngg k1 Ferro Jo © sin(keygor)ga(r)dr (IT1.93)

On peut réitérer cette procédure N fois:

2
T A RN
keppn = Kerpo+ (ng?) k1 Kepf,N—1

oo
/ M sin(keprno1m)g2(r)dr  (111.94)
0

jusqu’a ce que l'on ait kepr v =~ keppnv-1 avec une approximation suffisante. Dans la pratique,
tant que le terme d’ordre 2 en f est une perturbation de 'ordre 1, on obtient en moins de N = 10
itérations, une valeur du nombre d’onde effectif qui satisfait & '’équation de Keller (II11.89).
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Quelques effets connus de diffusion dépendante et comportement de la formule de
Keller dans un milieu héte non-absorbant

Im(nef) Ind. Im(neff)
0.045 E— Foldy 0.025 :— ) "

004 —----- Keller .- i S —— Foldy
0035 3 002 :— y P Keller
oosf  X=3.43 B

F 0.015
0.025 3
0.02 L
E - 0.01
0.015 - - [

0.01F -

/- 0,005:
o.oosi— -
% o —52 o3 0
f
(a) a = 0.26pm (X = 3.43), n, = 1.59. (b) f =10%, np, = 1.59 +40.001

Ind. désigne le résultat déduit du coeffi-
cient d’extinction a partir d’une théorie de
diffusion indépendante.

Fig. 1I1.10 — Partie imaginaire de Uindice effectif (reliée au coefficient d’extinction par Kepe =
i—”[m(neff) ) en fonction de la fraction volumique f ou du paramétre de taille X = 2”)7\1—’1“ lorsque
0 0

le milieu hote est non-absorbant. Caractéristiques communes: np = 1.33, A\g = 0.633um.

Nous représentons sur la figure I11.10, le comportement du coefficient d’extinction obtenu par
le modele de diffusion indépendante (Eq. II1.1), 'approximation de Foldy-Twersky (Eq. II1.75) et
le modele de Keller (Eq. I11.89). Le coefficient d’extinction est calculé en fonction de la fraction
volumique pour un rayon fixé, ou en fonction du rayon de la particule pour une fraction volumique
fixée. Sur la figure 111.10(a), on voit que le résultat de 'approximation de Foldy-Twersky est quasi-
équivalent au résultat du calcul de diffusion indépendante proportionnel & la fraction volumique.
Pour un parametre de taille X = 3.43, le modele de Keller prédit un coefficient d’extinction
plus faible que celui prédit par la diffusion indépendante. Pour ces indices du milieu hote et des
diffuseurs, on voit sur la figure I111.10(b) que la premiére résonance de Mie apparait pour un rayon
proche de a = 0.6)\g. Le comportement pour f = 10% prédit par Keller en fonction du parametre
de taille X donne une résonance légerement décalée par rapport au résultat de Foldy-Twersky.

Des résultats expérimentaux 2 et des simulations numériques exactes'? montrent que le co-
efficient d’extinction en fonction de la fraction volumique n’est plus linéaire des que f dépasse
quelques pour cent. Certaines études montrent que le coefficient d’extinction est plus petit que
celui prévu par une théorie de diffusion indépendante quand les particules ont des tailles petites
devant la longueur d’onde, et que le rapport d’indice Z—Z n’est pas trop fort. Quand la taille des
particules s’approche de la longueur d’onde, leffet s’inverse: 'extinction est plus forte que ce que
prévoit la diffusion indépendante.

Hespel et al. (2001) ont réalisé une comparaison expérimentale avec le modele de Keller pour
différentes tailles de particules de latex plongées dans de 'eau et différentes fractions volumiques.

12. Ishimaru et Kuga (1982); Drolen, Kumar, et Tien (1987); Mandt, Kuga, et Ishimaru (1992); West, Gibbs,
Tsang, et Fung (1994); Gélébard, Ferrand, Schnorenberg, et Avrilier (1995); Gobel, Kuhn, et Fricke (1995); Nasha-
shibi et Sarabandi (1999); Hespel, Mainguy, et Greffet (2001)

13. Tsang, Mandt, et Ding (1992); Lu, Wang, Chew, et Tsang (1993); Lu, Chew, et Tsang (1995); Siqueira et
Sarabandi (2000)
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Fi1c. II1.11  Rapport entre l’extinction obtenue par le modéle de Keller et celui de Foldy-Twersky,
en fonction de la fraction volumique f ou du paramétre de taille X = 2”)‘% lorsque le milieu hote
est non-absorbant. Caractéristiques communes: np = 1.33, Ao = 0.633um.

L’augmentation ou la diminution de I'extinction prévue par le modele de Keller (Fig. T111.11(a) et
IT1.11(b) par rapport a la diffusion indépendante est bien reproduite dans une certaine mesure.
Pourtant, la correction a 'approximation de la diffusion indépendante qu’apporte le modéle de
Keller est phénoménologique pour le cas de grosses particules. Il est par conséquent étonnant que
cette formule fonctionne. Si un désaccord apparait pour le cas des petites particules éclairées par
une onde électromagnétique, cela ne devrait pas nous étonner puisque la correction de Keller est
un modele scalaire qui a toutes les chances de ne pas fonctionner a cause des corrélations en champ
proche mal reproduites par le modele scalaire.

Pour quelle raison physique le coefficient d’extinction n’est il pas une fonction linéaire de la
fraction volumique? Pour commencer, supposons qu’un systéme soit composé de diffuseurs non-
corrélés. Dans ce cas, les ondes diffusées par les particules n’ont pas de phases privilégiées. Aprées
moyenne, ces ondes sont spatialement incohérentes entre elles. Ainsi, la théorie de la diffusion
indépendante consistant & sommer de facon incohérente la puissance diffusée par les particules
est valable (c’est ce que l'on fait quand on utilise la relation II1.1). Quand on dit “sommer de
maniere incohérente”, on sous entend additionner les puissances plutot que de sommer d’abord les
amplitudes. Le calcul de la puissance est donc valable car les ondes sont incohérentes entre elles.
Cette sommation implique la linéarité du coefficient d’extinction avec f. Maintenant, considérons
un systeme composé de diffuseurs corrélés du fait, par exemple, de la non-interpénétrabilité de ces
diffuseurs. Ces corrélations, d’autant plus importantes que la fraction volumique est importante,
brisent cette propriété d’incohérence des champs en moyenne. En d’autres termes les ondes dif-
fusées ont des phases priviligiées qui ont un roéle, méme aprés moyenne. Dans la direction avant
en champ lointain, le champ moyen est modifié & cause d’effets d’interférences constructives ou
destructives qui subsistent, méme aprés moyenne sur ’ensemble des positions possibles des diffu-
seurs. Energétiquement, ces effets cohérents sont particulierement importants car ils modifient la
distance sur laquelle la puissance d’une onde électromagnétique collimatée se transforme en une
puissance de nature diffuse.

Sur les courbes de I'extinction en fonction de la taille des particules pour différentes fractions

volumiques fixées (Fig. II1.11(b)), on remarque que la formule de Keller prévoit que la tran-
sition entre la diminution et 'augmentation de ’extinction en fonction du rayon a, i.e. quand
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Keqot(Keller)
Kezt(Foldy)

15%). Les résultats numériques montrent que le parametre de taille auquel correspond la transi-
tion est tres proche de X = 6, soit a ~ 0.72)g. Ce rayon devrait par ailleurs satisfaire a I’équation
suivante:

= 1, semble indépendante de la fraction volumique (en tout cas jusqu’a au moins

Im [kepp(Keller)] = Imlkesp(Foldy)] (T11.95)

On pourrait se dire que cette équation est satisfaite quand les corrélations sont nulles. C’est a dire
quand le terme en f2 de la formule de Keller (II1.89) est nul. Mais on se rend compte, tout au
moins dans 'approximation “gas-pair”, que ce terme n’est jamais nul'*. Les corrélations jouent
un role a la fois sur la partie imaginaire et la partie réelle de l'indice effectif. Par exemple pour
f =15% et X = 6, I'équation (IT1.95) est satisfaite, mais on a un écart notable entre les parties
réelles des deux modeles (on a Relk.sf(Keller)] # Relkqss(Foldy)]) di aux corrélations.

II1.6 Comparaison des modeles d’extinctions en milieu absorbant

I11.6.1 Comparaison des modeles de Kuga et Foldy-Twersky généralisé en mi-
lieu absorbant, en régime de diffusion indépendante

Nous avons montré au début du chapitre que le terme en (1 — f) phénoménologique présent
dans la formule de Kuga (I11.27) était faux dans le régime d’homogénéisation'® quand le rapport
d’indice des particules sur le liant est fort. Pour le démontrer, nous avons comparé le modele de
Kuga au modele de Bruggeman valable en régime d’homogénéisation. Dans le cas d’un milieu
diffusant, on peut utiliser la formule rigoureuse de Foldy pour calculer les éventuelles erreurs
introduites par le modéle de Kuga - tant que le régime de diffusion est indépendant i.e. pour de
faibles fractions volumiques. L’ensemble des comparaisons Kuga-Foldy est présenté Fig. I11.12.

Comme la formule de Foldy est aussi valable en régime d’homogénéisation, on retrouve que le
le terme en (1 — f) du modele de Kuga n’est pas valable. On le voit sur les figures I11.12(e) et
IT1.12(f) pour le cas de diffuseurs fortement contrastés par rapport au liant et pour des diffuseurs
petits devant la longueur d’onde. Par contre, toujours pour un fort contraste, on voit sur la figure
I11.12(d) que les deux modeles donnent sensiblement le méme résultat sur une large gamme de
parametre de taille (hormis le cas des petits parametres de tailles).

Pour le cas d’un rapport d’indice Z—: = %:—g’g plus faible présenté Fig. 111.12(a), I11.12(b) et
I11.12(c), une différence notable apparait entre le modele de Kuga et celui de Foldy pour les
parametres de taille proches des résonances de Mie. En revanche, cette fois il y a un bon accord
entre les modeles dans le régime d’homogénéisation. Ce n’est pas le terme en (1 — f) qui est
responsable du désaccord pres des résonances de Mie car le contraste d’indice n’est pas trés fort.
Kuga utilise le résultat de la matrice de diffusion Sge,) (0) en milieu non-absorbant pour calculer
une section efficace. Par contre dans la formule de Foldy, on calcule Si, (0) en milieu absorbant.
Les différences ici sont dues au fait que Sk, (0) # Sge(x,)(0)-

Nous pouvons résumer les résultats obtenus par les deux points suivants:

e Quand le rapport d’indice est fort, les modeles Kuga et Foldy donnent des résultats tres
proches pour pratiquement toutes les tailles de particules, excepté pour le cas des diffuseurs
tres petits devant la longueur d’onde, c’est a dire quand le milieu aléatoire est vu par 'onde
comme un milieu pratiquement homogene. Dans ce cas, 'écart du modele de Kuga est da
au terme en (1 — f).

14. La partie imaginaire ou la partie réelle peuvent étre nulles, mais elles ne le sont jamais en méme temps. On
peut tracer le module de O+mfg(r)e’msin(kr)dr avec le modele de Pecus-Yevick pour voir §'il y a un minimum.
15. Dans le régime d’homogénéisation, il n’y a pas de diffusion de la lumiere. L’extinction est uniquement due a

I’absorption
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e Quand le rapport d’indice est faible, on a une différence preés des résonances de Mie. Cette
fois I’écart provient de la modification de la matrice de diffusion en milieu absorbant qui
n’est pas prise en compte dans le modele de Kuga.

Im(neff) Im(nh)=0.02 Im(neff) Im(nh)=0.02 Im(neff)
0.05 0lp Im(nh):0.02
0.045 X=3.43 0.09

X=8.3566

X f f
(a) f =10%, n, = 1.59, nj, = (b) a = 0.26pm (X = 3.43), (¢) a = 0.633um (X = 8.357),
1.33 + :0.02. np = 1.59, ny = 1.33 +40.02. np = 1.59, np = 1.33 +40.02.
Im(neff) Im(nh)=0.03  f=10% Im(neff) Im(nh)=0.03 Im(neff) Im(nh)=0.03
ozr oo X=0.264 X=2.376

)
o
o

(d) f =10%, np = 2.8, np, = (e) a = 0.02um (X = 0.264), (f) a = 0.18um (X = 2.376),
1.33 +:0.03. np = 2.8, np = 1.33 4+ ¢0.03. np = 2.8, np = 1.33 4+ ¢0.03.

Fia. 111.12  Partie imaginaire de Uindice effectif (reliée au coefficient d’extinction par Koy =
i—glm(neff)) en fonction de la fraction volumique [ ou du parametre de taille X, calculée par les
modeéles de Kuga et Foldy lorsque le milieu hote est absorbant. Ag = 0.633um.

I11.6.2 Régime de diffusion dépendante

Pour qu’une différence importante apparaisse entre Foldy et Kuga, il faut a la fois que la
fraction volumique et ’absorption du liant soient importantes. Le comportement du coefficient
d’extinction et sa modélisation quand le milieu hote est absorbant devrait étre d’autant plus
intéressant que la fraction volumique de diffuseur est importante. On pourrait s’attendre par
exemple & un comportement inhabituel du coefficient d’extinction, du fait que la proportion de
matiere absorbante diminue pour une forte fraction volumique de diffuseur non-absorbant. Comme
cet effet devrait apparaitre pour une forte fraction volumique, il est indispensable de prendre en
compte le phénomeéne de diffusion dépendante.

Les comparaisons expérimentales avec le modele de Keller en milieu non-absorbant sont suffi-
sament encourageantes pour que I'on s’y intéresse en milieu absorbant.
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Les corrélations induisent-elles des effets plus faibles de diffusion dépendante en mi-
lieu absorbant?

La diffusion dépendante est un phénomene qui est 1ié aux corrélations sur les positions des dif-
fuseurs. Ils existe des corrélations de différentes portées. La plus courte, celle que prend en compte
le modele de Keller, est, en premiere approximation, de I'ordre du diametre des diffuseurs 2a. Les
processus de diffusions multiples récurrentes corrélés ou non, font intervenir des propagations de
champs d’un diffuseur & un autre. Ces processus auront des effets uniquement si le champ posséede
encore une valeur notable apres de multiples propagations. Or quand le liant est absorbant, la
fonction de Green décroit trés rapidement avec les distances. Ainsi, tous les processus de diffusion
cohérents qui nécessitent des propagations de champ sur de longues distances, comme la diffusion
récurrente, auront probablement des effets amoindris. Les phénomeénes cohérents que le modele de
Keller ne prend pas en compte ont de 'importance quand par exemple la diffusion est résonante
ou encore quand le rapport d’indice des particules au liant est grand. Comme I"absorption du liant
limite ces effets, on devrait pouvoir utiliser le modele de Keller pour des milieux diffusants plus
contrastés que dans un milieu non-absorbant.

Par contre, le modele de Keller prend en compte une corrélation de courte portée, il n’est donc
pas évident que cet effet de courte portée soit notablement réduit dans un milieu absorbant. Dans
le terme d’ordre 2 de la formule de Keller, le terme en e?*1" (qui provient de la fonction de Green
du milieu hote) pilote Veffet des corrélations. Quand le liant est absorbant, amplitude de cette
fonction décroit avec r. Ce qui pourrait avoir pour effet de raccourcir la portée des corrélations
et, au final, de réduire I'effet de ces corrélations. Pour que cet effet existe, il est nécessaire que la
fonction de Green décroisse suffisamment sur I’'échelle des corrélations, c’est a dire 2a en premiere
approximation. Il faut donc que %Im(nh) soit le plus grand possible, ce qui est facilité si le
rayon a des particules est grand. Le probléme est que cela nécessite que la longueur d’absorption
soit de 'ordre de grandeur de la particule. Par conséquent, le coefficient de diffusion sera forcément
tres faible devant le coefficient d’absorption du systéme (sauf peut étre dans le cas d’une tres forte
forte fraction volumique ou la lumiére pourrait se propager plus facilement dans les diffuseurs
plutot que dans la matrice). L'effet cohérent pris en compte par le modeéle de Keller ne devrait
pas étre tres affecté par I’absorption du liant.
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Fig. 1I1.13 — Rapport entre Uextinction obtenue par le modéle de Keller et celui de Foldy, en

fonction de la fraction volumique f ou du paramétre de taille X = 2”/\% lorsque le milieu est

absorbant. Ao = 0.633um, nj, = 1.33 +0.02, n, = 1.59.
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Nous représentons sur la Fig. II1.13, le rapport entre le coefficient d’extinction obtenu par la
formule de Keller et celui obtenu par la formule de Foldy. Ce rapport est soit calculé pour différents
parametres de taille X fixés, en fonction de la fraction volumique de diffuseur I11.13(a), soit calculé
pour différentes fractions volumiques fixées en fonction du parametre de taille 111.13(b). La partie
imaginaire de l'indice du liant est choisie telle qu’elle soit comparable & la partie imaginaire de
Iindice effectif. Ainsi, I'extinction est due, dans une proportion de méme ordre de grandeur, a
I’absorption du liant et & la diffusion par les particules. Ce rapport mesure directement un écart
relatif & la diffusion indépendante. Pour le cas de particules d’indice n, = 1.59 dans un liant
d’indice Re(np) = 1.33, en comparant le cas d’un milieu hote non-absorbant Fig. II11.11(a) au
cas d’un milieu hote absorbant Fig. II1.13(a), on peut remarquer que la correction a la diffusion
indépendante prévue par la formule de Keller est plus faible quand le milieu est absorbant. Mais il
semble que la correction en valeur absolue n’ait pas été modifiée. En valeur relative, cette correction
est plus faible tout simplement parce que la part relative de 'extinction due a ’absorption prend
une valeur non-négligeable devant la diffusion alors qu’elle était absente dans le cas d’un milieu
non-absorbant. Dans le cas d’un milieu non-absorbant, dans la formule de Keller, la diffusion
dépendante d’ordre 2 apparait comme une correction a 'ordre 1. Par contre dans le cas absorbant,
lordre 0 (Im(n;)) prend une toute autre importance de sorte que la correction d’ordre 2 devient
relativement faible comparée a ’ordre 0.

Quelques exemples du comportement de la formule de Keller en milieu absorbant

Quand on compare le cas non-absorbant Fig. II1.11(b) au cas absorbant Fig. III.13(b), le
premier constat auquel on aboutit, est que les tendances d’augmentation ou de réduction du
coefficient d’extinction ont lieu pour les mémes tailles de particules bien que I'effet soit relativement
amoindri. On peut noter par ailleurs que le modele de Keller s’écarte systématiquement du modele

Im(neff) Im(nh)=0.03  f=10% Im(neff) Im(nh)=0.03  f=10%
011 M r

0.1

0.09

E Foldy
3 Keller

0.08

Keller

(a) ny = 1.33 4 i0.03, n, = (b) mp = 1.46 + i0.03, n, = (c) ny = 1.33+1i0.03, n, = 2.8
1.59 2.21

Fi1g. 111.14 — Partie imaginaire de Uindice effectif (reliée au coefficient d’extinction par Ke,p =
%Im(neff) ) en fonction du paramétre de taille X = 2”)\& pour une fraction volumique fixée

f =10% lorsque le milieu héte est absorbant. Ag = 0.633um.

de Foldy pour des parametres de taille proches des résonances de Mie (Fig. I11.13(b) et I111.14).
Nous avons montré, en comparant les coefficients d’extinction en fonction de la fraction vo-
lumique prévus par les modeles de Foldy et Kuga, que la pente n’est pas toujours correcte. Par
exemple, pour le cas présenté des petites particules a fort contraste d’indice (Fig. I11.12(e)), le
modele de Kuga prévoit une diminution de l'extinction quand la fraction volumique augmente,
tandis que le modele de Foldy prédit dans le méme temps une légére augmentation. Qu’en est-il
du comportement du modele de Keller en milieu absorbantI’ Les résultats du coefficient d’extinc-
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Fig. 111.15 — Partie imaginaire de Uindice effectif (reliée au coefficient d’extinction par Ko,y =
i—gIm(neff)) en fonction de la fraction volumique pour différents paramétres de taille X = 2”}\%
et pour différents indices de particules et de liants évalués par les modeles de Kuga, Foldy et Keller

lorsque le milieu héte est absorbant. g = 0.633um.
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tion en milieu absorbant en fonction de la fraction volumique sont présentés Fig. II1.15. Nous ne
pouvons pas comparer ces résultats a des mesures expérimentales car il n’en existe pas a notre
connaissance. Il faut donc prendre garde a ces résultats car rappelons que les hypotheéses qui sont
nécessaires a I'établissement de la formule de Keller sont:

e Les diffuseurs doivent étre faibles (faible contraste ou loin d’une résonance de Mie) et la
fraction volumique ne doit pas étre trop élevée parce que les diffusions récurrentes entre les
paires de particules et les diffusions corrélées a plusieurs particules ne sont pas prises en
compte et pourraient prendre de 'importance si I’absorption n’est pas suffisamment forte;

e le modele est perturbatif, par conséquent la correction de Keller par rapport au résultat de
Foldy doit rester faible;

e les diffuseurs sont considérés petits devant la longueur d’onde;
o 'effet de la corrélation est calculé dans un modeéle scalaire.

Dans de nombreux cas présentés Fig.II1.15, les systemes considérés ont des parameétres tels que
toutes ces derniéres conditions ne sont pas remplies. Par exemple, pour le cas de la Fig.I11.15(g),
I’écart entre le résultat de la formule de Keller généralisée et celui de la formule de Foldy-Twersky
généralisée en milieu absorbant est probablement trop forte pour étre correcte.

Toutefois dans le chapitre IV, nous présentons des résultats de calculs numériques exacts (so-
lution des équations de Maxwell) sur un systéme 2D composé de diffuseurs cylindriques infinis
éclairés en incidence normale et aléatoirement répartis dans I'espace. Les modeles analytiques de
Foldy et de Keller sont adaptés pour le cas d’un systéme 2D dans 'annexe E afin qu’ils puissent
étre comparés aux résultats numériques exacts. Cette étude montre un tres bon accord entre le
modele de Keller et le résultat exact pour des particules de tailles proches de la longueur d’onde,
méme quand la fraction volumique est tres forte, tant que le contraste d’indice des particules par
rapport au liant n’est pas trop fort et que absorption est suffisante. Ce bon accord entre le modele
et les résultats numériques dans le cas 2D est encourageant et permet d’envisager un bon accord
dans le cas 3D.

La démonstration de la formule de Keller que nous avons exposée est valable sous 'approxi-
mation des tres petits diffuseurs. Mais puisqu’elle semble reproduire des résultats expérimentaux
3D en milieu non-absorbant et les résultats issus de simulations exactes 2D en milieu absorbant,
il est probable que cette formule puisse étre redémontrée pour des particules plus grandes.

II1.7 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que les modeles proposés dans la littérature qui tentent de
calculer le coefficient d’extinction d’une collection de particules disposées dans un milieu absorbant
conduisent tous & des hypotheses phénoménologiques. Pour résoudre ce probléme, et notamment
éviter de définir la notion de section efficace dans un milieu absorbant, on calcule directement
le coefficient d’extinction en évaluant l'indice effectif du milieu diffusant et absorbant. Le milieu
effectif et son indice associé décrivent comment une onde collimatée se propage. Notamment, la
partie imaginaire de 'indice effectif rend compte de la décroissance de 'onde dans le milieu a
cause de la diffusion et de I’absorption. La théorie perturbative de la diffusion multiples d’ondes
électromagnétiques par des objets aléatoirement répartis dans l'espace, classifie les processus de
diffusions multiples, corrélés ou non, et donne une expression formelle générale de I'indice effectif.
Le premier ordre équivalent a I’hypothese d’une diffusion indépendante, nous donne une expression
de I'indice effectif en fonction de la matrice de diffusion d’un diffuseur placé en milieu absorbant et
calculé dans la direction avant. Cette expression est une généralisation du modele de Foldy valable
cette fois en milieu absorbant. Nous pensons, grace a cette formulation, répondre au probleme de
I’atténuation en milieu absorbant et diffusant.
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Une comparaison au modele phénomélogique de Kuga montre que le modele de Kuga n’est
pas toujours valable. Ces différences s’accentuent et deviennent vraiment intéressantes quand la
fraction volumique augmente, i.e. quand I’hypothése de diffusion indépendante est discutable. Il
devient par conséquent nécessaire d’évaluer I’écart a la diffusion indépendante. Pour modéliser les
effets de diffusion dépendante, nous avons adapté le modele de Keller en milieu absorbant. Nous
discutons de ’éventualité d’'une réduction des effets de diffusion dépendante en milieu absorbant. A
priori, seuls les effets de diffusion dépendante qui sont liés aux corrélations de longue portée comme
la diffusion récurrente a plusieurs particules devraient étre réduits dans une proportion absolue.
Ce qui implique que le domaine de validité de 'approximation de Keller en milieu absorbant
devrait étre plus étendu (en terme de fraction volumique et de rapport d’indice particule sur
liant) que dans le cas non-absorbant. Par contre la diffusion dépendante 1ié aux corrélations de
courtes portées comme celle que le modele de Keller tente de calculer ne devrait étre que trés peu
affecté.

Le comportement du coefficient d’extinction calculé par le modeéle de Keller en milieu absorbant
donne des résultats qui sont qualitativement proches de ceux du cas non-absorbant dans le sens ou
I’augmentation et la réduction du coefficient d’extinction avec la fraction volumique par rapport
a la diffusion indépendante sont prévus pour les mémes tailles de particules.

Cette étude se limite a I’étude du coefficient d’extinction dans un milieu absorbant. Il serait
important de s’intéresser au coefficient de diffusion en milieu absorbant pour que les contributions
de diffusion et d’absorption au coefficient d’extinction puissent étre séparées. Ainsi on pourra
étudier le comportement du coefficient d’absorption en fonction de la fraction volumique. On
pourra aussi répondre a cette question qui reste en suspend: “les corrélations ont-elles un réle sur
le coefficient d’absorption”.



Chapitre IV

Coeflicient d’extinction en milieu
absorbant: simulation numeérique
exacte du probleme
électromagnétique et modélisation

IV.1 Introduction

IV.1.1 Objectifs

Nous avons décrit dans le chapitre précédent différents modeles de calculs phénoménologiques
du coefficient d’extinction et les difficultés théoriques supplémentaires introduites quand le liant
est absorbant. Nous avons proposé aussi dans le chapitre précédent des modeles basés sur la théorie
rigoureuse de la diffusion multiple d’ondes électromagnétiques.

Nous proposons dans ce chapitre de comparer ces modéles aux résultats exacts de la résolution
numérique des équations de Maxwell sur un systéeme diffusant de taille réduite pour différents
parametres intrinseques du milieu, y compris quand le liant est absorbant.

Parmi les plus proches travaux que 'on puisse trouver dans la littérature, il existe une étude
numérique exacte (Sun, Fu, et Chen 1999) de la diffusion par une sphére plongée en milieu absor-
bant qui montre que la théorie de Mie en milieu diffusant est valable. Une étude expérimentale
(Lebedev et Stenzel 1999) évalue le coefficient d’extinction par un aggrégat d’inclusions d’argent
dans une matiéere organique absorbante. Mais il n’existe pas a notre connaissance d’étude similaire
a la notre pour un systéme composé d’une collection de diffuseurs aléatoirement répartis en milieu
absorbant.

IV.1.2 Etude d’un milieu diffusant plans paralleles

Le systeme étudié est une couche contenant des particules aléatoirement distribuées dans un
milieu d’indice homogene. Cette couche sépare un espace homogene (le vide) par deux plans
paralleles. Ce systéeme, ou plutét un empilement de ces plans paralleles, est souvent rencontré
dans la nature. Par exemple 'atmosphere est un milieu diffusant (sur de grandes échelles) pour la
lumiere visible et infrarouge. Comme les grandeurs telles que le libre parcours moyen de diffusion
ou d’absorption changent avec l'altitude, 'atmosphére peut étre modélisée par une succession
de couches paralléles'. La propagation de la lumiere dans la peau ou encore dans une peinture
diffusante chargée en particules métalliques ou diélectriques peut aussi étre modélisée par un
empilement de couches paralleles. Dans le domaine de la télédétection par des ondes micro-ondes,

1. Thomas et Stamnes (1999)
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les couches formées par de la neige? ou encore par de la végétation telle qu’une forét? sont des
milieux modélisés par le méme systeme.

I Vacuum

0Lz
TIPS '...-.'.' .
e
y
i Vacuum I

vosca,t

Fic. IV.1  Systéme: couche diffusante 2D (1 direction d’invariance selon Oz )

Le systeme représenté par la figure IV.1 a la particularité supplémentaire d’étre invariant selon
I’axe z. Ce milieu & deux dimensions est moins souvent rencontré dans la nature. Il existe tout de
méme quelques expériences sur la propagation d’ondes acoustiques*
le domaine micro-onde® oi1 le milieu est constitué de longs cylindres paralléles et aléatoirement
distribués. Notre but n’est pas d’étudier un systéme physique existant, mais d’explorer le com-
portement d’un systéeme idéalisé afin d’isoler les phénomenes physiques essentiels. Les modeles
existants et originaux exposés dans le chapitre 111 seront comparés aux résultats numériques de
référence dans le but d’évaluer leurs domaines de validité. Pour des raisons numériques (temps
de calcul et place mémoire 1ié au nombre d’inconnues), la solution d’un calcul électromagnétique
exacte est plus aisée dans un cas bidimensionnel alors que les modeles 3D présentés s’adaptent
assez facilement au cas 2D (voir annexes D et E). Un certain nombre de conclusions tirées sur la va-
lidité des modeles et la compréhension des phénomeénes pour des systemes 2D peuvent s’extrapoler
au cas 3D; nous discuterons ce point a la fin du chapitre.

ou électromagnétiques dans

La méthode numérique employée pour résoudre le probleme de maniere exacte est décrite
dans la sections IV.2. La méthode exacte utilisée est une résolution numérique des équations
de Maxwell par la méthode des moments. Le terme exact sous-entend qu’aucune approximation
autre que la discrétisation d’intégrales n’est employée pour résoudre les équations fondamentales
de 1’électromagnétisme dans un milieu macroscopique, i.e. quand l'indice réfractif du milieu est
bien défini et connu. Une fois cette solution connue, nous précisons dans la section IV.2.2 comment
remonter au coefficient d’extinction dans la section IV.2.2. Enfin les résultats numériques et les
comparaisons aux modeles sont présentés dans la derniere section IV.3.

2. Tsang, Chen, Chang, Guo, et Ding (2000); Kuga, Ulaby, Haddock, et DeRoo (1991)

3. Castel, Beaudoin, Floury, Le Toan, Caraglio, et Barczi (2001); Ferrazzoli et Guerriero (1996)
4. Tourin, Fink, et Derode (2000); Tourin, Derode, Roux, Van Tiggelen, et Fink (1997)

5. Clayton et Kuga (1995) et Karam, Fung, Lang, et Chauhan (1992)
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IV.2 Solution par une méthode électromagnétique exacte

IV.2.1 La méthode exacte pour une couche diffusante 2D-1D périodique

La solution exacte, i.e. la résolution numérique des équations de Maxwell, est impossible en
pratique pour un objet aléatoire de taille infinie et éclairé par une onde plane (non localisée dans
I'espace). La solution utilisée par Roux et al. (2001) consiste a étudier la réponse d’une couche de
largeur infinie mais périodique selon cette direction. Le coefficient d’extinction présent dans 'ETR,
décrit I’atténuation du champ moyen sur un ensemble de réalisations. Le milieu périodique devient
apres moyenne invariant par translation. Par conséquent, le champ moyen voit une simple couche
homogene. Pour effectuer la moyenne d’ensemble des champs électromagnétiques, notre approche
repose sur une méthode de Monte-Carlo. 1l s’agit de générer N réalisations du milieu aléatoire,
calculer les champs diffusés et effectuer la moyenne d’ensemble. Pour cela, il faut étre & méme de
résoudre le probleme de la diffusion pour chaque réalisation de taille finie sans introduire d’effets de
bords. Nous discuterons en détail des effets et conséquences de cette périodicité. Le systeme étudié
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Fic. IV.2  Systéeme 2D (1 direction d’invariance selon Oz ) avec 1 direction de périodicité (Oz)

est une couche diélectrique inhomogene d’épaisseur e séparant le vide (voir IV.2). La direction
(Oz) perpendiculaire au plan de la figure est une direction d’invariance. Par conséquent, I'indice
réfractif n au point r ne dépend pas de z.

n(r) = n(z,y) (IV.1)
La direction Oz est une direction périodique de période L. Ainsi I'indice n a la propriété suivante:
n(z + L,y) = n(s,y) (1V.2)

Le contenu d’une boite d’épaisseur e et de largeur L est reproduit périodiquement dans la direction
Ox. La boite est constituée de particules cylindriques infinies (selon 0z) de section circulaires,
identiques de rayon a et d’indice n,. Les particules disposées aléatoirement sont plongées dans un
liant d’indice nj absorbant ou non.

Les particules sont placées les unes apres les autres de telle sorte qu’aucune ne puisse dépasser
des bords de la boite. L’emplacement de chaque nouvelle particule est calculé par un générateur de
nombre aléatoires. L’emplacement est accepté seulement si la particule n’interpenétre aucun des
diffuseurs déja placés. Si tel n’est pas le cas, de nouvelles coordonnées sont calculées par le géné-
rateur jusqu’a ce que cette condition soit vérifiée. Selon la fagon dont sont disposées les particules
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déja positionnées, il existe un taux de remplissage (autour de f = 40%) a partir duquel il devient
quasi-impossible de placer une nouvelle particule par cette méthode. Cette limite apparait bien
avant la limite théorique maximale de remplissage lorsque les particules sont parfaitement ordon-
nées (formant une maille triangulaire équilatérale). Par d’autres méthodes, il doit étre possible
d’atteindre une plus forte proportion de diffuseurs®.

Une réalisation du systéme est déterminée par la position précise de ’ensemble des diffuseurs
contenus dans la couche. Nous voulons connaitre les champs diffractés pour chaque réalisation de
systeme éclairé par une onde plane. A partir des statistiques des champs diffractés sur un ensemble
de réalisations, nous pourrons évaluer les quantités radiométriques suivantes: les luminances ré-
flechies diffuses et cohérentes a l’entrée du systeme en y = 0, et d’autre part les luminances
transmises diffuses et cohérentes a la sortie du systéme en y = e.

Le systeme est éclairé par une onde plane électromagnétique E;,. polarisée (TM) se propageant
dans le plan (x0y) que I'on peut écrire sous la forme:

Eine = EOef,inceikmcr (IVS)

oll Kine = ko€ = tinc€s + Yincey est le vecteur d’onde incident avec ayne = kosin(fine) et Yine =
kocos(Oine) ou kg = i—g; €_inc = €, X €; est dans le plan de la figure perpendiculaire au vecteur
d’onde incident. Comme le milieu est périodique, les champs sont diffractées dans des directions
discretes appelées ordres du réseau (Fig.IV.3). On peut montrer” que le champ électrique dans
tout I'espace est pseudo-périodique. Il s’écrit comme le produit d’une fonction périodique A par
le facteur de phase du champ incident.

E(z,y) = A(z,y)e"* " er(z,y) avec A(z + L,y) = A(z,y) (IV.4)

Ou er(z,y) est le vecteur direction du champ total au point (z,y). La fonction périodique se
développe sur une base de Fourier dans le milieu I en y = 0 et dans le milieu 111 en y = e. Ainsi,
le champ électrique s’exprime dans une base de modes de Floquet:

+oo
E'(z,y=0) = Binle,y=0)+ > ane™’e 1, (IV.5)
n=-—o00
+oo )
Bl (z,y=¢) = Z bne' e i1, (IV.6)
n=—o00
avec
2
Oy = Qe + n% (IV.7)

Les amplitudes des ondes planes diffractées par le réseau a,, et b, sont les inconnues du problémes.
Les ondes diffractées réfléchies et transmises d’ordre n sont des ondes planes ayant pour vecteurs
d’ondes dans le milieu [ et I11:

k! = ane, —yle, et KT = a,e, +1l e, (IV.8)

avec

A /n%kg — a2 (IV.9)
P = \/n?, k2 — a2 avec Imry, > 0 et Rey, >0 (IV.10)

6. par exemple en autorisant le déplacement des diffuseurs déja positionnés pour laisser la place & un nouveau
diffuseur; ce qui peut correspondre a certaines situations expérimentales
7. Petit (1988)
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ou ny et nyr; sont les indices respectifs des milieux I et III. Dans tous nos cas de calculs, on a

nr =nrrr = 1 de sorte que v = y}!1 = ~,,. Enfin e_1n et e_jrrpn se calculent par:
kI kIII
€_In=¢€; X " et €_11I;n = €z X n (IVll)
nrko nrrrko
Les angles de diffraction 6,, se calculent par la formule
. . Ao
sin(6,) = sin(Oine) + n_. (IV.12)

On voit sur la formule précédente que I’écart entre les sinus d’ordres n et n + 1 est constant. Il
existe des valeurs de n telle que sin(f,) > 1, donc o est plus grand que kZ et par conséquent
¥, est imaginaire pur. Il s’agit d’une onde évanescente comportant une haute fréquence spatiale
selon la direction x mais qui ne peut pas se propager dans la direction —y car 'amplitude de
I’onde décroit exponentiellement. Si on s’intéresse uniquement aux propriétés radiatives en champ
lointain, seuls les ordres n qui vérifient sin(6,) < 1 sont a prendre en compte. Le nombre d’ordres
N propagatifs d’un réseau de période L est N = 2Int[L)\—7y] + 1 qu’il soit éclairé en incidence
normale ou non.

n=—38
einc n=-—7
esca,O 77:771:
3 n =
n = —18; n =2
| n=3
77,:—20 n=4
T
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, eA
Qine = ko 82\/'?/ kofo

Fi1c. IV.3 — Ordres de diffractions dans le cas particulier d’un systéme de période L = 12.4)
éclairé par une onde incidente telle que ajpe = kOS%

En guise d’exemple (voir Fig. IV.3), pour le cas particulier d’un réseau de période 12.4\, éclairé
avec un angle d’incidence ;. tel que sin(f;,.) = 8%, on a représenté un certain nombre d’ordres
propagatifs parmis les 25 existants (de -20 a 4).

Equations intégrales et méthode des moments

La méthode des moments® spécifiquement adaptée pour des géométries 2D périodiques a été
développée dans le service d’électromagnétisme et infrarouge de la société Dassault Aviation lors
de la these de Mareschal (1996) basé sur les travaux de Moore et al. (1993). Cette méthode a été
par la suite adaptée au cas d’une couche diffusante périodique par Thibaud (2000). Nous résu-
mons rapidement le principe de la méthode (dont la base n’a pas été modifiée) nécessaire pour
comprendre le role des parametres qui permettent d’assurer une bonne convergence du calcul.

8. Il existe une présentation générale de la méthode des moments dans les livre de Harrington (1968) et de Wang
(1991)
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Considérons 'exemple de la figure IV.4 représentant une cellule périodisée. Cette cellule est com-
posée de plusieurs domaines fermés possédant chacun un indice homogene. On peut comptabiliser
dans cet exemple 8 domaines fermés et leurs contours associés. Les p; sont les contours de chaque
particules d’indice n, numérotés de 1 a 7. Le contour C est I'union du contour rectangulaire et
des contours de ’ensemble des particules. Ce contour forme le domaine d’indice ny. Sur chaque

Rect

C@
ps)

Fi1Gc. 1V.4 — Cellule périodique maillée et définition des contours fermée: C = Rect Up; Upg Ups U
P4 Ups Upe U pr

contour fermé formant un domaine d’indice homogene, on peut montrer? par la méthode de Green
que le champ E en un point quelconque r du contour dépend par le biais d’une équation intégrale
de la valeur des champs E(r') et de sa dérivée normale 9, E(r’) sur tous les points r' du contour.
Une équation intégrale de ce type est écrite pour chacun des contours fermés.

La méthode des moments est une méthode mathématique qui permet de mettre le systéme
d’équations intégrales obtenues sous la forme d’une équation matricielle linéaire. Les contours sont
discrétisés par un maillage suffisamment fin pour lequel le champ et sa dérivée normale peuvent
étre considérés constants sur une maille afin d’approximer les intégrales surfaciques en des séries
discretes. Le but est de calculer le champ et sa dérivée normale au centre de chaque maille. 11
y a donc au total deux fois plus d’inconnues que de mailles. Une maille se situant sur I'un des
diffuseurs se trouve sur deux contours en méme temps: celui fermant le domaine de la particule,
et celui fermant le domaine d’indice ny. Ainsi deux équations intégrales peuvent étre écrites au
centre de chaque maille d’un diffuseur. Par contre sur une maille se situant sur le rectangle, on ne
peut écrire qu'une seule équation intégrale. Le nombre d’équations intégrales obtenues est donc
inférieur au nombre d’inconnues.

La périodicité du milieu fournit des équations supplémentaires car le champ et sa dérivée
normale sur le coté gauche et droit du rectangle sont reliés par la pseudo-périodicité de ces champs.

Dans le domaine I en y = 0~ et le domaine I1] en y = et, on peut montrer '% par un couplage
de la méthode des moments et du développement de Rayleigh des champs réfléchis et transmis sur
les interfaces supérieure et inférieure, qu’il existe une relation linéaire entre le champ électrique
et sa dérivée normale. Puis en utilisant les relations de continuité du champ E aux interfaces et
de sa dérivée normale, on obtient les équations manquantes. Remarquons que ce sont les relations
de continuité sur l'interface supérieure qui introduisent la forme de la source extérieure (I'onde
incidente).

Quelques remarques sur la finesse nécessaire du maillage

Si un objet subit des variations géométriques sur une échelle plus grande que la longueur
d’onde d’éclairement, alors le champ varie sur des échelles spatiales de l'ordre de la longueur
d’onde. Dans ce cas, le calcul du champ rayonné par cette objet ne nécessite pas de mailler
trées finement de l'objet. Par exemple des mailles de taille de I'ordre de % seront suffisantes
pour suivre les variations de la phase du champ. Par contre si les objets maillées sont petits

9. on trouvera dans livre de Poggio et Miller (1973) et dans I'annexe A de la theése de Thibaud (2000) une
démonstration mathématique de ces équations.
10. Moore, Ling, et Liang (1993),Thibaud (2000)
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devant la longueur d’onde, il en est autrement. Dans ce cas, le champ varie spatialement sur
des échelles plus petites que les variations géométriques de ’objet étudié. Si 'on s’intéresse a la
valeur de ces champs en champ proche de I'objet, il est nécessaire de mailler aussi finement que
nécessaire. Si par contre, on s’intéresse au champ rayonné en champ lointain, comme seules les
champs de basses fréquences spatiales sont propagatifs, on peut souvent se permettre de mailler
plus grossierement. Ce maillage grossier aura pour effet de filtrer uniquement les bases fréquences
propagatives. Toutefois, si les objets baignent dans le champ proche des autres objets, ce qui se
produit quand les fractions volumiques sont fortes il est nécessaire de mailler plus finement Le
contraste d’indice des diffuseurs a un réle important dans la convergence des résultats. En regle
générale, il faut mailler plus finement quand le contraste est plus fort.

Quand les matériaux sont non-absorbants, 'un des critéres retenus pour la précision est la
vérification de la conservation de ’énergie pour chaque réalisation. Dans la plupart des résultats
que nous présentons, les diffuseurs baignent dans un milieu absorbant. Il n’est par conséquent pas
possible de vérifier la conservation de I’énergie car 'absorption globale du systéme ne peut étre
évaluée par un moyen indépendant. Cependant, il est relativement intuitif de penser, et il a été
vérifié, que la convergence du calcul en fonction du nombre de mailles est plus rapidement atteinte
dans le cas ou le milieu hote est absorbant. On peut ’expliquer non rigoureusement de la maniére
suivante: dans un systeme 2D, la fonction de Green pour un milieu homogene infini d’indice n;
avec une condition d’onde sortante s’écrit:

Girr) = LD (e — o o
j(r,r') = ZHU (kjlr —r'|) avec kj =

2mn;
Ao

(IV.13)

ol Hél) est une fonction de Hankel de premiere espece d’ordre (. La fonction de Green pilote
la propagation des ondes diffusées d’une maille & une autre. La décroissance de 'amplitude des
champs d’un point source & un autre permet de définir un rayon d’intéraction au-dela de laquelle
les points sources ne se voient pratiquement plus. La valeur absolue de la fonction de Green tend
asymptotiquement vers

27 ’
Ao e)\—OIm(nh)\rfr |

|Gj(r,r')] =

1
= /" V.14
1\ e 7 (V14

Nous représentons sur la figure IV.5. La fonction de Hankel dans un milieu héte non-absorbant
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Fi1G. IV.5 — Fonction de Green en fonction de L}\r" dans un milieu d’indice non-absorbant ny, =
1.46 et absorbant d’indice ny = 1.46 + 0.03

est une fonction qui décroit lentement en % tandis que 'on a une décroissance essentiellement
exponentielle dans le cas absorbant. La portée de la diffusion d’une source sur une autre est
beaucoup plus faible dans le cas d’un milieu absorbant. De ce fait, la matrice & inverser n’est plus
une matrice pleine. Il semble que la méthode des moments converge plus facilement lorsque la
fonction de Green a une portée plus courte.
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Pour les systemes étudiés et les résultats numériques présentés, la convergence des résultats
numériques est atteinte pour des mailles allant de % a % selon I'absorption du liant, la fraction
volumique de particules ou encore le contraste d’indice des particules par rapport au liant. De
nombreux résultats numériques n’ont en revanche pas été présentés car la précision était jugée
insuffisante.

Temps de calculs

Les limitations de la méthode des moments sont la place mémoire nécessaire au stockage des
matrices et le temps de calcul trés important qui s’accroit tres vite avec le nombre d’inconnues.
Pour les calculs numériques que nous présentons en section IV.3, nous étions limités & une place
mémoire maximum de 1Go. Ce qui correspond a une cellule comportant environ 3000 mailles au
maximum. Selon les résultats présentés, entre 1 minute et une heure de calcul est nécessaire pour
obtenir les amplitudes des ondes diffractées a,, et les b, pour une seule réalisation de systeme.
Sachant le nombre de réalisations est compris entre 100 et 1000, de 2 heures & 6 jours de calculs
sur un processeur IBM SP3 sont nécessaires. Ces temps doivent étre comparés au temps d’un
calcul par la méthode radiative inférieur & quelques secondes sur une station Sun Ultrab.

Choix des parameétres du systéme

La limitation du nombre de mailles de la cellule périodique est une contrainte dans le choix
de la taille de la boite, la taille des diffuseurs et la fraction volumique de diffuseurs et la nature
des matériaux. Les indices des matériaux des milieux hotes ou des diffuseurs correspondent a des
indices proches de ceux que I'on retrouve dans les expériences de laboratoire dans le visible ou
le proche infrarouge. Il s’agit par exemple de particules de ZnS d’indice n, = 2.21 plongées dans
un polymere d’indice np = 1.46 ou de particules de latex n, = 1.59 dans de l'eau n;, = 1.33.
La taille de la boite est un facteur trés limitant car pour une fraction volumique fixée, plus la
boite est grande, plus elle doit contenir de diffuseurs, et plus nombreuses sont les inconnues du
systeme. Plus grande est la période de la boite, plus nombreux seront les ordres de propagations
et meilleure sera la comparaison avec la méthode approchée. Thibaud (2000) montre dans sa thése
que les propriétés radiatives sont inchangées lorsque la période est supérieure a 10)\y. Nous avons
choisi par conséquent des systémes dont la période est le plus souvent 12.4\y. Nous verrons qu’il
apparalt pour des systémes trop minces des effets de bords génant pour notre étude. L’épaisseur
de la boite a fait 'objet de nombreux tests. Finalement une épaisseur supérieure & 3 longueurs
d’ondes semble nécessaire dans les cas que nous avons étudiés. Si le nombre de particules contenues
dans la boite est fixé, la fraction volumique de diffuseur augmente avec le carré du rayon pendant
que le nombre de mailles du diffuseur augmente linéairement. Comme le nombre total de mailles
du systéme est une contrainte, alors il est plus aisé d’obtenir de fortes fractions volumiques avec de
grosses particules. Les diametres des particules (D = [0.5 — 0.8)¢]) choisis sont tels que la section
efficace de diffusion est proche de la premiére résonance de Mie.

IV.2.2 Procédure d’identification de I’indice effectif et du coefficient d’extinc-
tion

Nous avons rappelé dans le chapitre I, qu’un milieu aléatoire statistiquement homogeéne possede
un indice effectif homogene pour le champ moyen. Autrement dit dans un milieu aléatoire, le champ
moyen satisfait & une équation de propagation dans un milieu homogene avec un certain indice
effectif. Comme le champ moyen et le champ cohérent sont une seule et méme chose, on sait
que le champ cohérent se propage dans un milieu d’indice effectif homogene. L’indice effectif est
I'inconnue du probleme dont nous allons donner une méthode de calcul pour les couches diffusantes
étudides. La partie réelle de l'indice effectif est généralement différente de celle du liant car elle
rend compte du retard ou de ’avance de la phase lié a la diffusion multiple de la lumiére par
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les diffuseurs disposés aléatoirement dans le milieu. La partie imaginaire est non-nulle deés lors
qu’il y a diffusion méme si le milieu n’est pas absorbant. Cette partie imaginaire rend compte
de T'atténuation de 'onde cohérente due a la diffusion. Cette atténuation est due au transfert
d’énergie de l'onde cohérente vers 'onde incohérente. Par exemple la lumiére directe du soleil
s’atténue exponentiellement lors de la propagation dans un nuage pour se transformer en lumiére
diffuse.

Dans la limite ou les diffuseurs deviennent suffisamment petits pour que la diffusion soit négli-
geable, la partie imaginaire tend vers (. Par contre si la fraction volumique demeure importante,
la partie réelle sera sensiblement différente de celle du liant. Dans ce régime ou il n’y a pas de
diffusion appelé régime statique lorsque Ay — oo, il existe des modeles'! permettant d’évaluer
I'indice effectif du milieu composite. Quand la diffusion apparait, l'indice effectif peut s’évaluer en
faisant appel & la théorie de la diffusion multiple '2. A priori I'indice effectif évalué par les modeles
de diffusion multiple devraient converger vers les modeles en régime statique. Cela peut constituer

13 0l le domaine de validité

un test d’accord entre les modeles pour des parameétres de systéeme
des deux approches est supposé commun.
Finalement, connaitre la partie imaginaire Im(n.ss) de I'indice effectif est un moyen détourné
pour calculer le coefficient d’extinction K.y car elles sont reliées par:
47
Kopt = )\—Im(neff) (IV.15)
0
Ce moyen détourné est intéressant quand la méthode classique du calcul de la section efficace
d’extinction d’une particule puis du coefficient d’extinction sous I'hypotheése d’une diffusion in-
dépendante n’est pas applicable. Nous avons vu au chapitre III que lorsque les diffuseurs sont
placés dans un milieu hote absorbant, la section efficace de diffusion pose aussi un probléeme de
définition.

Probleme de la géométrie effective pour un milieu diffusant limité

L’une des questions que nous avons été amené a nous poser porte sur la géométrie ”vue” par le
champ moyen que nous appelons la géométrie effective. Dans un récent article, les auteurs 4 sup-
posent que la géométrie effective de la couche diffusante est une couche mince d’indice homogene

(voir Fig. IV.6) qui sépare le vide. Si tel était le cas, cela impliquerait que 'amplitude moyenne

- \\ N S

° o ® <>
e ¢ Tem®e e ——= D off e
) o g 00 Np o N réalisations

n=1 ,)//1\\\_ n=1 \:b0>

Fic. IV.6  Géométrie effective pour le champ moyen pour des diffuseurs petits devant les dimen-
stons caractéristiques de la boite.

des ondes réfléchies (< a, >) et transmises (< b, >) devraient toutes étre nulles sauf pour les

11. Maxwell-Garnet (1904); Bruggeman (1935)

12. voir chapitre II et III pour les modeles de Foldy-Twersky et de Keller généralisés en milieu absorbant
13. par exemple le cas d’une faible fraction volumique de petits diffuseurs devant la longueur d’onde

14. Roux, Mareschal, Vukadinovic, Thibaud, et Greffet (2001)
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ordres de diffractions tels que n = 0, i.e. les directions spéculaires en réflexion et en transmission.
Dans la pratique les amplitudes moyennes sont évaluées par la formule suivante:

N
<a, >= %Z (i (IV.16)

=1
ou 4 indique le numéro de la réalisation et N est le nombre total de réalisations. Pour un nombre
N suffisant, les < a, > convergent. Mais il est observé que les < a,, > telle que n # 0 ne
convergent pas tous vers ( contrairement & ce qui était supposé par Roux et al. (2001). Bien
que < ag > prédomine le plus souvent!® sur les autres ordres de diffractions. Si la norme de
Pamplitude moyenne de I'ordre 1 par exemple est 10 fois plus petite que celle de I'ordre 0 (dans
les calculs effectués, le rapport 10 est le minimum que nous ayons observé dans la situation la plus
défavorable), alors la puissance rayonnée est quand a elle 100 fois plus petite. On peut comprendre
pourquoi cela n’a pas été noté auparavant. Le fait que les < a, > et les < b, > ne tendent pas
vers 0 pour les n # 0 implique que la géométrie effective n’est pas, contre toute attente, une
simple couche mince homogeéne, mais un réseau. Pour expliquer pourquoi nous avons affaire a4 un
réseau, il faut revenir sur la maniere dont sont distribués les cylindres dans la couche. Nous avions
indiqué que les cylindres étaient disposés aléatoirement de telle sorte qu’ils ne dépassent pas de la
boite périodique, c’est a dire ni de l'interface inférieure et supérieure, ni de la délimitation gauche
et droite de la boite. Dans la figure IV.7 nous représentons la zone rectangulaire ou peuvent se

D/2 D/2

O | DI2

(D '
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L

Fi1G. IV.7 — La zone foncée délimite la zone permise pour les centres des diffuseurs.

distribuer les centres des cylindres circulaires. Le volume de la boite périodique est Le tandis que
celle contenant les positions possibles des centres des diffuseurs est (L — 2a)(e — 2a). Ces deux
volumes sont sensiblement différents quand le rayon a des diffuseurs n’est pas tres petit devant
I’épaisseur e et la période L du systeme. Or la théorie de la diffusion multiple appliquée a 1’étude
du cohérent (voir II), nous montre que la zone effective est associée a la position possible du
centre des diffuseurs. Nous pouvons maintenant dessiner la géométrie effective vue par le champ
moyen (voir Fig. IV.8). Nous pouvons noter deux cas ou le role de la géométrie effective peut
étre important comparé a la simple couche mince effective. Premierement, quand le rayon des
particules n’est pas négligeable devant la taille de la boite, la fraction volumique de particule
sera plus importante, mais confinée dans une zone plus petite, ce qui implique que 'extinction
d’une onde cohérente est plus importante, mais sur une distance plus petite. Deuxiémement, si la
fraction volumique de particule est telle que la partie réelle de I'indice effectif s’écarte notablement
de celle du liant, alors Ieffet réseau se fera ressentir. Ce qui implique que plus d’énergie cohérente
sera transportée dans les ordres de diffraction non-nuls.

Probléme inverse: identification de ’indice effectif

Dans Roux et al. (2001), les parties réelle et imaginaire de U'indice effectif de la couche sont
évaluées a partir des facteurs de réflexion et de transmission spéculaires énergétiques R, et T,

15. pour un angle d’incidence proche de I'angles de Brewster les ordres 1 et -1 sont souvent les ordres qui contiennent
le plus d’énergie



1vV.2. SOLUTION PAR UNE METHODE ELECTROMAGNETIQUE EXACTE

<a,>

- N AN

o eh o C — = neff Neff Neff € €D
Py o g 0 D o N réalisations
n=1 ‘///\}\\‘ n=1 ?/j\?‘<bn> Np

<bo>

Fic. IV.8  La géométrie effective réelle pour le champ moyen est un réseau faiblement contrasté.

données par la méthode électromagnétique exacte. Par ailleurs, la propagation d’une onde plane
dans une couche mince homogene d’indice quelconque n est un résultat analytique classique qui se
programme tres rapidement, et qui permet de calculer les facteurs de réflexion et de transmission
R(nesg) et T(nesp). Un code d’optimisation est ensuite utilisé pour balayer les valeurs tests de
I'indice effectif sur I’espace complexe afin de minimiser la fonction suivante:

F(nepr) = (Re — R(negy)) + (Te — T(negy)) (IV.17)

Ce code donne les valeurs de I'indice effectif qui permettent de retrouver au plus pres les facteurs
de réflexion et de transmission spéculaires. L’une des diffultés de cette méthode est qu’il n’y a pas
forcément une seule solution au probleme. D’autre part, la méthode des moments dite exacte a sa
propre limite de précision. Il s’agit donc de retrouver R, et T, a la précision prés de la méthode
des moments. La méthode d’identification de 'indice effectif peut selon la géométrie du systeme
s’avérer étre une méthode sensible. Elle sera d’autant plus sensible quand le milieu est optiquement
mince, i.e. quand la partie imaginaire de I'indice effectif est petite et que le milieu est mince. Une
autre limite apparait pour un milieu optiquement tres épais car la précision relative sur le facteur
de transmission donné par la méthode des moments est plus faible. Heureusement, on peut choisir
des cas intermédiaires pour lesquels la méthode est fiable.

Pour prendre en compte 'effet réseau de la géométrie effective, nous avons modifié la méthode de
détermination de I'indice effectif. Nous disposions d'un code développé a I'Ecole Centrale Paris '
capable de calculer les efficacités énergétiques de diffraction réfléchies R, (n.rs), et transmises
Tn(negf), du réseau 2D éclairé sans oblicité en polarisation P. La méthode décrite par Lalanne et
Morris (1996) est basée sur un algorithme de Chateau et Hugonin (1994) combiné & la méthode
de Li (1996) pour le probléme du calcul de la transformée de Fourier du produit de deux fonctions
discontinues en polarisation P. Nous avons dans la méthode d’identification remplacé le simple code
de la couche mince par le code du réseau plus complexe, mais capable de modéliser correctement
les propriétés diffractives de la géométrie effective. Puis nous avons choisi de retenir les solutions
qui satisfont les conditions suivantes:

|Rc,0 - RO(neff)|

5 V.18
Rc,U N " ( )
Too—Ti
Teo = To(nes))l g, (IV.19)
Tc,O
Re,, — Ry(n
Ezo [Bon — Balnesp)l Errs (IV.20)
ZH#URC’”
To, —T,(n
Lo Ton = Talnes)l (IV.21)
Zn;éOTCa”

16. Guinnepain et Cladé (2001)
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avec
_n 2
Rcp, = | < ap > | (IV.22)
Yine
Ton = 2] <b,>|? (1V.23)
Yine

Les Erry, Erry, Errs, Erry sont les erreurs relatives maximums supposées que ’on change en
fonction de la géométrie et des caractéristiques du milieu diffusant. Les conditions IV.19 et 1V.20
expriment la précision sur I'énergie réfléchie et transmise spéculairement, tandis que les conditions
IV.21 et IV.21 portent sur les énergies diffractées dans les autres ordres.

Les problemes de sensibilité sont diminués par le nombre d’information supplémentaire exploité.
Afin d’étre certain de remonter par cette méthode a I'indice effectif correct, nous comparons
les solutions obtenues pour différents angles d’incidence pour lesquels I'indice effectif doit étre
identique.

Comparaison a un modele

Pour comparer le résultat de 'indice effectif avec un modele, il est nécessaire de connaitre la
fraction volumique de particules contenues dans le milieu effectif. Si V est le nombre de particules
contenues dans la boite, la fraction volumique f s’obtient simplement par:

Nra?

/= (L — 2a)(e — 2a)

(IV.24)

alors que si la couche mince en entier avait été choisie comme géométrie effective, alors nous
aurions obtenu:

Nra?

/ Le

(IV.25)

On pourrait objecter que dans le cas ou I'épaisseur e se rapproche de 2a, la fraction volumique
calculée par la formule 1V.24 peut étre supérieure a 1 et diverger (voir Fig.IV.9), ce qui semble
n’avoir aucun sens. La quantité physique qui intervient dans la théorie de la diffusion multiple

€ e-2a t

Fic. IV.9  Ezemple d’un cas ou la fraction volumique est plus grande que 1

pour calculer le coefficient d’extinction, est le nombre de particules par unité de volume. Cette
quantité diverge tout comme la fraction volumique, ce qui implique que le coefficient d’extinction
diverge par la méme occasion. Ce qu’il faut remarquer, c’est que pendant que ’extinction diverge
quand e se rapproche de 2a, la distance sur laquelle I’onde s’atténue égale a e — 2a tend vers 0. Le
produit des deux K,y % (e—2a) tend vers une constante 17 Tatténuation du cohérent e~ Kext*(e—2a)
apres le passage des particules prend donc une valeur finie. Il n’y a donc pas de contradiction.

17. Ceci peut étre démontré facilement en utilisant I’expression du coefficient d’extinction obtenue par une méthode
perturbative (voir par chapitre III pour le cas 3D ou I'annexe E pour le cas 2D).
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Remarques sur d’autres méthodes de détermination de I’indice effectif sur un systéme
diffusant de taille finie

Pour calculer I'indice effectif d’un milieu composé d’une assemblée de particules, certains au-
teurs adoptent une géométrie diffusante de forme sphérique pour un systéme 3D '®, ou rectangu-
laire en 2D . Dans le cas 3D, les petites particules sont distribuées aléatoirement dans une plus
grande sphere fictive de taille limitée (Fig. IV.10). Le systéme est éclairé par une onde plane. Le

®: <> |
o —
K

N réalisations

Fig. IV.10  Une géométrie diffusante sphérique et sa géoméirie effective associée

champ électromagnétique diffracté est calculé pour de nombreuses réalisations de systeme??. La
moyenne des champs diffractés est calculée pour obtenir le diagramme de diffusion moyen de la
sphere diffusante. Les auteurs tentent alors de superposer sur ce diagramme moyen le diagramme
de diffusion de la grande sphere, avec pour indice homogene l'indice effectif. Le diagramme de
la grande sphere homogene se calcule rapidement par la théorie de Mie. L’indice effectif de la
sphére est un parametre d’ajustement. De cette facon, ils obtiennent la partie réelle et la partie
imaginaire de l'indice effectif. Dans I’article de Siqueira et Sarabandi (2000), il semble que le rayon
de la grande sphere choisi pour calculer la diffusion de Mie est R alors que nous pensons que le
rayon de la sphere effective est (R — r) exactement comme dans le cas de nos couches diffusantes
étudiées. Quand R >> r, l'effet est peu important. Mais comme le calcul électromagnétique est
trés couteux, il est naturel de choisir un systéme le plus petit possible. Comme la sphere effective
a un rayon plus petit, la fraction volumique est plus importante que celle indiquée par les auteurs
et cet effet peut ne pas étre négligeable.

La géométrie que nous avons étudié est périodique pour rendre le systéeme infini selon cette
direction afin de se comparer au résultat de la méthode radiative sur une couche mince infiniment
étendue. Pour mesurer le coefficient d’extinction d’un milieu diffusant nous aurions pu utiliser
une autre méthode électromagnétique qui évite d’étudier une géométrie périodique. Saillard et
Sentenac (2001) et Sentenac et al. (2002) entre autres, limitent la taille du systéme aléatoire par
un éclairement localisé de 'objet (voir Fig.IV.11). L’éclairement a la forme d’un faisceau gaussien
construit par une somme d’ondes planes. Le waist (largeur minimale du faisceau) du faisceau
Gaussien est choisi suffisamment grand pour que les statistiques de l'objet aléatoire puissent
étre bien représentées. Dans un milieu aléatoire, il est nécessaire et suffisant que les fonctions
de répartitions des objets (ou les fonctions de corrélations) soient bien representées. L’hypothese
d’ergodicité est ensuite utilisée pour évaluer les propriétés moyennes d’une surface de taille plus
importante & partir d’un ensemble de réalisations de systeme. Dans le cas d’une surface rugueuse,
la surface maillée est choisie un peu plus grande que le waist. Ainsi les problemes liés aux effets de
bords qui peuvent se présenter dans le cas de 'étude d’une géométrie de taille limitée et éclairée
par une onde plane, sont supprimés.

18. Barrowes, Ao, Teixeira, Kong, et Tsang (2000); Siqueira et Sarabandi (2000)

19. Siqueira et Sarabandi (1996); Sarabandi et Siqueira (1997)

20. Les méthodes utilisées pour la résolution du probléme électromagnétique sont la méthode des moments en 2D
et une méthode de type Matrice T en 3D
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Fic. IV.11  Milieu aléatoire éclairé par un faisceau gaussien

IV.3 Comparaison des modeles d’extinction avec les résultats
numériques. Couplage diffusion/absorption en régime in-
dépendant et dépendant.

IV.3.1 Introduction

Pour la premiéere fois & notre connaissance, nous présentons une comparaison entre le coefficient
d’extinction obtenu par un calcul électromagnétique exact et des prédictions théoriques pour un
systeme contenant des diffuseurs baignant dans un milieu absorbant. Les prédictions théoriques
du coefficient d’extinction en milieu absorbant s’obtiennent par les modeles de Kuga (ou Far-
della?!), de Foldy-Twersky et de Keller généralisés. Le coefficient d’extinction déduit des résultats
numériques s’obtient par la méthode d’identification décrite dans la section 1V.2.2. Le modele de
Kuga a été adapté pour notre géométrie 2D dans 'annexe D. Les formules de Foldy-Twersky et
de Keller 2D sont démontrées dans 'annexe K en appliquant la théorie de la diffusion multiple. A
partir de ces modeéles, nous obtenons les expressions suivantes:

e Kuga:

f
——Coy V.26
a2 t,p ( )

ou Ceyt p est la section efficace d'un cylindre en supposant le liant non-absorbant.

e Foldy-Twersky généralisée:

2 g2 . [
keff = kl =+ Zﬁélskl (0) (IV27)
ou Sk, (0) est la matrice de diffusion de Mie dans la direction avant calculé pour un nombre
d’onde ki pouvant étre complexe.

e Keller généralisée:

!

-
Ta?

2 oo »
. i
szf =k + —7'('{;2 4S5y, (0) + ( 4Sk1(0)> / gHU(I)(klr)Jo(keffr)rgg(r)dr (IV.28)
0

ou gy est la fonction de corrélation d’une paire de diffuseur.

21. Nous avons montré I’équivalence des deux modeles pour le calcul de 'extinction dans I’annexe D
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Les coefficients d’extinctions par les modeles de Foldy-Twersky et de Keller généralisés s’obtiennent
a partir du nombre d’onde effectif par la relation:

Keat = 2Im (ke ;) (IV.29)

Nous préférons présenter la partie imaginaire de 'indice effectif plutot que le coefficient d’extine-
tion car elle peut étre comparée directement a la partie imaginaire du liant. Pour le modeéle de
Kuga, la partie imaginaire de 'indice effectif équivalent s’obtient & partir du coefficient d’extinction
par la formule suivante. I (nefs) = i\_gKewt-

La validité de ces modeles dépend de quatre parametres hormis la forme (I’étude est restreinte
au cas de diffuseurs cylindriques & base circulaire):

le rapport du diametre des particules D & la longueur d’onde;

le rapport d’indice des particules & celui du liant Z—Z;

la fraction volumique f;

la partie imaginaire du liant Im(ny).

Nous pouvons difficilement balayer tout I’espace engendré par ces quatre parametres. Nous limi-
terons notre étude pour des milieux dont les parametres physiques intrinseques sont proches de
ceux que 'on peut trouver par exemple dans une peinture diffusante pour une longueur d’onde
dans le domaine de l'optique et le proche infrarouge. Dans les cas présentés, les parameétres sont
les suivants:

e D =05\ ouD=06NouD=0.8)\;

3
s
N

_ 221 _ 159 _ 221 )
o =TGR 1.5 ou = 35 &~ 1.2 ou encore = 755 ~ 1.66;

[=2]

fe[3%,15%)] dans de nombreux cas et fe[25%,40%)] dans quelques autres cas;

Im(np)e0.001,0.1].

Lorsque la fraction volumique de particules non-absorbantes plongées en milieu absorbant est
importante, les particules non-absorbantes représentent une part non-négligeable de la matiére,
diminuant par la méme occasion la proportion de matiére absorbante. Le coefficient d’extinction
est la somme du coefficient de diffusion et du coefficient d’absorption. Par le mot “couplage”, on
sous-entend une modification de la part du coefficient d’absorption dans le coefficient d’extinction
de par la présence des diffuseurs. C’est ce que Kuga tente de prendre en compte dans le premier
terme dans sa formule de I'extinction en %Im(nh)(l — f). Toutefois, il n'y a aucune raison
que le terme en (1 — f) soit correct comme nous en avons discuté lors du chapitre IIT pour un
systeme 3D et dans ’annexe D pour le cas 2D. Ce couplage a toutes les chances de se produire
pour de fortes fractions volumiques de diffuseurs. Mais dans cette situation, ’approximation de
la diffusion indépendante n’est plus valable, la diffusion devient dépendante. En d’autres termes
le coefficient de diffusion n’est plus linéaire avec la fraction volumique de particules. Des résultats
expérimentaux?? et des simulations numériques exactes >> montrent que pour des petites particules

22. Ishimaru et Kuga (1982); Drolen, Kumar, et Tien (1987); Fraden et Maret (1990); Mandt, Kuga, et Ishimaru
(1992); West, Gibbs, Tsang, et Fung (1994); Gélébard, Ferrand, Schnorenberg, et Avrilier (1995); Gobel, Kuhn, et
Fricke (1995); Nashashibi et Sarabandi (1999); Hespel, Mainguy, et Greffet (2001)

23. Tsang, Mandt, et Ding (1992); Lu, Wang, Chew, et Tsang (1993); Lu, Chew, et Tsang (1995); Siqueira et
Sarabandi (2000)
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devant la longueur d’onde le coefficient est plus petit que celui prévu par la théorie de la diffusion
indépendante. Cette tendance s’inverse pour une certaine taille de particules.

La formule de Keller en milieu non-absorbant prend en compte une certaine classe d’effets
cohérents qui rendent compte de certains phénomenes qui introduisent de la diffusion dépendante.
Pour ces raisons, le modele de Keller généralisé en milieu absorbant a été développé en 2D dans
I’espoir de reproduire les résultats numériques. Le modele de Keller nécessite toutefois plusieurs
approximations. Les diffuseurs doivent étre faibles pour limiter les diffusions récurrentes et ils
doivent étre petits devant la longueur d’onde. Enfin, le terme correctif par rapport a la formule de
Foldy-Twersky est calculé sous une approximation scalaire. Par conséquent, il n’est pas évident
qu’elle fonctionne pour les parametres choisis dans ces simulations.

Les résultats seront présentés en trois parties. La premiere discute d’un effet de diffusion co-
hérente lié a la faible épaisseur d’une couche diffusante non-absorbante. Nous montrons qu’il est
nécessaire que la couche soit suffisamment épaisse pour que 'effet puisse étre négligé. La seconde
partie est consacrée a la validation du modele de Foldy-Twersky généralisé en milieu absorbant
en régime de diffusion indépendante et la mise en évidence de la limite du modele de Kuga ou
Fardella. Enfin la troisiéme partie montre les résultats numériques en milieu absorbant en régime
de diffusion dépendante. Nous montrons que le modele de Keller généralisé en milieu absorbant
prédit un coefficient d’extinction qui est en excellent accord avec le résultat de la simulation exacte
quand le contraste d’indice des diffuseurs par rapport au liant est faible.

IV.3.2 Etude préliminaire: effets cohérents induits par une fine couche diffu-
sante

Pour réduire les trés longs temps de calculs exigés par la méthode des moments lorsqu’on
s’intéresse & un systéme contenant de fortes fractions volumiques de particules, il est naturel de
choisir une couche diffusante la plus fine possible pour réduire le nombre de mailles du probleme.
D’autre part, pour augmenter la précision de ’identification, nous calculons I'indice effectif pour de
nombreux angles d’incidence en supposant qu’il ne dépend pas de 'angle d’incidence. Contre toute
attente, nous avons observé que le coefficient d’extinction peut dépendre de l'angle d’incidence
si ’épaisseur de la couche n’est pas tres grande devant la taille des particules. L’origine de cette
dépendance tient aux corrélations induites par le confinement dans une boite d’une part, et par
la contrainte de non-recouvrement d’autre part. Il s’agit donc d’un artefact lié a la géométrie.
La fonction de distribution des paires de particules (supposées circulaires) dans un milieu infini
(par exemple évaluée par le modele de Percus-Yevik) ne dépend que de la distance qui sépare
les particules, i.e. elle ne dépend pas de l'orientation des particules quand le milieu est infini.
Par contre, quand 1’épaisseur du milieu devient faible par rapport & la taille des particules, la
distribution moyenne de la distance projetée dans la direction y séparant les centres de deux
particules est différente de celle projetée dans direction z. A la limite ou ’épaisseur e tend vers
le diametre des particules, la distance moyenne entre deux particules selon x tend vers 0 sans
modification selon la direction y. Ces corrélations anisotropes sur la distribution des particules
entrainent par conséquent une dépendance angulaire du coefficient d’extinction. Comme nous
n’avons aucun modele précis capable de prendre en compte cet effet, nous avons cherché a évaluer
I’épaisseur a partir de laquelle cet effet devient négligeable.

Les résultats pour I'ensemble des systemes considérés sont présentés sur la figure 1V.12. Tout
écart du résultat exact par rapport au modele de Foldy-Twersky, s’explique par un effet de diffusion
dépendante puisque c’est un modele de diffusion indépendante. Sur I'ensemble des figures IV.12,
on voit qu’il apparait une dépendance du coefficient d’extinction avec I'angle d’incidence pour
les couches de plus faibles épaisseurs. Pour les épaisseurs supérieures ou égales a 3.04)g, il n’y a
plus de dépendance angulaire du coefficient d’extinction. Par contre le modele de Foldy-Twersky
sous-estime le coefficient d’extinction. Le léger désaccord s’atténue avec 'épaisseur. I devient
négligeable pour e = 7.6)¢.



1V.3. RESULTATS NUMERIQUES ET MODELES

Im(Nef) ep=2.12 A Im(Nef) ep=2.5 A
0.026 | 0.026
oo2f By o g8 (=4.38% 0.024
0.022fF 0.022
002 0.02 f=3.78%
0.018 F 0.018
0.016 F 0.016
0.014 F 0.014
0012 . 0.012 .
orb Numerical results Foldy-Twersky oL Numerical results Foldy-Twersky
0.008 ; —F—— ep=2.12=4.38% == 0.008 —F—— ep=2.51=3.78% ==
0.006 |- 0.006
0.004 £ 0.004
0.002 F 0.002
E_ L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
01 05 0 05 1 07 05 0. 05 1
Si Si
(a) épaisseur= 2.12)\g (b) épaisseur= 2.5\
Im(Nef) ep=3.04 A Im(Nef) ep=3.8 A
0.026 0.026
0.024 0.024
0022 F EﬂEHg-B/E’B‘EI—B-BEE}/EFEHE&B‘BBE/EF—E 3 93% 0.022
B e 002 =3.73%
0.018 F 0.018
0.016 F 0.016
0.014 F 0.014
0012 N ical It 002F ical it Foldy-Twersky
oot E umerical results Foldy-TWerSky 001 umerical results %
0.008 ; —F—— ep=3.04 f=3.93% == 0.008 —F—— ep=3.81=3.73% ==
0.006 | 0.006
0.004 £ 0.004
0.002 F 0.002
E_ L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
o1 05 0 05 1 07 05 0. 05 1
Si Si
(c) épaisseur= 3.04X¢ (d) épaisseur= 3.8\
Im(Ner) ep=4.24 \ IM(Nes) ep=7.6 A
0.026 - 0.026
0.024 0.024
0.022 £ 0.022
0025 = = = = EiiipipistsinmnSiul it £=3.66% 0.02
0.018 F 0.018 L =3.42%
0.016 F 0.016
0.014 F 0.014
092 E Numerical results Foldy-Twersky °92E Numerical results Foldy-Twersky
001 001
0.008 ; —F—— ep=4.24 {=3.66% == 0.008 —F—— ep=7.6=3.42% ==
0.006 | 0.006
0.004 0.004
0.002 F 0.002
E .y P T WO IS TSR SRS SO AT ST ST WA NS R N T |
01 05 0. 05 1 01 05 0. 05 1
Si Si

(e) épaisseur= 4.24)¢

(f) épaisseur= 7.6Ao

Fi1Gc. IV.12 — Partie imaginaire de l'indice effectif en fonction de l'angle d’incidence en abscisse.
D = 0.6), np = 2.21, ny, = 1.46, polarisation p . Ces courbes mettent en évidence une dépendance
du coefficient d’extinction en fonction de l’angle d’incidence pour les plus petites épaisseurs. Cette
dépendance devient négligeable a partir de e = 3.04)¢.
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IV.3.3 Extinction en régime de diffusion indépendante en milieu absorbant:
comparaison des modeles de Kuga et de Foldy-Twersky généralisé.

Il existe des tailles et des rapports d’indice particule sur liant tels que les effets de diffusions
dépendante n’apparaissent que pour de trés fortes fraction volumiques de particules. C’est le cas
pour la série de résultats que nous présentons ici ot D = 0.6Xg, n, = 2.21 et Re(np) = 1.46.
Ces parametres sont donc intéressants pour s’affranchir des effets de diffusion dépendante pour
des fractions volumiques élevées. En d’autres termes, les parametres du milieu sont tels que la
diffusion dépendante n’entraine ni une augmentation, ni une diminution du coefficient d’extinction
avec la fraction volumique par rapport a la diffusion indépendante. L’ensemble des résultats sont
présentés Fig.IV.13.

Quand la partie imaginaire du liant I'm(nyp) est égale a 0 , 0.001 ou 0.003, nous qualifions le
milieu de faiblement absorbant; quand elle est égale a 0.01, 0.03 ou 0.1 nous qualifions le milieu
de fortement absorbant.

Les résultats pour la fraction volumique de 3.74% sont représentés sur la figure IV.13(a) pour
un liant faiblement absorbant et sur la figure IV.13(b) pour un liant fortement absorbant. Pour
cette fraction volumique, Foldy-Twersky généralisé et Kuga donnent des résultats identiques. On
voit que, hormis un décalage absolu systématique dans le cas d’un liant faiblement absorbant, les
modeles sont en trés bon accord avec les résultats numériques. Ce décalage est probablement da
a la trop fine épaisseur du systeme.

Pour les cas des fractions volumiques de 7.48% Fig.IV.13(c) et IV.13(d), les conclusions sont
identiques, sauf pour les cas fortement absorbants, ou les prédictions des modeles de Kuga et de
Fardella s’écartent légerement. Tandis que le modele de Foldy-Twersky généralisé reproduit tres
bien les résultats numériques, le modele de Kuga s’en écarte de plus en plus quand la fraction
volumique augmente et que I'absorption du liant est forte. On le voit trés bien sur les Figures
IV.13(e) et IV.13(f) pour les cas respectifs f = 9.98% et f = 15.97%.

Pour conclure sur ces résultats, dans le cas ou la diffusion dépendante est négligeable, le modele
de Foldy-Twersky généralisé est excellent. Le modele de Kuga s’écarte du résultat exact quand la
fraction volumique et quand le liant est tres fortement absorbant. La formule de Kuga donne un
résultat erroné pour deux raisons:

e La formule de Kuga sous-estime I'extinction & cause du terme en Im(np)(1 — f) qui n’est
pas justifié rigoureusement (selon les conclusions du chapitre IIT)

e La section efficace de la particule en milieu absorbant est peut-étre modifiée par rapport
au cas non-absorbant car la quantité %Im(nh) =0.75 et e 07 = 0.5. Par conséquent, la

puissance de 'onde incidente décroit d’un facteur 2, ce qui n’est peut étre pas négligeable. On
peut s’attendre & une différence entre Kuga et Foldy-Twersky généralisé des que %I m(np)
n’est plus trés petit devant 1 ou en d’autres termes, lorsque la taille de la particule est
comparable a la longueur d’absorption.

IV.3.4 Couplage extinction/absorption du liant en régime de diffusion dépen-
dante

Dans la majorité des cas, quand la fraction volumique dépasse les quelques pour cents, la
diffusion dépendante joue un role non négligeable sur le coefficient d’extinction. Les parametres
choisis dans cette partie, i.e. la taille des particules et le rapport d’indice des particules sur le liant
sont tels que la diffusion est dépendante.

np 2.21

Re(ny) 1.46°

e Diametre D = 0.8)\y; rapport d’indice moyen:

©

e Diametre: D = 0.5 o1 0.6\g; rapport d’indice faible:% = %g .

w
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Fic. IV.13  Partie imaginaire de l'indice effectif obtenue par les modéles de Kuga et de Foldy-
Twersky généralisé en milieu absorbant et par la résolution numérique exactes des équations de
Mazwell sur le systéme complet. D = 0.6, n, = 2.21, Re(ny) = 1.46, L = 12.4)¢, polarisation p
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e Diametre: D = 0.5 ou 0.6\¢; rapport d’indice fort :% = %

Dans le premier cas, la diffusion dépendante a pour effet d’augmenter le coefficient d’extinction
par rapport au cas indépendant tandis que dans les deux autres cas, le coefficient d’extinction est
plus petit que celui prévu par la diffusion indépendante.

Cas de particules de diametre 0.8\ non-absorbantes plongées en milieu absorbant

Im(neff) Im(neff)

L | =11.55%

4 0.1 - , ~
D=0.8A Im(nh)=0.03 / A
Im(nh)=0.03 e 0.08f g

01l
“““ 0.06 |

.... 0.04 -

0.05 o

Foldy generalized

Foldy generalized 0.0 R P Keller generalized

L === Keller generalized a o numerical simulation
L 0 Numerical simulation [
0 T T T | 0 L T B T T 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.25 05 0.75 1
D/A
(a) D =0.8\ (b) f =11.55%

Fi1G. 1V.14 — Partie imaginaire de Uindice effectif (équivalente a [’extinction) en fonction de la
fraction volumique f en Fig.IV.1}(a) pour un rayon fixé et en fonction du diamétre pour une
fraction volumique fizée en Fig.1V.14(b). Le liant est absorbant. Re(ny) = 1.46, Im(np) = 0.03,
ny = 2.21, polarisation p

On s’intéresse ici au cas de particules de diametre D = 0.8)\¢ plongées dans un milieu hoéte
absorbant avec Im(np) = 0.03. Les résultats sont présentés sur les figures IV.15. Pour ce type
de particules, la diffusion dépendante a pour effet d’augmenter le coefficient d’extinction par
rapport au cas indépendant. On le voit sur la figure IV.15(a) pour le cas de particules en milieu
non-absorbant.

Les modeéles de Foldy-Twersky généralisé et de Kuga donnent des résultats légerement différents
pour tous les cas présentés méme pour le cas de la plus faible fraction volumique. Cette différence
ne peut s’expliquer par la différence entre Foldy-Twersky généralisé et Kuga sur le terme en
(1 — f). Le désaccord est dit a la différence du résultat de la matrice de diffusion Sg.,)(0) en
milieu non-absorbant présente dans le modele de Kuga et la matrice de diffusion S, (0) présente
dans le modeéle de Foldy-Twersky généralisé.

Dans tous les cas, les modeles de Kuga et de Foldy-Twersky généralisé sous estiment les résultats
exacts de 'extinction et ce désaccord augmente avec la fraction volumique. La diffusion dépendante
est responsable de ce désaccord.

Bien que nous utilisons le modele de Keller en dehors de ces approximations (les particules
sont supposées petites devant la longueur d’onde) quand D = 0.8y, Keller rétablit dans le bon
sens le coefficient d’extinction, mais un désaccord toutefois subsiste pour les fractions volumiques
élevées.
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Fic. IV.15  Partie imaginaire de lindice effectif en fonction du sinus de ’angle d’incidence.

D =08, f =11.55%, Re(np) = 1.46, n, = 2.21, L = 12.4)\y e = 3.8y, Maille = %, polarisation
p.

La comparaison des figures 1V.15(b) et IV.15(a) suggere une réponse possible a la question
suivante. L’absorption du liant a- t-elle tendance o diminuer les effets de diffusion dépendante? La
question parait 1égitime car les effets de diffusion dépendante sont intimement liés aux corrélations
sur la position des diffuseurs. Comme la fonction de Green du liant décroit plus rapidement dans
un milieu absorbant, I'effet de ces corrélations est diminué a priori.

Si on mesure leffet de la diffusion dépendante par I’écart absolu entre le résultat exact et le
modele de Foldy-Twersky généralisé, alors on voit que cet écart est a peu preés identique (0.025)
que le liant soit absorbant ou non. L’écart relatif est par contre plus petit dans le cas d’un liant
absorbant puisque l'extinction est plus grande quand le liant est absorbant. Par conséquent, on
ne peut pas affirmer que les effets de diffusion dépendante soient réduits par I’absorption du liant.
L’explication est simple, la fonction de corrélation de paire a une portée de 'ordre du diameétre
d’un diffuseur. L’atténuation de l'onde incidente est trop faible sur cette distance pour que la
diffusion dépendante soit réduite. Toutefois, les effets cohérents liés a la diffusion multiple d’ondes
corrélées entres les diffuseurs voisins sont probablement réduits car ils nécessitent des propagations
sur des distances plus importantes. Comme ces corrélations sont difficiles & calculer, ceci est une
bonne nouvelle. Par conséquent ’approximation de Keller devrait avoir un domaine de validité
plus étendu en terme de fraction volumique et en terme de rapport d’indice particule sur liant
quand le liant est absorbant.

Cas de particules faiblement contrastées par rapport au liant

Dans cette partie, les particules d’indice n, = 1.59 sont plongées dans un liant dont la partie
réelle de l'indice est Re(ny) = 1.33. Le diametre des particules est D = 0.5)\¢ pour toutes les
fractions volumiques, sauf pour f = 43.43% pour lequel D = 0.6)¢. La taille des particules et
le contraste d’indice sont tels que la diffusion dépendante a tendance & diminuer le coefficient
d’extinction par rapport aux prédictions de la diffusion indépendante. La partie imaginaire du
liant est égale & 0.02.

Pour ce type de particules, les modeles de Foldy-Twersky généralisé et de Kuga donnent pra-
tiquement les mémes résultats.

L’évolution de la partie imaginaire de I'indice effectif en fonction de la fraction volumique est



104 CHAPITRE IV. COEFFICIENT D’EXTINCTION EN MILIEU ABSORBANT
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FiG. 1V.16 — Partie imaginaire de Uindice effectif (équivalente a [extinction) en fonction du
parameétre de taille des particules pour une fraction volumique fizée et pour un liant absorbant.
Re(np) = 1.33, Im(np) = 0.02, n, = 1.59, polarisation p.

présentée sur la figure IV.16(a). Pour tous ces cas, la diffusion n’est pas trés forte comparée a
I’absorption puisque l'indice effectif obtenu par la simulation numérique exacte est peu différent
de celui du liant. On observe que I'extinction n’augmente pas avec la fraction volumique, elle a
méme tendance & diminuer & partir de 12%. Le coefficient d’extinction est la somme du coefficient
d’absorption et du coefficient de diffusion. Quand le milieu ne contient pas de particule, le milieu
ne diffuse pas et I'extinction est due exclusivement a I’absorption. Le fait que I'extinction totale
n’augmente pas quand la fraction volumique augmente, montre que le coefficient d’absorption
diminue puisque le coefficient de diffusion n’est pas nul en présence de diffuseurs. Il est probable
que la part du coefficient d’absorption dans le coefficient d’extinction diminue avec la fraction
volumique car le volume de matiére non-absorbante augmente. Pour f = 29%, notons que 'ex-
tinction donnée par la simulation exacte semble plus petite ou égale?* & I'extinction qu’il y aurait
sans particule due uniquement a ’absorption du liant.

Dans tous ces cas le modele de Foldy-Twersky généralisé surestime le coefficient d’extinction a
cause de la diffusion dépendante. Un trés bon accord entre le modele de Keller en milieu absorbant
et les résultats numériques exacts est observé. Il est étonnant que le modele de Keller fonctionne
une fois de plus. Il est probable que les prédictions de ce modele soient correctes pour des diametres
de particules proches de D = 0.5);. Pour cette raison, nous représentons Fig.IV.16(b), pour une
fraction volumique f = 29%, la partie imaginaire de I'indice effectif en fonction du diametre des
particules autour de D = 0.5Ag. Nous avons relancé un autre cas de calcul pour D = 0.6)\g et
f =43.43%. Le résultat présenté Fig. IV.17 montre que les modeles de Foldy-Twersky généralisé
et Kuga surestiment la valeur de I'extinction d’un facteur d’environ 2.5 alors qu’il y a un excellent
accord avec le modele de Keller. Ce qui confirme qu’il doit exister un domaine de taille de particule
pour lequel le modele de Keller est correct. Pour cette fraction volumique, la partie imaginaire de
I'indice effectif est plus petite que celle du liant.
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Fic. IV.17  Partie imaginaire de 'indice effectif en fonction du diamétre D des particules pour
une fraction volumique fizée en milieu absorbant. f = 43.43%, n, = 1.33 + i % 0.02, n, = 1.59,
L = 12.4Xg, e = 3.8\, Maille = % polarisation p. Le résultat exact pour D = 0.6\g montre
que le coefficient d’extinction dans un milieu diffusant peut étre plus petit que s’il n’y avait pas de
diffuseur quand le milieu liant est absorbant.
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Fia. IV.18  Partie imaginaire de 'indice effectif en fonction de la fraction volumique. Re(nyp) =
1.33, Im(ny) = 0.02, ny, = 2.21, D = 0.5)g, polarisation p
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Cas de particules plus fortement contrastées par rapport au liant

Prenons le cas de particules de diameétre de particule D = 0.5}, avec un rapport d’indice
particule sur liant % = 1.66 plus fort que précédemment. Pour la figure IV.18(a), la partie
imaginaire de I'indice du liant vaut 0.02, tandis qu’elle vaut 0.03 pour la figure IV.18(b). Pour les
fractions volumiques de 6% et 12%, et pour les deux types absorptions du liant, les trois modeles
sont en accord avec les simulations numériques.

Pour le cas f = 24% et Im(np) = 0.02 et pour f = 29% et Im(ny) = 0.03, aucun des modeles
ne prédit correctement le coefficient d’extinction, et le modele de Keller est celui qui surestime le
plus les valeurs. La diffusion dépendante est responsable de ces désaccords et le modele de Keller
ne permet pas de rendre compte de ces effets pour ce type de particules.

Le trop fort contraste d’indice pour cette taille de particule, est probablement la cause du
désaccord. On sait théoriquement que le modele de Keller néglige d’'une part les corrélations
de paires dues aux diffusions multiples récurrentes, et celle d’ordre plus élevé concernant des
corrélations a plus de deux diffuseurs. On sait que ces corrélations sont plus faibles a priori quand
les diffuseurs diffusent moins. L’absorption limite aussi 'effet de ces corrélations puisqu’elle réduit
les éveénements de diffusion multiple. L’hypothese d’une diffusion faible est donc nécessaire a
I’établissement de la formule de Keller et elle devrait étre d’autant plus valable en milieu absorbant.
La Fig.IV.3.4 montre que le diametre D = 0.6y correspond a une diffusion proche de la premiere
résonance de Mie. Les corrélations d’ordre plus élevés que celle que le modele de Keller prend en
considération ont sans doute une importance non-négligeable sur la valeur de I’extinction.

Im(neff)

0.2 /
Im(nh)=0.02 / N

=24%

0.1

0.05 Foldy generalized

A - Keller generalized
=~._. O Numerical results

Fic. IV.19  Partie imaginaire de 'indice effectif en fonction du rayon des particules. Le liant est
absorbant. Re(np) = 1.33, Im(np) = 0.02, n, = 2.21, f = 24%, polarisation p

Peut-on extrapoler ces résultats au cas 3D par exemple pour un ensemble de diffuseurs sphé-
riques. La fonction de Green 2D décroit beaucoup plus lentement que la fonction de Green 3D en
champ lointain. Par conséquent le role des corrélations de champ lointain devrait étre plus faible
en 3D, et le domaine d’application du modele de Keller en terme de rapport d’indice particule sur
liant pourrait étre plus étendu.

Il est étonnant que le modele de Keller ait aussi bien reproduit certains résultats numériques.
Dans une prochaine étude, il devrait étre intéressant de reprendre la démonstration de la formule
de Keller pour tenter d’éviter I'approximation des petits diffuseurs afin de montrer que cette

24. A cause de l'incertitude liée aux erreurs numériques, on ne peut affirmer que 'extinction est vraiment plus
petite que celle du liant
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formule devrait étre valable pour des diffuseurs de taille plus importante.

IV.4 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, comparé le coefficient d’extinction obtenu d’une part par une
méthode exacte, et d’autre part par le modele phénoménologique de Kuga (qui est équivalent
au modele de Fardella) et les modéles que nous avons développé: ceux de Foldy-Twersky et de
Keller généralisés en milieu absorbant. La méthode dite “exacte” est la résolution numérique
exacte des équations de Maxwell pour un milieu absorbant contenant des diffuseurs aléatoirement
disposés dans l'espace. La géométrie du milieu diffusant retenue et étudiée est une fine couche
composée d’un liant et de particules qui séparent le vide en deux espaces semi-infinis. Une étude
paramétrique exacte sur des systemes diffusants a trois dimensions contenant un nombre suffisant
de diffuseurs fortement diffusants est encore hors de porté des ordinateurs actuels. Cette étude s’est
donc restreinte au cas d’un systéme a deux dimensions. Une direction est choisie invariante par
translation. Nous avons bénéficié de I'expérience acquise par d’autres auteurs?®> pour la résolution
numérique des équations d’ondes sur ce type de géométrie avec une condition supplémentaire:
une direction de périodicité. Nous avons détaillé la méthode statistique employée pour traiter
un ensemble de réalisations de systéemes. Notamment, la moyenne statistique du champ total
est exploitée pour obtenir I'indice effectif du milieu diffusant. Comme le coefficient d’extinction
est, & un facteur pres, la partie imaginaire de l'indice effectif, nous obtenons de cette maniere la
quantité physique souhaitée. Puis nous précisons, par rapport aux auteurs précédents, le role de
la périodicité lors de I'identification de I'indice effectif. Nous avons par conséquent développé une
nouvelle méthode d’identification plus précise qu’auparavant.

Les modeles de Foldy-Twersky et de Keller généralisés en milieu absorbant, et le modele de
Kuga, présentés au chapitre III pour le cas d’un systeme 3D sont explicités pour le cas d’un
systeme 2D dans 'annexe E pour les modeles de Foldy-Twersky et de Keller, et dans 'annexe D
pour le modele de Kuga. Nous avons démontré en particulier que le modele de Kuga est faux dans
la limite des grandes longueurs d’onde et que par conséquent sa validité est douteuse pour le cas
d’un milieu diffusant.

Ces modeles 2D sont comparés au résultat du coefficient d’extinction en milieu absorbant
obtenu par la méthode exacte. Nous avons montré que les solutions théoriques proposées sont
valables pour certains parameétres du milieu diffusant dans le cas 2D. Cette comparaison a pu
mettre en évidence les défauts du modele de Kuga et un bon accord du modele de Foldy-Twersky
généralisé tant que le régime de diffusion est indépendant. Dans le régime de diffusion dépendante,
le modele de Keller, malgrés ses hypotheses restrictives telles que des particules petites devant
la longueur d’onde et une approximation scalaire, donne d’excellents résultats pour le cas de
diffuseurs de diametre proche de la longueur d’onde tant que le rapport d’indice particule sur
liant n’est pas trop fort.

25. Mareschal (1996) et Roux, Mareschal, Vukadinovic, Thibaud, et Greffet (2001)
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Chapitre V

Coefficients de diffusion et
d’absorption d’un milieu absorbant
contenant des diffuseurs
non-absorbants

V.1 Introduction

La décroissance exponentielle d’un faisceau collimaté dans un milieu diffusant est décrit par
le coefficient d’extinction K..:. Les chapitres précédents traitent du probleme du calcul de ce
coefficient quand des diffuseurs sont plongés dans un milieu absorbant. La décroissance du faisceau
est due & ’absorption du liant ou des particules, et a la diffusion des particules. On définit la part
de I'une et de 'autre en écrivant:

Kea:t = Ksca + Kabs (Vl)

Bien que nous ayons vu comment calculer le coefficient d’extinction, nous ne connaissons pas
la proportion due a 'absorption ou a la diffusion par les particules. Cette distinction permet-
tera d’évaluer ’albedo du milieu moyen; c’est un parametre essentielle de I’équation de transfert
radiatif (ETR). Connaitre I’absorption moyenné par unité de volume, permettra par la méme
occasion d’évaluer I'émissivité d’'un élément de volume. Ce probléeme d’ordre fondamental n’a a
notre connaissance jamais été résolu rigoureusement. Méme en régime de diffusion indépendante,
des doutes subsistent sur les expressions des coefficients de diffusion et d’absorption connues, car
les théories font appel & la notion de section efficace! dont la définition n’est pas triviale en milieu
a pertes. Le probléme est encore plus complexe lorsque la fraction volumique de diffuseurs devient
importante car le phénomene de diffusion dépendante prend de 'importance. D’autre part, quand
on insére une collection de particules non-absorbantes de fraction volumique f baignant dans un
milieu absorbant, la part du volume absorbant dans le milieu diminue et devient (1 — f). Le
comportement du coeflicient d’absorption pour de fortes fractions volumiques de diffuseur est une
question importante. On peut se demander si le coefficient d’absorption suit une loi en (1 — f), ce
qui n’a rien d’évident. Nous avons étudié au chapitre III pour le cas de spheres et dans ’annexe
D pour le cas de diffuseurs cylindriques infinis le coefficient d’absorption en fonction de f dans le
régime d’homogénéisation?. Nous avons montré dans ce régime sans diffusion, que la loi en (1 — f)

1. Les tentatives de définition d’'une section efficace en milieu absorbant sont exposées dans les articles sui-
vant:Mundy et al. (1974); Chylek (1977); Fardella et Berthier (1994); Quinten et Rostalski (1996); Sudiarta et
Chylek (2001b); Yang et al. (2002). Fardella (1995) calcul un coefficient de diffusion tout en évitant de définir une
section efficace, mais introduit d’autres approximations finalement équivalentes

2. Dans le régime d’homogénéisation, les particules sont tres petites devant la longueur d’onde de I’éclairement.
Dans ce régime, comme le coefficient de diffusion est nul, alors les coefficients d’extinction et d’absorption sont



110 CHAPITRE V. COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET D’ABSORPTION

n’est correcte que pour des particules dont I'indice est proche de celui du liant. Le comportement
peut étre tres différent quand les particules ont un indice fortement contrasté par rapport au liant.
En présence de diffusion, le probleme se complique.

Nous avons vu aux chapitres III et IV que l'on peut éviter de définir une section efficace
d’extinction en milieu absorbant en évaluant directement la décroissance du champ moyen, c’est a
dire le champ cohérent ou le champ moyen. Mais I’étude du champ moyen n’est pas suffisante pour
séparer l'absorption de l’extinction. Nous pensons que la clé du probléme se situe dans 1’étude
de la fonction de corrélation du champ. Pour calculer rigoureusement le coefficient de diffusion
en milieu absorbant, il faudrait reprendre tout le calcul vu au chapitre II du lien entre ’équation
de Bethe-Salpether (EBS) qui régit la fonction de corrélation du champ, et 'ETR qui régit la
luminance dans un milieu diffusant. Il devrait étre possible de relier le coefficient de diffusion
a Popérateur intensité (contenu dans I'EBS) tout au moins sous 'approximation d’une diffusion
indépendante (ou encore la “ladder approximation” dans la théorie ondulatoire de la diffusion
multiple).

Dans l'attente du résultat de cette étude, nous pouvons toutefois nous attaquer au probleme
par un autre moyen. Au sens de la radiométrie généralisée, 'étude de la fonction de corrélation
du champ revient simplement & étudier la luminance diffuse.

Nous allons étudier dans ce chapitre les propriétés radiatives d’une couche diffusante absorbante
par deux méthodes. Par la premiere, le probléeme est résolu exactement par la résolution numérique
des équations de Maxwell. La seconde méthode consiste & résoudre 'ETR avec des parameétres
modélisés qui tente de prendre en compte a la fois 'absorption du liant et le probléme de la diffusion
dépendante. Considérons une couche absorbante qui ne contient pas de particules. Soit 7', la part

\ \\
\

Fic. V.1 La couche mince absorbante contenant des diffuseurs mon-absorbants (a droite)
transmet-elle plus d’énergie que la couche mince homogéne et absorbante (d gauche)?

de I'énergie transmise par cette couche homogene. Est-il possible que ce facteur de transmission
puisse augmenter lors de I'ajout de particules non-absorbantes. La transmission globale peut elle
augmenter par un effet de type “percolatif” des particules non-absorbantes. En d’autres termes,
dans quelles conditions - en terme d’indice de taille et de fraction volumique - la lumiére peut-elle
profiter des trous d’absorption pour se propager plus facilementI’

Notons qu’il n’est pas évident que le facteur 7" augmente simplement parce que le volume ab-
sorbant diminue. Il ne faut pas oublier qu’il y a dans le méme temps un autre effet en compétition.
En présence de particules (voir la figure droite V.1), les chemins sont déviés, une ou plusieurs fois.
La distance parcourue par la lumiere avant la sortie du systéme est donc plus importante, et la
probabilité d’absorption et de réflexion augmente.

Si ce phénomene d’exaltation du facteur de transmission existe, peut-on trouver les parameétres
de 'ETR qui puissent reproduire le résultat électromagnétiquel’

Avant de répondre & ces questions par la comparaison de 'ETR & la méthode électromagnétique
exacte, nous introduisons dans un premier temps la définition des quantités radiométriques pour

identiques.
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un systeme 2D. Puis nous rappelons les principes qui conduisent a I’établissement de 'ETR 2D
puis sa méthode de résolution. Enfin nous décrivons la résolution numérique des équations de
Maxwell et comment on peut relier les statistiques des champs aux quantités radiométriques afin
de comparer les deux résultats.

V.2 Définition des quantités radiométriques pour un systeme 2D

e
Iy
I Vacuum
0Lz
TIPS '...-.'.' .
e
y
i Vacuum I

vosca,t

Fic. V.2 Systéme: couche diffusante 2D (1 direction d’invariance selon Oz )

Le milieu est éclairé par une onde collimatée monochromatique qui se propage dans le plan
d’incidence perpendiculaire aux cylindres (sans oblicité) dans la direction e; formant un angle
Oinc avec la normale & la surface d’entrée. Dans ce cas particulier, les polarisations linéaires p (le
champ électrique est dans le plan d’incidence) et s (le champ électrique est orthogonal au plan
d’incidence dans la direction e = z) sont indépendantes et peuvent étre traitées séparément.

L’une des quantités radiométriques que nous cherchons est la luminance diffusée par le systéme.
Rappelons que pour un systéme a 3 dimensions quelconques (statistiquement non uniforme), la
luminance L se définit comme une puissance moyenne rayonnée < dP > & travers une surface
infinitésimale dS centrée en un point r, orientée par une normale n, et se propageant dans une
direction u dans un angle solide infinitésimal d€2 centré autour de u (voir Fig.V.3 a). La luminance
est reliée & < dP > par la relation:

< dP(r,u) >= L(r,u)cos(0)dSdS2 (V.2)

ou cos(f) = n - u; et cos(f)dS est la surface réellement vue dans la direction u. L’unité de la
luminance est dans ce cas une puissance par unité de surface et d’angle solide [Wm 2sr—!].
Comme le systeme considéré est 2D et a la particularité d’étre statistiquement uniforme dans la
direction x, et comme le milieu est éclairé par une luminance collimatée uniforme (la couche est
uniformément éclairée), alors la luminance (voir Fig.V.3 b) ne dépend ni de z, ni de z. D’autre
part, angle solide df) dans le cas 3D se réduit & un angle df dans le cas 2D et la surface dS devient
un segment infinitésimal dL. Ainsi, la luminance L est reliée a la puissance rayonnée < dP > par
la relation:

< dP(y,u) >= L(y,u)cos(0)dLdo (V.3)
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dL

(a) Cas générale 3D (b) Cas pour une couche 2D statistique-
ment homogene éclairée uniformément

Fic. V.3 Définition de la luminance

L’unité de la luminance L(y, #) se réduit par conséquent & une puissance par unité de longueur et
d’angle [Wm 'rad—!]. La luminance incidente L;,., qui est collimatée dans la direction formant
un angle 6;,. avec la normale & la couche s’écrit dans le vide:

Fy

cos(Binc)

Linc(0) = d(Oine — 0) (V.4)

ot Fy est la densité de flux incident [Wm '] reliée au vecteur de Poynting IT d’une onde plane
par Fy = ‘H|COS(9mc).

La solution compléte du probléme peut étre décrite par la BRDF diffuse (fonction de distribu-
tion bidirectionnelle de la réflectance) et la BTDF diffuse (fonction de distribution bidirectionnelle
de la transmittance) qui relie les luminances diffusées réfléchie et transmise respectivement a la
luminance incidente:

Lsca(y = 07 gsca) = /BRDF(Gscaa Hinc)Linc(einc)COS(Ginc)dginc s g > osca >0 (V5)

Lsca(y = eaesca) = /BTDF(gscaaHinc)Linc(einc)cos(ainc)dginc , T> asca > g (VG)

L’'unité de la BRDF et de la BTDF est par conséquent le rad—'. Pour simplifier les notations
on écrit par la suite p”(0scq,Oine) = BRDF (Oscq, Oine) et 7" (Osca, Oine) = BT DF (0scq, Oine). La
notation ” rappelle que la fonction dépend de deux angles. En insérant la luminance incidente

dans les expressions (V.5) et (V.6), on obtient

Lsca(y =0, osca) = p”(escaa ginc)FO (V7)
" 0 F[]

Lsca(yzeaesca) = T (escaa inc)

Dans le milieu I, une partie de la luminance réfléchie est de nature diffuse (Lsqq), tandis qu'une
autre partie que nous notons L, . est collimatée dans la direction spéculaire. Dans une approche
phénoménologique, la luminance collimatée réfléchie correspond a la partie de la luminance inci-
dente qui a été réfléchie spéculairement (qui suit les loi de Snell-Descartes), mais qui n’a pas été
diffusée. Plus rigoureusement, la théorie de la diffusion multiple (voir chapitre IT), nous apprend
que la luminance collimatée est la partie de la lumiere réfléchie qui a conservé la propriété de
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cohérence spatiale de 'onde incidente. De méme, dans le milieu 177, une partie de la luminance
transmise est diffuse (Lg.,) tandis que 'autre est collimatée (L, .). Les facteurs de réflexions R,
et de transmissions spéculaires T, sont définis par les rapports suivants:

Lr,c

R. = —= V.9
¢ Linc ( )
Lt c
T = == V.10
¢ Linc ( )

Deux autres quantités physiques importantes appelées facteurs de réflexion et de transmission
hémisphériques diffus sont définies par:

pl(ginc) = / p"(escaa Hinc)cos(esca)dasca (Vll)
0

7—,(91'710) = / Tll(oscaa einc)cos(osca)desca (V12)
0

ou l'intégration s’effectue sur les directions du demi-espace supérieur pour la réflexion et du demi-
espace inférieur pour la transmission. Elle exprime simplement le rapport entre la puissance ré-
fléchie (respectivement transmise) dans toutes les directions et la puissance incidente. Notons que
la conservation de I’énergie implique que 'absorptivité a’ directionnelle du systéme vérifie:

R AT.+p+7=1-d (V.13)

V.3 Le modeéele des transferts Radiatifs 2D

Roux (1999) a développé pendant sa thése un code permettant de résoudre I'équation de trans-
fert radiatif pour la géométrie étudiée. Le détail de la méthode est exposée dans sa these. Nous
rappelons I’équation de transfert radiatif 2D et la méthode numérique permettant sa résolution.
Par rapport au travail de Roux (1999) les parametres de 'ETR sont calculés par nos modeéles
originaux. Le calcul du coefficient d’extinction est par exemple décrits en annexe E valable en
milieu absorbant en régime de diffusion indépendant et dépendant.

Pour étudier I'influence des pertes dans la matrice, notons que Simon (1995) & résolu 'ETR
dans le cas d’un systeme 3D par une méthode de type Monte-Carlo avec différentes parametres
d’entrées évalués phénoménologiquement sous ’hypothése d’une diffusion indépendante. Ce qui a
permis de mettre en évidence la sensibilité du résultat par rapport aux parametres d’entrées.

V.3.1 L’équation de transfert radiatif 2D

La démonstration de 'ETR pour le cas 2D est identique au cas 3D (voir chapitre I). L’équation
intégro-différentielle pour la luminance, valable en tout point s du milieu diffusant et pour toutes
directions u est:

dL Kca o
dL(s,u) = — Koy L(s,u) + / p(u’,u)L(s,u’)du’ (V.14)
ds 2n  Jy

ou p(u’,u) est la fonction de phase. Dans le cas 2D, u’ et u sont dans le méme plan.

Soit @1 € [0, 2n] I'angle définie par la figure V.4 donnant la direction de propagation d’une
luminance particuliere dans le milieu /7. On peut exprimer I’équation précédente dans un sys-
téme de coordonnées sans dimensions et des parametres sans dimensions. Pour cela est définie la

profondeur optique 7 = K.y, et I'albedo w = gz:ﬂ‘: En utilisant la relation dy = cos@!!ds, et en
divisant I’équation (V.14) par K., on obtient:
dl 911 2w
cos@”% = —L(r,0™) + 23 / p(0"", 0" L(r, 0" Yae'T (V.15)
T ™ Jo
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S
N
911 u

Y

Fi1G. V.4  Définition de ’angle 671

V.3.2 Facteurs de réflexion et de transmission cohérents

La source de diffusion n’est pas explicite dans I’équation précédente. Pour faire appaitre la
source extérieure, il est utile de séparer la luminance collimatée de la luminance diffuse.

L(7,0'") = Ly (1,0M) + L.(7,6') (V.16)

L’expression de la luminance collimatée s’obtient facilement & partir de I'indice du liant nj, de
I’épaisseur de la couche e et du coeflicient d’extinction. Il suffit de résoudre le probleme du
calcul analytique d’une onde se propageant dans une couche réfléchissante homogene d’indice
n = Re(np) + iIm(KZ—”;T‘/\) ou la partie imaginaire ajoutée & 'indice du liant décrit la décroissance
de 'onde collimatée dans le milieu. Soit 96 I’angle d’incidence dans le milieu I et 961 I’angle de
la luminance collimatée descendante dans le milieu I1. Ces angles sont reliés par les lois de la

réfraction de Snell-Descartes.
I \ /
24 [
11 \

Fic. V.5  Notations pour les luminances spéculaires.

Dans le milieu /7, la luminance collimatée I, se décompose en la somme de deux flux collimatés
descendant F, et montant F.

I(m,0") = F-6(00" — 07y + FFo(m — 0l — 0'7) (V.17)
avec
F T
Fy = —=T(05)le %" (V.18)
cost
F 127m +7
Ff = ~T12(05)T Raz (04" e <%0 (V.19)
c0590

ol Ty, = Kegzie est Iépaisseur optique de la couche et

27T -1

I'= |1 Ros(81)Ro1(8)")e o=t (V.20)
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est le facteur de réflexion multiple dans la couche. Les formules négligent les effets d’interférences.
Elles sont valables si la longueur de cohérence temporelle < est plus petite que I’épaisseur de la
couche.
Par ailleurs, les expressions exactes des facteurs de réflexion et de transmission spéculaires sont:
12mm

Rio(08) + Tyo(05)T Rys (00) T (00 T) e co%0” (V.21)

R,

T, = Tyo(0))Tys(0i)e o=t (V.22)

V.3.3 ETR pour la luminance diffuse

Si on insere la luminance (V.16) dans (V.15), on obtient une ETR pour la luminance diffuse.

T 11 21
cos@”w — Lyl 911)_'_3/ p(0"7 0" ) o (7,0 YO
dr 27 0
W nIl plIyp— | W _plI plI\p+
+ ;0(90 79 )Fc + p(ﬂ' 90 79 )Fc (V23)
2 2

V.3.4 Meéthode de résolution de 'ETR

Il existe plusieurs techniques pour résoudre cette équation. La méthode des ordonnées discrétes,
a 6té introduite par Chandrasekhar (1960). L’idée est de discrétiser I'intégrale sur les angles 6'/!
par une quadrature. Dans notre cas, Roux (1999) a utilisé une double quadrature de Gauss prouvée
comme étant la plus efficace?, c’est & dire celle demandant le moins de discrétisation. L’équation
intégrodifférentielle (V.23) se transforme par la méthode des ordonnées discrétes en un systéme
linéaire d’équations différentielles. La méthode de résolution du systéme utilisée est identique au
cas d’un systeme 3D*. Apres discrétisation, on range les luminances dans des vecteurs du type:

I(T,Gl)
1(7,92)

I(7,0,)
L’équation (V.23) se réduit a un systeme d’équation différentielle sous la forme:

d

=M1+ [8] (V.24)

ou M est un opérateur matriciel et [S] est un vecteur contenant les sources. On cherche alors
une solution particuliére. La solution générale s’écrit a 1’'aide d’un développement sur les modes
propres de M. Les valeurs propres correspondent a des longueurs de décroissance de la luminance
dans le milieu. On obtient la solution dans le milieu diffusant en imposant les conditions aux
limites. Enfin on applique les conditions de continuités des luminances diffuses pour calculer les
luminances émergentes en 7 =0 et en 7 = 7,,.

Cette méthode numérique est répétée pour de nombreux angles d’incidences, afin d’obtenir
toutes les propriétés radiatives du systeme considéré:

e les BRDF et BTDF diffuses p” (0ine, Osca) €t 7" (Oines Osca)
e les facteurs de réflexion et de transmission hémisphériques diffus p'(0;,c) et 7' (Oine),

e et les facteurs de réflexion et de transmission spéculaires R.(0;,.) et Te(Oine)-

3. Kumar, Majumdar, et Tien (1990)
4. Voir le livre de Thomas et Stamnes (1999) et Particle de Stamnes, Tsay, Wiscombe, et Jayaweera (1988) ou
encore le chapitre VII
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V.4 Méthode exacte: résolution des équations de Maxwell

V.4.1 Systéme considéré

Nous avons déja décrit dans le détail au chapitre IV le systeme considéré par la méthode
électromagnétique exacte. Il s’agit d’une boite rectangulaire d’épaisseur e et de largeur L grande
devant la longueur d’onde qui est reproduite périodiquement dans la direction de la largeur.
L’axe z est une direction d’invariance, et 'onde incidente est dans le plan du rectangle. Pour
une réalisation statistique du systeme, les diffuseurs sont disposés aléatoirement dans la boite.
Le systeme est donc un réseau qui diffracte les ondes propagatives dans les directions discrétes
permises par la loi des réseaux.

V.4.2 La méthode des moments

Les équations de Maxwell sont réécrites pour ce systeme a deux dimensions sous la forme
d’intégrales de contours fermés autour des particules et de la boite. Ces équations sont résolues
par la méthode des moments. Cette méthode consiste a discrétiser les intégrales puis de mettre
les inconnues du probléeme sous la forme d’une équation matricielle linéraire aisément soluble
numériquement. Par cette méthode sont calculées les amplitudes des champs sur la ligne d’entrée
de la couche en y = 0 sur et sur la ligne inférieure en y = e. Pour cette réalisation particuliere,
par une transformée spatiale des champs sur ces lignes, on obtient 'amplitude des ondes planes
réfléchies a, en y = 0 et transmises b, en y = e dans les directions discretes du réseaux.

+oo
EI(:E,y — 0) = Emc(z’ Yy = 0) + Z aneianweil,n (V.25)
n=-—0c
“+oo
E'(zy=¢ = > b e_iy (V.26)
n=-—00
ol «y, est la projection du vecteur d’onde sur 'axe .
2m

Qp = Qne + n— (V.27)

Les vecteurs d’onde réfléchis k! et transmis k!’ d’ordre n sont donnés par:
k! = ane; — ey (V.28)
kKT = ane, + ey (V.29)

Comme les vecteurs d’ondes ont tous pour norme kg, alors la composante selon ’axe y vérifie la
relation suivante:

Yo =1/ ki — a2 avec Im(vy,) > 0 et Re(y,) >0 (V.30)

Des que a2 > k3, alors v, est complexe. Il existe donc un nombre limité d’ordre n tel que 'onde
soit propagative dans la direction y.

Cette procédure est répétée pour de nombreuses réalisations de systéme i.e. de nouvelles dis-
positions aléatoires des diffuseurs dans la boite. Les statistiques des amplitudes des ondes planes
réfléchies et transmises par la couche sur I’ensemble des réalisations sont ensuites exploitées pour le
calcul des puissances diffusées. Les facteurs de réflexions et de transmissions cohérents s’obtiennent
comme nous I'avons indiqué au chapitre IV par les formules:

+00
Re(uine) = Y ) <ay> [ (V.31)
e oo Jinc
+o0 5
To(Wine) = . —=[<by>[ (V.32)
Yinc

n=-—0oo
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V.4.3 Quantités radiométriques a partir des statistiques des champs

Nous avons pour objectif de comparer les résultats issus de la solution de 'ETR avec les résultats
obtenus par la méthode électromagnétique: nous devons calculer les BRDF et les BTDF diffuses
en fonction des statistiques des champs. Dans I'annexe F est détaillé le calcul de la luminance et
de la BRDF pour un systéme a deux dimensions et périodique selon une direction. Nous montrons
que la périodicité implique que la luminance ait une dépendance en z si < appa,_, > n'est pas
nul pour p # 0. L’uniformité du milieu en moyenne dans la cellule primitive implique que le milieu
soit en moyenne invariant par translation. Par conséquent la luminance ne doit pas dépendre de
z. Dans ce cas, la BRDF diffuse en y = 0 et la BTDF diffuse en y = e sont:

Yn koL

Psca(Un, Wine) = ’Yinc20_7r (<\a721 > — [ {an) |2) (V.33)
Yn koL

Thea(UnsWine) = 2= ({fen]) =1 (6a) ) (V-34)

Les facteurs de réflexion et de transmission hémisphériques incohérents se déduisent simplement
en calculant les expressions (V.11) et (V.12):

+oo

Re(vn
Pl = 3 %k 21> | <an>P) (V.35)
= Re(%) 2 2
Thea(Wine) = o (< [B3] > —| < b > %) (V.36)

Nous avons indiqué des sommations sur un nombre infini d’ordre n, alors qu’il suffit de sommer
uniquement sur les ordres propagatifs tels que I'm(y,) = 0.

La maniere dont sont disposés les diffuseurs dans une cellule n’est pas en réalité uniforme
comme nous le prétendons au dessus. Nous 'avons montré au chapitre IV. Les diffuseurs sont
placés dans la boite de tel sorte qu’ils ne puissent la dépasser. Par conséquent, il existe une
bordure tout autour de la cellule ou la probabilité de présence du centre d’une particule est nulle.
Pour 1’'étude du champ cohérent, nous avons pu prendre en compte le role de cette bordure et
calculer correctement les coefficients de réflexion et de transmission cohérents. Pour le calcul des
luminances incohérentes et la comparaison avec le résultat de 'ETR, nous sommes contraint de
négliger cet aspect. Toutefois, l'effet de cette bordure est de second ordre dans les cas que nous
allons présenter car cette bordure est relativement petite comparée a ’épaisseur et la largeur des
systemes considérés.

V.5 Etude des coefficient de diffusion et d’absorption: comparai-
son de ’ETR avec une solution électromagnétique exacte

V.5.1 Systémes étudiés et principe de I’étude

Nous allons considérer le cas de particules de diametre D = 0.5)\¢ plongées aléatoirement
dans de I'eau absorbante nj; = 1.33 + ¢0.02. Les fractions volumiques sont comprises entre f =0
et f = 25%. Si la matrice ne contient pas de diffuseurs, le libre parcours moyen d’absorption
est lgps = 4Xg. Pour les simulations numériques, deux indices de particules sont choisis: le cas
ou n, = 1.59, et le cas ou n, = 2.21. Pour fixer les ordres de grandeurs, quand f = 20%, les
libres parcours moyens de diffusion sont respectivements de 'ordre de 12Xg et 0.9 pour ces deux
indices. Ces libres parcours moyens doivent étre comparés a I’épaisseur de la couche e = 3.8\ (voir
Tab.V.5.1). Dans le cas des particules faiblement diffusante n, = 1.59, le milieu est optiquement
relativement mince, tandis qu’il est plutot épais pour le cas des particule d’indice n, = 2.21. Dans le
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Régime de diffusion | ny, | Lseo(f = 20%) | Laps(f =0%) | ep
Cas 1: simple 1.59 12X 4 3.8\
Cas 2: multiple 2.21 0.9 4X 3.8\

TAB. V.1 — Comparaison des libres parcours moyen de diffusion et d’absorption par rapport a
lépaisseur de la couche pour les deuz cas considérés. Autres caractéristiques des systéemes étudiés:
np = 1.33 +140.02 et D = 0.5)

premier cas, la diffusion est donc plutot majoritairement simple tandis qu’elle est majoritairement
multiple dans le second cas. Nous présentons en annexe G le résultat de la BRDF et de la BTDF
pour les deux indices de particules obtenues par la méthode électromagnétique. Deux phénomeénes
cohérents que Roux (1999) et Thibaud (2000) ont mis en évidence pour d’autres parameétres du
milieu diffusant sont retrouvés: le trou de la diffusion vers I'avant en régime de diffusion simple
et le phénomene de la rétrodiffusion exaltée dans la direction arriére. L’observation de ces effets
cohérents prouvent que la diffusion est simple dans le premier cas et multiple dans le second cas.

Nous avons montré au chapitre IV que le coefficient d’extinction pouvait ne pas augmenter
avec la fraction volumique de diffuseur quand les diffuseurs sont plongés en milieu absorbant.

Qu’en est -il de I’évolution avec la fraction volumique des coefficients de diffusion et d’absorp-
tion?

Le coefficient d’extinction est la somme des coefficients de diffusion et d’absorption. L’étude du
champ cohérent permet d’identifier le coefficient d’extinction, mais on ne peut pas distinguer la
part de 'absorption et la part de diffusion. Par contre, en étudiant le flux diffusé incohérent, nous
pensons pouvoir remonter au coeflicient d’absorption. L’idée est la suivante. Nous présentons dans
cette partie, une comparaison du bilan énergétique obtenus par les résolutions de 'ETR et des
équations de Maxwell® sur un ensemble de réalisations pour différentes fractions volumiques. Nous
chercherons quels sont les parametres de 'ETR qui permettent de retrouver le résultat électro-
magnétique exact. On pourra alors grossierement évaluer la tendance du coefficient d’absorption
avec la fraction volumique.

Comme la méthode d’obtention des parametres de 'ETR est différente pour les cas de particules
d’indices n, = 1.59 et n, = 2.21, nous séparons les résultats et la discussion en deux paragraphes.

V.5.2 Cas de particules faiblement contrastées par rapport au liant

Les parametres de 'ETR sont calculés par deux approches, d'une part par le modele de Kuga
en diffusion indépendante, et d’autre part par un modele dit de diffusion dépendante.

Le modele de Kuga en régime de diffusion indépendant en milieux a pertes est décrit pour le
cas 2D dans I'annexe D. Comme il s’agit de I'unique moyen décrit dans la littérature (hormis le
modele de Fardella dont nous avons montré la quasi-équivalence) en milieu absorbant, nous avons
choisi de présenter ce résultat bien que nous savons par avance qu’il y a peu de chance que cette
méthode fonctionne pour de fortes fractions volumiques.

Pour prendre en compte la diffusion dépendante, nous avons choisi de calculer les parameétres
de 'ETR de la maniére suivante:

e Le coefficient d’extinction est calculé par le modele de Keller généralisé en milieu absorbant.
Le coefficient d’extinction est correctement évalué parce que nous avons montré au chapitre
IV que ce modele est en excellent accord avec la simulation numérique exacte® pour ce type

5. On peut se demander comme West, Gibbs, Tsang, et Fung (1994) si écrire une équation différentielle telle que
PETR a un sens dans un systéme aussi petit. Roux et al. (2001) ont répondu & la question en montrant qu’il existe
un trés bon accord entre le résultat donné par le modele radiatif et le calcul électromagnétique exact pour le cas
d’une couche diffusante épaisse de 'ordre de quelques longueurs d’ondes.

6. On parle ici de la méthode exacte d’identification du coefficient d’extinction décrite dans le détail au chapitre
IV. A partir des statistiques du champ moyen i.e. les facteurs de réflexion et de transmission cohérents obtenues par
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de particule.

e Comme seul le liant est responsable de I'absorption dans le coefficient d’extinction, nous
allons supposer que 1'on peut obtenir le coefficient de diffusion par la formule de Keller en
milieu non-absorbant. Ceci revient a effectuer deux hypotheses. Premierement, on suppose
que ’absorption du liant ait peu d’effet sur le coefficient de diffusion. En d’autres termes, on
suppose que le coefficient de diffusion en milieu absorbant peut étre calculé par un modele
en milieu non-absorbant. Deuxiemement, on espere que le résultat de Keller en milieu non-
absorbant donne une valeur correcte du coefficient de diffusion. Le trés bon résultat obtenu
en milieu absorbant du coefficient d’extinction nous réconforte dans cette hypothese.

e Faute de mieux, la fonction de phase est calculée par sa formule en régime de diffusion
indépendante avec toutefois la prise en compte de l'effet de I'absorption du liant. Cette
formule obtenue en annexe C est:

27T|Sk1 (9)‘2

p(a) = on

S 1Sk (6)[2d0 A

La fonction de phase joue un role important sur la répartition des flux diffusés par un
élément de volume mésoscopique. Notamment, le libre parcours moyen de transport est lié
a ’anisotropie de la fonction de phase. Nous espérons toutefois que l’erreur introduite par
son évaluation en régime de diffusion indépendant aura un effet négligeable sur le bilan
énergétique globale de la couche.

e Les facteurs de réflexion et de transmission aux interfaces supérieures et inférieures pour
les luminances diffuses nécessaires aux conditions aux limites de 'ETR et pour obtenir
des luminances émergentes, sont calculés sans prendre en compte la modification de I'indice
effectif & cause de la présence des diffuseurs. Cet effet cohérent n’est donc pas pris en compte
dans notre modéle.

Les résultats des facteurs de réflexion et de transmission cohérents et incohérents de la couche
sont présentés Fig.V.6. On voit que les facteurs obtenues obtenus par la solution de ’'ETR résolue
avec les parametres de Kuga (symboles triangulaires) s’écartent notablement des résultats obte-
nuent par la Méthode Electromagnétique (EM) (symboles carrés) pour des fractions volumiques
supérieurs a 10%. Ceci est guére étonnant puisque nous savions deés le départ que pour ce systeme,
la diffusion dépendante a un role important.

Maintenant, si on compare le résultat de 'ETR avec les parametres que nous avons décrit
(symbole circulaire) pour prendre en compte la diffusion dépendante et le résultat de EM, alors
on voit que globalement, les facteurs énergétiques qu’ils soient diffus ou cohérents sont globalement
identiques. Nous concluons que la méthode de calcul des parametres de 'ETR. est correcte pour
ce milieu.

Notons que 'absorption globale du systéme chute quand la fraction volumique de particule
augmente, alors que 'ETR en régime de diffusion indépendant par le modele de Kuga prévoit
une augmentation. Comme la partie réfléchie est négligeable devant la partie transmise, alors
I’absorptivité A ~ 1 — T, — T, est pilotée par la partie transmise. Nous savons que pour ce cas,
le coefficient d’extinction a tendance a légérement augmenter puis a diminuer avec la fraction
volumique. C’est pour cela que 'on observe que la partie transmise cohérente T, a tendance a
chuter puis a remonter avec la fraction volumique. Le facteur de transmission diffus Ty lui ne fait
qu’augmenter avec la fraction volumique de diffuseur. Cela est du au fait que le coefficient de
diffusion augmente avec la fraction volumique. Comme Koy = Kgeq + Kaps, cela implique que le
coefficient d’absorption diminue avec la fraction volumique, ce qui n’est jamais observé dans le cas

la solution numérique exacte des équations de Maxwell, on remonte a 'indice effectif de la couche diffusante puis
au coefficient d’extinction.
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Fic. V.6 Facteurs énergétiques en fonction de la fraction volumique de particules dans un milieu
hote absorbant. R, et T, désignent respectivement les facteurs de réflexion et de transmission co-
hérents. Ry et Ty sont respectivement les facteurs de réflexion et de transmission hémisphériques
incohérents. Les résultats des deuxr méthodes sont présentées. -le résultat de la simulation élec-
tromagnétique exacte (symboles carrés) -et la solution de I’ETR avec les paramétres du modéle
de Kuga en diffusion indépendante (symboles triangulaires) ou avec les paramétres qui tentent de
prendre en compte la diffusion dépendante (symboles circulaires). ny = 1.33 +1 % 0.02, n, = 1.59,
D= 0.5)\0, € = 38)\0

d’un milieu hote non-absorbant contenant des particules absorbantes. Cette chute du coefficient
d’absorption avec la fraction volumique peut paraitre évidente, parce que la proportion de matiere
absorbante chute. La lumiére se propage plus facilement dans les diffuseurs non-absorbant que dans
la matrice. Mais il ne faut pas oublier qu’il y a dans le méme temps un autre effet en compétition.
Quand il n’y a pas de diffuseurs, la lumiére se propage tout droit. Elle prend le chemin le plus
court pour traverser la couche. En présence de particules, les chemins sont déviés, une ou plusieurs
fois. La distance parcourue par la lumiere avant la sortie du systéme est donc plus importante, et
la probabilité d’absorption augmente.

Pour le systéme considéré les sections efficace de diffusion ne sont pas tres fortes. Les événements
de diffusion multiple sont par conséquent peu nombreux, et par conséquent la lumiere est peu
déviée de sa trajectoire. Dans ce cas, la lumiére profite des trous d’absorption que sont les particules
et le coefficient d’absorption devrait diminuer avec la fraction volumique. Ainsi pour f = 25%, on
voit sur la figure V.6 que le coefficient de transmission globale T' = T, + Ty est plus fort que s’il
n’y avait pas de particules dans la couche.

Puisque 'ETR avec les parametres prenant en compte la diffusion dépendante reproduit cor-
rectement le résultat électromagnétique, nous allons supposer que le coefficient de diffusion est
correctement calculé par la formule de Keller en milieu non-absorbant. Nous pouvons donc calcu-
ler le comportement du coefficient d’absorption en fonction de la fraction volumique car K, =
Koyt — Kgeq- Le résultat est présenté sur la figure V.7. On voit que coefficient d’absorption peut
diminuer avec la fraction volumique. Pour ce type de particule, le coefficient d’absorption est une
fonction quasi-linéaire de la fraction volumique. On peut écrire le coefficient de diffusion sous la
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Fic. V.7 Ewolution des coefficients d’extinction, de diffusion et d’absorption (en m~') en fonc-
tion de la fraction volumique f de particule de diametre D = 0.5)\g d’indice n, = 1.59 plongées
dans un liant absorbant d’indice ny = 1.33 4+ 10.02. Le coefficient d’extinction est calculé par le
modele de Keller généralisé. Le coefficient de diffusion est calculé par le modéle de Keller avec le
méme liant hormis ’absorption.

forme:

Kopy — i—jfmmh)(l —af) (V.38)

ou « est un coefficient a déterminer. Rappelons que Kuga pour son modele, écrivait implicitement
a=1 A partir de la courbe de ’absorption Fig.V.7, on trouve par ajustement o = 1.14. Tant
que le rapport d’indice particule sur liant, n’est pas tres fort et quand la diffusion est faible devant
I’absorption, il est probable que le coefficient a ne s’écarte pas trop de 1.

V.5.3 Cas de particules fortement contrastées par rapport au liant

Considérons un systéme identique au précédent a la différence que les particules ont un indice
n, = 2.21. Rappelons que contrairement au systeme précédent ou le régime de diffusion était
essentiellement simple, dans ce cas, la diffusion est fortement multiple. Le résultat de la simulation
électromagnétique exact des luminances diffuses présenté en annexe G le prouve. On voit Fig.G.4
pour le cas des fractions volumique de 5% et 20% que la luminance diffusée dans la direction de
I’onde incidente est exaltée pratiquement d’un facteur deux. Cette exaltation est due au phénomene
de rétrodiffusion cohérente qui ne peut se produire que si la lumiere est diffusée de multiples fois.
D’autre part, la disparition du trou de diffusion vers I'avant Fig.G.1(b) est aussi liée & la présence
de diffusion multiple.

Nous avions déja étudié au chapitre IV par la méthode exacte le coefficient d’extinction d’une
telle collection de particules. Nous savons que le modeéle de Keller généralisé en milieu absorbant
ne permet pas de retrouver le coefficient d’extinction pour ce systeme. Nous ne pourrons donc pas
utiliser ce modele pour prévoir le coefficient d’extinction.

Les parametres de ’'ETR seront calculés de la fagon suivante:

e Nous allons utiliser, les valeurs exactes obtenues au chapitre IV (par la solution électromagné-
tique du champ moyen) du coefficient d’extinction pour les différentes fractions volumiques
étudiées.
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e Le coefficient de diffusion est évaluée par la formule suivante:

47
Ksca = Kext - )\_Ulm(nh) (V39)

Ce qui suppose un découplage entre I'absorption du liant et la diffusion.
e La fonction de phase est calculée comme précédemment par la formule (V.37).

e Enfin la modification des facteurs de Fresnel aux interfaces pour les conditions aux limites
due a la modification de l'indice effectif du milieu diffusant n’est pas prise en compte.
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Fic. V.8 idem Fig.V.6 sauf diffuseurs plus contrastés par rapport au liant: n, = 2.21. Les
résultats de la simulation électromagnétique exacte sont présentés par les symboles carrés, tandis
que ceux du modeéle radiatif avec les paramétres qui tentent de prendre en compte la diffusion
dépendante sont présentés par les symboles circulaires.

Sur la Fig.V.8, on voit qu’'un désaccord important apparait entre I'approche radiative et le
résultat exacte. Mis & part le coefficient d’extinction, les parametres de 'ETR sont donc incorrec-
tement calculés.

Comme les particules ont un indice plus important, la modification de 'indice effectif (essentiel-
lement la partie réelle) pour les fortes fraction volumiques joue probablement un réle. Par exemple
pour f = 20%, I’étude du champ cohérent par la solution exacte montre que Re(n.sf) ~ 1.47.
Les facteurs de réflexions spéculaires pour les luminances diffuses dans ’approche radiative sont
donc modifiées. En incidence normale, cette modification est peu importante. Par contre pres de
Pangle de réflexion totale (du milieu diffusant vers 'extérieur), les facteurs sont trés différents.

Les facteurs de réflections Ry et de transmission diffus T,; obtenus par la méthode electroma-
gnétique sont globablement plus fort que ceux prévu par 'ETR. Cela implique que le coefficient
de diffusion est probablement plus fort que nous le pensions. La formule (V.39) n’est donc pas
correcte. Ce qui implique que le coefficient de d’absorption est plus faible que prévu.

Par rapport au cas précédent, le coefficient de R; commence a jouer un réle important sur la
bilan énergétique. Le coefficient de transmission cohérent 7T, devient quant a lui négligeable pour
les fractions volumiques supérieures & 10% car le le milieu est optiquement épais. Pour de fortes
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fractions volumiques A =~ 1 — Ry — T4. Malgrés le liant absorbant, la proportion de lumiére diffusée
est relativement importante. Dans le cas ou 6;,. = 62.5° présenté Fig.V.8(b), on peut comparer
le cas ot f = 0 et le cas ou f = 20%. Dans le cas sans diffuseur f = 0, I’énergie rayonnée est
exclusivement cohérente. La proportion d’énergie cohérente réfléchie et transmise est égale a 0.28
(le reste est absorbé). Tandis que dans le cas ou f = 20%, I’énergie rayonnée qui n’est pratiquement
que sous forme diffuse, est dans une proportion d’environ 0.28. Ce résultat est vraiment étonnant,
car cela implique que toute I’énergie cohérente s’est transformée en énergie diffuse. Or, puisque
le libre parcours de diffusion est environ 4 fois plus petite que I’épaisseur du systeme, la diffusion
multiple est importante. On s’attendait & une perte plus importante due a la forte accroissement
des chemins optiques parcourus par la lumiére avant de ressortir. Cela implique que la diminution
de matiere absorbante joue un réle trés important: la lumiére profite des trous d’absorptions que
constitue les particules pour se propager plus librement.

Le coefficient de diffusion calculé par la formule (V.39) est sous estimé. Nous avons relancé la
résolution de 'ETR avec cette fois ci la formule suivante pour le calcul du coefficient de diffusion.

Koo = Koyt — i—ZIm(nh)(l - f) (V.40)

Pour le cas de la fraction volumique f = 20% & la solution exacte, on voit sur le Tab.V.2 que la
formulation (V.40) améliore les résultats.

Ry Ty A

Méthode électromagnétique Exact | 0.098 | 0.187 | 0.697
ETR avec Eq. (V.39) 0.071 | 0.123 | 0.796
ETR avec Eq. (V.40) 0.092 | 0.159 | 0.739

TaB. V.2 f=20%

V.5.4 Conclusion

Finalement pour les deux contrastes d’indice de particules différents et pour cette taille de
particule, le coefficient d’absorption semble correctement calculé par

Kups = 3o Tm(m) (1 1) (V.41)

Cela implique que dans les systemes étudiés et pour une fraction volumique suffisante, la lumiere
sous forme diffuse profite des zones non-absorbantes pour se transporter plus facilement. Mais,
on pourrait difficilement prétendre que la formule (V.41) soit générale pour toutes les tailles de
particules et tous les rapports d’indices particule sur liant.

V.6 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre une comparaison de 'ETR avec une solution électroma-
gnétique exacte. Nous avons décrit dans le détail les deux méthodes utilisées et le moyen de les
comparer. Cette comparaison a eu pour but de connaitre le comportement du coefficient d’ab-
sorption d’un milieu liant absorbant contenant des diffuseurs aléatoirement répartis dans I'espace.
Cette étude est complémentaire a I’étude du coefficient d’extinction en milieu absorbant que nous
avons mené aux chapitres I1I et IV bien que nous ne disposions pas cette fois de support théorique
rigoureux.

Les fractions volumiques étudiées sont telles que le milieu présente de la diffusion dépendante.
D’autre part, le volume de matiére non-absorbante chute par la présence des diffuseurs non-
absorbant. Nous avons montré que 1’énergie transmise par une couche mince absorbante peut
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étre augmentée par 'ajout de diffuseurs non-absorbants. Cette augmentation est due & la chute
du coefficient d’absorption en raison de la présence de particules. Lorsque la fraction volumique
est suffisante, la lumiere profite des zones non-absorbantes constituées par les particules pour se
propager plus facilement. Toutefois, ce phénomeéne est en compétition avec la diffusion multiple qui
a tendance a allonger la distance parcourue par la lumiere avant la sortie du systéme absorbant;
ce qui peut avoir pour effet d’augmenter le facteur d’absorption globale du systeme.

Nous n’avons étudié qu’un seul diametre de particules pour deux rapports d’indice particule
sur liant différents. Bien que la dépendance du coefficient d’absorption avec la fraction volumique
donnée par le formule (V.41) soit bien suivie dans les deux cas de calcul, il est difficile de prétendre
qu’il s’agit d’une loi générale.

Pour pallier ce manque d’information, il serait intéressant d’entreprendre une étude expéri-
mentale sur une couche diffusante absorbante. Le milieu absorbant pourrait étre constitué d’eau
mélangé avec un peu de bleu de méthylene pour le rendre absorbant. Les diffuseurs couramment
utilisés sont des billes de latex d’indice n, = 1.59 ou des billes de 10, d’indice plus élevé.

Il faudrait pour cela disposer de deux bancs de mesures. L'un aurait pour but la mesure de
Iatténuation d’un faisceau cohérent i.e. la mesure du coefficient d’extinction, comme par exemple
celui utilisé dans la these de Hespel (1999) 7. L’autre banc mesurerait les flux diffusés réfléchis et
transmis comme celui utilisé par Da Silva (2001). L’idéal serait d’étudier le phénomeéne pour de
nombreuses longueurs d’ondes. Des résonances de 1’énergie transmise qui dépendent probablement
de la taille des particules, de leur indice et de la fraction volumique devraient apparaitre. Il faudra
ensuite résoudre le probléeme inverse de la détermination des parametres de 'ETR. Puisque le
coefficient d’extinction est directement mesuré, il s’agirait de déterminer la fonction de phase et
le coefficient de diffusion (ou le coefficient d’absorption).

7. Voir aussi Hespel, Mainguy, et Greffet (2001)
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Chapitre VI

Modélisation du coefficient
d’extinction d’un milieu dense
contenant de fortes fractions
volumiques de particules sphériques
résonantes

VI.1 Introduction

Le probleme de la modélisation de la diffusion dépendante, notamment le calcul du coefficient
d’extinction d’un milieu contenant de fortes fractions volumiques de diffuseurs sphériques de taille
comparable & la longueur d’onde n’est pas un probleme complétement résolu. Le role des corré-
lations sur la position des diffuseurs est primordial. Prendre en compte ces phénomenes méme
numériquement est un défi difficile. La grande majorité des modeles se limite au cas de particules
de taille tres petite devant la longueur d’onde car cette approximation facilite grandement les
calculs. C’est le cas par exemple du modele quasi-analytique de Keller (1964). Les diffusions mul-
tiples entre les proches diffuseurs corrélés augmentent quand les diffuseurs ont de fortes sections
efficaces. C’est le cas des diffuseurs en régime de diffusion de Mie et/ou des particules d’indices
fortement contrastés par rapport au liant.

Nous proposons dans ce chapitre de concilier ce que nous apprend la théorie de la diffusion
multiple pour des objets répartis aléatoirement dans 'espace (Frisch 1968) avec les progres récents
de la méthode numérique appelée matrice des Transfert (ou matrice T). La méthode des matrices
T est une méthode numérique capable de calculer les champs diffusés par une petite collection
de diffuseurs. Nous comptons utiliser ce résultat pour calculer le coefficient d’extinction dans des
milieux ou les corrélations entre les paires de diffuseurs ont un role non-négligeable.

VI.1.1 Retour a la théorie de la diffusion multiple d’ondes électromagnétiques

Nous avons vu au chapitre II que le coefficient d’extinction s’obtient en prenant la partie
imaginaire de I'indice effectif. Pour un milieu diffusant statistiquement homogene, I'indice effectif
du milieu diffusant caractérise la propagation du champ moyen. Comme le champ moyen est le
champ cohérent, la propagation de la phase et la décroissance d’une onde collimatée dans un
milieu diffusant sont connues des lors que l'indice effectif est évalué. A partir de I’équation de
Dyson, on peut relier I'indice effectif n.s; et le nombre d’onde effectif k. a 'opérateur de masse
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par la formule suivante:

k ~
Meff = k—fof avec k2 = k2 + % (kesy) (VL1)

ou ky = nlf est le nombre d’onde dans le milieu hote; nq est 'indice du milieu hote.

Nous avons vu aussi pour un ensemble de N diffuseurs identiques aléatoirement répartis dans
un volume V avec une condition de non-interpénétrabilité des diffuseurs, que 'opérateur de masse
peut se développer sous la forme suivante:

2N ///\\\ ///"\\\
> =0+ 0—0 + O—0—70 + —0—=0
77N
Qoo o9
Opérateur de masse (VI.2)

Cette décomposition perturbative est due au développement en essaim de la densité de probabilité.
Nous renvoyons le lecteur au chapitre II pour les notations.

Cet opérateur n’est calculable ni analytiquement, ni numériquement & notre connaissance. Il
faut faire des approximations.

VI.1.2 Approximation des diffuseurs corrélés par paires

Nous avons exploité les approximations de Foldy et de Keller aux chapitres III, IV et V qui
consistent & ne garder respectivement que le premier terme et les premier et second termes de
I'opérateur de masse. Nous allons dans ce chapitre décrire comment aller plus loin.

Il est possible de calculer numériquement dans un temps trés court (quelques minutes au
maximum sur une station actuelle) 'opérateur de masse sous I'approximation suivante:

2 =0 * O—0 + g—O0—¢ + G—0—0
000060 +.

Approximation de second ordre 'opérateur de masse.

Nous avons conservé par rapport a l'opérateur de masse complet entier, uniquement les termes
. . . s N N(N-1)
qui ne concernent que une et deux particules. Ce sont les termes proportionnels a 3 et —4
(%)2 Cet opérateur contient des diagrammes appelés par van Tiggelen et Lagendijk (1994) des
diagrammes de diffusions multiples récurrentes. Cette approximation des diffuseurs corrélés par

~
~

paires négligent les corrélations concernant plus de deux diffuseurs, mais prend en compte toutefois
toutes les diffusions multiples récurrentes entre les paires de diffuseurs qui n’étaient pas pris en
compte dans 'approximation des faibles diffuseurs (approximation de Keller). Pour de fortes
fractions volumiques, nous pensons par conséquent pouvoir traiter le cas de diffuseurs de sections
efficaces beaucoup plus important que ne le permet 'approximation de Keller. Nous pouvons
également prendre en compte l'aspect vectoriel de la diffusion.
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On peut décomposer 'opérateur de masse en deux termes:

~ ~

% ) = 2, g+ X

—1) &
—V7 to (k) (VL3)
ou l'opérateur t; est I'opérateur de diffusion qui relie le champ diffusé par une seule particule
au champ incident; c’est aussi le premier diagramme de 'opérateur de masse. L’opérateur to est
défini par cette derniere relation.
On pose n = %, le nombre de particules par unité de volume. L’opérateur de masse devient
alors:
& &
Y(k)=nt 2 (k) (V1.4)

~

«
Nous savons calculer t; (k) puisqu’il est relié a la matrice de diffusion de Mie d’une particule
sphérique par la relation:
47 S, (0)

T (k) = e (VL5)

Nous exploiterons la méthode numérique appelée matrice de Transfert (ou encore matrice T)
appliqué a un systéme composé d’une paire de spheéres. Nous allons montrer que to peut étre relié
au résultat numérique de la diffusion par deux spheres.

V1.2 Lien entre la diffusion par une collection de particules et la
diffusion par une paire de particules

VI.2.1 Définition de 'opérateur (Ts)

Considérons un systéme de volume V' constitué uniquement de deux particules. Nous introdui-
sons un opérateur que nous définissons comme étant le cas particulier de 'opérateur (T) (celui
de la diffusion multiple) avec cette fois N = 2. Cet opérateur relie le champ diffusé au champ
incident par la relation:

<E> = Ejp. + Gl <T2> | D (VI.G)

Le signe <> indique qu’il s’agit du résultat moyenné sur toutes les positions possibles des deux
particules sur tout le volume V. On impose que cette moyenne soit pondérée par la densité de
probabilité jointe a une particule P; = % et deux particules P, = %(1 + g2) dans un ensemble de
N particules dans un volume V. La fonction g9 est la fonction de corrélation de paire présentée
au chapitre IT pour un ensemble de N particules dans un volume V. Par conséquent la moyenne
est définie comme si les deux particules considérées étaient disposées aléatoirement dans un milieu
contenant N particules.

La représentation diagrammatique de (Ts) est celle de (T) retranchée de tous les diagrammes
mettant en jeu plus de deux diffuseurs identiques.

(T2) =0 + O—0 + O—0 + Q09 + Q090

Opérateur (Ts)
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Comme, il n’y a que deux particules, devant les diagrammes sont cachés les facteurs % pour le
2(2-1)
V2

premier et pour les autres.

VI.2.2 Lien entre (ty) et (Ty)

L’opérateur (T5) et 'opérateur de masse sous Iapproximation du second ordre ont une forme
similaire & quelques différences pres. Notamment (T5) contient 'opérateur 0 — 0 qui n’est pas
présent dans 'opérateur de masse. Cet opérateur que nous appelons I'opérateur de diffusion double
non-corrélé devra par conséquent étre retranché.

L’opérateur (T9) peut s’exprimer en fonction de t1, to et 0 — 0 simplement en observant les
formes diagrammatiques de (T3), t1, et to:

~

LK)+ 020 (k) +

~

2(2-1)

2 &
_t V2

& &
<T2> (k) = v ta (k) (VL7)
Remarquons que pour que la relation entre < Ty > et to existe, parce que nous avons défini la
moyenne de Ty comme si les deux particules étaient placées dans un milieu & N particules. Le lien
n’aurait pu étre établi si on ne prenait pas en compte le role des autres particules sur les positions
possible d’une paire de particules.

Nous montrons dans 'annexe B que 'opérateur 0 — 0 peut se mettre sous une forme analytique
et s’exprime en fonction de la matrice de diffusion d’une sphére de Mie dans la direction avant
pour un nombre d’onde incident k;. Cette relation est (cas ou N = 2):

2 1 i4r S (0)\?
Oo(k):Wm;g%( . ) (VI.8)

Par ailleurs, nous allons montrer comment on obtient numériquement l'opérateur (Tj3) & partir
du résultat de la diffusion par une paire de particules. Finalement, la seule inconnue du probléme
est to que 'on obtient a partir de (VL.7).

V2 <'§‘ > (k)
o 2
B 2

~

Yy (k) VL (k)= 020 (k) (VL9)

VI.2.3 Comment obtenir (T,) a partir du résultat de la diffusion d’une paire
de particules?

Définition de T, et S; 5, (0)

Supposons que le centre d’une paire de particule soit placé & lorigine d’'un repére cartésien.
Soit p le vecteur reliant le centre des deux particules. Soit Ty po I'opérateur qui relie pour un p
fixé, le champ diffusé du champ incident par la relation suivante:

_ A n & roon . "y 3.1 331
Eo(r) = | Gi(r—1') Topo (r',0")Eje(r”)d’r'd’r (VI.10)

L’indice 0 précise que la paire de particule est centrée a ’origine d’un référentiel.

Pour la méme paire de particule, soit Sy, x, (f) la matrice de diffusion qui relie le champ
diffusé en champ lointain avec le champ incident dans le repére de Bohren et Huffman (1983) par
la relation suivante:

etk1(r—z)

Esca(r) - SQ,p(e)Einc(r) (VI'll)

*Z’k‘l’l‘

ou les champs incident et diffusés s’expriment dans le plan de diffusion. La méthode des matrices
T est utilisée pour obtenir numériquement Sy ,() pour chaque p.
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Comme pour le cas d'un diffuseur sphérique, on peut montrer que T3 p o et S p sont reliés par
la relation:

~

o S50
To,p0 (k1) = z4ﬂ2’+() (V1.12)
1

La matrice Sy p(0) est une quantité calculable exactement numériquement par la méthode de la
matrice des transfert que nous décrivons a la fin de ce chapitre.
Moyennes

Dans un systéeme de coordonnées sphériques, le vecteur p peut étre écrit comme:

p = (p,0p, bp) (VL13)

L’opérateur T p g d'une paire de particules centrée en R est relié a I'opérateur centré en 0 par
la relation:

x4

ron _H i "
TopR (r',r") =T2p0 (r' —R,r" —R) (V1.14)

Afin d’obtenir (Tg), nous devons moyenner sur toutes les orientations (6,,¢,), sur toutes les
distances |p| inter-centres via la fonction de corrélation de paires de particules, et sur toutes les
positions des centres des particules. Cette moyenne s’écrit:

x4 x4
<Ty> (v',r") = / Topr (t',r")Py(p)d® pd®R (VI.15)
avec
1
Py(p) = V2 [1+g2(p)] (VI.16)

ot ga(p) est la fonction de corrélation de paire. On sait que:

~

<Ty> (K, K') = / <To> (¢, r)e KT K g3y g3y (VL.17)

Par injection des équations (VI.14), (VI.15) et (VI.16) dans (VI.17) et (VI.12) on obtient !:

- ”
<Ty> (k) = 7’k—7r < Sy > (0) (VL.18)
1
avec
1 .
<8>(0)= 5 / S5 p(O)[1 + ga(p)) o2 sin(8,)dpd8,dd, (VL19)

Nous avons donc obtenu une expression de la moyenne de Ty en fonction de quantités que nous
savons calculer, i.e. la moyenne de la matrice Sy sur toutes les orientations et sur toutes les
distances pondérées par [1 + g2(p)].

1. On a aussi utilisé la relation suivante due & la moyenne sur la variable R (les centres des particules).

~ ~

<To> (k,K) = (21)%(k — k') <To> (k)

Cela est la conséquence de 'invariance par translation du milieu en moyenne.
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V1.2.4 Expression du nombre d’onde effectif et du coefficient d’extinction

Nous pouvons maintenant exprimer le nombre d’onde effectif uniquement en fonction de quan-
tités connues. Si on injecte dans la relation entre le nombre d’onde effectif et 'opérateur de masse
(VL.1) les relations (VI.4) et (VL.8), et si on utilise (VL.5), (VI.12) et (VI.18), on obtient une
équation pour le nombre d’onde effectif:

il V2idn

2
2, HT Vidr o _ (A _
gy 8 =50+t |0 (s 280 0) - ((7810)) kgff_k%] (VL20)

On multiplie (VI.20) par keff k? pour obtenir une équation polynomiale d’ordre 2:

(2pp = K9+ B (kpy — k) + C =0 (VL.21)
avec
S1(0 VZid4 S:(0)\ 2
B = —nian21 O Vil (Sy —281) (0) et C = n? ian 210 (VI.22)
kl 2 kl k}l
Alors la solution est:
szf =ki — B /B2—-4C et K¢y = 2Im(kesy) (V1.23)

VI.2.5 Calcul de V2(S, — 25;) (0)

Il est intéressant de connaitre la valeur asymptotique de Sy ,(#) quand |p| tend vers I'infini.
La propagation du premier diffuseur vers le second est piloté par le tenseur de Green qui décroit
vers p. Alors quand kg|p| est grand, les diffusions multiples inter-particules peuvent étre négligées.
Ainsi le résultat est la somme de la diffusion simple de chaque diffuseur.

lim S,,(0) = 251 (6) (VI.24)

lp|—+o0

Comme nous devons calculer la différence entre S, et Sq, nous allons utiliser cette propriété pour
réduire les temps de calcul.
Calculons la moyenne de S, ,(0) — 25;(0)

1 o] 2 -
(52250 0) = g5 [ [ [ 1520000 ~ 2810001 + 26Dl dlpidt, s 6,5,
1 Ly 2 5
= i [ [ 15200) 28: 0001+ oDl sin (0, s,
1 o] 2 )
woga [ 1920000~ 2510001 + galoDlip P dlpidt,sin 6,
1
(VI.25)
Si on prend L; suffisamment grand pour que l'on puisse négliger les diffusions multiples inter-
particules pour p > Lj, alors I'intégrale de L; a l'infini est négligeable. De plus, dans le modele

de N spheres dures disposés aléatoirement avec un rayon a, la fonction de corrélation de paire
[14+g2(|p|)] = 0si |p| < 2a, alors nous devons calculer Sy ,(0) —251(0) seulement pour 2a < p < Ly:

V2 (S, - 28) ( / / ' / " [82,5(0) — 251 O)][1 + ga(lo)lol2dlpldbysin(6,)de, (V1.26)
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V1.3 Diffusion par une paire de particules sphériques

VI1.3.1 Calcul par la méthode de la matrice de transfert T

Waterman (1971) est a lorigine d’'une méthode numérique appelée méthode de la matrice T
(a4 ne pas confondre avec I'opérateur T de la théorie de la diffusion multiple) permettant le calcul
de la diffusion par un ensemble d’objet de forme et de taille quelconque. Quel que soit le systeme
étudié, le champ incident et le champ diffusé au point r est développé sur une base d’harmoniques

sphériques ?:

Einc(t) = Y Y [amnRgMyp(kr) + by RgN ()] (VI1.27)

n=1m=—n

Ewo(t) = Y Y [PonMun(kr) + grnNpn (kr)] (VI1.28)

n=1m=—n

ou les M,,,,, et N,,,, sont des fonctions vectorielles sphériques dont on trouvera les expressions
détaillées dans plusieurs articles dont Mishchenko (1990) ou encore Mishchenko (1991); Rg spécifie
qu’il s’agit de la version réguliere de I’harmonique sphérique.

On peut montrer que la relation entre les coefficients du champ diffusé et ceux du champ
incident est linéaire.

Z Z mnm 'n! @m/n/! + Tmnm n/bm’n’] (VI29)
n'=1m'=
Z Z mnm 'n! Qm/n! + Tmnm n’bm’n’] (VI?)O)
n'=1m'=
Les Tnfnm 1y Sont les éléments de la matrice T. Cette relation peut alors se contracter par la
relation:

<E>ZT<;>:<$; $2><;> (VL31)

Pour un systeme de forme et d’indice donné, et pour un référentiel spécifié, les éléments de la
matrice 1" sont uniques. La méthode générale pour le calcul de T est donnée par Waterman
(1971), mais quand le diffuseur est axisymmétrique les formules se simplifient considérablement.

Michael Mishchenko de la NASA Goddard Institute for Space Studies et Daniel Mackowski de
I'université d’Auburn ont développé un code de calcul Fortran actuellement disponible sur le site
internet de http://www.giss.nasa.gov/. Ce code résoud le probléme le probléme électromagnétique
de la diffusion par deux spheres par le formalisme de la matrice T pour une distance inter-centre
fixée, mais moyenné sur toute les orientations. Cette moyenne est analytique, ce qui rend le code
trés performant en terme de temps de calcul. Les entrées du code sont les rayons des deux spheres,
leurs indices et la distance inter-centre. Le code renvoie en sortie les sections efficaces de diffusion
Csca et d’extinction Ceyy, ainsi que la matrice de Mueller F(0) (4 x4) de la fonction de phase reliant
les vecteurs de Stokes de I'onde diffusée I,., en champ lointain des deux sphéres aux vecteurs de
Stockes incident I;,. par la relation (voir par exemple le livre de van de Hulst (1981) pour les
définitions précisent):

Isca Iinc
Qsca Osca Qinc

= F(© VI1.32
Usca 47 R? ( ) Uinc ( )
‘/sca V;HC

2. Voir Tsang, Kong, et Shin (1984), Tsang, Kong, et Shin (1985), Tsang, Kong, Ding, et Ao (2001), ou encore
Mishchenko (1990).
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Ou O est la différence entre ’angle de diffusion et 'angle d’incidence. Les éléments de la matrice
de la fonction de phases sont intéressant a analyser pour se rendre compte des effets de diffu-
sions multiples entre les deux sphéres. On peut par exemple étudier la rétrodiffusion cohérente
(Mishchenko 1996) ou encore la dépolarisation des champs diffusés (Mishchenko, Mackowski, et
Travis 1995). Notons que le code a été validé par des comparaisons expérimentales (Mishchenko
et Mackowski 1996).

VI1.3.2 Section efficace d’une paire de diffuseurs sphériques

Pour juger d’une part de 'importance des interférences entre les champs diffusés par les deux
sphéres dans la direction avant, et d’autre part du role de la diffusion multiple entre les deux
spheres nous procédons comme suit. On peut comparer la section efficace de diffusion des deux
spheres que I'on note Cezt 2(|p|) moyennée sur toutes les orientations pour une distance inter-centre
|p| fixée, par rapport a la section efficace de deux sphéres de Mie supposées indépendantes (on
somme deux fois la section efficace d’une sphere seule de facon incohérente) noté 2C.. ;.

W RN WA W
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 1 2 3
R12/a

(a) a = 001)\0 (b) a = 01)\0 (C) a = 05}\0

Fic. VI.1 - 2%%21 en fonction de la distance intercentre des particules |p| notée R12 sur les
figures. L’indice du milieu hote est ny, = 1.33. Les résultats sont présentés sur chaque figure pour
3 indices de particules différentes n, = 1.59, n, = 2.21 et n, = 2.8

En analysant les courbes Fig.VI.1, ou le rapport 205% est tracé pour différents rayons de

particules on se rend tout de suite compte si la diffusion multiple joue un réle ou non.

Par exemple, prenons le cas des plus petites particules a = 0.01Ag Fig.VI.1(a). On voit que le
rapport représenté ne dépend pas de I'indice des particules alors que 'on aurait pu s’attendre a
une augmentation de la diffusion multiple pour les particules les plus contrastées. Cela implique
que la diffusion multiple n’a dans ce cas aucun role. La raison est que les sections efficaces des
particules sont trop petites pour qu’il y ait diffusion multiple. Par contre les interférences entre
les champs rayonnés en champ lointain indépendamment de I'un et de 'autre sont trés fortes
puisque la section efficace est doublée quand les sphéres sont collées par rapport & deux spheéres
indépendantes. Les ondes interférent constructivement quand les diffuseurs sont trés proches, car
le déphasage entre les ondes rayonnées par chacun des diffuseurs est tres petits.

Pour le cas des particules de rayon a = 0.1\y Fig.VI.1(b), une différentiation des sections
efficaces apparait entre les différents indices de particules pour |p| & 2a: c’est le signe que la
diffusion multiple joue ici un réle. D’autre part, les champs rayonnés en champ lointain par les
deux particules interferent aussi assez fortement car la distance interparticule reste relativement
faible.
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Parmi les cas présentés, c’est pour a = 0.5)\¢ Fig.VI.1(c) que les sections efficaces sont les
plus fortes. Dans ce cas, la diffusion multiple joue un réle non-négligeable pour des distances
inter-centres |p| pas trop fortes. Par contre I'interférence des champs rayonnés en champ lointain
commence & étre plus faible: la moyenne sur les orientations quand les diffuseurs sont éloignés a
tendance a rendre les ondes diffusées en moyenne incohérentes entre elles.

Pour conclure, il semble que la diffusion multiple ne puisse jouer un role sur la section efficace
d’extinction que si les diffuseurs sont & la fois suffisamment forts et pres 'un de 'autre.

VI1I.3.3 Lien entre la matrice de transfert et la matrice S de diffusion vers
P’avant pour une paire de particules sphérique

Pour notre probleme, ce n’est pas de la fonction de phase dont nous avons besoin, mais seule-
ment de la valeur de matrice de diffusion Sy , de Bohren et Huffman qui relie les champs diffusés
au champ indident par la relation (VI.12).

Le code de Michael Mishchenko et de Daniel Mackowski ne donne pas directement en sortie la
matrice de diffusion Sy ,. Il donne la section efficace d’extinction et la matrice de Mueller de la
fonction de phase moyennées sur toutes les orientations (6, ¢). Mais la sortie qui nous intéresse
est le résultat de la moyenne de la matrice de diffusion dans la direction avant.

La relation entre la matrice de diffusion So(0scq, Dscas Oine, Pine) €t les éléments de la matrice T
est une expression complexe donnée dans I'article de Tsang, Kong, et Shin (1984); on la trouvera
aussi dans le livre de Tsang, Kong, et Ding (2000). Mishchenko (1990) reprend cette formule pour
le calcul de la diffusion par des particules non-sphériques mais dont 'orientation est aléatoire. Pour
le cas ou 'objet diffuseur est une paire de particules sphériques dont l’orientation est aléatoire,
la moyenne sur toutes les orientations des deux spheres impose une symétrie sphérique de I'objet
diffuseur moyen. Par conséquent, comme pour le cas d’un diffuseur sphérique, la matrice So est
diagonale et les éléments diagonaux sont forcément identiques dans la direction avant. Dans cette
partie, on note par <> la moyenne sur ’ensemble des orientations pour une distance inter-centre
|p| fixée. 11 obtient une relation du type:

, 2n+1 im iy A A
<S2,ﬂ(‘95caa¢sca79in07¢inc Z Z 1)6 (@sca—ine) ( AE Az;) (VI.33)

n=1m=—n

ou les A;; s’expriment en fonction de la moyenne des éléments de la matrice T et de fonctions qui
dépendent des angles (gscau ¢sca7 6.incu ¢inc);

Nous avons appliqué ces relations pour le cas particulier de la direction avant. Aprés un long
calcul sans difficultés, on obtient finalement:

<SQ,P Z Z Tglln mmn T Tr%?n ,m n) (VL.34)

n=1m=—n

Ou les éléments de la matrice de transfert sont calculés pour une orientation quelconque de la
paire de particule.

Maintenant que nous savons comment calculer la matrice de diffusion < S, p > d’une paire de
particules moyennée sur les orientations pour une distance fixée a partir du calcul de la matrice
de transfert, il ne reste plus, pour obtenir < Sy > (0) qu’a moyenner ce résultat en évaluant
Pexpression (VI.26) via la fonction de distribution de paire [1+ g9] pour des distances inter-centre
de 2a & Ly. L; doit valoir au minimum quelques rayons de particules et au moins une longueur
d’onde.

Pour le calcul de go, on pourra utiliser la fonction de Percus-Yevick, ou mieux, le résultat d’un
modele statistique. Ces modeles sont présentés au chapitre II. Nous avons maintenant tous les
éléments pour évaluer la formule du nombre d’onde effectif (VI.23) et enfin celle du coefficient
d’extinction.
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V1.4 Perspectives d’utilisation du modele

V1.4.1 Comparaison avec le modele de Keller
Cas des diffuseurs faibles

Rappelons que sous 'approximation de Keller, on peut calculer une expression analytique du
nombre d’onde effectif uniquement pour le cas de diffuseurs petits devant la longueur d’onde et
sous 'approximation scalaire. Toutefois les bonnes comparaisons du coefficient d’extinction par
la formule approchée avec certains résultats expérimentaux et des études numérique (pour des
particules de faible section efficace et pour des particules de taille proche de la longueur d’onde),
montre que la formule analytique de Keller a probablement un domaine de validité plus étendu
en terme de taille de particule.

Quand les diffuseurs sont faibles, les diagrammes récurrents sont négligeables et 'approximation
de Keller devrait étre valable. La méthode numérique que nous avons exposé devrait correctement
calculer le coefficient d’extinction pour n’importe quelle taille de particules. Il serait donc inté-
ressant de comparer la méthode numérique exposée avec la formule analytique de Keller afin de
connaitre son domaine de validité en terme de taille de particules.

Cas des diffuseurs forts

Jusqu’a quel contraste d’indice, peut t-on considérer que les diffuseurs sont suffisamment faibles
pour que 'approximation de Keller soit valableI' On pourra traiter le cas des petits diffuseurs en
résonances plasmons. Pour une fraction volumique donnée, le cas des petits diffuseurs de fortes
sections efficaces est intéressant car la faible distance moyenne inter-diffuseurs devrait favoriser
le role des diffusions multiples récurrentes de paires de diffuseurs. Les diffuseurs de tailles plus
importante de fort contraste d’indice dans un régime de diffusion proche des résonances de Mie
est aussi un cas d’étude important.

VI.4.2 Comparaison avec I’Approximation Quasi-Cristalline (QCA)

Le modele appelé QCA est un modele trés utilisé par I'équipe de Tsang L. et al. Les codes
développées semblent efficaces pour le cas des diffuseurs petits devant la longueur d’onde. 11 se-
rait important de comparer notre modele numérique au modele QCA pour différente tailles de
particules.

V1.5 Conclusion

De nombreuses études portent sur le calcul de la section efficace d’extinction et de diffusion
d’une paire de particules. On aurait tort de croire que 'on peut directement exploiter ce résultat
(méme moyenné sur les orientations et les distances inter-centres) pour calculer le coefficient
d’extinction d’un ensemble de particules disposées aléatoirement dans ’espace simplement en
écrivant:

Kozt = nCeyy (VI35)

ot n est le nombre de particules par unité de volume. La formule (VI.35) n’est valable que pour un
ensemble de diffuseurs indépendants qui ont pour forme particuliere un agrégat de deux spheres.

Pour répondre & ce probléme, nous avons exploité ce que nous apprend la théorie perturbative
de la diffusion multiple par des objets répartis aléatoirement dans I'espace, notamment sur I’étude
du champ cohérent (ou champ moyen). Cette théorie donne un moyen formel pour obtenir I'indice
effectif en terme de diagrammes. Ces diagrammes représentent des évenements de diffusion mul-
tiple corrélés ou non qui contribuent & modifier I'indice effectif. Comme le coefficient d’extinction
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s’obtient en prenant la partie imaginaire de I'indice effectif, la prise en compte des corrélations
sur la position des diffuseurs devrait rendre compte des effets de diffusion dépendante observés
pour de fortes fractions volumiques de diffuseurs. Nous présentons I’approximation des diffuseurs
corrélés par paires qui négligent les corrélations concernant plus de deux diffuseurs, mais qui prend
en compte toutefois toutes les diffusions multiples récurrentes au sein d’une paire de diffuseurs, ce
qui n’était pris en compte dans ’approximation des faibles diffuseurs (I’approximation de Keller).
Nous pensons par conséquent pouvoir traiter le cas de diffuseurs fortement diffusant et corrélés.
Le calcul de ces diagrammes ne peut se faire que numériquement.

La méthode de la matrice T (ou matrice de transfert) est idéale pour calculer la diffusion par
une paire de particules sphériques. Notre tache a été de relier ce résultat aux diagrammes contenus
dans 'opérateur de masse sous 'approximation des diffuseurs corrélés par paires.

La méthode numérique présentée a pour originalité d’exploiter le résultat de la diffusion par
une paire de particule pour en déduire le coefficient d’extinction par un ensemble de spheres dures.
Il devrait étre possible de poursuivre le raisonnement pour prendre en compte les corrélations a
trois particules en utilisant le résultat de la matrice T d’un systeéme de trois diffuseurs.

Nous n’avons pas étudié comment obtenir le coefficient de diffusion. A cette fin, on pourrait
chercher a obtenir 'opérateur Intensité de ’équation de Bethe-Salper, sous ’approximation des
diffuseurs corrélés par paires puis relier cet opérateur au résultat de la matrice T.
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Chapitre VII

Couplage incohérent d’une diffusion
surface-volume

VII.1 Introduction

Le probleme de la diffusion en volume et de la diffusion en surface sont deux problémes com-
plexes qui ont fait 'objet de nombreuses publications. Ces deux problémes possedent des solutions
approximatives satisfaisantes dans de nombreux cas pratiques, mais sont toutefois généralement
séparément étudiés. Pourtant, I’étude les systémes diffusant a la fois en volume et en surface sont
d’un grand intérét pour évaluer les propriétés optiques des peintures diffusantes ou des tissus bio-
logiques ou encore pour des applications en télédétection dans le domaine micro-onde. Le propos
de notre étude est le calcul numérique de la distribution bidirectionnelle de la réflexion (BRDF)
d’une couche rugueuse contenant des diffuseurs diélectriques par un modele rapide.

Sentenac et al. (2002) ont récemment montré que pour une forte fraction volumique de pe-
tites particules placées en dessous d’une surface rugueuse, le couplage est du principalement a
la modification de l'indice effectif de la couche a cause des diffuseurs. Si on prend en compte ce
phénomene, la diffusion peut étre obtenue par la simple addition des contributions indépendantes
de la surface et du volume. Dans notre travail, le milieu diffusant est un ensemble de particules
dont le parametre de taille est proche des résonances de Mie. La fraction volumique est telle que
les corrélations entre les particules peuvent étre négligées. De plus, on suppose qu’il n’y a pas de
corrélation entre la surface rugueuse et la distribution des particules. C’est une approximation
raisonnable pour de faibles concentrations. La BRDF est calculée par la résolution de 1’équation
(phénoménologique) de transfert radiatif scalaire dans le milieu diffusant par la méthode des or-
données discretes. L’effet de la rugosité est pris en compte lors de I’écriture des conditions aux
limites sur les interfaces rugueuses (Fung et Chen 1981). Nous utilisons le modele de Kirchhoff
(Ulaby et al. 1982) pour décrire la diffusion par les surfaces rugueuses.

Il nous est apparu important d’étudier les effets du couplage entre la diffusion en volume et la
diffusion de surface dus aux processus de diffusion multiple. On parlera de couplage incohérent.
La prise en compte de ce couplage alourdit considérablement les calculs. Il est donc utile d’étudier
dans quelles conditions on peut négliger ce couplage. On pourra alors simplement additionner
les deux résultats pour obtenir le résultat de la diffusion par une couche chargée et rugueuse.
Pour décrire le couplage incohérent, nous considérons le cas d’une couche contenant des particules
diffusantes mais sans rugosité. Un deuxieme cas est 1’étude d’une couche rugueuse sur un volume
homogene effectif. On trouve que la somme des deux résultats est tres proche de la solution du
systeme couplé pour le cas des surfaces rugueuses de pentes inférieure & 0.2 . Nous présentons
différents cas concrets et analysons les différentes contributions du couplage de la diffusion en
volume avec la diffusion en surface.
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VII.1.1 Systéme étudié et objectifs

Le systéme idéal (Fig.VIL.1) que 'on étudie est une couche diélectrique reposant sur un substrat
métallique (parfaitement conducteur). Cette couche contient des billes diélectriques identiques
parfaitement sphériques plongées dans un milieu hote. Les parametres du milieu diffusant en
volume sont les suivants:

e indice du milieu hote: nog

e indice des diffuseurs: n,

e rayon des diffuseurs: )\10

e fraction volumique des particules:f

e épaisseur de la couche: )‘%

La surface d’entrée est rugueuse avec une statistique homogene et isotrope. Les caractéristiques
de l'interface sont supposées connues:

e contraste d’indice: ng/n;

e hauteur quadratique moyenne: )\10

e longueur de corrélation: ;—B

e statistiques de la surface.

La hauteur ou I’écart au plan moyen de la surface est supposé a statistique gaussienne avec une
hauteur quadratique moyenne connue o. De méme la fonction de corrélation est supposée de
forme gaussienne avec une longueur de corrélation 7. connue. L’objectif de notre probléme est le
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Fic. VII.1  Grandeur recherchée: Fonction de Distribution de la Réflectivité Bidirectionnelle
(BRDF) diffuse et le facteur de réflexion spéculaire R,

calcul de la distribution du flux rayonné par la peinture connaissant I’angle de 'onde incidente
par rapport & la normale & la peinture. On obtient ainsi la BRDF (Bidirectionnal Reflection
Distribution Function) que l'on notera p”(0scas Oines Pscas Pine) 01t Oine et Ogeq sont respectivement
I’angle d’incidence et 'angle de diffusion par rapport a la normale; ¢;,. et ¢s.q sont respectivement
les angles azimutaux d’incidence et de diffusion. On note I'exposant ” pour rappeler que cette
fonction dépend de la direction d’incidence et la direction de sortie.
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VIL.1.2 Etat de D’art

A notre connaissance, la premiére étude numérique d’un systéme diffusant a la fois en surface et
en volume a été réalisé par Fung et Chen (1981). Il s’agit d’un modele de transfert radiatif polarisé
appliqué au cas d’une couche diffusante dans le régime de Rayleigh (petites particules devant la
longueur d’onde de I'éclairement). Cette méthode nécessite une modélisation de la diffusion par
une interface rugueuse en réflexion et en transmission. Afin de réduire les temps de calcul par le
couplage radiatif polarisé, une analyse mathématiques des matrices de Mueller d’une surface ru-
gueuse est présenté par Lam et Ishimaru (1993). Le modeéle du couplage que 'on décrit ici en détail
est en principe identique & ceci prés que nous avons effectué une approximation supplémentaire:
le probléme est traité de maniere scalaire.

Pak et al. (1993) calculent les flux rétrodiffusés d’un milieu diffusant & la fois en volume et en
surface. Le résultat est obtenu en résolvant exactement les équations de Maxwell par la méthode
des éléments finis. Ils comparent le résultat du systéme complet a la somme des résultats des
problemes découplés obtenus par la méme méthode électromagnétique. Le systeme étudié est une
couche rugueuse périodique dans une direction et est invariante selon la direction orthogonale. Le
systeme est donc & deux dimensions. La surface rugueuse a une hauteur quadratique moyenne de
o = 0.2X9 ou 0 = 0.4)\g pour une longueur de corrélation 7. = 1.5A. Dans la zone située en dessous
de la rugosité sont placés aléatoirement des petits diffuseurs rectangulaires de petites dimensions
(0.2Xg * 0.28¢ & 13.1% ou 0.05X¢ * 0.06)\g & 6.2%). Ils montrent qu’il y a une différence entre
le résultat de la somme incohérente de la diffusion de surface et en volume et le résultat exact
donné par la méthode des éléments finis dans les directions ou la diffusion en volume et en surface
ont une contribution équivalente. Sentenac et al. (2002) montrent que si on calcule la diffusion
surfacique seule en prenant le substrat qui aurait pour indice I'indice effectif di aux diffuseurs
volumiques et que 'on ajoute la contribution incohérente de la diffusion en volume seule, alors on
retrouve le résultat exact.

Pour des applications en télédection, il est important de connaitre la quantité d’énergie rétro-
diffusée dans la direction exacte de la source. Un point important de I'article de Pak et al. (1993)
est que pour le cas d’une hauteur quadratique moyenne de 0.2)g, a fort angle d’incidence, la
partie rétro-diffusée est fortement influencée par la diffusion en volume, tandis qu’en incidence
normale, la rugosité de la surface est prépondérante. Pour le cas d’une surface rugueuse avec une
hauteur quadratique moyenne de 0.4, a fort angle d’incidence (supérieur a 50 degrés) la diffusion
volumique semble fortement influencée par la rugosité. On peut se demander si cet effet peut étre
retrouvé par un couplage incohérent.

Le cas des films rugueux contenant des petites particules devant la longueur d’onde a été étudié
théoriquement par Calvo-Perez (1999) par la Mean Field Theory (MFT). Il s’agit d’un modele
électromagnétique qui a I’avantage de prendre en compte les effets de corrélation de la position
des particules, les phénomenes de champ proche particules-particules et particules-interface. Dans
ce modele la diffusion par la surface ou par des particules est traitée comme une hétérogénéité de
I'indice par rapport & un milieu moyen. Chaque inhomogénéité voit le champ moyen calculé par
la théorie des fortes fluctuations (Tamoikin 1971; Tsang et al. 1985) puis rayonne une fois dans ce
milieu moyen. Ce modele ne permet donc pas de prendre en compte les événements de diffusions
multiple. Le milieu aléatoire ne doit par ailleurs pas trop s’écarter du régime d’homogénéisation.
11 est donc limité a des hétérogénéités de faible contraste d’indice(< 2) et de petite taille. Le point
fort dans ce modele est qu’il n’y pas de limitation sur les pentes moyennes des surfaces rugueuses.

Parmi les autres travaux, on peut citer les modeles perturbatifs de Elson (1984) et Bilgen et
Rose (1994) respectivement pour des ondes électromagnétiques et acoustiques.
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FiGc. VII.2 — Approche radiative

VII.2 Modélisation: approche radiative incohérente

Nous avons introduit au chapitre I I'Equation de Transfert Radiatif (ETR). Cette équation dé-
crit les processus de transport de la lumiere dans le volume diffusant. I1 s’agit d’un bilan sur le flux
d’énergie directionnel dans la direction u dans un volume élementaire dSdl moyen (Fig.VIL.2(a)).
Ce bilan d’énergie doit étre effectué partout dans le milieu diffusant et dans toutes les directions
de lespace. Cet élément de volume est un élément de taille mésoscopique. C’est a dire & une
échelle située entre ’échelle microscopique des diffuseurs et I’échelle macroscopique de la peinture.
Le gain d’un facteur d’échelle comparé & l'approche électromagnétique explique la rapidité de ce
modele.

La source de rayonnement est une onde plane incidente monochromatique qui peut étre générée
par exemple par un laser (Fig.VIL.2b). Une partie de cette onde cohérente se propage dans le milieu
diffusant et s’atténue progressivement pour augmenter les luminances diffuses, puis remonte apres
réflexion spéculaire sur I'interface inférieure. Dans la fonction source, on doit aussi prendre en
compte 'onde diffusée dés I'entrée du volume diffusant & cause de l'interface rugueuse.

Enfin pour résoudre PETR pour notre systéme sachant que la source de diffusion est une onde
plane collimatée, il faut correctement décrire les conditions aux limites pour les luminances au
niveau des interfaces rugueuses. Ces conditions aux limites sont décrites en détail dans I’annexe
H. La résolution de 'ETR pour une couche diffusante avec interfaces rugueuses par la méthode
des ordonnées discretes est également exposée dans cette annexe.

VII.2.1 Parametres volumiques

La luminance L(r,u) au point r dans la direction u satisfait & 'ETR (voir I):

dL(r,u K
% = KenL(r,u) + = [ L) P, w)de (VIL1)
4
ou Ky et Kgeq sont respectivement les coefficients d’extinction et de diffusion et P(u’,u) est la
fonction de phase d’un élément de volume moyen contenant une petite assemblée de particules (voir

I). Les parametres du milieu moyen sont calculés par 'approximation de la diffusion indépendante:

f f

K., = —— -+
T 4)3mad 4/3ma? Ceo

Csca €t Koyt = t (VII2)
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ou les Cyeq et Coyy sont les sections efficaces de diffusion et d’extinction d’une spheére isolée que ’'on
calcule par la théorie de Mie (Bohren et Huffman 1983). La fonction de phase d’entrée de 'ETR
est celle d’une particule isolée. L’approximation de la diffusion indépendante est raisonnable si les
fractions volumiques ne sont pas trop fortes.

VII1.2.2 Parametres surfaciques

Les conditions aux limites vont dépendre de la réponse radiative des interfaces rugueuses.
Nous avons besoin d’'un modeéle capable de calculer la diffusion par une interface rugueuse. Les
parametres cohérents et incohérents de l'interface & déterminer sont trés nombreux:

e Rc12(0) et Reo1(0) les facteurs de réflexion cohérents respectivement pour une onde incidente
se propageant du milieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.

e Tc12(0) et Too1(0) les facteurs de transmission cohérents respectivement pour une onde
incidente se propageant du milieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.

o 015(OscarOines Pscas Pine) €t Py (Oscas Gines Pscas Pine)- Ce sont les fonctions bidirectionnelles de
la distribution du flux diffus réfléchi respectivement pour une onde incidente se propageant
du milieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.

o 715(0sca, Oincs Pscas Pine) €t 751 (Osca, Oines Psca, Pine) les fonctions bidirectionnelle de la distri-
bution du flux diffus transmis respectivement pour une onde incidente se propageant du
milieu 1 vers le milieu 2 puis du milieu 2 vers le milieu 1.

P'1’2(95ca, einca @bscaa @bznc)
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(a) Cas d’une luminance incidente se pro- (b) Cas d’une luminance incidente se propa-
pageant du milieu 1 vers le milieu 2 geant du milieu 2 vers le milieu 1

Fic. VII.3 BRDF et BTDF diffuses et facteurs cohérents d’une interface rugueuse.

Les facteurs énergétiques cohérents sont déduits des facteurs de réflexion et de transmission
sur Uinterface pour 'amplitude moyenne (sur un ensemble de réalisations de surface).

<E. > |?
Ro=|—7— VIL3
¢ ‘ < Ejne > ( )
Dans le cas d’une interface plane, cette expression se réduit a:
B |2
Rc = ‘ . VII.4
Einc ( )
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Dans le cas d’une surface a statistique isotrope, la BRDF et la BTDF dépendent de I'angle
d’incidence, de ’angle de diffusion et de la différence entre les deux angles azimutaux de diffusion
bsca — Pinc- Afin de tabuler ces quatres fonctions pour une interface rugueuse particuliere en un
temps acceptable, il est préférable que le modele choisi soit trés rapide. Si on discrétise ces angles
de maniére suffisante, on obtient des tableaux & stocker de plusieurs dizaines de méga octets. Ces
données devront de plus (voir annexe H) étre traitées.

VII.2.3 Modeles rapides pour la BRDF et la BTDF d’une interface rugueuse

Nous pouvons citer quatre modeles avec leur domaine de validité du plus rapide au moins rapide
a calculer numériquement que nous pourrions utiliser pour évaluer la réflexion et la transmission
diffuse d’une interface rugueuse:

e le modele perturbatif (Agarwal 1977) valable pour des rugosités telles que o < % et 7. > 0.
L’origine du modele perturbatif est antérieure a I’article de Agarwal (1977), mais nous citons
cet article car il est le premier a I'exprimer & partir du théoréme d’extinction qui lui permet
d’obtenir de nombreux résultats originaux. C’est le modele idéal que I'on peut utiliser pour
calculer le champ diffusé en réflexion et en transmission dans le cas des faibles rugositées
que la surface soit métallique ou diélectrique. Il permet par exemple pour le cas du métal de
prendre en compte les effets des plasmons de surfaces (les ondes de plasmas générées par le
mouvement des électrons libres & la surface d’un métal rugueux ou d’un réseau métallique)
et aussi la nature vectorielle des ondes électromagnétiques. Comme 'expression du champ
diffusé est analytique et explicite, le calcul numérique est extrémement rapide.

e le modele de Kirchhoff (Ulaby, Moore, et Fung 1982) est valable pour des rugosités telles que
o< % et 7. > 1X. Cette approximation est basée sur I’approximation des plans tangents.
Le facteur de réflexion (et de transmission) local en un point particulier de la surface est
supposé étre celui d’un plan infini tangent a la surface en ce point (voir Fig.VII.4(a)). Fung et
Eom (1981) sont les premiers & notre connaissance a avoir publié les expressions des champs
diffusés, réfléchis et transmis par une interface rugueuse sous ’approximation de Kirchhoff.

e la Mean Field Theory (MFT) valable pour des rugosités telles que (Calvo-Perez, Sentenac, et
Greffet 1999) 0 < %, 12 < 2. Le principe de la MFT appliqué a une interface rugueuse peut
se résumer en plusieurs étapes. La surface rugueuse est vue comme un milieu hétérogene en
volume. La surface est découpée en de nombreuses couches paralleles (Fig.VIL.4(b)). Dans
chacune de ces couches est évaluée par la théorie des fortes fluctuations la permittivité
effective dans la limite du régime d’homogénéisation. On obtient alors un empilement de
couches homogenes dont les indices effectifs passent de 'indice n; au dessus de la surface &
I'indice ngy en dessous de 'interface. La fonction de Green moyenne de cet empilement est
ensuite calculée. Puis chaque point de 'espace est un élément de taille dipolaire éclairé par
le champ effectif dans la couche considérée. Que 'indice en ce point soit n; ou ng, I'indice
contraste avec le milieu effectif et rayonne dans ce milieu jusqu’au point d’observation.

e La Small Slope Approximation (SSA) (Voronovich 1985) Z < 0.3. est une approche al-
ternative qui combine 'approximation des plans tangents et le développement perturbatif
des champs. Il existe différents ordres d’approximation de 0 & 2 de cette méthode (Soubret
2001). Une récente comparaison (Soriano, Guerin, et Saillard 2002) entre 1’approximation
de Kirchhoff et 1a SSA & Pordre 0 avec un résultat électromagnétique exact montre que un
fort interét de la SSA par rapport au modele de Kirchhoff dans le cas d’une statistique de
surface du type océanne.
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(a) Approximation du plan tangent. 6 est (b) Pour le modele de la MFT, un empile-
I’angle d’incidence par rapport a la sur- ment de couches d’indice effectif formant
face moyenne. 6; est I’angle local pour une un gradiant d’indice de n; jusqu’a na est
pente particuliere. calculé.

Fic. VII.4 — Différentes approches pour décrire la diffusion par une interface rugueuse

Le modele de Kirchhoff n’est pas analytique sans ’ajout d’approximations supplémentaires.
Dans le livre de Ulaby et al. (1982), on en trouvera deux types:

e lapproximation dite ”scalaire” de faibles pentes (pour o/7. < 0.25). Malgré son appellation
"scalaire”, il s’agit d’une version vectorielle du modele scalaire formulée par Beckmann
et Spizzichino (1963) mathématiquement plus simple. L’approximation des faibles pentes
permet le calcul perturbatif du facteur de réflexion et de transmission de Fresnel local 6,
(défini par le plan tangent a la surface au point considéré de l'interface) (voir Fig.VIL.4(a))
autour de I'angle d’incidence 6 normal a la surface moyenne.

dr(6)

r(0) = r(6) + <

0)(6, — 9) (VIL5)

e 'approximation dite de la phase stationnaire valable pour des hauteurs quadratiques moyennes
o suffisamment fortes telles que les facteurs de réflexion et de transmission spéculaires soient
négligeables. 11 faut donc aussi que la longueur de corrélation soit suffisamment grande pour
que les pentes ne dépassent pas 0.4. L’approximation de la phase stationnaire estime que la
majeure partie diffusée dans une direction d’observation est due & la réflexion (ou & la trans-
mission) de I'ensemble des pentes de la surface rugueuse qui sont orientées et réfléchissent
de maniere spéculaire dans la direction d’observation. En d’autres termes, chaque facette
réfléchit ou transmet la lumiere dans une direction unique et I’angle de diffusion est donnée
par la loi de la réflexion de Snell-Descartes.

Les modeles de Kirchhoff doivent étre corrigés par une fonction d’ombrage pour les angles rasants
incidents et diffus. La fonction d’ombrage que nous avons programmeée est celle de Wagner (1966)
utilisée par Ishimaru et Chen (1990). Nous avons validé les codes de diffusion de Kirchhoff par une
vérification de la conservation de I’énergie et en comparant les diagrammes de diffusions obtenus
avec ceux prévus par la MFT en transmission et avec des mesures expérimentales en réflexion
réalisées par Calvo-Perez (1999).

VII.2.4 Validité du couplage incohérent surface-volume

Les modeles de diffusion de surface calculent la BRDF et la BTDF de I'interface en champ
lointain (fig. VIL.5). Le résultat de la BRDF et la BTDF de l'interface n’est donc valable qu’a
partir d’une distance d’environ une longueur d’onde de 'interface. Cette contrainte n’est pas avan-
tageuse pour le couplage. Le rayonnement vu par chaque diffuseur proche de Iinterface sera par
conséquent mal calculé. Une autre difficulté apparait pour les particules situées pres de l'interface.
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Fic. VII.b  Particules en champ lointain

La position aléatoire de ces particules sera affectée par la rugosité de 'interface. Ce phénomeéne
sera d’autant plus important si les particules sont petites devant la longueur de corrélation et la
hauteur quadratique moyenne de la surface ou si la fraction volumique de diffuseur est importante.

Pour les peintures diffusantes, on peut négliger la corrélation induite sur la position des parti-
cules par l'interface car les particules sont assez grandes devant les longueurs caractéristiques de
la rugosité. De plus, pour une faible fraction volumique, il y a en moyenne assez peu de particules
en champ proche de I'interface rugueuse. Ainsi le couplage sera a priori meilleur pour de faibles
fractions volumiques.

Un autre point important négligé dans cette approche est la polarisation des rayonnement mis
en jeu. Bien que I'on cherche la réponse du systeme diffusant a une onde incidente dépolarisée, un
processus de diffusion simple modifie généralement 1’état de polarisation du faisceau incident. Par
contre Roux (1999) a montré que les multiples processus de diffusion ont tendance & dépolariser
le ondes diffusées. Ainsi si le systéme que nous étudions diffuse en moyenne de multiple fois c’est
a dire pour un systéme de forte épaisseur optique, on peut espérer que 'approximation scalaire
soit une bonne approximation. S’il apparait nécessaire de prendre en compte la polarisation,
I’adaptation de la méthode des ordonnées discrétes est possible sans modification de la structure
générale du code. On trouvera de nombreuses informations sur la résolution de 'ETR polarisée
par la méthode des ordonnées discrétes dans 'ouvrage de Tsang et al. (2000).

La résolution de 'ETR par la méthode des ordonnées discretes pose des difficultés numériques
pour les conditions aux limites sur une paroi rugueuse qui provient de I'imprécision de modeles
de diffusion par une surface rugueuse notamment en incidence rasante. La méthode des ordonnées
discretes associée a4 une quadrature de Gauss impose que l'on doit calculer les BRDF21 entre
autres pour des angles d’incidence et de diffusion tres rasants. C’est a dire pour des angles ou les
modeles de diffusion sont incorrects. Toutefois les flux associés a ces directions rasantes sont tres
faibles comparés aux autres angles et contribuent peu au bilan énergétique.

Nous avons besoin d’un modele de diffusion de surface qui conserve 1’énergie afin qu’aucune
perte ne soit introduite. Comme le modele de Kirchhoff ne conserve pas I’énergie pour tous les
angles d’incidence, nous sommes contraints de renormaliser la BRDF et la BTDF incohérentes et
les facteurs de réflexion et de transmission cohérents.

VII.3 Application au cas d’une peinture rugueuse faiblement dif-
fusante en volume

Le premier systeme que nous étudions pourrait étre le cas d’une peinture rugueuse que l'on
aurait pas chargée volontairement en particules diffusantes. Une peinture peut toutefois diffuser
en volume car elle contient des inclusions métalliques ou des colorants de petites tailles devant la
longueur d’onde mais suffisamment grosses pour diffuser.

On représente sur la figure VII1.6(a) le profil de la diffusion (BRDF corrigée du cosinus) de cette
peinture & une longueur d’onde de A\g = 5.4um, pour onde plane incidente dépolarisée, formant un
angle de 6;,. = 30° avec la normale a la surface, dans le plan d’incidence en fonction de I'angle de
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diffusion fy.,. Pour cet exemple, on a choisi des particules de rayon \y/10 avec un faible contraste
d’indice. Ainsi ces particules sont de faibles diffuseurs comparés a des diffuseurs en résonance de
Mie. Les particules sont plongées dans un milieu absorbant ou la partie imaginaire de I'indice est
0.02 ou 0.008. Afin de faire varier le libre parcours moyen de la diffusion, la fraction volumique
vaut 10 ou 25%. Toutes les statistiques de la surface sont supposées gaussiennes. La longueur
de corrélation est 7. = bAg et la hauteur quadratique moyenne est fixée o = 0.28)\. Le lobe de
diffusion principale autour #,., = 30° est di essentiellement 4 la diffusion de surface tandis que le
plateau de diffusion de 4., = —75° a 05, = 0° est du a la diffusion volumique. La largeur du lobe
de diffusion augmente avec la pentes moyennes o /7. de la surface (en tous cas pour une longueur
de corrélation supérieure & une longueur de corrélation). Dans cet exemple, la pente o /7. est de
Pordre de 0.06 et la largeur du lobe de diffusion de 'ordre de 30 degrés.
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Fic. VII.6  Exemple d’une diffusion par une peinture rugueuse faible diffusante en volume. On
distingue facilement la contribution de la diffusion due a la surface de celle due au volume. ca-
ractéristiques communes: i, = 30°, n, = 2.21 4+ 10.023, Re(np) = 1.8, e = 50um o = 0.28X¢,
Te = 5Ag, a = 0.5um

Comparons la courbe en points-tiret (n, = 1.8 +i0.02 et f = 10%) et la courbe en trait
plein (n, = 1.8 +10.02 et f = 25%), c’est-a-dire pour une absorption identique mais une fraction
volumique de particule beaucoup plus forte! pour le cas du trait plein. Le plateau de diffusion
volumique augmente tandis que le lobe de diffusion surfacique n’est pas du tout influencé par la
diffusion en volume. Il n’y a rien de surprenant a cela puisqu’il y a quasiment 2 ordres de grandeurs
entre les niveaux de BRDF dus a la diffusion en volume et ceux dus a la diffusion en surface.

Comparons maintenant la courbe en points-tirets (n, = 1.8410.02 et f = 10%) et la courbe en
tirets (np = 1.8 +40.008 et f = 10%. L’absorption est plus forte dans le premier cas. L’absorption
a tendance & diminuer le nombre d’évenements de diffusion dans le volume et & empécher les ondes
diffusées dans le volume de remonter puisque les ondes diffuses sont absorbées avant de ressortir

1. On ne prétend pas calculer correctement les parametres de PETR. (coefficients d’extinction, de diffusion et
fonction de phase) pour une fraction volumique de particules & 10 ou 25% car ces coefficients sont calculés sous
I'approximation de la diffusion indépendante. Notre but est simplement ici d’observer l'effet de 'augmentation du
coefficient de diffusion.
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de la peinture. Ainsi, dans le cas ou ’absorption est plus faible, la diffusion en volume est plus
forte et par conséquent la hauteur du plateau augmente. On voit aussi que la hauteur du lobe de
diffusion est fortement augmentée. Cette forte augmentation provient de la présence d’une onde
cohérente montante dans le milieu. Cette onde cohérente n’existait pas auparavant dans le cas
plus absorbant. Cette onde cohérente montante est diffusée lors de la transmission par l'interface
supérieure. On peut aussi observer Fig.VIL.6(b) cet effet en recalculant la BRDF pour le cas d’une
longueur d’onde pratiquement deux fois plus importante (Ag = 10.6um). On suppose ici (mais
cela est peu probable) que les indices n’ont pas évolués a cette longueur d’onde.

Dans ce cas, I’épaisseur de la couche ne représente plus que 5 longueurs d’ondes. De plus, a cette
longueur d’onde les particules sont plus petites. Donc le coefficient d’extinction dans le volume est
beaucoup plus faible. Ainsi I’épaisseur optique est beaucoup plus faible. Ce qui explique pourquoi
le plateau de diffusion est 3 ou 4 fois plus faible. D’autre part, I’onde source cohérente peut donc
facilement pénétrer dans le milieu, se réfléchir sur la paroi parfaitement conductrice, puis remonter
pour étre finalement diffusée par I'interface en transmission.

VII.4 Couplage et découplage de la diffusion surface-volume

VII.4.1 Géométrie de découplage

Pour une large fraction volumique de petits diffuseurs placés en dessous d’une interface ru-
gueuse, Sentenac, Giovannini, et Saillard (2002) montrent par la résolution numérique exact des
équations d’ondes (Giovannini et al. 1998), que le résultat de la BRDF du systéme complet peut
étre obtenu par la somme des systémes découplés (voir Fig.VIL.7):

e le milieu diffusant en volume avec une interface plane.

e la surface rugueuse seule, mais déposée sur I'indice effectif (homogene) du milieu diffusant.
L’indice effectif du milieu diffusant est I'indice vue par le champ moyen sur un ensemble de
réalisations. La théorie de la diffusion multiple explique comment 1’évaluer.
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Fi1c. VII.7 — Découplage cohérent

Si la diffusion par la surface est évaluée avec pour indice de substrat le milieu hote de la peinture
comme 'on fait Pak et al. (1993), alors un désaccord important apparait entre la solution du
systeme complet et la somme des systéemes découplés.

Il y a donc un couplage entre la diffusion de surface et la diffusion en volume. Le résultat de
Sentenac et al. (2002) montre que ce couplage est di & un effet cohérent. C’est principalement la
modification de la partie réelle de I'indice effectif qui joue un role. L’augmentation de la partie
réelle a pour conséquence une augmentation de la diffusion directe due a la surface rugueuse car
la lumiére voit une milieu plus contrasté.

Cette idée est suggérée par la version évoluée de la MFT (Calvo-Perez 1999) appliquée & un
milieu diffusant a la fois en volume et en surface. La MFT montre que le découplage de la diffusion
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surface-volume doit se faire en prenant en compte la modification de I'indice effectif du substrat
a cause de la présence des particules. Toutefois la MFT est un modele de diffusion simple dans
un milieu effectif. L’approximation de Born modifiée? est utilisée. La MFT donne d’excellents
résultats tant que le milieu ne s’écarte pas trop du régime d’homogénéisation et que la diffusion
multiple est négligeable. Par conséquent la diffusion multiple entre la surface et le volume diffusant
n’est pas pris en compte par la MFT. On peut par conséquent se demander si la diffusion multiple
entre la surface et le volume joue un réle dans le couplage.

Nous allons montrer qu’il existe un couplage de nature incohérente lié & la diffusion multiple
entre I'interface rugueuse et le volume diffusant et 1ié d’autre part & la modification directionnelle
des flux entrant et sortant du milieu diffusant lors du passage la lumiére au travers de Iinterface.

Dans le systéme que nous étudions, les diffuseurs sphériques sont de taille comparable a la
longueur d’onde. A cause des résonances de Mie, les sections efficaces de diffusion sont tres fortes.
Le milieu diffusant est déposé sur une interface plane parfaitement conductrice, donc parfaitement
réfléchissante.

Pour le cas d’un milieu contenant de faibles fractions volumiques de diffuseurs diélectriques,
la modification de la partie réelle de I'indice effectif est négligeable. Par conséquent le couplage
cohérent décrit par Sentenac et al. (2002) est négligeable pour les systémes que nous présentons.
Nous allons comparer le résultat obtenu par 'approche radiative du systéme complet avec la
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Fi1c. VII.8 — Découplage incohérent

somme des deux systemes découplés d’'une maniere identique a celle décrite précédemment pour
le couplage cohérent a la différence que la diffusion par l'interface seule est calculée en ne prenant
pas pour substrat I'indice du milieu effectif, mais I'indice du milieu hote (voir Fig.VIL.8). Nous
dirons qu’il y a un couplage incohérent entre la diffusion par la surface et la diffusion par le volume
quand la somme des résultats par les systemes découplés est différente du résultat obtenu pour le
systeme complet calculé par ’approche radiative incohérente. On s’intéresse a ce découplage parce
que le systéeme découplé est d'une part beaucoup plus rapide a résoudre que le systeme couplé, et
d’autre part beaucoup plus simple & mettre en oeuvre.

Pour le cas de milieux optiquement minces, il nous avons besoin de calculer le résultat de la
diffusion par I'interface rugueuse déposée sur la peinture sans particule mais ou I'indice du milieu
hote est cette fois remplacé par 'indice effectif du milieu diffusant en volume. On ne souhaite pas
par cette méthode prendre en compte un effet cohérent due a la modification de la partie réelle de

2. Elle bien plus efficace que "approximation de Born classique.
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I'indice car nous savons qu’elle est peu différente de celle du liant. Nous voulons par contre prendre
en compte la modification de la partie imaginaire afin que le facteur d’atténuation des flux transmis
dans le volume soit correctement évalué. Par exemple, la partie cohérente qui est transmise par
I'interface rugueuse, se propage jusqu’a ce qu’elle soit réfléchie par le miroir. Ce faisceau remonte
tout en s’atténuant jusqu’a rencontrer I'interface rugueuse. La lumiere est donc rediffusée par
transmission. Il est important de noter que l'efficacité de diffusion par une interface rugueuse est
beaucoup plus importante en transmission qu’en réflexion. Par exemple, une vitre plane réfléchit
4% de la lumiere et en transmet 96% en incidence normale. Dans le cas d’une vitre rugueuse, la
proportion des flux diffus transmis et réfléchi est en premiere approximation dans une proportion
équivalente. Par conséquent, la part de lumiere diffusée en réflexion par l'interface d’entrée peut
étre comparable ou méme plus faible devant la part de la lumiere diffusée en transmission par
Iinterface lors de la sortie de la peinture. Ceci sera d’autant plus vrai si le milieu n’est pas
optiquement trop épais. Remarquons toutefois que dans le cas d’un milieu optiquement mince des
interférences sur les ondes diffusées peuvent se produire. Le modele radiatif ne peut les prévoir.
Par exemple, il existe une relation de phase (Calvo-Perez 1999) entre le champ diffusé réfléchi
directement par l'interface rugueuse et le champ diffusé transmis dans la couche qui descend
et remonte pour enfin sortir de l'interface de fagon cohérente (sans étre cette fois rediffusée par
I'interface). Ces interférences créent des anneaux qui font varier les luminances diffuses en fonction
de l'angle de diffusion.

VII.4.2 Mise en évidence d’un couplage incohérent surface-volume pour une
interface de fortes pentes moyennes

Les parametres choisis du milieu diffusant en volume sont tels que I’épaisseur optique est égale
a 5. Le milieu n’est pratiquement pas absorbant. Ainsi la luminance collimatée s’atténue fortement
dans le milieu diffusant. Nous étudions I’évolution du couplage surface-volume en fonction de la
pente moyenne de la surface d’entrée. Sur les Fig.VIL.9 VII.11(a) et VIL.11(b) nous présentons
le résultat de la diffusion pour des surfaces telles que les pentes moyennes sont respectivement
o/1e = 0.07, 0.14 et 0.28. Sur ces figures, on représente:

e en vert le résultat de la diffusion par 'interface rugueuse seule;

e en tirets verts le résultat de la diffusion par le milieu en volume avec une interface plane;
e en rouge le résultat de la somme des systemes découplés;

e en bleu le résultat de la diffusion par le systéme complet.

Pour le cas d’un rapport o/7, = 0.07, nous n’observons aucune différence entre le résultat du
systeme couplé et la somme des résultats découplés.

On peut se demander dans quelle mesure un couplage entre la diffusion de surface et la diffusion
en volume devrait apparaitre. Si aucun couplage de diffusion surface-volume n’est observé, c’est
que la modification des conditions aux limites de type rugueuse n’a eu aucune influence sur les
ondes diffusées dans le volume.

L’étude de la diffusion par le modele de Kirchhoff, permet de dégager quelques propriétés
importantes sur le réle d’'une interface rugueuse déposée sur un milieu diffusant en volume:

e Sur la Fig.VII.10, nous reportons les facteurs de transmission cohérents et incohérents pour
une surface éclairée en incidence normale pour une longueur de corrélation 7. = Ay en fonc-
tion de la hauteur quadratique moyenne calculée par le modele de Kichhoff. L’onde incidente
se propage du milieu d’indice n; = 1 vers le milieu ng = 1.62. La proportion de I'énergie ré-
fléchie est faible (6% environ) comparée a la part transmise dans le cas d’une interface plane.
Alors que le facteur de transmission cohérent chute avec la hauteur quadratique moyenne,
le facteur de transmission incohérent augmente exactement dans la méme proportion. Par



Vil.4. COUPLAGE ET DECOUPLAGE DE LA DIFFUSION SURFACE-VOLUME 149

*
BRDF*cos( Osca) einc=20°

D Ve AT

A 210.6}7l\m
0=0.14
Lc=2 \

r nh=1.8+i*0.00083 . ® o &
np=3+i*0.00017 - . .
107 D=2.3|Um * .
e=50 um R :
=5% ‘EJ
Couplage surface rugueuse-diffusipn volumigye
— — — - Diffusioh volumique avec interface\plane elllt: esca
Diffusign surfacique de linterface seule
Somnje des courbes vertes
ekl vy v l'l! A
-90 -60 -30 0 30 60 90 bt e i i s
B sca n2>nl
(a) Caractéristiques du milien: 0 = 0.14Xg, 7. = 2o, (b) Systéme cou-
np, = 1.8 4+ i0.00083, n, = 3 + i0.00017, f = 5%, plé et systemes
a = 0.108Xo, e = 4.72X¢ découplés

Fic. VII.9  BRDF corrigée du cosinus de l’angle de diffusion pour un angle d’incidence 0;,. = 20°
dans le plan d’incidence, pour une pente moyenne o /7, = 0.07 et une épaisseur optique égale a 5.

conséquent la somme des deux termes et donc I’énergie totale transmise est indépendante
de la rugosité. On a: To (o) + Tp(0) = cste.

e Pour le cas d’'une surface rugueuse, dont les pentes moyennes ne sont pas trop fortes, on
sait que la largeur des lobes de diffusion réfléchi et transmis est relativement resserrée (voir
Fig.VIL.11(b)). Cela est d’autant plus vrai pour la partie transmise quand le milieu de
transmission a un indice plus fort (ceci est un simple effet d’optique géométrique du a la loi
de la réfraction de Snell-Descartes).

Donc finalement, la distribution angulaire du flux transmis par I'interface rugueuse est tres proche
de celle d’une surface plane. Par conséquent 'interface rugueuse modifie peu les conditions aux
limites en ce qui concerne la partie rentrante de 'onde incidente dans le milieu diffusant en volume.

Ces conclusions ne sont plus valables pour des interfaces dont les pentes moyennes sont im-
portantes. Par exemple une étude théorique et expérimentale de Nieto-Vesperinas et al. (1990)
montre que le lobe de diffusion transmis par une interface rugueuse est décalé par rapport a la
direction spéculaire de transmission. Ce décalage est du au fait que le facteur de transmission de
Fresnel est plus important en incidence normale. Par conséquent les pentes locales qui sont en
incidence normale par rapport a 'onde incidente diffusent plus que les autres et diffusent dans la
direction de I'onde incidente. Par conséquent, on peut s’attendre & ce que la distribution des flux
transmis par une surface de fortes pentes moyennes differe notablement par rapport au cas d’une
interface plane.

Pour le cas du rapport o/7. = 0.14 Fig.VII.11(a) la différence entre la courbe bleue et rouge
montre qu'un léger couplage radiatif apparait pour des angles de diffusion proche de I'incidence
normale. Une différence importante apparait aussi pour les flux diffusés proches des angles rasants
pour de faibles niveaux de diffus. Pour le cas des angles rasants, nous ne pouvons pas affirmer qu’il
s’agit d’un effet physique ou s’il s’agit d’un probléeme numérique lié & une mauvaise évaluation du
modele de diffusion de surface pour les angles rasants. Toutefois, si ce résultat a une origine phy-
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Fi1Gg. VILI.10 — Pour le cas d’une surface de faible pente moyenne, la distribution des flux transmis
sont proche a la fois en direction en énergie compare au cas d’une interface plane.

sique, on pourrait '’expliquer par le mécanisme suivant: une partie non-négligeable des luminances
diffuses qui remontent dans le volume diffusant sont rediffusées une derniere fois lors du passage
de I'interface rugueuse. Lors de ce passage une partie de la lumiere est diffusée dans les directions
rasantes. Ceci marque une différence par rapport au cas du dioptre plan qui ne rediffuse pas la
lumiere dans les directions rasantes.

Pour une pente moyenne o/7, = 0.28 Fig.VIL.11(b), 'approche radiative prévoit un fort cou-
plage entre la diffusion par I'interface et le volume sur pratiquement toutes les directions de
diffusion. S’il y a couplage, c¢’est que les conditions aux limites jouent un réle non-négligeable sur
les directions des luminances diffuses. Nous pensons que ce couplage est essentiellement du a la
rediffusion des luminances diffuses dans le volume lors de la sortie de couche par traversée de
I’'interface rugueuse.

VI1.4.3 Exaltation de la diffusion surfacique pour un milieu optiquement plus
mince

Nous reprenons le cas précédent tel que o/7. = 0.14, a la différence prés importante que la
fraction volumique est diminuée d’un facteur 5. Par conséquent, le milieu devient beaucoup plus
mince puisque ’épaisseur est K.,.e = 1. La différence essentielle avec le cas précédent outre le fait
que le milieu diffuse un peu moins en volume, c’est que I'onde cohérente montante dans le milieu
diffusant n’est plus négligeable. Comme la diffusion en transmission est beaucoup plus efficace
qu’en réflexion, on a pas besoin que l'onde cohérente montante soit tres forte pour que 'onde
diffusée en transmission soit comparable & I'onde qui a été diffusée directement en réflexion par
la surface rugueuse.

Pour le cas présenté, si on compare le résultat de la BRDF du systeme complet avec la somme
des BRDF des systémes découplés VII.12(a), on obtient une différence importante. La raison est
évidente car dans le cas du systéeme découplé, nous n’avons pas pris en compte 'onde cohérente
montante.

Pour prendre en compte la diffusion de 'onde cohérente montante, on peut choisir un nouveau
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Fic. VII.11  BRDF corrigée du cosinus de ’angle de diffusion pour un angle d’incidence 0, =
20° dans le plan d’incidence. Caractéristiques communes du milieu: 0 = 0.28 g, np = 1.8 +
0.00083, n, = 3 4 10.00017, f = 5%, a = 0.108, e = 4.72Xg. L’épaisseur optique est égale a 5.

découplage ou cette fois on doit résoudre le probléeme de la diffusion de la surface déposée sur
la géometrie du milieu diffusant en volume a la différence que le milieu volumique est le milieu
homogene effectif du milieu diffusant en volume. Le role du milieu effectif est différent par rapport
aux cas étudiés par Sentenac et al. (2002). La modification de 'indice effectif n’a pas pour effet
d’augmenter lefficacité de diffusion de la surface, car la partie réelle de l'indice effectif est treés
proche de celle du milieu héte pour une fraction volumique f = 1%. Par contre, la partie imaginaire
a pour effet de prendre correctement en compte la décroissance de I’onde cohérente dans le volume
afin que 'amplitude de I'onde cohérente montante juste en dessous de l'interface soit evaluée
exactement. Pour une fraction volumique de f = 1%, la valeur de l'indice effectif peut étre
évaluée par la formule de Foldy-Twersky 3. Ainsi en additionnant le résultat des systemes découplés
VII.12(d), on retrouve le résultat du systeme couplé Fig.VII.12(c).

On peut comparer les BRDF pour le cas ot K¢ppe = 5 sur la Fig. VIL.11(a) et le cas oit Kepie = 1
sur la Fig.VIL.12(a). La contribution de la lumiere diffusée due au volume est plus forte pour le
systeme le plus épais optiquement, tandis que la contribution due a l'interface rugueuse est plus
forte pour le systéme le plus mince optiquement. Le facteur d’absorption a’ pour ces deux systéme
est sensiblement équivalent. Le facteur d’absorption est reliée au facteur de réflexion hémisphérique
R par la relation: ' =1 — R. Donc pour les deux systémes, le facteur de réflexion hémisphérique
est identique. Comme le facteur de réflexion hémisphérique est l'intégrale de la BRDF corrigée du
cosinus sur le demi-espace supérieur, alors on peut comprendre pourquoi 'exaltation de la diffusion
due a la surface entraine une chute de la contribution de la lumiere diffusée par le volume puisque
Iintégrale de la BRDF corrigée du cosinus est constante quand le facteur d’absorption des deux
systemes est constant.

3. Si le milieu hote est absorbant, on peut utiliser la formule de Foldy-Twersky généralisée en milieu absorbant
que nous avons montré au chapitre III
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Fi1Gg. VII.12 — BRDF corrigée du cosinus de l’angle de diffusion pour un angle d’incidence 0, =
20° dans le plan d’incidence, pour une pente moyenne o/7. = 0.14 et une épaisseur optique égale
a l.
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VIL.5 Couplage de la diffusion surface-volume pour un milieu
absorbant

Enfin, pour terminer ce chapitre, nous considérons maintenant le cas d’une couche diffusante
absorbante dont l'interface d’entrée supérieure est rugueuse. L’interface de sortie est plane.

La longueur d’onde d’éclairement est A\g = 5.42um. Le systeme considéré est une couche d’épais-
seur ¢ = 31.3)\( de polyethyléne d’indice nj, = 1.45+10.002 dans lequel sont plongées une fraction
volumique f = 9.2% de particules de rayons 0.46)\g de ZnS d’indice n, = 2.24 + 2.8.107°.
L’angle d’incidence est 6;,. = 60°. L’épaisseur optique est de 'ordre de 20 et I'absorption globale
du systéme est proche 60%. Le coefficient d’absorption est tel que la part de lumiére transmise
est négligeable et le systéme est suffisament épais pour que le facteur d’absorption globale du
systeme ne dépende plus de I’épaisseur de la couche. Les statistiques de la surface sont supposées
gaussiennes avec o = 0.94)\g et 7. = 3.4)\¢ (donc o/7. = 0.27). La hauteur quadratique moyenne
est telle que le facteur de réflexion cohérent est completement éteint méme a cet angle d’incidence.
Pour calculer les conditions aux limites sur l'interface rugueuse, nous avons utilisé le modele de
Kirchhoff sous I'approximation de la phase stationnaire qui est bien adaptée pour ce type de sur-
face. Nous représentons la BRDF Fig.VII.13 calculée dans le plan d’incidence ¢ = 0° et dans le
plan azimutal ¢ = 50°. Dans les deux cas, la BRDF du systéeme couplé est plus importante que
celle de la somme des BRDF des systémes découplés pour tous les angles de diffusion.

BRDF*cos( Osca) Q4=0 BRDF*cos(Qsca) Qo =50
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(a) Dans le plan d’incidence ¢ = 0. (b) Dans le plan ¢ = 50.

Fic. VII.L13 BRDF corrigée du cosinus de ’angle de diffusion pour un angle d’incidence 0;n, =
60°.

L’absorption globale pour le systéme couplé est A = 0.662 tandis que 1'étude du systéme
découplé prévoit un facteur d’absorption A = 0.72.

Cet effet est peut-étre lié au phénomene de la réflexion totale d’une onde se propageant d’un
indice fort vers un milieu d’indice plus faible. Les luminances montantes sont plus sujettes au
phénomene de la réflexion totale dans le cas d’une interface plane que dans le cas d’une interface
rugueuse. L’angle a partir duquel la réflexion est totale est augmenté dans le cas d’une interface
rugueuse. Par conséquent, la lumiére a plus de difficultés a sortir du milieu quand l'interface est
plane que quand elle est rugueuse. Comme le milieu est absorbant, alors le facteur d’absorption
globale du systéme est augmentée pour le cas d’'une interface plane car les chemins optiques sont
plus longs en moyenne avant la sortie du milieu que dans le cas de 'interface rugueuse.
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VII.6 Conclusion

Le couplage de la diffusion surface-volume par une approche radiative n’est pas tres simple
a mettre en oeuvre. Elle nécessite au préalable le calcul des propriétés diffusives de l'interface
rugueuse. La BRDF et la BTDF doivent étre calculées pour de nombreux angles d’incidence et de
nombreux angles de diffusion et aussi pour de nombreux plans azimutaux. De plus, ces fonctions
doivent étre calculées dans les deux sens de propagation de 'onde incidente. Par conséquent, il est
nécessaire que le modele de diffusion de surface utilisé soit tres rapide pour évaluer ces nombreuses
données.

Le découplage du probleme qui consiste a évaluer la somme de la BRDF du systeme diffusant
en volume avec une interface plane et la BRDF de I'interface rugueuse seule est intéressante pour
gagner en temps de calcul et en développement de code de calcul. Toutefois le résultat obtenu
par la somme des problemes découplés n’est pas toujours en accord avec le résultat de I’étude du
systeme couplé.

Nous montrons que pour le cas d’un milieu diffusant non absorbant, I’étude du systéme complet
peut étre découplé si la pente moyenne o/7, < 0.2 pour les indices du milieu hote étudiés. Cette
absence de couplage provient du fait que la distribution des flux diffusés est trés proche du cas
d’une interface plane quand les pentes moyennes ne sont pas trop fortes. Dans ce cas, les conditions
aux limites par rapport au cas d’une interface plane sont peu modifiées.

Pour de plus fortes pentes, le couplage surface-volume entraine que les flux sont davantage
diffusés dans les directions rasantes. Ce couplage apparait essentiellement & cause de la rediffusion
par transmission de l'interface lors de I'’émergence des flux diffusés dans le volume.

Un autre type de couplage apparait pour le cas d’un milieu diffusant & pertes. Les simulations
montrent que 'interface rugueuse jouent probablement un réle important sur le facteur d’absorp-
tion globale. Ce couplage illustre une fois de plus qu’il n’est pas toujours possible de découpler le
probleme de la diffusion par une couche chargée et rugueuse méme quand les effets cohérents sont
négligeables.

De nombreux effets cohérents ne sont pas pris en compte par 'approche radiative. Il est né-
cessaire d’analyser les nombreux parametres du milieu afin d’évaluer préalablement si les effets
cohérents sont négligeables. Des études numériques exactes et expérimentales sont nécessaires pour
mieux cadrer son domaine de validité.
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Conclusion générale

Une étude théorique et numérique de la propagation de la lumiére en milieu aléatoire est
présentée dans ce manuscrit. La modélisation du transport de la lumiére par une approche radiative
pose le probleme du calcul de parametres moyen du milieu. La majeur partie de la thése du chapitre
IT au chapitre VI est consacrée a cet aspect. L’étude est toutefois limitée au cas de milieux diffusant
contenant des particules aléatoirement disposées dans 1’espace.

Nous avons décrit dans le premier chapitre les grandeurs nécessaires a la description phénomé-
nologique du transport de la lumiére. Nous avons notamment introduit 'Equation de Transfert
Radiatif (ETR), qui permet d’évaluer les propriétés de diffusion d’une couche contenant des dif-
fuseurs de taille comparable a la longueur d’onde. Nous avons aussi présenté 'approximation de
la diffusion indépendante souvent utilisée pour évaluer les parametres de 'ETR en fonction des
caractéristiques moyennes d’un petit élément de volume diffusant. Le domaine de validité a priori
de 'ETR et de 'approximation de la diffusion indépendante sont discutés.

Le chapitre II a porté sur la théorie de la diffusion multiple. Nous insistons particulierement
sur I’étude du champ cohérent. Cette théorie donne un moyen rigoureux de calcul du coefficient
d’extinction qui est I'un des parametres essentiels de 'ETR. Quand le milieu hote dans lequel
baignent les diffuseurs est absorbant une difficulté théorique supplémentaire apparait pour le
calcul des parametres de 'ETR méme sous 'approximation de la diffusion indépendante. Cette
difficulté est liée au probleme de la définition d’une section efficace dans un milieu absorbant.
La théorie de la diffusion multiple d’ondes électromagnétiques nous apprend que le coefficient
d’extinction peut s’obtenir en évaluant 'indice effectif d’un milieu diffusant. Il est par conséquent
possible de contourner le probleme de la définition d’une section efficace. De plus, la théorie de
la diffusion multiple explique comment prendre en compte rigoureusement en compte la diffusion
dépendante. Les expressions obtenues sont formelles et dépendent d’opérateurs qui doivent étre
évalués.

Au chapitre 111, nous avons présenté une revue des travaux antérieurs sur le calcul des coef-
ficients d’extinction en milieu absorbant. Ces études sont toutes phénoménologiques et ne sont
jamais comparées a des résultats expérimentaux ou numériques. Elles sont par conséquent difficiles
a apprécier. Les expressions déduites de la théorie de la diffusion multiple du coefficient d’extinc-
tion ont été présentées en fonction de quantités calculables, notamment la matrice de diffusion de
Mie dans la direction avant (que I'on peut obtenir sans difficultés dans un milieu absorbant). Nous
avons obtenu deux expressions du coefficient d’extinction: la premieére est une généralisation de la
formule de Foldy-Twersky en milieu absorbant valable en régime de diffusion indépendante pour
des diffuseurs de taille quelconque; la seconde est une généralisation de la formule de Keller en
milieu absorbant qui prend en compte de maniére approximative les corrélations entre les paires
de diffuseur afin de rendre compte des effets de diffusion dépendante. Nous pensons grace a ces
modeles répondre au probléme théorique posé.

Afin d’évaluer la validité de ces nouvelles formulations, nous avons entrepris au chapitre IV
une résolution numérique exacte du probléme de diffusion par une couche contenant des particules
cylindriques placées en milieu absorbant. La méthode numérique est basée sur la résolution numé-
rique exacte des équations de Maxwell réalisable sur un ensemble de systéme & deux dimensions.
Nous obtenons un tres bon accord en régime de diffusion indépendante entre le résultat exact et
la formule de Foldy-Twersky généralisée en milieu absorbant. En régime de diffusion dépendante,
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nous obtenons un trés bon accord avec la formule de Keller pour les tailles de particules étudiées
tant que le rapport d’indice particules sur liant n’est pas trop fort. Un point important est que
la formule approximative de Keller semble fonctionner au dela des hypothéses posées pour sa dé-
monstration. Il est probable que 'on puisse la retrouver a partir d’hypothéses moins restrictives.
Le cas de particules de forts indices placées en milieu absorbant nécessiterait d’autres études.

L’autre parametre important de 'ETR est le coefficient de diffusion. Comme le coefficient d’ex-
tinction est la somme des coefficients de diffusion et d’absorption, si le coefficient d’extinction est
connu, la détermination du coefficient d’absorption détermine le coefficient de diffusion et wvice-
versa. Au chapitre V, nous cherchons a évaluer le coefficient d’absorption pour de fortes fractions
volumique de particules non-absorbantes placées dans un milieu absorbant. Nous avons pour cela
repris les cas d’études du chapitre précédent et exploité la mesure du coefficient d’extinction obtenu
par la méthode numérique exacte. Puis en comparant I'énergie totale réfléchie et transmise diffuse
obtenue indépendament par 'ETR (pour différents coefficients d’absorptions) et la méthode des
moments, nous avons pu déduire que le comportement du coefficient d’absorption varie linéaire-
ment avec la fraction volumique en (1 — f) pour des particules de rayon a = 0.25)g. Cette formule
semble valide pour de fortes fractions volumiques méme en régime de diffusion dépendante. Nous
montrons par ailleurs que la lumiere diffuse profite des trous d’absorption que constituent les par-
ticules non-absorbantes pour se propager plus facilement. Une investigation expérimentale sur une
couche absorbante contenant des diffuseurs non-absorbant serait intéressante. On pourrait étudier
des échantillons contenant des diffuseurs de différentes tailles et différents indices. Des résonances
des flux diffusés en transmission devraient apparaitre pour certaines tailles de particules.

Au chapitre VI, nous avons développé un modeéle original qui exploite ce que nous apprend la
théorie de la diffusion multiple et le résultat de la diffusion par une paire de particules sphériques
pour le calcul du coefficient d’extinction pour un milieu trés chargé en particules sphériques. Nous
donnons une formule calculable en un temps trées court qui s’exprime en fonction de la matrice
de diffusion d’une sphere isolée et de la matrice de diffusion par deux spheres. Le résultat de la
diffusion par une paire de particules sphériques moyenné sur les orientations peut s’obtenir par
le résultat de la méthode numérique appelé matrice des transferts ou matrice T. La moyenne
sur les distances intercentres doit s’effectuer via la densité de probabilité d’une paire de particule
placée au sein d’un grand nombre de particules. La formule obtenue est valable pour des particules
de tailles quelconques. Elle prend en compte toutes les corrélations & deux particules et Iaspect
vectoriel des ondes. Cette formule devrait étre plus précise et avoir un domaine de validité plus
large que la formule de Keller. En principe, la formule de 'extinction est également valable quand
le milieu hote est absorbant, mais il faut toutefois que le code utilisé par la méthode des matrices
T soit valable en milieu absorbant. Le modele exposé pourrait étre étendu pour prendre en compte
les corrélations d’ordre supérieures comme celles a trois particules. On utiliserait le résultat de
la diffusion par un ensemble de trois particule par la matrice T. Il devrait aussi étre possible
d’exprimer l'opérateur intensité de I'équation de Bethe-Salpeter en fonction du résultat de la
diffusion par deux spheres. On pourrait alors évaluer le coefficient de diffusion.

Enfin dans le dernier chapitre, nous nous sommes intéressés au probléeme de la diffusion par
une couche diffusante en volume et en surface. Le modele que nous avons développé est celui
de I’approche radiative consistant & résoudre 'ETR scalaire pour un systeme 3D. La diffusion
par linterface rugueuse est prise en compte lors de I'écriture des conditions aux limites. Cette
approche est toutefois difficile & mettre en oeuvre méme dans ’approximation scalaire puisqu’elle
nécessite la connaissance compléte des propriétés diffusives de la surface pour tous les angles
d’incidences et tous les angles de diffusions. Il est avantageux en temps de calcul de découpler le
probleme en sommant le résultat de deux systemes simplifiés: celui du milieu diffusant en volume
avec une interface plane et celui de la surface rugueuse déposée sur le milieu hote. Le couplage
incohérent est défini par la différence entre le résultat du systeme complet et celui de la somme des
systemes découplés. Nous avons montré qu’il n’est pas toujours possible de découpler le probléme
car un couplage incohérent est mis en évidence dans certains cas. Les mécanismes de couplage sont
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discutés et prennent de I'importance si les pentes moyennes de la surface sont fortes. Il est difficile
de dégager le domaine de validité de cette approche car un systeme diffusant a la fois en volume et
en surface dépend d’un trés grand nombre de parameétres intrinseque du milieu. Le modele utilisé
pour décrire la diffusion par la surface est celui de Kirchhoff valable pour des surfaces dont la
longueur de corrélation est supérieure a la longueur d’onde. On pourrait dans une prochaine étude
utiliser d’autres modeles de diffusion de surface comme la Mean Fied Theory (MFT) pour le cas
de surfaces de fortes pentes avec une faible longueur de corrélation, afin de savoir si le découplage
est efficace dans ce cas. 1l serait intéressant de mener une étude experimentale sur des milieux
diffusant a la fois en volume et en surface.
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Annexe A

Fonction et tenseur de Green dans un
espace libre: cas 3D et 2D

Nous rassemblons dans cette annexe l’ensemble des relations dont nous avons eu besoin le
long de cette these en rapport avec les fonctions de Green. Nous avons puisé les informations
essentiellement dans les quatres documents suivants:

e L’annexe D de la theése de Soubret (2001), et 'annexe A de la these de Sentenac (1993)
(pour le cas 2D)

e le livre de Tai (1993) et le cours de Greffet (1998).

A.1 Définitions et notations

Cas d’ondes scalaires

La fonction de Green scalaire G est la solution de I'équation de propagation pour une source
scalaire ponctuelle j = §(r — r') située en r'.

2
AGi(r,r') + 261G (r, 1) = —6(r — 1) (A.1)
C

L’indice 1 indique qu’il s’agit de la fonction de Green dans un milieu hote de permittivité ¢;. On
recherche la solution avec la condition d’onde sortante suivante:

lim G1 (& - ik1G1> =0 (A2)

[r—r/|—>00 8|I‘ — I"|

2
avec ki = “rel.

Cas d’ondes vectorielles

x4
Le tenseur de Green Gi (r — r’) définit au sens des fonctions pour r # r’ dans un milieu
homogene de permittivité €; est solution de I’équation de propagation pour une source vectorielle
ponctuelle:

w2 o “
1

4
V xVx Gy (r,r') — el G (r,r')=d(r — 1) (A.3)
H .
ou I est I'opérateur unité.
La condition d’onde sortante pour le cas d’ondes vectorielles s’écrit:

“ r—r “
lim (VX Gi —tki——X G1> =0 (A4)

|[r—r/|—>00 |I' — I‘/‘
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Notations et conventions

Les équations (A.1) et (A.3) sont formellement identiques quelle que soit la dimension du
systeme si on oublie que la fonction de Dirac est différente selon le cas 2D et 3D.

Sr—r') = §(xz—2")o(y—y')d(z —2') en 3D (A.5)
S(r—r') = §(z—2")5(y —y') en 2D (A.6)

L’invariance par translation de la fonction de Green se traduit par:
Gi(r,r') = Gi(r — 1) (A7)

La transformée de Fourier (T'F), et la transformée inverse (TF~!), pour un systéme 3D sont
définies par convention de la maniere suivante:

~ ; - d3k d3k,
G / — k kl z(krfk r ) A8
O K = s (A38)
G (k k) = / Gy (r,r")e! KK BBy (A.9)
On a par ailleurs la relation:
(2m)36(k — k') = / ¢ kKB y (A.10)

Comme la fonction de Green ne dépend que de r — r’, on peut définir la TF de la fonction de
Green a une seule variable qui est reliée a la T'F & deux variables par:

G (k) = (21)%5(k — X') &1 (k) (A.11)
Par conséquent, on a:
d’k
- zk (r—r')
Gi(r — 1) / G ( on) (A.12)

Ces relatlons sont strictement identiques pour le cas du tenseur de Green Il suffit de remplacer

G par G1 Les TF et TF~' dans le cas 2D s’obtiennent en remplacant -2 @ )3 par (d

d?r.

)2 et d°r par

A.2 Solution dans ’espace de Fourier

La solution dans I'espace de Fourier ne dépend pas de la dimension du systéme considéré. Le
calcul de la fonction de Green s’obtient en prenant la T'F' de I’équation de propagation de 'onde
scalaire (A.1) tandis que le tenseur de Green s’obtient en prenant la TF de (A.3).

Cas scalaire

Gi (k) = (A.13)

ou k = |k|.
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Cas vectoriel

x4
P (k)
k2 — k2

G (k) = (A.14)

o AN
ou P (k) = I— kk est un opérateur qui, appliqué & un vecteur, en prend sa partie transverse

AN
(la partie transverse est orthogonale au vecteur k). kk est une notation telle que ces éléments ij
soient:
AN kik;
kki;j= 229 (A.15)
ki

Le vecteur résultat est orienté dans le plan normal a k.

A.3 Solution dans ’espace direct

Les solutions présentées sont valables uniquement pour r # r’. Nous ne discutons pas des
problémes de singularités de la fonction et du tenseur de Green en r = r’ pour lesquels on pourra
trouver des informations dans I'article de Yaghjian (1980). La méthode pour obtenir la solution
dans I'espace direct est toujours la méme. On prend la TF~! 3D ou 2D de la fonction ou du
tenseur de Green dans ’espace de Fourier.

Cas scalaire 3D

La TF 3D inverse de (A.13) donne:

) eikl\rfr’\
- y=_ Al
Gl(r I') 47T‘I'—I"| ( 6)
Cas vectoriel 3D
La TF 3D inverse de (A.14) donne:
s ’ I \YAY, etkrlr—r'| AT
Gl(rr)_(+k%>47rrr’ (A.17)

Les éléments ij de (A.17) sont:

q. iki|r—r’|
Gl’ij (I‘ o r/) — (623 + aza]> (&

k? ) 4mlr — 1’|

ou 6;; est le symbole de Kronecker et 0; = 6?1:-' On peut développer l'expression (A.17) jusqu’a

obtenir:

o AA
G1 (r) = g1(r)I + go(r) rr (A.18)
. ikyr
avec nE) = (1+ikrt k) 42-,’5%T3 (A.19)
g2(r) = (3 —3ikir— k%r2)—4‘;kér3
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Cas scalaire 2D

La TF 2D inverse de (A.13) donne:

Gi(r —t') = %Hél)(kﬂr 7)) (A.20)

ou Hél) est la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre 0.

Cas vectoriel 2D

En prenant la TF ! 2D de (A.14), Sentenac (1993) montre que les éléments du tenseur de
Green 2D dans 'espace direct sont:

1 1 riry
Guiglr —x') = H (alr — ') (55 - 52)
- (1) '
e grirg\ Hy (ki[r = ')
4 (6” 2 72 ) kilr — 1| (4.21)

ol Hfl) est une fonction de Hankel de premiere espéce d’ordre 1.

A.4 Fonction et tenseur de Green en champ lointain

L’expression de la fonction ou du tenseur de Green en champ lointain peut étre utile quand on
doit I'intégrer selon r’ dans une zone petite comparée a la distance d’observation. C’est le cas par
exemple quand on calcul le champ rayonné E(r) en un point éloigné d’un objet source de taille
caractéristique L de volume V par la relation:

E(r) :/VG(I',I")j(r')dSr' (A.22)

Le point d’observation r est en champ lointain d’un objet source situé en r’ si les deux conditions
suivantes sont réalisées:

1 1 1
~ 7 Ou encore pour que ~
Ir] P 4 V|r—r'|

o r— 1| >>Lp0urquer1r,‘ =
r

2 N r_ N . !
o r—r'|>> i—l pour que ¢F1/7' T x g1 eikiue T’ quec y, =

S =

Que le probléme soit scalaire ou vectoriel, 2D ou 3D, ces approximations sont tres largement
utilisées. Ces deux conditions sont équivalentes a I'approximation de Fraunhofer dans la théorie
de la diffraction.

Cas scalaire 3D
En champ lointain, la fonction de Green 3D devient:
eiklr ,

Gi(r —r') m ——¢ thiuer (A.23)

4rr
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Cas vectoriel 3D

Quand |ky7r| >> 1, les fonctions g; et go tendent vers

eiklr eiklr
— t - — A.24
) = et o) (a.24)
En champ lointain, le tenseur de Green 3D devient:

AN eikll‘ . ,

G (r—1')= Age ikiuer (A.25)
4drr
avec

Ap=1rr (A.26)

A est un opérateur qui prend la partie transverse (au vecteur r) d’un vecteur. Le champ rayonné
en champ lointain est donc transverse.
Cas scalaire 2D

Les fonctions de Hankel d’ordre v tendent asymptotiquement vers (Abramowitz et Stegun
1965):

2
lim H\V(z) = \/—ez(zfé"”*%”) avec —m < arg(z) < 2w (A.27)
Tz

|z]—00

Donc pour |ki(r — r')| grand, on a:

) 2 N ! s
Gi(r—v') =2, |2 gilkalr—r'D—% (A.28)

4\ wr —r|

Et en champ lointain, on obtient:

1 (2 =€t
Gi(r—1') = : ;elzﬁeﬂ e (A.29)

Cas vectoriel 2D

Les fonctions de Hankel (A.27) d’ordre 0 et 1 pour |z| grand ont une amplitude identique. Elles
sont simplement déphasées de 5. Contrairement & la fonction de Hankel d’ordre 0, la fonction de
Hankel d’ordre 1 présente dans le tenseur de Green (A.21) est divisée par ki |r—r’|. Par conséquent,
pour de grand |k (r — r')|, le deuxiéme terme dans le tenseur de Green est négligeable devant le
premier. Dans ce cas, les éléments du tenseur de Green tendent asymptotiquement vers:

) 2 . / T il
Grigle — ) = 7| el % (5, - ) (A.30)

4\ wlr — r'| r?

On obtient en champ lointain:

1 [2 ,xefm : T
Glij(r — r') = Z ;elz 3k1_7‘672k1ur-r (52] — %) (A31)

Cette expression peut étre réécrite en fonction de 'opérateur transverse A :

o 1 [2 ;= efrr
Gi(r—r')=—4/=e'7 ¢

Wt e T A (A.32)
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Exemple d’utilisation. Cas scalaire 3D

Par exemple dans le cas d’un probleme scalaire 3D, I’amplitude du champ rayonné par ’objet
donné par I'expression (A.22) devient en champ lointain:

~ ethir —ikiue-r’ 0\ 730
E(r) = e j(r')d’r (A.33)
Vv

4rr

Nous utiliserons cette expression a plusieurs reprises dans le chapitre II1.
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Annexe B

Calcul analytique de 'opérateur de
diffusion double avec et sans
corrélations

Cette annexe est divisée en trois sections. La premiere et la seconde sont les calculs des opé-
rateurs de diffusion double corrélés respectivement dans le cas 3D pour des diffuseurs sphériques,
et dans le cas 2D pour des diffuseurs cylindriques infinis. Cet opérateur doit étre calculé pour
obtenir le coefficient d’extinction sous 'approximation de Keller dans les cas 3D et 2D. En terme
de diagramme, cette opérateur se note:

7 N

O0—O = ODDC

Opérateur de diffusion double corrélée (B.1)

La troisieme partie est le calcul de I'opérateur de diffusion double sans corrélation noté:

o—=O0

Opérateur de diffusion double sans corrélation (B.2)

On obtient une expression sans approximation pour des diffuseurs sphériques. Ce résultat sera
utilisé au chapitre VI.

B.1 Calcul de 'opérateur de diffusion double corrélé

B.1.1 Cas 3D

Le résultat de cet opérateur est utilisé au chapitre III.
Pour un ensemble de N diffuseurs disposés aléatoirement dans un milieu de volume V', 'opé-
rateur de diffusion double corrélé (ODDC) dans Iespace direct est défini par:

& N(N -1
ODDC (r,r') = %/ ¥ (r—Ry,r1 —Ry) 81 (r1 —ry)

“
t

(r — Ry, v’ — Ry)
gg(‘Rl - R2|)d3R1d3R2d3r1d3r2 (B3)

Ou % est le nombres de particules par unité de volume; t est 'opérateur de diffusion d’une

particule; G est le tenseur de Green pour un espace libre & trois dimensions de permittivité e;; la
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fonction go(|R1 — Rg|) est la fonction de corrélation de paire (voir chap. II) qui ne dépend que de
la distance |Rq — Rg| séparant le centre de deux diffuseurs disposés respectivement en Ry et Ry et
de la fraction volumique f. La moyenne s’effectue sur ’ensemble des positions possibles des paires
de particules. L’intégration sur les variables r; et ry correspond a la sommation de ’ensemble des
évenements de diffusion double pour une disposition de paires de particules fixée.

On préfere utiliser la notion de fraction volumique f plutot que le nombre de particules par
unité de volume ﬁ qui pour le cas de particules de formes sphériques est reliée & N et V par la

relation: % — f . D’autre part pour N grand, (N D~ (%)2

Cas de particules sphériques petites devant la longueur d’onde

Les particules sont supposées tres petites devant la longueur d’onde. Ainsi I'opérateur de diffu-
sion d’une particule est considéré peu différent de (voir la section 11.5.2) celui d’une hétérogénéité
ponctuelle:

. 2
t (r,r) = dmaS(r)e L T §(r — 1) (B.4)
€p + 2€1 ¢

Nous injectons cette expression dans (B.3) pour obtenir:
“— 2 _ 2\ 2
ODDC (r,r') = 37 dmade 2L
4mad ep + 2€1 2
A4
/(5(1‘ — Rl)d(rl — Rl) G1 (I‘1 — rg)é(rg — Rg)d(rz — I') (B5)
gg(‘Rl - Rg\)d3R1d3R2d3r1d3r2

= (3N (dpare, 2= G t—t)gp(r=r))  (BS6)
() (

4ma3 €p + 2€1 ¢?

<«
= ODDC (r —r')

La permittivité du milieu effectif dans 'approximation de Keller s’obtient a partir de la transformée
de Fourier de cet opérateur qui s’écrit:

& 2 €p — €1 W
ODDC (k) = (3f> <47ra361p71 ) /G1 r)go(|r))e *d3r (B.7)

4ma3 €p + 2€;

3f 2 5 € — €1 w? A +°° "
_ 4 D w —ikr Qde
(47ra3> < maa €p +2€1 2 / / (r)ga(frf)e " r "

Approximation scalaire

Pour poursuivre, nous avons besoin d’utiliser une relation appelée par Keller (1964) théoréme de
valeur moyenne: Soit une fonction v(r) vérifiant une équation propagation scalaire (A + k?)v = 0,
comme par exemple v(r) = k¥, alors I'intégration de cette fonction sur une surface sphérique S
centrée en r’ de rayon |r| est:

v(r' +r = 47Tvr' r)r? —4ﬂsin r)u(r
/S(-i-)dS—/O (+)dQ_k (kr)u(r") (B.8)

Nous allons remplacer le tenseur de Green par la fonction de Green du probléme scalaire pour
éviter les problemes de convergence de I'intégrale! d’une part et d’autre part pour que I'on puisse

1. Le cas vectoriel n’a rien de trivial puisque certains termes du tenseur de Green qui sont en 1/r* posent un
probleme de singularité en r = 0
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utiliser le théoreme précédent.

& 3F 2 € — € w\2 [Foo gikr ar
ODDC (k) = dra’e L——= / 2/ “rdQdr (B9
(k) <47Ta3> < maa €p + 2€1 2 0 47Tng(r)r 0 ¢ r (B.9)
En utilisant la formule (B.8) au point ' = 0 avec la fonction v(r) = e =¥, on obtient le résultat
suivant:
& 3f\? 5 € — € W 21 [tee ik ,
ODDC (k) = (M) (47Ta Elmc—Q EA ez ng(?")szn(k’r’)d’r’ (BlO)

Extention phénoménologique au cas de diffuseurs de tailles quelconques

Nous avons vu au chapitre 1T Eq. (I1.75) et au chapitre 11T Eq. (IT11.72) que:

~

xd
————¢€ = lim ¢t (ky,k B.11
c? ey + 2€; ! 250 (k1 k1) ( )
Or la relation entre I'opérateur de diffusion et la matrice de diffusion S dans la direction avant
est:

~

14 S, (0
t (. ky) = 2000

5 (B.12)

Afin d’étendre la formule (B.10) pour des particules de tailles plus importantes, nous allons rem-
placer phénoménologiquement le terme de diffusion dipolaire par la matrice de diffusion valable
pour des particules sphériques de tailles quelconques:

qw? € —€ N 147 Sk, (0)

. (B.13)

Résultat

Finalement, on obtient la relation suivante qui est utilisée pour le calcul de I'indice effectif et
le coefficient d’extinction au chapitre III.

5  CitmSe O\ 1 [
ODDC (k) — (;’;3) (24 §?1(0)> %/; 7 o (r)sim (r)dr (B.14)

Cette formule n’est rigoureuse que dans le cas limite de particules de tailles ponctuelles, sphériques,
et pour des ondes scalaires.

Pour obtenir cette formule, nous sommes partis directement du cas limite des tres petites
particules faiblement diffusantes, pour ’étendre au cas des diffuseurs d’amplitude plus élevée.
Il est peut étre plus naturel de considérer directement le cas de diffuseurs de sections efficaces
élevées, mais suffisamment petits devant la longueur d’onde pour que 'approximation suivante
soit valable:

7:47r5k1 (0)

N S
€ () 2 ke ka)S(0)3(r — 1) = i
1

d(r)d(r — ') (B.15)
En insérant directement cette relation dans (B.3), on peut plus rapidement obtenir I’équation
(B.14) tout en évitant d’introduire I'expression de l'opérateur de diffusion d’une hétérogénéité
ponctuelle.
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B.1.2 Cas 2D

Ce résultat sera utilisé pour obtenir une expression du coefficient d’extinction sous ’approxima-
tion de Keller dans 'annexe E. Les résultats numériques de cette approximation seront présentés
au chapitre IV.

Pour un ensemble de N diffuseurs cylindriques disposés aléatoirement dans un milieu de volume
V', Popérateur de diffusion double corrélé (ODDC) 2D dans I'espace direct est défini par:

N(N —1)

<« f x4 b
ODDC (r,r):T/ t (r —Ri,r1 —Ry) Gy (r1 — 1)

o
t

(r — Ry, v’ — Ry)
gg(‘Rl - R2|)d2R1d2R2d2r1d2r2 (Blﬁ)

Ou % est le nombres de particules par unité de volume; t est 'opérateur de diffusion d’une
particule; G1 est le tenseur de Green pour un espace libre 4 deux dimensions de permittivité e;; la
fonction go(|R1 — Rol) est la fonction de corrélation de paire (voir chap. II), pour des cylindres a
bases circulaires, qui ne dépend que de la distance |R; — R/, séparant le centre de deux diffuseurs
disposés respectivement en Ry et Ry, et de la fraction volumique f. La moyenne s’effectue sur
I’ensemble des positions possibles des paires de particules. L’intégration sur les variables r; et ry
correspond a la sommation de I’ensemble des événements de diffusion double pour une disposition
de paires de particules fixée. Pour le cas de particules de formes cylindriques, la fraction volumique
est reliée & N et V par la relation: % = W—ZQ D’autre part pour N grand, N(g;” ~ (%)2
Comme pour le cas 3D, on étudie le cas des petites particules devant la longueur d’onde.

“
t

(r,1') = (ki,kq)0(r)d(r — t') = i4Sy, (0)3(r)d(r — r') (B.17)

Nous injectons cette expression dans (B.16) pour obtenir:

T™a

> f 2
ODDC (r,r') = [—22’45,“(0)}

4
. /(5(1‘ — Rl)é(rl — Rl) G1 (I‘1 — r2)6(r2 — R2)6(r2 — I') (B18)
gg(‘Rl - RQ‘)dQRldQRQdQI'ldQI'Q

f 2o
- [ Lusa0] & c-rmir-r) (1.19)

wa?
<«
= ODDC (r —r')

Pour calculer I'indice effectif, nous avons besoin d’une expression de cet opérateur dans l'espace
de Fourier:

~

x4 2 > .
ODDC (k) = [#MSMO)} /G1 (r)ga(|r])e *rd?r (B.20)

f 2 400 p27 o ]
— [_22'45,61(0)} / G1 (r)g2(|r)) e *Trdbdr (B.21)
ma 0 0

Dans le cas 2D, nous avons besoin d’une relation analogue a (B.8) utilisée par Keller dans le
cas 3D. Nous démontrons & la fin de cette annexe la relation suivante: si v(r) = e’¥*

vecteur d’onde de direction quelconque et de norme k = |k|, alors l'intégration de cette fonction
sur un contour circulaire C, centré en r' de rayon |r| est:

ou k est un

/v(r' +r)dl = /QF v(r' +r)rdd = 2mrJy(kr)v(r') (B.22)
c 0
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ou Jy est une fonction de Bessel de premiére espece.
Nous allons remplacer le tenseur de Green par la fonction de Green du probleme scalaire.

o f 2 ptoo i ) 2w ]

ODDC (k) = {—21'45,“(0)] / ZHS ) (k1) ga (r)r / e T dgdr (B.23)
m™a 0 0

En utilisant la formule (B.22) au point r’ = 0 avec la fonction v(r) = =" on obtient finalement

la relation suivante qui est utilisée pour le calcul de I'indice effectif et du coefficient d’extinction
dans 'annexe E.

27T

5 Hél)(klr)Jo(kr)rgg(r)dr (B.24)

& 2 00
ODDC (k) = [%1'45,“ (0)] / :
ma 0

Cette formule n’est rigoureuse que dans le cas limite de particules de tailles ponctuelles sphériques
et pour des ondes scalaires.

Démontration de la formule B.22

Soit v(r) = €' avec

k= () ) e —r () (5.25)

On souhaite intégrer cette fonction sur un contour circulaire C, centré en r’ de rayon |r|:

I(x) = /Cv(r' +r)dl = /U%v(r' +r)rdf

2r 2m 2
_ ’U(I‘I)T’/ ezkrde _ v(r')r/ ezkrcos(ﬂfﬂk)dg _ v(r')r/ ezkrcos(ﬂ)de
0 0 0

Or la fonction de Bessel Jy de premiere espece peut se définir comme l'intégrale suivante:

1/ .
Jo (Z) — _/ ezzcos(ﬂ)dﬂ (B26)
0

™

On retrouve alors la relation recherchée:

/Cv(r' +r)dl = 2mrJo(kr)v(r') (B.27)
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B.2 Calcul exact de opérateur de diffusion double sans corréla-
tion

Dans cette partie, nous calculons un opérateur que nous appelons 'opérateur de diffusion double
sans corrélation. Nous aurons besoin de son expression au chapitre VI traitant du calcul du milieu
effectif d’un milieu diffusant contenant des particules sphériques de forte permittivité par rapport
au liant.

Cette opérateur s’écrit explicitement de la maniére suivante dans I’espace direct:

N(N —1 “ © “
0—-0 (I‘,I‘/) = %/ t (I‘*RI,I‘I*RI) G1 (1‘171‘2) t (I‘z*Rz,I"*Rz)

d3R1d3R2d3r1d3r2 (B28)
x4
ou t (r,r') est opérateur de diffusion & une particule; ou G est 'opérateur de Green associé

au tenseur de Green dans un espace libre de permittivité e;; et R et Ry sont les positions des
centres de deux diffuseurs. On définit la T'F de t par:

% (r,r) = / (‘2111)‘3 (‘;2;3 ¥ (k, K )eikr = ik'r (B.29)
donc:
Yt (r Ryt R)= / (;jjrl; (‘irl;; %(k, K')eikr o~ ik'e ik IR (B.30)
La TF du tenseur de Green est définie par:
G (r1 —ry) = / ((21;1){3 é‘q (k)e'k(ri—r2) (B.31)

On injecte ces expressions dans (B.28) pour obtenir:

0-0 (r,r) =

N(N — 1) / d3R1d3R2d3I'1d3rgd3k1d3k2d3k3d3k4d3k5
V2 (27)15

~ ~ ~

<> 4 <>
t (ki,ko) Gi (k3) t (kq,ks)
e’iklref’iksl"e’i(kgka)rl e’i(k47k3)l‘2 6i(k27k1)R1 e’i(k57k4)R2 (B32)

Dans cette intégrale, on peut reconnaitre quatre fonctions de Dirac car on sait que:

/ Pr i wr _ 5(k' — k) (B.33)
(2m)?
On peut alors intégrer rapidement sur ko, ks, k4 et ks pour obtenir tout simplement:
N(N-1) [ &k & & &> Lo
no_ k(r—r
0-0 (r,x') = —5 /(%)3 t (k,k) Gi (k) t (k k)e'r—) (B.34)
Ainsi,
’ ! d*k ik(r—r')
0-0(r,r')=0—-0(r—1")= [0—0 (k)]e (B.35)
(2m)?
avec
N(N —1) & & &
0-0 (k) = ( ) t (k. k) G1 (k) t (k k) (B.36)
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Or on sait que dans la base de Bohren, et pour un diffuseur dans le milieu hote on a:

~

© (k.k) 147 Sk, (0)

. (B.37)

ot Si(0) est la matrice de diffusion vers I’avant, calculable par un code de Mie. Dans le cas de
particules sphériques, S est diagonale, et ses éléments non-nuls sont égaux car 'amplitude de
diffusion ne dépend pas de la polarisation du champ incident. D’autre part, le tenseur de Green
dans la direction avant, i.e. k = (0,0, k), est dans la base cartésienne.

~ x4
et P (k) 1
k = =
G (k) K2 — k2 k2 — k2

100
010 (B.38)
00 0

Par conséquent, en injectant (B.38) et (B.37) dans (B.36), on obtient finalement dans la base de
Bohren:

N(N-1) 1 i47rSk1(0)>2 (B.30)

—0 (k) =
0-0(k V? k?—k%( oy

Ce terme est diagonal pour le cas de diffuseurs sphériques. C’est ce terme pour le cas de N = 2,
que I'on aura besoin de soustraire pour calculer I'opérateur de masse.

Remarques

O Qs
O e w00

R —Ry R, —Ry

(a) (b) (¢)

FiG. B.1 — Seule la configuration (c¢) contribue au résultat de l'opérateur

L’expression (B.36) ou (B.39) de lopérateur de diffusion double non-corrélée ne dépend que
de la matrice de diffusion de Mie dans la direction avant. On aurait pu s’attendre & ce que les
variables d’intégration ko, k3 et k4 dans (B.32) présentes dans le premier et le second opérateur
de diffusion simple et le tenseur de Green, et dans le second opérateur de diffusion, subsistent
dans l'expression.

Lors de ce calcul, la moyenne sur les positions des diffuseurs Ry et Ry aurait pu se faire sur le
centre de la paire w, puis sur toutes les orientations et les distances inter-particules R; — Rs.
La moyenne sur le centre des particules implique que le seul vecteur d’onde possible en sortie
est égal & celui en entrée (méme norme et méme direction). Dans l'intégrale (B.32), la moyenne
impose que ks = k; = k. Symboliquement on écrit:

<k5—)k4—)k3—)k2—)k1>R1+R2 :k—)k4—)k3—)k2—)k (B40)
2
La moyenne sur toutes les orientations et toutes les distances impose que kg = kg = kg4 = ks:

(k >ks > ks 2 ks 2 k)g, g, =k—k—=k—ok—-k (B.41)
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Dans le cas de particules petites devant la longueur d’onde et en champ lointain, on peut repré-
senter le probleme en terme de rayons. Le premier évenement de diffusion sur la particule 1 avec
un vecteur d’onde incident k, est diffusé puis se propage de la particule 1 & 2 selon k’. Puis, le
deuxiéme événement diffusion transforme k' en k. L’hypothese des petites particules en champ
lointain, nous a permis de supposer que ko ~ k3 ~ ks = k’. On peut écrire la phase du chemin
sous la forme:

kR ik (Ra—R1) ik(r—Ro) (B.42)

ou r est le point d’observation. Il faut maintenant moyenner sur Ry — R;. Cela revient donc a
intégrer sur ces variables. Que ce soit l'intégration sur z et y ou l'intégration sur z (la direction
avant), les deux imposent que k' = k. Cela signifie que:

e lintégration sur les différentes distances suivant z donne le Dirac (on peut donc associer
deux & deux des chemins a (z1 — zy) séparés de %),

e l'intégration sur x et y donnent le méme résultat ce qui signifie que ’on doit pouvoir associer
aussi des couples & méme (z9 — 2z1) mais différents z tels que la différence de marche soit la
méme —I—%.

La seule contribution & la moyenne vient du processus suivant: k — k — k. Autrement dit:
<k—>k k>R, py)=k—ok—k (B.43)

On peut encore dire que pour chaque processus (Fig. B.1(a)) k — k'’ — k il existe un autre
processus (Fig. B.1(b)) k — k” — k tel que ces deux processus soientt exactement en opposition
de phase sauf pour le processus de diffusion double vers 'avant (Fig. B.1(c)) ou les particules sont
alignées: k - k — k.
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Annexe C

Théorie de Mie pour un cylindre
infini plongé dans un milieu
absorbant

Comme pour le cas de la théorie de Mie pour une sphére (chapitre III), la théorie de Mie
pour un cylindre plongé dans un milieu héte absorbant ne pose pas de probleme mathématique
particulier. Nous n’avons pas détaillé la théorie de Mie en milieu absorbant pour le cas d’une
sphere car elle est décrite dans plusieurs documents. Parcontre le cas d’un diffuseur cylindrique
en milieu absorbant n’est pas décrit & notre connaissance dans d’autres documents, notamment
le calcul des flux d’énergie a la surface du diffuseur.

Les champs rayonnés par un cylindre éclairé par une onde plane s’écrivent formellement de
maniere identique que dans le cas d’un milieu hote non-absorbant. La seule différence a prendre
en compte est que le nombre d’onde de I'onde incidente est complexe. Ceci a son importance
pour le calcul numérique de la matrice de diffusion. Par contre le calcul des sections efficaces de
diffusion et d’extinction sont problématiques quand la particule est plongée en milieu absorbant.
Seuls les flux d’extinction et de diffusion peuvent étre calculés exactement. Le passage classique
du calcul de ces flux au calcul des sections efficaces pose des difficultés théoriques. De plus, les
réponses données sont sujet a polémiques (voir chapitre III).

Cette Annexe est découpée en trois parties dont les deux premieéres sont des résultats connus
depuis fort longtemps que 'on peut retrouver dans les livres de Bohren et Huffiman (1983) et
van de Hulst (1981):

e Le calcul des champs diffusés par un cylindre partout dans ’espace, et son expression asymp-
totique en champ lointain dans un milieu absorbant.

e Le bilan d’énergie absorption-diffusion en milieu non-absorbant.

e Le bilan d’énergie absorption-diffusion en milieu absorbant.

Les résultats de la troisieme partie servirons a la théorie de Fardella que nous avons adapté pour
le cas des cylindres (D.2).

C.1 Expression des champs rayonnés

Soit un cylindre de longueur infinie circulaire de rayon a d’indice réfractif n, plongé dans un
milieu d’indice nj, orienté parallellement a 'axe (Oz). Par souci de simplicité, on se limite au
cas ol le cylindre est éclairé perpendiculairement par une onde plane (Fig. C.1). Nous exposons
rapidement les résultats établis dans le livre de Bohren et Huffman (1983) sur le calcul des champs
rayonnés, ainsi que I'expression de la matrice de diffusion S. Ces résultats seront utilisés dans les
sections suivantes pour le calcul de I'extinction dans un milieu absorbant.
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z
Y
Nl
a
€; T
——
Incident
nh
Yy
YN
N S

Fic. C.1 Cylindre infini (longueur L >> X) de rayon a d’indice ny, plongée dans un liant d’indice
ny, €clairé en incidence normale

C.1.1 Cas ou le champ est paralléle a la direction d’invariance (Oz) (polarisa-
tion s)

On suppose que 'onde incidente se propage dans la direction —z avec une pulsation w que nous
n’explicitons pas. Le champ incident dans la base cartésienne (z,y, z) est parrallele a la direction
z

E|; = Bjge.e ™7 (C.1)

Cette forme ressemble & une onde plane! avec un vecteur d’onde k; = 27;\70%. Le nombre d’onde k;

est réel si le liant est non absorbant et complexe dans le cas d’un liant absorbant.

2n Re[ny] i 2nIm|ny,]

k f—
! o 2o

Dans ce dernier cas, 'amplitude de ’onde décroit le long de sa propagation.
EH’L _ ElloezefiRe[kﬂxelm[kﬂz (C2)

Il est donc important de fixer la position d’une référence pour I’amplitude du champ. Pour cela est
définie la valeur de I'amplitude du champ incident Ej, dans le plan z = 0 au centre du cylindre.
Comme le probleme est & symétrie cylindrique, les champs incident et diffusé du probléme sont

développés dans la base d’harmoniques cylindriques (ML N1) et (M3 ,N2). Ces harmoniques
cylindriques s’expriment elles-mémes dans une base cylindrique (e, ey, e,) (voir Fig. C.1 pour la

1. Dans le cas ou le milieu héte est absorbant, l'onde s’atténue et ne peut plus en toute rigueur s’appeler onde
plane
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définition des vecteurs unitaires).

“+oo
Eii(p) = Y. E.Nilp) (C.3)
. “+o0
Hi(p) = —% S ML) (C.4)
-
ikl +00 5
_ Ejp(=0)”

B, = —— (C.7)
M) = bl e, — 7, (pleg)e? (C8)
Ni(p) = Fndu(p)ene™ (©.9)

(1)
MEG) = il e - 1Y (pe)ene (C.10)
N3(p) = kiHD (p)e,e? (C.11)
by IalmX)J(X) — md(mX) y(X) c12)

Tn(mX)H (X) — mJt (mX)HE (X)
ol X = kja est le parametre de taille du cylindre; ott p = k7 et 7 = /22 + 92 est la distance du
point d’observation au centre du cylindre; m = Z—i est le rapport de l'indice réfractif du cylindre

ny sur celui du milieu hote ny; enfin J, et H,(ll) sont les fonctions de Bessel, respectivement de
premiére et de troisieme espece d’ordre n. Les exposants 1 et 3 sur les harmoniques cylindriques
(par exemple M3) indiquent si elles s’expriment & partir de fonctions de Bessel de premiére ou de
troisieme espece.

C.1.2 Cas ou le champ est dans le plan d’incidence (polarisation p)

Pour cette polarisation, le champ électrique incident s’écrit

E;, =FE je,e M7 (C.13)
+00
E i(p) = —i Y  E.M(p) (C.14)
kl +oc .
H_(p) = T Z E,N;(p) (C.15)
“+oo
kl_ o«
Hfs(p) = @ Z EnanN?l(p) (017)
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B - w (C.18)
1
0 = _MIaX)In(mX) = Ju(X)Jy(mX) (C.19)

mJy,(mX)HD (X) — 7 (mX)HP (X)

n

C.1.3 Solution asymptotique en champ lointain

Les harmoniques sphériques constituées par M3 (C.10) et les N3 (C.11) contiennent des fonc-
tions de Hankel. Quand |p| >> 1, on peut utiliser la forme asympotique de la fonction de Hankel
et de sa dérivée premiére.

92 . .
HW (p) — ] —eP(—i)"e'T (C.20)
Pour calculer la dérivée premiére de la fonction de Hankel, on utilise la relation suivante *:

pHV (p) = pH), (p) — nH (p) (C.21)

n

pour obtenir son expression asymptotique.

HW(p) — | -2eio(—iyretis (C.22)
T
Les harmoniques cylindriques M3 contiennent une composante non-nulle selon e, mais qui décroit
en % et qui devient négligeable en champ lointain devant les composantes selon ey et e,. On
retrouve bien que le champ est transverse en champ lointain.
Ainsi, il est possible en champ lointain d’écrire une relation matricielle entre le champ incident
et le champ diffusé regroupant les résultats pour les deux polarisations rectilignes parallele et

perpendiculaire.
( glls > - 2 girmbog, (0) ( 5”0 > (C.23)
—S

mrni kg -0

Ou S, (0) = ( SHéa) g 0(9) > est la matrice de diffusion avec # = 7 — ¢ (0 = 0 pour la direction

avant) et

“+oo
by + 2 Z bpcos(nb) (C.24)

n=1

%

—

=
Il

+o00
S (0) = ap+2 Z ancos(nb) (C.25)

n=1

On indique k; en dessous la matrice de diffusion pour rappeller que le nombre d’onde de 1'onde
incidente est le milieu hote (k; est complexe dans un milieu absorbant).

Le code de calcul classique pour la théorie de Mie pour un diffuseur cylindrique est disponible
sur le WEB. Il s’agit du code que l'on trouve a la fin du livre de Bohren et Huffman (1983). Il
n’y a pas, a notre connaissance, de code disponible prévu pour le cas ou le parametre de taille
est complexe. Nous avons besoin pour les modeles de Foldy-Twersky et Keller? de connaitre la
valeur de la matrice S en milieu absorbant. Par conséquent, nous avons adapté le code de Bohren

2. Abramowitz et Stegun (1965)
3. Ces modeles sont décrit en annexe E pour le cas des cylindres, et au chapitre III pour le cas de sphéres
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et Huffman (1983) pour des parametres de taille complexes. Le calcul de la matrice S passe par le
calcul des coefficients ay,, et b, donnés par les formules (C.19) et (C.12). Cette transformation ne
pose pas a priori de probléemes numériques, sauf pour le cas que nous ne rencontrerons pas ou la
partie imaginaire de I'indice du parametre de taille devient grande devant la partie réelle et pour
lequel la fonction de Hankel est plus délicate & calculer?.

C.1.4 Une définition possible de la fonction de phase en milieu absorbant

Calculons I'intensité diffusée Iy, en champ lointain de la particule en fonction de l'intensité
incidente Iy au centre de la particule, en prenant la norme au carré de (C.23):
I 2 1
( IHsca ) _ 7672r1m(n1)k0‘sk1 (9)|2 < I”O > (026)
—sca 7TT’|TL1‘]€0 -0
La fonction de phase qui ne dépend que de la différence entre 'angle de sortie et 'angle d’entrée
0 = O5cq — Oinc peut s’écrire:
Isca
p(0) =« (C.27)
Iy
ou « est une constante que I'on doit déterminer par la condition de normalisation suivante que
doit nécessairement vérifier la fonction de phase.

1 2
— p(0)do =1 (C.28)
2 0
On obtient alors ’expression suivante:
27| Sk, (0)]?
p(0) = —27?' b (6) (C.29)
Jo 1Sk, (0)]7d0
avec dans le cas de la polarisation p:
+00
1Sk, (0)]* = lag+2)  ancos(nd)|” (C.30)
0
2 00
/ S @OPd) = laof? +4x S Janf? (C.31)
0 0
Dans le cas de la polarisation s, il suffit de remplacer les a,, par les b,.
C.2 Bilan d’énergie dans un milieu hote non-absorbant
On écrit les composantes des champs électrique et magnétique de la maniére suivante:
Es,r Hs,r
Es = E5,¢ et Hs = H37¢ (032)
Es,z Hs,z

Les valeurs moyennes temporelles des vecteurs de Poynting incident, de diffusion et d’extinction
s’écrivent:

1

Sine = §R6(EZ A H;k) (C.33)
1

Swa = 5 Re(B, AH) (C.34)
1

Sext = §R6(E¢ ANH; + E; AHY) (C.35)

4. Heckmann et Dvorak (2001)
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Pour le calcul du flux du vecteur de Poynting & travers une surface fictive cylindrique & base
circulaire, nous n’avons besoin que de la composante radiale du vecteur de Poynting.

1 * *

Seca-€r = ERG(ES,(ﬁHS,Z — Es,sz,qj) (C.36)
1 * * * *

Serer = gRe(BigHL, = BioHig + By gHi, = By Hy) (C.37)

Dans le cas d’un milieu non-absorbant, comme pour le cas d’une particule sphérique (voir chapitre
I) la méthode classique du calcul des coefficients de diffusion et d’absorption consiste & calculer
le flux du vecteur de Poynting & travers un cylindre fictif de surface A (Fig. C.2) entourant le
cylindre diffuseur. Le flux d’énergie traversant A est:

G X

.
Ll

Incident

Fia. C.2 — Surface cylindrique A entourant le cylindre diffuseur

Waps = —/ S.e.dA (C.38)
A

Waps représente la quantité d’énergie absorbée dans le cylindre fictif par unité de temps [ET ' L2].
Comme le vecteur de Poynting peut se décomposer en une somme de trois termes S = S;j,.+ Sgeq +
Scat, les flux a travers la surface se décomposent aussi en une somme de trois termes.

Wabs = Wine — Wsea + Weat (039)
avec

Winc = —/Smc.erdA (C.40)
A

Wea = + / Syen-exdA (C.41)
A

We:ﬁt = /Sezt.e,dA (042)
A

ol Wine, Weeq €t Wegp sont les flux associés respectivement au vecteur de Poynting incident, de
diffusion et d’extinction a travers la surface A; le vecteur e, est normal et orienté vers I’extérieur
de la surface A. Comme le vecteur de Poynting incident est constant, alors le flux incident entrant
par l'une des faces du cylindre est strictement égal au flux sortant par la face oppposée. Par
conséquent Wj,. = 0. La quantité d’énergie absorbée par unité de temps s’obtient en retranchant
le flux de diffusion au flux d’extinction.

Wabs = _Wsca + Wext (043)
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En d’autres termes, I'extinction est dans ce cas due & la somme du flux absorbé et du flux de
diffusion. Usuellement, le rayon du cylindre fictif est choisi suffisamment grand pour que 1'on
puisse calculer les flux en utilisant I'expression des champs électrique et magnétique en champ
lointain. Par cette méthode, on obtient (Bohren et Huffman 1983) une expression des coefficients
de diffusion et d’extinction pour les polarisations rectilignes.

+00
4
Wsca” = I(Jk_ ‘bO‘Q + 2 Z |bn2] (044)
h n=1
+00
4
WEItH — Iok—Re bg + 2 Z bn] (045)
h n=1
+oc
4
Wieaw = Io7— jagl> +2) an2] (C.46)
h n=1
+o0
4
Wear— = log—Re |ag+2 > an (C.47)
h n=1
ou l'on a introduit l'intensité incidente Iy définie par:
1 ky
Iy = Sine = i\EO\QRe(—h) (C.48)
Whp

Les sections efficaces de diffusion Cj., et d’extinction Ceyy (unité [L] pour un systéme 2D)
s’obtiennent en divisant les flux par 'intensité incidente I.

Wsca o Cext _ Wezt

Iy Iy
Si on considére un systeme formé d’une collection de particules cylindriques toutes paralleles et
disposées dans I'espace de maniére aléatoire, alors on peut calculer les coefficient de diffusion K.,
et d’extinction Koz [L’l] a partir de la valeur de la section efficace d’un cylindre. Si n est le
nombre de particules par unité de volume [L 3] et f est la fraction volumique de particules de
rayon a, on obtient sous 'approximation de la diffusion indépendante (diffuseurs non-corrélés) une
expression du coefficient d’extinction et de diffusion

f

ma?

Csca =

(C.49)

f

Ko = nCseq = 2
ma

Csea € Kegg = nCepy = Ceut (050)

proportionnelle a la fraction volumique de particules.

f 4 Z*“’ f 4 Z*“’
2 2
KscaH = E} ‘bo‘ + 2n71 ‘bn‘ ] et KEItH = E}Re bg + 27171 bn] (C51)
f 4 R f 4 RS
Kueaw = "—~ lag|? + 2?_1 lan|?| et Koy = — < Re |ao + 2n§_1an (C.52)

ou X = kpa est le parametre de taille de la particule de rayon a dans le liant d’indice nj. Cette
méthode ne peut étre utilisée que si le liant est non-absorbant. Dans le cas contraire, les champs
diffusés sont nuls en champ lointain et, par conséquent, on obtient W, = 0.

C.3 Calcul des flux a travers la surface du cylindre plongé dans
un milieu absorbant

Comme la théorie de Mie permet de calculer le champ diffusé partout dans I’espace, et notam-
ment a la surface du cylindre, nous pouvons calculer une expression analytique des flux a travers
la surface du diffuseur cylindrique.
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C.3.1 Calcul des flux

Incident

Fi1c. C.3 — Calcul des fluz a travers la surface du diffuseur

Commencons par le calcul du flux du vecteur de Poynting incident qui ne dépend pas de la
polarisation de ’onde incidente.

Winc = / Sinc-erdA (053)
A

Contrairement au cas d’un milieu hote non-absorbant, Wj,. est non-nul car il y a plus de flux
entrant dans la particule que de flux sortant. Le vecteur de Poynting incident peut s’écrire de la
maniére suivante.

1 *
Sine = ERE(EinC N H:

mc

) = Ipe e (C.54)
ou Iy = %\EO\QRe(%) est l'intensité au centre de la particule (en z=0); et 5 = i—glm(nh) est le
nombre d’onde dans le liant. On décompose le flux Wj,. en la différence de du flux entrant que
I'on note Wi, ., et du flux sortant Wi, s.

Wine = Winc,e — Wine,s (C.55)
ou
Wince = I /0 ' 2P ) g gin (0)do (C.56)
Wines = I /0 ! e~ 20a5m0) 4 5in (0)dY (C.57)
On pose
F(X) = %/OF X5 U0) dp (C.58)

Ce qui permet d’exprimer W, en fonction de F:
Wine = 2aly [F(2Ba) — F(—20a)] (C.59)
On montre sans difficulté que
1 ™
[F(20a) — F(—2Ba)] = 2—2/ cos [i2Basin(6) — 0] do (C.60)
0

_ %/ﬂcos[i2ﬁasin(9)9]d9 (C.61)
0
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A T’aide de la relation (Abramowitz et Stegun 1965) suivante:

Ji(z) =1 /0 " cos [zsin(0) — 0] df (C.62)

s

ou Ji(z) est la fonction de Bessel de premiére espece d’ordre 1 avec z complexe; on obtient
I’expression recherchée:

Winc == 27raI0Im [Jl (7,,32&)] (063)

Les flux de diffusion et d’extinction dépendent de la polarisation de 'onde incidente. Prenons
le cas du champ électrique incident parallele & la direction d’invariance(oz) (polarisation s). Les
champs électriques incident et diffusé sont orientés selon (Oz), par conséquent les composantes
E; 4 et E, 4 selon ¢ sont nulles. Les produits scalaires avec la normale a la surface des vecteurs de
Poynting de diffusion (C.36) et d’extinction (C.37) deviennent:

1 *

Secaer = —5Re(B,HL,) (C.64)
1 * *

Sestee = —=Re(Ei H',+ E, H,) (C.65)
2 1¢ 1¢

Les expressions des champs électrique et magnétique sont données par les relations (C.3-C.6)
calculées p = a. En utilisant les relations (C.64) et (C.65), puis (C.41), (C.42), et

/ 21! "M dp = 276, (C.66)
0
et
H., = (-1)"H, (C.67
H, = (-1)"H, (C.68
et enfin b_,, = b,, on obtient:
1 [k ,
Waal = 2nal 3 Re i o] o (X) (X)] (C.69)
w
1 [ *
+ 2ma|Ey* = Re |i—2-2 " |b,|* H(
e 05 i 0 )|
1 [ & o
Wea = 2malBol*5Re | —i—"= (b (X)H (X)—i—bOHU(X)JO(X))} (C.70)
whtp,
o
2ma| Byl 2 Re | i bnJ: biHE(X)J, (X
b Byt Re | i ;( T (X)H! (X) + b, H3 (X) T, ))]

Passons au cas ou le champ électrique est dans le plan d’incidence (champ électrique perpendi-
culaire au plan (xOz)= polarisation p). Les champs magnétiques incident et diffusé sont orientés
selon (Oz), par conséquent les composantes H; 4 et Hy 4 selon ¢ du champ magnétique sont nulles.
Les produits scalaires avec la normale & la surface des vecteurs de Poyting de diffusion (C.36) et
d’extinction (C.37) deviennent:

1 k
Ssca-€r = ERe(Es,ti)Hs,z) (C.71)

1 % k
Sew-er = gRe(EigH]. + EigH.) (C.72)
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L’expression des champs électrique et magnétique sont données par les relations (C.14-C.17) cal-
culées en p = a. En utilisant les relations (C.71) et (C.72), puis (C.41), (C.42), et encore la relation
d’orthogonalité (C.66), puis (C.67) et (C.68), et enfin a_,, = —a,,, on obtient:

1
Wiea = 27ra\E0|2§Re o

ao|2Ho<X>Ha’<X)] (C.73)

+o0o
1|k y
+ 27ra\E0|2§Re i—-2% " la,|*H,(X) H;, (X)]

ol ——
2]‘ -- kh ! % * ! %
Wewr- = 2malBpf3Re i (ang(X)JO (X) + aiJo(X) H, (X)) (C.74)

1 [ ok X , :
+ 2ralBo*JRe [i—-2)" (aan(X)Jn*(X) +a;Jn(X)Hn*(X))]

ol ——

C.3.2 Remarques

Dans le cas d’'un milieu non-absorbant, les flux Wy, et W, (C.44-C.47) ne dépendent pas de
la forme de la surface fictive qui entoure le diffuseur car le flux se conserve. Donc, en particulier,
les flux calculés en champ lointain sont strictement égaux a ceux calculés a travers la surface du
diffuseur tant que le milieu hote est non-absorbant. Par conséquent, nous avons vérifié que 1’'on
retrouvait les expressions des flux (C.44-C.47) a partir de (C.69-C.70 et C.73-C.74) dans le cas
non-absorbant.
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Annexe D

Modeles phénoménologiques de
I’extinction en milieu absorbant:
comparaison des modeles de Kuga et

de Fardella dans le cas 2D

Le modele de Kuga est un modele qui, de fagon heuristique, permet d’évaluer le coefficient
d’extinction pour un systéeme diffusant dont le milieu hote est absorbant. Nous avons décrit ce
modele au chapitre III pour le cas d’une collection de spheres, nous donnons ici rapidement
I’expression dans le cas d’une collection de diffuseurs cylindriques paralleles infinis et aléatoirement
disposés. Nous montrons par ailleurs, tout comme pour le cas des sphéres dans le cas particulier
du régime d’homogénéisation, que ce modele n’est pas correct en polarisation p quand le rapport
d’indice des particules sur le liant est trop fort.

Le modele de Fardella, plus évolué, essaye de prendre en compte le fait qu’une particule rayonne
différemment dans un milieu absorbant parce que I'indice du milieu héte est complexe. Ce modele
est intéressant quand il s’agit de calculer exactement les flux de diffusion et d’extinction par une
particule. Par contre, quand ce résultat est utilisé pour calculer le coefficient d’extinction pour
un ensemble de particules, une approximation qui était deja faite dans le modele de Kuga est
nécessaire a ’établissement de la formule de Fardella.

Finalement, une comparaison entre le résultat de Kuga et Fardella montre une quasi-équivalence
pour le calcul du coefficient d’extinction et une légere différence sur le coefficient de diffusion, mais
qui n’apparait que dans les cas olt Pabsorption devient trés grande devant la diffusion.

D.1 Extinction et diffusion dans un milieu absorbant par le mo-
dele de Kuga

L’extinction est supposée décomposable en une somme de deux contributions indépendantes
et découplées. La premiere contribution & l'extinction est ’absorption du flux dans le liant; la
seconde contribution est due a I'absorption et & la diffusion par les particules.

Les coeflicients de d’extinction, de diffusion et I’albedo s’expriment de la fagon suivante:

f
Kemt = )\—Onh(]. - f) + 7Ta2 Cext (D].)
_f
Ksca - 7'ra2 OSC(I (D2)
K
o = sca (D3)
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En régime de diffusion indépendante, les coeflicients d’extinction et de diffusion sont linéaires avec
la fraction volumique f de particules, et dépendent des sections efficaces d’extinction Ceyy [L] et
de diffusion Cs., classiques d’une particule plongée en milieu non-absorbant, dont on trouvera
les expressions en annexe C formules (C.51) ou (C.52) selon la polarisation p ou s. L’extinction
due & l'absorption du liant est corrigée d’un facteur (1 — f). Le seul couplage entre ’absorption
du liant d’une part et la diffusion et 'absorption des particules d’autre part, provient du terme
(1 — f) dans I'équation (D.1). De méme que pour le cas des spheres, cette correction peut paraitre
douteuse.

Dans la limite du cas statique (les objets sont supposés trés petits devant la longueur d’onde),
le mélange de particules non-absorbantes dans un milieu absorbant peut étre considéré comme un
milieu effectif homogene (pas de diffusion) d’indice n.rr. Sous cette hypotheése, on peut utiliser
la formule de Bruggeman® pour calculer I'indice effectif du milieu composite. Afin de vérifier la
linéarité de 'extinction avec la fraction volumique de particules, on peut calculer I'extinction par
la formule K. = i—glm[neff] Oll Nepy = \fEeff avec €5y vérifiant I'équation suivante (valable
pour un systéme 2D et la polarisation p?).

€ — € €y — €
hieff(l_f)_i_piefff:o (D.4)
€n t €eff €p T €Eefy

ol €, = n% et e, = n% sont les permittivités respectives de la particule et du milieu hote. La
solution de cette équation est:

— € - €Ep — € - 2 ERE
L ae 2f>+¢[<2h D= 2) +dene, 05

La comparaison (Fig.D.1) entre le terme I'm(ny)(1— f) employée par Kuga et la partie imaginaire

0.03 0.03
0.028 0.028 0.03
0.026 0.026 0. 0275
0. 024 0.024 0.025
0.022 0.022 0. 0225
0.1 0.2 0304 Q5 01 0.2 0304 05 0.1 0.2 0.3 .4 0.5
0.018 0.018 0.0175
0.016 0.016 0.015
(a) np, = 2.21 (b) n, =3.21 (c) np, =4.21

Fia. D.1  Partie imaginaire de l'indice effectif (en régime d’homogénéisation) en fonction de la
fraction volumique de particules pour différents indices de particules n, dans un milieu hote d’in-
dice np, = 1.46440.03. Comparaison avec la dépendance linéaire employée par Kuga: Im(nh)(1— f)

de l'indice effectif montre un désaccord important qui s’accentue avec le contraste d’indice. La
diminution de I’absorption du milieu moyen est trop fortement évaluée dans le terme de Kuga.
Pour n, = 4.21, I'absorption du milieu, contre toute attente, a méme tendance a augmenter
avec la fraction volumique. Rappelons que cette petite étude n’est valable que pour des particules
suffisamment petites pour que la diffusion soit négligeable. Nous nous gardons bien de conclure sur
une quelconque dépendance de I'absorption du systeme avec la fraction volumique de particules
pour le cas général (par exemple pour le régime de diffusion de Mie) qui n’a rien d’évident a priori.

1. Bruggeman (1935); Berthier (1993)
2. Calvo-Perez (1999)
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D.2 Extinction et diffusion dans un milieu absorbant par le mo-
dele de Fardella

Les idées de Fardella ont été exposées dans le chapitre III pour le cas d’un diffuseur sphérique.
Elles sont décrites en détails dans la thése de Fardella (1995) et dans un article de conférence (Far-
della et Berthier 1994). Dans cette section nous nous proposons de transposer les idées de Fardella
au cas d’un diffuseur cylindrique. Il est nécessaire de calculer les flux de diffusion, d’absorption
et d’extinction & travers un cylindre fictif reposant sur la surface d’un diffuseur cylindrique. Ces
expressions qui n’existent pas a notre connaissance dans la littérature sont présentées en Annexe
C. Par la méthode de Fardella, on peut calculer a la fois le coefficient d’extinction et le coefficient
de diffusion. Ainsi ’albedo peut étre déterminé. Fardella propose une méthode de calcul des coeffi-
cients de diffusion et d’extinction qui évite la définition d’une section efficace en milieu absorbant.
Il définit des rapports de flux d’énergie eyt €t Gseq-

Wes
Qext — sz (DG)
Wica
sca D.7
q W (D.7)

Comme au chapitre IIT pour le cas des spheres pour une collection de particules de fraction
volumique f, les coefficients de diffusion K., et d’extinction K., et 'albedo w du systéeme
s’obtiennent par les formules:

Kea;t = 26(1 + erzt) (D8)
Ksea = 2B8fqsca (D'g)
o = Kica _ fQSca (D.lO)

Kyt (1 + Qea;t)

Cette formulation cache un autre probléeme remarqué par Hespel (1999): les coefficients de diffusion
et d’extinction sont évalués par un bilan énergétique pour une couche d’épaisseur mésoscopique
contenant des diffuseurs dans laquelle I'intensité incidente est supposée constante. Bien qu’elle ne
soit pas faite au méme moment de la démonstration, cette approximation est identique a celle qui
consiste a évaluer la section efficace dans un milieu absorbant par la formule C,,; = W%{ft comme
dans le modele de Kuga.

D.3 Comparaison Fardella-Kuga

Pour le cas de particules d’indices n, = 1.59 plongées dans un milieu dont la partie réelle de

I'indice Re(np) = 1.33 en une fraction volumique de f = 10%, pour un particule de rayon a = %,
nous comparons (Tab. D.1) les résultats du calcul du libre parcours moyen d’extinction le,; = KL

ext

et de l'albedo w obtenus par les méthodes de Kuga et Fardella. Pour ce systéme particulier,

I'm(np)

0.001 | 001 [ 003 | 01 [ 02 |
Fardella  Leg || 4.996 | 3.310 | 1.8867 | 0.7449 | 0.3939
w || 0.9432 | 0.6238 | 0.3567 | 0.153 | 0.1028

Kuga  Lege || 4995 | 3.311 | 1.8933 | 0.7577 | 0.4080
w | 0.9435 | 0.6254 | 0.3576 | 0.1431 | 0.077

TAB. D.1 — Comparaison Fardella-Kuga, Re(ny) = 1.33, n, = 1.594, f =0.1, a = %

les résultats obtenus par les deux modeles sont tres proches. Ils sont encore plus proches pour
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des contrastes d’indice plus forts et des particules plus petites (résultats non-représentés). On
obtient quels que soient les divers parameétres du systéme des résultats tres semblables pour le
libre parcours moyen d’extinction. Les différences auraient du a priori augmenter avec la partie
imaginaire du liant car le modele de Fardella calcule correctement le flux Wey; d’extinction de
la particule, mais comme I’absorption prend le pas sur la diffusion, les différences relatives sont
minimes. Par contre, les coefficients de diffusion pour de fortes parties imaginaires de I'indice du
liant different légérement, mais notablement. Par conséquent, les différences obtenues sur I'albedo
n’interviennent que pour des cas ou l'absorption est tres forte comparée & la diffusion. Les tres
faibles différences obtenues entre I'expression de Kuga et celle de Fardella sont dues au terme en
(1 — f) présent dans les deux formulations.

Pour conclure, les différences entre I’albedo de Kuga et celui de Fardella n’interviennent que
pour des albedos proche de 0. Au chapitre IV, pour les comparaisons aux résultats numériques
exactes d’une couche diffusante 2D, on ne représentera que le résultat de Kuga assimilé identique
au résultat de Fardella.
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Annexe E

Expression de I’extinction en milieu
absorbant et diffusant par les modeles
de Foldy et Keller pour un systeme
2D

Nous exposons ici rapidement les démonstrations des expressions du coefficient d’extinction par
les modeles de Foldy et de Keller pour le cas d’un milieu diffusant contenant des cylindres infinis
tous paralleles et disposés aléatoirement. Le modéle de Foldy en milieu absorbant est rigoureux
tant la diffusion est indépendante. Le modele de Keller prend en compte un effet de diffusion
dépendante, mais la formule n’est rigoureuse que dans le cas scalaire et pour des diffuseurs petits
devant la longueur d’onde. Toutefois son extension pour des diffuseurs de Mie 2D est intéressante
car elle reproduit certains des résultats numériques exacts obtenus au chapitre IV.

La permittivité effective dans la théorie de la diffusion multiple présentée au chapitre II, s’ex-
prime en fonction de 'opérateur de diffusion simple d’une particule.

La premiere étape est l'identification de cet opérateur avec la matrice de diffusion de Mie,
car cette matrice est calculable en milieu absorbant. Deés lors les modeles de Foldy et de Keller
s’expriment en fonction de quantité calculable sans difficultés.

E.1 Identification de Popérateur t avec la matrice de diffusion S

L’opérateur t relie le champ total au champ incident par la relation (en notation compacte):
E = Ej.+ GitE;, (E.1)
Comme le champ total est la somme du champ incident et du champ diffusé
E = Einc + Egca,

le champ diffusé est explicitement:

<>
Ejea(r) = / Gy (r—1') t (¢, t") By (r")d?r' d*r". (E.2)
La transformée de Fourier 2D & deux variables directe et inverse de t est écrite selon la convention
suivante:

I’ (k/, k”) _ / I’ (r/’ ru)e—ik’r’eik”r”er/eru (ES)

o~ 210 2100

S Oy ik ik e d’k’ d’k
= k', k E.4
) = [ S (B4
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On suppose que le champ incident prend la forme suivante dans la base de Bohren et Huffman:

E||mc ) ( EHO > ik1z ik1z
= e = Ege'™ E.5
( E . E_, 0 (E.5)

D’autre part, il existe une relation entre le champ incident et le champ diffusé pour les polarisations
paralleles et perpendiculaire au plan de diffusion en champ lointain selon:

E 2 E
||sca _ i35 irky |0
( E ) Tk TS (0) ( E > (F.6)

Ot Sy, est la matrice de diffusion avec § = © — ¢ (f = 0 pour la direction avant). Les éléments de
la matrice du diffusion S quand le liant est absorbant sont donnés par la formule (C.24).

La relation entre le champ diffusé et le champ incident (E.2) est valable quel que soit le point
d’observation r. En particulier en champ lointain, on obtient en utilisant la fonction de Green en
champ lointain 2D (A.32), on obtient une forme qui permet d’introduire la T'F' de opérateur t si
le champ incident prend la forme (E.5).

zklr

vV kl’f’

~
zklr €+

vV kl’l‘

En comparant (E.6) et (E.8), on peut identifier 'opérateur de diffusion t & la matrice Sy, .

wsl:a

. ! A xd . "
Esca(r) — efzklur-r d2r// t (I‘/,r”)elkluxr EOer// (E7)

s
6 4

4

(klur,klux)Eg (ES)

ﬁm

~

N
ATt (klur, kluz) = ’i4Sk1 (9) (EQ)

avec = u, - u; Dans le cas particulier de la direction avant (6 = 0),

&
t (kl, kl) = i45k1 (0) (E.lO)
Nous pouvons maintenant aborder le calcul des expressions de la permittivité effective de Foldy

et de Keller pour une collection de cylindres en milieu absorbant.

E.2 Généralisation de la théorie de Foldy pour un cylindre infini
plongé en milieu absorbant

Nous avons vu au chapitre IT que I’approximation de Foldy de 'opérateur de masse peut s’écrire
selon I'expression suivante.

> =0
Opérateur de Masse pour une distribution trés diluée de diffuseurs (E.11)

En utilisant la relation entre la permittivité effective, 'opérateur de masse (I1.46) et I'approxi-
mation de Foldy (E.11), on obtient une expression de la permittivité effective en fonction de
lopérateur de diffusion d’une particule et de la fraction volumique f.

ft (kl,kl)

€eff =€+ — a2 k% (E.12)
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Si on utilise maintenant la relation entre I'opérateur de diffusion d’une particule et la matrice de
diffusion S de Bohren et Huffiman (E.10), on obtient:

J1

5 O (E.13)

Ecff = €1 +1

Le coefficient d’extinction s’obtient immédiatement par:

4
Keyt = )\_Olm(\/ 6eff) (E14)

L’indice k1 en dessous de la matrice de diffusion indique que S doit étre évaluée pour le nombre
d’onde k7 dans le milieu hote absorbant.

E.3 Généralisation de la théorie de Keller pour un cylindre infini
plongé en milieu absorbant

L’approximation de Keller pour 'opérateur de masse peut s’écrire selon:

s TN
> =0 + O0—O
Opérateur de Masse pour une distribution de particules faiblement contrastées (E.15)
Le premier terme est I'approximation de Foldy calculé précédemment. Il faut calculer le second

terme que nous appelons I’'Opérateur de Diffusion Double Corrélé (ODDC) dans I'espace de Fou-
rier. Ce calcul est détaillé dans 'annexe B, et on obtient:

o Y 2 (400 i (1)
O—0 (k) = (L) (1484, (0))* f; ZH (k1) Jo(kr)rgs (r)dr
Opérateur de diffusion double corrélé pour un systeme 2D (E.16)

Ot g9 est la fonction de corrélation de paire qui dépend de la fraction volumique f (on trouvera
un graphique de cette fonction au chapitre IT évalué par un grand nombre de tirage aléatoire).
Cette formule n’est rigoureuse que dans le cas limite de particules de tailles ponctuelles sphé-
riques et pour des ondes scalaires. Sa validité pour des particules plus grandes et pour des ondes
électromagnétiques n’est pas évidente.

Sous I'approximation de Keller, le nombre d’onde effectif £,y pour des diffuseurs de matrice de
diffusion S est donc solution de ’équation suivante que I'on obtient en utilisant (IT1.58), (IT1.87)
et (E.16).

2 oo ¢
. . s
szf =k? 4 —WJ;Q 4S5y, (0) + (—WJ;Q i4Sk, (0)) /0 EHél)(klr)JO(keffr)rgQ(r)dr (E.17)

Cette équation se résoud exactement comme dans le cas 3D (voir fin du chapitre III).

Alors que la fonction de Green 3D décroit en 1/, la fonction de Green 2D décroit asympotique-
ment beaucoup plus lentement en 1/4/r. La portée des corrélations est donc plus importante dans
le cas 2D. Notamment quand le liant est absorbant, la décroissance exponentielle de la fonction
de Green contraste avec la décroissance en 1/4/r bien plus que dans le cas 3D.
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E.4 Reésultats numériques des modeles de Kuga, Foldy et Keller
généralisés
Nous reportons le comportement de I'extinction en fonction du parametre de taille pour une

fraction volumique fixée et un liant absorbant ou non. Deux cas sont choisis en rapport avec les
calculs numériques du chapitre IV.

e n, =221, Re(ny) = 1.46 Fig. IV.14
e n, =1.59, Re(ny) = 1.33 Fig. E.2

On peut grace a ces courbes repérer rapidement les résonances de Mie.

Pour le cas des fortes fractions volumiques, le modele de Keller s’écarte du modele de Foldy
pour des parametres de taille proches des résonances de Mie, que le milieu hote soit absorbant ou
non.
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FiG. E.1 — Partie imaginaire de Uindice effectif (équivalente a Uextinction) en fonction du para-

metre de taille des particules pour une fraction volumique fizée et pour un liant absorbant ou non.
Re(np) = 1.46, n, = 2.21
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Fia. E.2  Partie imaginaire de Uindice effectif (équivalente a ’extinction) en fonction du para-
meéetre de taille des particules pour une fraction volumique fizée et pour un liant absorbant ou non.
Re(np) = 1.33, n, = 1.59
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Fia. E.3  Partie imaginaire de lindice effectif (équivalente a ['extinction) en fonction du pa-

rametre de taille des particules pour une fraction volumique fixée et pour un liant absorbant.
Re(np) = 1.33, Im(np) = 0.02, f =29% n, = 1.59
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Annexe F

Relation entre la luminance et les
champs pour un systeme 2D-1D
périodique

Au chapitre II, nous avons introduit la relation entre la luminance L au point r dans la direction
u et la fonction de corrélation d’un champ scalaire telle qu’elle est donnée par Walther (1968):

2
L(r,u) = (%) cos@/ r (r + g,r - g) e L P 2 p (F.1)

ou I' est la fonction de corrélation du champ:

I(r,r') = (E(r)E*(r")) (F.2)

Dans le vide k = k. Le signe <> indique qu’il s’agit de la moyenne sur un ensemble de réalisation.
Les notations sont définies sur la figure F.1.

Fia. F.1  Notations pour la luminance L(r,u): le vecteur p est sur la surface d’intégration o
dans le plan de la surface infinitésimale dS orienté selon n. u est orienté selon le vecteur d’onde

k.

Plutot que d’exprimer la luminance comme une intégrale sur p autour du point r dans le plan
de la surface infinitésimale dS, on peut aboutir' & une expression de la luminance ol la variable

1. Voir Apresyan et Kravtsov (1996) et Greffet et Nieto-Vesperinas (1998)
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d’intégration est maintenant le vecteur d’onde autour de u:

u’ u’ —
L(r,u) = K|u,| / <a (u + 7) a* (u - 7) > etkow' T gt (F.3)

Avec K = %Re(u’f—*); u = (uy,u_) ol uy est la projection selon la direction y et u_ est la projection
o

selon le plan (202z); les a(u’) sont les amplitudes des ondes planes de direction u’ reliées au champ

E(r) au point r par sa décomposition en onde plane suivante (pour une réalisation de systéeme):

E(r) = / a(u_)ehomreikousy gy (F.4)

Nous nous proposons d’appliquer cette relation au cas particulier de notre systéme périodique afin
de calculer les luminances réfléchies par la couche diffusante. On s’intéresse a la relation entre la
luminance et la fonction de corrélation du champ sur la surface de la couche étudiée en y = 0
dans le milieu /. De plus le systéme est invariant selon z, on prendra z = 0. Par conséquent
le développement en ondes planes devient pour nos ondes électromagnétiques (pour simplifier
prenons le cas scalaire de la polarisation S):

El(z,y=0)= /a(uw)eikouﬂduw (F.5)
Par ailleurs, nous avions deja écrit précédemment le développement en ondes planes des ondes
réfléchies pour le systeme périodique étudié.

+o0 '
El(z,y=0) = Z ape’ " (F.6)

n=-—o0co
Ce qui permet d’identifier 'amplitude des ondes planes a partir de (F.4) et (F.6):
+oo o
aug) = Z a0 (ux — k—") (F.7)
n=-—00 0

Développons I'une des quantités présente dans la formulation électromagnétique de la luminance
(F.3).

’LLI ’U,’ —+oc —+oc
< aug + ?I)a*(um - TI) > = Z Z < way, > (F.8)
[=—00 m=—00

T 87
_ — F.
Ug + > T 0 (F.9)
!
ul,
—_—— — — = 0
YT T R
On pose

I = n+tp (F.10)
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Le systeme d’équations est équivalent a:

Uy — = = 0 (F.11)

Le changement de variable (F.10) et le systéme d’équations (F.11) aboutit & une reformulation de
Pégalité (F.8):

ub\ ul, = Qo = . 9y — Qe
<a <Uz + ?> a (Uz - ?>> = Z 6(ug — k_[]) Z <an+pan,p> 0 (“;5 - pT)(F-m)

n=—o0 p=—00

Il est maintenant possible d’écrire ’expression de la luminance pour notre systéme périodique:

_ko

+00 +00
L(z,u) = K Z Z—né (uw %> Z <an+pa:‘kp> LT (F.13)
n=—oo 0 p=—00
La premiére sommation selon la variable n et la distribution de Dirac indiquent que la luminance
ne peut prendre des valeurs non-nulles que pour certaines directions discretes telles que u, =
‘,’C—g. Remarquons que la périodicité selon x entraine une dépendance de la luminance selon cette
variable, dans le cas ou les amplitudes des ondes planes d’ordres différents sont corrélées. Par
exemple, si on prend n = 0, si les amplitudes respectives des ordre -1 et +1 (a_1 et ayq) sont
corrélés, alors la luminance est une fonction de .
Le flux recu par un détecteur en champ lointain est la somme des luminances intégrées sur
la surface d’émission, c’est & dire sur l'interface de sortie suivant z. Cette quantité appelée flux
radiatif s’écrit:

J(u) = cos@/ L(r,u)d*r (F.14)

Si la surface d’intégration est tres grande devant L, alors les termes oscillants en ei2p e apportent
une contribution nulle & l'intégrale (F.14). Il ne reste que le terme en < ana} >. Par conséquent
la dépendance en z de la luminance n’a aucun effet sur la mesure des flux rayonnés.

Appliquons cette formule au cas du systéme que nous voulons modéliser: une couche diffusante
en moyenne invariante par translation?. Or la luminance réfléchie par une couche invariante par
translation suivant z éclairée par une onde plane ne dépend pas de z. Il s’en suit que pour un
tel systeme les < a,4pay,_, > sont nuls sauf pour p = 0. Sous cette hypothese, la luminance se
simplifie considérablement.

+oo a
L) =K Y Z—za (u - ?Z) (Jan|?) (F.15)

n=—0oo

Nous pouvons maintenant calculer la BRDF de notre systéme & partir de sa définition (V.5)
et de I'expression de la luminance incidente Lipc(uz) = Klaine|?0(uy — a];—gc) (on supposera dans
la suite que a;,. = 1):

+00 o~ a +o00 oy
P (x, 0, ) = Z 5 (uz — k_:> Z <an+pa;,p> T (F.16)

n——oo Yinc p——oo

2. Conséquence de I'uniformité du milieu dans la cellule primitive.
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Cette BRDF est non-locale puisqu’elle dépend de z. Pour le cas d’un milieu diffusant en moyenne
invariant par translation suivant = la BRDF devient locale:

+oc
p”(uauz’nc) = Z n d (Uﬂc - %Z) <‘an|2> (F.17)

n——00 Yinc
La BRDF prend des valeurs infinies pour les directions de diffraction du réseau. Pour comparer la
BRDF du milieu périodique & celle du milieu infini, on peut, suivant Thibaud (2000) associer un
angle solide & chaque ordre de diffraction. Nous allons pour cela remplacer 6 (u, — %—g) par ﬁm

avec Auy , = % = kQO_ﬂ—L Cette approximation est d’autant valable que la période augmente.

Utilisons cette relation pour le cas particulier de la luminance réfléchie d’ordre n qui s’écrit:

— K 10 2 %) g2y Lo
L) = Kko (lanf%) 0 (uw k0> "k {lan ") 27 (F.18)

Ainsi on obtient la BRDF totale:
ol

Yine 2T

(laz) (F.19)

P”(Un, uinc) =
Cette BRDF contient la partie diffuse incohérente et la partie spéculaire cohérente. La BRDF
diffuse s’obtient en soustrayant la partie cohérente de la BRDF totale.

1o ol
Yine 2T

(Clanl) = [{an)[?) (F.20)

Pls,ca (U, Wine) =

Par une procédure identique, on obtient la BTDF a la sortie de la couche diffusante en y = e:

o oL

Yine 2T

Ts”ca(una Uipe) =

(CIB21) = 1 {ba) [2) (F.21)

ou les b, sont les amplitudes des ondes planes transmises d’ordre n.
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Annexe G

Diffusion par une couche diffusante:
solution électromagnétique et
phénomenes cohérents

Nous présentons ici le résultat électromagnétique exact des luminances diffuses réfléchie et
transmise par les deux systémes étudiés au chapitre V. La couche diffusante 2D (invariant selon
la direction z) est constituée de particules de diametre D = 0.5\ plongées aléatoirement dans
de T'eau absorbante n;, = 1.33 4+ ¢0.02. L’épaisseur de la couche vaut 3.8)\g. Deux indices de
particules n, = 1.59 et n, = 2.21 sont choisis tels que les libres parcours moyens de diffusion
soient respectivement grand et petit devant I’épaisseur du systéme. La diffusion est donc plutot
majoritairement simple dans le premier cas tandis qu’elle est majoritairement multiple dans le
second cas. Pour fixer les ordres de grandeurs, quand f = 20%, les libres parcours moyens de
diffusion [, sont respectivements de I'ordre de 12Xy et 0.9\y pour ces deux indices de particule.
Ces grandeurs doivent étre comparées au libre parcours moyen d’absorption [y, = 4X¢ du systéme
en I'absences de particules et a 1’épaisseur du systeme.

Deux phénomenes cohérents que Roux (1999) et Thibaud (2000) ont mis en évidence pour
d’autres parametres du milieu diffusant sont retrouvés: le trou de la diffusion vers 'avant en
régime de diffusion simple et le phénomene de la rétrodiffusion exaltée dans la direction arriére.
Ces phénomeénes cohérents ne peuvent étre prévus par la théorie du transfert radiatif.

G.1 Trou de la diffusion simple vers avant

La BTDF du systéme faiblement diffusant présentée Fig.G.1(a) est typique d’une diffusion
simple: elle comporte dans la direction avant Sy = S; des trous de diffusion. Cela ne veut pas dire
qu’aucune énergie ne se propage dans la direction avant, bien au contraire. Cette énergie n’est pas
sous forme diffuse (incohérente) mais sous forme cohérente. On peut montrer (Thibaud 2000) que
la diffusion simple par un ensemble de particule est forcément cohérente dans la direction avant
méme aprés moyenne sur différentes positions de diffuseurs. Pour comprendre ce phénomeéne,
on peut utiliser le schéma G.1. La différence de phase des ondes diffusées par deux particules
dans la direction avant est toujours nulle dans la direction avant. Par contre, dans toutes les
autres directions, cette différence de phase dépend de la position de ces diffuseurs. La différence
de phases des ondes rayonnées dans une direction quelconque balaie plusieurs fois 27 lors de la
moyenne sur toutes les positions possible des diffuseurs. Cette moyenne rend ’onde de nature
incohérente (ou diffuse) dans toute les directions sauf dans la direction avant ou elle garde les
propriétés de cohérence de l'onde incidente. Par conséquent, 1’énergie diffusé dans la direction
avant n’est pas comptabilisée en énergie diffuse. Par contre, les ondes diffusées de multiple fois,
sont de nature diffuse dans la direction avant. Et lorsque la diffusion simple devient négligeable
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0.070 0.130
0.067 0.127
0.065 0.123
0.062 0.120
0.059 0.117
0.056 0.113
0.054 0.110
0.051 0.107
0.048 0.103
0.046 0.100
0.043 0.097
0.040 0.093
0.037 0.090
0.035 0.087
0.032 0.083
0.029 0.080
0.027 0.077
0.024 0.073
0.021 0.070
0.019 0.067
0.016 0.063
0.013 0.060
0.010 0.057
0.008 } ——— 0.053
0.005 0 0.25 0.5 0.75 1 0.050
Si

(a) Mise en évidence du phénomene du (b) En régime de diffusion multiple, le trou

trou de diffusion dans la direction avant en de la diffusion simple n’est plus observable

régime de diffusion simple avec n, = 1.59. avec n, = 2.21.

Fig. G.1 — BTDF d’une couche diffusante. S; = sin(0i,.) est le sinus de ’angle d’incidence,
tandis que S5 = sin(fscq) est le sinus de Uangle de diffusion. Caractéristiques communes: n, =
1.33 +140.02, f =20%, D = 0.5X, e = 3.8\.

A® aléatoire

Fi1c. G.2 — Diffusion simple cohérente dans la direction avant.
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devant la diffusion multiple comme c’est le cas pour les diffuseurs d’indice plus fort (Fig.G.1(b)),
ces trous de diffusion disparaissent.

G.2 Rétrodiffusion cohérente

Les BRDF des systemes diffusant présentées Fig.G.3 sont typiques des milieux diffusant de mul-
tiple fois I'onde incidente. Les ondes rétrodiffusées dans la direction opposée de 'onde incidente
Sy = —S; sont exaltées presque d’un facteur deux a cause de la diffusion multiple. Ce phénomeme

F

ey

0.035
0.034

0.078
0.076

BRD

7

0.033 0.073
0.031 0.071
0.030 0.069
0.029 0.066
0.028 0.064
0.026 0.062
0.025 0.059
0.024 0.057
0.023 0.055
0.021 0.052
0.020 0.050
0.019 0.048
0.018 0.045
0.016 0.043
0.015 0.041
0.014 0.038
0.013 0.036
0.011 0.034
0.010 0.031
0.009 0.029
0.007 0.027
0.006 _1 [ e | 0.024
0.005 0 0.25 0.5 0.75 1 0.022
Si
(a) Apparition du phénomene de rétrodif- (b) Rétrodiffusion cohérente pour une
fusion cohérente pour une fraction volu- fraction volumique f = 20%

mique f = 5%

F1G. G.3 — Mise en évidence du phénoméne de rétrodiffusion cohérente. S; = sin(0;,c) est le sinus
de 'angle d’incidence, tandis que S5 = sin(Oscq) est le sinus de l'angle de diffusion. Caractéris-
tiques communes: np = 1.33 +10.02, n, = 2.21, D = 0.5}, e = 3.8,

purement ondulatoire, est appelé rétrodiffusion cohérente. On parle de régime de localisation faible
dans le langage de la physique de la matiere condensée en référence au phénomene ondulatoire
strictement analogue de la diffusion des électrons dans milieu conducteur. Ce phénomene survit
méme apres moyenne sur un ensemble de réalisations. L’onde plane incident peut parcourir dans le
milieu diffusant différent chemins et revenir dans sa direction initiale. Nous représentons schéma-
tiquement I'un des ces chemins sur la figure G.4. La réciprocité des équations de Maxwell implique
que §’il existe un chemin pour aller d’un point & un autre, alors le chemin parcouru dans le sens
opposé existe. L’onde plane incidente qui revient dans sa direction initiale peut par conséquent
emprunter les deux chemins en sens opposé. Comme les distances parcourues le long de ces deux
chemins sont strictements identiques, les ondes diffusées par les chemins réciproques reviennent
avec une phase. Par conséquent ils interférent constructivement et la puissance diffusée dans cette
direction est doublée. Mais seuls les événements de diffusion multiple participe a ce phénomene.
La diffusion simple n’est pas exaltée. Ainsi on a un facteur deux, seulement si les événements
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Fic. G.4 — Rétrodiffusion cohérente dans la direction arriére.

de diffusions simples sont minoritaires devant les diffusions multiples. On le voit sur la cas de la
Fig.G.3(a) pour un systéme moins diffusant, le facteur d’exaltation est environ 1.5, alors que le
facteur est proche de 2 pour la Fig.G.3(b) parce que la diffusion est plus importante.
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Annexe H

Résolution de PETR pour une couche
diffusante avec interfaces rugueuses
par la méthode des ordonnées
discretes

La méthode que nous exposons ne contient pas d’idées physiques originales puisqu’on trouvera
dans larticle de Fung et Chen (1981) une écriture semblable. Toutefois, le niveau de détail est
ici plus important. Les équations finales sont proches de celles qui sont intégrées dans un code
numérique.

H.1 E.T.R. pour une couche diffusante

Le cas d’une interface plane est intégralement décrit dans le Chapitre 4 pp 69-93 de la these
de Roux (1999). On gardera autant que possible des notations semblables. La configuration géo-
métrique que nous étudions pour cette partie est représentée par la figure H.1. Nous décrirons

Milieu 1
0\~~~ 0

o, 00 /e o 6 u;
Milieu2 (® o o .. o/eg ® o 0,
o ® ® Y o 2

T+ oS --L
Milieu 3 // / \\

Fic. H.1  Configuration géométrique

Z
~

rapidement la méthode de résolution de 'ETR par les ordonnées discrétes pour une couche dif-
fusante séparant deux milieux homogenes. Toutes les modifications induites par la rugosité des
surfaces seront par contre décrites en détails.

Nous appliquons ’équation de transfert radiatif (I.11) & la géométrie d’un systeéme plan paral-
lele. Dans un systeme diffusant de forme quelconque, la luminance dépend de 3 variables d’espace
(z,y,z). Dans le systeme plan paralléle, le systéme est invariant dans les directions x et y. Donc
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la luminance ne dépend plus que d’une seule variable d’espace: la direction z. Soit 7 = —Kgz2 la
profondeur optique, w = % lalbedo et = cos(f). L'ETR devient:

;w (rud)——//r (ks b s I (7, 1", @)’ d! (H.1)

H.1.1 Equation de transfert radiatif pour la luminance diffuse

Nous voulons calculer la réponse du milieu plan paralleéle & une onde plane collimatée. Cette
onde plane collimatée (cohérente) incidente est une source pour la luminance diffuse (incohérente).
La luminance peut étre séparée dans ce cas en une part diffuse et une part collimatée.

I=1,+ I (H.2)

Dans un milieu diffusant non limité, la luminance collimatée vérifie la loi Beer-Lambert:

dI.(r,u)

¥ = —Keplo(r,u) (H.3)

La solution de cette équation est une luminance collimatée décroissante exponentielle (due d’une
part & 'absorption du liant et des particules, et d’autre part & la diffusion). Cette derniére décrois-
sance contribue a 'augmentation des luminances diffuses. Il y a un transfert entre les luminances
cohérentes et incohérentes. Si on éclaire le milieu diffusant par une lumiere collimatée dans la
direction (6}, $') par rapport & la normale & la couche, la luminance incidente s’écrit:

Tone(r.0, ¢) = 2000 0006 —d0) _ g nysis g (.4)

1
cosfy sinf Ko

ot Fy est la densité de flux incident et ) = cos(6). On pose Iy = Dans la couche diffusante,

01
la luminance collimatée se décompose en une partie montante et une partie descendante.

L(r,md) = 0(p — 10)8(d — do)T (0) Tera () Ioe 7o (H.5)

+ S(p+ po)d(p — do)T (o) Rezs (po) Teaz(pg) Ioe #o

avec g = cos(fy) ou Oy est I'angle par rapport a la normale & la couche de la luminance collimatée
montante dans le milieu diffusant. pg et p sont liés par les relations de Snell-Descartes. T est le
coefficient de réflexion multiple défini par:

Teij et R;; sont les facteurs énergétiques de transmission et de réflexion cohérents respectivement
pour linterface ¢7 considérée. Les indices ¢ indiquent respectivement que la lumiere incidente se
propage du milieu i vers le milieu j. Sion injecte I'expression (H.5) de la luminance collimatée dans
I’équation (H.1), on obtient I'’équation de transfert radiatif pour les luminances diffuses suivantes:

l dIsca(Ta M, ¢)

1 27
w
1 dr :Isca(TaMa¢) - E/ / P(Na‘f)aﬂlaﬁb,)fsca(ﬂ Nla¢l)dﬂld¢,
—-1J0

- 0(77M7¢7 u07¢0) (H7)

o est le terme source comprenant les sources collimatées montantes et descendantes, et (ug, ¢o) est
la direction du faisceau spéculaire dans le milieu 2. Le terme source o pour le cas d’une interface
rugueuse est formellement identique au cas d’interfaces planes sauf que les facteurs de réflexion
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Rco1 et Reog et de transmission spéculaire aux interfaces 1.2 sont remplacés par les facteurs
cohérents des interfaces rugueuses.

w _ T
o(7, &, o, Po) = EP(M7¢7_u07¢0)F(MO)T612(M[1])IOe #o (H.8)
w 1 L27* 47
+ EP(Uaﬁba+U07¢O)F(MO)RCQ3(MO)T012(H0)IU€ "0

Lorsque I'onde incidente est normale a la couche, le probleme posséde une symétrie azimutale.
Ce qui permet d’intégrer (H.7) par rapport & ¢ pour se débarrasser de la dépendance azimutale.
En dehors de ce cas particulier, le probleme de la diffusion n’est pas a symétrie azimutale. Afin
de s’en affranchir, la méthode classique consiste a développer sur une série de Fourier en ¢ les
luminances, la fonction de phase et le terme source jusqu’a un ordre M suffisant.

B

Isca(TaMa¢) = ISTZQ(T’N)COS(’I’I’L(;S) (H9)
m];O

Plu, g, ¢') = D P™(p, p')cos(m(d — ¢')) (H.10)
m];O

o(r,p,¢) = Y o™(r, p)cos(map) (H.11)
m=0

Si on injecte (H.9) (H.10) et (H.11) dans PETR (H.7), on obtient un systéeme de M + 1 équations
découplées qui ne dépendent plus de ¢:

1dI? (1, 1) w (!
— e = L) - 4—/ P (') L (7, 1) — 0™ (7, 1) (H.12)
12 T T J-1
avec
w T
Um(T,,U,) = E(Z—5Um)Pm(,u,—,uO)FTle(,u(l))Ioe Ko (H13)
w m 1 L2r* 47
+ = (2 = dom) P (1 +20) T Reas (o) Ter2 (p1g) loe o

47

H.1.2 Méthode des ordonnées discrétes et solution de ’ETR sous forme vec-
teurs propres.

A ce stade, 'ETR (H.12) est une équation intégrodifférentielle qui n’est pas soluble. Pour
tomber sur un systeme d’équations différentielles linéaires, il existe une méthode appelée méthodes
des ordonnées discretes qui est décrite dans de nombreux ouvrages dont les livres de Chandrasekhar
(1960), Goody et Yung (1995) et dans la these de Roux (1999). Les directions des luminances et
Iintégrale contenant la fonction de phase sont discrétisées par une quadrature telle que I'on ait:

1 N

N
/1 P () = P™ (i, pi)ws + Y P™ (i, — 1 )w (H.14)
- j=1 j=1

ou w; est le poids associés a l'angle solide correspondant & la direction p;. Les directions des
luminances pe[—1,1] sont discrétisées par N directions montantes et N directions descendantes
(voi Fig.H.2). p_; correspondent aux les directions descendantes. L’ETR est écrite pour toutes
les directions de discrétisations p; montante et descendante et pour tout profondeur optique 7.
Ce systeme linéaire peut se mettre sous forme matricielle.
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p=1 L -
N directions discrétes

0>0

Fic. H.2 Discrétisation des directions de l’espace dans le milieu diffusant

H.1.3 Forme de la solution générale

On peut montrer que la solution générale de la luminance en toute profondeur 7 peut s’écrire
comme:

N N
I0,(7 i) = Y Cjgag(pea)e ™7+ Cjg_j(pai)e FH97 + I(7, piss) (H.15)
P =1

ou g+; et ki, sont respectivement les vecteurs propres et les valeurs propres du systeme linéaire
homogene (sans le terme source) obtenu pas les ordonnées discretes; I, est une solution particuliere
du systéme linéaire complet (avec le terme de source) de la forme suivante:

L(7, pti) = Zo(pti)e T#ol + Zy(p)elrol (H.16)

Pour résumer les g4; et k;; ne dépendent que des parametres de 'ETR: coefficients de diffusion
d’extinction et fonction de phase. Les Zj et Z; ne dépendent que de la forme du terme source.

Finalement, les seules inconnues dans 'expression de la forme générale de la luminance sont
les C'4; qui ne dépendent que des conditions aux limites que nous allons décrire en détail dans la
section suivante.

H.2 Conditions aux limites: écriture pour les ordonnées discretes

H.2.1 Description des processus et écriture mathématique

Dans le milieu diffusant juste en dessous de I'interface supérieure (7 = 0~ ), on cherche a relier la
luminance diffuse descendante dans la direction particuliere (—pu, ¢) (voir Fig. H.3(b)) & 'ensemble
des luminances incidentes (y', ¢') sur Iinterface.

Il y a quatre contributions & luminance descendante dans la direction (—u,¢) (la fleche bleu
en gros trait). Les deux premieéres que nous considérons sont celles dues aux ondes cohérentes
représentées par les fleches vertes. Les deux autres sont les contributions des luminances diffuses
dans le milieu diffusant:

e Le slab est éclairé par une luminance collimatée (cohérente spatialement) se propageant du
milieu 1 vers le milieu 2 (la fleche verte descendante). Une partie de la luminance collimatée
est diffusée par la surface rugueuse lors de la transmission. La luminance devient incohérente
lors du processus de diffusion et une partie est diffusée dans la direction qui nous intéresse
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e La luminance cohérente qui a été transmise dans la couche peut étre réfléchie par I'interface
inférieure et remonter du milieu 2 vers le milieu 1. Une partie de la luminance cohérente
montante (la fleche verte montante) dans le milieu 2 est diffusée par réflexion dans la direction

e La troisieme contribution est identique a celle que I’on rencontre dans le cas du dioptre plan:
la luminance diffuse montante (la flecche bleue montante) dans le milieu 2 dans la direction
(1, P) est réfléchie spéculairement dans la direction (—pu, ¢).

e Enfin la quatrieme contribution est celle due & I’ensemble des luminances diffuses montantes
dans le milieu 2 (toutes les flecches mauves montantes) dans les directions (u', ¢') qui sont
rediffusées en réflexion par l'interface rugueuse.

nl
n2
g \

(a) Interface plane. (b) Interface rugueuse.

nl

n2

Fia. H3  Contributions a la luminance descendante dans la direction (—u, ) sur linterface
supérieure

Formellement les conditions aux limites s’écrivent de la maniére suivante.

1 2
Isca(T = 0, — K, ¢) = /0 A 7_12(7/-‘7 (»ba 7ula ¢’)I¢1(*,U,,, (:Z’)l)uld:u"dqsl (H17)

1lar*

1 2w
+ / / po1(—p, ¢, —pt', ¢ )T Lio(— ', ¢') ' dp’ A’ Reag (110) Tera (pg ) e 7o
0 0

1 27
+ A [) 021(*% b, *Nla ¢,)Isca(,u’a ¢’)M,duld¢’ + Reor (N)Isca(oa M, Qb)

avec
) YA Fo / 1 / i oy Fy / /
Lin(—p', ¢) = Ffs(ﬂ — 110)8(¢" — ¢o) et Lip(—p', @) = %5(11 — p0)8(¢" — ¢o) (H.18)
0
Si on injecte les relations (H.18) dans (H.17) on obtient:
Isca(T =0,—pu, ¢) = 7_12(7/-‘7 b, *N[l]a ¢U)F0 (ng)

L2r*

+ por (=t b, — 10, b0) T Fo Reos (o) Tera (pg)e 7o

1 21
+ /0 /0 p21(—H, ¢, _U,u ¢I)Isca(07 U,: ¢')M'du'd¢' + Reor (—p) Lsca (2, ¢)

Prenons le cas de l'interface inférieure dans le milieu diffusant, juste au dessus de l'interface
(1 = 7*+4). Par rapport au cas de l'interface supérieure, les conditions aux limites sont identiques
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mis a part un terme de moins puisqu’il n’y a pas d’ondes provenant du milieu 3 qui remonte vers
le milieu diffusant.

On cherche ici & connaitre la luminance se propageant dans la direction (u,¢) La premiere
contribution est celle de I'onde collimatée descendante dans le milieu 2 qui est diffusée en ré-
flexion par I'interface rugueuse. La deuxiéme contribution est identique a celle que 'on rencontre
dans le cas du dioptre plan. La luminance diffuse descendante dans le milieu 2 dans la direction
(—p, @) est réfléchie spéculairement dans la direction (—p, ¢). La derniére contribution provient
des luminances diffuses descendantes pour ’ensemble des directions (—u', ¢') qui sont rediffusées
en réflexion dans la direction (u, ¢). On obtient finalement la condition suivante:

Lr*
Isca(T = T*u H, ¢) = p23(,u7 ¢7 —Ho, ¢0)FFOT012(,U(%)6 Ko (H20)

1 2
© Re(O)T a7 1, ) + / / P31ty s — 1ty ) (7 i )y A
0 0

H.2.2 Conditions aux limites pour un ordre de Fourier

Chaque équation indépendante (H.12) d’ordre m nécessite des conditions aux limites d’ordre
m. Stamnes et al. (1988), étudient un systéme multicouche diffusant dont les parametres du milieu
diffusant different dans chaque couche. Les auteurs ont besoin d’écrire les conditions aux limites
sur chacune des couches. Les conditions aux limites ressemblent & celles dont nous avons besoin.
Toutefois, ils supposent qu’il n’y a pas de réflexion au passage d’une couche & une autre. Ceci
simplifie le probléme et leur permet de supposer que la BRDF p” ne dépend que de I'angle ©
entre 'onde incidente et 'onde diffusée. O est reliée & u ¢ p' et ¢’ par la relation suivante:

c0s(0©) = pp' + /1 — p2\/1 — p/2cos(¢p — ¢') (H.21)

Dans ces conditions, la BRDF peut étre développée sur une série de polynomes de Legendre puis
au final dans une base de Fourier par une méthode tres performante numériquement. C’est aussi
par cette méthode que la fonction de phase est développée sur la base de Fourier. Cette supposition
n’est pas valide pour le cas d’interfaces rugueuses. Pour s’en rendre compte, il suffit de faire un
petit dessin (Fig.H.4). Malgrés tout, cette supposition n’est pas nécessaire. Il suffit de remarquer

)

SN L \@

/

Fic. H4 La brdf ne dépend pas que de ©

que p" ne dépend que de (¢ — ¢') si la surface rugueuse est a statistique isotrope (ce que nous
avions déja implicitement supposé) et que cette fonction est périodique:

P (i’ p— @) = p" (! o — ¢ + 27m) (H.22)

On peut donc développer p” en série de Fourier. D’autre part p” est pair en ¢ donc:

M
Pl — &) = D p" (s p)cos(m(p — ¢')) avec (H.23)
m=0

14+ dom

2
p" (') = T/o p" (i, ', )cos(mep)d (H.24)
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Pour la suite on pose:

L2r*

A =T Reoz(po)Terze #o (H.25)

Pour trouver les conditions aux limites pour chaque composante de Fourier, on injecte les différents
développements de Fourier dans les relations de conditions aux limites (H.19) et (H.20).

B

pQI(Maula(ﬁa ¢l) = pgni (NaH,)COS(m(¢ - ¢l)) (H26)
m]\j[[]

Tia(p, ' b, ¢') = Y i3, ) cos(m(¢ — ¢)) (H.27)
m]\;0

ps(p ', d,8') =Y pb (s, 1) cos(m(¢p — ¢)) (H.28)
m=0

Les conditions aux limites sur I'interface supérieure deviennent.

M M
> It (r =0, —p)cos(md) = Fy Y 7i5(1, ps0)cos (m(4)) (H.29)
m=0 m=0

M

+ ATFy Z P51 (14, po)cos(m(p — ¢'))

277 M
/ / 5 1 Yeos(m( — &) )15t = 0. eostp ' d
77\/[ b=
+ R021 Z sca = cos(mqﬁ)

Nous avons besoin du résultat de I'intégrale suivante qui d’apres Roux (1999) pp107-108, est:

27
J = /U coslm(¢p — ¢')]|cos(pd’)dd' = 7 (80.m + 1)cos(me)dm (H.30)

Ce qui permet de sommer 'équation (H.29) sur la variable entiére p. Comme la base formée par
les vecteurs cos(mg) Fourier est orthogonale, on obtient une condition pour chaque ordre m:

I;?;a( =0, _:u)

15 (14, 110) Fo + p31 (4, po) AT Fy (H.31)

1
+ w(dom +1) /0 P51 (ks 1) Lopa (7 = 0, p") p' dp” + Rear (1) Iipy (7 = 0, 1)

Lr*
On pose B = T'T,12(pg)e #o pour alléger les expressions. Par un calcul identique au précédent, on
obtient ’écriture mathématique des conditions aux limites sur 'interface inférieure pour un ordre
de Fourier quelconque.

Ia(T =75 1) = phs(p, —po) BFy (H.32)

1
+  w(do,m + 1)/ Oy (p, =) I (7 = 7%, —p" ) ' dp’ + Reas () 100y (T = 7%, — )
0
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H.2.3 Discrétisation des directions et des intégrales

Les intégrales sont discrétisées par une quadrature de Gauss dans le milieu 1 et 3 et par une
double quadrature de Gauss dans le milieu 2. Il existe d’autres quadratures mais dans le cas
d’interfaces planes, Kumar et al. (1990) montrent que la quadrature de Gauss donne le meilleur
résultat. Il n’est pas sur que ce soit le meilleur choix lorsque les interfaces sont rugueuses. Pour
I'interface supérieure et inférieure, on obtient:

17,00, n3) = 7i5(p—i; 1) Fo + 51 (i, p10) AT F (H.33)
N
+ (00 +1) Y i (i 1) T (0, ) s + Reon (1) Ty (0, i) e
=1
I ("5 i) = ph3(pi, —po) BFy (H.34)
N
+ w(Gom + 1) > (s i) T (7%, ) i jw—j + Reaa(ii) Ty (7%, 1)
j=1

ou N est le nombre de discrétisations dans le milieu diffusant pour pe[0, 1], i.e. dans le demi-espace
des directions montantes. Il y en a autant pour les directions descendantes pour pe[—1,0]. w; est
le poids associé a la direction de discrétisation p;. On utilise respectivement la notation +j ou —j
simplement pour indiquer s’il s’agit d’une luminance montante ou descendante.

H.2.4 Ecriture du systeme matriciel

Nous avons vu que la solution générale pour la luminance dans le milieu diffusant s’écrit de la
maniere suivante:

N N
10, (7 pd) = Y Crjgj(pra)e ™7+ Cigj(pai)e 97 + I(7, i) (H.35)
7=1 7=1

ol seuls les C; sont les inconnues du probleme. Si on injecte la solution générale (H.35) sur
I'interface supérieure en 7 = 0 dans ’équation traduisant la condition aux limites sur 'interface
supérieure (H.33), on obtient le systéeme d’équations suivant:

N N
> Cyy [g+j(ui) — (00 + 1) Y irwrpbi (i k)94 (k) — Rear (1) g4 (Mi)]
7=1 k=1

N
g (i) = 7(00m +1) > prwrp (i k)9 (k) — Reon ()9 (Ni)]
k=1

N
+ > O
j=1

N

= =L (0, i) + (B0 + 1) D pwrpst (i i) Ip(0, 1) (H.36)
k=1

+ Reon (i) Ip (0, i) + 715 (i, 1) Fo + p5; (n—i po) AFy



H.3. LUMINANCES EMERGENTES ET BILAN ENERGETIQUE 211

Pour le cas de I'interface inférieure, on injecte (H.35) évaluée en 7 = 73 dans I’équation traduisant
la condition au limite sur I'interface supérieure (H.34), on obtient le systéeme d’équations suivant:

N N
D Chj 913 () = w00 + 1) pkwrobs (i k) 945 (1) — Reas(p-i)g4; (Mi)]
j=1 k=1
efij*
N N
+ ZC 95 (pi) — m(0o,m + Zukwkng tis k)95 (1—k) — Rc23(ﬂi)9j(ﬂi)]
ekJT
N
= —Tp(r" ) + 700w + 1) Y ek ko (s ) (75, ) (H.37)
k=1

+  Reos(pi) Ip(7", p—i) + pbs(pi, —po) BFy

La résolution de ce systeme linéaire permet d’obtenir les C'y;. Les luminances sont ainsi connues
partout dans le milieu diffusant pour toutes les directions de discrétisation. Il ne reste plus qu’a
calculer les luminances émergentes du systeme diffusant.

H.3 Luminances émergentes et bilan énergétique

Les quantités qui nous intéressent sont les luminances émergentes du systéeme en réflexion et en
transmission. Nous voulons établir les relations entre les luminances émergentes du systéme et les
luminances dans le milieu diffusant. On note I, 5.4 (0, p', ¢! la luminance réfléchie par le systéme

n‘l\ nl

n2 n2

(a) Interface plane. (b) Interface rugueuse.

Fic. H.5 Emergences des luminances sur l’inerface supérieure.

juste au dessus de Uinterface en 7 = 0 dans la direction (u', ¢') et I sea(7*, 1%, ¢*) la luminance
transmise juste au dessous de I'interface en 7 = 7* dans la direction (u?, ¢%).

Dans le cas d’une interface plane, les relations sur 'interface supérieure puis sur l'interface
inférieure s’écrivent de la maniére suivante (voir p80 de la thése de Roux (1999) ou pp 33-34 du
livre de Apresyan et Kravtsov (1996)):

2

Ir,sca(oaﬂla(ﬁl) = TCZI(NQ)n Isca(o ,U, ¢) (H38)

2
2
2

* n *
It,sca(T 7“37¢3) = T023(U2)nglsca(7— 7“27¢3) (H39)
2
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ou ' et p? sont liés par les loi de la réfraction.

Dans le cas d’une interface rugueuse, ces relations deviennent

Ir,sca(ou Ula ¢1)

et It,sca(T*a ,u37 ¢3)

H.3.1

= p12(Hseqs Pacas 0s Do) Fo + T (', ', g, o) AFy

1 27
+ / / ron (11, @', 1%, ) Ly (0, 12, 6 2 dpd?
0 0
2

n
+ Tc?l(ﬂ2)n_§fsca(oaﬂ2a¢l)

2
- 7-23(H37¢37N37¢0)BF0
1 27
+ / / T3 (1%, &%, 1%, ) Lyea (7%, 1%, PV i2dpi2d
0 0
2

T
+ T3 (,Uf2) _gIsca(T
U

NNTENCLY

Les luminances émergentes pour chaque composante de Fourier

Les luminances émergentes et les BTDF sont développées sur une base de Fourier.

L0.p',¢") =

L(t*,u’¢°) =

7'21(M1=¢17M27¢2) =

7'23(M3=¢37M27¢2) =

I7(0, " )cos(m')

M=

3
I
=)

(77, 1)cos(mg' )

M=

3
I
=)

75 (', p)cos(m (¢! — ¢°))

M=

3
Il
<)

735 (1, p)cos(m (¢’ — ¢°))

B

3
Il
<)

(H.40)

(H.41)

(H.42)

(H.43)

(H.44)

(H.45)

Si on injecte les relations (H.42- H.45) dans les équations (H.40) et (H.41) et que l'on discrétise les
intégrales par une quadrature de Gauss, on obtient les luminances émergentes pour chaque ordre

de Fourier.

1m0, 1)

THICNT

= P (ul, ) Fo + 30 (ut, 1d) AFy

N
+ 6Um+1 ZTQ Uznu] sca(o MJ)WJM]
7j=1

2
+ Tch(uz)_é sc (0 lul)
1y

= T%S(u?,u%)BFo

+ m(dom + 1) Z Nznu] Lsca(T", N?)U—’jl‘?
7j=1

2

3Isca( *7U§)
U

n
+ T023(u])

(H.46)

(H.47)

Finalement les luminances s’obtiennent dans les plans ¢ désirés en calculant (H.42) et (H.43).
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Si on réitere ce calcul pour tous les angles d’incidences, on obtient au final la caractérisation
complete (BRDF et la BTDF) de la diffusion par la couche.

IT SCa(07 950&7 ¢sca)

p”(gscaa 92'7107 ¢sca - ¢znc) = : F[] (H48)
I T*7 9 )
T,I(ascaa 92'7107 ¢sca - ¢znc) = t,sca( Fosca ¢sca) (H49)

H.3.2 Bilan énergétique

Les facteurs de réflexion et de transmission cohérents sont données par les formules:

_2r”
Re(0inc) = Reo+TTasTen Repse 0 (H.50)
Tc(oinc) = 1—‘Tc12T'c2367E (H51)

Le facteur de réflexion hémisphérique diffus est défini par:

w/2 2w
sca mc / / Oscar Oine, ¢sca ¢inc)cos(esca)Sin(asca)dascad(¢sca - ¢znc) (H52)

On montre facilement en injectant le développement de Fourier de la BRDF que l'on a:

Rsca inc —271'2 sca /ij] (H53)

Il suffit de connaitre ’ordre 0 dans ’espace de Fourier des luminances émergentes réfléchies, pour
calculer le facteur de réflexion hémisphérique diffus. De méme, on obtient le facteur de transmission
hémisphérique diffus par la formule:

sca 0; —271—2 Sca Hu] IE=—— O T 1CPF (H54)
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Résumé

L’étude de la propagation de la lumiére a travers un milieu diffusant est un sujet de recherche
d’une portée a la fois fondamentale et appliquée: - fondamentale pour I’étude des phénomenes de
transport en général ; - et appliquée par exemple pour évaluer les propriétés radiatives de revée-
tements (comme des peintures diffusantes), pour faire de I'imagerie a travers un milieu diffusant
(tissus vivants) efc... De maniére générale, la lumiere est diffusée (scattered en anglais) lorsqu’elle
se propage dans un milieu hétérogéne. Du point de vue de la théorie électromagnétique, un milieu
est dit hétérogene quand 'indice de réfraction varie spatialement. En principe, la solution exacte
du probléme s’obtient par la résolution numérique des équations de Maxwell, mais si le systéme
hétérogene étudié dépasse en taille quelques longueurs d’onde, alors le nombre d’inconnues est
beaucoup trop important pour que ’on puisse résoudre exactement le probleme. Il est nécessaire
de moyenner les propriétés de diffusion du systeme. Pour un milieu fortement diffusant, et de taille
macroscopique, on peut décrire phénoménologiquement le transport de la lumiére au moyen d’une
équation de diffusion (diffusion en anglais) tout comme est décrit le transport de chaleur ou de
masse. On peut aussi décrire le transport de la lumiére au moyen d’'une Equation de Transfert
Radiatif (ETR) plus générale que I'équation de la diffusion. Cette équation, une fois résolue, donne
des résultats qui sont en tres bon accord avec I'expérience si les parameétres de cette équation sont
correctement évalués.

La majeure partie de cette these est consacrée a cet aspect: la détermination des parameétres
de 'ETR pour un milieu contenant des particules de taille comparable & la longueur d’onde,
aléatoirement disposées dans un milieu absorbant. Alors que les modeles pour I'obtention de ces
parameétres décrits dans la littérature en présence d’absorption sont tous phénoménologiques, nous
présentons une méthode basée sur une théorie de champ rigoureuse et qui permet de définir sans
ambiguité ces parametres. Nous analysons par ailleurs le role des corrélations en milieu absorbant
(diffusion dépendante).

Nous nous intéressons aux milieux fortement chargés pour lesquels les corrélations sur les posi-
tions des diffuseurs jouent un réle fondamental et rendent le calcul tres complexe. Nous présentons
les premiers pas d’'une méthode numérique capable de prendre en compte toutes les corrélations
entre les paires de particules, ce qui permet de calculer le coefficient d’extinction au dela de
I’approximation de la diffusion indépendante.

Enfin, nous cherchons a évaluer les propriétés radiatives d’un systéme couramment rencontré :
celui d’'une couche diffusante a la fois en surface et en volume. Nous étudions en particulier le réle
de la diffusion multiple entre U'interface rugueuse et le volume chargé.

Mots clés

Transport d’ondes, optique, ondes électromagnétiques, milieux hétérogenes, surfaces rugueuses,
diffusion, absorption, équation de transfert radiatif, radiométrie, cohérence, théorie de champ
perturbative, corrélations, diffusion dépendante, méthode diagrammatique, méthode des moments,
ordonnées discrétes, matrices T, couplage diffusion surface-volume.



