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Chapitre 1

Introduction

Les modeles de matrices aléatoires, d’abord introduits en physique pour
décrire les statistiques de niveaux d’énergie en physique nucléaire, ont par
la suite trouvé des applications dans des domaines extrémement variés, du
chaos quantique et de la physique mésoscopique, a la chromodynamique
quantique, la théorie des cordes et la gravité quantique via les modeles de
surfaces aléatoires.

Bien que certains modeles de matrices soient bien compris, il s’agit prin-
cipalement des cas particuliers de matrices couplées en chaine, correspondant
a des théories de gravité quantique ou des théories des cordes de charge cen-
trale conforme inférieure ou égale & un. Ainsi, tout un pan des modeles de
matrices aléatoires, les modeles de matrices de charge centrale ¢ > 1, nous
échappe.

J’ai cherché, au cours de mon travail de these, & mieux comprendre et
a résoudre ces modeles. La méthode de groupe de renormalisation nous a
permis, par ’étude de I’évolution des flots en fonction de la charge centrale
conforme, de mieux comprendre le lien entre celle-ci et le comportement
des modeles de matrices [1]. Par la méthode des équations de boucles, nous
avons résolu [2, 3] des modeles de matrices couplées deux a deux : les modeles
de Potts-¢ sur réseau aléatoire. Cette résolution ouvre la voie a celle d’une
classe de modeles plus vaste que les simples modeles de matrices couplées
en chaine. Enfin, bien que dans notre étude nous nous soyons intéressés
principalement a la limite planaire, ou la taille N des matrices tend vers
I'infini, nous avons aussi étudié l’effet, sous-dominant dans la fonction de
partition du modele, de la discrétisation des valeurs propres. Nous avons
montré [4] que, dans le cas d’un modele ou le support des valeurs propres
est non-connexe, il n’y a pas de développement topologique en puissances de
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N. L’influence de la discrétisation des valeurs propres devient alors d’ordre
dominant dans les fonctions de corrélation a deux points ou au-dela.

Nous allons commencer ici par la signification physique des modeles de
matrices, puis nous parlerons des techniques classiques de résolution, enfin,
nous décrirons les résultats que nous avons obtenus au cours de cette these.



Chapitre 2

Les modeles de matrices en
physique

2.1 Physique nucléaire, systemes chaotiques

2.1.1 Problemes physiques concernés

Les modeles de matrices ont été d’abord introduits en 1951 par Wigner
[6] pour décrire les niveaux d’énergie de systemes compliqués comme des
états nucléaires hautement excités. Ceux-ci sont formés par 'interaction de
neutrons lents avec des noyaux lourds. On étudie alors les pics de résonance
qui apparaissent dans la section efficace de diffusion des neutrons. Les ni-
veaux d’énergie des noyaux d’Uranium ou de Magnésium, par exemple, [7]
peuvent ainsi étre expérimentalement déterminés.

Les modeles de physique nucléaire sont les premiers a avoir été interprétés
en terme de matrices aléatoires, mais ce ne sont pas les seuls : les modeles
de matrices vont apparaitre aussi dans I’étude de certains atomes, ou méme,
certaines molécules : atome d’hydrogene ou de lithium, molécule de dioxyde
d’azote ...Les modeles de matrices aléatoires apparaissent lors de I’étude de
régimes bien particuliers, comme lorsqu’on place un atome d’hydrogene en
champ microonde ou encore dans un fort champ magnétique statique.

Enfin, un grand nombre de systémes classiquement chaotiques pouvant
n’avoir rien a voir avec la physique nucléaire ou atomique peuvent eux aussi
étre modélisés en terme de matrices aléatoires : billard de Sinai, stade de
Bunimovich, billard en forme d’anneau ...

11
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2.1.2 Nécessité d’un modele simplifié

L’état des systemes cités précédemment ne peut étre extensivement dé-
crit, en 1’état actuel de nos connaissances, par des calculs exacts. En fait,
seuls I’état fondamental du noyau ainsi que ses tout premiers niveaux d’é-
nergie peuvent étre calculés par ce biais, alors que, par 'expérience, on peut
en observer un million.

Des résultats expérimentaux, cependant, on peut tirer de nombreuses
fonctions statistiques : distribution des niveaux d’énergie, corrélations entre
niveaux ...0On remarque en particulier une répulsion entre niveaux d’énergie
des systeémes chaotiques (abondance d’anticroisements de niveaux, cf. figure
2.1) qui n’apparait pas dans les systémes non-chaotiques. Le calcul exact,
dans D’état actuel des choses, ne nous permet pas d’espérer retrouver ou
comprendre une seule de ces données.

Voila pourquoi il est nécessaire de mettre au point un modele simplifié
du systeme, intégrant les données physiques de base du probléme (systeme
classique ou chaotique, symétries...), et nous donnant, si ce n’est des résultats
exacts, du moins la compréhension des propriétés statistiques du probleme.

2.1.3 Modeéles de matrices aléatoires

Une facon simple de modéliser les propriétés statistiques d’un systeme
physique comprenant un grand nombre de niveaux d’énergie consiste a con-
sidérer les niveaux d’énergie eux-mémes comme des variables aléatoires. La

e 1 . )/ . N P
probabilité d’avoir la configuration d’énergie {EZ}ZZI,...,N vérifie :

dp({E;}) = dEy ... dEN f({E:})

ot f({E;}) est une fonction réguliere en les {F;}, par exemple eV i i,

La loi de distribution des écarts entre niveaux est alors Poissonnienne
(cf. figure 2.2), et correspond bien aux résultats expérimentaux pour des
systemes non-chaotiques.

En revanche, ce modele ne rend pas compte de la répulsion entre niveaux
observée dans le cas de systemes chaotiques. Pour rendre compte du com-
portement de ces-derniers, il faut alors élaborer un modele plus complexe.

Dans un systeme chaotique, un petit volume d’espace des phases se
déforme jusqu’a remplir densément I'espace aux temps longs. Or, lorsqu’on
a un systeme ergodique, privilégier une base d’états propres du hamiltonien
par rapport aux autres n’a plus de sens. La fonction de partition ne fera alors
plus intervenir une intégration sur toutes les énergies possibles, mais plutot
une intégration sur tous les hamiltoniens possibles. Les variables aléatoires
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Fic. 2.1 — Différence entre les niveaux d’énergie d’un systeme non-chaotique
(en haut) et d’un systeme chaotique (figure du bas). Le systéme représenté ici
est un atome d’hydrogene en présence de champ magnétique. En ordonnée,
on a les niveaux d’énergie et en abscisse le champ magnétique. On remarque
le grand nombre d’anticroisements de niveaux présents dans le cas chaotique
(fort champ magnétique, figure du bas). Figures tirées de [6]
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Fia. 2.2 — Distribution des espacements entre valeurs propres voisines, com-
paraison de la distribution de Poisson et de I’ensemble gaussien orthogonal
avec Iexpérience [7]. p(z) est la probabilité d’avoir deux valeurs propres

voisines distantes de %> (/N : nombre total de valeurs propres.

indépendantes & considérer sont désormais les éléments de matrice du ha-
miltonien. De plus, la probabilité p(H) d’avoir le hamiltonien H doit obéir
aux symétries du probleme. Ceci nous amene & considérer

dp(H) = dHe Nzt

ol H est une matrice hermitienne dans le cas d’un systeme non invariant par
renversement du temps (ensemble gaussien unitaire GUE) ou une matrice
symétrique dans le cas d’un systeme invariant par renversement du temps
(ensemble gaussien orthogonal GOE). dH est la mesure plate : produit des
dH;; (i < j) dans le cas symétrique, produit des dRH,;;dSH;; dans le cas
hermitien.

On obtient, en étudiant le modele de matrices respectant les symétries
du probleme a étudier, une loi d’espacement entre les niveaux ou 'on re-
trouve bien la répulsion a courte distance entre valeurs propres observée
expérimentalement (voir la comparaison entre les données expérimentales et
I’expérience en figure 2.2). Remarquons que existence de cette répulsion
vient simplement de la mesure dH : exprimée en terme de valeurs propres,
celle-ci se réécrit comme

dH = H dX; H |A; — A;| X dU (U matrice unitaire)
i i#j
soit, dans ’action finale exprimée en fonction des valeurs propres, un terme
de répulsion en ., In |A; — Ajl.
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La loi de distribution des niveaux, quant a elle, est une loi dite “de
demi-cercle” :

4 b b—
P = s () on A= 2

cos ¢

Cette loi n’est pas une loi universelle, contrairement a la loi donnant les
corrélations entre niveaux. La loi de demi-cercle ne concorde en effet pas,
pour la plupart des systemes étudiés, avec les résultats expérimentaux.
Enfin, notons que 'on peut toujours considérer des systemes respectant
les mémes symétries mais ayant une action plus complexe (les H;; ne sont
alors en général pas des variables indépendantes), par exemple e~ NtrV(H)
plutot que Nz H? (g modeles, qui seront utilisés pour décrire la gravité
quantique ou la théorie des cordes [8], donnent des lois de distribution de
niveaux différentes, mais les fonctions de corrélation entre niveaux successifs,
quant a elles, obéissent a la méme loi universelle que le modele gaussien.

2.2 Modeles sur surfaces aléatoires

Nous allons montrer ici comment un modele statistique défini sur une
surface aléatoire (par exemple, un systeme de spins en interaction sur un
réseau fluctuant) peut se réécrire, de fagon équivalente, comme un modele
de matrices aléatoires. Ce lien entre les modeles de matrices et les modeles
de surface a été pour la premiere fois mis en évidence par t’Hooft [9], dans
le cadre de la chromodynamique quantique.

Les modeles sur surface aléatoire apparaitront de plus comme modeles
intermédiaires lorsque nous chercherons a interpréter la gravité quantique
bidimensionnelle ou la théorie des cordes en terme de matrices aléatoires.

2.2.1 Le modéle

Une surface aléatoire consiste en un réseau de taille et de genre variés,
ol on associe un poids statistique ¢, a chaque nceud relié a n voisins : par
exemple, une surface ol 3 nceuds ont 4 plus proches voisins, et 2 nceud 3
plus proches voisins, correspondra & un coefficient ¢g3% g4° dans la fonction
de partition.

Ceci nous donne une action proportionnelle au nombre de nceuds de
chaque sorte. De ce fait, si I’on étudie un modele ou ’on n’autorise qu’une
seule sorte de nceuds (en mettant tous les autres g, a 0) I'action finale sera
proportionnelle au nombre total de nceuds, c’est-a-dire a laire de la surface.
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==

Fic. 2.3 — Exemple de réseau de poids g3 g2. Les liens entre les nceuds sont
des propagateurs “épais” composés d’un double trait.

Pour que le modele de surface aléatoire soit complet, il faut ajouter un
terme dépendant de la topologie de la surface : une surface de genre h (a h
“poignées”) aura un poids N?272% On a la relation d’Euler :

Ny — Ny +np =2 —2h (2.1)

ol n, est le nombre de nceuds (ou vertex), ny, le nombre de lignes conti-
nues (boucles) et n, le nombre de propagateurs reliant deux nceuds.

Le réseau donné précédemment (Figure 2.3) en exemple correspond donc
a une surface de topologie torique, puisque le réseau comporte 5 neeuds, 4
lignes continues, et 9 propagateurs.

On peut coupler a ce modele de surface aléatoire un modele de spins sur
réseau, par exemple un modele d’Ising : on a alors des spins up et down, et

une action d’Ising :
S = Z JS;'.S)]‘ + Z(S;)z
<2,7> 7
Le modele final est un modele de spins désordonnés sur réseau; il ne s’agit
cependant pas d’un modele de désordre gelé, mais fluctuant, sur une surface
elle-méme aléatoire, dont la taille, ainsi que la topologie, sont susceptibles
de varier.

2.2.2 Interprétation en terme de matrices aléatoires

Soit un modele de matrices aléatoires : ®¢...P, hermitiennes, de taille
N x N, de fonction de partition

7 = /dcpl...d@k e~ N?5({®i})
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S ne dépend que de traces de produits des matrices ®;.
Pour fixer les idées, nous prendrons 'exemple suivant :

tr &F tr @3  trd®?  tr 2 4 tr @, ®,
3N T3N TN TNy TN

Pour retrouver un modele de spins sur réseau, on développe tout d’abord

S=qn

la partie non quadratique de P'action S. On ramene ainsi le calcul de la
fonction de partition précédente au calcul de valeurs moyennes du type :
(tr &)™ (tr ®3)"2 par une action quadratique. Grace au théoréme de Wick,
un tel calcul peut se faire aisément.

On utilise alors les régles diagrammatiques de Feynman : un seul et
méme indice sera représenté par une ligne continue, un élément de matrice
®,5 par un demi-propagateur, et tr ®” correspondra a un nceud a n pattes
de couleur ¢ :

FiG. 2.4 — Représentation d’un élément de matrice ®,3 (& gauche) et de
tr &% = &,5P5, P, (& droite)

Les valeurs moyennes (tr®; ,3®; go) et (tr®; o3P o) (1 # 1) ((Pi apPi~s)
est nulle si & # § ou 5 # ) sont représentées par des propagateurs complets,
de couleurs ¢ et j (Figure 2.5).

<chGB q)2aB> gﬁg

Fic. 2.5 — valeur moyenne (®;,3P23,) ol les éléments de matrices de ¢4
sont représentés en bleu, ceux de la matrice 2 en vert.

La fonction de partition Z peut alors se réécrire comme une somme
sur toutes les fagons possibles de coller des nceuds les uns aux autres (i.e.
de fabriquer des propagateurs complets), avec un poids g; par nceud de
couleur 1, et g, par nceud de couleur 2. On retrouve le modele d’Ising sur
réseau lorsqu’on interprete chaque nceud de type 1 (resp. 2) comme un nceud
portant un spin up (resp. down) : le poids (proportionnel & ¢) que ’on trouve
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pour chaque propagateur reliant deux nceuds de méme couleur correspond
a une énergie d’interaction entre spins identiques. Remarquons enfin que,
si 'on s’intéresse aux puissances de N apparaissant dans le développement
de la fonction de partition, on trouve les facteurs N2~ pour des surfaces
de genre h (voir définition donnée au 2.2.1). Dans la limite ou la taille N
des matrices tend vers 'infini, on sélectionne uniquement les surfaces sans
poignée, i.e. celles de topologie planaire.

N

\/\//

/

Fic. 2.6 — A gauche, une surface ot ’on a assemblé des nceuds a 3 pattes de
2 couleurs différentes. A droite, des surfaces ol ’on utilise la représentation
duale ou ’on colle des polygones a n c6tés sur chaque nceud a n pattes

Plutot que de représenter la surface comme un réseau de nceuds, on utilise
souvent la représentation duale ol 'on “colle” des triangles équilatéraux
sur chaque neeud a 3 pattes, des carrés si on a un nceud a 4 pattes ...Sur
chaque polygone régulier vit alors un spin de la méme “couleur” que le neeud
correspondant.

)

Fic. 2.7 — Triangle équilatéral correspondant a un nceud a 3 pattes

Selon la facon dont les nceuds sont reliés les uns aux autres, la surface
obtenue sera plate ou non. Si une boucle est composée de 6 nceuds a 3
pattes, par exemple, il faut dessiner 6 triangles équilatérauxissus d’un méme
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sommet, la figure est donc plate. Si par contre on a seulement 3 nceuds a
3 pattes dans une boucle, soit 3 triangles équilatéraux seulement issus d’un
méme sommet, la figure n’est plus plane.

-k
A

Notons que la fonction de partition obtenue contient toutes les surfaces
possibles, y compris les surfaces non connexes. Pour éliminer ces termes, il
suffit de considérer I’énergie libre F' = —% In Z qui, quant a elle, ne contient
que des surfaces connexes.

2.2.3 Grandeurs étudiées dans les modeles sur surface aléa-
tolires

On peut calculer le diagramme de phase du modele de surfaces, ainsi
que ses exposants critiques, soit en faisant ’étude du modele de matrices
aléatoires correspondant, soit ou par simulations numériques. On peut aussi
étudier les propriétés de surfaces de genres variés, avec bord ou sans bord.

Ainsi, quand on se rapproche du point critique g — g., le développement
de Z en puissances de g diverge, et, par suite, ce sont les termes correspon-
dant & une surface de grande taille qui dominent la fonction de partition
(rappelons-nous que le poids g™ est associé a une surface de n, nceuds,
c’est-a-dire de “taille” n,). ' = —ﬁan pouvant s’écrire sous la forme
d’un développement en puissances de N comme I = Y77 N~2"[} (g) ot
h est le genre des surfaces, si 'on passe d’abord a la limite N — oo puis
g — g, on étudie uniquement les surfaces de topologie planaire. Dans la
limite otu la taille des surfaces devient tres grande devant la taille des poly-
gones qui composent la surface, on peut passer a la limite continue, et on
peut alors retrouver un modele de gravité quantique bidimensionnelle ou de
théorie des cordes (une surface aléatoire correspond & une surface d’espace-
temps en gravité quantique bidimensionnelle, ou a la surface balayée par
une corde entre deux instants ¢ et 5. Voir paragraphes suivants).

Pour étudier simultanément les surfaces de tous genres, il faut effectuer

une double limite. En effet, le terme dominant dans Fj(g) est (g —gc)g(l_h).
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Fic. 2.8 — Interaction d’une corde

Par suite, si on prend la limite (aussi appelée double limite d’échelle [10])
N — oo et g — ¢, simultanément avec (g — gc)gN2 constant, on trouve une
limite continue qui prend en compte les surfaces de tous h.

Calculer (tr®") revient a étudier des surfaces avec bord de largeur n, et
étudier la résolvante w = (47 tr —L5) au voisinage d’une singularité z = z,
et a g = g. revient a s’intéresser aux surfaces de taille infinie dont le bord a
une taille qui tend elle aussi vers I'infini. La aussi, on peut passer a la limite
continue et retrouver un modele de théorie des cordes. Alors qu’une surface

sans bord correspond a la surface balayée par une corde entre sa création
et son annihilation, le bord d’une surface avec bord correspond a la corde a
I’instant initial et & l'instant final.

2.3 QCD et matrices aléatoires

La chromodynamique quantique (QCD) est la théorie de jauge qui décrit
les interactions fortes.

En QCD, les hadrons ne sont pas des particules élémentaires mais sont
composés de quarks dotés d’une masse, d’une charge électrique, d’une “sa-
veur”, ainsi que d’une charge de couleur qui est un objet a trois composantes.
Les interactions fortes entre quarks sont décrites par I’échange de gluons.
Ces interactions, faibles & hautes énergies (la théorie est asymptotiquement
libre), sont non-perturbatives au-dela de ’échelle de distance correspondant
a la taille typique d’un hadron. Elles sont décrites par un champ de jauge
qui est, du point de vue des indices de couleur, une matrice hermitienne sans
trace 3 X 3. Pour compléter la théorie, il faut aussi faire intervenir l'opérateur
de Dirac ainsi que la masse m des fermions. L’opérateur de Dirac est inva-
riant par symétrie chirale, mais cette symétrie est a priori brisée si la masse
m est non-nulle. En fait, il y a brisure spontanée de la symétrie chirale :
ceci peut s’interpréter en terme du spectre de 'opérateur de Dirac, comme
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le signe d’une accumulation de valeurs propres au voisinage de 0.

La QCD est une théorie complexe ol de nombreuses choses sont encore
loin d’étre résolues. En particulier, on ne sait toujours pas expliquer le confi-
nement des quarks de fagon rigoureuse. Un certain nombre de procédés, ce-
pendant, permettent d’obtenir des résultats intéressants. t’"Hooft [9], en par-
ticulier, a proposé de considérer, non pas des matrices de SU(3), mais des
matrices de SU(N), ot le cas N = 3 est considéré comme un développement
perturbatif au voisinage de N = oo. On obtient alors un développement en
la topologie des diagrammes, la limite N — oo correspondant, comme on I’a
vu dans la section précédente, a ne garder que des diagrammes de topologie
planaire. On peut obtenir d’autres résultats dans la limite large N, sur les-
quels nous ne nous étendrons pas ici : les résultats sur réseau 2D de Gross
Witten par exemple. Tres récemment, des conjectures ont été faites et des
résultats obtenus concernant des théories de jauge superconformes, par leur
lien avec les M-théories et la supergravité dans des espaces anti De Sitter
(Groos-Ooguri, Maldacena).

Plus récemment, on [11] s’est intéressé au spectre de 'opérateur de Dirac
lorsque ’échelle d’énergie est grande devant la masse du pion, mais petite
devant la mass typique d’un hadron. On peut alors considérer 'opérateur
de Dirac comme une matrice aléatoire obéissant a la symmeétrie chirale. La
validité de cette approche a été confirmée par de nombreuses simulations
numeériques, et un certain nombre d’extensions, en particulier aux cas d’une
température et d’un potentiel chimique non nuls on été faites.

2.4 Théorie des cordes

Les modeles de matrices aléatoires interviennent aussi en théorie des
cordes. Cette-derniere s’utilise pour décrire le comportement des particules
fondamentales.

Lorsqu’on mene des calculs en théorie des champs, on considere que
I’on a des particules ponctuelles. Or, on trouve des divergences a petites
distances. Dans le cas de théories comme le modele standard ou la QCD,
on peut se débarrasser de ces divergences par des méthodes de groupe de
renormalisation. Cependant des qu’on a une théorie comme la gravité qui
est non renormalisable, on ne peut pas formuler la théorie sans introduire
une distance minimale (ou cut-off) arbitraire. Pourtant, le comportement des
particules a petites distances nous intéresse d’autant plus que ’on pense que
c’est aux plus petites échelles que ’on aura la physique la plus fondamentale,
1.e. la plus unifiée.
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Une des manieres d’éliminer le probleme des divergences ultraviolettes
est de ne plus utiliser des particules ponctuelles mais des objets étendus :
par exemple, des cordes, qui sont des objets de dimension 1.

Lorsque ces objets évoluent dans le temps, ils engendrent des surfaces
de I'espace-temps quadridimensionnel, caractérisées par les coordonnées X,
qui dépendent de deux parametres : le temps propre et "abscisse curviligne
le long de la corde.

Pour construire une théorie quantique des cordes, il faut se donner 1’ac-
tion 9, et sommer sur toutes les évolutions de la corde (i.e, toutes les sur-
faces) d’états initial et final donnés :

/= Z 6_2%

sur faces

Deux actions, 'action de Nambu-Goto et celle de Polyakov, donnent la méme
limite classique.

L’action de Nambu Goto [12] est simplement déterminée par ’aire ba-
layée par la corde entre les instants initiaux et finals :

S(surface) = ,u/dAire = —,u/dfldfzx/—detg

1 est la masse linéique de la corde et ¢ la métrique bidimensionnelle induite
sur la surface.

Quant a l’action de Polyakov [13], elle introduit une métrique g, interne
a la surface et vaut :

0X
S(g, X) = g/dﬁadfb V/ —detyg (g“baa)g 855 + 1)

ou les X* sont les coordonnées de la surface, et T la tension de corde.

Pour calculer la fonction de partition quantique, que ce soit avec ’action
de Nambu-Goto ou celle de Polyakov, il faut introduire un cut-off invariant
par reparamétrisation de la surface. On peut ainsi étre amené a considérer
des surfaces discrétisées, composées de surfaces de base (par exemple des
petits triangles de c6té a ou @ est le cutoff) collées les unes aux autres par
leurs arétes.

Ceci justifie 'usage de modeles de surfaces aléatoires, et donc de matrices
aléatoires, dans le domaine de la théorie des cordes.
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2.5 Gravitation quantique

2.5.1 gravité pure

L’action de la relativité générale, dans un espace-temps euclidien de di-
mension D, est celle d’Einstein-Hilbert :

S(g) = ﬁ /(—R +2A)/g dPz

qui dépend de la géométrie de 'espace-temps via la métrique g et la courbure
scalaire R, et fait aussi intervenir la constante cosmologique A et la constante
de Newton G.

Une fagon de quantifier la gravité consiste & effectuer une intégration
fonctionnelle sur toutes les métriques ¢ possibles. La fonction de partition

est alors :
7 = /dg e 30)

Comme il est difficile de définir le probleme pour un espace-temps de di-
mension supérieure a 2, une des pistes de recherche possibles consiste a
s'intéresser d’abord au cas de la gravité quantique bidimensionnelle, en
espérant par la mieux comprendre la gravitation quantique en général.

Dans ce cas, 'action S(g) s’exprime simplement en fonction de 'aire et
de la topologie de la surface

aire + (4 G)™1(2 - 2h)

A
8rG
ol h est le genre, c’est-a-dire le nombre de “poignées” de la surface.
Pour pouvoir effectuer la sommation sur toutes les métriques ¢, on a été

amené, comme dans le cas de la théorie des cordes, a discrétiser 'espace.
Par exemple, on recouvre la surface de triangles équilatéraux et on écrit :

7 = ZG_S(T)

ol 7 est une triangulation de ’espace bidimensionnel. Le résultat final ne
doit pas dépendre du type de discrétisation : triangulation, quadrangula-
tion... effectuée (Notons cependant qu’un mélange de triangulation et de
quadrangulation, par exemple, revient a ajouter un degré de liberté interne,
non géométrique, a la surface, et ne correspond donc plus toujours a un
simple modele de gravité pure).
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L’aire étant proportionnelle au nombre n, de triangles de la surface :
aire = n,A, on a

- Z(eﬁfl)ny (6ﬁ)(2—2h)

ce qui est équivalent a un modele de matrices aléatoires, lui-méme relié a un
modele de surface sans spins vivant sur cette surface, et dont 'action S est
de la forme

1
S:—N%tr¢>3+N§tr¢>2

avec ¢ = eFrgA (g est le poids associé & chaque triangle, donc, dans la

version duale, a chaque nceud a 3 pattes de la surface) et une taille de
matrice N = 5. Le systeme ou ’on a des quadrangulations, par exemple,
donc un tr ®* & la place du tr ®3 écrit précédemment doit, dans la limite
continue redonner la méme limite.

2.5.2 gravité + matiere

On peut aussi étudier le probleme du couplage entre gravitation et
matiere.
Une facon de faire cela simplement consiste a coupler la gravité a des bosons
libres. On écrit alors :

S = //dxzx/detg (A + g —I—gaﬁaaXi@BXi)

ou les X; sont des “champs de matiere”. Il faudra alors, non seulement
sommer sur les surfaces, mais aussi intégrer sur les champs de matiere.

Les spins sur surfaces aléatoires décrits précédemment (2.2) sont des
degrés de liberté non-géoméiriques vivant sur ces surfaces, c’est-a-dire qu’ils
peuvent étre considérés comme des “toy models” représentant de la matiere
dans une théorie de gravité quantique bidimensionnelle. L’étude de modéles
a plusieurs matrices avec une action a priori complexe, traduction matri-
cielle de modeles de spins sur surfaces aléatoires, permet ainsi d’avoir acces
au comportement de modeles de matiere sur surface aléatoire de charges
centrales conformes diverses.
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2.6 Charge centrale conforme et modeles de ma-
trices aléatoires

2.6.1 Rappels sur les théories conformes

Ce sont les théories qui sont invariantes par toute transformation res-
pectant les angles : translations, rotations, homothéties, inversions ...D’une
fagon générale, une transformation conforme pourra s’écrire comme la com-
position de translations, rotations, et homothéties locales.

Les théories conformes apparaissent souvent en physique. Lorsqu’on se
place au voisinage d’une transition critique de deuxieme ordre, les longueurs
de corrélation divergent. Par suite, en se placant & une échelle grande devant
la longueur minimale (maille du réseau ...) du modele, on a invariance
d’échelle. Dans un grand nombre de cas, on a méme invariance conforme.
Pour une théorie unitaire bidimensionnelle, en particulier, 'invariance d’é-
chelle implique l'invariance conforme. A cette invariance, comme a toute
invariance est associé un certain nombre de propriétés intéressantes. Dans le
cas d’une théorie conforme bidimensionnelle, les transformations conformes
locales correspondent aux changements de variables analytiques : z — w(z),
Z — w(Z). On écrit alors la réponse d’un opérateur ¢(z, z) a une variation
de la métrique ¢g"”, correspondant au changement de variable z — w(z)
comme :

+oo
T(w)p(z,2) = Y (w—2)"""Lag(2,7)
avec
g _ 28

VT

Les L, vérifient les relations de commutation :

[y L) = (m = n) L + ~=n(n?

12n(n

- 1)5n+m,0

qui définissent Dalgebre de Virasoro. ¢ est appelée la charge centrale con-
forme de la théorie. Nous verrons qu’un grand nombre de propriétés phy-
siques font intervenir cette charge centrale conforme. En particulier, nous
verrons que ’on peut relier certains exposants critiques du modele a la valeur
de c.
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2.6.2 Théorie discrete et théorie continue

Dans le cas de la théorie des cordes ou de la gravitation quantique, la
théorie que 'on modélise par un modele de matrices aléatoires est une théorie
continue ou 'on integre sur toutes les métriques possibles.

On a en particulier ;

Z = Z DgagDXue_ffdﬁ\/CE(A-l-%-l-gaﬂaaXﬂaﬂXM)

topologies

(g : métrique de la surface, A : constante cosmologique, G : constante de
Newton, R : courbure de la surface)
pour la gravitation quantique avec des champs de matiere X,,.

Cette théorie possede un certain nombre de symétries, en particulier, si
la constante cosmologique A est nulle, la théorie est invariante conforme. Or,
en passant aux modeles de matrices, on a discrétisé notre théorie, brisant
ainsi I'invariance conforme.

Si on veut retrouver cette invariance, ainsi qu’une théorie continue en
prenant la limite appropriée, il faut se placer au voisinage des points critiques
de notre modele de matrices, ou on sait que 'on a invariance d’échelle.
Si Pon désire étudier simultanément des surfaces de toutes topologies, on
pourra alors effectuer une double limite. Prenons ’exemple d’une action
S = Nz(% —I—g%) (gravité pure). Sachant que I'on a un développement
de la théorie en InZ = Y, N?272" [} (g) ol h est le genre de la surface et
Fr(g)~ (g — gc)g(l_h) quand ¢ est au voisinage de g., en prenant la double
limite d’échelle N — oo avec @ = N%(g — gc)g constant, on retrouve une
théorie continue ot le terme en z'~" représente une théorie continue de
gravité sur des surfaces de topologie h.

2.6.3 Charge centrale conforme associée a une théorie conti-
nue conforme donnée

Quelle est la valeur de la charge centrale conforme associée a une théorie
continue conforme bidimensionnelle donnée I' Comment la détermine-t’on I'

Nous allons nous intéresser dans toute la suite a la contribution ¢ des
champs de matiere a la charge centrale. Dans le cadre de la théorie des
cordes, on sait que la charge centrale vaut ¢ = 1 pour chaque champ scalaire
bosonique libre; on trouve qu’elle vaut 1/2 pour un champ fermionique,
et elle prend des valeurs rationnelles, voire réelles, pour des champs plus
exotiques.
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En terme de gravité quantique, si ¢ = 0, cela signifie pour une théorie
de gravité unitaire que 'on a une théorie de gravité pure, sans champ de
matiere. Par suite, les modeéles les plus intéressants se situeront a ¢ # 0.

D’autre part, on considere parfois ¢ comme une dimension : en effet, en
théorie des cordes, lorsqu’une corde évolue dans un espace-temps de dimen-
sion D, les champs X, sont les coordonnées de la surface générée par la
corde. On a alors D champs bosoniques, soit une charge centrale ¢ = D. La
encore, on voit que les théories les plus intéressantes sont celles ou la charge
centrale est ¢ > 1.

Lorsqu’on résout un modele de matrices aléatoires, on détermine en par-
ticulier la position des points critiques et la valeur des exposants critiques. A
un point critique donné, en passant a la limite continue, on est susceptible de
trouver une théorie continue conforme correspondant. On peut alors relier les
exposants du modele de matrices a la valeur de la charge centrale conforme
de la théorie continue correspondante. L’exposant critique s (exposant de
corde), en particulier, décrit le comportement d’échelle de la fonction de
partition en fonction de laire de la surface. Z se comporte, en fonction de
la constante cosmologique A :

Z(A) ~ AT

ou encore, si on somme sur les surfaces a aire fixée, puis que 'on examine le
comportement de Z(Aire) en fonction de 'aire :

Z(Aire) ~ Aire’s™?

On montre, par des considérations de théorie conforme que 7, vaut, pour
des surfaces de topologie planaire, [22] :

1
Ys = E(C— 1=+(25-¢)(1-¢))
On peut ainsi relier les grandeurs de la théorie continue et celles du
modele de matrices.
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Chapitre 3

Méthodes de résolution des
modeles de matrices

3.1 Méthode du col

3.1.1 Théoreme du col

Le théoreme du col nous donne le développement en ¢, au voisinage de
I'infini, d’une fonction du type Z(¢) = [dz e=*/*). On a :

27
tf”($c)
ou 'on peut aussi si nécessaire écrire explicitement les termes suivants du

développement. z. est le col de la variable z, c’est-a-dire que 'on a f'(z.) =

0.

Z(t) = e~

(1+0(7)

Si l'on s’intéresse a “I’énergie libre” du probleme définie par Z(t) =
e~ on voit que le développement de F(t) quand ¢ est grand est simple-
ment dominé par f au col : '~ f(z.).

3.1.2 Application au modele a une matrice

Position du probléme

La fonction de partition du modele a une matrice est plus complexe que
la fonction Z(t) puisqu’il s’agit d’une fonction de N? variables (les parties
réelles et parties imaginaires des éléments de matrice de @) :

7 = / d® ¢=N*5(®) dd = H R;,; 3P, H dd;;

i<y 7

29
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ol ¢ est une matrice hermitienne de taille N et S(®) une action invariante
par transformation unitaire sur la matrice ®. On prendra, pour fixer les
idées,

1

S(®) = +tr V(@)

Nous voulons calculer Z ou F = —% InZ , dans la limite planaire
(N — 00), et, le cas échéant, les autres termes du développement topologique
en % (Rappelons qu’en terme de surfaces, les termes en N =2 dans I’énergie
libre correspondent & des surfaces a h poignées).

La généralisation la plus “naturelle” de la méthode du col au cas a plu-
sieurs variables semble étre de déterminer le minimum de la fonction S(®)
par rapport a toutes les variables R®;; et I®;; puis d’assimiler F' & 5(®). &
I’ordre dominant quand N — oc. Cette généralisation de la méthode du col,
quoique valable pour un modele avec un nombre fini de variables, ne marche
pas lorsque ce nombre tend vers I'infini aussi rapidement que le terme dans
I’exponentielle.

Supposons que les valeurs propres de ® sont d’ordre 1,

N
Nt V(®) =N V(\)

=1

est alors d’ordre N? et le nombre de variables est lui aussi d’ordre N?2.

On peut aisément se convaincre, sur le modele gaussien, par exemple, ou
en revenant a la démonstration du théoreme du col, que la version “intuitive”
de la méthode du col ne marche pas ici.

Réécriture en terme de valeurs propres

La solution proposée par [14] consiste a réduire le nombre de variables, en
mettant a profit 'invariance de ’action par transformation unitaire, avant
d’utiliser la méthode du col. Ainsi, on réécrit la fonction de partition comme
une intégrale sur les valeurs propres {);} de la matrice et sur les variables
angulaires représentées par la matrice unitaire U diagonalisant ®.

On a:
7 = /dU TTan 1N = Al eV Vi)
i i
Le jacobien de la transformation d® — dUT[dX; est [T,;(Ai — A;)? et

est le carré du déterminant de Vandermonde [, .(Ai — A;). En effet, si
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® = UAU™!, olt A est la matrice ® diagonalisée,
d® = UdAU + U[UYU, AU = dA + [U™1dU, A]

car d® est invariante par transformation unitaire. Le terme qui va donner
le jacobien de la transformation est dZ = [U~1dU, A]. On a

dZ;; = (Aj — A\)Up;dUy;

On voit que 'on peut finalement réécrire d® sous la forme

d® =TT = X)) [ [ dredu(U)

i<y 7

De l'invariance de d® on tire I'invariance de la mesure du(U) par transfor-
mation unitaire. Par suite dp(U) est la mesure de Haar qui sera notée dU
dans toute la suite de cet exposé.

7 /Hd)\ie_NE(A")

Par suite,

avec

BN = Y V) = 5 Y- o

i#j
La méthode du col donne alors
2 1
7 >\z _ = _
Vi) N A — A 0

pour la distribution de valeurs propres au col.

Limite continue et résolvante du modéle

On peut se représenter le probleme comme un systeme de N valeurs
propres placées dans un potentiel V' et se repoussant entre elles.

Si la répulsion (qui vient simplement du jacobien du changement de
variables) n’existait pas, toutes les valeurs propres, dans la limite N infini,
tomberaient au fond du puits caractérisé par V/();) = 0. Comme les valeurs
propres se repoussent, elles se répartissent en fait le long d’un support [a, b]
de taille finie. Le potentiel effectif : Veyr(A) = V(A) — % > I |A = Aj] est
constant le long de ce support.
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F1G. 3.1 - Distribution des valeurs propres dans un potentiel cubique V' (z) =
%23 + %22. [a, b] est le support des valeurs propres et V.¢(A) est constant le
long de [a, b]

En définissant la densité d’états
1
PO = 5 A=)
et en se placant dans la limite continue, on a
V/(A) - QPP/duM =0
A—p

sur le support de p, ot PP signifie partie principale. La résolvante w(\) est
définie par :

) = (5t y=g) = [ Pl

On a done, A appartenant au support de p,
VI(A) = 2R(w(A) =0

w est une fonction analytique dans tout le plan complexe, sauf sur le
support [a, b] de p. Ceci suffit a déterminer la forme de la résolvante :

MA):@JF@ A —a)(A—b)
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Le développement de I’expression ci-dessus pour w au voisinage de l'infini,
et la condition w ~ 1 (tirée de la définition de w, sachant que [ p(p)dp = 1)
suffisent & déterminer M (A) ainsi que les valeurs de a et b.

Sachant que w(A 4 10) — w(A —10) = imp(A), on déduit de Iexpression
ci-dessus la distribution de valeurs propres qui, dans le cas gaussien (g = 0)
prend la forme de la loi de demi-cercle donnée en introduction (2.1.3).

Remarquons que ces résultats sont valables uniquement dans la limite
planaire. Pour accéder a des topologies différentes de la topologie planaire,
il faudrait développer perturbativement au voisinage de linfini. Il serait
nécessaire d’inclure les termes suivants apparaissant dans la méthode du
col, ainsi que les corrections venant du caractere discret des valeurs propres.

Points critiques

Le point critique du modele correspond a la valeur de g pour laquelle
I’énergie libre devient singuliere.

Visuellement, cela correspond au moment ol les valeurs propres com-
mencent a “déborder” du puits. On peut alors étudier le comportement

Fic. 3.2 — Distribution des valeurs propres au point critique du modele :
N A2
95 +5

critique de w, des bornes a et b de la coupure, ou des valeurs moyennes de

traces. On peut en particulier déterminer la valeur de 'exposant de corde

~vs a partir du comportement de <%> au voisinage de ¢ = ¢.. On a :

(%)~ (g — go)t .
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3.1.3 Modele a 2 matrices
Formule d’Itzykson-Zuber

Soit un modele & 2 matrices :

Z:/d¢1d¢26—N2[5(<I>1)+S(q>2)—%tr(q>1q>2)]

composé de deux modeles a une matrice couplés via 'action d’interaction
% tr (1)1(1)2 .

Ce modele est seulement invariant par transformation unitaire globale
sur les matrices @1 et ®5. Si Uy et U, sont les matrices diagonalisant & et
Dy, et Ay et A, les matrices diagonalisées correspondantes, on a :

7= / AUy dUy dAy dAy A* (A1) A2 (Ag) eV ISAD+5(A2) =5 tr (41042 071)]

avec
AN =TJ=2) e  Q=U'T;
i<
Les éléments de matrice de €2 sont les seules variables angulaires inter-
venant dans 'action. Il est possible d’effectuer cette intégrale [48], par des
techniques que nous ne détaillerons pas ici, et 'on obtient alors ’expression
suivante :

7 x / Ay dAg A(A) A(Ag) e~V ISBN+S(A)] Got[eBrrid2s)

Cas a plusieurs coupures

Avec un potentiel cubique, il est impossible d’avoir deux coupures. Ce-
pendant, des que 'on a un potentiel plus complexe, cette possibilité n’est
plus a exclure.

Dans le cas d’un potentiel V (®) de degré n, avec k coupures, on écrit

V) = M)V =a)(A=0b1) ... (A= ag) (A = bg)
2

w(A) =

ce qui fait, n + 2 équations (pour avoir w ~ %) et n4+ k+ 1 inconnues. Ces
n + 2 e’quations imposent la constance du potentiel effectif dans chaque
puits.

Les inconnues restantes doivent étre déterminées par des considérations
de symétries, ou, dans le cas général, en imposant ’égalité des potentiels



3.1. METHODE DU COL 35

Fic. 3.3 — Potentiel et potentiel effectif dans le cas d’un support a plusieurs
coupures. L’équation du col nous donne la condition pour avoir un minimum
local de I'action seulement (figure de gauche). Pour avoir un minimum global
il faut rajouter la condition que les potentiels effectifs sont identiques dans

les différents puits (figure de droite).

A

Fic. 3.4 — Point critique d’un exemple de modéle & deux coupures



36 CHAPITRE 3. METHODES DE RESOLUTION DES MODELES DE MATRICES

effectifs V(A) — 2 [ In(A — p)p(p)dp sur tous les segments [ay, b1, .. .[ay, bg]
constituant le support de p.

Le point critique du modele quadratique donné en exemple précédem-
ment correspond au moment ou les deux coupures correspondant au support
des valeurs propres fusionnent.

Il correspond aussi, comme nous ’avons vu dans le cas a une coupure, a
un comportement singulier des valeurs moyennes d’opérateurs.

3.1.4 Modele a plusieurs matrices

Le modele a plusieurs matrices est a priori passablement plus complexe.
Les seuls modeles se résolvant assez facilement par la méthode du col sont
les modeles de matrices couplées en chaine. Pour un modele a k matrices,

on a
k 1 k—1
S = Z Si(®;) — N Z Bitr ®; P44
=1 =1
qui peut se réécrire
k 1 k—1
S=>Si(A) - ~ D Bitr AiiAip Q)
=1 =1

ou les Q; = UZ»_IUZ'_H sont k — 1 matrices unitaires indépendantes. On peut
alors utiliser pour effectuer chaque intégration sur ; la formule de [48] pour
le modele a deux matrices.

Pour un “simple” modele & 3 matrices couplées en boucle, cependant

3

1
S = Z;S(q)i) 7 1 (2182 + BB o+ D3y
se réécrit comme
l 1
S = ZS(AZ') + N tr (A1§21A2§21_1 + AQQQA:ng_l + A3(9192)_1A3(9192))
=1

et ne peut pas en principe s’effectuer simplement.

Nous verrons dans le chapitre 5 deux méthodes permettant de résoudre
ce probleme, I'une basée sur une idée de V. Kazakov et 1. Kostov, développée
par J.M. Daul puis plus récemment par P. Zinn-Justin, "autre basée sur la
méthode des équations du mouvement et développée (en parallele avec le
travail de P. Zinn-Justin) par Bertrand Eynard et moi-méme.
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3.2 Meéthode des polynémes orthogonaux

La méthode des polynémes orthogonaux, tout comme la méthode du col,
utilise I’écriture de Z en fonction des valeurs propres A; de la matrice :

7 = /HdAZ»HMZ»— Ajle™NEE V)

i i#j
Cependant, c’est une méthode exacte pour tout NV, et non une méthode
semi-classique comme la méthode du col.

0 ) , tra(e) s
n remarque que la valeur moyenne d’un opérateur —x— se réécrit en
fonction des A; comme

WS V)

<trA(®) > 1 e 2 SN LA
TZE/Hd)\Z H|)\Z—>\]|6 =1 =l T
7 1<J

Par suite, si on note

Ai
vy Y
\I]:H(}\Z—)\])e i=1
i<j
on peut écrire, du moins formellement :
<trA(®) > < WAN) |V >
N O <YT >

ou VU est une fonction d’onde & N particules : W({1 : Ay,...N : Ax}).
Ces particules sont des fermions car W est antisymétrique en les A;.

TTw = 2))?

<J

De plus,

est le carré du déterminant de Vandermonde det(A); ;e ,n]-
U({A;}) est par conséquent le déterminant de Slatter det(t;(XA;)), les
|1;(A;) > étant les fonctions d’onde a une particule :

Bi(N) = Ve N5
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Le modele a une matrice se réinterprete donc comme un probleme de fer-
mions libres occupant les NV premiers niveaux d’énergie et dont les fonctions
d’onde sont les ¥, (). De ce point de vue, la répulsion entre valeurs propres
proches est simplement I’expression du principe de Pauli.

On peut, par des combinaisons judicieuses de lignes et de colonnes, sans
changer la valeur du déterminant, changer la fonction ;(A) ( qui vaut
)\je_N@) par ¢;(A) = P]:()\)e_N@, ot P;(A) est un polynéme de degré
7, et de terme dominant AJ.

La méthode des polynémes orthogonaux consiste, comme l'indique son
nom, & choisir les P; () afin que les fonctions ¢;(A) forment une base ortho-
gonale.

/¢j(>\)¢l(>\)d>\= il

On montre qu’on peut exprimer les fonctions de corrélation de valeurs
propres en terme des P;. La résolution du modele de ramene alors au calcul
des polynomes orthogonaux.

3.2.1 Fonction de partition et fonctions de corrélations

La fonction de partition Z =< U|¥ > ou U = det(¢;(A;)) s’écrit sim-
plement

la probabilité ({=8(A; — @) ...5(Ax — ®)) d’avoir une valeur propre en
Al, ..., une en Ay

s’écrit
1

7 (det (1))

p()‘lv KR AN)
Que 'on peut réécrire

NV i
p(A1, .. AN) = Wdet | K (A, )\])|
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ou le noyau K est défini par :

1 N-1
N ¢
=1

KA p) = Wi (A)Wi(p)

On a

PO ) = /dAnH...d)\Np()\l,...,)\N)
Ces fonctions de corrélation peuvent se réexprimer simplement grace a la
relation : [ dp K (X, p)K (p,v) = %K (X, v) (théoréme de Dyson [40]). En

particulier, la densité de valeurs propres et la fonction a deux points pour
les valeurs propres s’expriment en fonction de K, sous la forme :

p(N) = K(\\)

N -1

P ) = p(Np(p) = K (A, p)?

3.2.2 Relation de récurrence entre les P, et calcul des po-
lynéomes orthogonaux

A priori, on peut écrire ( étant donné que les Py, k= 1,...n+1 forment
une base de I’ensemble des polynémes de degré < n 4 1)

)\Pn = I'p41 + an,kpk
k=1

Soit, comme les Py sont orthogonaux,
/)\Pn Py e NV = hysy,

or APy, = Pyy1 4 5k i Pr + Sk -1 Pk—1 + . . ., donc I'intégrale précédente n’est
non nulle que pour £+ 1> n soit k> n — 1.

Par suite, la relation de récurrence entre les P, se limite en fait a trois
termes, et on peut écrire :

Pn—l—l = (>\ + ﬁn)Pn + anPn—l

et on a aussi

0P,
oA

— nPn—l + Z72Pn—z

=2
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Le calcul des P, se ramene alors a celui des «,, et des 3,,.

On introduit les notations :
n > pour ¥, (A our l'opérateur multiplication par A, et P pour
P ) P P P P ) P
I'opérateur %aa_x n sera 'opérateur tel que

nln >=nln >

Les «, et les /3, seront notés & = a(n) et B = B(n). Enfin, & est 'opérateur
tel que
En>=n—-1>

Alors, les équations précédentes se réécrivent comme :
+ a
E>2

Si on développe tous les termes de I’équation ci-dessus en puissances
(positives et négatives) de & , on trouve que les puissances négatives du
développement de P en & sont identiques a celles de ——V’(Q). En utilisant
I antlhermltlclte de P (qui découle directement de sa définition) et sachant
que 2t = 1 on peut en déduire la totalité du développement de P en fonction

de celui de V’(Q)

>

I

=>
i

[P

Q
P+ V(Q

Q>|k—\ _|_
Zlm

= V@4 ~V(@Q)-)

Le signe + (resp. —) indique que I’on ne prend que les puissances positives
(resp. négatives) du développement de V/(Q)) en puissances de Z.

V/(Q) pouvant se réécrire en fonction des a,, et B, on a finalement les
équations :

V(Q)o=0

ot V/(Q)r est le terme d’ordre k du développement de V/(Q) en puis-
sances de Z.

Ceci nous donne les équations de récurrence pour les «, et les 3,,. Leur
calcul permet d’obtenir a leur tour les expressions des polynémes orthogo-
naux.
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Plutot que de calculer les o, et 5, pour toutes les valeurs de n, on est
bien souvent intéressé seulement par les valeurs de n proches de N, avec
N — 00. Dans cette limite, il est possible de simplifier les expressions ci-
dessus, et, dans le cas ou le support des valeurs propres est connexe [a, b],
a, et B, tendent vers des valeurs constantes :

a—2>b at+b
t -
1 et f=—3

o =

3.3 Meéthode des équations de boucles

Soit la fonction de partition :

7= /Hd@ie_NZ)S({q)"}) (3.1)

Comme toute intégrale, Z est invariante par changement de variable,
pour peu que ce changement de variable ne soit pas singulier. Ainsi, si on
écrit la transformation infinitésimale

®; = ) + ¢f;({®}})

de jacobien

L+ ({@)) + O()

on a, en développant 'intégrande au premier ordre en € (e < %) et en

écrivant S({®;}) = S({P}) + eAS({P!}) :

7= [Tlaeie st - Naas((en) - (el 32)
Ceci nous donne, en comparant a Eq. (3.1), ’équation :

(AS({®:}) = J({®i})) =0 (3.3)
ou (A) représente
[T dd;e~ N SUD) 4
[ 11 d®e=N*5{2i})
Cette équation est appelée équation du mouvement, ou encore équation
des boucles Elle est la conséquence de la conservation de Z par le changement

de variables ®; — ®; + ¢f;({P;})
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3.3.1 Limite planaire et théoréme de factorisation

Les équation du mouvement (autant que de changements de variables
infinitésimaux) donnent un grand nombre de relations entre des valeurs
moyennes d’opérateurs du modele.

Sont-elles suffisantes pour calculer ces valeurs moyennes I’

Examinons, pour fixer les idées, le cas d’'un modele a une matrice

1
Le changement de variable

D — O+ "

donne ’équation du mouvement (a priori valable pour tout N)

o V(@) R tr b tr ol
N ~~ N N

1=

) =10 (3.4)

Le théoreme de factorisation nous permet d’écrire, pour un modele de
matrice général, mais dans la limite N — oo (limite planaire) uniquement

tr A tr B trdA.  trB

(S = () () (35)
Par suite, on a
<trV’]i;I>)(I>”>_z_:< tlév(I>2><tr(I>;f_ _Z>:0 (3.6)

=0
qui nous permet de ne faire intervenir dans les équations du mouvement,
dans la limite planaire, que les u, = <tr]3>n>. L’équation 3.6 du mouvement
est alors une relation de récurrence reliant, pour un potentiel de degré d,

Ug—o+n @ des termes d’ordre inférieur.

3.3.2 Exemple : résolution explicite du modele cubique

Soit

1
V(®) = %@3 + 59’

On voudrait calculer la résolvante
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du modele, dont le développement nous donne les valeurs moyennes des
tr O
Soit le changement de variable :

IEN Y
+ 62 — P/
On a e
AS — tr V(9"
N

En ce qui concerne le jacobien de la transformation,

8@27] —n—1 gtk xm—1—k

8¢/lm :5i7l5‘7m+622 ¢Zl¢ mj

k.

Les seuls termes qui contribuent, a 'ordre 1 en ¢ au jacobien sont les termes
diagonaux : 7 =1 et j = m. Celui-ci vaut alors

L4 (= tr —— )2 4+ 0()

N -9

L’équation du mouvement correspondante est (en remplagant la notation ®’
par @)

1 1 1 1
— tr §? —trd —~ ? =
G 8 () — () = 0
soit en simplifiant
(g2 +2)w(2) —gte —gz—1—w(2)*=0 (3.7)
avec la notation :
tr o7
tor = (%)

Ceci nous donne immédiatement :

w(z)= WFTDE V22 (g2 +21)2 —4(gz+ 1 + gta) (3.8)

La propriété

wl(2) ~ -

a l'infini nous permet de choisir la bonne détermination de w. Il reste cepen-
dant une inconnue : tg, en fonction de laquelle on peut écrire tous les tgn.
On peut la déterminer en ajoutant une condition physique : la coupure de
w correspond au support des valeurs propres de la matrice hermitienne ® et
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est donc un segment [a, b] de I’axe réel. Le polyndome placé sous la racine de
I’expression de w a donc une solution double ainsi que deux solutions simles
réelles. Ceci suffit a déterminer totalement w et tg.

Le modele est critique quand tg (g) est singulier. On obtient ainsi ¢ge,itigue-
On peut aussi remarquer que w(z) change elle aussi de comportement en
g=49c: .

wr (z—b)2

au lieu de (z — b)% Déterminer la condition pour laquelle w se comporte en
puissance % peut étre une autre méthode pour trouver la position du point
critique.

On peut remarquer ici que ¢ = 0 correspond au cas gaussien. On a alors,

comme w(z 4 i0) — w(z — i0) = imp(z), la formule p(z) = Lvz2 —4. On

retrouve ici la loi de distribution en demi-cercle.

3.3.3 Cas a plusieurs matrices

A priori, dans le cas a plusieurs matrices, le nombre d’opérateurs appa-
raissant dans les équations du mouvement est nettement plus important :
pour un modele & k matrices, pour une trace d’ordre n (contenant n matrices
®;), on a tous les opérateurs du type

tr H(I)Ei ol e¢=1,2...k
=1

Cela fait un nombre d’opérateurs de 'ordre de k.

Certes, le nombre d’équations du mouvement impliquant uniquement des
traces d’ordre inférieur ou égal a n est aussi tres élevé, cependant, il n’existe
pas de technique permettant a priori d’obtenir une relation de récurrence
simple et de calculer, comme dans le cas & une matrice, toutes les valeurs
moyennes de traces, en fonction d’un nombre fini d’inconnues.

3.4 Groupe de renormalisation

3.4.1 Motivations

La méthode du col et la méthode des polynémes orthogonaux utilisent
toutes deux l'expression de la fonction de partition du modele de matrices
en terme de valeurs propres.

Pour cela, on réécrit la mesure en fonction des valeurs propres et des va-
riables angulaires et on integre sur ces-dernieres. Nous avons vu, cependant,
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que ceci n’est aisé que si I'on peut se ramener a une série d’intégrations par
la formule de [48] sur des variables angulaires indépendantes.

Cette condition nous limite a priori a des modeles de matrices couplées
en chalne ou en arbre et exclut en principe les modeles, méme simples, ou
les matrices sont couplées en boucle. De plus, si les modeles que 'on sait
résoudre (chaines et arbres) nous permettent d’avoir acces a des charges
centrales ¢ < 1, on n’a jusqu’a présent su résoudre, par quelque méthode
que ce soit, aucun modele de charge centrale conforme supérieure a 1.

Les méthodes de groupe de renormalisation ont été développées pour
pallier a ces difficultés en offrant une nouvelle technique d’investigation des
modeles de matrices. On espere en particulier accéder, par le biais de cette
méthode approchée, a des modeles complexes, qui sont restés jusqu’ici in-
accessibles aux méthodes exactes. On espére aussi mieux comprendre, et
pourquoi pas dépasser, la “barriere” a ¢ = 1.

3.4.2 Principe de la méthode

Notations :
Un modele de matrices est caractérisé par :

_ La taille N de sa (ou ses) matrice(s) ¢y

_ Son action S, que 'on va décrire par ’ensemble de ses constantes de
couplage ¢ = {g1,...,9n}.

On écrit alors la fonction de partition : Zy(g) = [ d®n e~ V25 (@w.g),

Renormaliser le modele consiste a réexprimer la fonction de partition
Zn+1(g) comme Zn(g + dg), fonction de partition d’un modele de méme
forme, mais dont la (les) matrice(s) est (sont) de taille inférieure, et dont les
constantes de couplage ont été modifiées.

Pour passer d’une matrice de taille (N 4+ 1) X (N 4 1) & une matrice de

taille N x N, on écrit
o PN v
P = ( vt )

ol « est un réel et v un vecteur colonne a N composantes, et ot 'on integre
sur v, v* et a.

On a alors :
ZN+1(g) = /dq)N-H 6_(N+1)2S(@N+179) — /dq)NdU dv* dae_(N+1)2S(q>n7'U7'U*7OZ,g)

soit, apres intégration, et en ne gardant que les deux premiers ordre du
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développement en ﬁ :

ZN+1(9) — /d(I)N e—N2S/(<I>N)

Pour peu que ’on puisse réécrire la nouvelle action S’ sous la méme forme
que laction de départ, mais avec des constantes de couplages différentes
comme S(Py, g+dg), nous obtenons le changement de constante de couplage

;. N . : AN 1
d¢g équivalent a un changement de taille de la matrice : % = —+.

3.4.3 Obtention des points et des exposants critiques

On espere que la méthode de groupe de renormalisation pourra s’ap-
pliquer alors méme que ’on ne sait pas résoudre exactement le probleme
car calculer Zy revient & intégrer sur les N? variables de ®y, tandis que
renormaliser le modele consiste & intégrer sur (2N + 1) composantes réelles
seulement.

La contrepartie de cette simplicité est que ’on obtient un résultat moins
complet que dans le cas des méthodes exactes : en particulier, on ne connalt
pas la valeur de Z.

Cependant, connaitre ’équation donnant I’évolution de g est suffisant
pour obtenir les renseignements les plus importants sur le modele : points
critiques, exposants critiques ...

Expression de I'invariance d’échelle

On sait que, d’une facon générale, il y a invariance d’échelle au voisinage
des points critiques d’un probleme. Dans le cadre des modeles de matrices
aléatoires, on va considérer la taille des matrices comme le facteur d’échelle.
Si on exprime cette propriété, on a, dans le cas ot il n’y a qu’une seule
constante de couplage g, le point critique étant noté g, :

/

N
ZN’(qu)N') = ZN((g - gc)(ﬁ)p —I_gmq)N)
a une constante de proportionnalité ¢(g) pres, ne dépendant pas de ®, et
réguliere en g.
Si on écrit I’équation d’évolution générale pour I’énergie libre du modéle
F=—-35InZ, onall5]:
0 0

Na—NF = ﬁl(g)a_ng—l_ r(g)
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ou

dg;
ON

traduit 1’évolution des constantes de couplage, et ou r(g) est une fonction

Bi=N

réguliére en ¢ issue de la constante de proportionnalité ¢(g).

Dans le cas ou on peut se ramener a un modele a une seule constante de
couplage, le point critique est un point fixe du groupe de renormalisation et
vérifie :

B(g) ~ p(g — ¢g.) au voisinage de g. soit Blg.) =0

Détermination des points critiques & partir des flots

D’une facon plus générale, les points critiques décrivent un changement
dans le comportement du modele. Les lignes de flot du groupe de renorma-
lisation sont I’ensemble des valeurs des constantes de couplages, obtenues
en faisant changer N, & partir d’un ensemble de constantes de couplages de
départ donné. Le long d’une ligne de flot du groupe de renormalisation, le
comportement physique reste le méme. La ligne critique marque la transi-
tion entre les domaines de couplages ou ’on est attiré par des points fixes du
groupe de renormalisation différents. Pour des raisons topologiques simples,
la ligne critique est elle-méme une ligne de flots du groupe de renormalisa-
tion. Les points de la ligne critique sont attirés vers un point fixe qui possede
au moins une direction instable : le point fixe critique du modele.

92 J

igne critique . _

=N
point fixecritique

N

paint fixe stable

ol

F'1G. 3.5 — Les points critiques (qui forment ici une ligne critique) marquent
la séparation entre les points de I’espace des constantes de couplage attirés
vers des points fixes différents.
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Exposants critiques

D’autre part, si on linéarise les 5;(g) au voisinage d’un point fixe ¢,
du groupe de renormalisation, on a, en fonction des constantes de couplage
linéarisées g : 5; o< Ai(¢ — g7-.) soit

or oF
NI = (g — gr) 2=
AN = il g3 I
ol les A; sont reliés aux singularités de I, donc aux exposants critiques
(cfch 1).
Exemple : modele a un matrice :
au voisinage du point critique,
or oF
N—=Xg—-9g.)—
on = Mool g

la partie singuliere de F est donnée par la solution de I’équation sans second

membre : Iy, o = N2%(g — go)*/*
soit

Ys=2-=2/A

~vs est 'exposant de corde que nous avons défini au 2.6.3.

A présent, dans les chapitre 4, 5, et 6 suivants, nous allons décrire le
travail que nous avons effectué dans les articles inclus a la fin de cet ouvrage
(chapitre 8).



Chapitre 4

Prédire ’allure des flots ...

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord expliquer comment on peut
relier [16] l'allure des flots de groupe de renormalisation & la valeur de la
charge centrale conforme. Nous verrons ensuite la méthode que nous avons
mise au point [1] pour mettre en ceuvre les techniques de groupe de renor-
malisation. Nous verrons enfin comment nous avons amélioré la précision
des points et exposants critiques, et nous décrirons ceux de nos résultats qui
viennent a l'appui de la conjecture de [16].

4.1 La conjecture

Les modeles qui nous intéressent le plus sont les modeles de matrices cor-
respondant a une charge centrale conforme ¢ > 1 : il a été en effet jusqu’a
présent impossible d’en trouver et d’en résoudre un seul. La physique dans
ce domaine devrait pourtant étre plus intéressante, que ce soit du point de
vue de la gravitation quantique ou de la théorie des cordes.

Dans toute cette partie, les modeles que nous allons étudier sont des
modeles bien connus de charge centrale conforme ¢ < 1. Cependant, la
connaissance des flots de renormalisation de modeles de charge centrale ¢ <
1, méme déja résolus par ailleurs, pourrait faire avancer la compréhension
des problemes & ¢ > 1. En effet, F. David [16] a émis une conjecture sur
Iallure des flots des modeles de charge centrale ¢ < 1, ainsi que sur leur
évolution lorsque ¢ — 1. Il prédit aussi le comportement de ces modeles
lorsque ¢ a dépassé 1. La vérification de cette conjecture, ne serait-ce que
pour des modeles de ¢ < 1, ferait grandement avancer la compréhension de
la barriere & ¢ = 1.

49
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Nous allons a prsent expliquer cette conjecture.

Prenons I'exemple d’un modele simple (introduit pour la premiere fois

dans [46]) :

trd? tr®?  z trd2
S = -9 — 55’
2N 4N 22N

. N <z Lo tre? trod
Lorsque z = 0, on retrouve un modele de gravité pure : S = o5 — g2~

(voir 2.5).

En terme de surfaces aléatoires, résoudre ce modele revient a sommer sur
des surfaces régulieres, discrétisées par 'intermédiaire de quadrangulations,
avec une action proportionnelle a I'aire de celles-ci.

F1a. 4.1 — Gravité pure (avec une action en tr ®3) : dans la limite N — oo,
seules les surfaces de topologie planaire (a gauche) sont autorisées

Lorsque z # 0, par contre, le terme en 2 introduit des singularités dans
la surface. Plus précisément, il signifie que 'on peut avoir des surfaces collées
I'une & ’autre par une aréte : le poids d’un tel branchement dans la fonction
de partition est alors z. On dit que 2 est un terme de branchement.

Fic. 4.2 — Gravité et termes de branchement. Lorsque ce-dernier est non nul,
on engendre des surfaces singulieres composées de plusieurs surfaces collées
(“branchées”) en un point.

On considerera dans la conjecture des problemes plus généraux, pouvant
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étre dominés, selon les régions de constante de couplage ou I'on se place, soit
par la gravité avec ou sans champ de matiere, soit par les termes de branche-
ment. Cependant, on notera toujours la contante de couplage correspondant
physiquement a la gravité ¢, et la constante de couplage de branchement z.

Le modele simple dont 'action a été donnée plus haut est un modele
assez générique, puisqu’il méle les deux types de comportement : gravité et
branchements. On peut le résoudre exactement, et sa solution est donnée
par la figure 4.3.

gravity
branchi ng poi nt

branched pol yner

0.25 o.\ 0.75 %

F1G. 4.3 — Solution exacte : ligne critique et point bicritique (branching

. N . . _ tr@? tr 4 z(tr®2y\2
point) du modele suivant : S = 3~ — g7 — 5 ()

Lorsqu’on se place & = 0 (gravité pure), le point critique du modele est :

ge = —%. Le point critique du modele & ¢ = 0 (termes de branchement seuls)

correspond a une valeur de x : z. = —%. L’ensemble des points critiques du

plan (g,z) constitue la ligne critique dessinée sur la figure 4.3. Le point
bicritique du modele sera noté C.

La solution exacte nous permet aussi d’avoir acces aux exposants cri-
tiques du modele : entre le point critique de gravité pure et C, on a v, = —%,
par suite, le comportement est celui de la gravité. Entre C et le point critique
de branchement, par contre vy; = —I—%, ce qui correspond a un comportement

critique de branchement. Enfin, en C, v, = %
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Conjecture quand ¢ < 1

La conjecture nous donne a priori I'allure des flots de groupe de renorma-
lisation d’un modele générique (voir figure 4.4), avec un axe pour le couplage
de la gravité (ici g), et un axe pour la constante de couplage de branche-
ment (ici 2). Les fleches indiquent le sens de ’évolution des constantes de
couplage sous ’action du groupe de renormalisation, lorsque N décroit. La
ligne critique marque la séparation entre deux comportements. D’un c6té,
les flots sont attirés par le point fixe gaussien (g et @ nuls, I'action est alors
quadratique) qui est dans tous les cas un point fixe purement attractif du
modele. De lautre, ils divergent. Sur la ligne critique, on place le point bi-
critique C dont on sait qu’il représente un point totalement répulsif. On sait
de plus que la variété ol 'on n’a que des termes de branchements (g = 0)
représente une sous-variété fixe du probleme.

X

Fia. 4.4 — Allure conjecturée des flots de renormalisation pour un modele
de ¢ < 1 (figure tirée de [16])

On conjecture enfin 'existence d’un point fixe de gravité A (avec v; =
—%), vers lequel sont attirés tous les points critiques d’exposant de corde
Vs = _%-

A ’époque ol cette conjecture a été faite (1997), les flots de groupe de
renormalisation de ce modele avaient été calculés de maniere extrémement
élémentaire, ce qui donnait la figure 4.5.

On voit que les calculs étaient trop approchés pour confirmer ou infirmer
notre hypothese.
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0.5 1

F'1G. 4.5 — Premiers calculs approchés de flots (figure tirée de [16])

Evolution des flots pour ¢ — 1 et cas ¢ =1

Tout I'intérét de la conjecture réside dans I’évolution des points A et C
en fonction de la valeur de la charge centrale c.

On sait que 'exposant de gravité est relié a la charge centrale par la
formule v, = $5(c — 1= /(25 — ¢)(1 — ¢)) donnée au 2.6.3. (Par exemple, si

¢ = 0, ce qui correspond a un modele de gravité pure, on retrouve v, = —%)
On peut montrer que, dans la limite planaire (N — oo), 'exposant 5" au
point C est relié & v, par la formule v/ = ﬂ—_l (soit, quand ¢ =0, v = %)

Lorsqu’on linéarise les flots au voisinage des points fixes A et C, v; et v/
sont reliés a I’évolution des constantes de couplage linéarisées au voisinage
du point fixe (¢* 2*) par la formule v = 2 — 2/X ou N% = Az*. En
particulier, si A > 0, la direction est répulsive (les flots vont dans le sens des
N décroissants) tandis qu’elle est attractive si A < 0.

Lorsque ¢ — 1, v, et 7’ tendent tous deux vers 0, donc A¢ = Ay = 1.
D’autre part, si on calcule X défini par Naa—]{, =Ng*; A > 0et Xy <0
lorsque ¢ < 1 (ce qui correspond bien au fait que C est totalement répulsif,
et que A a une direction attractive) mais Al et A, tendent tous deux vers
0 quand ¢ — 1.
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Ces deux arguments suggerent la conjecture suivante : quand ¢ se rap-
proche de 1, les points fixes C et A se rapprochent.

On a montré que, si tout au moins le point fixe A existe bien comme on
I’a supposé, les exposants de A et de C sont confondus lorsque ¢ = 1.

On conjecture donc que, quand ¢ = 1, C et A sont confondus, ce qui
donne I’allure donnée sur la figure 4.6 pour les flots de renormalisation du
probleme.

X

Fic. 4.6 — Flots de renormalisation conjecturés pour un modele de ¢ = 1
(figure tirée de [16])

Flots du modéle quand “on dépasse ¢ = 1”

Enfin, en prolongeant ce comportement lorsque ¢ > 1, on obtient la figure
4.7.

La vérification de cette conjecture serait trés importante (ne serait-ce
que si on la vérifie pour ¢ < 1) car la figure ci-dessus nous montre que
les flots du modele ainsi décrit sont attirés vers 'axe g = 0 (branchements
“purs”).

Il n’y a pas de point fixe a g # 0, et donc pas d’exposant critique qui ne
soit pas un exposant d’un modele de branchements, ni de théorie continue
“intéressante” a ¢ > 1 (i.e. une théorie de gravité4matiere bidimensionnelle).

Remarque : on peut toujours imaginer que, méme si la conjecture s’avere
vraie, lorsque le mécanisme qui nous donne, “au-dela de ¢ = 1, une théorie
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branched polymer true scaling
c~1 pseudo-scaling

Aa

X

Fic. 4.7 — Flots de renormalisation conjecturés pour un modele “au-dela de
c =17 (figure tirée de [16])

continue peu intéressante sera mieux compris, on pourra modifier intelligem-
ment cette théorie pour obtenir, cette fois, une théorie continue de gravité
ac>1.

4.2 Vérifications pour le modele a une matrice

Les modeles a une matrice sont certainement les mieux connus : on ne
s’intéresse donc pas a eux pour trouver la ligne critique ni les exposants
critiques, par exemple, puisqu’on les connait déja.

Cependant, précisément parce que ’on possede a leur sujet des résultats
exacts, il est essentiel, avant toute étude plus complexe, de mettre a I’épreuve
les techniques de flot de renormalisation sur un de ces modeles simples et
connus, afin de déterminer en particulier le degré de précision auquel on
peut s’attendre.

Enfin, si les modeles & une matrice auxquels je me suis intéressée sont
déja résolus par des méthodes exactes, une partie des résultats obtenus ici,
comme |allure des flots ainsi que 'existence d’un point fixe de gravité (le
point fixe A du 3) nous restaient inconnues, car ce sont des données propres
a la technique de flot de renormalisation. Or ces données sont justement
celles que 'on cherche pour étayer enfin la conjecture décrite en 3 par des
résultats concrets, “expérimentaux”.
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4.2.1 Premieres approximations

Ecrivons un modele de matrices tres simple, par exemple le modele de
gravité pure ou :
trd? 4 tr @4
aN TN

Nous allons calculer la premiere étape de I’évolution de S sous I'action
du groupe de renormalisation. On a

S = N¥( ) avec g <0

tre2 tret
In41 = /d@NHe_(N“)Q(u—Nil) +9 3071y

avec les notations :

> o ® est une matrice N X N
Py = ( N ) ou v un vecteur colonne
v ,
« un réel
tro” Tn S
nN n n N2 2 ‘|’ gil4

Remarque : on montre que T, v*v, et o sont tous d’ordre 0 en 1/N.

. N 2 4
Si on calcule, & I'ordre 1 en bre? o HT©

N o en fonction de @, v et «, on
obtient

Tl = /d(I>e_N2((1+%)(T2+9T4))/dvdv*doe folv, 0", a, D)

avec
* v*y)2 a2 ol
fo(v,v*, o, ®) = e~ N (14902 4+gad4ga?)ut LT o L an)

En utilisant la méthode du col, on trouve que, lorsque N — oo, a peut
étre remplacé par sa valeur moyenne. En utilisant ensuite la parité de 'ac-
tion de notre modele, on a immédiatement < a >= 0.

Pour le calcul de l'intégrale en v :

/dvdv* e—N(v*(l—I—g@2)v—|—£—Lv*2v2)

. . e e *)2 2
on introduit le champ auxiliaire ¢ = v*v et on remplace % par o (v v)— -
dans ’expression précédente. Une fois 'intégrale en v effectuée, on minimise

par rapport a o. On obtient alors ¢ = o5 qui vérifie :

tr 1
(

S G |
N 14+ go,+ g®2 99s)
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En utilisant les équations du mouvement (voir rappels plus loin), on obtient
Os = 2T2

On a finalement ’équation de renormalisation :

—Ng—; =T+ gTs+ trin(1+ g®? + 29T3) — 29T22

Cette expression engendre de nombreux termes que ’on n’avait pas dans
I’expression initiale : en particulier tous les T5,,n € N, ainsi que des puis-
sances arbitraires de T5. Or le but de la méthode de groupe de renormalisa-
tion est de conserver une action de méme forme que ’action de départ.
Pour résoudre ce probleme, on peut tronquer tous les termes qui ne corres-
pondent pas a la forme initiale, ce qui donne, en ne gardant que les termes
linéaires en T4 et Ty :

oV

Par le changement de variable

14 4g

P — P(1 -
1= =5
on obtient )
g 2
-N—=—=—-g-4
ON g g
soit g, = —% a comparer avec la valeur exacte de g. = —%. Ainsi, si on

tronque les termes qui ne sont pas de la forme de ’action initiale, on obtient
une valeur de g, triple de la bonne valeur [15]!

Si au contraire on essaye de garder les termes engendrés par la renormalisa-
tion, il faut calculer I'expression de la renormalisation d’un potentiel général
V(T,).

Ceci est possible, soit en introduisant de nombreux champs auxiliaires,
soit encore en calculant explicitement la renormalisation du potentiel général.
Dans tous les cas, cependant, les calculs par ordinateur des points fixes
d’un modele a partir de ces formules convergent extrémement lentement.
Ils peuvent méme ne pas converger du tout en ce qui concerne les valeurs
des exposants critiques. En effet, on peut constater que, dans le cas d’un
modele de branchements purs par exemple, on obtient, a chaque ordre de
troncation, des dimensions d’échelle entieres, alors que la dimension exacte
est connue et vaut %.
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4.2.2 Equations du mouvement

Les équations du mouvement permettent de relier les valeurs moyennes
7 n ~ N
des opérateurs 1), = 7, /n = % entre elles. Grace a elles, nous allons pou-
voir simplifier les équations de renormalisation. On écrit que la fonction de
partition du modeéle est invariante par changement de variable d’intégration :
si

d =& + d* A ({1}

on obtient

vy = vy + Y

k= )T, AT

et le jacobien de la transformation est :

o 0P
7= ow

/dcb ~NVATY) /dcb N2V UTa}) e Ar (B miognr =771 1)

|77 =1+ NzAk({Tn})Ef:_OlTZ’Tk_l_Z’ d’ou

On peut alors écrire les équations du mouvement générales pour un
modele & une matrice :

A%
<8—n7—k—|—n—1 - ZTiTk—l—i = 0>

7
Ceci signifie que 'on peut ajouter a V toute équation du mouvement

ou somme d’équations du mouvement sans changer la fonction de partition,
puisque cela ne fait qu’exprimer un simple changement de variable.

4.2.3 Approximation linéaire

Il s’agit d’une méthode de renormalisation approchée utilisant les équa-
tions du mouvement pour réduire le nombre de termes engendrés par la
renormalisation. Cette méthode a été mise au point par Higuchi , Itoi, Ni-
shigaki et Sakai [17] et leur a permis de calculer les flots approchés de mo-
deéles ne comportant pas de terme de branchement (i.e. : pas de carrés ou de
puissances plus élevées de traces).

Pour cela, on écrit les équations du mouvement du modele : pour le
modele de gravité pure V = Ty 4 g7, ces équations sont :

n

9Ton+4 + Tony2 — ZTZiTZ(n—i) =0
=0
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(On rappelle la notation : 7, = nl, = tr%) Si on définit f(z) =

tr 1

N 1597 On obtient, par le chagement de variable

=9 —_—
+61—|—z¢>’2

une équation quadratique en f qui donne :

(9+2) + V(g +2)% — 422(g + 2 + g22)
f(z) =
222
ol on choisit la détermination de la racine telle que, quand z = 0, la
racine carrée /g? soit |g| = —g > 0.
L’évolution de V devient alors :

_—9
w1
Ng—; =gTy+ T3+ In(1 4+ 29T3) —|—2‘(]T22—|—/1+g2 dz¥
0

Comme la premiere équation du mouvement est g7y + 7 — 1 = 0, on

peut écrire f(z) en fonction de 74. L’approximation linéaire consiste a écrire
2T, = 1—4¢T, et a ne conserver que les termes linéaires en T}, ce qui donne :

oV e
Non = _9+/ Tdg¥ (24 9)? - 422 (5 + g +92)) R dz
0

le point critique du modele s’obtient par la relation % =0, ce qui donne :

ge. ~ —0.0841. Le véritable g. vaut —%, ce qui fait un erreur de 0.9%.
Cette méthode permet aussi de calculer 'exposant critique de gravité : on
obtient la valeur propre A = 0.76 au lieu de 0.8, soit 5% d’erreur ce qui

donne un exposant vs; = 2 — % ~ —0.6 au lieu de —0.5 soit une erreur de

26%.
Comme il fallait s’y attendre, la précision est plus difficile & obtenir pour
les exposants critiques que pour la position des points critiques.

Cette méthode a donc permis d’obtenir des résultats quantitatifs et non
plus seulement qualitatifs (1% environ de précision sur le point critique
au lieu de 200% comme dans les premiéres approximations ), néanmoins,
elle a permis de trouver des flots approchés seulement pour des modeles
de gravité sans branchement. Or, pour vérifier la conjecture sur les flots
de renormalisation, ce qui nous intéresse c’est d’obtenir des flots pour des
modeles de gravité et branchements. De plus, en se limitant a I'ordre linéaire,
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la méthode de [17] commet une erreur a priori “incompressible”, c’est-a-dire
qu’elle ne comporte pas de technique permettant d’améliorer la précision
autant qu’on le désire. C’est pour cela que nous avons développé une autre
technique que nous allons décrire maintenant.

4.2.4 résolution d’un modele mélant gravité et termes de
branchements

Ambiguité des flots de groupe de renormalisation

Les flots de groupe de renormalisation ne sont pas uniquement détermi-
nés. En effet, les équations du mouvement, dont nous avons déja parlé, sont
des relations qui expriment la possibilité de réécrire ’équation de groupe
renormalisation sous une autre forme sans rien changer a la fonction de
partition.

Ainsi, si j'avais par exemple N% = T, +T% et I’équation du mouvement
Ty = T4, je pourrais écrire aussi bien N% =Ty + T? que Ty + T3. Selon
les cas, le couplage associé a 'opérateur T, varie en fonction de N ou bien
est constant. De ce fait, si je dessine les flots correspondant dans ’espace
des constantes de couplages, leur allure est totalement différente selon la
formulation choisie.

En particulier, un point fixe dans ’espace des constantes de couplages, si
je décide de le réécrire de facon arbitraire en fonction de plusieurs couplages
reliés entre eux, pourra ne plus apparaitre comme fixe.

Il convient donc, pour utiliser les équations du mouvement de facon
judicieuse, de comprendre tout d’abord ou se trouve la physique lorsque tant
de diagrammes de flots différents représentent pourtant la méme fonction de
partition. Nous constatons que ’existence d’opérateurs “redondants” (par
exemple si on a la relation Ty = T3) entraine I’existence de sous-variétés sur
lesquelles les flots peuvent évoluer sans que cela représente quoi que ce soit
du point de vue de la physique sous-jacente (dans ’exemple cité plus haut,
tous les points de la courbe (coefficient de T4+ coefficient de T3 = constante)
représentent la méme physique).

Ainsi, si C est un point fixe dans la représentation physique “idéale”
ol on aurait éliminé tous les opérateurs redondants, il ne sera pas fixe dans
toutes les représentations. Il sera, dans le cas général, attiré vers un nouveau
point fixe C’ de la sous-variété physiquement équivalente a C dans notre
représentation.

On peut ainsi, si 'on sait par exemple que, dans I’idéal, on devrait pou-
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voir exprimer les flots du modele V = T + ¢T, + xTTg exclusivement dans
le plan (g, z), identifier les points fixes, lignes et points critiques physiques
a partir des flots que 'on a réussi a obtenir et qui font intervenir un plus
grand nombre de constantes de couplages.

g
’;} -

Fic. 4.8 — Evolution des flots dans I’espace des 3 constantes de couplages
g, , et r ou r correspond & un opérateur redondant. Les lignes et variétés
critiques sont en pointillés, et les flots en trait plein.

F'1G. 4.9 — Evolution des flots dans I'espace (g, #), déduite de ceux obtenus
dans ’espace (g, z,r)

Cas d’un nombre de constantes de couplage infini

Bien que 'on puisse sans difficulté, a partir d’un nombre d’opérateurs fini
plus grand que le nombre minimum d’opérateurs non redondants possible,
identifier les points et lignes critiques, le cas d’un nombre d’opérateurs (et
donc de constantes de couplage) infini est plus délicat. En effet, obtenir un
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nombre infini d’opérateurs, c’est risquer de devoir faire une troncature non
contrdlée dans I’équation de groupe de renormalisation, troncature suscep-
tible de ne pas converger vers I’expression exacte. C’est ce qui se passait dans
le cas du modeéle de “branchements purs”(voir annexe de [1]), ol, dans les
tout premiers calculs de flots les équations du mouvement n’avaient pas été
utilisées. On trouvait alors que certains exposants critiques ne convergeaient
pas. L’expression exacte de I’équation de renormalisation, sous sa forme
“brute” (sans usage des équations du mouvement) n’était pas développable
en série entiere. Par conséquent, la troncature sous forme de développement
limité, qui avait paru pourtant raisonnable, ne convergeait pas. Nous avons
donc, dans toute la suite, utilisé les équations du mouvement au maximum
de nos possibilités : en plus de la simplification notable des flots que cela
occasionne, nous avons pu obtenir, en outre, ’assurance de la convergence
de nos expressions.

Equations de groupe de renormalisation dans le cas avec branche-
ments

Soit a présent le modele :
xT?
V="T,+gT4+ 72
Ecrivons les équations du mouvement de ce modele :

9Ton+a + T2ns2(1 + 2Ty) — Z T2iTy(n—i) = 0

On voit que 'on ne peut pas, par un changement de variable régulier
dans la fonction de partition, exprimer I'intégrale exclusivement en fonction
de T}y : en effet, on engendre aussi des termes en 7477.

Puisque, de toute fagon, on engendre des puissances de T5 dont on ne
peut se débarrasser, nous allons écrire I’équation de renormalisation d’un
modele plus général mais linéaire en T} :

V =gTs+ ¢(T3)

ou ¢ est la fonction définie par :

1y =S 0l hy=1, hy =
¢( 2)_22]‘_1 et 1 — 1 2=
i=1
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Nous pouvons montrer que

ov

Nom = 0Ta+ 20 = ToU + trin(U + 29Ty + g®%) = 2473
avec 8—¢
a1,

Nous pouvons alors resommer les équations du mouvement en écrivant,

comme précédemment : f(z) = tr (ﬁ), et nous avons :

2

ov x x
NG—N = gT4—|—2q§—§+an+ln(1—px)—|-,0?+

/1—pwd z—p =224 /(z = p)? = 4:%(z — p — pza)
z

—223
0

L’introduction des variables & = 275U et p = —{ permet de simplifier
les écritures.

Nous développons alors cette expression a ’ordre n en g avec ¢ tronquée
a lordre Y en T5. Le développement en ¢ n’est pas un simple développement
en série entiere mais comporte aussi des termes en ¢” In g et nécessite donc
un traitement soigneux. Apres transfomations, 'intégrale devient :

/1 da (1= pa)(px —a) —2p(1 — a)> + (1 — pa)\/(pr — @)% + 4pa(l — a)?
x\/? —2(1—a)’p

_I_
/ﬁ du x(l—pw)x(l—u)—2(1—pxu)2—|—x(1—px)\/(1—u)2—|—4%(1—pxu)2
0 g —2(1 = pau)?

et peut alors se développer a ’aide d’un logiciel de calcul formel.

Résolution numérique

Nous pouvons résoudre numériquement (en dépit de difficultés techni-
ques) I’équation différentielle ainsi obtenue, qui fait intervenir un nombre Y
de constantes de couplage. Celles qui nous intéressent sont g et &, c¢’est pour
cela que nous nous contenterons généralement de visualiser la projection des
flots de renormalisation sur le plan (g, z).

L’allure des flots met en évidence l'existence de trois points fixes du
groupe de renormalisation définis dans 'espace a Y constantes de couplage.
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(A’) a une direction répulsive, (C’) en a deux, quant a (B’), qui est le point
fixe des branchements purs, il a une direction répulsive selon ’axe des z .

Enfin, pour en revenir aux points du plan (g, z), le point bicritique (C)
marque la séparation entre les points de la ligne critique qui sont attirés vers
(A’) et ceux qui sont attirés vers (B’). Nous identifions aussi le point fixe de
la gravité (A).

0.04 c’. \\\*1\C
0.02 /\ =
- ~———"_ B
0.1 0.2 0.3 0.4
B’ -X

F'1G. 4.10 — Projection des flots de renormalisation dans I’espace (g, z), avec
en abscisse —x et en ordonnée —g, calculés a 'ordre n = 5 en g et a ordre
Y =6 en T5. La ligne critique (en pointillés sur la figure) est approchée par
des constantes de couplage légerement en-dessus et légerement en-dessous de
cette ligne (% ~ 107*). L évolution de ces constantes de couplage sous I’ac-
tion du groupe de renormalisation est dessinée en trait plein : nous voyons
clairement que les évolutions de deux points tres proches de part et d’autre
de la ligne critique sont d’abord presque identiques (les lignes correspon-
dantes semblent confondues sur la figure), puis se séparent : d’un c6té de la
ligne critique, le flot est attiré par le point fixe gaussien (g,z) = (0,0), de
lautre, les constantes de couplage croissent (en fait, elles divergent méme
en un temps fini).
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A cet ordre d’approximation assez bas, nous obtenons g. = —0.087575(25),
ce qui fait 5% d’erreur sur le point critique de gravité pure. (Contre 1% avec
la méthode de [17]). Nous avons 18% d’erreur sur la valeur propre de gravité
(contre 5% chez [17]) et 13% sur la valeur propre du point bicritique (résultat
que l’on ne peut obtenir avec la méthode de "approximation linéaire).

Notre méthode nous renseigne donc sur les flots dans tout le plan (g, z),
qui était innaccessible par [17]. De plus, méme pour les grandeurs que I'ap-
proximation linéaire permet de calculer, notre méthode, apres extrapolation,
va s’avérer plus précise que cette derniere.

En effet, contrairement a [17] qui obtiennent de bons résultats dés le
premier ordre d’approximation (approximation linéaire) mais ne peuvent
pas aller au-dela, notre méthode converge plus lentement mais permet -
théoriquement du moins - d’aller aussi loin qu’on le veut dans le développe-
ment en g et T5.

Dans la pratique, cela se traduit par des calculs a différents ordres et
une extrapolation des résultats obtenus.

Par exemple, nous cherchons la valeur extrapolée de g., point critique
de gravité pure, ou n est I'ordre de développement en g :
n=2 g=-0.095415(5), n=3 g¢g= —0.090745(5),
n=4 g=—-0.088725(5), n=>5 ¢g= —0.087585(5)

(les résultats sur le point de gravité pure ne dépendent pas de V).
La valeur extrapolée est g. = —0.083325(5), sachant que la valeur exacte

est on a 0.016% d’erreur maximum !

_ L
12°
En extrapolant les diverses grandeurs cherchées de la méme facon, on
trouve d’une facon générale de bonnes valeurs pour la ligne critique : 0.016%
sur le point critique de gravité pure, nous venons de le voir, mais aussi
—0.50037 au lieu de —0.5 soit 0.07% d’erreur environ sur le point critique
des branchements, 0.02% et 0.5% sur le point bicritique.
Tous ces résultats soulignent ’efficacité de la méthode employée.

Cependant, le résultat le plus intéressant de notre point de vue est cer-
tainement la mise en évidence du point fixe (A), attractif dans la direction
de la ligne critique, répulsif dans I'autre direction du plan (g, z).

Nous pouvons trouver sa position sur le graphique (& Y = 6, n = 5,
(g,2) ~ (=0.079,—0.061)) et par extrapolation, une approximation de sa
position réelle (g,z) ~ (—0.072, —0.084). (A) se trouve, comme le prédisait
la conjecture, a x 4 strictement inférieur a z¢, et de la position de (A) découle
lallure générale des flots (N.B. : on aici une charge centrale conforme ¢ = 0).
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0. 094

0.092¢

0.4 0.5
0.088¢

0. 086+

0.084¢
<

Fic. 4.11 — Extrapolation de la position du point critique de gravité pure.
La valeur de gcpitigue converge en 1/n.
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Nous pouvons aussi trouver des valeurs approchées des exposants cri-
tiques, sachant que v = 2 — %, et que Yepqer vaut —% pour la gravité pure,
soit A = 0.8, et Yepaer = % pour le point bicritique soit A = 1.2.

Apres extrapolation, nous avons A = 0.7 pour la gravité, soit 12.5%
d’erreur & comparer au meilleur résultat (5% d’erreur) que 'on obtient a
I’approximation linéaire, tandis que nous obtenons 1.25% d’erreur sur la va-
leur propre du point bicritique, ce qui est plutét bon si on se rappelle que
les exposants critiques convergent plus lentement que les points critiques.

Nous avons ainsi pu comparer les résultats de notre méthode de groupe
de renormalisation a ceux des techniques exactes sur un modele sur lequel
on peut calculer exactement bon nombre de grandeurs. Nous avons de plus
pu vérifier la conjecture (existence de (A), allure des flots) sur ce modele
particulier.

A présent, nous allons voir que cette méthode peut s’appliquer aussi a
des modeles plus compliqués.

4.3 Généralisation a des modeles plus complexes

Le paragraphe précédent nous a permis de nous familiariser avec la
méthode de groupe de renormalisation et de constater son eflicacité sur
un exemple de modele & une matrice. Nous allons a présent nous attacher
a montrer quels sont les problemes qui surgissent dans des modeles plus
généraux et comment on peut dans certains cas les résoudre.

(i) La premiere étape de toute technique de renormalisation consiste a
écrire ’équation d’évolution de ’action initiale, en laissant a ce stade de coté
les équations du mouvement.

Nous pouvons montrer que I'expression des tr®%,,; en fonction de @, v,
et «a fait intervenir les facteurs : tr®”, v*®"~2v, et tout scalaire obtenu en
remplacant en nombres égaux des ¢ arbitraires par v et par v* (par exemple :
tr®%,, fait intervenir tr@®,v*®*v, (v*v)(v*®%v),(v*Pv)* et (v*v)?).

Nous savons intégrer sur v et ©v* un terme du type v*®"v, mais, pour
(v*®"v)? par exemple, il faut faire intervenir des champs auxilliaires o,
((0*®@"™v)? est alors remplacé par 2(v*®"v)o, — o2).

Nous voyons que, s’il est toujours possible d’écrire ’équation de groupe
de renormalisation, elle devient cependant vite compliquée. Dans la pratique,
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on préfere donc généralement se limiter & des termes en tr®, tr®?, tr®3, voire
trd,

Pour la vérification de la conjecture, cependant, il n’est heureusement
pas nécessaire de faire intervenir des puissances de ® trop élevées.

(ii) La deuxiéme étape de notre méthode consiste a écrire les équations
du mouvement, et grace a elles, a exprimer N% en fonction d’un nombre
réduit de traces (sur le modele précédent, nous pouvions tout exprimer en
fonction de puissances de tr®?). Il n’est pas évident cependant que nous
réussissions a resommer les équations du mouvement comme nous ’avons
fait tout a I’heure en introduisant f(z) :trﬁ.

Nous allons voir dans les deux exemples qui suivent comment nous pou-
vons résoudre la difficulté.

Cas du modeéle d’Ising en champ extérieur nul (modeéle & deux
matrices)

Ce modele, en terme de matrices, est défini par

tr(A? 4+ B?) tr(A3 4+ B?) trAB
V=—"5§y t9 738y fx

Les symétries du probleme permettent de I'exprimer en fonction des
matrices :
A 0 0 1
(I>_<0 B),et01_<10>.
trd? trd3 tro1®oy
Y — _
ot V=98 T93n ~ 7N

Notre méthode va nous amener a étudier le potentiel plus général :

trd? tro; oy trd3

de dérivées U et —f (qui est désormais une fonction des traces quadratiques

. s tr @2 tr o1 ®oy
en A et B) repectivement a “5x~ et —ILF7L,

Si Pon écrit de la facon la plus naturelle les équations du mouvement
du modele, leur resommation ne semble pas évidente. L’usage de quatre
changements de variables trés particuliers (le premier des quatre est ¢ —
D+ e _soup Pu(zl— Bo1/g+ ®)71P, ot Py (resp. Pg) est la projection
sur le sous-espace correspondant a A (resp. B)) permet cependant d’écrire
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’ . . , 1 . 5
une equatlon’ polyn’omla}e de degré 4 en tr(m) qui est l‘e?(pres—
sion resommeée des équations du mouvement. Nous pouvons alors utiliser la
méthode que nous avons décrite précédemment et obtenir "approximation

ci-dessous des flots du modele projetés dans le plan (53, ¢).

: 0
=005
=5,
-0.15

0.2

~0.25\)

B

Fic. 4.12 — Flots de renormalisation approchés du modele d’Ising en champ
nul.

Le modele d’Ising n’est pas un cas exceptionnel : on a pu resommer aussi
les équations du mouvement d’une chaine de matrices [65], tout au moins
sans terme de branchement. Ceci donne bon espoir de pouvoir appliquer
notre méthode aux modeles de ¢ — 1 qui nous intéressent.

Perspective

Nous voudrions achever de vérifier I’hypothése de [16] sur I’allure des flots
de groupe de renormalisation en fonction de la charge centrale conforme.
Pour cela, il faut trouver une suite de modeles de matrices dont la charge
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centrale ¢ — 1. Les modeles de chaines de k matrices, ot k& — oo, ou les
modeles de Potts-¢, lorsque ¢ — 4, sont de tels modéeles.

Les modeles de chaines de k& matrices, bien que déja résolus par des
méthodes exactes, sont cependant susceptibles de donner lieu pour k& grand
a des équations de groupe de renormalisation passablement complexes. Dans
le principe, il est possible de resommer les équations du mouvement, mais
la complexité des équations obtenues rend un important travail de simplifi-
cation nécessaire.

Dans la suite de cette these, nous nous intéresserons plutot aux modeles
de Potts. Cependant, plutét que d’aborder ces modeles difficiles sous 'angle
des méthodes de groupe de renormalisation, nous montrerons comment nous
avons pu les résoudre totalement et de facon exacte en utilisant uniquement
les équation du mouvement. Pour obtenir les informations supplémentaires
(allure des flots, position et évolution des points fixes en fonction de la charge
centrale conforme...) données par la méthode de groupe de renormalisation,
il faudrait aller plus loin : les résultats obtenus au cours de cette these sur
les équations du mouvement des modeles de Potts seraient alors un atout
crucial pour mettre en ceuvre les techniques développées dans ce chapitre.



Chapitre 5

Modeles de Potts sur réseau
aléatoire

Les modeles de Potts sur surface aléatoire font partie des modeles com-
plexes (de matrices qui ne sont pas couplées en chaine) qui ont poussé la
recherche vers la mise au point de techniques approchées de résolution. Nous
avons parlé dans le chapitre précédent des résultats que 'on peut obtenir
par la méthode de groupe de renormalisation. Cependant, dans ce chapitre,
nous allons voir comment on peut malgré tout résoudre ces modeles di-
rectement, de facon exacte, par la méthode des boucles. Ceci devrait nous
permettre d’ouvrir la voie & la résolution d’autres modeles complexes. De
plus, la résolution des modeles de Potts devraient aussi nous permettre de
mieux comprendre la barriere a ¢ = 1 puisque la charge centrale conforme
associée tend vers 1 quand ¢, le nombre de matrices du modele, tend vers 4.

5.1 Le modele

5.1.1 Le modéle de Potts sur réseau fixe

Il s’agit d’'un modele de spins sur réseau ou les spins peuvent prendre ¢
valeurs différentes (que l'on appelle aussi des “couleurs”) {o;}{_,. L’énergie
du modele est alors donnée par :

E=-J Y b0,
<4,5>

Ce modele apparait lorsqu’on cherche a décrire une grande variété de
phénomenes critiques : percolation, ferromagnétisme, monocouches adsorbées

71
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27] ...

La fonction de partition correspondante est :

7 = Ze%p

ou p est le nombre de couples de spins plus proches voisins de méme couleur,
k la constante de Boltzman et T la température, et ou la somme se fait sur
toutes les configurations de spins possibles.

F1G. 5.1 — Modele de spins sur réseau fixe (notons que ce-dernier pourrait
ne pas étre régulier). Les spins peuvent prendre ¢ valeurs différentes mais le
réseau est le méme dans toutes les configurations.

Le diagramme de phase du modele de Potts sur réseau fixe permet de
mettre en évidence une transition de phase de deuxieme ordre pour ¢ < 4,
correspondant a une théorie conforme de charge centrale ¢ < 1, avec ¢ = 4
correspondant & ¢ = 1; pour ¢ > 4, la transition devient de premier ordre.

5.1.2 Le modéle de Potts sur surface aléatoire.

Dans ce modele, les spins vivent sur une surface aléatoire : le poids d’une
configuration de spins sur une surface donnée dépend alors non seulement
des valeurs des spins, mais aussi de la taille et du genre de la surface.

En terme de matrices, on a :

9 3 2
tr @ tr @3 tr®,
SR = Y lgmt + 5t -8 S
i=1 i#j

et
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Fic. 5.2 — Modele de Potts sur surface aléatoire. Les spins peuvent prendre
g valeurs différentes et vivent sur des configurations de surfaces de tailles et
de genres variés. Ici une surface de topologie torique.

7= /d@l Cdd, e NTSURD

avec
d® = [ ] dR®: ;dS®; ; [ ] i
1< i

La taille N des matrices donne le poids respectif des divers termes topo-
logiques dans I’énergie libre : F' = —% In Z. Le poids pour une surface de
genre h est N™2", Les ¢ couleurs du modele sur réseau fixe correspondent
aux g matrices différentes du modele sur surface aléatoire. Avoir inclus dans
l’action des termes en tr ®° indique que chaque spin aura 3 plus proches
voisins. La constante de couplage ¢ est le poids associé a chaque vertex a 3
pattes, on a ainsi un poids ¢¥ pour une surface de taille v. Enfin, la valeur
de 5 indique la probabilité d’avoir 2 spins identiques cote a cote plutot que
2 spins différents.

Plus précisément, nous avons

s= 3 () (1) s

diagrammes

v = nombre de nceuds  aire de la surface
h = genre de la surface
p = nombre de propagateurs reliant 2 couleurs identiques
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On obtient en outre § = ¢ FT.

Quand =0, T=0 quand =1, T =00

5.2 Quelle technique utiliser ?

Deés que le nombre de matrices ¢ devient supérieur a 2, on est confronté
a un modele qui n’est ni une chaine, ni méme un arbre de matrices, et ou
I’on ne sait donc pas a priori intégrer sur les variables angulaires. Tant que
ceci est impossible, I’on ne peut pas utiliser la méthode du col ou celle des
polyn6émes orthogonaux.

En ce qui concerne 'usage de la méthode des équations du mouvement
(rappelons-nous que, méme pour la méthode de groupe de renormalisation,
les équations du mouvement sont nécessaires pour améliorer la convergence
des résultats), nous avons vu 3.3 que, dés que 'on a plus d’une matrice,
il n’existe pas a priori de relation de récurrence permettant de calculer la
résolvante du modele.

Nous allons voir a présent comment on peut contourner ces difficultés.
Une idée de V. Kazakov [53], appliquée aux modeles de Potts par 1. Kostov
[61], développée ultérieurement par J.-M. Daul [54] et, plus récemment par
P. Zinn-Justin [55], permet de transformer le modeéle de Potts en un modele
de matrices couplées en arbre.

5.2.1 Transformation d’un modele en boucle en un modéle
en arbre [53, 61]

Il s’agit de transformer ’ensemble de ¢ matrices couplées 2 & 2 en un
ensemble de ¢ matrices toutes couplées a une méme matrice centrale X.
Cela correspond a réécrire

7 = /d@l ..dd, e~ N2 So(®) B2, S tr @D

comime

7= /d(I)l...a@q X N IR+, So(@) VP T, 5

En effet, une intégration sur X dans la deuxieme fonction de partition
redonne la premiere expression. On peut alors en principe utiliser la formule
d’[48] pour intégrer sur les variables angulaires et résoudre le probleme.
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PR+ RO+ RO+ DD

OP+P+P+P) X - X
PO BD RS 3
2

Fic. 5.3 — A gauche modele de Potts-4 : nous avons 4 matrices couplées 2 &
2. A droite la réécriture du modele de Potts-4 sous forme d’un modele & 5
matrices couplées en arbre.

Nous allons maintenant rappeler brievrement les méthodes qui ont été
développées et les résultats qui ont été obtenus en se basant sur cette
réécriture de 7.

En 95, J.-M. Daul [54] obtint les exposants critiques des modeles de
Potts, pour ¢ < 4, avec Sp(®) = ¢ tgﬁs + t;]%f cubique, ainsi que la position
du point critique de Potts pour le modele de Potts-3. Il obtint aussi, dans le

cas général, une équation implicite pour une fonction reliée a la résolvante

du modele.

5.2.2 Principe de la méthode de [54]
Le modele de Potts-¢q sur réseau aléatoire se réécrit :
7= /dXe—N%trX2 1(X)"
en introduisant :
I1(X) = /dq)e—N(SgtrCI>3+%tr<I>2—\/Btr<I>X)

On peut écrire une équation du col pour la distribution de valeurs propres
de la matrice X, qui subit I'influence du potentiel effectif :

V=tr(X?-¢qlnl(X))

Cette équation est :
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2Rf(z) — 2+ quw(z) =0

pour x appartenant au support des valeurs propres de X, f(z) étant la
résolvante associée, et w(z) = +-2In .

De plus, on voit que les valeurs propres d’une des matrices ® subissent
l’action d’un potentiel dépendant de facon explicite uniquement de X (la ma-
trice X elle-méme subit ’action des autres matrices ®;). En supposant que
la symétrie du modele de Potts n’est pas brisée, on a ainsi une équation du
col pour la distribution de valeurs propres de chaque matrice ® (la symétrie
implique qu’elles ont toutes la méme distribution).

Cette équation s’écrit :

2R9(y) —gy* —y+C(y) =0

pour y appartenant au support des valeurs propres de la matrice @, g(y)

étant la résolvante associée et ((y) = %aa_y In.J

J(@) — /dXe—NtI‘(%X2—X<I>)I(X)q—1

[54] obtient ainsi deux équations du col couplées, permettant en principe
d’obtenir les deux distributions de valeurs propres inconnues.

Plutot que de résoudre explicitement ces-dernieres, [54] étudie les pro-
priétés analytiques de la résolvante généralisée :

1 1 1

F(Z’S):l_ﬁ<trs—Xz—¢>

Il obtient ainsi I’expression générale des exposants critiques, ainsi qu’une
équation pour une “résolvante” assez complexe, devant en principe permet-
tre de trouver les points critiques d’un modele de Potts général. 1l ne I'a
cependant résolue que dans le cas du modele de Potts-3, ou il trouve la va-
leur de g et de 8 au point critique.

En 99, P. Zinn-Justin [55] s’est intéressé a son tour aux modeles de Potts.
Il a étudié le modéle de Potts dilué (ou la matrice X a elle-méme une action
cubique) et a résolu ce modeéle dans le cas des modeles de Potts-1,2,3 et 4
dilués. 1l a obtenu non seulement les points critiques de ces modeles, mais
aussi une équation algébrique pour la résolvante dans le cas ot ¢ = 1, 2 ou
3.

Nous allons rappeler en quelques mots sa méthode.
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5.2.3 Principe de la méthode de [55]

Le modele de Potts dilué peut s’écrire

Z:/dAeNtr(—%A2+%A3) (/dBeNtr(_%B2+§B3+AB)>q

Ce modele est réécrit en terme des valeurs propres

q
7= [ Tdae = iet el (H AbiA[b] det[e Mo ] eV E _)
N . J

ot Ala;] et A[b;] sont les déterminants de Vandermonde pour les matrices
A et B respectivement.

[55] écrit alors les équations du col correspondantes, en faisant intervenir,
plutot que les résolvantes classiques

wp(b) :/wdy et wal(a) :/de

b—y a—x

les fonctions a(b) et b(a) ayant les mémes coupures que les résolvantes
ci-dessus mais inverses fonctionnelles 'une de Iautre [55].

En tirant parti de cette propriété, on peut obtenir des équations algébriques
pour les résolvantes des modeles de Potts-1,2,3, et 4 dilués, ainsi que les
points critiques correspondants.

5.3 Les équations du mouvement

La méthode que nous allons utiliser dans la suite de ce chapitre est
tres différente des méthodes de [54] et [55]. Nous n’allons pas utiliser la
transformation d’un modele de Potts en modeéle en arbre, ni la méthode du
col.

Nous allons montrer en effet que nous pouvons obtenir [2, 3], par la
méthode des équations du mouvement uniquement, non seulement les ex-
posants critiques et une équation implicite générale pour toute valeur de ¢,
mais aussi une équation algébrique pour la résolvante du modele pour toutes
les valeurs de ¢ = 2 — QCOS%TF avec [ et r entiers. La solution générale ne
fait pas intervenir de fonction algébrique, mais des fonctions elliptiques.

La méthode des équations du mouvement est d’autre part, nous ’avons
vu, un élément clé dans la mise en ceuvre des techniques de groupe de re-
normalisation. Cette méthode offre donc des perspective différentes de celles
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données par les méthodes précédentes. Notons que le cas ¢ = 2 avait été
résolu par cette méthode dans [63, 64]

5.3.1 Position du probleme
On s’intéresse ici au modele cubique, avec des termes de branchement :

S = Z—trq>3+¢(—trq>2 L > 9,0))
JF

:/dq>1 ddy e NS

U est la dérivée partielle de 1) par rapport a ﬁ tr ®2, et —3 sa dérivée
partielle par rapport a ﬁ tr Z#i D;P;.
Exemple : changement de variable et équation associée

Prenons d’abord, pour fixer les idées, I’exemple du modele de Potts-2 et
du changement de variable :

O = D) + €D, P D),
On utilisera la notation :
L <tr A>
ATVN

Réécrivons tout d’abord 'action S(®q, ®;) en fonction de @] et @, a l'ordre
lene:

S(@1, @2) = S(P), ) + €(gtozerar 0, + Utara,ar0, — Playaya;e;)
D’autre part, on a

00,5
8@’ = 5215]m +e Z P zlq)Qm]

et, par suite (seuls les termes diagonaux contribuent tant qu’on se limite a
lordre 1 en €), le jacobien

tr @)
14+ e(——= I

L’équation du mouvement correspondante est :

)2 +0(e)

2
9te28,8,0, T Ule,0,0,0, — Plaze, — 13, =0
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Cas général
D’une facon générale, on peut calculer AS et J dans le cas de Potts-¢ et
du changement de variable :

n

(I)i_>q)i‘|‘6q)a1---q)a

L’équation du mouvement correspondante s’écrit :

Ilo2a,, .. 0., T Ule,0a, . 00, — 5 E (o, 00, .00, —J =0 (5.1)
j#i

J est le terme issu du jacobien de la transformation, et fait intervenir
des traces contenant au plus n — 1 matrices ®. Par suite, dans I’équation ci-

dessus, le terme de degré le plus élevé en ® est le premier terme : 424 5
. . . 7 * . al/...- an
qui contient n + 2 matrices ®. Les autres termes sont de degre inférieur
ou égal a n + 1. Les équations du mouvement nous permettent donc de
calculer, en fonction de traces de degré inférieur en @, a condition de bien
choisir «q,...,a,, nimporte quelle trace pouvant se réécrire, moyennant

une permutation circulaire : tr;{\),?A ou A est une fonction quelconque des
{@}

Cependant, les termes d’ordre inférieur a n + 2 dans I’équation du mou-
vement 5.1 ne sont pas a priori de la forme tg24- Il n’existe alors pas de
relation de récurrence permettant de les calculer a leur tour en fonction de
traces de degré inférieur.

Ainsi, il nous reste a priori un nombre infini de constantes inconnues :
tous les

to,, .. ®a,

ol a; # ajp1 ¥V 0 <t < net oy, # .
Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment réduire ce nombre
de constantes inconnues.

5.3.2 Invariance par permutations circulaires des traces

Soit le changement de variables :
P, — &, + G(CI)Z'A — A(I)Z')

avec

A=d, ...0,

n
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Grace a l'invariance par permutation circulaire des deux premieres traces in-
tervenant dans I’équation du mouvement, les termes en g et U disparaissent,
alors que les termes en 3 sont a priori non triviaux. L’équation du mouve-
ment correspondante est alors :

—p Z(tcbi@]A —to,0,4) —J =0
J#

ou .J est d’ordre n en ®.

Ainsi, on peut trouver des équations du mouvement reliant entre elles
les traces “inconnues” mises en évidence au paragraphe précédent.

Nous allons montrer & présent que, sur 'exemple du modele de Potts-3,
il est possible de se ramener a un nombre fini de traces inconnues.

Nous verrons ensuite le cas général ou il reste un nombre infini de
constantes inconnues. Nous pourrons cependant réduire suffisamment leur
nombre pour, en ajoutant des considérations physiques simples sur la résol-
vante, résoudre totalement le probleme.

5.4 Exemple du modele de Potts-3

Soient les matrices

d 0 0 0 1 0 00 1
o= 0 @ 0 |,6,=[001],6_=[100 (5.2)
0 0 & 100 0 1 0

§ =04 +0_ et dy=1Id

Rappelons tout d’abord les notations.
On s’intéresse au modele simple de Potts-3 4+ branchements :

S =L 0P 4 (e tr &2, — tr BOBS)

3N 2N 2N
avec 8\1} 8\1}
5 R

et on notera :

1
Liviywinah = 377 (1003, B0, .. 5;, @)
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ol 1?1, ..., t, peuvent valoir +1, —1 ou 0. Cette trace n’est non nulle que si

n

D ik =0(3)

k=1

Rappelons qu’un trace est dite “d’ordre m” si elle contient m matrices
®. Par exemple, la trace ci-dessus est d’ordre k +n — 1.

5.4.1 Résolvante de Potts-3 avec termes de branchement

Calculons a présent la résolvante du modele. Soit :

1

1
Wiy..in = 3—N<tf5i1 c0iy ) (5.3)
non nulle ssi > i =0 (3).
tr 1
Ho=e <3_Nz — Q>>
est la résolvante habituelle.
L’équation du mouvement :
¢ — D4« (5.4)
Z J—
donne :
(U492 )w—U—gz—gte —w? —2Bw;_ =0 (5.5)
De méme, avec
1
b P4 e PS— 5.6
= O 0P (5.6)
on a I’équation :
2(U+gz)wie —(U+gz)to—gti—o —wwy —Pwyom —Pw___ =0 (5.7)
et on relie wy_ & wig_ et w___
L’équation du mouvement :
bbb (5.8)
€d_ .
- T
donne (wi_ = w_4 pour des raisons de symétrie)

gwio— + (U =Plwy_ —Pzw—c=0 (5.9)
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On peut donc calculer w,o_ en fonction de w,_.
Par le biais d’équations du mouvement similaires :
On relie :
Wo o AWyg— et w_g__
et Wiy dwyor—— et w__4__
On peut calculer
W_p—— et wigyr——, par suite il nous reste uniquement & calculer w__,__.

Calcul de w__,__

Ce calcul va s’effectuer en échangeant les positions de 4 et §_, moyen-
nant un changement de signe a chaque fois, par le biais d’une équation du
mouvement ou on soustrait des changements de variables différents et ou
on utilise l'invariance par permutation circulaire des traces. D’une facon
générale, on a :

PA(z— @) 'BO — A(z — )" BP?

qui donne

BwBs-a+wp_ya)—J =0

Plus précisément :

D O+ ([PS_PS_(2— D)1 D— 5_DS_(2— )17 (5.10)
donne

B F Wy —wo_gn —Wpgg—) — W Ftepwr— =0 (5.11)

Cette équation, dans la mesure ot nous connaissons wy_, wW___, w__g_ et

W_gt4—, permet de relier w__4__ dw_4___.
D O+ (PS_DS_DS_(z— ) — 5_PF_DS_(z — D)1 D?)

nous permet de relier de la méme fagon :w_4___ dwy____.
Nous pouvons aussi changer 3 6_ en 3 44 via :

D &+ e(PS_(2— D)L, PE_DE,L —F_ (2 — B) LI, DE_DEL D) (5.12)

ce changement de variable nous permet de relier wy____ & wi_y44, et
nous avons w4 _ 444 = w_y___ vu que les roles de d; et d_ sont totalement
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symétriques.
Finalement, nous avons :

Wege Fwog o = K(2) (5.13)

ot K (z) ne contient que des fonctions w,_ d’ordre inférieur aisées a calculer.
(Nous les avons calculées explicitement plus haut ou sommes capables de les
calculer grace aux mémes idées que précédemment et a des équations tres
similaires). Nous pouvons alors écrire une équation pour w_4___, et, par
suite, pour w__4__.
De cette facon-1&, nous avons un ensemble fermé d’équations : de w__4__|
on déduit wyq4_—, w___, wy_ ...et finalement la résolvante w elle-méme.
Nous obtenons une équation algébrique d’ordre 5 pour w(z). Nous noterons
cette équation eq(w, z) = 0.

Cette-derniere ne contient que 4 constantes inconnues (les roles des ma-
trices @1, ®y,et $3 sont bien siir interchangeables) :

1 1
tq> = ﬁ<tl’q)1>7 t_|__q> = ﬁ<tl’q)1q)2>

1 1
t_|__|__|_q> = ﬁ<t1’q)1q)2q)3>7 t_|__|___q> = ﬁ<tfq)1q)2q)1q)3>

5.4.2 Détermination des lignes et exposants critiques

Nous allons maintenant calculer la ligne et les points critiques du modele,
pour le cas U = 1+ % tr ®% et 3 constant. Les valeurs des parametres in-
connus sont fixées par la condition physique que la résolvante a une seule
coupure physique, qui correspond au support des valeurs propres de ®. On
peut alors calculer le comportement critique du modele.

La ligne critique issue du point critique de Potts (point critique sans
terme de branchement, i.e. a h = 0) est aisée a calculer. En effet, le com-
portement d’échelle de la résolvante est alors, en notant [a,b] la coupure
physique de w(z) :

1

w(z) ~(z—a)2 quand z ~ a et w(z) ~ (z — b)% quand z ~b  (5.14)

L’exposant correspondant v, est —%, ce qui correspond & une charge centrale

C=1

Plutot que de chercher a calculer la résolvante pour toutes les valeurs
des constantes de couplage, il est plus simple de se limiter au calcul de la
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résolvante sur la ligne critique ou la présence de I’exposant en g nous donne

des conditions simples sur les dérivées partielles de I’équation algébrique.
Si I’on porte sur un graphique eq(w, z) en fonction de w, les différentes

intersections wi(2),...,ws(z) de la courbe avec |’axe des abscisses corres-

pondent aux différentes déterminations de w (voir Figure (5.4.2)).
eq(w) eq(w)

77z, z=z

Wi w2z, wl=w2 w

Fic. 5.4 — Fusion de deux déterminations de w losque z = zg

En particulier, si la courbe est tangente a ’axe des abscisses, cela signifie
que deux déterminations de w fusionnent en z = zp, et w a une singularité
du type w ~ (z — Zo)%A + cste au voisinage de ce point.

Plus généralement, la fusion de n déterminations différentes correspond
a une singularité en (z — 2’0)%. Dans le cas générique, pour des valeurs des
constantes de couplage quelconques, w se comporte en puissance % au voisi-
nage des bords de la coupure, les valeurs des constantes de couplage étant
fixées par la condition qu’il n’y a qu’une seule coupure physique, correspon-
dant & deux valeurs de z : a et b ot deux déterminations de w fusionnent.

Pour obtenir w ~ (z — b)%A + cste, il faut que les 5 déterminations de w

fusionnent au méme point. Cela correspond aux 5 conditions

deq(w,z) 0 d*eq(w, 2)
w ST Qwt

Si on réécrit I’équation eq(w, z) = 0 en fonction de @ = w — wy (wp est un

eq(w,z) =0, =0

polynéme) :

QO° + Pyo® + Ps? 4 Pso 4+ Pro =0
ces conditions correspondent a Py, Py, Ps et Pig = 0 ainsi que w = wg quand
z = b, ot P,; est un polynome de degré 2j en z.

Pour avoir, avec A et B réguliers, w ~ (z—b) %A(Z)—I—B(Z)—I— éventuellement
7
des singularités d’ordre supérieur comme (z—0b)3, on doit ajouter des condi-
tions supplémentaires sur les dérivées des ;.
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Finalement, on doit avoir :

0Py, 07t Py,
do " e

{P2j7 j:2737475
simultanément nuls.
Ces conditions sont polynomiales et simples a résoudre.

Nou trouvons (rappelons que : U =1+ ht6N , ol h est la constante de
couplage de branchement) :

105¢3+4¢%=0
2480625 ¢? (=1 — 4c + 43c%) + 296100 ¢ (15+ 113¢) b — 692968 h% = 0
(5.15)
Remarquons que, quand h = 0 (pas de terme de branchement) Nous
retrouvons le point critique de Potts-3 :

c =

13 9T T \ v

Ce point critique avait déja été obtenu par [54], bien qu’il n’ait pas déterminé
I’équation algébrique a laquelle obéit alors (a U = 1) la résolvante.

2 — /AT \/W( 3—|-\/_)

5.5 Cas général

5.5.1 Définitions

On a:
q
:/HdMie_WS
=1
et
S = Z trM3—|—¢( trM2 —tr > MiM;) (5.16)

JF

ou les M, sont des matrices hermitiennes de taille N x V.

Les dérivées partielles de 1 par rapport & trM?2/(2N) et tr Z#Z» M;M;/N

respectivement sont U et ¢/2, et leurs valeurs moyennes seront notées U et



86 CHAPITRE 5. MODELES DE POTTS SUR RESEAU ALEATOIRE

c. Ce modele général se ramene au cas du modele de Potts sans terme de
branchement lorsque U = 1 et ¢ est constante.
Soient les functions :

VY(Z) = N {(tr =)
Wi(z) = Nt = M)
F(Z7Z/): %<t1’ 2—1]\4,‘ Z’—IMJ>
ﬁ’(Z7 Z/) = % %<U’ 2_1]\41 Z/_IM] Mk> + %<t1’ z’—lM,' 2—11\4] Mk>

Ces expressions ne dépendent pas des indices 4, j, k, pour peu que ¢ # j # k.
Par suite, F'(z,2’) et F(z,z') sont symétriques :

F(z,2) = F(¥,2) et F(z,2) = F(Z,2) (5.17)
On notera aussi :
f(z)=W(z)—g22+(c-U)z (5.18)
Rappelons que U et ¢ peuvent étre des fonctions quelconques des nombres
(R M7) et (- MiM;).

Les moments #j de la resolvante W (z) sont définis par le développement
en puissances de %

1 (2] tL
W(z)~;—|—z—2—|— —|—Zk_|_1—|— quand 2z — 00
et on définit :
c—U
u =
g

5.5.2 Equations du mouvement

Les changements de variable suivants dans Eq. (5.16) donnent les équations

du mouvement :

_ 1
- 0My = f

g(Z2W(2) =2 =)+ U(W(2) = 1) + e(g — DWW (2) = W(2) (5.19)

_1 1 1 1 1 .
o 5M2 - 2 |:Z—M1 ZI—MQ —I_ ZI—MQ Z—M1:| .

g (leF(Z7 2= ZW(z) - W(z))



5.5. CAS GENERAL 87

+ U(Z'F(z,2") - W(2))
+ c(2F(z,2") = W(Z'))
_I_

clqg—2)F(z,2") =W()F(z,27)
(5.20)

Nous allons montrer comment on peut éliminer F(Z, z'), et obtenir ainsi
des équations du mouvement n’impliquant que les matrices M; et M; (au
lieu de trois indices ¢, j, et k différents), puis comment on peut éliminer
a son tour F'(z,z'), pour obtenir ainsi des relations de récurrence entre les
traces de puissances d’une seule matrice.

Le principe est le méme que dans le cas particulier de Potts-3 : il s’agit
de soustraire des changements de variables différents :

en soustrayant Eq. (5.20) a I’équation obtenue en échangeant les roles
de z et 2/, et en utilisant Eq. (5.17) nous obtenons :

()~ FENF(2) = g (FW(E) = W) 4 W () = W) = alW (2) + ulW (<))
(5.21)

Si a présent nous choisissons 2’ tel que f(2') = f(2) et 2’ # z, nous avons
la relation :

(2 — W)W (2) = (z = W)W () + W(z) = W(') =0 (5.22)

Eq. (5.19) nous permet d’éliminer W, et on a alors une équation impli-
quant seulement f, z, et 2’ :

{ [(Z) = 1(z)

et —u—g9)f(2) =+ -z = 2—Qu(z+ ) + (1 - g)u* - 1
(5.23)

Cette équation est une équation non-locale, a priori compliquée, mais nous

allons voir qu’elle est suffisante pour obtenir f.

Etude perturbative

Nous avons, au voisinage de I'infini : f(2) ~ —g2?%, par suite I’équation
f(z) = f(#)) et = # 2’ admet la solution z/(z) telle que 2’ ~ —z au voisinage
de l'infini. On peut trouver le développement complet de z/(z) et on insere
cette expression dans I’équation Eq. (5.23).

On obtient :

gta+ (cq—gu)t;y = 0
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9*ta+ g(eq = 2gu)ts — gulcq = 2gults — g(gu’ + 2)li + c(1 - ¢) +gu = 0
. (5.24)
avec la notation t;, = (tr MF/N). Remarquons que, dans le cas général,

u et ¢ sont des fonctions de ty et t; 1 = tr M;M;/N. Cependant, on peut
exprimer ¢1 1 (grace a I’équation Eq. (5.19)) en fonction des ¢;, seulement :

clg—Dtia+gts+ Ut —1=0

Par suite, nos équations du mouvement nous permettent de réexprimer n’im-
porte quelle trace de puissances paires d’une des matrices M; en fonction de
puissances impaires seulement de cette matrice. Un tel résultat n’est absolu-
ment pas évident lorsqu’on considere les équations du mouvement dont nous
sommes partis et qui, a premiere vue, relient les puissances d’une matrice
donnée a des traces plus complexes impliquant toutes les matrices {Mj};]‘:y

Justifions a présent 'apparition de traces paires seulement a 'ordre do-
minant dans les équations du mouvement obtenues par développement per-
turbatif. Si nous écrivons le développement de f(z) :

fx)=—gz(z—uw)+1/24 Zti_l/zi

les coefficients des termes en 2~ dans I’équation : f(2')— f(z) = 0 s’écrivent,
comme 2’ = —z+u+...:

((_1)2 - 1) ti—1 + (_1)i_1 (l — 1) ti_ou+...= 0

Par suite, les équations du mouvement nous permettent de relier les
parties paires et impaires de f(z).

Ceci est suffisant pour avoir totalement f(z) & condition d’ajouter la
condition physique que f(z) a une coupure seulement dans le feuillet phy-
sique.

Soulignons pour finir que ces équations du mouvement, que nous avons
données dans le cas général d’un modele de Potts avec branchements seraient
un outil précieux pour toute tentative de résolution du modele par une
méthode de groupe de renormalisation.

5.5.3 Solution non-perturbative

Nous allons montrer ici comment ’équation 5.23 pet se réécrire simple-
ment sous une forme semblable & ce que I'on obtient pour le modele O(n)
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(modele de spins a n dimensions, ou de fagon équivalente, de boucles sur
réseau avec un poids n pour chaque boucle). On peut alors en principe la
résoudre exactement, et la solution générale fait intervenir des fonctions
elliptiques.

Correspondance avec le modéle O(n)

La fonction f(z) solution du modele de Potts-¢ possede, tout comme la
résolvante W (z), une seule coupure dans le feuillet physique, correspondant
au support des valeurs propres que 'on suppose connexe. 1l est cependant
parfaitement possible que f(z) posséde un certain nombre d’autres coupures
dans les feuillets non-physique.

C’est effectivement ce que 'on constate lorsqu’on étudie, par exemple,
le modele d’lsing (qui est aussi le modele de Potts-2).

/ feuillet physique

a b
a b > feuillets non-physiques

F1G. 5.5 — Modele de Potts-2 (Ising). Il y a 3 déterminations possibles pour
la résolvante. Dans le feuillet physique, on n’a qu’un seule coupure [a,b].
Cependant, dans les feuillets non physiques, on montre qu’il y a une autre
coupure (non-physique) semi-infinie.

D’une fagon générale, on verra que tous les modeles de Potts possedent
une coupure semi-infinie non-physique. Les manipulations qui vont suivre,
visant a remplacer f(z) par w(() dans 5.23, reviennent en fait & “déplier”
f(z) autour de cette coupure : on remplace la fonction f(z) singuliere le
long de la coupure [¢,o0[ par une autre fonction réguliere sur ce segment.
L’équation obtenue pour la fonction w(¢), qui ne possede pas de coupure
semi-infinie, est alors beaucoup plus “parlante” et aisée a résoudre que celle

pour f(z).
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Voyons a présent comment on s’y prend pour “déplier” la coupure semi-
infinie.

La fonction z'(z), telle que définie plus haut, vérifiant f(z') = f(2), est
une fonction involutive au sens des fonctions multivaluées. On a :

Z(Z(2)) ==
Soit zg un point fixe de cette fonction :
2 (20) = 20

fo = f(20) et C=vV/jo—rf

z, conxidérée comme une fonction de (, vérifie alors

et notons

w(C) =z(¢) + Em(fz —fo—(2-q)cu)
5.23 devient alors :
WH() + W (=0) + (2 = @w(Qw(=¢) = R(C) (5.25)

R(C) est un polynéme pair et de degré 4 en (.

Cette équation est semblable a celle obtenue dans le cas du modele O(n) :
il suffit de faire le parallele 2 — ¢ — n. Cependant, les exposants critiques des
deux modeles ne sont pas les mémes : en effet, la ou 'on avait la résolvante
du modele dans le cas O(n), nous avons a présent w((), qui est reliée a la
réciproque z((), avec (* = f — fo, de f(z), plutét qu’a la résolvante du
modele de Potts elle-méme.

Résolution de I’équation 5.25

Notons :

q=2— 2cos(vr) avec 0<r <1

et [a, b], avec ab > 0 la coupure de la fonction w(().
En écrivant R(¢ + ¢0) — R(¢ — ¢0) = 0, on obtient (lorsque ¢ appartient
a la coupure, —¢ n’y appartient pas) :
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(W(C+1i0) =w(¢ = 10)) (w(¢ +10) + w(¢ = i0) + 2 cos(vm)w(—()) = 0
pour tout a < { <b.
Par suite, nous avons I’équation :
w(C + 10) + w(¢ — i0) — 2cos(vm)w(—=¢) =0 (5.26)
Nous allons a présent étudier la solution de cette équation dans le cas
rationnel : v = % ou [ et r sont deux entiers premiers entre eux.
Cas rationnel

On définit les fonctions w — + et w_ :

wT wpt

wi(() =7 w(()+e 2 w(=()

Chaque fois que I’on traverse une coupure, w4 est multiplié par une phase
—eF¥TOn voit que le nombre de feuillets n’est fini que dans le cas ol v est
rationnel.

on a :

w-(¢) = wi(=C)

et on peut réécrire I’équation quadratique en w comme

wy (Qw-(¢) = R(C)

L’équation linéaire 5.26 devient

wi (¢ +10) = —e¥™w_(¢ —i0) w_ (¢ +i0) = —e~""w, (¢ — i0)

On définit ¢(() par :

wp(Q) = VRECEEE () = VR0
alors
() = Y Ecos9)
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vérifie alors I’équation :

ou T, est le polynome de Chebychev : T.(cos(¢)) = cosre.

L’équation ci-dessus nous permet d’obtenir, pour tout [ et r, une équation
algébrique en ¢ et w, et, par suite, en W(z) (la résolvante du modele) et z.

Le degré de cette équation dépend de la parité de r+1 : en effet, S est un
polynéme pair en ¢ quand r 4/ est pair, donc un polynéme en f = fo — (2.
Quand r 41 est impair, cependant, S est aussi impair et il faut donc prendre
le carré de I’équation ci-dessus pour obtenir une équation algébrique en f et
z.

On a finalement une équation de degré d en f(z) :

d=2r —1sir+1estimpair

d=r —1sir+1 est pair

Cette équation est facile a résoudre, selon les mémes principes qui nous
ont permis de résoudre 'exemple du modele de Potts-3, en particulier dans
le cas [ = r — 2. Nous donnons ci-dessous ’évolution du point critique (ici
la valeur de ¢ au point critique) lorsque ¢ — 4 soit une charge centrale
conforme qui tend vers 'infini.

On trouve, en particulier, dans la limite r — oo c’est-a-dire pour ¢ =4 :

9 4V3B+7) | 0ss6148

21 + 1672

Cerit =

1672
Gerit = mu(mﬂw) 3(3 4+ w2) =27 (57+167%)] ~ —0.0366283

Exposants critiques

Les points critiques des modeles de Potts-¢ correspondent physiquement
aux points ou les extrémités de la coupure physique et de la coupure semi-
infinie non-physique fusionnent : en terme de la variable {, I’extrémité de la
coupure semi-infinie, qui corespond a f = fy, se situe a ( = 0.

Quant a la coupure du feuillet physique, nous I’avons notée [a, b]. Ainsi,
lorsqu’on se trouve au point critique du modele, on a @ = 0. De ceci, et de
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Fic. 5.6 — ¢ critique en fonction de ¢, pour une suite de cas rationnels ou
q—4,ici g =2—2cos =21

r

I’équation 5.25, on peut déduire la valeur des exposants critiques du modele.
En effet, w s’écrit alors, au voisinage du point critique

w(¢) = C(—¢)* + partie réguliere

Toutes les valeurs de o ne sont pas compatibles avec I’équation 5.25. En
remplagant dans cette équation w({) par son expression au voisinage de
¢ = 0, on trouve la condition :

€T 1149 Cos(l/ﬂ')eim =0
soit

a=dv+1+2p avec p € Z

+nutl42p
2

w(@)~ (fo—f)
donne
fr~(z- cste)m

par suite, on a, comme on s’attend a ce que ’exposant de f soit supérieur

al f~ (Z—cste)i%rl7 soit
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5.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment la méthode des boucles
permet de résoudre de facon élégante des modeles de matrices couplées de
facon complexe : les modeles de Potts-g. Nous avons par cette méthode
retrouvé les exposants critiques du modele pour ¢ < 4, ainsi que le lien
entre les modeles de Potts et les modeles O(n).

Nous avons de plus montré que la résolvante du modele est la solution
d’une équation algébrique que nous exprimons, pour les modeles de Potts-3
(ce résultat rejoint ceux de [54, 55]) et Potts-oo tout d’abord [2], puis pour
le cas général des modeles de Potts-q avec ¢ = 2 — 2 cos(vw), v étant rationel
[3]. Ces résultats nouveaux soulignent l'efficacité de la méthode des boucles
qui est, en outre, une premiere étape importante avant toute utilisation de
la méthode de groupe de renormalisation.

Enfin, notre méthode, contrairement aux méthodes basées sur une é-
quation de col peut, en principe, se généraliser aux termes suivants du
développement topologique en puissances de %

Ce travail sur les modeles de Potts laisse donc la porte ouverte & de
nombreuses possibilités de travaux de recherche ultérieurs.



Chapitre 6

Modeles a plusieurs coupures
et limite N — oo

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux modeles & une matrice
dans le cas ou la distribution de valeurs propres du modele est non-connexe.
Nous verrons que, méme dans la limite N — oo, des comportements non
triviaux surgissent. Nous verrons aussi comment un calcul “naif” de ces
modeles ne permet pas de mettre en évidence ce comportement.

Il est possible, par des méthodes valables a N fini, comme la méthode
des polynémes orthogonaux, d’exprimer les grandeurs d’un modele de ma-
trices en fonction de V. En particulier, il existe, dans le cas bien connu d’un
support connexe de valeurs propres, un développement topologique en puis-
sances de % Par exemple, I’énergie libre F' = —ﬁln Z se réécrit sous la
forme d’un développement perturbatif : F' = F + %Fl + O(ﬁ)

Nous n’allons cependant pas nous étendre ici sur 'intérét des termes
sous-dominants dans le développement topologique. Les problemes que nous
allons mettre en évidence surgissent en effet des I’ordre dominant en %, et
s’appliquent au cas d’un support non connexe de valeurs propres, des que
I’on cherche a calculer des fonction de corrélation de valeurs propres comme
pc(xvy) = _%7 p($,y72’)

Les premiers travaux sur le sujet [31] ont mis en évidence un comporte-
ment semblable a celui que I’on a dans le cas d’un support connexe de valeurs
propres. Des travaux ultérieurs [32, 33, 34], cependant, ont montré qu’il faut
ajouter, dans le cas d’un modele & deux coupures symétriques, un terme
oscillant en (—1)"V dans la fonction de corrélation connexe & deux points
p°(z,y). Ceci montre qu’il n’y a pas, dans ce cas, de développement topolo-
gique a grand N. Des travaux plus récents [35] ont généralisé ce résultat a

95
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des coupures quelconques, donnant ’expression des polynémes orthogonaux
et de la fonction de corrélation d’un tel modele.

J’expliquerai ici le principe de la méthode semi-classique que nous avons
mise au point [4], qui permet a la fois de trouver la fonction de partition, les
polynémes orthogonaux et les fonctions de corrélation, et de mettre claire-
ment en évidence 'origine physique de ce comportement.

6.1 Le cas symétrique

Nous allons ici rappeler comment on peut obtenir la fonction a deux
points dans le cas symétrique, ainsi que la résultat de [34].

6.1.1 Rappels sur 'usage de la méthode du col dans le cas
d’un support de valeurs propres non connexe

Si
Z:/d@ e—N2trV(Q>)

on peut écrire
Z:i/IIdMedwz;wwkz#nmnﬁn
7
soit, sous forme continue, une action :

5= [ pVaA = [ pNptu) A - eldrd

ol p(A) est la densité de valeurs propres du modeéle.
Le calcul du col par rapport a chacune des variables A; dans I’expression
discrete nous donne :

‘o) L 1 _
V(Al) NZ)\]‘—)\i_O

Si, par contre, on veut utiliser ’expression continue, on minimise .S par
rapport a p avec la condition :

/p()\)d)\ =1

En introduisant le multiplicateur de Lagrange I', on a :
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soit

V(Z)—Q/p()\)ln|z—)\|d)\—F:0

pour z appartenant au support C des valeurs propres de la matrice.
Pour retrouver la relation habituelle, on dérive 'expression ci-dessus, et
on obtient :

V/(z) - 27?7?/ %CM =0

pour tout z appartenant a C.

Cette derniere expression ne suflit cependant pas, dans le cas d’un sup-
port de valeurs propres non-connexe, a trouver le col. En effet, on écrit, dans
le cas d’un potentiel de degré d et d’un support C comprenant k£ composantes
connexes :

w(z) = Vi(z) + M(z) Vo (z) ol degM =d—-Fk-1

(z—a;)(z—b;)

Q
X
I

Le support des valeurs propres étant donné par :
C = Ul [ai, by)

Le nombre d’inconnues (coefficients du polynéme M (z) et extrémités a; et b;
des coupures) est alors d+k — 1, tandis que le nombre d’équations est d. Par
suite, pour un support a plus d’une composante connexe, il nous manque
k —1# 0 équations.

Cette apparente insuffisance de la méthode du col pour obtenir le résultat
complet s’explique par le fait que la seconde relation s’obtient en dérivant
I’action par rapport a de petites variations de A;. Quand on a un support
en plusieurs parties, une petite variation de la valeur de A; ne permet pas
de faire passer une valeur propre d’une coupure a ’autre, donc de changer
le nombre de valeurs propres présentes dans chaque coupure. On n’a alors
qu’un col local, minimum de Paction pour un nombre de valeurs propres
donné.
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Pour obtenir le col global, on utilise la relation non dérivée, issue de petite
variations de p qui permettent de changer le nombre de valeurs propres de
part et d’autre. A la relation

Verp=Vi(z) — 27777/,0()\) In|z — AldA

constant sur chaque composante connexe du support, on ajoute la constance
du potentiel effectif sur tout le support.

Ceci ajoute k — 1 équations aux d précédentes (identité de Vzf sur la
i coupure et sur la i + 1i6m6)7 et on a donc a présent le méme nombre
d’équations que d’inconnues.

6.1.2 Forme de la fonction a 2 points : calcul classique

Soit
7 — /dq) 6_N2 tr V(®)

Avec la définition

ov(e)
v e
plz) = Va(l,:) et w(z) = / ;(_)\))\d)\
: _ e op@) pE(A 1)
o R U e T

p°(x,y) n’est non nul que si z et y appartiennent tous deux au support
des valeurs propres, que nous prendrons ici symétrique et formé de deux
composantes connexes seulement : C = [—b, —a] U [a, b] du modéle.

Comme on a
/p(x)dac =1

/pc(% y)dy =0

alors

d’ol

w(z,y) ~ 2 quand 2 — oo (6.1)
w(z,y este quand y — 0o
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D’autre part, w(z,y) n’a de coupure que quand z ou y appartiennent
au support des valeurs propres C.
La méthode du col nous donne I’équation

2Rw(z) = V()

soit Duo()
wlx
Roviy = a2’ Y
d’ot ) )
Rw(z,y) = §W

De la définition de w®(z,y), on tire que w® n’a pas de raison, pour z et
y hors de C d’étre singuliere en & = y.
Ceci signifie que

we(w,y) = %ﬁ(l _ NGy

avec

et N(z,y) polynéme symétrique en z et y tel que w(z,y) ait le bon com-
portement (w(z,y) ~ ;—2 quand & — oo) quand z et y grands et n’ait pas
de pole en z = v.

Ceci donne :

N(z,y) = *y® — (¢ + b)ay + a*b* + C(z — y)?

C' est a priori une constante indéterminée.

La partie connexe p°(z, y) de la fonction de corrélation des valeurs propres,
lorsque z et y sont d’ordre 1 (nous verrons plus tard que cette expression
n’est pas valable pour les corrélations entre valeurs propres voisines), se
déduit simplement de la discontinuité de w®(z,y) au voisinage du support
des valeurs propres. On a :

Py =55

Rappelons que

P, y) = NP — M) by — M) — (e — M) by = M)
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tant que | — y| = O(1), les positions des valeurs propres sont tres peu
corrélées, d’ol le facteur N? pour avoir une expression d’ordre 1. Deés que
e — y| = O(%)7 cependant, les corrélations changent d’ordre de grandeur,
d’ot la divergence qualitativement correcte dans 'expression ci-dessus de la
fonction a deux points.

6.1.3 Détermination de

La méthode du col nous donne :

/ V'(2) = 2w(z)dz=0
b
qui implique :

¢ 1

—— — 2w (x,y)dy =0
/b (x —y)? ()

Cette relation nous permet de déterminer la valeur de la constante C'.

On trouve [31] :

E(k)
K(k))

1
C=-5((a*+b") = (a+b)*
ou les intégrales elliptiques (k) et K (k) sont calculées pour

9 4ab

~ (a+b)?

Cette méthode du col est cependant tributaire d’un grand nombre d’hy-
potheses. En particulier, on a utilisé une représentation continue de la den-
sité de valeurs propres et on suppose qu’il existe un développement topolo-
gique a N grand.

[34] ont préféré utiliser la méthode des polyndémes orthogonaux qui, étant
valable pour tout N fini, n’est pas a priori tributaire de la supposition qu’il
existe un développement topologique en puissances de %

Apres avoir choisi un ansatz pour les P, (), et en utilisant les propriétés
d’unicité sur les polyndémes orthogonaux, ils ont trouvé la valeur de C'. L’ex-

pression asymptotique des F,, pour N — oo mais N — n fini, est :

cos(NC — (N —n)o+ x + (=1)"n)

ou
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272 — (a2 + b?)

cos2¢(N) = =)
cos 2j(\) = beos (A
A
i A
sin 2n(A) = EneA sm)\qb( )
La constante C vaut alors :
C=(-1)Nab

On voit que :

1) Cette valeur est différente de celle trouvée par la méthode du col.

2) Elle dépend explicitement de N, contredisant ainsi la supposition
qu’il y aurait dans le cas a deux coupures un développement topologique en
puissances de N.

6.2 Cas général

Les résultats précédents, en mettant en évidence une incompatibilité
entre les résultats obtenus par des méthodes de calcul différentes, posent
beaucoup de questions. Nous allons ici essayer d’y répondre en décrivant
notre travail dans le cas général d’un modele & deux coupures non symétri-
ques.

On va s’attaquer a ce probleme en utilisant la méthode du col. Cepen-
dant, au lieu de calculer I’énergie libre F' (pour la dériver par la suite par
rapport a V(z) et V(y) afin d’obtenir p°(z,y)) uniquement au premier ordre
en %, nous allons garder certains termes sous-dominants dans F. Nous ver-
rons en effet que ceux-ci, lorsque dérivés deux fois par rapport au potentiel,
contribuent a I'ordre dominant & p°(z,y).

Soit le modele

7 = /d@ e—NtI‘ V(CI))
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ou le potentiel V' (z) est un potentiel & deux puits.
On suppose que le support des valeurs propres est non connexe, donné
par
C =la,b]lU][c,d] a<b<c<d
Soient zq et x4, 1+ a2 = 1 les proportions de valeurs propres comprises
respectivement entre a et b et entre ¢ et d.

On a

= / p(A)dA
[a,5]

On peut, au lieu de calculer directement 7, calculer d’abord Z(n), ou le
nombre n = Nz de valeurs propres dans la premiere coupure est fixé.
On a alors

On peut écrire :

i i<j
et

N! E oo N, V(A 2
Z<">:m/ Hd/\i/E [T dr eV =e VOO T = M)

—% i<n i>n k<l

ol F est un nombre arbitraire compris entre b et c.
On montre alors que chacun des

Z(n) = ———7(n)
admet un développement topologique en puissances de %
En effet, on réécrit Z(n) comme une intégrale sur deux matrices différentes :
My de taille n X n, matrice carrée des n premieres valeurs propres et My de
taille (N —n) x (N —n), matrice carrée des (N —n) valeurs propres restantes.
Z(n) est alors :

~ 1
Z(n) = 70 O /d[Ml] /d[MQ] e~V tr (V(M1))=Ntr (V(M2))+2 tr In(M,QI-10M>)
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C'), et C'ny_, sont des constantes indépendantes de V.

On affirme que cette intégrale matricielle posseéde bien un développement
topologique en %, dans la limite N — oo. En effet, on effectue un dévelop-
pement perturbatif au voisinage du plus petit minimum de V' (celui compris
entre a et b) pour My, et au voisinage du plus grand minimum (compris entre
c et d) de v pour M;. On réorganise ensuite le développement perturbatif
obtenu selon la topologie des diagrammes de Feynman.

On a alors finalement
2\ % N
Y R W —F(V,N 1)
/= (F) N™12 nz_;e 1

ou chaque F'(V, N, z1) a un développement asymptotique

F(V7 N7$1) = ZNQ_QhFh(V7$1)

n=0

F,(V,z1) est une fonction réguliere de z; = ..

La dépendance en F s’exprime par des termes exponentiellement petits

du type
6—Ncste

et est donc non-perturbative. Elle n’apparait donc pas dans le développement
ci-dessus.

La méthode du col consisterait ici a remplacer la somme sur n par une
intégrale, puis a assimiler I/ = —% In Z, a ’ordre dominant quand N — oo,
a sa valeur au col que on notera z. :

F=1FIV, )
ou z. est la valeur de x1 pour laquelle Fy est minimale :

dFy

a—w(ﬂfc) =0

et Nz. n’est pas a priori entiere.

Or, ici, on a en fait une somme discrete sur n, et un calcul plus précis de
Z donne, en développant Fp au voisinage de z., et en remarquant que seules
les valeurs de n proches de Nz, contribuent (ce qui nous permet d’étendre
la somme a tous les n compris entre —oo et +00) :
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2

5 +oo e Nz2 82
7 = (2_7T> : N_%Q_N2F0(V7xc)e_Fl (Vize) Z e : 1\27 = aamgo (Vize)
N

n=—0oo

soit, a une constante indépendante de V pres :

1

1
F= _WIHZ = Fo(v7$c)—|-N2

[Fu(V, 2y (2 E ()~ s (N 1HO(557)

la fonction

+ oo

03(2) _ Z ei2n7rzein27'7r

obéissant aux relations de périodicité :
Os(z4+ 1) =65(z) ,  O3(z+7)=e TFHg(2)
Et avec
2w

= 882;72'0 (xc)

F est bien égale, a l'ordre dominant, a sa valeur au col Fy(V, 2.). Cependant,
dérivée deux fois par rapport a V(A) et V(u) pour obtenir p°(A, ), elle
devient :

J*F B 9 Fy Jdz, Oz,
COV(NIV () dV(NIV(n) V(M) AV (p)

[ln 03(Nz.)]"

On obtient donc

) = a0~ G g B (Vo)

En dérivant la définition de z. :

IF, -
8—96(‘/7 zc) =0

par rapport a V(X), on déduit
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dv. T dp(X) T Q

V() 2im dr 2w o(\)

ou () est une constante, et
a(A) = (A = a®)(\ =07

V/(\)=M s Gw(A i
w(A) = w ~ % entraine % ~ % Par suite,

Op _ O Myo 0wy _ Q
dxr Oz 2ixm Oz 2w _,/|g|

ol () est un polynbme qui ne peut étre que de degré 0 en A, soit une
constante.
On montre que :

Et, par suite :

c __ ¢ _ (C_a)(d_b) [IH(GS(N
PE(As 1) = plor (A, ) 872 (K (m))? a(A)

=
o
N
-
=
=
N

avec

et

K(m)= /2 ;dO
0 V1—msin?6

En terme de fonctions elliptiques, on peut réécrire :

1

pe(A ) = ~ 1 WIRO )]+ VIR, M) v exe(c— a)(d—b)sn*(K(m)(2Nz.+ 1))

(A=) [ (Mo ()]
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ex=1 si A€ Ja,b], =1 si A€ e d], et 0 sinon

La fonction sn?(K (m)(2Nz.+ 1)) est une fonction paire de Na,, pério-
dique de période 1, et qui varie entre 0 et 1. Par suite, la fonction a deux
points ne dépend que de a, b, ¢, et d et de la partie fractionnaire de Nz,
soit de la distance a une valeur entiere du “nombre” Nz, de valeurs propres
au col dans la coupure [—b, —a]. Cette fonction est une fonction périodique
de N si z. rationnel, ou quasi-périodique sinon.

Dans le cas symétrique, on a d = —a, ¢ = —b et on retrouve bien le
résultat de [34].

Polynémes orthogonaux

On trouve de la méme facon les expressions des polynémes orthogonaux.

Pour cela, il suffit d’utiliser la représentation intégrale (voir références
[39, 42]) :

[ dMyy det(A — M) emN VM)
- fdMan e—Ntr V(M)

ol l'intégrale se fait sur des matrices hermitiennes M de taille n x n.

Ba(A)

Pour obtenir Iexpression asymptotique de P, quand n — N = O(1), il
suffit de réécrire P,()\) comme le rapport de deux fonctions de partitions :

Fa(3) = Z(V +6Vy)
SVi(M) = N; "y ()
et
SVo(M) = —%ln(z Y

et de calculer celles-ci par la méthode utilisée précédemment.
N—n

On peut introduire les petits parametres t; = et ty = %, et dériver
I’expression de la fonction de partition par rapport a tq et ts.
On trouve alors :

Pa(N) =/ (Vpa(u(N)) e o ®
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avec

P = e N e+ 2N — m)us)fr (0 — ) \ B (0 — )

ou C, et A sont choisis de fagon a ce que P, (\) se comporte en A™ pour
A grand.

Ceci est le résultat dans le cas ou A se trouve en dehors des coupures :
A ¢ [a,b]U e, d].

Si A se trouve sur les coupures, cependant, la méthode du col met en
évidence ’existence de 2 cols qui contribuent au méme ordre dans le résultat.

P, () est alors donné par une somme de 2 termes :

Pn()\) _ C\/J[pn(u)e_iN” [ o(z)d= + iPn(_u)eiNW n p(z)dz]eg‘/(/\)
avec

O = Ve~ 3V@ =N [ (w(z)=1)d=

Relation de récurrence

Les polynémes orthogonaux doivent vérifier la relation de récurrence :

En divisant ’équation ci-dessus par F,, et en ajustant les poles dans le
membre de gauche afin d’obtenir une fonction bi-périodique sans pole, done
une constante, on obtient la valeur de «,,. Enfin, on ajuste aussi 3, de facon
a ce que cette constante vaille bien 0.

On obtient :
=~ D)2 + 4(d b)(1 S0y
o= 35 ((@=a) = (=0 +ald = a)(e =1 - m) S22
et
(a+d)— (c—b) d—b
ﬁn - 2 d—c dn2(acn—uoo)
I+= (1-m)Sn2(wn—uco)

avec
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On voit que, dans le cas général, a,, et 5, oscillent en fonction de z,.
Les extrema des courbes sur lesquelles ils oscillent sont :

d—a—c—l—b<@<d—a—|—c—b
4 - - 4
d4+a c¢c—-1b d+a c¢c—-1b
— < <
2 2 < B s 2 + 2

Dans le cas d’une distribution a une coupure, /o, est la longueur de la
distribution de valeurs propres, tandis que 5, en est le centre.
On retrouve ici des résultats similaires, puisque la borne inférieure de «,

est la taille de la distribution, et 3, est centré sur d‘; .

Noyau K (A, i) et fonction de corrélation de valeurs propres

On déduit des polynémes orthogonaux ’expression du noyau K (A, p)
défini par

1 N-1
KA p) = N Z U (M) n (1)

et a partir duquel on peut obtenir toutes les fonctions de corrélation des
valeurs propres par

NN .
RN()\l, ceey )\N) = W det |K ()\Z'7 )\])|
On a, avec u = u(A) = fA % et v = u(p), en supposant que A et

appartiennent a [a, b]U [c, d] :

(Nae + €u = Ktoo)03(Nae + 10+ Ktloo) _ Nin(ec(\)bnc()
b1 (et — Kuo )01 (v + K )

KOww) = fluw) S nya

e,m,k=%1
avec
Fluy0) = VU0 (14— 11 )01 (U 4 o0 )01 (v — oo )01 (v 4 o)

NO(u—v)b(u+v)

et
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On retrouve, dans le cas ou A—p est d’ordre 1, le régime des corrélations a
longue distance entre valeurs propres p(A, pt) trouvé précédemment, & condi-
tion de “lisser” les oscillations.

Quand au régime courte distance : |A — | ~ O(3), on trouve la fonction
de corrélation universelle bien connue

sin Nwp(A) (A — p) ) ?
Nep IO 70

Ra(A, 1) ~ p(A)p(p) (1 - (

6.3 Cas a plus de deux coupures

Le calcul de la fonction de partition du modele dans le cas d’une distri-
bution de valeurs propres a k coupures se fait selon les mémes principes que
précédemment.

On a un support C = CyU...UCk et on définit, cette fois-ci, les variables
Tly.e..,Tp_1, T avec Ty + ...+ xp = 1 caractérisant les proportions de
valeurs propres présentes sur chaque coupure. On introduit aussi le vecteur
X = Z1,...,2; L’énergie libre admet a x fixé, comme précédemment, un
développement topologique en puissances de % Pour obtenir I’énergie libre

totale, on somme sur le vecteur n = Nx et on a :

7 Ze—N2F0(V,ﬁ)—F1(V,n)

n

soit, en notant z{,...z5_, les valeurs au col des z4,..., 2y,
C 1 C C 1
P = Fy(V,x%) + W(Fl(v,x ) = In(6(Nx°,7))) ‘|‘O(m))

ol 0 est le fonction theta de Riemann en genre k — 1 définie par :

O(Z, 7_) _ Ze—NT2(n—z)7_1(n—z) — Zemnﬂ'ne—%wnu

n n

7 est la matrice (k — 1) x (k — 1) définie par :

L= —xC
i T 9z, <X
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Les fonctions de corrélation générales et les expressions des polynémes
orthogonaux se déduisent, comme dans le cas & 2 coupures, de la valeur de
I’énergie libre F'.

Ce dernier travail met en lumiére un certain nombre de subtilités appa-
raissant, dans la limite N — oo, dans le cas des modeéles a support de valeurs
propres non-connexe. Nous avons montré comment on peut calculer I’énergie
libre d’un tel modele, et en déduire les polynémes orthogonaux ainsi que les
fonctions de corrélation de valeurs propres.

Notre méthode met en particulier en évidence le role du caractere dis-
cret des valeurs propres dans ’absence, a N grand, d’un développement
topologique en puissances de ﬁ On trouve en effet une dépendance quasi-
périodique en N, ou le résultat ne dépend, dans le modele a deux coupures,
que de la partie fractionnaire de Nz, (z. = proportion de valeurs propres
au col dans une des coupures). Nos résultats se généralisent aux cas a un
nombre quelconque de coupures ainsi qu’au cas des potentiels complexes. On
espere pouvoir les appliquer aussi dans le cas d’autres modeles plus généraux
encore, comme les ensembles symplectiques ou orthogonaux ou les modéeles

a plusieurs matrices.
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Conclusion

A travers cette these, nous avons avancé dans la compréhension des
modeles de matrices dans la limite planaire (N — o0).

Sachant que, par I’étude des flots de groupe de renormalisation, on espere
mieux comprendre pourquoi aucun des modeles de matrices résolus jusqu’a
présent ne correspond a une théorie de gravité quantique avec de la matiere
de charge centrale conforme supérieure a 1, nous avons tout d’abord tra-
vaillé & améliorer les techniques de groupe de renormalisation. Nous avons
ainsi réussi a diviser par plus de 50 l'incertitude sur la position du point
critique du modele cubique, et & assurer la convergence de méme qu’une
bonne précision sur les exposants critiques. Nous avons aussi travaillé sur
le modele d’Ising et obtenu, la encore, une meilleure précision que les tra-
vaux précédents. L’étude des flots de groupe de renormalisation que nous
avons obtenus jusqu’a présent concorde en outre avec I’hypothese décrivant
I’évolution des modeles de matrices avec la valeur de la charge centrale
conforme, et selon laquelle on ne pourrait pas retrouver un véritable modele
de gravité avec matiere a ¢ > 1 & partir d’un modele de matrices. Il de-
vrait étre possible, en continuant les travaux sur la méthode de groupe de
renormalisation, et en particulier en 'appliquant a des suites de modeles de
charge centrale conforme ¢ — 1, de finir de vérifier cette hypothese.

Nous avons aussi montré comment, par la méthode des boucles, on peut
résoudre totalement les modeles de Potts-¢ sur réseau aléatoire, bien que les
matrices soient alors couplées de facon complexe. Nous avons ainsi généralisé
les résultats obtenus précédemment pour ¢ = 1, 2,3 et 4. Outre 'intérét en
soi de ces modeles (en particulier, la charge centrale conforme tend vers 1
quand g — 4), les techniques utilisées ouvrent la voie a la résolution d’autres
modeles de matrices non couplées en chaline.
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Enfin, nous nous sommes intéressés aux calculs des fonctions de cor-
rélation de niveaux d’énergie des modeles de matrices. Nous avons étudié
plus particulierement le cas d’un support non-connexe de valeurs propres et
montré que la contradiction entre un traitement “naif” de la limite N — oo
et la solution obtenue par des méthodes de polynémes orthogonaux vient du
caractere discret des valeurs propres. Nous avons montré comment on peut
obtenir les expressions de ’énergie libre, des polynomes orthogonaux, et des
fonctions de corrélation, par une méthode simple et physiquement parlante.
Nous espérons enfin pouvoir généraliser tous ces résultats a des ensembles
de matrices différents, comme les ensembles symplectique ou orthogonal.
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Abstract

We develop a method to obtain the large-N renormalization group flows for matrix models of
two-dimensional gravity plus branched polymers. This method gives precise results for the critical
points and exponents for one-matrix models. We show that it can be generalized to two-matrix
models and we recover the Ising critical points. (© 1999 Flsevier Science B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

Random matrices are useful for a wide range of physical problems. In particular, by the
means of Feynman rules, random matrices can be interpreted in term of two-dimensional
surfaces, which themselves are related to two-dimensional quantum gravity [1]. 2D
quantum gravity models can be coupled to matter fields, with a non-zero central charge
C'. In term of matrices, this leads to consider multi-matrix models, which, studied near
their critical points, in the scaling limit, allow one to recover a continuous theory.

Some of the random matrices models have been solved exactly [ 2] and the continuous
limit one recovers in the neighbourhood of their critical points has been related to C' < 1
quantum gravity models. Although the behaviour of ' < 1 models is well understood,
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exact methods have not been able to solve C' > 1 models yet. There 1s a “C =1
barrier”, which prevents us from using C' > 1 matrix models as a tool to understand
C > 1 two-dimensional quantum gravity.

Whereas exact technics are unable to deal with C'> 1 models, an approximate method
is likely to succeed better. In 1992, Brezin and Zinn-Justin [ 3] introduced a new method
to solve random matrices models: the large- N renormalization group (RG), where the
rescaling parameter N is the size of the matrices. Integrating over part of the matrices to
reduce N one obtains a RG flow in the space of actions. Fixed points should correspond
to critical points of matrix models in the large- N limit and the scaling dimensions of
operators give the corresponding critical exponents. For instance, the scaling dimension
Ap of the most relevant operator is related to the “string exponent” 7, by the relation
Vs =2 — Q/AO

While the large- N renormalization group method was introduced to study directly
C > 1 models, its application to already solved ( by exact methods) €' < 1 models is
also useful. Indeed, in [4] it was argued by one of the authors that the understanding
of the behaviour of the flows for C' < 1 models would throw light on what happens
at C' > 1: taking into account “branching interactions” in matrix models, it is expected
that in addition to the gravity fixed point there is another fixed point ( corresponding to
the “branching” transition between 2D gravity and branched polymer behaviour). The
value of the critical exponents when C' — 1 (known from the exact solutions and KPZ
scaling) support the conjecture of [ 4] that at C' =1 these two fixed points would merge,
and that there would be generically no gravity fixed point for ' > 1 models.

In this paper we develop the large- N RG method in order to study precisely matrix
models for 2D gravity 4+ branched polymers. We shall describe first in Section 2 the
renormalization group method as 1t was introduced by Brezin and Zinn-Justin, and the
improvements made by Higuchi et al. [5] . using the equation of motions. Then we
explain why these methods are not sufficient to study our class of models. We show
in Section 3 that the linear approximation of [5] is not sufficient and we propose
a method to go further, and we apply it to the one-matrix model. The method still
requires numerical analysis, which i1s performed in Section 4, where the resulting RG
flow equations are analysed and the results of the method are compared to the previous
results of [5] and to the exact results. Finally in Section b we shall consider the
generalizations of our method, in particular to the Ising plus branched polymer two-
matrix model.

2. The renormalization group for matrix model
2.1. General idea

We shall consider a matrix model for gravity plus branched polymers. The partition
function is
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7z :/d@ e_NQV(@, @ hermitian matrix N x N, (1)
where
h 1 on
O)=TB+ghi+ =1  TL=—=tr|—|. 2
V(@) =B +gli+ 517, Nf[n} (2)

In Eq. (2) g is the gravity coupling constant and h is the branched polymer coupling
constant. This model can be solved exactly, thus it should be a good test of renormal-
ization group methods. When h is equal to zero, it is the pure gravity model that was
considered by Brezin and Zinn-Justin in [ 3] when they first tested their renormalization
group (RG) method. The general idea of RG is to start from the potential V(®') for a
N x N matrix @ with N =N+ 1, and to integrate over the last row and the last col-
umn of the matrix, leading to an effective action V' for the N x N remaining matrix &.
Performing a linear rescaling of @ (wave-function renormalization) to keep the tr($?)
term unchanged one obtains the renormalized action V(@) + N_1AV(<Z5) and the RG
flow equation in the space of action N%V =AV.

In [ 3] it was shown that at order ¢* the action (2) (with h =0) stayed closed (up to
a additive shift corresponding to a tr( 1) operator), i.e. no new operators were generated
by the RG. The corresponding beta-function for ¢ was found to have a zero for g < 0,
corresponding to the critical coupling where pure gravity scaling is recovered. However,
at that order the first numerical result of [3] were only very qualitative, since the error
on the critical coupling itself is of order 100%. This method was then developed further
by several authors [ 6] .

Shortly after, Higuchi, Ttoi, Nishigaki and Sakai [5] improved the RG method by
using the equations of motion of the matrix model (the so-called loop equations) to
eliminate some of the new operators which appear in the RG transformation at higher
orders in ¢. They first considered the pure gravity model with cubic action

V(@) =T + ¢T3 (3)
and showed that in the planar limit, the RG equation for the free energy F(g) can be
written as

NaF—I—QF—G( IF/ bg) (4)

aN - g’ g )

where G is a non-linear function of g, the gravity coupling constant, and of 9F/dg = (13).
This is a non-linear differential equation, at variance with the standard RG equations
which should be linear and of the generic form given in [ 3]

oF oF

NaTV—ﬁ(g)a—ng'r(g)F:T(g) (5)

(where y(g) and r(g) are regular functions in ¢). In order to obtain a standard renor-
malization group equation the authors of [ 5] truncated G(g, 0F/Jg) to the first-order
in dF/dg. For this problem this approximation is in fact quite good. The results they
obtained for the cubic action (3) are a 0.2% error for the value of the critical coupling
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and a 2.5% error for the eigenvalue corresponding to the string critical exponent 5.
Moreover, they have generalized this method to a one-matrix model with two couplings:
9313+ g4’Ti + T3 and also to the Ising two-matrix model, with in both cases results quite
close to the exact results. In particular for the quartic action (gs =0) the relative errors
on the coupling and the eigenvalue are 1% and 5%.

Nevertheless, the linear approximation method has only been applied up to now
to gravity models without branching interactions. The case of gravity plus branched
polymers, which are the models one has to consider if one wants to verify the scenario
of [4], would be more difficult to treat. One would have to introduce 0F/8h, partial
derivative of F' with respect to h, and linearly develop the equations in OF/0h and 0F/ dy.
Moreover, the success of the linear approximation method of [ 5] may be attributed to
the fact that the value of the critical coupling for pure gravity, g. ~ —0.22, is in fact
quite small, since the corrections to the linear approximation turn out to be of order ¢,
and are therefore small. For branching interactions, we expect that this will not be the
case. Already for the pure branched polymer model (¢ =0, z < 0) the critical point is
h. =—0.5, thus we can guess that the estimates for the general critical points would be
far less precise than those for the pure gravity critical point.

2.2. Equations of motion

Since in this paper we shall also use the equations of motion to write RG equations
for matrix models with branching interactions, let us briefly recall the general idea.
Tf one starts from a simple action V' such as (2) (which depends only on the two
operators T and 73) one obtains a variation AV which is a function of all the 73,
for any n. To take all these terms into account, one can try to write the action of the
renormalization group on the most general partition function. This leads to expressions
with an infinite number of terms which must be truncated in some way. However, we
know no general and natural truncation scheme, and the simplest truncations lead to a
very slow convergence for the value of critical points, while the estimates for the critical
exponents do not converge at all! This can be shown explicitly on the simple example
of the pure branched polymer model with action V(@) =T5 + %EZ (which 1s in fact a
vector model) as discussed in Appendix A.

Nevertheless one must realize that not all the operators are independent. One is free (in
perturbation theory) to include in the RG transformation a non-linear reparametrization
of the field variable (i.e. the matrix @) in the partition function, of the form

O—0+c(0). (o) =N Y AL{T) o (6)
k
This induces an additional variation in the effective action of the form
_ N 0e(P)
SV =€(9) - % (7N

This variation does not change the physical content of the RG equations, since (6V) =0
where (...) denotes the “vacuum expectation value” (ve.v.) Z7! [d®(.. eV,
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these are the quantum equations of motion of the model, which express the relations
between the v.e.v. of the traces. This (unphysical) arbitrariness in the RG equations is
known as the problem of the “redundant operators” [ 7] . The idea is that one should use
the equation of motion to simplify the expression of the RG equations and to reduce the
number of operators and of coupling constants involved in the RG flows. This is what
has been done in [ 5] to reduce the RG equation to the form of Eq. (4). In Appendix A
we show how the method applies to the simple branched polymer model.

We are now going to introduce our method, which aims at calculating the renormal-
ization flows of gravity plus branched polymer models.

3. Our method
3.1. The action of the renormalization group

We are now going to explain our method on the example of the one-matrix model:
V(®) = gTi + T + 41F (More general cases as the Ising plus branched polymer
model will be considered in Section 5 and we shall discuss then the generalization
of our method). As the use of the equations of motion does not allow us to put the
renormalized action exactly in the same form as the action we would like to study, we
are going to consider a slightly more general model:

V(®) =4(12) + 9L, (8)

where 9 is of the form
v=3 2 (9)
5=l

with by =1 and hs =h. We are going to show that when the renormalization group acts
on this model, the renormalized action can be put in the same form, with a renormalized
1 and a renormalized ¢, and hy always equal to one.

In the following we denote U the derivative of ¢

o

— =U(1T). 1

o =) (10)
We start from

& — D v
R

an (N+1) x (N+1) hermitian matrix, ¢ is an N x N hermitian matrix, v is a vertical

vector, and « a real number.
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can be rewritten, to the first-order in 1/N, separating the variables @. v, v* and «, as

/ d® dv dv* dovexp [N2 (V(@) + %AV(@))}

with

044 2 (U*U)Q

AV:gﬂ—FQd)—TQU—i—gT—FU%—i—v*(U—I—gaz—Fga@—i—g@Z)v—l—gT.
(12)

Let us introduce first the auxiliary field o and rewrite the part of the integral containing
the variables v and v* as:

2
1 :/dvdv* exp [—N <v*(U+ ga’ 4+ gad + gd* + go)v — g%)] . (13)
By integrating over v and v*, we obtain
N S G | 2 )
I =exp|—N 95 +Ntr[ln(U+ga + ga® + gd* +go)] || . (14)

We then can use a saddle point method and minimize this expression with respect to o .
We find an implicit equation for the value o, of o:

U+ gos+ gP2 + gad + ga?

gy =(1/N) n«[ J ] (15)

We now have to integrate over «. This can also be done by using the saddle point
method. The do,/da, terms disappear thanks to Eq. (15), and the saddle point o
verifies

—0. (16)

1
gat + Ua, + —tr

29as + gP
N

U+ ga? + ga,@ + go,

Then we can rewrite, where {...) means that the average is done over @,

7 4 2 2
N+1: exp |—N gﬂ—l—?l/»‘—TQU—Fg%‘Fg%‘FA_g& (17)
Zn D) 2
with
A=(1/N) tr[In(U + ga? + ga,@ + g&° + go,)] (18)

and use the factorization property which is valid in the large- N limit {(AB) = (A){B) +
O( N~2) to express the variation of V:

% . ‘ <a5>4 <a5>2
<N8_N> —<g7?1 + 2v — 7“2(]—1—97 + 975~

st 0+ gl 4 alodo + g0+ ato)] 0T ) (10
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From the saddle point equation on ay, and the parity of the action which leads to
(tr®) =0 we immediately see that (a;) =0 is a solution of the averaged saddle point

equation.
Thus
av 1 o?
<—Na—N:gﬂ—|—2¢—TQU—FNtr[ln(U—I—gUS—Fg@z)]—97> (20)
with
1
(05>:<Ntr(U—|—g0'5—|—g@2)_1>. (21)

3.2. Equations of motion

As discussed in Section 2.2, one should use the equation of motion and the freedom
to add redundant operators to the RG transformation to simplify the flows. We now
express the equations of motion. The change in variables & — @ + ¢®?*! n > ( leads
to the equation of motion

(042 9wy + (04 1) Uiy 23 (09 Ty ) =0, (2)
7=

where the 7, are defined as in Eq. (2),

1
nT, :Ntr(én). (23)

We introduce the function f(z) which is the generating function of the (75,). f(

z) =
+{tr === (this function f is almost the resolvent of the model). Using Eq. (22)

f(z) can be rewritten

+Uz) + +U2)?2 —42%(g+ Uz + 29152
z
Noting that
(a):<ltr[(U—|—g0 +g@2)_1]>: L f( 9 ) (25)
’ N ’ (U+go,)” \U+ go,
we Immediately find that the solution of the above equation is
(os) =2(T3). (26)

Integrating f, we also have

—g/(U+tgo:)

(e +go+oon] ) =@y + [ IEa) e
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Finally. denoting

PR
vz)”

we obtaln

v =(2BU) (28)

ov T x?
— N—=¢Ti+2¢+1InU - = +1n(1— =
< gy 9L+ 20 +1n 5 TIn(1—pz) +p5

P
T—pe

+/dzZ—P—QZZJr\/(Z—p)2—422(z—fj"’zx)>~ (29)

—2z3

This expression, if expanded in powers of Tz, contains a linear term in 73: nOhy/ON (we
recall that ¢ (13) :E;; 21_jthzj). We would like to keep hq equal to one. This is
possible if one subtracts the coefficient of 73, multiplicated by the expression appearing
in the first equation of motion: 4¢7;y + 275U — 1. Then we finally obtain a renormalized
action exactly in the same form as the original action.

Beyond this point, we shall suppress, for simplicity reasons, the (...} in all our
expressions. Indeed, Eq. (29) means that if we replace NOVON in Zy41 by the right-
hand part of our equation, the result will be the same.

4. Numerical analysis
4.1. Bxpansion of the integral

We now have obtained a renormalization group equation containing only linear terms
in Ty and powers of Ty. So, starting from the action ¢7) + ¥(73) (with ¢(73) =
T+ %TZZ + ...), we can write (at least in principle) the equations for ndg/ON and
NOW /ON: we just have to expand the above expression in powers of T3. This method,
however, leads to very complicated expressions with many non-trivial integrals depending
on the parameter g. To be able to treat our expression easily, it 1s better to expand it
first in powers of p (p is of order g, as U =1+ k73 + ... is of order one). The last
integral in Eq. (29) is then also expanded in powers of z, and it remains to expand
p =—g/U? in powers of T3, which is easy.

One should notice that the expansion in p is not trivial: one cannot simply expand
the integrand and the bounds of integration, as this would lead to divergent expressions.
In fact, the integral can be expressed as an expansion in p™ and p”Inp. What one has
to do to expand the last integral properly is to treat separately the integral between 0
and zp®?(1 — px) ™', and between xp®*(1 — px) ™" and p(1— px)~'. Let us briefly
describe these operations: the last integral can be expressed as a sum of two integrals,

I p/(1/p$)z —p =224 /(2 —p)2— 422z — p— prx)
—223

0
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The first one given by

g )
. pix
71:/ xrBdu with 2z = u  and (31
1 —pzx
0
—2(1 = pzu)? + z(1 — px) ((1—u)—|—\/(1—u)2—|—4u(1—p1‘)2/x)
By =p=x 3 ,
—2(1— pau)
(32)
and the second one given by
1
12:/Bzda with z=—"a, (33)
1 —px
g
~2p(1-a)” + (1= px) ((pr = a) +/(pr — )2+ dpa(1 - 0)?)
By = —2(1—a)3p ’
(34)

Before expanding the integrand in powers of p, up to the order p?", we have to notice
that, when p tends to zero, the bounds of integration in I; and 5 tend respectively to
oo and 0. Let us take > as an example. For u~ 1/,/p large, the terms in the expansion
of the integrand are of the form p?"+1u?". This implies that the integration leads to a
term of order p”. Thus, the terms in the expression are really of increasing powers of p,
which justifies our expansion, keeping in mind that expanding the integrand up to order
p?" amounts to expand the integral up to order p”.

Moreover, when expanding the integrand B;, we obtain expressions of the form
P(u)((1—u)?+4u/z) ~™? where P(u) is a polynomial. The primitives of such terms
lead to logarithmic expressions, and we finally obtain a p”* and p”ln p expansion, that is
to say, in term of the coupling ¢, we have an expansion in g" and ¢"In(g). We would
not have realized the existence of these logarithmic terms if we had used a finite number
of equations of motion; they appear here because, by the use of the f(z) function, we
have used an infinite number of equations of motion, and expanded properly only after.
This phenomenon should not come as a surprise, it was already observed in [ 9] .

Once the expansion in ¢ has been done, we expand U in powers of 75 and, finally,
we obtain a quite simple expression with two orders of expansion: X in ¢ and Y in 75.

After development in p at order X =4 in p, for example, the expression of the integral
I 211 + Iz 1s

I=p (g—l—xln(p)> +p*(— 12482 —61In(p) —|—4xln(p))

1 1
+p? (—? + 84z — 79932 + 61‘3 —501n(p) + 36xIn(p) — 32° ln(p)>
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0.1 |

0.08 |-

0.04 |-
0.02|.

Fig. 1. Renormalization flows, where —A is in abcissa and —g in ordinate. Trajectories may seem to bifurcate:
in fact, these are two distinct frajectories originating from two points near each other hut separated by the
critical line.

4 1
+ =—z— 1742 + gxg + 6x4 —4901In( p)

L (3437, 2960
P 3 3

+400zIn( p) — 6027 ln(p)) + o(p"). (35)

Inserting the expansion for I in Eq. (29) we obtain the RG flow equations for the
couplings ¢ and h; (j < Y). These flow equations can easily be integrated numerically.

4.2. The shape of the RG flows

In Fig. 1 we show the results obtained at orders X =5 and Y =6. The axes represented
correspond to the two couplings that interest us: the gravity coupling g and the branched
polymer coupling i =hs. Of course, there are Y — 2 (=4) other couplings which are
not represented there. The RG flows represented here correspond to the initial condition
hy =0, for all 7 > 2, i.e. we study the evolution of the model with initial action
V=¢Li+1T+ gng as in Eq. (2). Ttis easy to find the critical line in the (g, h) plane: it
separates the domain where one flows towards the Gaussian fixed point (¢ — 0, h — 0)
from the domain where ¢ and h diverge. We have chosen here to show only the flows
for (g, h) near the critical line, on both sides of it. Since under the RG flows the h;’s
becomes non-zero, and since we project the flows on the (g, k) plane the flows may
seem to cross; of course, this is unphysical and a projection of what happens in higher
dimensions.

First one recovers the correct phase diagram and critical line (with an average 5%
relative error at this order) . The critical line is separated into two parts by a multicritical
point C. Starting from the rightmost part of the critical line the flows are driven towards
a fixed point B’ which lies on the ¢ =0 plane. Starting from the leftmost part of the
critical line the flows are driven towards a fixed point A’ (with ¢, k, hs, ... £ 0). We
have represented in Fig. 1 the “pull-back” A of A/, i.e. the point on the critical line
which flows in the fastest way towards A’ (this is equivalent to saying that the leading
subdominant corrections to scaling vanish at A). Both fixed points B’ and A’ have one
unstable direction. Thus B’ corresponds to branched polymers and A’ is the fixed point
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Fig. 2. Extrapolating the 2 =0 critical point —g¢ as a function of 1/X.

corresponding to pure gravity. Starting from the point C one flows towards a fixed point
C' (also with g, h, hs, ... £ 0) with two unstable directions, which should therefore
correspond to the “branching transition” between pure gravity and branched polymer
scaling behaviour. These features of the RG flows are in full agreement with the picture
proposed in Ref. [4]. This agreement is confirmed by studying the numerical results

morte precisely.

4.8. Quantitative results

At this order of approximation (X =5, Y =5), we obtain for the critical point g,
located on the axis h =0 a precision which is smaller than the one obtained by Higuchi
et al. Our computations, however, can be performed for several values of X and Y, and
the results can be extrapolated to obtain a very good precision. For example, for g., the
critical value of ¢ for h =0, we have

X e

2 —0.095415(5)
3 —0.090745(5)
4 —0.088725(5)
5 —0.087585(5)
o0 —0.083325(5)

We then extrapolate these results by a polynomial of degree 3 in X~!. Fig. 2 shows
that this extrapolation behaves almost as a straight line: the value of g. converges as
1/X. The extrapolated value for X =oc is —0.083325(5), while the exact value of g, is
—% ~ —0.083333(5). We have thus obtained a 0.016% relative error, to be compared
with the 0.9% relative error of Ref. [5] .

By the same method, we can obtain the whole critical line in the plane (g, ), which
was not obtained in Ref. [ 5] . On the pure branched polymer line (g =0), we obtain for
the branched polymer critical point A, ~ —0.50037 instead of the exact value h, =—0.5,
ie. a 0.07% relative error. For the position of the multicritical point, C we obtain for h,

and g. relative errors of 0.02% and 0.5%, respectively.
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Linearizing the RG flow equations in the vicinity of the fixed points, we obtain also
good results for the critical exponents. For instance, studying the multicritical fixed point
C', we obtain for the largest eigenvalue Ag — 1.185, i.e. a 1.25% relative error when
compared to the exact result 6/5 =1.2!

It is not surprising that the critical exponents converge less rapidly than the positions
of the critical points. Better but more tedious calculations could be done, for we can go
in principle to any orders X and Y, and the limit X — oo and Y — oo should give the
exact result, but this 1s not our purpose here.

5. Multimatrix models

Our method can be generalized to a two-matrix model which describes the Ising plus
branched polymer model:

(A + B w(A2+ B h [t A2+ B2\’ tr AB
Vo =g r( )‘I‘r( )+_<%) + co rN

3N 2N 2 ' (36)

A and B are two N x N hermitian matrices, ¢ is the gravity coupling constant, h the
branched polymer coupling constant and ¢ corresponds to the temperature of the Ising
model. For simplicity reasons, we have not introduced a external field, which would
have broken the symmetry in A and B.

As previously, we are led to studying a more general model: if we take

A0 01 10
o=(05) w=(1y) me sma=(g]),

the model we are going to study can be expressed as

V:gtr:(:;) iy (uéi): tr(dﬁsjvéél))’ (a)

where ) 18, as in the case of one-matrix models, a function of the quadratic terms in @.
If

_ (@) _ (A" + B wd (6,08,) tr(AB)

== =7 and Tip=—"n—=—x
we note that

O O

— =U and — =c.

a5 dlup

Here ¢ is a series in Typ and 75, with constant coefficient ¢g. The renormalization group
equation reads
av a’ a?
—N— =¢T3 +2¢p — BU — T, — U+ 2¢)—
oy =9+ 20 = BU = Tap + g + (U+ 2¢)
+trIn( (U + ga) g + cb1 + @), (38)
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where o =717.

To simplify this expression, we have to use the equations of motion. Similarly to what
was done in [ 5] , we can express, by introducing @ — ®+ed;, ... Po; (z60+ 61+ 2) -1
changes in variables,

Wo=( % te |60+ %6 45_1
0—N1‘20+g1+

as the solution of a quartic polynomial:

W c ¢ o c? U z
(?—( +§)(U—gz)) (—5(U—|—2c—gz)VVO—|— (29—2—|—CE—C;)
><(c—|—gz)(U—gz)I/Vo—i—c(U—gz)QE—l—gcTAB)— (@—(Z(U—gz)
—|—2c—g(U—|—gz))VVn—c—|—§(U+2c—gz)(c—|—gz)(U—gz))
x<§_(u_gz) <z+§>m+292+2(1j—gz)> —0. (39)

We then have to integrate

Without going through all the details of the procedure, let us note that, to expand Wy,
we have to be cautious. Indeed. as for the one-matrix model, the integral will have to
be cut into two parts, as U — gz can be large (z ~ oco) or small (z ~ U/g). This will
lead to two different changes of variables in the integral and, once more, to logarithmic
terms in ¢ and in —cg.

Let us also stress that one has to expand the integral both in powers of g and of ¢g.
The easiest way to do so is to expand simultaneously I in powers of ¢ and c¢g, with
g% ~ ¢g. Then, we can compute approximate flows for this model.

Fig. 3 shows approximate RG flows, at £ =0, at order X =6 in ¢ (i.e. three in ¢q)
and Y =2 in 75, where ¢ 1s in abcissa and ¢y 1n ordinate.

Here, we recover the pure gravity (¢g =0, « =0) critical point at g, ~ 0.262, i.e.
with 19.5% error (the exact critical point is 4391/ ~ 0.219). By extrapolating the
two first results at X =2 and X = 3, however, we obtain an extrapolated g. ~ 0.222,
that is to say only a 1.2% error! Moreover, we can see in Fig. 3 that we recover the
Ising bicritical point C at ¢p ~ —0.14 (the exact value is 0.15), and the shape of the
critical line.

All these results show that we can compute good approximations of the flows, not only
for one-matrix models, but also for multimatrix models. This way we can theoretically
compute the flows of an open chain of k matrices with nearest neighbour coupling, for
k=1, 2(Ising), 3 ... This series of models is all the more interesting as we know that
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Fig. 3. Approximation of the flows for the Ising model. g is in abcissa, ¢y in ordinate.

when k& — oc, the central charge of the model C' — 1. These models could thus allow
us to verify the evolution of the flows with C' and their shape when C is equal to one.

This leads us, however, to a practical problem: though the initial model (the open
chain) has the same coupling constants for all the matrices of the chain, the action of
the renormalization group leads to almost as many coupling constants as matrices. This
comes from the fact that the roles of the matrices of the open chain are not symmetric.
Thus, we do not know if it is practically manageable to study, for example, a & =10
matrices open chain, or if it leads to too long computations. A solution is to study a
symmetric problem: the closed chain, for example (we do not know its exact solution),
or the k-matrix Potts model, where all matrices are coupled. The study of the latter
model could indeed be very interesting: when k& > 4, then C > 1 and we would thus
enter the C'> 1 domain.

6. Conclusion

In this paper we have developed the large- N renormalization group method to study
matrix models containing interaction terms corresponding to branched polymer interac-
tions. We have shown the analytical basis and the successes of our method. It can deal
with models containing branched polymers, it gives us the shape of the flows, and also
good approximations of the position of the critical points and critical exponents of the
models. We have applied our method to the case of pure gravity plus the branched poly-
mer one-matrix model, and to the case of the Ising two-matrix model. Our method is an
approximation method: the exact expressions must be truncated to a certain order to be
numerically manageable (the ideal case of the infinite chain being the exact solution).
However, the extrapolation of the first-orders gives good results without taking high
computation times. But, when studying models with a growing complexity (k-matrix
open chains), we may reach for large k the practical limits of the method, and thus
it would be a good thing to find more technical simplifications. We also plan to study
k-matrix Potts models, which are very symmetric models (so technically simpler) but
which would allow us to cross the C'> 1 barrier for k& > 4, and are thus theoretically
more complex models.
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Appendix A. The vector model

The large-N RG method has already been applied to the (very) simple case of the
vector model in [ 8] . This model corresponds to the limit ¢ =0 of the matrix model
with action (8), since then the U( N)-matrix model becomes an O( N?) vector model.
The authors of [8] found that if one does not use the equations of motion (i.e. if no
non-linear reparametrization of the fields is performed) the RG flow equation seems
to lead to strange results, with the apparent existence of a one-parameter family of
fixed points. However, they showed that when using the equations of motion one can
reduce the RG flows to much simpler flows in a finite-dimensional space of couplings.
Moreover, in that case the flows can be easily calculated exactly and it 1s found that one
recovers the exact critical points and critical exponents.

The purpose of this appendix is just to present the results of a simple exercise: how
do the results of the RG method change if one does not use the equations of motion, or
if one uses the equations of motion in a approximate way?

We start from the action (8) with ¢ =0 for a N x N Hermitian matrix

(1) —Zﬂ:ﬂ 7 =+ T <@—2> (A1)
M PN\ 2 ) '
Since we can rewrite 15 = \@\2 where @ is the N?-dimensional real vector whose
components are the real and imaginary parts of the matrix elements @;; of @, the model
reduces to the vector model studied in [ 8] . The RG flow equation for the potential v
can be written exactly, either by integrating explicitly over some components of @, or

by computing exactly the effective potential at large N and studying its variation with
N. Both methods yield, to first order in 1/N,

o
Nowt =20 =254 +1n[¢]. (A2)

This simple RG equation becomes even simpler if we consider instead of ¢ its derivative
U =4’ and if we invert the function I/(73) and consider instead the function X =U~!
defined as T3 = X(U) (this is at least possible for 75 small). The RG flow equation
becomes linear for the function X

G, 1
N— X=2X-— A3
ON U (A3)

and 1s trivial to solve. If we start at Vy from the initial potential ¢, 1.e. from the initial

function Xy with Xy =Up~* :¢’0_1 we get at N =AN



131

16 G. Bonnet, F. David /Nuclear Physics B 6166 (1995) 1-99

U h=o014 u h=0.5

1 -

Fig. A.1. RG flows of U =% as a function of h. The initial function Uy is the thick black line, the large- IV
limit is the thick dashed line. For 4 > 1 U develops a singularity which moves with A along the thin black
curve. The renormalized U are depicted by the thin ( colour) curves, from the UV with A small (blue) to the
TR with A large (red). for h < h. the singularity goes to oo and I/ — 1 goes to the Ganssian fixed paint.
For h =he =1/2 U goes to the non-trivial fixed point. For & > k. the singularity hits the origin and the RG
flows diverge in a finite time.

2

X(U; N) _1- + A2 X(U) (A4)

and inverting again 75 = X(U) we obtain the renormalized derivative of the potential
U(Ts, N) :a%i/)(Tz, N). Performing a linear rescaling & — Z~Y2® to keep the coef-
ficient hy of the 75 term fixed amounts to changing Xo(U) — ZXo( ZU) in Eq. (A.4),
with Z =Z( A) a linear rescaling factor fine tuned such that the constraint ¢’'(0) = h;
(ie. X(hy) =0) is kept for N£ 1.

First let us study the exact flows if one starts from the quartic potential g =75— %ng,
Le. from the initial function Xy =(1 — U) /h. For A > 1 small, the function U remains
analytic around the origin, but it develops a square root singularity at a finite X = X,( A),
which starts for A =1 at the zero X =h~! of Uy, ie. at the critical point of . Of
course the flow can be studied analytically but they are better depicted graphically (see
Fig. A.1)

e If 0 < h < h, =1/2, the singularity X;( N) goes to infinity as N — oc and the
function U( X, N) tends towards the constant function U(X) = 1, which corre-
sponds to the Gaussian potential ¢ =75 ( Gaussian fixed point) (Fig. A.la).

e At the critical value h, =1/2 the singularity X, tends toward a finite value X* =
1/2, so that the function U tends toward a non-analytic fixed point ( Fig. A.1b)
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N 1if X< X
U9 _{ undefined if X > X* (A5)

e For h > h, =1/2, the singularity X;( N) reaches the origin X =0 in a finite RG

time A, =2h/(2h — 1), the potential ¢+ becomes singular at the origin and the RG

flow thus diverges in a finite time and reaches no fixed point ( Fig. A.lc).
This analysis can be extended to general initial potentials. We thus recover (without
using the equations of motion) a sensible picture of the RG flows: the attraction domain
of the Gaussian fixed point (h < h;) is separated from the domain where RG flows
diverge by a critical (unstable) manifold where one is driven towards the non-trivial
fixed point U™ (which corresponds to branched polymers) . The only subtle point is that
the non-trivial fixed point is non-analytic and cannot be distinguished by a local analysis
around the origin (73 =0) from the Gaussian fixed point. This explains the apparent
paradoxes of [ 8] .

Let us mention that if instead of using the potential U(X) one uses the inverse
function Y(U) = X(U) — 1/2U, the RG flot is very simple: Y(U) — A?Y(U). The
structure of the flow is described by the expansion of the function Y{U) around the
largest zero U* such that Y{(U*) =0, and the (only) relevant scaling field ¢ corresponds
to the first derivative Y'(U*) of Y (since the critical manifold corresponds to tg =0).
This tg scales with A as A?, therefore has scaling dimension 2. However, the mapping
U(X) — tq is highly non-linear, and becomes singular along the critical manifold ¢, =0.
Therefore this does not contradict the fact that the real scaling dimension of the relevant
operator is 4/3.

One can try to truncate the RG flow equation (A.2) in the most naive way: we
keep only the couplings f; with dimension j < K in ¢, then expand the In[ '] in
powers of T5 and truncate this expansion at order K in T5. We thus obtain for fixed K
approximate RG flow equations for the K couplings h;, which are of the standard form
N%hj = 3;[ h] , with the 3 functions polynomials of order K in the h;’s. At a given
truncation order K the explicit form of these functions is not especially illuminating and
will not be given here. Using computing software the approximate fixed points can be
found exactly and the structure of the RG flows studied. We find indeed a non-trivial
fixed point ¥* with one unstable direction, which should correspond to the branched
polymer fixed point.

The derivative U* =1/*' is depicted in Fig. A.2 as a function of the order of truncation
K (U is a polynomial of degree K'— 1). One sees that as K increases the approximated
fixed points converge towards the exact (but singular) fixed point. However, a more
precise analysis (that we do not reproduce here) shows that the convergence is very
slow, typically as 1/ K. The finite K estimates for the critical coupling h. (if all higher
order couplings hj, j > 2 are set to zero) converge towards the exact value 1/2 at the
same rate.

This very slow convergence is insufficient to obtain good estimates for the critical
exponents. Tt turns out that within this approximation scheme, the scaling dimension AZ?*
of the scaling fields at the approximate fixed point are independent of the truncation
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Fig. A.2.

order K1 Tndeed they are found to be integers (1, —1,—2 =3, ...). The +1 dimension
should correspond to the dimension Ay of the relevant perturbation, which is known
to be 4/3. Thus, although the estimates for the critical points converge towards the

correct result as K — oc, the estimates for the scaling exponents do not! A procedure

bl

to accelerate the convergence is required. This is precisely what the equation of motions
are doing.
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1 Introduction :

Random matrices are useful for a wide range of physical problems. In particular, they
can be related to two-dimensional quantum gravity coupled to matter fields with a non-
zero central charge C' [1]. While C' < 1 models are relatively well understood, the C' > 1
domain remains almost totally unknown : thereisa C' = 1 “barrier”. When studying C # 0
models, we are led to consider multi-matrix models [2, 3] which are often non-trivial. One
class of difficult matrix models corresponds to the g-state Potts model (in short: Potts-¢)
on a random surface. This model is a g-matrix model where all the matrices are coupled
to each other, thus making difficult the use of usual techniques such as the saddle point
or the orthogonal polynomials method. Moreover, the ¢ — 4 limit corresponds to C' — 1,
thus, by solving Potts-¢ models, we shall gain a new understanding of the C' = 1 barrier.

In this letter, we show that, contrary to what was previously thought, one can use the
loop equations to solve the Potts-3 random matrix model, and we find that the resolvent
(which generates many of the operators of the problem) obeys an algebraic equation that
we write explicitely.

We also show that this method applies when one adds branching interactions (gluing
of surfaces, also called “branched polymers”) [4] and we derive the critical line of this
extended model. The extension to the model with branching interactions and the study of
its phase diagram is necessary to verify [5]’s conjecture about the C' =1 transition.

Finally, we apply the method to the Potts-oo matrix model, which corresponds to
C =o0.

As this work was approaching its completion, a paper appeared on the dilute Potts
model [6], which partially overlaps our present work. In this article, the author also has an
algebraic equation for the conventional Potts-3 model. Here, we go further as we consider
the Potts-3 + branching interactions model. Moreover, his method is quite different : while
he uses analytical considerations on the resolvents and large-NN techniques, we solve our
model by the loop equations method, which can be extended to finite N problems and is
also more adapted to the use of renormalization group techniques [7, 8.

2 The Potts-3 + branching interactions model :
Let us define :

Z = / dd e~ NV (@) (1)

trd3 trd? trdsds
V(@) =g +(

) (2)

3N 2N’ 2N
d 0 0 010 00 1
o= 0 @ 0 |,6=[00 1], 6,=[100 (3)
0 0 @ 100 010
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6 = 6, +0_;. We shall also use later the notation 6y = Id.

®, 0y, 4; and §_; are (3N) x (3N) and &1, ®y, 3 N X N hermitean matrices. 1 is a
general two-variable function, and will mainly appear through its partial derivatives U and
¢ with respect to tg—f}z and tr;b# respectively. If these are constants, then we recover
the conventional Potts-3 model (no branching interactions). This model was given partial
solution by J.M. Daul [9], by considering the analytic structure of the resolvents. He had
its critical point and its associated critical exponent. He did not know, however, if the
resolvent obeyed an algebraic equation. We shall give here the expression of this equation
for the conventional and extended Potts-3 model. We also derive the critical line of the
extended model and check it corresponds to Daul’s result in the particular case of the

conventional model.
Let us note, for convenience :
1 k
tiliz--'in<1>’° = 3—N<tr52-1<1>5i2¢> c. (5%@ > (4)

where 41, ..., 7, can be +1, —1 or 0. This trace is non-zero if and only if4; +...+4, =0
(mod 3). (...) is the expectation value of (...) :

()= %/dd) (. )e NV (5)

A trace will be said to be “of degree m” if there are m matrices ® in it. For example, the
above trace is of degree k +n — 1.

Let us now use the method of the equations of motion (or loop equations). If we make
the infinitesimal change of variables in 7 :

©_>©+€6i1©5i2---q)6in (6)

with
i1 +ia+...+4, =0 (mod 3)

then we obtain the expression of the general equations of motion :

n—1

9ti iner F Uti o + ¢ (ta11)is (in—1)0 + L —1)ig. (in+1)0) — Z tiyoi; tijoriy = 0 (7)
j=1

The first three terms come from the transformation of V(®), and the last one, from the
jacobian of the transformation.

Eq. (7) relates any expectation value of trace containing a quadratic term (i.e. a &2
term) to expectation values of traces of lower degrees. The problem is that we do not
have any recursion relation for more general expectation values like #;, ,; ¢ where all the
iy # 0. Moreover, when one wants to compute even a very simple trace : for example tgn
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by using Eq. (7), one obtains, [3] steps later, a n — [§] degree complicated trace which
does not contain quadratic terms any more. Thus, the recursion stops there. In fact, this
problem can be overcome by a very simple idea : one uses the invariance of traces by cyclic
permutations to get rid of the n + 1 degree term in Eq. (7). Then, one obtains relations
between general traces, and it is thus possible to compute the expectation values of any
trace in function of the first ones.

Let us see now how this idea applies to the computation of the resolvent. We denote :

1 1
Witig.dn — 3—N(tr5i1 d)(LZCI) I (5“, m> (8)

wg = w is the usual resolvent. Using the change of variables :

o — O+ € 9)
we obtain the equation :
z(U+g2)w—U—gz—gte —w? +2cw; =0 (10)
Similarly, )
<I>—><I>+651<I>6_1Z_<I) (11)
yields :
2(U+g2)w 1 — (U+g2)te — gt 10 —wwy 1 +cwy g1 +cw 1 1=0 (12)

and, by the means of similar changes in variables, we have the equations :

2(U+gz)wg-11—(U+gz)ti16 —gta11e+cwqoq1+cwi 111 —wWw_1-1-1 =0
(13)
2(U+gz)wy 1-1-1—(U+g2)t11-16—9t 1-1-10+FCwWi 0 1-1-1+CW_ 11 1-1-1—wWwy 1211 =0
(14)
These equations alone are not sufficient to compute w(z). Indeed, if we intend to
calculate w(z), we generate the function w;_1(z) (Eq. (10)). Then, in turn, we generate
the function w_; 1 1(z) (Eq. (12)) and so on.
As for w functions containing a 0 (i.e. a ®? term) such as w; ¢_;, they are easy to deal

with : we know how to compute traces containing ®°. w1 = g trd;®?0_; 5, will be
seen as ﬁtrq)?é,l ﬁél. Then the change in variables :
1
b — P+ 6(5,1 (1)51 (15)
yields (w11 = w_1 1 for symmetry reasons)
gwio—1 + (U+c)wi_1+czw—c=0 (16)

3
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and similar changes in variables lead to the equations :
guw_io-11 *U0w_ 11 +cwiog1+czwig —cle =0 (17)

gwiogi-11+FUwi g +czwoi1o1 —ctiieo Hcwog g1 —tow =0 (18)
But, to compute w11 111, as mentionned in the comments to Eq. (7), we have to
substract two different changes in variables and use cyclicity of traces :
d— d+ 6{(}(5,1@5,1(2 — @)_1§,1¢' — 5,1@6,1(2 — @)_16,1@2] (19)
yields :
C(&Llfl 111 tw 11111~ W1 10-1 W01 171) —w_ 11 tlawi_1 =0 (20)

This equation, as we know how to compute wy_1, w_1_1_1, w_1_1 9—1 and w_q ¢ 1 11, relates

W_1-11-1—-1 tOw_1 11-1-1.
D= P+ e(PO_ 1 P6_ DI (2 — P) 1D -6, D5 PO, (2 — B) ' D?)
allows us to relate similarly w_1 7711 to wy_1_1_1-1. Then
D — D+e(PF (2~ D) 6P 1 BS —0 1(2— D) 16,5 DS, D) (21)

allows us to relate wy_y_1_1_1 tow;_1111, and we have wy_1 1 1 1 = w_1 1_1_1_1 as the roles
of §; and d_; are completely symmetric.
Finally, as a result of these operations, we have :

W_q 1-1-1-1 +w_g 1-1-1-1 = K(2) (22)

where K (z) only contains easy to compute w functions. We can then write an equation
for w_q1 1_1_1—1 and thus for w_;_; 1_1_; which only involves w functions that we either
already know or are able to compute similarly as was done during the two first steps of the
procedure.

That way, our set of equations is closed, and we obtain a degree five algebraic equation
for w(z). This expression applies to general expressions of U and ¢. For the exact expression
of this equation see Appendix A. The equation only contains four unknown parameters :

lo = %(trq’ﬁ, 119 = %@1@1@2% lie = %@1@1@2@3), l11-1-10 = %(trq’ﬂb@ﬂ’s)
(23)
These parameters are also those that would be involved if we used the renormalisation
group method [10, 7, 8] to compute the Potts-3 model. The renormalization group flows
would relate the conventional Potts-3 to the Potts-3 + branching interactions model, with
arbitrary U and ¢; but the presence of #1116 shows us it would also be related to the dilute
Potts-3 model, where one has a 1ﬁtr(d)] +®, +®3)% term. Finally, the #;; ;14 term shows

4
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us it may also be related to more complicated quartic models.

We are now going to derive from our equation the critical behaviour and critical line
of the model when U = 1 + htr®?/6 and ¢ is a constant. This is the most common type
of extension of a matrix model to branching interactions. The values of the unknown
parameters given in Eq. (23) are fixed by the physical constraint that the resolvent has
only one physical cut which corresponds to the support of the eigenvalues of ®. Then, one
can study the critical behaviour of the model.

It is easy to look for the Potts critical line. Indeed, the scaling behaviour of the resolvent
is then, if we denote the physical cut of w as [a,b] :

w(z) ~ (2 — a)]i when z ~ a and w(z) ~ (z — b)% when z ~ b (24)

1

1 4
57

5 central charge of

The corresponding exponent, v, is —z, which corresponds to the C' =
the model.

Rather than looking for the resolvent for any values of the coupling constants, it is
easier to search for the resolvent only on this critical line where the presence of the g
exponent leads to simple conditions on the derivatives of the algebraic equation.

We obtain :

105¢*+4¢° =0

2480625 ¢ (—1 — 4c + 43¢%) + 296100 ¢ (15 + 113¢) h — 692968 h2 = 0 (25)

Let us note here that, when h = 0 (no branching interactions) we recover the Potts-3
bicritical point which agrees with Daul’s result [9] :

3
24T V105 (34 /AT
43 7 2 41 - AT

Thus, we have shown that the resolvent for the model of Potts-3 plus branching interac-
tions obeys a degree five algebraic equation. We have found the critical line and exponent
of this extended model. This extends the results of Daul [9] who had only derived the
position of the critical point and exponent of the conventional model. Finally, let us recall
that, in a recent paper [6], P. Zinn-Justin obtains independently algebraic equations for
similar problems. His method, though, does not involve loop equations, and is rather in
the spirit of [9]. Moreover, it does not address the problem of branching interactions and
thus overlaps our results only in the case of the conventional Potts-3 model.

¢ 9

3 The Potts-co model :

We are now going to briefly derive the solution for the Potts-oc model, from the equations
of motion point of view. The purpose of this part is mainly to show the efficiency of our
method on this ¢ = oo model. This model was previously studied by Wexler in [11].
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D, 0
Let us denote & = , and X = w Q 1gxg-

0 D,
We shall define the Potts-q partition function as

trd? trd? trX?
_ —N V() _
Z /d<1>e where V(@) = g0 + U + o5 (26)

V(@) is of order ¢ when ¢ — oo. First, let us use the equations of motion to relate

1 1 1 1
= —(t t b = —(t 27
o) = ) ) = () (27)
Let us also denote :
A, ) = —(tr—— — ) 28)
= —{(tr
Y gN' z—®dy— X
b — b+ ! ield
err,—CI)y—X yields
b(y)

(z(gz+U) + ey —alz) = = =) d(z.y) + g = gybly) = cal@) = b(y) (gz+ U) = 0 (29)
We can get rid of d(x,y) since, when z (gz + U) + cy — a(x) — @ = 0, d(x,y) remains

finite, thus g — gy b(y) — ca(x) — b(y) (9x + U) = 0. This is sufficient to relate a(z) to b(y).
Moreover, the value of b(y) is easy to compute when ¢ = oc.

Let us briefly summarize this computation : we calculate the value of (trX™) in the
q — oo limit.
First :

X7 = (61D, .. B, + 0(%) (30)

(recall that all the ®; play the same role).

If we now separate the first n matrices from the remaining ¢ — n (with ¢ > n), and
suppose there is a saddle point for the eigenvalues of w, then this saddle point is
(in the ¢ — oc limit) independent from the matrices ®;, ..., ®,. Then, in this limit, up
to a change in variables : P, = Ud,U ', we have n independent matrice d,...d,. Fach
of them has the partition function

Zn, = / dd, ¢ NGIre+5tra+etrénc) (31)
As trd, ... ®, = trd, ... d,, we have (trX") = tr(®;)r, ... (®,)a, Where (.. .)x. is the
expectation value obtained with the partition function Z,,, (cf Eq. (31) ).
The matrices &5, k= 1,...n all play the same part, and (trX™) = trA%, thus

trAL = tr(d,)" (32)

6
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This must give us A¢, provided we calculate (@), in function of A¢. This is a solvable
problem, but it is much faster to note that

AC = tq; 1qN><qN (33)
is solution. Thus, q%V(trX") = (t3)", and b(y) is simply (y — ts) "

This gives us immediately the solution for a(z) : it obeys a second order equation and
reads :

a(z) = %(l‘(U +gx) + cty — \/(l‘(U + gx) + ctg)? — 4(U + gz + gts)) (34)

The Potts-oo plus branched polymers model is thus very similar to an ordinary pure
gravity model. As previously, we compute the parameter o by imposing that the resolvent
a(z) has only one physical cut. The model is critical when a(z) behaves as (z — z0)2, g
being a constant, and the critical point verifies (as in [11]) :

1 1
e = —— and Ce=—= 35
9= 17 5 (35)
Let us note finally that the loop equations method used here is appropriate for the
renormalization group method of [10, 7, §].

4 Conclusion

In this letter, we have shown that it is possible to solve the Potts-3 and Potts-oo models
on two-dimensional random lattices through the method of the equations of motion. We
have obtained a closed set of loop equations for the Potts-3 model, which was thought to
be impossible. We have shown that the Potts-3 resolvent obeys an order five equation,
and this new knowledge opens the door to the calculation of expectation values of the
operators of the model. We have extended the Potts-3 conventional model to Potts-3 plus
branching interactions, and given the general algebraic equation and the Potts critical line
of this model. Finally, we have shown our method also applies successfully to another
Potts model : the Potts-oc model. We hope to generalize soon our method to more general
Potts-¢ models, in particular for large-g Potts + branching interactions models.

A The equation for the Potts-3 resolvent :

Here is the degree five equation for the resolvent of this model, where W (z) is related to
w(x) by W(x) = w(x) — gz? — Ux.

“24cT +4ctg? — 16ty 4P g? — 12tgct g® — At 15?9t + 8t 1 15 gt + 68 gty +
203g3t¢+30294t§>—|—6006U+2c3gQU— 52t114 ¢ ¢* U 4+ 2011142 U —20° gty U —

7
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42 ¢*ty U 360U -3 g* U +36t14 g° U? — 36" gt, U? — 12 UP+36 P gty UP+
123U +28c g +2c3 g3 o — 12t1,]¢c4g3$+8tm¢c3g4x—3605ggt¢$—262g4t¢x—
520 gUx — 4P Ux + 36t 145 ¢*Ux —18¢* g*ty U +2ct gU?w + 543 g? t, U +
223 gU3 2 —24P g2 — P g' 22 + 8t 153 gt 1+ 2 PPyt +24 T U ? +20 g* U 2 +
263 3ty Ua?—48 U222 +123 g* U 22 +24 AU 22 +24 " ga3+6 ¢t P a3 +4 3 gty 2 —
64 gUa+23 P U +44P gU? 23 —16 S g2 + 245 > Ut +45 g* 25 + (24P g —
12115 g + 8ti1p ? g — 36  g*ty — 2cg*ty — 40 gU —2¢g*U + 3611_145 2 g U —
18c* g2ty U—-10¢* gU+54 c? g* ts U426 2 gUP+24 " =24 c* g* 1—2 c g* 2+16 t1_14 % ¢*
13 ¢ty -36Ur+43 U452 P t—opUx+12°U? 5436 > Uz 12 U o+
22U 24 gr?+143 P’ +12P gty 2?36 P gU 2 +10? g* U 2>+ 30 ¢ gU? 2° +
223 gU3 2> =40 g? a3 + 60 P U 2 + 123 * U a2 + 18 P a* + 23 g3 U 2 ) W () +
(1256 g>+8t 15cg*+22 g3 ty—12 P U4 2 g*U+26 cg* t, U—12 ¢ U?+18 ¢ g* U+
23U 44 gr—2 @B r+12cg tyx+30 gU x+20c 3 U 2426 2 gU? 246 ¢* g% 2%+
2022 + 123 G2 U 22 +39c2 2 U222 + 203 P + 142 P U P + 2 gtat ) W(x)? + (-
12c'g—2cg*+4¢* 1, — 10 gU +4g* U+ 262 gU? + 203 >z +4g'r + 122 g* Uz +
18cq?U?x+22¢cg®?Ua?+4cg's® ) W(x)* + (— (?¢*) +18cg?U+4dcg’z+4¢*Ux +
41"z ) W(x)'+4¢°W(z)° =0

8
+

Note that U and ¢ may depend, in the most general case, on t; 14 and tg2, the latter
being related to tg through the equation of motion : gtg: + (U + 2¢)te = 0. In this
article, we have computed explicitely the critical line for the particular case of ¢ constant
and U = 1+%t¢2.
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Abstract

In this article, we study the g-state Potts random matrix models extended to
branched polymers, by the equations of motion method. We obtain a set of loop
equations valid for any arbitrary value of ¢q. We show that, for ¢ = 2 — 2 cos %7?
(I, » mutually prime integers with [ < r ), the resolvent satisfies an algebraic
equation of degree 2r — 1 if [ +r is odd and r — 1 if [ + r is even. This generalizes
the presently-known cases of ¢ = 1,2,3. We then derive for any 0 < ¢ < 4 the

Potts-g critical exponents and string susceptibility.
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1 Introduction

Random matrix models [1] have proven to be a powerful mathematical tool for the
study of statistical physics systems on a fluctuating two dimensional lattice [2]. In
particular, the Potts model [3] on a random lattice [4], which was first partially solved
by Daul [5], has received a recent renewed interest [6, 7] due to new approaches to the
problem. It is a g-matrices model where all the matrices are coupled to each other,
which prevents one from using the formula [8, 9] to integrate out the relative angles
between the matrices (they no longer are independent variables) and deal with the
eigenvalues only. In this paper we use the equations of motion method which does
not involve integration over angular variables. We obtain non-trivial loop equations
relating even moments to odd moments of a single matrix M;, and we show how to
extend these relations to the case of Potts-¢g plus branched polymers (gluing of surfaces).
Such relations (which could not be obtained by previous methods [5, 6]) are needed to
apply the renormalization group method [10] to Potts-¢ models with added branching
interactions, which is hoped to provide an understanding of the ¢ = 1 (¢ = 4) barrier.

We obtain an O(n)-like equation, the solution of which is known [11] and involves
elliptical functions [12]. What was the resolvent in the O(n) model, however, is now
(up to some transformations) the functional inverse of the Potts-¢q resolvent, with n
replaced by 2 —¢. When ¢ = 2 — 2 cos(vm) with v rational, the general elliptic solution
degenerates into an algebraic function. It has already been observed [6, 7] that for the
particular cases of ¢ =1, 2 or 3, the resolvent obeys an algebraic equation of degree 2,
3, 5 respectively. In this article, we will derive from the value of v, for any “rational
q”, the degree of the algebraic equation obeyed by the Potts-g resolvent. We will also
derive the Potts-q critical exponent for general values of ¢, which agrees with Daul’s
[5] expression.

2 The Potts-¢ matrix model

The Potts-¢ model with branching interactions (which appear if one wants to apply
the renormalization group method) is defined by the partition function:

Z = /dMl . dM, o N7l At M (g tr My tr D MiM;) (2.1)

with M; hermitian matrices N x V.

The partial derivatives of ¢/ with respect to tr M?/(2N) and tr Y-, M;M;/N are
U and ¢/2 respectively, and their expectation values (which are numbers) U and c.
When U = 1 and ¢ is a constant, this reduces to the ordinary Potts-¢ model.

We will also define the following functions:

) = %<tr zflM,;>
W(z) = +(tr M)

)

)

Z—Mi
’ = ]N<tr ZflM;, Z’ij>
Ty N — L[L/4p_ 1 1 ar N /e 1 1 ]
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(2.2)

which do not depend on the indices provided i # j # k. The function F(z,2') and
F(z,2') are thus symmetric:

F(z,2)=F(,2) : F(z.2) = F(,2) (2.3)
We will also define:
f2)=W(z) g2+ (c—U)z (2.4)

Recall that U and ¢ can be general functions of the numbers (tr M?) and ( tr M;M;).
The moments t; of the resolvent W(z) are defined by the large z expansion:

1 4 i

W()N—+——|— -+ + ... when 2z — 0o
2

and we define:

3 Equations of motion

We are going to work in the large N (planar) limit, where we have the factorization
property: (trA trB) = (trA)(trB) [13]. The following changes of variables in Eq. (2.1)
then give the following equations:

e 6M1 Z— Ml'
g(Z2W(2) — 2 — 1)) + UEW(2) — 1) + clg — )W (2) = W?(2) (3.1)
o 5M2 = % |:z—1]\/l1 z’—l]\/f2 + z’—l]\/f2 z—1M1:|:

g(z’QF(z 2 = 2W(z) = W(z ))
)

+ U(zF(zz) ()
¥ g 2F(z, ) WP )
(3.2)

Substracting Bq. (3.2) with (2 ¢ 2), and using Eq. (2.3) we can get rid of F' in
Eq. (3.2):

(F(2) = FNF (e, #) = g (ZW(2) = 2W () + W () = W() — ulW (=) + uV ()
(3.3)
In particular, if we choose 2’ such that f(z') = f(z) and 2’ # z, then we have:

ISV EEAN ¢ /P N SV S ¢t SVANEER v 1 D TR 7 1. 2V A Ne (9 A\
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Eq. (3.1) allows us to eliminate W, and we then have an equation involving only
W or equivalently f:

({110

22 —u—qf)f(2) = (2 + )2 =gz = (2—quz+2)+ (1 —qu* -1
(3.5)

This seemingly difficult non-local equation is sufficient to compute f(z) .

Let us first study it perturbatively. When 2z — oo, we have f(z) ~ —gz?, thus
2~ —z. If we expand Zz'(z) in powers of z by solving f(z) = f(Z') perturbatively,
then insert this expansion into the second equation of Eq. (3.5), we obtain a set of
equations of motion, the first of which are:

gta + (cq — gu)t;
2 3 _
g ta + g(cq — 2gu)ts — gulcqg — 2gu)ts — g(gu” +2)ti + ¢(1 — q) + gu =
(3.6)

with t;, = (tr MF/N). Let us recall that, in the general case, u and ¢ are functions of
ty and ¢y = tr M; M;/N. However, we can compute #; ; thanks to Eq. (3.1) in function
of the t;’s:

C(q — 1)t1_/1 +gt3 + UtQ —1=0

Finally, our equations, contrary to ordinary equations of motion, allow us to relate
even traces of a given matrix M; to odd traces of the same matrix .

Only even traces appear as the higher order traces in these equations. Let us explain
why. If we write the expansion of f(2) as: f(2) = —gz(z —u) + 1/2+ XX t;_1/7", the
27" coefficient of the f(2') — f(z) = 0 equation reads, as 2’ = —z +u + ...

(D) = Dtin + (1) (i = Dtisut...=0

Thus, our loop equations give us a relation between the even and odd parts of f(z),
and f(z) can be completely determined by the requirement that it has only one cut in
the physical sheet (i.e. f(—z) is regular along this cut).

Finally, let us stress that these equations of motion, which are valid for branched
polymers, are a precious tool whenever one wants to study Potts-¢ models by the
renormalization group method [10].

4 Correspondence with the O(n) model

Let us now see how to deal with a non-local equation such as Eq. (3.5).
The function z'(z) defined above maps one solution of the equation f(z) = y on
another. It is involutive in the sense of multivaluated functions. We have:

Let zy be a fixed point:
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and fo = f(20)-
C=+\fo—f

Then let us set
and consider z as a function of (. Then we have 2’ = z(—() and z(() is regular at

¢ = 0. Let us set
1 1

w(Q) = Q)+ L= (= fo— 2= gew

Eq. (3.5) rewritten in term of w(¢) is now an O(n)-like quadratic equation:

w?(Q) + w' (=€) + (2 = Qw(Qw(—¢) = R(C) (4.1)

where the right-hand side of the equation is an even polynomial of degree 4. The
similarity between Potts-g and the O(n) model had already been noted [5, 6], but it
had always been said to be unphysical. We shall show here how one can relate the
results for the O(n) model to those for Potts-q.

Eq. (4.1) can be solved exactly, as in the case of the O(n) model [11]. Here,
we will assume for simplicity that w(¢) has only one physical cut [a,b] with ab >
0. Let us denote ¢ = 2 — 2cos(vm), with 0 < v < 1. Then we have, by writing
R(¢ +1i0) — R(¢ —i0) = 0:

(W(C+10) — w(C —10))(w(C +1i0) + w(¢ —10) + 2cos(vm)w(—=C)) =0  fora < (<b
Thus we have the linear equation:
w(¢ +10) + w(¢ —i0) + 2 cos(vm)w(—¢) =0 (4.2)

The general solution for w(({) is known and can be expressed with elliptical functions.
It degenerates, in the rational case (i.e. when v is rational), into the solution of an
algebraic equation. However, w(() is not the resolvent of the model as it is in the
O(n) model. Indeed, it is rather the functional inverse of the resolvent for the Potts-¢q
model, up to some transformations. Thus, the phase diagrams and critical exponents
of Potts-q, as expected, are not the same as for the O(n) model.

5 Rational case

Here we will assume that v is rational: v = [/r where [ and r are relatively prime
integers. We first recall how to obtain Eq. (5.4), which is an algebraic equation for
w(O) [11]. | |

If we denote w, (¢) = e w(()+e 5 w(—() and w_({) = wy(—(), then Eq. (4.1)
reads

wi(Qw-(¢) = R(C) (5.1)
and Eq. (4.2) becomes:

wa(C+i0) = e w (¢ —i0)  w_(C+i0)= e T w, (¢ —i0) (5.2)
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If ¢(¢) is defined by:

. (v+1)mw . (v+1)7
w, = VR e~ ) then we have w = VR e -5

and
() = - YReod)
Eq. (5.2) shows that X
S(0) = 5 + (1)) 5:3)

has no cut, and behaves as a polynomial at infinity (as does w(()), i.e. it is a polynomial.
We thus have the algebraic equation for w(z):

i(r4l)m w(() sin(vm)

SO =R e = T~ ) (5.4)

where T, is the order r Chebychev polynomial: 7T, (cos ¢) = cosre.

Let us now examine the degree of this equation. It is polynomial in w and (, but
we have to keep in mind that the resolvent of our problem is not w((), but W(z) =
f(2)+gz2(z —u), with (=+/fo— fand w =2 — m(f + (2 — q)cu).

The right-hand side of Eq. (5.4), seen as a polynomial in ¢ and z, is even and of
order 2r in (, thus it is also a polynomial in f.

As for the left-hand side of the equation, S(¢) verifies S(—¢) = (=1)"S(¢), thus,
when r + [ is odd, we have to take the square of Eq. (5.4) to have our final algebraic
equation for f which should be of degree 2r. When r + [ is even, however, Eq. (5.4) is
already polynomial in f, and the degree of the equation should be r.

Moreover, it is easy to check that the order 2r terms on both sides of Eq. (5.4) are
the same. Finally, the degree d in f(z) of the final equation is:

d=2r—1if r+1 isodd
d= r—1 if r+1 iseven (5.5)

while it is of degree d + 1 in z.
This formula generalizes the presently known results [6, 7]:

forv =1/3, g=1, andd=2
forv=1/2, ¢=2, andd=3 (5.6)
forv =2/3, ¢g=3, andd=5

In [6], the author investigated the dilute Potts-1,2,3, and 4 cases by the saddle point
method. These models coincide, when there is no dilution, with the particular case of
our models with no branching interactions. This gave rise to algebraic equations when
q # 4 which correspond to our results. However, no general result was given. In [7], the
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author used the equations of motion to solve Potts-3 with branching interactions, as
well as for the resolution of Potts-oo. But, there again, there was no general expression.

We are now going to derive the general Potts-¢ exponent from Eq. (4.1). If, when
w(() is singular (i.e. ( is close to one of the bounds of the physical cut of w), w(—() is
not, then w cannot have more complex singularities than half-integer exponents. Thus,
whereas in the generic case the physical cut [a, b] verifies ab > 0, when the model is
at the Potts critical point, a (or b) is equal to zero. This means that the bound of
the unphysical semi-infinite cut we have suppressed by changing variables from f to
¢ =+/fo — f coincides in that case with the physical cut.

Let us express: w(() = C(—()* + regular part Eq. (4.1) shows immediately that
the regular part is equal to zero, and that

™ 414 2cos(vm) ™ =0 ie. 2 — 2cos(vm) = ¢ = 2 + 2cos(an)

thus

+v4+142p
2

a=tv+1+2p  w()~(fo—f) peZ

and ,
f ~ (z — const) Fv1+2p

2
+v+1

As we expect the exponent for f to be greater than one, we have the exponent
for f and the string exponent, using [14]’s formula, is:
2 (1+£v)
+r+1  (1-4v)

7821

6 Conclusion

In this article, we have obtained general loop equations for the Potts-¢ model extended
to branched polymers, which allow us to relate the even and odd parts of the resolvent.
This relation is then equivalent to an O(n)-like equation, from which we derived the
Potts critical exponents and the degree of the algebraic equation which appears in the
rational case. This last result generalizes the known results for ¢ = 1, 2 and 3 [6, 7] to
any ¢ =2—2cos(l/rm) with [ < r integers. Moreover, such loop equations as we have
obtained are necessary when one wishes to apply the renormalization group techniques
to Potts-¢q. The study of the renormalization group flows near ¢ = 4 may then provide
us with useful information about the C' =1 transition.

Let us also stress that the equations of motion method may be used when N is finite
i.e. on non-planar surfaces, in contrast to the saddle point method. Furthermore, they
are also less dependent on the analytic structure of the resolvent than the saddle point
method of [5, 6]. Finally, as we know how to solve the O(n) model exactly for general
values of n, we hope to be soon able to obtain the general expression of the Potts-q
free energy and operators for any value of q.
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1 Introduction

Random Matrix Models have been introduced in order to give an approximate statisti-
cal description of quantum systems involving disorder, chaos, complexity or whatever
prevents from solving the equations of motion exactly. Those models are described by
a matrix (Hamiltonian, transfer matrix, or scattering matrix) of large size N, which is
too complicated to be diagonalized exactly, and for which only statistical observations
of the spectrum are available (see [1, 2] for a review on RMT).

Most of the quantities of interest and observables are related to the short range
(in energy scale) behavior of the spectrum (indeed small energies correspond to long
time evolution, i.e. to equilibrium thermodynamical properties). This is why the short
range correlation functions are the most studied.

At first, the simplest models assumed a gaussian weight for the random matrix
and gave good agreement with observations, provided that the ensemble of matri-
ces(hermitian, orthogonal, quaternionic...) has the required symmetries (time re-
versibility,...) [2, 3].

It has been observed that the correlation functions of the spectrum possess universal
properties at sort range, which do not depend on the probability weight, gaussian or
not. This universality has been proved for a wide range of models by several approaches
[3, 4, 5, 6, 7], but a very general proof and the exact hypothesis which lead to it are
still under investigations.

Moreover, the long range correlation functions appear to share also some universal
properties, which depend on the probability weight only through a few parameters
[8, 7]. The most striking example is the 2-point correlation function that we shall

discuss below.

In the following we will restrict our attention to the so called Hermitian-One-Matrix-
Model® [2, 9] (hermiticity corresponds to a system with broken time reversibility, for
instance in the presence of a magnetic field).

We consider a hermitian matrix M of size N x N with a probability law of the

form:
P(M) _ ethr V(M)

where V' is a polynomial potential bounded from below.

We wish to study the statistical properties of the eigenvalues (A1,...,Ay) of M
in the large N limit, in particular the density of eigenvalues p()), and the correlation
function R(\, i), which measures the probability that two of the eigenvalues take the

values A and p.

5The other ensembles are of course worth considering, but this one is the simplest.
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Roughly speaking, the eigenvalues tend to occupy a finite interval centered around
the bottom of the potential well, and in the large N limit, the density of eigenvalues
p(A) is a continuous function with a compact support.

The simplest case, where the support is connected, known as the “lI-cut case”, has
been extensively studied [2]. It is then found that the density p()) is not universal,
it depends on the details of the potential V', while the connected correlation function
R.(A, i) is universal in the short range regime (|A — u| ~ O(1/N)), but also in the long
range regime (A — pu| ~ O(1)) once the short range oscillations (of period ~ O(1/N))
have been smoothed out.

What happens when the potential V' possesses several wells, of approximatively the
same depths? Then the density p(\) has a disconnected support, [a1, b1|U]ag, bo]U. ..U
las, bs], each interval [a;, b;] being centered around one well of the potential V. This
case is known as the multicut (or multiband) case (here s cuts).

In the multicut case the density is still not universal, whereas the 2-point correla-
tion function is universal in the short range regime and seems to have some universal
properties in the long range regime after smoothing: in [10] an explicit form of the
2-point connected correlation function was given, and is claimed to be universal: in-
deed, according to the authors of [10] “it depends only on the number of connected
components of the support and on the position of the endpoints, but not on the po-
tential”. However, more recently several authors [11, 12, 13] have studied the two-cut
case s = 2: they concentrated on the case of an even potential V' (the two cuts are
thus symmetric [a,b] and [—b, —a]). Using an ansatz for the asymptotic expression
of orthogonal polynomials in the large /N limit, and rederiving the two-point function
from this ansatz, they observed that the connected correlation function is still uni-
versal in the short distance regime (which was expected), but more surprisingly, that
the smoothed connected correlation function in the long range regime depends on the
parity of N (NN being the size of the matrix). This seems to contradict the former
result of [10] !

In this paper, we will solve this paradox.

We will show that the semi-classical method of [10] gives the 2-point connected
correlation function only up to an additional non-universal term, which is already
present in the free energy, but subdominant at large N in this case. We correct the
semi-classical argument of [10], and give a simple (and physically appealing) derivation
of the origin of the additional term, that we compute explicitly. This allows us to
recover the results of [11, 13] for the symmetric case, and to generalize them to non

symmetric potentials, without using orthogonal polynomials.
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Using the same semi-classical argument, we are able to derive large N asymptotics
for the orthogonal polynomials, recovering the results of [11, 13] as well as the general
s cuts asymptotics which appeared recently in the mathematical literature [14], and to

extend these results to the case of complex potentials.

The effect leading to the new term in the semi-classical calculation is simple enough
to be explained briefly in this introductory section.

In [10], the free energy F' of the matrix model is derived by a saddle point approx-
imation. In particular, one has to extremize the action with respect to variations of
the number n; (i = 1...s) of eigenvalues in each connected part of the support, or in
other words with respect to the occupation ratio x; = n;/N:
oF
ox

However, one has here missed the crucial fact that n; = Nx; are not real numbers but

F=F(x.) where =0 (1.1)

T=2¢

integers. When Nz, is not an integer, the extremum of F'(z) is never reached, and the
saddle point approximation has to be slightly modified. Roughly speaking the discrete

sum cannot be approximated by an integral:

e e 2 [dge Vate e (1.2

n

The discrete sum actually depends on how far from an integer Nz, is. For instance, in
the symmetric case, we have z, = %, and the result depends on the parity of N.

We will show that (as expected from Eq. (1.2)) in general the result involves elliptic
theta functions depending on Nz, thus leading to a quasi-periodic dependence on N.
This effect is of order N=2 for the free energy, but is of order 1 for the computation of
the orthogonal polynomials and for the correlation functions. It implies in particular
that there is no regular large N topological expansion (involving only power series
in N72) for the 2-cut matrix model.

We will find out that the short range correlation function is universal, while the

long range smoothed correlation depends on N quasi-periodically.

The paper is divided as follows: in section 2 we introduce the method and notations
for the 2-cut model, and we compute the free energy. In section 3 we derive the 2-point
correlation function, and we recover the expression of [11, 13, 14] in the symmetric
case. In section 4, we give an asymptotic expression for the orthogonal polynomials,
which we use to rederive the universal short range properties of the spectrum, as well
as the smoothed long range 2-point correlation function.

The generalizations to a complex potential or to an arbitrary number of cuts are
presented in Appendix B and C. Appendix A is a summary of some relationships
between elliptical functions in case the reader is not familiar with them.
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2 The free energy

2.1 Basics

We start from the standard Hermitian matrix model defined by the partition function
2ViN] = / dy[M] &NV (2.1)

where NN is the dimension of the matrix M, V is an analytic — in general polynomial —
and for the moment real — function, and dy[M] is the standard U(N) invariant measure

over Hermitian matrices
N
dy[M] = [[dMu ][] 2dRe(M;)dIm(M;) (2.2)
i=1 1<i<j<N

Integrating out the "angular part” of M, Z can be rewritten as an integral over the N

eigenvalues Ay, ..., Ay of M [2]

Z[V:N] = CyZ[V:N] (2.3)
) N N
2viN) = [T[ane M= Tlow- a2 = [Jdae Vst )
k=1 k<l k=1
with the measure factor
U(N) 1 L& (2m)K!
— 1 = A A 2.
Cn = Vo [U(l)NXGN} N1 g T(K) (2:5)
and with the action S(\g):
1 o 1
— 2
S Aw) = 52 VW) — 55 D e = A) (2.6)
k=1 1<kAISN

In the simplest ”"one cut” case, corresponding in particular to a concave potential, it is
known [9] that the free energy F' defined as ©

N2
2 2
ZIV;N] = (—”) o FIViNI (2.7)
N
has a topological large N expansion
F=NF+FR+N?F+ ... (2.8)

67 is normalized here so that F is zero for the Gaussian model V = %MZ
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obtained for instance by re-organizing the perturbative expansion according to the
topology of the Feynman diagrams. The large N limit (planar limit) can be described
by a "master field” configuration where the eigenvalues are described by a continuous

density p(A\) with a connected compact support C = [a, b], with the constraints
/d)\ p(A) =1 and p(A) >0if AxeC (2.9)
c

and the action 2.6 becomes

Slol = / AV (N)p(N) / o)) A~ g (2.10)

The leading term of the free energy Fy can be obtained by the saddle point method:
the effective action S[p| is extremized for a continuous distribution p., and we have
simply

Fy = Slpd (2.11)

(up to an additive — potential independent — constant). To compute p, we include the
constraint 2.9 in the effective action by a Lagrange multiplier T'

Sl = sl + 10~ [0 (2.12)

The saddle point equation for p reads:

oS
:V)\Q/dup,uln)\,u - =0 viecl 2.13
5oy = VO 2 [ duplu)ngr - ) (213)
which simply means that the real part of the effective potential
Vi) = V) =2 [ dup(u) n (A (2.14)
c

is constant on the e.v. support C, and equal to I'. The derivative of 2.13 w.r.t. A gives

the well-known equation

1

Re (wy(A) = ][Cd,up(,u)ﬁ V2 Yaec (2.15)

where wy is the large NV resolvent

wo(\) = A}g(%ﬁ [Ale _ /Cdu;’(“)u (2.16)

Finally let us recall that in the one-cut case C = [a, b], if the potential V' is a polynomial

of degree P, w is of the form

wol\) = - N Gith o) = O—a)0—b)  (217)
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where M () is a polynomial with degree P —2. a, b and M are entirely determined by

the constraint that
wi(A) =27+ 0\ 7?) for A — 00 (2.18)
The e.v. density is given by the discontinuity of w

o) = ;W[w()\+i0+)w()\i0+)} - W (2.19)

2.2 The 2-cut case
2.2.1 Mean field:

If the potential V' is real but has more than one minimum, the large N limit may be
described by an e.v. distribution on several disconnected intervals. For simplicity we

shall first consider the case where there are two intervals
C :ClLJCQ , Clz[a,b] , CQZ[C,d} , a<b<ec<d (220)

In this case, as we shall see, there is no topological large N expansion, even for
the free energy F. As shown in [15, 16], to describe the large N limit, we have to
consider as an additional variable the ”average” proportion of eigenvalues z; = n; /N
and x5 = ny/N in each interval C; and Cs, and introduce the associated Lagrange

multipliers I'y and I'y for the constraints

T = / p(AN)dXx . a=1,2 (2.21)
The effective action 2.12 now reads, with

T =1 (2.22)

Slp;x] = Slp] + Z Lo (24 /c p(A)dA) , x4 as=1 (2.23)

with S[p| given by 2.10 as before. The saddle point equation w.r.t. p(A) gives as before
the equation 2.13, which implies that the effective potential defined by 2.14 is constant
on each interval

Ver(A) =Ty when AeC, (2.24)

but the corresponding e.v. density p.(\) and the effective action S, still depend explic-
itly of the e.v. proportion z, since we have

Szl = % (/C PV V() dA + ZFaxa) (2.25)

6
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The saddle point equation w.r.t. x implies the equality of the effective potentials for
each interval 95
ox

This fixes the value of x, and it is known that with this last equation the e.v. density
pe is uniquely determined in the 2-cut case. The large N free energy is then given
simply by

Fy = Slpe;r.] = Sez.] (2.27)

For an explicit polynomial potential V' of degree P, and for fixed z, the 2-cut mean
field solution for the resolvent is
Vi) MQA)yve(N)

2

wo(A,x) = with oAd) = A=—a)A=bA=c)(A=d)
(2.28)
and M(\) a polynomial with degree P — 3. The e.v. density p(\,x) is still given by
the discontinuity of wg. The coefficients of M and the 4 end-points a, b, ¢, d are entirely
determined by the constraint that wg(\) ~ A™' when A\ — oc and by the fact that z

must be given by

- / (7)) = ;ﬂ/ M, 2)[/Jo (V] dA (2.29)

Finally the equation 2.26 which fixes x = x, writes

0 = Varlt)—Veale) = [ AN (Quo(hx) — V() = — / "M () Vo] (2.30)

b b
2.2.2 Discreteness of number of e.v.’s:

This is sufficient if one is interested in the leading term in the large N limit (planar
approximation). However, in order to understand the structure of the subdominant
terms of the large N expansion, it turns out that we cannot neglect the fact that the
number of e.v. n, = Nz, in each interval C, must be an integer.

Let us consider the simple case where the potential V' has two separate minima z;
and z;. What has to be done is first to fix the number of eigenvalues n; = n (resp.

ny = N —n) in the vicinity of 2; (resp. z») in the partition function 2.5 by writing

N
_ N! _
where
N E +o0o
Z|Vin,N —n] = / Hd)\i/ [Tar e M=V TTOw =) (2.32)
=0 ji<p E  jsn k<l

7
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with E a "frontier” b < F < ¢ between the two semi-classical cuts [a, b] and [¢, d]. We
now claim that each term of this discrete sum has a well defined large N topological
expansion. Indeed, we can rewrite 2.32 as a matrix integral over two separate matrices:

a ny; X ny matrix M; with the n; = n e.v. < E and a ny X ny matrix M, with the
ng=N—nev. >F, as

Vi) = 1 /dn My /dn‘ [My] e =N Tr (VM) =N T (V(M2)) +2 Tr (In(My @1d-+1d M)
CnCan ! :
(2.33)

This last matrix integral has a topological large N expansion of the form 2.8 in the
‘t Hooft limit N — oo, x = n/N fixed, obtained by doing a classical perturbative
expansion around the smallest minimum z; of V' for M; and around the largest mini-
mum 29 of V' for My, and by re-organizing the perturbative expansion according to the
topology of the Feynman diagrams. Taking into account carefully the measure factors

C, and Cy_,, and using their large N asymptotics

N2
1 2 2 3 \2 1
v = w (%) e ¥ (2m) N N est (14+O(N1) when N =00 (2.34)

(easily derived from Stirling formula),we obtain that

N? N
A (2T e _F[ViN.a]
Z[V:N] = (W) N~ % e FIVs (2.35)
where each F[V; N, x] has a regular large N asymptotic expansion of the form
F[V;N,2] = Y N F,[V,z]  where z =n/N (2.36)
h=0

with each Fj[V,z| a regular function of z = n/N. In particular, the leading large N
term is given (up to an additive V and z independent constant) by the classical
effective action 2.27

Fy = Sz = Sila.] (2.37)
Finally, let us stress that although this decomposition depends on the arbitrary param-
eter F, since F is in the interval b, ¢[ where the density of eigenvalues is exponentially
small with NV, the integral 2.32 depends on E only through exponentially small terms

—cst- N

of order e , which are “non-perturbative” in the topological expansion Eq. (2.36).

2.2.3 Beyond mean-field:

We can now easily calculate the subleading terms of order O(N?) for the full partition

function. In the large N limit we can approximate the sum 2.36 by

N
ZIViN] oc Y e NIV AVl (2.38)
n=0

8
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If z. denotes the saddle point of Fy[z] given by 2.26, the sum is dominated by the n’s
such that
n— Nz, = O(1) (2.39)

Thus we can still use a quadratic approximation for Fy[z]

Z[V,N} . e—(NQFO[V;IC}+F1[V;56E}+---) Zef (n—=Nz)2FY [Vizc] /2 (240)

n

where F} = 0?F,/0z® and where the - - represent terms of order O(N—2). The last

sum over n gives simply an elliptic Jacobi theta function 65

Do e o NE TV — (o (Vi) Ga(Nael ) (2.41)

with modular parameter 7 given by

2im
= — 2.42
TS B (242)
and where the theta function is defined as
O3(2|7) = 05(z) =) ¢ A with g =™ (2.43)
nez
It obeys the periodicity relations
O5(z +1) =05(2) , B3(z47)=e "ZHh(2) (2.44)

(For details on elliptic functions see e.g. Refs [24, 25, 23]). Eventually we have for the
free energy
FIV;N] = N? Kl[V,z]

— In(65(Nz.)) + Fi(V;z.) + 1 In(2nFJ[V;.]) (2.45)
+ O(N?)

where F is the torus contribution in the topological expansion of 2.33. The next terms
of this expansion can be calculated along the same line.

Let us stress that this is not a topological expansion, since the second term In (63(Nz..)),
seemingly O(1) and contributing at the torus order, is not regular in N. Indeed, it is
periodic in x. with period 1/N. When computing some observables or quantities of the
matrix model, one must take derivatives of F' w.r.t. some parameters of the potential
V. Since the saddle point z. depends implicitly on V| every derivative will give a factor
N, and this term may become of the same order than the first term N2Fy[xz,.] given by
the planar limit. Note that the last two terms depend on = and not on Nz, and they

will remain subdominant once we take derivatives of F.
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u(c)=1/2 u(b)=1/2+ 1/2

© a b c d © u(d)=0 u u(@=1/2

Figure 1: the upper half-plane is mapped onto a rectangle (1/2,7/2)

2.3 The modular parameter

Finally, we can express simply the modular parameter 7 defined by Eq. (2.42) in term
of the end-points a, b, ¢, d of the support of e.v. For this purpose, we introduce the

function o
oA) = A=a)(A=b)(A—c)(A—d) (2.46)
and the function u -
u(h) = o /d \/0%) (2.47)

where K is

with m = dza)c=b (2.48)

¢ dz 2
K = - = K|m
/b Tool . T m ([d=b)c—a)

K[m] is the complete elliptic integral of the first kind. Similarly we define

with ~ m' =1-m  (2.49)

b
d 2
K = / S K[m/]
o V0o Vie—a)(d-0b)
We shall show that the modular parameter 7 of Eq. (2.42) coincides with the stan-

dard modular parameter of the torus associated to the mapping u, i.e. of the elliptic

curve y? = o(z). Indeed, 7 is simply given by

K’ K[1 — m)]

e (2.50)

So we have
wd)=0 | u(a):% , u(b):l_;T Cow@ =T u(oo) = ua
(2.51)

and u maps the upper half A-plane onto the half-periods rectangle (1/2,7/2) and the
double-sheeted complex A-plane onto the period rectangle (1, 7).

10
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To show Eq. (2.50), we use the fact that in the two-cut case, if we fix z (the e.v.
ratio in the first cut) the semiclassical e.v. density (extrema of the effective action
S ) is now a function p(),z) of A and z, and the end-points a, b, ¢, d depend on z.
Therefore the large N resolvent wyq is of the form
VI(A) M\ z)/o(X)

wo(A,x) = 5 5 (2.52)

with M (A, z) a polynomial with degree P — 3 in A (P being the degree of V'), entirely
fixed by the constraints 2.18 and 2.29. Therefore the partial derivative of wy(\, z) w.r.t.

x is necessarily of the form

dwe(N,z)  C
oz (j()\)
with C'= C(\, x) a priori a polynomial in A. Since 2.18 still holds independently of z

(2.53)

we must have

Owy (A, )
ox
which implies that C(\, z) is of degree 0 in A, i.e. is a constant (depending only on )

=0\? for A—oo (2.54)

C = C(a) (2.55)

This constant can be easily determined by using that

’ dA
x = p(Az)dN = [ ——wo(A, ) (2.56)
a ¢ 41T
with C" a clockwise contour encircling the interval [a, b]. Therefore we have
oz d» C CK' T
= =1= - = — = (C=—-——= 2.57
O /C 27 \ /o (\) - i (2.57)

with K’ the half-period defined in Eq. (2.49). Now we use Eq. (2.26), Eq. (2.27) and
the definition of the effective potential Vog of Eq. (2.14) to write the derivative of the
free energy w.r.t. x as

0F,

52 = Vaalt) ~ V(o) = [\ ()~ V() (258

Now we take the derivative w.r.t. x of this equation and obtain

. PR dw(N) [ c K
B = o5 = 2/b A== = 2/b dX =i —20K = — (2.59)

Using Eq. (2.42) we thus obtain the result 2.50.

11
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3 2-points correlation function

3.1 The basic formula

As a first application we compute the large N smoothed connected two-point correlation
function (first obtained by [11, 13, 14]), defined as

) = AT |2 T |2 - o 2y e ) e

Adding source terms to the potential of the form

1 1 1
— ¢ Vo) =V(E) - a — —— (3.2)

€)\,€
A€ A — 2 HIU*Z

Vf,\ = V(z) - €x

we have L9 o
‘(A = —— ——F\V,..,N 3.3
w ( 7#) N2 86)\ 8€u [ Xs€p? } R ( )
and for the resolvent (one-point function)
1 1 1 0
A) = — (T - 2 pv. N 3.4
o) = (T [T = - N (3.4

If the €,’s are small and the A’s not too close to the cuts, the mean-field solution is still
a two-cut e.v. distribution, with z. = z.(¢) an explicit function of the A\’s. So from
Eq. (2.45) for the free energy we have for the two-point function

0o 0 ox,. 0x,
— 5 FolVe,e -
Dey D¢, Vel + D€y Oe,

W) = In <93<Nzc>>r’] oW (35)

ex=¢€,=0

The first term in the r.h.s. of 3.5 is the mean-field contribution already calculated in [17,
10], the second term involving a second derivative of an elliptic function, characterizes

the multi-cut solution.

3.2 The mean-field contribution

For completeness let us first rederive the mean field contribution of [17, 10]. Taking

the derivative with respect to €, we obtain the mean-field resolvent for the potential

Ve,
0
S RilVag)| = (V) (3.6
6)‘ E>\:0
which must be of the form
1 € M(z)\/o(z)
Vo)== |V _ e 3.7
WO(z, 'u) 9 (Z) (Z - ,U,)2 + (Z - M)Q ( )
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with M(z) a polynomial of degree P — 1 (here both the coefficients of M and of o
depend on 1 and €,). In addition to the P — 2 constraints (coming from 2.18 and 2.30)
wo(z; Ve, ) must be regular at 2 = p. This determines entirely M. Taking the derivative

w.r.t. €, and using the symmetry A <> 1 we get

¢ - _ ii — _1 1 Q()‘a:u)
“o(hm) = =52 9e, |0 2 (A — p)? [1 " s/a()\)\/a(,u)] (3.8)

with Q(A, ) a symmetric polynomial in A and in p. The constraints on w§ are: (i)
w§ = O(A7?) as A — oo which implies that @ is of degree at most 2; (ii) wf is regular
at A = p which implies that Q(\, u) = —a((A + p)/2) + O((A — p)?); (iii) finally the

equality of the effective potential on the two cuts implies that

[ s du = o (39)

Conditions (i) and (ii) fix uniquely @

Qv = 5| L o0 O lesaew e

up to a constant S fixed by condition (iii), which is found to be

S = %(ca)(db)@ with _ (¢ —b)(d—a)

K] " a@ oy O

and where K[m] and E[m]| are the standard elliptic integrals of the first and second
kind.

3.3 The non-regular contribution

In order to compute the second contribution to 3.5, we simply need gg Since z,. is

fixed by the constraint % = 0 we can write

8.’1)6 i 82F0 62F0 (3 12)
dex  Oxdey/ Ox2 '
Using the results of subsection 2.3 we have
0’ Fy 2rK 0’ F 0 T 1
T I v . P TRy 1
So we have eventually
p 1
Ov, _ ___1 (3.14)
D€ 2K+\/o(A)
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and the second non-regular term is

0z, 0%, v 1
Jex e, [In (03(Nz.|1))]" = NG 2K\/U [In (035(Nz.|7))]" (3.15)

with K defined by Eq. (2.48). Using standard relations on elliptic functions, this can

be rewritten as
(c—a)(d—0b) E[m]

4\/7\/7 K[m]

dn(u) = dn(2K[m]u|m) (3.17)

—I— dn?®(Nz, + 1) (3.16)
with

where dn(u|m) is the Jacobi elliptic function dn. Its periods are 2K [m]| and 4iK[m/],
and dn®(z) has periods 1 and 7.

3.4 The final result

Combining 3.8, 3.10, 3.11 and 3.16 we obtain the final result for the 2-point correlation

function

e _ A =a)A=b)(p—c)(p—d)
SO = [( \/u = (A—c)(A—co)“““)]

qn?( +1) (3.18)

We have used the relation dng(u) =1 — msn?(u), where similarly to 3.17 we note
sn(u) = sn(2K[m]u|m) (3.19)

Surprisingly, the ratio E[m]/K|[m] characteristic of the mean-field solution of [17, 10]
has disappeared.
The smoothed 2-point connected density correlator p°(A, 1), defined as

PO ) = (Tr [5(A = M)] Tr [5(1— M)]) — (T [5(0 = M) Tr [5(2— M)]) (3.20)

can be obtained easily from the discontinuity of w®(\, ). One obtains in the large N
limit, if A and p are on the support of e.v.

(A~ a)A— b)) d)

A )y’ Mm @) (1 — D)X @u_@‘“w)

+ exep (c—a)d—?) n’(Nz, + 1)
e VIa )]

(A ) =




167
ex =1 1if Xelfa,b] , =1 if Xe€]ed] (3.22)

and zero otherwise.

The new non-regular term sn?(Nxz. + 1) is an even periodic function of Nz, with
period 1 which varies between 0 and 1. Therefore, as IV varies, depending on the
rationality or the irrationality of z., the two-point function will be varying with N in

a periodic or quasiperiodic way.

3.5 The symmetric case

It is now very easy to recover the results of [11, 13] for a symmetric potential. Indeed,

if the potential V' is symmetric, the two cuts are also symmetric

a=—-d , b= —c (3.23)
and we have automatically
1
T, = B (3.24)
so that
2 . .
5 [ sn®*(1) =1if N is even
s (Ne + 3) = { sn?(0) = 0 if N is odd (3.25)
Eq. (3.18) and Eq. (3.22) become
’ 2(A = p)? Vod)yvo(p) 2 VoMo

pc(/\”u) — # EXEp <(a2 - )‘:U’)(bQ - )‘:u) o (—1)N(Lb> (3.27)

VIV lo(w)| (A —p)?

with o(\) = (A\? — a?)(\? — b?).

3.6 The two-point function as an elliptic function

It is interesting to consider the two-point correlator in terms of the elliptic coordinates
defined by Eq. (2.47)
u=u(A) , v=u(p) (3.28)

Let us thus consider

w(u,v) = 22 Z'Z W\ ) = 2K /o(\) 2K /o (1) w(\, ) (3.29)

It is easy to see (from the properties of w€) that w®(u,v) satisfies:

1. @°(u,v) is a doubly periodic function of u (and of v) with periods 1 and 7;

15
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2. w(u,v) is regular at u and v = u(a), u(b), u(c), u(d) and uu;

3. @°(u,v) is regular when u = v, but has a double pole at u = —v (corresponding
to the double pole of w®(\, u) when A = p but with A in the first sheet and p in

the second sheet), with residue 1.

This implies that @®(u, v) is a Weierstrass elliptic function
w(u,v) = p(u+ v|T) + constant (3.30)

where the constant depends on Nz, (p has periods 1 and 7). Using classical identities
between the Weirstrass g function and the Jacobi elliptic functions, it can be easily

calculated. We find the remarkably simple result
w(u,v) = p(u+v|r) — p(Nz. + 2|7) (3.31)
or equivalently

&°(u,v) = = [In (By(u+ o))" + [In (03(Nac|7))]" (3.32)

4 The orthogonal polynomials

Let us briefly recall some basic facts about the well-known method of orthogonal poly-
nomials [18], which is a powerful tool for studying the spectral properties of random
matrices [2]. Asymptotic expressions for the orthogonal polynomials have been ob-
tained recently [14] in the mathematical literature, by solving a Rieman-Hilbert prob-
lem. Here we will derive them from the free energy directly.

Consider the partition function (2.4):

7 = /d/\l ddy e NEVOD TT(N = ) (4.1)
i<j
The last term is a Vandermonde determinant [2]:
[Iw =) = det (A7) = det (P (M) (4.2)
i<j 7 7
where the last equality is obtained by linearly mixing columns of the determinant, and
holds for arbitrary monic polynomials P,(\) with leading coefficient P, (A) = A" + .. ..
The method of orthogonal polynomials consists in choosing a family of polynomials

suitable for the computation of (4.1), namely, the family of polynomials orthogonal
with respect to the weight exp —NV()):

[ P P3N = iy (43)

16
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With this particular choice of polynomials, the integral (4.1) is merely:

N-1

Z=N!'T] (4.4)

and the joint probability density of all the eigenvalues takes the form of a Slater de-

terminant: ,

By An) = 57 | det, [ (0 (4.5)

1<i<N

where the wave functions 1, ()\) = \/}T’Pn()\)e_%v()‘) are orthonormal.

4.1 The Kernel K(\, pu)

The square of a determinant can be rewritten as the determinant of a product:

1<i,j<N

we are thus led to introduce the kernel K (A, u) [19]:

N—-1

KO = 3 a0 () (4.6

n=0
In terms of which the joint density of eigenvalues is now a determinant

N

The orthonormality properties of the polynomials imply the projection relations
1
/d)\ KM\MN) =1 and /d)\ K(u, \YK(\,v) = NK(M,I/) (4.8)

which make any partial integration of (4.7) easy to perform (theorem of Dyson [20]).

In particular, the integration over N — 1 eigenvalues gives the density of eigenvalues

p()\]): /d)\g...d)\NRN()\h...,)\N) :K()\1,)\1)

and the integration over N — 2 eigenvalues gives the correlation function:

Ry(Ai, X)) = [dXs...dAyRy(Ar,..., A)
= X (K, M)K (A As) — KA1, M) K (A2, Ar))

N—-1

In short:
p(N) =EKXNN) o p\p) = (KONK (1, 1) — K (A p)?) (4.9)

17
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In addition, the Darboux-Christoffel theorem [24, 21], asserts that

L Pv(M)Pr-1(p) = Py()Py-1(N) _~xn
K = 2 (V(N)+V (1)
()‘7 :u) Nh]v,l )\ Y e

(4.10)

which means that we need to evaluate P, only forn =N and n = N — 1.

Thus, we shall now aim at finding asymptotic expressions for the orthogonal poly-
nomials P, (\), and the kernel K (A, ) in the large N limit, and n close to N. This
has been done in the 1-cut case [7] and in the symmetric 2-cut case [11, 14, 12]. Here

we will generalize it to the non-symmetric case, with the method used in [21].

4.2 WKB approximation for the orthogonal polynomials P,()\)

The orthogonal polynomials have the following integral representation (see Appendix
1 of [21] or [18]):

[ dMy g det (X — M) e Nt V(M)
o fdMnxn e~ NtrV (M)

where the integral is restricted to hermitian matrices of size n x n.

Pa(A)

(4.11)

Thus the orthogonal polynomial is given by the ratio of two matrix integrals of the

same type as the partition function 2.1:

Z[V + 5V1 + 5‘/2: n] efF[V+5V1 +0Vain]
n(A) = — = 4.12
P ( ) Z[V + (5‘/1; n} e FlV+Vin] ( )
where N ,
Vi(z) = ~—"V(z)  and  Vi= —In(z N (4.13)
n n

We have seen in the previous section (eq.2.45) that
F[Vin] =n’FK[V;z.] — Inbz(nz[V]) + ... (4.14)
We will use the fact that under a variation 6V of the potential, the variation of Fj is
21, 8]:
1
0F, = Py w(2)0V (z)dz (4.15)

i,
where the anti-clockwise contour encloses the support of the density of eigenvalues,
and w(z) is the resolvent (eq 3.4 and 2.28):

w(z) = % (V') M(2)Val)

It is convenient to introduce two sources t; and ¢y for the variations 6V; and V5 of

the potential, and consider a generalized potential V(z):
V(z) =V (2) + t16Vi(2) + t20Va(2) =V (2) + 1V (2) + taIn |\ — 2|

18
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Since t; = and t, = —% are both small of order O(N '), we will expand F in

N—n
n
Taylor’s series:

t t5
F[V(Z) ’fl] = F[V(Z), n} + tlalF + tQaQF + 51811F + tthalgF + 52822}7 + ...

all the derivatives being taken at the point t; = ¢, = 0.
This will give

Lo O3(nx + (N —n)oix — Osx)

)\ ~ /TLBQF(] /(N*’rl)aleg 1 N71 41
Pa(A) ~ e ‘ Ganz + (V- mparmy L HOWT)) (416)

Now, let us compute the derivatives of Fy and x = x,. with respect to t; and t,.
The method proceeds similarly to section 3.1.
4.2.1 Derivatives of F|, with respect to t; and t,
using (4.15) with (4.13):

0F, 1
oro .+ 1 _
o, 57 w(z)In(z — N)dz

After integration by part, the pole in (z—\) picks a residue, and the result is a primitive

of w(A):
OF, A

The lower bound of integration Ay is to be chosen such that e ~, | A", i.e.

In X = /Oo(w(z) ~ s (4.18)

Ao z
In order to compute the second derivatives 01oFy and 09 Fy, we will need to differ-

entiate w(z) with respect to ¢; and t,.

4.2.2 Derivatives of w(z) with respect to ¢; and ¢,

The resolvent w(z) computed for the potential V(z) takes the form:

w(z) = - (V'(z) — M(2) 0(2)) (4.19)

where M(z) is analytic. Notice that when V'(z) has a pole in z = A\, M(z) may have

a pole too. w(z) obeys a linear equation:
w(z +i0) + w(z — i0) = V'(2) for  z€[a,b]U]e,d] (4.20)
Thus its derivatives obey linear equations as well:
Oiw(z +10) + diw(z — i0) = 0V{(2) = V'(2) (4.21)

19
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Doz +0) + Byl — i0) = BV (=) = - ! . (4.22)
e Jw;: The solution of (4.21) is:
Ohw(z) =w(z) — /) (4.23)

Vo(z)
where f(z) is analytic in z. The boundary conditions 2.18 imply that f(z) ~ z when

z — oo and f has no pole, thus f(z) is a polynomial of degree 1:

ow(z) z— 2

oty =wlz) - o(z)

(4.24)

zp is determined as a function of a, b, ¢, d by the derivative of 2.30 with respect to ¢;:

'/bcdz : J(zzo) =0 (4.25)

It can be checked that in term of elliptic theta functions we have (see Appendix A, or
[23]):

c %0 d  Oi(u(z) + us)
oz) = 0 () =) (4.26)

and thus:
Ow(z) d . Oi(u(z) + ux)

ot w(z) = dz ln 01 (u(z) — tso)

(4.27)

e Jwy: Note that the t5 source-term is the primitive of the €, source-term of 3.2, and
that

dow(z)  Odw(z) 1 O°F

dz 0ty ey n20e,0¢y
0, Ow/0ty has already been computed in 3.8. The second derivative dg F' corresponds
to z = A

= we(z, A) (4.28)

O Fy =1In/o(X) +21In (6 (u(X) — ux)) (4.29)
4.2.3 Derivatives of =

Recall that

= / s = —— [ M(2)\/olR)dz (4.30)

2im J,

using 4.27 we get:

%) 1 [z
Kt — | 2240 = 4 2uy, (4.31)
oty 2im Jo \Jo(2)
Similarly, from 4.28 and 3.18 or 3.31 (or less tediously, taking the primitive of 3.14),
we get:
Ox
872 = —u(\) + 1o (4.32)

20
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4.3 Final result

4.3.1 Case ) ¢[a,b] U ][c,d]

Eventually, inserting 4.17,4.27,4.29,4.31, 4.32 into 4.16 we get:

Pu), = VIO pau(3) Vo (4.33)
where
05Nz 2(N — ) + 1 — )b (2uoe) (G (u+ 1)\
Pult) = O e N+ 20N — n)u )b (4 — 1) (91 (u uoo)>
(4.34)

(), is a normalization such that P, ~ A" for A — oc.

1 @ b d
C, = V2KA™ N1 with A= 1(0) and K = / :

2K 0, (2un) o(2)
(4.35)
1 05(0)
A=—Jld—a—c+}| T

Note that 4.33 is unchanged under v — v + 1 and v — u + 7. Indeed, a shift
u — u + T amounts to a nontrivial circle around the cut [¢,d]. Thus [ w is shifted by

2imtNx

-2 fcdp = —2in(1 — ), and eV /¢ receives a phase e . In the same time, the 6

b

functions receive phase factors: 6(v +7) = 0(v)e 2"(*"*+7/2) One can easily check that
the total phase shift is 0.

4.3.2 Case ) € [a,b] U [c,d]

Expression 4.34 has been derived by a saddle point approximation of 4.12 when A\ does
not belong to [a,b] U [c,d]. When A lies on the cut [a,b] U [¢, d], 4.12 actually has two
saddle points, contributing to the same order. They correspond to the two determi-
nations of the square root im. The asymptotic expression for the orthogonal
polynomial is then given by a sum of two terms:

Pn()\)/\G[aEu[c d}C u' [py(u) e NN Lip, (—u) eiN”C(’\)] ez V) (4.36)

where (()\) = fdA p(z)dz and

0 = ¢ HOO I MVTE) _ g P el (4

To summarize: When \ ¢ [a,b] U [c,d], the wave function 1, (\) = P,(\)eNV/2
decays exponentially, and within the support [a, b] U [c, d], it oscillates at a frequency
of order N.

21
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e

UUU b UUUUd A
Figure 2: Typical behavior of the wave function

4.3.3 Check of the orthogonality

For completeness, let us check that the functions (4.33) are indeed orthogonal (at

leading order in N~'). Let us compute the integral:

/ AAP,(A) P (N)e MV

o0

The contributions of the integral along | — 0o, a] U[b, ¢] U [d, oo| are exponentially small
and do not contribute at leading order.

Along [a, b] U [¢, d], we use expression 4.36, and get a sum of four terms:
' - +ipn (—u)pm(u)
c? /d)\ u'(\ < ipn(Wpm(—u) . 4.38
( ) +pn(U)pm(U)e 2iNw((N) 7pn(7u)pm(7u)eQ,N ¢(N) ( )
Since the two last terms have fast oscillations of frequency N, they are suppressed as
O(1/N).
The leading contribution is thus given by the two first terms of 4.38, which can be

rewritten as integrals in the u plane along the contour depicted on fig.3.a:

_ . O3 (T + 1 — 100)03(Tm — 1w — Uoo) (01 (u+ o)\
n/ mb®© NV = nm d : -
| PP i [ 0303 ()1 (1 1100)0r (0 1) \ B ) ) (4.39)
+ (u— —u)

where z,, and c¢,,, are short notations for:
Tp = Nz +2(N — n)ue and Com = C?C,C07 (2us0) (4.40)

If n > m we may deform the contour to a circle around the point —u., (fig.3.h),
and the integral vanishes since there is no pole, while if m > n we deform the contour
to a circle around +uy (fig.3.c). Therefore, the integral vanishes for n # m.
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a)

Figure 3: Deformation of the contour integral

When n = m, the integral picks a residue:

/d)\Pane_NV()\) = hppm (4.41)
with (C, ¢um, A, x, are defined in 4.35, 4.40, 4.37):
P L) NyC LR S T (4.42)
01(2uc0 )01 (0)  O3(z,) 0 (zn)

4.3.4 Recurrence equation

It is well known that the orthogonal polynomials satisfy a recurrence equation of the
form [2, 18]:

APn(A) = Prs1(A) + BaPu(A) + anPu1() (4.43)
Here, we find that (divide 4.43 by P,,, and match the poles on both sides):

hn 93(xn+1)93(xn71)

n = = A? 4.44
s () A
which can be rewritten more compactly as
1
an = ¢ (((d—a) = (c=1b)* +4(d— a)(c — b) cn*(z, +1/2)) (4.45)
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And by taking u = 0 in 4.43 we get [3,,:
03 ($n+3/2)93(33n) O3(2n41)03 (%—1/2)

p 93(=’En+1)93($n+1/2) 93(1%)93 (l’n+1/2) ( )
which can be rewritten more compactly as:
a+d+(c—0b d—>b
PR B — (147
€0t w1/

The sequences a, and 3, are thus quasi-periodic in n. It is interesting to recall that
the behavior of these coefficients has been extensively studied (mainly by numerical
methods) by several authors in the early 90’s [22]. The general conclusion was that
in the multi-cut case the general behavior of the recursion coefficients was “chaotic”
in n (and regular or quasi-periodic only in some special cases). It is clear from our
expressions that in the two-cut case the behavior is always periodic or quasi-periodic
and never chaotic (in the mathematical sense). This is in fact true even if the number
of cuts is larger than 2 (see appendix C).

1 1

In the symmetric case, ¥ = 3 and us = 7, we have x, = n/2 mod1, so that we

recover 3, =0 and a,, = 1(a — (—1)"b)%

In the general case, o, and (3, vary along a periodic curve, between two extrema,

given by:
(e B))2 - 12
(d—a—(c—0)) <an<(d a+ (c—0b))
16 - - 16
d+a c—0» d+a c—b
— < <
2 2 < bn < 5 T

Similarly to the one-cut case, one may relate «, to square width of the distribution

of eigenvalues, and 3, to the center of the distribution.

4.4 The kernel K (A, p)

We can now evaluate the kernel K (), y) according to (4.10). Let us note u = u()\) and
v = u(p) and we assume A, u € [a,b] U [c, d]:

C*Vu'v' Z Venpn (ew)py_1 (nu) e NimC) @mnNimClu) _ (4 — 4))
NhN_l E,n:i1 ()\ - /"L)

which can be rewritten as a sum of eight terms:

KA, p) ~

(4.48)

CN.N-1 u'v!

X
hn-105(zn)b3(zn 1) N(A — p)
3(Nx + €u — Koo )03 (NZ + v + Kieo) o Nin(eC() ()

01 (eu — Koo )1 (U + Ko)

K(/\Hu) =

> wvar

€,n,k==%1

(4.49)
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We will see below that not all the terms contribute to the same order.
4.4.1 Regime [\ — u| ~ O(1/N)
The eight terms of (4.49) can be rewritten as four combinations of the type:

f(ua 7)) + .f(U: U’) g(U, ?}) — 9(7), U’)

and  cos (N7(C(A) £ (1))

sin (N7(C(A) £ ¢(w)))

N — p) N(A = p)

In the limit |\ — p| small, i.e. |u—wv|small, the terms with a cosine will be proportional
to derivatives of g(u,v), and there will be an overall ]ﬁ factor. Similarly, the term with
a sine and a + sign will be proportional to a derivative of f(u,v) and will be of order
1/N. Only the term proportional to sin N [ p(z)dz can balance the 1/N factor, and

is dominant in the short range regime. After calculation we get:

sin N7 [} p(z)dz

~ 4.50
A—ul~O(1/N)  N7(A— p) ( )

K(A p)
As expected we have
K(XA) = p(A) (4.51)

and we recover the universal short range correlation function:

o)~ s (1 - (T2t (4

4.4.2 Long range regime, smoothed oscillations

When |A — u| ~ O(1), K(A, 1) has high frequency oscillations, and only a smoothed

correlation function obtained by averaging the oscillations can be observed.
Recall that the connected 2-point correlation function is related to K? by (4.9):

pQC()\7 :u) = _K()‘a N)Q (453)

with K (A, p) given by 4.49.
Smoothing out the oscillations amounts to kill all terms containing some e?N7¢ in

the square of eq 4.49, we thus have:

RO —2uv' Ay Z
, = K1K
W 12 62 (wn) 0 (o ) N2 (X — )2 1

O3(NT + €u — K1too)03( N — €u — Kol )05(
01 (eu — Koo )1 (—€u — Kating )01 (

€,1,K51,62==+1

Nz 4+ nv + K1teo)03(Nz — 0 + Kol
NV + K1loo )01 (—10 + Koli)

(4.54)
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Using that (see appendix A, and [23, 25, 24]):

01 (u— )0 (u+ v)07(2us)

A—pu=—-2A 4.55
a 61 (U — Uoo) 01 (U 4 Uoo )b (V — oo )01 (v + Uuso) (4.55)
we get (€; = —€j; = £1):
—_— 2u'v'02(0)
K(\p)?= !
A = N (N 2 (2u )
01 (1 — 10001 (1 + 1100 ) 0y (U — 1150) 01 (v + 1) \
( O1(u —v)0y (u+ v) Z (€ijert + €ucks) (4.56)

ik =1
O3(Nx 4+ u — it )03(Nz — 1 — ke )03(NT + v — jUoe)03(Nz — v — lue)

01(“ - iuoo)gl(_u - kuoc)al(v - juoo)gl(_v - luoo)

We see that 4.56 has no pole when u = +u., it can have (double) poles only when
u = +v. Thus, 4.56 can be rewritten in terms of Weirstrass functions of v + v and
u—v:

KA\ p)?= u'v' (Crp(u —v) + Cyp(u +v) — 25)

 2N272
Taking u = v and u = —v in 4.56, we find that the residues are C; = C5; = 1, and
taking a particular value of u and v, we find the constant S, equal to what we had in
3.31:

K\ p)?=— u'v' (p(u —v) 4+ p(u+v) —2p(Nzx + g)) (4.57)

IN272
and we recover the result 3.31 found in section 3.6.

5 Conclusions

In this article, we have solved the puzzle raised by [11, 13] and understood why the
naive mean-field method [10] and the orthogonal polynomial ansatz [11, 12] approach
used in the symmetric case disagree.

We have proven here that this effect has nothing to do with a Zy symmetry breaking,
as it was sometimes assumed [11], it is general as soon as the support of the density is
not connected.

The apparent paradox comes from the fact that when the support of eigenvalues
is not connected, the free energy admits no large N expansion in powers of 1/N?
(topological expansion [9]). This means that the free energy in the multi-cut case
is not given by a topological expansion, i.e. the sum of diagrams with a weight NX
(x=Euler Characteristic of the diagram).
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The explanation lies in the discreteness of the number of eigenvalues. For instance
in the symmetric 2-cut case, the classical approach assumes that the minimum of the
free energy is reached when one half (z = 1/2) of the eigenvalues are in each cut.
Obviously, this minimum is never reached when the total number of eigenvalues is odd,
and in general, the result depends on the fractional part of Nz.

At leading order in N only, the free energy is correctly given by the classical saddle
point limit [16, 10], but the first order in N is not sufficient to determine the 2-point
(or higher) correlation function.

Here we have computed explicitly the two-point connected correlation function. It
contains a universal part depending only on the number of cuts, which was obtained
by [10], and contains in addition, a non universal term quasiperiodic in N [22, 14].

Let us stress that our calculation holds for any potential, not necessarily symmetric,
and it can also be generalized to a potential with complex coefficients (appendix. B),
and to an arbitrary number of cuts (appendix. C).

We have also reobtained directly the asymptotic expressions for the orthogonal
polynomials [14], which allows in principle through the Darboux-Christoffel theorem
(eq. 4.10) to compute any correlation function of any number of eigenvalues in the
short or long range domain (and one can smooth it afterwards).

The orthogonal polynomial approach may in turn be used for other random matrix
ensembles, and it would be interesting to apply our results to orthogonal or symplectic

ensembles [2].

The authors are thankful to K. Mallick for useful discussions, and to the Eurogrid
European Network HPRN-CT-1999-00161 for supporting part of the work. They also
thank E. Kanzieper, O. Lechtenfeld and G. Akemann for their interest and for pointing

some missing references.

Appendix A A few useful identities on elliptic func-
tions

Here we collect a few useful identities on elliptic functions used through the paper. For
details see [23, 24, 25]. We start from

oA) = A=—a)A=b)(A—c)(A—d) , a<b<c<d (A.1)

and the map from the complex plane to the torus

u()) = %/d dz (A.2)

Vo(z)
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u(c)=1/2 u(b)=1/2+ 1/2

® a b ¢ d ® u(d)=0 ul u@=12

Figure 4: the upper half-plane is mapped onto a rectangle (1/2,7/2)

where the half period K is

¢ dz 2 7 03(0|7)
/ N R e RN e R

K[m] is the standard complete elliptic integral [23, 24, 25], with the modulus m equal

to the biratio of the four points a, b, ¢, d:

_ (d—a)(c—b)
" A a) A

m is related to the modular parameter 7 of the torus by:
4

T 93 (

63(0|7)

m=e and conversely T = i— (A.5)

where we have used the Jacobi theta functions:

Oi(z7) = 01(2) =—=1 Y (-1)'¢" "™ with g=¢" (A.6)

; 1
and  Gy(zlr) = 0a(2) = gf ™ 01(z + 5 + 2|7) (A7)

With this mapping u(\) between the A complex plane and the periodic rectangle

of sides (1,7), we have:

1 1
Wd)=0 . wl@=5 . ub)= ‘2” we) =2 (o) = us
(A.8)
The inverse mapping can be written in terms of theta functions:
! 2
N de 6:(0) 03 (u)61 (2u o) (A.9)
2K 01 (U + o) 01 (1 — oo )07 (100
672 01(21)601 (2u oo
ooy = 6216 () (A.10)

4K? 03 (u — teo )03 (U + o)
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and in terms of the usual trigonometric elliptic functions sn, c¢n, dn [23, 24, 25] that

we normalize to have periods 1 and 7, i.e.

sn(u) = sn(2K[m]u|m) , dn(u) = dn(2K[m]u|m) , (A.11)
one has
2 _ 2 _ 2 _
sn*(u) :)\ d ’ cn®(u) :)\ a 7 dI; (u) :)\ b (A12)
sn?(Ue) A —c cn?(uy) A—c dn®(us) A —c
1 2
A—c=(d—c)————— , )\—b:(d—b)L@ (A.13)
1— sr21 (u) 1— s121 (u)
sn?(uoo) sn?(uoo )
cn?(u) d—a sn*(u)
)\—a:(d—a)w s )\_d:(d_c)(’—(],li 502 (a) (A14)

sn? (oo )

o) = (d— ¢)(d — a) /f: s Sn((lw Cns(n@:zuc)ln)(g) (A.15)
T osn2(uco)

and wuy, is related to a, b, ¢, d by any of the following relations:

d—rc
d—a ’

cC—a

, d-
T dn™ (o) = (A.16)

en?(Uy) =

Sn? (oo ) =

Appendix B Complex potentials

The case of complex potentials, that is to say of a polynomial potential V' (\) with
complex coefficients, is interesting for some applications of the matrix models to 2
dimensional gravity and when studying their connections with integrable hierarchies.
In this case, the mean field large N solution is known to be given by a continuous
distribution of the eigenvalues along arcs in the complex plane [26].

In this appendix we show that our results are only slightly modified in this case.

In the two-cut case, we can repeat the analysis of sect.2. We fix x = ny/N (the
proportion of e.v. in the first cut). The resolvent is still of the form 2.28, with the
polynomial M and the end points a, b, ¢, d determined by the constraints 2.18 and 2.29,
but they are no more real in general, as well as the resulting mean-field free energy
Fy(x).

If we now repeat the calculation of sect.2.2.3 we cannot use a saddle-point approx-
imation for the sum over n; by expanding Fy(x) around the saddle point x¢ which is

the true extremum of Fj.
—2(z0) = 0 (B.1)
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Indeed this extremum is at a finite non-zero distance of the real axis, i.e. Im(z) =
O(1), while the method of sect.2.2.3 is valid only if Im(xy) = O(1/N). However, since

N is integer, we can expand F around any zj, provided that

k
Fy(ay) = 2im < . ke (B.2)

—N(@=wx)F3(7e) g then a constant for z = n/N,

since the dangerous oscillating term e
n € Z.

Therefore, as in [26] we have to consider the real pseudo saddle-point . such that
Re(Fy(z.)) = 0 with  Im(z.) =0 (B.3)
and denote . .
A, = — Fy(z.) = — Im(Fy(z.)) (B.4)
AVS 27
We expand Fy around some zy defined by Eq. (B.2) and such that
Ty — 7, = O(N") (B.5)

and we get for the total free energy (by exactly the same calculation as in sect.2.2.3)

F = N2 F()(Jfk) — In (03(N.’L'k))
(B.6)
+ Fi(z.) + 2 In(2nF)(z.)) + O(N?)
where 65 is the theta function with modular parameter
2im
= — B.
T F(;I(mc) ( 7)

Only the first two terms are important for calculating the two-point functions and the
orthogonal polynomials in the large N limit. This leading term does not depend on &.

Indeed we have

Fy(zx) = Fy(ze) = (2 — 2) Fy'(zc) + O(N7) (B.8)
hence 1
(v, — x0) = NT(k — NA,) + O(N7?) (B.9)
and using the periodicity relations of 63 we can rewrite the leading term for the free
energy as
N? Fy(zy) — In(03(Nxzy)) = N? Fy(n./N) — Euz — In (03(u,.)) (B.10)
T
with
ne = E[Nz.] , wu. = [Nz]—71[NA] (B.11)
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where E[u] is the integer part of u (largest integer smaller than ) and [u] = v — E[u]
is the fractional part of u. This does not depend on k up to negligible terms of order
O(N ') (provided that condition B.5 for £ holds).
One can now repeat the calculation of sect.3 for the 2-point function. Nothing is
changed but we simply have to replace x. by x; in the intermediate steps and to use
Eq. (B.9) at the end of the calculation. This amounts to replace the z, in the elliptic

function sn? by z. — 7A.. The final result for the two-point resolvent is

S SN AU (6 1o S s TR
R e [(1 \/ma)(ub)uc)(Ad)>+(””)]
(c—a)(d—0)

INCONGMR

Similar results holds for the orthogonal polynomials. We simply have to consider the

*(N(x, — TA,) + 1) (B.12)

2

end-points a, b, ¢, d for the mean-field real parameter z. and to make the replacement
Nz, — N(z.+TA,) (B.13)

in the elliptic functions involving Nz.. In any case these terms depend only on the
fractional parts of Nz, and of NA,.

A final interesting remark on the periodicity properties of the non-universal term
sn?(N(x. + 7A.)) can be made. From the definition B.4 A, corresponds to a “phase

shift” between the two arcs where the density of e.v. is non zero.

1 ry-r
Ao = o Fjz,) = -7
21w 2

(B.14)

where NT', is the (constant) effective potential on the arc a. The two periods 1 and
7 of the sn? function correspond respectively in term of eigenvalues to (i) transfer a
single e.v. from the first arc to the second one (0Nx = £1), (ii) or to shift the phase
between the two arcs by 27 (INA, = +1).

Appendix C Multicut Case
Consider now a support of eigenvalues split into s intervals:
C=CU...UC (C.1)

Let n; be the number of eigenvalues in each C;, and x; = n;/N the occupation ratio,

which we denote collectively as a vector:

x,-—/c_dAp(A) R S (C.2)

i
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Note that only s — 1 of them are independent since z; + ...+ z, = 1.
As in the two-cut case (eq. 2.36), the free energy at fixed 77 admits a topological

large N expansion:
F[V;#i] = N*Fy[V; 7] + N°F\[V; 7] + O(1/N?) (C.3)
and as in 2.38, the partition function can be written as a sum over 7:

Z=e¢t= Z e Fvl (C.4)

i

The sum is dominated by the vicinity of the extremum 7. of Fo[V; Z]:

A Nl = 0 —
7~ }(FolViaelvin(§ =)™ (5 —20) here  —=Fy(7)] =0 (C5
Z where or O(T) e ( )
7 is the s — 1 X s — 1 matrix defined by:
1 0?F
-1 0
. C.6
i T 9 0r;0xj |4z (C.6)
Then, the summation over 7 yields:
7 ~ e NVRIVEL g(NE | 7) (C.7)

where 0(i|7) is Riemann’s theta function [27] in genus s — 1:
( |7- — 0 Z efnr A—it).7 1 (A —if) — Z eiwfi.’rﬁef?i,wﬁ.ﬂ‘ (CS)
i

where 7is a s — 1 x s — 1 matrix, ¥ is a s — 1 component vector, and 7 is a vector with
integer coordinates.

The 6 function obeys the relations (k being an arbitrary integer vector):
O(i+ k) =0(0) .  0(i+7k)=e m@EER gy g(—i) = g(@) (C.9)
Eventually the free energy at leading orders in N is:

F e N2 |V, 2] — % InO(NE|7) + ﬁm( Z)+... (C.10)

It is now straightforward but lengthy to rederive the 2-point correlation function

and the orthogonal polynomials from C.10. One needs to differentiate C.10 with respect

to variations of the potential as in 3.3 or 4.16, and express the hyperelliptical functions

involved in the calculation through prime forms (hyperelliptical generalization of the
6, function) [27]. One should thus obtain expressions similar to those of [14].
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