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Introduction

Dans un domaine d’holomorphie D, les groupes de cohomologie H%?(D) s’an-
nulent pour p =0,...,n et ¢ = 1,...,n. Les formules de représentations intégrales ont
permis, dés les annnées 70, de résoudre dans les domaines strictement pseudocon-
vexes a bord suffisamment régulier I’equation :

ou = f. (0.0.1)

Elles ont permis d’obtenir des estimées pour u dans des espaces variés : espaces de
Lebesgue LP, 1 < p < oo, espaces de Holder. Nous rappelons quelques résultats
que notre travail généralise. Dans le cas des domaines strictement pseudoconvexes,
S. G. Krantz [18] a obtenu une estimation héldérienne Az de la solution de Henkin
pour f une (0, 1)—forme a coefficients bornés (estimation optimale dans 1’échelle des
espaces de Lipschitz A%). 1l raffine ainsi le résultat antérieur de G. M. Henkin et A.
Romanov [16] qui donnait, sous les mémes hypothéses, une solution dans l’espace
Az (0 < & << 1). Plus récemment, A. Cumenge [4] d’'une part et K. Diederich,
B. Fischer et J. Fornaess [10] d’autre part ont généralisé ce résultat dans le cas des
convexes de type fini m, autrement dit des domaines convexes & bord C* dont I’ordre
de contact en tout point du bord et avec toute droite complexe est majoré par m
(nous définirons plus précisément le type et les propriétés associées dans le premier
chapitre). Ils obtiennent un opérateur 7' qui résout ’équation de Cauchy-Riemann
et qui est continu de Lfg’q) dans Aw.

En fait, A. Cumenge [4] et B. Fischer [11] ont également obtenu des estimations
pour u quand la donnée appartient a l'espace L:E)O,q)' De plus, méme si notre travail
ne porte pas sur ce type de probléme, nous souhaitons signaler que les estimations
C* dans les domaines strictement pseudoconvexes obtenues par I. Lieb et M. Range
[21] viennent d’étre généralisées par W. Alexandre [1] dans les domaines convexes
de type fini.

S. G. Krantz a aussi montré que la solution de (0.0.1) pour une donnée f J-fermée
de bidegré (0, 1) a coefficients bornés dans les domaines strictement pseudoconvexes,

appartient a ’espace anisotrope Azl (i.e. presque dans A%’l). Ce résultat a ensuite
été amélioré par P. Greiner et E. M. Stein [13] qui ont obtenu sous les mémes hy-
pothéses une solution dans A3, Ces résultats indiquent qu'une meilleure régularité
de la solution est attendue dans les directions tangentes complexes.

Notre travail consiste alors & obtenir les estimations lipschitziennes optimales des



i Introduction

solutions de (0.0.1) dans les domaines bornés convexes de type fini & bord lisse. Pour
cela, nous utilisons des formules de représentations intégrales qui tiennent compte
de la géométrie de ces domaines. En effet, les travaux de Berndtsson et Andersson
[2] donnent une construction de noyaux a poids trés généraux pour résoudre (0.0.1).
Reprenant une idée d’A. Cumenge [5], nous introduisons la métrique de Bergman
dans ces noyaux afin de refléter aussi fidélement que possible leur géométrie. Elle
est bien définie car, dans les domaines bornés, la métrique de Bergman est donnée
par une matrice définie positive. Rappelons que, a moins d’avoir un domaine trés
symétrique, le noyau de Bergman ne peut presque jamais étre calculé explicitement.
Nous avons pourtant besoin de connaitre son comportement ainsi que celui de la
métrique pour valider les formules d’homotopie. Pour cela, nous nous servons trés
largement des résultats de J. McNeal [23| [24] qui a obtenu des estimations fines
dans les convexes de type fini pour le noyau et pour la métrique de Bergman.

Dans la premiére partie de notre travail, nous reprenons la formule de représen-
tation intégrale construite par A. Cumenge avec des noyaux de type Berndtsson-
Andersson ou le poids dépend du noyau de Bergman. Elle est “semi-géométrique”
dans le sens ou le noyau est construit en partie a l'aide du noyau de Bochner-
Martinelli qui, bien qu'universel, ne nous permettra pas a priori d’exploiter toute la
géométrie du domaine pour les résultats les plus fins. Dans tous les résultats préci-
tés sur les estimations de la solution de (0.0.1), la donnée f est dans I’espace L.
(C’est ainsi la solution qui porte 'anisotropie induite par la géométrie des strictement
pseudoconvexes ou des convexes de type fini. Il nous a semblé intéressant de donner
aussi une approche ot la donnée appartient & un espace anisotrope. Pour cela, nous
utilisons la norme

[ f 111k := sup [1f (2)]]«
2€Q

ou ||f(2)||x est une norme ponctuelle définie & partir d’une norme de type Kobayashi
pour les vecteurs introduite dans [3|. La solution appartient alors a l'espace de
Zygmund isotrope

AY(Q) = {u € C®(Q) t. q. IC, Ju(z + h) +u(z — h) — 2u(2)| < C|h], z,2 + h € Q}.

Pour montrer les techniques usuelles de résolution, et les difficultés d’approche pour
les estimations de la partie euclidienne du noyau résolvant, nous donnons aussi un
résultat o la donnée appartient a I'espace des (0, 1)—formes L>. Ce résultat n’est
pas optimal et nous ’améliorons dans la troisiéme partie.

La seconde partie donne la construction d’'un noyau entiérement géométrique.
Il ne fait plus intervenir que le noyau et la métrique de Bergman et nous pouvons
espérer étre donc & méme de ’exploiter pour obtenir les résultats les plus fins. Cette
construction est de type Berndtson-Andersson [2] en choisissant une section du fibré
de Cauchy-Leray basée sur la métrique de Bergman et un poids en termes du noyau
de Bergman. Ce noyau permet d’obtenir une formule de représentation valable pour
les (p, g)-formes en général et nous I’énoncerons sous cette forme. Le choix du poids,
dans le méme état d’esprit que dans [5], permet 'annulation du terme d’intégration
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sur le bord qui apparait dans les formules d’homotopie. Enfin, nous voulons souligner
I'intérét pour notre travail de choisir des formules de représentations : elles sont
universelles et permettent d’espérer, si apparaissent des résultats nouveaux sur la
métrique de Bergman dans des domaines faiblement pseudoconvexes plus généraux,
une extension de nos méthodes a ces domaines.

Dans la troisiéme partie, nous donnons un premier résultat qui utilise ce noyau en
améliorant le second résultat du premier chapitre. Nous obtenons un résultat opti-
mal : pour une donnée dans L*°(2), nous montrons que la solution de (0.0.1) est dans

1

'espace de fonctions anisotropes I'j introduit par McNeal et Stein [25]. C’est un
espace de type Lipschitz % pour une métrique faisant intervenir la pseudométrique
de McNeal, donc adapté a la géométrie. Dans [25], seule une définition localisée
sous forme d'une décomposition discréte des fonctions est donnée. Nous avons alors
introduit une définition directe, dans I’état d’esprit de celle de Zygmund.

Bien que plus fin, le noyau plus géométrique que nous avons introduit ne simplifie
pas I'étude du terme qui porte la singularité maximale, car il n’est plus possible
d’utiliser des techniques du type Hardy-Littlewood. L’étude directe de ce terme se
révele bien plus technique que celle d’'un noyau de Bochner-Martinelli standard. Les
autres termes du noyau, eux, a la fois trés géométriques et moins singuliers, sont
trés simples a estimer et donnent I’estimation optimale souhaitée.

Enfin, nous terminons par une seconde application : nous retrouvons le théoréme
de Greiner et Stein [13] : pour une (0,1)—forme 0 fermée a coefficients bornés, il
existe une solution u de 'équation (0.0.1) qui appartient a 'espace A2! dans les do-
maines strictement pseudoconvexes. Il est assez naturel de pouvoir y arriver puisque
notre objectif est de dominer, a travers notre solution de (0.0.1), les aspects géomé-
triques des domaines. Nous pouvons ainsi illustrer que, méme dans ce cadre, notre
noyau permet d’obtenir les résultats optimaux et sans utiliser toute la technicité liée
aux groupes de Heisenberg.

Enoncé des résultats et esquisse des démonstrations

Théoréme 1. Soit Q un domaine conveze borné, a bord lisse et de type fini m, et
f une (0,1)-forme 0 fermée telle que ||| f]||. < +o0o. Alors il existe u € A'(Q) telle
que Ou = f .

Nous considérons un noyau de type Berndtsson-Andersson, avec une section de
Bochner-Martinelli mais un poids “géométrique” comme dans [5] pour obtenir notre
solution de I’équation (0.0.1). Cette solution se décompose en une somme de n termes
et I'on peut se restreindre a I’étude de trois de ces termes seulement. Le premier fait
objet d'une étude directe; il s’agit en fait de montrer que [,[BM](¢, z) appartient
a Al, ou [BM] est le noyau de Bochner-Martinelli. Pour les deux autres termes,
nous utilisons un lemme standard de Hardy-Littlewood [19]. C’est-a-dire que nous
dérivons ces termes pour vérifier le comportement de leur dérivée seconde en fonction
de la distance au bord d(z). Si la dérivée seconde d’une application explose moins vite
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que (ﬁf dans un voisinage du bord, nous savons que cette application appartient

a l'espace de Lipschitz A'. Pour cela, nous devons nous placer sur des couronnes
géométriques P(z,2%d(2)) \ esteP(z,2¢71d(2)). Tl est ainsi nécessaire de connaitre le
comportement des différents termes du noyau aprés dérivation. Les estimations de
McNeal 23] sont cruciales & cette étape.

Théoréme 2. Soit Q un domaine convere borné, a bord lisse et de type fini m, et
[ une (0,1)-forme d-fermée telle que || f ||p< +o0. Alors, pour tout 0 < a < =+ il
eviste u € I' () telle que Ou = f .

Nous démontrons ce théoréme avec le méme type de techniques. Comme nous
n’obtenons pas le résultat optimal, nous n’avons besoin que d’un critére de type
Hardy-Littlewood d’ordre 1, c’est-a-dire ne faisant intervenir que des dérivées pre-
mieéres. Il faut adapter ce lemme de Hardy-Littlewood a une situation anisotrope.
En effet, comparer le comportement de la dérivée prés du bord a celui de ﬁ ne
permet pas d’appréhender la géométrie. Nous introduisons pour cela un critére de
comparaison entre des dérivées directionnelles et les v-rayons o(z, v, d(z)) introduits
par McNeal. Ces v-rayons sont une sorte de métrique de Kobayashi directionnelle
au point z, elles sont donc un bon reflet des phénoménes géométriques. Nous tenons
a signaler qu’un résultat du méme type a été obtenu par B. Fischer [12] a I’aide de
la fonction support de Diederich-Fornaess, mais qu’il n’est pas optimal non plus.

Remarque 1. Nous pouvons raffiner 'estimation du théoréme 2 et prouver que,
pour toute (0,1)-forme f O—fermée dans Q, il existe une solution u de ’équation
Ou = f telle que :

V(2 e, [u(Q) —u() S flleop(C,2)7 (In p(C, 2))° (0.0.2)

Cela n’est cependant pas satisfaisant puisqu’il n’y a pas d’interprétation géométrique
de ce logarithme, c’est pourquoi nous préférons énoncer le théoreme sous sa premiere
forme.

Nous montrons en fait dans la preuve de ces deux théorémes I'existence d'un opé-
rateur intégral T tel que : T f = f pour f une (0, 1)-forme O-fermée a coefficients
bornés dans Q, T est continu de L, () dans T'*(Q2), 0 < a < L et de
1

LG 1y,1.1 (€2) dans AT(€).

Remarque 2. Le projecteur de Bergman de Q étant continu de ’espace A'(Q) dans
lui-méme et également de tout espace T *(Q2) dans lui-méme d’apres [25], la solution
canonique v de Kohn de ’équation Ou = f dans Q satisfait les mémes estimations
que celles données ici pour u =T f.

Dans les estimations de la partie euclidienne du noyau de l'opérateur 7', 1’ap-
parition des v-rayons n’est pas naturelle lors des dérivations. Cela semble expliquer
que nous n’arrivons pas a obtenir les estimations optimales via cet opérateur. On
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se rend alors compte de I'intérét d’introduire la métrique de Bergman. En effet, les
termes qui sont construits a partir de cette métrique sont tres faciles a estimer dans
ce contexte. Notre approche va consister a chercher un autre noyau et c’est ce que
nous faisons dans le chapitre 2, ou 1'on construit K ((, z) tel que :

Théoréme 3. Pour toute (p,q)-forme f sur Q, on a :

f(z) = (=1t < Ocf(C) N Kpg(C.2) + 0. [ IO A Kpgi(C, Z)) (0.0.3)

CeN Cen

pour ¢ > 0 et

f(Z):(—l)”“< B (C) A Kol 2) + f<<>APp,o(<,z>) (0.0.4)

CeN cen

pour ¢ = 0. K, , est le terme de K de bidegré (p,q) en z et (n —p,n —q—1) en (.
Il en est de méme pour P = dK.

De maniére trés naturelle, en utilisant une formule de Stokes, on peut démontrer
des formules de représentation intégrale. Pour éliminer le terme au bord, on utilise un
poids qui tend vers 0 quand on se rapproche du bord. Nous ne pouvons pas appliquer
directement le résultat de Berndtsson-Andersson. Nous démontrons le résultat en
suivant leur démonstration. Nous avons donc besoin d’utiliser les hypothéses sur
le domaine afin de pouvoir estimer le comportement du noyau prés du bord. Cela
nous permet, méme si s ne vérifie pas les conditions satisfaites par les sections
du fibré de Cauchy-Leray utilisées d’ordinaire dans les noyaux de type Berndtsson-
Andersson, de faire converger les intégrales intervenant dans le noyau. Nous pouvons
alors appliquer ce résultat afin d’obtenir :

Théoréme 4. Soit Q2 un domaine convexe borné, a bord lisse et de type fini m, et f
1

une (0,1)-forme 9-fermée telle que || f ||p< +o0. Alors, il existe u € T () telle
que Ou = f .

Il s’agit ici d’utiliser un critére de type Hardy-Littlewood d’ordre 2. Cela signifie
que, comme pour le théoréme 1, nous devons dériver deux fois pour obtenir le résultat
optimal. De plus, comme dans le théoréme 2, nous devons ’adapter a des situations
anisotropes en faisant intervenir des v-rayons et des dérivations directionnelles. Seul
le terme du noyau contenant la singularité maximale pose probléme puisqu’on ne
peut pas le dériver en gardant un noyau intégrable. Nous devons donc trouver un

1
critére direct pour ce terme et pour cela nous définissons I'j". Il existait déja une
définition de cet espace dans I'article de McNeal et Stein [25], mais elle n’était pas
appropriée. En effet, elle était basée sur une décomposition de type

1
felp < f=bx+ g
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ol by et g; doivent vérifier de bonnes propriétés. Or, ce type de définition ne permet
guére de faire des vérifications directes. Nous montrons I'équivalence des deux défini-
tions et nous avons besoin pour cela de fabriquer une approximation de 1'unité dont
le support est adapté a la géométrie des domaines convexes de type fini. La majeure
partie du travail restant est de montrer que u° vérifie cette définition. En effet, le
reste du noyau est complétement géométrique et son comportement est bien adapté
pour les dérivations. Tout se démontre alors trés naturellement pour ces termes la,
ce qui était le but.

Enfin, dans le cas des domaines strictement pseudoconvexes, cela nous permet
de retrouver le résultat de Greiner et Stein :

Théoréme 5. Soit Q) un domaine strictement pseudoconvexe borné a bord lisse et
= 1

f une (0,1)-forme O-fermée telle que || f ||r=< +o0. Alors, il eriste u € A2t telle

que Ou = f .

Le schéma de la démonstration est le méme que précédemment, il faut cepen-
dant adapter encore une fois un lemme de Hardy-Littlewood a la décomposition de
I'espace tangent T,(€2), puis estimer le premier terme séparément.
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Notations et Rappels

0.1 Notations

e Pour a = (ay, ..., ) € N nous posons :
al = ol

et
la] =a; + -+ + ap.

e Soient £ > 0 et z un point de C*. Nous notons B(z,e) = {C € C",|( —z| < }.
La sphére unité est notée S".

e Soient iy < -+ < ig, j1 < ++- < jp des entiers de {1,...,n}. Les formes
différentielles dz; A -+ ANdz;, et dz; A--- ANdz;, de C" sont respectivement notées
dZ] et df] oul = (il, ...,ik) et J = (jl; ---;jk’)-

e Soit 2 un ouvert de C*. Son bord est noté 0f).

e Soit ¢ un ouvert de C*, p,q € {1,...,n}, k un entier > 0. Nous notons Cj; (i)
'ensemble des (p, ¢)—formes f = Z\I\=p,\J\=q frsdzr Adz; ou les I et J sont supposés
ordonnés, telles que tous les f;; soient de régularité C* sur U. Pour z € U, nous
posons :

z2€Q \ |I|=p,|J|=¢

f||oo=SUP( sup fu(Z)|>

e Nous notons 7,€) I'espace tangent réel a {2 au point z € ). L’espace tangent
complexe est noté T4,

e Pour k= (ki,..., k) e Nl et A= (A,...,7\),on\; € S"(j=1,...,q), nous
notons D4 l'opérateur différentiel (Dy,)* ... (D,,)".

e Pour ( et z dans Q, on pose (z,() = > 2

0.2 Géomeétrie des convexes de type fini

0.2.1 Définitions

Nous supposerons dans tout ce travail que le domaine 2 de C" est un domaine
borné, a bord lisse et convexe de type fini. Précisons ce que nous entendons par 14 :

3
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Définition 6. Soit Q € C" un domaine. Nous dirons que €2 a un bord différentiable
de classe C*, k > 0 éventuellement infini, si, pour tout point p de OS2, il existe un
voisinage U de p et une fonction a valeurs réelles r € C* tels que :

UNQ={z e Qr(z) <0},
grad(r(z)) # 0 pour tout x € U N O . (0.2.1)

La fonction r est appelée fonction définissante locale en p. Si U est un voisinage
de €2, on dit que r est une fonction définissante. Nous rappelons le résultat suivant :

Proposition 7. Soit Q un domaine borné et convexe a bord C*. Alors il existe une
fonction r définissante de classe C*, conveze et définie sur C* tout entier.

Bien qu’ayant donné les définitions précédentes dans C", il s’agit en fait de
notions réelles. Le type fini est par contre une notion spécifiquement complexe.
Nous nous intéressons ici au type au sens de D’Angelo. Nous reprendrons donc [7].

Définition 8. Une courbe holomorphe est une application holomorphe
z2:U—C".
ou U est un ouvert de C.
Définition 9. Considérons le germe en 0 d’une courbe lisse non triviale :
z:(C,0) — (C",0) .

Puisque z est non constant, il existe un plus petit entier naturel v = v(z) pour
lequel une dérivation de z ne s’annule pas en zéro. On appelle cet entier [’ordre de
multiplicité de z en zéro.

Définition 10. Soient Q C C* un domaine a bord lisse, p un point de OS2 et r une
fonction définissante. Pour les germes z qui ont pour image p, Si

v(z*r
A (€, p) = sup Er) 00,
= v(2)
on dit que le 1-type de € est fini en p. On dira que 2 est de type fini m si, pour tout
point p de 0, A1(2,p) < m.

Cette définition donne l'idée d’ordre de contact de 02 avec des variétés complexes
de dimension 1. Dans cette logique, il est naturel d’introduire le type linéaire qui
donne 'ordre de contact uniquement avec des droites complexes. On considére donc
les germes linéaires, ¢’est-a-dire de la forme {a( + b, € C}. J. McNeal a démontré
dans [22] que ces deux définitions sont équivalentes pour les domaines convexes de
type fini. Pour cela, il a introduit plusieurs outils géométriques que nous détaillons
dans la section suivante.
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0.2.2 Géométrie des convexes de type fini

Soit 2 un domaine borné de C* convexe, de type fini m et r une fonction définis-
sante globale de €2, de régularité C*°, définie et convexe sur C" et de gradient non nul
dans un voisinage borné U de 0f2. Plus précisément, nous prenons une fonction dé-
finissante r construite a 'aide de la jauge de €, c’est-a-dire j(z) = infyer{z € A\Q},
en supposant bien sir que 0 appartient a €. Nous posons alors r(z) = j(z) — 1. Pour
A € R, nous notons Q, := {¢ € C",r({) < A} et v la normale extérieure unitaire
en z € U a 08, ;). Enfin, on peut choisir un voisinage U et un £ > 0 assez petits
pour que, pour tout z € U, §2,(;)4. soit toujours de type fini m. Pour une direction
v e C" v#0, on pose

o(z,v,e) =sup{c>0/r(z + M) —r(z) <&, |\ < ¢}

Nous appelons ¢ le rayon et o(z,v,¢) le v-rayon. Les résultats de J. McNeal sont
valables sur un voisinage U de 0S2 assez petit. Nous considérons ce voisinage fixé une
fois pour toute. Soit un point z dans U, nous allons construire par récurrence une
e-base extrémale de McNeal en 2. Le premier vecteur v; est simplement le vecteur
unitaire dans la direction du gradient réel de la fonction définissante (en fait, il
correspond & la direction normale puisque, pour un voisinage assez petit, on peut
supposer que la projection 7w de z sur 9 est unique). On note alors p; le point
d’intersection de la droite réelle

)\—>Z+)\Ul,)\ER

avec la surface de niveau Q,. = {¢ : 7(¢) = r(z) + £}. On choisit alors un point p,

tel que le disque de centre z et de rayon [p, — 2| soit inclus dans €,(,);.. De plus,
|p2 — z| doit étre maximal sous les conditions

r(ps) =r(z)+e et (ps—2z) L Vect(vy)

ot 'orthogonalité est définie pour le produit hermitien standard de C". Soit vy le
vecteur unitaire dans la direction ps — z. Alors v, appartient & l'espace tangent
complexe de 02, au point z et o(z, vq,¢) est maximal parmi tous les o(z, w, <) o w
unitaire appartient au tangent complexe a 02, au point z. Ensuite nous choisissons

un point p3 tel que le disque de centre z et de rayon |ps — 2| soit inclus dans €2,(,)4..
De plus, |ps — z| doit étre maximal sous les conditions

r(ps) =71(z) +¢ et (p3—z) L Vect(vy,vs).

Soit ws le vecteur unitaire dans la direction p3 — z. On continue ce procédé jusqu’a
obtenir une base v = (vy, ..., v,) et n points extrémaux py, ..., p,. Les e-coordonnées
extrémales d'un point ¢ par rapport & z sont alors définies en choisissant une pa-
ramétrisation des droites complexes passant par z dans les directions v; telle que
¢; = 0 correspond au point z et que le point p; correspond a (0, ..., 0, |p; — 2,0, ..., 0)
sur 'axe réel du (;-plan.
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Remarque 3. La définition d’une telle base n’est pas unique. Dans le cas de la boule
unité, par exemple, il existe une infinité de telles bases. De plus, quand € ou z varie,
elles peuvent changer trés brusquement. Un exemple de ce genre de phénomeéne est
donné dans [14].

Nous noterons v; les vecteurs d’une base extrémale sans référence au centre 2z ni
au rayon ¢ lorsqu’ils seront clairs dans le contexte.
Nous définissons maintenant le polydisque de McNeal centré en z et de rayon ¢.

Définition 11. Pour z € U et ¢ > 0. Nous choisissons une e-base extrémale de
McNeal en z puis posons

P(z,e) ={C € C", |G| < o(z,v;,¢),i=1,...,n}
ol les coordonnées sont prises dans la base extrémale.

De méme que pour les bases extrémales, le comportement des polydisques est
assez chaotique. Lorsqu’ils interviennent dans une démonstration, il est donc néces-
saire de bien fixer leur centre et leur rayon. Ils possédent cependant des propriétés
utiles illustrées dans la section suivante.

0.2.3 Propriétés des c-bases extrémales

Nous allons donner un catalogue des différentes estimations que vérifient les
polydisques et les bases extrémales. Elles dépendent de constantes universelles (¢’est-
a-dire ne dépendant ni de z ni de &) qu’il est habituel de ne pas écrire. Ainsi, pour
A et B deux réels, s’il existe une constante C' indépendante des paramétres utilisés
dans les expressions de A et B telle que A < C'B, nous noterons A < B. De méme,
A ~ B signifiera A < B et B < A. Les propriétés que nous allons énoncer sont
données dans les articles de McNeal [23] [22] ou dans celui de Bruna-Charpentier-
Dupain [3|. Enfin, récemment, T. Hefer [14] a montré que plusieurs constructions
de pseudodistances de type McNeal-Yu [23] [28] sont équivalentes et ont des liens
étroits avec le multitype de Catlin. Une propriété trés importante est le controle des
o(z,v,d(z)) pour tout v a I'aide d’une base extrémale :

Proposition 12. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, pour tout z € U et pour v vecteur
de C" de coordonnées (ay, ...,a,) dans une e-base extrémale en z nous avons :

n
Ly e
O'(Z,U,&) i=1 O(Z: Uiag)

Preuve de la proposition 12. - 1l s’agit de la proposition 2.2 de [23]. 0
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Nous aurons parfois besoin de comparer les ¢ relatifs a des points distincts :

Proposition 13. Soit zg € U. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, pour tout z € P.(z)
et pour v vecteur unitaire de C* nous avons :

o(z,v,¢) & o(z0,v,€). (0.2.2)

Preuve de la proposition 13. — 11 s’agit de la proposition 2.3 de [23]. 0

Intuitivement, les v-rayons donnent la distance au bord dans chaque direction.
Quantitativement, on peut en déduire :

Proposition 14. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, pour tout z € U et pour v vecteur
unitaire de C" nous avons :

3=

e <o(zv,e)Se (0.2.3)

Si de plus v est un vecteur tangent complexe, c’est-a-dire v € TZ(CBQT(Z), alors

£? So(z,v,e) S g,
Si v est la normale en z
o(z,v,e) ~e.
Preuve de la proposition 1/. — On peut consulter le lemme 2.1 et ses consé-
quences dans [3|. Pour des résultats plus précis qui relient les o(z, v, £) au multitype,
on lira avec bonheur [14]. O

Dans le méme état d’esprit, nous rappelons aussi le résultat

Proposition 15. Soit Ry suffisamment petit. Pour 0 < r < R < Ry et pour tout

vecteur v on a .

(E)U(Z,U,R) So(z,vu,r) < (%)%U(Z,U,R).
Sive T ({¢,r(¢) =r(2)}) on a

(%) 20(z,v,R) S o(z,v,7).

Il est naturel de pouvoir relier les polydisques de McNeal et les v-rayons :

Proposition 16. Pour £ > 0 suffisamment petit, pour tout z € U et pour (v;); une
e-base extrémale en z, nous avons :

n

[[(o(z,v:.€))* & Vol P(z.¢). (0.2.4)

=1
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Preuve de la proposition 16. — Voir le lemme 2.2 et ses conséquences dans [3].
O

en tenant compte de la proposition 13, il en découle :

Proposition 17. Pour € > 0 suffisamment petit et pour tous z,{ € U nous avons
uniformément en les variables z, (, € :

P(z,e) N P((,e) # 0 = Vol P(z,2) ~ Vol P((,¢).

Nous pouvons alors définir plusieurs pseudométriques qui vont refléter la géomé-
trie du domaine

Définition 18. Pour ¢ > 0 suffisamment petit et pour tous z,( € U nous posons

M(z,() = inf {5 >0tq (€ P(z,e)}.

Nous aurons aussi besoin de pseudométriques qui fassent intervenir la distance au
bord. En notant m une projection réguliére sur 02, nous posons :

£(2,¢) = inf {g >0tq (ze P(W(z),e)}.
Les estimations suivantes sont rappelées par exemple dans [25], [5] :

e(C,2) ~ M(C 2)+d(z)+dQ),
M(C, 2) +d(z),
~ M, 2)+dC). (0.2.5)

Q

Nous décomposerons souvent le domaine en couronnes afin de faire des estimations
sur chacune d’entre elle. Ce sont des couronnes anisotropes définies par

Définition 19. Pour z € U on pose
C'={CeQnl t.g M(z,¢) <d(2)}
et pour £ € N*
Ct={ceqQnu/27"d(z) < M(z,¢) < 2%(2)}.

Enfin, nous donnons maintenant la définition de la pseudodistance introduite par
McNeal et Stein ([25]) avec laquelle nous travaillerons

Définition 20. Pour tous z,( € Q nous posons

p(C,2) = min {|¢ = 2l52(2,Q)}.

Cela signifie moralement que p((, z) mesure la distance anisotrope quand on est
preés du bord, puis se comporte comme la métrique euclidienne en dehors de ce
voisinage.
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0.3 Meétrique de Bergman

0.3.1 Rappels

Lorsque I'on considére un domaine D dans C", la projection orthogonale de
L*(D) sur A*(D) = L*(D) NH(D), H(D) désignant ’ensemble des fonctions holo-
morphes sur D, est appelée projection de Bergman. Pour f dans L?(D), le projeté
de Bergman de f est donné par :

Bf(z) = /D B(C.2)f(Q)d¢, =€ D,

ou B((, z) est le noyau de Bergman holomorphe en z, anti-holomorphe en ( et vérifie
B(C,2) = B(z0).

Pour D borné, la métrique de Bergman est une métrique hermitienne [17] sur D
définie par la matrice :

82
(gi,j(z))z’,j = (aziazjlnl?(z, 2),z € D)

v}

Cela signifie que le carré de la longueur d’un vecteur tangent w = (wy, ..., w,) en un
point z € D est donné par

n
wlp, =Y gi,(z)wm;.

i,j=1

Les définitions classiques de longueur de chemin puis de distance entre deux points
s’ensuivent. Nous ne les rappelons pas.

De plus, I'hypothése de pseudoconvexité et de frontiére lisse permettent d’assurer
qu'il s’agit d’une métrique compléte [26].

0.3.2 Spécificité dans les convexes de type fini

Les travaux de McNeal [23| ont permis d’avoir des estimations précises sur la
fonction et le noyau de Bergman. Nous les redonnons ici directement. Nous notons
naturellement, pour A = (Aq,..., ), on A\; € S" (j = 1,...,q) et pour k =
(ki, ..., kq) € N7,

o(z, A,n)F = a(z, M\, n)f . o(z, Ay n).

Tout p € 0 posséde un voisinage ouvert U(p) tel que, si z,{ € U(p) N, on ait
pour tous multi-indices & et s, tous multi-vecteurs A et A’ :

C(k,5)a(¢, A =(C,2)) Fo(¢ N 2(¢2)

IDXDB(C 2)| < Vol P(¢,2(¢, 2))

(0.3.1)
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Pour la fonction de Bergman, le résultat est trés précis :

1
B N ———. 0.3.2
(™ e P(Ca) (032
On vérifie aisément (cf [5]) 'estimation ci-dessous
B(C.2)| . Vol PC.A(C) _ d(Q) 053

B(¢,¢) ~ Vol P(C,e(¢,2)) ~ e(¢,2)

Nous tenons a faire remarquer que, vu les hypothéses sur le domaine, le noyau
de Bergman B((, z) est de classe C* sur Q2 x Q\ Agq ou Aygq est la diagonale du
bord.

Les estimations précédentes permettent aussi d’obtenir des résultats sur les g; ;(¢)
pour ¢ prés de 9. Pour (v;); une d(¢)—base extrémale en (, on a :

1
(0(¢, v, d(O)) (o (¢ v5,d(Q)))

Enfin, nous rappelons un résultat trés important :

19i(O)] S

(0.3.4)

Théoréme. (J. McNeal [24] 2001) Pour ¢ € U, (v;); une d(C)-base extrémale asso-
ciée et pour w dans C*, w = ZLI w;v; on a :

N L
(Z 9i5(C)w; y> NZU(C,vi,d(C))' (0.3.5)

ij=1 i=1

0.4 Noyaux a poids de type Berndtsson-Andersson

Nous allons donner quelques rappels sur la construction des noyaux a poids de
type Berndtsson-Andersson. En effet, nous allons utiliser directement leurs résultats
dans le premier chapitre, et la construction de notre noyau dans le second chapitre,
méme si elle n’est pas une application directe de leurs travaux, est similaire. Plus
précisément, considérons un domaine D de C" et notons ((, z) les coordonnées sur
D x D. On considére trois applications, Q, s et F, qui vérifient :

~ Q: DxD — C" est une application C', holomorphe en la variable z a ( fixé.

— 5:D x D — C" est telle que, pour un compact K de ©, on a uniformément

en(€Qetze K :

5(C,2)| S CIC—z[ et [{s(C,2), ¢ —2)| = elC — 2. (0.4.1)

— F : C — C est une fonction holomorphe telle que F(1) = 1.
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Nous faisons les identifications suivantes
Q : DxD—C",

vue comme application dont les composantes sont les ), et
n
Q=2 Q¢ —2).
i=1

et de méme pour s. Sous ces conditions, on définit le noyau :

S = D 0 006 ) ¢y 1262 A [AQ)F A (ds) 1
P k' F (<Q(C: )7 C) + 1) <5(C; Z), C . Z)nfk

(0.4.2)

K((,2)=c,

X N
ou ¢, = I

Nous notons enfin dK = P.

Théoréme. (Berndtsson-Andersson [2], (1982)) Pour toute (p,q)-forme f sur D,

on a .

1) = /< L HOA K C2)

B ( ¢eD 54f(<) A Kpq(C2) + 0. F(Q) A Ky q-1(C, Z)>>

¢eb

pour g > 0 et
F(2) = (~1) ( /C HO A Kyal¢.2)

- (/@ Bef Q)N EpalC2)+ [ FO A Ppﬁ““”)

¢ep
pour ¢ = 0. Les termes K, , signifient de bidegré (p,q) en z et (n —p,n—q—1) en
C. Il en est de méme pour P.

Normalement, il devrait y avoir un terme supplémentaire dans le second membre
de la premiére formule : en effet, I'application du théoréme de Stokes impose un
terme supplémentaire en [, f(¢) A P,4(¢,2). Cependant, le choix d’introduire un
poids holomorphe en la variable z assure que P, , = 0si ¢ > 1.

Dans les deux formules de représentations intégrales que nous considérons, nous
choisissons de plus un poids qui s’annule au bord, ou plus exactement qui, a z € K
compact fixé, tend vers 0 quand ( se rapproche du bord. Cela nous permet d’annuler
le terme d’intégration sur le bord. Rigoureusement, nous devons d’abord appliquer
le théoréeme de Berndtsson-Andersson sur D, = {z € D,r(z) < —n} puis montrer
que l'intégrale faDn tend vers 0 quand 7 tend vers 0.
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Chapitre 1

Estimations Holdériennes pour
I’équation de Cauchy-Riemann

1.1 Préliminaires : noyaux résolvants et estimations
élémentaires

1.1.1 Noyau résolvant

Nous considérons le noyau suivant :

)N—k 0cl¢ = 22 A (8:Q)° A (do|¢ — 22)" !

|C _ Z|2n—2k

K(G2) = (

= ®)(¢, 2) (1.1.1)

ou N € N, N suffisamment grand

n(n 1)
Ckn = (_1)( 1) ( ) et Q( CC fo 18(( (Ca C + t(Z - C)))dt
Il s’agit d’'un noyau a poids de type Berndtsson-Andersson. En effet, le choix de

Q(C, 2) est tel que :
B(¢, 2)

B(¢.¢)

Le choix des autres termes est clair F': w — w™ et 5(¢,2) = ¢ — . )
Pour f une (0, 1)-forme 0-fermée a coefficients bornés dans 2, on a alors 0T f = f,

ou (cf. [5]),
S RGL(EE

En fait 'expression considérée par A. Cumenge dans [5] pour B(¢,¢)Q est
fol 710, (B(¢, ¢ + t(z — ¢)) dt et I'équation Ju = f y est résolue pour f une (n,1)-

<Q(C,Z>,Z— <> +1=

13
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forme; le choix légerement différent effectué ici donne de maniere strictement ana-
logue une solution de I’équation du = f pour les (0, 1)-formes et est sans incidence
sur la preuve d’estimations de [5] que nous utiliserons.

De plus, on notera u®(z) == [ f(¢() A K®((,2). On gardera éventuellement
cette méme notation si on intégre sur C¢ et non sur ) tout entier.

1.1.2 Etude des termes élémentaires

Dans les preuves des théorémes 1 et 2, le terme u° sera étudié “a la main” et

nous ne le dériverons pas. Nous aurons par contre a considérer pour £k =1,....,.n — 1
des dérivées Du*) d’ordre § = 1 ou 2 et allons estimer D’ K(*). Plus précisément
nous considérerons, en vue de la preuve du théoréme 2, et sans perte de généralité,
DI D»K®™((,z2), ou 0, 6, € {0,1} et D,, désigne une dérivation en z dans la
direction d’un vecteur unitaire donné v.

Remarque 4. Dans la preuve du théoréme 1, nous n’aurons pas besoin de fizer a
priort une direction v de dérivation ; aussi utiliserons-nous systématiquement [’esti-
mation o(z,v,n) 2 n (o, suivant les occurrences, n = d(C) ,n = (¢, 2)...). Le cas
0, = 0y = 1 n’interviendra par ailleurs que dans la preuve du théoréme 1.

Un point z = z5 (toujours noté z pour alléger) étant fixé dans Q N U, nous
nous placerons en fait, pour obtenir des estimées précises, dans le polydisque C° ou
une "couronne" C’; sauf autre indication, les estimations données ci-dessous sont
valables pour z € QNU, ¢ € C¥(z).

Soit (ey)(z))j une 72%d(z)-base extrémale en z, oil y est une constante absolue
telle que I'on ait pour ag > 0 suffisamment petit :

M((,2) <a<ay= (€ P(z,7a).

Les coordonnées de ( dans cette base seront notées (f31, ..., 3,) (on évite Bf pour
alléger les notations), les dérivations anti-holomorphes en ¢ notées %, etc. Et pour
J

z 'analogue avec les lettres latines (by, ..., b,). Nous soulignons que le changement
de base est unitaire et nous ne préciserons donc pas les coefficients de la matrice de
passage.

Les formes différentielles intervenant, aprés dérivation en z, dans les termes
D, ,K® (¢, z) et D2K®)(¢,2), k > 1, seront toutes exprimées relativement & cette

¢
nouvelle base (eg- )(z))j.
Toutefois nous continuerons a noter par exemple | — 2| et non |3 — b| pour une
meilleure lisibilité.

-To = f(C) - ej,(2)] < A= O  gimplement d’apres les définitions données
g

(Cel) (2),(0)
plus loin (cf. § 1.2.1 ).
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N—k 1
) ‘472‘277,—2]1‘ .

- Soit Ty, = D"1 DY2 {( ECC%

— S’il n’y a aucune dérivation, nous utiliserons juste la majoration (0.3.3) pour
estimer T ; (& laquelle il sera également fait appel pour les autres cas).
— Nous déduisons immédiatement de (0.3.1), (0.3.2) et (0.3.3)

B(C, )
‘D BC.O|~aGoecay CFeond (12

Plus généralement, si #; =1, 0, =0, pour (,z € QNU :

- (B(@z))N"“‘l L [DB(C2) B(G2) Dl

~ B¢ C—zP% B S BCO (- 2P
d¢) \" 7" 1 y 1 1

< (0n) T ey te) - 09

— Lorsque #; = A, = 1, nous obtenons aprés les deux dérivations, en tenant
compte de l'estimation o(z,v,2((, 2)) 2 (¢, 2), pour (,z € QNU :

aQ "t 1 ! ! :
‘Tl,k‘ S, (@) ‘C _ Z|2n—2k L?(C,Z) . |C —_ z| + 5(<,z)2 + ‘C — z|2 ] ’

1

T |

(1.1.4)
- Pour le terme Ty = 9; [ DY, [¢ — 2|?], il est clair que || < |¢ — 2"~
- Etude du terme T3, = DY, D% (OQ)k, k> 1.
-5 _ —0B(C.C) O R
50 = AR+ :
B(¢, ¢)? B(¢, <)

ot R= [ (1—1)"'9(B((, 2)) dt, 2 = ¢+ (2 — Q).
1
DUDER = [ (1= 1)710 (D%, DY BiG, 2) de
0

Considérant donc, en particulier pour I'écriture des formes différentielles, la base
el ;, nous obtenons par exemple, en tenant compte des conventions de notations
7 /)
précisées au début de ce paragraphe :

5 i/ol t(@%iDZ’v (B)) (€, z)dt dp;

ou Dy signifie que 'on dérive par rapport a la seconde variable,
Puisque

inf 2(C20) 2 d(C) et inf Vol P(C,e(C,)) 2 Vol P(C,d(<)),

0<t<1

nous déduisons de (0.3.1), (0.2.4)
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1 . i 0(1) df;
(C,v,d(C)) < Vol P(¢,d(C))a(C, e, d(¢))

Nous pouvons écrire également (en vue de la preuve du théoréme 1), en tenant
compte de (0.3.2) et de la remarque 4

D.,R <~ O)dg (' tdt
B(.¢) ; o (¢, e, d(0)) /0 (¢ z)
On rappelle (cf [5]) que, uniformément en ¢ € [0,1], 2, € U N Q ot U est comme
en (0.3.1)
e(¢y21) 2 d(Q) +t([r(2)| + Ir(2) = r(Q)]) 2 d(C) + t(d(2) + d(C) + |r(2) = r(O)])-
Par suite

D) DR O(1) dp;

BGO) S o el”,d(Q) - [d(z) +d(Q) + [r(2) — r(C) [0+

Suivant une démarche analogue pour estimer

D,,R =
ag

1
ég/ (1—1t)"'9; (D2, D% B(¢, 2))dt =
0

n 1 62 _
> /U t"l“’?(7%6?17;{”1)9;6)(@zt) dt dB; A dp;,
ij=1 iUMj

nous obtenons en fin de compte :

Tg’k = Z (‘:]’Jd/B] /\dBJ ,I = (il, ...,ik), J = (jl, ,jk) avec

=
1 1
£ 1< 0, =Tletf,=0 (115
‘ I,J‘ S J(C,v,d(ﬁ))ga(C,eEﬁ),d(C))a(C,egi),d(é)) si 0, et 0y ( )
1 : 1
. 1.
€l S G Ed O T ) = O H S oGy

dans les autres cas.

Remarque : en fait I'estimation de fol t/e(C, z)dt n’est pas indispensable car la
présence du poids dans le noyau K nous permet d’écrire en utilisant (0.3.3) et la
minoration infocici €(C, 2) 2 d(C), pour 6 , 65 € {0,1} :

B(Caz)>01+62 &l < 1 . 1 i
(5ca) o < s e a7
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1.2 Résultat optimal en norme Kappa
Dans cette partie, nous démontrons le Théoréme 1.

Théoréme. Soient Q@ un domaine convere borné, a bord lisse et de type fini m, et
f une (0,1)-forme 0 fermée telle que |||f|||x < 4o00. Alors il existe u € A*(Q) telle
que Ou = f .

1.2.1 Notations-définitions
Définition 21. (cf. [3]) Pour ¢ € Q, v un vecteur unitaire de C" et £ un réel > 0,

on définit la norme : k((,v,e) = g([é(i)g)-

Si € est de l'ordre de d((), on notera simplement £((, v).

Définition 22. (cf. [3]) Pour f (0,1)-forme sur Q on pose :
~ Q)1 = sup, o (L)
= [ = supcea (£ (O)1]x)

Définition 23. Soit u une fonction bornée définie sur Q, on dit que u € A(Q) s’il
existe une constante C telle que l'on ait : Vz € Q,Vh € C" tels que z + h € Q,
lu(z + h) +u(z — h) — 2u(z)| < Ch|.

ul|ar@) = [|u]]oo+sup{|u(z+h)+u(z—h) —2u(2)|/|h|, z,2£h € Q,h € C"\{0}}

La démarche de la démonstration sera la suivante :

— Des arguments standards de convexité (cf [18], théoréme 4.6) permettent de
ne considérer que les termes u”, u' et u"!.

— Le terme u° est traité directement & partir de la définition de A!.

— Pour u' et u”~!, on se sert d’un lemme d’Hardy-Littlewood. En effet, | D 2(u(2))| <

ﬁ implique que u € A' (cf [27]; [19] page 405).

1.2.2 Etude du terme u°

Rappelons que u°(z) = [, f(() AK©((, z) et notons [BM] le noyau de Bochner-
Martinelli. Nous allons montrer que pour z € 2,0 < h << l avec z+het z—h € Q) :

W(z +h) +u’(z = h) = 2u°(2)| S || flloo [P < I f]]1x |R]- (1.2.1)
Si |¢ — z| < |hl, alors | — 2z + h| < |h|. Ecrivons :
Q  JU={¢/[(—2|<B[h]} S Q2={(/|(—2[>3|h|}
T b

e ¢tude de I : notons u§°> pour les intégrales sur €21, et majorons directement chacun
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IB(¢,2th)

des termes \u(lo)(z)|, |u§0)(zi h)|. Puisque B0 | <1, nous obtenons, par exemple

pour le terme u{” (2 + h) :

ul” (2 + h)|

B¢, 2+ h)\"
/Ql <W> F(QO) AN BM(C, 2 + h)dA(Q)

1
S W [ g dh©)
< 11l [B S N1A1l

e étude de I1 : Par convexité et régularité du bord du domaine €2, on peut considérer
localement un systéme de coordonnées complexes wy; = (; — 21, ..., w, = ( — 2p
tel que Rew, = r(¢) — r(z) (I'axe des w; correspondant a la direction complexe
normale en z a {C, r(¢) = r(z)}); nous avons alors £((,2) 2 d(z) + |w;|. Nous
notons w = (wy,w') € C x C*~'. On va alors poser :

{w/1>|w|>3|h|} =025 U Q4 o
Q3 = {|w| > 3|h| et |wy] < |h|} et Q4 = {lw| > 3|h| et |wy| > |h|} .

Notant ici pour alléger u° les intégrales sur {23, on majore :
(2 4+ h) +u’(z — h) — 2u°(2)] < |u’(z + h) — u’(2)] + [u°(z = h) — u°(2)] .

Afin de ne pas alourdir la présentation des calculs, nous gardons par abus la
variable ¢ dans les premiéres étapes des estimations. Nous devons donc étudier
(Pautre terme se traitant de maniére identique) :

1=|[ s ((M)N B2 4 1)~ (& (C’Z))N [BM](@z)) aA(Q)

B(¢. <) B(¢.¢)

B(¢,z)
B(¢,¢)

Puisque la fonction poids est uniformément bornée, nous avons

BGx 1)~ BG) | § B MFBC A axg
L N Z B T

1 1
+ HfHOO /Cl z1\<\h\ (C 2z — h|2n—1 + ‘C - Z‘Qn_l d)\(C)

|¢—z[>3|h|
= [flloo (J1 + Jo).
e Pour estimer .J;, remarquons simplement que :
B(¢, <) ~ B(( Q) Jo e(¢z+th) Vol P(C, z+th)

i

< Pl (1.2.2)
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puisque 'on a, uniformément en ¢, z,( :
B(¢,{) Vol P(¢,z+th) 2 1ete((,z+th) = d().

Comme apparait dans I'intégrande de .J; au moins un terme |B((, 2)|/B((, () ou un
terme |B((, z+ h)|/B(¢, {), nous avons en tenant compte de (0.3.3) :

dA(¢)
Jl § |h| 5(<az) |C _ Z‘Qn_l
dA(¢)
M = e I
Enfin,
d¢
M foy TP
dA(w)
< A \‘Z}‘\;\Z‘\ (d(z) + Jwi])(Jws| + |w'])?n=1
dp'
S 1 f 90 5 %

Nous obtenons le méme résultat pour |h/ [, W. L’estimation

Jy < |h| est immédiate.
e Btude de [, f(¢)AK (¢, 2):

B(C, 2) AN G5 107
f““(l%(c,o) B 2) Z“t”’ mte ((u)) ¢ L1 o

P tout i =1 ®,(¢,2) = B \N G-z
osons pour tout j =1,....n, ®;(C,2) = (55 ) i
Supposons | — z| > 3|h|, h # 0 fixé, avec z £ h € Q; nous avons d’apres la

formule de Taylor :
1
(¢, 2+ h)+D;(,z—h) —20;(¢,2) = / (1 —)d?®;(C, 2 + th).nPdt
0
1
+ /(1—t)dzéj(g,z—th).h@)dt.
0

Pour p € N*, w = { — z € €y, nous avons d’aprés (0.3.1), (0.2.4), uniformément
enw=C_C—2z€Q,t 2€QNU h, k|l <1, pour toute dérivation DP d’ordre p en
2
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< Vol P(¢, d())
win Vol P(C,e(C,zxth)) - (e(C,z £ th))?
1 < 1
(e(¢,z £ th))p ™~ (Kl — |+ ‘h‘)p'
Par suite, en tenant toujours compte de la majoration |B(¢, z+th)|/B(¢,() < 1
h? [ L 1 . 1 |
(=2 TG —al W) TG =+ )

20,(C.t0) W) 5 1

_ Z|2n—1

dA
ne [ s
C>fwif>[h| 0]

h2 d)\(w) < h2 dpl < |hl.
2n—1 2 Y 2 ~
wr>h WP (Jwi] + |R]) pi>|h| Pi

Par des calculs immédiats

1.2.3 Etude du terme u!

Nous supposons dans ce paragraphe et les suivants que z € QN %Z/{ et considérons
seulement les intégrales [, .-

Pour ¢ € C%, nous avons en tenant compte de (1.1.1), (0.3.3) et du paragraphe
1.1.2 (en particulier des estimations (1.1.3), (1.1.4) et (1.1.7) :

pzoasca | sk Y (7)) e

g \E(62 O(2),d(0))
J#p
v (ED)
o(C, 61@)(2), d(¢)) (¢, eg)(z), d(¢))|¢ — 2|23
ol , 1 1
(BD) = ¢ — 22 o ¢ —z]e(¢, 2) ou e(C,2)? (1.2.3)

Supposons par exemple j < p. Rappelons les estimations suivantes, valables pour
¢ €CfC P(z,72%(2)) :

d(C) =0(1 Vi=1.....n
(¢ el (2). d(Q)) W Y
d(¢) o 1 1
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Nous obtenons :

I | (d(0))? A(Q)
[, 1m0 - NS %46 2 500020 >>/ ED) 2l =2

p>2 o(z,ep’ (2

En provenance de (ED), considérons par exemple le terme £(¢, z) ™2 ; posons pour
tout 7, |(;—2;| ou plutot |5;—b;| = r; et notons pour alléger o; pour oz, el@ (2),v2%(2));
nous pouvons écrire puisque p > 2 :

(d(¢)? dA(S) 1 ey
/Cf E(Caz)4‘c_ Z|2n73 (2%1(2))2 /‘1<01 1d 1d p

rp<0p

< o, (1.2.4)

AN

(Nous avons utilisé o1 = o(z, 6(1 )( ), v2%(2)) ~ 2%d(z) pour la derniére inégalité).

L’intégrale faisant intervenir un terme en (|¢ — z|£((,2)) ! se traite de méme,
avec une estimation finale analogue.
Avec toujours les mémes notations :

[ s e s o

< o, (1.2.5)

Nous déduisons de (1.2.4), (1.2.4), (1.2.5) et de la définition de u'
D2 )] < [ fllx (d(2)) (1.2.6)

par suite u' € A'(Q).

1.2.4 Etude du terme u"!

Bien stir, dans ce cas, on suppose n > 3. On va donc examiner le terme suivant :
2, n—1
I,y = D7 u" " (2)

_ 2 (QK — 2‘2) N (54@)”71 - B(C,z) N-—n+1
= D2 [ f0)1 A (B(C,<)> |

Les dérivations en z (celles notées D% ) ci-dessous) peuvent porter sur différents
facteurs du noyau K™ 1 nous allons encore intégrer sur chaque "couronne" C®
Suivant la démarche indiquée dans la section 1.1.2, nous sommes amenés a estimer
des intégrales des types suivants :
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Iﬁ = Z D91 (f0) 1f2(¢o)

[I|=n
|T|=n

B ’ N—-—n+1 1 a
(ac0) |<—z|2] “ gy 0l =4l

2

e]l 1) po=(tr) B
n 1 H/ aﬂzkaﬂjk [D D (C’Zt)]dt dﬁl/\dﬁj

B(Ca Z) ) o 1 0 Do) — 52
<B(C,C) e e e

Tl = Z/ DO (0) palto)

\‘5‘\
0 ! 1 — 0 01(L2) b2 EQ
%( co)/ (1= &) g5 (DM DPIB(C, 2t
631 o 1(€r) HO2(4x) _ —
A O H/ aﬁZka/ﬁng DIEINB(C, )} dt - dfy A d

avec les 0, (¢) , k = 0,1, ...,n tous nuls, sauf un et un seul, qui est égal a 1 et la méme
condition vérifiée pour les O2(¢x), k = 0,2,..,n5 I = (i1,..yin), J = (J1, - Jn),
dBr =dB;, A+ ANdB;,, dB; = d/ﬂgl 5

Remarque 5.
Les estimations de la seconde intégrale J' | seront les mémes que celles de I: |
nous n’étudierons que la premiére intégrale.

Nous utilisons les estimations élémentaires obtenues dans la section 1.1.2, ce qui
donne la majoration suivante :

‘ d(c) oo A
zL| < e 55,2)) R e

J
< I 11

= (G €l z>,d<c>> k=2 (G el (), ()
ou (ED) est défini en (1.2.3).

On va utiliser (0.2.4) avec R = v2%d(2) et r = d(¢). Le poids sert & compenser

les facteurs 22[(18) qui apparaissent, puisque V¢ > 0, £(¢, z) = 2%d(z) si ¢ € C*. Nous

- (ED) - dB; AdB;

omettrons en fait souvent (sans préjudice) d’écrire la constante . L’intégrande se
majore alors par des termes de la forme suivante :

d¢) T 1 d(¢) (ED)
A < .
(¢, 2) ga(g,eg.ﬁ)(z),zfd(z))-a(g,egf(z),géd(z)) a(C,el(2),2¢d(2)) 1€ =2
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ou {j1, .., jn} = {1,...,n} et is, ..., i, sont deux & deux distincts.
Soit 4, tel que {iy,...,i,} = {1,...,n}; nous obtenons pour ¢ € C* C P(z,~2%(z)),
en tenant compte de (0.2.2), (0.2.3) et (0.2.4) :
< U(Z? €ir, 2£d(2)) (ED) d(C)Q
~ Vol P(z,2d(z)) |¢—2| 24d(z)
Suivant le terme en provenance de (ED) intervenant dans l'intégrande A, nous
devrons estimer :

o(z,e;,2d(2)) 1 d(C)%dA(¢)

Vol P(z,2%d(2)) " 20d(z) " /cf ¢ — 2P (1.2.8)

o200, 2d(2)) 1 A(Q)AA(Q)

Vol P(z,2d(2))  2%d(z) ~ /C[ =22 (1.2.9)
olz,ei, 2d(z) 1 dA() (1.2.10)

: X
Vol P(z,2td(z)) 2td(z)  Je |C — 2|
Comme (1.2.8) et (1.2.9) se traitent de maniére similaire, nous n’étudierons que

(1.2.8). Enfin, comme les calculs se raméneront en partie a I’étude de (1.2.10), nous
commencerons par cette derniére :

dA¢Q) . / dA(w)
ct ‘C - Z| ~ lw;|<a(2,ei,2¢d(2)) ‘wl‘ +eet |w7l|

/ prdpy...pndpy
pi<o(z,e:,24d(2)) Piy

Vol P(z,2%(z))
o(z,e;,2td(z2))

AN

Pour I’étude du terme (1.2.8), écrivons

d(¢)*dA(¢) _
i L () + (),
ct |¢— 2 ctn{d(¢)>2c1d(2)} ctn{d(¢)<2c1d(z)}
ou ¢; > 1 est une constante telle que I'on ait pour d((),d(z) < ng, (ny pouvant étre
choisi tel que 0 <7 < 1) : d(¢) < ¢e1(d(2) + |7(¢) — 7(2)]).
-Sid(z) < d(€)/2¢, alors d(C)/|¢—z| = O(1) d’ou la premiére intégrale ci-dessus
se rameéne a celle de (1.2.10).

- Pour estimer la seconde intégrale, supposons sans perte de généralité que
hW#n, n—1:

/ d(¢)*dA(Q) d(z)Q/ prapy...pu-2dpn_2dpy_1dpy
ctn{d(¢)<2c1d(2)} ¢ — 2|3 ~ pi<o(z,ei,2d(2)) Piy

d(z)? Vol P(z,2(2))
0 (2, en_1,2ld(2))0 (2, en, 20d(2))  0(z, €, 20d(2))

N
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Or d(z) < 2%d(2) = o(2,e1,2%(2)) < (2, e;,2%d(2)), V i. D’olt estimation souhai-
tée pour (1.2.8).

On a montré ainsi que, pour tout ¢ : ‘Df Jor FIOANKODES || F[]](2(2)) "
Par suite

1" Hlae) S NI (1.2.11)
O

1.3 Preuve du Théoréme 2

Nous le rappelons pour la commodité du lecteur :

Théoréme (2). Soit Q@ un domaine convere borné a bord lisse de type fini m et f
une (0,1)-forme 0-fermée telle que || f ||L=< +00. Alors, pour tout 0 < o < %, il
eriste u € ' *(Q) telle que Ou = f .

1.3.1 Une condition suffisante

Définition 24. Pour 0 < oo < =, on dit que u € T (Q) s’il existe une constante C
telle que pour z,{ € €,

u(2) = u(Q)] < C(p(=.0))".

McNeal et Stein donnent dans [25] une caractérisation “localisée” en termes de
conditions discrétes pour les fonctions de T'*(€2) lorsque 0 < o < 1/m. Pour prouver
que ces conditions impliquent I'appartenance a I'espace I';'(€2) (espace noté I.(Q)
dans [25]), les auteurs utilisent en fait seulement des estimations sur les dérivées di-
rectionnelles d’ordre un. La preuve du résultat ci-dessous est contenue implicitement
dans [25], mais nous en redonnons les éléments de démonstration afin de faciliter la
lecture.

Proposition 25. Soit 0 < o < 1/m et u est une fonction bornée, de classe C' sur
Q telle que

Vu(z)| S d(z)7 etWo e, (o] = 1, |Dyu(z)| S 2.

Alors u appartient a T *(€2).
Lemme 26. ([25])

Soit 0 < a < 1/m et u une fonction définie sur Q telle que pour tout k € N,

u = by + g avec :
(@) bl S 275
(i)  Silr(z)| <270 e C [jo]| =1: |Duge(2)| So(z,0,277)7" 270
(i4i)  Si|r(z)] > 27", |Var(z)| <28 .27k,

Alors u appartient a espace I ().
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Preuve du lemme 26. — Soit k tel que p((, z) = 27%. On suppose que p((, 2) =
(¢, 2). Donc r(¢Q)] £ 27% et |r(2)] < 27" Soit A le vecteur unitaire de direction
(—z,ie A= Ki;,

u(Q) —u2)] < ok(Q)] + [be(2) ] + [9x(C) — gr(2)]
< 27+ [IDage(m)l¢ — =

pour un 71 dans le segment [(, z] d’aprés I'inégalité de la moyenne. Donc,
u(¢) —u(z)| S 275 + 275 (o (n, A\, 277)) o (a, A, 277),

puisque | — 2| < o(n, A, 27%). De plus, d’aprés la proposition 13, o(n, ), 27%) ~
o(x, \,27%) puisque n appartient au polydisque P(z,2*). Notre choix de k implique
donc que

u(C) —u(z)| < p(¢, 2)" .
Dans le cas on p((, z) = |(—2z|, on suit exactement le méme schéma de démonstration
pour conclure. O

Preuve de la proposition 25. — nous allons vérifier que u satisfait les conditions
du lemme 26.

Soient (Uj, p;)i<j<s une famille finie telle que, pour tout j, U; est voisinage
ouvert de p; € 0§2, les p; sont deux a deux distincts, la réunion V' des U; est un
voisinage de b€) sur lequel est définie une projection réguliére m sur b€ et est tel que
Ir(2)] < m ot 0 < m << 1 pour tout z de V'; on peut supposer I'existence d’une
constante a > 0 telle que, pour 1 < j < s, si v; désigne la normale intérieure en p;
a bQ, alors pour tout z de U;, 0 <t < a,d(z+1tv;) 2 tetsize %Uj et0<t<a
alors z +tv; € Ujssizet (€ UiNQ, M(2,() ~ |21 — (| +--- . ol les composantes
de z et ¢ sont écrites dans une vd(z)-base extrémale de McNeal au point z (v est
défini § 1.1.2) .

Soit k fixé dans N. Suivant [25|, posons pour z € %V en notant pour simplifier
vV = l/j siz € Uj :

27k
d
u(z) = by + g avec by, = —/ 7 (u(z+tv))dt et
0

g = u(z +27Fv).
L’hypothése sur Vu et la condition d(z + tv) 2 t impliquent immédiatement la

condition voulue (i) du lemme 26 sur by.
Supposons |r(z2)| < 27%; alors pour v vecteur unitaire de C" :

(d(z + 27 Fv))e < 2 ko
z+ 27 0, d(z +27M)) T o(z+27R 0, d(z 4+ 270))

Do) S 57

Comme z + 27%v € P(z,d(z + 27%v)),
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o(z+2 " v,
et I'estimation (z
Supposons |r(z)]

[Var(2)| < [d

(z+27%")) = o(z,v,d(z + 27 v)) 2 o(2,v,27F)
du lernrne 26 est montrée.

d

)

> 27" nous avons

(Z 4+ 92 l/)] 1+a S d(Z)71+a S 2k(17a).

1.3.2 Estimation de u

Dans cette partie nous montrerons donc que la solution u de I’équation du = f
qui est la balayée de f par le noyau K (cf (1.1.1)) appartient a des espaces de
Lipschitz anisotropes I' * lorsque f est a coefficients bornés.

w=3"u® onu(z) = / Q) A KW, 2).
Q

L’estimation de u est immeédiate ; rappelons en effet que pour |h| << 1 et z prés
du bord : |h|™ < M(z,2+ h) < (2,2 + h). Nous avons en fait montré en (1.2.1)
Pestimation [[u®|[x1q) S [[f]leo(< |[If]x). Par des calculs classiques (analogues
a ceux effectués au début de la section 1.2.2), en utilisant (1.2.2) et l’estimation
Jo [BM](C, 2+ h) — [BM](C, 2)| d¢ < |h]|in |h||, nous obtenons :

\uo(z+ h) — uo(z)\ SIf s - |B| [In]h] | pour 2,z + h € Q.

Pour 'étude des autres termes, nous utiliserons la proposition 25. Les u®) pour
k=0,..,n—1sont bornés sur Qet,si bk =1,...,n—1, |[Vu® ()| < d(z)"F/™ (voir
[5] pour les détails de calculs concernant ces résultats).

Nous allons démontrer dans ce paragraphe la proposition suivante, ce qui conclura
la preuve du théoréeme 2.

Proposition 27.

d(z)” 1
D, u® < o ——— ,Val<a<—,Vk=1,..,n—-1
D@ SN F e o5 e Ve 0<as s Vh=1n
Preuve de la proposition 27. — 1l suffit de prouver 'estimation de la proposition

pour k=1et k=n—1.
Dz’vK(nil)(C, Z) = A+ A+ Ag, avec :

) % Mt (g |C—Z‘2 A Ayn—1
v=(5eq) S (@@

(B )\ OC— 22\ s ~vma
e = <B<<,c>> D ( 2P ) M (OQ)
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- B((, 2) N—n+1 _(86‘5_2‘2) o
A3_Dz’”<<8(<,o> ) e M)

I suffit d’étudier, toujours pour z € QN U, [, f(C) A A;(C, z) pour j =1,2.
En effet (1.1.2), (1.1.5), (1.1.7) - avec 6; =y =0 - et (0.3.3) prouvent que

A = Z Agf?]dﬁ,/\dﬁ, , s=1,2,3 avec

1]=1J]=n—1

pour I= (ila";infl); J = (jl:"'ajnfl) :

" d(C) Nn+1. 1 1
Ws(6h) e <—z|pHm D d(0)) (e, d0))

d¢) \" ™" 1 1
5(&-(@2)) o(z,0,2(C, 2 |g_zﬂg e d(Q)) o (¢, ), d(C))

<<d(c>>N”“. L 1] !
~ e 2) €= 2 13 0 (¢ e, d(¢) (¢, e, d(¢))

Comme d(¢) < e(¢, 2) et, pour ¢ € C* C P(z,72%(z)), on a :

o(z,0,2(C, 2)) = o(Cv,2(C, 2) R (v, d(C)),

il est inutile de considérer As;.

Nous avons (cf. (0.2.4)), o(¢,v,d(C)) 2 (d(¢)/2%(2)) o(¢, v,v2%(z)) et, pour ¢
dans C%, on a

o(C,v,72%(2)) ~ o(z,v,72%(2)) = 2™ 0(2,v,d(2)).

Utilisant (0.2.4) comme dans la section 1.2.4, nous obtenons en notant toujours

0j(2,2%(2)) ou méme o, pour o(z, e;e)mQéd(z)) :

n—1

1 1
2ma(z,v,d(2)) | — 2| 7[[1 0;,(2,24d(2)) 0j, (2, 24d(2))

1
AD < zeQNU, (€ ct

n—1

2 1 1
AP <

1 I4
Lo v, ey - 20N ceC (8

oul<iy< <t 1<n 1< < <jp1<n
e Soient, pour I,.J donnés, i,, j, tels que {iy,...,in} = {j1, ..., jn} = {1,...,n}.
Posons p; = |f; — b;|,Vj =1, ...,n (avec les notations du paragraphe 1.1.2).
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Si iy = jp :
n—1 _
/CO A 2 PP dz IH% B d /]M(,J H pi,dpi, - dpy,
_ oulnd() d(z)l/m
(z,v,d(2)) ~ o(z,v,d(2))
Siin # Jn

n—1
AL < -/ dpi - pi,dps, dp;

p:l Pi<Oj ktin . jn
< ain<z, d(z)) < i
~ o(z,v,d(2)) ~ o(z,v,d(2))
Par suite " )l/m
19 = Of(C)AAl(C,Z) S Wl 50 oy (1.3.2)

Dans l'estimation de I

= | Jow FIONALC 2)],
en d(z)~", n arbitrairement petit, afin d’assurer la convergence de la série Y I¢.

Puisque Q est borné, et que | — z| =~ |¢ — z| + 2%(2) si ¢ € C% ¢ > 1, nous
obtenons, en supposant i, = j, par exemple :

nous allons accepter une perte

—

. = C— 2rarg)
/cf Al 3 2ma (2, v,d(2)) (0i,(2,24d(2)))? /Cf (1€ =2+ 2%d(z))

1 n—1 1 1 n—1
S gt U mmae s s Jyen, o
O'in(Z,QEd( )) < d(z)%_n

< .
~ 2o (z,0,d(2))(2d(2))7 20 0(z,0,d(2))
Les calculs sont analogues si i, # j,, en sorte que

1

d(z)m ™"
2 g(z,v,d(z))’

e Pour I'étude de I, := [, ., f(¢) A As((, 2), les dérivations portent sur la partie
isotrope (i.e. sur le terme | — z| qui représente la distance euclidienne dans C"),
donc 'exploitation de la géométrie a peu de chance d’étre optimale pour ce terme.
Nous pourrions faire apparaitre de maniére naturelle le terme o(z,v,d(z)) dans nos
calculs en écrivant | — z| dans une d(z)—base extrémale. Dans ce cas,

9 < f1loo

n > 0, arbitrairement petit . (1.3.3)

n

De(lz = P <D loillG = =l

=1
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V; 1
Uz(zzd(z)) 5 U(zsvzd(z))

Alors, comme on obtient

s 1 ~ ¢ -z
‘DZ,U(|Z <| )| 5 O'(Z,’U,d(z)) izzlai(z,d(z)) .

Cela ne permet cependant pas d’obtenir une meilleure estimation. Pour simplifier
la preuve, nous allons donc introduire artificiellement le terme o(z,v,d(z)) dans

nos calculs : nous utilisons (1.3.1) et la majoration o(z,v,d(z)) < d(2)"/™ et nous
écrivons, pour I, .J tels que i, = j, par exemple :
@) l/m _
A < / pi, dp;
\/CO | I’J| Z,U, d ];[ Ulp pj<o;j H ! ! le + pln
d(z)Y/m 1
< _dz)m _/ dp;, —Pin
o(z,v,d(2)) oy 511<gn Piy + Piy
d(z)'/m 1 /
s =~ [ (in)dn
o(z,v,d(2)) 0i, Sy, <o, S
d(z)"/™(In d
o(z,v,d(2))
(Si i, # j, ou bien si i, = j, mais 0;, < MaTi<p<p—1 0;,, nous obtenons une

estimation en : O(1)d(2)Y/™ /o (z,v,d(z))).
Par des calculs analogues a ceux menant a (1.3.3) , en tenant encore compte de :
IC — 2| = |¢ — 2| +2%(2) si ¢ € C* lorsque £ > 1 :

o LONGIE = S d¢
/cl Al 3 o(z,0,d(2)) L (0,(2,20d(2)))? /c (I — 2| + 2%d(2))>*"

d(z)l/m Gy / dp;
< — dp, - —Ftm
~ plp p'lp
U(Za U, d( 2éd ];[ 3, pj<oj=0;(2,20d(2) I]);[ Piy + Piy
H—T)
L de) |
~20 o(z,0,d(2))
Et un résultat analogue si i, # j,. D’ou
d(z)7 "
L <|fl]so n > 0 arbitrairement petit. (1.3.5)

o(z,v,d(2))

Les calculs concernant Dz,vu conduisent a la méme estimation pour

f A Dz,vK(l) )

Qnu

ce qui achéve la preuve de la proposition 27, et donc la preuve du théoréme 2. [
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Comme nous l'avons dit dans l'introduction, nous avons en fait la possibilité
d’améliorer ce résultat.
Le terme u’, comme on l'a énoncé au paragraphe 1.3.2, vérifie une estimation
meilleure que celle souhaitée.

Pour u! et «(™ Y, nous utilisons le résultat suivant :

Proposition 28. Si u est une fonction bornée, de classe C' sur ) telle que
1

IVu(z)| <d(z)m  etVoeC, |v] =1, [Dyu(z)| < % alors
[u(¢) = u(2)| £ (p(¢,2)7 (In(p((,2))*, ¢,z €Q.

pour démontrer cette proposition on adapte le lemme 26 avec, a la place des
conditions (i), (ii) , (iii ) :
(@) xS 27,
(i) sifr(z)] <27 ’“,v € C, [[v]| = 1: [Dyge(2)| S Ko(z,0,27%) 7 278,
(ii')  si|r(z)] > 27F, [Vgr(2)| < 28 27k/m

Maintenant, nous pouvons utiliser la proposition 28. Nous examinons donc les termes
que nous avons étudiés dans la preuve de la proposition 27. Nous pouvons en fait
introduire au numérateur et au dénominateur du (n(|¢ — z|) au lieu du |¢ — z|. Dans
ce cas, on obtient une expression en

am
/ AL S Il >>|m<2fd< ]

" H Olpaap) / H prdpy; - dpj,In(pi,)dpi, -

Pi<Oi ktin,jn

De plus, puisqu’on s’est placé sur un voisinage du bord U petit, on s’intéresse de
fait aux £ tels que 2‘d(z) < 1. Donc la sommation en ¢ de ces termes impose un
|In(d(z))| de plus au numérateur et on obtient :

3=

d(z)
o(z,v,d(z))

Le terme I; se traite de la méme maniére et donne méme une meilleure estimation.
Nous démontrons ainsi le résultat (0.0.2) Cela n’est cependant pas satisfaisant puis-
qu’on n’obtient pas le résultat optimal, et la présence de ce logarithme apparait ainsi
plutot comme une limite des possibilités de ce noyau.

I S [ flloe In(ld()]) "



Chapitre 2

Formule de représentation intégrale
en métrique de Bergman

Nous allons donner une formule de représentation intégrale pour les (p, ¢)-formes.
Elle sera construite sur le modeéle de [2], c’est-a-dire une formule d’homotopie avec
un noyau a poids. L’intérét de ce noyau est qu’il est intrinséque d’une part : nous
pouvons utiliser n’importe quel choix de coordonnées pour I’estimer. Ce sera particu-
lierement utile lorsque nous utiliserons les e-bases extrémales de J. McNeal. D’autre
part, ce noyau est géométrique, donc approprié pour des estimations avec la pseu-
dométrique p. Nous allons commencer par montrer qu’il nous permet d’obtenir les
solutions de I'équation (0.0.1) :

2.1 Formule de type Koppelman-Berndtsson-Andersson

Nous définissons une section du fibré de Cauchy-Leray qui fait intervenir la mé-
trique de Bergman :

Définition 29. Pour (,z € 2, nous posons

s(C2) =D > 0O = 2)d(G — 7). (2.1.1)

j=1 k=1

C’est par ce choix de section que notre noyau différe de celui du premier chapitre.
Nous reprenons pour fonction () :

1
QC.2) = (Qr, s Q) 011 Q; = @/ 02, B(C, ¢ +t(z — ))dt.

Ou la notation dz, signifie que I'on dérive par rapport a la jiéme coordonnée de la

seconde variable.

31
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Remarque 6. Nous faisons encore les identifications suivantes
Q : QXQ\AagHCn,

vue comme application dont les composantes sont les @)} et
n
Q= Qid(— 2).
7=1

Nous utilisons le méme type d’identification pour s, on voit alors que (s((, z),( — 2)
est une approximation a I’ordre 2 de la distance géodésique au carré pour la métrique
de Bergman. En effet, on a :

(5(¢,2),( —2) = Z 9i5 (O (G — 2i) (GG — %) -

ij=1

On peut interpréter cette formule comme la norme au carré du vecteur z — ¢ vu
comme vecteur dans 7;(2). Cette norme est une approximation a l'ordre deux de la
longueur L au carré des chemins géodésiques. Plus précisément, si nous considérons
le chemin géodésique v démarrant en (, de vecteur tangent z — ( en (, alors, si nous
le suivons durant un temps 1, on aura (L,)* = (s((,2),( — 2) + o(¢ — 2)? (cf [8]).
C’est en fait une des raisons pour lesquelles nous avons choisi s sous cette forme.
De plus, 'expression (s((, z),( — z) est en fait le crochet de dualité (o, 0*) pour la
métrique infinitésimale sur T¢(€2) ot o* identifié & s est une section & valeurs dans
le fibré cotangent des (1,1)— formes ([15] [9]).

Notons que dans [20], I. Lieb et J. Michel ont choisi une section définie a 'aide
d’une métrique hermitienne non nécessairement égale a la métrique usuelle de C"
pour obtenir une formule généralisée de type Bochner-Martinelli-Koppelman. Nous

posons :
0o N, (BT s A (dQ)" A (ds)"
k(6.2 = Sown (5c5) ( (G =2t ) (212

oit cpp = (1) 5+
On notera dK = P.

Dans toute la suite, nous considérons uniquement ce noyau pour résoudre I’'équa-
tion de Cauchy-Riemann, c’est pourquoi nous gardons la méme notation K pour le
noyau. Nous tenons a préciser que, puisque la fonction de Bergman est C* sur (2,
les coefficients g; ; le sont aussi. Donc, a I'intérieur de €2 et en dehors d’un voisinage
U de 02 comme précisé dans la section 0.2.2, il existe A et u réels > 0 tels que,
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pour tout ¢ dans 2\, la matrice (g;,(C)) ait ses valeurs propres minorées par \ et
majorées par j, i.e. uniformément en v = (vy,...,v,) dans C" et en ( dans Q \ U :

Z gz,](C)UzE ~ |U‘zucl . (213)

i,j=1

Cela signifie donc que notre section est comparable a l'intérieur du domaine a la
section de Bochner-Martinelli.

Nous pouvons voir que ce noyau est trés proche de celui donné au premier chapitre
puisque le choix du poids est le méme. Nous ne pouvons pas cependant appliquer
directement les résultats de Berndtsson-Andersson. Ils donnent une condition suffi-
sante que notre section s ne vérifie pas. Nous utilisons ici la métrique de Bergman
qui explose quand on se rapproche du bord. Notre section s va donc vérifier la se-
conde condition de (0.4.1). En effet, si on se place en un point ¢ de Q NU on U est
un voisinage de 0€2, alors, d’aprés le théoréme de J. McNeal (0.3.5), en prenant une
d(¢)—base extrémale associée :

@ma«—@:EZ%«mfwmg—mw(2;%%;%5). (2.1.4)

t,j=1

. 1 < 1
Puisque @oyE > oCuid

@) Vi € {1,..n}, la seconde condition de 0.4.1 est bien

vérifiée. Nous avons plus précisément :
Je, VCeQNU, V2 e, [(s(¢,2), —2)| =c|l¢—2*. (2.1.5)

Mais il n’y a aucune chance qu’on puisse obtenir la premiére condition de (0.4.1)
puisque W n’est pas bornée. Nous allons donc démontrer de maniére directe le
théoréme 3 dont nous rappelons I’énoncé :

Théoréme (3). Nous reprenons les notations ci-dessus. Pour toute (p,q)-forme f
sur €, on a :

f(z) = (-p)rtett ( /C . O f(Q) AN Kpa(C.2)+ 0. | O AKpqalC, z)) (2.1.6)

(eq

pour ¢ > 0 et

1= ([ asonkutca+ [ f@anaca) @1

CeQ

pour ¢ = 0. Les termes K, , signifient de bidegré (p,q) en z et (n —p,n—q—1) en
C. Il en est de méme pour P.
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Preuve du théoréeme 3. — Nous allons démontrer ce théoréme de maniére clas-
sique, i.e. en testant contre une forme test ¢, puis utiliser Stokes pour montrer que :

/ f/\gb:/ ¢A< 5f/\K>+ qﬁ/\é( f/\K).
2€Q 2€Q CeN 2€Q CeQ

Pour cela, il faut supposer en un premier temps que f € C'(Q) puis appliquer
un schéma classique d’approximation. Soit ¢ une (n — p,n — ¢)-forme a support
compact dans €. Pour un 7 fixé, on note Q, = {z € Q,7(z) < —n}. Nous choisissons
n suffisament petit pour que le support de ¢ soit relativement compact dans €2,,. On
pose alors :

G =y x Y\ {(2,Q)/|¢ — 2| <&}

£ est choisi assez petit par rapport au support de ¢, de sorte que :

OG N (suppo x Q) = (Qy, x 0y, U{|( — z| = £}) N (suppo x €2y).

Nous appliquons alors le théoréme de Stokes a la forme différentielle f () AK(C, z) A
¢(z) sur Pouvert G. D’ot, en notant H((,z2) = f(() AN K(C, z) A ¢(z) :

H — H _ d. (H(C.
\/(Z’Oeﬂnxmn (¢, 2) /H:E (¢, 2) /(z,C)eG C(H(C, 2)

- (Z’C)EQWXQW
7 N -~ o

11

_ /( oo s f O AR (G2 A 02

(. J

~~

117

N /( T ON (G2 o

[\

J/

-~

1A%

©o(—ype /( L TOAKIC) A (006

[\

J/

-~

v

Pour prouver le résultat, nous devons donc montrer que : 17 tend vers fQ f A, que
III, IV, V convergent quand n et € tendent vers 0 et que I tend vers 0 quand n
tend vers 0. Commengcons par déterminer P. La condition (0.4.1) sert uniquement &
faire converger les intégrales. Nous pouvons donc déduire directement des résultats
de Berndtsson et Andersson le

N-—-n
Lemme 30. dK = P oo P = cn,n<8(<’z)> (dQ)n.

B(¢,0)
Preuve du lemme 30. — Voir [2], section 2, expression (18) avec F(w) = w” on
w € C puisque @ vérifie : (Q(C,Z),C—z)—i-l:%. O
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Le vrai travail consiste donc & obtenir dans ces intégrales des singularités au
dénominateur qui soient intégrables. Nous allons le montrer a I'aide des estimations
de la métrique de Bergman dans les convexes de type fini.

Lemme 31. Pour tout k € {0,...n—1};2z€ LCcC Q, (€ N:

B(, z))N_k (s A (dQ)" A (ds)" '

KOG = (

B(¢, ¢) (5(C,2),C — 2)n—F ) =0([¢—2"?"). (2.1.8)

Preuve du lemme 31. — Les hypothéses 0.4.1 permettaient d’obtenir ce résultat.
Méme si la section s ne les vérifie plus, le controle de la métrique de Bergman par
les v-rayons d’une part, et le controle du poids lorsqu’on s’approche du bord d’autre
part vont permettre la majoration des termes du noyau. Nous savons d’apreés (0.2.3)

que m < ﬁ. En le combinant avec (0.3.4), nous obtenons

195(0)| < (%) et [delg ()] < (@)

Ainsi, les termes de s font apparaitre au dénominateur des termes de 'ordre de la
distance au bord de (. Cela empéche a priori I'intégrale de converger. La présence
du poids est importante car il peut compenser ce type de terme quand ¢ — 0€2. En
effet, z est dans un compact L, et on a :

<B<<, z)) L d©
B(¢,¢Q) ) ~e(¢2)
ou C ne dépend que de L et provient de la minoration de £((, z) puisque 7 est dans

L fixé.
Ainsi, on peut majorer en norme :

< Cd(().

— s par 20
Pal tay)z
— ds par % ou par m suivant le terme sur lequel porte la dérivation,

— d@ par W' (Deux dérivations du noyau de Bergman interviennent dans

On choisit alors N assez grand (N > 6n suffit) pour que le poids absorbe les facteurs
1

en ey 1l faut alors tenir compte du dénominateur (s(¢,2),( —2)" % on k €
{0,...,n — 1}. D’apres les résultats (2.1.3) et (2.1.5), nous savons qu'il est minoré a
une constante prés par |¢ — 2|?" 2% et nous obtenons le résultat. 0

Nous pouvons donc faire converger 111 et V en ¢ et considérer qu’il s’agit d’inté-
grales sur €2, x 2,. Nous faisons alors converger en 7 et on obtient ainsi des intégrales
sur (2 x €2. Montrons maintenant :

Lemme 32.

lim FIONK(Cz) Ag(z) =0

=0 (2,0)€Qy x 00y
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Preuve du lemme 32. — Comme nous venons de le voir, le noyau vérifie
|K(C,2)| < K_dz(‘%)n,l. On peut méme mettre une puissance aussi grande que l'on

veut en d(¢) en augmentant la valeur de N. Alors, puisque z € L compact, il existe
un 7, tel que, pour 1 < ng, on ait

sup |K(¢,2) < Cn.
z€L
(e,

On en déduit que I tend vers 0. !

Q((, z) est holomorphe en z, donc, d’aprés le lemme 30, (dK),, = 0 pour g > 0.
On obtient ainsi finalement que IV = 0 pour ¢ > 0. Par contre, on doit garder ce
terme pour ¢ = 0.

Pour I’étude de V', nous appliquons le théoréme de Stokes par rapport a la variable
z pour obtenir :

/ dpANfAK = (=1t [ oad, | fAK.
Q%0

Q”? Q”?
Nous pouvons alors faire tendre 7 vers 0 et obtenir des intégrales sur (2.

Remarque 7. On sait d’aprés la définition du noyau 2.1.2 que f N K((,2) A ¢ est
de degré total n en dC et dz. Pour des raisons de bidegré, il est donc possible de
remplacer partout d par 0.

En particulier, cette remarque implique que le terme V' n’interviendra pas dans
le second membre si ¢ = 0.
Il reste enfin & considérer la limite de I7. On a :

Lemme 33.

lz‘mmolz‘mﬁo/ o HG2) :lz'm,ﬁo/Q ¢/\f=/9¢/\f

(2,0) € Xy

Preuve du lemme 33. — Pour ¢ assez petit, la condition | — z| = & implique
qu’alors les hypothéses de [2] sont vérifiées dans ce cas. En effet, ( appartient a un
voisinage de L, soit V7, que I'on peut supposer relativement compact dans {2, donc
(0.4.1) est vérifié pour les domaines €,, 0 < n << 1. La limite est ainsi la méme
que dans [2], ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Il ne reste plus qu’a collecter tous les résultats ci-dessus en séparant les cas ¢ = 0
et ¢ > 0 pour obtenir le théoréme. O
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Remarque 8. En toute rigueur, nous savons estimer le comportement de ce noyau
uniquement lorsqu’on se trouve dans un voisinage U de 0S) assez petit puisque les
résultats de McNeal ne sont valables que dans ce voisinage. Cela ne pose pas de
probléme car l’obstruction pour obtenir les estimations Holdériennes se situent au
bord du domaine : Pour les formes a support compact, on peut trouver une solution
de l’équation (0.0.1) a l'aide d’un noyau de Bochner-Martinelli puisqu’il n’y a pas
de terme au bord et on trouve une solution dans A'. Une autre maniére de régler ce
probleme est de considérer qu’en dehors du voisinage U, la pseudométrique devient
euclidienne, et les estimations sont de nouveau vérifiées, avec des constantes qui
font intervenir le diametre de ) et le mazimum de la fonction de Bergman sur un
compact de ).

2.2 Changement de coordonnées

Nous allons vérifier que I'expression s = Z;kzl 9k (C)(Ce — 21)d(; est invariante
par changement unitaire de base. En effet, un moyen classique d’estimer une fonction
est d’utiliser des critéres de type Hardy-Littlewood en dérivant. Ici, pour utiliser
pleinement les résultats géométriques de McNeal dans les convexes de type fini,
nous avons besoin de nous placer successivement dans des 2°d(z)-bases de McNeal,
et d’exprimer les dérivées et les formes différentielles par rapport & une de ces 2¢d(2)-
bases extrémales fixée. Nous allons nous assurer “a la main” que l'expression de s
est bien intrinséque.

Nous notons U le changement de coordonnées, (; et z; sont les anciennes coordonnées,
@ et Z; les nouvelles. Ainsi :

~ _
5= j; 5 7 BN =g, (2.2.1)

L, _ n x ~ s 1 .
Le changement de coordonnees nous donne ( = D5, uj;(j, ce qui entraine :
n
dCe =Y p—y Uhdeh et 5 Zp 1 kpag

Remarque 9. Puisque le déterminant de la matrice jacobienne associée au chan-
gement de coordonnées unitaire est égal a 1, nous avons : B((, ) = B((, ().

Nous obtenons donc :

s = Z <Z Uy lhg—=In(B(C,¢)) Zuékg — %) (Zu}“wdfh))
h

J:k Dyq 6( va
2 = N
= >y ( > (wjptty) (i) ———=In(B((, 0) (G — 5é>)dCh)
ik \p.aht 9¢p0¢,

02 .
== n(B 0 — fg h-
%} achagl (B(C, Q) (¢ — 2e))dC
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Nous avons bien une expression invariante par changement de coordonnées, et nous
pourrions montrer de méme que Q est invariant.



Chapitre 3

Application 1 : Estimée anisotrope
optimale

Nous montrons dans ce chapitre comment utiliser le noyau du chapitre précédent,
en particulier nous verrons & quel point il se comporte bien lors des dérivations et
donc permet une estimation aisée des termes correspondants.

1
3.1 Une définition équivalente de I'}

Puisque nous avons muni 2 d’une pseudométrique p((, 2), il est logique de consi-
dérer les espaces de Lipschitz associés. Nous rappelons la définition donnée par
McNeal et Stein dans [25]. (La notation o(z, A, n)* est rappelée en (0.3.2)).

Définition 34. Une fonction u appartient a I'), 0 < a < oo, s1, pour tout k € N,
il existe des fonctions by et gy telles que
(Z) u = by + Gk,
(ii) |[brllze S 275,
(iii) Si |r(2)] < 27F, pour A = (A1, ..., \y) ou \; € S™ pour i = {1,..., N}, et pour
tel que |l] > ma

Dhge(2)] S oz, A, 2752k,

(iv) Si |r(z) > 27F,
[D'gr(z)] S 2" - 274,

On appelle I') espace de Lipschitz anisotrope.

Cette définition est équivalente pour v < = au critére naturel |u(¢)—u(z)| < (p(¢,2))*
(cf [25] ).

Remarque 10. On ne peut pas prendre o = % dans cette seconde définition, sinon
on imposerait une condition trop forte sur toute direction de droite de [’espace tan-
gent T,C* dont Uordre de contact avec 0S(,) est mazimum (i.e. la ot le type est
réalisé).

39
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Nous avons cependant besoin, pour a = %, d’une définition plus directe sous
la forme de différences d’ordre 2. En effet, le terme u® de la solution de 'équa-
tion 0 ne peut pas étre dérivé, on obtiendrait sinon une intégrale divergente. Il est
donc nécessaire de connaitre une expression équivalente pour pouvoir faire le calcul
directement. Par analogie avec les critéres des espaces de Lipschitz usuels, ou les
définitions de A® (0 < o < 1) et A! font apparaitre un passage de la différence
d’ordre 1 a la différence d’ordre 2, nous posons :

Définition 35. u € T si pour tout x, h tels que x,x + h,x — h € €,

SIH

lu(z 4+ h) + u(z — h) = 2u(x)| < p(z,z + h)

Remarque 11. Puisque les polydisques sont des domaines symétriques par rapport
au centre, cela entraine M(z,x+h) = M(x,x —h). Ainsi, p(z, 2+ h) =~ p(x — h, z)
(cf (0.2.5)), ce qui signifie que la définition posée est bien cohérente.

Cette définition permet d’éviter le probléme indiqué dans la remarque 10, mais
n’impose pas de nouvelles conditions pour les directions de droite de 7,€2 dont ’ordre
de contact avec d€),(,) n’est pas maximum.

Il est d’ailleurs bien connu dans le cas euclidien que, pour a < 1, les deux
résultats suivants sont équivalents (voir [29]) :

lu(x + h) +u(z — h) — 2u(x)| < ||

u(z +h) —u(z)| < [p

Vérifions maintenant que cette nouvelle définition est bien équivalente a celle de
McNeal et Stein :

1
Proposition 36. ;' = [

Preuve de la proposition 36. —
C) : Soit k tel que 27 ~ p(x, 2 + h). On a alors :

u(z + h) +u(z —h) = 2u(z)| < |bp(x+h)+bp(x —h) — 2bp(z)]
+ lgr(z +h) + gr(x — h) = 2gx()].

Supposons que p(x,z + h) = e(x,x + h). Alors, |r(z)] < 27%, |r(z + h)| < 27F et
|r(x — h)| < 27%. On peut supposer, sans perte de généralité que ces inégalités sont
strictes (il s’agit d’'un changement de variable k — k + kg). Posant A = TH nous

obtenons a l'aide du i) de la définition de T'j :
be(z + h) + bp(z — h) — 2by(x)| < 3.2
De plus, a I'aide des formules de Taylor :

gu(x +h) + gi(z — h) = 29x(2)| < [DRg(v")-h®| + [Digr(y").0] .
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ott v£ € [z £ h, x]. Le ii) de la définition permet d’écrire :
-k -k 2 + —k\—2 - —k\—2
lu(x+h)+u(x—h)—2u(x)| < 27m+27m.|h|*. max(a(y", A, 27") "%, 0(y7, A, 277)79) .
Si nous montrons les deux estimations ci-dessous :
Affirmation 1. o(y5, )\, 27 %) =~ o(x,\,27%) et |h] < o(x, )\, 27F).
nous obtenons le résultat souhaité :

u(z + h) + u(z — h) — 2u(z)| < 27w,

Preuve de Uaffirmation 1. — Comme p(x,z+h) <27% ona M(z,z+h) <27F
et donc x+h € P(x,c27%). Soit : |h] < o(x, A\, 27%), ce qui est la seconde affirmation.
Par ailleurs, 7= € [z & h, 2], donc M(x,v) < 27F. Ainsi, d’aprés la proposition 13,
oy, N2 F) = oz, ), 27F). O

Enfin, pour conclure la démonstration de 'inclusion C, nous devons considérer
le cas ou p(z,x 4+ h) = |h|. Pour cela, nous suivons exactement la méme démarche.
Lestimation de |by(x+h)+ by, (x — h) — 2b(x)| est la méme. Pour |gy(x+h)+ g (z —
h) — 2gi(x)|, si [r(z)| > 27F (cas iv)), le résultat est direct. Si |r(z)| < 27%, nous
utilisons 14 et on se raméne ainsi au cas précédent. O

e D) Une démonstration possible pour donner des propriétés discrétes des espaces
de Lipschitz classiques A! est d’utiliser une approximation de I'unité centrée en 0.
Nous gardons ici le méme état d’esprit, en plus technique : le caractére local est
donné par une partition de I'unité sur les polydisques et la symétrie provient d’autres
fonctions auxiliaires. Nous jouons alors sur ces deux paramétres pour obtenir le bon
gr candidat.
Soit k£ € N, considérons les recouvrements successifs de €2 pour j < k :

— pour un voisinage du bord : Soit V; = {z/ — 2.277 < r(2) < 0}. On choisit
Yty -y Ym € 2 tels que V; C UM, P(y;,277). Les y; dépendent bien sir de 7,
mais nous ne le noterons pas de maniére explicite pour éviter d’alourdir les
notations. On peut supposer qu’il existe ¢ tel que P(y;,,c27) N P(y;,,c277) =
(. De plus, pour tout j, il n’y a qu'un nombre fini (indépendant de j) de
polydisques P(y;,277) qui contiennent un x € Q donné.

— Le reste de Q est recouvert par des boules euclidiennes de rayon 277/ qui n’in-
tersectent pas %Vj.

Pour recouvrir €2, nous choisissons comme ouverts les intersections de ces polydisques
pour j =1, ..., k. Nous notons U, ces ouverts. Comme nous nous plagons sur un Uy
fixé, nous supposons que U, C P(y;,27%) (Rigoureusement, il y a plusieurs Uy
qui sont inclus dans le méme P(y;,27%)). Nous allons commencer par donner une
partition de l'unité associée aux polydisques avec de bonnes propriétés :
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Lemme 37. I existe \Tli,k une partition de ['unité associce auz P(y;,27%) de McNeal
telle que :

Dy¥ip(@)| S or,0,27") " et |DJWig(2)] S olw,0,27) 77

)

avec des constantes indépendantes de k.

Preuve du lemme 37. - La conclusion signifie en fait que les fonctions de la
partition doivent avoir un taux d’accroissement de I'ordre de la taille de 'ouvert (a
des constantes indépendantes de k prés). Nous U'interprétons intuitivement comme :

— le recouvrement est constitué d’ouverts qui ne se recouvrent pas trop (pas de

passage de 0 & 1 trés rapide car on part de 0 prés du centre).

— le recouvrement est constitué d’ouverts qui ne se recouvrent pas trop peu

(passage de 0 a 1 trés rapide car on arrive a 1 trés prés du bord).

Nous savons qu’il existe ¢ tel que P(y;,, 2 9) NP (y;,, c277) = ). Cela permet d’éviter
la premiére obstruction.

Pour la seconde obstruction, il suffit d’ajouter des ouverts aux intersections trop
petites. Ainsi, en rajoutant un ouvert, on évite une croissance trop rapide. De plus,
la proposition 13 signifie que le recouvrement dans une direction est de I'ordre du
v-rayon. Comme on recouvre ainsi par des ouverts similaires, cela signifie que le
nombre d’ouverts que ’on rajoute est de 'ordre du nombre d’ouverts déja présents
d’une part et que le comportement des dérivées des fonctions définies dessus est le
méme d’autre part. Ainsi, la croissance de la dérivée est comparable au rayon divisé
par le nombre d’ouverts qui se chevauchent et ce nombre est borné. 0

Nous pouvons bien siir effectuer une preuve complétement similaire pour C". En
fait, sur I'intérieur de €2, on recouvre par des boules euclidiennes. Il est clair qu’on
peut recouvrir en vérifiant le méme genre de propriété. (Par exemple dans R?, des
boules de rayon 1 centrées sur les points du réseau (Z x Z)). Enfin, nous sommes
en fait intéressés par une partition de I'unité associée a des couronnes anisotropes.
Nous obtenons ainsi :

Lemme 38. Il existe U, une partition de l'unité associée aux Uy, telle que :
- Si P(y;,27%) est “de type McNeal” :

D (@)] S 0w, v. 275 et (D20 (0)| S o0, 275)

avec des constantes indépendantes de k,
— Sur la partie euclidienne du recouvrement :

DW;(x)| S 2" et [D*Wip(a)] < 2%
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Preuve du lemme 38. — Nous construisons notre partition de l'unité sur les
intersections successives par récurrence : pour Uy, W;z) et (P(y;, 275 1), U pp)
deux partitions de 'unité associées aux recouvrements d’ouverts correspondants,
alors les fonctions W, x \i!j,kﬂ forment une partition de l'unité associée au re-
couvrement U;,;. En effet, pour obtenir une partition de 1'unité sur les inter-
sections, il suffit de multiplier les fonctions des partitions de 1'unité associées a
chacun des recouvrements. De plus, les hypothéses de dérivation sont assurées car
(\Ili,k X \ilj’k_H))l = (\Ili,k)’ X \ilj,k—l—l) +\Ifi’k X (\ijj,k-l—l))’- OI", E\Ili,k)’ vérifie une condition
plus forte puisqu’on lui demandait de croitre moins et (¥ ;. ))" vérifie exactement
la bonne condition. O

Nous allons maintenant construire des fonctions auxiliaires symétriques :

Lemme 39. Il existe ¢;x des fonctions associées aux U,y telles que :
— i) le support de ¢; est inclus dans P(y;,27F).
— i) ¢ip(yi — x) = i (yi + ) (symétrie).
- m) ¢zk(yz) =1

— 1) @i vérifie les mémes conditions de dérivations que U, .

Preuve du lemme 39. — 1l s’agit en fait d’une propriété réelle. Nous affirmons
simplement que I'on peut trouver des fonctions symétriques a support dans un po-
lydisques, dont les dérivées directionnelles sont bornées par le rayon. Il est facile
de voir que lisser des “cones symétriques” donne le résultat souhaité. Nous allons
juste expliciter dans R%. Le centre du polydisque est le point (y;,%2). Les rayons
respectifs sont notés r; et ry, les coordonnées sont (z1,z5). Nous posons, pour
dans [y; — 71, y1], To dans [yo — 7o, Yo :

1 1
z = <—!E1+1—£> <—IEQ+1—%>
1 r To T2

Il faut prendre les symétriques correspondants pour x; dans [y; —rq], o dans [ys, yo+
o], etc. Ainsi, cette fonction est notre candidat comme “cone symétrique”. Enfin,
nous lissons en faisant un produit de convolution avec la fonction :
52
F(x1,29,0) = exp =73 pour ||z]| < 6,
0 pour ||z|| > 6.

Pour 0 assez petit, on obtient une fonction avec les propriétés désirées. Il est fa-
cile de se convaincre qu’on peut faire de méme sur C*, avec les P(y;,2 *) comme
polydisques. O

Nous allons créer notre approximation de I'unité anisotrope avec ces fonctions.
Pour cela, on pose :
- D, (1) = %(? C’est-a-dire que I'on vient de se doter d’'une fonction symé-
trique, d’intégrale 1, et dont le support diminuera quand k& augmentera. C’est
notre approximation de l'unité.
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— Enfin, ¢’est maintenant que ’on va tenir compte du choix des intersections des
polydisques comme U;;, : on pose émk(x) = Qi p(z) — @; (7). Cest-a-dire
qu’on fait vivre ® sur une intersection de polydisques. On notera éi,k (x) dans
la suite.

Nous pouvons ainsi poser : w;; = u * <:D2k Nous allons alors fabriquer une fonction
ug globale & ’aide de la partition de I'unité. Les propriétés que doit vérifier u; sont
données par le lemme suivant :

Lemme 40. La définition de I'y est équivalente a : u = S 0o Uk 00 uy, vérifie :
- Jlug]| S 270,

-~ [IDhur|| S sy pour x € Py C Vg,

— || D] < 28 sinon.

o—ka

Preuve du lemme 40. — 1l suffit de poser : gy = Z?:o uj et fr =37 uy O

Nous allons maintenant montrer que les u; possédent les bonnes propriétés. Sur
un Uy, on a :

< 3 [t +ute - 0)@u0)

< |5 [+ ate ) e - 0)(Bia)
S @h)m.

En effet, nous avons utilisé la symétrie de Cfn,k, puis f Cfn,k = 0. Enfin, comme t et x
sont dans P(y;,27F), Z est dans P(y;,27%), d’ou M(z,z —t) & M(z,z+1t) S 27"
Si P est de type McNeal, la distance au bord de Q est inférieure a 27%, et donc
e(r,x +1t) =~ d(x) + M(z,x+1t) <275 Si P n’est pas de type McNeal, on majore
naturellement par la distance euclidienne. De plus,

1D2all <[5 [ @) @2te 1)

< 3 /(u(x +1t) +u(z— t))(Dgél,k(t))

< |5 200 +uta 4 04 uto - 0)(D2a(0)

1
< @2 Rwm— .
SEC o(z;,v,27F)2

En effet, les hypotheses de dérivations sur ®;; et ®; ,_, impliquent les mémes pro-

priétés pour ®; ;. (En faisant intervenir des constantes, on se raméne aux estimations
de q)z,k)

Ces estimations sont bien stir similaires si on considére deux vecteurs v et w dis-
tincts. De plus, avec des inégalités de type inégalité de Landau, (on peut voir par
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exemple [19]) nous avons aussi la majoration suivante : || Dyu; k|| < (2_’“)%m
Cela nous permet alors de bien définir u; avec la partition de 'unité :

U = Z\Ili,kui,k, (311)
Uk

Nous avons construits ¥;; et u;; pour qu’ils vérifient les bonnes conditions de
dérivations, donc les uy les vérifient aussi. Enfin, sur une intersection de polydisques,
—k .
ona:u-— Z?:o uj = u(z) — [u(t)®;x(x —t)dt < 2%, donc la convergence est bien
uniforme. Nous avons ainsi vérifié toutes les conditions du lemme et donc de la
définition de T'5. O

3.2 Estimations

Suivant une technique habituelle, il suffit d’estimer seulement trois termes. Nous
estimons ainsi u' et ©”~! de maniére similaire en dérivant. Nous utilisons la propriété
suivante :

d 1
Si |DyDyu(2)| < (2) yalorsu e I .

1
~ o(z,0,d(2))o(z, w, d(z))
C’est-a-dire qu’il s’agit d'une propriété de type Hardy-Littlewood directionnnel.
Par contre, u° est estimé directement a 1’aide de la définition 35, puisqu’on ne peut
pas dériver. Cela explique le travail fourni pour trouver une définition directe.

3.2.1 Rappel des estimations des termes élémentaires

Soit vy) une v2¢~1d(z)-base extrémale en z oil v est une constante telle que :

(M(¢2) > 20 1d(2)) = ¢ ¢ P(2,72" 1d(2)) . (3.2.1)
Pour ¢ dans C’, les termes élémentaires vont vérifier les majorations suivantes :
— sl S —a
a(Cw;d(C))
= Jdis;| S .

o (¢oy) ()¢ d(0)

— La majoration de |0Q)| donnée en (1.1.2) ne change pas, ni celle de ses dérivées.
Enfin, la différence avec le noyau précédent est le dénominateur. Nous expliquons
briévement comment nous allons le traiter : il s’agit de minorer : (s, — 2) =
> ik 9ik(€) (G — 23)(Ck — 21)- Pour cela on utilise le théoreme de J. McNeal (0.3.5).
Il faut considérer w; une d(¢)—base extrémale et, dans cette base :

n
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d’aprés la proposition (12). Nous pouvons alors changer le rayon d(¢) par du 2~ 'd(z),
puisque cela conduit & une minoration. Nous utilisons de nouveau (12) et nous
obtenons :

<Z o( |€l ;fzi|d ) Zgﬂk — 2) (G — 2) - (3.2.2)

i=1 » Vi

Pour ¢ > 1 et ¢ € C% nous minorons & I'aide de (3.2.1) par 1 et nous obtenons le
résultat souhaité.
Pour ¢ = 0, il faut étudier séparément les u?, (p =0,1,n— 1) :
— pour p=1oup=n— 1, on effectue le changement de variable suivant dans
I'intégrale : t; = \ng 2l
~ pour p =0, pu1squezn0us nous intéressons ici aux (0, 1)—formes, nous écrivons
au numérateur s sous la forme :

dg;

E 95k (C)(Cr — 2k ng E 95k (C) (G — Zk)(C — zj) (3.2.3)
G = %
Nous pouvons majorer le facteur de d¢; de s par TZC_;?

3.2.2 Estimations de u' et v"!

Pour pouvoir démontrer que les termes u' et 4"~ ! de notre solution u de I'équa-
1

tion Ou = f appartiennent bien & I’espace de Lipschitz anisotrope T'j', nous pour-
rions utiliser la définition que nous avons introduite. Nous nous baserons plutot sur
un lemme de type Hardy-Littlewood :

Lemme 41. Si u est une fonction bornée, de classe C' sur Q) telle que

D2u(2)] S d(z) 5 et
Vo,w e C, ||v|| = ||w]] =1, |Dy,Dyu(z)

< d(z)m
N o(ed(2))o (2w ,d(2)) !

1
alors u appartient a T ;' ().

Preuve du lemme 41. — 1l s’agit ici d’'un résultat similaire a la proposition 25
du premier chapitre. La construction que nous venons de réaliser dans la section
précédente joue alors le role du lemme 26. Il nous suffit donc de décomposer u de la
méme maniére pour obtenir le résultat. 0
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Remarque 12. Nous ne montrerons pour u' et u~' que le critére :

1D 0| S
En effet, d’apres le résultat (0.2.3) sur les v-rayons, cela implique la premiére condi-

tion dans les hypothéses du lemme 41.

Il s’agit d’utiliser les estimations de McNeal sur les dérivées de la fonction de
Bergman (cf (0.3.1)) pour faire les majorations de

DA(u(2) = 02 ( [ 116 n K¥ic.2)).

Nous tenons a rappeler qu’il s’agit de dérivations en z, ainsi les termes g;;({) ne
seront pas affectés par ces dérivations. Nous nous placons sur les couronnes C*, les
coordonnées sont celles d'une 2¢d(z)-base extrémale de McNeal. Nous noterons par
commodité 0;(¢((, 2)) pour o(z,v;,2(C, 2)).

étude de u':

On va bien évidemment se servir des estimations des termes élémentaires pour ob-
tenir le résultat. On ne séparera pas le cas P(z,d(z)) des P(z,2%(2)). 1l suffira de

poser £ = 0 dans les calculs.
. lS’(C,z))N1 5 A (ds)nﬂ/\g()
o= [ oen| (5E5) O G

On effectue la dérivation en D, ,. Suivant le terme ot porte la dérivation, il apparait
des facteurs en ou en . Il en est de méme pour la dérivation en

1 1
o(2,v,6(C,2)) o(¢,v,d(C))
D, .. De plus, au pire, la puissance du terme (s((,z),( — 2z)"~' au dénominateur
augmente finalement de 1 aprés compensations avec les termes qui sont apparus au
numérateur.

Nous pouvons considérer que seuls des facteurs en L

1
e O smecan )
vont intervenir dans les estimations. En effet, d’aprés (0.2.4), puisque nous pouvons

écrire :
1 < 1 (¢, 2)
o(z,0,d(C)) ~ o(C,v,e(¢2))  d(C)
Le poids permet d’absorber les facteurs % qui apparaissent (cf. (0.3.3)). De plus,

d’aprés la proposition (13) :

(¢, v,2(¢, 2)) = o(z,v,2(¢, 2)) .
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Nous pouvons donc considérer qu’interviennent partout des o;(e((, 2)). Par ailleurs,
puisque ¢ € C*, 2%d(z) < (¢, z). Nous pouvons ainsi effectuer les minorations cor-
respondantes sur les v;-rayons (ou les v-rayons, ...) au dénominateur. Indiquons les
notations que nous prenons dans le calcul qui suit : puisque f est une (0, 1)—forme,
il y a un indice qui n’apparait qu'une fois lors des estimations. Nous notons cet in-
dice M. Enfin, comme nous avons effectué la simplification (3.2.3) pour s, un autre
terme n’apparait pas non plus, que nous notons 7 : il s’agit de l'indice correspondant

\C o Enfin, dans le terme ds, la dérivation en ¢ peut porter sur g; ;. Dans ce cas,

nous notons a—d le v-rayon qui apparait lors de cette dérivation. Nous obtenons une
majoration de |Z; | par des termes de la forme :

1 ISk —2] 1
| £(Q)] ! N7 H srimtcy SRR
o(z,v,2((, 2))o(z,w,e((, 2)) ( Ce—2 )2" 2

£oy(¢,d(¢

Il faut préciser maintenant comment sont formés ces produits de v;-rayons. En fait,
comme nous avons une (n,n)-forme en ¢ pour l'intégration, chaque d{; ne peut
apparaitre qu’une fois. Donc, les v;-rayons ne peuvent intervenir que deux fois dans
les estimations : une fois pour d¢; et une fois pour d¢;. Nous pouvons donc écrire :

n

Zl 5 ”fng:/cf U(z,v,2£d(z))2(z,w,2fd(z))< 1 %)

j=1 7
JFM.
1 1 1
y __AM\C) .
0100 (2 240(2)) G — 7] (3, o=ty (€)

Enfin, on se sert de I'inégalité d(¢) < 2%d(z) pour minorer encore le dénominateur.

G-l
onG2ld(z) - b

¢ > 1, les bornes de 'intégrales seront, a des constantes prés (cf (0.2.4)), % et 1, et
nous avons :

Nous utilisons & nouveau la proposition (13) et pouvons poser uj =
7] < flloo/1 ; ! ; on(z,24(2)) du 2
1 0y(2,2%d(2)) 0w (2, 25d(2)) ui (3, ue)

S 1 (3)” e R

2

Or, cette derniére intégrale converge évidemment et, de plus, en sommant sur /,
nous obtenons pour lintégrale de f(¢) A K'(¢, 2) sur Q\ P(z,d(2)) :

3=

d(z)
oy(2,d(2))ow(2,d(2))

' S M s (3.2.4)
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Maintenant, si £ = 0, nous effectuons les mémes calculs pour nous ramener a :

" 2 1 du
TS Ik | e T ) =

. E: du
< f||ooo'v(z,d(Z))Uw(Z;d(Z))d(Z)m‘/0 ui(sz)%ﬂ.

La singularité est suffisamment faible pour assurer la convergence en zéro de cette
derniére intégrale. Nous avons donc sur P(z,d(z)) le résultat suivant :

d(z)m
ou(2,d(2))ow(2,d(2))

T < (3.2.5)

Au final, en combinant les résultats (3.2.4) et (3.2.5) avec le lemme 41, nous

1
obtenons : u'(z) € I},

étude de u" ! :

Nous allons utiliser exactement le méme schéma que précédemment. Nous avons
le méme phénoméne que dans le premier chapitre : tous les termes, excepté u°, se
traitent de la méme fagon. Nous travaillons encore une fois sur des couronnes

Ct = P(2,2%(2)) \ esteP(z,2¢71d(2)).

-1 _ 2 B(¢, 2) o s A (0Q)"!
Ig = /Cf Dz,v,w <B(C,C)> f(C)/\ (<S(C;Z)ag_z>>]

Contrairement au cas précédent, nous n’avons méme pas besoin de séparer les cas
¢ > 0et ¢ =0.En effet, la puissance du dénominateur est suffisamment faible pour
qu’on n’ait pas besoin de faire de 'analyse fine. En effectuant le méme changement
de variable, nous obtenons :

du
ui( X2 W)Q

1\ 1 L[t du

S oo (g) Uv(z,d(z))aw(z,d(z))d(z)m/0 ui(Su)’
1 d(z) =

S [l <2e> 0u(2,d(2))ow(2,d(2))

. 1
VA IS

< £l / e )

1

3

(3.2.6)

1
[’appartenance de u" '(z) a T';* découle encore du lemme 41.
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3.2.3 u’ sur P(z,d(2)), cas p(z,z +h) = |h|:

Il s’agit de montrer que
W0z + h) +u®(z — h) — 2u0(2)| < (plz, 2 + h))w.

On va devoir décomposer I’étude de u° en plusieurs cas. De plus, nous allons découper
[, en fp(z’d(z)) +fQ\P(Z’d(Z)). En effet, il faut étudier directement sur P(z,d(z)) et
utiliser le critére de dérivation en dehors. On écrit ainsi [, -+ = [ o X(¢) -+
fceﬂ(l —x(C€)) - -+ ou x est a support compris entre P(z,d(2)) et 2P(z,d(2)) et vaut
1 sur P(z,d(z)).

Par abus de notation, nous écrivons u” pour fcm x(¢) -+ et u° pour f(eQ(l
X(€)) -+ -. L’étude directe est nécessaire car on ne peut se permettre de dériver le
noyau : on obtiendrait une intégrale divergente. Comme nous travaillons a z et h
fixés, il faudra bien entendu vérifier que le domaine d’étude directe contient les trois
voisinages autour de z, z + h, z — h.

Cas |h| < d(z). Etude sur P(z, |h]) :

Nous posons / / /
(z \h\ (2,d(2) \h\

De plus, comme P(z, \h\) contient z 4+ h et z — h, nous pouvons supposer que
P(z + h,|h|) C csteP(z,|h|) (et idem pour z — h). Ainsi, nous allons faire 1'étude
de u®(z) sur P(z,|h|), puis, pour les études de u’(z + h) et u’(z — h), aprés un
changement de variable du type z — z + h, nous nous ramenons a l'intégrale de
u%(2) sur un domaine plus petit, donc les estimations que nous allons obtenir pour
u®(z) sont valables pour les trois termes. Considérons alors des |h|—coordonnées de
McNeal :

1 | — 2|
|UU(Z)‘ < ||fH / <|B(C,z)|>NH 00 (¢,d(C)) H ”jﬂkffd(de( ) 16— ZJ‘d)\(C)
N~ ey \ B(GC) ( = )2" 2
£ oy(¢,d(¢

Or, |k — 2| < o(z, e, |h|) < o(z,ex,d(2)). De plus, on peut remplacer les o((, d(())
par des o((,d(z)) (le poids absorbe les %), puis par o(z,d(z)). (En effet, puisque
¢ € P(z,]h|) C esteP(z,d(z)), d(¢) < d(z).) Nous avons ainsi :

. 1 1 1 1
SARIE f||°°'/P<z,h> (HU?) aiou(z, d(2)) G — zil (Zg e )QHdA(C) '

)
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Nous allons alors effectuer le changement de variables suivant : k, = 702%‘;;([2‘)).
@S ke [ ourld(2) L
) Dlotits) Bt )
To
[ flloo- ot (2, [A]) (3.2.7)

<
< |hfm

Pour obtenir (3.2.7), on se raméne d’abord a deux variables aprés intégration, i.e.
on a:

o1 (2,|h]) 79 (z.]h]) 1
73P1dP1P2dP2-
p2)

71 d(2) [ 72(2.d(2))
105/ 1 / : 02(2, d(2)).
0 0 (p1 + p2

On effectue alors une intégration par partie pour p; et on obtient :

LPIEAL))
72(=d(2) 09(z,d(z
I ,S/ 72( ( ))P2dp2
0

P2

D’ou le résultat.

Cas |h| < d(z). Etude sur les P(z,2|h|) :

Pour I'étude de (I7), on fait d’abord un découpage en couronnes en introduisant
des 2¢|h|—bases de McNeal tant que I'on a 2¢/h| < d(z). Si on appliquait le méme
procédé que ci-dessus, on obtiendrait du (2¢|h|)w. Pour pouvoir faire converger la
série, nous allons regrouper les termes par deux. Nous effectuons I’étude sur [u®(z +
h) —u°(2)|. Le terme |u®(z — h) — u®(2)| se traitant évidemment de la méme fagon.
On simplifie les notations en écrivant u’(z) = [ (B(C’z))N.u(I?)(C, 2), ott ulP(C, 2) est

. B(¢,0)
sA(ds
le terme f(C) AN W AlnSl
+h B\, o
u’(z + h) —u° / CZ —< ’ Jul9(¢, 2
T
‘B(C,Z)‘ N 0 0
+ /(m -‘U%)(Caerh)—ug()(C,Z)\ :
To
L’étude de J; se fait en utilisant le fait que (B(C’”h))N — <B(C’Z)>N < On
L q B(C.0) BcQ)) |~ s(cz
prend des 2¢|h|—coordonnées de McNeal, on utilise le fait que d(¢) < d(z) pour
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faire le méme changement de variable que précédemment et des calculs analogues
donnent :

o1 (2,24 R)) oo (2,24 n)

S1GA)  [2GAE) o9(z, d(2 1
T B R e L e
2°|h))
< o h. 2
S ool =5

S e ()7 B[

D’ou le résultat pour .J;.

I1 faut maintenant effectuer I’étude de J, et considérer le terme : ‘u(lg)(g“, z+h)—

0 . . . N . .
u%)(g, z)‘ En donner une majoration revient a examiner ce qu’il se passe lorsque

I'on dérive. Le pire qui puisse intervenir est I'apparition d’un terme 1 x
a
1

1
™ \Cz‘*lﬂi\ :
Comme d’habitude, on remplace les d(¢) par des d(z). Nous avons ainsi la majoratzion
suivante :

1 |h| 1 1
ns [ (T =) ZAA(Q)
P(z2¢h)\esteP(z 20 1h]) N 53 05/ op(z,d(2)) om(z,d(2)) (>, Uf‘& dzf‘ )2
On effectue alors le changement de variable désormais usuel : u; = ‘fz dzl‘ On peut

passer de 0;(C,d(2)) & 0;(z,d(2)) car, comme précédemment, ( € P(z 2lh])
csteP(z,d(z)) puisque 2¢|h| < d(z) et nous majorons UD(zld(z)) par du
Ainsi : ’

1
op(2,2'h])’

1S ke [ - /am; o) =
2 o0 e1n) op(z 2Z|h|) oo (ZZW)%‘

On minore op(z,2¢h|) par 2¢h| et >, u, par 1 puisqu’au moins une des coor-
données le vérifie. Finalement, nous trouvons :

B S e g (2, 24 )

2 7
< D
~ =5
_1a L 1
< (112715 |

D’ou le résultat pour .J,.

Nous avons ainsi terminé 'étude du sous-cas p(z,z + h) = |h|, avec |h| < d(2)
sur la partie P(z,d(z)). Avant d’effectuer I'étude de u® a I'extérieur du polydisque
P(z,d(z)), nous devons examiner le cas ot p(z, z + h) = |h|, mais avec d(2) < |h|.
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Cas d(z) < |h] :

Nous ne faisons pas cette fois d’étude avec des couronnes C¢, mais juste I’étude
directe sur le polydisque P(z,d(z)).

Il y a cependant un probléme : P(z,d(z)) ne contient pas forcément z + h et
z — h. Comme nous devons estimer |u’(z + h) + u°(z — h) — 2u®(2)/, nous allons
estimer les 3 termes séparément. Des changements de variable du type z — 2z + h
permettent de se ramener a 1’étude de seulement deux termes : fP(z,d(z)) |IK©O)(¢, 2)]

et fp cthd(z+h)) IK©(¢, 2)|. Nous prétendons enfin que :

Affirmation 2.

/ KO, 2)] < / [KO(C,2)| .
P(z+h,d(2+h)) P(z,d(z))

Cela parait logique puisque, en intégrant sur un domaine qui ne contient pas z,
le terme (s((, z),( — z) au dénominateur devient plus grand et permet de minorer
I'intégrale. Dans la preuve que nous en donnerons, nous verrons cependant que nous
utilisons aussi ’hypothése de convexité. La preuve de cette affirmation sera donnée
aprés I'étude de fP(z,d(z)) K©)(¢, 2) car nous nous en servons pour faire la comparai-
son.

Nous nous intéressons donc a [ = |fp(z’d(z)) K©(¢, 2)|. En prenant des d(z)— coor-
données de McNeal, on obtient :

1 |Ck — 2k | 1
< B2\ U szmcamy U smcay 5=
IS flloe- . kil dA(¢) (3.2.9)
Pzd(z) \ B(C;C) ( . Ké dzz\ )
o

Or, [C — 2zk| = o(z, ek, |h|) < o(2, ex,d(2)). De plus, on peut remplacer les o((, d(())

par des o(C,d(2)) (le poids absorbe les %) puis par o(z,d(z)). (En effet, on a
¢ € P(z,d(2)) = d(¢) < d(2)). On obtient ainsi :

1 1 1 1
< _
TS 11w /P(z,d(z)) ( H 4 U?) oiom(z,d(2)) |G — zil (ZE (=2 )Q”Qd)\(o '

J#EM, oe(C,d(z
Nous allons alors effectuer le changement de variables suivant : k, = 702%;7;([2‘)).
IS Wle|f  outade) L
- onm(z,d(2)).—.
~ D(0,1) M ki (ky+ -+ k)2
S fllcc-onr(z,d(2)) (3.2.10)
S om(z|h)
< Inlw

C’est le résultat que nous désirions obtenir. Vérifions maintenant que ’affirmation
2 est vérifiée :
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Preuve de Uaffirmation 2. — Pour étudier fP(z+h,d(z+h)) K(O)(C, ), nous suivons
le méme schéma. On veut donc obtenir une majoration en oy (z+h, d(z+h)) comme
dans 3.2.10. Puisque d(z+h) < d(z)+|h| < |h| puisque 'on est dans le cas d(z) < |h,
nous pourrions conclure de la méme maniére. Pour suivre la méme démonstration,

il faut remplacer des o;(C, d(¢)) par des 0;(z+ h,d(z+ h)). Le probléme, c¢’est qu’on
d(z+h)
d(<)
'on veut que z, z—h et z+h soient dans 2. Cela impose bien sir que d(z+h) < 2d(z).

Sinon, z — h sortirait du domaine. On peut donc faire la méme étude. Il reste le terme

n’est plus str a priori que le poids puisse absorber les . Or, Q est convexe, et

1
|G —zg] \2n—2
( Zf 0¢(¢,d(2)) )

Comme ¢ appartient dans ce cas au polydisque P(z+h, d(z+h)), on peut minorer ce
terme en se centrant en z au lieu de z+ h. Finalement, on a majoré le dénominateur
et traité de méme les autres termes. Nous avons donc globalement majoré :

/ KOS [ KO
P(z+h,d(z+h)) P(z,d(2))

3.2.4 u’ sur P(z,d(2)), cas p(z,z+h) =¢(z,2+h) :

Nous procédons de maniére totalement similaire : une étude sur P(z,d(z)) avec
la méthode directe. C’est-a-dire que l'on effectue exactement les mémes calculs que
pour le cas d(z) < |h| précédent puisque 1'on fait le méme découpage directement.

3.2.5 Estimation de «" “en dehors de P(z,d(z))”

Nous prenons le critére utilisé pour u' : le lemme 41. Nous considérons le terme @ et
nous nous placons donc sur des couronnes de type : P(z, 2/d(2)) \ esteP(z, 27 1d(2)).

2= [ (5ed) 10 (i)

Nous effectuons donc le méme type de calcul : aprés dérivation en D, , et D, ,,, nous
pouvons, a I’aide du poids et de la proposition (13), changer a la fois le centre et le
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rayon des v-rayons pour obtenir une majoration par des termes de la forme :

1 Gk =2k
|AU\ < £(0)] 1 I 70k (C:2(¢:2)) 1 0]01@02(4 g(C 2)) 16— Zj\d)\
oo ct o(z,v,€((, 2))o (2, w,e(¢, 2)) (Z 2| >2n
£ 04(¢,d(C))

1 1

< —

~ ||f°O/Cz o(z,v,24d(2))o(z, w,24d(z)) (jgiajz-)

1 1 1
X 7 — o dAQ) -
o PAD G~ (5, Ty

|Gk — 2k
o (2,28d(2)

77 la majoration suivante :

Nous posons alors u;, = qui varie ainsi entre % et 1 et nous obtenons pour

U 1 1 ’ du
S 1flle / T e T 2
1 1 0

S 1 (52) gy @

Nous sommons sur ¢ pour obtenir sur 2\ P(z,d(z)) le résultat suivant :

d(z)m
(2, d(2))ow (2, d(2)) -

1D.vD. i’ (2)] S (3.2.11)

1
Ce qui nous donne bien @°(z) € T';* d’aprés le lemme 41.

(€)
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Chapitre 4

Application 2 : autre preuve d’un
résultat de Greiner et Stein

Nous allons donner dans ce chapitre une autre application de la formule de re-
présentation que nous avons obtenue dans le second chapitre. Cette fois, nous nous
placons dans le cadre des domaines strictement pseudoconvexes et nous retrouvons
le résultat de Greiner et Stein [13|. D’une certaine maniére, il s’agit de conforter l'in-
tuition que la pseudométrique de McNeal et Stein refléte bien, dans chaque direction,
I'ordre de contact correspondant. Les techniques seront donc trés similaires a celles
du chapitre précédent : un lemme de type Hardy-Littlewood euclidien tangentiel
pour les termes que 1'on peut dériver (u'(z) et u"~'(z)); et I'estimation directe (et
technique) du terme u°(z).

4.1 Petit rappel du contexte

Avant de retrouver les estimations en A%’l, nous allons définir dans quel type
d’espace nous travaillons.

Définition 42. On dit qu’une courbe vy, k fois différentiable appartient a [’espace
CF si, pour tout t € [—1,1], |7/ ()] < 1,..., |[y® (1) < 1.

On considére un voisinage tubulaire du bord de €2 de telle sorte que chaque z
dans ce voisinage n’ait qu'une projection sur le bord, et que cette projection soit
une rétraction C*°. Nous avons en chaque point du bord de 2 une décomposition
C" = Cvp ® TS ol vp est la normale sortante en P. Nous pouvons supposer que
I'application z — v, est C*®. Cette décomposition s’étend au voisinage tubulaire et
il est donc légitime de définir :

Définition 43. Une courbe v de C* appartient a CF si, pour tout t € [—1,1], 7'(t) €
C
-
De plus, pour une fonction u au moins C', nous notons Dru une dérivation
tangentielle complexe, c’est-a-dire une dérivation de u le long de vecteurs de Tg.

57
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Enfin, pour formaliser la notion intuitive d’appartenance a un espace de Lipschitz
A dans la direction normale et dans A? dans toute direction tangente complexe, on
pose :

Définition 44. u appartient ¢ T si ||ul|pa + ||u o y||as < 00 pour toute courbe
v :[=1,1] — Q qui appartient a CF.

Puisque nous faisons des études locales et prés du bord, nous pouvons appliquer
le lemme de Narashiman et considérer que nous travaillons dans un domaine borné,
a bord lisse et convexe de type fini 2. Ainsi, les résultats des chapitres précédents
s’appliquent. Ainsi, nous savons déja que u(z) est dans A2 puisque ce résultat est

plus faible qu’appartenir a I';*. Nous ne devons donc vérifier que les estimations
tangentielles complexes. De plus, en effectuant une double dérivation tangentielle,
il s’agit en fait d'une dérivation en D, ,D,, ot v et w sont des vecteurs tangents
complexes. Puisqu’on se trouve ici dans le cadre d’'un domaine strictement convexe,
cela signifie que

o(z,v,2%(2)) = o(z,w,2(2)) ~ (QZd(z))% :

4.2 Un autre lemme de type Hardy-Littlewood :

Pour a et § deux réels tels que 1 — a > S > a > 0, nous avons le résultat
suivant :

Lemme 45. Soit u € C™(2) N L>(Q) telle que, pour tout = € QNU, on ait :
[Du(z)| S (d(2))7% et [ Dju(z)| S (d()7"+. Alors : u € D=5,

Nous devons donc démontrer que u vérifie les hypothéses de ce lemme pour
o = B = 3. En fait, dans notre noyau, nous pouvons dériver les termes u', u™!
d’une part et u® a Uextérieur du polydisque P(z,d(z)) d’autre part. Or, en appliquant
les résultats du chapitre précédent, nous avons directement le résultat pour a dans

chacun de ces trois cas.

Remarque 13. Nous utilisons encore un critére de second ordre de dérivation car
il s’agit du bon critére pour obtenir des espaces de type Zygmund A!
(i.e. [u(z+h) +u(z—h) —2u(z)| < |h|).

Preuve du lemme 45. — On adapte la démonstration du lemme 4.7 de S.G.
Krantz [18]. Il est clair que la premiére condition implique I’appartenance a A%, le
probléme est en fait I’'obtention de la condition tangentielle. Pour afg‘ﬂ < 1, on peut
simplifier la preuve en ne considérant que ’étude de |uo~y(h) —uo~(0)|. Cependant,
comme nous sommes intéressés par le résultat optimal, on va directement considérer
luovy(h)+wuo~y(—h) —2uo~v(0)|. Nous notons z; = (t) et nous posons, pour h que
'on peut choisir positif, w, = 2z — hv,, oil v,, est la normale unitaire sortante au
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point 7(z;) € 9. Nous ne donnons pas de valeur & 6 a priori. C’est pour obtenir le

meilleur résultat que l'on posera a la fin § = a%zm On majore alors :

lu(zn) +u(z_p) — 2u(z0)| < Ju(wy) +u(w_p) — 2u(wo)|

(. >
v~

+ Julzn) = u(wn)| + [u(z-n) — u(w_p)| +2 [ulz0) — u(wo)]

[ J/ [\
—~ —~ —~

11 IIT 1V

Nous majorerons les termes I et I] puisque 1] et IV se traitent exactement de la
méme maniére que /1. Nous avons :

hG
< / Du(z, + tv., ) dt
0

hG
/ Ot~ 'tede
0

5 hﬂa‘

N

Suivant S. G. Krantz, [18| et [19], nous pouvons considérer que le chemin (¢) :
t — w, est dans C{°. Plus précisément, grace a la rétraction, nous savons que le
vecteur normal au point §(¢) est v4. En particulier Cy; est le méme, donc l'espace
tangent complexe aussi. Il s’agit ainsi de montrer que (3;, ;) = 0. Pour cela, nous
calculons |¥(t) — (#)|? puis nous le dérivons :

y(t) =~ (@) = h* (v, 1)
= ((3®) = (@), (3() =~(1)) =0
= ((Y(#) =~ (@), b =
= (Y(@)', hn) =

Nous avons bien 7; € T;;Ct. Ainsi, pour I'étude de I, grace a la formule de Taylor nous
pouvons écrire :

d2
az

~
N\

h? (SUP—h<t<h wy)

h* (IDgu(w)l)
h2 (d(wt)fl+,3)
J2H0(=145)

AR AN YA/

h2+9(71+’3) )

Il ne reste plus qu’a chercher le 6 tel que min(fa, 2+ 6(—1+ 3)) soit aussi grand
que possible (h est petit, et comme on cherche la meilleure majoration, il faut que
'exposant soit aussi grand que possible). Ces deux fonctions de 6 ont des sens de
variation opposés, on obtient donc le maximum pour fa = 2+60(—1+f3), ¢’est-a-dire

_ 2
pour 0 = m. O
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4.3 FEtude de u'(z) et u" 1(2) :

Nous allons I'écrire pour u' puisque les calculs sont similaires pour u”~'. Nous
notons Z; l'intégrale sur C* aprés dérivation :

ou(z,2d(2))

IS ‘Ooa(z, v,24d(2))o(z,w, 24d(2))

S ik () dd((ff

S (;)édw

Nous sommons sur ¢ et nous obtenons [ = %

NI

(4.3.1)

4.4 Etude de u’(2) :

Nous allons procéder de la méme maniére que dans le chapitre précédent en
considérant le critére direct sur le voisinage P(z,d(z)) de z. Puis, en dehors de ce
voisinage, nous utiliserons de nouveau le critére de dérivation. Pour le faire de ma-
niére rigoureuse, il faut considérer une fonction x a support compris entre P(z, d(z))
et 2P(z,d(z)) et séparer en deux intégrales : [, x(¢)---+ [,(1 = x(¢))---. De ma-
niére générale, nous écrivons par abus de notation «° dans chaque cas, le contexte
étant clair.

Il s’agit de montrer que

(U’ 0 )(h) + (u’ 0 7)(=h)) = 2(u” 0 7)(0)] < |Al.

0

Nous posons z = (u’ 0 y)(0) et nous notons (u° o ) pour uj.

4.4.1 Etude a l'intérieur de P(z,d(z)), cas |h|? < d(2) :

Pour faire I’é¢tude sur ce polydisque, on le décompose en couronnes du type
P(z, 2 h|*) \ csteP(z,2th/?). T faut aussi faire 'étude sur le premier polydisque
P(z,|h]?). On ne peut pas utiliser cette décomposition en couronnes pour remplir
tout © car nous avons besoin d’une comparaison entre d({) et d(z) au cours de la
démonstration.

Pour |h|?> < d(z), on pose / :/ +/ +/ :
Q P(zh|?)  JP(z,d(2))\P(z,|h|?) Q\P(z,d(2))
(1)

S [\

—~ —~

(IT) (I11)
L’étude de 111 ne concerne pas cette partie. Nous allons étudier I et /1 uniquement.

Cependant, comme P(z,|h|?) ne contient a priori ni 2z + h, ni z — h, il faudrait
considérer, comme au chapitre précédent, trois termes a priori. C’est-a-dire effectuer
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de plus faire intervenir P(z + h, |h|?). La méme comparaison que dans I'affirmation
2 du chapitre précédent donne [p ;02 |IKO(¢,2)| < St IK(©(¢, 2)|. Nous
n’avons donc qu’a estimer ce dernier terme.

Le polydisque P(z, |h|?) :

Pour 'étude de (I), nous nous plagons dans les |h|>—coordonnées de McNeal,
nous reprenons les notations du chapitre précédent (cf (3.2.2)) et nous obtenons :

1 ¢ — 2]
W|<ﬂ|-/‘ (B@”)>NJI%%@MmIIw@£«%>chdMO
~ P(z,|h|?) B(C, C) (Zf Ul(g dzz‘ )271 2

Or | — 2| < o(2, ek, |h|?) < o(2, ek, d(2)). De plus, on peut remplacer les o;(¢, d(¢))
par les 0;(C,d(z)) (le poids absorbe les %), puis par 0,(z,d(z)). (en effet, puisque
¢ € P(z,|h|?) C cP(z,d(2)), d(¢) est majoré par d(z). Nous obtenons ainsi :

1 1 1 1
0] < o || - dA(¢) .
‘u | ~ Hf“ /P(z’“) ( ,032) UZ'O'M(Z, d(z)) |Q _ Zi| ( \C;z 2| )27172 (C)

J#M,i € oy(Cd(z

Nous allons alors effectuer, comme au chapitre précédent dont nous reprenons les
notations, le changement de variables suivant : ky = Ce—ze|

o¢(z,d(z))"
W £ e [ oas (2 d(2)). - L
DO.ZEH) B (ky e o h )22
S (1 flloo-ona (2, [B[?) (441
< (hP): =1l

Nous obtenons donc le résultat voulu sur P(z,|h|?). Nous procédons de méme
sur P(z + h, |h|?) et P(z — h, |h|?). Ainsi, nous avons la bonne majoration sur

(P(z+ h, [h]*) U P(z = h, [h]*) U P(2, |h]*))
Nous allons donc nous intéresser maintenant au reste du polydisque :

Les couronnes P(z,2¢|h|?) :

Pour le reste de I’étude de l'intégrale sur P(z,d(z)), c’est-a-dire le terme I, on
se sert directement de la différence seconde.

T = [ul(h) +ul(—h) — 2u2(0)|

1o h+h/m<8§’,T)))Nu‘ﬁ)(c,v(ﬂ)‘.
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Ou la notation u(lg) correspond, comme dans le second cas du paragraphe (3.2.3),

N
a f A K privé du terme (M> . Nous considérons une dérivation tangentielle

B(¢.6)
puisqu’on dérive le long de 7. Si on dérive le terme (B(C(’g(g))))N, c’est plutot bien,

puisqu’on n’augmente pas lexposant au dénominateur. Nous allons juste écrire ici
ce qui se passe quand on dérive uK (C v(7)). Il apparait deux termes en o (¢, v, d(C))
(v tangent) au dénominateur et I'exposant du terme du dénominateur augmente de
2. C’est-a-dire que tous les calculs se passent exactement comme dans le chapitre
précédent. Plus précisément, nous allons utiliser le critére direct sur des couronnes
de type P(z,2¢h/?)\ CP(2,2 1 h/?). En appellant I, 'intégrale correspondante :

o [ (1BEGANY !
sl [ (Pt e) O e ame @)

)
1 ISk — 2] 1
y H a;01(¢,d(C)) H 0j0£04(¢,d(0)) ¢ —2;] d\

d
(X0 muteaity)”

Ce type d’estimation est trés proche de celle du paragraphe (3.2.5). Nous exploitons
cette similitude en effectuant le méme type de simplification. Puisque d({) < d(z), et
a I'aide du poids, on peut changer tous les 0,((, d(()) en o4(z,d(z)). Nous effectuons

le maintenant classique changement de variable u; = a_‘g_d?"z)) pour obtenir :

(€) -

oy (2.2 R1%)

0;(z,d(z)) (Z, d(Z)) du
M ou(2, d( Now(z,d(2)) (Zz Ue)2n+1 )

o;(z,d(z))

ARSI RN

~J

Nous majorons simplement le terme av(zfi?igjéﬁii)d(z)) par (d(z))%1 En effet, dans

des domaines strictement convexes avec v et w tangents complexes, nous avons :

02, d(2)) & 04, (2,d(2)) = (d(2))? et oar(z,d(2)) S (d(2))? .

Examinons maintenant comment majorer le reste de 'intégrale :

oy 2ty
oi(zd(z —2n—1 Tnizalz -2
u du < u “du
o (2,201 |n|2) (Z E) ~ /sfn(w“h?) mon
73 (,d()) 14 on (z.d(2))
on(2,d(2))

™ on(2, 2R

s (33)"

Pour pouvoir obtenir ce résultat, nous avons choisi comme dernier parameétre d’in-
tégration une direction dans le tangent complexe, ce qui est possible puisque nous
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considérons n > 2, donc avec au moins une direction tangente complexe. Nous ap-
pliquons alors ces deux derniers résultats :

v % G ()

o
(2):

S

(4.4.3)

Il ne reste plus qu’a sommer sur ¢ pour faire converger et obtenir le résultat.

4.4.2 Etude a l'intérieur de P(z,d(z)), cas d(z) < |h|? :

Nous allons faire une étude sur P(z,d(z)). Nous appliquons les résultats du
chapitre 3. Dans le paragraphe 3.2.3, on obtient le résultat suivant (avec ici m=2) :

[ KOG Soulzde) S o)t
P(z,d(2))

Enfin, puisqu’on est dans le cas ou d(z) < |h|?, on obtient :

[ KOS
P(z,d(2))

C’est le résultat que 1’on souhaitait démontrer.

4.4.3 Etude a D'extérieur de P(z,d(z)) :

Nous effectuons exactement le méme travail qu’au chapitre précédent. Plutot
que le reprendre, puisqu’on se sert du critére de double dérivation, on applique les
résultats du chapitre précédent (m=2) pour obtenir :

1\2 1
DZowtel S 1Sl <?> 00 (2, d(2)) 0w (2, d(2))

d(2) .

Enfin, puisque v et w sont tangents complexes, nous obtenons :

(NI

DI’ (2) <d(z)72 . (4.4.4)

C’est-a-dire qu’'on a = % dans le critére Hardy-Littlewood tangentiel 45. On a bien
au final u°(z) € Az, ce qui achéve la démonstration du théoréme 5.
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