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IntrodutionDans un domaine d'holomorphie D, les groupes de ohomologie Hp;q�� (D) s'an-nulent pour p = 0; :::; n et q = 1; :::; n. Les formules de représentations intégrales ontpermis, dès les annnées 70, de résoudre dans les domaines stritement pseudoon-vexes à bord su�samment régulier l'equation :��u = f: (0.0.1)Elles ont permis d'obtenir des estimées pour u dans des espaes variés : espaes deLebesgue Lp, 1 6 p < 1, espaes de Hölder. Nous rappelons quelques résultatsque notre travail généralise. Dans le as des domaines stritement pseudoonvexes,S. G. Krantz [18℄ a obtenu une estimation höldérienne � 12 de la solution de Henkinpour f une (0; 1)�forme à oe�ients bornés (estimation optimale dans l'éhelle desespaes de Lipshitz ��). Il ra�ne ainsi le résultat antérieur de G. M. Henkin et A.Romanov [16℄ qui donnait, sous les mêmes hypothèses, une solution dans l'espae� 12�" (0 < " << 1). Plus réemment, A. Cumenge [4℄ d'une part et K. Diederih,B. Fisher et J. Fornaess [10℄ d'autre part ont généralisé e résultat dans le as desonvexes de type �nim, autrement dit des domaines onvexes à bord C1 dont l'ordrede ontat en tout point du bord et ave toute droite omplexe est majoré par m(nous dé�nirons plus préisément le type et les propriétés assoiées dans le premierhapitre). Ils obtiennent un opérateur T qui résout l'équation de Cauhy-Riemannet qui est ontinu de L1(0;q) dans � 1m :En fait, A. Cumenge [4℄ et B. Fisher [11℄ ont également obtenu des estimationspour u quand la donnée appartient à l'espae Lp(0;q). De plus, même si notre travailne porte pas sur e type de problème, nous souhaitons signaler que les estimationsCk dans les domaines stritement pseudoonvexes obtenues par I. Lieb et M. Range[21℄ viennent d'être généralisées par W. Alexandre [1℄ dans les domaines onvexesde type �ni.S. G. Krantz a aussi montré que la solution de (0.0.1) pour une donnée f ��-ferméede bidegré (0; 1) à oe�ients bornés dans les domaines stritement pseudoonvexes,appartient à l'espae anisotrope � 12 ;~~1 (i.e. presque dans � 12 ;1). Ce résultat a ensuiteété amélioré par P. Greiner et E. M. Stein [13℄ qui ont obtenu sous les mêmes hy-pothèses une solution dans � 12 ;1. Ces résultats indiquent qu'une meilleure régularitéde la solution est attendue dans les diretions tangentes omplexes.Notre travail onsiste alors à obtenir les estimations lipshitziennes optimales desi



ii Introdutionsolutions de (0.0.1) dans les domaines bornés onvexes de type �ni à bord lisse. Pourela, nous utilisons des formules de représentations intégrales qui tiennent omptede la géométrie de es domaines. En e�et, les travaux de Berndtsson et Andersson[2℄ donnent une onstrution de noyaux à poids très généraux pour résoudre (0.0.1).Reprenant une idée d'A. Cumenge [5℄, nous introduisons la métrique de Bergmandans es noyaux a�n de re�éter aussi �dèlement que possible leur géométrie. Elleest bien dé�nie ar, dans les domaines bornés, la métrique de Bergman est donnéepar une matrie dé�nie positive. Rappelons que, à moins d'avoir un domaine trèssymétrique, le noyau de Bergman ne peut presque jamais être alulé expliitement.Nous avons pourtant besoin de onnaître son omportement ainsi que elui de lamétrique pour valider les formules d'homotopie. Pour ela, nous nous servons trèslargement des résultats de J. MNeal [23℄ [24℄ qui a obtenu des estimations �nesdans les onvexes de type �ni pour le noyau et pour la métrique de Bergman.Dans la première partie de notre travail, nous reprenons la formule de représen-tation intégrale onstruite par A. Cumenge ave des noyaux de type Berndtsson-Andersson où le poids dépend du noyau de Bergman. Elle est �semi-géométrique�dans le sens où le noyau est onstruit en partie à l'aide du noyau de Bohner-Martinelli qui, bien qu'universel, ne nous permettra pas a priori d'exploiter toute lagéométrie du domaine pour les résultats les plus �ns. Dans tous les résultats préi-tés sur les estimations de la solution de (0.0.1), la donnée f est dans l'espae L1.C'est ainsi la solution qui porte l'anisotropie induite par la géométrie des stritementpseudoonvexes ou des onvexes de type �ni. Il nous a semblé intéressant de donneraussi une approhe où la donnée appartient à un espae anisotrope. Pour ela, nousutilisons la norme jjjf jjj� := supz2
 jjf(z)jj�où jjf(z)jj� est une norme pontuelle dé�nie à partir d'une norme de type Kobayashipour les veteurs introduite dans [3℄. La solution appartient alors à l'espae deZygmund isotrope�1(
) = fu 2 C1(
) t. q. 9C; ju(z + h) + u(z � h)� 2u(z)j 6 Cjhj; z; z � h 2 
g:Pour montrer les tehniques usuelles de résolution, et les di�ultés d'approhe pourles estimations de la partie eulidienne du noyau résolvant, nous donnons aussi unrésultat où la donnée appartient à l'espae des (0; 1)�formes L1. Ce résultat n'estpas optimal et nous l'améliorons dans la troisième partie.La seonde partie donne la onstrution d'un noyau entièrement géométrique.Il ne fait plus intervenir que le noyau et la métrique de Bergman et nous pouvonsespérer être don à même de l'exploiter pour obtenir les résultats les plus �ns. Cetteonstrution est de type Berndtson-Andersson [2℄ en hoisissant une setion du �bréde Cauhy-Leray basée sur la métrique de Bergman et un poids en termes du noyaude Bergman. Ce noyau permet d'obtenir une formule de représentation valable pourles (p; q)-formes en général et nous l'énonerons sous ette forme. Le hoix du poids,dans le même état d'esprit que dans [5℄, permet l'annulation du terme d'intégration



Enoné des résultats et esquisse des démonstrations iiisur le bord qui apparaît dans les formules d'homotopie. En�n, nous voulons soulignerl'intérêt pour notre travail de hoisir des formules de représentations : elles sontuniverselles et permettent d'espérer, si apparaissent des résultats nouveaux sur lamétrique de Bergman dans des domaines faiblement pseudoonvexes plus généraux,une extension de nos méthodes à es domaines.Dans la troisième partie, nous donnons un premier résultat qui utilise e noyau enaméliorant le seond résultat du premier hapitre. Nous obtenons un résultat opti-mal : pour une donnée dans L1(
), nous montrons que la solution de (0.0.1) est dansl'espae de fontions anisotropes � 1m� introduit par MNeal et Stein [25℄. C'est unespae de type Lipshitz 1m pour une métrique faisant intervenir la pseudométriquede MNeal, don adapté à la géométrie. Dans [25℄, seule une dé�nition loaliséesous forme d'une déomposition disrète des fontions est donnée. Nous avons alorsintroduit une dé�nition direte, dans l'état d'esprit de elle de Zygmund.Bien que plus �n, le noyau plus géométrique que nous avons introduit ne simpli�epas l'étude du terme qui porte la singularité maximale, ar il n'est plus possibled'utiliser des tehniques du type Hardy-Littlewood. L'étude direte de e terme serévèle bien plus tehnique que elle d'un noyau de Bohner-Martinelli standard. Lesautres termes du noyau, eux, à la fois très géométriques et moins singuliers, sonttrès simples à estimer et donnent l'estimation optimale souhaitée.En�n, nous terminons par une seonde appliation : nous retrouvons le théorèmede Greiner et Stein [13℄ : pour une (0; 1)�forme �� fermée à oe�ients bornés, ilexiste une solution u de l'équation (0.0.1) qui appartient à l'espae � 12 ;1 dans les do-maines stritement pseudoonvexes. Il est assez naturel de pouvoir y arriver puisquenotre objetif est de dominer, à travers notre solution de (0.0.1), les aspets géomé-triques des domaines. Nous pouvons ainsi illustrer que, même dans e adre, notrenoyau permet d'obtenir les résultats optimaux et sans utiliser toute la tehniité liéeaux groupes de Heisenberg.Enoné des résultats et esquisse des démonstrationsThéorème 1. Soit 
 un domaine onvexe borné, à bord lisse et de type �ni m, etf une (0,1)-forme �� fermée telle que jjjf jjj� < +1. Alors il existe u 2 �1(
) telleque ��u = f .Nous onsidérons un noyau de type Berndtsson-Andersson, ave une setion deBohner-Martinelli mais un poids �géométrique� omme dans [5℄ pour obtenir notresolution de l'équation (0.0.1). Cette solution se déompose en une somme de n termeset l'on peut se restreindre à l'étude de trois de es termes seulement. Le premier faitl'objet d'une étude direte ; il s'agit en fait de montrer que R
[BM℄(�; z) appartientà �1, où [BM℄ est le noyau de Bohner-Martinelli. Pour les deux autres termes,nous utilisons un lemme standard de Hardy-Littlewood [19℄. C'est-à-dire que nousdérivons es termes pour véri�er le omportement de leur dérivée seonde en fontionde la distane au bord d(z). Si la dérivée seonde d'une appliation explose moins vite



iv Enoné des résultats et esquisse des démonstrationsque ( 1d(z))2 dans un voisinage du bord, nous savons que ette appliation appartientà l'espae de Lipshitz �1. Pour ela, nous devons nous plaer sur des ouronnesgéométriques P (z; 2`d(z)) n steP (z; 2`�1d(z)). Il est ainsi néessaire de onnaître leomportement des di�érents termes du noyau après dérivation. Les estimations deMNeal [23℄ sont ruiales à ette étape.Théorème 2. Soit 
 un domaine onvexe borné, à bord lisse et de type �ni m, etf une (0,1)-forme ��-fermée telle que k f kL1< +1. Alors, pour tout 0 < � < 1m , ilexiste u 2 � �� (
) telle que ��u = f .Nous démontrons e théorème ave le même type de tehniques. Comme nousn'obtenons pas le résultat optimal, nous n'avons besoin que d'un ritère de typeHardy-Littlewood d'ordre 1, 'est-à-dire ne faisant intervenir que des dérivées pre-mières. Il faut adapter e lemme de Hardy-Littlewood à une situation anisotrope.En e�et, omparer le omportement de la dérivée près du bord à elui de 1d(z) nepermet pas d'appréhender la géométrie. Nous introduisons pour ela un ritère deomparaison entre des dérivées diretionnelles et les v-rayons �(z; v; d(z)) introduitspar MNeal. Ces v-rayons sont une sorte de métrique de Kobayashi diretionnelleau point z, elles sont don un bon re�et des phénomènes géométriques. Nous tenonsà signaler qu'un résultat du même type a été obtenu par B. Fisher [12℄ à l'aide dela fontion support de Diederih-Fornaess, mais qu'il n'est pas optimal non plus.Remarque 1. Nous pouvons ra�ner l'estimation du théorème 2 et prouver que,pour toute (0,1)-forme f ���fermée dans 
, il existe une solution u de l'équation��u = f telle que :8 �; z 2 
 ; ju(�)� u(z)j . jjf jj1 �(�; z) 1m (ln �(�; z))2 (0.0.2)Cela n'est ependant pas satisfaisant puisqu'il n'y a pas d'interprétation géométriquede e logarithme, 'est pourquoi nous préférons énoner le théorème sous sa premièreforme.Nous montrons en fait dans la preuve de es deux théorèmes l'existene d'un opé-rateur intégral T tel que : ��Tf = f pour f une (0; 1)-forme ��-fermée à oe�ientsbornés dans 
, T est ontinu de L1(0;1);jj:jjeul(
) dans � �� (
), 0 < � < 1m et deL1(0;1);jj:jj�(
) dans �1(
).Remarque 2. Le projeteur de Bergman de 
 étant ontinu de l'espae �1(
) danslui-même et également de tout espae � �� (
) dans lui-même d'après [25℄, la solutionanonique v de Kohn de l'équation ��u = f dans 
 satisfait les mêmes estimationsque elles données ii pour u = Tf .Dans les estimations de la partie eulidienne du noyau de l'opérateur T , l'ap-parition des v-rayons n'est pas naturelle lors des dérivations. Cela semble expliquerque nous n'arrivons pas à obtenir les estimations optimales via et opérateur. On



Enoné des résultats et esquisse des démonstrations vse rend alors ompte de l'intérêt d'introduire la métrique de Bergman. En e�et, lestermes qui sont onstruits à partir de ette métrique sont très failes à estimer danse ontexte. Notre approhe va onsister à herher un autre noyau et 'est e quenous faisons dans le hapitre 2, où l'on onstruit K(�; z) tel que :Théorème 3. Pour toute (p,q)-forme f sur 
, on a :f(z) = (�1)p+q+1�Z�2
 ���f(�) ^Kp;q(�; z) + ��z Z�2
 f(�) ^Kp;q�1(�; z)� (0.0.3)pour q > 0 etf(z) = (�1)p+1�Z�2
 ���f(�) ^Kp;0(�; z) + Z�2
 f(�) ^ Pp;0(�; z)� (0.0.4)pour q = 0. Kp;q est le terme de K de bidegré (p; q) en z et (n� p; n� q � 1) en �.Il en est de même pour P = dK.De manière très naturelle, en utilisant une formule de Stokes, on peut démontrerdes formules de représentation intégrale. Pour éliminer le terme au bord, on utilise unpoids qui tend vers 0 quand on se rapprohe du bord. Nous ne pouvons pas appliquerdiretement le résultat de Berndtsson-Andersson. Nous démontrons le résultat ensuivant leur démonstration. Nous avons don besoin d'utiliser les hypothèses surle domaine a�n de pouvoir estimer le omportement du noyau près du bord. Celanous permet, même si s ne véri�e pas les onditions satisfaites par les setionsdu �bré de Cauhy-Leray utilisées d'ordinaire dans les noyaux de type Berndtsson-Andersson, de faire onverger les intégrales intervenant dans le noyau. Nous pouvonsalors appliquer e résultat a�n d'obtenir :Théorème 4. Soit 
 un domaine onvexe borné, à bord lisse et de type �ni m, et fune (0,1)-forme ��-fermée telle que k f kL1< +1. Alors, il existe u 2 � 1m� (
) telleque ��u = f .Il s'agit ii d'utiliser un ritère de type Hardy-Littlewood d'ordre 2. Cela signi�eque, omme pour le théorème 1, nous devons dériver deux fois pour obtenir le résultatoptimal. De plus, omme dans le théorème 2, nous devons l'adapter à des situationsanisotropes en faisant intervenir des v-rayons et des dérivations diretionnelles. Seulle terme du noyau ontenant la singularité maximale pose problème puisqu'on nepeut pas le dériver en gardant un noyau intégrable. Nous devons don trouver unritère diret pour e terme et pour ela nous dé�nissons � 1m� . Il existait déjà unedé�nition de et espae dans l'artile de MNeal et Stein [25℄, mais elle n'était pasappropriée. En e�et, elle était basée sur une déomposition de typef 2 � 1m� () f = bk + gk



vi Enoné des résultats et esquisse des démonstrationsoù bk et gk doivent véri�er de bonnes propriétés. Or, e type de dé�nition ne permetguère de faire des véri�ations diretes. Nous montrons l'équivalene des deux dé�ni-tions et nous avons besoin pour ela de fabriquer une approximation de l'unité dontle support est adapté à la géométrie des domaines onvexes de type �ni. La majeurepartie du travail restant est de montrer que u0 véri�e ette dé�nition. En e�et, lereste du noyau est omplètement géométrique et son omportement est bien adaptépour les dérivations. Tout se démontre alors très naturellement pour es termes là,e qui était le but.En�n, dans le as des domaines stritement pseudoonvexes, ela nous permetde retrouver le résultat de Greiner et Stein :Théorème 5. Soit 
 un domaine stritement pseudoonvexe borné à bord lisse etf une (0,1)-forme ��-fermée telle que k f kL1< +1. Alors, il existe u 2 � 12 ;1 telleque ��u = f .Le shéma de la démonstration est le même que préédemment, il faut epen-dant adapter enore une fois un lemme de Hardy-Littlewood à la déomposition del'espae tangent Tz(
), puis estimer le premier terme séparément.
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Notations et Rappels
0.1 Notations� Pour � = (�1; :::; �n) 2 Nn , nous posons :�! = �1!:::�n!:et j�j = �1 + � � �+ �n:� Soient " > 0 et z un point de C n . Nous notons B(z; ") = f� 2 C n ; j�� zj < "g:La sphère unité est notée Sn.� Soient i1 < � � � < ik; j1 < � � � < jk0 des entiers de f1; :::; ng: Les formesdi�érentielles dzi1 ^ � � � ^ dzik et dzj1 ^ � � � ^ dzjk0 de C n sont respetivement notéesdzI et dzJ où I = (i1; :::; ik) et J = (j1; :::; jk0).� Soit 
 un ouvert de C n . Son bord est noté �
.� Soit U un ouvert de C n , p; q 2 f1; :::; ng, k un entier > 0. Nous notons Ckp;q(U)l'ensemble des (p; q)�formes f =PjIj=p;jJj=q fIJdzI^dzJ où les I et J sont supposésordonnés, telles que tous les fIJ soient de régularité Ck sur U . Pour z 2 U , nousposons : jjf jj1 = supz2
 supjIj=p;jJj=q jfIJ(z)j!� Nous notons Tz
 l'espae tangent réel à 
 au point z 2 
. L'espae tangentomplexe est noté T Cz 
.� Pour k = (k1; : : : ; kq) 2 Nq et � = (�1; : : : ; �q), où �j 2 Sn (j = 1; : : : ; q), nousnotons Dk� l'opérateur di�érentiel (D�1)k1 : : : (D�q)kq .� Pour � et z dans 
, on pose hz; �i =P zi�i0.2 Géométrie des onvexes de type �ni0.2.1 Dé�nitionsNous supposerons dans tout e travail que le domaine 
 de C n est un domaineborné, à bord lisse et onvexe de type �ni. Préisons e que nous entendons par là :3



4 Notations et RappelsDé�nition 6. Soit 
 2 C n un domaine. Nous dirons que 
 a un bord di�érentiablede lasse Ck, k > 0 éventuellement in�ni, si, pour tout point p de �
, il existe unvoisinage U de p et une fontion à valeurs réelles r 2 Ck tels que :U \ 
 = fx 2 
; r(x) < 0g;grad(r(x)) 6= 0 pour tout x 2 U \ �
 : (0.2.1)La fontion r est appelée fontion dé�nissante loale en p. Si U est un voisinagede 
, on dit que r est une fontion dé�nissante. Nous rappelons le résultat suivant :Proposition 7. Soit 
 un domaine borné et onvexe à bord Ck. Alors il existe unefontion r dé�nissante de lasse Ck, onvexe et dé�nie sur C n tout entier.Bien qu'ayant donné les dé�nitions préédentes dans C n , il s'agit en fait denotions réelles. Le type �ni est par ontre une notion spéi�quement omplexe.Nous nous intéressons ii au type au sens de D'Angelo. Nous reprendrons don [7℄.Dé�nition 8. Une ourbe holomorphe est une appliation holomorphez : U �! C n :où U est un ouvert de C .Dé�nition 9. Considérons le germe en 0 d'une ourbe lisse non triviale :z : (C ; 0) �! (C n ; 0) :Puisque z est non onstant, il existe un plus petit entier naturel v = v(z) pourlequel une dérivation de z ne s'annule pas en zéro. On appelle et entier l'ordre demultipliité de z en zéro.Dé�nition 10. Soient 
 � C n un domaine à bord lisse, p un point de �
 et r unefontion dé�nissante. Pour les germes z qui ont pour image p, si�1(
; p) = supz v(z�r)v(z) <1;on dit que le 1-type de 
 est �ni en p. On dira que 
 est de type �ni m si, pour toutpoint p de �
, �1(
; p) 6 m.Cette dé�nition donne l'idée d'ordre de ontat de �
 ave des variétés omplexesde dimension 1. Dans ette logique, il est naturel d'introduire le type linéaire quidonne l'ordre de ontat uniquement ave des droites omplexes. On onsidère donles germes linéaires, 'est-à-dire de la forme fa� + b; � 2 C g. J. MNeal a démontrédans [22℄ que es deux dé�nitions sont équivalentes pour les domaines onvexes detype �ni. Pour ela, il a introduit plusieurs outils géométriques que nous détaillonsdans la setion suivante.



0.2 Géométrie des onvexes de type �ni 50.2.2 Géométrie des onvexes de type �niSoit 
 un domaine borné de C n onvexe, de type �ni m et r une fontion dé�nis-sante globale de 
, de régularité C1, dé�nie et onvexe sur C n et de gradient non nuldans un voisinage borné U de �
. Plus préisément, nous prenons une fontion dé-�nissante r onstruite à l'aide de la jauge de 
, 'est-à-dire j(z) = inf�2Rfz 2 �
g,en supposant bien sûr que 0 appartient à 
. Nous posons alors r(z) = j(z)�1. Pour� 2 R, nous notons 
� := f� 2 C n ; r(�) < �g et � la normale extérieure unitaireen z 2 U à �
r(z). En�n, on peut hoisir un voisinage U et un " > 0 assez petitspour que, pour tout z 2 U , 
r(z)+" soit toujours de type �ni m. Pour une diretionv 2 C n ; v 6= 0, on pose�(z; v; ") = supf > 0=r(z + �v)� r(z) 6 "; j�j 6 g:Nous appelons " le rayon et �(z; v; ") le v-rayon. Les résultats de J. MNeal sontvalables sur un voisinage U de �
 assez petit. Nous onsidérons e voisinage �xé unefois pour toute. Soit un point z dans U , nous allons onstruire par réurrene une"-base extrémale de MNeal en z. Le premier veteur v1 est simplement le veteurunitaire dans la diretion du gradient réel de la fontion dé�nissante (en fait, ilorrespond à la diretion normale puisque, pour un voisinage assez petit, on peutsupposer que la projetion � de z sur �
 est unique). On note alors p1 le pointd'intersetion de la droite réelle� �! z + �v1; � 2 Rave la surfae de niveau 
z;" = f� : r(�) = r(z) + "g: On hoisit alors un point p2tel que le disque de entre z et de rayon jp2 � zj soit inlus dans 
r(z)+". De plus,jp2 � zj doit être maximal sous les onditionsr(p2) = r(z) + " et (p2 � z) ? Vet(v1)où l'orthogonalité est dé�nie pour le produit hermitien standard de C n . Soit v2 leveteur unitaire dans la diretion p2 � z. Alors v2 appartient à l'espae tangentomplexe de �
z au point z et �(z; v2; ") est maximal parmi tous les �(z; w; ") où wunitaire appartient au tangent omplexe à �
z au point z. Ensuite nous hoisissonsun point p3 tel que le disque de entre z et de rayon jp3� zj soit inlus dans 
r(z)+".De plus, jp3 � zj doit être maximal sous les onditionsr(p3) = r(z) + " et (p3 � z) ? Vet(v1; v2):Soit w3 le veteur unitaire dans la diretion p3 � z. On ontinue e proédé jusqu'àobtenir une base v = (v1; :::; vn) et n points extrémaux p1; :::; pn. Les "-oordonnéesextrémales d'un point � par rapport à z sont alors dé�nies en hoisissant une pa-ramétrisation des droites omplexes passant par z dans les diretions vj telle que�j = 0 orrespond au point z et que le point pj orrespond à (0; :::; 0; jpj�zj; 0; :::; 0)sur l'axe réel du �j-plan.



6 Notations et RappelsRemarque 3. La dé�nition d'une telle base n'est pas unique. Dans le as de la bouleunité, par exemple, il existe une in�nité de telles bases. De plus, quand " ou z varie,elles peuvent hanger très brusquement. Un exemple de e genre de phénomène estdonné dans [14℄.Nous noterons vi les veteurs d'une base extrémale sans référene au entre z niau rayon " lorsqu'ils seront lairs dans le ontexte.Nous dé�nissons maintenant le polydisque de MNeal entré en z et de rayon ".Dé�nition 11. Pour z 2 U et " > 0. Nous hoisissons une "-base extrémale deMNeal en z puis posonsP (z; ") = f� 2 C n ; j�ij < �(z; vi; "); i = 1; :::; ngoù les oordonnées sont prises dans la base extrémale.De même que pour les bases extrémales, le omportement des polydisques estassez haotique. Lorsqu'ils interviennent dans une démonstration, il est don nées-saire de bien �xer leur entre et leur rayon. Ils possèdent ependant des propriétésutiles illustrées dans la setion suivante.0.2.3 Propriétés des "-bases extrémalesNous allons donner un atalogue des di�érentes estimations que véri�ent lespolydisques et les bases extrémales. Elles dépendent de onstantes universelles ('est-à-dire ne dépendant ni de z ni de ") qu'il est habituel de ne pas érire. Ainsi, pourA et B deux réels, s'il existe une onstante C indépendante des paramètres utilisésdans les expressions de A et B telle que A 6 CB, nous noterons A . B. De même,A � B signi�era A . B et B . A. Les propriétés que nous allons énoner sontdonnées dans les artiles de MNeal [23℄ [22℄ ou dans elui de Bruna-Charpentier-Dupain [3℄. En�n, réemment, T. Hefer [14℄ a montré que plusieurs onstrutionsde pseudodistanes de type MNeal-Yu [23℄ [28℄ sont équivalentes et ont des liensétroits ave le multitype de Catlin. Une propriété très importante est le ontr�le des�(z; v; d(z)) pour tout v à l'aide d'une base extrémale :Proposition 12. Pour " > 0 su�samment petit, pour tout z 2 U et pour v veteurde C n de oordonnées (a1; :::; an) dans une "-base extrémale en z nous avons :1�(z; v; ") � nXi=1 jaij�(z; vi; ") :Preuve de la proposition 12. � Il s'agit de la proposition 2.2 de [23℄. �



0.2 Géométrie des onvexes de type �ni 7Nous aurons parfois besoin de omparer les � relatifs à des points distints :Proposition 13. Soit z0 2 U . Pour " > 0 su�samment petit, pour tout z 2 P"(z0)et pour v veteur unitaire de C n nous avons :�(z; v; ") � �(z0; v; "): (0.2.2)Preuve de la proposition 13. � Il s'agit de la proposition 2.3 de [23℄. �Intuitivement, les v-rayons donnent la distane au bord dans haque diretion.Quantitativement, on peut en déduire :Proposition 14. Pour " > 0 su�samment petit, pour tout z 2 U et pour v veteurunitaire de C n nous avons : " . �(z; v; ") . " 1m : (0.2.3)Si de plus v est un veteur tangent omplexe, 'est-à-dire v 2 T Cz �
r(z), alors" 12 . �(z; v; ") . " 1m :Si v est la normale en z �(z; v; ") � ":Preuve de la proposition 14. � On peut onsulter le lemme 2.1 et ses onsé-quenes dans [3℄. Pour des résultats plus préis qui relient les �(z; v; ") au multitype,on lira ave bonheur [14℄. �Dans le même état d'esprit, nous rappelons aussi le résultatProposition 15. Soit R0 su�samment petit. Pour 0 < r < R < R0 et pour toutveteur v on a � rR��(z; v; R) . �(z; v; r) . � rR� 1m�(z; v; R):Si v 2 T Cz (f�; r(�) = r(z)g) on a� rR� 12�(z; v; R) . �(z; v; r):Il est naturel de pouvoir relier les polydisques de MNeal et les v-rayons :Proposition 16. Pour " > 0 su�samment petit, pour tout z 2 U et pour (vi)i une"-base extrémale en z, nous avons :nYi=1(�(z; vi; "))2 � Vol P (z; "): (0.2.4)



8 Notations et RappelsPreuve de la proposition 16. � Voir le lemme 2.2 et ses onséquenes dans [3℄.�en tenant ompte de la proposition 13, il en déoule :Proposition 17. Pour " > 0 su�samment petit et pour tous z; � 2 U nous avonsuniformément en les variables z, �, " :P (z; ") \ P (�; ") 6= ; =) Vol P (z; ") � Vol P (�; "):Nous pouvons alors dé�nir plusieurs pseudométriques qui vont re�éter la géomé-trie du domaineDé�nition 18. Pour " > 0 su�samment petit et pour tous z; � 2 U nous posonsM(z; �) = inf n" > 0 t.q. � 2 P (z; ")o:Nous aurons aussi besoin de pseudométriques qui fassent intervenir la distane aubord. En notant � une projetion régulière sur �
, nous posons :"(z; �) = inf n" > 0 t.q. �; z 2 P (�(z); ")o:Les estimations suivantes sont rappelées par exemple dans [25℄, [5℄ :"(�; z) � M(�; z) + d(z) + d(�);� M(�; z) + d(z);� M(�; z) + d(�): (0.2.5)Nous déomposerons souvent le domaine en ouronnes a�n de faire des estimationssur haune d'entre elle. Ce sont des ouronnes anisotropes dé�nies parDé�nition 19. Pour z 2 U on poseC0 = �� 2 
 \ U t.q. M(z; �) < d(z)	et pour ` 2 N? C` = �� 2 
 \ U = 2`�1d(z) �M(z; �) < 2`d(z)	:En�n, nous donnons maintenant la dé�nition de la pseudodistane introduite parMNeal et Stein ([25℄) ave laquelle nous travailleronsDé�nition 20. Pour tous z; � 2 
 nous posons�(�; z) = min nj� � zj; "(z; �)o:Cela signi�e moralement que �(�; z) mesure la distane anisotrope quand on estprès du bord, puis se omporte omme la métrique eulidienne en dehors de evoisinage.



0.3 Métrique de Bergman 90.3 Métrique de Bergman0.3.1 RappelsLorsque l'on onsidère un domaine D dans C n , la projetion orthogonale deL2(D) sur A2(D) = L2(D) \ H(D), H(D) désignant l'ensemble des fontions holo-morphes sur D, est appelée projetion de Bergman. Pour f dans L2(D), le projetéde Bergman de f est donné par :Bf(z) = ZD B(�; z)f(�)d�; z 2 D;où B(�; z) est le noyau de Bergman holomorphe en z, anti-holomorphe en � et véri�eB(�; z) = B(z; �).Pour D borné, la métrique de Bergman est une métrique hermitienne [17℄ sur Ddé�nie par la matrie :�gi;j(z)�i;j = � �2�zi�zj lnB(z; z); z 2 D�i;jCela signi�e que le arré de la longueur d'un veteur tangent w = (w1; :::; wn) en unpoint z 2 D est donné par jwj2B;z = nXi;j=1 gi;j(z)wiwj:Les dé�nitions lassiques de longueur de hemin puis de distane entre deux pointss'ensuivent. Nous ne les rappelons pas.De plus, l'hypothèse de pseudoonvexité et de frontière lisse permettent d'assurerqu'il s'agit d'une métrique omplète [26℄.0.3.2 Spéi�ité dans les onvexes de type �niLes travaux de MNeal [23℄ ont permis d'avoir des estimations préises sur lafontion et le noyau de Bergman. Nous les redonnons ii diretement. Nous notonsnaturellement, pour � = (�1; : : : ; �q), où �j 2 Sn (j = 1; : : : ; q) et pour k =(k1; :::; kq) 2 Nq , �(z;�; �)k = �(z; �1; �)k1 : : : �(z; �q; �)kq :Tout p 2 �
 possède un voisinage ouvert U(p) tel que, si z; � 2 U(p) \ 
, on aitpour tous multi-indies k et s, tous multi-veteurs � et �0 :jDk�Ds�0B(�; z)j 6 C(k; s)�(�;�; "(�; z))�k�(�;�0; "(�; z))�sVol P (�; "(�; z)) : (0.3.1)



10 Notations et RappelsPour la fontion de Bergman, le résultat est très préis :B(�; �) � 1Vol P (�; d(�)): (0.3.2)On véri�e aisément (f [5℄) l'estimation i-dessousjB(�; z)jB(�; �) . Vol P (�; d(�))Vol P (�; "(�; z)) . d(�)"(�; z) : (0.3.3)Nous tenons à faire remarquer que, vu les hypothèses sur le domaine, le noyaude Bergman B(�; z) est de lasse C1 sur 
 � 
 n ��
 où ��
 est la diagonale dubord.Les estimations préédentes permettent aussi d'obtenir des résultats sur les gi;j(�)pour � près de �
. Pour (vi)i une d(�)�base extrémale en �, on a :jgi;j(�)j . 1(�(�; vi; d(�)))(�(�; vj; d(�))) : (0.3.4)En�n, nous rappelons un résultat très important :Théorème. (J. MNeal [24℄ 2001) Pour � 2 U , (vi)i une d(�)-base extrémale asso-iée et pour w dans C n , w =Pni=1wivi on a : nXi;j=1 gi;j(�)wiwj! 12 � nXi=1 jwij�(�; vi; d(�)) : (0.3.5)0.4 Noyaux à poids de type Berndtsson-AnderssonNous allons donner quelques rappels sur la onstrution des noyaux à poids detype Berndtsson-Andersson. En e�et, nous allons utiliser diretement leurs résultatsdans le premier hapitre, et la onstrution de notre noyau dans le seond hapitre,même si elle n'est pas une appliation direte de leurs travaux, est similaire. Pluspréisément, onsidérons un domaine D de C n et notons (�; z) les oordonnées surD �D. On onsidère trois appliations, Q, s et F , qui véri�ent :� Q : D�D �! C n est une appliation C1, holomorphe en la variable z à � �xé.� s : D �D �! C n est telle que, pour un ompat K de 
, on a uniformémenten � 2 
 et z 2 K :js(�; z)j 6 Cj� � zj et jhs(�; z); � � zij > j� � zj2 : (0.4.1)� F : C �! C est une fontion holomorphe telle que F (1) = 1.



0.4 Noyaux à poids de type Berndtsson-Andersson 11Nous faisons les identi�ations suivantesQ : D �D �! C n ;vue omme appliation dont les omposantes sont les Qj etQ = nXj=1 Qjd(�j � zj):et de même pour s. Sous es onditions, on dé�nit le noyau :K(�; z) = n n�1Xk=0 (n� 1)!k! F (k)(hQ(�; z); z � �i+ 1)s(�; z) ^ (dQ)k ^ (ds)n�1�khs(�; z); � � zin�k (0.4.2)où n = (�1)(n(n�1)2 +1)(n�1)! .Nous notons en�n dK = P .Théorème. (Berndtsson-Andersson [2℄, (1982)) Pour toute (p,q)-forme f sur D,on a :f(z) = (�1)p+q �Z�2�D f(�) ^Kp;q(�; z)� �Z�2D ���f(�) ^Kp;q(�; z) + ��z Z�2D f(�) ^Kp;q�1(�; z)��pour q > 0 etf(z) = (�1)p�Z�2�D f(�) ^Kp;0(�; z)� � Z�2D ���f(�) ^Kp;0(�; z) + Z�2D f(�) ^ Pp;0(�; z)��pour q = 0. Les termes Kp;q signi�ent de bidegré (p; q) en z et (n� p; n� q � 1) en�. Il en est de même pour P .Normalement, il devrait y avoir un terme supplémentaire dans le seond membrede la première formule : en e�et, l'appliation du théorème de Stokes impose unterme supplémentaire en RD f(�) ^ Pp;q(�; z). Cependant, le hoix d'introduire unpoids holomorphe en la variable z assure que Pp;q = 0 si q > 1.Dans les deux formules de représentations intégrales que nous onsidérons, noushoisissons de plus un poids qui s'annule au bord, ou plus exatement qui, à z 2 Kompat �xé, tend vers 0 quand � se rapprohe du bord. Cela nous permet d'annulerle terme d'intégration sur le bord. Rigoureusement, nous devons d'abord appliquerle théorème de Berndtsson-Andersson sur D� = fz 2 D; r(z) < ��g puis montrerque l'intégrale R�D� tend vers 0 quand � tend vers 0.



12 Notations et Rappels



Chapitre 1Estimations Höldériennes pourl'équation de Cauhy-Riemann
1.1 Préliminaires : noyaux résolvants et estimationsélémentaires1.1.1 Noyau résolvantNous onsidérons le noyau suivant :K(�; z) = n�1Xk=0 k;n�B(�; z)B(�; �)�N�k �� j� � zj2 ^ ���� ~Q�k ^ �d�� j� � zj2�n�k�1j� � zj2n�2k:= n�1Xk=0 k;nK(k)(�; z) (1.1.1)où N 2 N , N su�samment grand,k;n = (�1)(n(n�1)2 +1)�Nk � et ~Q(�; z) = 1B(�;�) R 10 (1� t)�1���B(�; � + t(z � �))�dt:Il s'agit d'un noyau à poids de type Berndtsson-Andersson. En e�et, le hoix de~Q(�; z) est tel que : h ~Q(�; z); z � �i+ 1 = B(�; z)B(�; �)Le hoix des autres termes est lair F : w 7�! wN et s(�; z) = � � z.Pour f une (0; 1)-forme ��-fermée à oe�ients bornés dans 
, on a alors ��Tf = f ,où (f. [5℄), Tf(z) = Z
 f(�)K(�; z)En fait l'expression onsidérée par A. Cumenge dans [5℄ pour B(�; �) ~Q estR 10 t�1�z�B(�; � + t(z � �)�dt et l'équation ��u = f y est résolue pour f une (n; 1)-13



14 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-Riemannforme ; le hoix légèrement di�érent e�etué ii donne de manière stritement ana-logue une solution de l'équation ��u = f pour les (0; 1)-formes et est sans inidenesur la preuve d'estimations de [5℄ que nous utiliserons.De plus, on notera u(k)(z) := R
 f(�) ^ K(k)(�; z). On gardera éventuellementette même notation si on intègre sur C` et non sur 
 tout entier.1.1.2 Etude des termes élémentairesDans les preuves des théorèmes 1 et 2, le terme u0 sera étudié �à la main� etnous ne le dériverons pas. Nous aurons par ontre à onsidérer pour k = 1; :::; n� 1des dérivées D�u(k) d'ordre � = 1 ou 2 et allons estimer D�zK(k). Plus préisémentnous onsidèrerons, en vue de la preuve du théorème 2, et sans perte de généralité,D�1z;vD�2K(k)(�; z), où �1 ; �2 2 f0; 1g et Dz;v désigne une dérivation en z dans ladiretion d'un veteur unitaire donné v.Remarque 4. Dans la preuve du théorème 1, nous n'aurons pas besoin de �xer apriori une diretion v de dérivation ; aussi utiliserons-nous systématiquement l'esti-mation �(z; v; �) & � (où, suivant les ourrenes, � = d(�) ; � = "(�; z):::). Le as�1 = �2 = 1 n'interviendra par ailleurs que dans la preuve du théorème 1.Un point z = z0 (toujours noté z pour alléger) étant �xé dans 
 \ U , nousnous plaerons en fait, pour obtenir des estimées préises, dans le polydisque C0 ouune "ouronne" C` ; sauf autre indiation, les estimations données i-dessous sontvalables pour z 2 
 \ U , � 2 C`(z).Soit �e(`)j (z)�j une 2`d(z)-base extrémale en z, où  est une onstante absoluetelle que l'on ait pour a0 > 0 su�samment petit :M(�; z) � a � a0 =) � 2 P (z; a):Les oordonnées de � dans ette base seront notées (�1; :::; �n) (on évite �j̀ pouralléger les notations), les dérivations anti-holomorphes en � notées ���j , et. Et pourz l'analogue ave les lettres latines (b1; :::; bn). Nous soulignons que le hangementde base est unitaire et nous ne préiserons don pas les oe�ients de la matrie depassage.Les formes di�érentielles intervenant, après dérivation en z, dans les termesDz;vK(k)(�; z) et D2zK(k)(�; z), k � 1, seront toutes exprimées relativement à ettenouvelle base �e(`)j (z)�j.Toutefois nous ontinuerons à noter par exemple j� � zj et non j� � bj pour unemeilleure lisibilité.- T0 = jf(�) � ej1(z)j 6 jjjf jjj�d(�)�(�;e(`)j1 (z);d(�)) simplement d'après les dé�nitions donnéesplus loin (f. � 1.2.1 ).



1.1 Préliminaires : noyaux résolvants et estimations élémentaires 15- Soit T1;k = D�1z;vD�2h�B(�;z)B(�;�)�N�k 1j��zj2n�2k i.� S'il n'y a auune dérivation, nous utiliserons juste la majoration (0.3.3) pourestimer T1;k (à laquelle il sera également fait appel pour les autres as).� Nous déduisons immédiatement de (0.3.1), (0.3.2) et (0.3.3)����Dz;vB(�; z)B(�; �)���� . 1�(z; v; "(�; z)) ; �; z 2 
 \ U : (1.1.2)Plus généralement, si �1 = 1 ; �2 = 0, pour �; z 2 
 \ U :jT1;kj . � jB(�; z)jB(�; �) �N�k�1 1j� � zj2n�2k � ����Dz;vB(�; z)B(�; �) � B(�; z)B(�; �) � Dz;vj� � zj2j� � zj2 ����. � d(�)"(�; z)�N�k � 1j� � zj2n�2k � � 1�(z; v; "(�; z)) + 1j� � zj� ; (1.1.3)� Lorsque �1 = �2 = 1, nous obtenons après les deux dérivations, en tenantompte de l'estimation �(z; v; "(�; z)) & "(�; z), pour �; z 2 
 \ U :jT1;kj . � d(�)"(�; z)�N�k 1j� � zj2n�2k h 1"(�; z) � j� � zj + 1"(�; z)2 + 1j� � zj2 i ;(1.1.4)- Pour le terme T2 = ���D�1z;vj� � zj2�, il est lair que jT2j . j� � zj1��1 .- Etude du terme T3;k = D�1z;vD�2z ��� ~Q�k, k � 1.�� ~Q = ����B(�; �)B(�; �)2 ^ ~R + ��� ~RB(�; �) ;où ~R = R 10 (1� t)�1��(B(�; zt)) dt, zt = � + t(z � �).D�1z;vD�2z ~R = Z 10 (1� t)�1���D�1z;vD�2z B(�; zt)�dt :Considérant don, en partiulier pour l'ériture des formes di�érentielles, la base(e(`)j )j, nous obtenons par exemple, en tenant ompte des onventions de notationspréisées au début de e paragraphe :Dz;v ~R = nXi=1 Z 10 t� ���iDZ;v (B)�(�; zt)dt d�ioù DZ signi�e que l'on dérive par rapport à la seonde variable.Puisqueinf06t61 "(�; zt) & d(�) et inf06t61Vol P (�; "(�; zt)) & Vol P (�; d(�));nous déduisons de (0.3.1), (0.2.4)



16 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-RiemannDz;v ~R = 1�(�; v; d(�)) � nXi=1 O(1) d�iVol P (�; d(�)) �(�; e(`)i ; d(�)) :Nous pouvons érire également (en vue de la preuve du théorème 1), en tenantompte de (0.3.2) et de la remarque 4Dz;v ~RB(�; �) = nXi=1 O(1) d�i�(�; e(`)i ; d(�)) Z 10 t dt"(�; zt) :On rappelle (f [5℄) que, uniformément en t 2 [0; 1℄, z; � 2 U \ 
 où U est ommeen (0.3.1)"(�; zt) & d(�) + t(jr(z)j+ jr(z)� r(�)j) & d(�) + t(d(z) + d(�) + jr(z)� r(�)j).Par suiteD�1z;vD�2z ~RB(�; �) = nXi=1 O(1) d�i�(�; e(`)i ; d(�)) � [d(z) + d(�) + jr(z)� r(�)j℄�1+�2 :Suivant une démarhe analogue pour estimer��� Z 10 (1� t)�1���D�1z;vD�2z B(�; zt)�dt =nXi;j=1Z 10 t�1+�2� �2��i��jD�1Z;vD�2Z B�(�; zt) dt d�i ^ d�j;nous obtenons en �n de ompte :T3;k = XjIj=jJj=k EI;J d�I ^ d�J ; I = (i1; :::; ik); J = (j1; :::; jk) ave��EI;J�� . 1�(�; v; d(�)) kYp=1 1�(�; e(`)ip ; d(�))�(�; e(`)jp ; d(�)) si �1 = 1 et �2 = 0 (1.1.5)��EI;J�� . 1(d(z) + d(�) + jr(z)� r(�)j)�1+�2 kYp=1 1�(�; e(`)ip ; d(�))�(�; e(`)jp ; d(�)) (1.1.6)dans les autres as.Remarque : en fait l'estimation de R 10 t="(�; zt)dt n'est pas indispensable ar laprésene du poids dans le noyau K nous permet d'érire en utilisant (0.3.3) et laminoration inf06t61 "(�; zt) & d(�), pour �1 ; �2 2 f0; 1g :� jB(�; z)jB(�; �) ��1+�2 ��EI;J�� . 1"(�; z)�1+�2 kYp=1 1�(�; e(`)ip ; d(�))�(�; e(`)jp ; d(�)) : (1.1.7)



1.2 Résultat optimal en norme Kappa 171.2 Résultat optimal en norme KappaDans ette partie, nous démontrons le Théorème 1.Théorème. Soient 
 un domaine onvexe borné, à bord lisse et de type �ni m, etf une (0,1)-forme �� fermée telle que jjjf jjj� < +1. Alors il existe u 2 �1(
) telleque ��u = f .1.2.1 Notations-dé�nitionsDé�nition 21. (f. [3℄) Pour � 2 
, v un veteur unitaire de C n et " un réel > 0,on dé�nit la norme : �(�; v; ") = d(�)�(�;v;") .Si " est de l'ordre de d(�), on notera simplement �(�; v).Dé�nition 22. (f. [3℄) Pour f (0; 1)-forme sur 
 on pose :� jjf(�)jj� = supv 6=0 � jf(�)(v)j�(�;v) �� jjjf jjj� = sup�2
(jjf(�)jj�)Dé�nition 23. Soit u une fontion bornée dé�nie sur 
, on dit que u 2 �1(
) s'ilexiste une onstante C telle que l'on ait : 8z 2 
; 8h 2 C n tels que z � h 2 
,ju(z + h) + u(z � h)� 2u(z)j 6 C jhj.jjujj�1(
) := jjujj1+supfju(z+h)+u(z�h)�2u(z)j=jhj ; z; z�h 2 
 ; h 2 C n nf0ggLa démarhe de la démonstration sera la suivante :� Des arguments standards de onvexité (f [18℄, théorème 4.6) permettent dene onsidérer que les termes u0; u1 et un�1.� Le terme u0 est traité diretement à partir de la dé�nition de �1.� Pour u1 et un�1, on se sert d'un lemme d'Hardy-Littlewood. En e�et, ��D 2z (u(z))�� .1d(z) implique que u 2 �1 (f [27℄ ; [19℄ page 405).1.2.2 Etude du terme u0Rappelons que u0(z) = R
 f(�)^K(0)(�; z) et notons [BM ℄ le noyau de Bohner-Martinelli. Nous allons montrer que pour z 2 
, 0 < h << 1 ave z+h et z�h 2 
 :ju0(z + h) + u0(z � h)� 2u0(z)j . jjf jj1 jhj � jjjf jjj� jhj: (1.2.1)Si j� � zj . jhj, alors j� � z � hj . jhj. Erivons :Z
 = Z
1=f�=j��zj<3jhjg| {z }I + Z
2=f�=j��zj>3jhjg| {z }II .� étude de I : notons u(0)1 pour les intégrales sur 
1, et majorons diretement haun



18 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-Riemanndes termes ju(0)1 (z)j, ju(0)1 (z�h)j. Puisque jB(�;z�h)jB(�;�) . 1, nous obtenons, par exemplepour le terme u(0)1 (z + h) :ju(0)1 (z + h)j = �����Z
1 �B(�; z + h)B(�; �) �N f(�) ^ [BM ℄(�; z + h)d�(�)�����. jjf jj1 Z
1 1j� � z � hj2n�1d�(�). jjf jj1 jhj . jjjf jjj� jhj� étude de II : Par onvexité et régularité du bord du domaine 
, on peut onsidérerloalement un système de oordonnées omplexes w1 = �1 � z1; :::; wn = �n � zntel que Rew1 = r(�) � r(z) (l'axe des w1 orrespondant à la diretion omplexenormale en z à f� ; r(�) = r(z)g) ; nous avons alors "(�; z) & d(z) + jw1j. Nousnotons w = (w1; w0) 2 C � C n�1 . On va alors poser :fw= 1 > jwj > 3jhjg = 
3 [ 
4 où
3 = fjwj > 3jhj et jw1j < jhjg et 
4 = fjwj > 3jhj et jw1j > jhjg :Notant ii pour alléger u0 les intégrales sur 
3, on majore :ju0(z + h) + u0(z � h)� 2u0(z)j 6 ju0(z + h)� u0(z)j + ju0(z � h)� u0(z)j :A�n de ne pas alourdir la présentation des aluls, nous gardons par abus lavariable � dans les premières étapes des estimations. Nous devons don étudier(l'autre terme se traitant de manière identique) :J = �����Z
3 f(�) �B(�; z + h)B(�; �) �N [BM ℄(�; z + h)d�(�)� �B(�; z)B(�; �)�N [BM ℄(�; z)! d�(�)�����Puisque la fontion poids B(�;z)B(�;�) est uniformément bornée, nous avonsJ . jjf jj1 Z
3 ����B(�; z + h)� B(�; z)B(�; �) ���� N�1Xk=0 jB(�; z + h)jkjB(�; z)jN�1�kB(�; �)N�1 � d�(�)j� � zj2n�1+ jjf jj1 Zj�1�z1j<jhjj��zj>3jhj � 1j� � z � hj2n�1 + 1j� � zj2n�1� d�(�):= jjf jj1 (J1 + J2):� Pour estimer J1, remarquons simplement que :jB(�; z + h)� B(�; z)jB(�; �) . jhjB(�; �) Z 10 dt"(�; z + th)Vol P (�; z + th). jhjd(�): (1.2.2)



1.2 Résultat optimal en norme Kappa 19puisque l'on a, uniformément en t; z; � :B(�; �)Vol P (�; z + th) & 1 et "(�; z + th) & d(�) :Comme apparaît dans l'intégrande de J1 au moins un terme jB(�; z)j=B(�; �) ou unterme jB(�; z + h)j=B(�; �), nous avons en tenant ompte de (0.3.3) :J1 . jhj Z
3 d�(�)"(�; z) j� � zj2n�1+ jhj Z
3 d�(�)"(�; z + h) j� � zj2n�1 :En�n, jhj Z
3 d�"(�; z)j� � zj2n�1� jhj Zjw1j<jhjjw0j>jhj d�(w)(d(z) + jw1j)(jw1j+ jw0j)2n�1. jhj Z�1<jhj�0>jhj d�1 d�0(�0)2 . jhj:Nous obtenons le même résultat pour jhj R
3 d�"(�;z+h)j��zj2n�1 . L'estimationJ2 . jhj est immédiate.� Etude de R
4 f(�) ^K(0)(�; z) :f(�)^�B(�; z)B(�; �)�N [BM ℄(�; z) = nXj=1 ste(j; n)fj(�)�B(�; z)B(�; �)�N �j � zjj� � zj2n nYi=1 d�id�i:Posons pour tout j = 1; :::; n, �j(�; z) = �B(�;z)B(�;�)�N �j�zjj��zj2n .Supposons j� � zj > 3jhj, h 6= 0 �xé, ave z � h 2 
 ; nous avons d'après laformule de Taylor :�j(�; z + h) + �j(�; z � h)� 2�j(�; z) = Z 10 (1� t)d2z�j(�; z + th):h(2)dt+ Z 10 (1� t)d2z�j(�; z � th):h(2)dt :Pour p 2 N� , w = � � z 2 
4, nous avons d'après (0.3.1), (0.2.4), uniformémenten w = � � z 2 
4, t, z 2 
 \ U ,h; jhj < 1, pour toute dérivation D pz d'ordre p enz :



20 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-Riemann����D pz B(�; z)B(�; �)����z�th . Vol P (�; d(�))Vol P (�; "(�; z� th)) � ("(�; z � th))p. 1("(�; z � th))p . 1�j�1 � z1j+ jhj�p :Par suite, en tenant toujours ompte de la majoration jB(�; z�th)j=B(�; �) . 1 :jd2z�j(�; z�th):h(2)j . jhj2j� � zj2n�1 � 1j� � zj2 + 1j� � zj(j�1 � z1j+ jhj) + 1(j�1 � z1j+ jhj)2� :Par des aluls immédiats jhj2 ZC>jw1j>jhj d�(w)jwj2n+1 . jhjjhj2 Zjw1j>jhj d�(w)jwj2n�1(jw1j+ jhj)2 . jhj2 Z�1>jhj d�1� 21 . jhj : �1.2.3 Etude du terme u1Nous supposons dans e paragraphe et les suivants que z 2 
 \ 12U et onsidéronsseulement les intégrales R
\U=[ C`.Pour � 2 C`, nous avons en tenant ompte de (1.1.1), (0.3.3) et du paragraphe1.1.2 (en partiulier des estimations (1.1.3), (1.1.4) et (1.1.7) :��D 2z f(�) ^K(1)(�; z) �� . jjjf jjj� nXi;j;p=1j 6=p � d(�)"(�; z)�N�3 d(�)�(�; e(`)j (z); d(�))� (ED)�(�; e(`)i (z); d(�)) �(�; e(`)p (z); d(�)) j� � zj2n�3où (ED) = 1j� � zj2 ou 1j� � zj "(�; z) ou 1"(�; z)2 : (1.2.3)Supposons par exemple j < p. Rappelons les estimations suivantes, valables pour� 2 C` � P (z; 2`d(z)) :d(�)�(�; e(`)i (z); d(�)) = O(1) 8i = 1; :::; n;d(�)"(�; z)�(�; e(`)j (z); d(�)) . 1"(�; z) . 12`d(z) ;�(�; e(`)p (z); d(�)) & d(�)2`d(z) �(�; e(`)p (z); 2`d(z)) � d(�)2`d(z) �(z; e(`)p (z); 2`d(z)):



1.2 Résultat optimal en norme Kappa 21Nous obtenons :ZC` ��f(�)^D 2zK(1)(�; z)�� . jjjf jjj�2`d(z) Xp�2 1�(z; e(`)p (z); 2`d(z)) ZC` (ED)� (d(�))2 d�(�)"(�; z)2j� � zj2n�3 :En provenane de (ED), onsidérons par exemple le terme "(�; z)�2 ; posons pourtout i, j�i�zij ou plut�t j�i�bij = ri et notons pour alléger �i pour �(z; e(`)i (z); 2`d(z)) ;nous pouvons érire puisque p � 2 :ZC` (d(�))2 d�(�)"(�; z)4j� � zj2n�3 . 1(2`d(z))2 Zr1<�1rp<�p r1 dr1drp. �p: (1.2.4)(Nous avons utilisé �1 = �(z; e(`)1 (z); 2`d(z)) � 2`d(z) pour la dernière inégalité).L'intégrale faisant intervenir un terme en (j� � zj "(�; z))�1 se traite de même,ave une estimation �nale analogue.Ave toujours les mêmes notations :ZC` (d(�))2 d�(�)("(�; z))2j� � zj2n�1 . ZC` d�(�)j� � zj2n�1 . Zrp<�p drp. �p: (1.2.5)Nous déduisons de (1.2.4), (1.2.4), (1.2.5) et de la dé�nition de u1 :��D 2z (u1)�� . jjjf jjj� (d(z))�1 (1.2.6)par suite u1 2 �1(
) :1.2.4 Etude du terme un�1Bien sûr, dans e as, on suppose n > 3. On va don examiner le terme suivant :In�1 = D 2z un�1(z)= D 2z Z
 f(�) ^ ��� j� � zj2� ^ ���� ~Q�n�1j� � zj2 ��B(�; z)B(�; �)�N�n+1 :Les dérivations en z (elles notées D�j(`k) i-dessous) peuvent porter sur di�érentsfateurs du noyau K(n�1) ; nous allons enore intégrer sur haque "ouronne" C(`).Suivant la démarhe indiquée dans la setion 1.1.2, nous sommes amenés à estimerdes intégrales des types suivants :



22 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-Riemann
Iǹ�1 = XjIj=njJj=nZC` D�1(`0)D�2(`0) "�B(�; z)B(�; �)�N�n+1 1j� � zj2#� ���i1 �D�1(`1)j� � zj2�� [f(�) � ej1(z)℄(B(�; �))n�1 nYk=2Z 10 (1� t)�1 �2��ik��jk [D�1(`k)D�2(`k)B(�; zt)℄dt � d�I ^ d�JJǹ�1 = XjIj=njJj=nZC` D�1(`0)D�2(`0) "�B(�; z)B(�; �)�N�n+1 1j� � zj2# ���i1 �D�1(`1)j� � zj2�� ���j2 � 1B(�; �)�Z 10 (1� t)�1 ���i2 [D�1(`2)D�2(`2)B(�; zt)℄dt� [f(�) � ej1(z)℄(B(�; �))n�2 nYk=3Z 10 (1� t)�1 �2��ik��jk D�1(`k)D�2(`k)[B(�; zt)℄ dt � d�I ^ d�Jave les �1(`k) ; k = 0; 1; :::; n tous nuls, sauf un et un seul, qui est égal à 1 et la mêmeondition véri�ée pour les �2(`k) ; k = 0; 2; :::; n ; I = (i1; :::; in), J = (j1; :::; jn),d�I = d�i1 ^ � � � ^ d�in , d�J = d�j1:::d�jn.Remarque 5.Les estimations de la seonde intégrale Jǹ�1 seront les mêmes que elles de Iǹ�1 ,nous n'étudierons que la première intégrale.Nous utilisons les estimations élémentaires obtenues dans la setion 1.1.2, e quidonne la majoration suivante :���Iǹ�1��� . jjjf jjjk �����ZC` � d(�)"(�; z)�N�n+1 � 1j� � zj � d(�)�(�; e(`)j1 (z); d(�)) (1.2.7)� nYk=2 1�(�; e(`)jk (z); d(�)) � nYk=2 1�(�; e(`)ik (z); d(�)) � (ED) � d�I ^ d�J �����où (ED) est dé�ni en (1.2.3).On va utiliser (0.2.4) ave R = 2`d(z) et r = d(�). Le poids sert à ompenserles fateurs 2`d(z)d(�) qui apparaissent, puisque 8` � 0 ; "(�; z) & 2`d(z) si � 2 C`. Nousomettrons en fait souvent (sans préjudie) d'érire la onstante . L'intégrande semajore alors par des termes de la forme suivante :A = d(�)"(�; z) nYk=2 1�(�; e(`)jk (z); 2`d(z)) � �(�; e(`)ik (z); 2`d(z))� d(�)�(�; e(`)j1 (z); 2`d(z)) � (ED)j� � zj



1.2 Résultat optimal en norme Kappa 23où fj1; :::; jng = f1; :::; ng et i2; :::; in sont deux à deux distints.Soit i1 tel que fi1; :::; ing = f1; :::; ng ; nous obtenons pour � 2 C` � P (z; 2`d(z)),en tenant ompte de (0.2.2), (0.2.3) et (0.2.4) :A . �(z; ei1 ; 2`d(z))Vol P (z; 2`d(z)) � (ED)j� � zj � d(�)22`d(z) :Suivant le terme en provenane de (ED) intervenant dans l'intégrande A, nousdevrons estimer : �(z; ei1 ; 2`d(z))Vol P (z; 2`d(z)) � 12`d(z) � ZC` d(�)2d�(�)j� � zj3 (1.2.8)�(z; ei1 ; 2`d(z))Vol P (z; 2`d(z)) � 12`d(z) � ZC` d(�)d�(�)j� � zj2 (1.2.9)�(z; ei1 ; 2`d(z))Vol P (z; 2`d(z)) � 12`d(z) � ZC` d�(�)j� � zj (1.2.10)Comme (1.2.8) et (1.2.9) se traitent de manière similaire, nous n'étudierons que(1.2.8). En�n, omme les aluls se ramèneront en partie à l'étude de (1.2.10), nousommenerons par ette dernière :ZC` d�(�)j� � zj . Zjwij<�(z;ei;2`d(z)) d�(w)jw1j+ � � �+ jwnj. Z�i<�(z;ei;2`d(z)) �1d�1:::�nd�n�i1. Vol P (z; 2`d(z))�(z; ei1 ; 2`d(z)) :Pour l'étude du terme (1.2.8), érivonsZC` d(�)2d�(�)j� � zj3 = ZC`\fd(�)�21d(z)g (� � � ) + ZC`\fd(�)�21d(z)g(� � � );où 1 � 1 est une onstante telle que l'on ait pour d(�); d(z) � �0, (�0 pouvant êtrehoisi tel que 0 < �0 < 1) : d(�) � 1�d(z) + jr(�)� r(z)j�.- Si d(z) � d(�)=21, alors d(�)=j��zj = O(1) d'où la première intégrale i-dessusse ramène à elle de (1.2.10).- Pour estimer la seonde intégrale, supposons sans perte de généralité quei1 6= n; n� 1 :ZC`\fd(�)<21d(z)g d(�)2d�(�)j� � zj3 . d(z)2 Z�i<�(z;ei;2`d(z)) �1d�1:::�n�2d�n�2d�n�1d�n�i1. d(z)2�(z; en�1; 2`d(z))�(z; en; 2`d(z)) � Vol P (z; 2`d(z))�(z; ei1 ; 2`d(z)) :



24 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-RiemannOr d(z) � 2`d(z) t �(z; e1; 2`d(z)) � �(z; ei; 2`d(z)) ; 8 i. D'où l'estimation souhai-tée pour (1.2.8).On a montré ainsi que, pour tout ` : ���D 2z RC` f(�)^K(n�1)��� . jjjf jjj�(2`d(z))�1.Par suite jjun�1jj�1(
) . jjjf jjj�: (1.2.11)�1.3 Preuve du Théorème 2Nous le rappelons pour la ommodité du leteur :Théorème (2). Soit 
 un domaine onvexe borné à bord lisse de type �ni m et fune (0,1)-forme ��-fermée telle que k f kL1< +1. Alors, pour tout 0 < � < 1m , ilexiste u 2 � �� (
) telle que ��u = f .1.3.1 Une ondition su�santeDé�nition 24. Pour 0 < � < 1m , on dit que u 2 � �� (
) s'il existe une onstante Ctelle que pour z; � 2 
, ju(z)� u(�)j � C��(z; �)��:MNeal et Stein donnent dans [25℄ une aratérisation �loalisée� en termes deonditions disrètes pour les fontions de � �� (
) lorsque 0 < � < 1=m. Pour prouverque es onditions impliquent l'appartenane à l'espae � �� (
) (espae noté ~��(
)dans [25℄), les auteurs utilisent en fait seulement des estimations sur les dérivées di-retionnelles d'ordre un. La preuve du résultat i-dessous est ontenue impliitementdans [25℄, mais nous en redonnons les éléments de démonstration a�n de failiter laleture.Proposition 25. Soit 0 < � < 1=m et u est une fontion bornée, de lasse C1 sur
 telle quejru(z)j . d(z)�1+� et 8v 2 C n ; jjvjj = 1, jDvu(z)j . d(z)��(z;v;d(z)) .Alors u appartient à � �� (
).Lemme 26. ([25℄)Soit 0 < � < 1=m et u une fontion dé�nie sur 
 telle que pour tout k 2 N,u = bk + gk ave :(i) jjbkjj1 . 2�k�(ii) Si jr(z)j < 2�k; v 2 C n ; jjvjj = 1 : jDvgk(z)j . �(z; v; 2�k)�1 : 2�k�(iii) Si jr(z)j � 2�k ; jrgk(z)j . 2k : 2�k�:Alors u appartient à l'espae � �� (
).



1.3 Preuve du Théorème 2 25Preuve du lemme 26. � Soit k tel que �(�; z) � 2�k. On suppose que �(�; z) ="(�; z). Don jr(�)j . 2�k et jr(z)j . 2�k. Soit � le veteur unitaire de diretion� � z, i.e. � = ��zj��zj,ju(�)� u(z)j 6 jbk(�)j+ jbk(z)j+ jgk(�)� gk(z)j. 2�k� + jD�gk(�)jj� � zjpour un � dans le segment [�; z℄ d'après l'inégalité de la moyenne. Don,ju(�)� u(z)j . 2�k� + 2�k�(�(�; �; 2�k))�1�(x; �; 2�k);puisque j� � zj 6 �(�; �; 2�k). De plus, d'après la proposition 13, �(�; �; 2�k) ��(x; �; 2�k) puisque � appartient au polydisque P (z; 2�k). Notre hoix de k impliquedon que ju(�)� u(z)j . �(�; z)� :Dans le as où �(�; z) = j��zj, on suit exatement le même shéma de démonstrationpour onlure. �Preuve de la proposition 25. � nous allons véri�er que u satisfait les onditionsdu lemme 26.Soient (Uj ; pj)1�j�s une famille �nie telle que, pour tout j, Uj est voisinageouvert de pj 2 b
, les pj sont deux à deux distints, la réunion V des Uj est unvoisinage de b
 sur lequel est dé�nie une projetion régulière � sur b
 et est tel quejr(z)j < �1 où 0 < �1 << 1 pour tout z de V ; on peut supposer l'existene d'uneonstante a > 0 telle que, pour 1 � j � s, si �j désigne la normale intérieure en pjà b
, alors pour tout z de Uj, 0 � t � a, d(z + t�j) & t et si z 2 12 Uj et 0 � t � aalors z + t�j 2 Uj ; si z et � 2 Uj \
, M(z; �) � jz1� �1j+ � � � : où les omposantesde z et � sont érites dans une d(z)-base extrémale de MNeal au point z ( estdé�ni � 1.1.2) .Soit k �xé dans N . Suivant [25℄, posons pour z 2 12 V en notant pour simpli�er� = �j si z 2 Uj :u(z) = bk + gk ave bk = � Z 2�k0 ddt (u(z + t�)) dt etgk = u(z + 2�k�):L'hypothèse sur ru et la ondition d(z + t�) & t impliquent immédiatement laondition voulue (i) du lemme 26 sur bk.Supposons jr(z)j < 2�k ; alors pour v veteur unitaire de C n :jDvgk(z)j . (d(z + 2�k�))��(z + 2�k�; v; d(z + 2�k�)) . 2�k��(z + 2�k�; v; d(z + 2�k�)) :Comme z + 2�k� 2 P (z; d(z + 2�k�)),



26 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-Riemann�(z + 2�k�; v; d(z + 2�k�)) � �(z; v; d(z + 2�k�)) & �(z; v; 2�k)et l'estimation (ii) du lemme 26 est montrée.Supposons jr(z)j � 2�k ; nous avonsjrgk(z)j . [d(z + 2�k�)℄�1+� . d(z)�1+� . 2k(1��): �1.3.2 Estimation de uDans ette partie nous montrerons don que la solution u de l'équation ��u = fqui est la balayée de f par le noyau K (f (1.1.1)) appartient à des espaes deLipshitz anisotropes � �� lorsque f est à oe�ients bornés.u = n�1Xk=0 u(k) où u(k)(z) = Z
 f(�) ^K(k)(�; z):L'estimation de u0 est immédiate ; rappelons en e�et que pour jhj << 1 et z prèsdu bord : jhjm . M(z; z + h) . "(z; z + h). Nous avons en fait montré en (1.2.1)l'estimation jju0jj�1(
) . jjf jj1(� jjjf jjj�). Par des aluls lassiques (analoguesà eux e�etués au début de la setion 1.2.2), en utilisant (1.2.2) et l'estimationR
 j[BM ℄(�; z + h)� [BM ℄(�; z)j d� . jhjjln jhjj, nous obtenons :ju0(z + h)� u0(z)j . jjf jj1 � jhj jlnjhj j pour z; z + h 2 
:Pour l'étude des autres termes, nous utiliserons la proposition 25. Les u(k) pourk = 0; :::; n�1 sont bornés sur 
 et, si k = 1; :::; n�1, jru(k)(z)j . d(z)�1+1=m (voir[5℄ pour les détails de aluls onernant es résultats).Nous allons démontrer dans e paragraphe la proposition suivante, e qui onlurala preuve du théorème 2.Proposition 27.jDz;vu(k)(z)j . k f kL1 d(z)��(z; v; d(z)) ; 8 �; 0 < � < 1m ; 8k = 1; :::; n� 1:Preuve de la proposition 27. � Il su�t de prouver l'estimation de la propositionpour k = 1 et k = n� 1.Dz;vK(n�1)(�; z) = A1 + A2 + A3, ave :A1 = �B(�; z)B(�; �)�N�n+1 ��� j� � zj2�j� � zj2 ^Dz;v����� ~Q�n�1�A2 = �B(�; z)B(�; �)�N�n+1 �Dz;v ��� j� � zj2j� � zj2 � ^ ���� ~Q�n�1



1.3 Preuve du Théorème 2 27A3 = Dz;v �B(�; z)B(�; �)�N�n+1! � ��� j� � zj2�j� � zj2 ^ ���� ~Q�n�1:Il su�t d'étudier, toujours pour z 2 
 \ 12U , R
\U f(�) ^ Aj(�; z) pour j = 1; 2.En e�et (1.1.2), (1.1.5), (1.1.7) - ave �1 = �2 = 0 - et (0.3.3) prouvent queAs = XjIj=jJj=n�1 A(s)I;J d�I ^ d�J ; s = 1; 2; 3 avepour I = (i1; ::; in�1); J = (j1; :::; jn�1) :jA(1)I;Jj . � d(�)"(�; z)�N�n+1 � 1�(�; v; d(�)) � 1j� � zj n�1Yp=1 1�(�; e(`)ip ; d(�)) �(�; e(`)jp ; d(�))jA(3)I;Jj . � d(�)"(�; z)�N�n � 1�(z; v; "(�; z)) � 1j� � zj n�1Yp=1 1�(�; e(`)ip ; d(�)) �(�; e(`)jp ; d(�))jA(2)I;J j . � d(�)"(�; z)�N�n+1 � 1j� � zj2 n�1Yp=1 1�(�; e(`)ip ; d(�)) �(�; e(`)jp ; d(�)) :Comme d(�) . "(�; z) et, pour � 2 C` � P (z; 2`d(z)), on a :�(z; v; "(�; z)) � �(�; v; "(�; z)) & �(�; v; d(�));il est inutile de onsidérer A3.Nous avons (f. (0.2.4)), �(�; v; d(�)) & �d(�)=2`d(z)��(�; v; 2`d(z)) et, pour �dans C`, on a �(�; v; 2`d(z)) � �(z; v; 2`d(z)) & 2`=m�(z; v; d(z)):Utilisant (0.2.4) omme dans la setion 1.2.4, nous obtenons en notant toujours�j(z; 2`d(z)) ou même �j pour �(z; e(`)j ; 2`d(z)) :jA(1)I;J j . 12`=m�(z; v; d(z)) j� � zj n�1Yp=1 1�ip(z; 2`d(z)) �jp(z; 2`d(z)) ; z 2 
\12U ; � 2 C`jA(2)I;J j . 1j� � zj2 n�1Yp=1 1�ip(z; 2`d(z)) �jp(z; 2`d(z)) ; z 2 
 \ 12U ; � 2 C` (1.3.1)où 1 � i1 < � � � < in�1 � n, 1 � j1 < � � � < jn�1 � n.� Soient, pour I; J donnés, in; jn tels que fi1; :::; ing = fj1; :::; jng = f1; :::; ng.Posons �j = j�j � bjj; 8j = 1; :::; n (ave les notations du paragraphe 1.1.2).



28 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-RiemannSi in = jn :ZC0 jA(1)I;J j . 1�(z; v; d(z)) n�1Yp=1 1�ip(z; d(z))2 Z �j<�jj=1;:::;n n�1Yp=1 �ipd�ip � d�in. �in(z; d(z))�(z; v; d(z)) . d(z)1=m�(z; v; d(z)) :Si in 6= jn :ZC0 jA(1)I;J j . 1�(z; v; d(z)) n�1Yp=1 1�ip�jp Z�j<�j Yk 6=in;jn �kd�k � �ind�in d�jn. �in(z; d(z))�(z; v; d(z)) . d(z)1=m�(z; v; d(z)) :Par suite I(0)1 := ����ZC0 f(�) ^ A1(�; z)���� . jjf jj1 d(z)1=m�(z; v; d(z)) : (1.3.2)Dans l'estimation de I(`)1 := ��� RC(`) f(�)^A1(�; z)���, nous allons aepter une perteen d(z)��, � arbitrairement petit, a�n d'assurer la onvergene de la série P I1̀.Puisque 
 est borné, et que j� � zj � j� � zj + 2`d(z) si � 2 C`, ` � 1, nousobtenons, en supposant in = jn par exemple :ZC` jA(1)I;J j . 12`=m�(z; v; d(z)) n�1Yp=1 1(�ip(z; 2`d(z)))2 ZC` j� � zj�d�(�)(j� � zj + 2`d(z))1+�. 12`=m�(z; v; d(z)) n�1Yp=1 1(�ip(z; 2`d(z)))2 � 1(2`d(z))� Z �j<�jj=1;:::;n n�1Yp=1 �ipd�ip � d�in. �in(z; 2`d(z))2`=m�(z; v; d(z))(2`d(z))� . d(z) 1m��2`� �(z; v; d(z)) :Les aluls sont analogues si in 6= jn, en sorte queI(`)1 . jjf jj1 d(z) 1m��2`� �(z; v; d(z)) ; � > 0; arbitrairement petit : (1.3.3)� Pour l'étude de I2 := R
\U f(�)^A2(�; z), les dérivations portent sur la partieisotrope (i.e. sur le terme j� � zj qui représente la distane eulidienne dans C n),don l'exploitation de la géométrie a peu de hane d'être optimale pour e terme.Nous pourrions faire apparaître de manière naturelle le terme �(z; v; d(z)) dans nosaluls en érivant j� � zj dans une d(z)�base extrémale. Dans e as,jDz;v(jz � �j2)j 6 nXi=1 jvijj�i � zij :



1.3 Preuve du Théorème 2 29Alors, omme vi�i(z;d(z)) . 1�(z;v;d(z)) on obtientjDz;v(jz � �j2)j . 1�(z; v; d(z)) nXi=1 j�i � zij�i(z; d(z)) :Cela ne permet ependant pas d'obtenir une meilleure estimation. Pour simpli�erla preuve, nous allons don introduire arti�iellement le terme �(z; v; d(z)) dansnos aluls : nous utilisons (1.3.1) et la majoration �(z; v; d(z)) . d(z)1=m et nousérivons, pour I; J tels que in = jn par exemple :ZC0 jA(2)I;J j . d(z)1=m�(z; v; d(z)) n�1Yp=1 1(�ip)2 Z�j<�j n�1Yp=1 �ipd�ip � d�in�i1 + �in. d(z)1=m�(z; v; d(z)) � 1�i1 Z�i1<�i1�in<�in d�i1 d�in�i1 + �in. d(z)1=m�(z; v; d(z)) � 1�i1 Z�i1<�i1 (�ln(�i1))d�i1. d(z)1=mjln d(z)j�(z; v; d(z)) : (1.3.4)(Si in 6= jn ou bien si in = jn mais �in � max1�p�n�1 �ip , nous obtenons uneestimation en : O(1)d(z)1=m=�(z; v; d(z))).Par des aluls analogues à eux menant à (1.3.3) , en tenant enore ompte de :j� � zj � j� � zj+ 2`d(z) si � 2 C` lorsque ` � 1 :ZC` jA(2)I;Jj . d(z)1=m�(z; v; d(z)) n�1Yp=1 1(�ip(z; 2`d(z)))2 ZC` d�(j� � zj + 2`d(z))2+�. d(z)1=m�(z; v; d(z)) (2`d(z))� n�1Yp=1 1� 2ip Z�j<�j=�j(z;2`d(z)) n�1Yp=1 �ipd�ip � d�in�i1 + �in. d(z) 1m��02`� �(z; v; d(z)) :Et un résultat analogue si in 6= jn. D'oùI2 . jjf jj1 d(z) 1m���(z; v; d(z)) ; � > 0 arbitrairement petit. (1.3.5)Les aluls onernant Dz;vu1 onduisent à la même estimation pour����Z
\U f ^Dz;vK(1)���� ;e qui ahève la preuve de la proposition 27, et don la preuve du théorème 2. �



30 Chapitre 1. Estimations Höldériennes pour l'équation de Cauhy-RiemannComme nous l'avons dit dans l'introdution, nous avons en fait la possibilitéd'améliorer e résultat.Le terme u0, omme on l'a énoné au paragraphe 1.3.2, véri�e une estimationmeilleure que elle souhaitée.Pour u1 et u(n�1), nous utilisons le résultat suivant :Proposition 28. Si u est une fontion bornée, de lasse C1 sur 
 telle quejru(z)j . d(z)�1+ 1m et 8v 2 C n ; jvj = 1, jDvu(z)j . d(z) 1m (ln d(z))2�(z;v;d(z)) , alorsju(�)� u(z)j . (�(�; z)) 1m (ln(�(�; z))2 ; � ; z 2 
 :pour démontrer ette proposition on adapte le lemme 26 ave, à la plae desonditions (i), (ii) , (iii ) :(i0) jjbkjj1 . 2�k=m;(ii0) si jr(z)j < 2�k; v 2 C n ; jjvjj = 1 : jDvgk(z)j . k2�(z; v; 2�k)�1 : 2�k=m;(iii0) si jr(z)j � 2�k ; jrgk(z)j . 2k : 2�k=m :Maintenant, nous pouvons utiliser la proposition 28. Nous examinons don les termesque nous avons étudiés dans la preuve de la proposition 27. Nous pouvons en faitintroduire au numérateur et au dénominateur du ln(j�� zj) au lieu du j�� zj. Danse as, on obtient une expression enZC` jA(2)I;Jj . jjf jj1 d(z)1=m�(z; v; d(z)) 1jln(2`d(z))j� n�1Yp=1 1(�ip�jp) Z�j<�j Yk 6=in;jn �kd�k � d�jnln(�in)d�in :De plus, puisqu'on s'est plaé sur un voisinage du bord U petit, on s'intéresse defait aux ` tels que 2`d(z) 6 1. Don la sommation en ` de es termes impose unjln(d(z))j de plus au numérateur et on obtient :I2 . jjf jj1 d(z) 1m�(z; v; d(z)) jln(jd(z)j)j2 :Le terme I1 se traite de la même manière et donne même une meilleure estimation.Nous démontrons ainsi le résultat (0.0.2) Cela n'est ependant pas satisfaisant puis-qu'on n'obtient pas le résultat optimal, et la présene de e logarithme apparait ainsiplut�t omme une limite des possibilités de e noyau.



Chapitre 2Formule de représentation intégraleen métrique de BergmanNous allons donner une formule de représentation intégrale pour les (p; q)-formes.Elle sera onstruite sur le modèle de [2℄, 'est-à-dire une formule d'homotopie aveun noyau à poids. L'intérêt de e noyau est qu'il est intrinsèque d'une part : nouspouvons utiliser n'importe quel hoix de oordonnées pour l'estimer. Ce sera partiu-lièrement utile lorsque nous utiliserons les "-bases extrémales de J. MNeal. D'autrepart, e noyau est géométrique, don approprié pour des estimations ave la pseu-dométrique �. Nous allons ommener par montrer qu'il nous permet d'obtenir lessolutions de l'équation (0.0.1) :2.1 Formule de type Koppelman-Berndtsson-AnderssonNous dé�nissons une setion du �bré de Cauhy-Leray qui fait intervenir la mé-trique de Bergman :Dé�nition 29. Pour �; z 2 
, nous posonss(�; z) = nXj=1 nXk=1 gj;k(�)(�k � zk)d(�j � zj): (2.1.1)C'est par e hoix de setion que notre noyau di�ère de elui du premier hapitre.Nous reprenons pour fontion Q :Q(�; z) = (Q1; :::; Qn) où Qj = 1B(�; �) Z 10 �ZjB(�; � + t(z � �))dt:Où la notation �Zj signi�e que l'on dérive par rapport à la j ième oordonnée de laseonde variable. 31



32 Chapitre 2. Formule de représentation intégrale en métrique de BergmanRemarque 6. Nous faisons enore les identi�ations suivantesQ : 
� 
 n��
 �! C n ;vue omme appliation dont les omposantes sont les Qj etQ = nXj=1 Qjd(�j � zj):Nous utilisons le même type d'identi�ation pour s, on voit alors que hs(�; z); �� ziest une approximation à l'ordre 2 de la distane géodésique au arré pour la métriquede Bergman. En e�et, on a :hs(�; z); � � zi = nXi;j=1 gi;j(�)(�i � zi)(�j � zj) :On peut interpréter ette formule omme la norme au arré du veteur z � � vuomme veteur dans T�(
). Cette norme est une approximation à l'ordre deux de lalongueur L au arré des hemins géodésiques. Plus préisément, si nous onsidéronsle hemin géodésique  démarrant en �, de veteur tangent z� � en �, alors, si nousle suivons durant un temps 1, on aura (L)2 = hs(�; z); � � zi + o(� � z)2 (f [8℄).C'est en fait une des raisons pour lesquelles nous avons hoisi s sous ette forme.De plus, l'expression hs(�; z); � � zi est en fait le rohet de dualité h�; ��i pour lamétrique in�nitésimale sur T�(
) où �� identi�é à s est une setion à valeurs dansle �bré otangent des (1; 1)� formes ([15℄ [9℄).Notons que dans [20℄, I. Lieb et J. Mihel ont hoisi une setion dé�nie à l'aided'une métrique hermitienne non néessairement égale à la métrique usuelle de C npour obtenir une formule généralisée de type Bohner-Martinelli-Koppelman. Nousposons : K(�; z) = n�1Xk=0 k;n�B(�; z)B(�; �)�N�k s ^ �dQ�k ^ �ds�n�k�1hs(�; z); � � zin�k ! (2.1.2)= n�1Xk=0Kk(�; z)où k;n = (�1)n(n�1)2 +1CkN .On notera dK = P .Dans toute la suite, nous onsidérons uniquement e noyau pour résoudre l'équa-tion de Cauhy-Riemann, 'est pourquoi nous gardons la même notation K pour lenoyau. Nous tenons à préiser que, puisque la fontion de Bergman est C1 sur 
,les oe�ients gi;j le sont aussi. Don, à l'intérieur de 
 et en dehors d'un voisinageU de �
 omme préisé dans la setion 0.2.2, il existe � et � réels > 0 tels que,



2.1 Formule de type Koppelman-Berndtsson-Andersson 33pour tout � dans 
 nU , la matrie (gi;j(�)) ait ses valeurs propres minorées par � etmajorées par �, i.e. uniformément en v = (v1; :::; vn) dans C n et en � dans 
 n U :nXi;j=1 gi;j(�)vivj � jvj2eul : (2.1.3)Cela signi�e don que notre setion est omparable à l'intérieur du domaine à lasetion de Bohner-Martinelli.Nous pouvons voir que e noyau est très prohe de elui donné au premier hapitrepuisque le hoix du poids est le même. Nous ne pouvons pas ependant appliquerdiretement les résultats de Berndtsson-Andersson. Ils donnent une ondition su�-sante que notre setion s ne véri�e pas. Nous utilisons ii la métrique de Bergmanqui explose quand on se rapprohe du bord. Notre setion s va don véri�er la se-onde ondition de (0.4.1). En e�et, si on se plae en un point � de 
 \ U où U estun voisinage de �
, alors, d'après le théorème de J. MNeal (0.3.5), en prenant uned(�)�base extrémale assoiée :hs(�; z); � � zi = nXi;j=1 gi;j(�)(�i � zi)(�j � zj) �  nXi=1 j�i � zij�(�; vi; d(�))!2 : (2.1.4)Puisque 1(d(�)) 1m . 1�(�;vi;d(�)) 8i 2 f1; :::ng, la seonde ondition de 0.4.1 est bienvéri�ée. Nous avons plus préisément :9 ; 8 � 2 
 \ U ; 8 z 2 
; jhs(�; z); � � zij > j� � zj2 : (2.1.5)Mais il n'y a auune hane qu'on puisse obtenir la première ondition de (0.4.1)puisque 1(d(�)) n'est pas bornée. Nous allons don démontrer de manière direte lethéorème 3 dont nous rappelons l'énoné :Théorème (3). Nous reprenons les notations i-dessus. Pour toute (p,q)-forme fsur 
, on a :f(z) = (�1)p+q+1�Z�2
 ���f(�) ^Kp;q(�; z) + ��z Z�2
 f(�) ^Kp;q�1(�; z)� (2.1.6)pour q > 0 etf(z) = (�1)p+1�Z�2
 ���f(�) ^Kp;0(�; z) + Z�2
 f(�) ^ Pp;0(�; z)� (2.1.7)pour q = 0. Les termes Kp;q signi�ent de bidegré (p; q) en z et (n� p; n� q � 1) en�. Il en est de même pour P .



34 Chapitre 2. Formule de représentation intégrale en métrique de BergmanPreuve du théorème 3. � Nous allons démontrer e théorème de manière las-sique, i.e. en testant ontre une forme test �, puis utiliser Stokes pour montrer que :Zz2
 f ^ � = Zz2
 � ^ �Z�2
 ��f ^K� + Zz2
 � ^ �� �Z�2
 f ^K� :Pour ela, il faut supposer en un premier temps que f 2 C1(
) puis appliquerun shéma lassique d'approximation. Soit � une (n � p; n � q)-forme à supportompat dans 
. Pour un � �xé, on note 
� = fz 2 
; r(z) < ��g. Nous hoisissons� su�sament petit pour que le support de � soit relativement ompat dans 
�. Onpose alors : G = 
� � 
� n f(z; �)=j� � zj 6 "g:" est hoisi assez petit par rapport au support de �, de sorte que :�G \ (supp�� 
�) = (
� � �
� [ fj� � zj = "g) \ (supp�� 
�).Nous appliquons alors le théorème de Stokes à la forme di�érentielle f(�)^K(�; z)^�(z) sur l'ouvert G. D'où, en notant H(�; z) = f(�) ^K(�; z) ^ �(z) :Z(z;�)2
���
� H(�; z)| {z }I � Z jz��j="(z;�)2
��
� H(�; z)| {z }II = Z(z;�)2G dz;�(H(�; z))= Z(z;�)2G(dz;�f(�)) ^K(�; z) ^ �(z)| {z }III+ (�1)p+q Z(z;�)2G f(�) ^ (dz;�K(�; z)) ^ �(z)| {z }IV+ (�1)p+q+1 Z(z;�)2G f(�) ^K(�; z) ^ (dz�(z))| {z }V :Pour prouver le résultat, nous devons don montrer que : II tend vers R
 f ^�, queIII, IV , V onvergent quand � et " tendent vers 0 et que I tend vers 0 quand �tend vers 0. Commençons par déterminer P . La ondition (0.4.1) sert uniquement àfaire onverger les intégrales. Nous pouvons don déduire diretement des résultatsde Berndtsson et Andersson leLemme 30. dK = P où P = n;n�B(�;z)B(�;�)�N�n�dQ�n.Preuve du lemme 30. � Voir [2℄, setion 2, expression (18) ave F (w) = wN oùw 2 C puisque Q véri�e : hQ(�; z); � � zi+ 1 = B(�;z)B(�;�) . �



2.1 Formule de type Koppelman-Berndtsson-Andersson 35Le vrai travail onsiste don à obtenir dans es intégrales des singularités audénominateur qui soient intégrables. Nous allons le montrer à l'aide des estimationsde la métrique de Bergman dans les onvexes de type �ni.Lemme 31. Pour tout k 2 f0; :::; n� 1g ; z 2 L �� 
, � 2 
 :K(k)(�; z) = �B(�; z)B(�; �)�N�k s ^ �dQ�k ^ �ds�n�1�khs(�; z); � � zin�k ! = O�j� � zj1�2n�: (2.1.8)Preuve du lemme 31. � Les hypothèses 0.4.1 permettaient d'obtenir e résultat.Même si la setion s ne les véri�e plus, le ontr�le de la métrique de Bergman parles v-rayons d'une part, et le ontr�le du poids lorsqu'on s'approhe du bord d'autrepart vont permettre la majoration des termes du noyau. Nous savons d'après (0.2.3)que 1�(z;v;d(z)) . 1d(z) . En le ombinant ave (0.3.4), nous obtenonsjgij(�)j . � 1d(�)�2 et jd�(gij(�))j . � 1d(�)�3 :Ainsi, les termes de s font apparaître au dénominateur des termes de l'ordre de ladistane au bord de �. Cela empêhe a priori l'intégrale de onverger. La présenedu poids est importante ar il peut ompenser e type de terme quand � ! �
. Ene�et, z est dans un ompat L, et on a :� jB(�; z)jB(�; �) � . d(�)"(�; z) 6 Cd(�):où C ne dépend que de L et provient de la minoration de "(�; z) puisque z est dansL �xé.Ainsi, on peut majorer en norme :� s par j��zj(d(�))2 ,� ds par j��zj(d(�))3 ou par 1(d(�))2 suivant le terme sur lequel porte la dérivation,� dQ par 1(d(�))2 . (Deux dérivations du noyau de Bergman interviennent dansdQ).On hoisit alors N assez grand (N > 6n su�t) pour que le poids absorbe les fateursen 1(d(�))3 . Il faut alors tenir ompte du dénominateur hs(�; z); � � zin�k où k 2f0; :::; n� 1g. D'après les résultats (2.1.3) et (2.1.5), nous savons qu'il est minoré àune onstante près par j� � zj2n�2k et nous obtenons le résultat. �Nous pouvons don faire onverger III et V en " et onsidérer qu'il s'agit d'inté-grales sur 
��
�. Nous faisons alors onverger en � et on obtient ainsi des intégralessur 
� 
. Montrons maintenant :Lemme 32. lim�!0 Z(z;�)2
���
� f(�) ^K(�; z) ^ �(z) = 0



36 Chapitre 2. Formule de représentation intégrale en métrique de BergmanPreuve du lemme 32. � Comme nous venons de le voir, le noyau véri�ejK(�; z)j < d(�)j��zj2n�1 . On peut même mettre une puissane aussi grande que l'onveut en d(�) en augmentant la valeur de N. Alors, puisque z 2 L ompat, il existeun �0 tel que, pour � < �0, on aitsupz2L�2�
� jK(�; z)j 6 C�:On en déduit que I tend vers 0. �Q(�; z) est holomorphe en z, don, d'après le lemme 30, (dK)p;q = 0 pour q > 0.On obtient ainsi �nalement que IV = 0 pour q > 0. Par ontre, on doit garder eterme pour q = 0.Pour l'étude de V , nous appliquons le théorème de Stokes par rapport à la variablez pour obtenir :Z
��
� d� ^ f ^K = (�1)p+q+1 Z
� � ^ dz Z
� f ^K:Nous pouvons alors faire tendre � vers 0 et obtenir des intégrales sur 
.Remarque 7. On sait d'après la dé�nition du noyau 2.1.2 que f ^K(�; z) ^ � estde degré total n en d� et dz. Pour des raisons de bidegré, il est don possible deremplaer partout d par ��.En partiulier, ette remarque implique que le terme V n'interviendra pas dansle seond membre si q = 0.Il reste en�n à onsidérer la limite de II. On a :Lemme 33.lim�!0lim"!0 Z j��zj="(z;�)2
��
� H(�; z) = lim�!0 Z
� � ^ f = Z
 � ^ fPreuve du lemme 33. � Pour " assez petit, la ondition j� � zj = " impliquequ'alors les hypothèses de [2℄ sont véri�ées dans e as. En e�et, � appartient à unvoisinage de L, soit VL que l'on peut supposer relativement ompat dans 
, don(0.4.1) est véri�é pour les domaines 
�, 0 < � << 1. La limite est ainsi la mêmeque dans [2℄, e qui ahève la démonstration du lemme. �Il ne reste plus qu'à olleter tous les résultats i-dessus en séparant les as q = 0et q > 0 pour obtenir le théorème. �



2.2 Changement de oordonnées 37Remarque 8. En toute rigueur, nous savons estimer le omportement de e noyauuniquement lorsqu'on se trouve dans un voisinage U de �
 assez petit puisque lesrésultats de MNeal ne sont valables que dans e voisinage. Cela ne pose pas deproblème ar l'obstrution pour obtenir les estimations Höldériennes se situent aubord du domaine : Pour les formes à support ompat, on peut trouver une solutionde l'équation (0.0.1) à l'aide d'un noyau de Bohner-Martinelli puisqu'il n'y a pasde terme au bord et on trouve une solution dans �1. Une autre manière de régler eproblème est de onsidérer qu'en dehors du voisinage U , la pseudométrique devienteulidienne, et les estimations sont de nouveau véri�ées, ave des onstantes quifont intervenir le diamètre de 
 et le maximum de la fontion de Bergman sur unompat de 
.2.2 Changement de oordonnéesNous allons véri�er que l'expression s =Pnj;k=1 gjk(�)(�k � zk)d�j est invariantepar hangement unitaire de base. En e�et, un moyen lassique d'estimer une fontionest d'utiliser des ritères de type Hardy-Littlewood en dérivant. Ii, pour utiliserpleinement les résultats géométriques de MNeal dans les onvexes de type �ni,nous avons besoin de nous plaer suessivement dans des 2`d(z)-bases de MNeal,et d'exprimer les dérivées et les formes di�érentielles par rapport à une de es 2`d(z)-bases extrémales �xée. Nous allons nous assurer �à la main� que l'expression de sest bien intrinsèque.Nous notons U le hangement de oordonnées, �i et zi sont les aniennes oordonnées,~�i et ~zi les nouvelles. Ainsi :s = nXj;k=1 �2��j��k ln(B(�; �))�k � zkd�j (2.2.1)Le hangement de oordonnées nous donne �k =Pnj=1 u�jk~�j, e qui entraine :d�k =Pnh=1 u�hkd~�h et ���k =Pnp=1 ukp ��~�p .Remarque 9. Puisque le déterminant de la matrie jaobienne assoiée au han-gement de oordonnées unitaire est égal à 1, nous avons : B(�; �) = B(~�; ~�).Nous obtenons don :s = Xj;k  Xp;q ujpukq �2�~�p�~�q ln(B(~�; ~�))�hX̀ u�̀k~�` � ~z`i��Xh u�hjd~�h�!= Xj;k  Xp;q;h;`(ujpu�hj)(ukqu�̀k) �2�~�p�~�q ln(B(~�; ~�))�h~�` � ~z`i�d~�h!= Xh;` �2�~�h�~�` ln(B(~�; ~�))�h~�` � ~z`i�d~�h:



38 Chapitre 2. Formule de représentation intégrale en métrique de BergmanNous avons bien une expression invariante par hangement de oordonnées, et nouspourrions montrer de même que Q est invariant.



Chapitre 3Appliation 1 : Estimée anisotropeoptimaleNous montrons dans e hapitre omment utiliser le noyau du hapitre préédent,en partiulier nous verrons à quel point il se omporte bien lors des dérivations etdon permet une estimation aisée des termes orrespondants.3.1 Une dé�nition équivalente de � 1m�Puisque nous avons muni 
 d'une pseudométrique �(�; z), il est logique de onsi-dérer les espaes de Lipshitz assoiés. Nous rappelons la dé�nition donnée parMNeal et Stein dans [25℄. (La notation �(z;�; �)` est rappelée en (0.3.2)).Dé�nition 34. Une fontion u appartient à ��� , 0 < � < 1, si, pour tout k 2 N,il existe des fontions bk et gk telles que(i) u = bk + gk,(ii) jjbkjjL1 . 2�k�,(iii) Si jr(z)j < 2�k, pour � = (�1; :::; �N) où �i 2 Sn pour i = f1; :::; Ng, et pour ltel que jlj > m� jDl�gk(z)j . �(z;�; 2�k)�l � 2�k�:(iv) Si jr(z)j > 2�k, jDlgk(z)j . 2jljk � 2�k�:On appelle ��� espae de Lipshitz anisotrope.Cette dé�nition est équivalente pour � < 1m au ritère naturel ju(�)�u(z)j . (�(�; z))�(f [25℄ ).Remarque 10. On ne peut pas prendre � = 1m dans ette seonde dé�nition, sinonon imposerait une ondition trop forte sur toute diretion de droite de l'espae tan-gent TzC n dont l'ordre de ontat ave �
r(z) est maximum (i.e. là où le type estréalisé). 39



40 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimaleNous avons ependant besoin, pour � = 1m , d'une dé�nition plus direte sousla forme de di�érenes d'ordre 2. En e�et, le terme u0 de la solution de l'équa-tion �� ne peut pas être dérivé, on obtiendrait sinon une intégrale divergente. Il estdon néessaire de onnaître une expression équivalente pour pouvoir faire le aluldiretement. Par analogie ave les ritères des espaes de Lipshitz usuels, où lesdé�nitions de �� (0 < � < 1) et �1 font apparaître un passage de la di�érened'ordre 1 à la di�érene d'ordre 2, nous posons :Dé�nition 35. u 2 � 1m si pour tout x; h tels que x; x + h; x� h 2 
,ju(x+ h) + u(x� h)� 2u(x)j . �(x; x + h) 1m :Remarque 11. Puisque les polydisques sont des domaines symétriques par rapportau entre, ela entraîne M(x; x+h) =M(x; x�h). Ainsi, �(x; x+h) � �(x�h; x)(f (0.2.5)), e qui signi�e que la dé�nition posée est bien ohérente.Cette dé�nition permet d'éviter le problème indiqué dans la remarque 10, maisn'impose pas de nouvelles onditions pour les diretions de droite de Tz
 dont l'ordrede ontat ave �
r(z) n'est pas maximum.Il est d'ailleurs bien onnu dans le as eulidien que, pour � < 1, les deuxrésultats suivants sont équivalents (voir [29℄) :ju(x+ h) + u(x� h)� 2u(x)j . jhj�ju(x+ h)� u(x)j . jhj�Véri�ons maintenant que ette nouvelle dé�nition est bien équivalente à elle deMNeal et Stein :Proposition 36. � 1m� = � 1m :Preuve de la proposition 36. �� �) : Soit k tel que 2�k � �(x; x + h). On a alors :ju(x+ h) + u(x� h)� 2u(x)j 6 jbk(x+ h) + bk(x� h)� 2bk(x)j+ jgk(x + h) + gk(x� h)� 2gk(x)j:Supposons que �(x; x + h) = "(x; x + h). Alors, jr(x)j . 2�k; jr(x + h)j . 2�k etjr(x� h)j . 2�k. On peut supposer, sans perte de généralité que es inégalités sontstrites (il s'agit d'un hangement de variable k 7�! k + k0). Posant � = hjjhjj, nousobtenons à l'aide du i) de la dé�nition de � 1m� :jbk(x+ h) + bk(x� h)� 2bk(x)j 6 3:2� km :De plus, à l'aide des formules de Taylor :jgk(x+ h) + gk(x� h)� 2gk(x)j . jD2�gk(+):h(2)j+ jD2�gk(�):h(2)j :



3.1 Une dé�nition équivalente de � 1m� 41où � 2 [x� h; x℄. Le ii) de la dé�nition permet d'érire :ju(x+h)+u(x�h)�2u(x)j 6 2� km+2� km :jhj2:max(�(+; �; 2�k)�2; �(�; �; 2�k)�2) :Si nous montrons les deux estimations i-dessous :A�rmation 1. �(�; �; 2�k) � �(x; �; 2�k) et jhj 6 �(x; �; 2�k).nous obtenons le résultat souhaité :ju(x+ h) + u(x� h)� 2u(x)j . 2� km :Preuve de l'a�rmation 1. � Comme �(x; x+h) . 2�k, on aM(x; x�h) . 2�ket don x�h 2 P (x; 2�k). Soit : jhj 6 �(x; �; 2�k), e qui est la seonde a�rmation.Par ailleurs, � 2 [x � h; x℄, don M(x; ) . 2�k. Ainsi, d'après la proposition 13,�(; �; 2�k) � �(x; �; 2�k). �En�n, pour onlure la démonstration de l'inlusion �, nous devons onsidérerle as où �(x; x + h) = jhj. Pour ela, nous suivons exatement la même démarhe.L'estimation de jbk(x+h)+bk(x�h)�2bk(x)j est la même. Pour jgk(x+h)+gk(x�h) � 2gk(x)j, si jr(x)j > 2�k (as iv)), le résultat est diret. Si jr(x)j < 2�k, nousutilisons 14 et on se ramène ainsi au as préédent. �� �) Une démonstration possible pour donner des propriétés disrètes des espaesde Lipshitz lassiques �1 est d'utiliser une approximation de l'unité entrée en 0.Nous gardons ii le même état d'esprit, en plus tehnique : le aratère loal estdonné par une partition de l'unité sur les polydisques et la symétrie provient d'autresfontions auxiliaires. Nous jouons alors sur es deux paramètres pour obtenir le bongk andidat.Soit k 2 N , onsidérons les reouvrements suessifs de 
 pour j 6 k :� pour un voisinage du bord : Soit Vj = fz= � 2:2�j < r(z) < 0g. On hoisity1; :::; ym 2 
 tels que Vj � [mi=1 P (yi; 2�j). Les yi dépendent bien sûr de j,mais nous ne le noterons pas de manière expliite pour éviter d'alourdir lesnotations. On peut supposer qu'il existe  tel que P (yi1; 2�j)\P (yi2; 2�j) =;. De plus, pour tout j, il n'y a qu'un nombre �ni (indépendant de j) depolydisques P (yi; 2�j) qui ontiennent un x 2 
 donné.� Le reste de 
 est reouvert par des boules eulidiennes de rayon 2�j qui n'in-tersetent pas 12Vj.Pour reouvrir 
, nous hoisissons omme ouverts les intersetions de es polydisquespour j = 1; :::; k. Nous notons Uk es ouverts. Comme nous nous plaçons sur un Uk�xé, nous supposons que Uk � P (yi; 2�k) (Rigoureusement, il y a plusieurs Ukqui sont inlus dans le même P (yi; 2�k)). Nous allons ommener par donner unepartition de l'unité assoiée aux polydisques ave de bonnes propriétés :



42 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimaleLemme 37. Il existe ~	i;k une partition de l'unité assoiée aux P (yi; 2�k) de MNealtelle que : jDv ~	i;k(x)j . �(x; v; 2�k)�1 et jD2v ~	i;k(x)j . �(x; v; 2�k)�2ave des onstantes indépendantes de k.Preuve du lemme 37. � La onlusion signi�e en fait que les fontions de lapartition doivent avoir un taux d'aroissement de l'ordre de la taille de l'ouvert (àdes onstantes indépendantes de k près). Nous l'interprétons intuitivement omme :� le reouvrement est onstitué d'ouverts qui ne se reouvrent pas trop (pas depassage de 0 à 1 très rapide ar on part de 0 près du entre).� le reouvrement est onstitué d'ouverts qui ne se reouvrent pas trop peu(passage de 0 à 1 très rapide ar on arrive à 1 très près du bord).Nous savons qu'il existe  tel que P (yi1; 2�j)\P (yi2; 2�j) = ;. Cela permet d'éviterla première obstrution.Pour la seonde obstrution, il su�t d'ajouter des ouverts aux intersetions troppetites. Ainsi, en rajoutant un ouvert, on évite une roissane trop rapide. De plus,la proposition 13 signi�e que le reouvrement dans une diretion est de l'ordre duv-rayon. Comme on reouvre ainsi par des ouverts similaires, ela signi�e que lenombre d'ouverts que l'on rajoute est de l'ordre du nombre d'ouverts déjà présentsd'une part et que le omportement des dérivées des fontions dé�nies dessus est lemême d'autre part. Ainsi, la roissane de la dérivée est omparable au rayon divisépar le nombre d'ouverts qui se hevauhent et e nombre est borné. �Nous pouvons bien sûr e�etuer une preuve omplètement similaire pour C n . Enfait, sur l'intérieur de 
, on reouvre par des boules eulidiennes. Il est lair qu'onpeut reouvrir en véri�ant le même genre de propriété. (Par exemple dans R2 , desboules de rayon 1 entrées sur les points du réseau (Z� Z)). En�n, nous sommesen fait intéressés par une partition de l'unité assoiée à des ouronnes anisotropes.Nous obtenons ainsi :Lemme 38. Il existe 	i;k une partition de l'unité assoiée aux Ui;k telle que :� Si P (yi; 2�k) est �de type MNeal� :jDv	i;k(x)j . �(x; v; 2�k)�1 et jD2v	i;k(x)j . �(x; v; 2�k)�2ave des onstantes indépendantes de k,� Sur la partie eulidienne du reouvrement :jD	i;k(x)j . 2k et jD2	i;k(x)j . 22k:



3.1 Une dé�nition équivalente de � 1m� 43Preuve du lemme 38. � Nous onstruisons notre partition de l'unité sur lesintersetions suessives par réurrene : pour (Uk;	i;k) et (P (yi; 2�k�1); ~	i;k+1)deux partitions de l'unité assoiées aux reouvrements d'ouverts orrespondants,alors les fontions 	i;k � ~	j;k+1 forment une partition de l'unité assoiée au re-ouvrement Uk+1. En e�et, pour obtenir une partition de l'unité sur les inter-setions, il su�t de multiplier les fontions des partitions de l'unité assoiées àhaun des reouvrements. De plus, les hypothèses de dérivation sont assurées ar(	i;k� ~	j;k+1))0 = (	i;k)0� ~	j;k+1)+	i;k�( ~	j;k+1))0. Or, (	i;k)0 véri�e une onditionplus forte puisqu'on lui demandait de roître moins et ( ~	j;k+1))0 véri�e exatementla bonne ondition. �Nous allons maintenant onstruire des fontions auxiliaires symétriques :Lemme 39. Il existe �i;k des fontions assoiées aux Ui;k telles que :� i) le support de �i;k est inlus dans P (yi; 2�k).� ii) �i;k(yi � x) = �i;k(yi + x) (symétrie).� iii) �i;k(yi) = 1.� iv) �i;k véri�e les mêmes onditions de dérivations que 	i;k.Preuve du lemme 39. � Il s'agit en fait d'une propriété réelle. Nous a�rmonssimplement que l'on peut trouver des fontions symétriques à support dans un po-lydisques, dont les dérivées diretionnelles sont bornées par le rayon. Il est failede voir que lisser des ��nes symétriques� donne le résultat souhaité. Nous allonsjuste expliiter dans R2 . Le entre du polydisque est le point (y1; y2). Les rayonsrespetifs sont notés r1 et r2, les oordonnées sont (x1; x2). Nous posons, pour x1dans [y1 � r1; y1℄, x2 dans [y2 � r2; y2℄ :z = � 1r1x1 + 1� y1r1� �� 1r2x2 + 1� y2r2� :Il faut prendre les symétriques orrespondants pour x1 dans [y1�r1℄, x2 dans [y2; y2+r2℄, et. Ainsi, ette fontion est notre andidat omme ��ne symétrique�. En�n,nous lissons en faisant un produit de onvolution ave la fontion :F (x1; x2; Æ) = exp� Æ2Æ2�x21�x22 pour jjxjj < Æ;0 pour jjxjj > Æ:Pour Æ assez petit, on obtient une fontion ave les propriétés désirées. Il est fa-ile de se onvainre qu'on peut faire de même sur C n , ave les P (yi; 2�k) ommepolydisques. �Nous allons réer notre approximation de l'unité anisotrope ave es fontions.Pour ela, on pose :� �i;k(t) = �i;k(t)R �i;k . C'est-à-dire que l'on vient de se doter d'une fontion symé-trique, d'intégrale 1, et dont le support diminuera quand k augmentera. C'estnotre approximation de l'unité.



44 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimale� En�n, 'est maintenant que l'on va tenir ompte du hoix des intersetions despolydisques omme Ui;k : on pose ~�i;~i;k(x) = �i;k(x) � �~i;k�1(x). C'est-à-direqu'on fait vivre ~� sur une intersetion de polydisques. On notera ~�i;k(x) dansla suite.Nous pouvons ainsi poser : ui;k = u � ~�i;k. Nous allons alors fabriquer une fontionuk globale à l'aide de la partition de l'unité. Les propriétés que doit véri�er uk sontdonnées par le lemme suivant :Lemme 40. La dé�nition de ��� est équivalente à : u =P1k=0 uk où uk véri�e :� jjukjj . 2�k�,� jjDl�ukjj . 2�k��(x;�;2�k)l pour x 2 Pi;k � Vk,� jjDlukjj . 2l�k� sinon.Preuve du lemme 40. � Il su�t de poser : gk =Pkj=0 uj et fk =P1j=k+1 uj. �Nous allons maintenant montrer que les uk possèdent les bonnes propriétés. Surun Ui;k, on a :jjui;kjj 6 ����12 Z (u(x+ t) + u(x� t))(~�i;k(t))����6 ����12 Z (�2u(x) + u(x+ t) + u(x� t))(~�i;k(t))����. (2�k) 1m :En e�et, nous avons utilisé la symétrie de ~�i;k, puis R ~�i;k = 0. En�n, omme t et xsont dans P (yi; 2�k), x+t2 est dans P (yi; 2�k), d'oùM(x; x� t) �M(x; x+ t) . 2�k.Si P est de type MNeal, la distane au bord de 
 est inférieure à 2�k, et don"(x; x � t) � d(x) +M(x; x� t) . 2�k. Si P n'est pas de type MNeal, on majorenaturellement par la distane eulidienne. De plus,jjD2vui;kjj 6 ����12 Z (u(t))(D2v ~�i;k(x� t))����6 ����12 Z (u(x+ t) + u(x� t))(D2v ~�i;k(t))����6 ����12 Z (�2u(x) + u(x+ t) + u(x� t))(D2v ~�i;k(t))����. (2�k) 1m : 1�(xi; v; 2�k)2 :En e�et, les hypothèses de dérivations sur �i;k et �~i;k�1 impliquent les mêmes pro-priétés pour ~�i;k. (En faisant intervenir des onstantes, on se ramène aux estimationsde �i;k).Ces estimations sont bien sûr similaires si on onsidère deux veteurs v et w dis-tints. De plus, ave des inégalités de type inégalité de Landau, (on peut voir par



3.2 Estimations 45exemple [19℄) nous avons aussi la majoration suivante : jjDvui;kjj . (2�k) 1m 1�(xi;v;2�k)Cela nous permet alors de bien dé�nir uk ave la partition de l'unité :uk =XUi;k 	i;kui;k; (3.1.1)Nous avons onstruits 	i;k et ui;k pour qu'ils véri�ent les bonnes onditions dedérivations, don les uk les véri�ent aussi. En�n, sur une intersetion de polydisques,on a : u�Pkj=0 uj = u(x)� R u(t)�i;k(x� t)dt . 2�km , don la onvergene est bienuniforme. Nous avons ainsi véri�é toutes les onditions du lemme et don de ladé�nition de � 1m� . �3.2 EstimationsSuivant une tehnique habituelle, il su�t d'estimer seulement trois termes. Nousestimons ainsi u1 et un�1 de manière similaire en dérivant. Nous utilisons la propriétésuivante : Si jDvDwu(z)j . d(z) 1m�(z; v; d(z))�(z; w; d(z)) , alors u 2 � 1m� :C'est-à-dire qu'il s'agit d'une propriété de type Hardy-Littlewood diretionnnel.Par ontre, u0 est estimé diretement à l'aide de la dé�nition 35, puisqu'on ne peutpas dériver. Cela explique le travail fourni pour trouver une dé�nition direte.3.2.1 Rappel des estimations des termes élémentairesSoit v(`)j une 2`�1d(z)-base extrémale en z où  est une onstante telle que :�M(�; z) > 2`�1d(z)� =) � =2 P (z; 2`�1d(z)) : (3.2.1)Pour � dans C`, les termes élémentaires vont véri�er les majorations suivantes :� jsjj . 1�(�;v(`)j ;d(�)) .� jdksjj . 1�(�;v(`)j ;d(�))�(�;v(`)k ;d(�)) .� La majoration de j��Qj donnée en (1.1.2) ne hange pas, ni elle de ses dérivées.En�n, la di�érene ave le noyau préédent est le dénominateur. Nous expliquonsbrièvement omment nous allons le traiter : il s'agit de minorer : hs; � � zi =Pj;k gjk(�)(�j � zj)(�k � zk). Pour ela on utilise le théorème de J. MNeal (0.3.5).Il faut onsidérer wi une d(�)�base extrémale et, dans ette base :Xj;k gjk(�)(�j � zj)(�k � zk) �  nXi=1 j�i � zij�(�; wi; d(�))!2 � �(�; � � z; d(�))�2



46 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimaled'après la proposition (12). Nous pouvons alors hanger le rayon d(�) par du 2`�1d(z),puisque ela onduit à une minoration. Nous utilisons de nouveau (12) et nousobtenons :  nXi=1 j�i � zij�(�; vì ; 2`�1d(z))!2 .Xj;k gjk(�)(�j � zj)(�k � zk) : (3.2.2)Pour ` > 1 et � 2 C`, nous minorons à l'aide de (3.2.1) par 1 et nous obtenons lerésultat souhaité.Pour ` = 0, il faut étudier séparément les up, (p = 0; 1; n� 1) :� pour p = 1 ou p = n � 1, on e�etue le hangement de variable suivant dansl'intégrale : ti = j�i�zij�i .� pour p = 0, puisque nous nous intéressons ii aux (0; 1)�formes, nous érivonsau numérateur s sous la forme :nXj;k gj;k(�)(�k � zk)d�j = nXj;k gj;k(�)(�k � zk)(�j � zj) d�j�j � zj : (3.2.3)Nous pouvons majorer le fateur de d�j de s par hs;��zij�j�zj j .3.2.2 Estimations de u1 et un�1Pour pouvoir démontrer que les termes u1 et un�1 de notre solution u de l'équa-tion ��u = f appartiennent bien à l'espae de Lipshitz anisotrope � 1m� , nous pour-rions utiliser la dé�nition que nous avons introduite. Nous nous baserons plut�t surun lemme de type Hardy-Littlewood :Lemme 41. Si u est une fontion bornée, de lasse C1 sur 
 telle quejD2u(z)j . d(z)�2+ 1m et8v; w 2 C n ; jjvjj = jjwjj = 1; jDvDwu(z)j . d(z) 1m�(z;v;d(z))�(z;w;d(z)) ;alors u appartient à � 1m� (
).Preuve du lemme 41. � Il s'agit ii d'un résultat similaire à la proposition 25du premier hapitre. La onstrution que nous venons de réaliser dans la setionpréédente joue alors le r�le du lemme 26. Il nous su�t don de déomposer u de lamême manière pour obtenir le résultat. �



3.2 Estimations 47Remarque 12. Nous ne montrerons pour u1 et un�1 que le ritère :jD2v;wuij . d(z) 1m�(z; v; d(z))�(z; w; d(z)) :En e�et, d'après le résultat (0.2.3) sur les v-rayons, ela implique la première ondi-tion dans les hypothèses du lemme 41.Il s'agit d'utiliser les estimations de MNeal sur les dérivées de la fontion deBergman (f (0.3.1)) pour faire les majorations deD2v�u(k)(z)� = D2v �Z
 f(�) ^K(k)(�; z)� :Nous tenons à rappeler qu'il s'agit de dérivations en z, ainsi les termes gij(�) neseront pas a�etés par es dérivations. Nous nous plaçons sur les ouronnes C`, lesoordonnées sont elles d'une 2`d(z)-base extrémale de MNeal. Nous noterons parommodité �i("(�; z)) pour �(z; vi; "(�; z)).étude de u1 :On va bien évidemment se servir des estimations des termes élémentaires pour ob-tenir le résultat. On ne séparera pas le as P (z; d(z)) des P (z; 2`d(z)). Il su�ra deposer ` = 0 dans les aluls.I 1̀ := ZC` Dz;vDz;w "�B(�; z)B(�; �)�N�1 f(�) ^ s ^ �ds�n�2 ^ �� ~Qhs(�; z); � � zin�1!# :On e�etue la dérivation en Dz;v. Suivant le terme où porte la dérivation, il apparaîtdes fateurs en 1�(z;v;"(�;z)) ou en 1�(�;v;d(�)) . Il en est de même pour la dérivation enDz;w. De plus, au pire, la puissane du terme hs(�; z); � � zin�1 au dénominateuraugmente �nalement de 1 après ompensations ave les termes qui sont apparus aunumérateur.Nous pouvons onsidérer que seuls des fateurs en 1�(z;vi;"(�;z)) (ou 1�(z;v;"(�;z)) , ...)vont intervenir dans les estimations. En e�et, d'après (0.2.4), puisque nous pouvonsérire : 1�(z; v; d(�)) . 1�(�; v; "(�; z)) � "(�; z)d(�) :Le poids permet d'absorber les fateurs "(�;z)d(�) qui apparaissent (f. (0.3.3)). De plus,d'après la proposition (13) :�(�; v; "(�; z)) � �(z; v; "(�; z)) :



48 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimaleNous pouvons don onsidérer qu'interviennent partout des �i("(�; z)). Par ailleurs,puisque � 2 C`, 2`d(z) . "(�; z). Nous pouvons ainsi e�etuer les minorations or-respondantes sur les vi-rayons (ou les v-rayons, ...) au dénominateur. Indiquons lesnotations que nous prenons dans le alul qui suit : puisque f est une (0; 1)�forme,il y a un indie qui n'apparaît qu'une fois lors des estimations. Nous notons et in-die M . En�n, omme nous avons e�etué la simpli�ation (3.2.3) pour s, un autreterme n'apparaît pas non plus, que nous notons i : il s'agit de l'indie orrespondantà 1j�i�zij . En�n, dans le terme ds, la dérivation en �� peut porter sur gi;j. Dans e as,nous notons 1�d le v-rayon qui apparaît lors de ette dérivation. Nous obtenons unemajoration de jI 1̀j par des termes de la forme :ZC` jf(�)j 1�(z; v; "(�; z))�(z; w; "(�; z))Q 1�j�k("(�;z))Q j�k�zkj�j�k�d("(�;z)) 1j�j�zj j�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2n�2 d�(�)Il faut préiser maintenant omment sont formés es produits de vi-rayons. En fait,omme nous avons une (n; n)-forme en � pour l'intégration, haque d�i ne peutapparaître qu'une fois. Don, les vi-rayons ne peuvent intervenir que deux fois dansles estimations : une fois pour d�i et une fois pour d�i. Nous pouvons don érire :jI 1̀j . jjf jj1:Xi;M ZC` 1�(z; v; 2`d(z))�(z; w; 2`d(z))� nYj=1j 6=M;i 1�2j �� 1�i�M(z; 2`d(z)) 1j�i � zij 1�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2n�2d�(�) :En�n, on se sert de l'inégalité d(�) . 2`d(z) pour minorer enore le dénominateur.Nous utilisons à nouveau la proposition (13) et pouvons poser uk = j�k�zkj�k(z;2`d(z)) . Si` > 1, les bornes de l'intégrales seront, à des onstantes près (f (0.2.4)), 12 et 1, etnous avons :jI 1̀j . jjf jj1 Z 112 1�v(z; 2`d(z))�w(z; 2`d(z))�M(z; 2`d(z)) duui�P` u`�2n�2. jjf jj1� 12`� 1m 1�v(z; d(z))�w(z; d(z))d(z) 1m Z 112 duui�P` u`�2n�2 :Or, ette dernière intégrale onverge évidemment et, de plus, en sommant sur `,nous obtenons pour l'intégrale de f(�) ^K1(�; z) sur 
 n P (z; d(z)) :jI1j . jjf jj1 d(z) 1m�v(z; d(z))�w(z; d(z)) : (3.2.4)



3.2 Estimations 49Maintenant, si ` = 0, nous e�etuons les mêmes aluls pour nous ramener à :jI10 j . jjf jj1 Z 120 1�v(z; d(z))�w(z; d(z))�M(z; d(z)) duui�P` u`�2n�2. jjf jj1 1�v(z; d(z))�w(z; d(z))d(z) 1m Z 120 duui�P` u`�2n�2 :La singularité est su�samment faible pour assurer la onvergene en zéro de ettedernière intégrale. Nous avons don sur P (z; d(z)) le résultat suivant :jI10 j . d(z) 1m�v(z; d(z))�w(z; d(z)) : (3.2.5)Au �nal, en ombinant les résultats (3.2.4) et (3.2.5) ave le lemme 41, nousobtenons : u1(z) 2 � 1m� .étude de un�1 :Nous allons utiliser exatement le même shéma que préédemment. Nous avonsle même phénomène que dans le premier hapitre : tous les termes, exepté u0, setraitent de la même façon. Nous travaillons enore une fois sur des ouronnesC` = P (z; 2`d(z)) n steP (z; 2`�1d(z)):In�1` = ZC` D2z;v;w "�B(�; z)B(�; �)�N�n+1 f(�) ^ s ^ (�� ~Q)n�1hs(�; z); � � zi!#Contrairement au as préédent, nous n'avons même pas besoin de séparer les as` > 0 et ` = 0. En e�et, la puissane du dénominateur est su�samment faible pourqu'on n'ait pas besoin de faire de l'analyse �ne. En e�etuant le même hangementde variable, nous obtenons :jIn�1` j . jjf jj1 Z 10 1�v(z; 2`d(z))�w(z; 2`d(z))�M(z; 2`d(z)) duui�P` u`�2. jjf jj1� 12`� 1m 1�v(z; d(z))�w(z; d(z))d(z) 1m Z 10 duui�P` u`�2. jjf jj1� 12`� 1m d(z) 1m�v(z; d(z))�w(z; d(z)) : (3.2.6)L'appartenane de un�1(z) à � 1m� déoule enore du lemme 41.



50 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimale3.2.3 u0 sur P (z; d(z)), as �(z; z + h) = jhj :Il s'agit de montrer queju0(z + h) + u0(z � h)� 2u0(z)j . (�(z; z + h)) 1m :On va devoir déomposer l'étude de u0 en plusieurs as. De plus, nous allons déouperR
 en RP (z;d(z))+ R
nP (z;d(z)). En e�et, il faut étudier diretement sur P (z; d(z)) etutiliser le ritère de dérivation en dehors. On érit ainsi R�2
 � � � = R�2
 �(�) � � �+R�2
(1��(�)) � � � où � est à support ompris entre P (z; d(z)) et 2P (z; d(z)) et vaut1 sur P (z; d(z)).Par abus de notation, nous érivons u0 pour R�2
 �(�) � � � et ~u0 pour R�2
(1 ��(�)) � � � . L'étude direte est néessaire ar on ne peut se permettre de dériver lenoyau : on obtiendrait une intégrale divergente. Comme nous travaillons à z et h�xés, il faudra bien entendu véri�er que le domaine d'étude direte ontient les troisvoisinages autour de z, z + h, z � h.Cas jhj 6 d(z). Etude sur P (z; jhj) :Nous posons ZP (z;d(z)) = ZP (z;jhj)| {z }(I) + ZP (z;d(z))nP (z;jhj)| {z }(II) .De plus, omme P (z; jhj) ontient z + h et z � h, nous pouvons supposer queP (z + h; jhj) � steP (z; jhj) (et idem pour z � h). Ainsi, nous allons faire l'étudede u0(z) sur P (z; jhj), puis, pour les études de u0(z + h) et u0(z � h), après unhangement de variable du type z 7�! z � h, nous nous ramenons à l'intégrale deu0(z) sur un domaine plus petit, don les estimations que nous allons obtenir pouru0(z) sont valables pour les trois termes. Considérons alors des jhj�oordonnées deMNeal :ju0(z)j . jjf jj1: ZP (z;jhj)� jB(�; z)jB(�; �) �N :Q 1�j�k(�;d(�))Q j�k�zkj�j�k�d(�;d(�)) 1j�j�zj j�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2n�2 d�(�) :Or, j�k�zkj 6 �(z; ek; jhj) < �(z; ek; d(z)). De plus, on peut remplaer les �(�; d(�))par des �(�; d(z)) (le poids absorbe les d(z)d(�)), puis par �(z; d(z)). (En e�et, puisque� 2 P (z; jhj) � steP (z; d(z)), d(�) . d(z).) Nous avons ainsi :ju0(z)j . jjf jj1: ZP (z;jhj) Yj 6=M;i 1�2j ! 1�i�M(z; d(z)) 1j�i � zij 1�P` j�`�z`j�`(�;d(z))�2n�2d�(�) :



3.2 Estimations 51Nous allons alors e�etuer le hangement de variables suivant : k` = j�`�z`j�`(z;d(z)) .ju0(z)j . jjf jj1: ZD(0; �:(z;jhj)�:(z;d(z))) �M (z; d(z)): 1ki : 1(k1 + � � �+ kn)2n�2dk| {z }I0. jjf jj1:�M(z; jhj) (3.2.7). jhj 1m : (3.2.8)Pour obtenir (3.2.7), on se ramène d'abord à deux variables après intégration, i.e.on a : I0 . Z �1(z;jhj)�1(z;d(z))0 Z �2(z;jhj)�2(z;d(z))0 �2(z; d(z)): 1(�1 + �2)3�1d�1�2d�2:On e�etue alors une intégration par partie pour �1 et on obtient :I0 . Z �2(z;jhj)�2(z;d(z))0 �2(z; d(z))�2 �2d�2D'où le résultat.Cas jhj 6 d(z). Etude sur les P (z; 2`jhj) :Pour l'étude de (II), on fait d'abord un déoupage en ouronnes en introduisantdes 2`jhj�bases de MNeal tant que l'on a 2`jhj 6 d(z). Si on appliquait le mêmeproédé que i-dessus, on obtiendrait du (2`jhj) 1m . Pour pouvoir faire onverger lasérie, nous allons regrouper les termes par deux. Nous e�etuons l'étude sur ju0(z+h)� u0(z)j: Le terme ju0(z � h)� u0(z)j se traitant évidemment de la même façon.On simpli�e les notations en érivant u0(z) = R �B(�;z)B(�;�)�N :u(0)K (�; z), où u(0)K (�; z) estle terme f(�) ^ s^(ds)n�1hs(�;z);��zin : Ainsi :ju0(z + h)� u0(z)j = Z ������B(�; z + h)B(�; �) �N � �B(�; z)B(�; �)�N ����� :ju(0)K (�; z)j| {z }J1+ Z � jB(�; z)jB(�; �) �N :��u(0)K (�; z + h)� u(0)K (�; z)��| {z }J2 :L'étude de J1 se fait en utilisant le fait que �����B(�;z+h)B(�;�) �N � �B(�;z)B(�;�)�N ���� . jhj"(�;z) . Onprend des 2`jhj�oordonnées de MNeal, on utilise le fait que d(�) . d(z) pour



52 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimalefaire le même hangement de variable que préédemment et des aluls analoguesdonnent :J1 . jjf jj1:jhj: Z �1(z;2`jhj)�1(z;d(z))0 Z �2(z;2`jhj)�2(z;d(z))0 �2(z; d(z))"(�; z) : 1(�1 + �2)3�1d�1�2d�2. jjf jj1:jhj:�2(z; 2`jhj)2`jhj. jjf jj1:(2`)�1+ 1m :jhj 1m :D'où le résultat pour J1.Il faut maintenant e�etuer l'étude de J2 et onsidérer le terme : ��u(0)K (�; z+h)�u(0)K (�; z)��. En donner une majoration revient à examiner e qu'il se passe lorsquel'on dérive. Le pire qui puisse intervenir est l'apparition d'un terme 1�i � 1P j�i�zij�i .Comme d'habitude, on remplae les d(�) par des d(z). Nous avons ainsi la majorationsuivante :J2 . ZP (z;2`jhj)nsteP (z;2`�1jhj) � Yj 6=M 1�2j � jhj�D(z; d(z)) 1�M (z; d(z)) 1�P` j�`�z`j�`(�;d(z))�2nd�(�)On e�etue alors le hangement de variable désormais usuel : ui = j�i�zij�i(z;d(z)) . On peutpasser de �i(�; d(z)) à �i(z; d(z)) ar, omme préédemment, � 2 P (z; 2`jhj) �steP (z; d(z)) puisque 2`jhj 6 d(z) et nous majorons 1�D(z;d(z)) par du 1�D(z;2`jhj) .Ainsi : J2 . jjf jj1 Z � � �Z �n(2`jhj)�n(d(z))�n(2`�1jhj)�n(d(z)) jhj�D(z; 2`jhj)�M(z; d(z)) du�P` u`�2n :On minore �D(z; 2`jhj) par 2`jhj et P` u` par 12 puisqu'au moins une des oor-données le véri�e. Finalement, nous trouvons :J2 . jjf jj1 jhj2`jhj�M (z; 2`jhj). jjf jj1 jhj(2`jhj) 1m2`jhj. jjf jj1(2`)�1+ 1m jhj 1m :D'où le résultat pour J2.Nous avons ainsi terminé l'étude du sous-as �(z; z + h) = jhj, ave jhj 6 d(z)sur la partie P (z; d(z)). Avant d'e�etuer l'étude de u0 à l'extérieur du polydisqueP (z; d(z)), nous devons examiner le as où �(z; z + h) = jhj, mais ave d(z) 6 jhj.



3.2 Estimations 53Cas d(z) 6 jhj :Nous ne faisons pas ette fois d'étude ave des ouronnes C`, mais juste l'étudedirete sur le polydisque P (z; d(z)).Il y a ependant un problème : P (z; d(z)) ne ontient pas forément z + h etz � h. Comme nous devons estimer ju0(z + h) + u0(z � h) � 2u0(z)j, nous allonsestimer les 3 termes séparément. Des hangements de variable du type z 7�! z � hpermettent de se ramener à l'étude de seulement deux termes : RP (z;d(z)) jK(0)(�; z)jet RP (z+h;d(z+h)) jK(0)(�; z)j. Nous prétendons en�n que :A�rmation 2. ZP (z+h;d(z+h)) ��K(0)(�; z)�� . ZP (z;d(z)) ��K(0)(�; z)�� :Cela paraît logique puisque, en intégrant sur un domaine qui ne ontient pas z,le terme hs(�; z); � � zi au dénominateur devient plus grand et permet de minorerl'intégrale. Dans la preuve que nous en donnerons, nous verrons ependant que nousutilisons aussi l'hypothèse de onvexité. La preuve de ette a�rmation sera donnéeaprès l'étude de RP (z;d(z))K(0)(�; z) ar nous nous en servons pour faire la omparai-son.Nous nous intéressons don à I = j RP (z;d(z))K(0)(�; z)j. En prenant des d(z)� oor-données de MNeal, on obtient :I . jjf jj1: ZP (z;d(z))� jB(�; z)jB(�; �) �N :Q 1�j�k(�;d(�)) Q j�k�zkj�j�k�d(�;d(�)) 1j�j�zj j�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2n�2 d�(�) (3.2.9)Or, j�k� zkj = �(z; ek; jhj) < �(z; ek; d(z)). De plus, on peut remplaer les �(�; d(�))par des �(�; d(z)) (le poids absorbe les d(z)d(�)), puis par �(z; d(z)). (En e�et, on a� 2 P (z; d(z)) =) d(�) . d(z)). On obtient ainsi :I . jjf jj1: ZP (z;d(z)) � Yj 6=M;i 1�2j � 1�i�M (z; d(z)) 1j�i � zij 1�P` j�`�z`j�`(�;d(z))�2n�2d�(�) :Nous allons alors e�etuer le hangement de variables suivant : k` = j�`�z`j�`(z;d(z)) .I . jjf jj1: ����ZD(0;1) �M (z; d(z)): 1ki : 1(k1 + � � �+ kn)2n�2dk����. jjf jj1:�M (z; d(z)) (3.2.10). �M (z; jhj). jhj 1m :C'est le résultat que nous désirions obtenir. Véri�ons maintenant que l'a�rmation2 est véri�ée :



54 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimalePreuve de l'a�rmation 2. � Pour étudier RP (z+h;d(z+h))K(0)(�; z), nous suivonsle même shéma. On veut don obtenir une majoration en �M (z+h; d(z+h)) ommedans 3.2.10. Puisque d(z+h) . d(z)+jhj . jhj puisque l'on est dans le as d(z) . jhj,nous pourrions onlure de la même manière. Pour suivre la même démonstration,il faut remplaer des �i(�; d(�)) par des �i(z+h; d(z+h)). Le problème, 'est qu'onn'est plus sûr a priori que le poids puisse absorber les d(z+h)d(�) . Or, 
 est onvexe, etl'on veut que z; z�h et z+h soient dans 
. Cela impose bien sûr que d(z+h) 6 2d(z).Sinon, z�h sortirait du domaine. On peut don faire la même étude. Il reste le terme1�P` j�`�z`j�`(�;d(z))�2n�2Comme � appartient dans e as au polydisque P (z+h; d(z+h)), on peut minorer eterme en se entrant en z au lieu de z+h. Finalement, on a majoré le dénominateuret traité de même les autres termes. Nous avons don globalement majoré :ZP (z+h;d(z+h)) ��K(0)(�; z)�� . ZP (z;d(z)) ��K(0)(�; z)�� : �3.2.4 u0 sur P (z; d(z)), as �(z; z + h) = "(z; z + h) :Nous proédons de manière totalement similaire : une étude sur P (z; d(z)) avela méthode direte. C'est-à-dire que l'on e�etue exatement les mêmes aluls quepour le as d(z) 6 jhj préédent puisque l'on fait le même déoupage diretement.3.2.5 Estimation de u0 �en dehors de P(z,d(z))�Nous prenons le ritère utilisé pour u1 : le lemme 41. Nous onsidérons le terme ~u0 etnous nous plaçons don sur des ouronnes de type : P (z; 2`d(z))nsteP (z; 2`�1d(z)).I 0̀ = ZC` D2z;v;w "�B(�; z)B(�; �)�N f(�) ^ s ^ �ds�n�1hs(�; z); � � zin!#Nous e�etuons don le même type de alul : après dérivation en Dz;v et Dz;w, nouspouvons, à l'aide du poids et de la proposition (13), hanger à la fois le entre et le



3.2 Estimations 55rayon des v-rayons pour obtenir une majoration par des termes de la forme :jA0̀j . ZC` jf(�)j 1�(z; v; "(�; z))�(z; w; "(�; z))Q 1�j�k(�;"(�;z))Q j�k�zkj�j�k�d(�;"(�;z)) 1j�j�zj j�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2n d�(�). jjf jj1: ZC` 1�(z; v; 2`d(z))�(z; w; 2`d(z))  Yj 6=M;i 1�2j !� 1�i�M(z; 2`d(z)) 1j�i � zij 1�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2nd�(�) :Nous posons alors uk = j�k�zkj�k(z;2`d(z) qui varie ainsi entre 12 et 1 et nous obtenons pourI 0̀ la majoration suivante :jI 0̀j . jjf jj1 Z 112 1�v(z; 2`d(z))�w(z; 2`d(z))�M (z; 2`d(z)) du�P` u`�2n. jjf jj1� 12 m̀ � 1�v(z; d(z))�w(z; d(z))d(z) 1m :Nous sommons sur ` pour obtenir sur 
 n P (z; d(z)) le résultat suivant :jDz;vDz;w~u0(z)j . d(z) 1m�v(z; d(z))�w(z; d(z)) : (3.2.11)Ce qui nous donne bien ~u0(z) 2 � 1m� d'après le lemme 41.



56 Chapitre 3. Appliation 1 : Estimée anisotrope optimale



Chapitre 4Appliation 2 : autre preuve d'unrésultat de Greiner et SteinNous allons donner dans e hapitre une autre appliation de la formule de re-présentation que nous avons obtenue dans le seond hapitre. Cette fois, nous nousplaçons dans le adre des domaines stritement pseudoonvexes et nous retrouvonsle résultat de Greiner et Stein [13℄. D'une ertaine manière, il s'agit de onforter l'in-tuition que la pseudométrique de MNeal et Stein re�ète bien, dans haque diretion,l'ordre de ontat orrespondant. Les tehniques seront don très similaires à ellesdu hapitre préédent : un lemme de type Hardy-Littlewood eulidien tangentielpour les termes que l'on peut dériver (u1(z) et un�1(z)) ; et l'estimation direte (ettehnique) du terme u0(z).4.1 Petit rappel du ontexteAvant de retrouver les estimations en � 12 ;1, nous allons dé�nir dans quel typed'espae nous travaillons.Dé�nition 42. On dit qu'une ourbe , k fois di�érentiable appartient à l'espaeCk si, pour tout t 2 [�1; 1℄, j0(t)j 6 1; :::; j(k)(t)j 6 1.On onsidère un voisinage tubulaire du bord de 
 de telle sorte que haque zdans e voisinage n'ait qu'une projetion sur le bord, et que ette projetion soitune rétration C1. Nous avons en haque point du bord de 
 une déompositionC n = C �P � T CP où �P est la normale sortante en P. Nous pouvons supposer quel'appliation z �! �z est C1. Cette déomposition s'étend au voisinage tubulaire etil est don légitime de dé�nir :Dé�nition 43. Une ourbe  de Ck appartient à Ck1 si, pour tout t 2 [�1; 1℄, 0(t) 2T C(t).De plus, pour une fontion u au moins C1, nous notons DTu une dérivationtangentielle omplexe, 'est-à-dire une dérivation de u le long de veteurs de T CP .57



58 Chapitre 4. Appliation 2 : autre preuve d'un résultat de Greiner et SteinEn�n, pour formaliser la notion intuitive d'appartenane à un espae de Lipshitz�� dans la diretion normale et dans �� dans toute diretion tangente omplexe, onpose :Dé�nition 44. u appartient à ��;� si jjujj�� + jju Æ jj�� < 1 pour toute ourbe : [�1; 1℄ �! 
 qui appartient à Ck1 .Puisque nous faisons des études loales et près du bord, nous pouvons appliquerle lemme de Narashiman et onsidérer que nous travaillons dans un domaine borné,à bord lisse et onvexe de type �ni 2. Ainsi, les résultats des hapitres préédentss'appliquent. Ainsi, nous savons déjà que u(z) est dans � 12 puisque e résultat estplus faible qu'appartenir à � 1m� . Nous ne devons don véri�er que les estimationstangentielles omplexes. De plus, en e�etuant une double dérivation tangentielle,il s'agit en fait d'une dérivation en Dz;vDz;w où v et w sont des veteurs tangentsomplexes. Puisqu'on se trouve ii dans le adre d'un domaine stritement onvexe,ela signi�e que �(z; v; 2`d(z)) � �(z; w; 2`d(z)) � (2`d(z)) 12 :4.2 Un autre lemme de type Hardy-Littlewood :Pour � et � deux réels tels que 1 � � > � > � > 0, nous avons le résultatsuivant :Lemme 45. Soit u 2 C1(
) \ L1(
) telle que, pour tout z 2 
 \ U , on ait :jDu(z)j . (d(z))�1+� et jD2Tu(z)j . (d(z))�1+�. Alors : u 2 ��; 2����+1 .Nous devons don démontrer que u véri�e les hypothèses de e lemme pour� = � = 12 . En fait, dans notre noyau, nous pouvons dériver les termes u1, un�1d'une part et u0 à l'extérieur du polydisque P (z; d(z)) d'autre part. Or, en appliquantles résultats du hapitre préédent, nous avons diretement le résultat pour � danshaun de es trois as.Remarque 13. Nous utilisons enore un ritère de seond ordre de dérivation aril s'agit du bon ritère pour obtenir des espaes de type Zygmund �1(i.e. ju(z + h) + u(z � h)� 2u(z)j . jhj).Preuve du lemme 45. � On adapte la démonstration du lemme 4.7 de S.G.Krantz [18℄. Il est lair que la première ondition implique l'appartenane à ��, leproblème est en fait l'obtention de la ondition tangentielle. Pour 2����+1 < 1, on peutsimpli�er la preuve en ne onsidérant que l'étude de juÆ(h)�uÆ(0)j. Cependant,omme nous sommes intéressés par le résultat optimal, on va diretement onsidérerju Æ (h)+ u Æ (�h)� 2u Æ (0)j. Nous notons zt = (t) et nous posons, pour h quel'on peut hoisir positif, wt = zt � h��zt où �zt est la normale unitaire sortante au



4.2 Un autre lemme de type Hardy-Littlewood : 59point �(zt) 2 �
. Nous ne donnons pas de valeur à � a priori. C'est pour obtenir lemeilleur résultat que l'on posera à la �n � = 2���+1 . On majore alors :ju(zh) + u(z�h)� 2u(z0)j 6 ju(wh) + u(w�h)� 2u(w0)j| {z }I+ ju(zh)� u(wh)j| {z }II + ju(z�h)� u(w�h)j| {z }III +2 ju(z0)� u(w0)j| {z }IV :Nous majorerons les termes I et II puisque III et IV se traitent exatement de lamême manière que II. Nous avons :II 6 Z h�0 jDu(zh + t�zh)jdt6 Z h�0 Ct�1+�dt. h�� :Suivant S. G. Krantz, [18℄ et [19℄, nous pouvons onsidèrer que le hemin ~(t) :t �! wt est dans C11 . Plus préisément, grâe à la rétration, nous savons que leveteur normal au point ~(t) est �t. En partiulier C �t est le même, don l'espaetangent omplexe aussi. Il s'agit ainsi de montrer que h~0t; �ti = 0. Pour ela, nousalulons j~(t)� (t)j2 puis nous le dérivons :j~(t)� (t)j2 = h2h�t; �ti=) h(~(t)� (t))0; (~(t)� (t))i = 0=) h(~(t)� (t))0; h�ti = 0=) h~(t)0; h�ti = 0Nous avons bien ~0t 2 T C~t. Ainsi, pour l'étude de I, grâe à la formule de Taylor nouspouvons érire : I 6 h2�sup�h<t<h ���� d2dt2u(wt)���� �6 h2 �jD2Tu(wt)j�. h2 �d(wt)�1+��. h2+�(�1+�). h2+�(�1+�) :Il ne reste plus qu'à herher le � tel que min(��, 2+ �(�1+�)) soit aussi grandque possible (h est petit, et omme on herhe la meilleure majoration, il faut quel'exposant soit aussi grand que possible). Ces deux fontions de � ont des sens devariation opposés, on obtient don le maximum pour �� = 2+�(�1+�), 'est-à-direpour � = 2���+1 . �



60 Chapitre 4. Appliation 2 : autre preuve d'un résultat de Greiner et Stein4.3 Etude de u1(z) et un�1(z) :Nous allons l'érire pour u1 puisque les aluls sont similaires pour un�1. Nousnotons I 1̀ l'intégrale sur C` après dérivation :jI 1̀j . jjf jj1 �M(z; 2`d(z))�(z; v; 2`d(z))�(z; w; 2`d(z)). jjf jj1� 12`� 12 d(z) 12d(z). � 12`� 12 d(z)� 12 : (4.3.1)Nous sommons sur ` et nous obtenons � = 12 .4.4 Etude de u0(z) :Nous allons proéder de la même manière que dans le hapitre préédent enonsidérant le ritère diret sur le voisinage P (z; d(z)) de z. Puis, en dehors de evoisinage, nous utiliserons de nouveau le ritère de dérivation. Pour le faire de ma-nière rigoureuse, il faut onsidérer une fontion � à support ompris entre P (z; d(z))et 2P (z; d(z)) et séparer en deux intégrales : R
 �(�) � � �+ R
(1� �(�)) � � � . De ma-nière générale, nous érivons par abus de notation u0 dans haque as, le ontexteétant lair.Il s'agit de montrer quej(u0 Æ )(h) + (u0 Æ )(�h))� 2(u0 Æ )(0)j . jhj:Nous posons z = (u0 Æ )(0) et nous notons (u0 Æ ) pour u0.4.4.1 Etude à l'intérieur de P (z; d(z)), as jhj2 6 d(z) :Pour faire l'étude sur e polydisque, on le déompose en ouronnes du typeP (z; 2`jhj2) n steP (z; 2`�1jhj2). Il faut aussi faire l'étude sur le premier polydisqueP (z; jhj2). On ne peut pas utiliser ette déomposition en ouronnes pour remplirtout 
 ar nous avons besoin d'une omparaison entre d(�) et d(z) au ours de ladémonstration.Pour jhj2 6 d(z), on pose Z
 = ZP (z;jhj2)| {z }(I) + ZP (z;d(z))nP (z;jhj2)| {z }(II) + Z
nP (z;d(z))| {z }(III) .L'étude de III ne onerne pas ette partie. Nous allons étudier I et II uniquement.Cependant, omme P (z; jhj2) ne ontient a priori ni z + h, ni z � h, il faudraitonsidérer, omme au hapitre préédent, trois termes a priori. C'est-à-dire e�etuer



4.4 Etude de u0(z) : 61de plus faire intervenir P (z � h; jhj2). La même omparaison que dans l'a�rmation2 du hapitre préédent donne RP (z+h;jhj2) jK(0)(�; z)j . RP (z;jhj2) jK(0)(�; z)j. Nousn'avons don qu'à estimer e dernier terme.Le polydisque P (z; jhj2) :Pour l'étude de (I), nous nous plaçons dans les jhj2�oordonnées de MNeal,nous reprenons les notations du hapitre préédent (f (3.2.2)) et nous obtenons :ju0j . jjf jj1: ZP (z;jhj2) � jB(�; z)jB(�; �) �N :Q 1�j�k(�;d(�))Q j�k�zkj�j�k�d(�;d(�)) 1j�j�zj j�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2n�2 d�(�) :Or j�k�zkj 6 �(z; ek; jhj2) < �(z; ek; d(z)). De plus, on peut remplaer les �j(�; d(�))par les �j(�; d(z)) (le poids absorbe les d(z)d(�)), puis par �j(z; d(z)). (en e�et, puisque� 2 P (z; jhj2) � P (z; d(z)), d(�) est majoré par d(z). Nous obtenons ainsi :ju0j . jjf jj1: ZP (z;jhj2) Yj 6=M;i 1�2j ! 1�i�M (z; d(z)) 1j�i � zij 1�P` j�`�z`j�`(�;d(z))�2n�2d�(�) :Nous allons alors e�etuer, omme au hapitre préédent dont nous reprenons lesnotations, le hangement de variables suivant : k` = j�`�z`j�`(z;d(z)) .ju0j . jjf jj1: ZD(0; �:(z;jhj2)�:(z;d(z)) ) �M (z; d(z)): 1ki : 1(k1 + � � �+ kn)2n�2dk. jjf jj1:�M(z; jhj2) (4.4.1). (jhj2) 12 = jhj : (4.4.2)Nous obtenons don le résultat voulu sur P (z; jhj2). Nous proédons de mêmesur P (z + h; jhj2) et P (z � h; jhj2). Ainsi, nous avons la bonne majoration sur(P (z + h; jhj2) [ P (z � h; jhj2) [ P (z; jhj2)) :Nous allons don nous intéresser maintenant au reste du polydisque :Les ouronnes P (z; 2`jhj2) :Pour le reste de l'étude de l'intégrale sur P (z; d(z)), 'est-à-dire le terme II, onse sert diretement de la di�érene seonde.II = ju0(h) + u0(�h)� 2u0(0)j. jhj2 �����D2T Z�2[�h;+h℄ Z�2
�B(�; (�))B(�; �) �N u(0)K (�; (�))����� :



62 Chapitre 4. Appliation 2 : autre preuve d'un résultat de Greiner et SteinOù la notation u(0)K orrespond, omme dans le seond as du paragraphe (3.2.3),à f ^K0 privé du terme �B(�;(�))B(�;�) �N . Nous onsidérons une dérivation tangentiellepuisqu'on dérive le long de . Si on dérive le terme �B(�;(�))B(�;�) �N , 'est plut�t bien,puisqu'on n'augmente pas l'exposant au dénominateur. Nous allons juste érire iie qui se passe quand on dérive u(0)K (�; (�)). Il apparaît deux termes en �(�; v; d(�))(v tangent) au dénominateur et l'exposant du terme du dénominateur augmente de2. C'est-à-dire que tous les aluls se passent exatement omme dans le hapitrepréédent. Plus préisément, nous allons utiliser le ritère diret sur des ouronnesde type P (z; 2`jhj2) n CP (z; 2`�1jhj2). En appellant I` l'intégrale orrespondante :I` . jhj2 ZC` � jB(�; (�))jB(�; �) �N :jf(�)j 1�(�; v; d(�))�(�; w; d(�))� Q 1�j�k(�;d(�)) Q j�k�zkj�j�k�d(�;d(�)) 1j�j�zj j�P` j�`�z`j�`(�;d(�))�2n d�(�) :Ce type d'estimation est très prohe de elle du paragraphe (3.2.5). Nous exploitonsette similitude en e�etuant le même type de simpli�ation. Puisque d(�) 6 d(z), età l'aide du poids, on peut hanger tous les �`(�; d(�)) en �`(z; d(z)). Nous e�etuonsle maintenant lassique hangement de variable ui = j�i�zij�i(z;d(z)) pour obtenir :I` . jhj2jjf jj1 Z �i(z;2`jhj2)�i(z;d(z))�i(z;2`�1jhj2)�i(z;d(z)) �M(z; d(z))�v(z; d(z))�w(z; d(z)) du�P` u`�2n+1 :Nous majorons simplement le terme �M (z;d(z))�v(z;d(z))�w(z;d(z)) par (d(z))�12 . En e�et, dansdes domaines stritement onvexes ave v et w tangents omplexes, nous avons :�v(z; d(z)) � �w(z; d(z)) � (d(z)) 12 et �M (z; d(z)) . (d(z)) 12 :Examinons maintenant omment majorer le reste de l'intégrale :Z �i(z;2`jhj2)�i(z;d(z))�i(z;2`�1jhj2)�i(z;d(z)) �X̀u`��2n�1du . Z �n(z;2`jhj2)�n(z;d(z))�n(z;2`�1jhj2)�n(z;d(z)) u�2n dun. �n(z; d(z))�n(z; 2`�1jhj2). � d(z)2`jhj2� 12 :Pour pouvoir obtenir e résultat, nous avons hoisi omme dernier paramètre d'in-tégration une diretion dans le tangent omplexe, e qui est possible puisque nous



4.4 Etude de u0(z) : 63onsidérons n > 2, don ave au moins une diretion tangente omplexe. Nous ap-pliquons alors es deux derniers résultats :I` . jhj2(d(z)) 12 � d(z)2`jhj2� 12. jhj(2`) 12 : (4.4.3)Il ne reste plus qu'à sommer sur ` pour faire onverger et obtenir le résultat.4.4.2 Etude à l'intérieur de P (z; d(z)), as d(z) 6 jhj2 :Nous allons faire une étude sur P (z; d(z)). Nous appliquons les résultats duhapitre 3. Dans le paragraphe 3.2.3, on obtient le résultat suivant (ave ii m=2) :ZP (z;d(z)) ��K(0)(�; z)�� . �M(z; d(z)) . d(z) 12 :En�n, puisqu'on est dans le as où d(z) . jhj2, on obtient :ZP (z;d(z)) ��K(0)(�; z)�� . jhj :C'est le résultat que l'on souhaitait démontrer.4.4.3 Etude à l'extérieur de P (z; d(z)) :Nous e�etuons exatement le même travail qu'au hapitre préédent. Plut�tque le reprendre, puisqu'on se sert du ritère de double dérivation, on applique lesrésultats du hapitre préédent (m=2) pour obtenir :jD2z;v;wu0̀j . jjf jj1� 12`� 12 1�v(z; d(z))�w(z; d(z))d(z) 12 :En�n, puisque v et w sont tangents omplexes, nous obtenons :jDT2 u0(z)j . d(z)� 12 : (4.4.4)C'est-à-dire qu'on a � = 12 dans le ritère Hardy-Littlewood tangentiel 45. On a bienau �nal u0(z) 2 � 12 ;1, e qui ahève la démonstration du théorème 5.
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