CHAPITRE I :

Modélisation des surfaces vicinales
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CHAPITRE Il : Modélisation

I1-A. Introduction

Dans ce chapitre, les modeles utilisés pour décrire les surfaces vicinaes existant dans
lalittérature sont tout d'abord présentés ainsi que les méthodes permettant de les résoudre.

Il existe deux grandes familles de modéles : les modéles a marche unique dans
lesquels on ne considére gqu'une seule marche plongée dans un potentiel extérieur, et les
modeles a plusieurs marches en interaction. Ces deux types de modéles sont décrits
successivement.

Les modeles a plusieurs marches ont initialement été développés pour traiter une
surface au-dessus de Tr. L'observation par microscopie a effet tunnel d'une surface sous Tg
nous a obligé a développer |'application de ces modéles en-dessous de la transition

rugueuse.

Une méthode puissante, la méthode du cylindre, utilisable a toute température, a été

appliquéeici, pour lapremiére fois, al'étude des faces vicinales.
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CHAPITRE Il : Modélisation

I1-B. Moddes a marche unigue

[1-B.1. Introduction

Les modeles 2marche unique? sont encore actuellement largement utilisés pour I'étude
des surfaces vicinales [1,2,3,4]. Par cette approche, on traite le probléme en ne considérant
gu'une seule marche dans un potentiel représentant l'interaction avec toutes les autres
marches. Ces modéles permettent une premiere interprétation de deux grandeurs aisément
mesurables sur les images STM : la distribution des largeurs de terrasses (TWD, Terrace
Width Distribution) et la densité de crans.

L 'hamiltonien associé au modéle ASOS est de laforme:

[]
(11-2) Haos =@ Ednye - hy[+V(n,)

y

ou hy est le déplacement de la marche au site y par rapport a sa position d'équilibre et Ey est

I'énergie d'un cran simple. Le potentiel V(hy) décrit I'influence des marches voisines, il ne

dépend que de la position de la marche au site y. Les interactions entre crans ne sont pas
prises en compte.

Aprées un rappel des résultats pour les formes simples du potentiel (V=0, potentiel

harmonique), le cas des potentiels plus physiques, solubles par la méthode de la matrice de
transfert, sera exposé.

[1-B.2. Lamarchelibre

Pour des marches suffisamment éloignées tel que I'on puisse négliger leurs
interactions, |'approximation de marche libre est justifiée. L'énergie de cran Ex peut étre
déterminée a partir de la densité de crans mesurée sur des images STM ou plus précisément

de la mesure de la diffusivité b?(g,,E,,T) (ou moyenne quadratique des déplacements

Bh=h,,, - h, delamarche) [5,6] :
(11-2) b2, E, T) ={((Oh)*) - (Dn)?) .
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ou Qo (tan(qo) = <Dh>) est la désorientation possible de la marche par rapport a la direction

cristallographique idéale (cf. Figure l1-1).

Figure I1-1 : Vue de dessus d'une marche isolée,  est la désorientation de la marche par
rapport aladirection des rangées denses d'atomes ([1 10J pour les faces Cu(1,1,n)).

Pour une meilleure détermination de I'énergie de cran, il est préférable de mesurer la
fonction de corrélation des déplacements de la marche définie par :

(11-3) a(y)=([h, - h,J").
Tous les sites étant indépendants et équivalents, lafonction peut se réécrire[7] :
(11-4) G(y) =((Oh2))y+ yl(y- 1)Dh)* =b2(g,.E,.T)y + y*(Dh)’

Lafonction de corrélation comprend donc une partie linéaire et une partie quadratique
fonction de la désorientation.

Dans le cas le plus simple ou la marche est parfaitement orientée (g=0) la diffusivité
Sécrit :
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Ek
2a n e
(11-5) b%(q, =0,E,,T)=b*[,,T)=—"2 — |
1+ 2a e kT
2 1
1- 2 -
( 6) b (Ek ’T) Ek ] Ek aEk 9 '

okBT kpT co z
B' +e “B' -2 kBTg

avec kg la constante de Boltzmann.

La diffusivité de la marche peut également étre reliée alarigidité du bord de marche

b(@,.T) [5.6] :

k. T

(D 200 oo BT

ol b(q,,T) est définie par :

(11-8) b, T)=b( o’T)+M ,
dq,

et b(g,,T) est I'énergie libre d'une marche libre par unité de longueur qui Sécrit :

(11-9) b(q, —OT)—-kTIn

ﬂ

Ce modéle permet d'obtenir des énergies de cran correctes a condition que la distance

moyenne entre marches soit suffisante pour négliger leur interaction [7,8].

[1-B.3. Une mar che plongée dans un potentiel

[1-B.3.1. Lesmurs durs

Ce modéle, introduit par Grubber et Mullins [9], est constitué d'une marche qui
serpente librement entre deux marches voisines immobiles localisées sur leurs positions

moyennes (-/p et +/p). La seule interaction qui existe entre les marches est la condition de non
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croisement. Cette condition limite le déplacement de la marche ce qui Saccompagne d'une
diminution de son entropie créant ains une répulsion "entropique’ effective entre les
marches. Ce probléme est équivalent au probléme d'une particule dans une boite a une
dimension. Cette approximation est supposée étre valable lorsgue les autres interactions
(élastique et dipolaire) sont faibles. La probabilité P(h) que la marche soit ala position h, par
rapport a sa position d'équilibre, est donnée par 2] :

1 ,2pho
-1 P(h)=—
(11-10) (h) = cosgzgog
onaalors,
4 6u
11-11 h?) =/ Zét 2
(11-11) (n*) 7h

On remarque que cette distribution est indépendante de la température T et présente
I a&eh 6
uneloi déchelle P(h)¢, = f °h 9
go ﬂ

[1-B.3.2. M éthode de I'approximation harmonigue

Généralement I'interaction entre marches ne peut pas étre négligée. Dans le cas d'une
forte interaction élastique une solution peut étre obtenue dans le cadre de |'approximation
harmonique.

Considérons une marche placée entre deux marches droites distantes de 2/ et plongée
dans le potentiel créé par ces deux marches. Comme nous l'avons vu précédemment (cf.
chapitre 1-B.) pour une interaction de type élastique ou dipolaire, le potentiel dinteraction
entre marches, par unité de longueur de marche, sécrit :

(11-12) V()=

Le potentiel ressenti par la marche placée en h, sécriradonc :

(11-13) U(h’fo):(h_? )2+(h+Al; )2
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En se plagant a suffissmment basse température (T<<Ey), afin que les fluctuations de

lamarche soient limitées (h<</y), le potentiel devient dans |'approximation harmonique :

(11-14) U(h¢,)»U(0)+C(¢,)h? pour h<<ro,
avec C(/ )—U«(O):G—A
0 2 f 4

Ladistribution des probabilités P(h) est Gaussienne et sécrit [1, 3] :

(11-15) P (h)=; g h 9
" Whar@ pg 2Whar2 5’

ou la largeur de la distribution Wy, qui dépend de la température et du potentiel

d'interaction, est donnée par :

1 1
(11-16) w, = XETOA(T)O_ BgTL?(T)04 |
€ 8Cltg) 3 & 48A 3%

avec b?(T) ladiffusivité de lamarche libre décrite par I'équation (11-5).

Cette approximation harmonique du potentiel limitée au cas des basses températures
ne permet pas de séparer les interactions élastique et entropique. Ceci conduit donc a

surestimer le potentiel élastique réel. On peut remarquer de nouveau que la distribution des

zeh 0
probabilités Phar(h) suit une loi d'échelle Byg (h)/g = fg}:
0@

[1-B.3.3. Potentiel quelconque : méthode de |la matrice de transfert a une marche

Lorsgue les interactions élastique et entropique sont du méme ordre de grandeur,
aucune approche analytique n'est, a notre connaissance, possible pour résoudre ce probléme.
C'est une méthode numérique appelée matrice de transfert [10] qui est employée. Cette
méthode trés générade permet de résoudre tout systéme unidimensionnel d'objets en
interaction (modéle d'lsing, chaine de polymere). Le potentiel d'interaction peut prendre a
priori n‘importe quelle forme. Cette méthode étant classique, j'en rappellerai ici uniquement
les grandes lignes, le détail des calculs étant reporté dans I'annexe |.
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Fonction de partition, énergielibre

On considére toujours une marche fluctuant dans le potentiel créé par les deux
marches voisines supposées droites et localisées en h=-/( et h=+/y. La position de la marche
sur un site'y, par rapport a sa position d'équilibre, est donnée par hy. Cette marche comporte
Ns sites avec la condition aux limites périodiques h,, = h,. L'hamiltonien symétrisé d'un tel

systéme, dans le cas du modele ASOS, est donné par :

NS
(11-17) Huos =@ Hlh.h,)  avec:

(11-18) H{hy. )= E ., - hy|+%b/(hy+l)+v(hy)] .

Une configuration de la marche est complétement décrite par I'ensemble des positions

{h,,....h.,} . Danslanotation braket, qui seralargement utiliséeici, la position de la marche

au site y sera notée |hy> .
Lafonction de partition Z sécrit sous laforme de latrace d'une matrice :
_ = Ns
(11-19) z=Tr(f")

ol T estlamatrice detransfert dont les éléments sont définis par :

H (hgh)

(11-20) (h¢fhy=e T

ol |h¢ et |h) sont les positions de lamarche sur deux sites adjacents.

Cette matrice est une matrice m” m, m étant le nombre de valeurs possibles de h.

Soit {L p] I'ensemble des valeurs propres de T et {Yp} I’ensemble des vecteurs

propres associés. Lafonction de partition (11-19) sécrit :

(11-22) z=q (L))" .
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Pour une marche de longueur infinie (NS® ¥) Z devient, en utilisant la valeur propre

maximale L ma de T (voir Eq. (7) annexel),

T Ns
(11-22) Z= angl(L o)
L'énergie libre par site et par unité d’ aire projetée sur le plan des terrasses est donnée
par :
k,T

(11-23) F=- 2Bfo In(L,.) .

Distribution des largeurs de terrasses

La distribution des largeurs de terrasses est déterminée par la probabilité P(h) que la

marche soit a la position h sur un site y quelconque. Cette probabilité est donnée par le
modul e carré des composantes du vecteur propre associé alavaleur propre maximale :

(11-24) P() = (0] Y )] =[(Y ] -
On en déduit donc simplement la distribution D(¢) des largeurs de terrasses::
(11-25) D(¢)=P(¢- ¢,) .

On remarque que de par la symétrie du probleme, la distribution obtenue est
symétrique par rapport a la distance moyenne /. Cette particularité est contraire aux

distributions réelles qui, comme nous le verrons par la suite, sont asymétriques.
Fonction de corrélation le long du bord de marche

Lafonction de corrélation des déplacements du bord de marche h est définie par,
(11-26) G(y)=((h, - hJ")=2(n?)- 2(n,h,).
on note que <h02> = <hy2> , tous les sites de la marche étant équivalents.

La fonction de corrélation des déplacements du bord de marche sécrit (cf. Eq. (21)
annexel) :
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(11-27)

[e) éo y
& hh, 68 (Y e[ [Y )L VY [, Y [
G(y)=2é h2|<h|Ymax>|2 L r (L )y S|

Pour y ® ¥, G(y)= 2<h02>. Dans ce modéle, I'écart maximum de la marche & sa

position moyenne est (/o-1) et lafonction de corréation sature a une valeur finie. Ce modele a
une marche ne présente donc pas de transition rugueuse (caractérisée par la divergence
logarithmique de la fonction de corrélation). Cette approche ne peut étre valable qu'a basse
température T<T.

[1-B.3.4. Comparaison avec les résultats expérimentaux de laface Cu(1,1,11)

Afin d'illustrer les résultats qui peuvent étre obtenus en utilisant les modéles a une
marche, nous les avons appliqués aux résultats expérimentaux pour Cu(1,1,11) (£0=5.5)

obtenus par Masson et al [7] pour lesquels les valeurs Ex=1430 K et A=70 K (voir Figure 11-2)
ont éé déterminées par simulation Monte Carlo (modéle a plusieurs marches) [6]. Ces
résultats sont en accord avec d autres expériences[1, 11].

Sur la Figure 11-2 la distribution obtenue dans le cas du modéle des murs durs est
comparée alaTWD expérimentale de laface de Cu(1,1,11). Le désaccord flagrant montre que
I'interaction élastique est non négligeable.

Les procédures suivantes permettent d'obtenir Ex et A a partir de I’analyse d'images

STM en utilisant les modéles a une marche :

- Ex est déterminée en gjustant la diffusivité de la marche libre (Eq. (11-4)) sur la
mesure de G(y=1). Connaissant Ey, A est obtenu en gjustant la variance w,* dela

TWD, calculée dans le cadre de I'approximation harmonique (Eq. (11-16)), sur la
TWD expéimentale.

- Ex et A sont gjustés simultanément de fagon a reproduire par un calcul de matrice
de transfert & une marche lamesure de w? et de G(y=1).

Par la premiére méthode I'énergie de cran de la face Cu(1,1,11) est estimée a
Ex=1470 K [6] et A=33 K. La méthode de la matrice de transfert & une marche conduit a
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Ex=1350 K et A=24 K. Les gustement correspondants sur la TWD expérimentale sont
représentés Figure I1-3.

Les valeurs de Ey, proches des résultats de Masson et al., semblent raisonnables. La
diffusivité de la marche libre donne une bonne estimation de |'énergie de cran, tant que la
distance moyenne entre marches est suffisasmment grande pour négliger I'effet de I’ interaction.
La constante d'interaction obtenue par les modéles a une marche est sous-estimée d'un facteur
deux atrois.

Il faut rappeler que I’approximation harmonique ne sépare pas les interactions
entropique et élastique. La simplicité de |'approximation harmonique en a fait son succes, elle
est encore utilisée [1] bien qu'elle conduise a une mauvaise estimation de l'interaction. Dans le
cas de la matrice de transfert, les deux interactions sont bien séparées mais l'interaction est
sous-estimée par la présence des marches voisines fixes.
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Figure 11-2 : Histogramme: TWD expérimentale pour Cu(1,1,11). (») simulation
Monte Carlo (A=70 K et Ex=1430K) [6], (--) TWD pour un potentiel murs durs (Eq. (11-10)).
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Figure 11-3 : Histogramme : TWD expérimentale pour Cu(1,1,11). (®m) TWD obtenue par la
méthode de la matrice de transfert une marche (E=1350 K et A=24 K). (D) TWD obtenue par
['approximation harmonique (E=1470 K et A=33 K).

[1-B.3.5. Conclusion : les modéles a une marche sont insuffisants

Les modeles a marche unique permettent de déterminer un ordre de grandeur de
I'énergie de cran E et de la constante d'interaction A, tout en étant simple a mettre en cauvre.

Cependant :

L’ approximation de la marche libre surestime I'énergie de cran car elle ne tient pas
compte, par définition, de I'interaction entre marches.

L'approximation harmonique ne permet pas de séparer |'interaction entropique de
I'interaction élastique.

L’analyse par la méthode de la matrice de transfert a une marche est a priori
meilleure puisgue les deux interactions, entropique et éastique, sont bien séparées.
Cependant les marches voisines fixes entrainent une sous-estimation (d’ un facteur
~3) de A.

Enfin, le modéle a marche unique ne présente pas de transition rugueuse.
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Ces modéles sont donc tout a fait insuffisants pour obtenir des valeurs des paramétres
énergétiques avec la qualité nécessaire pour comparer les résultats sur deux faces vicinales
différentes ou en faisant varier latempérature.

Des modeles comportant plusieurs marches, qui sont plus proches d'une surface réelle,
sont donc nécessaires a une bonne interprétation des résultats expérimentaux.

1-C. Modées a plusieur s mar ches

[1-C.1. Présentation des modéles

La description d'une surface vicinale peut se faire suivant deux échelles: "de pres' a
I'aide d'un modéle discret qui prend en compte tous les sites atomiques de la surface ou "de
loin" par l'intermédiaire d'un modéle ou la surface est considérée comme une interface
continue.

Il existe deux modéles discrets permettant de décrire lasurface :

- Dans le premier, le réseau de marches en interaction mutuelle est décrit par

I'Hamiltonien :

(11-28) H= é nhm,y+l- hm,y|Ek]+ é. V(hm,y’hmtt,y) 1
my

y,m>m¢

ou h, , estlaposition, par rapport a sa position d'équilibre, de la marche m au site y. Les

marches sont séparées en moyenne par /o Sites.

Le premier terme du membre de droite de I'équation (11-28) correspond a |'énergie de
formation d'un cran qui est ici proportionnelle & salongueur (modéle ASOS). Le second terme
refléte I'interaction entre marches incluant la condition de non croisement. |l faut bien noter
gue seules les interactions dans la direction perpendiculaire aux marches sont prises en
compte, un sitey n'interagit qu'avec les sites des autres marches ala méme positiony. Il n'y a
pas d'interaction entre les crans d'une méme marche, ou entre les crans de différentes marches.
Cet hamiltonien est bien adapté au domaine de température ou seules les marches sont
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thermiquement excitées (T<E, pas d'excitation de terrasses ni formation de crans en surplomb

(crans paralléles et non perpendiculaires aladirection [I 10] du bord de marches moyen) ).

Figure I1-4 : Définition des différentes notations introduites dans le texte: f , I'angle de coupe,
g, ladésorientation des marches par rapport a la direction des rangées denses d'atomes ([I 10J
pour les faces Cu(1,1,n)), ho €t /o la hauteur des marches et la distance moyenne entre marches

respectivement.

- Le second modéle discret est basé sur le développement de I'énergie libre, en
fonction de la pente de la surface par rapport a la direction des terrasses p=tan(f o)=ho//o. Il a
été initialement proposé par Jayaprakash et al. [12]. Pour un potentiel en A/¢?, |'énergie libre
par unité daire projetée sur le plan de référence (fo=0) d'un réseau de marches avec

I'orientation qo , Sécrit [9,12,13] :

b(@o.T) |, Fiu(,.T)

- fldo.fo,T)=1, 3 >
(11-29) @0.f5.T) = fo(T)+ hocos(q0)|p| () |p)

Le premier terme correspond al'énergie libre des terrasses. Le second terme est I'énergie libre

de création des marches. || est linaire avec la pente p. Le coefficient b(g,,T) est I'énergie

libre par unité de longueur d'une marche libre (cf. Eq. (11-9)). Le troiséme terme

F T . . . .
MM?’ est I'énergie libre dinteraction entre marches. Il est remarquable que ce

(hy)’

développement ne fait pas apparaitre de terme en p? (pas de terme d'interaction en 1/¢). La

Figure |1-4 précise toutes |es notations introduitesici.
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- Dans le cas du modéle continu, encore appelé modéle des ondes capillaires,
I'interface solide/vide est considérée comme une membrane fluctuante. J. Villain et al. [14] et
José et al. [15] ont introduit I'idée que I'énergie libre de cette membrane Fc,p pouvait Sécrire

, ; \
(130)  Fp= & & (o - B+ 2 - o Py VM 200- oo, ).
my € u m,y

ou hy (respectivement hy) est larigidité de la membrane dans la direction perpendiculaire aux

marches (respectivement paralléle aux marches) et V,OC(T) est un potentiel de localisation qui

favorise les valeurs entiéres du déplacement des marches hny. (Ce potentiel de localisation
V,OC(T) sannule pour toute température supérieure ou égale a la température de transition

rugueuse Tr).

En fonction des composantes de Fourier hg, de grandes longueurs d'onde, du

deplacement h  delamarche:

1 o : .
(11-31) h,,=———— ah exp(l gm+iq y) :
T NG N, g<a q<a, ’

oU Oy €t gy sont des fréquences de coupure, Ny et Ny sont respectivement le nombre de
marches et le nombre de sites par marche, on obtient pour I'énergie libre (voir annexe |1 Eq.

(9)) :

32  Fo,=  &h,0-cosg,)+h, - cosla, o, V™ &40,

Oy <Cyc ,dy <0 Oy <Oy, Gy <d
y e y ~Hye

Différentes méthodes sont utilisées pour traiter ces modéles. Pour le modéle discret
décrit par I'hnamiltonien (11-28) deux méthodes étaient précédemment utilisées : I'équivalence
avec un modéle de fermions ou les simulations Monte Carlo. Une troisieme méthode appel ée
méthode du cylindre sera appliquée ici pour la premiere fois au cas des faces vicinales. Elle
permet de déterminer exactement I'énergie libre, la distribution des largeurs de terrasses et la
fonction de corrélation dans la direction paralléle aux marches, et ce, quelle que soit la
température du systéme et le potentiel considéré. Concernant le modéle capillaire,
I'interprétation des résultats expérimentaux de la face Cu(1,1,5) nécessitant la connaissance
des fonctions de corréations au-dessus et en-dessous de Tg, le calculs de ces fonctions a été
étendu sous Tr.
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Nous aurons donc a notre disposition quatre approches permettant d'interpréter les
résultats expérimentaux obtenus sur une surface vicinae:

I'équivalence avec un modele de fermions,
les simulations Monte Carlo,
laméthode du cylindre,

le traitement du modél e capillaire.

[1-C.2. Equivalence avec le modele des fermions en inter action

[1-C.2.1. Energie libre

Le comportement d'un ensemble de marches décrit par I'namiltonien (11-28) est
équivalent, du fait de la condition de non croisement, a I'évolution au cours du temps d’ une
assemblée de fermions en interaction sur une ligne. Cette équivalence obtenue initialement
par P. G. De Gennes [16] dans le cas d'objets linéaires sans interaction est donnée dans
['annexe I11 pour un ensemble de marches en interaction.

Dans ce modéle de fermions, appelé également modele de Calogero-Sutherland
[17,18,19], I'hnamiltonien sécrit :

(11-33) ho 18 T +é( g

2
2m i=1 1-[Xi

i>j

avec x; laposition du fermioni et g la constante d'interaction.

Ce modele est trés important car il est exactement soluble, il permet donc de valider
toute nouvelle méthode de résolution du systéme décrit par I'hamiltonien (11-28). Cependant,
il faut noter qu'il existe une grande différence entre le modéle de Calogero-Sutherland et un
systeme de marches : les positions des marches sont discrétes (sites atomiques) tandis que le
modeéle des fermions est continu. Sans sites discrets, le modéle des fermions ne présente pas
de transition rugueuse pour une interaction répulsive. Il n'est a priori valable que pour T>Tk.
Cette absence de sites introduira aussi un comportement radicalement différent dans le cas
d une interaction attractive. Ce casferal'objet du chapitre 111-A.3. .
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Le calcul de I'énergie d’ une assemblée de fermions sans interaction ne pose pas de
difficulté. Considérons N fermions disposés sur un anneau de circonférence L=N./,, /o éant la

distance moyenne entre fermions. Les fonctions d ondes sont des ondes planes de vecteur
d onde:

(11-34) k=n NF; et dénergie  E(k)=
L’ énergie du systéme par unité de longueur dans |'état fondamental s écrit :
1 N
11-35 E/(nq =—— E(N) dn
( ) fond Nf o (;‘E( )

qui devient,

ke
1 h%k? N/

E, = 0 dk
fond Nfo 002m p

(11-36)

ou k. = R est le vecteur d’ onde associé au niveau de Fermi.
0

On obtient :

p 2 hZ
[1-37 Ei,y=——.
( ) fond 3y 03 2m

On retrouve bien la dépendance en 1//¢® de I’ énergie libre d’ interaction entre marches
(cf. Eq. (11-29)).

La solution du probleme de fermions en interaction est plus complexe. Elle a été
obtenue par Sutherland [19]. Pour ceci, il considére le méme systéme de N fermions disposés

sur un anneau de circonférence L=N./o. Ces fermions interagissent via un potentiel périodique

en % delaforme[19] :
r
J L gplé. aral’
(11-38) V()=gq (r+nL)?=2"&ng—=; .
n=-¥ L e e %
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Pour un systeme suffissmment grand (L® ¥) les termes additionnels correspondant a
plus dun tour danneau (nt0) deviennent négligeables. Néanmoins, le traitement

mathématique est considérablement simplifié en partant d'équations périodiques.

L'Hamiltonien du systéme périodique Sécrit :

)

8 12 gp2o é. w(x.-x.)d]

11-39 H=-1" A2 - X o
- @ p AT

Sutherland a obtenu pour I'état fondamental associée a cet Hamiltonien, I'énergie par
unité de longueur [19] :

_hZa_IZpZ-EIZpZiQ

11-40 E.(N)= =
(11-40) ((N) 2m&3 ¢ * 3¢ N?3

ou le parametre| est relié ala constante d'interactiong par (g3 -1/2) :

(11-41) 2(-19)=g ou | :%[1+1/1+29] .

Dans I’ article de Sutherland [19], e potentiel d'interaction périodique est incomplet :
I'interaction entre un fermion et ses propres images aprés n tours d'anneau est manguante.
Toutes les interactions qui doivent étre prises en compte sont représentées schématiquement
Figurel1-5. L'expression (11-38) pour r=0 donne:

.13 2_ 8 2_Pp° g
(11-42) v(r_o)_Egg(nL) —g%(nL) i
nto

Le facteur 1/2 est nécessaire afin de ne compter qu'une seule fois l'interaction d'un fermion
avec chacune de sesimages.

L'énergie par site comprend donc le terme additionnel suivant :

2 2 2 42 )
(11-43) n* Np?g _n?p?l( -1
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ce qui conduit pour |'énergie a:

nPa&lp® 1llp? 10
(1-44) B (N)= P 2P
2mg3 (> 31,7 Ny

N/o

< >

N/o

Figure I1-5 : Représentation schématique des fermions en interaction : (—) interaction entre les
fermions sur I'anneau; (???) exemple dinteraction entre un fermion de I'anneau et une image
périodique d'un autre fermion. (» ») interaction entre un fermion et son image périodique non
comptabilisée dans la solution originale de Sutherland. La somme des interactions d’ un fermion
avec ses images périodiques doit étre divisée par 2 afin de ne pas compter deux fois
I'interaction. En haut a droite, représentation d'une coupe du cylindre de circonférence N/,

On voit que ce terme n'affecte pas |’ énergie pour N® ¥ mais modifie sa convergence
en fonction de la taille du systéme. Bien que ce terme paraisse anodin, nous verrons par la
suite qu'il est essentiel pour obtenir I'accord avec les autres approches (voir méthode du
cylindre I1-C.5).

L'équivalence avec le systéme de marches est obtenue en identifiant larigidité du bord
de marches E(q = O,T) = kBT/bZ(T) a la masse m des fermions, la direction le long des

marches a un temps imaginaire découpé en intervalle ay; et la température kgT a la constante
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de Planck 7 (voir annexe Il ). Avec cette équivalence, I'énergie de I’ état fondamental du

systéme de fermions devient I'énergie libre d'interaction entre marches alatempérature T :

1)’ kT ()

11-45 F T
(11-45) (M) =375 5

avec

e u
(11-46) | =g+ 14 2R
2¢ keTb?(T) g
. . k. Th?(T
Lasolution n'est donc connue que dans le domaine A3 - %()

Par |a suite on utiliserala notation :

_ G (T)
(N-47) Fint_mar(T) (fo)s ’
(11-48) dmar(T):pszsz(T)(l L)

o|

[1-C.2.2. Distribution des largeurs de terrasses

Connaissant la solution exacte du modéle des fermions en interaction donnée par
Sutherland [19], et les fonctions de corrélation a n corps obtenues pour trois valeurs
particuliéres de l'interaction g=-1/2, 0 et 4 (Dyson [20]), Joés et al. [21] ont déerminé la
distribution des largeurs de terrasses. Pour le systeme de marches, ces trois valeurs
particuliéres de I'interaction deviennent :

1

(11-49) Ay =- ZkBTb2 (T),A=0, et A, =2k, Tb?(T).
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Joos et al. [21] ont montré que les distributions des largeurs de terrasses obtenues
suivaient une loi d'échelle (voir Figure 11-6) :
el 0
(11-50) (D ()=t T2
¢ 09
Les détails sur le calcul des distributions, sur la justification de ces trois valeurs

particuliéres de l'interaction, ainsi que sur l'origine de la loi d'échelle sont explicités dans

l'annexe V.
1,5 T T T T
1,0 N i
D(0).1, e
p v \_\.
oS \.\. .

0,5 K ,,' <O _

/ ! \‘;

/ Yo\

/ \\\ .\'\
./ e ‘h"*., .\.\‘~.
0,0 =l T T T N;.' =
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5

Figure I1-6 : Distributions des largeurs de terrasses pour les trois valeurs de l'interaction : Agyin+
(---), A=0 (—) et Aaun- (-%%x%. JoOs et al. [21] ont montré que ces distributions suivent une
loi d'échelle (oD, (0)=f (¢/ £).

Le modéle des fermions en interaction est un modele de référence, car c'est une
solution exacte. Il permet d'obtenir une expression pour I'énergie libre dinteraction entre
marches et I'histogramme des largeurs de terrasses pour trois valeurs particulieres de
I'interaction.

Il faut cependant rappeler que ce modéle est un modéle continu, contrairement au
systéme de marches cristallines. Nous verrons que cette différence conduit a des
comportements contrastés dans le cas d'une interaction attractive.
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[1-C.3. Le modéle des ondes capillaires

Dans le cadre de ce modéle, décrit par I'expression (11-32) de I'énergie libre, on peut
déterminer, en suivant la méthode de J. Villain et al. [14], les expressions analytiques des
fonctions de corréation dans les directions perpendiculaire et paralléle aux bords de marches

(Les détails des calculs sont précisés dans |'annexe I1). On obtient pour G(m,0) et G(0,y) :

- 4kBT p\p\ 1- COS(qu)
11-51 G(mo)= R
(s 0= 65 O o o, i ooda Jrapv, r) 4
= kBT p\ 1- Coiqu)

dq,

o O 0= cosa)+ 40 V. (T) 20, +h, (1- cosla, )} 40 V. (T)

4K, T "n 1- coslg, )
11-52 G(0,y)= 2 : 9.9,
( ) ( y) (2p)2 g?]x(l' cos(qx))+hy(1' cos(qy))+4p2\/|oc(T) e
kT 1- coda,y)

"0 O, i oodg )+ 40 V1) 20, +h - oo Jr V()

L’ évaluation numérique de ces intégrales d une fonction réguliére ne pose pas de
difficultés particuliéres.

Le modéle capillaire est un modele continu, il ne tient pas compte de la structure
microscopique de la surface, qui est considérée comme une membrane. Ce modéle parait donc
plus approprié pour les surfaces ayant une distance moyenne entre marches ¢, grande.

Néanmoins, comme nous le verrons par la suite dans le cas du Cu(1,1,5) (/0=2.5), les résultats

obtenus avec ce modéle pour les petits /o restent trés satisfaisants.

Les expressions (11-51) et (11-52) sont valables aussi bien au-dessus qu’ en-dessous de
Tr, Mais le comportement des fonctions de corrélation est singuliérement différent suivant que
la surface et rugueuse ou non. Il est nécessaire, a présent, de préciser les propriétés des
fonctions de corréation ainsi que les expressions des rigidités de surface hy et hy suivant le

domaine de température (T<Tg et T3 Tg) dans lequel on se place.

47



CHAPITRE Il : Modélisation

[1-C.3.1. Cas rugueux (T3 TR)

Dans le cas dune surface rugueuse le potentiel de localisation V,(T) est nul,

I'expression (11-32) seréduit alors a:

(11-53) Fap= @ b, (1- cosla,) +h, (t- cosla, Jn|” .

Q) <Gy, 0y <Oy

de méme G(m,0) et G(0, y) deviennent :

- - kBT p\ 1- COS(qu)
(s elm = Oy o o)
(11-55) G y)=Xel & Lol

p 00\/hy(1- codg, )J\/2n, +h,[L- codlg, )) da, -

Lesrigidités de surface hy et hy ont été déterminées par L. Barbier et al. [6] dans le cas

d'une surface rugueuse :
6F,. (0. T)
(11-56) hy=—7";—"
(4,)
" 3 1 szint(qO’T)
11-57 h, =|b(g,.T)|cos’d )+ 73 5
(157 =[P eos )+ 5 et

hy et le second terme de hy, dépendent de I'énergie libre dinteraction F,(q,.T). Ce

terme comprend a la fois la répulsion entropique (condition de non croisement entre les
marches) et I'interaction entre marches de type élastique. Ces deux interactions ne sajoutent
pas linéairement. On peut utiliser comme expression anaytique pour |'énergie d'interaction
totale, celle donnée par Sutherland [19] (voir chapitre I1-C.2)

2
(11-58) Fim(q,T)=dmar(q,T)=%kBTb2(q,T)(l )
1€ 4A U
| == 1+— Y &,
Ve - ZSH\/ +kBTb2(q,T)5
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Il apparait clairement dans ces expressions que la dépendance en g et T provient de
b2(q,T). Pour g=0, b?(q,T) est déterminée par I'expression (11-6), tandis que pour gt 0, il est
nécessaire dutiliser 'expression donnée par Barbier et al. [6]. Connaissant b2(q,T), les
expressions (I1-7) et (11-58) de b(q,T) et de F,,(,T), les rigidités de surface hy et h,

peuvent étre obtenues par les équations (11-56) et (11-57).

Ces expressions analytiques des rigidités obtenues a I'aide du modéle des fermions
auront les mémes caractéristiques que celui-ci : elles ne sont valables que pour T3 Tr et pour

k,Tb?(T).
——

uneinteraction A3 -

1.4 S

12+ .

\

G(m,0)0.8 o
GOY) g6 o

0.4 -

0.2} Lo 1

10w

Figure I1-7 : Fonctions de corrélation dans le cadre du modéle capillaire pour /=2.5 (face
Cu(1,1,5)), E=1430 K, A=70 K et T=400 K (>Tr=340 K). (0) G(m,0) Eq. (11-54), (2 ) G(0,y)
Eq. (11-55).

Lesintégrales (11-54) et (11-55) peuvent, a présent, étre calculées numériguement. On

obtient (voir Figure I1-7) pour G(0,y) un comportement linéaire aux courtes distances. On

" 1l n'existe pas non plus de solution analytique dans le cas d'une interaction limitée aux marches

premiéres voisines.
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note que la pente initide, égale a la diffusivité dune marche sur la surface

G(01)= <(h0,l - hy, )2> dépend de I'interaction entre marches. Dans le cas des surfaces trés

anisotropes (hy>>h,), G(0,1) se réduit simplement a:
KsT
h

y

(11-59) G(01) =

Pour les grandes valeurs de y, on retrouve le comportement logarithmique attendu
pour une surface rugueuse et la différence entre les fonctions de corrélation dans les deux
directions peut sécrire [6] :

(11-60) G(0,y =m)- G(m,0) =

Zp\lhxhy éhya

De plus, pour les surfaces trés anisotropes (hy>>h,), G(m,0) se réduit a[6] :

(11-61) c;(m,o):IO \/:]-X_hy[ln(m)+2] pour m>0 et G(0,0)=0,
Soit :
(11-62) G(m0) = @[m(m) +2]

Cette formule montre que la connaissance du premier point de la fonction de

corrélation détermine toute la courbe et que le préfacteur du logarithme est 1a moitié de la

variance des largeurs de terrasses : G(1,0) :<(hLO - h0,0)2>. Ce dernier point est un critere

important pour savoir si les fluctuations des marches observées sur les images STM sont des
fluctuations thermiques ou non [6,22].

A latempérature de transition rugueuse Tg, le préfacteur des fonctions de corrélation

est universel et égal a % , donc [14] :
p

kBTR
p hx TR y TR

(11-63) =2
p
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Pour des interactions de type élastiques et des rigidités de surfaces telles que (hy>>hy),

2
le second terme ge 1 d°F,(0,.T)

5
T dans hy peut étre négligé, alors I'équation (11-63) se
(1Faltang)e 5 " T P S1e egon darsTeation 59

réécrit en tenant compte des équations (11-56) et (11-57) :

4A

(11-64) 0?0, B, Ta ke Tr = T——vr— |-
(go) -1 -1

Cette équation permet d'estimer |a température de transition rugueuse pour un systéme
de marches. Pour les petites distances moyennes entre marches ou pour des interactions
fortes, il est nécessaire de résoudre numériquement |'équation (11-63).

Le modéle capillaire, associé au calcul des rigidités de surface dérivant du modéle des
fermions, permet donc de déterminer les fonctions de corréation dans les directions parallele
et perpendiculaire aux bords de marches pour une surface rugueuse, quelle que soit la distance

moyenne entre marches /g .

11-C.3.2. Cas non rugueux (T<Tg)

Pour les besoins de I'interprétation des expériences sur Cu(1,1,5), j'ai étendu le calcul

précédent au cas d'une surface non rugueuse. Le potentiel de localisation V,OC(T) est

maintenant non nul. L'énergie libre et les fonctions de corrélation dans les directions paralléle
et perpendiculaire aux marches sont données respectivement par les équations (11-32), (11-51)
et (11-52). Pour (T<Tg), le modele des fermions n'est plus valable, les rigidités de surface ne
sont plus déterminées par les expressions (11-56) et (11-57). || n'existe pas, a ma connaissance,
d'expression analytique pour les rigidités de surface dans cette gamme de température.

Il apparait clairement dans les équations (11-51) et (11-52) que la présence du potentiel
de localisation Vi détruit la divergence due aux courtes longueurs d'onde et supprime donc la
divergence logarithmique. Ceci sobserve trés bien sur la Figure 11-8, ou sont représentées les
fonctions de corrélation calculées a T=400 K en utilisant les équations (I1-54) et (11-55)
(valable pour T3 Tg) et les équations (11-51) et (11-52) (valables pour T<Tg) pour A=180 K et
Ex=1390 K, le potentiel de localisation étant fixé arbitrairement a 1 K. Dans les deux cas, les
rigidités de surface sont déterminées a partir des expressions (11-56) et (11-57).
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100

Figure 11-8 : suppression de la divergence logarithmique pour Vit O.
(?) et (?) fonctions de corrélation obtenues pour V=0 ((I1-54) et (II-55)).
(?) et (?) fonctions de corrélation obtenues pour V'O ((1I-51) et (11-52)).
Pour ces deux calculs les rigidités de surfaces h,=66.5 K et h,=9654.8 K sont déterminées a
l'aide des expressions (I1-56) et (11-57) (T=400 K, A=180 K, Ex=1390 K et V|, chois
arbitrairement a 1 K).

Pour des surfaces trés anisotropes (hy>>h,), G(0,1) se réduit simplement a:

¢
kTéL 1
B N

(11-65) G(01) = -

y

Le terme entre crochet étant tres proche de I'unité, cette égalité montre que I'équation (11-59)

est encore valide sous Tr et que hy est smplement relié & G(0,1).

De méme pour (hy>>hy), G(1,0) sesimplifieen :

fu1h, +13p %V, p V..

45 kT 4 u
4 (h X + 2p 2\/Ioc)2 g

é
(11-66) G(_Lo):a\/h Y )g-

Lesfonctions de corréation saturent toutes les deux ala méme valeur donnée par :
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7 kBT Y
\/zqy(jx +4p2V|OC)

(11-67) G(0,y® ¥)=G(m® ¥,0)=

Lestrois paramétres hy, hy et Vo peuvent a priori étre déterminés a partir de la mesure
de G(1,0), G(0,) et de la valeur asymptotique des fonctions de corrélation. Cependant pour
T<Tg, il est difficile de fixer la valeur de trois paramétres sur des fonctions de corrélations
relativement plates. Seule une étude en température permet de déterminer une solution
unique. Ce modele ne nous permettra pas d'en déduire les paramétres A et Ey, les relations
analytiques entre A, Ex et hy, hy n'étant connues que dans le cas d'une surface rugueuse. Ces

paramétres pourront étre déterminés par un calcul Monte Carlo ou la méthode du cylindre qui
sont présentés ci-dessous.

I1-C.4. Lasimulation Monte Carlo
[1-C.4.1. Généralités

La simulation Monte Carlo [23,24,25] est une méthode numérique permettant de
caculer des intégrales, en particulier des intégrales multiples, en ne considérant qu'un
ensemble fini de configurations tirées aléatoirement dans |'espace des phases.

En physique statistique, la moyenne thermodynamique dans I'ensemble canonique
d'une grandeur B est donnée par :

H(w)

(11-68) (B>:%(‘jae' T dw

ou H(w) est I'hamiltonien de la configuration w et Z est lafonction de partition du systéme.

L'intégrale portant sur tout le systéme peut étre estimée en sommant les contributions

de n configurations w; tirées aléatoirement, on aalors:

(11-69) (B) ==
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avec fw)=e *

L'espace des phases étant en général multidimensionnel, le nombre de configurations
nécessaire n pour obtenir une bonne estimation de la valeur moyenne est trés grand.
Cependant, toutes les configurations n‘'ont pas le méme poids dans l'intégrale. Seules les
configurations ayant un facteur de Bolzmann non négligeable seront a prendre en compte.
Une fagon de rendre accessible le calcul de I'intégrale est de choisir les configurations avec

une probabilité P(w;) : c'est ce que I'on appellel'échantillonnage par |'importance.

En choisissant |a probabilité donnée par ladistribution al'équilibre, soit :
(11-70) P(w)z@ ,

lavaleur moyenne de B se réduit a:

én, B(Wi)
(1-71) (By=—

n

A ce stade il est nécessaire d'avoir un agorithme permettant de générer des états
distribués selon P(w) sans avoir a calculer Z. C'est le role de I'algorithme de Métropolis. En
1953, Métropoliset al. [26] ont introduit I'idée qu'un systéme thermodynamique simulé devait
passer d'une configuration d'énergie H(wo) a une configuration d'énergie H(wl) avec la
probabilité :

(R ) )
(11-72) Pw,w,)=e "

On peut noter quesi H(w,)<H(w,) , cette probabilité est supérieure & I'unité, dans ce

cas la probabilité Pw,,w,) est posée égale & 1, c'est-&-dire que le systéme choisit toujours

cette option. Pour obtenir la valeur moyenne, il suffit de choisir une configuration initiale,
souvent correspondant a I'état du systeme a température nulle, d'appliquer I'algorithme de
Métropolis et d'utiliser les configurations ainsi obtenues une fois I'équilibre atteint. Le critére
d'équilibre doit étre choisi en fonction du systéme étudié.
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Laméthode Monte Carlo peut étre considérée comme une méthode de calcul de valeur
moyenne ou dintégrale (cf. Eq (I1-68) ), mais elle peut aussi étre considérée comme une
méthode de simulation de systémes physiques. En effet, en construisant par |'algorithme de
Métropolis des configurations distribuées selon P(w), on génere des configurations réelles sur
lesquelles sappuie le calcul des valeurs moyennes. Générer ces configurations revient a
simuler numériquement le systéme thermodynamique étudié. Dans notre cas, il Sagira
d'images de la surface telles que celles présentées au chapitre I-D.2. .

[1-C.4.2. Casdes surfacesvicinales

La méthode Monte Carlo permet de simuler numériquement une surface connaissant
son hamiltonien. L'hamiltonien utiliséici est donné par I'expression (11-28). L'interaction entre
marches est limitée aux marches premiéres voisines (du fait des contraintes imposées par la

vectorisation du programme). Le potentiel peut prendre n'importe quelle forme, nous avons

utiliséici un potentiel d'interaction de type élastique en 2

La TWD et les fonctions de corrélation sont calculées, seule I'énergie libre n'est pas
accessible par cette méthode car la fonction de partition n'est pas déterminée (C'est tout
I'intérét de |'algorithme de M étropolis).

Le systeme utilisé pour les simulations est formé de N, marches comportant chacune
Ns sites. Des conditions aux limites périodiques sont imposées dans les deux directions:

hy .y =h, e h, . =h,. La configuration initide est constituée de marches droites

séparées par la distance moyenne /o (état du systeme atempérature nulle).

L'algorithme Monte Carlo sur chaque site (m, y) de la configuration se déroule de la
fagon suivante :

1. Soitlapositiondedépart h, .

2. Unpremier tirage al€atoire definit une nouvelle position possible h( ~du site: soit

la marche forme un cran simple (positif ou négatif), soit elle reste a la méme
position.

3. Calcul delaprobabilité detransition P(h¢, ,h, ).

my’"'my
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4. Lanouvelle position est acceptée ou refusée suivant |'algorithme de Métropolis :

alsi P(h¢.h, )=1lanouvelle configuration est conservée.

my?’ ‘my

b/ g P(h( h )<1 on tire un nombre aléatoire 0<R<1 avec une distribution

my?’ ‘my

uniformeets R< P(h( h ) la nouvelle position h{ — est retenue, dans le cas

my’ ‘my

contraire laconfiguration initiale h — est conservee.

Cet algorithme est appliqué atous les sites de la surface, ce qui définit un "pas" Monte
Carlo. Dix pas Monte Carlo séparent deux configurations prises en compte dans |'estimation
des valeurs moyennes.

Pour notre probleme, I'éat initial est le réseau parfait de marches associé a la
température nulle. La TWD et les fonctions de corrélation ne sont mesurées que sur les
configurations a I'équilibre thermodynamique a la température T. Ceci revient a ne pas tenir
compte des configurations correspondant a la transition entre le réseau régulier initial et le
réseau al'équilibre thermodynamique. Afin de savoir a partir de quelle configuration la valeur
moyenne peut étre calculée, il faut éudier I'évolution des fonctions de corréation au cours du
calcul.

La Figure I1-9 et la Figure 11-10 montrent I'évolution de G(m=1), G(m=11) et G(y=1),
G(y=11) en fonction du nombre de configurations nconf construites depuis la configuration
initiale. On observe que dans la direction m (cf. Figure 11-9) I'équilibre est atteint apres 200
configurations Monte Carlo pour G(m=1) et 3500 configurations pour G(m=11). Dans la
directiony (cf. Figure 11-10) la convergence est rapide aussi bien alongue qu'a courte distance
(40 configurations pour G(y=1) et G(y=11)). Dans la pratique, pour accélérer la convergence,
on prend comme configuration initidle la derniére configuration d'une simulation
précédemment réalisée.

Il faut associer aux fonctions de corrélation et ala distribution des largeurs de terrasses
obtenues en faisant la moyenne sur des configurations a I'équilibre thermodynamique un
intervalle de confiance ou erreur. En toute rigueur, cet intervalle devrait étre obtenu en
calculant I'écart quadratique moyen sur un grand nombre de calculs Monte Carlo identiques.
Afin de limiter les calculs, I'écart quadratique moyen est plus simplement déterminé sur nv
valeurs moyennes partielles cal cul ées chacune sur un ensemble de nc configurations distinctes
(cf. Figurel1-11).
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G(m=11,0)
G(m=1,0)

0 1000 2000 3000 4000 5000

FigureI1-9 : Evolution de lafonction de corrélation G(m,0) en m=1 (> ) et m=11 (+) en fonction
du nombre de configurations nconf générées a partir de I'éat initial. Calcul réalisé sur un
systéme de 76 marches~ 1300 sites, T=300 K, Ex=1430 K, A=70K et /,=2.5.
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FigureI1-10 : Evolution de la fonction de corrélation G(0,y) en y=1 (> ) et y=11 (x) en fonction
du nombre de configurations nconf générées a partir de I'éat initial. Calcul réalisé sur un
systéme de 76 marches~ 1300 sites, T=300 K, Ex=1430 K, A=70K et /(=2.5.
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Le choix delataille du systeme utilisé (e nombre de marches et le nombre de sites sur

chaque marche) a été guidé par I'observation de deux effets :

- Lesfonctions de corrélation ne peuvent étre obtenues que pour des distances (m ou
y) inférieures ala moitié de la taille du systéme du fait des conditions aux limites
périodiques (G(m=Np+1)=0 et G(y=Ns+1)=0).

- Lafonction de corrélation dans la direction m révéle un comportement linéaire
pour une longueur insuffisante des marches. Ceci est di au nombre insuffisant de
collisions entre marches qui conduit au comportement d'un ensemble de marches
isolées [27].

Configuration initiale. Configuration finae.

+III C

I | e—

v A ' '
B
Configurations non < B>1 < B> nv-1 < >nv
utilisées pour le S— —— —
calcul delavaleur B
moyenne : mise a < >
JEEAE Fluctuations thermiques

Figure I1-11 : Schéma du calcul d'erreur sur la simulation Monte Carlo. Les traits verticaux
symbolisent les configurations. La valeur moyenne de la grandeur B (qui peut étre un point de la
TWD ou des fonctions de corrélation) est calculée sur toutes les configurations a l'équilibre. Les

valeurs moyennes partielles ( B>i sont, quant a elles, déterminées sur nv intervalles comportant
chacun nc configurations a l'équilibre.

Les simulations Monte Carlo permettent de déterminer la distribution des largeurs de
terrasses et les fonctions de corrélation parallélement et perpendiculairement ala direction des
marches quelle que soit la température du systéme. Elles permettent donc de déterminer A et
Ex en les gjustant sur les fonctions de corréation mesurées sur les images STM. De plus, les
configurations générées peuvent étre directement comparées aux images STM obtenues.
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[1-C.5. Laméthode du cylindre

[[-C.5.1. Introduction

Le modéle défini par I'namiltonien (11-28) peut étre résolu par la méthode du cylindre
qui est une méthode de matrice de transfert. Cette méthode est appliquée ici pour la premiére
fois au cas des surfaces vicinales [28]. Elle a été utilisée précédemment pour étudier de
nombreux systémes car elle apparait étre le meilleur moyen de déterminer I'énergie libre (voir
M. den Nijset al [29], J. M. Luck et al [30] ou H. J. Shulz [13]). En plus de |'énergie libre, la
distribution des largeurs de terrasses et la fonction de corrélation dans la direction paralléle

aux marches G(0, y) peuvent étre obtenues.

Cette méthode est une généralisation a plusieurs marches de celle présentée au
chapitre 11-B.3.3. . Dans une premiére étape on considere un systéme constitué d'un petit
nombre de marches N de longueur infinie puis, afin d'obtenir les résultats pour une surface
infinie, on étudie la convergence en fonctiondeN (N ® ¥ ).

[1-C.5.2. Présentation de la méthode

Le systeme initial se compose de N marches de longueur infinie placées sur un
cylindre. Dans la direction des marches tous les sites sont équivalents. Dans la direction
perpendiculaire, les marches sont séparées en moyenne par /o Sites et respectent la condition
de non croisement. Des conditions aux limites périodiques sont appliquées parallélement et
perpendiculairement a la direction des marches. Le systeme complet forme un tore qui tend
vers un cylindre pour des marches de longueur infinie (voir Figure I1-12). La méthode est
applicable pour toute forme de potentiel.

La position par rapport a sa position d'équilibre de la marche m sur le site y est notée
hmy. Sur chaque site y, une méme marche est prise comme marche de référence (m=0) et est
utilisée comme limite périodique. C'est a partir de sa position que sont référencées les

positions des autres marches distribuées sur lesN/p-1 sites restants.
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9 8

Figure 11-12 : Schéma d'un cylindre constitué de N=4 marches, /,=3. A chague site y les

marches sont localisées par leur position relative ‘ my> = {dhly yahy ey th—l,y} par rapport a

la marche de référence. La marche m=0 forme des crans mais elle est prise comme origine
pour chague site'y.
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Une configuration des marches sur un site (pour laquelle on utilisera la notation

bracket) est decrite par I’ensemble de ces distancesrelatives dh,  =h  +m/ - h,

‘Dny> :{(hl,y +lo- ho,y)’(hz,y +20, - ho,y)""’(hN-l,y +(N - 1)50 - ho,y)}

(73) ={dn,,.ah, ,---.dhy .} ’
Pour chague sitey, le nombretotal Nc  de configurations | Dh> est donné par :
(11-74) N = N _('1\)'!?&;:)_! N
Nombre de marches Nombre de configurations N¢
N Distance moyenne entre marches /o
2 3 4 5 6 7

2 3 5 7 9 11 13
3 10 28 55 91 136 190
4 35 165 455 969 1771 2925
5 126 | 1001 | 3876 | 10626 | 23751 | 46376
6 462 | 6188 | 33649 | 118755 | 324632 | 749398

Table 1 : nombre de configurations possibles Nc pour un nombre de marches N et une distance
moyenne entre marches /o donnés. Dans la pratique on se limite a Nc <4000.

Le nombre de configurations N¢ croit trés rapidement avec N et /o comme le montre la
Table 1. En pratique, des calculs comportant jusgu'a trois a quatre mille configurations sont
réalisables sur un PC ou une station de travail. De plus, comme nous |e verrons ultérieurement
lors de I'étude de la convergence, les calculs avec N=2, 3 et 4 sont suffisants pour déterminer
le comportement d'un systéme infini de marches.
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[1-C.5.3. Fonction de partition, énergie libre

Calcul del'énergielibre

L’ énergie d’un ensemble de N marches constituées chacune de Ns sites est donnée

par :
%-1
(1-75) H=g Hl(y)
y=0
avec
Shé o) u
(I |_76) H(y) = ghm,yﬂ - hm,y| Ek + a Vsym (dh m',y+1adh m,y+1adh m.,y 1dhm,y )l;l
m=0 @ m>m g

ou le deuxiéme terme est le potentiel d'interaction symétrisé :

dhm,y)zv(dhma’y*l -dh, .. )+V(dh

2

- dh,,)

m,y+1 mGy

dh dh,

m,y+1? m,y?

(11-77) V,,.(dn

m',y+1?

Lafonction de partition du systéme s écrit en tenant compte des conditions aux limites

périodiques (h, =h,) :

(11-78) Z= & (D, [T|Dh,)(Dn,[F|Dh,)...(Dh ,[T|Dhy)

Dh) rDhl r---Dth- 1

avec T lamatrice detransfert dont les éléments sont définis par,

- gHa (y)
(11-79) (Dn[f|Dh)=(Dh| g e *' |Dh),

n=0,+1%2....

ou I'énergie dHn(y) associee au deplacement fh, ., =h, ., - h,, =n de la marche de

référence sécrit :

st é 0 u
(1-80) dH,(y)=|nE, +q gdhm’yﬂ- dh,,, +nE, +Q V(dh,,..dh,,..dh, dh .

m,y+1? m,y? my /%
m=1 m>m
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Lamatrice T apparait comme la somme de plusieurs matrices 'I°n associées chacune a
une valeur de lataille n des crans de la marche de référence :
_dHa ()

(11-81) (Dn{floh)= § (Dnff[Dh)= § (Dhfe ' |Dh).

Pour des marches de longueur infinie (NS® ¥) Z devient, en utilisant la valeur propre

maximale L ma de T (voir Eq. 33 annexe ),

(1-82) Z = lim (L )™

Ns® ¥
et I'énergie libre par site et par unité d'aire projetée sur le plan des terrasses sécrit :

(11-83) Foo (N, T) =- E‘}T

IN(L 0) -
0
On obtient ains I'énergie libre d'un ensemble de N marches de longueur infinie.

L'énergie libre alalimite thermodynamique est déduite par extrapolation pour N® ¥ .
Convergence de l'énergielibre

L'étude de la convergence de I'énergie libre en fonction du nombre N de marches a
pour objectif la détermination d'une loi (analyse FSS : Finite Size Scaling) permettant
d'extrapoler les résultats pour N® ¥ . Cette analyse est indispensable dans |'étude des systémes
critiques qui présentent une longueur de corrélation des fluctuations infinie [ 31,32,33].

La Figure I1-13a montre I'évolution de I'énergie libre par site atomique en fonction du
nombre N de marches par la méthode du cylindre pour A=0 K. On observe que la convergence

suit une loi de puissance en a/N® e~2. Le méme comportement est obtenu pour A=Agjr" .

Dans le modéle des fermions, la variation de I'énergie libre par site en fonction du
nombre de marches N est donnée par I'équation (l1-44). En faisant I'équivalence avec le
systéme de marches, on obtient pour I'énergie libre par site:

1

(11-84) Fmar(N):Fmar(¥)' a(ﬁoJ )—2,
(N)
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oul le préfacteur du terme en 1/N? sécrit :

_1p2kgTh3(T) 1

(11-85) ato, )= S 3
Lo
1¢ ;
- 0
< .2 3)
S
© e 3
é 01F . 4
- C
= v §
b
I s+ 6
ootk
<
LL
A=0
1E-3
1
a)
10 —
g b)
% 1 = ° 3
- C m
5 g
X
. | Méthode du cylindre :
o
~ =Asuth
© m A=0
Invariance conforme

0,01

1 10
EO
b)
Figure 11-13 : Variation de I'énergie libre par site en fonction du nombre de marches N. a)
F(N, /o) en fonction de N. (—) ajustement par une loi en a(/o,l )/N? (pour A=0 K, /=2 &6,
T=293 K et E,=1430 K). b) variation du préfacteur a(/o, ) de /N en fonction de ¢, pour A=0 K
(m) et A=Agu" (®). Le préfacteur dépend de I'interaction en accord avec le facteur d'anisotropie:

(—) Eq. (11-85) ou (11-92).
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Les préfacteurs obtenus par les deux méthodes sont identiques (voir Figure 11-13b).
Pour la premiére fois, on montre ici de facon précise qu'un modéle sur sites et le modéle des

fermions (sans sites) conduisent au méme résultat pour T3 Tg.

Le comportement en loi de puissance est en fait trés généra comme le montre la
théorie de I'invariance conforme dont une application importante est de décrire les effets de
taille finie pour un systéme critique. Je ne donnerai ici que les idées essentielles permettant de
comprendre pourquoi l'invariance conforme est introduite. |l existe dans la littérature
plusieurs ouvrages qui traitent du sujet pour le lecteur intéresse [ 34,35,36].

Une transformation est appelée conforme si elle conserve les angles. Il existe une

transformation conforme permettant de transformer un plan infini en un cylindre, elle est

donnée par :
(11-86) W:LM(Z) ou z:expge?ﬂvg
2p e L g

ou z et w sont respectivement les affixes d'un point dans le plan et sur le cylindre. L est la
circonférence du cylindre. Si on pose:

(11-87) z=r exp(iq)
on obtient :
(11-88) wzi[ln(r )+iq] .

LaFigure I1-14 illustre la transformation du plan infini en cylindre. On observe qu'un
cercle se transforme en un segment de droite et que les angles sont bien conservés. Au cours
de cette transformation, I'introduction de conditions aux limites périodiques introduit dans
I'énergie libre d'un systeme classique a deux dimensions un terme supplémentaire dépendant
delataille du cylindre L. La théorie de l'invariance conforme prédit une dépendance en 1/L2
de I'énergie libre par site en fonction de L pour un systeme critique isotrope[37] :

(”'89) Flso(L) = Fiso(¥)- % kBT ’
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ou c est une constante appelée anomalie conforme ou charge centrale. Cette constante
caractérise le comportement critique du systeme.

Lq

Figure 11-14 : Transformation d'un plan infini en un cylindre (conditions aux limites périodiques
en-L/2 et L/2) : transformation d'un point de coordonnées (r,q) dans le plan en un point de

coordonnées &9 ,Lm(r )2 sur le cylindre. Un cercle dans le plan devient un segment de
E2p 20
droite vertical alant de—L/2 aL/2.
Pour un modéle Gaussien, c=1. Or, Knops [38] a montré I'identité entre le modéle SOS

et le modéle classique XY qui est du type Gaussien. La charge centrale pour le systéme de
marches est donc c=1.

Pour un systéme quantique anisotrope, une expression similaire est obtenue en

introduisant un facteur d'anisotropie n [37,39]:
(11-90) Eo(N)=Ep(¥)- ==— |

L'énergie donnée par le modéle de Calogero Sutherland [18,19,40] peut se réécrire en

fonction de lataille du systéme L=N/, de facon identique a (11-90) :

(11-91) Er (N)=Ef (¥)- ﬁ
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_ 2l

ou v= o est le facteur traduisant |'anisotropie énergétique et géométrique du systeme et
0

c=1.

Lavaleur correcte de la charge centrale c=1 est obtenue ici a condition de corriger le
potentiel périodique utilisé par Sutherland [19] (sinon c=I ). Cette correction que nous avons
introduite au paragraphe 11-C.2 résout |'incohérence observée par N. Kawakami et al. [40] qui
avaient obtenu deux valeurs différentes de la charge centrale : c=I en utilisant la solution
donnée par Sutherland pour I'énergie de I'état fondamental et c=1 en développant |'énergie
libre du systeme quantique a basse température.

Cependant, le modéle des fermions ne comportant pas de sites, il peut étre nécessaire
d'avoir une meilleure expression du facteur d'anisotropie afin de tenir compte des effets de

réseau pour le systeme de marches. On peut réécrire le préfacteur a(fo,l ) décrit par

I'équation (11-85) sous laforme:

fo s

(11-92) a(t gl )= PXBT B 1 b*(T)0
& P

6/602 . ]

le terme entre parenthése étant le facteur d'anisotropie. Ce terme peut se réécrire en
introduisant |'anisotropie énergétique via le rapport des rigidités de surface hy et hy (obtenu

par I'approche capillaire, voir paragraphe I1-C.3) et |'anisotropie géométrique /o/1 :

2
(11-93) ngo hx d'ol
0 hy
pkT |h,
11-94 ally,,h,,h, )= — .
(1-94) (Foh.n,) =552

Je conjecture que l'expression (11-94), obtenue a partir de I'équation (11-57) en
négligeant le second terme est encore valable avec |'expression compléte. Ceci Sappuie sur la
comparaison numérique avec la méthode du cylindre en fonction de /o, pour | =1 et | =2,
représentée sur la Figure [1-13b. La méme expression du terme d'anisotropie peut aussi étre

obtenue par le modéle capillaire pour un systéme de taille finie sur sites avec des conditions
aux limites périodiques [41].

67



CHAPITRE Il : Modélisation

Les effets de taille finie obtenus dans le cadre de I'invariance conforme nécessite que
le systéme soit critique (longueur de corrélation des fluctuations infinie’). Par conséquent
I'évolution de I'énergie libre avec lataille du systeme décrit par I'équation (11-89) n'est valable,
pour notre systéme de marches, qu'au-dessus de Tg, domaine de température ou le systeme est
toujours critique. Pour T<Tg, cette hypothese n'est plus vérifiée et la vaeur finie de la
longueur de corrélation entraine une convergence plus rapide (e>2) de I'énergie libre. Le
comportement de la convergence permet donc de déterminer si un systéme est critique ou
non, c'est-a-dire dans notre cas si la surface est rugueuse ou non.

Pour la distribution des largeurs de terrasses et la fonction de corrélation dans la
directiony, les valeurs convergées sont obtenues de facon similaire en gjustant la variation de

ces grandeurs avec le nombre de marches N par une loi en a/N®,

[I-C.5.4. Distribution des largeurs de terrasses

La distribution des largeurs de terrasses D(dh) est déterminée par la probabilité
P(Dh,) d étre dans une configuration donnée |Dh ) sur un site y quelcongue. Cette probabilité

(voir annexe 1) est égale au module carré de la composante i du vecteur propre Y nx de la

matrice de transfert associé alavaleur propre maximum Ly, Soit :

(11-95) P(Dh) =|(DA Y o )| i

= |(Y max )i
Ladistribution des largeurs de terrasses s en déduit simplement :

(11-96) D(dn) = Q |(Dh Y e ) (D [[dh,,,, =dh)Dhy)

ou I’ opérateur (dh,, , = dh) est défini par :

(11-97) (Dh [(h,,, =dhjDh)=1 s, ([ (an,,,) )=dh

m+l,y )i -

=0 autrement,

" Un ordre de grandeur de lalongueur de corréation est donné par |a distance a laquelle les fonctions de
corrélation des fluctuations spatiales atteignent leur valeur al'infini. Cette longueur est finie en-dessous de Tr et

diverge au-dessus.
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(dhnw)i désignant la distance entre la marche m et la marche de référence pour la

configuration i sur le sitey. Les distributions des largeurs de terrasses associ ées a chacune des
N terrasses du modéle sont identiques, car la distribution est indépendante de la marche
choise.

La distribution pour un systéme infini peut étre obtenue en extrapolant en loi de

puissance |les probabilités associées a chague largeur de terrasse :

(11-98) Dy (h) =Dy (h) -

En pratique, un calcul avec N=4 est suffisant pour obtenir sur ces probabilités une
erreur absolue inférieure & 0.01.

[1-C.5.5. Fonctions de corrélation

Calcul des fonctions de corrélation

La fonctions de corrélation dans la direction perpendiculaire aux bords de marches

G(m,o) = <(xm,0 - x0,0)2> (avec Xmy la position absolue de la marche m au site y) sexprime

simplement en fonction de la probabilité |(Y ) |2 d’ étre dans une configuration donnée | Dh >
sur un site quelconquey, on a:

(11-99) G(m0) = ([, - 5 )*) =(leh,0 )= A ((an, o) FIOv ) )

On remarque que G(mzl,o) est la largeur quadratique moyenne de la distribution des

largeurs de terrasses.

Néanmoins, le calcul de la fonction de corrélation G(m,0) est limité par lataille de la
matrice de transfert qui croit tres fortement avec le nombre de marches du modéle comme le
montre la Table 1. Le nombre de marches étant ainsi limité seule G(m=1,0) peut étre

obtenue du fait des conditions aux limites périodiques.
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Dans la direction paraléle aux bords de marches la fonction de corrélation

G(o, y):<(x0,y - Xo0 )2> peut étre calculée connaissant (voir annexe 1) soit I'ensemble des

vecteurs propres | Y )i et desvaleurs propres L 1 delamatrice de transfert :
p p

2

>('D

(11-100) G(0,y) =yG(0,) - Za &3 %
Ij—le p max

i>]

(Y, A NTY )

n=0,£1,%2...

Ho

o] eny el e

soit la valeur propre maximum L . delamatrice et son vecteur propre associé |Y ) :

\/

[ ¥ ey exly e en Y en Y end

me nT”I"Jl nTY
ax a a

B-0:1:2. B-0:1:2. B

(11-101) G(0,y) = yG(0,)) - 2a (L i

i,j=1
i>]

@>m>m>m>m/qm~

En contre partie, cette expression nécessite le calcul de puissances de la matrice de transfert

N

T?.
Convergence des fonctions de corrélation
La fonction de corrélation G(0,y) peut étre calculée, pour un nombre de marches N,

par la méthode du cylindre. L'extrapolation pour N® ¥ permet d'obtenir la fonction de

corrédlation de la surface. Afin d'éudier la convergence de G(0,y) nous avons comparé les
valeurs de lafonction de corrélation extrapolées par loi de puissance,

(11-102) G(O’ y)N®¥ = G(O’ y)N + Nae ’

avec les résultats de simulations Monte Carlo (interaction entre marches premiéres voisines,
T>Tret T<TR).

La comparaison est faite pour les parametres suivants : A=280 K, Ex=1390 K et /p=2.5
(réseau CFC). Pour les basses températures (T<<Ey), nous avons vérifié que I'on pouvait
limiter a 2 la taille maximum des crans autorisés dans le calcul par la méthode du cylindre
afin de limiter le temps de calcul. Lasimulation Monte Carlo est réalisée sur un systéme de 60
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marches~ 800 sites. Aprés 1000 configurations de mise a I'équilibre, la moyenne statistique

est calculée sur 4000 configurations.

La Figure 11-15 et la Figure 11-16 montrent I'évolution des fonctions de corrélation
G(0,y) calculées par la méthode du cylindre en fonction du nombre de marches (N=2, 3, 4, 5)
dans le cas rugueux (T>Tg) et non rugueux (T<Tg). On note que dés N=5 I'accord entre la
simulation Monte Carlo et la méthode du cylindre est excellent jusqu'a y=10 pour T>Tg €t
jusgu'ay=70 pour T<Tg.

Les parametres de I'extrapolation a et e, obtenus a partir du calcul pour N=3, 4 et 5,

sont :
pour T>Tr: - 0.0SEa£-68 et 1.5£e£2.2,

pour T<Tr: - 0.2£af£-13 et e=58.

2.5 T T
—a— N=2
20f T N= .
—A— N=4
—v— N=5
“c 1.5F —o— convergé 1
S ot Monte Carlo
> 1.0} .
e
O]
0.5F -
00 P - " " " PP " " " PR
1 10 100
y

Figure I1-15: Fonction de corrélation dans la direction paralléle aux marches G(0,y) en fonction
de la distance y. (},»,?2,?,) Méhode du cylindre pour différents nombres de marches

(N=2,3,4,5; (=2.5, Ex=1390 K, A=280 K, T=500 K (>Tr=450 K) ). (0) Extrapolations en loi de

puissance en N® des fonctions de corrélation calculées par la méthode du cylindre pour N=3,4,5.
? ?: Simulation Monte Carlo.
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0.03 T
—a— N=2
| —e— N=3
—A— N=4

0.02— Y N=5
—o— Convergé
EEEEE Monte Carlo

0.01r

G(0,y) (cran®)

0.00

100

Figure I1-16: Fonction de corrélation dans la direction paralléle aux marches G(0,y) en fonction
de la distance y. (},»,?,?,) Méhode du cylindre pour différents nombres de marches

(N=2,3,4,5; (=2.5, Ex=1390 K, A=280 K, T=300 K (<Tr=450 K) ). (0) Extrapolations en loi de
puissance en N® des fonctions de corrélation calculées par laméthode du cylindre pour N=3,4,5.
? ?: Simulation Monte Carlo.

On remargue que |'exposant reste proche de 2 dans I'état critique (T>Tg), €t est bien

supérieur a 2 pour T<Tg. La convergence est donc beaucoup plus rapide en dessous de Tr du

fait de lalongueur de corrélation finie.

Laméthode du cylindre est exacte, mais conduit a des calculs relativement lourds pour

la fonction de corrélation aux grandes distances. La simulation Monte Carlo apparait plus

intéressante pour déterminer la fonction de corrélation G(0,y) (en particulier pour les grandes

valeurs de /o). Elle fournit également G(m,0) qui n'est pas calculable par la méthode du

cylindre au-delade m=1.
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I1-D. Conclusion

Les surfaces vicinales peuvent étre étudiées en utilisant un modéele a une ou plusieurs

marches. Néanmoins, le modéle a une marche résolu dans le cadre de I'approximation

harmonique ou par la méthode de la matrice de transfert ne redonne pas les caractéristiques

d'une surface réelle : la transition rugueuse et I'asymétrie de la distribution des largeurs de

terrasses. || est donc nécessaire pour retrouver le comportement d'une surface réelle d'utiliser

un modéele a plusieurs marches.

Typede Type Portée de Grandeurs _ o
_ _ _ _ ) Domaine de validité
modéle | dinteraction I'interaction calculées
_ TWD
Simulation _ Premiéres
sur site | quelcongque o G(0y) T3 Tret T<Tg
Monte Carlo voisines
G(m,0)
TWD
Méthode du _
_ sur site | quelconque quelconque | G(0y), T Tret T<Tr
cylindre
F(T)
Modéle des | kg Tb?(T)
_ continu en — toutesmarches | TWD, F(T)| A3 - B — 1 et T3 TR
fermions ¢
T3 Tret T<Tr
(cf. Eq. (11-51)
et (11-52))
Modéle des G(0y) hy, hy €t Vioc connus
ondes continu en Y toutes marches &mo) analytiquement pour
capillaires T Tret
po - KaT*(T)
4

(cf. paragraphe 11-C.3)

Table 2 : Caractéristiques des différents modeles et méthodes de calculs utilisés pour traiter les
surfacesvicinales.
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Ce comportement est obtenu en utilisant soit le modéle continu (modéle des ondes
capillaires) soit le modéle discret. Le modéle discret, caractérisé par une énergie de cran Ey et
une interaction entre marche A, peut étre résolu en utilisant |'équivalence avec le modéles des
fermions, les simulations Monte Carlo ou la méthode du cylindre. Les caractéristiques de ces
quatre solutions au probleme des surfaces vicinales sont décrites dansla Table 2.

Avant ce travail de these, il n'existait qu'une seule méthode permettant d'étudier une
surface au-dessus et en-dessous de la transition rugueuse : les ssimulations Monte Carlo. Afin
d'acquérir des méthodes exactes (contrairement aux simulations qui sont des expériences
numériques), le modele des ondes capillaires a été étendu sous la température de transition
rugueuse et la méthode du cylindre a été appliquée pour la premiére fois aux cas des surfaces
vicinales. Nous disposons ainsi de trois méthodes d'étude des faces vicinales quelle que soit la
gamme de température explorée.

L'équivalence avec le modéle des fermions, bien que non valable pour T<Tg, est trés
importante car elle permet d'exprimer lesrigidités de surfaces hy, et hy en fonction de A et E,

réalisant ainsi le lien entre le modéle continu et le modéle discret.

Il est important de noter qu'il n'y a pas une méthode "meilleure" que les autres, mais
gu'elles se complétent, car aucune d'entre elles ne permet de déterminer toutes les grandeurs
souhaitées quel que soit le domaine de température. Pour analyser des résultats expérimentaux,
et principalement sous la température de transition rugueuse, une seule méthode ne suffit pas,
il est nécessaire de les combiner. Néanmoins, on peut remarquer que les simulations Monte
Carlo et laméthode du cylindre se complétent bien quelle que soit |la gamme de température.
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