
HAL Id: tel-00004273
https://theses.hal.science/tel-00004273

Submitted on 22 Jan 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Simulation numérique de l’écoulement bidimensionnel de
glace polaire présentant une anisotropie induite évolutive

Olivier Gagliardini

To cite this version:
Olivier Gagliardini. Simulation numérique de l’écoulement bidimensionnel de glace polaire présentant
une anisotropie induite évolutive. Sciences de la Terre. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1999.
Français. �NNT : �. �tel-00004273�

https://theses.hal.science/tel-00004273
https://hal.archives-ouvertes.fr


TH�ESEPr�esent�ee parOlivier GAGLIARDINIPour obtenir le titre deDOCTEUR DE L'UNIVERSIT�E JOSEPH FOURIER - GRENOBLE I(Arrêt�es minist�eriels du 5 juillet 1984 et 30 mars 1992)Sp�e
ialit�e : G�eom�e
anique, G�eophysique
SIMULATION NUMERIQUE D'UN ECOULEMENTBIDIMENSIONNEL DE GLACE POLAIRE PRESENTANT UNEANISOTROPIE INDUITE EVOLUTIVE.version �ele
tronique du 22 janvier 2004

Soutenue le 7 janvier 1999 devant la 
ommission d'examen 
ompos�ee de :M. Jean-Louis AURIAULT Pr�esidentM. Pierre GILORMINI RapporteurM. Kolumban HUTTER RapporteurM. Yvan CHASTEL ExaminateurM. David MAINPRICE ExaminateurM. Ja
ques MEYSSONNIER Dire
teur de th�ese
Th�ese pr�epar�ee au sein duLaboratoire de Gla
iologie et G�eophysique de l'Environnement - CNRS54, rue Moli�ere - BP 96 - 38 402 Saint-Martin-d'H�eres Cedex Fran
eTel (33) 04 76 82 42 00 - Fax (33) 04 76 82 42 01



ii



Mer
i !Mer
i �a Ja
ques Meyssonnier pour sa dire
tion, dis
r�ete mais eÆ
a
e, ainsi que pourtoutes les dis
ussions, s
ienti�ques ou non, que nous avons eu au 
ours de 
esquatre ann�ees.Mer
i �a Kolumban Hutter et Pierre Gilormini pour l'int�erêt qu'ils ont port�e �a mon travailet pour avoir a

ept�e d'en être les rapporteurs.Mer
i �a David Mainpri
e, Yvan Chastel et Jean-Louis Auriault de m'avoir fait l'honneurde parti
iper �a la 
ommission d'examen.Mer
i au SPI du CNRS de m'avoir a

ord�e une bourse BDI pour �nan
er 
es trois ann�eesde th�ese.Mer
i �a l'Universit�e Joseph Fourier - Grenoble I pour le poste d'ATER qui m'a permisde terminer 
e travail dans de bonnes 
onditions.Mer
i �a l'European S
ien
e Foundation pour son soutien �nan
ier lors de ma visite auLaboratoire du Prof. Morland et aussi pour l'�e
ole d'�et�e de Karthaus.Mer
i �a Bruno, Olivier, Philippe, Patri
k et aux autres th�esards de gal�ere au LGGE.Mer
i aux permanents du LGGE pour les dis
ussions s
ienti�ques mais aussi pour 
ellesrelatives aux a
tivit�es d'enseignement.Mer
i au personnel te
hnique et administratif du LGGE pour son aide et son soutien au
ours de 
es quatre ann�ees.

iii



iv Mer
i !



�a Fouf,�a L�ea, Malo et Coline,

v



vi



R�esum�eL'observation de l'orientation des grains des 
arottes for�ees en Antar
tique et au Groen-land montre que la gla
e polaire a
quiert une fabrique repr�esentative de l'histoire desd�eformations qu'elle a subies. Le 
omportement vis
oplastique du 
ristal de gla
e �etantfortement anisotrope, il en r�esulte une anisotropie ma
ros
opique du poly
ristal quid�epend des orientations pr�ef�erentielles des grains qui le 
omposent.A l'�e
helle du poly
ristal, le 
omportement vis
oplastique est obtenu par homog�en�eisationsur tous les 
ristaux, en supposant leur 
omportement lin�eaire orthotrope de r�evolutionet une r�epartition homog�ene des 
ontraintes dans tout le poly
ristal (mod�ele statique).La fabrique du poly
ristal est d�e
rite par une fon
tion 
ontinue de distribution des orien-tations (ODF). Ave
 
es hypoth�eses, nous avons obtenu des r�esultats analytiques pour le
omportement orthotrope d'un poly
ristal et l'�evolution de sa fabrique, qui permettentde repr�esenter la fabrique par une ODF ne d�ependant que de trois param�etres.A l'�e
helle de la 
alotte polaire, les 
hamps de vitesses et fabriques de l'�e
oulementstationnaire sont 
al
ul�es par une m�ethode 
oupl�ee, qui alterne :- le 
al
ul des vitesses, pour un 
hamp de fabriques donn�e, par la m�ethode des �el�ements�nis,- le 
al
ul de la fabrique, pour un 
hamp de vitesses donn�e, par une m�ethode qui utiliseles lignes de 
ourant de l'�e
oulement,jusqu'�a 
e que la 
onvergen
e soit atteinte, �a la fois sur les vitesses et la fabrique.Nous �etudions l'in
uen
e du 
hamp de temp�eratures et du 
omportement du grain surla formation des fabriques au sein des 
alottes polaires. Le mod�ele est appliqu�e �a laligne d'�e
oulement GRIP-GISP2 (Groenland Central) et les r�esultats sont 
ompar�es auxmesures de terrain.
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Abstra
tObservations of 
rystal orientations on deep i
e-
ores from Anta
ti
a and Greenland haveshown that polar i
e a
quires a fabri
, 
hara
teristi
 of the strain-history it has under-gone. Sin
e the vis
oplasti
 behaviour of the i
e single 
rystal is strongly anisotropi
,the ma
ros
opi
 anisotropi
 behaviour of poly
rystalline i
e depends on the preferredorientation of its grains.At the s
ale of the i
e poly
rystal, the i
e fabri
 is des
ribed by a 
ontinuous orientationdistribution fun
tion (ODF) and the me
hani
al behaviour is obtained by assuming alinear transversely isotropi
 behaviour of ea
h grain and a uniform state of stresses inthe poly
rystal (stati
 model). With these assumptions, we have developped analyti
alresults for the behaviour of the poly
rystal and its fabri
 evolution, whi
h allows thedes
ription of the fabri
 with only three parameters.At the s
ale of the i
e sheet, the velo
ity and fabri
 �elds of the stationary 
ow are solvedby using a 
oupled method:- for a given fabri
 �eld, the 
orresponding velo
ity �eld is 
omputed by the �nite elementmethod,- for a given velo
ity �eld, the 
orresponding �eld of fabri
s is obtained by 
al
ulatingfabri
 evolution along the 
ow streamlines,this two steps pro
ess being iterated until 
onvergen
e is a
hieved.We show the in
uen
e of both temperature �eld and grain behaviour on fabri
 develop-pement in the i
e sheet. We apply our model to the 
ow line going from GRIP to GISP2(Central Greenland) and the results are 
ompared to �eld data.
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NotationsR�ef�erentielsDans la suite, nous utilisons prin
ipalement trois r�ef�erentiels :fRg un r�ef�erentiel �xe de r�ef�eren
e li�e �a la Terre, dans lequel sont d�e
rites les sym�etriesde l'�e
oulement de la 
alotte polaire mod�elis�ee (�e
oulement en d�eformations planesou axisym�etrique),foRg un r�ef�erentiel d'orthotropie li�e au poly
ristal de gla
e orthotrope, dans lequel sontd�e
rites les sym�etries du poly
ristal de gla
e,fgRg un r�ef�erentiel li�e au grain, dans lequel sont d�e
rites les sym�etries du mono
ristalde gla
e.Une quantit�e x (ve
teur ou matri
e) est not�ee x, ox ou gx selon qu'elle est exprim�eepar rapport au r�ef�erentiel fRg, foRg ou fgRg respe
tivement.Tenseur, ve
teur et s
alaireA, a, � Grandeurs s
alairesa, 
 Ve
teurs ai, 
iA Tenseur du 2�eme ordre Aija
 b = C Produit tensoriel aibj = CijA:B = AB = C Simple 
ontra
tion AikBkj = CijA : B = C Double 
ontra
tion AijBij = CAt Transpos�e du tenseur AAD = A� 13 tr (A)I Partie d�eviatoire de ALes quantit�es (s
alaire, ve
teur ou matri
e) relatives au poly
ristal ou �a la 
alottesont not�ees ave
 une barre sup�erieure. Par exemple, le tenseur des 
ontraintes d�eviatoiresma
ros
opiques est not�e : �S.Les quantit�es relatives �a un grain sont sans annotation parti
uli�ere. Par exemple, letenseur des vitesses de d�eformation dans un grain est not�e : D.En notant R la matri
e de rotation pour passer du rep�ere du grain fgRg au rep�ere der�ef�eren
e fRg (donn�ee par (2.1)), la formule de passage d'un rep�ere �a l'autre est a = R gapour les ve
teurs et A = R gARt pour les matri
es.xv



xvi NotationsQuantit�es utilis�ees dans le manus
rit�A, . . . , �H, �J CoeÆ
ients de la matri
e de 
uidit�e du poly
ristalAi, A� Param�etres de l'histoire des 
ontraintes (Chap. 3)Bn Param�etre de la loi de Glen (Fluidit�e)
 Ve
teur unitaire d�e�nissant l'axe�
 du grainD Tenseur des vitesses de d�eformationd Ve
teur des vitesses de d�eformation en notation de Voigtei Ve
teurs unitaires d�e�nissant une base orthonorm�ee dire
tef(�; ';x; t) Fon
tion de distribution des orientations (ODF)I Tenseur identit�eJpq Int�egrale de l'ODF d�e�nissant l'anisotropie ma
ros
opiquek1, k2, k3 Param�etres de l'ODF param�etr�ee (Chap. 3)kmin Valeur minimun des param�etres kiL Tenseur gradient des vitessesM i Tenseur de stru
tureR Matri
e de rotation d�e�nissant la position du grainfRg R�ef�erentiel �xe de r�ef�eren
efgRg Rep�ere li�e au grainfoRg Rep�ere d'orthotropie du mat�eriauS Tenseur des 
ontraintes d�eviatoiress Ve
teur des 
ontraintes d�eviatoires en notation de VoigtT Temp�eraturet Tempsu Ve
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Introdu
tionLe rôle important des 
alottes polaires dans le syst�eme 
limatique motive les e�ortsentrepris pour mod�eliser leur �evolution. Cette mod�elisation a pour obje
tifs d'une partl'�etude de la r�ea
tion des 
alottes polaires �a une variation du 
limat, d'autre part une aide�a l'interpr�etation des enregistrements 
limatiques tir�es de l'analyse des forages profondsen Antar
tique ou au Groenland, en proposant des datations.Un mod�ele de 
alotte polaire permet d'obtenir les 
hamps des vitesses et des temp�eratures,pour un g�eom�etrie (altitude de la surfa
e, topographie du so
le) et des 
onditions auxlimites �x�ees (a

umulation, 
onditions aux bords et �a l'interfa
e gla
e-so
le). La da-tation d'une 
arotte est obtenue en 
al
ulant les lignes de 
ourant 
orrespondant au
hamp de vitesses donn�e par le mod�ele, et l'�evolution d'une 
alotte polaire, en r�eponse �aune variation 
limatique donn�ee, est obtenue en faisant varier les 
onditions aux limitesappliqu�ees.L'appli
ation d'un tel mod�ele �a la simulation d'une 
alotte r�eelle implique la mani-pulation d'un nombre 
onsid�erable de donn�ees (notamment pour rendre 
ompte de latopographie) et , lorsque 
'est possible, de param�etrisations qui permettent d'en r�eduirele nombre (par exemple ave
 un mod�ele pour la r�epartition de l'a

umulation en surfa
eRitz, 1992). Un mod�ele de 
alotte polaire est don
 en soi un objet tr�es 
omplexe.Pour 
omprendre les intera
tions entre 
limat et 
alottes polaires, il est n�e
�essairede r�ealiser les 
ouplages ave
 d'autres mod�eles, 
omme un mod�ele de 
ir
ulation at-mosph�erique globale (Fabre et al., 1997), ou un mod�ele reproduisant la variation du ni-veau des mers (qui va in
uen
er les 
onditions d'�e
oulement sur les bords), ou en
ore unmod�ele d'isostasie qui rendra 
ompte de la r�eponse du so
le aux variations d'�epaisseur dela 
alotte. La 
omplexit�e fa
ilement imaginable d'une telle entreprise, fait que le mod�elede 
alotte polaire utilis�e doit vraiment être 
onsid�er�e 
omme un outil (usuel et eÆ
a
e)et non pas 
omme un prototype plus ou moins d�eli
at �a manipuler.Dans 
e 
ontexte vient s'ajouter une diÆ
ult�e li�ee �a la des
ription du 
omportementm�e
anique de la gla
e polaire, dont la loi 
onstitutive doit être prise en 
ompte par lemod�ele d'�e
oulement. A 
e jour, 
es mod�eles, dans leur majorit�e, prennent en 
ompte unmod�ele de gla
e isotrope, semblable �a 
elui utilis�e pour reproduire l'�e
oulement des gla-
iers de type alpin. Cependant les analyses de la stru
ture des gla
es polaires profondes,e�e
tu�ees sur des 
arottes extraites en di��erents sites de l'Antar
tique et du Groenland,ont r�ev�el�e qu'au 
ours de sa d�eformation, sous tr�es faibles 
ontraintes d�eviatoires, la gla
epolaire a
quiert une fabrique (orientation pr�ef�erentielle des grains) et devient anisotrope.Compte tenu de l'�enorme anisotropie plastique du mono
ristal, 
ette anisotropie ma
ro-s
opique induite va in
uen
er tr�es fortement l'�e
oulement des 
alottes polaires et doit1



2 Introdu
tionêtre prise en 
ompte dans leur mod�elisation. A l'heure a
tuelle, 
et e�ort de mod�elisationfait partie des priorit�es s
ienti�ques de la Gla
iologie, notamment au niveau Europ�eenpuisque le travail pr�esent�e dans 
e manus
rit a �et�e r�ealis�e dans le 
adre d'un 
ontratEurop�een sp�e
i�que (Environnement and Climate: "Fabri
 development and rheology ofpolar i
e for i
e sheet 
ow modelling").Une exp�erimentation en laboratoire reproduisant les 
onditions qui r�egnent dans une
alotte et mettant en jeu les m�e
anismes de d�eformation asso
i�es, est ex
lue, �a 
ause destr�es faibles vitesses de d�eformation qui en r�esulteraient (de l'ordre de 10�12 s�1). Par
ons�equent, on est r�eduit �a 
onstruire des mod�eles de 
omportement, si possible bas�essur les m�e
anismes physiques mis en jeu, et qui ne peuvent être test�es que vis �a vis demesures de terrain. Une autre diÆ
ult�e est que pour être utilis�ees, 
es derni�eres doiventêtre interpr�et�ees �a travers des simulations de l'�e
oulement aussi r�ealistes que possible.Le but du travail pr�esent�e dans 
e m�emoire �etait d'�etablir un mod�ele pour le 
ompor-tement de la gla
e polaire anisotrope et pour l'�evolution de sa texture, et de le mettreen oeuvre dans la simulation num�erique d'un �e
oulement de gla
e anisotrope, 
e
i dansdes 
on�gurations g�eom�etriques simples (�e
oulement plan ou axisym�etrique, so
le �xe),et pour des 
onditions aux limites �x�ees. La 
ontrainte essentielle �etait de 
onstruireun mod�ele qui reste assez simple pour être pratiquement utilisable dans un 
ode de 
al-
ul d'�e
oulement (et d'�evolution) de 
alotte polaire, 
onsid�er�e 
omme un outil, 
'est �adire qui minimise le surplus d'information n�e
�essaire au traitement de l'anisotropie, et�egalement les temps de 
al
ul.Pour 
es raisons, le mod�ele auto-
oh�erent d�evelopp�e par Castelnau (1996) ne nousa pas sembl�e adapt�e �a notre probl�eme, malgr�e son eÆ
a
it�e �a d�e
rire le 
omportementde la gla
e anisotrope. Nous avons don
 adopt�e le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes(mod�ele statique), beau
oup plus simple dans son formalisme, mais qui semble 
onduiren�eanmoins �a de bons r�esultats pour la gla
e (Castelnau, 1996). Toujours pour 
es mêmesraisons, et 
ontrairement aux mod�eles �a 
ontraintes homog�enes qui d�e
rivent la fabriquepar des grains dis
rets (Chastel et al., 1993), dans notre mod�ele la fabrique est d�e
ritepar une fon
tion 
ontinue d�ependante de quelques param�etres seulement.Le plan de 
e manus
rit suit les �etapes qui 
onstituent l'�elaboration de notre mod�ele,du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires. Apr�es une �etude bibliographique, pr�esent�ee auChapitre 1, qui rappelle les r�esultats exp�erimentaux obtenus sur la gla
e et pr�esente lesdi��erents mod�eles de 
omportement de la gla
e poly
ristalline, le Chapitre 2 proposela loi adopt�ee pour d�e
rire le 
omportement vis
oplastique anisotrope du mono
ristal degla
e.Ensuite, des r�esultats analytiques obtenus en supposant le poly
ristal orthotropelin�eaire, sont pr�esent�es pour l'�evolution de la fabrique au Chapitre 3, pour le 
ompor-tement du poly
ristal au Chapitre 4 et pour l'�evolution 
onjugu�ee de la fabrique et du
omportement dans le Chapitre 5.En�n, en adoptant une ODF 
ontinue fon
tion de trois param�etres seulement, nousin
orporons la loi mi
ro-ma
ro du poly
ristal de gla
e dans un 
ode aux �el�ements �nis.Le Chapitre 6 pr�esente la mod�elisation de l'�e
oulement d'une 
alotte de gla
e dontle 
hamp de fabriques est donn�e, puis, dans le Chapitre 7 nous mettons en pla
e lam�ethode permettant le 
al
ul du 
hamp de fabriques stationnaire 
orrespondant �a un
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tion 3�e
oulement donn�e.Dans le Chapitre 8, nous 
ouplons les deux m�ethodes pr�e
�edentes pour d�eterminerles 
hamps de vitesses et fabriques 
orrespondant �a l'�e
oulement stationnaire d'une 
a-lotte de g�eom�etrie simpli��ee donn�ee. Nous �etudions l'in
uen
e d'un 
hamp de temp�eratures(donn�e) et du 
omportement du grain sur les 
hamps de vitesses et de fabriques �a la
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e. Finalement, nous appliquons le mod�ele 
oupl�e �a laligne d'�e
oulement reliant les forages profonds de GRIP et GISP2 (Groenland Central)et nous 
omparons les 
hamps de vitesses et fabriques obtenus aux mesures de terrain.
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Chapitre 1Du 
ristal de gla
e aux 
alottespolaires . . .1.1 Introdu
tionLe diam�etre d'un grain de gla
e est de quelques millim�etres �a quelques dizaines de 
en-tim�etres, tandis que la surfa
e de la 
alotte polaire Antar
tique est de 12 700 000 km2 ,soit une longueur 
ara
t�eristique de l'ordre de 3 500 km, pour une profondeur moyennede 2 160m (Drewry et al., 1982). La Figure 1.1 pr�esente de fa�
on s
h�ematique les di-mensions 
ara
t�eristiques du 
ristal de gla
e, du poly
ristal de gla
e1 et de la 
alottepolaire.
Echelle intermédiaire

PSfrag repla
ements Grain :E
helle mi
ros
opique Poly
ristal :E
helle interm�ediaire
Calotte Polaire :E
helle ma
ros
opiquet 106mt103 m

t 10�3 m t10 �1m
Le grain, le poly
ristal, la 
alotte polaire et leurs dimensions 
ara
t�eristiques.Dans 
e 
hapitre, nous pr�esentons dans un premier temps des r�esultats exp�erimentauxd'essais m�e
aniques r�ealis�es sur des 
ristaux de gla
e ainsi que sur de la gla
e poly
ristal-line isotrope et anisotrope. Ces essais de laboratoire mettent en jeux des m�e
anismes de1Nous appellerons \poly
ristal" un ensemble de quelques 
entaines de grains, même si, th�eoriquement,la 
alotte enti�ere peut-être 
onsid�er�ee 
omme un \gros" poly
ristal.5



6 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .d�eformation bien sp�e
i�ques puisque ils sont g�en�eralement r�ealis�es sous des 
ontraintes�elev�ees (� > 0:2MPa). Nous dis
utons la validit�e de 
es essais pour une appli
ation �ala gla
e des 
alottes polaires dans lesquelles le d�eviateur des 
ontraintes est beau
oupplus faible (� < 0:1MPa). Nous analysons plus parti
uli�erement quels peuvent être lesdi��erents m�e
anismes de d�eformation du poly
ristal in-situ en fon
tion de sa positiondans la 
alotte polaire.Ensuite, dans un deuxi�eme temps, nous pr�esentons les mod�eles de la litt�erature quid�e
rivent le 
omportement vis
oplastique du grain, puis les di��erents types de mod�elesde gla
e poly
ristalline anisotrope. En�n, nous pr�esentons les hypoth�eses des di��erentsmod�eles d'�e
oulement de 
alotte polaire ainsi que leurs sp�e
i�
it�es.1.2 Comportement vis
oplastique du 
ristal de gla
e1.2.1 Stru
ture 
ristallographique et d�efautsDans les 
onditions de pression et temp�erature ren
ontr�ees sur Terre, la stru
ture 
ris-tallographique du mono
ristal de gla
e pr�esente un axe de sym�etrie hexagonale [0001℄,appel�e axe optique ou en
ore axe�
. Ce type de gla
e est appel�e gla
e Ih. La Figure 1.1pr�esente la forme du r�eseau 
ristallin o

up�e par les atomes d'oxyg�ene et les six orien-tations possibles de la mol�e
ule d'eau. Les atomes d'oxyg�ene sont li�es par une for
e deliaison dite liaison hydrog�ene.Outre les d�efauts 
lassiques des r�eseaux 
ristallins (pon
tuels ou lin�eaires), la gla
e Ihpr�esente des d�efauts de position des protons. Ces d�efauts 
orrespondent �a la violation desr�egles de Bernal et Fowler (1933) selon lesquelles 
haque atome d'oxyg�ene doit avoir deuxprotons �a proximit�e (
onservation de la stru
ture de la mol�e
ule d'eau) et 
haque liaisonO � O ne doit 
omporter qu'un seul proton. Lorsqu'un proton passe d'une mol�e
uled'eau �a l'autre de part et d'autre de sa liaison hydrog�ene, il y a 
r�eation d'une paire ded�efauts ioniques (OH� et H3O+). Lorsqu'une mol�e
ule d'eau tourne de 2�=3 autourd'une des liaisons O � O, il y a 
r�eation d'un d�efaut rotationnel de Bjerrum de type L(leer, suppression d'une liaison hydrog�ene entre deux oxyg�enes) ou D (doppelt, liaisono

up�ee par deux protons).Pour la gla
e Ih, seul l'arrangement 
ristallin des atomes d'oxyg�ene pr�esente unestru
ture trip�eriodique et les dislo
ations observ�ees 
orrespondent don
 �a des perturba-tions lin�eaires de 
et arrangement. L'observation par topographie aux rayons X montreque la quasi totalit�e des dislo
ations ont leur ve
teur de Burgers 
ontenu dans le plan debase. Du fait de la sym�etrie hexagonale, 
es dislo
ations sont soit parall�eles au ve
teur deBurgers (dislo
ations vis), soit �a 60o du ve
teur de Burgers (dislo
ations 60o) (Petrenkoet Whitworth, 1994). Un 
al
ul �energ�etique montre qu'en majorit�e les dislo
ations dansla gla
e sont basales de type vis. Par ailleurs, on n'observe pas pour la gla
e de glisse-ment des dislo
ations vis sur les plans non basaux (Petrenko et Whitworth, 1994). Ce
i
onf�ere au mono
ristal de gla
e un 
omportement vis
oplastique fortement anisotrope.Une parti
ularit�e de la gla
e est que la vitesse des dislo
ations, proportionnelle �a la
ontrainte appliqu�ee, est tr�es faible 
ompar�ee �a 
elles observ�ees dans les m�etaux. Parexemple, pour le mono
ristal de gla
e, la vitesse de d�epla
ement est de 0:2�ms�1 �aune temp�erature de 255K (soit pour un rapport T=Tf = 0:93 o�u Tf est la temp�eraturede fusion) et une 
ontrainte de 0:1MPa, alors qu'elle est de 8ms�1 pour le 
uivre �a
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ristal de gla
e 7
base

Plan  de PSfrag repla
ements
 (a)PSfrag repla
ements
 (b)Fig. 1.1 : (a) Position des atomes d'oxyg�ene dans la gla
e Ih. Les traits repr�esentent lesliaisons hydrog�ene. (b) Les six orientations possibles pour la mol�e
ule d'eau. Les 
er
lesvides repr�esentent les atomes d'oxyg�ene et les 
er
les pleins les atomes d'hydrog�ene.293K (T=Tf = 0:21) sous une 
ontrainte de 0:25MPa (Pl�e, 1998). Le rôle du d�esordreprotonique, qui 
onstituerait un obsta
le �a l'avan
�ee des dislo
ations, est invoqu�e pourexpliquer 
ette faible vitesse (Petrenko et Whitworth, 1994).1.2.2 Anisotropie du 
ristal de gla
eLa Figure 1.2 (Duval et al., 1983) 
ompare les vitesses de d�eformation minimales obtenuespour la gla
e poly
ristalline isotrope et pour le mono
ristal de gla
e en fon
tion de la
ontrainte appliqu�ee. Cette �gure montre que le m�e
anisme prin
ipal de d�eformation dumono
ristal est le glissement dans les plans de base. A 
ontrainte �equivalente �egale, lavitesse de d�eformation d'un mono
ristal solli
it�e de fa�
on �a avoir une 
ission nulle dans lesplans de base (
ourbe du bas) est de quatre ordres de grandeur inf�erieure �a 
elle obtenuesi la 
ission dans le plan de base est maximale (
ourbe du haut). A 
ontrainte �egale, lavitesse de d�eformation en 
isaillement parall�element au plan de base du mono
ristal estenviron mille fois plus �elev�ee que 
elle du poly
ristal isotrope.Le 
uage se
ondaire du mono
ristal d�eform�e par glissement basal est bien d�e
rit parune loi puissan
e :(1.1) _
b = Bb�nbo�u _
b et �b sont respe
tivement la vitesse de d�eformation et la 
ission r�esolues dans leplan de base du grain. La synth�ese des r�esultats exp�erimentaux donn�ee par Duval et al.(1983) 
onduit �a un exposant n pro
he de 2, et �a une �energie d'a
tivation de 63 kJmol�1.Selon Lliboutry (1987), la valeur 2 de l'exposant de la loi puissan
e pourrait êtreexpliqu�ee par une densit�e de dislo
ations proportionnelle �a la 
ontrainte. La densit�ede dislo
ations mobiles � et la vitesse des dislo
ations v �etant proportionnelles �a la
ontrainte, d'apr�es la loi d'Orowan :(1.2) D = b�v,la vitesse de d�eformation D est alors proportionnelle au 
arr�e de la 
ontrainte.
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Fig. 1.2 : Relation entre la vitesse de d�eformation �equivalente et la 
ontrainte �equivalentepour la gla
e isotrope et le mono
ristal d�eform�e par glissement basal et non basal, d'apr�esDuval et al. (1983).



1.3. Comportement de la gla
e poly
ristalline 9Notons que les valeurs de l'exposant n et de l'�energie d'a
tivation pour le poly
ristalsont di��erentes de 
elles du mono
ristal. Nous pr�esentons plus loin, les parti
ularit�esm�e
aniques propres au poly
ristal de gla
e.En�n, Kamb (1961) a montr�e que, pour n = 1 ou n = 3, la dire
tion du glissementdans le plan de base est exa
tement la même que 
elle de la 
ission r�esolue dans le plan debase. Pour des valeurs de n 
omprises entre 1 et 3, la d�eviation entre 
es deux dire
tionsreste inf�erieure �a 2o. Le plan de base peut don
 être 
onsid�er�e 
omme isotrope.1.3 Comportement de la gla
e poly
ristallineDu fait de la tr�es grande anisotropie vis
oplastique du mono
ristal de gla
e, le 
ompor-tement du poly
ristal de gla
e d�epend fortement de la distribution des axes�
 (fabrique)de ses grains 
onstitutifs. Si les axes�
 des grains sont r�epartis de fa�
on al�eatoire, alorsle 
omportement du poly
ristal est isotrope. A l'oppos�e, si tous les grains ont la mêmeorientation, l'anisotropie du poly
ristal est tr�es marqu�ee.Notons que, si l'on n�eglige la d�eformation �elastique en ne 
onsid�erant que le 
om-portement vis
oplastique, le mat�eriau peut être 
onsid�er�e 
omme in
ompressible et par
ons�equent seule la partie d�eviatoire du tenseur des 
ontraintes entrâ�ne des d�eformations.1.3.1 Comportement de la gla
e isotropePour des raisons de dur�ee, les essais de laboratoire sur la gla
e sont r�ealis�es pour des
ontraintes et des temp�eratures relativement �elev�ees (� > 0:2MPa et T t �10oC soitT=Tf t 0:96). Les m�e
anismes mis en jeux lors de 
es essais sont alors sp�e
i�ques de 
esr�egimes de 
ontrainte et de temp�erature. Dans 
es 
onditions, au 
ours de la d�eformationdu poly
ristal de gla
e isotrope, on distingue trois phases, visibles sur la Figure 1.3.1.3.1.1 Fluage primaireDu fait de l'anisotropie du 
ristal de gla
e, le 
hamp des 
ontraintes dans le poly
ristalest fortement h�et�erog�ene. A l'�e
helle du grain apparaissent des 
ontraintes internes auxgrains dont la valeur peut être nettement sup�erieure �a la 
ontrainte moyenne appliqu�ee.Les dislo
ations produites par la d�eformation restent bloqu�ees aux joints de grain, 
e quiexplique la diminution de la vitesse de d�eformation (i.e. le dur
issement du mat�eriau).Cette phase est bien repr�esent�ee par la loi d'Andrade (i.e. d�eformation proportionnelle�a t1=3).1.3.1.2 Fluage se
ondaireContrairement �a 
e que l'on observe sur la plupart des mat�eriaux vis
oplastiques, laphase de 
uage se
ondaire de la gla
e est tr�es 
ourte. On n'observe pas de p�eriode o�ula vitesse de d�eformation est 
onstante, et par 
ons�equent, le 
uage se
ondaire est d�e�niau minimum de la vitesse de d�eformation.La relation donnant la vitesse de d�eformation minimale �D en fon
tion de la 
ontrainted�eviatoire �S est bien d�e
rite par une loi puissan
e de type Norton-Ho�, 
ouramment
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ka (1984).



1.3. Comportement de la gla
e poly
ristalline 11appel�ee loi de Glen en Gla
iologie :(1.3) �Dij = Bn(T )2 �n�1 �Sij,o�u ��2 = �Sij �Sij=2 est la 
ission eÆ
a
e (deuxi�eme invariant de �S). La 
uidit�e Bn(T )(inverse de la vis
osit�e) d�epend de la temp�erature selon la loi d'Arrh�enius :(1.4) Bn(T ) = Bn(T0) eQR ( 1T0� 1T ) ,o�uR est la 
onstante des gaz parfaits, Q l'�energie d'a
tivation et T , T0 sont les temp�eraturesen Kelvin. D'apr�es Le Ga
 (1980) et Lliboutry et Duval (1985), Q = 78 kJmol�1 pour destemp�eratures inf�erieures �a �8oC. Pour des temp�eratures sup�erieures, on observe une aug-mentation de l'�energie d'a
tivation : les valeurs d'�energie d'a
tivation apparente donn�eespar la litt�erature (selon Le Ga
 (1980), Q = 120 kJmol�1 pour T > �8oC) masquentprobablement des pro
essus a
tifs �a haute temp�erature, tels que la re
ristallisation due �al'augmentation de la vitesse de migration des joints de grain ou le 
hangement de phaseaux joints de grain dans les zones de forte 
on
entration de 
ontrainte.La valeur de l'exposant n dans (1.3) d�epend du niveau des 
ontraintes appliqu�ees etpour la majorit�e des essais en laboratoire (
ontraintes sup�erieures �a 0.2 MPa) la valeurde n est 3 et B3(�10oC) t 20 MPa�3a�1 (Duval et al., 1983; Lliboutry et Duval, 1985;Meyssonnier et Goubert, 1994).Cette valeur 3 de l'exposant pour le poly
ristal est �a 
omparer �a la valeur 2 trouv�eepour le 
ristal de gla
e isol�e. La di��eren
e d'exposant peut s'expliquer par le rôle desjoints de grain qui 
onstituent une barri�ere au d�epla
ement des dislo
ations. Selon Duvalet al. (1983), l'empilement des dislo
ations dans la zone du joint 
ontraint les dislo
ations�a monter dans d'autres plans. La vitesse des dislo
ation v dans la loi d'Orowan (1.2) estalors proportionnelle au 
arr�e de la 
ontrainte et par 
ons�equent, la vitesse de d�eformationest proportionnelle au 
ube de la 
ontrainte.Pour des valeurs de 
ontraintes inf�erieures �a 0.1 MPa, tr�es peu d'essais durent as-sez longtemps pour atteindre la vitesse minimum. Pimienta (1987) trouve une valeurde n inf�erieure �a 2 , qui est 
on�rm�ee par les donn�ees d'in
linom�etrie dans des trousde forage en Antar
tique (Lliboutry et Duval, 1985; Doake et Wol�, 1985). Un 
om-portement lin�eaire (n = 1) 
ara
t�erise aussi la partie basse du n�ev�e pour des densit�essup�erieures �a 0:9, et l'�etude de la densi�
ation dans les forages de Byrd (Antar
tique)et Site 2 (Groenland) permet de d�eduire une valeur B1(�10oC) = 0.18 MPa�1a�1 (Pi-mienta, 1987). Lipenkov et al. (1997) appliquent une m�ethode inverse �a partir desdonn�ees de densi�
ation des bulles dans le forage de Vostok (Antar
tique) et obtiennentn = 1 et B1(�10oC) = 0:16 � 0:07MPa�1a�1Pour les gla
es des 
alottes polaires, 
e 
omportement pro
he du lin�eaire est expliqu�epar l'absorption des dislo
ations lors de la migration des joints au 
ours du grossisse-ment des grains (Lliboutry et Duval, 1985). La densit�e de dislo
ation � est alors sup-pos�ee 
onstante (
uage de Harper-Dorn) et par 
ons�equent, d'apr�es (1.2) la vitesse ded�eformation est proportionnelle �a la 
ontrainte.Notons en�n que la loi de Glen isotrope est la loi la plus utilis�ee dans les mod�elesd'�e
oulement de 
alottes polaires.



12 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .1.3.1.3 Fluage tertiaireAu 
ours de 
ette phase, l'augmentation des vitesses de d�eformation s'explique par lesm�e
anismes de re
ristallisation dynamique (re
ristallisation dis
ontinue ou migration-re
ristallisation, Duval et Castelnau (1995)) qui adou
issent le mat�eriau. Les grainsmal orient�es pour se d�eformer sont rempla
�es par de nouveaux grains (pro
essus denu
l�eation). Une orientation pr�ef�erentielle des axes�
 �a plusieurs maxima apparâ�t(Duval, 1981; Lliboutry et Duval, 1985), et par 
ons�equent l'�etat de 
ontrainte dansle mat�eriau devient plus homog�ene. Cette phase peut aussi être repr�esent�ee par la loide Glen, mais pour des valeurs du param�etres Bn deux �a trois fois sup�erieures �a 
ellesdonn�ees pour le 
uage se
ondaire. Meyssonnier (1989) trouve une valeur B3(�10o) =70 MPa�3a�1 pour d�e
rire le 
uage tertiaire.Si la vitesse de d�eformation est trop �elev�ee pour permettre au mat�eriau de dissiperson �energie par d�eformation plastique, des �ssures peuvent apparâ�tre au voisinage desgrains les plus gros et les moins bien orient�es pour se d�eformer (Pl�e, 1998).1.3.2 Textures des gla
es polairesLa texture d'un poly
ristal de gla
e est la des
ription de la taille, de la forme et del'agen
ement des grains qui le 
omposent. La fabrique du poly
ristal est uniquement larepr�esentation de la r�epartition des orientations 
ristallographiques de ses grains (Lli-boutry, En
y
lopaedia Universalis, entr�ee : gla
e).Dans la pratique, la texture d'un mor
eau de 
arotte de gla
e est d�e�nie par l'obser-vation de lames min
es en lumi�ere polaris�ee. Pour la 
arotte de GRIP (Groenland), leslames min
es observ�ees 
omportent, en moyenne, les se
tions de 100 �a 200 grains (Thor-steinsson et al., 1997). L'orientation de l'axe�
 de 
haque 
ristal est d�etermin�ee enre
her
hant ses positions d'extin
tion. La proje
tion de S
hmidt permet de repr�esenterde fa�
on 
onventionnelle la fabrique d'un �e
hantillon sur des �gures de pôles. Cette pro-je
tion 
onserve les surfa
es et permet don
 de rendre 
ompte de fa�
on pr�e
ise du niveaude 
on
entration des fabriques. Chaque grain est visualis�e par un point qui est la proje
-tion sur le plan de la lame du point d'interse
tion entre la demi-sph�ere unit�e et l'axe�
du grain. La taille du grain peut-être prise en 
ompte en attribuant plusieurs points auxgros grains ou en rempla�
ant le point par un 
er
le dont la surfa
e est proportionnelle �ala taille du grain qu'il repr�esente.Des exemples de fabriques observ�ees dans les gla
es des 
alottes polaires sont pr�esent�essur la Figure 1.4. En surfa
e, l'orientation des 
ristaux est al�eatoire et le poly
ristal estisotrope. Lorsque la profondeur augmente, les fabriques sont plus 
on
entr�ees et, sui-vant le site de forage, les axes�
 sont 
on
entr�es autour de la dire
tion verti
ale2 ou bienforment une 
ouronne homog�ene dans un plan verti
al3, dont l'orientation par rapport auplan de l'�e
oulement (parall�ele ou perpendi
ulaire) demeure in
onnue �a 
e jour (Duval,
ommuni
ation personnelle, 1998).Ces observations ne sont sans doute pas repr�esentatives de l'ensemble des formes2A Camp Century, Dye 3 et GRIP au Groenland, et Byrd station et Law Dome en Antar
-tique : Russell-Head et Budd (1979); Herron et Langway (1982); Thorsteinsson et al. (1997).3A Vostok et Mizuho en Antar
tique : Fujita et al. (1987); Lipenkov et al. (1989).
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104.5 m n=215 879 m n=192 978 m n=193915 m n=181(a) Vostok
19

1790 m n=174

20

1899 m n=200

21

1982 m n=175(b) GRIPFig. 1.4 : Exemples de fabriques observ�ees dans les forages de (a) Vostok (Antar
tique)aux profondeurs de 104.5m, 879m, 915m et 978m (Lipenkov et al., 1989) et (b) GRIP(Groenland) aux profondeurs de 1790m, 1899m et 1982m (Thorsteinsson et al., 1997).La proje
tion est faite dans le plan horizontal in-situ.



14 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .de fabriques, puisque il est diÆ
ile d'imaginer le passage d'une fabrique axisym�etriqued'axe verti
al �a une fabrique axisym�etrique d'axe horizontal sans une transition pendantlaquelle la fabrique n'est plus axisym�etrique.1.3.3 Comportement de la gla
e poly
ristalline anisotropeLes 
ourbes de 
uage de la gla
e poly
ristalline anisotrope pr�esentent les trois mêmesphases que 
elles de la gla
e isotrope. Nous donnons i
i des r�esultats d'essais m�e
aniquesr�ealis�es sur des gla
es polaires dont les fabriques sont tr�es marqu�ees. La r�eponse dupoly
ristal de gla
e anisotrope est 
ompar�ee �a 
elle de la gla
e isotrope pour le 
uagese
ondaire.Des essais r�ealis�es par Duval et Le Ga
 (1982) sur des gla
es de Dome-C ont montr�eque, pour un poly
ristal dont tous les axes�
 sont align�es perpendi
ulairement �a ladire
tion de 
isaillement, la 
uidit�e en 
isaillement B== est dix fois sup�erieure �a 
elle dela gla
e isotrope �a la même temp�erature. En 
ompression dans la dire
tion des axes�
,la 
uidit�e est quatre fois plus faible que 
elle de la gla
e isotrope.Ces r�esultats sont �a 
omparer �a la valeur 103 donn�e par Duval et al. (1983) pour lerapport entre la 
uidit�e dans le plan de base d'un mono
ristal isol�e et la 
uidit�e de lagla
e isotrope. La di��eren
e de deux ordres de grandeur entre le mono
ristal isol�e et lepoly
ristal dont tous les 
ristaux ont la même orientation, s'explique par le rôle des jointsde grains qui dans le poly
ristal 
onstituent des obsta
les au mouvement des dislo
ations.Notons qu'au
un des mod�eles de 
omportement pr�esent�es dans le paragraphe suivantn'est 
apable de reproduire 
ette di��eren
e. En e�et, pour un poly
ristal dont tous lesaxes�
 auraient la même orientation, tous 
es mod�eles donnent un 
omportement limite
orrespondant �a 
elui du grain isol�e. Ce
i vient du fait que le rôle des joints de grainn'est pas pris en 
ompte dans 
es mod�eles.Pimienta et al. (1987) ont r�ealis�e des essais sur les gla
es de Vostok dont la fabriqueforme une 
ouronne homog�ene (
f. Figure 1.4). Contrairement aux gla
es �a un seul maxi-mum d'orientation des axes�
, les gla
es de Vostok ne poss�edent pas de dire
tion danslaquelle la 
uidit�e est plus importante que 
elle de la gla
e isotrope. Seule la dire
tionperpendi
ulaire au plan de la 
ouronne pr�esente une grande di��eren
e de 
omportementpar rapport �a la gla
e isotrope, ave
 une 
uidit�e en 
ompression seize fois plus faible que
elle de la gla
e isotrope �a la même temp�erature.Ces essais r�ealis�es sur di��erentes gla
es montrent 
lairement le lien entre la fabriquede l'�e
hantillon et son anisotropie m�e
anique.1.3.4 Lo
alisation des di��erents pro
essus au sein des 
alottes polairesLes m�e
anismes mis en jeu pour d�eformer les 
ristaux de gla
e qui 
omposent les 
a-lottes polaires d�ependent de nombreux param�etres, tels que l'histoire des d�eformations,la fabrique, les 
ontraintes, la temp�erature, la teneur en impuret�es.La variation spatiale de 
es 
onditions dans les 
alottes polaires entrâ�ne que, sui-vant l'endroit observ�e, les m�e
anismes mis en jeu ne sont pas les mêmes, et que par
ons�equent, la loi de 
omportement peut prendre di��erentes formes (valeur de n, valeursdes 
oeÆ
ients rh�eologiques, . . . ). Pimienta et al. (1987) et Alley (1992) proposent de



1.4. Mod�elisation des ph�enom�enes observ�es 15distinguer trois zones en fon
tion de la profondeur :- Dans les premi�eres 
entaines de m�etres sous la surfa
e, une zone de faibles 
ontrainteso�u les grains grossissent pour diminuer l'�energie de surfa
e. Une valeur de n pro
hede 1, expliqu�ee par l'absorption des dislo
ations li�ee �a la migration des joints degrains (Lliboutry et Duval, 1985), semble adapt�ee pour d�e
rire le 
omportementdans 
ette zone (Doake et Wol�, 1985; Pimienta et al., 1987).- En progressant en profondeur, les 
ontraintes augmentent et le 
uage dislo
ationprend le pas sur le grossissement des grains. La taille des grains peut être stable(par exemple �a GRIP, Thorsteinsson et al. (1997)) et l'arrêt de la 
roissan
e desgrains s'explique alors par la polygonisation des grains. Un exposant inf�erieur �a3 est propos�e par la plupart des auteurs pour d�e
rire le 
omportement dans 
ettezone (Doake et Wol�, 1985; Lliboutry et Duval, 1985). La rotation des grainspar glissement intra
ristallin entrâ�ne la formation de fabriques qui tendent �a se
on
entrer vers un seul maximum.- Une troisi�eme zone, pro
he du lit ro
heux, o�u la gla
e peut subir de fortes variationsde 
ontraintes lorsque le lit est irr�egulier et o�u la temp�erature est g�en�eralement�elev�ee (T > �10oC). Ces 
onditions parti
uli�eres induisent une re
ristallisationdis
ontinue (ou migration-re
ristallisation), au 
ours de laquelle de nouveaux grainsmieux orient�es pour se d�eformer sont 
r�e�es, qui donne naissan
e �a des fabriques �aplusieurs maximums. Les fabriques observ�ees �a 
es profondeurs peuvent pr�esenterde tr�es brusques 
hangements de forme, 
omme par exemple les fabriques de GRIP(Groenland) en dessous de 2800m (Thorsteinsson et al., 1997). L'observation de 
esfabriques �a plusieursmaximums n'est 
ependant pas syst�ematique �a 
es profondeurs(Alley, 1992). Dans 
ette zone profonde, on suppose que la valeur de l'exposant est
omparable �a 
elle d�eduite des essais en laboratoire, soit n = 3, mais une valeurinf�erieure �a 3 n'est pas impossible.1.4 Mod�elisation des ph�enom�enes observ�esDans 
ette partie, nous dis
utons les di��erents mod�eles de la litt�erature, des mod�eles de
omportement du grain aux mod�eles d'�e
oulement des 
alottes polaires. Les sp�e
i�
it�esdes di��erents mod�eles de 
omportement et d'�evolution de la fabrique de la gla
e poly-
ristalline sont d�etaill�ees.1.4.1 Mod�eles de 
omportement du grainEssentiellement, trois mod�eles de grain sont propos�es dans la litt�erature :(1) D�eformation par glissement basalLa majorit�e des auteurs (Lliboutry, 1993; Van der Veen et Whillans, 1994; Azuma etGoto-Azuma, 1996; Svendsen et Hutter, 1996; G�odert et Hutter, 1998) postulent que legrain se d�eforme uniquement par glissement basal. Seule la 
ission r�esolue dans le plan



16 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .de base �b entrâ�ne une vitesse de d�eformation _
b du 
ristal par 
isaillement parall�elementau plan de base, soit d'apr�es Lliboutry (1993) :(1.5) _
b =  b�b +Bb�3b ,o�u  b et Bb sont les 
uidit�es en 
isaillement parall�element au plan de base pour les 
aslin�eaire et non-lin�eaire (n = 3), respe
tivement.(2) Mod�ele �a syst�emes de glissementCastelnau et al. (1996b) proposent un mod�ele de 
omportement du grain pouvant sed�eformer par glissement dans les plans basal, pyramidal et prismatique. Pour 
haquesyst�eme de glissement, la vitesse de 
isaillement est 
ontrôl�ee par la duret�e du syst�eme,le plan de base �etant 
elui o�u le glissement est le plus fa
ile.(3) Comportement orthotrope de r�evolutionMeyssonnier et Philip (1996) adoptent une loi de mat�eriau in
ompressible lin�eaire or-thotrope de r�evolution pour d�e
rire le 
omportement du grain. L'anisotropie du grainest 
ontrôl�ee par deux param�etres qui permettent de passer d'un grain se d�eformantuniquement par glissement basal (�equivalent au mod�ele (1)) �a un grain isotrope.Ce mod�ele est pr�esent�e au 
hapitre suivant, ainsi que son extension au 
as non-lin�eaire. De plus, nous 
omparons les mod�eles (2) et (3) dans le 
as lin�eaire et montronsqu'ils sont �equivalents (
f. 2.3).1.4.2 Mod�eles de des
ription de la fabrique : grains dis
rets ou ODF1.4.2.1 Grains dis
retsPour d�e
rire la fabrique d'un poly
ristal de gla
e, l'appro
he 
lassique 
onsiste �a se donnerun nombre �ni de grains (voir par exemple Molinari et al., 1987; Chastel et al., 1993;Van der Veen et Whillans, 1994; Azuma, 1994; Castelnau et al., 1996b). Cette m�ethodepermet de d�e�nir tr�es pr�e
is�ement l'orientation de 
haque grain (axe�
 et axe�a pourla gla
e par exemple) en utilisant les trois angles d'Euler, mais aussi �eventuellementsa taille ou des variables internes diverses (Par exemple une densit�e de dislo
ation).C'est la m�ethode la plus naturelle pour d�e
rire la fabrique d'un �e
hantillon r�eel dont onveut reproduire le 
omportement ave
 un mod�ele. Son in
onv�enient majeur est le grandnombre de donn�ees �a sto
ker puisque un minimum de 200 grains semble n�e
essaire pourd�e
rire 
onvenablement le poly
ristal, notamment lorsqu'il est isotrope (Elvin, 1996). Par
ons�equent, son utilisation dans un mod�ele d'�e
oulement de 
alotte polaire 
ontenantenviron 105 n�uds (Greve et Hutter, 1995; Fabre et al., 1997) semble 
onduire �a unvolume de donn�ees trop important.1.4.2.2 Fon
tion de distribution des orientations (ODF)Une appro
he plus math�ematique, 
onsiste �a d�e
rire la fabrique d'un point de vue sta-tistique par une fon
tion de distribution des orientations 
ristallines. Cette fon
tion,positive, 
ontinue et in�niment d�erivable (Moussy et Fran
iosi, 1990, page 151), donne



1.4. Mod�elisation des ph�enom�enes observ�es 17la fra
tion volumique dV (g) des 
ristaux poss�edant l'orientation g �a dg pr�es dans levolume V0 de l'�e
hantillon, soit :(1.6) dV (g)V0 = K:f(g)dg,o�u la 
ondition de normalisation(1.7) 1V0 ZV dV (g) = K Zg f(g)dg = 1,et la 
ondition f(g) = 1 pour un �e
hantillon isotrope sans texture (i.e. pour uner�epartition al�eatoire de tous les 
ristaux), entrâ�nent K = 1=8�2.Lorsque le 
ristal peut être rep�er�e uniquement par une seule orientation, 
omme 
'estle 
as pour la gla
e ave
 les mod�eles 1 et 3 pr�esent�es au paragraphe 1.4.1, f est unefon
tion de seulement deux angles (en 
oordonn�ees sph�eriques par exemple). La fon
tionde distribution des orientations f(�; ') (Orientation Distribution Fun
tion ou ODF, voirVan der Giessen et Van Houtte, 1992; Meyssonnier et Philip, 1996) donne alors la fra
tionvolumique des 
ristaux dont l'orientation est (�; ').Par d�e�nition, l'ODF v�eri�e l'�equation de 
onservation du nombre total de grains,qui s'�e
rit :(1.8) 12� Z 2�0 Z �=20 f(�; ') sin � d� d' = 1.L'avantage de l'ODF est de pouvoir être d�etermin�ee sous forme d'une fon
tion 
onti-nue. Il est aussi possible de mener des 
al
uls analytiques et ainsi d'obtenir des solutionsanalytiques de l'ODF pour di��erentes 
onditions de 
hargement (Van der Giessen et VanHoutte, 1992; Svendsen et Hutter, 1996).1.4.2.3 Moyenne sur les 
ristauxUne quantit�e ma
ros
opique �A (
omposante des tenseurs des vitesses de d�eformation,des 
ontraintes, . . . ) est d�e�nie 
omme �etant la moyenne de 
ette quantit�e A sur tousles grains du poly
ristal. En fon
tion de la m�ethode 
hoisie pour repr�esenter la fabrique,nous �e
rirons :(1.9) �A =< Ag >= 1Ng NgXg=1Ag,si la fabrique est d�e
rite par Ng grains dis
rets,(1.10) �A =< A(�; ') >= 12� Z 2�0 Z �=20 A(�; ')f(�; ') sin � d� d',lorsque la fabrique est d�e
rite �a l'aide de l'ODF f(�; ').



18 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .1.4.3 Mod�eles de 
omportement du poly
ristal anisotropeNous pr�esentons dans 
e paragraphe trois types d'appro
hes pour d�e
rire le 
omporte-ment m�e
anique d'un poly
ristal de gla
e.1.4.3.1 Mod�eles ph�enom�enologiquesUne premi�ere appro
he 
onsiste �a adopter une forme de loi ma
ros
opique (Boehler, 1978)et �a d�eterminer la valeur des 
oeÆ
ients pour un �e
hantillon de gla
e anisotrope test�eeen laboratoire (Le Ga
, 1980; Anderman, 1982; Pimienta et al., 1987). Cette appro
hene permet pas, a priori, de pr�edire le 
omportement d'un �e
hantillon �a partir de la seuleobservation de sa fabrique. N�eanmoins, 
es r�esultats sont tr�es utiles pour valider lesmod�eles d'homog�en�eisation.Morland et Starosz
zyk (1998) proposent un mod�ele ph�enom�enologique pour le 
om-portement et l'�evolution de la texture 
onstruit �a partir des th�eor�emes de repr�esentationdes fon
tions tensorielles obje
tives (Boehler, 1978). L'anisotropie est restreinte au 
asparti
ulier de l'orthotropie en supposant qu'elle est 
onserv�ee au 
ours de la d�eformationdu mat�eriau. La 
ontrainte d�eviatoire est exprim�ee 
omme fon
tion de la vitesse ded�eformation a
tuelle, de la d�eformation et de trois tenseurs de stru
ture. Dans son expres-sion la plus simple, le mod�ele d�epend d'une seule fon
tion de la d�eformation pour d�e
rirel'�evolution de l'anisotropie. Cette fon
tion est 
al�ee sur des r�esultats d'essais m�e
aniques(Starosz
zyk et Morland, 2000) ou �a l'aide des mod�eles plus physiques pr�esent�es 
i-dessous (Starosz
zyk et Gagliardini, 1999). L'int�erêt majeur de 
e mod�ele r�eside dans saformulation uniquement ma
ros
opique, qui permet d'envisager son in
orporation dansun mod�ele d'�e
oulement de 
alotte polaire sans trop de diÆ
ult�e.1.4.3.2 Dis
r�etisation spatiale du poly
ristalLe poly
ristal est dis
r�etis�e en un nombre �ni de 
ristaux, qui eux mêmes peuvent êtredivis�es en un nombre �ni d'�el�ements. La m�ethode des �el�ements �nis est g�en�eralementla m�ethode employ�ee pour r�esoudre les �equations de l'�equilibre du poly
ristal (Harrenet al., 1988; Teodosiu et al., 1993). Cette m�ethode est tr�es pr�e
ise dans la des
riptiondes 
hamps de 
ontraintes et de d�eformations �a l'int�erieur du poly
ristal. Elle permetnotamment de tenir 
ompte de l'arrangement des grains observ�e sur une lame min
e.Par 
ontre, les appli
ations sont g�en�eralement 2D et n�e
essitent un investissement entemps de 
al
ul et en donn�ees tr�es important. Les r�esultats obtenus ave
 la m�ethode des�el�ements �nis sont tr�es utiles pour 
aler d'autres mod�eles (Molinari et T�oth, 1994).1.4.3.3 M�ethodes mi
ro-ma
ro d'homog�en�eisationDans les m�ethodes mi
ro-ma
ro, le 
omportement du poly
ristal, pour une fabriqueobserv�ee donn�ee, est obtenu par des m�ethodes d'homog�en�eisation �a partir de 
elui dugrain.L'homog�en�eisation 
onsiste �a d�eduire le 
omportement d'un assemblage d'�el�ementsqui interagissent entre eux, �a partir de la 
onnaissan
e du 
omportement de l'�el�ementisol�e et des lois d'intera
tion. Dans le 
as de la gla
e poly
ristalline, le 
omportementm�e
anique d'un assemblage de grains est d�etermin�e �a partir de 
elui du grain isol�e.



1.4. Mod�elisation des ph�enom�enes observ�es 19Les �equations �a v�eri�er sont l'�equation de l'�equilibre dans 
haque grain et l'�equation de
ompatibilit�e des d�eformations4 entre les grains.Il n'est pas possible de v�eri�er exa
tement 
es deux �equations pour l'ensemble desgrains. De 
ette 
onstatation d�e
oule les hypoth�eses des di��erents mod�eles :Mod�ele type "Taylor" Le mod�ele de Taylor suppose que les d�eformations sont ho-mog�enes dans tous les grains et �egales �a la d�eformation ma
ros
opique du poly
ristal.Cette hypoth�ese implique que la 
ontinuit�e des d�eformations est respe
t�ee.Mod�ele �a 
ontraintes homog�enes ou mod�ele statique Le mod�ele statique reposesur l'hypoth�ese de 
ontraintes uniformes dans le poly
ristal. L'�equation de l'�equilibrequasi-statique est don
 impli
itement v�eri��ee. Notons que 
e mod�ele est di��erent dumod�ele de Sa
hs (1928) qui lui ne v�eri�e ni l'�equation de l'�equilibre ni l'�equation de la
ontinuit�e (voir par exemple Ko
ks et al., 1998, page 468).Mod�ele de type Auto-
oh�erent Les mod�eles de type auto-
oh�erent v�eri�ent \aumieux" les deux �equations et donnent un 
omportement de poly
ristal 
ompris entre les
omportements du mod�ele de Taylor et du mod�ele �a 
ontraintes homog�enes.Nous pr�esentons i
i les parti
ularit�es des di��erents mod�eles d'homog�en�eisation de lalitt�erature utilis�es pour d�e
rire le 
omportement de la gla
e poly
ristalline anisotrope.Notons que la plupart des auteurs proposent aussi un mod�ele d'�evolution de la fabrique(
f. x1.4.4).Le mod�ele de Taylor semble mal adapt�e pour d�e
rire le 
omportement de la gla
e. Iln�e
essite un minimum de 
inq syst�emes de glissement ind�ependants et don
 un mod�elede 
omportement du grain qui ne tienne pas 
ompte uniquement du glissement basal(deux syst�emes ind�ependants) (Castelnau et al., 1996b).Lliboutry (1993) pr�esente une m�ethode d'homog�en�eisation bas�ee sur l'hypoth�ese des
ontraintes homog�enes, dans le 
as o�u la fabrique pr�esente une sym�etrie de r�evolution. Le
omportement ma
ros
opique est seulement fon
tion de la 
uidit�e dans le plan de basedu 
ristal et d'un param�etre de des
ription de la fabrique �1=2 (
f. x3.5.3). L'int�erêt de
ette homog�en�eisation est de d�eterminer la forme de la loi ma
ros
opique. Ainsi, lorsquele 
omportement est lin�eaire (n = 1), la loi ma
ros
opique d�epend de trois param�etresind�ependants, et de 
inq5 lorsque le 
omportement est non-lin�eaire (n = 3). Dans leChapitre 4, nous �etendons 
e mod�ele au mat�eriau orthotrope.Le mod�ele lin�eaire de Svendsen et Hutter (1996) est lui aussi bas�e sur l'hypoth�esedes 
ontraintes homog�enes, et le 
omportement du poly
ristal de gla
e est d�e
rit �a l'aided'un tenseur de stru
ture, d�eduit de l'homog�en�eisation de tous les tenseurs de stru
-ture des di��erents grains. Le grain est suppos�e orthotrope de r�evolution et il d�epend detrois 
oeÆ
ients rh�eologiques, ainsi que le 
omportement du poly
ristal d�eduit de l'ho-mog�en�eisation. G�odert et Hutter (1998) �etendent le mod�ele au 
as non-lin�eaire mais enadoptant le mod�ele simpli��e de grain se d�eformant uniquement par glissement basal.4Deux grains ne doivent pas se 
hevau
her ou se d�e
oller.5La loi est exprim�ee en fon
tion de sept param�etres, mais il existe deux relations entre 
es septparam�etres, 
e qui r�eduit le nombre de param�etres ind�ependants �a 
inq.



20 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .Le mod�ele d'Azuma (Azuma, 1994, 1995) tient 
ompte du voisinage de 
haque graindans le 
as d'un �etat de 
ontrainte ma
ros
opique uniaxial. La 
ontrainte prin
ipale �idans un grain est le produit de la 
ontrainte prin
ipale ma
ros
opique ��i par le rapportdu fa
teur de S
hmid du grain �a la moyenne des fa
teurs de S
hmid des grains voisins6.Ce
i suppose que les rep�eres des 
ontraintes prin
ipales du grain et du poly
ristal sont
onfondus. Pour une orientation de grain donn�ee, la 
ontrainte dans 
e grain est d'autantplus grande que les grains autour sont bien orient�es pour se d�eformer. Ce mod�ele est�etendu �a un �etat de 
ontrainte ma
ros
opique quel
onque, en rempla�
ant le fa
teur deS
hmid par le tenseur de S
hmid (Azuma et Goto-Azuma, 1996).Les mod�eles de Castelnau et Duval (1994) et Van der Veen et Whillans (1994), bas�essur l'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes et pour un 
omportement non-lin�eaire du grain,utilisent un nombre �ni de grains pour d�e�nir la fabrique. Ce
i permet de d�e
rire touttype d'anisotropie, et don
 d'appliquer une solli
itation quel
onque.Castelnau (1996), et Meyssonnier et Philip (1996) utilisent l'appro
he auto-
oh�erente,
e qui n�e
essite l'adoption d'un mod�ele de 
omportement du grain qui tient 
ompte deplus de deux syst�emes de glissement. Castelnau (1996) a appliqu�e �a la gla
e poly
ristal-line la version "1 site" anisotrope (Lebensohn et Tom�e, 1993) du mod�ele auto-
oh�erentvis
oplastique d�evelopp�e par Molinari et al. (1987). Castelnau (1996) mod�elise le 
ompor-tement du grain en introduisant du glissement dans les plans prismatique et pyramidal.L'analyse d'essais m�e
aniques montre que pour reproduire le 
omportement observ�e,il faut une 
ontrainte de r�ef�eren
e dans 
es plans au moins 70 fois plus importantesque dans le plan basal. Les mod�eles statique et de Taylor sont 
ompar�es au mod�eleauto-
oh�erent pour di��erentes solli
itations (Castelnau et al., 1996b). La di��eren
e de
omportement entre les mod�eles statique et auto-
oh�erent est moins importante que 
elleentre le mod�ele de Taylor et le mod�ele auto-
oh�erent. Notons que la fabrique est d�e
ritepar un nombre �ni de grains, et que l'orientation d'un grain, rep�er�e par son axe�
 etun axe�a, n�e
essite trois angles. Meyssonnier et Philip (1996) utilisent un mod�ele de
omportement lin�eaire orthotrope de r�evolution pour d�e
rire le grain. Le poly
ristal estsuppos�e, lui aussi, orthotrope de r�evolution et la fabrique est d�e
rite par une ODF, 
equi permet un d�eveloppement analytique des �equations.1.4.4 Mod�eles d'�evolution de la fabriqueLa plupart des auteurs qui proposent un mod�ele de 
omportement mi
ro-ma
ro pr�esententaussi un mod�ele d'�evolution de la fabrique. En g�en�eral, l'hypoth�ese prin
ipale du mod�elede 
omportement (
ontraintes homog�enes, d�eformations homog�enes ou auto-
oh�eren
e)reste valable pour d�e
rire l'�evolution de la fabrique.En faisant l'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes dans le poly
ristal, Van der Veen etWhillans (1994) et Castelnau et Duval (1994) d�e
rivent le d�eveloppement de fabriquespour des 
hargements impos�es de 
ompression, tra
tion, 
isaillement pur et 
isaillementsimple. Le mod�ele de Van der Veen et Whillans (1994) introduit un 
rit�ere de re
ris-tallisation simple : si la di��eren
e entre les d�eformations 
umul�ees d'un grain et dupoly
ristal d�epasse une 
ertaine valeur alors le grain est rempla
�e par un nouveau graindont l'orientation est telle que la 
ission dans son plan de base est maximum. Castelnau6Le fa
teur de S
hmid est d�e�ni en fon
tion de l'angle � entre la dire
tion de 
ompression et l'axe�
,par Sg = 
os� sin�.



1.4. Mod�elisation des ph�enom�enes observ�es 21(1996) souligne l'in
oh�eren
e du mod�ele �a 
ontraintes homog�enes pour d�e
rire l'�evolutionde la fabrique, puisque il est n�e
essaire de faire une hypoth�ese sur la relation entre lesvitesses de rotation des grains et la vitesse de rotation du poly
ristal par rapport aurep�ere de r�ef�eren
e. Dans la plupart des mod�eles �a 
ontraintes homog�enes, l'hypoth�ese
onsiste �a postuler l'�egalit�e de 
es deux vitesses de rotation, alors que le 
hamp des vi-tesses n'est pas 
ontinu. Cependant, 
omme le montre Castelnau (1996), les r�esultatsobtenus ave
 
e mod�ele restent tr�es r�ealistes et assez pro
hes de 
eux obtenus ave
 lemod�ele auto-
oh�erent.Contrairement au mod�ele �a 
ontraintes homog�enes, pour le mod�ele auto-
oh�erent lesvitesses de rotation d'un grain sont fon
tion de son intera
tion ave
 le Milieu Homog�eneEquivalent, et il n'est don
 pas n�e
essaire de faire une hypoth�ese suppl�ementaire. Cas-telnau (1996) 
ompare l'�evolution des fabriques donn�ees par les mod�eles �a 
ontrainteshomog�enes, de Taylor et auto-
oh�erent pour di��erents 
as de 
hargement. Si le mod�elede Taylor donne des fabriques qui sont radi
alement di��erentes de 
elles obtenues ave
 lemod�ele auto-
oh�erent, il est diÆ
ile par une simple observation des fabriques, de pouvoirdi��eren
ier les mod�eles auto-
oh�erent et �a 
ontraintes homog�enes.Van der Giessen et Van Houtte (1992), puis Svendsen et Hutter (1996) d�eveloppentdes 
al
uls analytiques pour l'ODF en faisant l'hypoth�ese de vitesses de d�eformation
onstantes et homog�enes dans le poly
ristal et pour un mono
ristal de gla
e bidimen-sionnel. Nous pr�esentons dans le Chapitre 3, des d�eveloppements analytiques analogues�a 
eux pr�esent�es par 
es auteurs, mais pour un 
omportement de grain tridimensionnel.Meyssonnier et Philip (1996) proposent une ODF param�etr�ee d�eduite des r�esultats deVan der Giessen et Van Houtte (1992). Cette fon
tion d�epend de trois param�etres et elled�e
rit de fa�
on satisfaisante les fabriques axisym�etriques de 
ompression et de tra
tion.1.4.5 Mod�eles de 
alottes polairesL'objet de 
e paragraphe n'est pas de pr�esenter tous les mod�eles de 
alottes polairesexistants, mais de donner les prin
ipales hypoth�eses qui sont faites dans la plupart de 
esmod�eles. Un inventaire d�etaill�e des mod�eles de 
alottes polaires est propos�e par Fabre(1997).Les 
alottes polaires s'�e
oulent sous l'e�et de la gravit�e du 
entre vers les bords.L'�e
oulement est aliment�e par un apport en nouveau mat�eriau sous forme de neige, quise densi�e dans la premi�ere 
entaine de m�etres sous la surfa
e pour donner de la gla
e.Lorsque la temp�erature au 
onta
t du lit ro
heux est pro
he du point de fusion, �a 
ausede l'apport de 
haleur dûe au 
ux g�eothermique, il y a glissement de la gla
e sur le litro
heux.L'�e
oulement de la gla
e v�eri�e l'�equation de la 
onservation de la masse, les �equationsde l'�equilibre quasi-statique et l'�equation de la 
haleur, ave
 
omme 
onditions aux limitesdes 
onditions appliqu�ees sur la surfa
e libre (a

umulation, ablation, temp�erature, . . . ),au 
onta
t du lit ro
heux (g�eom�etrie, 
ux g�eothermique, glissement ou non-glissement,r�eponse isostatique,. . . ) et sur les bords (temp�erature, vêlage d'i
ebergs, niveau desmers, . . . ). Pour valider 
es mod�eles, tr�es peu de donn�ees7sont disponibles au regard des�etendues explorables.7Mesures de surfa
e et dans les forages par des missions sur le terrain, et mesures satellitaires.



22 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .Fabre (1997) distingue les mod�eles �a g�eom�etrie impos�ee et les mod�eles d'�evolution.Les mod�eles de la premi�ere 
at�egorie d�eterminent l'�etat stationnaire d'une 
alotte pourune g�eom�etrie du lit ro
heux, des 
onditions d'a

umulation et de temp�erature donn�ees.Cette r�esolution peut passer par la re
her
he de la surfa
e libre qui v�eri�e les 
onditionsde stationnarit�e de l'�e
oulement. Cette 
at�egorie de mod�eles est essentiellement utilis�eepour l'interpr�etation des forages et notamment pour fournir une datation des 
arottesde gla
e. Les mod�eles de la se
onde 
at�egorie 
al
ulent l'�evolution de la g�eom�etrie dela 
alotte polaire lorsque les 
onditions 
limatiques impos�ees 
hangent ("for�
age 
lima-tique"). Ils permettent, notamment, d'�etudier globalement les 
alottes a
tuelles maisaussi de re
onstruire les 
alottes pass�ees, ou en
ore de pr�evoir l'extension des 
alottesdans le futur suivant di��erents s
�enarios 
limatiques (Hutter, 1983; Ritz, 1992).La plupart des mod�eles de 
alottes polaires reposent sur l'approximation de la 
ou
hemin
e (Fowler et Larson, 1980; Hutter, 1981; Morland, 1984; Hutter et al., 1986) quid�e
oule du faible rapport d'aspe
t de la 
alotte � = d=L, o�u d et L sont respe
tivementles hauteur et longueur 
ara
t�eristiques de la 
alotte. La valeur du rapport d'aspe
t�etant de l'ordre de 10�3, un d�eveloppement en s�erie de � permet d'aboutir �a la r�esolutiond'un syst�eme d'�equations simpli��ees pour 
haque ordre du d�eveloppement.Comme nous l'avons vu pr�e
�edemment, le mat�eriau qui 
ompose les 
alottes polairesn'est pas homog�ene et son 
omportement d�epend d'un tr�es grand nombre de param�etres.Tous les mod�eles existant dans la litt�erature sont don
 bâtis sur des hypoth�eses quitendent �a diminuer 
e nombre de param�etres et 
e
i en fon
tion des obje
tifs vis�es.L'anisotropie de la gla
e est un de 
es param�etres qui, pour l'instant, n'a pu êtrein
orpor�e de fa�
on satisfaisante. Pour tenir 
ompte de l'anisotropie, la m�ethode la plusr�epandue 
onsiste �a multiplier la vis
osit�e (isotrope) par un 
oeÆ
ient ("enhan
ementfa
tor") de fa�
on �a reproduire le 
isaillement plus ais�ee des gla
es profondes �a fabriqueverti
ale. R�e
emment, Mangeney (1996); Mangeney et al. (1996, 1997) ont in
orpor�edans un mod�ele d'�e
oulement une loi orthotrope de r�evolution pour la gla
e poly
ris-talline, en 
onsid�erant la fabrique 
omme une donn�ee �xe. Les r�esultats obtenus ave

e mod�ele montrent 
lairement que l'e�et de l'anisotropie sur l'�e
oulement n'est pasn�egligeable et que l'utilisation d'un enhan
ement fa
tor n'est pas satisfaisant. Commela temp�erature, l'anisotropie, et don
 la fabrique de la gla
e en un point, devraient êtredes in
onnues �a d�eterminer dans la r�esolution globale de l'�e
oulement. Contrairement �ala temp�erature, tenir 
ompte de la fabrique n�e
essite un nombre de param�etres impor-tant et la r�esolution d'�equations qui restent �a d�eterminer. De plus, même si un d�ebut depreuve a �et�e donn�e par Mangeney (1996), il reste �a montrer que la fabrique fait r�eellementpartie des param�etres pertinents �a prendre en 
ompte pour la mod�elisation des 
alottespolaires.1.4.6 Mod�eles multi-�e
hellesDepuis quelques ann�ees, des appli
ations ont �et�e 
onduites en in
orporant un mod�elemi
ro-ma
ro de 
omportement (et d'�evolution de la texture) dans un 
ode �a grande�e
helle (Mathur et al., 1990; Ko
ks et al., 1991; Chastel et al., 1993). Classiquement laloi de 
omportement du poly
ristal est impl�ement�ee dans un 
ode aux �el�ements �nis etla fabrique du poly
ristal est d�e
rite par un nombre �ni de grains dis
rets. Lorsque laformulation est Eul�erienne et l'�e
oulement stationnaire, les traje
toires sont 
onfondues



1.5. Con
lusion 23ave
 les lignes de 
ourant. L'�evolution de la fabrique est don
 d�etermin�ee le long de
es lignes de 
ourant en d�emarrant des fronti�eres o�u la fabrique est 
onnue (Dawson etBeaudoin, 1998).1.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons pr�esent�e un aper�
u des di��erents domaines auxquels nousallons faire r�ef�eren
e dans les 
hapitres suivants : du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires.Nous avons vu que les essais m�e
aniques r�ealis�es sur des gla
es polaires pr�esentantune forte texture mettent en �eviden
e l'anisotropie du 
omportement m�e
anique. Lesdi��erents m�e
anismes de la d�eformation du poly
ristal de gla
e ont �et�e pr�esent�es ainsique leur lo
alisation dans les 
alottes polaires.Nous avons not�e que dans les deux tiers sup�erieurs l'exposant n de la loi puissan
eest inf�erieur �a 3 et que la rotation et la polygonisation des 
ristaux sont les m�e
anismesprin
ipaux de l'�evolution de la fabrique.Notre obje
tif �nal �etant d'in
orporer une loi de 
omportement de la gla
e poly-
ristalline dans un mod�ele de 
alotte polaire, l'�etude des di��erents mod�eles de gla
epoly
ristalline am�enent 
es deux remarques :- la des
ription par un nombre �ni de grains ne semble pas adapt�ee �a notre probl�eme etl'utilisation d'une ODF doit permettre de mod�eliser la fabrique par une fon
tion 
ontinued�ependant de peu de param�etres.- le traitement num�erique du mod�ele auto-
oh�erent semble 
onduire �a des temps de 
al
ultrop importants pour être raisonnablement int�egr�e, �a 
e jour, dans un mod�ele de 
alottepolaire. Par ailleurs, le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes appliqu�e �a la gla
e donne desr�esultats qui restent assez pro
hes de 
eux obtenus ave
 le mod�ele auto-
oh�erent, enpr�esentant l'avantage d'un formalisme beau
oup plus simple.



24 Chapitre 1. Du 
ristal de gla
e aux 
alottes polaires . . .



Chapitre 2Mod�ele de 
omportement du
ristal de gla
e.2.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous formulons la loi de 
omportement vis
oplastique du 
ristal degla
e pour les 
as lin�eaire et non-lin�eaire. Nous utilisons une formulation obje
tive bas�eesur les th�eor�emes de repr�esentation des fon
tions tensorielles (Boehler, 1975).Certains r�esultats interm�ediaires sont donn�es dans l'Annexe A. Le syst�eme denotation adopt�e est d�e�ni en tête du m�emoire (page xv).2.2 Mod�ele vis
oplastique adopt�eComme Meyssonnier et Philip (1996) puis Gagliardini et Meyssonnier (1999), nous fai-sons l'hypoth�ese que le mono
ristal de gla
e isol�e se 
omporte 
omme un mat�eriau in-
ompressible orthotrope de r�evolution autour de l'axe 
, 
onfondu ave
 ge3 dans le rep�eredu grain fgRg. Les ve
teurs ge1 et ge2 d�e�nissent le plan isotrope du 
ristal. Ainsi, laposition d'un grain dans le rep�ere de r�ef�eren
e fRg est donn�ee en fon
tion de seulementdeux angles � et ', d�e�nis sur la Figure 2.1. La matri
e de rotation R permettant depasser du rep�ere du grain fgRg au rep�ere de r�ef�eren
e fRg est donn�ee par :(2.1) R = 24 
os � 
os' � sin' sin � 
os'
os � sin' 
os' sin � sin'� sin � 0 
os � 35 .2.2.1 Comportement lin�eaireDans un premier temps, nous supposons que la vitesse de d�eformation D est fon
tionlin�eaire du d�eviateur des 
ontraintes S. A partir de la formulation la plus g�en�erale dela loi de 
omportement du mat�eriau lin�eaire orthotrope de r�evolution (A.1), donn�ee enAnnexe A, l'appli
ation de la 
ondition d'in
ompressibilit�e 
onduit �a la formulationsuivante pour d�e
rire le 
omportement du 
ristal de gla
e :(2.2) D = Æ1S + Æ2MD3 + Æ3(SM3 +M3S)D,25



26 Chapitre 2. Mod�ele de 
omportement du 
ristal de gla
e.
PSfrag repla
ements �

'e1 e2
e3

ge1
ge2
 = ge3

Fig. 2.1 : Le rep�ere du grain fgRg est positionn�e par rapport au rep�ere de r�ef�eren
e fRgpar sa 
o-latitude � et sa longitude '.o�uM3 = 


 = ge3
 ge3 est le tenseur de stru
ture d�e
rivant la sym�etrie de r�evolutiondu 
ristal autour de ge3 et ()D d�esigne la partie d�eviatoire d'un tenseur. Dans le 
aslin�eaire, les 
oeÆ
ients Æ1 et Æ3 sont des 
onstantes et Æ2 est uniquement fon
tion detr (M3S) (Boehler, 1978).Plutôt que d'utiliser les param�etres Æ1, Æ2 et Æ3, nous allons introduire trois autresparam�etres,  , � et 
 qui d�e�nissent de fa�
on plus qualititative le 
omportement dugrain : est la 
uidit�e en 
isaillement parall�element au plan de base du mono
ristal, d�e�niepar :(2.3) gD23 =  2 gS23 et gD31 =  2 gS31,� est le rapport entre la 
uidit�e en 
isaillement dans le plan de base et la 
uidit�e en
isaillement parall�element au plan de base, d�e�ni par :(2.4) gD12 = � 2 gS12,
 est le rapport entre les 
uidit�es en 
ompression-tra
tion dans une dire
tion 
ontenuedans le plan de base et dans la dire
tion de l'axe�
.D �etant la valeur de la vitesse de d�eformation gD33 obtenue pour une 
ompression-tra
tion uniaxiale g�33 = �, la vitesse de d�eformation gDrr, pour une 
ompression-tra
tion g�rr = � selon la dire
tion ger 
ontenue dans le plan de base, est alorsd�e�nie par :(2.5) gDrr = 
D.



2.2. Mod�ele vis
oplastique adopt�e 27Les relations entre les param�etres Æi et  , �, 
 sont obtenues par identi�
ation entreles relations (2.2) et (2.3), (2.4) et (2.5) 
omme :
(2.6) �������������

Æ1 =  2 �Æ2 =  (� 
 + 24
 � 1 � 1) tr(M3S)Æ3 =  2 (1� �) .
En utilisant (2.6), la loi (2.2) qui d�e
rit le 
omportement vis
oplastique lin�eaire dumono
ristal de gla
e est r�e�e
rite sous la forme :(2.7) D =  2  �S + 2(� 
 + 24
 � 1 � 1) tr (M3S)MD3 + (1� �)(M 3S + SM3)D! .Ave
 la notation de Voigt :(2.8) gd = 26666664 gD11gD22gD332 gD232 gD312 gD12

37777775 et gs = 26666664 gS11gS22gS33gS23gS31gS12
37777775 ,la forme matri
ielle asso
i�ee �a la loi (2.7), exprim�ee dans le rep�ere du grain fgRg, peutse mettre sous la forme :

(2.9) gd =  2
266666666666664

� 2
 + 14
 � 1 �2� 
 � 14
 � 1�2� 
 � 14
 � 1 � 2
 + 14
 � 1 3�4
 � 1 2 2 2�
377777777777775 gs.

Notons que 
ette loi de 
omportement ne s'�e
rit pas de fa�
on unique (sous forme ma-tri
ielle) puisque trS = 0 et que 
haque gSii peut don
 s'exprimer en fon
tion des deuxautres. Nous avons fait le 
hoix d'une matri
e sym�etrique qui rend 
ompte de l'ortho-tropie de r�evolution du mat�eriau.La loi (2.7) 
onduit �a une forme matri
ielle identique �a 
elle propos�ee par Meyssonnieret Philip (1996).De même, nous pouvons d�e�nir le potentiel de dissipation �S asso
i�e �a la loi (2.7)
omme �etant la forme quadratique engendr�ee �a partir des invariants tr(M3S), tr(M 3S2)



28 Chapitre 2. Mod�ele de 
omportement du 
ristal de gla
e.et tr(S2). Par d�e�nition :(2.10) D = ��S�� = ��S�S � 13 tr (��S�S )I =  ��S�S !D .En utilisant les relations :(2.11) � tr (M3S)�S =M3, � tr (M3S2)�S =M 3S + SM3, � tr (S2)�S = 2S,le potentiel de dissipation du 
ristal de gla
e est obtenu par int�egration 
omme :(2.12) �S =  2  �2 tr (S2) + (� 
 + 24
 � 1 � 1) tr (M3S)2 + (1� �) tr (M 3S2)! .Lorsque le potentiel (2.12) est �e
rit sous la forme irr�edu
tible (A.6) donn�ee en An-nexe A, la v�eri�
ation de la 
ondition �S > 0 entrâ�ne que � et 
 satisfassent lesin�egalit�es :(2.13) ������ � � 0
 > 14 .Pour le 
ristal de gla
e, il est beau
oup plus fa
ile de d�eformer le grain par 
isaillementparall�element au plan de base que dans le plan (Duval et al., 1983), 
e qui impliqueque � doit être inf�erieur �a 1. Les essais exp�erimentaux (Duval et al., 1983) tendent�a montrer qu'il est plus fa
ile de d�eformer le 
ristal en 
ompression selon une dire
tion
omprise dans le plan de base que parall�element �a l'axe�
. Ce
i 
orrespond �a des valeursde 
 sup�erieures �a 1. N�eanmoins, l'anisotropie de 
isaillement (
ara
t�eris�ee par �) estbeau
oup plus marqu�ee que 
elle en tra
tion-
ompression (
ara
t�eris�ee par 
) et dans lapratique, � sera pro
he de 0 tandis que 
 sera pro
he de 1.Si � = 1 et 
 = 1 le 
omportement du grain est identique a 
elui d'un mat�eriauisotrope et nous retrouvons la forme 
lassique du potentiel pour un 
orps newtonien :�S =  �2=2, ave
 2�2 = tr (S2).Si � = 0 le grain ne se d�eforme que par glissement dans les plans de base. Le 
om-portement du grain n'est alors fon
tion que de la 
uidit�e en 
isaillement  parall�elementau plan de base. La plupart des mod�eles utilisent 
ette forme simpli��ee pour d�e
rire le
omportement du mono
ristal de gla
e (Van der Giessen et Van Houtte, 1992; Lliboutry,1993; Van der Veen et Whillans, 1994). Nous montrerons que la loi (2.7) 
onduit �a un
omportement de poly
ristal plus r�ealiste, même pour des valeurs tr�es faibles de �.2.2.2 Comportement non-lin�eaireLorsque le 
omportement du grain n'est plus suppos�e lin�eaire (n 6= 1), le nombre deparam�etres rh�eologiques n�e
essaires augmente. Par exemple, si n = 3, le potentiel vis
o-plastique du mat�eriau orthotrope de r�evolution in
ompressible d�epend de sept param�etresind�ependants (Boehler, 1978). La d�etermination de 
es sept 
oeÆ
ients �a partir d'essais
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ilement envisageable. Nous adopterons don
 la forme simpli��eesuivante pour le potentiel �S , d�eriv�ee du 
as lin�eaire (2.12) :(2.14)�(n)s =  nn+ 1  �2 tr (S2) + (� 
 + 24
 � 1 � 1) tr (M3S)2 + (1� �) tr (M 3S2)!(n+1)=2 .La forme de potentiel adopt�ee (2.14) implique que, quelle que soit la valeur de l'exposantn, les rapports d'anisotropie du 
ristal, 
ara
t�eris�es par � et 
, sont identiques. La formematri
ielle asso
i�ee au potentiel (2.14) est d�e�nie �a partir de l'expression (2.9) en posant :(2.15)  =  n �2 tr (S2) + (� 
 + 24
 � 1 � 1) tr (M 3S)2 + (1� �) tr (M 3S2)!(n�1)=2 ,o�u  est alors une 
uidit�e apparente, fon
tion des 
ontraintes.La loi de 
omportement du 
ristal de gla
e adopt�ee est don
 donn�ee dans le 
asnon-lin�eaire par :D = n2  �2 tr (S2) + (� 
 + 24
 � 1 � 1) tr (M 3S)2 + (1� �) tr (M 3S2)!(n�1)=2� �S + 2(� 
 + 24
 � 1 � 1) tr (M 3S)MD3 + (1 � �)(M 3S + SM3)D! ,(2.16)et peut se mettre sous la forme 
ondens�ee :(2.17) D = �1nS + �2nMD3 + �3n(SM 3 +M3S)D,o�u les �in sont uniquement fon
tion des param�etres rh�eologiques du grain  n, �, 
 etdes trois invariants tr(M 3S), tr(M3S2) et tr(S2).2.3 Comparaison ave
 le mod�ele �a trois plans de glissementCastelnau (1996) utilise un mod�ele de grain tenant 
ompte du glissement dans les plansbasal, prismatique et pyramidal, d�e�nis sur la Figure 2.2. Nous d�emontrons i
i que,lorsque le grain est lin�eaire, 
e mod�ele de 
omportement est rigoureusement identique �a
elui que nous avons adopt�e.D'apr�es Castelnau (1996), dans le 
as lin�eaire, la vitesse de 
isaillement _
s sur lesyst�eme de glissement s est proportionnelle �a la 
ontrainte de 
isaillement � s :(2.18) _
s = � s� s0 ,o�u � s0 est la 
ontrainte de r�ef�eren
e mi
ros
opique du syst�eme de glissement s. La
ontrainte de 
isaillement � s est donn�ee par :(2.19) � s = rs : S,
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ristal de gla
e.PSfrag repla
ements
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(a) (b) (
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Fig. 2.2 : D�e�nition des plans (a) basal, (b) prismatique et (
) pyramidal utilis�es parCastelnau (1996).o�u le tenseur de S
hmid rs est d�e�ni �a partir des ve
teurs unitaires normal au plan deglissement (ns) et parall�ele au ve
teur de Burgers (bs) 
omme :(2.20) rs = 12(ns 
 bs + bs 
 ns).La vitesse de d�eformation est d�e�nie 
omme �etant la somme des d�eformations surtous les syst�emes de glissement du mono
ristal, soit :(2.21) D = sXi=1 riri : S� i0 .En 
onsid�erant les douze syst�emes de glissement adopt�es par Castelnau (1996) (troisdans le plan basal, trois pour la famille des plans prismatiques et six pour la famille desplans pyramidaux), la loi de 
omportement du mono
ristal (2.21) peut se mettre sousune forme matri
ielle similaire �a (2.9) :(2.22)
gd = 3
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gs,

o�u �a, �b et �
 sont les 
ontraintes de r�ef�eren
e des familles basale, prismatique et pyra-midale, respe
tivement. Les 
onstantes �1 et �2 sont d�e�nies en fon
tion des dimensions
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Fig. 2.3 : Evolution des rapports �b=�a (
ourbe) et �
=�a (
ourbe et +) en fon
tion de� et pour di��erentes valeurs de 
 : 
 = 0:6875 (trait plein), 
 = 1 (tirets) et 
 = 3:5(pointill�es). Lorsque 
 = 0:6875 les 
ourbes sont 
onfondues 
ar �b = �
.
ara
t�eristiques du r�eseau 
ristallographique de la gla
e par :(2.23) ��������� �1 = � a
a2 + 
2�2�2 = �1�a
 � 
a�2 ,ave
 
=a = 1:629 pour le 
ristal de gla
e.Par identi�
ation des 
oeÆ
ients des formes matri
ielles (2.22) et (2.9), nous obtenonsles relations :(2.24) �������������
1�a =  3 �2� �2�1 �4
 � 1�1�b = � 3 8
 � 34
 � 11�
 =  6�1 �4
 � 1 .

Sur la Figure 2.3 est tra
�ee l'�evolution de �b=�a et �
=�a en fon
tion de � pour
 = 0:6875, 
 = 1 et 
 = 3:5. Lorsque 
 = 0:6875, les 
ontraintes de r�ef�eren
e �bet �
 sont �egales, et la valeur du rapport �b=�a = 70 adopt�ee par Castelnau (1996) estobtenue pour � = 0:02. L'in
uen
e de 
 est essentiellement visible sur la duret�e de lafamille pyramidale (�
) : plus 
 augmente, plus la duret�e de 
e syst�eme de glissementest importante. La raison est que seul le glissement dans le plan pyramidal entrâ�ne desd�eformations parall�element �a l'axe�
 et que, dans notre mod�ele, 
es d�eformations sontproportionnelles �a 
.



32 Chapitre 2. Mod�ele de 
omportement du 
ristal de gla
e.2.4 Con
lusionNous avons formul�e la loi de 
omportement du 
ristal de gla
e sous une forme inva-riante par 
hangement de r�ef�erentiel. Nous avons fait l'hypoth�ese que les 
omportementslin�eaire et non-lin�eaire d�ependent des deux mêmes param�etres d'anisotropie � et 
 et dela 
uidit�e dans le plan de base  n.En faisant varier � et 
 nous pouvons d�e
rire une gamme d'anisotropie allant d'ungrain se d�eformant uniquement par glissement basal (� = 0) �a un grain isotrope (� = 1et 
 = 1). Nous montrerons dans les 
hapitres suivants l'in
uen
e de de 
es param�etresd'anisotropie sur la r�eponse du poly
ristal.En�n, nous avons montr�e que, dans le 
as lin�eaire, notre mod�ele de 
omportementde grain est identique au mod�ele plus physique de Castelnau (1996) mettant en jeu leglissement sur les plans 
ristallographiques.



Chapitre 3Evolution de la fabrique dupoly
ristal de gla
e3.1 Introdu
tionDu fait de l'anisotropie vis
oplastique du 
ristal de gla
e, la d�eformation du grain s'a
-
ompagne d'une rotation des plans de base par rapport au rep�ere de r�ef�eren
e. Cesrotations 
r�eent des fabriques qui sont 
ara
t�eristiques du 
hargement appliqu�e au poly-
ristal.Nous donnons dans 
e 
hapitre les �equations qui permettent de d�e
rire la rotation del'axe�
 d'un 
ristal pendant un in
r�ement de temps dt et pour des 
onditions de 
har-gement donn�ees. A partir de 
es �equations, nous montrons qu'il est possible de pr�evoirla forme des fabriques obtenues pour di��erents 
as de 
hargement simples. Ensuite,nous pr�esentons des expressions analytiques de l'ODF obtenues pour di��erents 
as de
hargement, lorsque le 
omportement du grain est lin�eaire.3.2 Equations des
riptives de l'�evolution de la fabrique3.2.1 Hypoth�esesNous donnons i
i les prin
ipales hypoth�eses sur lesquelles est fond�e le mod�ele d'�evolutionde la fabrique.h0. Contraintes homog�enesLe mod�ele �a 
ontraintes homog�enes, ou mod�ele statique, suppose que les 
ontraintes dans
haque grain qui 
ompose le poly
ristal sont �egales aux 
ontraintes ma
ros
opiques, soit� = ��.L'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes implique que l'in
uen
e des grains voisinsn'est pas prise en 
ompte dans le 
al
ul de l'�evolution de l'orientation : 
haque grain est
onsid�er�e 
omme �etant isol�e des autres grains.33
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PSfrag repla
ements
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Fig. 3.1 : D�e
omposition de la transformation du 
ristal de gla
e (2D) en �etapesrepr�esentant (b) l'e�et de gD11 dt > 0 et gD33 dt = �gD11 dt < 0, (
) puis l'e�et degD13 dt > 0 et (d) en�n la rotation gW 13 dt = gD13 dt > 0. En (a) le 
ristal n'est pasd�eform�e.h1. D�eformation du grainLe 
omportement du grain, suppos�e orthotrope de r�evolution, est donn�e par son potentielvis
oplastique (2.12). Nous faisons l'hypoth�ese que les plans de base restent parall�elesentre eux au 
ours de la d�eformation. Ce
i implique que la 
omposante des vitessesselon ge3 est seulement fon
tion de gx3 et que, par 
ons�equent, le tenseur du gradientdes vitesses exprim�ee dans le rep�ere du grain fgRg, d�e�ni par gLij = gui;j, a la formesuivante : gL = 24gu1;1 gu1;2 gu1;3gu2;1 gu2;2 gu2;30 0 gu3;335 .La d�e
omposition de gL en sa partie sym�etrique gD et sa partie antisym�etrique gW
onduit aux �egalit�es suivantes :(3.1) ���� gD13 = gW 13gD23 = gW 23 .Le grain se d�eforme 
omme un paquet de 
artes dont les 
artes auraient la possibilit�ede se dilater de fa�
on uniforme. Cette hypoth�ese permet de 
ontinuer �a rep�erer un grainpar son seul axe�
. La Figure 3.1 repr�esente en 2D la d�e
omposition de la transformationdu grain dans le plan (ge1; ge3).h2. Pas de re
ristallisationTous les grains qui 
omposent le poly
ristal o

upent le même volume et le nombre totalde grains ne 
hange pas durant l'�evolution de la fabrique. Cette hypoth�ese implique que
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riptives de l'�evolution de la fabrique 35les ph�enom�enes de re
ristallisation (grossissement des grains, nu
l�eation de nouveauxgrains, . . . ) ne sont pas pris en 
ompte par notre mod�ele.h3. Rotation par rapport �a fRgNous supposerons que pour 
haque grain les vitesses de rotation par rapport au rep�erede r�ef�eren
e fRg sont �egales aux vitesses de rotation ma
ros
opiques par rapport �a fRg,soitW = �W . Cette hypoth�ese est n�e
essaire puisque le mod�ele �a 
ontraintes homog�enesn'introduit pas de formule d'intera
tion entre les grains, notamment pour les rotations.3.2.2 Rotation de l'axe�
 d'un grainUn grain est rep�er�e par l'orientation de son axe�
. Les 
omposantes du ve
teur unitairedirig�e selon l'axe�
 du 
ristal, soit g
 = (0; 0; 1) dans le rep�ere li�e au grain fgRg, sontdonn�ees dans le rep�ere r�ef�eren
e fRg par :(3.2) 
 = R g
o�u R est la matri
e de rotation (2.1).La nouvelle orientation du grain par rapport au rep�ere fgRg, sous l'e�et du gradientdes vitesses gL pendant l'in
r�ement de temps dt, s'exprime 
omme :(3.3) dg
 = gL g
dt.La di��erentielle de (3.2) par rapport au temps donne le 
hangement d'orientation dugrain par rapport au r�ef�erentiel de r�ef�eren
e fRg pendant dt, soit :(3.4) d
 = dR g
+R dg
 = ( _R +R gL)g
dt.D'autre part, pendant un in
r�ement de temps dt, 
 se transforme en 
+ d
 sous l'a
tiondu gradient des vitesses L par rapport �a fRg, tel que :(3.5) d
 = L
dt = LRg
dt.L'�egalit�e des relations (3.4) et (3.5) 
onduit au syst�eme d'�equations suivant :(3.6) (Rt _R+ gL�RtLR)g
 = 0.Sa
hant que L =D +W et que gD = RtDR, le syst�eme d'�equation (3.6) se r�eduit �a :(3.7) (Rt _R+ gW �RtW R)g
 = 0.Cette �equation exprime la 
omposition des vitesses de rotation. En utilisant l'hypoth�eseh3 (W = �W ), la relation (3.7) donne la vitesse de rotation de l'axe�
 par rapport aurep�ere de r�ef�eren
e fRg, d�etermin�ee par _� et _' qui apparaissent dans _R. Ces vitessesangulaires sont fon
tion de l'orientation du grain (�; '), des vitesses de d�eformation dansle plan de base du grain (en utilisant les relations (3.1)) et des vitesses de rotationma
ros
opiques :(3.8) ���� _� = �gD13 + �W13 
os'+ �W23 sin'_' sin � = �gD23 � �W12 sin � � ( �W13 sin'� �W23 
os') 
os � .
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ristal de gla
eAve
 l'hypoth�ese (h0) de 
ontraintes homog�enes dans le poly
ristal, les vitesses ded�eformation gD13 et gD23 sont d�etermin�ees en fon
tion des 
ontraintes ma
ros
opiqueset de la loi de 
omportement du 
ristal (2.12).Notons que les �equations (3.7) restent valables pour les mod�eles de Taylor et auto-
oh�erent utilisant le même mod�ele de 
omportement de grain, mais 
es mod�eles di��erentpar la mani�ere dont sont d�etermin�ees gD13 et gD23, ainsi que les 
omposantes de W .La vitesse de rotation ma
ros
opique �W est d�eduite de la 
in�ematique du probl�eme�a une �e
helle sup�erieure �a 
elle du poly
ristal. Par exemple, si l'�evolution de la fabriqueest 
al
ul�ee le long d'une ligne de 
ourant partant de la surfa
e d'une 
alotte polaire, �West d�etermin�ee �a partir du 
hamp des vitesses dans la 
alotte polaire (
f. Chapitre 7).Lorsque le 
omportement du grain est lin�eaire, l'utilisation de la loi de 
omportementdu grain (2.7) dans (3.8) permet, apr�es passage dans le rep�ere de r�ef�eren
e, d'exprimerles vitesses de rotation du grain en fon
tion des 
ontraintes d�eviatoires et des vitesses derotation ma
ros
opiques :_� =�  4 sin 2�[ �S11(1 + 
os2 ') + �S22(1 + sin2 ') + �S12 sin 2'℄�  2 
os 2�[ �S13 
os'+ �S23 sin'℄ + �W13 
os'+ �W23 sin',_' sin � = 4 sin �[( �S11 � �S22) sin 2'� 2 �S12 
os 2'℄+  2 
os �( �S13 sin'� �S23 
os')� �W12 sin � � ( �W13 sin'� �W23 
os') 
os �.
(3.9)
3.2.3 Equation lo
ale de la 
onservation du nombre de grainsNous allons traduire de fa�
on lo
ale (i.e. �a l'�e
helle du mouvement de 
haque grain)l'�equation de la 
onservation du nombre total de grains (1.8). Nous 
onsid�erons la fon
-tion de distribution des orientations f(�; ';x; t), o�u x = (x1; x2; x3) repr�esente la positiond'un point de l'espa
e dans le rep�ere de r�ef�eren
e fRg, et t le temps. Nous distingonsl'espa
e des 
oordonn�ees spatiales d�e
rit par x, et l'espa
e des orientations 
ristallo-graphiques d�e
rit par � et '. En 
haque point x est atta
h�ee une repr�esentation de lafabrique dans l'espa
e des orientations 
ristallographiques. Tous les grains qui 
omposentle poly
ristal situ�e au point x sont eux aussi exa
tement au point x et ils sont don
 sansdimension dans l'espa
e des 
oordonn�ees spatiales.La variation, pendant un in
r�ement de temps dt, du nombre de grains 
ontenus dansl'intervalle surfa
ique de la sph�ere unit�e de l'espa
e des orientations (�; �+d� ; ';'+d'),et dans le volume dV = dx1 dx2 dx3 au point x, soit�f sin ��t d� d'dx1 dx2 dx3 dtest �egale �a la somme du 
ux des grains ayant l'orientation (�; ') qui arrivent (ou partent)en x, entrâ�n�es par l'�e
oulement ma
ros
opique, et du 
ux des grains situ�es en x entrant
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tion des fabriques 37(ou sortant) dans de l'intervalle des orientations (�; � + d� ; ';'+ d'), soit�(��uif sin ��xi + � _�f sin ��� + � _'f sin ��' ) d� d'dx1 dx2 dx3 dt,o�u les �ui sont les 
omposantes du ve
teur vitesse ma
ros
opique au point x. La gla
e�etant in
ompressible ( �Dii = 0), l'�equation lo
ale de la 
onservation du nombre de grainss'�e
rit :(3.10) �f sin ��t + �f sin ��xi �ui + � _�f sin ��� + � _'f sin ��' = 0.3.3 Pr�edi
tion des fabriquesPour des 
onditions de 
hargement �x�ees, les vitesses de rotation d'un grain donn�eespar (3.9) d�ependent seulement de son orientation. L'�etude du signe et des variationsde _�(�; ') et _'(�; ') permet de pr�edire l'orientation �nale des grains en fon
tion des
onditions aux limites appliqu�ees. En e�et, une position d'�equilibre (�0; '0) est stable,et 
orrespondra don
 �a un point d'a

umulation des axes�
, si :(3.11) ���� _�(�0; '0) = 0_'(�0; '0) = 0 ,et, d'apr�es les 
al
uls pr�esent�es en Annexe B, si(3.12) 8>>><>>>: � _��� �����0 < 0ou � _'�' ����0 < 0 , et 4 � _��� �����0 � _'�' �����0 >  � _��' �����0 + � _'�� �����0!2 ,ou(3.13) � _'�' �����0 = 0 , et � _��' �����0 + � _'�� �����0 = 0 , et � _��� �����0 < 0,ou(3.14) � _��� �����0 = 0 , et � _��' �����0 + � _'�� �����0 = 0 , et � _'�' �����0 < 0.Nous pr�esentons i
i l'�etude de la pr�edi
tion des fabriques pour trois 
as de 
harge-ment : une 
ompression et une tra
tion selon l'axe e1 et un 
isaillement pur �S13 > 0.L'�etude des fabriques de 
isaillement simple, qui n�e
essite la 
onnaissan
e de la loi de
omportement du poly
ristal, sera trait�ee au Chapitre 5 et dans les Annexes D et E.
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ristal de gla
e3.3.1 Compression et tra
tionPour une 
ompression-tra
tion dans la dire
tion e1, d�e�nie par �22 = �33 et �11 = �22+��(soit �S11 = 2��=3, �S22 = �S33 = ���=3, �S23 = �S31 = �S12 = 0 et �W = 0), les �equations(3.9) se r�eduisent �a :(3.15) �������� _� = � ��4 sin2� 
os2 '_' =  ��4 sin 2' .Les positions possibles de 
on
entration des orientations v�eri�ant _� = 0 et _' = 0sont :(3.16) ' = ��=2 8�, et � � = m�=2 m = 0; 1' = n�=2 n = 0; 1; 2; 3 ,Pour une 
ompression (�� < 0), les positions stables des orientations sont en (� = �=2; ' = 0)et (� = �=2; ' = �=2), soit en fait une seule dire
tion (e1). Pour une tra
tion (�� > 0), lazone de stabilit�e 
orrespond au 
er
le d�e�ni par ' = ��=2.Nous retrouvons bien une fabrique 
on
entr�ee selon l'axe de la 
ompression et unefabrique en forme de 
ouronne dans le plan perpendi
ulaire �a l'axe de la tra
tion. Surles Figures 3.2b et 3.2
, la traje
toire de l'orientation d'un grain est repr�esent�ee par des
roix espa
�ees suivant un intervalle de temps 
onstant. L'orientation initiale du grain estmarqu�ee par un 
arr�e. Nous pouvons remarquer que l'axe�
 du grain tourne ave
 unevitesse d�e
roissante vers la zone d'�equilibre stable marqu�ee en gris.3.3.2 Cisaillement purDans le 
as d'un 
hargement en 
isaillement pur (seul �S13 6= 0 et �W = 0), les �equations(3.9) se r�eduisent �a : �������� _� = � �S132 
os 2� 
os'_' sin � =  �S132 
os � sin' .Les quatre points o�u _� et _' s'annulent sont (� = �=2; ' = ��=2), (� = �=4; ' = 0) et(� = �=4; ' = �). Dans le 
as o�u �S13 > 0 le seul point d'�equilibre stable est (� = �=4; ' = �).Sur la Figure 3.2d est repr�esent�ee la traje
toire de l'orientation d'un grain. Lorsque �devient sup�erieur �a �=2, l'orientation du grain est d�e
rite par �ge3, 
e qui explique lar�eapparition de l'orientation du grain en (� = �=2; � � ').3.4 Solutions analytiques pour l'ODFDans 
ette partie, nous nous int�eressons �a l'�evolution de la fabrique d'un �el�ement devolume le long de sa traje
toire. Ce
i revient �a �etudier l'�evolution de la fabrique d'un
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hmidt sur le plan (e1;e2) etd�e�nition de � et '. Zones o�u (Æ) _� = 0, (}) _' = 0 , (�) _� = 0 et _' = 0 pour(b) une 
ompression uniaxiale selon e1, (
) une tra
tion uniaxiale selon e1 et (d) un
isaillement pur ( �S13 > 0). Les 
�e
hes pointill�ees repr�esentent le sens de la rotationselon ' et les 
�e
hes en traits mixtes 
elui selon �. La traje
toire de l'orientation d'ungrain est repr�esent�ee par les 
roix pour les trois 
as de 
hargement : son orientationinitiale est marqu�ee par un 
arr�e et l'intervalle de temps est 
onstant entre deux 
roixsu

essives. Les zones gris�ees repr�esentent les lieux d'�equilibre stable o�u les orientationsdes grains vont s'a

umuler.
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ristal de gla
epoly
ristal isol�e1en fon
tion du temps. Dans 
es 
onditions, l'�equation lo
ale de la 
onser-vation du nombre de grains (3.10) se r�eduit �a :(3.17) �f sin ��t + � _�f sin ��� + � _'f sin ��' = 0.Van der Giessen et Van Houtte (1992), puis Svendsen et Hutter (1996) ont pro-pos�e des solutions analytiques pour l'ODF lorsque le poly
ristal est 
ompos�e de 
ristaux2D dont les axes�
 sont 
ontenus dans un même plan. En faisant l'hypoth�ese de vi-tesses de d�eformation homog�enes et en supposant le 
omportement du grain lin�eaire,Van der Giessen et Van Houtte (1992) obtiennent une formulation g�en�erale pour un �etatde d�eformation plan. Nous avons �etendu 
es r�esultats au 
as du poly
ristal 3D, mais enfaisant l'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes. Toutefois, 
omme nous le montrons plusloin dans 
e 
hapitre, l'extension de nos r�esultats au mod�ele �a vitesses de d�eformationhomog�enes (Taylor) est imm�ediate puisque les �equations initiales sont les mêmes.3.4.1 Hypoth�eses suppl�ementairesNous donnons i
i les hypoth�eses suppl�ementaires qui permettent d'int�egrer analytique-ment l'�equation di��erentielle (3.17).h4. Le 
omportement du grain est lin�eaire et _� et _' sont don
 donn�es par les �equations(3.9).h5. Les vitesses de rotation ma
ros
opiques sont nulles, soit �W13 = �W23 = �W12 = 0.h6. La fabrique est isotrope �a t = 0, soit f(�; '; 0) = 1.h7. Les dire
tions des 
ontraintes prin
ipales restent �xes au 
ours de la d�eformation etle tenseur des 
ontraintes d�eviatoires a la forme suivante :�S = 24 �S11 �S12 0�S12 �S22 00 0 �S3335= �S1 + �S22 241 0 00 1 00 0 �235+ �S1 � �S22 24
os 2� sin 2� 0sin2� � 
os 2� 00 0 035 .(3.18)
o�u �S1 et �S2 sont les 
ontraintes d�eviatoires prin
ipales et � l'angle entre le rep�ere der�ef�eren
e fRg et le rep�ere des 
ontraintes prin
ipales restant 
onstant au 
ours du temps,d�e�ni par :(3.19) ������ sin 2� = 2 �S12�S� , 
os 2� = �S11 � �S22�S�ave
 �S2� = ( �S11 � �S22)2 + 4 �S212 = ( �S1 � �S2)2 .Notons que 
e type de 
hargement ne repose ni sur l'hypoth�ese de 
ontrainte plane,ni sur l'hypoth�ese de d�eformation plane, il suppose seulement que le 
hamp de vitessesreste sym�etrique par rapport au plan (e1;e2).1Par exemple, un �e
hantillon de gla
e poly
ristalline sous presse au laboratoire.
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as d'un 
hargement planLes hypoth�eses h4, h5 et h7 entrâ�nent que les �equations (3.9) se r�eduisent �a :(3.20) �������� _� = � 8 sin 2�[3( �S11 + �S22) + ( �S11 � �S22) 
os 2'+ 2 �S12 sin 2'℄_' =  4 [( �S11 � �S22) sin 2'� 2 �S12 
os 2'℄ .En utilisant (3.19), les �equations (3.20) se mettent sous la forme :(3.21) �������� _� = � 8 sin 2�[3( �S11 + �S22) + �S� 
os 2('� �)℄_' =  4 �S� sin 2('� �) .Ayant suppos�e que les dire
tions prin
ipales de �S restent �xes au 
ours du temps(h7, i.e. � est 
onstant au 
ours du temps) et que la fabrique est isotrope �a t = 0 (h6),nous pouvons r�esoudre l'�equation di��erentielle (3.17) ave
 les expressions (3.21) pour _�et _'.Nous obtenons les expressions de � et ' en fon
tion du temps et des valeurs initiales�0 = �(0) et '0 = '(0), �a t = 0, par int�egration du syst�eme d'�equations (3.21).La deuxi�eme �equation de (3.21) s'int�egre fa
ilement en notant que :(3.22) 12 ddx [ln(tan(x))℄ = 1sin 2x .De même, apr�es avoir report�e la solution obtenue pour la deuxi�eme �equation de (3.21)dans la premi�ere, 
elle-
i s'int�egre �a l'aide de (3.22). Finalement la solution de (3.21) semet sous la forme :(3.23) �������� tan('� �) = tan('0 � �) eA�tan � = tan �0�1 + tan2('0 � �) e2A�1 + tan2('0 � �) �1=2 e�3(A1 +A2) +A�2 .o�u les param�etres A1, A2 et A� donn�es par :(3.24) A1 = 12 Z t0  �S11 dt, A2 = 12 Z t0  �S22 dt et A� = 12 Z t0  �S� dt,sont homog�enes �a des d�eformations et int�egrent l'histoire des 
ontraintes entre 0 et t.L'�equation di��erentielle (3.17) peut se mettre sous la forme :(3.25) d f sin �d t = �f sin �(� _��� + � _'�'),
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ristal de gla
eave
, d'apr�es (3.21),(3.26) ��������� � _��� = 2 _� 
ot 2� = dd t [ln(sin 2�)℄� _'�' = 2 _' 
ot 2('� �) = dd t [ln(sin 2(' � �))℄ .L'int�egration de (3.25), en tenant 
ompte des relations (3.26) et de la 
ondition initialef(�0; '0; 0) = 1 (h6), 
onduit �a l'expression de l'ODF suivante :f(�; '; t) sin � = sin �0 sin 2�0 sin 2('0 � �)sin 2� sin 2('� �) .En rempla�
ant �0 et '0 dans l'�equation pr�e
�edente par leurs expressions en fon
tion de�, ' et t tir�ees de (3.23), nous obtenons :
f(�; '; t) = e3(A1+A2)�
os2 � + sin2 � �
os2('� �) + e�2A� sin2('� �)� e3(A1+A2)+A��3=2(3.27)

L'ODF (3.27) n'est fon
tion que de l'histoire des 
ontraintes de 0 �a t et de la 
uidit�e dans le plan de base du mono
ristal. La Figure (3.3) donne une repr�esentation enproje
tion de S
hmidt des fabriques obtenues, �a di��erentes dates t, pour des 
onditionsde 
ontraintes 
onstantes �S11 = �S22 = �S12.L'ODF (3.27) v�eri�e les relations de sym�etrie suivantes :(3.28) f(�; '; t) = f(�; � + '; t) = f(�; � + 2�� '; t) = f(�; 2�� '; t).Ces relations d�emontrent l'existen
e des deux plans de sym�etrie (oe1;e3) et (oe2;e3), o�ules ve
teurs de la base foRg sont tels que oe3 = e3 et � est l'angle entre e1 et oe1. L'ODFdonn�ee par (3.27) d�e
rit don
 un mat�eriau dont la fabrique est orthotrope et dont letroisi�eme plan de sym�etrie2est le plan (e1;e2).L'hypoth�ese h7 (� 
onstant) entrâ�ne que le rep�ere d'orthotropie reste 
onfondu ave

elui des 
ontraintes prin
ipales au 
ours du 
hargement, et que, par 
ons�equent, lessym�etries du mat�eriau sont 
onserv�ees, 
e qui permet de 
onserver la même forme defon
tion pour d�e
rire l'�evolution de la fabrique.Il ne semble pas possible d'obtenir une forme plus g�en�erale pouvant d�e
rire une fa-brique ave
 un seul plan de sym�etrie par exemple. De même, lorsque le 
omportement dugrain n'est pas lin�eaire, l'int�egration de (3.17) n'aboutit pas, 
ar les relations reliant � et' �a �0 et '0 ne s'inversent plus, même pour des 
onditions de 
hargement plus simples.2L'existen
e de deux plans de sym�etrie implique 
elle d'un troisi�eme plan perpendi
ulaire aux deuxpremiers.
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ements e1e2
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ements e1e2
(d)Fig. 3.3 : Repr�esentation en proje
tion de S
hmidt des fabriques obtenues ave
l'ODF analytique pour un �etat de 
ontrainte �S11 = �S22 = �S12 = �0:01MPa 
onstant et = 0:1MPa�1a�1 �a di��erentes dates (a) t = 0 a, (b) t = 100 a, (
) t = 200 a et (d)t = 400 a. Du plus fon
�e au plus 
lair sont repr�esent�es 10 intervalles r�eguliers entre lavaleur maximum de f(�; ') sin � et 0. Cette valeur maximum est di��erente �a 
haque datet.
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ristal de gla
eNous avons v�eri��e que, pour une fabrique initiale isotrope, la vitesse de formationdes fabriques, et la fa�
on dont les axes�
 sont distribu�es relativement �a la dire
tion de
ompression-tra
tion, sont ind�ependantes de la dire
tion de 
ompression-tra
tion.Selon Lliboutry (1993), la valeur de  d�epend de la fabrique du poly
ristal par
e quela densit�e des dislo
ations mobiles est 
ontrôl�ee par la migration des joints de grains,
elle-
i �etant d'autant plus ais�ee que le nombre de sites en 
o��n
iden
e augmente. Cedernier �etant fon
tion 
roissante de la 
on
entration de la fabrique, la valeur de  devraitaugmenter lorsque la fabrique se 
on
entre. Les expressions (3.24) montrent que lavaleur de  peut �evoluer en fon
tion de la fabrique sans que la forme (3.27) pour l'ODFsoit modi��ee. Lorsque la formation des fabriques r�esulte uniquement de la d�eformationdes grains (i.e. �W = 0), si la vitesse de d�eformation des grains augmente (i.e.  augmente) quand la fabrique se 
on
entre, alors la formation de la fabrique est a

�el�er�ee.A l'�e
helle d'un �e
oulement, l'in
uen
e d'une augmentation de  est beau
oup plusdiÆ
ile �a appr�ehender, puisque la formation de la fabrique est gouvern�ee �a la fois par lavitesse de d�eformation des grains et la vitesse de rotation ma
ros
opique. Etant donn�eque l'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes surestime d�ej�a les vitesses de rotation desgrains, nous supposerons dans la suite que  ne d�epend pas de la fabrique et reste don

onstant au 
ours de la d�eformation.3.4.3 Compression-tra
tion selon e3Dans le 
as parti
ulier o�u �S11 = �S22 = � �S33=2 et �S12 = 0, et par 
ons�equent A1 = A2,A� = 0 et � = 0, l'ODF (3.27) se met alors sous la forme simpli��ee :(3.29) f(�; t) = e�A3(
os2 � + sin2 � e�A3)3=2 ,o�u(3.30) A3 = �3(A1 +A2) = 32 Z t0  �S33 dt.La sym�etrie du 
hargement ( �S11 = �S22) 
onduit �a une ODF uniquement fon
tion de �et don
 �a une fabrique orthotrope de r�evolution autour de l'axe de 
ompression-tra
tion.Sur la Figure 3.4 sont repr�esent�ees les variations de l'ODF analytique (3.29) enfon
tion de � en 
ompression et en tra
tion pour di��erentes valeurs de l'histoire des
ontraintes A3. Les �gures de pôles 
orrespondantes sont tra
�ees sur la Figure 3.5.En tra
tion, les axes�
 s'orientent de fa�
on homog�ene selon ' en � = �=2. En
ompression, tous les axes�
 s'alignent selon l'axe de 
ompression e3. Puisque le nombrerelatif de grains ayant l'orientation (�; ') est f(�; ') sin �, en � = 0 le nombre relatif degrains est nul. Ce
i explique que pour une 
ompression le 
entre des diagrammes (� = 0)soit blan
 et non pas noir. Pour appr�e
ier la 
on
entration des fabriques de 
ompressionil faut uniquement observer le rayon du disque le plus sombre : plus 
e rayon est petitplus la fabrique est 
on
entr�ee.L'expression (3.27) 
onduit aux mêmes formes de fabriques d�ej�a obtenues par dessimulations num�eriques (Van der Veen et Whillans, 1994; Castelnau et al., 1996b).
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Fig. 3.4 : ODF analytique fon
tion de � pour di��erentes valeurs du param�etre de l'histoiredes 
ontraintes A3 : (a) en tra
tion uniaxiale, (b) en 
ompression uniaxiale.Notons que d'un point de vue qualitatif, 
es r�esultats ont d�ej�a �et�e donn�es au para-graphe 3.3, uniquement �a partir des expressions (3.9) donnant les vitesses de rotationdes grains.3.4.4 Cisaillement purPour un 
isaillement pur, il vient �S� = 2�S12, A1 = A2 = 0 et � = �=4. L'expression(3.27) de l'ODF se met alors sous la forme simpli��ee :(3.31) f(�; '; t) = 1�
os2 � + sin2 � �
os2('� �=4) eA12 +sin2('� �=4) e�A12��3=2 ,o�u(3.32) A12 = Z t0  �S12 dt.Si �S12 > 0, les axes�
 s'orientent en (� = �=2, ' = 3�=4), soit �a 45o de la normale �ala dire
tion de 
isaillement. Sur la Figure 3.6 sont repr�esent�ees les �gures de pôles 
or-respondant �a l'ODF analytique (3.31) pour di��erentes valeurs du param�etre de l'histoiredes 
ontraintes A12.Un �etat de 
ontrainte de 
isaillement pur est �equivalent �a la superposition d'une
ompression et d'une tra
tion dans le rep�ere des 
ontraintes prin
ipales. Les �gures depôles obtenues montrent que les fabriques de 
isaillement pur sont pro
hes des fabriquesde 
ompression, puisque tout les grains s'orientent selon la dire
tion de 
ompressionmaximum (i
i �a 3�=4 de e1). N�eanmoins, les fabriques de 
isaillement pur ne pr�esententpas la sym�etrie de r�evolution des fabriques de 
ompression, et leur 
on
entration, pourune même valeur de l'histoire des 
ontraintes, est plus faible.
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(f)Fig. 3.5 : Repr�esentation en proje
tion de S
hmidt des fabriques obtenues ave
 l'ODFanalytique pour di��erentes valeurs du param�etre de l'histoire des 
ontraintes, en tra
tionuniaxiale (a) A3 = 1:0, (b) A3 = 2:0, (
) A3 = 3:0 et en 
ompression uniaxiale (d) A3 =�1:0, (e) A3 = �2:0, (f) A3 = �3:0. Du plus fon
�e au plus 
lair sont repr�esent�es 10intervalles r�eguliers entre la valeur maximum de f(�; ') sin � et 0. Cette valeur maximumest di��erente pour 
haque valeur du param�etre de l'histoire des 
ontraintes A3.
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(d)Fig. 3.6 : Repr�esentation en proje
tion de S
hmidt des fabriques obtenues ave
 l'ODFanalytique en 
isaillement pur pour di��erentes valeurs du param�etre de l'histoire des
ontraintes (a) A12 = 0:5, (b) A12 = 1:0, (
) A12 = 1:5 et (d) A12 = 2:0. Du plusfon
�e au plus 
lair sont repr�esent�es 10 intervalles r�eguliers entre la valeur maximum def(�; ') sin � et 0. Cette valeur maximum est di��erente pour 
haque valeur du param�etrede l'histoire des 
ontraintes A12.
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ristal de gla
e3.4.5 Adaptation au mod�ele de TaylorIl est possible de transposer les r�esultats pr�e
�edents pour le mod�ele de Taylor en remar-quant que les �equations (3.8) restent valables pour 
e mod�ele. En e�et, la seule hypoth�esefaite pour passer de l'�equation (3.7) (�equation g�en�erale �a tous les mod�eles) �a (3.8) estW = �W , et 
ette hypoth�ese est 
ompatible ave
 le mod�ele de Taylor.Par 
ons�equent, en notant que le 
hangement de base e�e
tu�e sur g�S13 et g�S23 pourpasser de (3.8) �a (3.9) est formellement le même que 
elui que nous ferions pour gD13 =g�D13 et gD23 = g�D23 ave
 le mod�ele de Taylor, les �equations (3.9) restent valables pourle mod�ele de Taylor en rempla�
ant  �Sij=2 par �Dij .De même, en appliquant l'hypoth�ese h7 au tenseur des vitesses de d�eformations, etnon plus au tenseur des 
ontraintes3 nous obtenons pour l'ODF l'expression analytique(3.27) o�u les  �Sij=2 sont rempla
�es par �Dij dans les param�etres A1, A2 et A�.Par exemple, pour une 
ompression-tra
tion �D33, l'ODF (3.29) obtenue ave
 le mod�ele�a 
ontraintes homog�enes se r�e�e
rit dans le 
as du mod�ele de Taylor sous la forme suivante:(3.33) f(�; t) = e�3 R t0 �D33 dt(
os2 � + sin2 � e�3 R t0 �D33 dt)3=2 .Notons en�n que, 
ontrairement au 
as du mod�ele �a 
ontraintes homog�enes, il existeune solution analytique de l'ODF en 
isaillement simple pour le mod�ele de Taylor. Cettesolution est donn�ee en Annexe E.3.5 ODF param�etr�ee3.5.1 Fabrique orthotropeLorsque le mat�eriau est lin�eaire et que l'histoire des 
ontraintes est telle que les sym�etriesd'orthotropie du mat�eriau sont 
onserv�ees, nous disposons de la forme analytique (3.27)pour d�e
rire la fabrique de fa�
on dire
te.Malheureusement, l'histoire des 
ontraintes subies par un poly
ristal de gla
e, au
ours de son d�epla
ement dans la 
alotte polaire, a tr�es peu de 
han
es de v�eri�er l'hy-poth�ese h7, et par ailleurs les vitesses de rotation ma
ros
opiques ne sont sûrementpas nulles. Au 
ours de son d�epla
ement dans la 
alotte polaire, le poly
ristal estd'abord 
omprim�e verti
alement dans une zone pro
he de la surfa
e, puis progressi-vement la 
ontrainte de 
isaillement augmente. Par 
ons�equent, la position du rep�eredes 
ontraintes prin
ipales par rapport au rep�ere de r�ef�eren
e n'est pas �xe (� varie au
ours du temps).N�eanmoins, nous pouvons faire l'hypoth�ese4que les fabriques form�ees au sein des
alottes polaires peuvent être appro
h�ees par des fabriques orthotropes. Pour 
etteraison, �a partir de la forme analytique (3.27), nous proposons l'ODF param�etr�ee suivante :3� �etant alors l'angle qui d�e�ni la position du rep�ere prin
ipal des vitesses de d�eformations par rapportau rep�ere prin
ipal.4Hypoth�ese que nous v�eri�erons au Chapitre 7.
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e3 = oe3Fig. 3.7 : D�e�nition de 'o donnant la position du rep�ere d'orthotropie de la fabriquefoRg par rapport au rep�ere de r�ef�eren
e fRg.f(�; '; k1; k2; k3; 'o) = 1�sin2 � �k21 
os2('� 'o) + k22 sin2('� 'o)�+ k23 
os2 ��3=2 .(3.34)

En rempla�
ant f(�; ') dans l'�equation de la 
onservation du nombre total de grains(1.8) par son expression param�etr�ee (3.34), nous obtenons, apr�es int�egration selon � puis', la relation suivante entre les trois param�etres ki :(3.35) k1k2k3 = 1Si nous imposons aux param�etres ki de v�eri�er (3.35), alors l'�equation de la 
onser-vation du nombre de grain (1.8) est impli
itement v�eri��ee et l'ODF param�etr�ee (3.34) ned�epend plus que de trois param�etres ind�ependants : deux param�etres ki qui 
ara
t�erisentla 
on
entration de la fabrique et un param�etre d'orientation 'o. L'ODF (3.34) permetde d�e
rire une fabrique orthotrope, dont le rep�ere d'orthotropie foRg est tourn�e de 'opar rapport au rep�ere de r�ef�eren
e autour de e3 = oe3 
omme d�e�ni sur la Figure 3.7.Lorsque k1 = k2 = k3 = 1 la fabrique est isotrope.Il serait possible en ajoutant un deuxi�eme param�etre d'orientation d'introduire und�ephasage selon �. Comme nous allons �etudier uniquement des �e
oulements plans, nousne tiendrons pas 
ompte de 
e d�ephasage.Nous pr�esentons �a la �n de 
e 
hapitre deux m�ethodes num�eriques pour 
al
ulerl'�evolution des param�etres ki et 'o (i.e. de la fabrique) au 
ours du 
hargement.3.5.2 Forme des fabriques en fon
tion de la valeur des param�etresLorsque les hypoth�eses h4 �a h7 sont v�eri��ees (
f. x3.4.1), la 
omparaison des ODFanalytique (3.27) et param�etr�ee (3.34) 
onduit aux relations suivantes :(3.36) �������� k1 = e(A1+A2+A�)=2k2 = e(A1+A2�A�)=2k3 = e�(A1+A2)'o = � ,
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ristal de gla
eo�u A1, A2 et A� sont les param�etres de l'histoire des 
ontraintes d�e�nis par les relations(3.24) et � d�e�nit la position du rep�ere des 
ontraintes prin
ipales par rapport au rep�erede r�ef�eren
e fRg (
f. les relations (3.19)).Dans le 
as g�en�eral, en rempla�
ant le syst�eme de 
oordonn�ees sph�eriques (�; ') parle syst�eme de 
oordonn�ees 
art�esiennes (oxi) li�ees au rep�ere d'orthotropie foRg, soit(3.37) ������ ox1 = sin � 
os('� 'o)ox2 = sin � sin('� 'o)ox3 = 
os � ,l'ODF param�etr�ee (3.34) se r�e�e
rit sous la forme :(3.38) f(oxi; ki) = 1�k21 ox21 + k22 ox22 + k23 ox23�3=2 ,Les di��erentes formes de fabriques obtenues en fon
tion de la valeur des param�etres k1,k2 et k3 apparaissent alors 
lairement.Si k1 = k2 (respe
tivement k1 = k3 et k2 = k3), la fabrique est orthotrope der�evolution par rapport �a l'axe e3 = oe3 (respe
tivement oe2 et oe1).Le maximum de l'ODF param�etr�ee (3.38) est toujours obtenu �a la limite du domainede d�e�nition des oxi (la demi-sph�ere d�e�nie par ox21 + ox22 + ox23 = 1 et ox3 > 0), soit enoxm = �1 si km est le param�etre le plus petit, et 
e maximum vaut k�3m . Lorsque lesdeux param�etres km et kn (m 6= n) sont �egaux et inf�erieurs au troisi�eme kl (l 6= m 6= n),l'ODF est maximum sur le 
er
le d�e�ni par ox2m + ox2n = 1 et oxl = 0 .Par 
ons�equent, nous pouvons distinguer six 
as limites de fabriques orthotropes :k1 � 1 < k2, k3 Un maximum selon oe1,k2 � 1 < k1, k3 Un maximum selon oe2,k3 � 1 < k1, k2 Un maximum selon oe3,k1 = k2 � 1 < k3 Couronne dans le plan (oe1; oe2),k1 = k3 � 1 < k2 Couronne dans le plan (oe1; oe3),k2 = k3 � 1 < k1 Couronne dans le plan (oe2; oe3).3.5.3 Comparaison ave
 l'ODF param�etr�ee de Lliboutry (1993)Lliboutry (1993) propose le param�etrage suivant de l'ODF, dans le 
as parti
ulier o�u lafabrique pr�esente une sym�etrie de r�evolution autour de l'axe e3 :(3.39) f(�) = � 
os��1 � , ave
 � = � ln 2ln(
os �1=2) ; �1=2 2 [0; �=2℄.La fabrique est alors mod�elis�ee par un seul param�etre �1=2 qui repr�esente l'angle pourlequel la moiti�e des grains est 
omprise dans l'intervalle [0; �1=2℄, soit tel que :(3.40) Z �1=20 f(�) sin � d� = 12.La valeur de �1=2 
ara
t�erise la forme de la fabrique. Si �1=2 < 60o la fabrique 
orrespond�a une fabrique de 
ompression selon l'axe e3 et de tra
tion si �1=2 > 60o.
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�Fig. 3.8 : Comparaison de l'ODF propos�ee par Lliboutry (1993) (tirets) et de l'ODFparam�etr�ee (3.34) (trait plein), pour �1=2 = 30o.L'appro
he propos�ee par Lliboutry (1993) ne permet pas de pr�edire l'�evolution de lafabrique pour un 
hargement donn�e, mais seulement de mod�eliser la fabrique �a partirde l'observation d'un �e
hantillon. En pratique, la valeur de �1=2 
orrespondant �a unefabrique donn�ee est d�etermin�ee d'apr�es l'observation de lames min
es en lumi�ere polaris�ee(Thorsteinsson et al., 1997). Mangeney (1996) a montr�e que 
ette approximation �a unseul param�etre, dans le 
as des fabriques orthotropes de r�evolution de GRIP (Groenland),donne une bonne repr�esentation de la fabrique r�eelle du poly
ristal.En reportant l'ODF param�etr�ee (3.34) o�u k1 = k2 (orthotropie de r�evolution autourde l'axe e3) dans (3.40), et en tenant 
ompte de (3.35), nous obtenons, apr�es int�egration,les relations liant les param�etres ki �a �1=2 
omme :(3.41) ������� k3 = � tan2 �1=23 �1=3k1 = k2 = k�1=23 .L'ODF propos�ee par Lliboutry (1993) a une limite in�nie en � = �=2 lorsque � � 1,soit pour �1=2 > 60o, et ne semble don
 pas adapt�ee pour d�e
rire les fabriques de tra
tion.La Figure 3.8 
ompare la forme des deux ODF pour une même valeur de �1=2 = 30o (
om-pression). Les distributions des orientations sont di��erentes, en parti
ulier l'ODF pro-pos�ee par Lliboutry (1993) donne une fabrique moins 
on
entr�ee que l'ODF param�etr�ee(3.34) d�eriv�ee du 
al
ul analytique.3.6 M�ethodes num�eriques appliqu�ees au 
al
ul de l'�evolutionde la fabriqueDans 
ette partie, nous pr�esentons les m�ethodes num�eriques mises en �uvre pour r�esoudrel'�equation de la 
onservation du nombre de grains (3.17) pendant un petit in
r�ement de
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ristal de gla
etemps dt et pour des vitesses de rotation des grains d�e
rites par les �equations (3.8). Noussupposons en
ore que le poly
ristal de gla
e est isol�e et que l'�evolution de la fabriqueest uniquement fon
tion des 
ontraintes appliqu�ees et des vitesses de rotation ma
ros
o-piques impos�ees depuis le d�ebut du 
hargement. Nous pr�esentons i
i quatre m�ethodesde r�esolution de l'�equation (3.17) :- la premi�ere m�ethode 
onsiste �a d�e
rire la fabrique en supposant le poly
ristal 
onstitu�ede Ng grains dis
rets,- la deuxi�eme m�ethode traite les �equations en dis
r�etisant l'ODF sur un nombre �ni depetits �el�ements surfa
iques de la sph�ere des orientations,- les deux derni�eres m�ethodes 
onsistent �a r�esoudre les �equations en utilisant l'ODFparam�etr�ee sous la forme (3.34).Pour les quatre m�ethodes, le 
al
ul de la nouvelle fabrique �a t+ dt est fait de fa�
onimpli
ite par une m�ethode it�erative, pour tenir 
ompte des 
hangements de propri�et�esdu mat�eriau dus �a l'�evolution de sa fabrique pendant dt. Nous ne pr�esentons i
i que lesparti
ularit�es propres �a 
ha
une des quatre m�ethodes, en ne traitant que le 
al
ul dire
tde l'�evolution pendant un in
r�ement de temps dt. Pour les quatre m�ethodes, l'in
r�ementde temps dt est 
ontrôl�e de fa�
on que la rotation maximum des grains reste inf�erieure�a 1Æ.3.6.1 Grains dis
retsLorsque la fabrique est d�e
rite par un nombre �ni de grains Ng, 
onstant au 
ours de lad�eformation, l'�equation de la 
onservation du nombre de grains (3.17) est impli
itementv�eri��ee. Un grain est d�e�ni par son orientation (�, ') �a l'instant t. Pendant un petitin
r�ement de temps dt, l'�evolution de son orientation est :(3.42) ���� �(t+ dt) = �(t) + _�(t) dt'(t+ dt) = '(t) + _'(t) dt ,o�u _�(t) et _'(t) sont d�e�nies par (3.8) en fon
tion de la valeur des 
ontraintes �a l'instantt. C'est la m�ethode 
lassique utilis�ee lorsque la fabrique est d�e
rite par un nombre �nide grains (Van der Veen et Whillans, 1994; Castelnau, 1996)3.6.2 ODF dis
r�etis�eeL'ODF dis
r�etis�ee est d�e�nie par ses valeurs aux 
entres de petits �el�ements surfa
iquesde la demi-sph�ere des orientations. Dans la pratique, la demi-sph�ere est divis�ee en 4N2dintervalles surfa
iques, ou "bô�tes", de 
ot�es �� = �' = � = �=(2Nd). Pendant unin
r�ement de temps dt, l'�equation de la 
onservation du nombre de grains (3.17) estr�esolue num�eriquement, en �e
rivant que la variation du nombre relatif de grains dans
haque bô�te est �egale �a la di��eren
e des nombres de grains entrants et de grains sortants.Dans la pratique, si Nd = 90 le nombre d'�el�ements surfa
iques est 32 400. Cettem�ethode ne pr�esente don
 au
un avantage pour la diminution du nombre d'in
onnuesd�e�nissant la fabrique. Nous l'utiliserons 
ependant au Chapitre 7 lors de la 
omparai-son des di��erentes m�ethodes et pour valider les 
al
uls e�e
tu�es ave
 l'ODF param�etr�ee,lorsque les 
onditions de 
hargement ne 
onservent pas l'orthotropie de la fabrique.
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ul de l'�evolution de la fabrique 533.6.3 ODF param�etr�eeSi la fabrique est d�e
rite �a l'aide de l'ODF param�etr�ee (3.34), alors elle est for
�ementorthotrope. Lorsque l'histoire des 
ontraintes appliqu�ees au poly
ristal v�eri�e les hy-poth�eses h4 �a h7 (
f. x3.4.1), les param�etres de l'ODF sont dire
tement d�etermin�espar les �egalit�es (3.36). Lorsque l'histoire des 
ontraintes ne v�eri�e pas 
es hypoth�eses,la fabrique 
r�e�ee n'est, a priori, pas orthotrope. L'ODF param�etr�ee est alors ajust�ee aumieux pour d�e
rire la nouvelle fabrique, la 
ons�equen
e �etant que plus la fabrique r�eelleest �eloign�ee d'une fabrique orthotrope, plus la des
ription donn�ee par l'ODF param�etr�eeest mauvaise. Cette m�ethode n'est don
 bien adapt�ee que si les fabriques restent pro
hesd'une fabrique orthotrope. Nous montrerons au Chapitre 7 que 
ette 
ondition est bienrespe
t�ee pour les fabriques 
r�e�ees par l'�e
oulement d'une 
alotte polaire.Notons que, 
ontrairement aux deux premi�eres m�ethodes, les deux m�ethodes d'�evolutionde l'ODF param�etr�ee que nous pr�esentons i
i s'appliquent uniquement au 
as parti
ulierdes �e
oulements dont le 
hamp de vitesses est sym�etrique par rapport au plan (e1;e2)5.En adoptant les mêmes notations que pour le passage de (3.20) �a (3.21), les �equations(3.9) donnant les vitesses de rotation des grains _� et _' se r�eduisent alors �a :(3.43) �������� _� = � 8 sin 2�[3( �S11 + �S22) + �S� 
os 2('� �)℄_' =  4 �S� sin 2('� �)� �W12 ,o�u �S� est d�e�ni par (3.19) et � d�e�nit l'angle entre le rep�ere des 
ontraintes prin
ipalespar rapport au rep�ere de r�ef�eren
e fRg �a l'instant t.Pour d�eterminer la variation des param�etres ki et 'o pendant un in
r�ement de tempsdt, nous proposons deux m�ethodes :3.6.3.1 M�ethode des moindres 
arr�esL'�equation de la 
onservation du nombre total de grains (3.17) est r�esolue par la m�ethodedes moindres 
arr�es. Nous 
her
hons quelles sont les valeurs des in
r�ements des pa-ram�etres dki et d'o qui v�eri�ent au mieux l'�equation (3.17). En posant�f sin ��t = �f sin ��ki _ki + �f sin ��'o _'o,ave
(3.44) ���� ki(t+ dt) = ki(t) + _ki dt'o(t+ dt) = 'o(t) + _'o dt ,et(3.45) J(�; '; kj ; 'o) = �f sin ��kj _kj + �f sin ��'o _'o + � _�f sin ��� + � _'f sin ��' ,5Sinon, il faudrait prendre en 
ompte un 
inqui�eme param�etre �o pour rep�erer 
ompl�etement le rep�ered'orthotropie du mat�eriau par rapport �a fRg.
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el'�equation (3.17) devient :(3.46) J(�; '; kj ; 'o) = 0.Ave
 
es notations, les param�etres �a l'instant t+dt sont d�etermin�es par la r�esolutiondu syst�eme aux moindres 
arr�es 3� 3 suivant :(3.47) 8>>><>>>: �� _ki R 2�0 R �=20 J(�; '; kj ; 'o)2 sin � d� d' = 0 ; i = 1; 2�� _'o R 2�0 R �=20 J(�; '; kj ; 'o)2 sin � d� d' = 0 ,o�u k3 est rempla
�e par (k1k2)�1 d'apr�es (3.35), et les vitesses de rotation des grains _�et _' sont donn�ees par (3.43) en fon
tion des 
ontraintes appliqu�ees et des vitesses derotation ma
ros
opiques.Les int�egrales selon � du syst�eme (3.47) sont 
al
ul�ees analytiquement (nous ne lesd�eveloppons pas i
i) et par 
ons�equent seule l'int�egration selon ' est num�erique. Enpoussant les 
al
uls analytiques au maximum, nous diminuons de fa�
on 
ons�equente letemps n�e
essaire au remplissage de la matri
e 3� 3 des moindres 
arr�es. N�eanmoins
ette m�ethode 
onduit �a int�egrer num�eriquement des fon
tions �a pi
 lorsque la fabriquese 
on
entre (i.e. lorsqu'un des param�etres ki est petit devant les autres). Ces diÆ
ult�esnum�eriques sont tr�es 
oûteuses en temps de 
al
ul, et pour 
ette raison nous proposonsune deuxi�eme m�ethode plus dire
te.3.6.3.2 M�ethode dire
teLa m�ethode dire
te s�epare le 
al
ul des param�etres de 
on
entration ki et du param�etred'orientation 'o de la fabrique. Les ki sont d�etermin�es en supposant que la rotation durep�ere des 
ontraintes prin
ipales n'a pas d'in
iden
e sur le 
al
ul de la 
on
entration dela fabrique, i.e. sur la valeur des ki. Ensuite, la variation du param�etre 'o est d�etermin�e
omme la moyenne des vitesses de rotation _' de tous les grains pendant dt.La variation des param�etres ki pendant dt est obtenue par d�erivation des relations(3.36), soit :(3.48) ���������� dk1 = 12k1(dA1 + dA2 + dA�)dk2 = 12k2(dA1 + dA2 � dA�)dk3 = �k3(dA1 + dA2) .En 
al
ulant les in
r�ements des param�etres de l'histoire des 
ontraintes �a partir de lad�e�nition des Ai donn�ee par (3.24), il vient :(3.49) �������������
dk1 =  4 ( �S11 + �S22 + �S�)k1 dtdk2 =  4 ( �S11 + �S22 � �S�)k2 dtdk3 = � 2 ( �S11 + �S22)k3 dt ,
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lusion 55o�u les �Sij sont les 
ontraintes d�eviatoires appliqu�ees �a l'instant t, et �S� est d�e�nie par(3.19).Ensuite, les vitesses de rotation ma
ros
opiques n'�etant pas nulles et le rep�ere d'or-thotropie ne 
o��n
idant pas ave
 le rep�ere des 
ontraintes prin
ipales (i.e. 'o et � nesont pas �egaux), l'�evolution du param�etre d'orientation 'o est d�etermin�e 
omme �etantla moyenne des rotations _' de tous les grains pendant dt, soit :(3.50) d'o =< _' > dt,o�u <> est d�e�nie par (1.10) et _' est donn�ee par (3.43). En introduisant 'o dans ladeuxi�eme relation de (3.43), et en �e
rivant '� � = ('� 'o) + ('o � �), il vient :d'o = � �W12 +  4 �S� [� sin 2(�� 'o) < 
os 2(' � 'o) > +
os 2(�� 'o) < sin 2(' � 'o) >℄ .(3.51)En notant que < sin 2('� 'o) > = 0 il vient :(3.52) d'o = �" �W12 +  4 �S� sin 2(�� 'o)(1 � 2J'o)# dt,o�u J'o est d�e�nie par(3.53) J'o = 2� Z �=20 Z �=20 f(�; '+ 'o) sin � sin2 'd� d'.L'int�egrale J'o s'int�egre analytiquement selon � pour donner :(3.54) J'o = 2�k3 Z �=20 sin2 'k21 
os2 '+ k22 sin2 ' d'.Cette m�ethode dire
te pr�esente l'�enorme avantage d'être simple num�eriquement puis-qu'elle ne n�e
essite le 
al
ul que d'une seule int�egrale. Elle est don
 extrêmement plusrapide que la m�ethode des moindres 
arr�es (
f. la 
omparaison des deux m�ethodes auparagraphe 7.3.1).Au Chapitre 7, nous 
omparerons les r�esultats des deux m�ethodes bas�ees sur l'ODFparam�etr�ee �a 
eux obtenus ave
 la m�ethode de r�ef�eren
e utilisant les grains dis
rets.3.7 Con
lusionToutes les �equations n�e
essaires au 
al
ul de l'�evolution de la fabrique ont �et�e pos�ees.Nous avons montr�e qu'il �etait possible de pr�edire les fabriques obtenues pour des 
as de
hargement simples, sans 
onnâ�tre la loi de 
omportement du poly
ristal anisotrope. Le
as du 
isaillement simple sera trait�e dans le Chapitre 5, apr�es avoir donn�e la loi de
omportement du poly
ristal de gla
e anisotrope n�e
essaire �a son traitement (Chapitre4).
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ristal de gla
eEn�n nous avons pr�esent�e des solutions analytiques pour l'ODF dans le 
as d'unpoly
ristal 3D lin�eaire. La possession de r�esultats analytiques est toujours int�eressantelorsque il s'agit de tester, puis de valider, des m�ethodes num�eriques. Mais surtout, �apartir de 
es r�esultats analytiques, nous pouvons proposer une forme d'ODF param�etr�ee,d�ependante de seulement trois param�etres et qui permet de d�e
rire de fa�
on 
on
iseune fabrique orthotrope. Nous verrons au Chapitre 7 que les fabriques 
r�e�ees parl'�e
oulement d'une 
alotte polaire peuvent être mod�elis�ees par l'ODF param�etr�ee, 
arelles restent tr�es pro
hes de fabriques orthotropes.



Chapitre 4Mod�ele de 
omportement dupoly
ristal de gla
e anisotrope4.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous allons �etablir la loi de 
omportement du poly
ristal de gla
eanisotrope �a partir de l'hypoth�ese d'une r�epartition uniforme des 
ontraintes dans tousles 
ristaux qui 
omposent le poly
ristal. Nous nous pla�
ons en un point �xe x del'espa
e et nous 
her
hons le 
omportement instantan�e du poly
ristal de gla
e pourune fabrique donn�ee. Les 
ontraintes et les vitesses de d�eformation sont d�e�nies surla 
on�guration a
tuelle du mat�eriau, i.e. sur le mat�eriau d�eform�e. Nous formulonsdon
 la loi vis
oplastique reliant le tenseur des vitesses de d�eformation �D au tenseur des
ontraintes de Cau
hy ��.Comme nous l'avons montr�e au Chapitre 1, il existe des mod�eles plus sophistiqu�es(par exemple le mod�ele auto-
oh�erent de Castelnau (1996)), mais l'obje
tif �nal �etantd'in
orporer une loi mi
ro-ma
ro anisotrope pour la gla
e dans un mod�ele d'�e
oulementde 
alotte polaire, le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes nous a sembl�e mieux adapt�e.Lorsque nous aurons r�esolu les probl�emes li�es aux 
al
uls d'un �e
oulement de 
alottepolaire dont la gla
e est anisotrope, il sera alors possible d'envisager d'impl�ementer unmod�ele de 
omportement de gla
e plus sophistiqu�e (don
 beau
oup plus 
oûteux en tempsde 
al
ul).Dans un premier temps, nous pr�esentons les prin
ipales hypoth�eses du mod�ele �a
ontraintes homog�enes, ainsi que sa formulation g�en�erale. Ensuite, les 
al
uls d'ho-mog�en�eisation de Lliboutry (1993) pour un mat�eriau orthotrope de r�evolution sont�etendus au 
as orthotrope. Ces r�esultats sont 
ompar�es aux formulations les plus g�en�eralesdes lois de 
omportement des mat�eriaux vis
oplastiques orthotropes.4.2 Le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes4.2.1 Hypoth�esesLes hypoth�eses du mod�ele de 
omportement du poly
ristal de gla
e anisotrope sont lesmêmes que les trois premi�eres hypoth�eses h0, h1, h2 du mod�ele d'�evolution de la fabrique57
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omportement du poly
ristal de gla
e anisotropepr�esent�e au Chapitre 3 (
f. x3.2.1). Par 
ontre, les 
ons�equen
es de 
es hypoth�eses nesont pas les mêmes, 
omme nous allons le voir.h0. Contraintes homog�enesLa r�epartition des 
ontraintes dans tous les grains du poly
ristal est homog�ene, soit� = ��. L'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes a �et�e dis
ut�ee par Lliboutry (1993) : l'�equationde l'�equilibre est impli
itement v�eri��ee, par 
ontre la 
ontinuit�e du 
hamp des d�eformationsn'est pas assur�ee. Au sein des 
alottes polaires, les valeurs des 
ontraintes d�eviatoiressont tr�es faibles et ne varient pas brutalement, 
e qui permet de supposer une r�epartitionrelativement homog�ene des 
ontraintes dans tous les grains. Par ailleurs, la migrationdes joints de grains joue aussi un rôle dans l'a

ommodation des dis
ontinuit�es intergra-nulaires de la 
ontrainte.h1. D�eformation du grainLe grain est suppos�e orthotrope de r�evolution et son 
omportement est donn�e par laloi (2.16). La sym�etrie de r�evolution du grain permet de rep�erer 
elui-
i uniquement �apartir de son axe�
 et ainsi d'utiliser une fon
tion s
alaire de distribution des orientationsdes axes�
 pour d�e
rire la fabrique du poly
ristal. L'int�erêt prin
ipal d'une des
riptionmath�ematique de la fabrique par une ODF r�eside dans les 
al
uls analytiques qui peuventêtre d�evelopp�es.h2. Pas de re
ristallisationTous les grains qui 
omposent le poly
ristal o

upent le même volume et le nombretotal de grains ne 
hange pas durant l'�evolution de la fabrique. Cette hypoth�ese n'estpas restri
tive pour le mod�ele de 
omportement puisque la taille et la forme des grainsn'ont pas d'in
uen
e dans le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes1. Par ailleurs, la fra
tionvolumique des grains et le nombre relatif de grains sont identiques puisque tous les grainsont le même volume.4.2.2 Vitesses de d�eformation ma
ros
opiquesSeules les 
ontraintes d�eviatoires entrâ�nent une d�eformation du grain, et dans la suite,nous travaillerons uniquement ave
 les 
ontraintes d�eviatoires, suppos�ees 
onnues et uni-formes dans tout le poly
ristal (S = �S d'apr�es l'hypoth�ese h0).Les vitesses de d�eformation ma
ros
opiques du poly
ristal sont d�e�nies 
omme lamoyenne des vitesses de d�eformation de 
haque grain :(4.1) �D =<D > .L'hypoth�ese de 
ontrainte homog�ene h0 et la 
onnaissan
e de la loi de 
omportementdu grain (2.17) permettent d'exprimer les vitesses de d�eformation ma
ros
opiques en1Ce n'est pas vrai pour le mod�ele auto-
oh�erent puisque 
e mod�ele tient 
ompte de l'intera
tion entrele grain et le milieu homog�ene �equivalent.
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e orthotrope 59fon
tion des 
ontraintes ma
ros
opiques appliqu�ees. Nous avons :�D =< �1n �S + �2nMD3 + �3n( �SM 3 +M3 �S)D >(4.2)La 
onnaissan
e de la fabrique et des param�etres rh�eologiques du grain  n, � et 
,d�etermine enti�erement le 
omportement du poly
ristal.Dans l'hypoth�ese d'une r�epartition homog�ene des 
ontraintes, une autre formulationfond�ee sur la d�e�nition d'un potentiel de dissipation ma
ros
opique par homog�en�eisationdes potentiels mi
ros
opiques, 
onduit exa
tement aux mêmes r�esultats. Soit ��S le po-tentiel de dissipation ma
ros
opique d�e�ni par (�n+ 1)��S = �D : �T = �D : �S, et tel que :�D = � ��s� �� =  � ��s� �S !D .L'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes 
onduit de fa�
on imm�ediate aux �egalit�es :(4.3) (�n+ 1)��S = �D : �S =<D >: �S =<D : S >= (n+ 1) < �S >o�u �S est le potentiel de dissipation mi
ros
opique (2.14). Nous utiliserons 
ette m�ethodepour l'homog�en�eisation du poly
ristal orthotrope lorsque n = 3.Ces formules montrent que l'exposant de la loi puissan
e du poly
ristal est identique�a 
elui de la loi du grain (�n = n).4.3 Homog�en�eisation du poly
ristal de gla
e orthotropeNous pr�esentons dans 
e paragraphe l'extension des r�esultats de Lliboutry (1993), pourun poly
ristal orthotrope de r�evolution et un grain se d�eformant uniquement par glis-sement basal, au 
as d'un poly
ristal de gla
e orthotrope et pour un 
omportement degrain orthotrope de r�evolution. Les lois de 
omportement orthotrope de r�evolution etisotrope sont ensuite d�eduites de la loi du poly
ristal de gla
e orthotrope. La 
omparai-son du r�esultat obtenu dans le 
as isotrope ave
 la loi de Glen (1.3) fournit une relationentre les param�etres rh�eologiques du grain et le param�etre de la loi de Glen Bn.La fabrique est d�e
rite par une ODF v�eri�ant des sym�etries parti
uli�eres. Pour desraisons de pr�esentation, les 
as lin�eaire et non-lin�eaire (n = 3) sont trait�es s�epar�ementet la plupart des r�esultats pour le 
as n = 3 se trouvent dans l'Annexe C.Pour la gla
e, l'anisotropie ma
ros
opique est une anisotropie de fabrique et nonpas une anisotropie de stru
ture 
omme pour le bois par exemple. Ce sont don
 lesorientations des axes�
 des 
ristaux qui v�eri�ent les sym�etries. Nous 
onsid�erons unpoly
ristal de gla
e dont la r�epartition des orientations des grains respe
te trois plansde sym�etrie orthogonaux les uns par rapport aux autres, 
onstruits sur la base ortho-norm�ee du rep�ere d'orthotropie foRg. Puisque la pr�esen
e de deux plans de sym�etrieorthogonaux entrâ�ne for
�ement l'existen
e d'un troisi�eme plan de sym�etrie orthogonalaux deux premiers, l'ODF d�e
rivant la fabrique d'un poly
ristal orthotrope doit v�eri�erles 
onditions suivantes, dans le rep�ere d'orthotropie :(4.4) f(�; ') = f(�;�') = f(�; � + ') = f(�; � � ').
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omportement du poly
ristal de gla
e anisotropeLes relations (4.4) entrâ�nent les simpli�
ations suivantes lors de l'int�egration selon ' :12� Z 2�0 f(�; ') sinm' 
osn'd' =( 0 si n ou m impair2� R �=20 f(�; ') sinm'(1 � sin2')n=2 d' sinon .(4.5)Nous aurions pu proposer la relation (4.4) 
omme 
ons�equen
e des relations de sym�etriesv�eri��ees par l'ODF analytique (3.27) obtenue au Chapitre 3. En e�et, lors du 
al
ulde (3.27), nous avons suppos�e que l'histoire des 
ontraintes 
onservait les sym�etries d'or-thotropie du mat�eriau, puis nous avons observ�e que l'ODF d�eduite de 
es hypoth�esesv�eri�ait les relations (3.28) analogues aux relations (4.4).4.3.1 Comportement lin�eaire4.3.1.1 Poly
ristal orthotropeLorsque n = 1, en tenant 
ompte des simpli�
ations donn�ees par (4.5), la loi ma
ros
o-pique est obtenue par l'homog�en�eisation (4.2) sous la forme :(4.6) �D = 3Xr=1 ���r �Ir �MDr + ��r+3(�S �M r + �M r �S)D�,o�u(4.7) �M r = oer 
 oer et �Ir = tr ( �M r �S),et ()D d�esigne la partie d�eviatoire du tenseur ().Les six 
uidit�es ��r sont uniquement fon
tion des param�etres rh�eologiques du grainet de 
inq int�egrales de l'ODF selon � et ' :(4.8) 26666664 ��1��2��3��4��5��6
37777775 =  2 � 26666664 0 �3�2 6�2 4 �11 40 3�2 �6�2 �3 3 4�2 �5�2 0 4 3 �3�=2 �1+�1(5�2
) 3(1�3�1) �1 3 �1�=2 ��2 �3(1�3�1) 1 �1 �11��=2 3(�1(2
+1)�1) 0 �1 �1 1

3777777526666664 1J30J32�2J50�2J52�2J54
37777775 ,o�u �1 = �=(4
 � 1) et �2 = 2(�1(
 + 2)� 1).Les 5 int�egrales Jpq sont d�e�nies par :(4.9) Jpq = 2� Z �20 Z �20 f(�; ') sinp� sinq'd� d',o�u les fa
teurs sinp� sinq' proviennent de l'�e
riture des tenseurs de stru
ture M 3 desgrains dans le rep�ere d'orthotropie du poly
ristal.Pour une ODF donn�ee, la d�etermination 
ompl�ete du 
omportement du mat�eriaun�e
essite le 
al
ul des 
inq int�egrales Jpq.
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ristal de gla
e orthotrope 61La loi de 
omportement ma
ros
opique (4.6) d�epend des six param�etres ind�ependants��i. Ce
i est en a

ord ave
 les r�esultats de Boehler (1978) : dans le 
as le plus g�en�eral,la loi de 
omportement du mat�eriau in
ompressible lin�eaire orthotrope d�epend de sixparam�etres.L'�e
riture de la loi (4.6) n'est pas unique puisque les invariants et les tenseurs destru
ture du 
as orthotrope, d�e�nis par (4.7), v�eri�ent les relations :(4.10) 3Xr=1 �Ir = 0, 3Xr=1 �MDr = 0.En utilisant les relations :(4.11) � �Ir� �S = � tr �M r �S� �S = �M r et � tr �M r �S2� �S = �M r �S + �S �M r,le potentiel de dissipation ma
ros
opique asso
i�e �a la loi (4.6) est obtenu 
omme :(4.12) ��(1)S = 12 ��r �I2r + ��r+3 tr �M r �S2.La loi (4.6) peut aussi se mettre sous la forme matri
ielle 
lassique suivante, enutilisant la notation de Voigt :(4.13) 8>>>>>><>>>>>>:
�D11�D22�D332 �D232 �D312 �D12

9>>>>>>=>>>>>>; = 26666664 �A �F �E�F �B �D�E �D �C �G �H �J
377777758>>>>>><>>>>>>:

�S11�S22�S33�S23�S31�S12
9>>>>>>=>>>>>>; ,o�u, d'apr�es Boehler (1975), les neuf param�etres �A, . . . , �J sont d�e�nis en fon
tion desparam�etres ��r par :

(4.14)
������������������

�A = (��1 � ��3 + 2��4 + 4��6)=3�B = (��2 � ��3 + 2��5 + 4��6)=3�C = 2��6�D = �(��2 + 2(��3 + ��5 � ��6))=3�E = �(��1 + 2(��3 + ��4 � ��6))=3�F = �(��1 + ��2 + ��3 + 2(��4 + ��5 � 2��6))=3�G = 2(��5 + ��6)�H = 2(��4 + ��6)�J = 2(��4 + ��5) .
Les neuf param�etres de la matri
e (4.13) v�eri�ent les trois 
onditions :(4.15) �A+ �F + �E = �F + �B + �D = �E + �D + �C = Constante,n�e
essaires pour assurer l'in
ompressibilit�e, 
e qui ram�ene le nombre de param�etresind�ependants �a six.
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omportement du poly
ristal de gla
e anisotropeDe même que pour la loi (4.6), l'�e
riture sous forme matri
ielle n'est pas unique,puisque l'ajout d'une 
onstante aux six termes �A, �B, �C, �D, �E et �F ne 
hange pas lavaleur des vitesses de d�eformation pour un �etat de 
ontrainte donn�e. La valeur de la
onstante dans les relations (4.15) d�epend aussi de la fa�
on dont est �e
rite la matri
e(4.13). Nous avons 
hoisi les six termes de la matri
e de telle sorte que 
elle-
i soitsym�etrique.La formulation matri
ielle permet de mieux visualiser la forme d'anisotropie dumat�eriau pour une fabrique donn�ee. Nous l'utiliserons pour illustrer l'�evolution du 
om-portement ma
ros
opique lorsque la fabrique �evolue sous l'appli
ation d'un 
hargement
onstant.4.3.1.2 Poly
ristal orthotrope de r�evolutionNous supposons maintenant que la fabrique pr�esente un axe de sym�etrie. Le syst�eme de
oordonn�ees sph�eriques (�; ') nous 
onduit �a 
hoisir l'axe oe3 
omme axe de sym�etrie.Dans 
e 
as, l'ODF ne d�epend que de � et la 
ondition de sym�etrie v�eri��ee par l'ODFs'�e
rit :(4.16) f(�; ') = f(�).L'orthotropie de r�evolution est un 
as parti
ulier de l'orthotropie, obtenue lorsqu'un desplans de sym�etrie du mat�eriau est isotrope. Les r�esultats qui suivent sont don
 d�eriv�esdire
tement du 
as orthotrope.La 
ondition (4.16) entrâ�ne les �egalit�es suivantes pour les int�egrales Jpq d�e�nies par(4.9) :(4.17) J32 = J302 , J52 = J502 , J54 = 3J508 ,o�u J30 et J50 sont uniquement fon
tion de �. De 
es �egalit�es, nous obtenons trois relationsliant les param�etres ��r du 
as orthotrope :(4.18) ���� ��1 = ��2 = 0��4 = ��5 .Des �egalit�es (4.18) nous d�eduisons que la loi de 
omportement ma
ros
opique dumat�eriau orthotrope de r�evolution in
ompressible lin�eaire peut se mettre sous la forme
lassique suivante :(4.19) �D = ���1 �S + ���2 �I3 �MD3 + ���3(�S �M3 + �M 3 �S)D,o�u les trois param�etres ���r sont d�e�nis en fon
tion des ��r du 
as orthotrope par :(4.20) ������ ���1 = 2��4���2 = ��3���3 = ��6 � ��4 .Par suite, en utilisant les relations (4.8) et (4.17), il vient :(4.21) 24 ���1���2���3 35 =  2 24 � 1�� 1=42(�(
+2)�1) �10(�(
+2)�1) 35=81�� (�(16
+5)�7)=2 �5=4 3524 1J302(�(
+2)�1)J50 35 ,
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e orthotrope 63o�u � = �=(4
 � 1).En reportant les �egalit�es (4.18) dans (4.14), nous obtenons les relations suivantes,reliant les neuf param�etres �A, . . . , �J de la forme matri
ielle, dans le 
as de l'orthotropiede r�evolution :(4.22) �������� �A = �B�D = �E�G = �H�J = 2( �A� �F ) ,
e qui permet la r�e�e
riture de l'expression matri
ielle (4.13) sous la forme 
lassique :(4.23) 8>>>>>><>>>>>>:
�D11�D22�D332 �D232 �D312 �D12

9>>>>>>=>>>>>>; = 26666664 �A �F �D�F �A �D�D �D �C �G �G 2( �A� �F )
377777758>>>>>><>>>>>>:

�S11�S22�S33�S23�S31�S12
9>>>>>>=>>>>>>; .En utilisant (4.14), (4.18) et (4.20), les param�etres du 
as orthotrope de r�evolution�A, �C, �D, �F et �G sont d�e�nis en fon
tion des ���i par :(4.24) ���������� �A = (3���1 � ���2 + 4���3)=3�C = ���1 + 2���3�D = 2(����2 + ���3)=3�F = (����2 + 4���3)=3�G = 2(���1 + ���3) .La 
ondition d'in
ompressibilit�e (4.15) n'implique plus que deux relations ind�ependantesdans le 
as orthotrope de r�evolution, 
e qui ram�ene le nombre de param�etres ind�ependants�a trois.Lorsque le grain se d�eforme uniquement par glissement basal, (i.e. � = 0), nosr�esultats, pr�esent�es sous forme invariante par 
hangement de rep�ere, sont identiques�a 
eux obtenus par Lliboutry (1993).4.3.1.3 Poly
ristal isotropeLorsque la fabrique du poly
ristal est isotrope, par d�e�nition l'ODF v�eri�e la relation :(4.25) f(�; ') = 1.Il vient alors J30 = 2=3 et J50 = 8=15 et, par 
ons�equent, les trois param�etres ���r ser�eduisent �a :(4.26) �������� ���1 =  10 8
(� + 1) + � � 24
 � 1���2 = 0���3 = 0 .
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omportement du poly
ristal de gla
e anisotropePar identi�
ation, nous obtenons une relation entre le param�etre de la loi de Glen (1.3)et les param�etres rh�eologiques du grain dans le 
as lin�eaire, soit :(4.27)  B1 = 5 4
 � 18
(� + 1) + � � 2.La valeur maximale du rapport entre la 
uidit�e dans le plan de base du grain et la
uidit�e du poly
ristal isotrope est obtenue lorsque � = 0, soit pour un grain se d�eformantuniquement par glissement basal. Comme Lliboutry (1993), nous obtenons une valeurmaximale de 
e rapport de 5=2.4.3.2 Comportement non-lin�eaire (n = 3)Les r�esultats volumineux engendr�es par 
e 
al
ul d'homog�en�eisation sont regroup�es dansl'Annexe C.Pour simpli�er la pr�esentation des r�esultats, le 
al
ul d'homog�en�eisation est r�ealis�esur le potentiel de dissipation. Comme nous l'avons montr�e, 
e
i est �equivalent au 
al
ulsur les vitesses de d�eformation pour le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes.Lorsque n = 3, le potentiel de dissipation du 
ristal de gla
e �(n)S donn�e par (2.14) semet sous la forme suivante :(4.28) �(3)S =  34 ��1 tr (S2) + �2 tr (M3S)2 + �3 tr (M 3S2)�2 .o�u(4.29) ���������� �1 = �2�2 = � 
 + 24
 � 1 � 1�3 = 1� �Le potentiel de dissipation du poly
ristal de gla
e orthotrope est d�eduit de l'ho-mog�en�eisation (4.3) des potentiels de tous les grains lorsque l'ODF respe
te les sym�etries(4.4). En tenant 
ompte des simpli�
ations (4.5), l'homog�en�eisation 
onduit �a une ex-pression du potentiel de dissipation ma
ros
opique fon
tion uniquement des six invariantsdes 
ontraintes d�eviatoires ma
ros
opiques :��(3)S = 2Xr=1 ��ar tr ( �M r �S)4 + �ar+3 tr ( �M 1 �S) tr ( �M2 �S) tr ( �M r �S)2+�ar+8 tr ( �M1 �S2) tr ( �M r+1 �S2) + �ar+11 tr ( �M r �S) tr (�S3)�+3Xr=1 ��ar+5 tr ( �M r �S2)2 + �a11+3r tr ( �M r �S2) tr ( �M1 �S)2+�a12+3r tr ( �M r �S2) tr ( �M1 �S) tr ( �M 2 �S)+�a13+3r tr ( �M r �S2) tr ( �M2 �S)2�+�a3 tr ( �M 1 �S)2 tr ( �M 2 �S)2 + �a11 tr ( �M2 �S2) tr ( �M3 �S2).
(4.30)
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ristal de gla
e orthotrope 65Les vingt-deux param�etres rh�eologiques �ar sont d�e�nis �a partir des trois param�etresrh�eologiques du grain et de quatorze int�egrales Jpq d�e�nies par (4.9). L'expression des�ar est donn�ee en Annexe C.D'apr�es (4.3), postuler l'existen
e d'un potentiel vis
oplastique pour le grain 
ommehypoth�ese de d�epart, 
onduit �a une loi ma
ros
opique d�erivant aussi d'un potentiel.Lorsque n = 3, le potentiel le plus g�en�eral du mat�eriau orthotrope in
ompressible estla forme homog�ene �a la puissan
e 4 des 
ontraintes, engendr�ee par la 
ombinaison desproduits des 6 invariants ind�ependants tr �M 1 �S, tr �M2 �S, tr �S3 et tr �M r �S2 (r = 1; 2; 3)(Boehler, 1978), soit un total de vingt-deux termes. Le potentiel (4.30) 
ontient bienvingt-deux param�etres, mais l'homog�en�eisation 
onduite ave
 le mod�ele �a 
ontrainteshomog�enes introduit sept relations suppl�ementaires entre les �ar. Ces sept relations per-mettent d'exprimer les param�etres �a1, �a2, �a3, �a4, �a5, �a6, �a12 et �a13 en fon
tion des quinzeautres (relations (C.2) �a (C.8) de l'Annexe C). Par 
ons�equent, la loi de 
omporte-ment du mat�eriau orthotrope non-lin�eaire (n = 3) d�erivant du mod�ele �a 
ontrainteshomog�enes, d�epend de seulement quinze param�etres ind�ependants si au
une hypoth�ese,hormis (4.4), n'est faite sur la forme de l'ODF.4.3.2.1 Poly
ristal orthotrope de r�evolutionLorsque l'ODF v�eri�e la 
ondition de sym�etrie (4.16), les int�egrales Jpq, donn�ees par(4.9), ne d�ependent que de �, et par 
ons�equent il vient :(4.31) �������� Jp2 = Jp02 p = 3; 5; 7; 9; Jp4 = 3Jp08 p = 5; 7; 9;Jp6 = 5Jp016 p = 7; 9; Jp8 = 35Jp0128 p = 9Les relations (4.31) diminuent le nombre de param�etres �ar ind�ependants puisqu'elles
onduisent aux quinze �egalit�es suivantes :(4.32) ������������
12�a1 = 12�a2 = 2�a3 = 3�a4 = 2�a52�a6 = 2�a7 = �a9�a10 = �a11�a12 = �a132�a14 = �a15 = 2�a16 = 2�a17 = �a18 = 2�a192�a20 = �a21 = 2�a22 .En tenant 
ompte des �egalit�es (4.32), le potentiel de dissipation du mat�eriau orthotrope(4.30) se simpli�e sous la forme :��(3)S =�a�1 tr ( �M 3 �S)4 + �a�2 tr ( �M3 �S)2 tr ( �M 3 �S2)+�a�3 tr ( �M 3 �S)2 tr (�S2) + �a�4 tr ( �M3 �S) tr (�S3) + �a�5 tr ( �M 3 �S2)2+�a�6 tr ( �M 3 �S2) tr (�S2) + �a�7 tr (�S2)2,(4.33)o�u les sept param�etres �a�r sont donn�es en fon
tion des param�etres �ar par :(4.34) ������ �a�1 = �a1 �a�2 = �a20 � �a14 �a�3 = �a14,�a�4 = ��a12 �a�5 = �a6 + �a8 � �a10�a�6 = �2�a6 + �a10 �a�7 = �a6 .



66 Chapitre 4. Mod�ele de 
omportement du poly
ristal de gla
e anisotropeDes sept relations ind�ependantes (C.2) �a (C.8) du 
as orthotrope donn�ees enAnnexeC, seules deux sont 
onserv�ees lors du passage au 
as orthotrope de r�evolution. Par
ons�equent, le potentiel de dissipation du mat�eriau orthotrope de r�evolution non-lin�eaired�eriv�e du 
al
ul d'homog�en�eisation d�epend de seulement 
inq param�etres ind�ependants.D'apr�es Boehler (1978), la loi la plus g�en�erale du mat�eriau in
ompressible non-lin�eaire(n = 3) orthotrope de r�evolution d�epend de vingt trois param�etres, et de sept lorsque laloi d�erive d'un potentiel de dissipation. Le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes induit don
deux relations suppl�ementaires par rapport au 
as g�en�eral.Lorsque � = 0, 
es r�esultats sont identiques �a 
eux obtenus par Lliboutry (1993).4.3.2.2 Poly
ristal isotropePour le 
as limite o�u le mat�eriau est isotrope, l'ODF v�eri�e l'�egalit�e (4.25) et les quatreint�egrales du 
as orthotrope de r�evolution prennent les valeurs :(4.35) J30 = 23, J50 = 815 , J70 = 1635 , J90 = 128315 .Le potentiel de dissipation �(3)S se met sous la forme 
lassique suivante :(4.36) ��(3)S =  3420(210�21 + 8�22 + 28�23 + 56�1�2 + 140�1�3 + 24�2�3) tr (�S2)2.En rempla�
ant les param�etres �r par � et 
, et en identi�ant (4.36) ave
 le potentieldont d�erive la loi de Glen (1.3) lorsque n = 3, il vient :(4.37)  3B3 = 35(4
 � 1)2(168
2 � 16
 + 23)�2 + (168
2 � 16
 � 4)� + 8(4
 � 1)2 .Le rapport maximum entre la 
uidit�e dans le plan de base du grain  3 et le param�etrede la loi de Glen B3 est obtenu lorsque � = 0, 
omme pour le 
as lin�eaire, et vaut35=8 = 4:375.Notons qu'ave
 le mod�ele de 
omportement de grain utilisant les trois syst�emes deglissement basal, prismatique et pyramidal, Castelnau (1996) trouve, pour le mod�ele�a 
ontraintes homog�enes, une valeur maximale pour 
e rapport de 3:27 lorsque les
ontraintes de r�ef�eren
es des plans prismatique et pyramidal sont �egales (�b = �
). Ilsemble don
 que le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes 
onduise �a une valeur limite inf�erieure�a 10 pour 
e rapport, quelque soit le mod�ele de 
omportement de grain adopt�e. Ave
le mod�ele auto-
oh�erent, Castelnau (1996) et Meyssonnier et Philip (1996) trouvent unevaleur de 
e rapport pouvant être tr�es sup�erieure �a 10 suivant la valeur des param�etresrh�eologiques du grain.4.4 Con
lusionEn imposant sur l'ODF les 
onditions de sym�etrie d'orthotropie, nous obtenons une loima
ros
opique orthotrope qui peut s'�e
rire sous forme invariante par 
hangement derep�ere (Boehler, 1978).



4.4. Con
lusion 67Dans le 
as lin�eaire, la loi de 
omportement d�epend de six param�etres ind�ependantsd�etermin�es �a partir du 
al
ul de 
inq int�egrales Jpq et des trois param�etres rh�eologiquesdu grain. Dans le 
as non-lin�eaire (n = 3), il y a quinze param�etres ind�ependantsqui d�ependent du 
al
ul de quatorze int�egrales Jpq et des trois param�etres rh�eologiquesdu grain. Le 
al
ul d'homog�en�eisation induit sept relations suppl�ementaires entre lesparam�etres de la loi par rapport �a la formulation la plus g�en�erale du mat�eriau orthotropenon-lin�eaire in
ompressible d�erivant d'un potentiel.Pour le rapport entre la 
uidit�e en 
isaillement parall�element au plan de base du grainet la 
uidit�e de la gla
e isotrope, nous obtenons une valeur maximale de 2:5 dans le 
aslin�eaire et de 4:375 pour n = 3. Ces valeurs sont inf�erieures �a la valeur de 10 obtenue parl'exp�erien
e et les mesures in-situ. Notons qu'il est possible d'obtenir une valeur de 10pour 
e rapport ave
 le mod�ele auto-
oh�erent (Castelnau, 1996; Meyssonnier et Philip,1996). Par 
ons�equent, l'in
uen
e de l'anisotropie sur l'�e
oulement des 
alottes polairesserait en
ore ampli��ee par l'utilisation du mod�ele auto-
oh�erent.Pour une ODF donn�ee, la loi de 
omportement du poly
ristal de gla
e est d�etermin�eeuniquement par le 
al
ul des quatorze int�egrales (4.9). D'un point de vue num�erique, 
esr�esultats diminuent de fa�
on signi�
ative le volume de 
al
uls �a e�e
tuer par 
omparaison�a une programmation o�u tous les termes seraient 
al
ul�es.Dans le 
hapitre suivant, nous �etudions l'�evolution 
onjugu�ee de la fabrique et du
omportement du poly
ristal sous des solli
itations de tra
tion, 
ompression et 
isaille-ment simple.



68 Chapitre 4. Mod�ele de 
omportement du poly
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Chapitre 5Evolution 
onjugu�ee de lafabrique et du 
omportement dupoly
ristal de gla
e5.1 Introdu
tionDans le Chapitre 4, nous avons mis en pla
e les �equations qui permettent de 
al
ulerla r�eponse instantan�ee du poly
ristal de gla
e soumis �a un �etat de 
ontrainte impos�e.Comme nous l'avons vu au Chapitre 3, la fabrique du poly
ristal va alors �evoluer sousl'e�et de 
e 
hargement. La fabrique �evoluant, la r�eponse du poly
ristal est elle aussimodi��ee.Dans 
e 
hapitre, l'�evolution 
onjugu�ee de la fabrique et des propri�et�es m�e
aniquesdu poly
ristal est �etudi�ee pour des 
onditions de 
hargement de 
ompression-tra
tion etde 
isaillement simple. L'in
uen
e des param�etres rh�eologiques du grain sur le 
ompor-tement ma
ros
opique est analys�ee.Dans le 
as d'une 
ompression-tra
tion, nous proposons une formulation enti�erementanalytique que nous 
omparons au mod�ele auto-
oh�erent de Meyssonnier et Philip (1996).Nous �etudions l'e�et d'un �e
oulement en d�eformation plane sur l'�evolution des propri�et�esdu mat�eriau et sur la forme des fabriques obtenues.Pour un �etat de d�eformation de 
isaillement simple, nous r�ealisons des tests num�eriquesen utilisant un poly
ristal dont la fabrique est d�e
rite par un nombre �ni de grains dis-
rets.5.2 Evolution des propri�et�es m�e
aniques en 
ompression-tra
tion5.2.1 Cin�ematique de la d�eformationDans la suite, nous nous int�eressons �a un �etat de 
ontrainte de 
ompression-tra
tion dansle rep�ere de r�ef�eren
e fRg. Seules les 
omposantes diagonales du tenseur des 
ontraintesd�eviatoires sont non nulles au 
ours de la d�eformation. Si �a l'�etat initial le poly
ristalest isotrope, alors la fabrique form�ee est orthotrope et les rep�eres d'orthotropie et de69



70 Chapitre 5. Evolution 
onjugu�ee de la fabrique et du 
omportement du poly
ristal de gla
er�ef�eren
e sont don
 
onfondus. Le 
hamp des d�epla
ements dans le poly
ristal est alors :(5.1) ������ �x1 = �1 �X1�x2 = �2 �X2�x3 = �3 �X3 , �1�2�3 = 1.o�u les �xi et �Xi sont les 
omposantes du ve
teur position dans les 
on�gurations a
tuelleet initiale, respe
tivement.Dans le rep�ere de r�ef�eren
e, le tenseur gradient de transformation �F prend la formesuivante :(5.2) �F = 0��1 0 00 �2 00 0 �31A .Sa
hant que le gradient de vitesse �L est donn�e par (Roug�ee, 1997, page 61) :(5.3) �L = _�F �F�1,les tenseurs vitesses de d�eformation et vitesses de rotation prennent les valeurs :(5.4) �D = 0� _�1��11 0 00 _�2��12 00 0 _�3��13 1A , �W = 0.Les dilatations �i �a l'instant t sont alors donn�ees en fon
tion des vitesses de d�eformationpar :(5.5) �i = eR t0 �Dii dt i = 1; 2; 3.Dans la 
on�guration initiale, �a t = 0, nous avons �1 = �2 = �3 = 1. Au 
ours dela d�eformation, une valeur de �i inf�erieure (respe
tivement sup�erieure) �a 1 
orrespond�a une diminution (respe
tivement augmentation) de la longueur du poly
ristal dans ladire
tion ei.5.2.2 Compression-tra
tionNous �etudions maintenant le 
as parti
ulier d'une 
ompression-tra
tion telle que �S11 =�S22 = � �S33=2. Si dans la 
on�guration initiale la fabrique est isotrope, alors sa d�eformationest d�e�nie par :(5.6) �1 = �2 = ��1=23 .L'expression analytique de l'ODF est donn�ee par (3.29) 
omme une fon
tion du pa-ram�etre de l'histoire des 
ontraintes A3 d�e�ni par (3.30). A une date donn�ee, le 
ompor-tement du mat�eriau orthotrope de r�evolution lin�eaire est donn�e par l'expression (4.19)o�u les ���i sont uniquement fon
tion des deux int�egrales J30 et J50 (relations (4.21)). Enportant l'expression (3.29) de f(�) dans les relations (4.9) qui d�e�nissent J30 et J50, il
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uidit�es ma
ros
opiques de l'expression matri
ielle (4.23), en
ompression-tra
tion, en fon
tion du param�etre de l'histoire des 
ontraintes A3, pour
 = 1 et (a) � = 0:5 et (b) � = 0:0.est alors possible d'obtenir une expression analytique de 
es deux int�egrales en fon
tiondu seul param�etre de l'histoire des 
ontraintes A3.Pour une 
ompression (A3 < 0), il vientJ30 = ar
sin(e(A3=2) �) e�A3 ���3 ,J50 = ar
sin(e(A3=2) �)(e�2A3 �4 e�A3) + �(2 + e�A3)2�5 ,(5.7)o�u � = pe�A3 �1.Pour une tra
tion (A3 > 0), J30 et J50 sont donn�ees parJ30 = � e�A3(A3=2 + ln(1 + �)) + ��3 ,J50 = (e�2A3 �4 e�A3)(ln(1 + �) +A3=2) + �(2 + e�A3)2�5 ;(5.8)o�u � = p1� e�A3 .Les Figures 5.1a et 5.1b montrent l'�evolution des param�etres de la matri
e des 
uidit�es(4.23) �A, �C, �D, �F , �G et �J = 2( �A� �F ) en fon
tion de A3, pour � = 0 et � = 0:5respe
tivement. Pour une valeur donn�ee de A3, l'anisotropie du poly
ristal est d'autantplus marqu�ee que l'anisotropie du grain est importante (i.e. � pro
he de z�ero).Lorsque � = 0, le 
omportement du poly
ristal fortement 
omprim�e ( �A3 < �6:0)devient �equivalent �a 
elui d'un grain isol�e ( �G = �H = 5B1=2 et les autres 
uidit�es nulles).Pour une tra
tion, si � = 0, la 
uidit�e �C tend vers z�ero lorsque la d�eformation aug-mente et par 
ons�equent le poly
ristal ne peut plus se d�eformer. Ce
i met en �eviden
e lan�e
essit�e d'introduire un 
omportement de grain plus r�ealiste que 
elui o�u seul le glisse-ment basal intervient. Lorsque � = 0, la dilatation �3 dans la dire
tion e3 ne peut pasd�epasser 0:47 en 
ompression et 1:45 en tra
tion (
f. Figure 5.2).
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ompression. L'in
uen
edu 
omportement du grain est montr�ee pour di��erentes valeurs de � et 
 = 1 sur les�gures (a) et (
) et pour di��erentes valeurs de 
 et � = 0:25 sur les �gures (b) et (d).Pour 
haque 
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uidit�e  est 
al
ul�ee de fa�
on �a obtenir la même valeurB1 de la 
uidit�e du poly
ristal isotrope.



5.2. Evolution des propri�et�es m�e
aniques en 
ompression-tra
tion 73En permettant au grain de se d�eformer selon d'autres dire
tions que 
elles 
ontenuesdans le plan de base, nous obtenons un 
omportement du poly
ristal beau
oup plusr�ealiste, même pour des valeurs tr�es faibles de �. Cette di��eren
e de 
omportement estd'autant plus marqu�ee que le grain a subit une grande d�eformation, 
omme le montrentles Figures 5.2a et 5.2
.L'in
uen
e du param�etre 
 est montr�ee sur les Figures 5.2b et 5.2d. Pour une mêmevaleur du param�etre de l'histoire des 
ontraintes A3, plus 
 augmente, plus la d�eformation�3 diminue. L'in
uen
e du param�etre 
 sur la r�eponse ma
ros
opique est d'autant moinsimportante que � diminue et pour � = 0 la r�eponse du poly
ristal devient ind�ependantede 
.5.2.3 Comparaison ave
 un mod�ele auto-
oh�erentMeyssonnier et Philip (1996) ont d�evelopp�e un mod�ele auto-
oh�erent "1-site" (SC1)1 pourd�e
rire le 
omportement lin�eaire du poly
ristal de gla
e orthotrope de r�evolution. Cemod�ele est plus 
omplexe que le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes puisqu'il tient 
omptede l'intera
tion entre le grain et le poly
ristal. A 
et e�et, le grain est 
onsid�er�e 
ommeune in
lusion dans un milieu homog�ene �equivalent (HEM) repr�esentant le 
omportementma
ros
opique du poly
ristal. Le 
omportement du HEM, a priori in
onnu, est 
al
ul�e
omme la r�eponse moyenne sur tous les grains aux 
onditions appliqu�ees aux fronti�eresdu poly
ristal. Meyssonnier et Philip (1996) proposent des r�esultats analytiques pourl'intera
tion entre le grain et le HEM, mais l'auto-
oh�eren
e et l'�evolution de la fabriquedoivent être trait�ees num�eriquement.Le mod�ele SC1 �etant fond�e sur le même mod�ele de 
omportement du grain (2.9)(restreint toutefois au 
as 
 = 1), la 
omparaison ave
 notre mod�ele permet de mettreen �eviden
e l'in
uen
e de l'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes.Pour le mod�ele SC1, la relation entre les param�etres rh�eologiques du grain, lorsque
 = 1, et la 
uidit�e B1 de la gla
e isotrope est donn�ee par :(5.9)  B1 = 1 +p1 + 24�6� .La 
omparaison des relations (5.9) et (4.27) o�u 
 = 1 montre que pour un 
ompor-tement identique de grain, les deux mod�eles 
onduisent �a des valeurs di��erentes pourla 
uidit�e B1 du poly
ristal isotrope. Sur la Figure 5.3 est repr�esent�ee, pour les deuxmod�eles, l'�evolution du rapport entre la 
uidit�e en 
isaillement parall�element au plan debase et la 
uidit�e du poly
ristal isotrope. La valeur exp�erimentale de 10 de 
e rapportest obtenue pour � = 0:04 ave
 le mod�ele SC1, tandis que pour le mod�ele �a 
ontrainteshomog�enes 
e rapport reste inf�erieur �a 2:5.5.2.3.1 Comparaison de l'�evolution des propri�et�es m�e
aniquesLes Figures 5.4a et 5.4b montrent l'�evolution de la vitesse de d�eformation �D33 en fon
-tion du temps pour une tra
tion et une 
ompression, respe
tivement. Les valeurs desparam�etres du grain � et  sont ajust�ees pour que les deux mod�eles 
onduisent au1Pour Self-Consistent "1-site" model.
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5.2. Evolution des propri�et�es m�e
aniques en 
ompression-tra
tion 75même 
omportement lorsque le poly
ristal est isotrope (i.e. de telle sorte que les rela-tions (5.9) et (4.27) donnent la même valeur pour B1). Ces �gures montrent que desr�eponses semblables dans la dire
tion de 
hargement peuvent être obtenues ave
 les deuxmod�eles, mais pour des degr�es d'anisotropie di��erents (i.e. pour des � di��erents). Pourun même degr�e d'anisotropie (� = 0:04 pour les deux mod�eles) et une même histoirede 
hargement, le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes 
onduit �a un dur
issement plus ra-pide du poly
ristal que le mod�ele SC1. En e�et, la vitesse de d�eformation �D33 d�e
roitplus rapidement pour le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes que pour le mod�ele SC1, et
e
i bien que la valeur de la 
uidit�e en 
isaillement dans le plan de base  du mod�eleSC1 soit sup�erieure �a 
elle du mod�ele �a 
ontraintes homog�enes ( = 0:4MPa�1a�1 et = 0:094MPa�1a�1 respe
tivement). Ce
i s'explique prin
ipalement par la di��eren
edes vitesses de 
on
entration de la fabrique entre les deux mod�eles, 
omme nous allonsle voir dans le paragraphe suivant.Pour les deux mod�eles, le poly
ristal pr�esente une phase d'adou
issement en d�ebutde 
ompression (
f. Figure 5.4b), qui s'explique simplement par l'augmentation en d�ebutde 
hargement du nombre de grains bien orient�es pour se d�eformer2. En e�et, en d�ebutde 
hargement du poly
ristal isotrope, le nombre relatif de grains orient�es entre � = �=4et � = �=2 est R �=2�=4 sin � d� = p2=2, et ils sont don
 plus de deux fois plus nombreux que
eux orient�es entre 0 et �=4. Quand les axes�
 de 
es grains tournent vers la dire
tion de
ompression, le nombre relatif de grains orient�es �a 45o augmente dans un premier tempset le poly
ristal est don
 plus fa
ile �a d�eformer. La valeur maximum de la 
uidit�e est5% sup�erieure �a la valeur de la 
uidit�e initiale de la gla
e isotrope et elle est obtenue �aenviron 15% de d�eformation (
f. Figure 5.6b).5.2.3.2 Comparaison des fabriquesL'utilisation de l'ODF param�etr�ee permet de 
omparer les fabriques de fa�
on obje
tive en�etudiant l'�evolution des param�etres ki. Pour une 
ompression-tra
tion uniaxiale dans ladire
tion e3, la fabrique ne d�epend plus que du seul param�etre k3 puisque k1 = k2 = k�1=23et 'o = 0.Pour le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes, k3 est d�etermin�e analytiquement par lesrelations (3.36) en introduisant le param�etre de l'histoire des 
ontraintes A3 d�e�ni par(3.30), soit :(5.10) k3 = eA3=3 .Pour le mod�ele SC1, la fabrique est d�e
rite �a l'aide d'une ODF dis
r�etis�ee selon �,puis �a 
haque pas, la valeur du param�etre k3 est ajust�ee sur la valeur maximum de l'ODFdis
r�etis�ee qui se trouve en � = 0 pour une 
ompression et en � = �=2 pour une tra
tion.La forme de la fon
tion dis
r�ete donn�ee par l'ODF dis
r�etis�ee est tr�es bien reproduite parl'ODF param�etr�ee. Ce
i montre que l'ODF param�etr�ee peut être utilis�ee pour d�e
rireles fabriques obtenues ave
 le mod�ele auto-
oh�erent.Nous 
omparons, pour une même valeur de B1, l'�evolution de k3 pour les mod�eles �a
ontraintes homog�enes et SC1, mais aussi pour le mod�ele de Taylor. Dans le 
as d'une2autour de l'axe �a 45o de la dire
tion de 
ompression
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ompression-tra
tion uniaxiale, l'expression (3.33) 
onduit �a :(5.11) kTaylor3 = e �D33t = �3.Le param�etre de fabrique kTaylor3 est don
 dire
tement la dilatation dans la dire
tion e3.Pour 
e mod�ele, la fabrique ne d�epend pas des propri�et�es du 
ristal lorsque la vitesse ded�eformation ma
ros
opique est impos�ee.Etant donn�e que les mod�eles �a 
ontraintes homog�enes et de Taylor 
onduisent �a lamême forme de fon
tion pour l'ODF analytique, il n'est pas surprenant de bien reproduirela fabrique obtenue sous forme dis
r�ete ave
 le mod�ele SC1 en utilisant 
ette fon
tion.Par 
ontre, il ne semble pas possible d'obtenir un r�esultat analytique pour l'ODF ave
le mod�ele SC1.Sur la Figure 5.5 est repr�esent�ee l'�evolution du param�etre de fabrique k3 en fon
tionde la dilatation �3 dans la dire
tion e3. Pour une 
ompression (�3 < 1), plus k3 est petitplus la texture est 
on
entr�ee autour de la dire
tion e3. Pour une tra
tion (�3 > 1),
'est l'inverse, plus la valeur de k3 est grande plus la texture est 
on
entr�ee en forme de
ouronne dans le plan perpendi
ulaire �a e3.Pour une même d�eformation, la 
on
entration de la fabrique du mod�ele SC1 esten
adr�ee par le mod�ele de Taylor en borne inf�erieure et le mod�ele �a 
ontraintes ho-mog�enes en borne sup�erieure. Ce r�esultat, d�ej�a observ�e par Castelnau (1996) mais parla 
omparaison des �gures de pôles, est i
i donn�e de fa�
on expli
ite et quanti�able parl'interm�ediaire de k3.



5.2. Evolution des propri�et�es m�e
aniques en 
ompression-tra
tion 77Pour le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes, nous pouvons observer l'in
uen
e du pa-ram�etre � sur la 
in�etique de l'�evolution de la fabrique. Plus la valeur de � est petite,plus l'�evolution de la fabrique est rapide. Ce
i s'explique simplement puisque, d'apr�es larelation (4.27), pour une même valeur de B1, si � diminue alors la 
uidit�e dans le plande base  augmente, et par 
ons�equent la fabrique se 
on
entre plus rapidement.5.2.4 Compression - tra
tion en d�eformations planesDans le but de quanti�er l'in
uen
e de l'hypoth�ese de l'�e
oulement en d�eformationsplanes, que nous ferons plus loin pour mod�eliser la 
alotte polaire en 2D, nous 
om-parons, pour un même 
omportement de grain (� = 0:1 et 
 = 1), l'�evolution de lad�eformation du poly
ristal en 
ompression-tra
tion uniaxiale (axisym�etrique) �a 
elle ob-tenue en d�eformations planes, d�e�nie par :(5.12) �3 = 1�1 et �2 = 1.Les Figures 5.6a et 5.6b donnent l'�evolution de la 
uidit�e adimensionn�ee dans la di-re
tion du 
hargement e3 pour les deux types de d�eformation, en tra
tion et 
ompression,respe
tivement.La di��eren
e de 
omportement est surtout visible en 
ompression o�u l'hypoth�esede d�eformation plane 
onduit �a un dur
issement beau
oup plus rapide du mat�eriau.La phase d'adou
issement visible en d�ebut de d�eformation pour une 
ompression uni-axiale n'existe pas lorsque la d�eformation est plane. En �n d'essai, les deux types ded�eformations 
onduisent �a la même valeur de 
uidit�e.Pour une tra
tion, la 
uidit�e limite est �egale �a la 
uidit�e de 
ompression-tra
tiondans les plans de base puisque tous les axes�
 des grains deviennent perpendi
ulaires�a la dire
tion de 
hargement. Pour une 
ompression, la 
uidit�e limite est �egale �a 
elledu grain dans la dire
tion de l'axe�
. Comme i
i 
 = 1, la tra
tion et la 
ompression
onduisent �a la même valeur de 2 �D33=(B1 �S33) en �n d'essai, soit = � , et 
ompte tenude (4.27) il vient :(5.13) 2 �D33B1 �S33 = 5�2 + 3� .Sur la Figure 5.7, nous 
omparons les fabriques obtenues pour les d�eformationsplane et uniaxiale en tra
tion (�3 = 1:28) et en 
ompression (�3 = 0:78). Pour unemême valeur de la dilatation �3, les fabriques de 
ompression-tra
tion plane sont beau-
oup plus 
on
entr�ees que 
elles obtenues en 
ompression-tra
tion uniaxiale et elles nepr�esentent �evidemment pas de sym�etrie de r�evolution. Le fait que les fabriques soientplus 
on
entr�ees en d�eformation plane explique le dur
issement plus rapide du mat�eriauau 
ours de la d�eformation (
f. Figure 5.6).Notons que la fabrique de 
ompression plane repr�esent�ee sur la Figure 5.7a est iden-tique �a 
elle de tra
tion plane de la Figure 5.7
 tourn�ee de �=2 autour de l'axe e2. Ce
in'est pas tr�es expli
ite sur les �gures de pôles, �a 
ause de l'artefa
t sur le tra
�e des iso-valeurs du nombre relatif de grains f(�; ') sin �, qui en � = 0 vaut 0 quelle que soit lavaleur de l'ODF.
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5.3. Mod�elisation de la fabrique de GRIP 795.3 Appli
ation �a la mod�elisation du d�eveloppement de lafabrique dans le forage de GRIP (Groenland)Comme Castelnau et al. (1996a), nous appliquons notre mod�ele �a la pr�edi
tion del'�evolution des fabriques dans le forage de GRIP (Groenland).Les mesures d'orientation des axes�
 sur les 
arottes de gla
e de GRIP, r�ealis�ees parThorsteinsson et al. (1997), montrent une augmentation 
ontinue de la 
on
entration dela fabrique, allant d'une distribution al�eatoire des 
ristaux en surfa
e, �a une fabrique �aun seul maximum verti
al �a la profondeur de 2807m. Le forage de GRIP �etant positionn�eau sommet d'un dôme, il est probable que le mode prin
ipal de d�eformation des gla
es deGRIP soit une 
ompression verti
ale. Les fabriques observ�ees pr�esentent une sym�etriede r�evolution autour de l'axe verti
al qui est 
ompatible ave
 
e mode de d�eformation, etest pr�edite par la plupart des mod�eles (voir par exemple Van der Veen et Whillans, 1994;Castelnau et Duval, 1994). D'apr�es Thorsteinsson et al. (1997), la brusque augmenta-tion de la taille des grains observ�ee �a 2790m (transition Wis
onsin-Eemien) est due �al'a
tivation d'un r�egime de re
ristallisation dis
ontinue. La re
ristallisation n'�etant pasprise en 
ompte par notre mod�ele, la 
omparaison de l'�evolution de la fabrique ave
 lesobservations de Thorsteinsson et al. (1997) est seulement men�ee de la surfa
e jusqu'�a laprofondeur de 2800m.Dans la suite, nous faisons l'hypoth�ese que la gla
e est d�eform�ee en 
ompression selonl'axe de sym�etrie du dôme x3. Le 
omportement ma
ros
opique du poly
ristal est don
donn�e par les relations (4.21) et (5.7), et il ne d�epend que du param�etre de l'histoiredes 
ontraintes A3, donn�e par (3.30) et des param�etres du grain  et �. Pour une
ompression, la fabrique est d�e
rite par l'ODF analytique (3.29).Thorsteinsson et al. (1997) 
ara
t�erisent la 
on
entration des fabriques �a l'aide d'unparam�etre statistique, Ro, d�e�ni par(5.14) Ro = 2 k< 
 >k � 1;o�u 
 est le ve
teur unitaire d�e�nissant l'orientation de l'axe�
 dans le rep�ere de r�ef�eren
efRg (
 = Rg
), <> repr�esente la moyenne donn�ee par (1.10), et k k est la norme d'unve
teur. Ro vaut 0 pour une fabrique dont tous les axes�
 sont distribu�es al�eatoirement,et Ro prend la valeur maximum de 1 lorsque tous les grains ont la même orientation(Thorsteinsson et al. (1997) donnent �a Ro le nom de "degree of orientation", mais nouspr�ef�erons �a "degr�e d'orientation" de la fabrique, utilis�e par Castelnau (1996), le termede "
on
entration" de la fabrique).L'utilisation de l'expression de l'ODF (3.29) dans (1.10) pour �evaluer k< 
 >k 
onduit�a une int�egrale simple selon �, qui s'int�egre analytiquement pour donner la 
on
entrationde la fabrique Ro en fon
tion du param�etre de l'histoire des 
ontraintes A3, soit(5.15) Ro = 2 �����1� eA3=21� eA3 ������ 1:D'apr�es les relations (4.19), (4.21) et (5.7), �D33 s'exprime uniquement en fon
tionde � et A3. En utilisant la di��erentielle de la relation (3:30), i.e. dA3 = 3 �S33dt=2, onpeut exprimer �D33 dt en fon
tion de dA3, et par suite obtenir la d�eformation 
umul�ee
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e��
 = �3 � 1 en fon
tion de A3 et de � seulement (la d�ependan
e en  est impli
itementin
luse dans A3). Il est alors possible, en utilisant A3 
omme param�etre, de 
al
ulernum�eriquement l'�evolution de Ro en fon
tion de la d�eformation 
umul�ee ��
.Comme Castelnau et al. (1996a), nous utilisons le mod�ele de Dahl-Jensen et al. (1993),qui donne l'amin
issement d'une 
ou
he d'�epaisseur a relativement �a l'a

umulation a0en surfa
e, en fon
tion de la profondeur z dans le forage. La d�eformation 
umul�ee et letaux d'amin
issement des 
ou
hes sont reli�es par :(5.16) ��
 = a=a0 � 1;
e qui permet d'exprimer la d�eformation 
umul�ee "observ�ee" en fon
tion de z. On peutalors relier l'�evolution des valeurs de Ro, mesur�ees par Thorsteinsson et al. (1997) �adi��erentes profondeurs, �a 
elle de ��
.
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Fig. 5.8 : Evolution de la 
on
entration de la fabrique Ro en fon
tion de la d�eformation
umul�ee ��
, donn�ee par notre mod�ele pour di��erentes valeurs de � (
ourbes pleines),donn�ee par le mod�ele VPSC de Castelnau et al. (1996) (tirets) et d'apr�es la fabriquemesur�ee dans le forage de GRIP (Thorsteinsson et al., 1997). L'�e
helle donnant lesprofondeur est 
al
ul�ee en utilisant le mod�ele de Dahl-Jensen et al. (1993).La Figure 5.8 montre l'�evolution de la 
on
entration Ro en fon
tion de ��
 donn�eepar notre mod�ele pour di��erentes valeurs de � ainsi que l'�evolution de Ro mesur�ee parThorsteinsson et al. (1997). Nous v�eri�ons bien que l'�evolution de la fabrique est d'autantplus rapide que le grain est plus anisotrope (i.e. pour � petit). L'�evolution de Ro obtenupar Castelnau et al. (1996a) ave
 le mod�ele VPSC pour un 
omportement non lin�eaire(tirets sur la Figure 5.8) est tr�es similaire �a nos r�esultats lorsque � = 0:2 (et ave
 un
omportement lin�eaire).Pour des valeurs absolues de d�eformations 
umul�ees inf�erieures �a 0:4 (i.e. pour desprofondeurs inf�erieures �a 1000m, d'apr�es Dahl-Jensen et al. (1993)), l'�evolution de la
on
entration de la fabrique est bien reproduite par notre mod�ele si � est petit (� � 0:2).Pour j��
j sup�erieure �a 0:4, notre mod�ele 
onduit �a une �evolution de la fabrique plus rapideque 
elle observ�ee.D'apr�es Castelnau et al. (1996a), 
ette di��eren
e entre les mod�eles et les mesurespourrait r�esulter de la progressive polygonisation des grains mal orient�es pour se d�eformer.



5.4. Tests num�eriques de 
isaillement simple 81Les grains dont le plan de base est perpendi
ulaire �a la dire
tion de 
ompression vontpolygoniser jusqu'�a 
e que la di��eren
e d'orientation des sous-joints atteignent une va-leur 
ritique de 10 �a 15o, puis ils vont se diviser pour former deux grains "nouveaux"dont l'orientation est tourn�ee de 10 �a 15o par rapport �a la dire
tion de 
ompression.Thorsteinsson et al. (1997) ont observ�e que la polygonisation, responsable de l'arrêt dugrossissement des grains et de la forme sph�erique des grains, est pr�edominente dans leforage de GRIP entre 700m �a 2800m de profondeur (profondeur �a laquelle la re
ristalli-sation dis
ontinue 
ommen
e).Sans 
ontester le rôle de la polygonisation sur le ralentissement de la formation desfabriques, nous verrons au Chapitre 8 que les hypoth�eses faites i
i pour la 
in�ematiquede l'�e
oulement dans le forage de GRIP (
ompression uniaxiale et vitesse de d�eformationdonn�ee par le mod�ele de Dahl-Jensen et al. (1993)) sont aussi, 
ertainement, responsablesde la vitesse ex
�essive d'�evolution des fabriques mod�elis�ees. Nous montrerons l'in
uen
ede l'�e
oulement sur la formation des fabriques dans le forage de GRIP.5.4 Tests num�eriques de 
isaillement simpleDans la partie inf�erieure des 
alottes polaires, si le so
le ro
heux est relativement plan,la gla
e est d�eform�ee prin
ipalement en 
isaillement. Dans 
ette partie, nous pr�esentonsl'�evolution des propri�et�es m�e
aniques et de la fabrique d'un poly
ristal de gla
e, initial-lement isotrope, soumis �a un �etat de d�eformation de 
isaillement simple.5.4.1 Cin�ematique de la d�eformationPar d�e�nition (Gilormini et al., 1993), un mat�eriau est soumis �a un 
isaillement simpled'amplitude �(t) dans le r�ef�erentiel fRg, si le 
hamp des vitesses qui lui est impos�e estde la forme :(5.17) ������ �u1 = _� �X2�u2 = 0�u3 = 0 ,o�u �Xi sont les 
omposantes du ve
teur position dans la 
on�guration initiale. Les tenseursgradient de vitesse �L, vitesses de d�eformation �D et vitesses de rotation �W sont alorsdonn�es par :(5.18) �L = 0�0 _� 00 0 00 0 01A�D = 0� 0 _�=2 0_�=2 0 00 0 01A �W = 0� 0 _�=2 0� _�=2 0 00 0 01A .Si la vitesse de d�eformation impos�ee �D12 est 
onstante au 
ours de la d�eformation, ilvient :(5.19) � = 2 �D12t.
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onjugu�ee de la fabrique et du 
omportement du poly
ristal de gla
eL'�etude du 
isaillement simple ave
 le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes n'est pasdire
te puisque, pour un �etat de 
ontrainte donn�e, les vitesses de d�eformation d�ependentde l'anisotropie du poly
ristal. Pour imposer 
orre
tement le 
isaillement simple, il estdon
 n�e
essaire �a 
haque pas de temps de d�eterminer l'�etat de 
ontraintes �a appliquerpour maintenir �D12 
onstante et toutes les autres 
omposantes du tenseur des vitessesde d�eformation nulles.Van der Veen et Whillans (1994) r�ealisent des essais num�eriques de 
isaillement simpleen imposant uniquement la 
ontrainte de 
isaillement et une vitesse de rotation ma
ro-s
opique ajust�ee �a 
haque pas pour qu'elle soit �egale �a la vitesse de d�eformation de
isaillement. Au 
ours de l'essai, les 
ristaux s'orientent �a 135o de la dire
tion de 
isaille-ment, et la vitesse de d�eformation diminue et s'annule lorsque tous les axes�
 des 
ristauxsont orient�es �a 135o. La fabrique qu'ils obtiennent en �n d'essai est don
 �equivalente, enfait, �a 
elle obtenue pour le 
isaillement pur.Pour v�eri�er la 
ondition 
in�ematique (5.17), nous utilisons une m�ethode impli
ite quitient 
ompte de l'�evolution des propri�et�es du mat�eriau et par 
ons�equent de la variationdes 
ontraintes �a imposer durant l'in
r�ement de temps dt.Les essais que nous pr�esentons ont �et�e r�ealis�es en utilisant 800 grains dis
rets r�epartisal�eatoirement �a l'�etat initial. Nous 
hoisissons 
e mod�ele de repr�esentation de la tex-ture pour �eliminer au maximum les probl�emes num�eriques li�es aux 
al
uls d'int�egralesde fon
tions pr�esentant des pi
s pronon
�es et pour ne pas faire d'hypoth�ese impli
ite3sur l'anisotropie du poly
ristal. La r�eponse ma
ros
opique est �etudi�ee pour 
 = 1 etdi��erentes valeurs de �.5.4.2 Evolution de la fabrique et des propri�et�es du mat�eriauSur la Figure 5.9 est repr�esent�ee l'�evolution de la 
uidit�e en 
isaillement adimensionnelle2 �D12=(B1 �S12) en fon
tion de la d�eformation � et pour di��erents 
omportements de grain.Dans un premier temps le mat�eriau se dur
it, puis si � 6= 0, le mat�eriau s'adou
itet la 
uidit�e tend vers une valeur limite, 
orrespondant �a la 
uidit�e en 
isaillementparall�element au plan de base du grain isol�e.Sur la Figure 5.10, l'observation des di��erentes fabriques au 
ours de la d�eformationpermet de 
omprendre les variations observ�ees sur la 
uidit�e ma
ros
opique.En d�ebut de 
hargement, lorsque le poly
ristal est isotrope, �D12 = B1 �S12=2 et �S11 = �S22 = 0,et les �equations (3.43) se simpli�ent en rempla�
ant  =B1 par son expression (4.27) enfon
tion de � : �������� _� = � 52(2 + 3�) sin 2� sin 2' �D12_' = �( 52 + 3� 
os 2' + 1) �D12 .Une repr�esentation de 
es �equations est donn�ee sur la Figure 5.11a, o�u sont marqu�es lespoints o�u _� et/ou _' s'annulent, ainsi que le sens de la rotation des grains selon � et '.En d�ebut de 
hargement les axes�
 se dirigent vers le plan (�) perpendi
ulaire au plan(e1;e2) et in
lin�e de l'angle �'0 = (ar

os ((2 + 3�)=5)+�)=2. Pour un grain se d�eformantuniquement par glissement dans les plans de base (� = 0) 
et angle vaut 123:2o, tandis3en 
hoisissant l'ODF param�etr�ee par exemple
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isaillementsimple �L12 > 0 lorsque (a) le poly
ristal est isotrope et (b) tous les axes�
 des grainssont orient�es selon e2. Les 
�e
hes en pointill�es repr�esentent le sens de la rotation selon' et les 
�e
hes en trait mixte 
elui selon �.que pour un grain isotrope (� = 1) la valeur de �'0 est 90o. Plus le grain est anisotrope,plus l'orientation du plan (�) est d�efavorable pour la d�eformation ma
ros
opique, 
equi explique la r�epartition selon la valeur de � du d�ebut des 
ourbes de la Figure 5.9.Castelnau (1996) trouve une valeur �'0 t 120o ave
 le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes,mais pour un 
omportement de grain non-lin�eaire, 
e qui peut expliquer la di��eren
e de3o. Au 
ours de la d�eformation, l'orientation du plan (�) tourne vers la position �' =�=2 ave
 une vitesse d�e
roissante, tandis que la 
on
entration des axes�
 dans le planaugmente (
f. Figure 5.10 pour � = 1:05 et � = 1:75). Simultan�ement, les orientationsdes grains tournent vers � = �=2 mais de fa�
on moins rapide que selon '.Pour � > 7:0, tous les grains ont quasiment la même orientation (� = �=2; ') et ils
ontinuent �a tourner vers e2 (' = �=2). Dans 
ette 
on�guration, le 
omportement ma-
ros
opique est �equivalent �a 
elui du grain isol�e, 
e qui permet d'�etudier analytiquementla stabilit�e de la fabrique observ�ee. Nous donnons les d�etails de 
e 
al
ul en Annexe D.Ce 
al
ul montre que, lorsque � 6= 0, si tous les grains sont 
on
entr�es en (� = �=2; ')alors ils s'orientent perpendi
ulairement �a la dire
tion du 
isaillement ave
 une vitessed�e
roissante et s'annulant en ' = �=2 (
f. Figure 5.11b). La stabilit�e de 
ette positiond'�equilibre d�epend du sens de la perturbation. Apr�es une perturbation dans le sens di-re
t, les grains reviennent sur la position d'�equilibre, tandis que pour une perturbationdans le sens indire
t les grains tournent d'un demi-tour pour s'arrêter dans la positiond'�equilibre oppos�ee4.Sur la Figure 5.9, nous observons que plus le grain est anisotrope, (i.e. plus � serappro
he de z�ero), plus la valeur minimum de la 
uidit�e se rappro
he de z�ero. Lorsque� = 0, nous obtenons une r�eponse ma
ros
opique di��erente puisque la 
uidit�e d�e
rô�t
ontinuellement vers z�ero et la d�eformation devient alors impossible. Nous n'obtenonspas une fabrique �a un seul maximum puisque les axes�
 des grains restent bloqu�es dans4Mais qui d�e�nit la même position du grain.
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Fig. 5.12 : Evolution des rapports entre les 
ontraintes appliqu�ees et la 
ontrainte initialede 
isaillement, en fon
tion de la d�eformation �, pour un 
omportement de grain � = 0:1et 
 = 1.le plan (�). L'�etude de la stabilit�e d'un grain montre que, même si nous obtenions unefabrique �a un seul maximum, il ne serait pas possible, en appliquant les 
onditions stri
tesdu 
isaillement simple, de faire tourner un grain in
lin�e par rapport �a la perpendi
ulaire�a la dire
tion du 
isaillement (
f. Annexe D). En e�et, si ' 6= �=2, les 
onditions�D11 = �D22 = 0 entrâ�nent dans 
e 
as parti
ulier �D12 = 0, et le grain ne se d�eforme pas,quelle que soit la 
ontrainte appliqu�ee.Sur la Figure (5.12) est repr�esent�ee l'�evolution des rapports entre les 
ontraintesappliqu�ees et la 
ontrainte de 
isaillement initiale pour un 
omportement de grain � =0:1 et 
 = 1. Pour v�eri�er les 
onditions 
in�ematiques du 
isaillement simple, il estn�e
essaire d'appliquer des 
ontraintes trois fois sup�erieures �a la 
ontrainte initiale de
isaillement. En d�ebut d'essai, la forte 
ompression dans la dire
tion e3, due �a l'hypoth�esede d�eformations planes, explique la faible vitesse de rotation des grains vers � = �=2.N�eanmoins, une �etude du signe de _� montre que tout au long de l'essai, les orientationsdes grains situ�es autour du plan (�) se dirigent vers � = �=2 (i.e. _� > 0). Ensuite,lorsque tous les grains ont la même orientation, l'�etat de 
ontrainte devient plan et lavaleur des 
ontraintes normales diminue. A l'�equilibre, seule la 
ontrainte de 
isaillementn'est pas nulle et vaut �S12(1) = (2 + 3�) �S12(0)=5.5.4.3 Dis
ussionCastelnau et al. (1996b) ont obtenu des r�esultats similaires aux nôtres ave
 les mod�elesauto-
oh�erent et de Taylor. Pour le mod�ele auto-
oh�erent, l'a
tivit�e relative des plansprismatiques devient tr�es importante lorsque la d�eformation augmente. D'apr�es 
es au-teurs, une telle a
tivit�e n'est pas r�ealiste pour le 
ristal de gla
e o�u la majorit�e des dis-lo
ations sont observ�ees dans les plans de base. Pour le mod�ele �a 
ontraintes homog�eneset en a
tivant uniquement le glissement basal, Castelnau et al. (1996b) trouvent une
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ristal de gla
efabrique qui bloque la d�eformation : 
e
i est en a

ord ave
 nos r�esultats pour � = 0.Si le grain ne se d�eforme pas uniquement par glissement basal, tous les mod�eles
onduisent don
 �a une fabrique �a un seul maximum s'orientant perpendi
ulairement�a la dire
tion de 
isaillement. Cependant, il est alors n�e
essaire d'a
tiver fortementd'autres modes que la d�eformation par 
isaillement parall�ele au plan de base, 
e qui
onduit �a un 
omportement de grain non r�ealiste pour la gla
e. Il est probable quesous une telle solli
itation l'a

ommodation se fasse par re
ristallisation dynamique etque d'autres formes de fabriques soient 
r�e�ees. N�eanmoins, puisque nous ne tenons pas
ompte des ph�enom�enes de re
ristallisation dans notre mod�ele, nous pourrons faire varierl'anisotropie du grain (i.e. �) pour obtenir un 
omportement du poly
ristal plus r�ealiste.Nous avons r�ealis�e des tests de 
isaillement simple en utilisant l'ODF param�etr�ee(3.34) pour d�e
rire la fabrique (Starosz
zyk et Gagliardini, 1999). Les 
ourbes 2 �D12=( �S12B1)obtenues dans 
es 
onditions di��erent l�eg�erement de 
elles de la Figure 5.9, mettantainsi en �eviden
e le 
ara
t�ere non orthotrope de la d�eformation en 
isaillement simple.N�eanmoins, seule la valeur du minimum de la 
uidit�e en 
isaillement est modi��ee (lepoly
ristal se dur
it moins) lorsque l'hypoth�ese de fabrique orthotrope est faite de fa�
onimpli
ite, par l'utilisation de l'ODF param�etr�ee (3.34). Les autres r�esultats pr�esent�es
i-dessus ave
 les grains dis
rets restent valables pour l'ODF param�etr�ee.Notons en�n qu'il est possible d'obtenir une solution analytique pour l'ODF en 
i-saillement simple ave
 le mod�ele de Taylor. Nous pr�esentons 
es 
al
uls dans l'AnnexeE. L'expression (E.5) montre que la fabrique �evolue vers un maximum orient�e perpen-di
ulairement �a la dire
tion de 
isaillement. Il est int�eressant de remarquer que l'ODFanalytique (E.5) ne pr�esente pas de sym�etries d'orthotropie.5.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons pr�esent�e l'�evolution des propri�et�es m�e
aniques du poly
ristalau 
ours de la d�eformation, pour des 
hargements de 
ompression, tra
tion et 
isaillementsimple. Ces �etudes montrent la n�e
essit�e d'introduire d'autres modes de d�eformation quele glissement basal pour obtenir un 
omportement du poly
ristal r�ealiste. D'un point devue ma
ros
opique, il est alors possible d'obtenir des fabriques de 
isaillement simple �aun seul maximum orient�e perpendi
ulairement �a la dire
tion de 
isaillement.Dans le 
hapitre suivant, nous impl�ementons la loi de 
omportement orthotrope dansun 
ode aux �el�ements �nis, pour �etudier l'in
uen
e de l'anisotropie du poly
ristal surl'�e
oulement �a l'�e
helle de la 
alotte polaire.



Chapitre 6E
oulement de gla
e anisotrope6.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous r�esolvons num�eriquement, pour une g�eom�etrie donn�ee, l'�e
oulementd'une 
alotte de gla
e anisotrope dont les 
hamps de fabriques et de temp�eratures sontdes donn�ees variant en fon
tion des 
oordonn�ees de l'espa
e.Pour une g�eom�etrie donn�ee de 
alotte polaire simpli��ee (2D en d�eformations planesou axisym�etrique), nous 
omparons les �e
oulements obtenus ave
 di��erents 
hamps de fa-briques et de temp�eratures. Nous mesurons la sensibilit�e de l'�e
oulement aux param�etresmi
ros
opiques � et 
 qui d�e�nissent le 
omportement du grain. En�n, nous 
omparonsles 
hamps de vitesses des �e
oulements plan (d�eformations planes) et axisym�etrique ob-tenus pour un même pro�l de la surfa
e de 
alotte polaire.6.2 Probl�eme �a r�esoudre6.2.1 Types d'�e
oulement �etudi�esLes �e
oulements �etudi�es sont plan (d�eformations planes) ou axisym�etrique. Pour l'�e
oulementplan, les quantit�es (ve
teur ou tenseur) sont exprim�ees dans le rep�ere 
art�esien der�ef�eren
e fRg d�e�ni sur la base (e1;e2;e3) de 
oordonn�ees (x1; x2; x3), tandis que pourl'�e
oulement axisym�etrique, nous utiliserons le rep�ere d�e�ni sur la base 
ylindrique(e1;e2;e�) de 
oordonn�ees (x1; x2;�).La gla
e s'�e
oule sous l'a
tion des for
es de pesanteur dirig�ees selon e2. Les 
alottes�etudi�ees pr�esentent une sym�etrie par rapport au dôme situ�e en x1 = 0.Les notations utilis�ees sont d�e�nies sur la Figure 6.1 o�u est s
h�ematis�e le probl�eme �ar�esoudre.6.2.2 Loi de 
omportement de la gla
e orthotropeLe 
omportement de la gla
e est suppos�e lin�eaire et orthotrope, le plan de l'�e
oulement�etant l'un des trois plans de sym�etrie du mat�eriau. En un point du domaine, l'ortho-tropie du poly
ristal est d�e
rite par les quatre param�etres de l'ODF donn�ee par (3.34).Les trois premiers param�etres ki d�e�nissent le degr�e d'anisotropie du poly
ristal, et le87
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�u(B(x1)) = 0
Fig. 6.1 : S
h�ematisation du probl�eme �a r�esoudre. Pour une se
tion verti
ale donn�ee,l'�e
oulement est soit en d�eformations planes soit axisym�etrique. Les quantit�es en
adr�eessont des r�esultats du 
al
ul et les autres des donn�ees d'entr�ee du 
al
ul.



6.2. Probl�eme �a r�esoudre 89rep�ere d'orthotropie est positionn�e par rapport au rep�ere de r�ef�eren
e par le quatri�emeparam�etre 'o 
omme d�e�ni sur la Figure 3.7.La formulation variationnelle que nous allons utiliser n�e
essite d'introduire la loiinverse donnant les 
ontraintes d�eviatoires en fon
tion des vitesses de d�eformation. L'in-version de la loi de 
omportement (4.6) est pr�esent�ee en Annexe F. Le 
omportementde la gla
e peut être d�e�ni �a partir de son potentiel de dissipation ��D :(6.1) ��D = 3Xr=1 12 ��r(tr �M r �D)2 + ��r+3 tr �M r �D2 � 13(��r + 2��r+3) tr �M r �D tr �D! ,o�u les 
oeÆ
ients ��r sont donn�es en Annexe F. Les 
ontraintes d�eviatoires ma
ros
o-piques �Sij d�erivent du potentiel ��D, soit :(6.2) �S = � ��D� �D ,ave
 les 
onditions(6.3) �D33 = �D23 = �D31 = 0,pour l'�e
oulement plan, et(6.4) ������ �D33(= �D��) = �u1x1�D2� = �D�1 = 0 ,pour l'�e
oulement axisym�etrique.Les 
onditions (6.3) et (6.4) d�e
oulent des hypoth�eses �u3 = 0 et �u1, �u2 ind�ependantsde x3.Notons que le troisi�eme terme dans l'expression du potentiel (6.1) est nul, mais qu'ilpermet de retomber exa
tement sur l'expression de la loi de 
omportement (F.6) del'Annexe F en appliquant (6.2).6.2.3 Equations du probl�emeLes �equations qui d�e�nissent l'�e
oulement sont :- l'�equation de l'�equilibre quasi-statique :(6.5) div �� + �g = 0,o�u �g est le ve
teur des for
es de volumes dues �a la pesanteur,- l'�equation de la 
onservation de la masse(6.6) div ��u = 0.La gla
e �etant in
ompressible, 
ette derni�ere �equation se r�eduit �a l'�equation d'in
ompres-sibilit�e(6.7) �ui;i = �Dii = 0.
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oulement de gla
e anisotropeEn introduisant le d�eviateur des 
ontraintes, d�e�ni par(6.8) �S = �� � �pIet ave
 g = �ge2, les �equations pr�e
�edentes se simpli�ent suivant le type d'�e
oulement�etudi�e.6.2.3.1 E
oulement plan (d�eformations planes)Pour l'�e
oulement plan, l'�equation de l'�equilibre quasi-statique (6.5), projet�ee sur lerep�ere de 
oordonn�ees 
art�esiennes (x1; x2; x3), se r�eduit �a :(6.9) ���� �S11;1 + �S12;2 + �p;1 = 0�S12;1 + �S22;2 + �p;2 = �g ,et l'�equation d'in
ompressibilit�e devient en tenant 
ompte de (6.3) :(6.10) �D11 + �D22 = 0,qui peut se r�e�e
rire en fon
tion des vitesses sous la forme :(6.11) �u1;1 + �u2;2 = 0.6.2.3.2 E
oulement axisym�etriqueDans le 
as de l'�e
oulement axisym�etrique, l'�equation de l'�equilibre quasi-statique (6.5),projet�ee sur le rep�ere de 
oordonn�ees 
ylindriques (x1; x2;�), se r�eduit �a :(6.12) �������� �S11;1 + �S12;2 + �S11 � �S��x1 + �p;1 = 0�S12;1 + �S22;2 + �S12x1 + �p;2 = �g ,et l'�equation d'in
ompressibilit�e se met sous la forme :(6.13) �D11 + �D22 + �D�� = 0,soit en fon
tion des vitesses, d'apr�es (6.4) :(6.14) �u1;1 + �u2;2 + �u1x1 = 0.Notons que, dans le 
as g�en�eral (gla
e non isotrope) et pour les deux types d'�e
oulement,la 
ontrainte d�eviatoire normale au plan de l'�e
oulement n'est pas nulle (elle est d�etermin�eepar �S33 = � �S11 � �S22).



6.3. M�ethodes num�eriques 916.2.4 Conditions aux limitesLes 
onditions aux limites sont appliqu�ees �a la fronti�ere du domaine D de la 
alotte.Pour notre probl�eme, nous pouvons distinguer quatre 
onditions aux limites di��erentes :Surfa
e- Condition de surfa
e libre pour la surfa
e de la 
alotte E(x1), soit(6.15) ��:n = ��0n sur E(x1)o�u n = (�E=�x1;�1; 0) est le ve
teur normal �a la surfa
e E(x1) et ��0 la pression at-mosph�erique.- Si nous faisons l'hypoth�ese que la surfa
e libre est la surfa
e d'�equilibre de l'�e
oulementstationnaire, alors le taux d'a

umulation b doit �equilibrer la vitesse normale �a la surfa
e,soit :(6.16) b = ��u:n.So
le ro
heux- Condition d'adh�eren
e pour la surfa
e de 
onta
t entre la gla
e et le so
le ro
heuxB(x1), soit :(6.17) �u(x1; B(x1)) = 0.Axe de sym�etrie- Condition de sym�etrie par rapport au dôme en x1 = 0, soit :(6.18) �u1(0; x2) = 0.6.3 M�ethodes num�eriques6.3.1 Formulation variationnelleConsid�erons, 
omme Meyssonnier (1983), la fon
tionnelle :(6.19) J(�ui; �p) = ZD ���D + �p �Dii � �gi�ui�dD � ZE ��0�uini ds,o�u ��D est le potentiel de dissipation du poly
ristal orthotrope lin�eaire (6.1).En utilisant (6.2), la variation lin�earis�ee ÆJ de J(�ui; �p), obtenue pour des variationsarbitraires Æ�ui et Æ�p de �ui et �p, s'exprime 
omme :(6.20) ÆJ = ZD � �Sij Æ �Dij + �p Æ �Dii + Æ�p �Dii � �gi Æ�ui�dD � ZE ��0 Æ�ui ni ds.Sa
hant que :(6.21) Æ �Dij = 12  �Æ�ui�xj + �Æ�uj�xi ! ,
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oulement de gla
e anisotropel'utilisation de (6.8) et de la propri�et�e de sym�etrie du tenseur des 
ontraintes (��ij = ��ji)
onduit aux simpli�
ations suivantes pour (6.20) :(6.22) ÆJ = ZD ���ij Æ�ui;j + Æ�p �Dii � �gi Æ�ui�dD � ZE ��0 Æ�ui ni ds.L'int�egration par partie selon xj (th�eor�eme de Green-Ostrogradski) du terme ��ij Æ�ui;j
onduit �a l'expression suivante :(6.23) ÆJ = ZD ��Æ�ui(��ij;j + �gi) + Æ�p �Dii�dD + ZE Æ�ui(��ijnj � ��0ni) ds.Les variations Æ�ui et Æ�p �etant arbitraires, la nullit�e de ÆJ entrâ�ne la v�eri�
ation des�equations (6.5), (6.7) et de la 
ondition aux limites (6.15).La solution du probl�eme 
onsistant �a 
her
her les 
hamps de vitesses �u et pressions �pv�eri�ant les �equations d'�equilibre quasi-statique (6.5) et d'in
ompressibilit�e (6.7), satis-faisant les 
onditions aux limites (6.15), (6.17) et (6.18), et dont la loi de 
omportementest d�e�nie par (6.1), est donn�ee par la stationnarit�e de J sur l'ensemble des 
hamps devitesses 
in�ematiquement admissibles (
'est-�a-dire v�eri�ant (6.17) et (6.18)).6.3.2 M�ethode des �el�ements �nisL'obje
tif de 
e paragraphe n'est pas d'exposer en d�etail la m�ethode des �el�ements �nis,mais de pr�esenter les parti
ularit�es propres �a notre probl�eme (pour plus de d�etail, voirpar exemple Dhatt et Touzot, 1984).La formulation expos�ee au paragraphe pr�e
�edent 
onduit naturellement au 
hoix desvariables vitesses et pression pour r�esoudre le probl�eme. Notons que 
ette m�ethodes'apparente �a la m�ethode de p�enalisation qui 
onsiste �a rempla
er l'�equation d'in
om-pressibilit�e (6.7) par �Dii = �p, ave
 � suÆsamment petit (Meyssonnier, 1983).Le 
ode num�erique d�evelopp�e par Meyssonnier (1983) est bas�e sur la formulationfaible du probl�eme �enon
�e au paragraphe 6.2 qui 
onsiste �a exprimer la stationnarit�e dela fon
tionnelle (6.19), soit :(6.24) ÆJ = 0.Cette formulation est dite faible 
ar l'�e
riture (6.24) suppose seulement que �u est
ontinue et �a d�eriv�ee premi�ere 
ontinue par mor
eaux, tandis que l'�equation de l'�equilibrequasi-statique (6.5) fait intervenir les d�eriv�ees se
ondes de la vitesse �u, qui est don

ontinue et �a d�eriv�ees partielles 
ontinues jusqu'�a l'ordre 2.Le prin
ipe de la m�ethode des �el�ements �nis 
onsiste �a dis
r�etiser le domaine d'�etude
omplexe D par un nombre �ni d'�el�ements de forme g�eom�etrique simple. Sur 
haque�el�ement, les 
hamps de vitesses et pressions sont repr�esent�es par des polynômes d�etermin�espar leurs valeurs en 
ertains points appel�es n�uds.Comme Meyssonnier (1983) nous utilisons des �el�ements triangulaires �a 6 n�uds (T6)ave
 une interpolation quadratique de la vitesse et lin�eaire de la pression, qui est don
d�etermin�ee uniquement aux n�uds sommets des triangles. La r�egle g�en�erale imposant �ala pression d'être interpol�ee ave
 des polynômes de moindre degr�e que 
eux utilis�es pourla vitesse est don
 respe
t�ee. La pression est soit suppos�ee 
ontinue entre deux �el�ements
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ontigus, 
e qui revient �a exprimer l'in
ompressibilit�e en moyenne, soit dis
ontinue, 
e quiimpose l'in
ompressibilit�e en tout point de 
haque �el�ement. Nous adoptons une pression
ontinue 
ar 
ette solution diminue le nombre d'in
onnues nodales et semble 
onduire �aune meilleure pr�e
ision sur le 
hamp de vitesses.La loi de 
omportement ma
ros
opique �etant lin�eaire, l'�equation (6.24) 
onduit �a unsyst�eme d'�equations lin�eaires, dont les in
onnues sont les valeurs nodales de vitesses etde pression, qui est r�esolu par la m�ethode de Gauss. La temp�erature et la fabrique (2param�etres ki et le param�etre d'orientation 'o) sont d�e�nies en 
haque n�ud du maillage.Dans 
e 
hapitre, 
e sont des donn�ees initiales du probl�eme que nous ne faisons pas�evoluer. Nous verrons plus loin les di��erents 
hamps de temp�eratures et de fabriquesadopt�es.6.3.3 AdimensionnementPour simpli�er l'analyse nous travaillons ave
 des variables adimensionn�ees. Nous e�e
-tuons les 
al
uls sur un maillage de hauteur ~H(x1 = 0) = 1, le param�etre de la loi deGlen valant ~B1(�10oC) = 1 et les for
es de volumesf�g = 1. Par 
ons�equent, en utilisant
es notations, le symbole ~ d�esignant les quantit�es adimensionn�ees, les autres variablesadimensionn�ees sont d�e�nies dans le Tableau 6.1 �a partir de H(x1 = 0), B1(�10oC) et�g. Dans la suite, nous noterons B1 la valeur du param�etre de la loi de Glen �a T = �10oCet H0 la hauteur de la 
alotte en x1 = 0.Quantit�e Dimension Valeur adimensionn�eeLongueur [m℄ ~xi = xi=H0Temps [a℄ ~t = tB1�gH0Vitesse [ma�1℄ ~�ui = �ui=(B1�gH20 )Vitesse de d�eformation [a�1℄ ~�Dij = �Dij=(B1�gH0)Contrainte [MPa℄ ~�Sij = �Sij=(�gH0)Fluidit�e [MPa�1a�1℄ ~B1(T ) = B1(T )=B1For
es volumiques [MPam�1℄ f�g = 1A

umulation [ma�1 eq. gla
e℄ ~b = b=(B1�gH20 )Tab. 6.1: Variables adimensionn�ees.6.4 G�eom�etrie de la 
alotte �etudi�ee6.4.1 Pro�l de Vialov (1958)Nous adoptons dans la suite une g�eom�etrie de 
alotte simpli��ee pr�esentant un axe desym�etrie x1 = 0 et un lit ro
heux horizontal (i.e. B(x1) = 0 et E(x1) = H(x1)). Vialov(1958) a propos�e une solution analytique pour l'�e
oulement plan stationnaire de gla
eisotrope de 
e type de 
alotte simpli��ee. Les hypoth�eses et les 
al
uls qui 
onduisent �al'�equation de la surfa
e et aux vitesses sont pr�esent�es dans l'Annexe G.
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oulement de gla
e anisotropeL'�equation (G.5) obtenue en Annexe G, d�e�nissant le pro�l de la surfa
e de Vialov(1958), s'�e
rit sous forme adimensionn�ee :(6.25) ~H4 = 1� 3�~b~x21,o�u � = 2 pour l'�e
oulement plan et � = 1 pour l'�e
oulement axisym�etrique.La 
alotte th�eorique que nous adoptons pr�esente un rapport d'aspe
t � = H0=L =1:83 10�2, soit pour une hauteur au dôme H0 = 1000m, une longueur de la 
alotteL = 54:5km.6.4.2 Le maillageLe maillage est r�ealis�e par nappes d'�el�ements re
tangulaires 
ompos�es de quatre trianglesT6 (4T6) (
f. Figure 6.2). Le nombre de n�uds sur une verti
ale est don
 
onstant. Pourl'�e
oulement plan, la pr�esen
e d'un axe de sym�etrie en x1 = 0 permet de ne mailler quela moiti�e de la 
alotte (x1 � 0), 
omme pour l'�e
oulement axisym�etrique.Les quantit�es (vitesses, 
ontraintes, . . . ) varient beau
oup plus lentement dans ladire
tion horizontale que dans la dire
tion verti
ale. Par 
ons�equent, il est possibled'adopter une g�eom�etrie d'�el�ements dont la dimension horizontale est sup�erieure �a ladimension verti
ale (i.e. �el�ements allong�es). Cette d�emar
he est justi��ee dans le 
as denotre probl�eme 
ar nous 
onnaissons l'ordre de grandeur relatif des gradients verti
auxet horizontaux des di��erentes quantit�es interpol�ees. Ce
i revient en quelque sorte �a faireune approximation du type de l'�e
oulement en 
ou
he min
e, tout en gardant entierle syst�eme d'�equations qui r�egit l'�e
oulement, l'avantage �etant de pouvoir diminuer ladimension horizontale des �el�ements dans les zones o�u les quantit�es pr�esentent les varia-tions horizontales les plus importantes. Pour notre �e
oulement, 
es zones sont le dôme(x1 = 0) et le bord de la 
alotte (x1 = L). Par ailleurs, la 
ondition de vitesse nulle au
onta
t du lit ro
heux 
onduit �a un gradient verti
al de vitesses plus �elev�e dans la zonepro
he du lit ro
heux que vers la surfa
e libre. Par 
ons�equent, le maillage est aÆn�edans le sens horizontal dans la zone pro
he de l'axe du dôme et dans le sens verti
al dansla zone pro
he du lit ro
heux.Un maillage est 
ara
t�eris�e par les nombres de bandes de 4T6 horizontales Nb1 etverti
ales Nb2. Le nombre de n�uds est Nd = 8Nb1Nb2 + 2(Nb1 +Nb2) + 1 et le nombred'�el�ements T6 est Nel = 4Nb1Nb2. La progression de la taille des �el�ements 4T6 est d�e�niepar une suite g�eom�etrique de raison r1 pour l'horizontale et r2 pour la verti
ale, l'�el�ementde base �etant pris dans le 
oin d�e�ni par l'interse
tion de l'axe du dôme et du lit ro
heux.Nous avons r�ealis�e des tests num�eriques en �xant Nb1 = 60 et Nb2 = 10, soit Nd =4941, pour mesurer l'in
uen
e des raisons r1 et r2 sur le 
hamp des vitesses. La gla
eest suppos�ee isotrope et isotherme lors de 
es tests. Les r�esultats sont 
ompar�es �a unesolution dite "de r�ef�eren
e" obtenue ave
 un maillage 
ontenant beau
oup plus de n�uds(Nb1 = 80, Nb2 = 15, soit Nd = 9791) mais dont la taille des �el�ements ne varie pas (i.e.r1 = r2 = 1). L'obje
tif est d'obtenir ave
 le maillage 
ontenant le moins de n�udspossible un 
hamp de vitesses le plus pro
he possible de la solution "de r�eferen
e", enjouant sur la valeur des raisons r1 et r2.Dans le sens horizontal, si r1 = 1, le 
al
ul des vitesses est moins bon au voisinage del'axe, mais si r1 est trop grand (r1 > 1:03) le maillage devient vraiment trop lâ
he pour
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PSfrag repla
ements �20Fig. 6.2 : Exemple de maillage lorsque Nb1 = 60, Nb2 = 15, r1 = 1:1 et r2 = 1:1.L'�e
helle selon la verti
ale est 20 fois sup�erieure �a 
elle selon l'horizontale. On peutobserver la progression de la taille des �el�ements selon l'horizontale et la verti
ale.

repr�esenter 
orre
tement les variations de vitesses au front (�a droite sur la Figure 6.2).Une valeur r1 = 1:01 semble 
onvenir pour satisfaire, "au mieux", �a 
es deux 
onditions.Il est possible d'adopter une valeur sup�erieure �a r1 = 1:01 pour r2 selon la verti
alepuisque le nombre de bandes est moins important que selon l'horizontale (Nb2 < Nb1).Les tests que nous avons e�e
tu�es montrent qu'une valeur r2 = 1:1 n'a�e
te pas tropl'approximation des vitesses en surfa
e et am�eliore notablement le 
al
ul des vitesses auxn�uds pro
hes du lit ro
heux.Au bord de la 
alotte, en x1 = L, la pr�esen
e d'un point d'arrêt peut 
onduire �a desprobl�emes num�eriques. De plus, ave
 un maillage par bandes, 
omme la surfa
e 
oupe lelit ro
heux en 
e point, tous les n�uds de la derni�ere verti
ale sont 
onfondus. Pour 
esraisons, le domaine est 
oup�e l�eg�erement avant le point d'arrêt (� 1% de L), de fa�
on�a 
r�eer un front verti
al de l'ordre du tiers de la hauteur au dôme. Ce
i ne 
hange pas�enorm�ement le pro�l de la surfa
e de Vialov (1958) qui se termine d�ej�a par un front tr�esraide (mais pas verti
al).La Figure 6.2 montre le maillage de la 
alotte th�eorique, de rapport d'aspe
t � =0:018, lorsque Nb1 = 60, Nb2 = 15, r1 = 1:01 et r2 = 1:1, soit un nombre total den�uds Nd = 7351 et d'�el�ements T6 Nel = 3600. On peut observer sur la Figure 6.2 laprogression de la taille des �el�ements selon l'horizontale et la verti
ale.Dans la suite, 
omme Mangeney (1996), nous nous int�eressons prin
ipalement �a lazone du dôme (x1 < 20H0). N�eanmoins, nous avons 
hoisi de mailler 
ompl�etementle domaine plutôt que d'in
uen
er l'�e
oulement en imposant une 
ondition de type
in�ematique en x1 = 20H0 (Mangeney, 1996; S
hott Hvidberg et al., 1997). C'est pour
ette raison que le maillage n'est pas aÆn�e dans la zone du bord en x1 = L. Pour avoirun 
hamp de vitesses pr�e
is au niveau de 
ette zone, il faudrait pro
�eder de la mêmemani�ere que pour le dôme, 
e qui augmenterait le nombre de n�uds.
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kiFig. 6.3 : (a) : Evolution de la 
on
entration de la fabrique Ro en fon
tion de la profon-deur dans le forage de GRIP : valeurs mesur�ees par Thorsteinsson et al., 1997 (
er
le)et fon
tion (6.27) adopt�ee (
ourbe). (b) : Evolution des param�etres ki 
orrespondantsen fon
tion de la hauteur r�eduite x̂2.6.5 Comparaison d'�e
oulements6.5.1 Valeurs des param�etres de 
omparaisonDans les paragraphes suivants, nous 
omparons les �e
oulements obtenus en faisant va-rier les param�etres d'entr�ees du mod�ele. Les di��erents 
hamps impos�es (fabriques,temp�eratures) sont d�e�nis 
i-dessous. La re
her
he de la surfa
e libre n'est pas e�e
tu�ee.Nous 
omparons don
 les �e
oulements qui sont stationnaires pour une même surfa
eimpos�ee, et par 
ons�equent pour des taux d'a

umulation di��erents.6.5.1.1 D�e�nition du 
hamp de fabriques "GRIP"Comme Mangeney (1996), pour mettre en �eviden
e l'e�et de la fabrique, nous 
omparonsles �e
oulements de gla
e isotrope (k1 = k2 = k3 = 1 sur tout le domaine) et de gla
eanisotrope dont la fabrique est 
elle mesur�ee dans le forage de GRIP (Groenland).Les fabriques observ�ees dans le forage de GRIP sont pr�esent�ees au paragraphe 5.3. LaFigure 6.3a pr�esente les valeurs de Romesur�ees par Thorsteinsson et al. (1997) en fon
tionde la profondeur dans le forage de GRIP, ainsi que la fon
tion polynomiale adopt�ee pour
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rire 
ontinûment l'�evolution de Ro. En introduisant la hauteur r�eduite1d�e�nie par :(6.26) x̂2 = x2=H(x1),l'�evolution de Ro dans le forage de GRIP est bien d�e
rite pour des profondeurs inf�erieures�a 2800m par la forme suivante :(6.27) Ro(x2) = 0:945(1 � x̂22),o�u x̂2 = x2=3003 pour le forage de GRIP.Dans notre mod�ele, la fabrique est d�e�nie �a partir de l'ODF param�etr�ee (3.34). Pourune fabrique orthotrope de r�evolution autour de l'axe e2, d'apr�es les r�esultats obtenusau paragraphe 3.5.2, les param�etres de l'ODF donn�ee par (3.34) v�eri�ent les relationsk1 = k3 et 'o = 0. En introduisant dans (5.14) les expressions de l'ODF param�etr�ee(3.34) et de 
 donn�ee par (3.2), il vient la relation suivante, donnant l'expression desparam�etres ki en fon
tion du degr�e d'orientation Ro :(6.28) k�21 = k�23 = k2 =  1�Ro1 +Ro!2=3 .En reportant la valeur observ�ee de Ro ajust�ee selon l'expression (6.27) dans l'�equation(6.28), nous obtenons l'�evolution des param�etres ki en fon
tion de la hauteur r�eduite x̂2pour le forage de GRIP. Cette �evolution est donn�ee sur la Figure 6.3b.Dans la suite, �a d�efaut de 
onnâ�tre le 
hamp (selon x1 et x2) de fabriques r�eel,nous faisons, 
omme Mangeney (1996) l'hypoth�ese que l'�evolution des param�etres ki estuniquement fon
tion de la hauteur r�eduite x̂2, en tout point du domaine.Cette hypoth�ese est dis
utable puisque la forme des fabriques de GRIP est proba-blement fortement d�ependante du fait que le forage est lo
alis�e �a un dôme. N�eanmoins,elle va nous permettre de quanti�er l'in
uen
e de l'anisotropie sur l'�e
oulement. AuChapitre 8, nous 
al
ulerons le 
hamp de fabriques, et don
 les ki(x1; x2) et 'o(x1; x2),
ompatible ave
 un �e
oulement stationnaire et pour la même g�eom�etrie de 
alotte.6.5.1.2 D�e�nition du 
hamp de temp�eratures "GRIP"De même que pour la fabrique, pour tester l'in
uen
e de la temp�erature sur l'�e
oulement,nous 
omparons l'�e
oulement isotherme �a l'�e
oulement obtenu lorsque la temp�eraturevarie en fon
tion de la profondeur.Le pro�l de temp�erature adopt�e est 
elui mesur�e dans le forage de GRIP (Gundestrupet al., 1993; The Greenland Summit I
e Cores CD-ROM, 1997). La Figure (6.4) pr�esentel'�evolution de la temp�erature mesur�ee dans le forage de GRIP en fon
tion de la profondeuret de la hauteur r�eduite x̂2, ainsi que son approximation par la fon
tion 
ontinue adopt�eelors des essais num�eriques. La temp�erature, 
omme la fabrique, est suppos�ee varier enfon
tion de la hauteur r�eduite x̂2 de fa�
on identique sur tout le domaine.1A ne pas 
onfondre ave
 la hauteur adimensionn�ee ~x2 = x2=H0.
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Fig. 6.4 : Evolution de la temp�erature en fon
tion de la profondeur (gau
he) et de la hau-teur r�eduite x̂2 (droite) dans le forage de GRIP : valeurs mesur�ees d'apr�es Gundestrupet al. (1993) (
er
le) et fon
tion 
ontinue adopt�ee (
ourbe). La 
ourbe tiret�ee repr�esentela valeur moyenne T = �27:9oC.
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oulements 996.5.1.3 Di��erents 
omportements de grainPour un essai donn�e, le 
omportement du grain est identique sur tout le domaine. Pourtous les essais, la valeur de B1 = B1(�10oC) est identique et nous faisons varier lesparam�etres mi
ros
opiques � et 
, la valeur de  �etant d�etermin�ee en utilisant la relation(4.27). Pour une temp�erature T , la valeur de la 
uidit�e B1(T ) est donn�ee par la relation(1.4), o�u l'�energie d'a
tivation vaut Q = 78 kJmol�1.6.5.1.4 Di��erents types d'�e
oulementNous 
omparons les �e
oulements plan (d�eformations planes) et axisym�etrique.6.5.1.5 Cara
t�erisation d'un �e
oulementLe Tableau 6.2 pr�esente les di��erentes valeurs que peuvent prendre les entr�ees du mod�ele.Pour 
ara
t�eriser un essai, nous utilisons la notation suivante fType d'�e
oulement, Pa-ram�etres du grain, Fabrique, Temp�eratureg o�u les di��erents param�etres sont d�e�nis dansle Tableau 6.2. Par exemple, fAXI, Gr2, FGRIP , T�27:9g signi�e que l'�e
oulement estaxisym�etrique, le 
omportement du grain est Gr2 (� = 0:01 et 
 = 1:0), le 
hamp defabriques est "GRIP", et le 
hamp de temp�eratures est isotherme ave
 T = �27:9oC.Type d'�e
oulement D�eformations planes Axisym�etriqueDP AXIGrain � 0:1 0:01 0:3 0:1 0:1
 1:0 1:0 1:0 0:7 3:5Code Gr1 Gr2 Gr3 Gr4 Gr5Fabrique Isotrope "GRIP"FISO FGRIPTemp�erature Isotherme "GRIP"TT oC TGRIPTab. 6.2: Cara
t�erisation d'un �e
oulement.Dans les paragraphes suivants, nous 
omparons les r�esultats �a l'�e
oulement de r�ef�eren
efDP , Gr1, FGRIP , T�27:9g. Nous �etudions su

essivement l'e�et du 
omportement dugrain, de la fabrique, de la temp�erature et du type d'�e
oulement (d�eformations planesou axisym�etrique). Nous nous limitons �a la 
omparaison des vitesses en surfa
e (vitessehorizontale et a

umulation) et �a 
elle des pro�ls verti
aux de vitesses. Une analyse plusd�etaill�ee des 
hamps de 
ontraintes et vitesses de d�eformation sera faite au Chapitre 8sur les �e
oulements obtenus par la m�ethode 
oupl�ee.6.5.2 In
uen
e de la fabriquePour mettre en �eviden
e l'in
uen
e de la fabrique sur l'�e
oulement, nous 
omparons les�e
oulements fDP , Gr1, FISO, T�27:9g et fDP , Gr1, FGRIP , T�27:9g (
f. Tableau 6.2
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oulement de gla
e anisotropepour la d�e�nition des notations).La Figure 6.5 
ompare les vitesses adimensionn�ees horizontales (a et 
) et verti
ales(b et d) pour les �e
oulements �a fabrique "GRIP" (trait plein) et �a fabrique isotrope(tirets). En a

ord ave
 les r�esultats obtenus par Mangeney (1996), l'�e
oulement degla
e anisotrope (GRIP) est approximativement deux fois plus rapide que l'�e
oulementde gla
e isotrope. Nos r�esultats di��erent 
ependant puisque nous n'avons pas adopt�e lamême surfa
e ni le même 
omportement de grain (le 
omportement du grain du mod�elede Mangeney (1996) est tel que � = 0).Pour quanti�er l'in
uen
e du 
hamp de fabriques "GRIP" sur la forme des pro�lsverti
aux de vitesses, nous avons tra
�e sur la Figure 6.5
 (pointill�es) le pro�l verti
alde vitesse horizontale pour la gla
e isotrope tel que la vitesse en surfa
e soit �egale �a
elle obtenue ave
 la gla
e anisotrope. Ce
i revient �a multiplier le 
hamp de vitessesde la gla
e isotrope par 1:8. La 
omparaison de 
ette 
ourbe ave
 
elle de l'�e
oulementanisotrope montre que, au voisinage du lit ro
heux, le gradient de d�eformation horizontaleest plus important ave
 le 
hamp de fabriques "GRIP" qu'ave
 le 
hamp isotrope. Laforme parti
uli�ere du 
hamp de fabriques "GRIP" impos�e, entrâ�ne une augmentationprogressive en fon
tion de la profondeur de la 
uidit�e en 
isaillement parall�element �al'axe horizontal. Par 
ons�equent, la gla
e profonde est approximativement 2:17 fois plusfa
ile �a 
isailler que 
elle de surfa
e (valeur de  =B1 pour � = 0:1 et 
 = 1:0), d'o�u ladi��eren
e entre la 
ourbe pleine et 
elle en pointill�es sur la Figure 6.5
.Notons que la solution analytique de Vialov (1958) (repr�esent�ee par les symboles + surla Figure 6.5) donne une bonne approximation des 
hamps de vitesses pour l'�e
oulementisotrope isotherme, même si le rapport d'aspe
t de notre 
alotte est sup�erieur �a la va-leur adopt�ee en g�en�eral pour faire 
ette approximation (soit � = 10�3 Hutter, 1993;Ritz, 1992). N�eanmoins, l'observation des pro�ls verti
aux de vitesses indique que 
ettesolution sous �evalue les vitesses verti
ales de l'ordre de 5% en ~x1 = 20 et de 15% en~x1 = 0 (�e
art maximum), par rapport �a la solution donn�ee par la m�ethode des �el�ements�nis. Ce
i 
on�rme que l'approximation de la 
ou
he min
e �a l'ordre 0 est d'autantmoins bonne que l'on se rappro
he de l'axe de sym�etrie de la 
alotte o�u les gradientshorizontaux des vitesses ne sont plus n�egligeables par rapport aux gradients verti
aux.6.5.3 In
uen
e de la temp�eraturePour mettre en �eviden
e l'in
uen
e de la temp�erature sur l'�e
oulement, nous 
omparonsles �e
oulements fDP , Gr1, FGRIP , T�19:8g et fDP , Gr1, FGRIP , TGRIP g (
f. Tableau6.2 pour la d�e�nition des notations).La temp�erature dans le forage de GRIP 
rô�t de �31:7ÆC en surfa
e �a �8:4ÆCau 
onta
t du lit ro
heux, soit une variation de 23:3ÆC. La relation (1.4) donnant lad�ependan
e du param�etre de la loi de Glen B1 �a la temp�erature montre que la 
uidit�ede la gla
e isotrope B1(T ) �a �8:4ÆC est approximativement trente fois plus grande que
elle �a �31:7ÆC.Selon les r�esultats de Pimienta et al. (1987), la 
uidit�e en 
isaillement d'un poly
ristaldont tous les axes�
 ont la même orientation est environ dix fois 
elle de la gla
e isotrope�a la même temp�erature. Ave
 le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes 
e rapport vaut aumaximum 2:5. Par 
ons�equent, la di��eren
e de 
omportement due �a la variation detemp�erature entre les gla
es de surfa
e et les gla
es profondes va in
uen
er le 
hamp
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Fig. 6.5 : In
uen
e de la fabrique. Comparaison des pro�ls de vitesses pour les�e
oulements fDP , Gr1, FGRIP , T�27:9g (trait plein) et fDP , Gr1, FISO, T�27:9g (ti-rets). (a) : vitesse horizontale �u1 en surfa
e ; (b) : a

umulation b en surfa
e ; (
) :pro�l de vitesse horizontale ~�u1 en ~x1 = 20 ; (d) : pro�l de vitesse verti
ale ~�u2 en ~x1 = 0(
ourbe et Æ) et ~x1 = 20 (
ourbe seule). Sur 
haque graphe la solution analytique deVialov (1958) pour l'�e
oulement 2D isotrope isotherme (G.6) est repr�esent�ee par les +.Sur le graphe (
) est repr�esent�e par des pointill�es le pro�l de vitesse de la gla
e isotropetel que la vitesse horizontale en surfa
e soit �egale �a 
elle de l'�e
oulement anisotrope.
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Fig. 6.6 : In
uen
e de la temp�erature. Comparaison des pro�ls de vitesse pour les�e
oulements fDP , Gr1, FGRIP , T�19:8g (trait plein) et fDP , Gr1, FGRIP , TGRIP g (ti-rets). Les pointill�es repr�esentent les vitesses pour l'�e
oulement fDP , Gr1, FISO, TGRIP g.(a) : vitesse horizontale �u1 en surfa
e ; (b) : a

umulation b en surfa
e ; (
) : pro�l devitesse horizontale ~�u1 en ~x1 = 20 ; (d) : pro�l de vitesse verti
ale ~�u2 en ~x1 = 20.
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oulements 103de vitesses de fa�
on 
ertainement plus visible que l'e�et de la fabrique sur une gla
eisotherme.Pour faire la 
omparaison, la temp�erature du 
hamp isotherme est prise �egale �aT = �19:8ÆC. Cette valeur est 
hoisie de fa�
on �a obtenir la même vitesse horizontale ensurfa
e en ~x1 = 20 pour les �e
oulements isotherme et �a temp�erature "GRIP" (
f. Figure6.4).Sur la Figure 6.6 est tra
�e (pointill�es) le 
hamp de vitesses obtenu pour une fabriqueisotrope et le 
hamp de temp�eratures "GRIP". Cet �e
oulement (pointill�es) est globa-lement moins rapide que 
elui anisotrope isotherme (trait plein), même si pr�es du litro
heux les vitesses sont sup�erieures pour l'�e
oulement isotrope �a temp�erature "GRIP".La Figure 6.6
 montre l'in
uen
e du 
hamp de temp�eratures sur la forme du pro�lverti
al de vitesse horizontale. Nous observons, en ~x1 = 20, que la gla
e est 
isaill�ee surune bande d'�epaisseur 0:2H pour l'�e
oulement �a temp�erature "GRIP", tandis que 
ettebande est de 0:8H pour l'�e
oulement isotherme. La 
omparaison des vitesses horizon-tales en ~x1 = 20 pour les �e
oulements �a temp�erature "GRIP" montre que la vitesse del'�e
oulement anisotrope est deux fois sup�erieure �a 
elle de l'�e
oulement isotrope. Cettevaleur est �a 
omparer �a 
elle de 1:8 obtenue lorsque le 
hamp de temp�eratures est iso-therme. Ce
i montre qu'un 
hamp de temp�eratures variable en fon
tion de la profon-deur, tel que 
elui de GRIP, augmente l'e�et de l'anisotropie par rapport �a un 
hampisotherme, en 
on
entrant la d�eformation dans les zones profondes 
haudes o�u la fabriqueest 
on
entr�ee.6.5.4 In
uen
e du 
omportement du grainPour mettre en �eviden
e l'in
uen
e du 
omportement du grain, nous �etudions s�eparementl'in
uen
e de � et 
. Nous rappelons que tous les �e
oulements sont 
al
ul�es pourune même valeur de B1, la valeur de  �etant 
al
ul�ee par (4.27) pour 
haque 
ouple(�; 
). Pour �etudier l'in
uen
e de �, nous 
omparons les �e
oulements fDP , Gr1, FGRIP ,T�27:9g, fDP , Gr2, FGRIP , T�27:9g et fDP , Gr3, FGRIP , T�27:9g, puis pour 
elle de 
les �e
oulements fDP , Gr1, FGRIP , T�27:9g, fDP , Gr4, FGRIP , T�27:9g et fDP , Gr5,FGRIP , T�27:9g (
f. Tableau 6.2 pour la d�e�nition des notations). Le le
teur se reporteraau paragraphe 2.2.1 pour la d�e�nition des param�etres du grain � et 
.La Figure 6.7 montre l'in
uen
e du param�etre � sur l'�e
oulement de la 
alotte polaire.Pour le grain, � est le rapport entre la 
uidit�e en 
isaillement dans le plan de base et
elle parall�ele au plan de base. Nous avons vu que, pour une même valeur de B1, plus� est petit, plus la d�eformation du grain en 
isaillement parall�element au plan de baseest ais�ee. Etant donn�e la forme parti
uli�ere du 
hamp de fabriques impos�e (GRIP, i.e.
on
entration des axes�
 vers la verti
ale), nous obtenons une r�eponse similaire de la
alotte polaire, i.e. plus � est petit plus l'�e
oulement de la 
alotte polaire est a

�el�er�e.Le rapport des 
uidit�es en 
isaillement parall�element au plan de base du grain,  ,pour � = 0:01 et � = 0:3 vaut  (�=0:01)= (�=0:3) = 1:43. Pour la 
alotte polaire, lerapport entre les vitesses en surfa
e en ~x1 = 20 pour � = 0:01 et � = 0:3 est de l'ordrede 1:35. La valeur 1:43 
orrespond �a la valeur maximum qui serait atteinte pour unenappe in�nie d'�epaisseur uniforme soumise �a un 
isaillement simple et dont tous les grainsauraient exa
tement la même orientation verti
ale. Dans notre appli
ation, au
une de
es 
onditions n'est remplie et il est don
 logique de trouver un rapport des vitesses de
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Fig. 6.7 : In
uen
e du param�etre �. Comparaison des pro�ls de vitesse pour 
 = 1:0 et� = 0:01 (pointill�es), � = 0:1 (trait plein) et � = 0:3 (tirets). (a) : vitesse horizontale�u1 en surfa
e ; (b) : a

umulation b en surfa
e ; (
) : pro�l de vitesse horizontale ~�u1en ~x1 = 20 ; (d) : pro�l de vitesse verti
ale ~�u2 en ~x1 = 20.
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e inf�erieur �a 1:43.Sur la Figure 6.8, nous observons que l'in
uen
e du param�etre mi
ros
opique 
 estnettement moins importante que 
elle de �. Rappelons que 
 repr�esente le rapport entreles 
uidit�es du grain en 
ompression-tra
tion selon une dire
tion 
ontenue dans le plande base et selon la dire
tion de l'axe�
.Au paragraphe 5.2.2, nous avons montr�e que pour des essais de 
ompression-tra
tionsur un poly
ristal initialement isotrope, l'in
uen
e de 
 �etait de la même importan
e que
elle de �, voire sup�erieure . Or, au sein de la 
alotte polaire, au voisinage du lit ro
heuxo�u tous les axes�
 des grains sont orient�es verti
alement, le mode de d�eformation estprin
ipalement un 
isaillement parall�ele �a l'axe horizontal. Par 
ons�equent, il est logiqueque l'in
uen
e de 
 �a l'�e
helle de la 
alotte polaire soit beau
oup moins marqu�ee que
elle de �.N�eanmoins, pour une même valeur de �, nous observons que plus 
 est grand (i.e.plus le grain est fa
ile �a d�eformer en 
ompression-tra
tion selon une dire
tion 
ontenuedans le plan de base par rapport �a la dire
tion de l'axe�
) plus l'�e
oulement de la 
alottepolaire est rapide. Une expli
ation de 
e r�esultat peut être donn�ee en observant que, pourdes valeurs de B1 et � identiques, la 
uidit�e en 
isaillement  , donn�ee par (4.27), estd'autant plus importante que 
 est grand. Par exemple, pour � = 0:1, le rapport  =B1vaut 2:17 pour 
 = 1:0, et 2:25 pour 
 = 3:5. Par 
ons�equent, puisque 
'est au voisinagedu lit ro
heux, o�u la fabrique est 
on
entr�ee, que la gla
e subit le plus de d�eformation,l'�e
oulement �a l'�e
helle de la 
alotte polaire est d'autant plus rapide que  est grand, etdon
 que 
 est grand.6.5.5 In
uen
e du type d'�e
oulementPour mettre en �eviden
e l'in
uen
e du type de l'�e
oulement nous 
omparons les �e
oulementsfDP , Gr1, FGRIP , T�19:8g et fAXI, Gr1, FGRIP , T�19:8g (
f. Tableau 6.2 pour lad�e�nition des notations).Les r�esultats analytiques pr�esent�es en Annexe G montrent que, dans l'hypoth�ese dela 
ou
he min
e �a l'ordre 0, pour une même surfa
e et une gla
e isotrope, les �e
oulementsplan et axisym�etrique 
onduisent au même 
hamp de vitesses horizontales. La Figure6.9 indique que 
ette propri�et�e est 
onserv�ee pour l'�e
oulement de gla
e isotherme dontla fabrique est 
elle de GRIP. Nous avons aussi v�eri��e que 
ette propri�et�e �etait 
onserv�eelorsque le 
hamp de temp�eratures n'est pas isotherme.De même que pour l'�e
oulement isotrope (
f. Annexe G), l'a

umulation en surfa
en�e
essaire pour obtenir la stationnarit�e de la surfa
e est deux fois plus importante pourl'�e
oulement axisym�etrique que pour l'�e
oulement plan (
f. Figure 6.9b). Les vitessesverti
ales de l'�e
oulement axisym�etrique sont approximativement deux fois sup�erieures�a 
elles obtenues ave
 l'�e
oulement plan (2:0 en ~x1 = 0 et 1:92 en ~x1 = 20).Pour illuster l'in
uen
e du type de l'�e
oulement, nous avons tra
�e sur les Figure 6.10et 6.11 l'�evolution de l'âge en fon
tion de la profondeur en x1 = 10, et les lignes de
ourant obtenues pour les deux types d'�e
oulement, respe
tivement. Pour une mêmeprofondeur, l'�e
oulement axisym�etrique pr�evoit un âge de la gla
e deux fois plus jeuneque l'�e
oulement plan, et les lignes de 
ourant de l'�e
oulement axisym�etrique des
endentbeau
oup plus profond que 
elles de l'�e
oulement plan. Ce
i montre l'in
uen
e du 
hoixdu type de l'�e
oulement, sa
hant que les 
onditions d'un �e
oulement r�eel se situe entre 
es
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lusion 109deux types d'�e
oulement bidimensionnels. Ces r�esultats sont similaires �a 
eux obtenuspar S
hott Hvidberg (1996).Nous verrons dans le Chapitre 8 que le type d'�e
oulement in
uen
e la forme desfabriques obtenues �a la 
onvergen
e du 
al
ul 
oupl�e des vitesses et de la fabrique.6.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons pos�e les �equations qui r�egissent l'�e
oulement, plan ouaxisym�etrique, de gla
e orthotrope. Nous avons formul�e le probl�eme sous forme varia-tionnelle et pos�e les �equations qui permettent sa r�esolution par la m�ethode des �el�ements�nis.En un point du domaine, le 
omportement lo
al du poly
ristal de gla
e d�epend de lafabrique (3 param�etres de l'ODF param�etr�ee (3.34)), de la temp�erature et du 
omporte-ment mi
ros
opique du grain ( , � et 
 suppos�es identiques sur tout le domaine).Ensuite, nous avons r�ealis�e une s�erie de 
omparaisons ave
 pour obje
tif de quanti�erl'in
uen
e de la fabrique, de la temp�erature, du 
omportement du grain et du typed'�e
oulement. Ces tests, r�ealis�es pour une même surfa
e libre suppos�ee être la surfa
ede l'�e
oulement stationnaire, montrent que :- l'in
uen
e d'un 
hamp de fabriques tel que 
elui observ�e �a GRIP peut 
onduire, suivantle 
omportement du grain, �a un �e
oulement deux fois plus rapide que 
elui de gla
eisotrope �a la même temp�erature.- 
ette a

�el�eration de l'�e
oulement est en
ore ampli��ee lorsque la temp�erature n'est plusisotherme mais �evolue en fon
tion de la profondeur 
omme la temp�erature observ�ee �aGRIP.- l'�e
oulement est plus sensible au param�etre mi
ros
opique � qu'�a 
 pour une mêmevaleur du param�etre de la gla
e isotrope B1.- le type d'�e
oulement (d�eformations planes ou axisym�etrique) n'in
uen
e que le 
hampdes vitesses verti
ales, ave
 des vitesses verti
ales pour l'�e
oulement axisym�etrique ap-proximativement deux fois sup�erieures �a 
elles de l'�e
oulement plan.
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Chapitre 7Evolution de la fabrique pour un
hamp de vitesses donn�e7.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous d�etaillons la m�ethode utilis�ee pour 
al
uler la fabrique en toutpoint du domaine, pour un 
hamp de vitesses donn�e, et en supposant le 
omportementdu poly
ristal 
onnu en tout point, et la fabrique de surfa
e isotrope. Cette m�ethodeutilise les lignes de 
ourant de l'�e
oulement pour 
al
uler l'�evolution de la fabrique.Ensuite, nous 
omparons les r�esultats des quatre m�ethodes d'�evolution de la fabriquepr�esent�ees au paragraphe 3.6, en 
al
ulant l'�evolution de la fabrique le long d'une lignede 
ourant de la 
alotte polaire th�eorique utilis�ee au Chapitre 6. L'obje
tif de 
ette
omparaison est de montrer que les r�esultats obtenus ave
 l'hypoth�ese impli
ite d'unefabrique orthotrope (i.e. en utilisant l'ODF param�etr�ee (3.34)) sont similaires �a 
eux o�ula fabrique est quel
onque (i.e. soit en utilisant une des
ription de la fabrique sous formede grains dis
rets, soit ave
 l'ODF dis
r�etis�ee).En�n, nous appliquons 
ette m�ethode �a l'ensemble du domaine, en adoptant l'ODFparam�etr�ee (3.34) 
omme mod�ele de repr�esentation de la fabrique.7.2 Evolution de la fabrique le long d'une ligne de 
ourant7.2.1 Probl�eme �a r�esoudreLe probl�eme �a r�esoudre est le suivant : "pour un domaineD, 
onnaissant le 
omportementdu mat�eriau, le 
hamp de vitesses sur 
e domaine et la fabrique sur les fronti�eres o�u lamati�ere entre (surfa
e libre o�u la fabrique est isotrope), 
al
uler le 
hamp de fabriquesstationnaire pour 
et �e
oulement".Notons que 
e
i ne revient pas �a 
al
uler le 
hamp de fabriques pour l'�e
oulementstationnaire. La d�etermination des 
hamps de vitesses et de fabriques 
orrespondant �al'�e
oulement stationnaire pour une g�eom�etrie donn�ee est l'objet du Chapitre 8.L'�evolution de la fabrique est enti�erement d�e�nie par l'�equation de la 
onservationdu nombre de grains (3.10), o�u les vitesses de rotation des grains _� et _' sont donn�eespar (3.43) dans le 
as parti
ulier d'�e
oulements plan ou axisym�etrique. Les 
hamps111
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hamp de vitesses donn�edes 
ontraintes d�eviatoires �S11, �S22 et �S12 et le 
hamp des vitesses de rotation �W12apparaissant dans les �equations (3.43) sont des donn�ees 
al
ul�ees par la m�ethode des�el�ements �nis.La 
ondition de stationnarit�e �(f sin �)=�t = 0 implique que l'�equation (3.10) se sim-pli�e sous la forme suivante(7.1) �f sin ��xi �ui + � _�f sin ��� + � _'f sin ��' = 0.7.2.2 M�ethode des lignes de 
ourantComme nous avions utilis�e la m�ethode des lignes de 
ourant pour r�esoudre l'�equation dela 
onservation de la masse dans le n�ev�e 
ompressible (Gagliardini et Meyssonnier, 1997),nous adoptons 
ette m�ethode pour r�esoudre l'�equation de la 
onservation du nombre degrains pour les gla
es anisotropes. Chastel et al. (1993) ont appliqu�e 
ette m�ethodepour mod�eliser l'�evolution de la fabrique dans le manteau sup�erieur. La plupart desappli
ations propos�ees dans la litt�erature utilisent une des
ription sous forme de grainsdis
rets pour la fabrique (Mathur et al., 1990; Ko
ks et al., 1991; Chastel et al., 1993).Notons que la plupart des maillages restent de taille raisonnable (i.e. nombre de n�udsinf�erieur �a 1000) mais que 
ertaines appli
ations sont tridimensionnelle (Beaudoin et al.,1993)La m�ethode des lignes de 
ourant 
onsiste �a r�esoudre l'�equation (7.1) en suivant le po-ly
ristal le long de sa traje
toire depuis la surfa
e o�u la fabrique est 
onnue. L'�e
oulement�etant suppos�e stationnaire, les traje
toires et les lignes de 
ourant sont 
onfondues. C'estdon
 une m�ethode de type Lagrangienne o�u l'�evolution de la fabrique est d�etermin�ee ensuivant le poly
ristal dans son mouvement le long de sa traje
toire au sein de la 
alottepolaire.En introduisant l'abs
isse 
urviligne s le long de la ligne de 
ourant, et �us la vitessetangente �a la ligne de 
ourant, l'�equation (7.1) se met sous la forme :(7.2) �f sin ��s �us + � _�f sin ��� + � _'f sin ��' = 0.D'un point de vue num�erique, le 
hamp de vitesses �etant 
onnu, la ligne de 
ourantest 
al
ul�ee en r�esolvant le syst�eme d'�equations :(7.3) �������� dx1d t = �u1dx2d t = �u2 .Ce
i est r�ealis�e par la m�ethode de Runge-Kutta d'ordre 2, en utilisant le 
hampde vitesses donn�e par le 
al
ul des �el�ements �nis. Simultan�ement, l'�equation (7.2) estr�esolue par une m�ethode de type impli
ite, d�ependante du mod�ele de repr�esentation dela fabrique. Nous avons pr�esent�e au paragraphe 3.6 quatre m�ethodes di��erentes pourr�esoudre l'�equation de la 
onservation du nombre de grains : la premi�ere utilise le mod�elede grains dis
rets, la se
onde repr�esente la fabrique �a l'aide de l'ODF dis
r�etis�ee sur la



7.3. Comparaison des quatre m�ethodes 113sph�ere des orientations et les deux derni�eres m�ethodes sont bas�ees sur l'utilisation del'ODF param�etr�ee (3.34).En remarquant que dans l'�equation (7.2) le terme (�(f sin �)=�s)�us peut être rempla
�epar �(f sin �)=�ts, o�u ts mesure le temps qui s'�e
oule pour le poly
ristal depuis sond�epart en surfa
e le long de sa ligne de 
ourant, l'�equation (7.2) est alors formellementidentique �a l'�equation (3.17) r�esolue au paragraphe 3.6. Par 
ons�equent, les quatrem�ethodes pr�esent�ees au paragraphe 3.6 sont appli
ables dire
tement �a la r�esolution del'�evolution de la fabrique le long d'une ligne de 
ourant. Dans le paragraphe suivant,nous 
omparons les �evolutions de la fabrique le long d'une ligne de 
ourant 
al
ul�ees par
es quatre m�ethodes.7.2.3 AdimensionnementComme pour le 
al
ul des vitesses, nous faisons le 
al
ul de l'�evolution de la fabriquesous forme adimensionn�ee.En notant ~_� = _�=(�gH0B1) et ~_' = _'=(�gH0B1) et en utilisant le Tableau 6.1 pouradimensionner l'abs
isse 
urviligne s et la vitesse �us, l'�equation (7.2) est r�e�e
rite sousforme adimensionnelle, 
omme :(7.4) �f sin ��~s ~�us + �~_�f sin ��� + � ~_'f sin ��' = 0.Le fait d'obtenir la même �equation sous forme adimensionnelle montre que le 
al
ulde la fabrique en un point de l'espa
e des 
oordonn�ees adimensionn�ees de la ligne de
ourant, pour une famille de g�eom�etrie de 
alotte ayant le même rapport d'aspe
t � etun même 
hamp de temp�eratures, ne d�epend que des param�etres � et 
 du grain. Enparti
ulier, le 
al
ul d'�evolution de la fabrique ne d�epend pas de la valeur de B1(�10Æ),ni de la valeur des for
es de volume �g, ni de H0.7.3 Comparaison des quatre m�ethodes7.3.1 Nombre de param�etres et temps de 
al
ulLe Tableau 7.1 pr�esente les parti
ularit�es propres �a 
ha
une des quatre m�ethodes d'�evolutionde la fabrique.Le nombre de param�etres n�e
essaires �a la des
ription de la fabrique varie de 3 pourl'ODF param�etr�ee �a 32400 lorsque la fabrique est d�e
rite �a l'aide de l'ODF dis
r�etis�eesur la sph�ere des orientations ave
 une dis
r�etisation de 1Æ � 1Æ. Les deux derni�ereslignes du Tableau 7.1 
omparent la dur�ee du 
al
ul de l'�evolution de la fabrique de t �at + dt pour les quatre m�ethodes lorsque la fabrique �a t est isotrope et tr�es 
on
entr�ee,respe
tivement. L'unit�e de temps utilis�ee 
orrespond �a environ 10�4s sur notre stationde travail (HP9000-712/80).Le temps de 
al
ul des m�ethodes grains dis
rets et ODF dis
r�etis�ee ne d�epend pasde la fabrique, puisque la pro
�edure de 
al
ul est une bou
le sur le nombre de grains etde "bô�tes", respe
tivement. Il apparâ�t 
lairement que l'ODF dis
r�etis�ee, tant par lenombre de donn�ees �a g�erer (bô�tes) que par le temps de 
al
ul, n'est pas du tout adapt�ee�a notre probl�eme.
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hamp de vitesses donn�eNom Grains ODF dis
r�etis�ee ODF param�etr�ee:Moindres 
arr�es ODF param�etr�ee:M�ethode dire
teNombre deparam�etres 882 grains 32400 "bô�tes" k2, k3 et 'o k2, k3 et 'oType de fabrique quel
onque quel
onque orthotrope orthotropeTemps (Fab.Iso.) 69 1800 274 1Temps (Fab.
on
entr�ee) 69 1800 19650 5Tab. 7.1 : Comparaison des quatre m�ethodes d'�evolution de la fabrique. Les lignes 3et 4 donnent le temps de 
al
ul pour l'�evolution pendant un pas de temps dt lorsque lafabrique �a t est isotrope et tr�es 
on
entr�ee, respe
tivement.Pour les deux m�ethodes utilisant l'ODF param�etr�ee (3.34), le temps de 
al
ul d'unpas d'�evolution de la fabrique d�epend de la fabrique initiale. En e�et, les deux m�ethodes
onduisent �a int�egrer num�eriquement des fon
tions �a pi
 et la seule m�ethode �ablepour 
e type d'int�egration 
onsiste �a dis
r�etiser de plus en plus �nement les intervallesd'int�egration. Par 
ons�equent, plus la fabrique est 
on
entr�ee, plus les pi
s sont marqu�eset plus le temps de 
al
ul est long.Pour limiter 
e temps de 
al
ul, nous imposons que le plus petit des param�etres del'ODF param�etr�ee (3.34) ne peut pas d�epasser une valeur limite inf�erieure kmin t 0:002,qui 
orrespond �a une fabrique o�u 99% des orientations des grains sont 
omprises dans unintervalle (d�;d') de 2Æ de rayon. La valeur donn�ee dans la derni�ere ligne du Tableau7.1 
orrespond au temps maximum pour 
al
uler la fabrique la plus 
on
entr�ee. En�n,lorsque la valeur minimum kmin est atteinte, le 
omportement du poly
ristal est suppos�eidentique �a 
elui d'un seul grain (
e qui 
onduit �a ne plus faire l'int�egration des int�egralesJpq donn�ees par (4.9) pour obtenir le 
omportement du poly
ristal de gla
e).La 
omparaison des temps de 
al
ul fait ressortir l'int�erêt de la m�ethode de 
al
uldire
te utilisant l'ODF param�etr�ee (3.34), qui 
omme nous l'avons vu au paragraphe3.6.3.2 ne n�e
essite que le 
al
ul de la seule int�egrale simple (3.54).L'obje
tif des paragraphes suivants est de montrer qu'il est possible d'appro
herles fabriques obtenues dans les 
alottes polaires par des fabriques orthotropes et par
ons�equent d'utiliser l'ODF param�etr�ee (3.34).7.3.2 Prin
ipe de la 
omparaisonA partir du 
hamp de vitesses 
al
ul�e par la m�ethode des �el�ements �nis, nous d�eterminonsles 
ontraintes �S11, �S22, �S12 et la vitesse de rotation �W12 le long de la ligne de 
ourantissue du premier n�ud situ�e sur la surfa
e �a droite du dôme (
f. Figure 7.1). Ensuite,nous 
omparons pour les quatre m�ethodes l'�evolution de la fabrique, en imposant 
es
ontraintes et vitesse de rotation.Etant donn�e que nous utilisons trois mod�eles di��erents pour repr�esenter la fabrique,la 
omparaison des fabriques en proje
tion de S
hmidt n'est ni simple ni pr�e
ise. Pour
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Fig. 7.1 : E
oulements 
onsid�er�es pour la 
omparaison des m�ethodes de 
al
ul del'�evolution de la fabrique. Les param�etres de l'�e
oulements sont 
eux du paragraphe 6.5.2.Les deux �e
oulements utilis�es pour faire la 
omparaison sont fDP , Gr1, FGRIP , T�27:9g(trait 
ontinu) et fDP , Gr1, FISO, T�27:9g (tirets). (a) : Lignes de 
ourant utilis�eespour le 
al
ul de l'�evolution de fabrique. (b) : Evolution du temps adimensionn�e ~ts lelong de la ligne de 
ourant en fon
tion de ~x1.
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hamp de vitesses donn�e
ette raison, nous ferons la 
omparaison sur l'�evolution des propri�et�es m�e
aniques dupoly
ristal induite par l'�evolution de la fabrique, 
e qui est plus obje
tif.L'�e
oulement �etant plan ou axisym�etrique, le 
omportement du poly
ristal de gla
eest enti�erement d�e�ni par(7.5) 24 �D11�D222 �D12 35 = B1 24 ~F11 ~F12 ~F13~F21 ~F22 ~F23~F31 ~F32 ~F33 3524 �S11�S22�S12 35 ,o�u les ~Fij sont les 
uidit�es adimensionn�ees ma
ros
opiques dans le rep�ere de r�ef�eren
efRg.Notons que 
ette �e
riture parti
uli�ere ne 
onduit pas for
�ement �a une matri
e ~Fsym�etrique.7.3.3 Validation de l'ODF param�etr�eeNous 
omparons l'�evolution des ~Fij pour 
ha
une des quatre m�ethodes, le long d'uneligne de 
ourant. Nous limitons l'�etude �a la zone pro
he du dôme (~x1 � 20) puisque lemaillage que nous avons adopt�e n'est pas suÆsament �n pr�es du bord de la 
alotte pouresp�erer obtenir un 
hamp de vitesses suÆsament pr�e
is dans 
ette zone.La 
omparaison a �et�e faite sur di��erents �e
oulements (d�eformations planes ou axi-sym�etrique, isotrope ou anisotrope, isotherme ou non-isotherme et pour di��erents 
om-portements de grain). Nous ne pr�esenterons i
i que les r�esultats obtenus ave
 les �e
oulements�a fabrique isotrope fDP , Gr1, FISO, T�27:9g et �a fabrique "GRIP" fDP , Gr1, FGRIP ,T�27:9g, d�e�nis au paragraphe 6.5.2. Les 
omparaisons e�e
tu�ees pour d'autres �e
oulements
onduisent aux mêmes 
on
lusions.La Figure 7.1 montre les lignes de 
ourant utilis�ees pour la 
omparaison et l'�evolutiondu temps de trajet sur la ligne de 
ourant, en fon
tion de l'abs
isse adimensionn�ee ~x1,pour les �e
oulements �a fabrique isotrope et �a fabrique "GRIP".7.3.3.1 Commentaires sur les �e
oulementsSur la Figure 7.2 est tra
�ee l'�evolution des 
ontraintes d�eviatoires ~�S11, ~�S22, ~�S12 et de lavitesse de rotation ~�W12 en fon
tion de ~x1. Pr�es de la surfa
e, l'�etat de 
ontrainte estune 
ompression verti
ale ( ~�S22 < 0), puis progressivement la 
ontrainte de 
isaillementaugmente pour devenir sup�erieure aux 
ontraintes d�eviatoires ~�S11 et ~�S22.Sur la Figure 7.1, nous pouvons v�eri�er que l'�e
oulement �a fabrique "GRIP" estapproximativement deux fois plus rapide que 
elui �a fabrique isotrope. Par 
ontre, 
ommeMangeney (1996), nous 
onstatons que les deux lignes de 
ourant sont tr�es pro
hes l'unede l'autre. La traje
toire des parti
ules de gla
e est tr�es peu modi��ee par l'anisotropie.Sur la Figure 7.2 nous pouvons remarquer que les �e
oulements �a fabrique isotropeet "GRIP" 
onduisent �a une �evolution similaire de la 
ontrainte de 
isaillement ~�S12 lelong de la ligne de 
ourant. Par 
ontre, les 
ontraintes d�eviatoires ~�S11 et ~�S22 du 
asanisotrope sont sup�erieures en valeur absolue �a 
elles du 
as isotrope et ne suivent pasla même �evolution. Notamment, nous v�eri�ons que l'hypoth�ese de d�eformations planesentraine ~�S33 = 0 pour le 
as isotrope, 
e qui n'est plus vrai pour l'�e
oulement �a fabrique"GRIP".
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hamp de vitesses donn�eOn a vu au paragraphe 6.5.2 que la vitesse horizontale en surfa
e du 
as anisotropeest approximativement le double de 
elle du 
as isotrope. Les vitesses horizontales �etantnulles au 
onta
t du lit ro
heux et les variations horizontales �etant n�egligeables parrapport aux variations verti
ales, il est logique d'obtenir une vitesse de rotation ~�W12 pourl'�e
oulement anisotrope approximativement deux fois sup�erieure �a 
elle du 
as isotrope.Tous 
es r�esultats 
on
ernant la di��eren
e entre les �e
oulements isotrope et anisotropesont en a

ord ave
 
eux obtenus par Mangeney et al. (1996).7.3.3.2 Comparaison de l'�evolution du 
omportementLes Figures 7.3 et 7.4 montrent l'�evolution des 
uidit�es adimensionn�ees ~Fij d�e�nies par(7.5), en fon
tion du temps ~ts le long de la ligne de 
ourant. On 
onstate un relativementbon a

ord entre les r�esultats obtenus ave
 les quatre m�ethodes. Les deux m�ethodesutilisant l'ODF param�etr�ee sont tr�es pro
hes puisque la di��eren
e relative sur les 
uidit�es~Fij est inf�erieure �a 1%.La Figure 7.5 pr�esente, pour les deux �e
oulements, l'�evolution de l'erreur relative sur~F11, ~F22 et ~F33 de la solution obtenue ave
 la m�ethode dire
te de l'ODF param�etr�ee(3.34), par rapport �a la m�ethode des grains dis
rets. Il apparâ�t que l'erreur relativene d�epasse pas 1:5% pour le 
as isotrope et 3:0% pour le 
as anisotrope. Globalement,l'erreur relative augmente lorsque la fabrique se 
on
entre, pour atteindre une valeurmaximum lorsque le plus petit des param�etres de l'ODF param�etr�ee (3.34) atteint lavaleur kmin = 0:002. Ensuite, pour l'ODF param�etr�ee, le 
omportement est 
al
ul�e ensupposant que tous les grains du poly
ristal ont la même orientation. Lors de 
e 
hange-ment, l'erreur relative devient nulle 
e qui signi�e que tous les grains ont e�e
tivementla même orientation et que les m�ethodes dire
te de l'ODF param�etr�ee (3.34) et grainsdis
rets 
onduisent �a la même dire
tion d'orientation du maximum de la fabrique. L'er-reur relative observ�ee avant que kmin ne soit atteint n'est don
 pas la 
ons�equen
e d'unedi��eren
e d'orientation des maximums entre la m�ethode des grains dis
rets et la m�ethodedire
te de l'ODF param�etr�ee. Cette erreur relative est la 
ons�equen
e de probl�emesd'int�egration num�erique lors du 
al
ul du 
omportement ma
ros
opique du poly
ristal,et don
 des ~Fij , lorsque un des param�etres ki devient tr�es petit (int�egration de fon
tion�a pi
) .Notons que l'erreur relative n'est pas nulle �a ~ts = 0 pour la fabrique isotrope.Lorsque la fabrique est isotrope, le 
omportement 
al
ul�e ave
 l'ODF param�etr�ee estexa
t (r�esultat analytique) et par 
ons�equent 
ette erreur est uniquement attribuable �ala m�ethode des grains dis
rets. Ce
i montre que même ave
 882 grains nous obtenons,tout de même (!), une erreur relative de 0:1% sur le 
omportement isotrope.D'une fa�
on g�en�erale, les m�ethodes utilisant l'ODF pour d�e
rire la fabrique sont tr�espr�e
ises lorsque la fabrique est isotrope ou peu anisotrope. Ensuite, lorsque la fabriquese 
on
entre, l'utilisation de l'ODF est plus d�eli
ate puisqu'elle 
onduit �a int�egrer desfon
tions �a pi
s tr�es marqu�es, que 
e soit pour le 
omportement du poly
ristal ou pour le
al
ul de l'�evolution de la fabrique (quelle que soit la m�ethode num�erique utilis�ee). C'estle 
ontraire ave
 la m�ethode utilisant un nombre �nis de grains dis
rets qui devient pluspr�e
ise lorsque la fabrique se 
on
entre.En imposant un seuil kmin aux param�etres ki, nous limitons les temps de 
al
ul etles r�esultats obtenus sont meilleurs pour les fabriques 
on
entr�ees. Le seul in
onv�enient
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oulement �a fabrique "GRIP", obtenuesave
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Fig. 7.6 : Evolution du param�etre d'orientation 'o de l'ODF param�etr�ee (3.34) en fon
-tion du pour
entage du temps de trajet jusqu'�a ~x1 = 20, pour les �e
oulements �a fabriqueisotrope (tirets) et �a fabrique selon GRIP (trait plein).est la dis
ontinuit�e introduite dans le 
omportement lorsque le plus petit des param�etresdevient inf�erieur �a kmin. Cette dis
ontinuit�e est visible pour ~F33 sur les Figures 7.3 et 7.4�a ~ts = 26:0 103 et ~ts = 14:5 103, respe
tivement. Elle est aussi visible sur la Figure 7.5o�u l'erreur relative subit une dis
ontinuit�e marqu�ee lorsque la valeur kmin est atteinte etdevient tr�es faible ensuite.7.3.3.3 Commentaires sur les fabriques obtenuesA ~ts = 0, en surfa
e, la fabrique est isotrope et la matri
e des 
uidit�es adimensionn�ees adon
 la forme suivante :(7.6) ~F = 24 1=2 0 00 1=2 00 0 1 35 .Ensuite, les 
uidit�es ~Fij �evoluent en fon
tion de l'�e
oulement pour lequel est 
al
ul�ela ligne de 
ourant (fabrique isotrope ou "GRIP"), et re
�etent la forme des fabriques
r�e�ees.Il est int�eressant de remarquer que la valeur minimum kmin est atteinte pour unemême abs
isse ~x1 t 4 
orrespondant �a ~ts = 26:0 103 pour l'�e
oulement isotrope et �a~ts = 14:5 103 pour l'�e
oulement anisotrope. Par 
ontre, les 
oeÆ
ients de la matri
e des
uidit�es, en 
ette abs
isse, ne sont pas �egaux pour les deux �e
oulements. Ce
i montrequ'en un point donn�e, les degr�es de 
on
entration des fabriques (i.e. les valeurs des ki)sont les mêmes pour les deux �e
oulements, mais les maximums d'orientation (i.e. lesvaleurs du param�etre d'orientation 'o) sont di��erents, 
e qui explique la di��eren
e de
omportement.La Figure 7.6 montre l'�evolution le long de la ligne de 
ourant du param�etre d'orien-tation 'o (en degr�e) de l'ODF param�etr�ee (3.34) pour les �e
oulements isotrope et aniso-trope. Sur 
ette �gure, il apparâ�t que les 
onditions de l'�e
oulement isotrope 
onduisent



7.4. Cal
ul du 
hamp de fabriques 123�a des fabriques dont l'orientation du pi
 est �a 31Æ de la verti
ale, tandis que pour les 
ondi-tions de l'�e
oulement �a fabrique "GRIP", le pi
 est �a seulement 9:5Æ. Cette di��eren
ed'orientation de 20:5Æ 
onduit �a un 
omportement radi
alement di��erent du poly
ristaldans le rep�ere de r�ef�eren
e fRg. Par exemple, en ~x1 = 20, pour l'�e
oulement anisotropela 
uidit�e en 
isaillement ~F33 est deux fois plus importante que 
elle de la gla
e isotrope,tandis que pour l'�e
oulement isotrope 
ette 
uidit�e est 1:54 fois plus petite que 
elle dela gla
e isotrope (
f. Figures 7.4 et 7.3).7.4 Cal
ul du 
hamp de fabriques pour un 
hamp de vi-tesses donn�eL'obje
tif est de d�eterminer le 
hamp de fabriques stationnaire en 
haque n�ud dumaillage, pour un 
hamp de vitesses donn�e, un 
omportement du mat�eriau 
onnu et unefabrique isotrope en surfa
e.Compte tenu des avantages pr�esent�es par la m�ethode dire
te utilisant l'ODF pa-ram�etr�ee, le 
al
ul de l'�evolution de la fabrique est 
onduit en utilisant 
ette m�ethode.La fabrique est don
 repr�esent�ees par les trois param�etres de l'ODF param�etr�ee (3.34)en 
haque n�ud du maillage.7.4.1 M�ethode num�eriqueLa m�ethode mise en pla
e pr�e
�edemment peut s'appliquer �a 
e probl�eme. Pour 
haquen�ud du maillage, la ligne de 
ourant est remont�ee jusqu'�a la surfa
e o�u la fabriqueest 
onnue (isotrope), puis le 
al
ul d'�evolution de la fabrique est 
onduit de la surfa
ejusqu'au n�ud 
onsid�er�e.Dans le but de diminuer le temps de 
al
ul n�e
essaire �a la r�ealisation de 
ette op�erationpour tous les n�uds du maillage, la ligne de 
ourant est remont�ee seulement en partie,jusqu'au premier 
ôt�e ren
ontr�e (fronti�ere d'�el�ements T6) tel que la fabrique a d�ej�a �et�e
al
ul�ee en ses trois n�uds, pendant l'it�eration en 
ours (
f. Figure 7.7). Ce
i supposeque le 
al
ul d'�evolution soit e�e
tu�e dans un ordre pr�e
is, en par
ourant les n�uds dudôme vers le bord de la 
alotte et de la surfa
e vers le fond.La Figure 7.7 pr�esente les deux phases du 
al
ul pour un n�ud donn�e. Dans unepremi�ere phase, la ligne de 
ourant est remont�ee jusqu'�a la premi�ere fronti�ere ren
ontr�eeo�u le 
al
ul de la fabrique a d�ej�a �et�e e�e
tu�e pour les trois n�uds. L'int�egration des�equations (7.3) est faite en adoptant un pas de temps �~� 
onstant. Au 
ours de 
ettephase, pour 
haque point Mi de la ligne de 
ourant 
al
ul�e au temps ~�i, les 
ontraintesd�eviatoires et la vitesse de rotation sont d�etermin�ees et sto
k�ees. Dans une deuxi�emephase, l'�evolution de la fabrique est 
al
ul�ee en prenant 
omme fabrique initiale la fa-brique interpol�ee sur les trois n�uds du 
ôt�e inter
ept�e, et en imposant les 
onditions de
ontraintes et de vitesse de rotation d�etermin�ees aux points Mi au 
ours de la phase 1.7.4.2 Appli
ationNous avons appliqu�e 
ette m�ethode au 
al
ul des 
hamps de fabriques stationnaires pourles �e
oulements fDP , Gr1, FGRIP , T�27:9g et fDP , Gr1, FISO, T�27:9g (
f. Tableau 6.2pour la d�e�nition des notations). Nous 
ontinuons �a nous limiter �a l'�etude du voisinage
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Fig. 7.7 : S
h�ematisation de la pro
�edure de 
al
ul de la fabrique du n�ud Nn (disquenoir). Phase 1 (<) : La ligne de 
ourant est remont�ee jusqu'�a la premi�ere fronti�ered'�el�ement sur laquelle le 
al
ul a d�ej�a �et�e e�e
tu�e pour les trois n�uds (
arr�e noir).Phase 2 (>) : L'�evolution de la fabrique est 
al
ul�ee le long de la ligne de 
ourant enprenant 
omme fabrique initiale la fabrique interpol�ee sur les fabriques des n�uds Na,Nb et N
. Les 
er
les vides repr�esentent les n�uds pour lesquels la fabrique n'a pasen
ore �et�e 
al
ul�ee.
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Fig. 7.8 : Champ de fabriques stationnaire 
orrespondant �a l'�e
oulement �a fabrique iso-trope. La proje
tion de S
hmidt est faite sur le plan (x1; x2).du dôme, et par 
ons�equent la fabrique n'est 
al
ul�ee que pour les n�uds du domained�e�ni par ~x1 < 20. Les r�esultats sont pr�esent�es sur les Figures 7.8 et 7.10 sous forme de�gures de pôles dans le plan (x1; x2) r�eparties sur le domaine.Comme nous l'avons observ�e le long d'une ligne de 
ourant, les fabriques 
al
ul�ees �apartir des deux �e
oulements n'ont pas la même orientation. Nous pouvons v�eri�er que
ette di��eren
e d'orientation est globalement pr�esente sur l'ensemble du domaine. Unnouveau 
al
ul des vitesses, �a partir de 
es 
hamps de fabriques et de la loi de 
ompor-tement 
orrespondante, va don
 
onduire �a deux 
hamps de vitesses tr�es di��erents. Undes obje
tifs du 
hapitre suivant est de montrer qu'apr�es quelques it�erations du 
al
uldes vitesses et de la fabrique, les 
hamps de fabriques et de vitesses 
onvergent vers unesolution ind�ependante du 
hamp de fabriques 
hoisi 
omme initial.Pour 
omparaison, le 
hamp de fabriques initial "GRIP" est montr�e sur la Figure7.9. L'observation des �gures de pôles montre que, pour une profondeur donn�ee, lesfabriques 
al
ul�ees sont plus 
on
entr�ees que 
elles observ�ees dans le forage de GRIP etelles pr�esentent une l�eg�ere d�eviation par rapport �a la verti
ale.7.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons mis en pla
e les m�ethodes num�eriques qui permettent de
al
uler le 
hamp de fabriques stationnaire 
orrespondant �a un 
hamp de vitesses donn�e.La 
omparaison des fabriques obtenues le long d'une ligne de 
ourant, ave
 la m�ethodedes grains dis
rets et les m�ethodes utilisant l'ODF param�etr�ee, montre que pour l'ap-pli
ation aux 
alottes polaires l'hypoth�ese de fabrique orthotrope est a

eptable. Nousavons donn�e par ailleurs les avantages de la m�ethode dire
te utilisant l'ODF param�etr�ee(3.34), tant sur le nombre de param�etres �a sto
ker en 
haque n�ud (trois) que sur letemps n�e
essaire au 
al
ul d'un pas d'�evolution de la fabrique.
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tion de S
hmidt est faite sur le plan (x1; x2).



7.5. Con
lusion 127La m�ethode utilis�ee pour 
al
uler le 
hamp de fabriques en tout point du domaine quenous avons mise en pla
e utilise don
 l'ODF param�etr�ee (3.34) pour d�e
rire la fabrique.Au 
hapitre suivant, nous d�eterminons les 
hamps de fabriques et de vitesses 
orres-pondants �a l'�e
oulement stationnaire d'une 
alotte polaire de g�eom�etrie �x�ee.
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Chapitre 8Cal
ul 
oupl�e des 
hamps devitesses et de fabriques8.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous re
her
hons les 
hamps de vitesses et de fabriques 
orrespondant �al'�e
oulement stationnaire d'une 
alotte polaire de g�eom�etrie donn�ee. La r�esolution de 
eprobl�eme est r�ealis�ee par une m�ethode 
oupl�ee qui alterne le 
al
ul du 
hamp de vitessespour une fabrique donn�ee et le 
al
ul de la fabrique pour un 
hamp de vitesses donn�e.Nous montrons que le probl�eme 
oupl�e 
onverge vers une solution ind�ependante du
hamp de fabriques 
hoisi 
omme 
hamp initial. Nous �etudions l'in
uen
e d'un 
hampde temp�eratures tel que 
elui observ�e �a GRIP sur la forme du 
hamp de fabriquesde l'�e
oulement stationnaire. Nous dis
utons de l'in
uen
e du 
omportement du grainet du type de l'�e
oulement (d�eformations planes ou axisym�etrique), sur la rapidit�e del'�e
oulement et sur la formation des fabriques.En�n, nous appliquons notre mod�ele �a la ligne d'�e
oulement passant par les deuxforages profonds de GRIP et GISP2, au Groenland Central. Nous montrons que lafabrique obtenue �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e est plus pro
he de 
elle observ�eeque 
elle que nous avions obtenue �a l'aide du mod�ele "1D" pr�esent�e au Chapitre 5(x5.3). Nous proposons une datation des deux forages, pour les 
onditions de fabriqueet de vitesses obtenues �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e.8.2 M�ethodes num�eriquesLe prin
ipe du 
al
ul 
oupl�e est le suivant :I Choix d'un 
hamp de fabriques initial.II Cal
ul du 
hamp de vitesses pour un 
hamp de fabriques donn�e (
f. Chapitre 6).III Cal
ul du 
hamp de fabriques pour un 
hamp de vitesses donn�e (
f. Chapitre 7).IV Les �etapes II et III sont r�ep�et�es alternativement jusqu'�a la 
onvergen
e.129
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ul 
oupl�e des 
hamps de vitesses et de fabriquesLes �etapes II et III de 
e s
h�ema de 
al
ul sont expli
it�ees dans les Chapitres 6 et7. Par 
ontre, il reste �a d�e�nir les 
rit�eres de 
onvergen
e de l'�etape IV et �a montrerque la solution obtenue �a la 
onvergen
e est ind�ependante du 
hamp de fabriques initial
hoisi �a l'�etape I.8.2.1 Crit�eres de 
onvergen
ePour mesurer la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e, nous 
omparons pour 
haque n�uddu domaine (~x1 < 20) les valeurs des nouvelles vitesses et des nouveaux param�etres dela fabrique �a 
elles du pas pr�e
�edent.Notant qk(m) la valeur de la variable q (
omposantes de la vitesse et param�etres defabrique) au n�ud m du maillage obtenue 
omme solution de la k�eme it�eration, la 
om-paraison des solutions de deux solutions 
ons�e
utives k� 1 et k, est faite en 
onsid�erant,pour 
haque n�ud du maillage et pour 
haque variable, l'�e
art :(8.1) em(q) = jqk(m)� qk�1(m)jmaxm (qk(m)) ,o�u maxm (qk(m)) d�esigne la valeur maximum de jqk(m)j obtenue sur le domaine ~x1 < 20.Ces �e
arts "norm�es" sont 
al
ul�es pour 
ha
une des deux 
omposantes de la vitesseet pour 
haque param�etre ki et 'o. Cette normalisation a �et�e adopt�ee pour �eviter lesprobl�emes dûs au fait que, la vitesse �etant nulle sur le so
le ro
heux, les �e
arts relatifsjqk(m)� qk�1(m)j=jqk(m)j ne sont pas born�es sur 
ette fronti�ere.Nous supposons la 
onvergen
e atteinte lorsque la valeur moyenne de em(q) sur tousles n�uds est inf�erieure �a 10�3 pour 
ha
une des variables (vitesses et fabriques).8.2.2 Uni
it�e de la solution �a la 
onvergen
eNous avons montr�e dans le Chapitre 7 que pour un 
hamp de vitesses donn�e, le 
al
ulde la fabrique ne d�ependait que du rapport d'aspe
t de la 
alotte et des param�etres dugrain � et 
.Le probl�eme est don
 de savoir si, pour un rapport d'aspe
t et des param�etresrh�eologiques � et 
 de grain donn�es, les 
hamps de vitesses et de fabriques �a la 
onver-gen
e sont ind�ependants des 
onditions initiales (i.e. du 
hamp de fabriques initial).La solution la plus simple 
onsiste �a 
omparer les solutions obtenues �a la 
onvergen
epour di��erents 
hamps de fabriques initiaux. Cette d�emar
he ne 
onstitue pas une preuvede l'uni
it�e de la solution, mais elle permet de montrer que si l'on adopte un 
hamp defabriques initial r�ealiste la solution �a la 
onvergen
e ne d�epend pas de 
e 
hoix.La 
omparaison est e�e
tu�ee dans le 
as d'un �e
oulement plan (d�eformations planes),le 
omportement du grain est 
ara
t�eris�e par � = 0:25 et 
 = 1:0 et la temp�eratureest isotherme (T = �27:9oC). Ces donn�ee n'�evoluent pas au 
ours du 
al
ul 
oupl�e.Nous 
omparons les solutions obtenues �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e pour unefabrique initiale isotrope et "GRIP". Le maillage 
omporte 4941 n�uds et il est d�e�nipar fNb1 = 60; r1 = 1:01; Nb2 = 10; r2 = 1:1g (
f. x6.4.2 pour la d�e�nition de 
esnotations).Nous v�eri�ons bien que les 
hamps de vitesses et de fabriques �a la 
onvergen
e ned�ependent pas de la fabrique initiale. La di��eren
e entre les deux solutions 
onverg�ees sur



8.2. M�ethodes num�eriques 131les vitesses et la fabrique (
al
ul�ee 
omme s'il s'agissait de solutions it�eratives su

essives,
f. x8.2.1) est du même ordre de grandeur que le 
rit�ere de 
onvergen
e (< 10�3). LaFigure 8.1 montre les pro�ls de vitesses verti
ale et horizontale, l'�evolution du rayond'orientation Ro d�e�ni par (5.14) et du param�etre d'orientation 'o, en fon
tion de laprofondeur r�eduite bx2 en ~x1 = 10. Sur 
haque graphe sont repr�esent�ees les 
ourbes"initiales"1 (
er
le), les 
ourbes 
al
ul�ees apr�es une it�eration (
roix) et les 
ourbes �a la
onvergen
e (
ourbe seule).La 
onvergen
e est obtenue apr�es 23 it�erations pour la fabrique initiale isotropeet seulement 14 it�erations pour 
elle de "GRIP". Cette di��eren
e re
�ete simplementl'�e
art entre le 
hamp de fabriques initial et le 
hamp obtenu �a la 
onvergen
e, 
ommele montrent les 
ourbes (
er
les) de la Figure 8.1
.Pour les deux 
hamps de fabriques initiaux, la 
on
entration de la fabrique, 
a-ra
t�eris�ee par Ro = Ro(k1; k2; k3), est d�es la premi�ere it�eration tr�es pro
he de la solution�a la 
onvergen
e (
f. Figure 8.1
). Comme nous l'avons montr�e au paragraphe 3.6.3.2,la valeur des param�etres ki ne d�epend que de l'histoire des 
ontraintes. Par ailleurs, sur laFigure 7.2, nous n'avons pas observ�e de di��eren
e sur les 
ontraintes de 
isaillement �S12pour les �e
oulements �a fabrique initiale isotrope et "GRIP". La 
ontrainte de 
isaille-ment �etant rapidement tr�es sup�erieure aux 
ontraintes �S11 et �S22, il est don
 logiqued'obtenir des histoires des 
ontraintes similaires, et par 
ons�equent, une 
on
entrationde la fabrique d�ependant faiblement du 
hamp de fabriques.Par 
ontre, les pro�ls de vitesses de la premi�ere it�eration (marqu�es ave
 des 
roix surles Figures 8.1a et 8.1b) sont tr�es �eloign�es des pro�ls obtenus �a la 
onvergen
e (
ourbeseule) et ils d�ependent du 
hamp de fabriques initial. Ce
i est le r�esultat des di��eren
esd'orientation des rep�eres des sym�etries mat�erielles, 
ara
t�eris�es par 'o, entre les 
al
uls�a fabrique initiale isotrope et 
elle de "GRIP", 
omme le montre la Figure 8.1d.Notons que les vitesses de la premi�ere it�eration sont plus faibles que les vitessesinitiales, mais �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e, nous obtenons un �e
oulement plusrapide que 
elui ave
 la fabrique mesur�ee dans le forage de GRIP, même si les dire
tions
al
ul�ees des maximums d'orientation ne sont pas exa
tement verti
ales sur toute lahauteur de la 
alotte. L'�e
oulement 
al
ul�e est globalement plus rapide 
ar la fabrique�a la 
onvergen
e est plus 
on
entr�ee que 
elle mesur�ee �a GRIP (
f. Figure 8.1
).8.2.3 Instabilit�es num�eriquesA proximit�e du so
le, le 
al
ul des lignes de 
ourant est d�eli
at 
ar les vitesses verti
aleset horizontales sont tr�es faibles relativement aux vitesses de surfa
e et elles s'annulent au
onta
t du lit ro
heux. Pour am�eliorer la qualit�e du 
hamp de vitesses au voisinage dulit, nous pouvons jouer sur la taille des �el�ements dans 
ette zone : si nous diminuons lataille des �el�ements, nous rappro
hons les n�uds de la fronti�ere o�u les vitesses s'annulent,tandis que si nous augmentons la taille des �el�ements nous perdons en pr�e
ision sur le
al
ul des vitesses.Par ailleurs, la vitesse aux n�uds appartenant �a la fronti�ere du lit ro
heux �etantnulle, il n'est pas possible de 
al
uler la fabrique en 
es n�uds. Plusieurs solutions sontalors envisageables. La plus simple est de leur 
onserver la fabrique initiale, mais 
e
i1Nous 
onsid�erons que le 
hamp de vitesses initial est 
elui 
al
ul�e �a partir du 
hamp de fabriqueinitial, dans la premi�ere it�eration de l'�etape II.
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Fig. 8.1 : Comparaison �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e des 
hamps de vitesses etfabriques pour un 
hamp de fabriques initial isotrope (tirets) et "GRIP" (trait plein). Les�gures pr�esentent l'�evolution de ~�u1 (a), ~�u2 (b), Ro (
) et 'o (d) pour les 
onditionsinitiales (
er
le), apr�es une premi�ere it�eration (
roix) et �a la 
onvergen
e (
ourbe seule),en fon
tion de la profondeur r�eduite x̂2 et en ~x1 = 10. A la 
onvergen
e (
ourbe seule),les tirets sont souvent 
a
h�es par le trait plein.
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alotte de g�eom�etrie simpli��ee 133introduit une erreur sur le 
omportement du poly
ristal 
al
ul�e aux points d'int�egrationdes �el�ements de la nappe situ�ee au 
onta
t lit ro
heux. Une deuxi�eme solution 
onsiste�a extrapoler les valeurs de la fabrique obtenues aux deux n�uds situ�es imm�ediatementau dessus de 
haque n�ud du lit. C'est la m�ethode que nous appliquons2.L'observation de l'�evolution du param�etre d'orientation 'o en fon
tion de la profon-deur montre que la 
onvergen
e est obtenue du haut vers le bas au 
ours des it�erations.Toutes 
es remarques montrent qu'une attention parti
uli�ere doit être apport�ee �a lar�ealisation du maillage, tant sur le nombre de n�uds que sur la progression de la tailledes �el�ements selon la verti
ale. Nous avons observ�e, pour d'autres maillages que 
eluiutilis�e i
i, l'apparition d'instabilit�es dans le 
al
ul du param�etre d'orientation 'o. Cesinstabilit�es sont le r�esultat de probl�emes li�es au 
al
ul du 
hamp de vitesses, par exemplelorsqu'une ligne de 
ourant vient se "
oller" �a la fronti�ere du so
le (
ons�equen
e d'erreursnum�eriques).8.3 Appli
ation �a une 
alotte de g�eom�etrie simpli��eeDans 
ette partie, nous appliquons la m�ethode 
oupl�ee �a la 
alotte polaire th�eorique deVialov (1958). Nous testons su

essivement l'in
uen
e de la temp�erature, du 
omporte-ment et du type de l'�e
oulement sur les 
hamps de vitesses et fabriques �a la 
onvergen
edu probl�eme 
oupl�e.8.3.1 In
uen
e du 
hamp de temp�eraturesPour 
ette appli
ation, l'�e
oulement est en d�eformations planes, le 
omportement dugrain d�e�ni par � = 0:25 et 
 = 1:0, et nous 
omparons les solutions �a la 
onvergen
epour les 
hamps de temp�eratures isotherme et "GRIP".La Figure 8.2 pr�esente les vitesses et la fabrique obtenues, en fon
tion de la pro-fondeur r�eduite en ~x1 = 10 par le 
al
ul ave
 le 
hamp isotherme (
ourbe pleine), etle 
hamp de temp�eratures "GRIP" (tirets). La temp�erature du 
hamp isotherme vautT = �20:6oC : elle est 
hoisie de fa�
on �a obtenir la même vitesse horizontale en surfa
een ~x1 = 10 que pour l'�e
oulement �a temp�erature "GRIP".Sur 
ette �gure, nous mesurons l'in
uen
e d'un 
hamp de temp�eratures tel que 
eluide GRIP sur la formation des fabriques au sein de la 
alotte polaire. Nous observons que,pour les deux 
al
uls 
oupl�es, les vitesses sont globalement sup�erieures �a 
elles obtenues�a partir du 
hamp de fabriques "GRIP" (sans 
al
ul 
oupl�e, en pointill�e et trait mixtesur la Figure 8.2). Nous notons toutefois que l'�e
art entre les vitesses du probl�eme 
oupl�eet 
elles 
al
ul�ees �a partir du 
hamp de fabriques "GRIP", est plus important lorsquele 
hamp de temp�eratures est isotherme. La raison de 
ette di��eren
e provient du faitque, 
omme nous allons le voir plus loin, l'�e
art entre la fabrique �a la 
onvergen
e duprobl�eme 
oupl�e et 
elle de "GRIP" est plus important dans le 
as isotherme que dansle 
as du 
hamp de temp�eratures "GRIP".Sur la Figure 8.2
, nous observons que la 
on
entration de la fabrique est beau
oupplus lente pour le 
hamp de temp�eratures "GRIP" que pour le 
hamp isotherme. La2Notons que 
e probl�eme devrait disparaitre lorsque notre mod�ele sera 
apable de prendre en 
ompteune 
ou
he basale re
ristallis�ee pouvant être 
onsid�er�ee 
omme isotrope, le 
hangement de 
omportementde la gla
e �etant alors d�etermin�e par 
rit�ere.
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Fig. 8.2 : Comparaison de la solution �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e pour les
hamps de temp�eratures isotherme (trait plein) et "GRIP" (tirets). Les �gures pr�esententl'�evolution de ~�u1 (a), ~�u2 (b), Ro (
) et 'o (d) en fon
tion de la profondeur r�eduite x̂2en ~x1 = 10. Nous avons report�e sur (a) et (b) les vitesses 
al
ul�ees (sans 
al
ul 
oupl�e)�a partir du 
hamp de fabriques "GRIP" pour les 
as isotherme (pointill�e) et temp�erature"GRIP" (trait mixte). Les 
ourbes 
orrespondant �a la fabrique mesur�ee dans le foragede GRIP sont repr�esent�ees par les pointill�es sur (
) et (d).
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on
entration de la fabrique obtenue �a la 
onvergen
e pour le 
hamp de temp�eratures"GRIP" est relativement pro
he de 
elle observ�ee dans le forage de "GRIP". La dire
tiondu maximum de la fabrique obtenue ave
 le 
hamp de temp�eratures "GRIP" est plusverti
ale qu'ave
 la temp�erature isotherme. Nous observons une d�eviation maximum, envaleur absolue, de 1:2Æ pour le 
al
ul �a temp�erature "GRIP", et de 3:8Æ pour le 
al
ulisotherme.Ces r�esultats montrent que les 
hamps de temp�eratures observ�es dans les foragesin
uent sur la formation des fabriques, et que 
ette in
uen
e semble aller dans le sensdes fabriques observ�ees. Les Figures 8.3 et 8.4 vont nous aider �a 
omprendre pourquoiun 
hamp de temp�eratures tel que 
elui observ�e �a GRIP 
onduit �a une �evolution de lafabrique moins rapide que lorsque la temp�erature est isotherme.Notons, tout d'abord, que la valeur de la temp�erature du 
hamp isotherme n'a�e
tepas le 
al
ul du 
hamp de fabriques (
f. x7.2.3). Pour le 
hamp de temp�eratures "GRIP",seul le gradient de temp�erature in
uen
e le 
al
ul du 
hamp de fabriques, puisque 
e
al
ul peut aussi être men�e sous forme adimensionn�ee.Comme nous l'avons vu au paragraphe 3.6.3.2, la 
on
entration de la fabrique (i.e.la valeur de Ro), en un point donn�e, ne d�epend que des param�etres de l'histoire des
ontraintes (3.24). La 
on
entration de la fabrique est don
 dire
tement proportionnelle�a l'exponentielle des int�egrales R t0  �Sij dt. Or, nous observons sur la Figure 8.4 que lestermes ~ ~�S11, ~ ~�S22 et ~ ~�S12 de l'�e
oulement �a temp�erature "GRIP" sont deux �a troisfois inf�erieurs �a 
eux de l'�e
oulement isotherme, puisque la valeur de  d�epend de latemp�erature, selon la loi (1.4). Cet e�et �etant en
ore ampli��e par le fait que l'�e
oulementle long de la ligne de 
ourant �a temp�erature "GRIP" est presque deux fois plus rapideque 
elui isotherme, 
e qui diminue d'autant la valeur des param�etres de l'histoire des
ontraintes en un point donn�e de la ligne de 
ourant. La 
ons�equen
e 
umul�ee de 
esdeux ph�enom�enes 
onduit �a une di��eren
e notable sur la 
on
entration des fabriques, enun point donn�e, entre les �e
oulements isotherme et �a temp�erature "GRIP".Notons que l'�e
oulement global n'est pas plus rapide pour l'�e
oulement �a temp�erature"GRIP" (puisque nous avons impos�e la temp�erature du 
hamp isotherme de fa�
on �aavoir la même vitesse horizontale en surfa
e), mais les deux �e
oulements 
onduisent �ades gradients verti
aux de vitesses tr�es di��erents. De même, l'�etat de 
ontrainte dans la
alotte polaire est quasi-identique pour les deux �e
oulements, mais pas les termes  �Sij.Pour expliquer la di��eren
e d'orientation des fabriques entre les deux �e
oulements,nous rappelons que la vitesse de rotation d'un grain est la di��eren
e entre la vitesse derotation ma
ros
opique et la vitesse de rotation du 
ristal due �a sa d�eformation. Pour lemod�ele �a 
ontraintes homog�enes, la vitesse de rotation d'un grain d�epend don
 de l'�etatde 
ontrainte au point 
onsid�er�e, sa
hant que les grains vont se diriger vers la dire
tionprin
ipale de 
ompression, 
ara
t�eris�ee par l'angle � entre le rep�ere de r�ef�eren
e et lerep�ere des 
ontraintes prin
ipales. Si seule ~�S12 est non nulle, alors � = 45o et lorsque~�S12 = 0, � vaut 0Æ si ~�S11 < 0 et 90Æ si ~�S22 < 0. Ainsi plus ~�S12 est important relativement�a ~�S11 et ~�S22, plus la vitesse de rotation du grain due �a sa d�eformation est d�efavorable �a laformation d'une fabrique �a maximum d'orientation verti
al. De la même fa�
on, 
ommel'indique la d�e�nition de _' (3.43), plus la vitesse de rotation ma
ros
opique �W12 estpetite par rapport au terme  �S�, plus son e�et est faible pour "ramener" les grains versune orientation verti
ale. La Figure 8.5a montre que, pour l'�e
oulement �a temp�erature
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e du probl�eme 
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oulements �atemp�erature isotherme (trait 
ontinu) et �a temp�erature "GRIP" (tirets) : ligne de 
ourant(a) et �evolution du temps adimensionn�e ~ts le long de la ligne de 
ourant en fon
tion de~x1 (b).
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~x1Fig. 8.5 : Evolution le long des lignes de 
ourant de (a) l'angle � entre le rep�ere der�ef�eren
e et le rep�ere des 
ontraintes prin
ipales, et du (b) rapport �W12=( �S�) en fon
-tion de ~x1 pour les �e
oulements, �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e, �a temp�eratureisotherme (trait plein) et �a temp�erature "GRIP" (tirets).

"GRIP", l'�evolution de l'orientation du rep�ere des 
ontraintes prin
ipales est l�eg�erementplus favorable �a la 
r�eation d'une fabrique �a maximum verti
al que pour l'�e
oulementisotherme (i.e. � plus faible). Cet e�et est renfor
�e dans le 
as de la temp�erature "GRIP"puisque le rapport �W12=( �S�) est plus de quatre fois sup�erieur �a 
elui du 
hamp detemp�eratures isotherme (
f. Figure 8.5b). Par 
ons�equent, il est logique d'obtenir uneorientation du maximum de fabrique plus pro
he de la dire
tion verti
ale dans le 
as del'�e
oulement �a temp�erature "GRIP".La prise en 
ompte d'un 
hamp de temp�eratures r�ealiste, tel que 
elui mesur�e dans leforage de GRIP, 
onduit �a des 
hamps de fabriques dont la 
on
entration et l'orientationsont plus pro
hes de 
elles observ�ees. L'e�et d'un 
hamp de temp�eratures tel que 
elui deGRIP est de lo
aliser la d�eformation dans les 
ou
hes profondes, 
e qui 
onduit �a moinsd�eformer, et don
 �a moins texturer, les gla
es de surfa
e. Seule une �etude �a l'�e
helle dela 
alotte polaire peut aboutir �a 
e r�esultat puisqu'une �etude lo
ale montre simplementque si la temp�erature augmente, la vitesse de d�eformation, et la vitesse ave
 laquelle lafabrique se 
on
entre, augmentent aussi.
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uen
e du 
omportement du grainDans les 
omparaisons d�e
rites pr�e
�edemment, le 
omportement du grain �etait tel que� = 0:25 et 
 = 1:0. La raison de 
e 
hoix vient du fait que, lorsque le 
hamp detemp�eratures est isotherme, le fait d'adopter une valeur inf�erieure pour � 
onduit �a un
hamp de fabriques dont les maximums d'orientation sont d�efavorables �a la d�eformation.L'expli
ation de 
e r�esultat est que, lorsque � diminue, la vitesse de rotation plastique dugrain augmente et par 
ons�equent la vitesse de rotation du grain diminue et le maximumd'orientation est d�e
al�e par rapport �a la verti
ale (i.e. le param�etre d'orientation 'oaugmente). Num�eriquement, nous n'obtenons pas la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�epour des valeurs de � inf�erieures �a 0:2 lorsque le 
hamp de temp�eratures est isotherme,
ar 
es essais 
onduisent �a des instabilit�es num�eriques lorsque le mat�eriau devient tropdiÆ
ile �a d�eformer �a 
ause de sa mauvaise orientation. Ces ph�enom�enes disparaissentlorsqu'on adopte le 
hamp de temp�eratures "GRIP".Par 
ons�equent, nous ne montrons i
i que l'in
uen
e du 
omportement du grainpour le 
hamp de temp�eratures "GRIP". Nous �etudions l'in
uen
e du param�etre �, en
omparant les �e
oulements obtenus ave
 � = 0:25 et � = 0:1, 
 = 1:0 et  
al
ul�e par(4.27) pour une même valeur de B1, soit  = 1:82B1 et  = 2:17B1, respe
tivement.La premi�ere remarque 
on
erne le nombre d'it�erations n�e
essaires pour atteindrela 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e. En adoptant le même 
hamp de fabriques initial"GRIP", lorsque � = 0:25 la 
onvergen
e est obtenue en 32 it�erations, alors que pour� = 0:1 il en faut 63.Sur la Figure 8.6 sont tra
�es les pro�ls de vitesses et de fabriques obtenus, �a la 
onver-gen
e du probl�eme 
oupl�e, pour les deux 
omportements de grain. Nous 
onstatons quela vitesse de l'�e
oulement augmente ave
 l'anisotropie du grain (i.e. lorsque � diminue),r�esultat similaire �a 
eux obtenus au paragraphe 6.5.4. Plus le grain est anisotrope (i.e.plus � est petit), plus l'anisotropie du poly
ristal est importante. Lorsque la fabrique est
on
entr�ee selon un maximum verti
al, 
e
i a pour 
ons�equen
e dire
te d'augmenter la
uidit�e en 
isaillement et par suite la vitesse de l'�e
oulement. Rappelons que les r�esultatsque nous pr�esentons i
i sous-estiment l'in
uen
e de l'anisotropie sur l'augmentation desvitesses par rapport �a la r�ealit�e pour laquelle le rapport  =B1 est de l'ordre de 10.Pour les deux 
omportements de grain, nous obtenons une fabrique dont le maximumd'orientation est pro
he de la verti
ale, puisque la d�eviation maximum par rapport �a laverti
ale est de l'ordre de 1Æ. La 
on
entration de la fabrique est l�eg�erement sup�erieurelorsque � = 0:1. Ce
i est en a

ord ave
 les r�esultats des 
hapitres pr�e
�edents o�u nousavons vu que plus le grain est anisotrope plus l'�evolution de la fabrique est rapide.8.3.3 In
uen
e du type de l'�e
oulementNous 
omparons l'in
uen
e du type de l'�e
oulement, d�eformations planes ou axisym�etrique,sur la formation de la fabrique �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e. Pour 
ette 
ompa-raison, le 
hamp de temp�eratures est 
elui de "GRIP" et le 
omportement du grain esttel que � = 0:1 et 
 = 1:0.Comme au paragraphe 6.5.5, nous v�eri�ons bien que si les vitesses horizontales sontsimilaires pour les deux �e
oulements, la vitesse verti
ale de l'�e
oulement axisym�etriqueest approximativement le double de 
elle de l'�e
oulement plan (
f. Figure 8.7). Par
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ons�equent, pour maintenir la surfa
e libre 
omme surfa
e de l'�e
oulement stationnaire,il faut imposer, pour l'�e
oulement axisym�etrique, une a

umulation deux fois plus im-portante que pour l'�e
oulement plan.Sur la Figure 8.7
, nous observons que l'�e
oulement axisym�etrique entrâ�ne une�evolution de la 
on
entration de la fabrique tr�es similaire �a 
elle de l'�e
oulement plan.L'�etude des trois param�etres ki de l'ODF montre que l'�e
oulement axisym�etrique 
onduit�a des fabriques qui pr�esentent une sym�etrie de r�evolution. Nous v�eri�ons que k2, quidonne la 
on
entration de la fabrique dans la dire
tion e2, est le plus petit des troisparam�etres pour les deux �e
oulements (k2 < 1). Par 
ontre, nous observons que pourl'�e
oulement axisym�etrique les valeurs de k1 et k3 sont voisines l'une de l'autre et qu'ellessont toutes les deux sup�erieures �a 1, tandis que pour l'�e
oulement plan nous trouvonsque seule k1 est sup�erieure �a 1, la valeur de k3 �etant 
omprise entre k2 et 1. Les fabriquesde l'�e
oulement plan sont ovales, ave
 un nombre de grains dont l'axe�
 est pro
he duplan perpendi
ulaire au plan de l'�e
oulement plus �elev�e que le nombre de grains dontl'axe�
 est pro
he du plan de l'�e
oulement. La 
ondition de d�eformations planes induitune 
ontrainte d�eviatoire �S33 de 
ompression, d�es que la fabrique n'est plus isotrope, etpar 
ons�equent les grains tournent l�eg�erement vers la dire
tion e3, 
e qui se traduit park3 < 1. Pour l'�e
oulement axisym�etrique, la valeur de �S33 est sensiblement la même que
elle de �S11, et elles sont toutes les deux positives (tra
tion).8.4 Appli
ation �a la ligne d'�e
oulement GRIP-GISP2Comme S
hott et al. (1992), S
hott Hvidberg et al. (1997) puis Mangeney et al. (1996),nous appliquons notre mod�ele �a la ligne d'�e
oulement GRIP-GISP2.8.4.1 Situation des forages et donn�ees de terrainLes forages de GRIP (Greenland I
e Core Proje
t, 3 238m d'altitude, d'apr�es Dansgaardet al. (1993)) et GISP2 (Greenland I
e Sheet Programme 2, 3 215m d'altitude) sontsitu�es dans la r�egion 
entrale du Groenland. Ils sont lo
alis�es �a 3 km et 31 km �a l'ouestde la position a
tuelle du sommet du Groenland, respe
tivement. Les deux forages ontatteint le lit ro
heux, et sont profonds de 3 029m et 3 053m, respe
tivement (Gow et al.,1997). La transition entre Holo
ene-Wis
onsin (11:5 kaBP 3) est atteinte �a la profondeurde 1 623m (Johnsen et al., 1992).De nombreuses mesures ont �et�e e�e
tu�ees sur les deux 
arottes et en surfa
e dans
ette r�egion. Certaines de 
es donn�ees vont nous servir 
omme entr�ees du mod�ele, tandisque les autres seront utilis�ees pour valider les sorties du mod�ele.8.4.1.1 Entr�ees du mod�eleNous donnons i
i les hypoth�eses de la mod�elisation :- l'�e
oulement est suppos�e stationnaire et la topographie de la surfa
e est impos�ee.La re
her
he de la surfa
e libre n'est pas e�e
tu�ee, et nous regarderons si les tauxd'a

umulation n�e
essaires pour assurer la stationnarit�e sont �equivalent �a 
eux3Before Present
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oulement GRIP-GISP2 143mesur�es. La topographie adopt�ee pour la surfa
e est un pro�l de Vialov dont ledôme est �a 3 km de GRIP et qui passe par les deux forages GRIP et GISP2. Lemaillage (Nb1 = 60, Nb2 = 15, soit 7351 n�uds) a une longueur de 184 km. Lefront (en x = �181 km) est une surfa
e libre, mais 
ette 
ondition n'in
uen
e pasl'�e
oulement au niveau des forages puisqu'elle est impos�ee �a 153 km de GISP2, soit�a plus de 50 �epaisseurs de gla
e.- la topographie du lit ro
heux adopt�ee est 
elle mesur�ee par Hodge et al. (1990) entenant 
ompte des pr�e
isions apport�ees par Hempel et Thyssen (1992) et Ja
obelet Hodge (1995). Pour x1 < �40 km, le lit ro
heux est suppos�e horizontal.- l'�e
oulement est mod�elis�e en faisant l'hypoth�ese de d�eformations planes et il pr�esenteun axe de sym�etrie verti
al au dôme (en x1 = 3 km).- le 
omportement du grain, orthotrope de r�evolution lin�eaire, est tel que � = 0:25,
 = 1:0, et la 
uidit�e dans le plan de base  est 
hoisie de fa�
on obtenir un âge de14 450 a �a la profondeur de 1 753:4m dans le forage de GRIP (Johnsen et al., 1992).En un point de la 
alotte, le 
omportement orthotrope lin�eaire du poly
ristal degla
e est obtenu par homog�en�eisation en supposant une r�epartition homog�ene des
ontraintes et en adoptant l'ODF param�etr�ee (3.34) pour d�e
rire la fabrique.- le pro�l de temp�erature est 
elui mesur�e �a GRIP (
f. 6.4) et il est suppos�e nepas varier en fon
tion de l'abs
isse. Nous supposons don
 que la variation detemp�erature en fon
tion de la hauteur r�eduite est identique sur tout le domaine.Cette hypoth�ese est justi��ee par la similitude des pro�ls de temp�erature de GRIPet GISP2 (The Greenland Summit I
e Cores CD-ROM, 1997), ainsi que par lesr�esultats de mod�eles qui r�esolvent l'�equation de la 
onservation de la 
haleur (S
hottHvidberg et al., 1997).- a�n de diminuer le volume des 
al
uls, mais aussi �a 
ause de la mauvaise d�e�nitiondu maillage et de la 
ondition de surfa
e libre appliqu�ee au front (en x1 = �181 km),le 
al
ul de la fabrique est r�ealis�e seulement sur le domaine �38 � x1 � 3 km, etle pro�l de fabrique obtenue en x1 = �38 km est appliqu�e jusqu'�a x1 = �181 km,de la même fa�
on qu'est 
onstruit le 
hamp de fabriques "GRIP" au paragraphe6.5.1.1.8.4.1.2 Contrôle des r�esultatsPour 
ontrôler la validit�e de nos r�esultats, nous utiliserons :- les mesures de la fabrique (notamment de sa 
on
entration par l'interm�ediaire deRo, donn�e par Thorsteinsson et al. (1997)) dans le forage de GRIP. Pour le fo-rage de GISP2, peu de mesures sont disponibles, mais l'�evolution et la forme desfabriques semblent être tr�es similaires �a 
elles de GRIP (Anandakrishnan et al.,1994; Gow et al., 1997).- la datation des deux 
arottages obtenue par identi�
ation et 
omptage des 
ou
hesannuelles (visuellement, par observation des poussi�eres vol
aniques, par mesure de
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ondu
tivit�e, . . . d'apr�es Johnsen et al., 1992; Meese et al., 1997).- les valeurs d'a

umulation d�eduites de l'�etude de l'amin
issement des 
ou
hes degla
e dans les forages de GRIP et GISP2, soit 0:23ma�1 eq: gla
e au site de GRIP(Dahl-Jensen et al., 1993) et 0:245ma�1 eq: gla
e �a GISP2 (Meese et al., 1994).Nous avons aussi utilis�e la 
arte d'a

umulation de Bolzan et Strobel (1994) quidonne l'a

umulation moyenne entre 1 957 et 1 987 dans la r�egion 
entrale du Groen-land.- les mesures de vitesses en surfa
e r�ealis�ees entre 1993 et 1994 le long de la ligned'�e
oulement de GRIP �a GISP2 (Waddington et al., 1995; Keller et al., 1995).8.4.2 VitessesRappelons que le 
al
ul du 
hamp de fabriques est ind�ependant de la valeur de B1puisqu'il est 
onduit sous forme adimensionn�ee. Dans la suite, les quantit�es pr�esent�eessont dimensionn�ees, et elles sont d�etermin�ees �a partir des quantit�es adimensionn�ees parles relations du Tableau 6.1.La valeur de la 
uidit�e dans le plan de base des grains  est 
hoisie de fa�
on �a obtenirun âge de 14 450 a �a la profondeur de 1 753:4m dans le forage de GRIP (Johnsen et al.,1992). Ave
 
ette 
ondition, nous obtenons une valeur du param�etre de la loi de Glen deB1 = 0:09MPa�1a�1 (�a �10ÆC), soit inf�erieure aux valeurs de la litt�erature pr�esent�eesau paragraphe 1.3.1.2 (d'apr�es Lipenkov et al. (1997), B1(�10oC) = 0:16� 0:07MPa�1a�1).Pour 
ette valeur de B1, les vitesses horizontales obtenues en surfa
e sont sup�erieures�a 
elles mesur�ees par Waddington et al. (1995) et Keller et al. (1995). Par 
ontre, 
'estl'inverse pour l'a

umulation, puisque nous obtenons des taux d'a

umulation l�eg�erementinf�erieurs �a 
eux mesur�es par Dahl-Jensen et al. (1993), Meese et al. (1994) et Bolzan etStrobel (1994). Ces valeurs restent n�eanmoins pro
hes des valeurs mesur�ees. D'apr�es lesr�esulats obtenus au paragraphe 6.5.5, l'�e
oulement plan donne, pour une même valeurdes vitesses horizontales, des vitesses verti
ales approximativement deux fois plus faiblesque l'�e
oulement axisym�etrique. Par 
ons�equent, nous v�eri�ons bien que l'�e
oulementr�eel entre GRIP et GISP2 se situe entre 
es deux types d'�e
oulements 2D.La Figure 8.8 pr�esente les lignes de 
ourant entre GRIP et GISP2. Il apparâ�t que lesondulations du lit ro
heux sont transmises jusqu'�a la surfa
e. Comme nous imposons unpro�l de surfa
e liss�e (donn�e par la formule de Vialov (6.25)), la 
ondition de stationnarit�ede la surfa
e libre entrâ�ne des os
illations de l'a

umulation le long de la surfa
e (
f.Figure 8.11b). Notons que la re
her
he de la surfa
e libre 
orrespondant �a un tauxd'a

umulation donn�e (Mangeney, 1996) 
onduirait �a une surfa
e libre a�e
t�ee par lesos
illations du pro�l du lit ro
heux .La 
omparaison des pro�ls de vitesses de la Figure 8.11 ave
 
eux obtenus par S
hottHvidberg et al. (1997), visibles sur la Figure 8.10, montre l'in
uen
e du 
hoix du typede l'�e
oulement. Le mod�ele de S
hott Hvidberg (1996), appliqu�e par S
hott Hvidberget al. (1997) �a la ligne d'�e
oulement GRIP-GISP2, tient 
ompte de la divergen
e del'�e
oulement, d�etermin�ee �a partir de l'observation de la topographie de la surfa
e. Surles Figures 8.9 et 8.10 sont pr�esent�es les lignes de 
ourant et les pro�ls de vitesses ob-tenus par S
hott Hvidberg et al. (1997). Comme 
es derniers, nous trouvons que la
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Fig. 8.10 : Pro�ls de vitesses verti
ales et horizontales donn�es par le mod�ele de S
hottHvidberg et al. (1997).valeur du rapport �u1=�u2 est approximativement multipli�e par 10 entre GRIP et GISP2.Cependant, les rapports �u1=�u2 que nous obtenons sont deux fois plus grands. D'apr�esles r�esultats pr�esent�es au paragraphe 6.5.5 sur l'in
uen
e du type de l'�e
oulement, il estnormal d'observer 
ette di��eren
e entre notre mod�ele et 
elui de S
hott Hvidberg et al.(1997), puisque 
e dernier reproduit un �e
oulement situ�e entre les �e
oulements plan etaxisym�etrique. La 
ons�equen
e de 
ette di��eren
e sur les vitesses verti
ales est dire
-tement visible sur les lignes de 
ourant, qui des
endent beau
oup plus profond ave
 lemod�ele de S
hott Hvidberg et al. (1997) qu'ave
 le notre (
f. les Figures 8.9 et 8.8).8.4.3 FabriqueLa Figure 8.12 pr�esente l'�evolution de la fabrique (Ro et 'o) dans le forage de GRIP(trait plein) et la 
ourbe Ro dans le forage de GISP2 (tirets) obtenus ave
 le mod�ele.Nous observons qu'il y a tr�es peu de di��eren
e sur la 
on
entration de la fabrique entreles deux forages distants de 28 km.Sur 
ette même �gure, nous avons report�e les valeurs des 
on
entrations de la fa-brique Ro mesur�ees par Thorsteinsson et al. (1997) dans le forage de GRIP. Les r�esultatsque nous obtenons donnent une 
on
entration de la fabrique l�eg�erement inf�erieure �a
elle mesur�ee jusqu'�a 1000m de profondeur. Pour des profondeurs sup�erieures, et jus-qu'�a 2 800m, la 
on
entration de la fabrique obtenue est en a

ord ave
 
elle mesur�eepar Thorsteinsson et al. (1997). Nous ne reproduisons �evidemment pas les fabriquesde re
ristallisation dis
ontinue observ�ees pour des profondeurs sup�erieures �a 2 800m deprofondeur.Pour 
omparaison, nous avons report�e sur la Figure 8.12a l'�evolution de Ro obtenueau paragraphe 5.3 ave
 le mod�ele "1D", pour un même 
omportement de grain (� =0:25 et 
 = 1:0). Rappelons que le mod�ele "1D" suppose que la d�eformation est une
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e , (
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ontinu) et GISP2 (tirets)�a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e. Les 
er
les repr�esentent les valeurs mesur�ees ensurfa
e : a

umulation �a GRIP (Dahl-Jensen et al., 1993), a

umulation �a GISP2 (Meeseet al., 1994) et vitesses horizontales en surfa
e (Keller et al., 1995). Les a

umulationsrepr�esent�ees par des tirets sont extraites de la 
arte d'a

umulation propos�ee par Bolzanet Strobel (1994).
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ompression verti
ale et que la vitesse de d�eformation verti
ale est 
onstante jusqu'�a laprofondeur de 1 750m, puis qu'elle d�e
rô�t lin�eairement pour s'annuler au 
onta
t du litro
heux (Dahl-Jensen et al., 1993). Comme nous l'avions remarqu�e au paragraphe 5.3,le mod�ele "1D" 
onduit �a une �evolution de la 
on
entration de la fabrique beau
ouptrop rapide pour des profondeurs sup�erieures �a 1 000m, que 
e soit ave
 notre mod�ele �a
ontraintes homog�enes ou ave
 le mod�ele auto-
oh�erent de Castelnau et al. (1996a). Pourexpliquer la di��eren
e entre 
es r�esultats, nous avons tra
�e sur la Figure 8.13 l'�evolutiondes vitesses de d�eformation �D11, �D22 et �D12 dans le forage de GRIP, en fon
tion de laprofondeur. Notons que 
e ne sont pas exa
tement les vitesses de d�eformations subiespar les gla
es se trouvant �a l'aplomb de GRIP, et qui arrivent selon des traje
toires (nonverti
ales) issues de la surfa
e entre le dôme et GRIP. Sur 
ette �gure, nous observonsque la vitesse de d�eformation �D22 est 
onstante de la surfa
e jusqu'�a la profondeur de2 400m, soit 650m plus profond que dans le mod�ele de Dahl-Jensen et al. (1993). Par
ontre, l'hypoth�ese de 
ompression uniaxiale n'est plus valable �a partir de 2 000m deprofondeur o�u la 
ontrainte de 
isaillement n'est plus nulle. Il apparâ�t 
lairement que,pour des profondeurs sup�erieures �a 2 500m, la gla
e subit un fort 
isaillement malgr�ela 
ondition de sym�etrie du dôme situ�e �a 3 km de GRIP. Le 
al
ul d'�evolution pouvantêtre men�e sous forme adimensionn�ee, seuls le 
hamp de temp�eratures, la g�eom�etrie dela 
alotte et le 
omportement du grain (� et 
) ont une in
uen
e sur le 
hamp defabriques obtenu ave
 notre mod�ele. Par 
ons�equent, 
'est uniquement la di��eren
e der�epartition des vitesses de d�eformation en fon
tion de la profondeur qui est responsable dela di��eren
e d'�evolution de la fabrique observ�ee entre le mod�ele 
oupl�e et le mod�ele "1D".En adoptant pour le mod�ele "1D" les vitesses de d�eformation obtenues i
i, l'�evolutionde la fabrique devrait être moins rapide qu'ave
 la vitesse de d�eformation donn�ee parle mod�ele de Dahl-Jensen et al. (1993). N�eanmoins, il ne serait toujours pas possiblede prendre en 
ompte les vraies traje
toires des poly
ristaux se trouvant a
tuellement �al'aplomb du forage de GRIP.Ces r�esultats, obtenus pour un 
omportement de grain moins anisotrope que 
eluiobserv�e, ne mettent pas en doute le fa
teur ralentissant sur l'�evolution de la fabriquede la progressive polygonisation des grains (Castelnau et al., 1996b). Cependant, la
omparaison des �evolutions de la fabrique obtenues ave
 les mod�eles "1D" et 
oupl�e,pour un même 
omportement de grain, montrent que les 
onditions de l'�e
oulementin
uen
e notablement l'�evolution de la fabrique.L'in
linaison du maximum d'orientation obtenu ave
 le mod�ele est visible sur la Figure8.12. Sa valeur maximum est de 2Æ par rapport �a la verti
ale. Ce
i est 
ompatible ave
les textures observ�ees dont la d�eviation de la moyenne des orientations des 
ristaux parrapport �a la verti
ale est g�en�eralement 
omprise entre 1Æ et 6Æ (Thorsteinsson et al.,1997).8.4.4 DatationNous proposons une datation des forages de GRIP et GISP2 
orrespondant aux 
hampsde fabriques et de vitesses 
al
ul�es ave
 le mod�ele 
oupl�e. Nous obtenons une �evolution del'âge en fon
tion de la profondeur quasi-lin�eaire dans la premi�ere moiti�e du forage et unebrusque augmentation de l'âge �a l'appro
he du lit ro
heux, o�u la 
ondition d'adh�eren
e
onduit �a un âge in�ni au fond.
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on
entration de la fabrique Ro dans les forages deGRIP (trait 
ontinu) et GISP2 (tirets) obtenu �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e et(b) �evolution de l'in
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ale du maximum d'orientation 'odans le forage de GRIP (trait 
ontinu). Les 
er
les repr�esentent les valeurs mesur�ees par(Thorsteinsson et al., 1997). Sur la �gure (a) est repr�esent�ee en pointill�e l'�evolution deRo obtenue ave
 les hypoth�eses du mod�ele "1D" pr�esent�e au paragraphe 5.3 (pour unmême 
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âge ((ka))âge ((ka))Fig. 8.14 : Evolution de l'âge de la gla
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8.5. Con
lusion 151La valeur de B1 ayant �et�e 
hoisie pour obtenir un âge de 14 450 a �a la profondeurde 1 753:4m dans le forage de GRIP, nous v�eri�ons bien que la 
ourbe de datationobtenue 
on
orde jusqu'�a 
ette profondeur ave
 les mesures e�e
tu�ees dans 
e forage.La 
ourbe de datation obtenue pour le forage de GISP2 donne, elle aussi, une datation
orre
te jusqu'�a la profondeur de 1 500m. Pour des profondeurs sup�erieures et pour lesdeux forages, les âges pr�edits par le mod�ele sont plus jeunes que 
eux donn�es par lesdatations e�e
tu�ees par Johnsen et al. (1992) et Meese et al. (1997). Dans le foragede GIPS2, nous obtenons un âge inf�erieur jusqu'�a l'avant dernier point dat�e �a 2 800m,et 
e
i malgr�e la 
ondition de vitesse nulle au fond. Sur les mesures de datation duforage de GRIP, on observe un 
hangement de 
ourbure de la 
ourbe âge-profondeur auniveau de la transition Holo
ene-Wis
onsin �a 1 650m de profondeur. Nos 
ourbes nereproduisent pas 
e 
hangement brutal puisque les propri�et�es du mat�eriau, la fabrique etla temp�erature, �evoluent 
ontinûment en fon
tion de la profondeur dans notre mod�ele.Notons en�n, que la dur�ee n�e
essaire �a 
e 
al
ul 
oupl�e appliqu�e �a la ligne d'�e
oulementGRIP-GISP2 est, sur notre station HP9000-712/80, inf�erieure �a 10 heures. Ce
i montreque l'obje
tif de 
onstruire un mod�ele appli
able de fa�
on pratique au 
al
ul de l'�e
oulementbidimensionnel d'une 
alotte polaire a �et�e atteint.8.5 Con
lusionLes m�ethodes num�eriques permettant le 
al
ul des vitesses et de la fabrique, mises enpla
e dans les deux 
hapitres pr�e
�edents, ont �et�e 
oupl�ees pour d�eterminer les 
hampsde vitesses et de fabriques d'un �e
oulement stationnaire de g�eom�etrie �x�ee.Pour une g�eom�etrie de 
alotte simpli��ee, dont le lit ro
heux est plat, nous montrons
lairement l'in
uen
e du 
hamp de temp�eratures sur la formation des fabriques. Un
hamp de temp�eratures tel que 
elui observ�e dans le forage de GRIP 
onduit �a une lo
a-lisation de la d�eformation dans les gla
es profondes et, par 
ons�equent, �a une �evolution dela 
on
entration de la fabrique beau
oup plus lente que si la temp�erature �etait isotherme.Pour 
es mêmes 
onditions de g�eom�etrie, nous montrons que plus le 
omportement dugrain est anisotrope plus l'�evolution de la 
on
entration de la fabrique est rapide au seinde la 
alotte polaire, 
omme nous l'avions d�ej�a observ�e �a l'�e
helle du poly
ristal au Cha-pitre 5. Pour reproduire les fabriques observ�ees nous devons adopter un 
omportementde grain dont l'anisotropie est plus faible que 
elle observ�ee exp�erimentalement.Finalement, nous avons appliqu�e le 
al
ul 
oupl�e �a la ligne d'�e
oulement allant deGRIP �a GISP2, montrant ainsi que notre mod�ele satisfait aux 
rit�eres de rapidit�e etfaisabilit�e, �enon
�es dans l'introdu
tion de 
e manus
rit, lui permettant d'être utilis�e pourd'�e
rire l'�e
oulement et l'�evolution de la fabrique �a l'�e
helle d'une 
alotte polaire. A la
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e, nous obtenons une �evolution de la fabrique beau
oupplus pro
he de 
elle observ�ee dans le forage de GRIP que 
elle que nous obtenons, pourun même 
omportement de grain, en supposant que la d�eformation est seulement une
ompression verti
ale dont l'�evolution est donn�ee par le mod�ele de Dahl-Jensen et al.(1993). Cette �etude montre la n�e
essit�e de prendre en 
ompte l'�e
oulement dans saglobalit�e pour mod�eliser le d�eveloppement des fabriques au sein des 
alottes polaires.
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Con
lusionAu 
ours de 
e travail, nous avons mis en pla
e les outils n�e
essaires �a l'�elaboration d'unmod�ele qui d�etermine les 
hamps de vitesses et de fabriques de l'�e
oulement bidimen-sionnel stationnaire d'une 
alotte polaire de g�eom�etrie donn�ee.A l'�e
helle du grain (Chapitre 2), nous avons formul�e la loi de 
omportement lin�eaire,orthotrope de r�evolution, propos�ee par Meyssonnier et Philip (1996), sous forme inva-riante par 
hangement de r�ef�erentiel et nous l'avons �etendue au 
as non lin�eaire. Cetteloi de 
omportement suppose que le 
ristal de gla
e pr�esente une sym�etrie de r�evolutionpar rapport �a son axe�
 et elle d�epend de trois param�etres qui permettent de d�e
rireune gamme d'anisotropie allant de l'isotropie jusqu'au 
as o�u le grain ne se d�eforme quepar glissement dans ses plans de base. Dans le 
as lin�eaire, nous avons montr�e que 
etteloi de 
omportement �etait �equivalente �a 
elle, plus physique, mettant en jeu le glissementdans les plans 
ristallins basal, pyramidal et prismatique.A l'�e
helle du poly
ristal, nous avons �etendu au 
as orthotrope les r�esultats analytiquesde Lliboutry (1993), relatifs au 
omportement d'un poly
ristal orthotrope de r�evolution
ompos�e de grains ne se d�eformant que par glissement basal, l'homog�en�eisation �etantfaite sous l'hypoth�ese d'une r�epartition homog�ene des 
ontraintes. Nos r�esultats pour unpoly
ristal orthotrope, lin�eaire et non-lin�eaire (n = 3), ont �et�e obtenus en supposant le
omportement du grain orthotrope de r�evolution, 
e qui 
onduit �a un 
omportement dupoly
ristal plus r�ealiste (Chapitre 4).Deux m�ethodes de des
ription de la fabrique ont �et�e envisag�ees : la repr�esentation parl'ensemble des orientations d'un nombre �ni de grains dis
rets 
onstituant le poly
ristalet une repr�esentation par une fon
tion 
ontinue de distribution des orientations (ODF)donnant la densit�e relative de grains pour une orientation donn�ee. Nous avons montr�equ'en utilisant 
ette deuxi�eme repr�esentation, et pour des 
hargements pr�eservant lessym�etries d'orthotropie du mat�eriau, il est possible d'obtenir une expression analytiquede l'�evolution de l'ODF lorsque le 
omportement du 
ristal est lin�eaire. Cette formulationanalytique pr�edit des fabriques en a

ord ave
 
elles attendues dans des 
as de 
hargementsimples, tels qu'une 
ompression (axes�
 
on
entr�es selon la dire
tion de 
ompression),une tra
tion (axes�
 formant une 
ouronne dans le plan perpendi
ulaire �a la tra
tion)ou un 
isaillement pur (axe�
 
on
entr�e �a 45Æ de la dire
tion de 
isaillement). De 
etteexpression analytique pour l'ODF, nous avons d�eduit une forme d'ODF ne d�ependantque de trois param�etres et qui est adapt�ee �a la des
ription des fabriques observ�ees dansles 
alottes polaires (Chapitre 3). 153



154 Con
lusionPour des solli
itations de 
ompression, tra
tion, 
isaillement pur et 
isaillement simple,nous avons �etudi�e l'�evolution 
onjugu�ee du 
omportement et de la fabrique du poly
ristallin�eaire. Ces tests montrent l'am�elioration apport�ee, �a l'�e
helle de la r�eponse du poly-
ristal, par le 
omportement de grain orthotrope de r�evolution que nous avons adopt�e.Pour un 
isaillement simple, lorsque le grain ne se d�eforme pas seulement par glissementdans le plan de base, nous avons montr�e que la fabrique �evolue vers une fabrique �a unseul maximum, orient�e perpendi
ulairement �a la dire
tion du 
isaillement (Chapitre 5).A l'�e
helle de la 
alotte polaire, nous avons mis en pla
e les m�ethodes num�eriquespermettant de r�esoudre l'�equation de l'�equilibre pour une fabrique donn�ee, par la m�ethodedes �el�ements �nis, et l'�evolution de la fabrique pour un �e
oulement donn�e, par la m�ethodedes lignes de 
ourant. Nous avons adopt�e une g�eom�etrie simpli��ee bidimensionnellede 
alotte polaire, en d�eformations planes ou axisym�etrique, dont la topographie de lasurfa
e libre est suppos�ee être 
elle de l'�e
oulement stationnaire. Nous avons quanti��el'in
uen
e sur l'�e
oulement �a l'�e
helle de la 
alotte polaire, des 
hamps de fabriques etde temp�eratures, du 
omportement du grain et du type de l'�e
oulement.Nous avons montr�e que, lorsque la fabrique varie en fon
tion de la profondeur 
omme
elle observ�ee �a GRIP, l'�e
oulement est approximativement deux fois plus rapide que pourde la gla
e isotrope �a la même temp�erature (r�esultat 
onforme �a 
elui de Mangeney, 1996).La di��eren
e entre les deux �e
oulements est en
ore ampli��ee lorsque la temp�erature n'estpas isotherme, mais varie en fon
tion de la profondeur 
omme 
elle observ�ee �a GRIP(Chapitre 6).Pour le 
al
ul du 
hamp de fabriques stationnaire 
orrespondant �a un �e
oulementdonn�e, nous avons montr�e qu'il est possible d'adopter l'ODF param�etr�ee (3.34) pourd�e
rire les fabriques form�ees par l'�e
oulement au sein d'une 
alotte polaire. Nous avonsmis en pla
e une m�ethode eÆ
a
e, tant par le nombre restreint de donn�ees �a sto
ker en
haque n�ud du maillage aux �el�ements �nis (trois), que par la rapidit�e du 
al
ul, quifournit le 
hamp de fabriques stationnaire pour un 
hamp de vitesses et un 
omportementde poly
ristal donn�es (Chapitre 7).A la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e, qui alterne le 
al
ul des vitesses et de la fa-brique, nous obtenons les 
hamps de vitesses et fabriques 
orrespondants �a l'�e
oulementstationnaire d'une 
alotte polaire de g�eom�etrie donn�ee, pour un 
omportement et un
hamp de temp�eratures donn�es. L'appli
ation �a une g�eom�etrie de 
alotte simpli��eemontre l'in
uen
e du 
hamp de temp�eratures sur la forme et la 
on
entration des fa-briques obtenues �a la 
onvergen
e du probl�eme 
oupl�e.Nous avons appliqu�e le mod�ele 
oupl�e �a la ligne d'�e
oulement GRIP-GISP2. Pourdes temps de 
al
ul raisonnables (< 10 heures sur notre station HP9000-712/80), notremod�ele est utilisable dans l'�etat pour des appli
ations �a l'�e
helle des 
alottes polaires.Les r�esulats pr�eliminaires de 
ette �etude indiquent 
lairement la n�e
essit�e de prendreen 
ompte des 
onditions d'�e
oulement r�ealistes dans le 
al
ul du developpement desfabriques. En e�et, nous avons mis en �eviden
e la di��eren
e entre les �evolutions de lafabrique dans le forage de GRIP donn�ees par le mod�ele 
oupl�e et le mod�ele "1D" sup-posant que la gla
e se d�eforme en 
ompression uniaxiale ave
 une vitesse de d�eformationdonn�ee par le mod�ele de Dahl-Jensen et al. (1993) (Chapitre 8).



Con
lusion 155En 
on
lusion de 
e travail, qui est un premier pas vers la prise en 
ompte de la fabrique
omme in
onnue de l'�e
oulement, nous pouvons proposer deux axes de d�eveloppementqui sont la 
onfrontation du mod�ele aux donn�ees de terrain et l'am�elioration du mod�eleexistant, 
es deux voies pouvant être explor�ees en parall�ele.Pour les appli
ations, nous distinguons deux domaines possibles :� Dans le domaine de la Gla
iologie, notre mod�ele doit être utilis�e pour mod�eliser les�e
oulements en amont des forages profonds r�ealis�es en Antar
tique et au Groen-land. Il serait notamment int�eressant de 
omprendre quelle est la 
on�gurationd'�e
oulement qui 
onduit aux fabriques form�ees �a Vostok, si di��erentes de 
ellesde GRIP. L'utilisation de notre mod�ele permettra de proposer une datation desgla
es des forages profonds qui tient 
ompte de l'in
uen
e de l'anisotropie de lagla
e sur l'�e
oulement. Notons aussi qu'il serait int�eressant d'utiliser, plutôt que laseule notion de 
on
entration de la fabrique (le Ro de Thorsteinsson et al., 1997),l'ODF param�etr�ee (3.34) pour 
ara
t�eriser les fabriques observ�ees. Cette d�emar
hepermettrait d'obtenir des informations plus pr�e
ises sur la sym�etrie des fabriques,mais aussi sur une �eventuelle in
linaison du maximum d'orientation par rapport �ala verti
ale.� Pour la 
ommunaut�e des s
ien
es des mat�eriaux, notre d�emar
he originale utilisantune ODF param�etr�ee pour d�e
rire la fabrique devrait pouvoir s'appliquer �a d'autresmat�eriaux, et permettre ainsi d'augmenter la r�esolution des probl�emes �a grande�e
helle (par exemple en formage de pi�e
es m�etalliques).Con
ernant l'am�elioration du mod�ele, les �etapes su

essives pouront-être les suivantes :� Re
her
he de la surfa
e libre 
orrespondant �a un taux d'a

umulation en surfa
edonn�e.� Impl�ementation dans le 
ode �el�ements �nis de la loi de 
omportement non-lin�eaire(n = 3), pr�esent�ee au Chapitre 4 et en Annexe C, et du 
al
ul d'�evolution de lafabrique dans le 
as non-lin�eaire.� Am�elioration du mod�ele d'homog�en�eisation, en adoptant un mod�ele auto-
oh�erentqui prenne en 
ompte l'intera
tion entre le grain et le poly
ristal, tout en 
onservantnotre mod�ele de grain et la repr�esentation de la fabrique par une ODF.� D�eveloppement du 
ode pour une g�eom�etrie de 
alotte polaire tridimensionnelle.En�n, il faudra in
orporer dans notre mod�ele de poly
ristal les r�esultats du pro-gramme en 
ours sur la mod�elisation des pro
essus de re
ristallisation de la gla
e polaire,pour prendre en 
ompte les e�ets de la polygonisation sur la 
in�etique de formation desfabriques, et l'o

uren
e dans la 
ou
he basale de la re
ristallisation dis
ontinue qui apour e�et de d�etruire les fabriques h�erit�ees de l'histoire de la d�eformation.
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Annexe ALoi de 
omportement du 
ristalde gla
eNous donnons dans 
ette annexe les 
al
uls interm�ediaires qui ont permis d'�etablir la loide 
omportement du grain propos�ee au Chapitre 2.Mat�eriau lin�eaire in
ompressible orthotrope de r�evolutionPour d�e
rire le 
omportement des mat�eriaux orthotropes de r�evolution lin�eaires, Boeh-ler (1978) propose d'adopter la forme invariante engendr�ee par les quatre g�en�erateursind�ependants du 
as orthotrope de r�evolution I , �, M3 et (�M3 +M3�), soit(A.1) D = �1I + �2M3 + �3� + �4(�M 3 +M3�),o�u dans le 
as lin�eaire, �3 et �4 sont des 
onstantes et �1 et �2 sont uniquement fon
-tions des invariants tr (�) et tr (M 3�). La loi de 
omportement d�epend don
 de sixparam�etres.Lorsque le mat�eriau est in
ompressible, la 
ondition d'in
ompressibilit�e trD = 0entrâ�ne :(A.2) 3�1 + �2 + 3p�3 + 2�4 tr (M3�) = 0,o�u p = tr (�)=3 est la pression isotrope.En d�e
omposant le tenseur des 
ontraintes � en sa partie d�eviatoire S et isotropepI, la loi (A.1) se r�e�e
rit :(A.3) D = (�1 + p�3)I + (�2 + 2p�4)M3 + �3S + �4(SM 3 +M3S).Si nous supposons que la vitesse de d�eformation ne d�epend pas de la pression isotropep, en utilisant (A.2) et tr (M3�) = tr (M3S) + p, nous obtenons l'expression (2.2) o�ules 
oeÆ
ients Ær sont d�e�nis �a partir des 
oeÆ
ients �r par :Æ1 = �2 + 2p�4,Æ2 = �3,Æ3 = �4.(A.4) 157



158 Annexe A. Loi de 
omportement du 
ristal de gla
eIntervalles de validit�e des param�etres � et 
Les param�etres � et 
 ne peuvent pas prendre n'importe quelles valeurs. Pour d�eterminerles intervalles de d�e�nition des param�etres � et 
 il est n�e
essaire d'exprimer le potentiel(2.12) sous forme irr�edu
tible. Pour 
ela, le potentiel est reformul�e en fon
tion des
inq 
omposantes ind�ependantes (gS11 � gS22)2, gS233, gS223,gS231 et gS212 du tenseur des
ontraintes d�eviatoires. Sa
hant que :(A.5) gS211 + gS222 = 12gS233 + 12(gS11 � gS22)2,le potentiel (2.12) se r�eduit �a(A.6) �S =  2  gS223 + gS231 + �4 �(gS11 � gS22)2 + 4gS212�+ �� 
 + 24
 � 1 � 14�gS233! .Le potentiel devant rester positif, nous obtenons les 
onditions d'en
adrement (2.13)pour � et 
.



Annexe BEtude de la stabilit�e des positionsd'�equilibre des grainsDans 
ette annexe, nous donnons les �equations qui permettent de pr�edire la stabilit�e despositions d'�equilibre des grains donn�ees par _�0 = _�(�0; '0) = 0 et _'0 = _'(�0; '0) = 0.En notant u le ve
teur de 
omposantes ( _�; _') dans l'espa
e (�; ') (
f. Figure B.1pour la d�e�nition des notations), l'�etude de la stabilit�e de la position (�0; '0) revient �amontrer que la partie radiale de u, not�e ur, est n�egative, soit(B.1) ur = _� 
os �+ _' sin� < 0.Si 
ette 
ondition est v�eri��ee, un grain subissant une petite perturbation quel
onque(d�;d') est ramen�e dans sa position initiale, et par 
ons�equent l'�equilibre peut être
onsid�er�e 
omme stable.En notant que(B.2) ���� d� = 
os �drd' = sin�dr ,et(B.3) ������������� _� = � _��� �����0 d� + � _��' �����0 d'_' = � _'�� ����0 d� + � _'�' ����0 d' ,
au voisinage de (�0; '0) o�u _� et _' s'annulent, la 
ondition (B.1) se r�e�e
rit :ur = 
os2 �dr24a+ b d'd � + 
 d'd �!235 < 0,ou ur = sin2 �dr24a d �d'!2 + b d �d' + 
35 < 0.(B.4)
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PSfrag repla
ements �

u = _� e� + _' e'ureru�e�
M0 Mdr e�
e'

Fig. B.1 : D�e�nition des notations utilis�ees pour l'�etude de la stabilit�e de l'�equilibre aupoint M0(�0; '0).o�u(B.5) a = � _��� �����0 ; b = � _��' �����0 + � _'�� �����0 ; et 
 = � _'�' �����0 .Le rapport d'=d� variant de moins l'in�ni �a plus l'in�ni, la position d'�equilbre M0est don
 stable si, et seulement si :(B.6) � a < 0ou 
 < 0 et b2 � 4a
 < 0,ou(B.7) a = 0 et b = 0 et 
 < 0,ou(B.8) 
 = 0 et b = 0 et a < 0,soit, si et seulement si une des trois 
onditions (3.12), (3.13) et (3.14) est v�eri��ee.



Annexe CPoly
ristal orthotropenon-lin�eaireNous donnons les r�esultats interm�ediaires du 
al
ul d'homog�en�eisation du mat�eriau or-thotrope non-lin�eaire (n = 3) pr�esent�es au Chapitre 4.Les vingt-deux 
oeÆ
ients �ar du potentiel (4.30) sont d�e�nis uniquement �a partirdes trois param�etres rh�eologiques du grain �1, �2, �3 et de quatorze int�egrales Jpq (4.9).Leur expression est donn�ee dans le Tableau C.1.Les vingt-deux 
oeÆ
ients du potentiel (4.30) v�eri�ent sept relations. Il est don
possible d'exprimer sept des 
oeÆ
ients en fon
tion des quinze autres. En utilisant lesnotations suivantes,�1 = �12�2�3,�2 = �22�1�3,�3 = �32�1�2,�4 = 8�1�2 � 5�23,�5 = �(8�22 + 22�23 + 44�1�2 + 77�1�3 + 22�2�3),(C.1)les relations liant �a1, �a2, �a3, �a4, �a5, �a12 et �a13 aux quinze autres param�etres s'�e
rivent :48�a1�4 = (1144�1�2 + 520�2�3 + 240�22)�a6 + (1144�1�2 + 520�2�3 + 240�22)�a8+(�520�2�3 � 240�22 � 1144�1�2)�a10 + (�260�32 + 416�1�2)�a14+(�3�32 � 104�2�3 � 224�1�2 � 48�22)�a15+(�384�1�2 � 208�2�3 � 46�32 � 96�22)�a17+(�266�32 � 32�1�2 � 96�22 � 208�2�3)�a20 + (3�32 + 104�2�3 + 224�1�2 + 48�22)�a21,
(C.2)
48�a2�4 = (1144�1�2 + 520�2�3 + 240�22)�a7 + (1144�1�2 + 520�2�3 + 240�22)�a8+(�520�2�3 � 240�22 � 1144�1�2)�a11 + (�384�1�2 � 208�2�3 � 46�32 � 96�22)�a16+(�3�32 � 104�2�3 � 224�1�2 � 48�22)�a18 + (�260�32 + 416�1�2)�a19+(3�32 + 104�2�3 + 224�1�2 + 48�22)�a21 + (�266�32 � 32�1�2 � 96�22 � 208�2�3)�a22,
(C.3)
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162 Annexe C. Poly
ristal orthotrope non-lin�eaire8�a3�4 = (1144�1�2 + 520�2�3 + 240�22)�a8 + (572�1�2 + 120�22 + 260�2�3)�a9+(�120�22 � 572�1�2 � 260�2�3)�a10 + (�120�22 � 572�1�2 � 260�2�3)�a11+(�128�1�2 � 63�32 � 48�22 � 104�2�3)�a15 + (�30�32 + 48�1�2)�a16+(�30�32 + 48�1�2)�a17 + (�128�1�2 � 63�32 � 48�22 � 104�2�3)�a18+(30�32 � 48�1�2)�a20 + (�160�32 + 256�1�2)�a21 + (30�32 � 48�1�2)�a22,
(C.4)

12�a4�4 = (1144�1�2 + 520�2�3 + 240�22)�a8 + (572�1�2 + 120�22 + 260�2�3)�a9+(�120�22 � 572�1�2 � 260�2�3)�a10 + (�120�22 � 572�1�2 � 260�2�3)�a11+(�72�1�2 � 98�32 � 48�22 � 104�2�3)�a15 + (�30�32 + 48�1�2)�a16+(40�32 � 64�1�2)�a17 + (�128�1�2 � 63�32 � 48�22 � 104�2�3)�a18+(64�1�2 � 40�32)�a20 + (�125�32 + 200�1�2)�a21 + (30�32 � 48�1�2)�a22,
(C.5)

12�a5�4 = (1144�1�2 + 520�2�3 + 240�22)�a8 + (572�1�2 + 120�22 + 260�2�3)�a9+(�120�22 � 572�1�2 � 260�2�3)�a10 + (�120�22 � 572�1�2 � 260�2�3)�a11+(�128�1�2 � 63�32 � 48�22 � 104�2�3)�a15 + (40�32 � 64�1�2)�a16+(�30�32 + 48�1�2)�a17 + (�72�1�2 � 98�32 � 48�22 � 104�2�3)�a18+(30�32 � 48�1�2)�a20 + (�125�32 + 200�1�2)�a21 + (64�1�2 � 40�32)�a22,
(C.6)
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�a12�4�5 =(40�33�2 � 660�1�33 � 704�12�22 � 1232�1 � 384�1�23 � 1376�2 � 1744�3)�a6+(1232�1 + 660�1�33 + 1376�2 � 40�33�2 + 384�1�23 + 1744�3 + 704�12�22)�a8+(240�32�22 + 660�1�33 + 1232�1 + 1216�3 + 330�34 + 620�33�2 + 704�12�22 + 320�2)�a9+(�240�32�22 � 320�2 � 1232�1 � 660�1�33 � 704�12�22 � 330�34 � 620�33�2 � 1216�3)�a11+(�48�3 + 128�12�22 + 224�1 � 140�1�33 � 20�34)�a14+(�272�3 � 112�1 � 78�34 � 64�12�22 � 64�2 � 124�33�2 � 48�32�22 � 216�1�33)�a15+(�48�3 + 128�12�22 + 224�1 � 140�1�33 � 20�34)�a16+(592�3 + 128�2 + 248�33�2 + 572�1�33 + 176�34 + 96�32�22)�a17+(�572�1�33 � 176�34 � 96�32�22 � 592�3 � 248�33�2 � 128�2)�a18+(�128�12�22 + 128�2 + 712�1�33 + 96�32�22 + 196�34 + 248�33�2 + 640�3 � 224�1)�a20+(�48�32�22 � 64�2 � 124�33�2 � 320�3 + 64�12�22 + 112�1 � 356�1�33 � 98�34)�a21+(48�3 � 224�1 + 20�34 � 128�12�22 + 140�1�33)�a22,

(C.7)

9�a13�4�5 =(40�33�2 � 660�1�33 � 704�12�22 � 1232�1 � 384�1�23 � 1376�2 � 1744�3)�a7+(1232�1 + 660�1�33 + 1376�2 � 40�33�2 + 384�1�23 + 1744�3 + 704�12�22)�a8+(240�32�22 + 660�1�33 + 1232�1 + 1216�3 + 330�34 + 620�33�2 + 704�12�22 + 320�2)�a9+(�240�32�22 � 320�2 � 1232�1 � 660�1�33 � 704�12�22 � 330�34 � 620�33�2 � 1216�3)�a10+(�572�1�33 � 176�34 � 96�32�22 � 592�3 � 248�33�2 � 128�2)�a15+(592�3 + 128�2 + 248�33�2 + 572�1�33 + 176�34 + 96�32�22)�a16+(�48�3 + 128�12�22 + 224�1 � 140�1�33 � 20�34)�a17+(�272�3 � 112�1 � 78�34 � 64�12�22 � 64�2 � 124�33�2 � 48�32�22 � 216�1�33)�a18+(�48�3 + 128�12�22 + 224�1 � 140�1�33 � 20�34)�a19+(48�3 � 224�1 + 20�34 � 128�12�22 + 140�1�33)�a20+(�48�32�22 � 64�2 � 124�33�2 � 320�3 + 64�12�22 + 112�1 � 356�1�33 � 98�34)�a21+(�128�12�22 + 128�2 + 712�1�33 + 96�32�22 + 196�34 + 248�33�2 + 640�3 � 224�1)�a22.

(C.8)
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�a1�a2�a3�a4�a5�a6�a7�a8�a9�a10�a11�a12�a13�a14�a15�a16�a17�a18�a19�a20�a21�a22

3777777777777777777777777777777777777775
=  4

2666666666666666666666666666666666666664

�22 �32�22 28�22 160�22 �224�22 70�22�22 �4�22 �28�22 6�22 84�22 70�226�22 �108�22 0 358�22 700�22 �700�224�22 �100�22 56�22 416�22 �28�22 �280�224�22 �44�22 �56�22 108�22 588�22 �280�22�12 2�1�3+4�1�2��32 2�32�8�1�2�2�1�3 2�32+4�22�4�1�2+4�2�3 �32�22+12�1�2�20�2�3�5�32 2�32+32�22+16�2�3�4�1�2�12 �4�1�2+�32 8�1�2�2�32+2�1�3 ��32+4�22+4�1�2 �4�1�2�12�2�3�32�22+�32 2�32+32�22+16�2�3�4�1�2�12+�32+2�1�3 �3�32+4�1�2�2�1�3+4�2�3 0 2�32�8�2�3�4�1�2+4�22 �12�2�3�4�1�2+16�22+�32 12�2�3�16�22��32+4�1�22�12 2�1�3 0 �8�22�4�2�3 32�2�3+4�32+8�1�2+64�22 �4�32�8�1�2�64�22�32�2�32�1�3+2�12 8�1�2+4�32+4�2�3 �2�1�3�8�1�2�4�32�8�2�3 �4�32+8�22�4�2�3�8�1�2 �16�22+32�2�3+8�1�2+4�32 �20�2�32�1�3+2�12 �4�2�3�2�1�3 8�2�3+4�32+8�1�2+2�1�3 �8�22+8�2�3 16�22�8�1�2�4�32+8�2�3 �20�2�30 � 83�2�3 � 43�32 8�2�3 �32�22+ 83�32� 163 �2�3 32�22� 43�32+ 83�2�30 � 43�32� 83�2�3 43�32 43�32+ 163 �2�3 �32�22 32�22� 43�32+ 83�2�32�1�2 12�22+10�2�3�16�1�2 �24�22�10�2�3+12�1�2 16�1�2�40�2�3�76�22 �16�1�2+332�22+60�2�3 �220�22�20�2�3+2�1�24�1�2 24�22+20�2�3�20�1�2 �20�2�3�48�22 �112�22�60�2�3+16�1�2 20�2�3+12�1�2+344�22 40�2�3�120�22�12�1�22�1�2 12�22+10�2�3�4�1�2 �24�22�10�2�3�12�1�2 2�1�2�20�2�3�36�22 12�1�2+12�22�40�2�3 100�22+60�2�3+2�1�22�1�2 �12�22�16�1�2 24�22+10�2�3+12�1�2 16�1�2+76�22 �80�2�3�16�1�2�212�22 100�22+60�2�3+2�1�24�1�2 �24�22�20�1�2 48�22+20�2�3 112�22+16�1�2 �104�22�100�2�3+12�1�2 40�2�3�120�22�12�1�22�1�2 �12�22�4�1�2 24�22+10�2�3�12�1�2 2�1�2+36�22 �20�2�3+12�1�2+108�22 �220�22�20�2�3+2�1�22�2�3+2�1�2 �26�2�3+12�22�16�1�2 12�1�2+20�2�3 56�2�3�76�22+16�1�2 �16�1�2�100�22�60�2�3 140�22+10�2�3+2�1�24�2�3+4�1�2 �20�1�2�32�2�3+24�22 0 52�2�3+16�1�2�112�22 60�2�3+12�1�2�280�22 �60�2�3�12�1�2+280�222�2�3+2�1�2 �6�2�3+12�22�4�1�2 �12�1�2�20�2�3 6�2�3�36�22+2�1�2 12�1�2�180�22+40�2�3 140�22+10�2�3+2�1�2
: : :
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: : :
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Tab. C.1 : Expression des �ar en fon
tion de �1, �2 et �3 et des int�egrales Jpq d�e�nies par (4.9). Ces 
al
uls ont �et�e r�ealis�es �al'aide du logi
iel Maple.



166 Annexe C. Poly
ristal orthotrope non-lin�eaire



Annexe DStabilit�e en 
isaillement simpledes fabriques �a un seul maximumDans 
ette annexe, nous �etudions analytiquement la stabilit�e en 
isaillement simple desfabriques �a un seul maximum d'orientation 
ontenu dans le plan de 
isaillement.Consid�erons un poly
ristal dont tous les axes�
 sont 
ontenus dans le plan (e1;e2)et ont la même orientation (� = �=2; '). Si tous les axes�
 des grains sont 
onfondus, le
omportement du poly
ristal est �equivalent �a 
elui d'un grain unique. Dans la suite, le
omportement du grain, et don
 du poly
ristal, est suppos�e lin�eaire et il est donn�e parla loi (2.7). Nous nous proposons d'�etudier la stabilit�e de 
ette fabrique si le grain estsoumis �a un �etat de d�eformation de 
isaillement simple d�e�ni, dans le rep�ere de r�ef�eren
efRg, par :(D.1) �D = 0� 0 �D12 0�D12 0 00 0 01A et �W = 0� 0 �D12 0� �D12 0 00 0 01ALa position d'�equilibre de 
e grain est donn�ee par l'�etude des variations des vitessesde rotation (3.43). Il vient imm�ediatement _� = 0 puisque � = �=2, et par 
ons�equent,l'axe�
 du grain reste 
ontenu dans le plan (e1;e2) pour une d�eformation en 
isaillementsimple.L'�etude des variations de _' est r�ealis�ee en rempla�
ant les 
ontraintes d�eviatoires �S11,�S22 et �S12 dans (3.43) par leurs expressions en fon
tion de la vitesse de d�eformationimpos�ee �D12 et de ', 
omme suit :- En utilisant la matri
e de rotation reliant g�D �a �D, donn�ee par (2.1) o�u � = �=2, etl'expression (D.1) de �D, il vient :(D.2) ������������
g�D11 = 0g�D22 = � �D12 sin 2'g�D33 = �D12 sin 2'2g�D23 = �D12 
os 2'2g�D31 = 02g�D12 = 0 .- En introduisant la loi de 
omportement (2.7), les expressions pr�e
�edentes sontr�e�e
rites en fon
tion des 
ontraintes d�eviatoires g�Sij, exprim�ees dans le rep�ere du grain.167



168 Annexe D. Stabilit�e en 
isaillement simple des fabriques �a un seul maximumAve
 la premi�ere �equation de (D.2) nous obtenons :(D.3) g�S11 = 2 
 � 12
 + 1 g�S22,puis ensuite, il vient :
(D.4)

���������������������
g�S11 = � �D12 2� 2
 � 23 sin 2'g�S22 = � �D12 2� 2
 + 13 sin 2'g�S33 = �D12 2� 4
 � 13 sin2'g�S23 = �D12 2 
os 2'g�S31 = 0g�S12 = 0

.
- Puis par 
hangement de base, les relations pr�e
�edentes 
onduisent aux relationsdonnant les 
ontraintes d�eviatoires, exprim�ees dans le rep�ere de r�ef�eren
e, en fon
tion dela vitesse de d�eformation appliqu�ee �D12, soit :

(D.5)
���������������������
�S11 = � 2 �D12�1 + 2
 sin2 '� 4
 
os2 '3� + 
os 2'� sin 2'�S22 = � 2 �D12�1 + 2
 
os2 '� 4
 sin2 '3� � 
os 2'� sin 2'�S33 = � 4 �D12 
 � 13� sin 2'�S23 = 0�S31 = 0�S12 = 2 �D12�
� sin2 2'+ 
os2 2'� .

- En�n, en reportant 
es expressions dans la deuxi�eme �equation de (3.43) d�e�nissant_' et en notant que �W12 = �D12, nous obtenons :(D.6) _' = � �D12(1 + 
os 2').L'�etude du signe de _' montre que, quelque soit le 
omportement du grain (lin�eaire),la seule position d'�equilibre est en ' = ��=2, mais que 
ette position d'�equilibre n'eststable qu'�a gau
he puisque _' ne 
hange pas de signe. Une perturbation positive entrâ�nela rotation du grain jusqu'�a la position d'�equilibre oppos�ee, mais qui 
orrespond �a lamême position du grain (rotation de �).Pour un grain se d�eformant uniquement par glissement dans les plans de base (� = 0),seuls les grains orient�es �a ' = 0 ou ' = �=2 (�a � pr�es) peuvent se d�eformer. En e�et, si� = 0 et ' 6= k�=2, les relations (D.5) 
onduisent �a �D12 = 0 et 
e
i quelque soit l'�etatde 
ontrainte.



Annexe EODF analytique pour un
isaillement simple dansl'hypoth�ese de TaylorDans 
ette annexe, nous pr�esentons les 
al
uls permettant d'obtenir une expression ana-lytique de l'ODF pour un �etat de d�eformation en 
isaillement simple et en faisant l'hy-poth�ese de d�eformations homog�enes dans le poly
ristal (mod�ele de Taylor). Il ne semblepas possible d'obtenir une formulation similaire ave
 le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes.N�eanmoins, 
e r�esultat est int�eressant puisqu'il prouve qu'il est possible d'aboutir �a unefabrique �a un seul maximum, orient�e perpendi
ulairement �a la dire
tion du 
isaillement.D'apr�es les expli
ations d�evelopp�ees au paragraphe 3.4.5, les �equations (3.9) donnant_� et _' pour le mod�ele �a 
ontraintes homog�enes restent valables pour le mod�ele de Tayloren rempla�
ant  �Sij=2 par �Dij. Par 
ons�equent, pour un �etat de d�eformation de 
isaille-ment simple �D12 = �W12, d�e�ni au paragraphe 5.4.1, les �equations (3.9) se r�e�e
rivent,sous l'hypoth�ese du mod�ele de Taylor, 
omme :(E.1) ���� _� = � sin � 
os � sin 2' �D12_' = �(1 + 
os 2') �D12 .L'int�egration de 
e syst�eme d'�equations, en posant 
omme 
onditions initiales �(0) = �0et '(0) = '0 �a t = 0, donne :(E.2) ������� tan' = tan'0 � �tan � = tan �0�1 + (tan'0 � �)21 + tan2 '0 �1=2 ,o�u � = 2 �D12t mesure la d�eformation en 
isaillement simple de 0 �a t.L'�equation de la 
onservation du nombre de grain (3.10) �e
rite sous la forme (3.25)devient :(E.3) d f sin �d t = �2f sin � _� 
ot 2� � _' sin 2'1 + 
os 2'! ,169



170 Annexe E. ODF analytique pour un 
isaillement simple dans l'hypoth�ese de Taylor
PSfrag repla
ements e1e2

(a) � = 0:10PSfrag repla
ements e1e2
(b) � = 1:05PSfrag repla
ements e1e2

(
) � = 1:75
PSfrag repla
ements e1e2

(d) � = 3:50PSfrag repla
ements e1e2
(e) � = 5:25PSfrag repla
ements e1e2

(f) � = 7:00Fig. E.1 : Repr�esentation en proje
tion de S
hmidt de l'ODF analytique de 
isaillementsimple E.4, obtenue ave
 le mod�ele de Taylor, pour di��erentes valeurs de la d�eformation�.qui s'int�egre pour donner :(E.4) f(�; '; t) sin � = sin �0 sin 2�0(1 + 
os 2'0)sin 2�(1 + 
os 2') .En inversant les relations (E.2), puis en rempla�
ant �0 et '0 dans l'�equation pr�e
�edentepar leurs expressions en fon
tion de �, ' et �, il vient :(E.5) f(�; '; t) = 1�
os2 � + sin2 � �
os2 '+ (sin'+ � 
os')2��3=2 .Il est int�eressant de remarquer que l'ODF (E.5) ne pr�esente pas de sym�etrie d'or-thotropie, mais que la forme de la fabrique reste tr�es pro
he de 
elle d'une fabriqueorthotrope (
f. Figure E.1).



Annexe FInversion de la loi de
omportement dans le 
as lin�eaireL'homog�en�eisation �a partir de l'hypoth�ese de 
ontraintes homog�enes 
onduit �a une loi de
omportement donnant les vitesses de d�eformation en fon
tion des 
ontraintes d�eviatoires.Dans le 
adre d'un 
al
ul d'�e
oulement de 
alotte polaire par la m�ethode des �el�ements�nis formul�ee en "vitesse-pression", le traitement de la vitesse 
omme in
onnue nodalen�e
essite de d�eterminer la loi inverse donnant les 
ontraintes d�eviatoires en fon
tiondes vitesses de d�eformation. Les r�esultats analytiques obtenus au Chapitre 4 vontnous permettre d'e�e
tuer 
ette inversion de mani�ere relativement simple, alors que sansexpression analytique pour la loi de 
omportement ma
ros
opique, seule une inversionnum�erique serait envisageable.Le probl�eme �a r�esoudre est don
 : �a partir de l'expression (4.6), d�eterminer la loiinverse 
orrespondante qui exprime les 
ontraintes d�eviatoires �S en fon
tion des vitessesde d�eformation �D.En remarquant que 2�S = 3Xr=1(�S �M r + �M r �S)D,la loi de 
omportement (4.6) est r�e�e
rite en introduisant le g�en�erateur �S de fa�
on �a�eliminer (�S �M3 + �M3 �S)D. Ce
i permet d'exprimer �S en fon
tion des autres termes :2��6 �S = �D � 3Xr=1 ��r �Ir �MDr� (��4 � ��6)(�S �M 1 + �M1 �S)D� (��5 � ��6)(�S �M 2 + �M2 �S)D,(F.1) 171



172 Annexe F. Inversion de la loi de 
omportement dans le 
as lin�eaireLes g�en�erateurs v�eri�ent les propri�et�es suivantes :�M1 �M1 = �M1, �M 1 �MD1 = 23 �M1,�M2 �M1 = 0, �M2 �MD1 = �13 �M2,�M r �S �M r = tr ( �M r �S) �M r,(F.2)
e qui permet d'exprimer les invariants tr ( �M r �D) �a partir de l'expression (4.6) sous laforme :(F.3) tr ( �M r �D) = (��r + 2��r+3)�Ir � 13 3Xs=1(��s + 2��s+3)�Is, r = 1; 2; 3,ainsi que les g�en�erateurs ( �D �M1 + �M 1 �D)D et ( �D �M2 + �M 2 �D)D :( �M1 �D + �D �M1)D =23 �(2��1 + ��4)�I1 � (��2 + 2��5)�I2 � (��3 + 2��6)�I3� �MD1+ ��4( �M 1 �S + �S �M1)D + ��5( �M2 �S �M1 + �M 1 �S �M2)+ ��6( �M 3 �S �M1 + �M1 �S �M 3),( �M2 �D + �D �M2)D =23 ��(��1 + 2��4)�I1 + (2��2 + ��5)�I2 � (��3 + 2��6)�I3� �MD2+ ��4( �M 1 �S �M2 + �M2 �S �M 1) + ��5( �M 2 �S + �S �M2)D+ ��6( �M 3 �S �M2 + �M2 �S �M 3).
(F.4)

En inversant les trois relations (F.3) et en remarquant que�Mp �S �M q + �M q �S �Mp =� �S + ( �M p �S + �S �M p) + ( �M q �S + �S �M q)� tr ( �Mp �S)( �M p + �M r)� tr ( �M q �S)( �M q + �M r),(F.5)o�u (p; q; r) = (1; 2; 3); (3; 1; 2); (2; 3; 1), les deux g�en�erateurs et les trois invariants dutenseur des 
ontraintes sont rempla
�es par leurs expressions en fon
tion de 
elles desvitesses de d�eformation. Puis, en exprimant le g�en�erateur �D 
omme la demi-somme desg�en�erateurs ( �D �M r + �M r �D)D, nous obtenons la loi de 
omportement inverse suivantepour le poly
ristal de gla
e orthotrope lin�eaire :(F.6) �S = 3Xr=1 ���r tr ( �M r �D) �MDr + ��r+3( �D �M r + �M r �D)D� .Notons que la forme de la loi (F.6) aurait pu être postul�ee, a priori, puisqu'elleest formellement identique �a la loi reliant les vitesses de d�eformation aux 
ontraintesd�eviatoires (4.6). Ce qui pr�e
�ede a don
 vo
ation de d�emonstration.



173Les relations liant les vis
osit�es ��r aux 
uidit�es ��r sont donn�ees par1 :��1�1�2 =(2��2 + 2��3 + 2��5 + 2��6)��34+ �(��1 + 2��3�2��5)��5 � 2��26 + (��1 + 2��2)��6 + �3� ��24� �(3��1 + 2��3 + 2��6)��25 + (2��26 + 6��1 ��6 + �3)��5� ��4� ((3��1 + 2��2)��6 + �3) ��6��4� (2��1 + 2��3)��35 + (4��26 � 5��1 ��6 � �3)��25� (5��1 ��26 + �3 ��6)��5 � 2(��1 + ��2)��36 � �3��26(F.7)
��2�1�2 =� 2(��2 + ��3)��34� �2��25 + (3��2 + 2��3 + 2��6)��5 � 4��26 + 5��2 ��6 + �3� ��24+ �2��35 + (��2 + 2��3)��25 � �2��26 + 6��6 ��2 + �3� ��5 � 5��2 ��26 � �3 ��6� ��4+ 2(��1 + ��3 + ��6)��35 + ((2��1 � 2��6 + ��2)��6 + �3) ��25� �(2��1 + 3��2)��26 + �3 ��6� ��5 � 2(��1 + ��2)��36 � �3 ��26(F.8) �3�1�2 =� 2(��2 + ��3)��34+ �4��25 � (2��6 + 5��3)��5 � 2��26 � (2��2 + 3��3)��6 � �3� ��24� �(5��3 + 2��6)��25 + (6��6 ��3 + �3)��5 � 2��36 � (��3 + 2��2)��26 + �3��6� ��4� 2(��1 + ��3)��35 � �2��26 + (2��1 + 3��3)��6 + �3� ��25+ �2��36 + (2��1 + ��3)��26 +��3��6� ��5 + 2(��1 + ��2)��36 + �3��26(F.9)

(F.10) 2��4�1 = ���24 + ��25 + ��26 + ��4 ��5 + ��4 ��6 + ��5��6(F.11) 2��5�1 = ��24 � ��25 + ��26 + ��4��5 + ��4 ��6 + ��5 ��6(F.12) 2��6�1 = ��24 + ��25 � ��26 + ��4��5 + ��4 ��6 + ��5 ��6o�u �1 =(��4 + ��5)(��4 + ��6)(��5 + ��6)�2 =�3 + 2(��5 + ��6)��1 + 2(��4 + ��6)��2+ 2(��4 + ��5)��3 + 4��4 ��5 + 4��4 ��6 + 4��5 ��6�3 =��1 ��2 + ��1 ��3 + ��2��3(F.13)
1Cal
uls r�ealis�es �a l'aide du logi
iel Maple.
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Annexe GPro�l de Vialov (1958)Dans 
ette annexe, nous pr�esentons les hypoth�eses qui permettent d'obtenir l'�equationdu pro�l de la surfa
e de Vialov (1958), ainsi que les 
hamps de vitesses asso
i�es. Nous�etudions les �e
oulements plan et axisym�etrique.Dans l'hypoth�ese de l'approximation de la 
ou
he min
e (Hutter, 1983; Morland,1984; Ritz, 1992), le d�eveloppement �a l'ordre 0 en fon
tion du rapport d'aspe
t1 � de la
alotte permet d'obtenir une expression analytique de la surfa
e et des vitesses pour un�e
oulement stationnaire de gla
e isotrope.Pour les �e
oulements en d�eformation plane et axisym�etrique, les �equations de l'�equilibrequasi-statique (6.5) se r�eduisent pour l'ordre 0 �a :(G.1) ���� �S12;2 = ��p;1�p;2 = �g .Ces �equations s'int�egrent, pour donner :(G.2) ���� �p = �g(x2 �H(x1))�S12 = �gH(x1);1 (x2 �H(x1)) ,o�u H d�esigne l'�epaisseur de la 
alotte.Le 
omportement de la gla
e isotrope lin�eaire, �a l'ordre 0 se r�eduit �a :(G.3) �S12 = 1B1 �u1;2,
e qui permet, en rempla�
ant �S12 dans (G.3) par son expression (G.2)2, d'obtenir l'ex-pression suivante pour la vitesse horizontale :(G.4) �u1 = �gB1H(x1);1 x22 �H(x1)!x2.En supposant une a

umulation b 
onstante en surfa
e, l'int�egration de l'�equationd'in
ompressibilit�e (6.11) ou (6.14) par rapport �a x2 et deux fois par rapport �a x1 
onduit1Rapport de l'�epaisseur �a la longueur 
ara
t�eristiques, de l'ordre de 10�3.175



176 Annexe G. Pro�l de Vialov (1958)�a l'�equation de la surfa
e de Vialov (1958). En posant H(x1) = H, 
ette �equation s'�e
rit(Ritz, 1992) :(G.5) H4 = H40 � �b 3�gB1x21,o�u � = 2 pour l'�e
oulement plan et � = 1 pour l'�e
oulement axisym�etrique.La vitesse horizontale est 
al
ul�ee �a partir de (G.4), 
e qui permet alors d'obtenirl'expression de la vitesse verti
ale en int�egrant selon x2 l'�equation d'in
ompressibilit�e,soit :(G.6) �������� �u1 = �b3x1x22H2 �1� x22H��u2 = ��b32 x22H2 ��(1� x23H )� (1� H40H4 )(1� x22H )� .La longueur L de la 
alotte est obtenue �a partir de l'�equation de la surfa
e (G.5) enr�esolvant H(L) = 0, soit(G.7) L =  �gB13�b !1=2H20 .Les �equations (G.5) et (G.6) montrent que les deux types d'�e
oulement (d�eformationplane ou axisym�etrique) 
onduisent �a la même famille de surfa
es.Si l'a

umulation de l'�e
oulement axisym�etrique est le double de 
elle de l'�e
oulementplan alors les surfa
es sont identiques. Dans 
es 
onditions (baxi = 2b2D = �b), d'apr�es(G.6), les vitesses horizontales sont aussi identiques, tandis que la vitesse verti
ale del'�e
oulement axisym�etrique est sup�erieure �a 
elle de l'�e
oulement plan.Par 
ontre, pour une même a

umulation de surfa
e (baxi = b2D) et une même hauteurau dôme, la 
alotte de l'�e
oulement axisym�etrique est deux fois plus longue que 
elle del'�e
oulement plan. Les vitesses horizontales sont alors deux fois plus grandes dans le 
asaxisym�etrique que dans le 
as plan.
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