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Présentation de la these

L’étude des phénomenes critiques a produit une avalanche de résultats et de nouvelles
idées qui se retrouvent maintenant dans tous les domaines de la physique, de la phy-
sique hautes énergies a la physique de la matiére condensée. L’explication physique de
tels phénomenes a été possible grace, notamment, & l'introduction de nouveaux concepts
théoriques, au centre desquels se trouvent le groupe de renormalisation (RG) et 'invariance
conforme au point critique[l, 2, 3, 4].

Les systemes réels présentent toujours des défauts de types variés qui tendent a les
désordonner. 11 est alors important d’examiner comment le comportement critique d’un
systeme pur est modifié par la présence du désordre. Le désordre peut se présenter soit
comme un champ aléatoire qui se couple au parametre d’ordre local, par exemple un champ
magnétique aléatoire dans un systeme de spins en interaction, soit au niveau des couplages

d’interaction.

Dans la premiere situation les effets du désordre sont généralement plus évidents. Un tel
désordre peut en fait éliminer les transitions de phase dans les systémes & basse dimension
ou simplement changer les valeurs des exposants critiques [5]. Dans ce contexte, un modele
trés étudié est le “random field Ising Model” (RFIM) dont la dimension critique inférieure
est 2 [6].

Dans cette these nous nous intéressons plutot & la deuxieme situation en étudiant des
modeles avec un faible désordre couplé a la densité d’énergie. Dans ce cas, il y a un critere,
dit de Harris, qui permet d’estimer si un faible désordre modifie le comportement critique
du systéme pur : le désordre est pertinent (non pertinent) si 'exposant apy,, qui caractérise
la divergence de la chaleur spécifique du systéme pur, est positif (négatif)[7]. Naturellement,
si le désordre est pertinent, la question est de savoir comment le comportement critique du
systeme pur est modifié.

Les modeles bidimensionnels de spins constituent un bon terrain d’essai pour répondre &

cette question car ils ont des comportement critiques non triviaux. En plus, la structure tres

11
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riche de la symétrie conforme & cette dimension fournit des outils puissants qui ont permis
d’expliquer une bonne partie des propriétés de ces systemes.

Le probléme d’un modele avec un désordre couplé a la densité d’énergie est strictement
lié par la méthode des répliques a celui de N répliques du méme modele qui interagissent
entre eux a travers un couplage du type énergie-énergie. Les calculs perturbatifs du RG
[8, 9, 10, 11] ainsi que les observations numériques basées sur les simulations Monte-Carlo
et sur la diagonalisation des matrices de transfert [12, 13, 14, 15, 16] ont mis en évidence
que les systemes de N modeles couplés flottent, sous ’action du groupe de renormalisation,
vers des nouveaux points fixes ou la symétrie de permutation Sy des répliques se réalise de
fagon non triviale.

Bien qu’il y ait eu pendant plusieurs années une intense activité en physique mathématique
et physique statistique sur ces problemes, les théories conformes associées & ces points res-
tent inconnues. Naturellement, la connaissance de telles théories serait trés importante pour
la compréhension non seulement des modeles désordonnés mais aussi de la physique des
modeles couplés.

La recherche que nous avons conduit ces trois dernieres années a été motivée par l'intérét
pour l'identification de ces théories conformes. Dans cette these je vais présenter les nouveaux
résultats obtenus principalement dans deux directions de recherche.

Nous avons d’abord considéré un modele théorique, appelé modele W D3, ou les effets du
désordre sont non triviaux mais peuvent étre déterminés analytiquement. En utilisant un
calcul de groupe de renormalisation, nous avons déterminé la limite infrarouge du modele
désordonné. Puis, nous avons mis en évidence que le probleme des N modeles W D3 couplés
présente deux nouveaux points multi-critiques ol la symétrie des répliques est restaurée de
fagon non triviale [17, 18]. Nous avons montré que ces points ne peuvent étre identifiés avec
aucune théorie conforme connue et nous avons réussi a donner une développement analytique
de la charge centrale correspondante.

Nous avons ensuite tourné notre attention vers des modeles avec des symétries discretes
qui s’ajoutent & la symétrie conforme. Les théories qui décrivent ces modeles sont appelées
parafermioniques car elles contiennent des courants conservés, dits parafermions, avec un
spin fractionnaire. Les valeurs de spin des parafermions, qui engendrent la symétrie cy-
clique Zy, sont fixées par la condition d’associativité de 'algebre chirale associée (algebre
parafermionique) [19].

Nous pensons que les théories parafermioniques représentent des bons candidats pour
décrire les systemes critiques ol la symétrie permutationelle est pleinement réalisée.

Contrairement a la plupart des théories conformes étendues, 1a compréhension des théories
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parafermioniques est encore limitée. Cela est due manifestement & la structure compliquée
des algebres parafermioniques dont la formulation en termes des modes des parafermions
implique des sommes infinies. Fateev et Zamolodchikov ont étudié les représentations de
l’algébre chirale ou les spins des parafermions prennent les valeurs les plus petites parmi
celles permises par ’associativité [19, 20]. Les théories qu’ils ont construit décrivent les
points critiques auto duaux des généralisations Zy du modele d’Ising. Apres ce travail
fondamental, la recherche théorique s’est concentrée sur ces théories [21, 22, 23] (et leurs
généralisations [24]) qui ont été en suite utilisées en matiere condensée [25], en physique
statistique [26, 27] et en théorie des cordes [28]. Mais on a négligé les autres solutions as-
sociatives possibles. En fait, Fateev et Zamolodchikov ont introduit une deuxiéme solution
associative pour ’algebre parafermionique Zy ou les spins des parafermions sont deux fois
plus grands que ceux de la premiere solution. A part le cas de l’algeébre Z3 [29], la théorie
de représentation correspondante était inconnue.

Nous avons construit les représentations de ces deuxiémes algebres Zn [30, 31, 32].
L’hypothese la plus naturelle est que ces théories sont associées aux points multi-critiques
auto duaux des systémes de spins avec symétrie Zn. Pour obtenir ce résultat, nous avons
fait appel a plusieurs techniques, qui vont du calcul explicite de dégénérescence des modules
de représentation & l'utilisation des propriétés du gaz de Coulomb. Cet étude, qui met
particulierement en évidence le role joué par les symétries, nous a permis d’acquérir une
connaissance approfondie des théories parafermioniques.

Dans le premier chapitre je vais présenter les notions essentielles de théories conformes
dont nous aurons besoin par la suite. Dans le deuxieme chapitre je montre comment le
probleme d’un modele désordonné peut étre étudié dans ’approche des théories conformes
perturbées. Les résultats concernant le modele WDgp ) sont présentés dans le troisieme cha-
pitre. Les principales méthodes utilisées dans la construction de la nouvelle série des théories
parafermioniques sont discutées dans le quatrieme chapitre pour la théorie Z5. Dans le cin-

quieme chapitre je présente la généralisation de ces résultats pour la théorie Zn, N arbitraire.
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Chapitre 1

Introduction aux théories

conformes.

1.1 Transitions de phase du deuxieme ordre et inva-

riance conforme au point critique.

Un modele statistique défini sur un réseau est généralement caractérisé par deux échelles :
le pas du réseau a et la longueur de corrélation £ qui mesure la distance typique sur laquelle
les fluctuations sont significativement corrélées.

Les modeles qui présentent une transition de phase du deuxieme ordre voient la longueur
de corrélation ¢ diverger au point critique. Les systeémes critiques sont donc tres fortement
corrélés et cela rend ’étude de cette classe de phénomenes intrinsequement compliquée. Des
exemples bien connus de transitions de phase continues ont lieu & la température de Curie
d’un aimant et au point critique de transition gaz-liquide d’un fluide.

En général, au point de transition ou en proximité de celui-ci (avec £ >> a), on s’intéresse
aux fonctions de corrélation entre opérateurs situés & une distance R telle que a << R << £.
Du moment qu’on s’attend que les quantités thermodynamiques ne dépendent pas du réseau,
on considere usuellement la limite continue ou les modeles statistiques peuvent étre étudiés
a l’aide de la théorie des champs. La théorie de Landau-Ginzburg, basée sur une description
lagrangienne effective des fluctuations critiques, a été longtemps la seule approche pour
étudier les phénomenes critiques.

Lalongueur de corrélation et les autres quantités thermodynamiques varient typiquement

selon des lois de puissance par rapport a la distance du point critique. Les exposants sont

15



16 Chapitre 1. Introduction aux théories conformes.

appelés exposants critiques.

L’hypothese de scaling des quantités thermodynamiques, étudiée par Kadanoff et Widom
[33, 34] et la méthode du groupe de renormalisation reformulée par Wilson [35, 36] ont permis
des énormes progres dans la compréhension des transitions de phase du deuxieme ordre. En
particulier, ces considérations donnent une explication naturelle au phénomene d’universalité
pour lequel beaucoup des propriétés d’un systéme critique sont indépendantes des détails
microscopiques. Il se trouve que le comportement critique des systémes physiques est décrit
par un ensemble discret de classes d’universalité, chacune caractérisée par un ensemble
d’exposants.

L’image physique d’un systéme critique est celle d’une structure autosimilaire qui reste
inchangée lorsqu’elle est regardée & des échelles différentes. Au point critique, les fluctuations
s’étendent a toutes les échelles et la théorie critique correspondante, ne possédant aucune

longueur caractéristique, est invariante sous la transformation d’échelle :
x = Az, (1.1)

ot les z = z* sont les coordonnées dans un espace de dimension D, gy = 1,---, D, et A est un
facteur de dilatation. Cette invariance d’échelle d’'un systéme statistique au point critique
est la propriété clé a 'origine de toutes les considérations qui suivent.

Une théorie critique est caractérisée par des opérateurs locaux ®1(x),®2(x) qui se trans-

forment sous la dilatation (1.1) dans la fagon suivante :
3i(z) = Bi(z) = (V) & (), (1.2)

olt A? est la dimensions physiques du champ ®;. L’ensemble des valeurs {A?} est directement
lié aux exposants critiques et définie la classe d’universalité du systeéme statistique.

Les fonctions de corrélations sont les objets centraux de toute étude théorique ou expérimentale
des phénomenes critiques : la connaissance de ces fonctions donne une information complete
sur les fluctuations critiques.

On dit qu’une théorie possede la symétrie d’échelle si les fonctions de corrélation des
champs ®; restent inchangées sous une dilatation (1.1). Pour une fonction générale & n-
points la condition de symétrie est :

< Bi(21)®;(22) - Br () >=< Bi(21) B (22) - - - B () >, (1.3)

11 est facile de vérifier que la seule forme de la fonction & deux points < ®;(x1)®;(z2) > qui

satisfait la condition (1.3) est la suivante :

< <I>Z(m1)<1>z(x2) >= 1

- . 14
P (1.4)



1.1. Transitions de phase du deuxiéme ordre et invariance conforme au point critique. 17

La symétrie d’échelle fixe la forme des fonctions & deux points, mais pas celle des fonctions
a trois points ou plus.

11 est naturel de penser que 'invariance globale (1.1) soit en fait la manifestation d’une
invariance locale, évidemment beaucoup plus restrictive, ou le facteur de dilatation A varie
dans ’espace et a des valeurs différentes dans des points différents. On considere donc les

conséquences les plus générales de I'invariance sous une transformation d’espace
z# — H(z), (1.5)

telle que
(dz*)? = (dz*)? = N2 (x)(dz™)?. (1.6)

Une transformation qui satisfait cette condition est dite conforme.

Dans un espace de dimension D > 3, le groupe conforme est engendré par quatre types
de transformations : les translations, les rotations, les dilatations et les transformations
conformes spéciales, formées par la composition d’une inversion spatiale et d’une translation.
Pour D > 3, cette symétrie n’impose qu’un nombre fini de contraintes et la symétrie seule ne
suffit pas pour déterminer completement la théorie mais arrive & fixer seulement les fonctions
a deux et & trois points [37, 38, 39].

La situation est radicalement différente en dimension D = 2 : dans ce cas, le groupe
conforme est constitué par toutes les transformations analytiques d’un plan bidimensionnel.
Dans un espace avec une métrique euclidienne, il est utile de passer aux coordonnées com-
plexes z = z' + 422 et Z = x' — iz?. Les transformations conformes sont donc simplement

les transformations analytiques et anti-analytiques :

2 2(2)=f(z) , zZ- 72 =f(2). (1.7
Le groupe conforme est donc de dimension infinie ce qui permet d’imposer une infinité
de contraintes sur la théorie. L’idée est donc de construire des solutions exactes pour des
théories conformes bidimensionnelles en profitant du fait que la symétrie conforme et les
possibles symétries additionnelles suffisent pour fixer la forme des fonctions de corrélations.
Dans cette approche, le but principal de ’étude des transitions du deuxiéme ordre, voire la
classification compleéte des classes d’universalités, se traduit dans le probléme de trouver les
solutions conformes de la théorie quantique des champs bidimensionnelles[40].
La théorie des champs conformes vit ses bases jetées en 1984 par Belavin, Polyakov et
Zamolodchikov [41]. Les prochaines sections vont fixer quelques notations et montrer des
techniques qui seront de grande importance pour la suite. On renvoie pour une introduction

exhaustive de la théorie conforme & des références plus détaillées [38, 42].
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1.2 Opérateurs primaires, identités de Wards et algebre

de Virasoro.

1.2.1 Invariance conforme et transformation des opérateurs.

Les opérateurs d’une théorie conforme bidimensionnelle se transforment sous la transfor-

mation conforme (1.7) selon :

A /A
#2527 86, = (42) (dfd—”> 220G TG ()

Les dimensions, dites conformes, A et A sont liées & la dimension physique AP (cfr. éq.(1.2))
et au spin s du champ @, A(2,%). Sous une rotation z — €%z, un opérateur de spin s se
transforme par un facteur e*’. Si on choisit dans 1’éq. (1.8) f(z) = ez et f(2) = Az, la

variation du champ ®A x(z,Z) est respectivement :

Bpa(z2) — BN, A(ef2,e777),

Bra(z2) = WO, 5(A2,22). (1.9)
Par ces équations, on a donc les relations suivantes :
A-—A=s, A+A=AP, (1.10)

La variation d’un champ ®A x(z,Z2) sous la transformation infinitésimale 2 — z + a(z),

Z = Z+ a(z) avec |a(z)| << 1, prend, selon ’éq. (1.8), la forme :

0P A(2,2) = (Ad'(2) + a(2)0; + Ad/(2) + &/(2)0z)PA A(2, 7). (1.11)

Les opérateurs de la théorie conforme qui se transforment selon la relation (1.11) sont appelés

opérateurs primaires (par rapport & 'algebre conforme).

1.2.2 Lois de conservation et tenseur d’énergie-impulsion.

Il est bien connu, par le théoreme de Noéther, que chaque symétrie est associée & un
courant conservé. Les lois de conservation correspondantes & la translation et a la dilatation

peuvent s’écrire sous la forme :

82TZZ(Z,Z) = O, 8ZT§2 =0 (112)

T.: = Tz =0, (1.13)
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ouT,,,Ts:,T,z, et T, sont les composantes du tenseur d’énergie-impulsion dans les coor-
données complexes, la relation entre les composantes euclidiennes T},,,, u,v = 1,2 et com-

plexes étant :

T.. = Ty —To —2Ts (1.14)
Tsz: = T —To+ 2011 (1.15)
T.,; = Tz =T+ Too. (1.16)

Les composantes T, et Tz sont, par les lois de conservation (1.12), des champs holomorphes
et antiholomorphes,

T..=T(z), Tsz=T(3). (1.17)

La condition de trace nulle de 'opérateur d’énergie-impulsion 7T,z = Tz, = 0, propriété bien
connue pour les théories invariantes sous dilatations, assure le découplement la théorie dans
sa partie holomorphe et antiholomorphe. Comme on voit & partir de 1’éq.(1.7), le groupe
conforme se décompose en le produit direct des groupes des transformations analytiques
des variables z et Z, réspectivement ; les transformations z — f(z) sont engendrées par la
composante T(z) tandis que celles Z — f(2) par T(Z) (voir ci dessous). Dorénvant, on se

limite & considérer seulement la partie holomorphe de la théorie, sachant que tout ce qui est

montré dans la suite peut étre directement étendu & la partie antiholomorphe.

1.2.3 Identité de Ward conforme.

Les fonctions de corrélation d’une théorie critique bidimensionelle sont invariantes (comme
défini en (1.3)) sous le sous ensemble des transformations conformes constitué par les trans-
lations, les rotations, les dilatations et les transformations conformes spéciales :

z—)f(z)-az_H)

= - 1.1
cz+d’ (1.18)

avec a, b, ¢, d complexes et ad — bc = 1.

Les conséquences de la symétrie sous une transformation générale, et donc pour une fonc-
tion f(z) analytique quelconque, peuvent étre exprimées & travers les identités de Ward, qui
rendent explicite la réalisation de cette symétrie au niveau des fonctions de corrélation[38].

Sans donner les détails de sa dérivation, l’identité de Ward exprimant la variation d’une
fonction de corrélation & N points, Jy(;) < ®1®P2...®x >, sous une transformation infi-

nitésimale z = z + a(z) est la suivante :

1
6a(z) < P1Py... 0N >= 2—7”‘% dZOé(Z) < T(Z)q)lq)Q . ON >, (119)
C
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ol C' est un contour entourant tous les opérateurs dans la fonction de corrélation. En utilisant

1é6q.(1.11))

N
Oa(z) < B1®2... Bx >= (Aida(zi) + (2:)0z;) < $185... x> (1.20)

i=1
et en comparant cette expression avec 1éq.(1.19), 'identité de Ward peut étre considérée
comme la définition de 'effect d’une transformation conforme sur un champ local dans une
fonction de corrélation. Il est naturel que 'opérateur d’énergie-impulsion T'(z) joue le rdle
du générateur des transformations conformes.

Apres quelques manipulations avec les intégrales de contour dans le plan complexe, on

peut extraire la forme locale de la (1.19) :

A; 1
i

N
<T(Z)‘I)1¢2<I’N >:Z(( z_zaz) < P1Dy... 0N >. (121)
i=1 ¢

zZ— Z;
En développant en série par rapport & (z — 2;) la partie droite de cette équation, il est

facile d’extraire le développement du produit des opérateur T'(z)®;(z;) :

T(2)®i(2) = 0 By(2) + —0®y(z) + 8D (2) + (2 — 2089 () -, (1.22)

(z —21)? 2=z

ou les opérateurs {q>§‘2)} sont donnés par les termes du développement de ’identité (1.21).

L’action de T'(z) sur un opérateur primaire ®; produit encore ®; dans le terme le plus
singulier, et puis une suite infinie d’opérateurs, descendants de ®; par rapport a T'(z).

Il est alors utile d’exprimer Paction de lopérateur T'(z) sur un opérateur quelconque

comme une somme infinie de modes L, :

+oo
T(2)®(z') = > WL,@(;:’). (1.23)

En comparant ce développement avec celui de (1.22), on déduit :

L, = 0 n>0 (1.24)
Lo®; = A®; (1.25)
L_1®;, = 0%; (1.26)
L ,® = &0, (1.27)

L’équation (1.24) dérive directement du fait que ®; est un opérateur primaire. Dans le
sens inverse, on peut utiliser la relation (1.24) comme la définition d’un opérateur primaire.
Clairement on peut appliquer & un opérateur ® une suite de modes L_,,, L_,,L_p,--- en

obtenant ainsi un autre opérateur descendant :

q)(—nl,—nz,—ns,"') — LinlLingLin3 )} (128)
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1.2.4 Algebre de Virasoro et charge centrale.

Pour classer la suite infinie d’opérateurs ®(~"1:=72:-73.") " on 3 besoin de déterminer les
regles de commutations entre les modes L,,. Pour cela, il est utile d’inverser ’éq.(1.23) et

d’exprimer ’application de L,, en termes d’une intégrale de contour :

L) = 5 7{) de £ T() B(2), (1.20)

ou C, entoure le point z.
La commutation [Ly,, L,,]®(0) s’écrit, aprés avoir déformé opportunément les contours
d’intégration [38], de la facon suivante :

1

L L8O = 3§ dea § des 67 PV TE) TS0, (130
31 o

Pour calculer cette expression, il faut déterminer les termes singuliers dans le développement
du produit T'(2")T(z). Pour cela, il est important de réaliser que le tenseur d’énergie-
impulsion n’est pas un opérateur primaire. En fait, le développement du produit T'(2')T(2)
doit étre de la forme :

c/2 2
G- -2

2

T(\T(z) = T(:) + L_z T () + O(1). (1.31)

ZI
Le coefficient du terme (2’ — 2)~2 vient du fait que l'opérateur d’énergie-impulsion T'(z) a
une dimension 2. Le terme en (2’ —z) ™2 est absent par la symétrie z — —2z alors que le terme
en (z' —2z)~* doit étre présent pour que la fonction de corrélation < T'(2")T(z) >ox (2! —2z)~*
soit non nulle.

Le développement (1.31) permet d’introduire le nombre ¢, appelé charge centrale, qui

représente une quantité tres significative et dépend de la théorie spécifique.

En tenant compte du produit (1.31) on trouve :

C
(L, Ln)® = (n —m) Ly + - n(n® — 1)8n1m0- (1.32)

Ces régles de commutation définissent I’algébre de Virasoro [43]. L’étude de ces représentations
joue un role fondamental dans la construction des théories conformes.

On consideére la transformation de paramétrisation d’une fonction scalaire :

Il est immédiat de vérifier que ’algebre classique des modes I, = —2""1d/dz définissant la

variation d’une fonction f(z),

5f(2) = a(2)0:£(2) = Y _ anlnf(2), (1.33)
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correspond a ’algebre de Virasoro avec ¢ = 0.

La charge centrale revét donc un role purement quantique, étant une sorte d’énergie de
point zéro engendrée par les fluctuations quantiques. Son importance en mécanique statis-
tique peut étre mieux comprise en considérant un systéme défini sur une bande de largeur
L et de longueur infinie avec des conditions de bord ciclyques : ’énergie libre f(L) par unité

de longueur est donnée par [44, 45] :

cm _
F(L) = f(o0) = 57 +O(L7?), (1.34)
ou on suppose 3 o« 1/T = 1. Cette relation, qui est ’analogue de leffet Casimir en

électrodynamique quantique, est treés importante dans ’étude des effets de taille finie dans

les systemes statistiques et dans les simulations numériques.

1.3 Représentation de 1’algebre de Virasoro.

Dans la section précédente, on a dérivé la structure algébrique associée a l'invariance
conforme d’une théorie bidimensionnelle. La recherche des solutions exactes pour ce type
de théorie quantique des champs se traduit dans I’étude des représentations possibles de
I’algebre de Virasoro.

Je veux souligner que jusqu’ici on a supposé la présence de la seule invariance conforme.
Dans la suite, on parlera des théories conformes qui possedent des symétries additionnelles,
c’est & dire des symétries qui s’ajoutent & la symétrie conforme. Dans ce cas la structure

algébrique, qui contient comme sous structure la structure de Virasoro, est bien plus riche.

1.3.1 Modules de Verma.

Dans la section précédente on a montré que tous les opérateurs locaux qui apparaissent
dans la théorie sont obtenus en appliquant les modes L, avec n < 0, aux champs primaires
®A. L’ensemble complet des champs locaux s’organise donc dans des ”familles conformes”
[®A], chacune contenant les champs de la forme Q(A_"l’_m"" T = L e “L_p, ®A.

Comme :

Lo®a = A®a

L,dxn = 0, n>0, (1.35)

Pensemble des opérateurs [®a] constitue la représentation de plus haut poids A de l’algebre

de Virasoro, @ étant le vecteur de plus haut poids. Il est facile de voir, en utilisant la regle
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1,-n2,,—ny)

de commutation des modes L,, que l'opérateur descendant <I>(A_" est propre par

rapport au mode Ly :

LOQ(Afnl,fnZ---,fm) — (N +A)(I)(Afnl,fn2,---,fm)
l
N = > n. (1.36)
i=1
On dira que @(A_"l’_m"" "™ et un état descendant qui apparait au niveau N du module de

® . Cette structure est appelée, dans le jargon de la théorie des représentations, le module
de Verma de ’algebre de Virasoro.

En général, pour des valeurs quelconques de A et ¢, tous les opérateurs dans le mo-
dules sont indépendants et la représentation [®a] est irréductible. La question, centrale
dans la théorie des représentations, est alors de comprendre sous quelles conditions les
représentations deviennent réductibles. Comme on montre plus loin, cela signifie chercher
pour quelles valeurs de A et ¢ le module [®#a] admet des dégénérescences. Les théories
conformes construites & partir des représentations dégénérées décrivent les systemes statis-
tiques au point critique.

On dit que le module [®A] est dégénéré au niveau N ’il contient un état xn, Loxn =

(N + A)xn, obéissant a I’ équation :
Loxy =0, n>0. (1.37)

L’état x v peut donc étre considéré comme un opérateur primaire formant son propre module
[xn] qui rend la représentation [® ] réductible. Pour obtenir une représentation irréductible,
il faut annuler 1’état singulier xn et le sous module correspondant [xn], [xn] € [®a]; cette
procédure est équivalente & quotienter [®a] par [xn].

On veut montrer ici des exemples explicites des calculs de dégénérescence pour les mo-
dules de Virasoro. Malgré leur simplicité, ils font appel & la méme technique qui sera utilisée
dans la suite dans les cas plus compliqués des théories parafermioniques qui constituent le

corps central de cette these.

1.3.2 Opérateur d’identité.

Sur le niveau N = 1 d’un module de Verma [®a], on trouve seulement 'état x; =
L 1®A = 9.PA. Si on suppose une dégénérescence & ce niveau, alors la condition (1.37)

prend la forme :

Lo(L_1®A) =0, n>0. (1.38)
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En utilisant (1.32) et le fait que ®a est primaire, il est immédiat de vérifier que ces conditions
sont satisfaites si :

LD 1®a =2A8, =0, (1.39)

ce qui donne :
A=0. (1.40)
Cette solution correspond a l'opérateur d’identité I qu’on doit retrouver dans toutes les

théories.

1.3.3 Opérateurs d’énergie fondamentaux.

Au lieu d’imposer la dégénérescence au niveau N = 1, on I'impose au niveau suivant,

N = 2. Sur ce niveau on a deux états indépendants :
L% ®n, L »®A. (1.41)
On en cherche donc une combinaison linéaire,
X2 = L? @ +al_»®4, (1.42)
avec ¢ comme parametre, qui obéisse aux conditions :
L,x2=0, n>0. (1.43)
Par l’algébre de Virasoro, il suffit que x2 soit annulé par L, et Ly :

Lii(I2®a+al_s) = 0

Lio(L?,®a +al_5) = 0 (1.44)

En utilisant encore les commutations (1.32), on trouve deux solutions A pour le systéme

d’équations ci-dessus :
5—c (¢ —1)(c— 25)
Ay = + 14
=716 16 (1.45)

Ces solutions correspondent aux dimensions des opérateurs d’énergie fondamentaux, c’est
a dire les opérateurs d’énergie qui présentent des états singuliers dans les niveaux les plus

hauts.

1.3.4 Formule de Kac.

L’approche générale au probleme des dégénérescences des modules de Virasoro a été

analysée par Kac [46, 47] : la dimension d’un opérateur primaire dont le module est dégénéré
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au niveau N est donnée par la formule :

(a-m+ayn)? — (a_ +0y)®

Apn = . , (1.46)
ol
ay = aty/ai+1l, a_ay=-1
c = 1-—24a3, (1.47)

et n,m sont des entiers positifs tels que N = nm. Pour simplifier la notation, on indique

®A,... = ®m,n. L’équation (1.46) est appelée formule de Kac. Pour N =1 (m = n = 1)

et pour N =2 (m = 2,n=1et m = 1,n = 2) on retrouve respectivement ’opérateur

d’identité et les résultats (1.45) ot Ay = A1 o et AL = Ay ;.

1.4 Modéles minimaux.

Un des objectifs fondamentaux des théories conformes, nécessaire pour calculer les fonc-
tions de corrélation de la théorie, est la connaissance de ’algebre des opérateurs primaires.

La forme générale de cette algebre est donnée par le développement :

®,(2,2)®2(0,0) = %13% [<1>p + 2B VL 1@, + 22(B5 VL2 8, + B DL 5®,) -
’ (1.48)
o1 A1, Ay et A, sont respectivement les dimensions des champs primaires ®; et ®5 et ®,,.
Le produit de deux champs primaires se décompose dans une somme des blocs conformes
associés aux contributions des champs du module irréductible [®,]. Tous les coefficients ,8,(,")
dans chaque bloc conforme sont univoquement déterminés par I’invariance conforme [38].
Les seules quantités inconnues sont les coefficients numériques DY, qui déterminent le poids
relatif avec lequel chaque bloc conforme est présent dans le développement du produit. Pour
déterminer les coefficients D7, il faut faire appel & une réalisation spécifique de la théorie
conforme pour laquelle on sait calculer les fonctions de corrélations. Comme on discutera
dans les prochaines sections, la réalisation du gaz de Coulomb a permis les calculs de ces
coefficients.
La construction de la premieére série de solutions exactes pour des modeles conformes est
basée sur I’observation que pour
o2 = p'/p, (1.49)
avec p,p’ des entiers positifs, Palgébre des opérateurs se ferme sur un nombre fini de

représentations [®,, ,] appartenant au tableau fini :

1<m<yp -1, 1<n<p-1 (1.50)
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Les opérateurs qui se trouvent au dehors de ce tableau ne participent pas a l’algebre des
opérateurs dans ce tableau car les coefficients de I'algebre correspondante sont nuls. Ces
opérateurs sont donc découplés et la théorie contient un nombre fini de modules. Les modeles
caractérisés par une charge centrale

6(p' — p)?

c=1- -
pp

: (1.51)

sont appelés minimaux et sont usuellement indiqués comme M (p', p).

En général, les théories minimales (1.51) ne sont pas unitaires et elles contiennent des
états, primaires ou descendants, dont la norme est négative. Parmi les modeles minimaux on
peut extraire une série principale de modeéles unitaires [48] qui correspondent & une charge
centrale donnée par p' =p+1:

6

Les modeles minimaux unitaires de charge centrale donnée par (1.52) sont usuellement
indiqués comme M.

Pour donner un exemple du contenu de ces modeles et de leur application & la physique
statistique, on va reproduire ci-dessous le spectre des théories M3 et M5 qui ont été respec-
tivement identifiés avec les points critiques du modele d’Ising [41] et du modele de Potts &

trois états [49, 50].

Théorie M3 : modele d’Ising.

Le modele d’Ising revét encore aujourd’hui un role tres important dans 1’étude des
modeles statistiques. En effet, d’une part il est utilisé dans de nombreux probleémes de phy-
sique statistique (gaz sur réseau, fluides binaires, S-verre, etc.. ), de lautre c’est le modele
le plus simple pour étudier les phénomenes critiques. Il peut étre considéré comme ”’atome
d’hydrogene” des systemes statistiques.

En associant a chaque site ¢ d’un réseau carré une variable de spin o; qui peut prendre
deux valeurs, ; = 1, la fonction de partition du modele est donnée par :

Z(B) = Z exp(—f Z 0i0j), (1.53)
{o==£1} <ij>
avec = J/T défini comme le rapport entre la constante de couplage J des spins premiers
voisins (indiqués avec la notation < ij >) et la température T'. La somme est faite sur toutes
les configurations de spins {o = £1}.

Ce modele présente une transition du deuxieme ordre pour 8. = 1/21n(1 + +/2). Dans la

limite continue, le modele d’Ising critique est décrit par le modele M3 avec charge centrale

c=1/2.
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F1G. 1.1 — Grille conforme du modele d’Ising. Les opérateurs associés par la transformation

Zs, voir éq.(1.57), sont identiques.

La grille d’opérateurs avec leur dimensions est montrée en fig.(1.1). Elle ne contient que
trois opérateurs : I'identité I, opérateur de spin o(z) (qui remplace le spin o; sur réseau) et
lopérateur de densité d’énergie € (qui correspond au produit entre spins ¢;0; premiers voisins
sur le réseau). En utilisant les relations suivantes entre exposants critiques et dimensions

des opérateurs :
1 2 —4A, 2A,
V= a= o B= o,
2 —2A, 2 —2A, 2-2A,

ontrouve v =1, a = 0 et § = 1/8, qui sont bien les exposants critiques calculés exactement

(1.54)

par Onsager [51].

Les regles de fusion du modele d’Ising sont données par :

oxo = I+e¢
oXeE = O
exe = 1T (1.55)

Modeéle M5 : modeéle de Potts a trois états.
Le modele de Potts & trois états est défini par ’hamiltonien réduit :
Hloi)==J Y b50j J>0 (1.56)
<ig>
ol les variables de spin o;, placées sur le i-éme vertex d’un réseau carré, prennent les valeurs

o; = 0,1,2. Le modele de Potts a trois états a une transition de phase du deuxieéme ordre &
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F1G. 1.2 — On montre une partie de la grille conforme du modele de Potts, ’autre partie
étant obtenue par réflexion Zs 1.57. Dans cette grille on trouve, & part 'opérateur d’énergie
€ et de spin o, les opérateur de désordre R (cfr. section 4.2.3), les champs chiraux W et ¥

qui engendrent respectivement la symétrie W3 (cfr. sectionl.6.1) et Zs (cfr. sectiond.2.3)

la température critique T, donnée par e?/Te =1+ +/3 [52]. Le point critique correspondant
a été identifié avec le modele minimal M; de charge centrale ¢ = 4/5 [49, 50].

Le tableau d’opérateurs, avec leur dimensions, est montré en fig.(1.2). Les opérateurs
®; 1, 1,2 et ®3, correspondent respectivement aux opérateurs d’identité I, d’énergie € et
de spin o. En utilisant les égs.(1.54), on obtient les exposants de la chaleur spécifique et de
la magnétisation :

og:l /B:

1
3 8
Ces valeurs sont bien en accord avec celles trouvées par Baxter en résolvant le modele des
hexagones durs [53] qui appartient & la méme classe d’universalité du modele de Potts.
En plus de € et o, on trouve d’autres opérateurs, montrés dans la fig.(1.2), dont l'in-

terprétation n’est pas aussi immédiate. Ils correspondent & des opérateurs non locaux dont

la réalisation sur le réseau a été introduite par Kadanoff [54, 55]. On peut mieux comprendre



1.5. Méthode du gaz de Coulomb. 29

le réle joué par ces opérateurs dans le contexte d’une théorie parafermionique. Une discussion
détaillée sur ce point sera abordée dans le chapitre quatre.

Pour le moment on se limite a souligner que le modele critique de Potts & trois états est
trés particulier. En fait, la théorie critique qui le décrit correspond & un point de croisement
entre trois séries différentes de théories conformes : la série de modeles minimaux qu’on
vient d’introduire, la série de théorie parafermionique Z3 de Fateev et Zamolodchikov (voir
section 4.2.3) et la série de théories [W Az] (définie en section 3.1).

Les opérateurs affichés dans le tableau (1.2) sont primaires par rapport a ’algébre de
Virasoro. Mais on peut montrer que le spectre de la théorie peut étre réorganisé selon la
représentation de l'algébre WA, (présentée & la fin de ce chapitre) ou d’une algebre, dite
parafermionique, qui réalise de facon explicite la symétrie globale Z3 du modele. Dans la
section (4.2.3) on discutera mieux la classification des champs basée sur la représentation de
I’algebre parafermionique. Par exemple, on trouve que 'opérateur d’énergie ¢, primaire de
Virasoro, est un descendant par rapport a ’algebre parafermionique de ’opérateur de spin
.

Comme derniére observation, on remarque que les tableaux de Kac (1.1) et (1.2) possédent
une symétrie Zy. En générale, pour les modeles minimaux M, on identifie les champs @, »
et @, s tels que :

n=p-n m'=p+1-m. (1.57)

1.5 Meéthode du gaz de Coulomb.

Pour avoir une information compléte d’une théorie il ne suffit pas de déterminer son
spectre, c’est & dire I’ensemble des dimensions des opérateurs primaires qu’elle contient, mais
il faut aussi calculer les fonctions de corrélation et déterminer les valeurs des constantes DY ,
de lalgébre des opérateurs (cfr. éq. (1.48)).

La théorie conforme minimale admet une représentation des champs conformes en termes
d’opérateurs construits & partir d’un champ libre (2, z). Cette représentation se révele tres
efficace pour calculer les fonctions de corrélation des modeles minimaux.

La méthode pour calculer les fonctions de corrélation qui se base sur la représentation
des champs libres est usuellement indiquée comme la méthode du gaz de Coulomb (l'origine

de cette terminologie sera expliquée dans la suite).

1.5.1 Réalisation de la théorie conforme avec ¢ = 1.

On considere d’abord le gaz de Coulomb pour la théorie avec ¢ = 1.
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L’action A[p] de la théorie bidimensionnelle d’un champ libre est :

1
Alp] = o /dde 0,90z, (1.58)

et la fonction de corrélation < ¢(z,Z)p(0,0) >, définie en terme d’une intégrale fonction-

nelle :
J1de] 219 o(z, 2)9(0,0)

<02, 2)0(0,0) >= TGP LIPS, (1.59)
est de la forme :
L
< p(z,2)¢(0,0) >=2In o (1.60)

ol L est un régulateur des divergences infrarouges qui peut étre identifié, par exemple, avec
la taille finie du systeéme. La fonction de corrélation (1.60) ressemble au potentiel électrique
entre deux charges dans un espace bidimensionnel. On peut donc tracer une analogie entre
la représentation du champ libre et la théorie du gaz de Coulomb bidimensionnel (et cela
explique ’emploi du terme ”gaz de Coulomb” pour indiquer cette représentation).

Dans une théorie bidimensionnelle de masse nulle, il y a aussi des divergences ultra-
violettes quand deux opérateurs s’approchent entre eux; il faut donc rajouter aussi un
régulateur a a tres courtes distances. La fonction de corrélation de deux champs au méme

point, < p?(z,Z) > prend la forme [38] :
9, L

Dans la représentation d’un champ libre, aux opérateurs primaires sont associés des
exponentiels de (z, 2) :

Bp, ~ Vy(z,2) = e@?(=7) (1.62)

ot on utilise la notation :: pour indiquer ’ordre normal. On peut montrer que ’ordre normal
dans la définition des opérateurs de vertex permet de supprimer ’apparition du régulateur
a dans les fonctions de corrélation de ces opérateurs[38, 42].

Dans ’analogie avec le gaz de Coulomb, 'opérateur de vertex V,(z, Z) dévient la source
d’une charge a au point (z, z).

Avec la définition (1.62), on trouve pour la fonction & deux points :

< Vul(2,2)Va (0,0) >= 5"’*“'. (1.63)

|2‘,|40¢2

Plus généralement, la fonction & N points devient :

62?’ a;,0

< Vo (a1, 20) = Ve (o, 28) >= || =
i j

i<j

(1.64)
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Le fait que la fonction de corrélation soit non nulle seulement si Eiv a; = 0 (condition de
neutralité des charges) peut étre facilement expliqué en considérant I'invariance de I’action
sous la transformation du champ ¢ — ¢+ const, avec cost une constante quelconque. Du mo-
ment que sous une telle opération la fonction de corrélation acquiert une phase e?¢°nst b @i
la condition de neutralité assure I'invariance des fonctions de corrélations par rapport & cette
transformation.

En comparant le résultat ci-dessus avec ’éq. (1.4), on a :
Ay =A_, =0 (1.65)

On peut remarquer que, dans la représentation du champ libre, chaque opérateur ®a_ est

associé a deux opérateur de vertex, V, et son conjugué V_,, :
A, ~ Vet Vo, (1.66)

Le fait que le méme opérateur peut étre représenté par deux vertex différents signifie que
les fonctions de corrélation admettent plusieurs représentations équivalentes. Ce point sera
mieux expliqué dans la suite quand on va présenter en détail la méthode du calcul des
fonctions de corrélation dans le contexte d’une théorie plus générale. Pour I’instant on se
limite & dire que la représentation la plus simple pour la fonction & deux points < ®ao_Pa, >
est celle donnée par la fonction < V,V_, >.

La partie holomorphe T'(z) de l'opérateur d’énergie-impulsion s’écrit :

T(z) = —i 10,00, : . (1.67)

Il est facile de vérifier, en faisant appel au théoreme de Wick, que le développement du
produit T'(2)V,(0,0) a la forme :

A 1

T(2)Va(0,0) = (z2 + ;8Z)Va(0,0) +0(1). (1.68)

Ce développement confirme le fait que 'opérateur de vertex V, est primaire.

En utilisant encore le théoreme de Wick, on trouve que :

_ 12

<T(z)T(0) > i

(1.69)

En comparant ce résultat avec le développement (1.31) (on rappelle que < T >=< 0T >=

0), on trouve que la charge centrale est ¢ = 1.

1.5.2 Déformation de la théorie ¢ = 1.

La représentation de champ libre, qu’on vient d’exposer, peut étre opportunément déformée

pour décrire des théories conformes avec une charge ¢ < 1.
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On considere la théorie bosonique de tenseur d’énergie-impulsion :
1 ) 5
T(z) = ~1 Opdyp : +iag : 0%y :. (1.70)

Cette forme de T'(z) suit de la modification des conditions aux bords de la théorie de champ
libre, c’est & dire du changement du comportement asymptotique du champ ¢(z, %) pour
(2,2) = oo[42].

Comme on a juste rajouté des termes de bord, la forme de la fonction & deux points
(1.60) ne change pas, ce qui implique :

_1-2403

<T(2)T(0) > i

(1.71)

La charge centrale est donc :

c=1-2407. (1.72)

On peut également se convaincre que 1’ opérateur de vertex V,, demeure un champs

primaire de la théorie avec dimension :
Ay = a? = 2aga. (1.73)

Au lieu de I'invariance des valeurs des dimensions sous la conjugation a = —a, A, = A_4,0n
trouve la symétrie A, = Agq,_o- Dans la théorie conforme modifiée, ce sont les deux
opérateurs de vertex V,, et Vaq, o qui représentent ’opérateur primaire ® 4 . Pour la fonction

de corrélation & deux point, on a

1

= |2[4(e>=2a00) "

< ®a,(2,2)P,(0,0) >=< V,(2,2)Vane—a(0,0) > (1.74)

On peut facilement remarquer que la condition de neutralité de charge n’est pas respectée
pour la fonction < V4 (z,2)Van,—a(0,0) >; cela s’explique en observant que la théorie du
champ libre modifiée, dont le tenseur d’énergie-impulsion a la forme (1.70), correspond & un
gaz de Coulomb avec une charge de ’état de vide —2ay placée a Iinfini.

Les fonctions de corrélation & N points :
<Va1(zl,21)"'VaN(ZN,ZN) > (175)
sont non nulles seulement si les charges des opérateurs satisfont la condition :
N
Zai = 2040. (176)
i

1l suit de I’éq. (1.73) que les opérateurs de vertex Vi = e'®*¥ avec aq = ap £ /a3 + 1

ont un poids conforme A4 = 1. Ces opérateurs sont trés importants dans la technique pour
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calculer les fonctions de corrélation. Leur importance vient du fait que, & cause de leur

dimension, si on rajoute a ’action libre les termes :
Al = Algl = Al + [ (Vi + -V, (1.77)

on préserve I'invariance conforme de la théorie. L’action g[cp] est donc une action conforme
plus générale de A[p] et permet de calculer & priori toutes les fonctions de corrélation de la
théorie conforme minimale.

Les fonctions de corrélation de N opérateurs physiques
< ®y(21,21) - Pn(2N, ZN) > (1.78)
admettent la représentation suivante :
< By (21,71) - Brlzn, 2n) S Vay (21, 21) - - Vay (21, 2w )ed €+ Vetn-V=) 5 = (1.79)

En développant ’exponentiel dans la fonction de corrélation on obtient :

< @1(2’1,21) e 'CDN(zNazN) > ZZ(/‘L+)k(/‘L—)I < Va1 (zla’él) o 'VaN (ZNaéN)(Q-i-)k(Q—)l >,

k=0 =0
(1.80)
ou les opérateurs (), appelés opérateurs d’écran, sont définis par :
Qs = / PV (2,7). (1.81)
Dans (1.80), seulement les termes avec [ et k tels que :
N
ZO‘" + kat +la_ = 2ag. (1.82)

i=1
satisfont la condition de neutralité.

L’insertion des opérateurs d’écran permet de rajouter des charges dans la fonction de
corrélation sans altérer ses propriétés conformes. Ceci explique la possibilité d’avoir plu-
sieurs représentations pour une méme fonction de corrélation. Par exemple, la fonction
< ®a, DA, >, admet deux représentations équivalentes : celle donnée en (1.74) et celle de
la forme :

< (I)Aa (Z, Z)q)Aa (07 0) >=< Va(za Z)Va(oa 0)(Q+)"(Q—)m >, (183)
avec des entiers m et n qui respectent la condition :
20+ moy + na_ = 2ap. (1.84)

La fonction a deux points < ®APA >, qui calcule la projection d’un opérateur ®a sur

lui méme, est non nulle. La condition (1.84) donne une quantification des valeurs de « :

)

1 1
A= Qpm = i(l—n)a++§(1—m)a_. (1.85)
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En utilisant 1’éq.(1.73), on retrouve la formule de Kac (1.46) pour les modéles minimaux :

A = (ayn +a-m)? — (a_ + a+)' (1.86)

QAn . m 3 4

A

1.5.3 Opérateurs d’écrans et résolution de Felder pour la théorie

minimale.

Dans cette section on va montrer en bref comment le résultat (1.85) peut étre obtenu de
facon alternative.

En considérant toujours une réalisation du gaz de Coulomb, on impose que les modules
de Verma associés aux vertex V, (champs primaires) posseédent des sous espaces invariants.

On g’intéresse pour cela & la partie holomorphe de la théorie. Comme les fonctions de

corrélation :
< Val (zla 21) e VaN (zNa ZN) >= H |zi - zj|4aiaj (187)
i<j
se factorisent en une partie holomorphe et une partie antiholomorphe :
< Var (21, 21) -+ - Van (2n, 2v) >= [[ (2 — 2)** % [ [ (2 — 2;)7> %, (1.88)
i<j i<j

on peut considérer seulement la partie holomorphe, par exemple, en posant formellement :

Va(z,2) = Val(2)

< Vi (Zl) - Van (ZN) > = 1—[(2Z — Zj)Zaiaj . (189)

i<j

Dans cette approche, les opérateurs d’écran sont définis par les intégrales de contour :

0= ?fo dz Vi (2). (1.90)

On peut montrer que les opérateurs Q@+ , Ag, = A4 =1, sont invariants sous des transfor-

mations conformes et commutent avec le générateur des transformations conformes T'(z) :
[T'(2),Q+] = 0. (1.91)
L’application de Q)4+ sur un opérateur V, est définie de la facon suivante :
Q+V.(0) = dz Vi (2)Va(0). (1.92)

On applique maintenant n fois I'opérateur Q4 au vertex V,, o, en choisissant oppor-
tunément les n contours pour qu'’ils se ferment dans le plan complexe. L’état ainsi obtenu,

V = (Q+)"Va—na, (0), est par 1’éq.(1.91) un opérateur primaire et appartient au module de
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F16. 1.3 — L’application de I'opérateur d’écran Q% fait projeter I’état Vo, dans le module

V]

I'opérateur de vertex Vi, V' € [V,]. Dans la fig.(1.3), on montre comment I’état Vo_pq, est
projeté dans le module [V, (0)] par 'action des écrans.
Si

Aa—na+ —-Ay=N (193)

avec N entier, ’état V indique alors un état singulier dans le module de V,,. Il en suit la

condition générale pour que le module d’un vertex V,, soit dégénéré :
Aa—na+—ma_ - Aa = N. (194)

En utilisant 1’éq.(1.73), il est immédiat de vérifier que cette condition est satisfaite si a est
de la forme (1.85) et N = nm. Le module de 'opérateur primaire ®,, ,,, représenté par le
vertex V,

On,m

par Kac (1.3.4).

est donc dégénéré au niveau N = nm, ce qui confirme le résultat déja obtenu

Cette construction, connue sous le nom de résolution de Felder pour la théorie minimale
[56], est réalisé assez simplement sur le réseau de Kac.

On reproduit dans la fig.(1.4) le tableau de Kac formé par les opérateurs ®,, , du modele
Ms5. Dans cette figure on montre les différentes domaines : le domaine physique est celui qui
contient I'opérateur d’identité, tandis que les autres sont formés par des opérateurs qui ne
participent pas & l'algébre des opérateur physiques (comme on a déja mentionné avant, les
constantes de structure de I’algébre sont nulles). Ces derniers opérateurs se découplent de
la théorie physique et dans ce sens ils peuvent étre considéré comme des ”fantomes”.

Les réflexions, indiquées dans la figure par des fleches, lient un opérateur dans le domaine
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m
AT ] 5 o “

4

3|0
4

1 | | €

-9 -8 -7 -6 -4 -3 -2 -1 1 2} 3 4 6 718 9 n
Domaines fantomes Domaine physique ~ Domaines fantomes

F1G. 1.4 — On montre les différents domaines de la théorie M5 et la positionne des opérateur
d’identité I, d’énergie € et de spin o. Les réflexions sur le tableau de Kac sont indiquées par

des fleches.

physique @, ,, (1 <n <p—1etl<m < p) au fantéme @, _,, (@), Le module (@0, —m]
représente le sous espace invariant qui a été factorisé dans le module [®, ,]. Il est immédiat
de vérifier que :

Ap—m — Ay =nm, (1.95)

ce qui est consistant avec le fait que I'opérateur ®,, ,, est dégénéré au niveau N = nm.

L’opérateur ®1 _,, présente, & son tour, des vecteurs singuliers dans son module. En fait,
en utilisant I'identification ®1 _p, = ®p_1 pr14+m (cfr. éq. (1.57)), on sait qu’il est dégénéré
au niveau N = (p — 1)(p + 1 + m), ce qui est confirmé encore une fois par la méthode des
réflexions :

Ap 1, p1-m—Bp1pritm = (P—-1D@+1-m). (1.96)

En général donc, chaque module des modéles minimales est a 1’origine d’une série infinie
d’inclusions de sous espace invariantes (voir fig. (1.5)).

Dans le quatriéme et cinquiéme chapitre, nous ferons souvent appel & ces propriétés du
gaz de Coulomb pour déterminer la forme compléte de la formule de Kac pour une nouvelle

série de théories conformes.

(@) On se limite & considérer les réflexions du coté a_ .Les propriétés qu’on présente ici sont les mémes
lorsqu’on échange les index relatifs a la partie a— avec ceux relatifs a la partie a4.. Les considérations qui
suivent s’appliquent également aux opérateurs ®,, m et ®m n (par exemple les deux sont également dégénérés

au niveau N = nm).
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P2
P75

F1G. 1.5 — On montre la chaine des inclusions correspondant aux réflexions de la fig.(1.4).

1.6 Théories conformes étendues.

Les modeéles minimaux ne décrivent pas toutes les classes d’universalités des systémes
statistiques bidimensionnelles. On peut construire des solutions conformes différentes des
celles qu’on vient d’exposer. Elles possédent, en plus de I'invariance conforme, des symétries
additionnelles engendrées par d’autres courants conservés[57]. Les théories conformes qu’on
connait aujourd’hui peuvent se classer de la facon suivante :

— Modeles de Wess, Zumino, Witten, Nobikov [58, 59, 60] : théories conformes qui
possedent une symétrie de Lie G. Elles sont construites sur des algebres chirales, dites
de Kac-Moody, formées par des courants conservés J*, a =1,--- ,dim(G), de dimen-
sion Ay = 1.

— Théories superconformes :

— N =1 : L’algebre chirale contient, en plus de 'opérateur d’énergie-impulsion 7'(z),
un opérateur chiral G(z) de dimension 3/2[61, 62, 63]. Cette algebre réalise la
symétrie discrete Z,.

- N = 2 [20, 64, 65, 66] : La symétrie est engendrée par quatre opérateurs locaux
qui sont le tenseur d’énergie-impulsion T'(z) et les courants S(z), ST(z) et J(z) de
dimension respective Ag = Ag+ =3/2et Ay =1.

— Théories parafermioniques[19] : elles sont basées sur des algebres de courants non-
locaux qui réalisent les symétries discretes Zn (nous discuterons en détail ces théories

dans le quatrieme chapitre).
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— Théories W [67] : Elles possedent, en plus de la symétrie conforme (associée a 'opérateur
T(z), de dimension 2), les symétries engendrées par des courants conservées W,(z) de
spin A, = 3,4, - plus grand que 2. Dans le troisieme chapitre, on considére une série
particuliere de ces modeles; ci-dessous on donne un exemple de ces algebres.

On veut montrer un exemple explicite d’algebre chirale sur laquelle on peut baser une

théorie conforme étendue. On a choisi de présenter ici I’algebre W3 car cet exemple non seule-
ment donne une idée de la structure des algebres étendues mais aussi est assez représentatif

des algebres W dont nous allons considéré dans le troisieme chapitre une série particuliere .

1.6.1 Algebre Ws.

L’opérateur d’énergie-impulsion T'(z) et le champ chiral W(z) de dimension Aw = 3
sont les générateurs de symétrie.
L’algebre est completement définie en donnant les parties singuliers du développement

des produits des opérateurs suivants :

TETE) = o o/ i,)4 G _22,)2 () + ﬁT(z’)+ o) (197
TEW(E) = —=om W) + s (OW)E) + 0) (1.98)
W)W (') = @ c_/i/)e + B _221)4T(z') + ﬁ(BT)(z') +

+ﬁ (13—0(82T) (=) + 2b2A(z')) +
ﬁ (%(83T)(z') + b2(6A)(z’)) . (1.99)
Dans toutes ces équations, ¢ est la charge centrale de l’algebre de Virasoro (1.97) et b est
défini par :
b= 221f5c '

Enfin, le champ A(z) correspond au carré régularisé de T'(2) :
AQ) =: T2(z) = T%(2) — 1%(62T)(z) .

Le développement (1.98) viens du fait que le champ W (z) est primaire par rapport & l’algebre
de Virasoro. En effet, si 'opérateur W (z) était le descendant d’un autre opérateur, alors ce
dernier devrait lui aussi participer a 1’algebre chirale.

Enfin, on peut remarquer qu’il n’y a pas d’autres champs, & part les descendants de
l'identité, qui apparaissaient dans le développement (1.99). Donc lalgebre se ferme.

Un point trés important est que algebre (1.97)-(1.99) est associative pour chaque valeur

de la charge centrale. De facon pareille au cas de Virasoro, cette algebre est a ’origine d’une
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série unitaire de modeles dont le spectre est déterminé en imposant la dégénérescence des
représentations.

Dans le chapitre prochain je vais introduire le probleme des systéeme désordonnés et
expliquer comment on peut les étudier & I’aide des théories conformes perturbées. En plus
je présente de fagon générale les techniques (calcul de groupe de renormalisation, théoréme
¢ de Zamolodchikov,...) que nous avons utilisé pour traiter le probléme d’un modele W D3

désordonné.
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Chapitre 2

Systemes désordonnés et

théories conformes perturbées.

2.1 Désordre gelé et méthode des répliques.

Dans la plupart des situations physiques, les défauts ont un temps de relaxation beaucoup
plus grande que celui des degrés de liberté du systéeme pur. En considérant un réseau de
spin avec des impuretés non magnétiques, les positions spatiales des impuretés peuvent étre
considérées comme gelées par rapport aux orientations des spins. La fonction de partition

d’un systéme de spins, pour une distribution {m} des impuretés donnée, est donc :

Z({m}) = Z e~ H{s}{m})
{s}

ou la somme est faite sur les configurations de spins {s} et H({s},{m}) est 'hamiltonien
qui définit le modele.

On suppose maintenant que ce systeme est suffisament grand pour étre divisé en plu-
sieurs sous-systémes macroscopiques, chacun caractérisé par une certain distribution {m}.
En négligeant les effets de surface, ’énergie libre totale est la somme des énergies libres de
chaque sous systeme : il est facile ainsi de comprendre que, dans la limite thermodynamique,

I'énergie libre est obtenue en moyennant sur le désordre[68] :

F

Y P{m})F({m})
{m}
F({m}) = —In(Z({m})),

ou P({m}) est la distribution de probabilité associée & une certaine configuration {m}.

41
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11 s’avere qu’un calcul direct de F est hors de portée. Une méthode tres utilisée pour
traiter ce probleme est basée sur l'identité mathématique :
ZN —1

2 = i, S

L’idée est celle de moyenner sur le désordre le systéme des N répliques, ZV, et considérer
ensuite la limite N — 0[69].

Cette méthode, appelée méthode des répliques, peut donner des pathologies dans la limite
N — 0 ou une brisure spontanée de la symétrie des répliques peut apparaitre. La question
de 'applicabilité de cette méthode est donc tres délicate. Ici je me limite de dire que, au
moins pour les modeles désordonnés qu’on va considérer, la brisure de symétrie des répliques
ne se produit pas et la limite N — 0 donne des résultats corrects. Je mentionne & ce propos
larticle [70] ou le modele de Potts désordonné a été étudié a travers un calcul du groupe
de renormalisation dans les hypotheéses d’une brisure spontanée ou d’une conservation de la
symétrie des répliques . La comparaison entre les prédictions analytiques ainsi obtenues et
les résultats d’une simulation numerique ont permis d’exclure le scénario d’une brisure de

la symétrie des répliques.

2.2 Théories conformes perturbées et groupe de renor-
malisation.

On suppose que le point critique d’un systéme pur soit décrit par une certaine théorie
conforme décrite par une action Ag. L’introduction d’un désordre couplé 4 la densité d’énergie

€(z) peut s’exprimer par action :
A=Ay + Agey = Ag + / Por(@)e(), 2.1)

ou 7(x) ~ J(x) — Jo est la déviation aléatoire par rapport au couplage Jy qui caractérise le

systéme pur. On se restreint au cas ou 7(z) est associé & une distribution gaussienne :

(@) = 70
(r(z) —m)(r(@) —10) = g6 (' —a). (2:2)
La fonction de partition du systéme a donc la forme :
Z = Tr exp{—Ao — / o r(2)e(@)). (2.3)

Pour calculer 1’énergie libre on considere le systéme des N répliques décrit par ’action ZV :

7" =Tr exp{— > Ay — / d7(2) Y ea(2)}, (2.4)
a=1 a=1
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a étant I’indice des répliques. Il est facile de montrer que la moyenne sur le désordre Zm

prend la forme :

Zn =Tr exp{z A(()a) + go Z /dzsc gq(z)ep(x) — To/d2.’1,‘25a($)}. (2.5)
a=1 a=1

a#b=1
Le terme proportionnel a 7y peut étre absorbé a ’aide d’une redéfinition de la température.
On vient donc de montrer que le probléme d’un systeme désordonné peut étre rapporté
a celui de NV théories conformes couplées par leur opérateur d’énergie, avec une constante

de couplage gy correspondante & la largeur de la distribution du désordre :

Sint = a0 [ Y eu(@)es(a). (2.6)

az#b
L’évolution de la constante de couplage go sous une transformation du groupe de renormali-
sation (RG) et le comportement des fonctions de corrélation peuvent étre analysées a l'aide
des techniques déja développées pour traiter les théories conformes perturbées.
En particulier si I'interaction ~ ee est trés peu pertinente, c’est a dire si 1/2 — A, << 1,
alors un calcul de RG est possible en faisant un développement en €. Ici on présente cette

technique dans un cas général [71].

2.3 Calcul RG avec un développement en ¢ : premier
ordre.

On considere une théorie conforme dont I’ action Ag est perturbée par des opérateurs
¢i(z) : .
Al’ert = Z %/ d’z ¢,(IL') (27)
P ™

On suppose que les opérateurs ¢;(x) ont une dimension conforme Ay, = 1—¢;, avec ¢; << 1.
On veut déterminer la renormalisation des constantes de couplage g* en faisant un calcul

perturbatif. Comme d’habitude on développe le terme d’interaction :

24t 2 209 J
e~ Arert = 1 — Z %/ &’z ¢(z) +Z ?290 /dle/dzxz $i(z1)j(e2) +--- . (2.8)
i 2]

Une transformation du RG est composée de deux étapes :
— On inteégre les fluctuations sur une distance d telle que a < d < a’, ot1 a et a' sont les
régulateurs & courte distance respectivement avant et apres 'intégration, a’' = sa avec
s> 1.

— On revient au régulateur du départ a avec une transformation d’échelle z — x/s.
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Les équations du RG sont encodées dans les fonctions §;({gr}) définies comme :

_ 99’

Billg = 5o

(2.9)

Les termes d’ordre zéro des fonctions B;({gr}) correspondent aux valeurs propres de la
transformation du RG. Par analyse dimensionnelle, on peut montrer que leur valeurs sont
égales aux dimensions des constantes g, [gi] = 2 — 2A,, = 2¢;. Les fonctions B;({gx}) &

I’ordre zéro ont alors la forme :
Bi({g*}) = 2eig’ (2.10)
Cette équation nous dit que les ¢; sont des opérateurs (tres peu) pertinents. A ’ordre

suivant, il faut considérer le terme :

269t gl [ .
_90290 /dzwl/ d*zy ¢i(21)pj(x2)- (2.11)
Q a<|zo—z1|<a’

Cette intégrale est dominée par la divergence pour |z; — 2| — 0. Cette divergence est décrite
par l'algebre des opérateurs ¢; :

D,
A+A,—A, bp(22), (2.12)

$i(@1) g (w2) =Y =2
k

2
ol1 les coefficients D}; sont les constantes de 'algebre (cfr. éq(1.48)).

En supposant que tous les opérateurs pertinents ¢, ont une dimension A, = 1 — ¢,

I'intégrale (2.11) donne, par 1’éq.(2.12), la contribution :

4 L
~D, g g nia’/a) [ gy (o) @.13)

Les champs ¢, qui participent & ’algebre des opérateurs de perturbation sont donc produits
par la procédure RG. Parmi ces champs, seul ceux qui sont pertinents, c’est a dire tel
que Ay < 1, vont modifier les équations du RG (ceci explique pourquoi on a négligé les
descendants dans le développement (2.12)). Chaque opérateur pertinent ¢, qui n’apparait
pas parmi les opérateurs de perturbation, doit étre rajouté a 'action A,,;. Ensuite, il faut
s’assurer que l’algebre de I’ensemble élargi des opérateurs de perturbation ne contient pas
d’autres opérateurs pertinents. Ce mécanisme va se produire dans le cas des modeles WDép )
désordonnés qui sont ’objet du chapitre prochain.
Il est maintenant immédiat de calculer les fonctions 3,(g) & une boucle :
5p({gk}) = 2€pgp + Z ij 9'9 +0(g°, €%, --). (2.14)
4,3

Comme on peut le remarquer en observant ce résultat, le calcul de RG & une boucle dépend
uniquement des dimensions des opérateurs de perturbation et des constantes de l’algebre

p
DZ.]..



2.4. Théoréme ¢ de Zamolodchikov. 45

2.4 Théoréme c¢ de Zamolodchikov.

On peut facilement se convaincre que les équations du flux (2.14) admettent un point
fixe ({g*}), B({g%k}) = 0, & une distance de l'ordre € de l'origine (0, - ,0), g¥ ~ €. Naturel-
lement, on suppose que les corrections & ’ordre suivant ne modifient pas significativement
les résultats obtenus a l’ordre d’une boucle.

On est alors dans le cas d’un flux de renormalisation caractérisé par un point fixe ultra-
violet UV en (0, - ,0), et un point fixe infrarouge IR en ({g¥}). Tous les deux correspondent
a des théories conformes. La question qu’on se pose est alors de savoir si la théorie qui décrit
le point fixe UV peut fournir des informations sur la théorie associée au point IR et viceversa.

Un important résultat dans cette direction est le théoréme de Zamolodchikov [72], appelé
aussi théoréme c. Ce théoreéme permet de déterminer une fonction des constantes de cou-
plages c({g*}) qui est non décroissante le long de la trajectoire du flux de renormalisation.
Les valeurs de cette fonction aux points fixes, ¢({g¥}), correspondent aux charges centrales
des théories conformes associées.

On peut montrer que la fonction ¢({g*}) est univoquement déterminée par 1’équation :

%ﬂ}) = —24<0(1,1)0(0,0) >

0(07' o 70) = Co, (215)

ou s est toujours le parametre du flux du RG (¢fr. éq.(2.9)), co est la charge centrale associée
& la théorie critique du point fixe (0,---,0) et ©(z,2) est la trace du tenseur d’énergie-
impulsion. La trace ©(z, z), qui pour une action conforme est nulle, s’exprime en fonction

des champs de perturbation. Pour la perturbation (2.7), on a :
0(z,2) = ) Bi{g"}) i(z, 2). (2.16)

En utilisant 1'éq.(2.16) et le fait que < ¢;(1,1)¢;(0,0) >= 6,5, il est facile de résoudre le

systéme (2.15). On obtient ainsi la fonction ¢({g*}) & 'ordre d’une boucle :
c({g"}) =co— D 2ex(g")> =Y _DF; gk g7 g' +--- (2.17)

k 45,k

On peut facilement constater que la charge centrale c({g¥}) au point fixe IR differe de
celle du point fixe UV ¢y, par une correction négative —A({ex}) de ordre de €3, c({gF}) =
co — A({er}). Le fait que c({gF}) < co s’explique en observant que lintégration sur les
fluctuations & courtes distances cause une perte d’information. Dans la procédure RG, qui
est irréversible, il y a une réduction de nombre du degré de libertés dont la valeur de la

charge centrale dépend.



46

Chapitre 2. Systémes désordonnés et théories conformes perturbées.




Chapitre 3

Théories WDgp ) désordonnés et

modeles couplés.

Dans ce chapitre je considere le probleme de modeles WDép ) désordonnés et le probléeme
annexe de N modeles WDgp ) couplés par leur opérateur d’énergie.

Apres une breve introduction a la classe des théories conformes dites théories W, je
présente le représentation de gaz du Coulomb (cfr. section (1.5)) qui réalise la théorie WDgp ),
Dans cette représentation je montre que ’opérateur d’énergie ¢ a une dimension conforme
A, =1/2—-5/2¢,0ue=1/p.

Dans la limite p >> 1, le probléeme des modeles WDgp ) avec un désordre couplé & la
densité d’énergie peut étre analysé en utilisant un calcul du groupe de renormalisation (RG)
avec un développement en €. Je détermine la limite infrarouge du modele désordonné et je
montre l'existence de deux nouveaux points multicritiques dans le probleme de N théories
couplées. L’intérét pour ces nouveaux points fixes vient du fait que les théories conformes
correspondantes, inconnues, réalisent de fagon non triviale la symétrie permutationelle.

Je détermine ensuite la renormalisation des opérateurs d’énergies et je fais appel au
théoréme de Zamolodchikov (cfr. section 2.4) pour fixer le développement analytique au

premier ordre de la valeur de la charge centrale aux nouveaux points critiques.

3.1 Breéve introduction aux théories W

Dans la section (1.6) nous avons vu que les théories conformes étendues, i.e. celles
possédant des symétries qui s’ajoutent & la symétrie conforme, sont basées sur des algebres

qui englobent celle de Virasoro comme sous algebre. Parmi ces algebres on retrouve ’algebre

47
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superconforme [61, 62, 63], son N = 2 extension [20, 64, 65, 66], les algebres parafermio-
niques (que nous considérerons plus en détail dans les chapitres prochains) et 1’algebre de

Kac-Moody [58, 59, 60].

Une classe de modeles [73, 74, 67, 75] possédent des symétries, dites symétries W, en-
gendrées par des courants locaux {Wy(z)} de spin S = k, avec k > 2 (Wa(z) = T(z)),
qu’ on va mieux spécifier ci-dessous. Les représentations irréductibles des algebres W sont
associées aux algebres simples de Lie A,,_;, B, et D, et sont usuellement indiquées comme
théories [WX], ou X = A,_1,B,,D,[67] . La théorie WA, _; contient n — 1 champs
chiraux {Wj(2)}r=2,... n alors que algébre WD,, (WB,, ) est constituée par la série de
courants {Wag(2), fn(2) }e=1,-,n, OU fn(2) est un champ chiral de dimension Ay = n
(Af = (2n + 1)/2). Les représentations unitaires seront indiquées comme modeles [W X (?)],

p étant 'indice de la série unitaire des modeles minimaux.

Les symétries W ne correspondent & aucune symétrie classique, i.e. elles n’apparaissent
pas au niveau du lagrangien. Cela se réflet par les relations de commutations entre les
modes de Laurent des courants qui ne sont pas linéaires. C’est probablement pour cette
raison que la recherche de modeles statistiques dont le comportement critique est décrit
par les théories [IW X (P)] reste en générale ouverte. Je mentionne ici la série de systeémes
statistiques qui a été construite par les mathématiciens Date, Jimbo, Miwa et Okado [76,
77]. Les dimensions des opérateurs et la valeur de la charge centrale aux points critiques
de ces systémes correspondent 3 celles des modeles [W X (®)]. De plus, certains modeles
WX (p)] peuvent étre associés aux points fixes des systémes statistiques bien connus. Les
théories [W A" 1]], par exemple, coincident avec les théories parafermioniques [Z,] de Fateev
et Zamolodchikov (voir section (4.2)). De méme, les modeles WDE™ et WBE™Y peuvent
étre reliés respectivement aux théories [Zu,] et [Zani2]- Les modeles WD~V et WBE™
de charge centrale ¢ = 1 décrivent des cas particuliers du comportement critique du modele
d’Ashkin-Teller [78]. Enfin, la théorie de Toda affine associée & lalgebre de Lie X peut étre

considérée comme une théorie conforme [WX] perturbée.

Pour des raisons qui seront expliquées plus tard, les modeles [WDép )] = [WA%’D ) ] se
révelent étre des bons “laboratoires” ou considérer les effets d’un désordre présent dans les

couplages d’interaction. Cette théorie sera présentée en détail.
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3.2 Théories WDY et gaz de Coulomb.

On introduit un champ de Bose @(z,2) = @(2) + @(Z) a trois composantes, F(z) =

{¢1(2),v2(2), p3(2)}, dont les fonctions de corrélations sont normalisées de fagon suivante :

< ¢alz,2)pp(, 2") >= 2log Sab

|z —2'|?
L’opérateur d’énergie-impulsion T'(z) dans la représentation du gaz de Coulomb a la forme :

T(z) = —i 1 03(2)0@(2) : +idod*P. (3.1)
Dorénavant, la dépendance enz de @(z, Z) sera considérée implicite.

Le vecteur @y dans (3.1) est lié & la présence d’un opérateur de charge V_»5,(R), placé
a linfini, R — oo.

En plus de lopérateur T'(z) le modele contient dans son algebre chirale deux autres
opérateurs : W5(z), Wy(z). Ces champs chiraux peuvent étre exprimés en termes de po-
lynémes des dérivées des champs {y,(2)}. Le point important est que W3(z) et W4(z) vont
classer tous les opérateurs du modele en termes de primaires ou descendants de ’algebre
chirale. En utilisant les méthodes usuelles et la représentation du gaz de Coulomb, les di-
mensions des opérateurs primaires et les fonctions de corrélation correspondantes peuvent
étre déterminées. Dans ce sens, la théorie conforme WDép ) est définie univoquement.

Dans la représentation du gaz de Coulomb du modele WDép ), il y a trois opérateurs

d’écran de type + et trois de type — :

Vi(z) = Var(z) = €18 8(2)

V. (2) = V- (2) = eida #(2)

ar = oaxé,, (@):P=1 (3.2)

La ”longueur” des opérateurs d’écran ay est fixée en imposant que la dimension de

V.E(z) soit égale & 1. En général, pour un opérateur de vertex
Va(z) = €' (3.3)
la dimension conforme est donnée par :
Az = A(Vy) = @ — 2ddy = o — 2 cos b (3.4)

Ici, © est 'angle entre @y et @. La géométrie des écrans de WDgp ) est telle que 'angle

entre {d,} et @ est le méme, fig. (3.1). En imposant la condition A(V,¥) =1, 0n a:

a2 —2a,a0c080 =1 (3.5)
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o

Fi1c. 3.1 — On montre la géométrie des racines simples de I'algebre de Lie classique Dj.

(@a)1,2 = ax = agcos O £ 4/ak cos© + 1. (3.6)

Les vecteurs unitaires {&,}, montré dans la fig.(3.1), correspondent aux racines simples

de ’algebre de Lie classique D3. L’angle O est fixé par la géométrie. On trouve :

cos © = (3.7

jen)

La formule (3.6) fixe donc les longueurs ay des écrans en fonction de ag seulement. Cela
implique que, dans le modele WDgp ), Porientation des écrans est donnée, et la longueur du
vecteur @ reste I'unique parameétre libre.

Comme généralisation directe de ce qu’on a vu pour le gaz de Coulomb (cfr. section 1.5),

les opérateurs primaires du modele sont représentés par les opérateurs de vertex :
Vs(2) = €702, (3.8)

Les vecteurs E permis sont déterminés par les conditions de dégénérescence de Vﬁ(z) par
rapport & ’algebre chirale. En utilisant la méthode qu’on a mentionné en section (1.5.3), on

trouve que :

3
S 1-—n! 1-—n .
B = Bin 1) (nhymo)(nlyns) = Z ( 5 Co_ + 5 “a+) Da, (3.9)

a=1
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ou les vecteurs {&J,} sont définis par :
(Fa, €) = dap- (3.10)

En utilisant la formule générale (3.4) pour les dimensions des opérateurs de vertex et

’éq.(3.9), on obtient la formule de Kac qui permet de déterminer les dimensions des opérateurs

PIMATSS (m )y ma)(pna) (2) X Vg, (@) s
Ba)? Wq,Wp
Ay 1) (nhons) (nhyng) = ZUQ(nfuna)( 4) + ZZU(nZ;na)U(nZ;nb)% -
a a<b
Wa, Dp
—(ay —}-a,)Zu(n;,na)%. (3.11)
a,b
Dans I’équation précédente, on a défini :
u(n!,ng) =1 —nl)a_ + (1 —ny)ag. (3.12)

Dans une base orthonormale, les vecteurs unitaires {€,} prennent la forme :

1 1 1
&= —(0,-1,1), & =-——=(1,1,0), & =—(-1,1,2). 3.13
Les vecteurs duaux {J,} (cfr. éq.(3.10)), ont comme composantes :
1 1
&1 =v2(0,0,1), @& =-—=(1,1,1), & =—=(=1,1,1). 3.14
En particulier, on peut en déduire les produits scalaires qui apparaissent dans I’éq. (3.11) :
2 1 1
(@, @)= 1 2 % (3.15)
13 3

Comme déja mentionné, ce modele a un seul parametre libre qui peut étre soit la longueur

Qo, soit la charge centrale ¢, donnée par :
c=3—24a3. (3.16)

On peut aussi observer que les longueurs o et a_ respectivement poue les écrans 7+ et

les écrans “-”, a4 sont liées entre elles par les relations suivantes :
ay+a- = 20pcos0
ara. = —1. (3.17)

Comme dans le cas des théories conformes M, on trouve une série de modeles unitaires
si le parametre (a4 )? prend les valeurs discrétes :
_p+1

(ay)? Ta (3.18)
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et donc, pour 1’éq.(3.17),

2 D
a_ )= —— 3.19
(a-)? = 2, (3.19)
oll p=>5,6,--- . Dans la suite, nous considérerons seulement la série unitaire WDgp )

On peut facilement vérifier que la formule de Kac pour les dimensions des opérateurs
primaires est invariante sous la permutation des indices 2 et 3. Cette propriété peut aussi
étre remarquée en observant dans la fig.(3.1) la symétrie sous la réflexion Z, de la géométrie
des vecteurs d’écran {€,}. Cette considération permet de repérer le secteur de singlet comme
le sous ensemble des opérateurs dont les dimensions ne sont pas Z» dégénérées. Par exemple,
les opérateurs {¢(n'1 ml)(l,l)(l,l)} sont des singlets. L’opérateur de dimension la plus petite,

exclusion faite de I'opérateur d’ identité I = @1 1)(1,1)(1,1)(A@,1)(1,1)0,1) = 0), est :

¢ (@)- (3.20)

Il est alors naturel d’identifier 'opérateur d’énergie e(x) du modele & ¢2,1)(1,1)(1,1) (%) :

e(z) = d2,1)(1,1)(1,1) () (3.21)

Dans le cas limite p — oo, la formule de Kac (3.11) donne :

A (p— o0) = % (3.22)
Si on définit :
1
€= P} (3.23)
on trouve finalement pour p fini :
A, = % - ge. (3.24)

3.3 Calcul de groupe de renormalisation au premier ordre.

3.3.1 Action perturbée.

Le point de départ est I’étude de l'effet d’'un désordre couplé & la densité d’énergie e(x)
pour le modéle WDgp).

Comme nous 'avons appris dans la section (2.2), ce probléme peut étre rapporté, via la
méthode des répliques, & celui de N modeles couplés par leur opérateur d’énergie. L’action

que nous considérons est donc la suivante :

A= z A + go z / d’x eq(x)ep (), (3.25)

a#b
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ol gg est la constante de couplage et A(()a) est I'action conforme qui décrit la copie a-éme du
modele WDgp ). Dans la représentation de champ libre, section (3.2), nous avons :

3
Ag = / d?2{8¢(x)d(x) + Z(eﬁﬁ(z) + €8z 9(@)). (3.26)

a=1

L’étude de laction (3.25) permet non seulement d’obtenir des résultats analytiques
concernants les systémes désordonnées, mais aussi d’aborder le probléme, également im-
portant, de N modeles couplés.

Nous avons montré que l'opérateur d’énergie £(x) a une dimension A, = 1/2—5/2¢. Pour
€ << 1 (ou p >> 1) la perturbation [ d?z(ec)(z) est trés peu pertinente : nous pouvons
donc appliquer la technique exposée en section (2.3). Il faut d’abord considérer l’algebre des
opérateurs de perturbation qui, comme nous ’avons vu, fixe completement les résultats du

calcul de groupe de renormalisation (RG) au premier ordre.

3.3.2 La fusion énergie-énergie.

L’ analyse des regles de fusion est largement simplifiée si on dispose de la représentation

du gaz de Coulomb. La fusion entre deux opérateurs :

B(n1,n) (n2,nh) (ngymly) Plma m4 ) (ma,mi) (ma,mi) (3.27)

produit, selon les regles du gaz de Coulomb, un opérateur ¢, 1, NORAIA dans le canal

principal tel que :

B 1) t2,15) (ta,15) = Bna my)(n2,nb) (ns,ny) T Bma,ml) (ma,mh) (ma,mh)- (3.28)

Les autres canaux suivent le principal par des translations réalisées par une combinaison
linéaire des écrans o‘z’((]i), a=1,2,3.

Cette propriété sera beaucoup exploitée aussi dans le cas des théories parafermioniques.

Ici nous la justifions pour le cas particulier du produit £(z)e(0).

Nous étudions la fonction de corrélation & quatre points G(z) = (e(0)e(x)e(1)e(o0)), qui
peut étre décomposée sur la somme des canaux correspondants aux insertions des différents
opérateurs.

Nous définissons, pour simplicité, 3(271)(1,1)(171) = EE, 2@’0—3(271)(1,1)(171) = B}, E(l,l)(Q,l)(z,l) =
6},, et 2dy — 5’(1’1)(2,1)(2’1) = ,6_’:5. Nous pouvons alors écrire, en termes du gaz du Coulomb,

que :

G@)x [ [z OV @V5 (Vg oV )V (Vs @5 )& pad e,
(3.29)
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ou les écrans V,~, définis par les éqgs. (3.2), sont intégrés sur le plan et leur nombre est fixé

par la condition de neutralité de la charge :
2&; +a_ (m1€1 + ma€y + m3é’3) =0, (330)

qui est satisfaite pour m; =2, my =1, mz = 1.
Chaque terme dominant dans la représentation intégrale (3.29) est associé au nombre
particulier ¢, d’écrans V- (pour I’ éq.(3.30) ¢1 < 2, ¢2 <1, g3 < 1) qui approchent ’origine.

Dans cette limite,
V. @Vz ) [TV ™ 2 Vg a5 e @+ (3.31)

I’état intermédiaire du vertex V, Fetar 3. date correspond & un champ primaire qui appar-
tient & ’algebre des opérateur d’énergie.
Parmi les vecteurs {25; +a_ Z‘Zzl Ga€a}, avec g1 = 0,1,2, g = 0,1, et g3 = 0,1, nous

cherchons ceux qui se décomposent dans un nombre positif de {a_ %=

3 3
" . 1—mng
2B:+0- ) quéa = a_ ) 5
a=1 a=1
np, > 1. (3.32)
Dans ce cas 'opérateur de vertex V, Fotar 2. qas. appartient au secteur physique du ta-
o 33 gafa

bleau de Kac et le opérateur primaire correspondant ¢,; ,1y(ny,1)(n},1) apparait dans la fusion
ee. En prenant compte les proprietés de I’algeébre de Lie D3 = Aj, la condition (3.32) est

équivalente & :

ny = 3-2¢+gs+¢q
ny = 1-2¢+q
ny = 1-—2¢3+q. (3.33)

Le systeme (3.33) admet seulement trois solutions qui correspondent & ’opérateur d’iden-
tité (pour ¢; = 2,¢g3 = 1,¢2 = 1), a l'opérateur ¢ = B1,1)(2,1)(2,1) (pour 1 =1,g3 = 0,2 =
0) et a l'opérateur B(3,1)(1,1)(1,1) (pour ¢1 = g2 = g3 =0).

Comme nous verrons en détail plus loin, le schéma RG demande que tous les termes
pertinents, produits par l’interaction énergie-énergie, soient ajoutés a l'action de départ
(3.25). Ensuite, il faut s’assurer que l’algebre de 'ensemble élargi des champs de perturbation
ne contient pas d’autres opérateurs pertinents.

En se servant de la formule de Kac (3.11), nous trouvons A 1y@2,1)(2,1) = 1 — 4€ et

As1)(1,1)(1,1) = 2 : les opérateurs pertinents dans I’algebre des opérateurs d’énergie sont
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donc lidentité (A(1,1)(1,1)(1,1) = 0) et ¢. Le développement du produit e(x)e(0), & part les
termes non pertinents, est donc :

e(x)e(0) = u + DE, o+ (3.34)
- ‘$|4AE |x|4AE—2A¢ ’ :

ot D?_ est la constante de structure associée.

3.4 Renormalisation des constantes de couplage.

Nous venons de montrer que le developpement du produit (O.P.E.) e(x)e(0) contient,
en plus de l'identité, un opérateur pertinent, @1 1)(2,1)(2,1) = ¢, de dimension Ay = 1 — 4e.
Dans le calcul perturbatif au premier ordre, les diagrammes & considérer correspondent donc

aux contractions suivantes :

N N N
D (eat) (@) ) (ecea) () — AN =2)|z —y| ™2 D" (cats) (v) +
a#b c#£d a#b
+4(N = 1)DZ | — y[*> —2A¢Z¢a -+ (3.35)

Par conséquence, le terme pertinent :

N
3 / &2 6o (2) (3.36)

est produit dans le flot du RG. Ceci implique que il faut considérer I’action plus générale :

A= ZA(“>+9 Z/dmea r)es(x) + o Y. /qusa (3.37)

azb
oll \g est la nouvelle constante de couplage.

Le probléme d’un modele WD perturbé seulement par ¢ (go = 0 en (3.37)) a été déja
considéré [67]. Le comportement de ce modele & basses énergies est décrit par la théorie
wDEY,

En répétant ’analyse du produit des opérateurs e, nous avons vérifié que il n’y a pas
d’autres opérateurs pertinents qui sont produits par la procédure RG. Exclusion faite des

termes non pertinents, la structure complete de ’algebre des opérateurs de perturbation est

donc :
I Dg’g
e(z)e(0) ]iA + o] 75, ¢(0) +---
I Ds,

H@P0) = iy + e dO) +

D;,
B)e(0) = TRe(0)+ (3.38)
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A la fin de ce chapitre, nous montrerons comme déterminer les constantes de structure DZ.
et D£¢ en utilisant encore une fois le gaz de Coulomb. Pour le moment, nous donnons les

valeurs que nous avons calculées :

5 8
o — /2 o _ _©
ps = \/;Jr 09, Dy = = +000). (3.39)
Dans la suite, nous nous servons principalement du développement (3.35) et de ceux sui-
vants :
N N N
D (eags) (@)D Galy) — 2DL|w —y| 2> (cass) (v) +---
a#b a=1 a#b
N N N
Y 6a(@) D daly) = Digglz =yl 7?2 guly) +-- (3.40)
a=1 b=1 a=1

La renormalisation des constantes g(r) et A(r), r étant le régulateur & courtes distances,
est encodée dans les fonctions § correspondantes. Ces fonctions peuvent étre déterminées
facilement & ’aide de la méthode que nous avons présenté dans le chapitre précédent (cfr.

section (2.3)). A partir des éqs.(3.35)-(3.40), nous trouvons :

9g(r
By = alff(,,)) = (2-4A.)g— (N —2)g> —4D%\g
_ OX(r) _ Dg¢2 N-1 6 2

Dans I’équation ci-dessus, les constantes de couplages ont été redéfinies, g — g/4m et A —

A/2m.

3.5 Point fixes et flot du groupe de renormalisation.

3.5.1 WD désordonné.

Nous allons d’abord étudier les propriétés des éqgs.(3.41) pour N — 0, i.e. dans le cas
d’un systéeme désordonné.

Dans cette limite, la fonction 8 devient :

5
10eg + 29° — 2\/;)\9

4 1 /5.
,8)\ = 86)\ - ﬁ)\Q + 5\/;92 (342)

Le flot de renormalisation, qui est engendré par le systéme des éqgs. (3.42), posséde deux

By

points stationnaires (g«, A«), tels que B4(g«, Ax) = Ba(gx, Ax) =0 :
— le point trivial (0,0), qui représente le modele WDép ) pur.
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0.008

IR-fixed point—/

0.006

Y
9o =-0.004

0.002

-0.004 -0.003 -0.002 0.001

F1G. 3.2 — On montre le flot de la constante de couplage pour le modele W D3 désordonné.

— le point

A =2V15e, g4=0, (3.43)

qui a déja été étudié en [67]. La théorie conforme associée & ce point est décrite par le
modele WDgp_l) pur.
Il facile de vérifier que origine (0,0) est un point répulsif pour le flot alors que le point
(3.43) est stable dans toutes les directions.

Nous considérons maintenant, comme conditions initiales (c.i.), A\g = 0 et —1 << go < 0.
Ces c.i. correspondent justement au modele WDép ) faiblement désordonné : on rappelle en
effet que la valeur —gg est proportionnelle 4 la largeur de la distribution associée au désordre.

En supposant que les corrections d’ordres suivants ne modifient pas le comportement du
flot preés des points fixes, le systéme est alors conduit vers le point (3.43), comme il apparait
dans les simulations numériques montrées en figure (3.2).

Nous pouvons ainsi conclure que ’addition d’un faible désordre couplé a la densité

d’énergie mene le modele WD vers le modele W DY~ pur.
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3.5.2 N modeles WDY couplés.

Nous considérons maintenant le cas N > 2. Les fonctions g ont la forme :

B, = lOeg—(N—2)92—2\/§)\g
4 N-1 /5
= A——AQ——\/j Z, 44

En plus du point (3.43), qui reste un point d’attraction du flot du RG car les valeurs propres

correspondantes ne dépendent pas de NV, deux nouveaux points fixes apparaissent :

W_islio(vea/— 8 W _10/—08 4

» 5( ( Wa—izen)® % 0 y—1ren=e (345)

M = VB (14 (N =2y e, g =10 " e (3.46)
N—1+6N%)° N—1+6N°

Les points stationnaires (3.45) et (3.46) constituent des nceuds du flot et ils peuvent étre
atteints seulement si on choisit correctement les conditions initiales.

Les principales caractéristiques du flot du RG sont montrées dans la fig. (3.3).

Pour Ay = 0 et gg # 0, le systéme s’éloigne des points fixes vers un régime massif ou vers
un autre point fixe qui ne peut pas étre repéré par un calcul perturbatif.

Nous ouvrons ici une bréve parenthese. Les cas particulier N = 2, avec Ag = 0 et go # 0,
a été déja considéré en [79]. Les auteurs de cet article ont prouvé que la théorie wDP)
perturbée par le terme [ e¢ est intégrable. Pourtant, nous voulons souligner que, selon notre
analyse RG, il faut ajouter le terme [ ¢ pour rendre la théorie renormalisable. La question
est alors de savoir si la présence de la deuxieme perturbation modifie ou pas l'intégrabilité de
la théorie. Ce mécanisme ne se produit pas, par exemple, si on couple deux modeles M, : ce
modele, étudié en détail dans [80], se révele étre aussi intégrable [79]. Dans ce cas , ’action
originale avec la perturbation [ ee est stable par rapport & la transformation sous le RG.

En revenant & I’étude du flot du RG dans la région A > 0 et 4 l’ordre e , A ~ €, le systeme
(3.44) admet deux solutions, g4 (A) > 0 et g_(\) < 0, qui sont attirées respectivement par
les nceuds (3.45) et (3.46); si Ag > 0 et g (Ao) < go < g+(Xo), les valeurs des couplages
sont menées au point (3.43) et la théorie est donc décrite dans la limite infrarouge par N
modeles WD découplés.

Comme on peut remarquer dans la fig.(3.3), le flot n’est pas symétrique par rapport &
l'axe A, d’ou la différence entre les valeurs de la charge centrale aux points (3.45) et (3.46)
que nous déterminons plus loin. Cela est di au fait que, pour g < 0, le systeme de N modeles

peut choisir une configuration “ferromagnétique” alors que, pour g > 0, le couplage entre
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IR-fixed point——

A >0
0 T
g-(Ap)<gp<O

Node point (2)
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T T
0.002 0.003

)\020
g, >0

Fi1G. 3.3 — Flot de renormalisation pour le systeme de N théories W D3 couplées.
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les modeles est toujours frustré. Pour N = 2, quand il n’y a pas de frustration, on retrouve
la symétrie g — —g.

Nous nous concentrons maintenant sur l'importance des points fixes (3.45) et (3.46),
pour lesquels g, # 0 : dans ces points, les N modeles restent couplés. Nous nous attendons
alors a ce que les théorie conformes correspondantes réalisent la symétrie de permutation de
facon non triviale. Cette symétrie doit se manifester au niveau des fonctions de corrélations

ou bien au niveau du spectre de la théorie.

Dans les prochaines sections nous allons déterminer, par calcul perturbatif, la renorma-
lisation des opérateurs d’énergie aux nouveaux points fixes. Les résultats que nous obtenons
confirment le fait que les opérateurs des nouvelles théories conformes s’organisent selon les

représentations de la symétrie permutationelle.

Comme déja discuté dans l'introduction, le modele WDgp ) permet d’avoir acces au
développement analytique en € des dimensions des opérateurs d’énergie de ces théories ainsi

qu’a la charge centrale .

3.5.3 Renormalisation des opérateurs d’énergie.

Pour déterminer D'effet de la perturbation sur les opérateurs d’énergie, nous avons besoin
d’étudier les opérateurs d’énergie renormalisés €/, qu’on peut exprimer via la matrice N x N

[Zs]ab :

DY AN (3.47)
b

Comme d’habitude, nous suivons la procédure du RG : nous prenons en compte les
contributions des différents diagrammes et écrivons les quantités "nues” en termes de celles
renormalisées. Pour déterminer & l'ordre d’une boucle la matrice vop = din[Z]qp/dln(r), il

est suffisant de considérer les développements suivants :

N N
Z (Eaf‘:b) (x)gc(y) - 2|£L' - y|—2+2(2n—1)e Zea(y) +--
aF#b a#c
N
D da(@)ecly) = DY |z —y|TPH e (y) + - (3.48)

Les exposants critiques associés aux points fixes (g«, A«) sont donnés par les valeurs propres
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de la matrice de dimension Agp = A ap — Yab (g5, A+) qui a la forme :

Ag, + D?¢/\* 9= 9= o g«
g* A52 + qui)\* g* ° ° g*
* * A + Dd) )\* * ° *
Ay = g g e T DgA g g (3.49)
G«

La combinaison symétrique e, = €1 + €2 + ... +en et celle antisymétrique ,, = €1 — €2
, €ay = €2 — £3... représentent les vecteurs propres de la matrice (3.49). Les dimensions
correspondantes sont :
Ac (g, M) = Ao+ D§¢)‘* + (N —1)g.

A (90A) = A, =...= Ao+ DA — gu. (3.50)

Ea2

Aux points fixes (3.45) et (3.46), qu’on indique comme (gﬁl),)\ﬁl)) et (gf),)\g)), on a:

AD® A 45 (1 £ N, /#MNJ e (3.51)
6
AS}’@) = A.+5 (1 F N,y /m> €, (3.52)

= A, . (g2

Le spectre des dimensions, dans le secteur d’énergie, se décompose donc dans la représentation

ot AL, = A, (g8 A1) et AL,
de singlet, €5, et de doublet, ,, par rapport a la symétrie de permutation. Ce résultat
confirme ’hypothese que les théories conformes décrivant les points critiques (3.45) et (3.46)

sont des représentations non triviales du groupe de permutation.

3.5.4 Détermination des charges centrales.

Dans la section précédente, nous avons montré que le flot du RG, associé au systeme
désordonné (N = 0) et aux systeémes couplés (N > 2), admet des points fixes non triviaux.

Nous allons calculer les charges centrales relatives & ’aide du théoréme ¢, que j’ai énonce
en section (2.4) : je rappelle ici que ce théoréme permet d’écrire la fonction des constantes
de couplage, c(g,A), dont les valeurs c(g«, A«) sont égales & celles des charges centrales des
théories correspondant aux points fixes (g«, Ax).

La trace ©(z) du tenseur d’énergie-impulsion est proportionnelle aux termes de pertur-

bation de la théorie. A partir de I’action (3.37), nous trouvons :

o) =23 cuwa@) + 23 pula). (3.53)
aF#b c
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Dans (3.53), nous avons pris en compte le changement de la normalisation des couplages
g — g/4m et A = A/2m.

En indiquant comme cpyr et < ©(0)O(1) > la charge centrale du modele non perturbé
et la fonction de corrélation a deux points du champ 0, la fonction ¢(g, \) est univoquement

déterminée par les équations [72] :

5, 6c(agg, N, s acg&%) =24 < 0(0)O(1) >
¢(0,0) = cpure o

En utilisant les relations

>3 <ea(Des(1ec(0)ea(0) >= 2N (N — 1)

a#b c#£d

N N

Y3 < ec(0)ea(0)a(1) >=0

c#d a=1

N N

DD < a(1)gh(0) >= N, (3.55)
a=1 bh=1

dans ’équation (3.54), il est facile de vérifier que la fonction :

N—1)(N -2 D¢
C(ga A) = Cpure_N (gAsegz + 3A¢6A2 — ( )( )93 — Z’d’ )\3 _ Z(N _ 1)DgngA

(3.56)
est solution du systéme (3.54).

La fonction (3.56) a été obtenue pour un systéme de N modeles WDép ). En définissant
c(WDP) la charge centrale du modele WD [67] :

(WD) =3 (1 - %) , (3.57)

nous avons alors cpy, = N c(WDgp )).

Modeéle WD) désordonns.

Nous pouvons nous servir de I’éq.(3.56) pour calculer la charge centrale c4.s du modele
désordonné au point fixe infrarouge. Pour faire cela, nous normalisons d’abord la fonction
¢(g, ) par N et puis nous considérons la limite N — 0. En termes des répliques, en effet,
ceci est la facon de faire la limite pour obtenir I’énergie libre.

En utilisant les valeurs des constantes (3.39), la valeur de la charge centrale c4es que

nous obtenons vaut :

= (WD) — 12063 ~ c(WDP™V) (3.58)
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F1G. 3.4 — Variation de la fonction ¢(g(£), A(£)), définie dans 1’éq. (3.56), le long d’un flot

de renormalisation qui passe & cote du point (3.45).

Ce résultat confirme ce que nous avons déja annoncé dans la section précédente : le
comportement critique du modele WDgp ) auquel on a rajouté un désordre couplé a la densité

d’énergie est décrit par un modele WDg” -b pur.

N modeéles WDép) couplés.

La charge centrale cqoup au point fixe (3.43) est ceoupr. = ¢(0,2v/15¢) = N c(WDgp 71)),

c’est & dire la théorie critique IR est formée par N modeles WDgp -b découplés.

Plus intéressant est le calcul des charges centrale ¢; et ¢ aux nouveaux point fixes

(3.45)-(3.46) :

~ (p) 6
C12 = NC(WD3P ) - N [60 (1 + (N — 2) m)] 63. (359)

Dans la fig.(3.4), nous avons montré comme la fonction ¢(g,A) (cfr. éq. (3.56)) varie
le long d’un flot de renormalisation qui passe & c6té du point (3.45). La fonction ¢(§) =
c(9(€), M(€)) a comme asymptote la valeur ccoupi- Le plateau qu’on peut remarquer dans la

figure correspond & la valeur ¢; de la charge centrale de la théorie au point fixe (3.45).

Les résultats analytiques (3.51)-(3.52) et (3.59) sont les premiers qui concernent une
nouvelle série de théories conformes qui présentent une représentation non triviale de la

symétrie de permutation.
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3.6 Calcul des constantes de structure D?. et Df;¢ pour
le modele WD,

Nous calculons ici les constantes de structure qui apparaissent dans ’analyse RG. Bien
que ceci soit un sujet un peu technique, nous estimons intéressant de montrer comme on peut
utiliser la représentation du gaz de Coulomb pour extraire des informations sur le modele
WDép ). La méthode que nous allons présenter est, en effet, tout a fait générale.

Les constantes de structure DY, et D£¢ peuvent étre déterminées & partir des fonctions

a trois points du modele WDgp ) non perturbé :

D, = (e(0)e(1)$(0))
DY, = ($(0)p(1)$(c0)) (3.60)

Pour se servir du gaz de Coulomb, nous devons tenir en compte que les opérateurs de
vertex Vﬁs’ Vﬁa’ V5¢ et V5$ peuvent acquérir des facteurs non triviaux N, Ng, Ny et Ny
tels que [49, 50, 38] :

e(@) = N, Vs, (@) = Ny 'V ()
¢(z) = N;'Vg,(2) = N3 'V () (3.61)

Apres avoir fixé les normalisations des champs : (¢(1)e(0)) = N. Nz =1 et {¢(1)¢(0)) =

NyNg =1, il faut calculer les quatre intégrales :

3 o)
e o
L :H ~or ) - (V3. (0)V3, (DV3,(00) Vi -+ Vi -+ Vs -+ V3) = NyDZ,
' ’ m{V fois miV fois
1 3
3 _\m®
B=[ 0 [ [ 00V5, (Vs () Vi Vi Vi Vo) = N2N; ' DS
- 5 m(z)[ Be Bcﬁ ﬁq’s e ¢ ege
% 1 m2 fois m? fois
1 3
O
=T73= . _ ~ — ®
Bz T[T [ [ W30V, 0075, 00T Vi Vo Vi) = NoDE,
i i m® fois m® fois
S
= _ ' — 2
I4:H ), /"/<Vﬂs(0)vﬁs(1)vﬁmo(OO)Vl"'Vl"'V3"'V3>—Ns;
! ! (4 , . @ .
mq - fois my’ fois

ou l'intégration est faite dans le plan 2D et le nombre des écrans est fixé par la condition de
neutralité de charge. L’opérateur de vertex Vﬁz- correspond & 1’ identité I avec constante
]

de normalisation : N s = Ny=1.
g
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Les constantes (3.60) s’écrivent en termes des intégrales ci-dessus de la fagon suivante :

I
DY, = I3/ —
s — B3\ 1,1,
LI
D¢ = [22. (3.62)
I

En utilisant la forme générale de la fonction de corrélation de N opérateurs de vertex

Vﬁi :

(V3,(&) - Vs, (&) = [] 16 - €195, (3.63)

i<j
et les formules

Clayf) = / d2eleee — 12
T(1+ a)T(1 + B)T(~1 — a — B)

3.64
P(—a)T(-B)T(2+a+pB) (364)
Klap) = [ derdepele-1palopelc - 1Pl - gt
,T(20)T(1 = p) ¢ T2(1 + o+ ip)T(~1 — 2a — (1 +4)p)
o Loty ! (3.65)
T(p)T'(1 —2p) o T (—a—ip)T'(2+2a+ (1 +1i)p)
les intégrales I,, a = 1,--- ,4 peuvent étre facilement calculées. Nous retrouvons, via ’éq.

(3.62), les résultats (3.39). Dans les équations (3.64) et (3.65), I'(z) est la fonction Gamma
habituelle.

3.7 Discussion.
La théorie WDgp ) contient un opérateur d’énergie £(z) qui a dimension :

A=

1
37 2°
avec € = 1/(p + 1). Cela implique que le systéme de N théories WDgp ) perturbé par le
terme :

N
gZ/d% ea()ep(z),

a#b

peut étre étudié, pour € << 1 (p >> 1), avec la méthode du RG avec un développement en
€. Cette approche a permis d’obtenir des résultats exacts pour le modele WDép ) désordonné

N = 0) et N modeles WD couplés (N > 2).
3

L’observation que le terme pertinent :

)\/dzx o(x)



66 Chapitre 3. Théories WD:gp ) désordonnés et modeles couplés.

est produit par le transformation RG nous a mené & considérer I’action plus générale (3.37).
Cette action a été étudiée en utilisant un calcul perturbatif au premier ordre.
Pour ce qui concerne la théorie WDgp ) avec désordre, nous avons conclu que le compor-

tement critique & la limite infrarouge est décrit par le modele WDgp

-1 pur.

La structure du flot du RG devient beaucoup plus riche si on s’intéresse aux modeles
couplés, N > 2. Dans ce cas, nous avons a montré que le systéme avec go # 0 et A\g = 0
s’éloigne du régime perturbatif (A, g ~ €) en acquérant probablement une masse. L’intégrabilité
de ce modele reste une question ouverte.

Au contraire, pour Ag > 0 et g_(Ag) < go < g+(Ao), fig. (3.2), la théorie est attirée vers
le point critique (3.43), décrit par N modeles WDép ~Y non interagissants (voir fig.3.3).

Nous avons aussi établi que le flot du RG admet deux nouveaux points fixes, (3.45)-
(3.46), auxquels les N modeles restent couplés. Du moment que la valeur de e, e = 1/(p+1),
est associée a la théorie unitaire WDgp ), la théorie conforme qui correspond & ces points doit
étre unitaire. Cela implique 'existence d’une nouvelle série unitaire des théories conformes
qui s’accumulent pour p — oo, p étant I'indice qui indique le modele minimal de la série.

Ces nouvelles théories, qui sont & présent inconnues, doivent incorporer la symétrie de
permutation Sy, N = 2,3, ... de fagon non triviale, comme nous avons montré en calculant
la renormalisation des opérateurs d’énergie, (3.51) et (3.52).

En générale on s’attend & ce que la charge centrale prenne des valeurs rationnelles pour
pentier. La fonction ¢(p) peut étre écrite dans la forme ¢(p) = Q(p)/P(p), ot Q(p), P(p) sont
deux polynomes de p avec coeflicients rational. En particulier, les coefficients du développement
en 1/p de la charge centrale sont rationaux. Pour N > 3, lorsque le group Sy est non abélien,
la correction & la charge centrale déterminée par 1’éq.(3.59) est irrationnelle. Il faut ici men-
tionner I’éventualité que le développement perturbatif en € ~ 1/p ne soit pas convergent mais
représente une série asymptotique, comme c’est assez fréquent en théorie des champs. Dans
ce cas nous ne pouvons rien dire sur la rationalité de la charge centrale. Autrement, nous
devons admettre que ces théories sont caractérisées par une charge centrale irrationnelle, ce
qui est assez étrange.

Les résultats que nous avons montré dans ce chapitre pour les modeles W DY se généralisent
assez directement 2 la famille entiere des modeles WD n > 3 [16].

La construction des théories conformes qui réalisent pleinement la symétrie permutatio-
nelle reste un défi théorique. Les résultats de type perturbatif que nous venons de présenter
donnent des informations trop générales pour qu’ils nous aident a deviner la structure d’une
solution conforme avec symétrie de permutation. Cela est la raison qui nous a mené &

considérer la classe des théories parafermioniques qui possedent des symétries discréetes qui
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s’ajoutent a la symétrie conforme. Le but est d’acquérir une connaissance plus profonde des

représentations des algébres parafermioniques.
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Chapitre 4

Théories parafermioniques avec

symétrie Zs.

Le travail présenté dans ce chapitre fait ’objet d’une publication trés longue [30]. Nous
nous contentons ici d’en donner un résumé en essayant de fournir les points principaux de
cet étude. Pour les détails nous renvoyons souvent a la publication reproduite en annexe B.

Nous allons montrer une nouvelle série de solutions pour des théories critiques bidimen-
sionnelles invariantes sous les transformations du group dihédral Ds. Nous avons construit
cette série en étudiant les représentations dégénérées de la deuxiéme solution associative
pour Dalgebre parafermionique[19].

Nous donnons d’abord la forme générale des algebres parafermioniques qui réalisent la
symétrie cyclique Zy et présentons comme exemple la série des théories parafermioniques
étudiée par Fateev et Zamolodchikov [19, 20] en soulignant les points commun avec la série
que nous avons construite.

Apres avoir donné la forme de 'algebre chirale qui correspond a la deuxieme solution as-
sociative, nous établissons quels types d’opérateurs forment l’espace de représentation. Nous
fixons dans la suite la structure des modules des représentations et déterminons ’action des
modes chiraux sur chacun de ces modules. Les regles de commutation des modes parafermio-
niques permettent de faire des calculs explicites de dégénérescence pour les représentations
de chaque secteur.

Les dimensions conformes ainsi obtenues et les niveaux de dégénérescence servent, comme
conditions initiales pour déterminer la formule de Kac de la théorie. Le probleme de fixer les
termes de bord qui caractérisent chaque secteur est résolu en faisant appel aux propriétés du

gaz de Coulomb qui réalise la théorie. Une vérification partielle des résultats ainsi obtenus
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est possible grace aux équations caractéristiques que nous avons déterminé en considérant

les fonctions & trois points.

4.1 Introduction aux théories parafermioniques.

L’objectif des théories parafermioniques est de construire des solutions exactes pour
les systémes statistiques bidimensionnels qui possédent, en plus de la symétrie conforme,
une symétrie globale Zy. En théorie conforme, ce probléme se traduit dans I’étude des

représentations des algebres chirales qui réalisent ces symétries.

4.1.1 Forme générale de l’algeébre parafermionique.

Dans cette section je discute la forme générale des algebres parafermioniques . Pour
raison de clarté, je présente d’abord les cas d’une théorie conforme avec symétrie Z3.
En indiquant les rotations d’un angle 27/3 et —2m/3 respectivement comme Q et Q71,

les lois de multiplication qui définissent les group Zs sont :

Q0 = ot
ol = 0
Qo =1 (4.1)

ou 1 représente la transformation d’identité.

En théorie conforme des champs, les lois de multiplication (4.1) sont reproduites par
les fusions des opérateurs chiraux ¥!(z) et ¥=1(2) qui correspondent respectivement aux
éléments Q et Q1.

Les champs chiraux ¥!(z) et ¥~1(2) sont usuellement appelés courants parafermioniques,
or plus brievement parafermions, car leur spin se révele étre fractionnaire.

En supposant que A; = A_;, ot Ay; est la dimension conforme de ¥*+!(z), la forme

générale de l'algebre parafermionique est donc la suivante :

()0 (z) = ﬁ[\rl(z)] (4.2)
V) = o () (43)
1

VT ) = D) [1], (4.4)

ou A est la constante de structure de 1’algebre et I est Popérateur d’identité. Dans les (4.3)-
(4.4), on a utilisé la notation [®] pour indiquer la famille conforme ®, c’est & dire 'opérateur

® et ses descendants de Virasoro.



4.1. Introduction aux théories parafermioniques. 71

L’opérateur d’énergie-impulsion T'(2) qui réalise la symétrie conforme apparait au deuxiéme
niveau du module d’identité. Le développement (4.4) s’écrit alors :

ﬁ(lJr(z’—z)Q%T(z)Jr"')- (45)

LT L(z) = T
L’éq. (4.5) assure que ’algebre parafermionique contient I’algébre de Virasoro, avec charge
centrale ¢, comme sous algebre.

Dans la fusion (4.5) on écarte la possibilité d’avoir un courant de dimension 1 dans
le module d’identité car la présence d’un tel courant signifierait imposer des le début une
symétrie continue additionnelle. Mais cela n’empéche pas que dans le module d’identité
apparaissent des courants de spin 3,4,5--- supérieur & 2. En fait, il est assez probable
que cela arrive. Par exemple, la théorie parafermionique de Fateev Zamolodchikov avec
symétrie Z3 (voir la section suivante) coincide avec le modele minimal de Virasoro My (cfr.
section (1.4)); le spectre de cette théorie contient un courant de spin 3 qui apparrait dans
le développement (4.5) et qui forme, avec 'opérateur T'(z), I'algebre W Az (cfr. section 1.6.1
et fig.(1.2)).

La forme de l’algebre (4.2)-(4.5) est directement généralisable aux cas Zy, N > 3 :

Kl
‘I’k(z)‘l’l(zl) = (z_z/)ii_:-lA,—AkH [‘I’Hl] k#1
VU = o (142257 + ), (46)

ol les Ay et les )\’,:il sont respectivement les dimensions des parafermions ¥* et les constantes
de structure de 1’algebre.
Dans les fusions des opérateurs (4.6), les Zn charges k = £1,£2,--- | +[N/2] ([z] étant

la partie entier de z) et leurs sommes k + [ sont définies modulo N. En particulier on a :
YNk =gk = (TN, A=Ay =ANn_p. (4.7)

A coté de TFF(2) et T(2), on doit aussi admettre les courants ¥ (2) et T(Z), qui
agissent sur la partie antiholomorphe (Z) de la théorie. Du moment que ’algebre formée par
les courants {ﬁik(z), T (%) } commute avec celle définie en éq.(4.6), la théorie posséde une
symétrie Zny @ Zy.

Dorénavant nous nous concentrerons sur l’algebre (4.6) : toutes les considérations qui

suivent sont aussi valables pour la partie antiholomorphe de la théorie.

4.1.2 Une premieére condition d’associativité.

Je vais montrer que les valeurs possibles des spins Ay sont fortement limitées par une

premiere contrainte d’associativité de I’algebre (4.6). Je consideére & ce propos la fonction de
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correlation & quatre points :

<\p—n—m_l(oo)lIll(z)lI’m(l)‘I’n(O)) = (Z — 1)A1+AmPiEnz-21zAl+AnAl+" ’

(4.8)

ol P;(z) est un polynéme de dégrée j. En faisant la limite z — oo dans la partie droite de

’éq.(4.8), nous avons :

: Pj(z) A —2A1 A, —
~ + +Al+ 20— A —A,
Jim Gz = DAFAn By At A=Ay, V2T : (4.9)

Je utilise maintenant 1’algebre des parafermions dans la fonction de corrélation (partie gauche

de ’éq.(4.8)) pour déterminer la méme limite :

lim (I (00) T (2) ™ (1)T™(0)) ~ (T (00) W/ (2)T™H(0))

Z—00

z—Az—Am+"+Al+m+" (410)

Q

En comparant ce résultat avec 1’éq.(4.9), on obtient la condition suivante :
Al —+ Am + An — Al+m — Al+n — Am+n + Al+m+n = Omod 1, (411)

ol on a tenu compte que j est un entier (j = 0 mod 1). En utilisant la relation (4.7),
on trouve que les valeurs permises de Ay par la condition (4.11) se trouvent parmi celles

données par la formule :
k(N —k)

Ap=p N

+ My, , (412)

ou p et My sont des entiers et My = M _.
Il faut souligner que 1’éq.(4.12) est une condition necessaire mais pas suffisante pour

assurer ’associativité de I’algebre parafermionique.

4.2 Théories parafermioniques de Fateev-Zamolodchikov.

Dans cette section nous présentons brievement les théories parafermioniques qui ont été
introduites par Fateev et Zamolodchikov[19, 20]. I est utile de considérer ces théories, sans
doute les plus connues et couramment utilisées, car elles ont des propriétés en commun (par
exemple le nombre de secteurs dans le spectre) avec la série des théories parafermioniques

qui constituent ’objet de la présente recherche.

4.2.1 Opérateurs de spin et auto dualité.

Dans leur travaux, Fateev et Zamolodchikov ont trouvé une solution exacte pour une
systeme statistique conforme qui est invariante sous les transformations cycliques Zn et qui

posséde la symétrie ordre-désordre (symétrie Kramers-Wannier)[81, 82, 83, 54].
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La théorie qu’ils ont construit (que dans la suite nous indiquerons comme théorie F.Z.)
décrit les points critiques auto duaux des généralisations Z du modele d’Ising [82, 84, 83,
85, 86].

Les champs conformes de spin de ces modeles se transforment en accord avec les représentations
du group Zy. On indique comme oy le champ de spin avec une charge k et une dimension
Ay

Dans les systemes duaux, toutes les fonctions de corrélation sont invariantes sous le
changement oy, <+ pg, ot pug, dual au champ oy, a la méme dimension que oy, Ay, = Ay,
Le champ gy se trasforme sous le group dual Zy avec une charge I.

La théorie contient en général des champs ¢(; ;) caractérisés par les charges (k,!). Dans
cette notation les champs oy et p; sont respectivement de type @0y €t d(o,1)-

Dans un modele possedant la symétrie ordre-désordre, le champ parafermionique ¥* est

produit par la fusion :

lzlmﬁ[wk(o) +-]. (4.13)

Les parafermions ¥* sont donc des champs du type Dk,k) -

Uk(zaz)/v‘k(oao) =

Fateev et Zamolodchikov ont montré [19] que il est utile d’exprimer les charges (k,!) en
utilisant la notation [Q,Q] = [k + I,k — I]. Les charges Q,Q sont définies modulo 2N et
prennent des valeurs entiéres arbitraire telles que @Q + @ soit pair. Dans cette notation, le
parafermion ¥* a une charge K = 2k et K = 0.

Cette convention s’est aussi imposée dans le contexte de la série des théories conformes
basées sur la deuxiéme solution pour ’algebre parafermionique. Comme nous discuterons en
section (5.5), ceci constitue une indication forte pour que ces nouvelles théories possedent

une symétrie ordre-désordre.

4.2.2 Algebre parafermionique et spectre de la théorie.

La théorie F.Z. est basée sur 'algebre associative :

Aol
()W () = G rx g (U ) kA

o1 les dimensions des parafermions ¥* sont données par :

k(N — k)

Ap=——

(4.15)
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Les dimensions Ay, prennent les valeurs minimales ( p = 1 et My = 0 en éq.(4.12)) parmi
celles permises par ’associativité de ’algebre chirale. Dans ce sens on peut dire que l'algebre
(4.14) représente la solution associative la plus simple.

Les contraintes d’associativité fixent aussi les valeurs de la charge centrale ¢ et des

constantes de structure /\ﬁ’frl en fonction de NV :

T(k+1+ 1IN —k+DI(N —1+1)

M) = G DTU s DO —F =T+ DTN 1 1) (4.16)
¢ = zx—;;. (4.17)

Pour chaque valeur de IV, il y a alors une seule théorie conforme.
L’espace de représentation, formé par les opérateurs primaires de ’algébre parafermio-

nique, contient [N/2] 4 1 opérateurs de spins o, de dimension A, :

q(N —q)

A, = LX 79
% = IN(N +2)

¢q=0,1---,N—1. (4.18)

Parmi les descendants des opérateurs de spin, par rapport 1’algébre (4.14) , on trouve [N/2]

opérateurs de singlet (/) avec dimension A(Sj) :

) _iG+1)
Agﬁ:J](\JrH) j=1,2,---,<[N/2]. (4.19)

Les ¢4, primaires de ’algébre de Virasoro, correspondent aux opérateurs d’énergie de la
théorie. L’équation (4.19) permet alors de déterminer les exposants thermiques du systéme
critique associé.

Puisque les formules (4.15) et (4.16) sont invariantes sous la transformation de conjuga-
tion de charge, ¢ -+ N — ¢, la théorie posséde en fait une symétrie plus grande, la symétrie
dihédral Dy, qui inclut celle cyclique Zn. Ceci implique que, a c6té des opérateurs o,
qui constituent les représentations du groupe Zy, on trouve aussi les N-plets {R,(z, %)},
a=1,--- N, associés aux N réflexions du groupe Dpy. Les opérateurs R seront indiqués
dans la suite comme opérateurs de désordre.

Dans les secteur du désordre on trouve [N/2] + 1 opérateurs R®), s = 0,1,--- , < [N/2]
dont les dimensions A(,) sont données par :

N —2+ (N —2s)?
16(N + 2)

Ay = s=0,1,---,<[N/2]. (4.20)

Nous auront ’occasion de discuter plus en détail le role des opérateurs R, dans le contexte
d’une nouvelle série de théories parafermioniques invariantes aussi sous le groupe Dy . Nous
allons présenter ces théories dans les sections prochaines.

Pour N = 2,3 la théorie F.Z. décrit respectivement les points critiques auto duaux du

modele d’Ising (Z5) et du modele de Potts & trois états (Z3). On veut ci-dessous présenter
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brievement la réalisation sur le réseau du cas particulier N = 3 (modele de Potts) car cela
permet de mieux comprendre la nature des différents secteurs de la théorie parafermionique

F.Z.

4.2.3 Un exemple significatif : le modele de Potts a trois états.

Le modele de Potts & trois états a été défini en section (1.5.2) ol nous avons déja
mentionné que son point critique possede une symétrie ordre-désordre et il est décrit par la
théorie parafermionique de F.Z. avec N = 3.

En utilisant les formules pour les dimensions (4.18), (4.19) et (4.20), on peut classer les
opérateurs primaires des Virasoro de cette théorie (voire fig.(1.2)) :

— secteur g £ 1 :

opérateurs o1,0_1 avec :

1
Aa'l = Ao—_l = 1—5 (421)
— secteur ¢ =0 :
identité I et opérateur d’énergie € avec
1 1 2
Ac=—+-=—. 4.22
15 + 3 5 (422)

L’opérateur d’énergie € est un descendant par rapport & ’algebre parafermionique de
Popérateur de spin o.
— secteur de désordre :

opérateurs R et R(1) primaires de I’algebre parafermionique, avec :

1 1
et leurs descendants, Rg% et Rgl/)z, de dimensions :
3 13 1 21
— A 22 A =A = 4.24
Arg, TAO T3 =5 ARy, TR0 T3 g (424)
Notez que dans la fig.(1.2) j’ai indiqué les opérateurs RO RW), Ré% et Rgl/)Q respecti-

vement comme Ry 1, R, Ra4 et R3 4. Le fait que les dimensions de ces descendants
sont décalées par un demi entier dépend de la structure des modules dans ce secteur.
Nous renvoyons & la section (4.7) ot les propriétés générales des opérateurs de désordre
sont discutées.
Pour donner une idée plus claire des rapports entre les différents secteurs et les éléments
du groupe de symétrie de la théorie, nous pouvons mentionner le fait suivant.
On considére le modele critique sur un réseau défini sur un bande de largeur L et de

longueur M (en unité du réseau). On indique la fonction de partition correspondante comme
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Z (L, M), a etant la configuration de spin dans la M-éme colonne. La matrice de transfert
est 'opérateur linéaire T,p qui agit sur Zg(L, M) pour donner la fonction de partition

Zo(L, M + 1) du modele avec longueur M +1 :
Zo = TapZs (4.25)
B

. I est bien connu [45] que les valeurs propres E;(L) de la matrice de transfert sont liées aux

dimensions physiques des opérateurs A? de la théorie par la loi d’échelle :
2w AP
ou Ey(L) est la valeur propre la plus petite.

Les valeurs propres de la matrice de transfert avec conditions cycliques au bord ou les
spins o(L) et o(1) sont liés par un transformation de Zs, o(L) = o(1) + 1 mod3, sont
associées aux opérateurs de doublet.

On considere maintenant le cas ol les spins aux bords difféerent par une des trois trans-
formations 74, a = 1,2,3 : 6(L) = 740(1). Les transformations 7, correspondent aux trois
réflexions Zs des D3, par exemple 710 — 0, 11 — 2 et 42 — 1. Les dimensions qu’on

trouve & partir des valeurs propres de la matrice de transfert, en imposant ces conditions

aux bords, sont justement celles des opérateurs de désordre.

4.3 Deuxieme solution pour 1’algebre chirale.

Fateev et Zamolodchikov ont introduit aussi une deuxieme algebre chirale associative qui
réalise la symétrie Zn[19]. Les développements des produits des champs chiraux correspon-

dants prennent la forme :

!
/\k,k

k kot _ k+k'
TR () = P ey (4.27)

Apprr + A — Apr
PZAE

SR UERCI PN O bk 20

1

IIJk(Z)II;_k(ZI) = m {]. + (Z - 21)2%11(2,) + .. } (428)

Les constantes de structure )\’,zf;, et la charge centrale ¢ (de l'algebre de Virasoro) sont

déterminées par les formules :
Tk+k+1)IN —k+ 1IN -k +1)
Tk+ DTk +1)I(N —k—k' +1)T(N +1)
9 Tk+ kK +v)I'(N+v—-k)IDT(N+v—-k)(v) (4.29)
I'(N+v—k—k)(k+v)L(k'+0)D(N +0)’ '
4N —-1)(N+v—1)w

© T Ni(N+2w_2) (4.30)

kK’ _
Aew)” =
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Les dimensions des parafermions {¥*(2)} sont données par I’équation (4.12) avec p = 2 et
Mk =0:

2k(N — k)
—

Dans les expressions (4.29)—(4.30), v est un parametre libre et la valeur de la charge centrale

Ak = AN—k = (431)

reste libre pour chaque N.

Pour N = 3, la théorie basée sur algebre (4.27)-(4.28) a été completement développée
par Fateev et Zamolodchikov [29]. Ces auteurs ont montré I’existence d’une série infinie de
théories conformes sélectionnée par les conditions de dégénérescence des représentations, de
la méme facon que dans le cas des modeles minimaux de la théorie conforme non étendue.
Cette série de théories conformes décrit véritablement les points multi-critiques des systémes
critiques avec symétrie Z3. Par exemple, la premiere théorie de cette série (celle avec la valeur
de la charge centrale la plus petite) est associée au modele de Potts tricritique.

Les théories conformes qui sont basées sur la deuxieme solution associative de 1’algebre
parafermionique n’ont pas été encore étudiées en détail pour N > 3. Le but de la présente
recherche est de construire complétement cette classe de théories parafermioniques.

La théorie avec N = 4 est triviale dans le sens qu’elle se factorise dans deux théories
superconformes, avec des champs chiraux de dimension 2 et 3/2.

La premiere nouvelle théorie est donc celle avec N = 5. Cette théorie se révele tellement
riche et aussi représentative de l'entiere classe (en étant au méme temps la plus simple)
que j’ai estimé de la présenter ici dans tous les détails. Le chapitre suivant sera dédié aux

généralisations pour N > 5 des résultats concernant les cas N = 5.

4.4 Opérateurs chiraux et espace de représentation pour
N =5.

Les charge Z5 prennent les valeurs 0, £1,+2. Les champs chiraux :
T (2), TE(2), (4.32)

forment avec 'opérateur d’énergie-impulsion T'(z) l’algebre (4.27)-(4.28). A partir de I’équation
(4.31), les dimensions des parafermions (4.32) sont :

12
8 412

A=< .
17y 5

(4.33)

Parmi les champs de représentation, primaires de 1’algebre parafermionique, nous atten-

dons de trouver les opérateurs de singlet

8%(z,2) (¢=0), (4.34)
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Fic. 4.1 — L’action de courant parafermionique ¥y, peut étre présentée comme une rotation
de 2rk/5 d’un pentagone. Les opérateurs de correspondent aux Z, réflexions par rapport

aux axes qui passent par les vertex du pentagone.

les opérateurs de doublet avec ¢ = +1 :
®*!(2,2) (¢ =+1) (4.35)

et ceux avec charge ¢ = £2 :

®*2(2,2) (¢ = +£2). (4.36)

La théorie que nous sommes en train de considérer est invariante sous le groupe dihédral
D5 qui inclut, en plus de Zj, les réflexions par rapport aux cinq axes montrés en fig. (4.1).
De la méme fagon que dans les théories F.Z., la symétrie Dy dérive de l'invariance des
expressions (4.27)—(4.31) sous la conjugation de charge Zn, ¢ =+ N —q.

Le spectre de la théorie va contenir en plus des opérateurs de singlet et de doublet, qui

forment les représentations du groupe Zj, les opérateurs :
{R%(2,2), a=1,2,3,4,5}. (4.37)

Nous avons déja vu que les opérateurs de désordre apparaissent dans le spectre de la théorie
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F.Z., dont nous avons parlé dans la section précédente. Ce type d’opérateur est aussi présent
dans la théorie Z3, deuxi¢me solution [29].

Les champs de désordre { R, (z, Z) } jouent un rdle particulier parmi les champs de représentation.
Plus précisément, les {R,(z,%)} complétent le groupe cyclique Zs(engendré par 1 = ¥°(2),
U+l(z) et ¥+2(2)) dans le groupe Ds.

Il y a une différence cruciale entre les champs ¥ et R : les champs ¥ sont des courants ho-
lomorphes alors que les R ne sont pas des opérateurs chiraux ainsi que le reste des opérateurs
des représentation. Bien que la symétrie de la théorie soit celle dihédrale, les éléments du
groupe Dy qui sont représentés dans 1’algebre chirale sont seulement ceux qui appartiennent
au plus grand sous groupe abélien du Dsj, c’est & dire le groupe Z;. Les autres éléments
trouvent leur place dans I’espace des représentations comme opérateurs de désordre.

En résumant, nous attendons que les représentations de l'algebre Z5 vont classer les
singlet, doublet 1, doublet 2, et les opérateurs de désordre, cf. Eqgs. (4.34)—(4.37).

Il est désormais bien établi que le spectre d’une algebre chirale avec un parametre libre est
défini par les conditions de dégénérescence des ses représentations. Ceci peut étre expliqué de
plusieurs facon, par exemple en imposant la fermeture de I’algebre des opérateurs primaires
(physiques).

Comme d’habitude, il suffit d’analyser les dégénérescences des premiers niveaux des mo-
dules de Verma. Les opérateurs physiques définis de cette fagon deviennent les opérateurs
fondamentaux du tableau de Kac. En utilisant nos connaissances sur les opérateurs fonda-
mentaux, nous sommes arrivé a déterminer tous les opérateurs physiques avec leurs dimen-

sions.

4.5 Les modules des singlets et des doublets.

La structure des niveaux des modules des singlets et des doublets peut étre définie de
la facon suivante. D’abord nous positionnons les parafermions, ¥*!(z) et ¥*2(z) , dans le
module d’identité. Les niveaux des différents parafermions dans ce module correspondent aux
dimensions conformes A1; = 8/5 et Ay = 12/5. Le module d’identité ainsi partialement
rempli est montré dans la fig. (4.2). Pour mettre en évidence le rdle joué par la charge Zj,
nous avons dessiné les modules en séparant horizontalement les différentes secteurs de charge.
Ensuite, Pespacement entre les niveaux & Pintérieur de chaque secteur (le long d’une ligne
verticale sur la figure) est égal & 1 car la monodromie des champs ¥ est abélienne (cela n’est
pas vrai pour le secteur de désordre, comme nous le montrerons plus loin). Nous pouvons

donc compléter les niveaux de module d’identité dont la structure finale est montrée en fig.
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g=-2 g=-1 | (Z) g=1 q=2
L

F1G. 4.2 — La position des courants parafermioniques dans le module d’identité. I’axe hori-
zontal montre les charges Z5 tandis que ’axe vertical donne le niveau d’un état par rapport

a le vecteur de plus haut poids qui, dans ce cas, est 'opérateur d’identité.

(4.3). Les niveaux 2/5, 3/5 et 7/5 sont en effet vides. Ils seront éventuellement occupés quand
nous considérerons le module d’un singlet ®° différent de I'identité. On peut maintenant lire
sur la figure 4.3 la structure des niveaux du doublet 1 (avec ®*! au sommet) et du doublet 2
(avec ®*2 au sommet) en regardant les sous modules correspondants. Par exemple, les deux
états au niveau 3/5 deviennent les sommets du module associé au doublet 1. Puis, tous les
autres niveaux sont déplacés de 3/5 par rapport & ceux de module de singlet. La structure
des niveaux des opérateurs de doublet 1, doublet 2 et de singlet est montrée dans les figures
(4.4), (4.5) et (4.6). La consistance de cette manipulation est assurée par I’associativité de
I’algebre chirale.

En accord avec la structure des modules, les développements locaux des champs chiraux
¥ dans la base des champs de représentation, ®°, ®*! et ®*2 prennent la forme donnée
ci-dessous.

Dans la base de singlet nous avons :

TE(2)3°(0) = ZWA%M@O(O)’
Aflg+n<1>°(0) = o,n n>0 (4.38)
TE(2)80(0) = ;Wﬁﬂgﬂ@%m,
Afé R8%0) = 0, n>0 (4.39)

Le fait que les modes des opérateurs avec un indice positif annulent ®°(0) correspond 4 la

condition usuelle qui assure que le champ ®(®) est primaire par rapport & 1’algebre chirale.
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q:—2 q:—]_ I(Z) q:]. q:2
® 0
Y U I AU . 4- 205
) DR ®o-------[------ ®------- -- 3/5
® 1
S ooIIdoIIIIIIfIIIIIIdoIIIIIeC IR
e o
) 2
A, i €3 B R T@.___f__1 W e - 1255
N AR ®o-------[F------ ®------- -- 13/5
T 3

Fic. 4.3 — Module d’identité. Chaque état est indiqué avec des points

q=2
0
- 25
-- 35
1
e R EREEEEE! SEFPEEE EEEEEE *- 75

F1G. 4.4 — Modules de représentations d’un opérateur de singlet. Les fleches indiquent les

actions des modes parafermioniques.
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F1G. 4.5 — Module de représentation d’un doublet de charge ¢ = £1. On peut remarquer

I’existence des deux états aux sommets du diagramme.

RN ? —————————————— ? ------- -- 6/5

F1G. 4.6 — Module de représentation d’un doublet 2. Les deux états sont liés par un mode

Z€ro.
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En inversant les relations (4.38) et (4.39), nous obtenions :

1
A% 000) = oo ¢ dz(a) R (2)30(0), (4.40)
Co
1 2
Af% 2200 = 5 dz (z)22 75+ 1g+2()$°(0). (4.41)
Co

Les fleches dans les figures (4.4) et (4.6) indiquent les actions des modes des opérateurs
Affl et A# et , en particulier, celles qui correspondent & l’action sur les états descendants.
Les niveaux des premiers descendants se montrent dans les déplacements fractionnaires des
indices des modes de AE! et AE? (par exemple, = —3/5+ n en (4.40)).

Pour le doublet 1, nous avons :

T (2)9TH0) = Z()AI%MATI% L 370), (4.42)
TE ()3 (0) = me%%@ﬂ(oh (4.43)
T2 (2)8F(0) = Z(Z)A12+HA;—“2<1>3F1(0), (4.44)
TE ()% (0) = Zm,ﬁ% R 2FH(0). (4.45)

Nous soulignons que I'action de ¥*+2(2) sur #¥1(0) en (4.44) inclut un mode zéro A2,

agissant entre les états ®*!(0) au sommet.
AT2®E(0) = ho 1 T(0) (4.46)

L’indice de la valeur propre ho; se réfere a ceux de A et ®. Un autre mode zéro apparait

dans l'action de ¥*1(z) sur $+2(0) :
AT ®E2(0) = hy ,®T2(0) (4.47)

( L’expansion correspondante, dans la base de ®+2(0) est donné ci-dessous.)
Les valeurs propres h en (4.46)—(4.47) et les dimensions conformes des champs ca-
ractérisent les représentations ®+!, 2,

L’inverse des relations (4.42)—(4.45) prend la forme :
1

AR 9FH0) = o= ¢ de(a)MTETIEE(2)8T0), (4.48)
+ 2
5 T Co
1 s
AT, 9FN0) = By dz ()21 751 (2)941(0), (4.49)
5 YW} Co
1
AF29FN(0) = P dz (2)22 1 @+2(2)8F1(0), (4.50)
YW} Co
1 s
Af2%+n<1>i1(o) = il dz (z)22 75+ 1g+2 ()41 (0). (4.51)
0
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Enfin, pour le doublet 2 nous avons les développements :

T (2)2720) = zu&%ﬂﬁﬂwm), (4.52)

T (2)8%2(0) = Z@)A%A#@ﬂm), (4.53)

T (2)@T2(0) = Z()A%Ai% 270, (4.54)
Z)A2—5+n 5+n

TE2(2)2%2(0) = Zmﬁé R 22(0), (4.55)

n

la relation inverse étant :

1

AR 0T0) = g ¢ dz (xR ()87(0), (4.56)
5 e Co
1
AFle#2(0) = i P, dz (z)21+ 1@+ (2)9%2(0), (4.57)
0
1
AR L0T0) = g dz(x) TR ()87(0), (4.58)
5 e Co
AR 3E20) = L dy(n) P bnlgE2)522(0). 4.59
—5tn 274 o

4.6 Dégénérescences des modules.

Apres avoir défini les modes des opérateurs Affl et Alﬂfz nous allons aborder le probleme
des dégénérescences des modules.

Pour analyser ces dégénérescences nous exploitons de facon extensive les relations de
commutation entre les modes dans les différents secteurs. Pour convenance, nous avons écrit
I’ensemble complet de cettes relations que nous avons obtenues par une méthode pareille &

celle utilisée en autre travaux [19, 29].

4.6.1 Doublet 1.

Pour le module de doublet 1, montré en fig.(4.5), nous imposons d’abord la dégénérescence
au niveau 2/5. Nous voulons que la combinaison linéaire

0

X0y =aAl 07" + bA L ! (4.60)
5

o

soit un opérateur primaire, ou autrement dit, qu’il soit annulé par ’action des modes avec

indice positif. Pour cela, il suffit de vérifier que :

AL%XO =0 et A;%X2%=0. (4.61)

_2
5
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Les conditions (4.61) pour I’état (4.60) peuvent étre récrites comme :

aAtA' ;371 4 pALATLRY = 0
5 5 5 5

aA; A ;87 1 pATTATLRY = 0, (4.62)
5 5 5 ~5

ot ALA! , &7 oc ®! ete. Tl est aussi utile de définir les éléments des matrice p par
5 5

AL, = u%{f‘;%l, (4.63)
ApATie = u(%l,’_’é;l)él, (4.64)
AgtAl e = Ve (4.65)
AjtATiet = pf e (4.66)

Par la symétrie sous la réflexion Z5 (¢ > —¢), on a :

'u(1,1;—1) 'u(—l,—l;l)’ (4.67)

'u(1,—1;1) — M(—l,l;—l)‘ (4.68)

Pour calculer les deux éléments de matrice en (4.62) qui restent, on a besoin des com-

mutations des modes de AE!. Dans [30] nous avons montré que :

WY = Aptha, (4.69)
a-ny 2 284 A 4
Pz _2 = 25 + PR (4.70)

Ici, )\é’l est une constante de structure (4.29) de lalgebre chirale et ho 1 est une valeur propre
de ®F! par rapport au mode zéro Agd, comme défini en éq. (4.46). Enfin, A; = 8/5 est la
dimension de ¥*!, et Ag1 est la dimension, encore inconnue, de 'opérateur ®+1.

Il existe une solution non triviale du systéme (4.62) si :

M(lyl?fl) u(lvfl?l)

=0, (4.71)
M(fl’l?fl) u(flvflal)
d’ou on obtient : ,
1,1 2 2 2
(A2 hm) = (- 50 ) - (4.72)

Nous rappelons que, pour un opérateur ®' or &1, il faut déterminer soit la valeur propre
ha,1, soit la dimension Ag:. En imposant la dégénérescence au niveau 2/5, nous avons obtenu
Iéquation (4.72), qui fixe ho1 en fonction de Ag: et c. La dégénérescence au niveau 2/5
n’est pas suffisante pour déterminer Ag: en fonction de ¢. Il faut donc imposer une autre

condition.
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Nous demandons qu’il existe un vecteur singulier aussi au niveau 4/5. Nous imposons
donc que Iétat :

2y=aAl, et + bA5D 1, (4.73)

soit primaire.

Nous pouvons se limiter & la combinaison linéaire des deux états seulement grace au fait
que les autres états qui peuvent, & priori, apparaitre a ce niveau sont linéairement dépendants
des ceux de (4.73). C’est le cas, par exemple, de ’état qu’on obtient en descendant au
niveau 4/5 & travers celui qui est resté au niveau 2/5 aprés avoir impose la contrainte de

dégénérescence . Plus précisément, en utilisant 1’algebre des modes nous trouvons que :
A2 A, = A2, 419t (4.74)
5 5 5 -5
sont linéairement dépendant de :
Al (@1 et AR (4.75)
5 5

La dégénérescence de I’état (4.73) se traduit dans ’équation :

s My 4
575 5275 - 4.
(2,1;1) (2,-2,-1) 0, (4.76)
Ha _a Ha a4
57 5 57 5
Ceci implique les relations suivantes :
2A 11
A7'A L@ = (3 + —IA@) ol = e (4.77)
5 5 25 c 5:75
AJAZ, 01 = APhhy, @l = u(%j}%*"’;*”@l, (4.78)
A3AL 00 = Mk, @l = u(%jf’;”@l, (4.79)
4 4 2A, 2 9 3
A2 A—Z q)l — 2 A < 2 hd —1
23 oLz [5Y ¢ (Ber TRl onTay Ty ) @
= uPi Ve, (4.80)
5° 5
ou
11 2 24
Yy = )\2 h2,]_ = —% + ?Aq;.l. (481)

Les solutions de (4.76), avec les conditions (4.77)—(4.80) et (4.72), sont assez simples.

Elle peuvent étre écrites sous la forme :

1 3p+5 2 3p-3
ASI,B = 3 —p ) A£1>1) =3 p—+ > (4.82)
1 p?P+2p—1
A®) 1p+2p-1d (4.83)

°® T 10 pp+2)
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ol le parametre p a été défini en (4.145). Pour N =5
p=3+k. (4.84)

Dans cette équation, k est le parametre qu’on a utilisé dans la solution (4.27)-(4.31) de
I’algebre chirale.

En introduisant les parametres

p+2 2 p

2 _ __P_ 4.
o Pt o P (4.85)
les solutions pour les dimensions (4.82)—(4.84) prennent la forme :
(1) _ 3 2 9 (2) _ 3 2 9
Aq)1 = §a+ —_ E, A<I>1 = 5@_ ol 1—0, (486)
3 17
AS;) = —g(ai + oz2_) + % (487)

Dans la prochaine section nous allons discuter la signification des solutions (4.86)—(4.87).
Le point important que nous avons appris est que l'imposition de deux états singuliers
dans chaque module permet de calculer les dimensions de champs primaires en fonction de

C.

4.6.2 Doublet 2.

Le module de *2 (montré en fig.(4.6)) a ses premiers descendants au niveau 1/5, avec
g = £1. Nous pouvons se limiter a considérer le secteur ¢ = —1 car ce que nous avons
construit pour ce secteur est confirmé aussi pour ¢ = 1(toujours grace & la symétrie ¢ = —q)
par ’algebre.

Au niveau 1/5, il faut considérer deux états :
At %@*2 et Ai%qﬂ. (4.88)

Ces deux états sont dépendants entre eux, comme on peut montrer & partir des regles de

commutations {¥!, ¥1}®2 avecn =m =0 :

MTAZ % = 24! L AND? =241 1 hy B2, (4.89)
5 5 5
Ata? %qﬂ = 2h1,2A1_%<I>_2, (4.90)

ou la valeur hy s correspond & la valeur propre du mode zéro.

Pour avoir la dégénérescence a ce niveau, il suffit d’imposer que 1’état :

X3 =AL,97? (4.91)
5
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soit primaire. La condition correspondante est alors que le mode Ajrll annule ’état (4.91).
5
Nous imposons alors que

A7tA o2 =0 (4.92)
5 5

A partir des commutateurs {1, ¥=1}&~2 avec n = m = 0, nous trouvons :

2A
(A}]Agl n A;Al_%) 32 = (—23—5 + TIAq)Z) 32, (4.93)

En utilisant la (4.92) et la (4.93) nous arrivons a :

2 3 2A1
(h1,2)” = ~% + TA‘PQ' (4.94)

Si nous acceptions la condition (4.94), 'état (4.91) peut étre annulé, en réduisant ainsi le
module. Par la proportionnalité (4.90), le champ (4.88) est aussi nul : le niveau 1/5 est donc
compleétement vide.

De fagon pareille au cas du doublet 1, la contrainte (4.94) définit uniquement (hq2)? en
fonction de Ag2 et de ¢. Nous cherchons alors de trouver un autre état singuliere dans le
module.

Nous considérons le niveau successif 3/5.

En posant n = m = 0 dans les relations {¥!, ¥1}®~2 nous avons
241,41, 977 = Ayt A2 @2 (4.95)
5

Du moment que A' ; ®2 = 0, & partir de la précédente condition de dégénérescence, nous
5
obtenons :

Aigqrz =0. (4.96)

De facon similaire, comme A~} &2 = 0, nous pouvons dire que
5

AT28% =0. (4.97)

5
En conclusion, la dégénérescence complete au niveau 1/5 implique que, un fois qu’on a annulé
le sous module invariant, le niveau 3/5 est vide.

Pour fixer Ag2, nous sommes obligé alors d’examiner le niveau suivant, qui est le niveau

1. Il n’est pas difficile de se convaincre que & ce niveau il faut prendre en compte ’état :
—2 2 1 &2
x_i=aL_1® “+0bA_,® (4.98)
et demander que la condition suivante soit vérifiée :

Lix_1=0, A;jx_i=0. (4.99)
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En termes des éléments de matrice p;;, définis par :

LiL 1@ 2% = pu;d 2, (4.100)
L_H_Al_lq)z = /L12¢72, (4101)
AIL197% = pnd, (4.102)
ATAL B = @7, (4.103)
le critere de dégénérescence devient
pi1p22 — pazfor = 0. (4.104)

Les entrées de la matrice ci-dessus peuvent étre calculées a partir de ’algebre de Virasoro

et des régles de commutation {¥!, ¥ "1}®2 et {T, T} :

H11 = 2A<1>2, (4105)
8

H12 = ghl,z, (4106)
8

H21 = ghl,za (4.107)
1 s T 2A

= = — + ——Agpe2. 4.1
P22 5(h1,2) tost o De (4.108)

La condition de dégénérescence est donc :

1, T 64
2 | — — +2A1cAg2 )| — — =0. 4.1
2A4 (5(h1,2) + 95 +2A1cAs ) % (h1,2) 0 (4.109)

En résolvant les (4.94)-(4.109) nous trouvons les solutions :

(4.110)

1 3 2
s=at -1 szt -

[S ]

avec o défini en (4.85).

4.6.3 Singlet.

Pour le module de singlet, montré en fig.(4.4), les premiers descendants sont au niveau
2/5 dans les secteurs ¢ = £2. Par la symétrie de conjugation de charge, il suffit d’ examiner

I’'un des deux secteurs. Nous demandons donc que 1’état
=A?,9° (4.111)

respecte la contrainte :

A% =0. (4.112)
5 5



90 Chapitre 4. Théories parafermioniques avec symétrie Zs.

Par les relations {¥%, #2}8° avec m = —1 et n = 0, nous obtenons :

_ 2

(A% A73 + A;%A% )90
55 5 5 5 C

Ago®° (4.113)

La (4.112) détermine 1’élément de matrice sur le niveau plus bas :

_ 2

2 4—2 0
(A%A*%)q) c

Ago®° (4.114)

Si nous acceptions la (4.112) et la (4.114), nous pouvons bien éliminer le seul état existant
au niveau 2/5 :

A% ,3% =0. (4.115)
5
Dans la suite, nous examinons le niveau 3/5 dans le secteur ¢ = +1. Une fois que le

niveau 2/5 a été vidé, un seul opérateur reste sur ce niveau :
@0, (4.116)

qui est sujet a la contrainte

A;lxl_% =0. (4.117)
5

En utilisant les régles des commutation {¥ ! ¥1}®° avec n = 1, m = 0, nous avons que :

2A
AL AL = 2oL A 45090 (4.118)
5% c
La contrainte (4.118) implique que :
Ago = 0. (4.119)

Nous avons donc retrouvé la dimension (triviale) de 'opérateur d’identité.

4.7 Le secteur des opérateurs de désordre R,.

4.7.1 Structure des modules.

L’opérateur de désordre R,(z,%)(a = 1,2,3,4,5), contrairement aux opérateurs de sin-
glet et de doublet, a une monodromie non abélienne par rapport aux champs chiraux
UEL(z), U+2(z). Cette propriété se reflet dans le fait que les produits locaux ¥+!(z)R,(0)

et U 2(2)R,(0) se décomposent en puissances demi entiéres de 2 :

FIRR0) = Y Al Ral0) (4.120)

n

T2(2)R,(0) = Z(Z)A%%A%RG(O). (4.121)

n
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L’expansion des produits ¥ 1(2)R,(0) et ¥2(2)R,(0) se relie & celle (4.120)—(4.121) par

continuation analytique de z auteur de 0 :

T (2)Re(0) = Z%Ag UR,(0), (4.122)
T2(2)R,(0) = Z%AE (U)2R, (0). (4.123)

Dans cette équation, U est une matrice 5 x 5 qui tourne les indices des champs de désordre
de fagon telle que : UR,(0) = R,—1(0).

La théorie des opérateurs de désordre a été completement développée dans le contexte
de la premiere théorie parafermionique [20] aussi bien que dans celui de la deuxiéme théorie
avec symétrie Zs [29]. Pour ce qui concerne les propriétés générales (produits, continua-
tions analytiques) des champs dans ce secteur, Papproche des réf. [29, 20] se généralise
assez directement au cas présent. Les détails concernant la théorie Z; sont montrés dans
I’appendice C' de Particle reporté en annexe B. En particulier, nous expliquons ’origine des
développements (4.120)—(4.123) et donnons les régles des commutation entre les modes AI%
et AZ.

3

Par rapport aux fig.(4.4)-(4.6), la structure de modules des opérateurs des désordre est

simple : il y a seulement des niveaux entiers et demi entiers. Il existe aussi des modes zéro

pour tous les opérateurs {¥?} qui agissent sur le cinquplet. En général nous avons :

AR, = hi (U)’R,, (4.124)
A2R, = hy(U)'R,. (4.125)

Le matrices (U)? et (U)~! tournent les indices selon les régles de multiplication de Ds : nous
renvoyons le lecteur a ’annexe B pour les détails.

Les constants hy et hs sont les valeurs propres de R, par rapport a A} et A3. De fagon pa-
reille au cas des doublets, ces valeurs propres fournissent une caractérisation supplémentaire
des représentations dans ce secteur. En fait, il suffit de spécifier h; ou hy car les deux sont
liées. En appliquant les régles de commutation des modes, nous avons que :

—11 n 16A;
10

2ALASR,(0) = Ay '2282 73 A2R, (0) + 27 R22 ( AR> (U)7'R,(0).  (4.126)

En considérant les (4.124)-(4.125), nous trouvons alors :

16A
2(hy)? = Ay1282=3p, 4 27 A22 (n(o) + Gc ! AR> : (4.127)
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4.7.2 Dégénérescences des modules.

Les premiers descendants pour un opérateur primaire se trouvent au niveau 1/2. Pour

un indice a donné, il y a deux états :

(&), = A',(0) 2R, = () 24}R,, (4.128)
T2
(5?) . = A2,UR,=UAR,. (4.129)

2

Les matrices (U)™2

et U commutent avec l’action des modes, Al,% et Az_%. Ces matrices
compensent simplement la rotation des indices produite par ’action de Al_% et de A2_%.

Comme nous avons fait pour le doublet 1, nous pourrions essayer de produire un primaire
au niveau 1/2 par combinaison linéaire des états (4.128)—(4.129). Cependant, nous n’allons
pas suivre ce chemin. Plutot, nous demandons que tous les deux états, (4.128) et (4.129),
solent primaires. Apres avoir annulés ces états, le niveau 1/2 reste vide.

Nous remarquons que la procédure de chercher les dégénérescences dans les modules est
arbitraire car il y a plusieurs fagons d’imposer des états singuliers. Le point est que, parmi
les différentes choix possibles, les solutions correspondantes ne sont pas toutes compatibles
avec la théorie que nous somme en train de construire. Par exemple, si nous imposons que
tous les états sur le niveau 2/5 dans le module du doublet 1 sont primaires, nous obtiendrons
, par les (4.69)-(4.70), les valeurs hy 2 = 0 et Ag1 = ¢/40; or cette solution doit étre rejetée.
Comme nous le verrons plus loin, les systemes physiques sont décrits par une série de modeles
minimaux (de I’algebre parafermionique) ou les dimensions des champs sont données par une
formule qui n’est pas consistante avec la valeur Ag: = ¢/40. Encore, parmi les trois solutions
que nous avons trouvé pour le doublet 1, (4.86)-(4.87), les premieres deux se révelent étre
physiques, mais pas la troisieme.

La distinction entre solutions physiques et non sera rendue plus claire dans la prochaine
section : toutes les solutions que nous sommes en train de déterminer vont servir pour fixer
la forme de la formule de Kac pour les dimensions et pour remplir le tableau de Kac en
positionnant correctement les singlets, les doublets et les opérateurs de désordre ; dans cette
analyse, il apparait simplement que certaines solutions ne sont pas compatibles avec cette
construction.

En revenant au cas des opérateurs de désordre, la raison pour annuler tous les états au
niveau 1/2, (4.128) et (4.129), est que la solution correspondante est consistante avec la
formule de Kac que nous allons écrire plus avant.

En accord avec ces remarques, nous demandons que

AL ()

+1 =0, A}, ()1 =0, (4.130)

1
2
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AL =0, AL =0 (4.131)
Cela donne :
AV A R, =0, A%2A4',R,=0, (4.132)
A VA2 R, =0, A%A%,R,=0. (4.133)
+2 2 2 2
Par I’algebre des modes nous obtenons :
2 16A
(AEAlé + 5A3A5) R, = X\H(2)2 AR, — 272272 (m) + 28 1AR> (U)"'R,

(4.134)

En imposant maintenant AilAl_lRa = 0, et en rémplagant A}, A2 par la valeur propre
2 2

correspondante, (4.124)-(4.125), nous trouvons la relation :

2 -1 16A
3(hl)2 = M\(2)R23py —27R22 (1—0 +— ! AR> : (4.135)

Toujours en utilisant les regles de commutation des modes nous avons :

Ay A’ R, = AJA" R, = <_§h1h2 + (2)R27A172)\2 0y — (2)A1A22)\j’1h1> UR,.

(4.136)

En utilisant encore (4.132)—(4.133), nous arrivons & la deuxiéme relation :

4 .
—=hihs + (2)R2= A2\, ()R A2\ "B, — (4.137)
Apres quelques manipulations algébriques nous trouvons :
. 2—A2+3 4 1 o 3
ATA R, = Bew (—5112 + 1(2)& Ac W;}) ALAL, (U)7'R,
12 Lo As—A—242,1) 41 42 2

+ Ehl - 3(2) AZ5 A%A_%(U) R,|. (4.138)

Par conséquent, si les éléments de matrice AI% AiéRa et AI% AiéRa disparaissent, tous les
éléments de matrice (4.132)—(4.133) sont nuls, comme demandé.

Résumons les résultats : les contraintes qui dérivent de la complete dégénérescence au
niveau 1/2 dans le module de désordre R, sont exprimées par les (4.135) et (4.137). En
plus, les valeurs propres hy et ho sont liées par la (4.127). L’ensemble des trois équations
permet de fixer hy, hy et Ag en fonction de ¢, ou en fonction de parametres, p ou ai, a?
définis en (4.84)—(4.85).

Si nous résolvons les (4.127), (4.135) et la (4.137), nous trouvons les solutions suivantes

pour la dimension conforme Apg :

1p+5 2 1p-3

AL = ZPT2 A _2PTY 41

W=t M=t (4.139)
2 _

A® 1p"+2p-5 (4.140)
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Il est utile d’exprimer ces résultats en termes des af = (p+2)/pet o> =p/(p+2) :

un 5 3 (2 9 3
A ——16(03r +a2)+ 3 (4.142)

4.8 Formule de Kac.

Goddard et Swimmer ont montré [87, 88, 89] que la théorie qui correspond 4 la deuxiéme

solution associative pour l’algébre chirale est décrite par le coset :

SOR(N) x SO5(N)

, 4.143
SOg+2(N) ( )
La correspondante charge centrale est
N(N — 2))
¢c = (N-1)({1———+~]), 4.144
( ) ( p(p+2) (4144
p = N-2+k, (4.145)

La valeur de la charge centrale correspond bien a celle donnée par 1’4q. 4.30 ou on fait la
remplacement v — k/2.

Nous considérons donc une formule de Kac basée sur le réseau des poids de ’algebre de
Lie du groupe SO(N) : B¥ pour N impair et D% pour N pair.

Dans ce chapitre, nous traitons le cas Bs.

Avec ces hypotheses, la formule de Kac prend la forme générale :
= .\
A(n1,n2)(n’1,n’2) = (ﬂ — ao) — + B, (4146)
ol

7_7 1—-m 1—nf - 1—ns 1-n
,8 :,8("17"2)(7111,"12) = ( D) ay =+ 5 10(-) w1 + ( 2 a4 + >

!

Qa_) o (4.147)

Les &1, 2 sont les poids fondamentaux pour les représentations de ’algebre Bs, les ay et

la charge dp sont définies par :

pP+2 P
oy = —, a=—[—— 4.148
+ » P ( )
— (67 + a_ — -
Qg = +T(w1 + wg). (4149)

Dans 1’éq. (4.146), B est le “terme de bord” qui est nul pour les singlets et qui doit étre
déterminé pour les secteurs de doublet 1, doublet 2 et de désordre.
En disant que les opérateurs sont associés & un réseau particulier, nous sommes en train

d’assumer l’existence d’une réalisation en termes du gaz de Coulomb, avec les opérateurs
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primaires qui sont représentés par des opérateurs de vertex. Cela explique la forme du gaz
de Coulomb de I’équation (4.146) qui donne les dimensions Ay, n,)(n),ny)-

Dans les sections précédentes, nous avons directement calculé les dimensions des différents
opérateurs ayant un module qui présente des états singulieres sur les premiers niveaux. Nous
indiquons ces opérateurs comme fondamentaux. Les résultats de ces calculs sont résumés en
(4.86)—(4.87), (4.110) et (4.141)-(4.142) respectivement pour le doublet 1, le doublet 2 et
lopérateur de désordre fondamentaux. Du moment que ces solutions sont les plus simples
possibles, les dimensions correspondantes doivent étre identifiées avec les valeurs des indices
n,n' les plus petites dans le tableau des dimensions.

Nous identifions d’abord les opérateurs & travers les coefficients des ai et a2 . Puis, nous
déduisons le terme de bord par les termes qui sont indépendants de o3 dans la formule de
dimensions.

De cette fagon nous avons établi que les dimensions (4.86) correspondent, respectivement,

Aaszyan e Aunas)- (4.150)

Les dimensions (4.110) pour le doublet 2 sont égales & celles données par
Aenay e Aune- (4.151)

et, en fin, les dimensions (4.141) de Popérateur de désordre fondamental sont associées aux

Aazay et Agnae)- (4.152)

Les valeurs des termes de bord que nous avons trouvé sont les suivantes :

1 1 3
g, BDl = 1—0, BD2 - %, (4153)

Bs=0, Bgp=
ou S, R, D! et D? indiquent, respectivement le singlet, ’'opérateur de désordre, le doublet
1, et le doublet 2.

Les valeurs des produits scalaires (dJ,,dp) sont en accord avec les produits scalaires

formées par les poids fondamentaux de algebre B, :

1

(‘317‘31) =1, (‘;527‘32) = 57 (‘317&52) = (4154)

Les dimensions conformes (4.87) pour le doublet 1 et (4.142) pour 'opérateur de désordre
ne sont pas compatibles avec la formule (4.146). Plus précisément, la dimension (4.87) cor-
respond & un opérateur hors du domaine physique du tableau de Kac ( que nous allons
spécifier dans la prochaine section). La dimension (4.142) ne peut pas étre obtenue pour

des valeurs entieres des indices n,n'. on parle alors des solutions non physiques. Autrement
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dit, les opérateurs avec ces dimensions n’apparaissent pas dans ’algébre des opérateurs du

domaine physique. Pour cette raison nous pouvons les négliger.

4.9 Théorie générale.

Dans les sections (4.6)-(4.7.2) nous avons fixé les positions dans le tableau de Kac
des opérateurs fondamentaux dont les dimensions ont été déterminées par calcul direct de
dégénérescence.

Apres avoir identifié ces premiers opérateurs, il faut remplir les sites restantes du tableau
de Kac. Autrement dit, nous devons déterminer les positions occupées par les singlets, les
doublets 1, les doublets 2 et les opérateurs de désordre. Il faut donc assigner correctement le
terme de bord & la formule de Kac, éqgs. (4.146). Plus précisément, nous devons déterminer
pour quelles valeurs des indices (n1,n2)(n},n)), le terme de bord B correspond & Bg, Bg,
Bp1 or a Bpe.

Comme nous avons dit dans la section précédente, la forme générale des dimensions
(4.146) implique l’existence d’une réalisation du gaz de Coulomb. Dans cette thése nous
ne donnons pas la forme explicite des opérateurs dans cette représentation, mais nous en
utilisons plutét sa signification géométrique, qui se traduit dans certains mouvements permis
sur le réseau. Ces mouvements sont liés aux opérateurs d’écran, qui sont les vecteurs des
racines simples de I’algebre Bs.

Le tableau de Kac de la théorie Z5 est montré en fig.(4.7) avec les vecteurs €1, € qui
représentent les opérateurs d’écran du gaz de Coulomb. Le tableau de Kac est quadridimen-
sional car il est formé par les plans bidimensionnelles qui correspondent & les parties o et
a_ de I’éq. (4.146). Dans la figure nous montrons un plan. Le symbole sur chaque vertex
indique la nature de 'opérateur respectif : singlet (S), doublet 1 (D!), doublet 2 (D?) et
opérateur de désordre (R).

Le raisonnement que nous avons suivi pour déterminer la remplissage du tableau de Kac
(4.7) est expliqué tres en détail dans la section 4 de ’article reporté en annexe B. Ici nous
mentionnons seulement les deux propriétés du gaz de Coulomb que nous avons utilisé : la

méthode de réflexions et les regles de fusions.

4.9.1 Reéflexions et regles de fusion dans le tableau de Kac.

Les réflexions, indiquées par des fleches en fig. (4.7), lient en générale deux opérateurs,
qui appartient & domaines différents, & un opérateur du domaine physique ( défini par

ni,ne > 1). Comme dans la résolution de Felder pour les modéle minimaux de 1’algebre
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NN
ATV

IO
S OIONE,

T

AN\
AN\
AN
NN N N\

Fi1G. 4.7 — Grille conforme pour la théorie Zs basée sur le réseau de poids de I’algebre Ba.
On montre ici la couche principale, c’est & dire cella avec (n},n}) = (1,1). Chaque vertex
du réseau est associé & un particulier opérateur (S, D', D2, R). Le structure des opérateurs
de singlets, de doublets et de désordre s’étend sur le réseau en fagon périodique. Les fleches
montrent des exemples d’opérateurs liés par une réflexion. Le domaine physique du tableau

est limité par les axes ny et no.
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de Virasoro [56], que j’ai reproduite dans la section (1.5.3), ces réflexions indiquent les
états singuliers (dégénérescence) dans le module des opérateurs physiques. Dans ce sens, les
opérateurs dans les domaines adjacents sont des “fantoémes” : ils se découplent de I’algébre
des opérateurs physiques. Comme d’habitude, on assume que les écrans commutent avec
l’algebre parafermionique.

Nous pouvons tester les hypotheses précédentes en regardant les opérateurs du tableau
de Kac avec les indices plus petits. Pour tous les opérateurs fondamentaux, les niveau de
dégénérescence ont été déterminés en section (4.6) et en section (4.7.2) par calcul direct. Al-
ternativement, nous pouvons trouver les niveaux de dégénérescence en prenant la différence
des dimensions de deux opérateurs liés par une réflexion particuliers.

Pour I'opérateur R, positionné en ®(; 5)(1,1) ouen @1 1)(1,2), toutes les réflexions donnent

comme résultat 1/2 pour la différence des dimensions :

A1y(=1,4) — A, (4.155)

DN = DN =

Awaye-2) —Aanaz = (4.156)

Cela est en accord avec ce que nous avons trouvé dans la section (4.7.2) : les opérateurs de
désordre sont doublement dégénérés au niveau 1/2.

Ensuite, pour I’opérateur D', associé au D (1,1)(1,3) or au D1 3)(1,1), nous obtenons :

Apay-15 —Aanas = (4.157)

(4.158)

(SN V]

Auya,-3) —Aanas =

Cela confirme le fait que cet opérateur est dégénéré aux niveaux 2/5 et 4/5, comme nous
avons vu en section (4.6.1).

De méme, les deux réflexions pour l'opérateur D?, D (1,1)(2,1) Or P(1,2)(1,1), sont bien
en accord avec le calcul explicite de dégénérescence qui fixe les états singuliers au niveau
1/5 et 1. Enfin, pour l'opérateur d’identité, ® (1 1y(1,1) = I, les deux réflexions donnent les
différences 2/5 et 3/5 et reproduisent les résultats obtenus en section (4.6.3).

Il est important de remarquer que la détermination de la nature du fantéme (R, S, D*
or D?) pour chaque réflexion doit étre compatible avec la nature du correspondant état
singulier dans le module. Par exemple, dans le module de D! (fig.(4.5)) le niveau 2/5 est
occupé par un singlet et le niveau 4/5 par un doublet 2. Les différences entre les dimensions
(4.155)—(4.158), doivent étre calculés avec les termes de bord appropriés.

En imposant que pour tous les opérateurs du tableau les niveaux de dégénérescence
donnés par les réflexions soient compatibles avec la structure des modules, noua avons un

nombre de contraintes sur les possibles remplissages du réseau.
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Par exemple, dans la position ®(;,1)(3,1) nous ne pouvons pas placer un opérateur de
doublet 1 : si nous considérons la réflexion qui lie 'opérateur ®(1,1)(3,1) et l'opérateur
®(1,1)(4,—1),iln’y a aucun choix de la nature du fantéme qui donne un niveau de dégénérescence
compatible avec le structure du module du doublet 1.

Pour étudier la théorie générale de cette série de modeles parafermioniques, nous avons
beaucoup exploité la méthode des réflexions dont nous venons de parler . En particulier, cette
méthode se révele tres utile pour la construction des théories avec N > 5. La dimension du
tableau de Kac, et donc la difficulté du remplissage, croit avec N. En plus, le calcul explicite
des tous les opérateurs fondamentaux n’est pas possible. Pour NV > 5 , il est donc nécessaire
de trouver une facon d’utiliser systématiquement la méthode des réflexions. Cela va étre
discuté dans le prochain chapitre, ou nous allons présenter la généralisation pour NV > 5.

L’autre propriété du gaz de Coulomb que nous avons utilisé est celle qui concerne la
fusion entre deux opérateurs.

Considérons la multiplication (fusion) entre deux opérateurs dans la couche principale :

(1, 1) (g mp) P11 (g ) - (4.159)

Selon les regles du gaz de Coulomb, cette multiplication produit dans le canal principal
Iopérateur CI)(l’... 1)(1 1) avec

-

Ba,.nywr = Ba,..i)min) T B01,..,1)(m),m)
o= nlemi—1, i=1,2 (4.160)

Les canaux secondaires suivent le principal & travers des translations réalisés par une com-
binaison linéaire des racines simples &; ( avec ¢ = 1,2). Cette propriété a été déja utilisée
dans le troisieme chapitre pour ’analysé de l’algebre des opérateur d’énergie du modele
WDép ). Nous renvoyons a la section (3.3.2) ou nous justifions cette propriété en discutant
une fonction de corrélation particuliere .

Cette regle est extrémement utile pour fixer la distribution des opérateurs sur le réseau.
Cependant, elle doit étre utilisé tres attentivement car I’amplitude du canal principal peut
s’annuler. Cela arrive souvent pour le théories avec N > 5. Nous aurons l’occasion, dans le
prochain chapitre, de spécifier mieux les cas oli ce mécanisme se produit.

Nous examinons la fusion de 'opérateur fondamental de désordre ®(; 1)(1,2) avec le dou-
blet 2 @1 1)(2,1)- Le résultat de cette fusion est nécessairement un autre opérateur de désordre
car, dans le groupe dihédral, le produit entre d’une réflexion fois une rotation donne une outre
réflexion. L’opérateur ®(; 1)(2,2) est alors, selon la régle du gaz de Coulomb, un opérateur

de désordre. En itérant le raisonnement précédent, il est facile de vérifier que ’opérateur
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®(1,1)(nt,ny)> avec |ny — 1| impair est un opérateur de désordre R.

4.9.2 Tableau de Kac fini pour la théorie unitaire.

Toutes les discussions que nous avons fait sur le tableau de Kac sont valables en générale
pour des valeurs des parametres a; et . = —1/a quelconques. Quand ai est rationnelle,
le tableau de Kac devient fini. Nous trouvons la série unitaire pour a2 = (p + 2)/p avec p
entier ('unitarité est assuré par la construction coset (4.143)).

Le domaine physique du tableau de Kac est délimité par

2<ni+n5<p+1,

2<n;+n2<p-1 (4.161)

Cela est pareil au tableau de Kac de la théorie W B,. Les contenu des opérateurs de cette
théorie conforme (W Bs) et de celle considérée dans la présente these (Z5), deuxiéme so-
lution) sont complétement différents. Cependant, les deux utilisent le réseau des poids de
I’algebre Bs pour les respectives représentations. En plus, les propriétés globales du réseau
des représentations sont les mémes.

Pour justifier les délimitations du tableau de Kac de la théorie Z5, données en éq. (4.161),

nous considérons les réflexions dans la direction :
25 + €. (4.162)

En utilisant la (4.146) pour A(ny na)(ny,ny)» avec les termes de bord corrects, nous trouvons

que les opérateurs au dela de la ligne :
ny+ny =p+2 (4.163)

sont tous des fantomes et ils se découplent de la théorie. Cela peut étre vu du fait que leur
dimension differe de celle des opérateurs physiques auxquels sont liés pour des valeurs qui
sont compatibles avec les niveaux de dégénérescence du correspondant module.
Enfin, la restante partie du tableau de Kac posséde une autre symétrie. Il est facile de
vérifier que A(y,; ny)(n),ny) €St invariant sous la transformation :
ny =+ p+2-n) —n, nh — nh,

(4.164)
ny —p—niy—na, Ny — Na,

Il est important de souligner que la (4.164) est aussi une symétrie de la théorie W Bs. La
symétrie (4.164) et la définition du domaine physique (4.161) ne sont pas brisés par la

structure des S, D', D2, R sur le réseau.
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R N W b~ O

(n,n)=(1,1) (n,n)=(1,2) (n,n)=(2,1)

F1G. 4.8 — Tableau de Kac pour la théorie p = 4 avec ¢ = 3/2. Il y a trois couches a_,
chacune correspondante & des valeurs données des indices ay (ni,n2). La théorie contient

16 opérateurs primaires.

Nous donnons ici ’exemple le plus simple de la série de théories que nous avons construit.
Selon la formule du coset (4.143)-(4.145), la premiere théorie non triviale avec symétrie Zs
est celle avec p = pmin = 4, qui a ¢ = 3/2. Son tableau de Kac, formé par trois couches a_,
est montré en fig.(4.8).

La théorie avec p = 3 est triviale. Son tableau de Kac est constitué par une couche
a_ seulement, avec tous les opérateurs qui ont une dimension conforme nulle, A = 0. Cela
pouvait étre anticipée du fait que la charge centrale correspondante, selon ’éq. (4.144), est
c=0.

Dans le prochain chapitre, nous allons montrer comme utiliser la trivialisation de la
théorie pour ¢ = 0 pour déterminer les termes de bords pour les théories parafermioniques

avec symétrie Zny, N > 5.

4.10 Equations caractéristiques.

Dans le raisonnement que nous avons fait jusqu’ici nous avons utilisé des arguments
basés sur le gaz de Coulomb pour la construction de la formule de Kac et du tableau de
Kac. L’existence du gaz de Coulomb a été supposée et nous n’avons pas construit les gaz de
Coulomb de facon explicite.

Ces hypotheéses (en particulier pour les régles de fusion) peuvent étre supportées, au

moins partiellement, en étudiant les équations caractéristiques pour les dimensions conformes
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des opérateurs qui participent dans une fusion donnée. Ces équations sont obtenues a partir
des équations différentiables pour les fonctions de corrélation & trois points.

Nous n’allons pas donner une liste complete des équations caractéristiques. Plutot, les
exemples que nous allons discuter constituent une confirmation générale de la consistance
de 'approche suivi jusqu’ici.

Dans ’appendice C de ’article reporté en annexe B, la fonction de corrélation
<R(2) (22)<I>q(z3)R(1)(z1)> (4.165)

est analysée.

Ici RM(z;) est un opérateur de désordre dont le module est completement dégénéré au
niveau 1/2, et dont nous supposons que R (z) = ®(1,9)1,1)(21) or D(q1y(1,2)(21). Nous
indiquons comme R(?(z) un opérateur de désordre générique et comme ®9(z3), avec q =
0,+1, un singlet or un opérateur de doublet 1.

La condition nécessaire pour que la fonction 4.165) soit non nulle est donnée par 1’équation
concernant les dimensions des opérateurs R, R(?) et &7 :

1 2¢° g h R
AR(2) - A(I)q + Z (]. - ?> AR(l) - (—].) Z@AR(I). (4166)

Ici, R™M, R®) et ®9 sont les valeurs propres des modes zéro, définies en éq. (4.124).
Des résultats similaires ont été obtenus pour les fonctions données ci-dessous.
- <<I>%2)<I>0<I>(_1§>. Nous supposons que le module de 'opérateur <I>(_1§ est dégénéré aux
m 1, et donc <I>(_1§ = ®2,1)(1,1) or P(1,1)(2,1)- En tenant compte de cette

dégénérescence nous obtenons la relation suivante :

1 5 hi%)
Aq;.o - A@%z) - ZAq)?l) = _Z@A(}%n (4167)

Les h% et h?% sont les valeurs propres des opérateurs @%2) et <I>(_1§ par rapport aux
modes zéro A}, Ay' (voir éq. (4.47))
- <<I>%2)<I>1<I>%1)> . Nous considérons le cas ot <I>%1) = ®(5,1)(1,1) O D(1,1)(2,1)- L’opérateur
@%2) est plus général car nous supposons seulement une dégénérescence & niveau 1/5
alors que le deuxiéme niveau de dégénérescence n’est pas fixé. En utilisant les réflexions

nous pouvons déduire que @%2) appartient a la série :

‘1)%2) = Pak,1)(1,1) O P(1,1)(2k,1); (4.168)
avec k = 1,2,3,.... Dans ce cas la fonction de corrélation <<I>%2)<I>1<I>%1)> donne la
relation suivante :

1
Apr = Agpz + =—Agp2 . (4.169)

(2) 2 (1)
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_ /& 1 &2

(2l 2l 203) -
De méme, le module de I'opérateur <I’(_1§ est supposé étre dégénéré aux niveaux 1/5 et 1.
Les opérateurs @%3) et @%2) sont généraux. La correspondante équation caractéristique

se révele étre tres simple. Cette fonction est non nulle si :

Ag1 = Ag1 .
P2 P (3

(4.170)

Nous avons vérifié que les équations caractéristiques, données ci-dessus, sont en accord
avec les arguments du gaz de Coulomb que nous avons exploité pour définir la structure
S, D', D2, R du tableau de Kac. Ces équations contiennent aussi quelques informations

concretes sur les regles de fusion de la théorie. Par exemple, si nous résolvons I’équation

(4.169) nous arrivons & montrer que la fusion des opérateurs :
4)%1) = 1)(2,1) et @%2) = @1 1)(2k,1) (4.171)
produit, en particulier, ’opérateur
' = @(1,1)(26-1,3)- (4.172)

Ce résultat est consistent avec le positionnement du doublet 1 dans la troisieme ligne de
la fig.(4.7). En plus, il est en accord avec ’addition des vecteurs, qui correspondent aux
opérateurs dans la réalisation du gaz de Coulomb, et avec I’action des écrans. Une translation
de —é doit étre utilisée car le canal considéré n’est pas principal pour les fusions du gaz de
Coulomb.

Les autres deux équations, (4.166) et (4.167), incluent, & part les dimensions des opérateurs,
aussi les valeurs propres des modes zéro : hgl) et h?) in Eq. (4.166) et h@ et hf) en
Eq. (4.167).

Comme nous avons déja souligné avant, les valeurs propres (hq, ho,1, h1,2) caractérisent
les opérateurs primaires et les représentations de I'algebre parafermionique correspondantes,
aussi bien que la dimension A (qui n’ est rien d’autre que la valeur propre du mode zéro de
Virasoro Ly). En particulier, la théorie possede des opérateurs primaires de la méme nature,
opérateurs de désordre par exemple, qui ont la méme dimension A mais des valeurs de h;
différentes. Tels opérateurs doivent étre considérés comme différents. Ces exemples sont aussi
présents dans la théorie Z3, étudiée par Fateev-Zamolodchikov [29] : I’égalité au niveau de
A est brisée par des valeurs différents de h;, en particulier dans le secteur de désordre.

La présence de hy en éq. (4.166), et de hy 2 in Eq. (4.167), complique I’analyse des
correspondant regles de fusion.

Pour certains opérateurs, la correspondante valeur h; ou h;» est connue. Ceci est le cas,

par exemple, de h{") de 'opérateur R(") dans la fonction de corrélation (R®$1RM). Ou
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F1G. 4.9 — Le canal sous dominant dans le produit @1 2)(1,1)- ®(1,2)(1,1) est obtenu par laction

des écrans —é; — 2é5 sur le canal principal 5(1’3)(1’1).

h&), de I'opérateur @%1) dans les autres fonctions de corrélations, est connue par le calcul de
dégénérescence au niveau 1/5, réf. Eq. (4.94).

Pour ce qui concerne la fonction <R(2)<I>‘1R(1)>, il y a deux canaux indépendants, ¢ = 0 et
¢ = 1. Si nous supposons R?) = ®(1,2)(1,1) OF R®) = ®(1,1)(1,2), tous les hy en éq. (4.166) sont
déterminés et les dimensions Age peuvent étre facilement calculées pour les deux canaux.
Nous considérons alors la fonction :

— (®(1,2)(1,1)®7®(1,2)(1,1))- Pour le canal ¢ = 0, nous obtenons par I’éq. (4.166) que

A.:I)O =0. (4173)

Ce résultat était attendu du moment que la fonction & deux points (®(1,2)(1,1)®(1,2)(1,1))

est non nulle. Plus intéressant est le canal ¢ = 1 : dans ce cas ’éq. (4.166) donne :
Ag1 = Aoy 5010 (4.174)

Ce résultat est en accord avec le fait que nous attendons que ®(; 3)(1,1) soit un doublet
1, et avec les régles du gaz de Coulomb. En effet, la multiplication ®(; 2y(1,1) - ®(1,2)(1,1)
produit, dans le canal principal, ’opérateur associé a la position 5(173)(1,1) = 5(1,2)(1,1) +
3(1,2)(1,1) ; le canal ¢ = 0 suit le principal par une translation —&; — 2€5, comme montré
en fig.(4.9).

La correspondante équation caractéristique pour les deux canaux est résolue par :

Ago = Az

Apt = Aaguns- (4.175)

Encore une fois, le remplissage du réseau et les regles de fusion sont confirmées.
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Il est intéressant de noter que 'opérateur @ oy(1,2) n’est pas un opérateur physique mais
il est également admis par 1’éq. (4.166). Cela vient du fait que ’équation caractéristique ne
fournit aucune information sur les constantes de structure de ’algebre des opérateurs ; en par-
ticulier, ces constantes de structure peuvent s’annuler. Dans le cas que nous sommes en train
de considérer, nous attendons que la fonction de corrélation (®(1,1y(1,2)®(0,2)(1,2)®(1,2)(1,1))

soit nulle.

4.10.1 Formule générale pour les valeurs propres dans le secteur de

désordre

Différemment des cas particuliers que nous avons considérés ci-dessus, les valeurs propres
h ne sont pas généralement connues. Le probléme n’est donc pas seulement de fixer A, mais
aussi les A% de R® in éq. (4.166) et hf; de ®7,) en éq. (4.167).

Nous nous concentrons sur I’éq. (4.166). Un canal peut étre utilisé pour déterminer h§2),
en faisant I’hypothese d’une valeur pour Ago choisie & une certaine position dans le tableau
de Kac. L’autre canal avec ®! (dans le quel on a le méme h§2)) peut servir pour tester la
présence de Ag: dans la position correcte sur le tableau de Kac, en ayant calculé sa valeur

a partir de ’équation caractéristique. De cette facon il est possible de faire quelque progres

dans le remplissage du réseau, indépendamment de ’hypothese du gaz de Coulomb.

Le probleéme peut étre contourné. Si nous assumons les résultats de ’analyse basée sur le
gaz de Coulomb, dans la quelle nous avons établi la formule de Kac, nous pouvons utiliser

I’équation caractéristique pour déterminer la formule générale pour les valeurs propres de h.

Avec cette approche nous avons réussi & trouver une formule pour les opérateurs de
désordre. Nous renvoyons a ’article en annexe B pour le détail de la procédure que nous

avons suivi. La formule résultante est donnée ci-dessous.

Nous pouvons caractériser chaque opérateur de désordre selon sa position relative au sin-
glet le plus proche. Comme montré en fig.(4.10), il y a quatre types d’opérateur de désordre :
R4+, R, R et R_,. Laformule générale des valeurs propres hi¢ pour un opérateur de désordre

@ (ny,n2)(n},ny) du type X prend la forme :

hi = Ald(m+n)p=4(n] +ny)p+2) +p+1],
hi = A[-4(ni+n2)p+4(ni +n5)(p+2) +p+1],
he = Aldmip—4ni(p+2)+p+1],

h? = Al-4dnmip+4ni(p+2)+p+1], (4.176)



106 Chapitre 4. Théories parafermioniques avec symétrie Zs.

ADADNADNS

F1G. 4.10 — Chaque opérateur de désordre est entouré par trois doublets et un singlet.La
fleche attachée & chaque opérateur R montre sa positionne par rapport a lopérateur de

singlet.

1 V5 25

A= _— Y202 4.177
80Vp—3p+5 (4.177)

Nous soulignons que la symétrie (4.164) du tableau de Kac est aussi respectée par ’éq. (4.176).

Un vérification de cette formule ( basée sur un calcul explicite de dégénérescence) est

donnée dans Darticle de I’annexe B.

4.11 Discussion

Dans ce chapitre nous avons construit et analysé en détail les théories parafermioniques

avec symétrie Z; qui sont basées sur la deuxieme solution associative de ’algebre chirale.

Le résultat principal est la formule de Kac pour les dimensions des opérateurs primaires
qui constituent les représentations de l’algebre. Cette formule est donnée dans la forme

(4.146). En particulier, & travers des calculs explicites de dégénérescence des modules des
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(38 }-( 2/5 } -(13/24F -(9/10) (3/80} -(1/26} -(5/48) -(9/16) (3/8 } -(v/10}-(2/24}-( 0 )

(vi0) (w8) (we) (v16) (7/80) (1149 (25) (ws) (wis)

124 115 5/48) (11/48 13/24 16

F1G. 4.11 - Dimensions conformes A des champs de la théorie Z5 avec p =4 et ¢ = 3/2. Les

conventions pour les indices (nq,ns)(n},n}) sont les mémes de figure 4.7.

Verma, nous avons déterminé les termes de bord B de la théorie :

Secteur de singlet : Bs=0 n} —n; =0 mod 2, nYy —ny = 0 mod 4
Secteur de doublet 1 : Bp: = {5 n} —n; = 0 mod 2, nh —ny =2 mod 4
Secteur de doubet 2: Bps = % nf —ny =1 mod 2, nby —ns = 0 mod 2
Secteur du désordre : Bg = 3 ny —n; =0 mod 1, nb —ny =1 mod 2
(4.178)

La distribution des opérateurs des différents secteurs est montrée en fig. (4.7) pour la couche
principale (1,1)(n},n5). Cette figure contient toute I’information du moment que les autres
couches, avec (n1,n2) # (1,1), sont obtenues par translation.

De facon similaire au cas de la théorie Z3 étudiée par Fateev et Zamolodchikov, nous
faisons ’hypothése que la série infinie des théories Zs, p = 4,5,6 étant 'indice du modele
minimal, décrit les points multi-critiques dans les modeles statistiques avec symétrie Zs.

Le premier et plus simple modele de cette série est celui avec p = 4, avec charge centrale
¢ = . Les trois couches de son tableau de Kac sont montrés en fig.(4.8). Les valeurs ex-
plicites des dimensions conformes des primaires de I’algébre parafermionique sont montrées
en fig.(4.11). Ces opérateurs sont liés par la symétrie (4.164), que nous avons discuté dans
la section (4.9.2). Nous remarquons aussi que les premiers et les deuxiémes descendants des
opérateurs en fig.(4.11) restent des primaires de Virasoro. Leur dimension est obtenue &

partir des celles de fig. (4.11) en sommant :

% et % pour S,

2 4 1

etz pour D

55 P ’ (4.179)
fet? pour D2

3 pour R,

en accord avec la structure des modules, discutée en section(4.5). Les valeurs explicites sont

montrées en fig. (4.12).
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(718 }-( 35} -(25/24F -(11/10)

(7716} -(9/16} - (ov2ad- -(17/26) ((7/8 }-( w2 } -(13/24F -( 2/5 )

(v2) (58] (17/30

1324) (4/15

(78}-( 1 }-(524F-(32)
[9/|10] [5l8] [23&30]

13l24 ZlB

3/5

(or16) (23/80 (17/49 (35) (58] (4/15)

12124 (17/48 15/24) (17/30

(67/80F -(9/16} - [eor2ad- - (17/26) ( 7/8 } -(9/10} -(13/24F -( 3/5 )
(916) (1118 (17/49 (1) (s8) (23)

169!2 17148 15J24 23J30

17/16) 32

F1G. 4.12 — Dimensions conformes des champs qui sont primaires par rapport a l’algebre de

Virasoro .

Nous pouvons conjecturer que il est possible de modifier opportunément les systéemes

statistiques sur réseau, décrits par la théorie de Fateev et Zamolodchikov pour les mener

vers la multicriticalité en préservant au méme temps la symétrie Zy. Si ceci est vrai, alors

le point tri-critique qui correspond & la théorie Z5 avec p = 4 est I’exemple les plus simple

a découvrir.

Dans le prochaine chapitre, nous allons discuter la généralisation, tout & fait non triviale,

pour N > 5.



Chapitre 5

Théories parafermioniques avec

symétrie Zy

Les théories conformes associées & la deuxieme solution associative de I’algebre parafer-
mionique Zy (voir section (4.3)) sont décrites par le coset [87, 88] :

SO.(N) x SO5(N)

) 5.1
SOmr2V) &)
dont la charge centrale est :
N(N — 2))
c = (N=1){1-=—""2), 5.2
( ) ( p(p+2) (52)
p = N—-2+n. (5.3)

En particulier, la formule de Kac est basée sur le réseau des poids de 1’algebre de Lie du
groupe SO(N) : By_1 pour N =2r+1et Dy pour N =2r (avec r > 3).

Dans le chapitre précédent nous avons considéré le cas particulier de la théorie Z5, basée
sur Palgebre de Lie Bs. Afin de construire cette théorie, nous avons mis en ceuvre une
suite de méthodes différentes, du calcul explicite des dégénérescences a 1’étude des équations
caractéristiques.

Dans ce chapitre, nous complétons ce travail en présentant la classe entiere des théories
avec symétrie Z, N > 5. Comme nous allons la montrer, la généralisation des résultats
concernant la théorie Z5 n’est pas directe et elle nécessite une utilisation systématique des
propriétés du gaz de Coulomb.

Nous allons suivre la méme démarche du chapitre précédent. Apres avoir fixé le contenu
du spectre de la théorie, nous déterminons la structure des modules de représentation et les

regles de commutation des modes parafermioniques pour N arbitraire. Nous allons ensuite

109
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présenter séparément la construction de la théorie avec N impair, associée a I’algebre de Lie

B(n_1)/2, et de la théorie avec N pair, associée a l'algebre de Lie Dyys.

5.1 Espace de représentation.

Comme dans le cas N = 5, nous attendons de trouver parmi les primaires de Ialgébre
(4.27)—(4.28) les représentations usuelles du groupe Zy. Pour N impair on aura les champs
de singlet

9(2.2) (5.4)

et les champs de doublet
(}iq(zaz)a q:1727"'5—7 (55)

ou nous indiquons comme ®7 le champ primaire avec charge ¢q. Pour N pair, la question
du spectre de la théorie devient en fait beaucoup plus délicate. Nous montrerons en section
(5.5) que l'espace de représentation de cette théorie est caractérisé par deux types de singlet,
®° et ®V/2 et N/2 — 2 doublets &7, ¢ =1,--- ,N/2 - 1.

Comme nous avons discuté dans le chapitre précédent, la théorie est invariante sous
les transformations du groupe dihédral Dy et elle contient les opérateurs associés aux N

réflexions Z, du groupe Dy :
{Ru(2,2), a=1,...,N}. (5.6)

Nous renvoyons 4 la section (4.7) pour la discussion sur le role joué par ce type d’opérateurs.
Pour étudier les représentations dégénérées de ’algebre (4.27)-(4.29) nous devons ana-

lyser la structure des modules pour IV arbitraire.

5.2 Secteurs de singlet et de doublet.

5.2.1 Structure des modules

Nous positionnons d’abord les champs chiraux ¥**(z2), k = 1,2,...,[N/2], et le tenseur
d’énergie-impulsion T'(z) dans le module d’identité. Les niveaux des ces opérateurs corres-
pondent aux dimensions conformes Ay, (cfr. éq.(4.31)).

Pour compléter le module d’identité avec les niveaux restants, il suffit d’observer que
la monodromie abélienne des champs ¥** fixe & 1 I’espacement des niveaux dans chaque

secteur.
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g=-3 g=-2 g=-1 %0 g=1 g=2 g=3 g=-3 Qg=-2 CD_l g=0 CDl g=2 g=3
X 0 & @ 0
--f---- L it CEE T e ®----- -- 7
e EEEEEE T R e o e -- 27
B I e e e il S 9 - 3/7
R R s ®----f----- ®-----F----- -- 5/7 B I R e e e il 9 - 5/7
-—f---- L R e e e ®----- -- 6/7
1 1
--f---- L et CEEEEE e ®----- --8/7
e EEEEEE T e e o e -- o7
B R e e It et B S 9 - 10/7
~2 -3
q3%q1q ql‘gqo %q2qlq =1 g2 (go
e EEEEEE T R e Tt -- 7
B Y ®-----|----- ®-----|----- -- 27
- ---- R et I I ®----- --3/7
-®----H-----f---------94-----}---- 9 - 47 --F----4-----F---- ®----4-----}F---- -- 47
--b----q----- ®o-----|----- ®-----F----1 -- 6/7
1 1
e e R *----q-----fF----4 --8/7
B Y ®---------- ®-----|----- --9/7
--f---- R T LR ®----- -- 107

F1G. 5.1 — Modules de représentation pour N = 7. Nous montrons la structure des niveaux
pour les modules de singlet (en haut & gauche), de doublet 1 (en haut & droite), de doublet

2 (en bas & gauche) et de doublet 3 (en bas & droite).

Dans le module d’identité il n’y a pas d’états sur les niveaux entre 0 et A, mais cela
n’est plus vrai pour un opérateur de singlet ®° quelconque.

En indiquant comme 62 le premier niveau descendant du secteur de charge %k, nous
obtenons par ’éq. (4.31) que :

2 2
8 = —% mod 1. (5.7

Les valeurs 62 fixent completement la structure des niveaux pour un module de singlet
général. En figs (5.1) et (5.2) nous montrons le module de singlet pour N =7 et N = 6.
La structure des modules des doublets est déduite en examinant les sous modules du

module d’identité. Nous trouvons :

(L)

6 =220

mod 1, (5.8)

ot1 d; est le premier niveau dans le module du doublet ¢ qui correspond au secteur de charge
k. En fig.(5.1), nous montrons les trois possibles doublets pour N = 7.
On peut facilement observer en utilisant la relation (5.8) que 67 = 61]:%3:; Pour la théorie

Zg, par exemple, cela implique que les structures des modules (®~!, ®') et (&2, ®2) sont
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-2 -1 | 1 2 3
® 0
@ P p-----4 b - - 213
1
gt pl
R R @ -~~~ 52/3
-2 2
W
7?79{ 777777777777777777777777 o - 8/3
I | 3* 3
W

FiG. 5.2 — Modules de singlet et de doublet dérivés par la structure des sous modules de

I’opérateur d’identité. Les niveaux vides sont indiques avec des cercles vides
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identiques. Dans ce cas, nous pouvons définir seulement un module du doublet, celui du
doublet 1 par exemple, en lieu de deux (voir fig. (5.2)). La méme observation vaut aussi pour
les modules des opérateurs ®° et ®3. Pour N pair, nous pouvons définir les champs primaires
®*4 avec ses propres modules, seulement pour 0 < g < [N/4]. Nous allons retourner sur ce

point quand nous traiterons plus en détail le cas de IV pair.

5.2.2 Algebre des modes.

En accord avec la structure des modules, les développements des champs chiraux dans

chaque secteur pour N général prennent la forme :

1
k _ § : k

v (Z)(ﬁq(()) - (Z)Ak_5§+q+nA—52+q+"q)q(0)’ (5'9)

Aly 1,890) = 0, n>o0. (5.10)

Nous rappelons ici que les sommes k + g des charges Zy sont toujours définies modulo
N. L’éq. (5.10) est la condition habituelle pour que les champs de représentation soient
primaires de 'algebre parafermionique.

L’action des modes dans chaque secteur peut étre donnée en termes des intégrales de

contour :
1 q
k _ Ap—6 +n—11k
Ay O = 52§ et (94(0). (5.11)
A partir de ’éq. (5.8), on peut voir que le niveau dgﬂ est nul pour k = —2q. Pour chaque

doublet %7 il y a alors un mode zéro AT>? qui agit entre les deux états au sommet du

module :

AT*19E1(0) = b, ®T9(0). (5.12)

Les valeurs propres h, définies dans cette équation caractérisent avec les dimensions conformes
les représentations de 1’algebre.

En utilisant la relation (5.11) nous avons calculé la forme générale des relations de com-
mutation des modes. Je me contente ici d’en montrer les résultats car les techniques utilisées
sont celles présentées en [19]. Je renvoie le lecteur & les appendices en annexe B, ol nous
donnons des exemples sur la dérivation de ces regles.

Nous définissons les coefficients D! par le développement suivant :
oo
(1-z)*=) Dia'. (5.13)
1=0

A partir de I’éq. (4.27), on pourrais montrer que les modes ¥* et T (k, k' = £1,2,..., £[¥]
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et k + k' # 0) satisfont les relations :

o0

I k B Y 4 k q
ZDa (A_‘Sk’ﬂ +S(k,k’,q)+n—lA_‘5:'+q+m+l A*5k+q +S(k’,k,q)+mlA—5Z+q+n+l>(I)
=0

btk +q k' +h+q
= AR R0 (o m)A'j;g;MH(k’k,’q)+n+m<1>q (k+k #0) (5.14)
ol
Q@ = Ap+Ap —Appp —2 (5.15)
n*FD(nom) = Ay — Ofpgtn—1- AHkéZi’;i A <Ak+k' — Oy pryq TEEK @)+ + m) )

Dans I’éq. (5.14), les entiers s(k, k', q) et t(k, k', q) sont donnés par :

s(k,k',q) = 5:_:;5_’_(1 —Opy, T
t(k k', q) = Ofipgg = Ohpg = Oprpg T (5.16)

Les autres régles de commutation entre les modes des parafermions ¥* et =% (k =
1,2,..., [g]) réalisent la connexion avec ’algebre de Virasoro, comme on peut voir a partir

de ’éq.(4.28). En définissant u(k, ¢) comme :
u(k,q) = 6q_k+‘1 —0p, + B (5.17)

nous pouvons écrire les relations suivantes :

00

1 4k —k —k k q
Z Dﬁ (A_6;k+q+u(kwq)+n—lA—éq_k+q+m+l + A—6§+q+u(—k,q)+m—lA*‘SZ+q+"+l) o
=0

2A
= <K'(n)5n+m+u’(k,q),0 + TkLn-i-m-i-u’(k,q)) 1 (5-18)
avec
B = 2A,-3 (5.19)
1
Rn) = 5 (k=0 +n—1) (A -0, +n—2).

Dans I’éq. (5.18) nous définissons u'(k, q) = —1+u(k, q) pour k # —2q, ou u'(k,q) = u(k, q)
pour k = —2q.

Dans I’éq. (5.18), les L,, sont les générateurs des transformations conformes. Ils forment
lalgebre de Virasoro (1.32). Enfin, ’ensemble des relations des commutations dans les sec-
teurs de doublet et de singlet est complété par les commutations entre les modes A* et les

L, :

k
(450 omln— Ladby )80 = [(1 = Agin+m -, ] A%y

0, bmin®’ (5:20)
Nous ferons souvent référence & 1’éq. (5.14) en utilisant la notation {¥*, O+ }$9.
Les regles de commutation (5.14)-(5.20) permettent de déterminer plusieurs éléments de

matrice qui interviennent dans ’analyse de dégénérescence des modules.
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5.3 Le secteur de désordre.

Les propriétés principales de ce secteur ont été traitées dans la section (4.7). La généralisation
des développements (4.120) et (4.121) est directe :
N
Z Ak+2 2 a(0)7 k= L,2,..., |:§:| . (521)
n
En faisant une continuation analytique de z autour de 0 sur les deux parties de 1’éq.(5.21),

nous obtenons le développement du produit ¥—*(2)R,(0) :

T*(2)R,(0) :Z(()A%Al U¥R,(0), k=1,2,..., [_] , (5.22)

n

ot U est une matrice N x N telle que UR,(0) = R,—1(0).

Les modes des opérateurs A% sont exprimés en termes des intégrales de contour
2

1 n
AL R,(0) = 1 P (2)2++31F(2) R, (0), (5.23)

ou le parcours d’intégration turne deux fois autour de 'opérateur & l'origine R, (0).
Dans les calculs de dégénérescence nous avons utilisé deux types de relation : celle entre

les modes de deux champs chiraux ¥?!,

ipgﬂ( WALy + AL AL ) R,

16A
= M\ytofe 3An+m R, + (—1)n2~ 822 [n(n)5n+m,0 + ILW] U lR,, (5.24)
et celle entre les modes de U! et de ¥, avec k = 2,3,...,[5],
o>
> D, (4h Al - AL AL ) R, (5.25)
1=0 :
= (—p)nrtmoumr=2)kl 19 H-HZr=2_ A AMLR
= () o, @Ak +n—1) - ETEZ2 a0k 0 bm)| AKEL R,
mov—p—21y —k,1 vV—p— 2 1—k |k
+ (-1n)™2 Ak QA +n—1)— —az(2A1 _p +n+m) A,L_,_TmU R,.
Les coefficients DY, sont définis par
o
(1-z)"(1+2)*=>_ D! (5.26)
1=0

Dans I’éq. (5.24) nous avons utilisé les notations :

a = 2A1—A2—1,
B = 2A;-3,
A (A 2
k() = (2A1+n—1D2A +n—2)— (201 +1—1)(Ag+1) 4 L2t D@2 +2)

4 )
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et dans ’éq. (5.25) :

b= A+ A1 —App—2,
v = A p+A1—-A1 -2,
o = AV AV AN
2Ak41
I Ai_p+Ap— Ay
2 20 '

5.4  Théories parafermioniques Zy, N impair.

Dans le chapitre précédent nous avons calculé les dimensions des opérateurs fondamen-
taux de la théorie Zs, c’est a dire le singlet, le doublet 1, le doublet 2 et le désordre.

Les calculs de dégénérescence sont de plus en plus compliqués en augmentant N et la
détermination de la dimension des tous les opérateurs fondamentaux deviennent tres difficile
pour N grand.

En analysant les dégénérescences aux premiers niveaux, nous avons trouvé les dimensions
conformes des opérateurs fondamentaux de singlet et de doublet 1 pour N = 7, de doublet
(N —1)/2 et de 'opérateur du désordre pour N impair. Ces calculs sont trés similaires &
ceux dans la section (4.6). Pour cette raison, nous avons choisi d’étre concis et de discuter

seulement les résultats. Je renvoie & ’article reporté en annexe C pour les détails.

5.4.1 Opérateur d’identité.

L’opérateur d’identité I, avec dimension Ago = 0, constitue le singlet fondamental, voire
celui avec les niveaux de dégénérescence les plus bas possibles. Malgré la valeur triviale de
sa dimension, il est importante d’analyser le module d’identité : les niveaux et les secteurs
des sous modules dégénérés donnent des informations importantes pour la construction de
la théorie générale.

Nous avons complété 'analyse du module de 'opérateur d’identité pour N = 7 : ce
module présente un doublet 3 singulier au niveau 3/7, et deux doublets 1 singuliers au

niveau 5/7.

5.4.2 Doublet 1 fondamental de la théorie N = 7.

L’analyse complete des dégénérescences du module du doublet 1 fondamental a été pos-
sible pour N = 7.

En imposant un dégénérescence
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— au niveau 1/7 dans le secteur de charge ¢ = 2,
— au niveau 2/7 dans le secteur ¢ =0,
— au niveau 1 dans le secteur de charge ¢ =1,

nous trouvons trois solutions pour les dimensions conformes Ag: du doublet 1 &' fonda-

mental :
N (36 —c+/(c—6)(c— 216)) . (5.27)
o T o
et
1
Mg = o (128 +5¢+ v/25¢2 + 680c + 16384) . (5.28)

Nous allons montrer que les solutions (5.27) sont consistantes avec la structure de la théorie
que nous sommes en train de construire, alors que la (5.28) doit étre refusée comme solution
non physique. Pour cela il est utile de récrire les (5.27) en termes de la paramétrisation

(5.3) :

=
+
EN{

5
A(t) - 2 2
® T (5.29)
(<) _ 9p—5

N T (5.30)

5.4.3 Doublet (N — 1)/2 fondamental.

En écrivant N = 2r + 1, le doublet avec la plus grande charge Zy est le doublet r. Le
fait que le doublet r a ses deux sommets adjacents facilite les calculs et nous avons réussi a
déterminer la dimension conforme pour chaque valeur de r.

Nous considérons d’abord le cas N = 7 dont le doublet 3 est montré en fig.(5.1).

Le module du doublet 3 a un vecteur singulier :

— au niveau 2/7 dans le secteur de charge ¢ =1,

— au niveau 3/7 dans le secteur ¢ = 2,

— au niveau 1 dans les secteur de charge ¢ =3
Nous avons deux solutions pour la dimension conforme Ags :

1

+
AEF) 70

(36 —ext/lc—6)(c— 216)) . (5.31)

Ces solutions, si récrites en termes de la paramétrisation (5.3), prennent la forme :

(+) 3p+7
Aq>3 ?T, (532)
_ 3p—5
AL = S22 :
®? Tp+2 (5:33)
En prenant en compte les similitudes entre le doublet fondamental r = % pour N =5

(voir section (4.6.2)) et N = 7 (voir annexe C), nous pouvons conjecturer la structure de ce
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module dans le cas général. Nous cherchons r sous modules dégéneres mais il se trouve que
deux conditions de dégénérescence suffisent pour fixer la valeur propre h,, définie en (5.12),
et la dimension conforme Ag-. Ces conditions sont obtenues en imposant respectivement :
1. la complete dégénérescence du niveau §-_; = 1 — 4/N,éq. (5.8), dans le secteur de
charge r—1. Nous assumons implicitement r — 2 conditions, qui agissent entre le niveau

0 et d7_,, telles que ces niveaux deviennent vides aprés avoir annulé les correspondant

état singuliers. Il restent alors deux fagons de descendre au niveau 4, _; :

AT; @ et AT @ (5.34)

r—1
Par la relation {¥~!, ¥=1}&~" avecn = 1 et m = 0, ces deux états sont proportionnels

entre eux. Pour avoir une dégénérescence compléte il suffit de demander que 1’état :

X' =A@ (5.35)

r—1
soit primaire. Cette condition fixe la valeur propre h,.
2. Une dégénérescence du doublet r au niveau 1. Ici nous supposons d’avoir r — 2 condi-
tions concernant les niveaux entre 67 _; et 1. Apreés avoir annulé les correspondants

états singuliers, ces niveaux restent vides. Dans ce cas, ’état au niveau 1 a la forme :
X" =alL_1®" +bA1®". (5.36)

Si nous demandons que ’état (5.36) soit primaire, la dimension conforme Ag- du
doublet r est fixée.
Les r — 2 conditions de dégénérescence déterminent les valeurs de certains éléments de
matrice qui concernent les niveaux qui sont plus en bas.
Ce scénario a été vérifie explicitement dans le cas N = 9.
En suivant la procédure que nous venons d’exposer, nous trouvons comme solutions pour

les dimensions conformes :

ALY = % + 2Nt]\_,f2) + 2N(A1r_2) Ve—N+De—(N-19),  (5.37)

qui généralisent ’éq. (5.31).

Avec la paramétrisation (5.3) ces solutions deviennent

Al = %(N - 1]3[(;\’ +p) (5.38)
(=) 1(N-1)(p+2-N)
Al R (5.39)

Nous soulignons que les hypotheses faites pour déterminer la dimension Ag- pour r
arbitraire vont étre validées par 1’accord entre les égs. (5.38)—(5.39) et la formule de Kac que

nous donnons dans les prochaines sections.



5.4. 'Théories parafermioniques Zy, N impair. 119

5.4.4 Opérateurs de désordre fondamentaux.

La structure du module d’un opérateur de désordre R, (a = 1,2,...,N) est, comme
nous avons vu en section (4.7), relativement simple : chaque module a N sommets associés
aux composants R, et il y a seulement des niveaux entiers et demi entiers. Nous avons aussi
(N —1)/2 modes zéro Ak (aveck = 1,2,..., %), associés au parafermion ¥ qui agit entre
les N sommets du module :

ArR, = hy U*R,. (5.40)

Cette équation définit les valeurs propres hy. Comme dans le cas N = 5, les valeurs propres
hy et ho sont liées par une relation qui ne dépend pas des détails de la représentation. En

posant n = m = 0 dans la (5.24), nous obtenons que :

164,

2h% = \p'28273p, 4 27 R2—2 [m(o) + AR] : (5.41)

Nous concluons que chaque représentation R, est caractérisée par sa dimension Ag et par
(N — 3)/2 valeurs propres hy. Ces valeurs sont obtenues en étudiant les représentations
dégénérées du secteur de désordre.

Nous trouvons les premiers descendants d’un opérateur R, au niveau 1/2. Pour chaque

valeur de l'indice a il y a (N —1)/2 états :

(ng))_l = AE%U_QkRa = U_2kAli%Ra7 k= 1527 ety T 5t (542)

Nous rappelons que, dans le cas N = 5, nous avons deux états, (x,(ll)) L et (X((f)) L
Dans la section (4.7.2), nous avons demandé que ces deux états soient prim_a,?res et ce ch_oiix
s’est révélé étre consistant avec la construction du gaz de Coulomb basée sur ’algebre Bs. La
généralisation la plus naturelle est donc d’imposer que tous les états (5.42) soient primaires.
La correspondante solution donne la dimension de 'opérateur de désordre fondamental, avec
toutes les (IV — 1)/2 dégénérescences situées au niveau 1/2.

Nous imposons donc que

k' k _
A¥ L (x ))_% =0 (5.43)

3
pour tous k, k' =0,1,..., % En utilisant les (5.24)-(5.25), la condition de dégénérescence
(5.43) se traduit dans un systéme de (IV —1)/2 états indépendants qui permet de déterminer
les (N — 1)/2 variables inconnues, c’est & dire la dimension conforme Apg et les (N — 3)/2
valeurs propres hy.

Nous omettons ici toutes les manipulations algébriques car strictement analogues & celles

présentées en section (4.7.2).
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Seulement deux parmi les solutions pour la dimension conforme Apgr admises par le

systeme de (N — 1)/2 équations représentent des solutions physiques :

w_1W-Hp+N) @ _ 1 (N-1)(p+2-N)
AR’ = 16 p ’ Ap = 16 p+2 . (5.44)

5.4.5 Formule de Kac.
Structure de P’algebre de Lie.

La théorie parafermionique basée sur 1’algebre (4.28) est décrite par le coset diagonal
du groupe SO(N). Les dimensions des opérateurs primaires sont données par la formule de
Kac qui est connectée pour N = 2r + 1 impair & ’algebre de Lie B,. Les cas r = 2 a été
traité en détail dans le chapitre précédent. Le but est de généraliser les résultats pour r > 2
arbitraire.

Si nous assumons une réalisation du gaz de Coulomb, chaque opérateur primaire ¢ de
la théorie est représenté par un opérateur de vertex associé & une position sur le réseau des

poids de ’algebre B, :

T
7_ = 1—mn; 1—mn!t -
8= 5(n1,---,nr)(n’17-"7n’r) = Z ( 2 ‘o + 2 ’a) ;.- (5.45)

i=1
Ici, les &J; sont les poids fondamentaux de I’algebre B,., et les a sont les parametres du gaz

de Coulomb. Leur forme

p+2 D
oy = \[——, a_ = —,/|—— 5.46
+ » P (5.46)

est directement suggérée par la valeur de la charge centrale, cfr. éq. (5.2).

Nous utilisons la notation ®(,,, .. n,)(n},...,n.) Pour indiquer Popérateur associé a la posi-

. = 7 . I I .
tion B(n,,....n.)(n},....n.) SUr le réseau. Les entiers (ny,...,n.)(n},...,n;) sont essentiellement
les indices de Dynkin du poids 3. Les indices (nq,...,n,) sont associés & la partie ay de la
théorie, et les (nq,...,n;) a celle a_ . La nature d’un opérateur primaire ®(,, 5, )(n},....n.)>

ou, autrement, dit, ses propriétés de transformation sous Zy, restent inchangées si on échange
a4 et a_. En effet, ces propriétés dépendent des différences n; — n}. Dorénavant, nous sim-
plifions I’analyse en choisissant, pour la partie ay , (n1,...,n,) = (1,...,1).

La formule du gaz de Coulomb pour la dimension conforme de I’ opérateur primaire

P (ny,....n0)(n) imy) €5E

-

Afny oy myy = A y+B=F(F-2)+B, (5.47)

(nlv"' 7"7“)(”’17"' 7":'-

ott la charge dg est donnée par :

do = (%) 3G (5.48)
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Dans I’éq. (5.47) nous avons écrit la dimension d’un opérateur primaire comme la somme

des deux termes, A(g)l .ny) €t B. Le terme coulombien A(?l)l nr) €St une

1"'a"7‘)("’1i' a---a"r)("lly--

fonction des parameétres a2+ et o2 alors que le terme de bord B est une constante qui
caractérise le secteur auquel opérateur @(pn, . n,)(n;,..,n;) appartient .

L’opérateur identité I dans cette représentation est I = @ 1y(,..1)- Du moment
que Ay = 0 et l'identité I est un singlet, nous avons nécessairement B = 0 pour chaque
opérateur de singlet. Le probleme est déterminer les valeurs de B pour les doublets g,
g=1,---,(N—=1)/2, et pour les opérateurs de désordre. Ces valeurs et leur assignation aux
différentes positions sur le réseau des poids constituent 'intérét principal de la théorie.

Pour se servir de I’éq. (5.47) nous avons besoin des produits scalaires &; -@; pour 'algebre

de Lie B, :
o e C_ . o . v . T
@W; - Wi =14 pour ¢ < j; wi-wrzipourz<r; @r - Gy = 7. (5.49)

Il est nécessaire & ce moment préciser les conventions de normalisation que nous avons utilisé.
Les produits scalaires (5.49) fixent la normalisation des vecteurs {&J,}. Nous assumons en

plus que la relation entre {&J,} et {€,} a la forme suivante :
(@Ba;€) = |E]*Sap- (5.50)

La normalisation des vecteurs {€,} est donc fixée. Pour I’algeébre de Lie B, nous avons :

1
|€a|2 = 5, a=1,- ,T‘—l
. 1
|ea|2 = T a=r

La décomposition des €, dans la base {ws} a la forme :

T —
. @
€q = ZAab?b (551)
b=1
ol Agp est la matrice de Cartan :
2(€a7 gb)
Agp = WEAE (5.52)

Comme annoncé dans la présentation de ce chapitre, nous cherchons un moyen pour
exploiter systématiquement la méthode des réflexions. Nous avons expliqué cette méthode
en section (4.9.1), ol nous avons mentionné aussi quelques exemples explicites d’application.

Un réle majeur dans cette direction est joué par les réflexions de Weyl. Le groupe de
Weyl W est engendré par r réflexions simples sz,, avec i = 1,2,...,r, qui agissent sur les

opérateurs de vertex de la facon suivante :

3513(1,...,1)(%,...@;) = 3(1,...,1)(n'1,...,n;) — nja_g;. (5.53)
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Ici, les €; sont les racines simples de I’algebre de Lie. Le nombre total des réflexions de Weyl
est [W| = 2"rl.

Chaque opérateur de vertex est associé & un opérateur appartenant a la chambre princi-
pale, ol on trouve 'opérateur d’identité, par une seule réflexion de Weyl.

Nous rappelons que chaque réflexion simple appliquée & un opérateur physique indique
un état singulier dans son module. Cet état singulier se découple de la théorie dans le sens

qu’il ne participe pas a ’algebre des opérateurs physiques.

Secteur de désordre.

Le terme de bord Bg est facilement accessible car nous avons calculé explicitement les
dimensions conformes (5.44) des opérateurs fondamentaux. Apres quelques manipulation
algébriques et en utilisant les produits scalaires (5.49) dans la (5.47), il est facile de vérifier
que les dimensions (5.44) des opérateurs fondamentaux de désordre correspondent respecti-

vement 3 :

Aqg,1,2)(1,01) €6 A na,..1,2) (5.54)

avec le terme de bord donné par :

N-1
B = 55— (5.55)

Secteur de doublet pour la théorie N = 7.

L’identification des termes de bord Bp« est plus compliquée du moment que le calcul
directe des dimensions des opérateurs fondamentaux pour chaque r n’a pas été possible.
Pour r = 3 (N = 7), nous avons obtenu des résultats explicites qui concernent les doublet 1
et le doublet 3. Avant de considérer les cas général, nous voulons nous concentrer sur le cas
r = 3 pour montrer comment nous pouvons compléter la théorie en profitant des propriétés
du gaz de Coulomb.

Les dimensions (5.29)-(5.30) correspondent, respectivement, & :

A2 et A1,z (5.56)
avec le terme de bord
3
Bp1 = 7R (5.57)

De fagon pareille, les dimensions des doublets 3 fondamentaux, égs. (5.32)-(5.33), sont

données par :

A(Z,l,l)(l,l,l) et A(lvl’l)(2a171)7 (558)
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avec le terme de bord
5

%-

Pour déterminer le restant terme de bord Bp2, nous allons utiliser un argument basé sur

Bps = (5.59)

les réflexions de Weyl.
Nous considérons I'opérateur ®(; ;1 1)(1,2,1), qui est un doublet 1. Dans ce cas nous avons

trois réflexions principales :

86:113’(171’1)(1’271) = 3(1,1,1)(—1,3,1) = 3(171’1)(1’271) - a7€17
35213(1,1,1)(1,2,1) = 3(1,1,1)(3,—2,5) = 3(1,1,1)(1,2,1) - 204—52;
36_315(1,1,1)(1,2,1) = 3(1,1,1)(1,3,71) = 3(1,1,1)(1,2,1) —_¢3. (5.60)

(Dans cette expression et dans les suivantes, les réflexions agissent sur la partie a_ du

réseau). Ces réflexions donnent les différences entre les parties coulombiennes des dimen-

sions :
1
0 0
Agl?l,l)(f1,3,1) - A§1?1,1)(1,2,1) 57 (5.61)
0 0
Agl?l,l)('s,—z,s) - AE1?1,1)(1,2,1) 1, (5.62)
1
0 0
A§1?1,1)(1,3,71) - A51?1,1)(1,2,1) 1 (5.63)

Dans les équations ci-dessus il faut ajouter les corrects termes de bord pour obtenir les
niveaux des dégénérescences de l'opérateur ®(11,1)(1,2,1)- Il faut donc déterminer la nature
des fantomes associés. Le point important est que 'identification de la nature du fantéme doit
étre consistante avec celle de 1’état singulier correspondant dans le module du @1 1,1)(1,2,1)-

Le module de I'opérateur @y 1 1)(1,2,1) contient trois états singuliers : un doublet 2 au
niveau 1/7, un singlet au niveau 2/7, et un doublet 1 au niveau 1. Il est donc facile de vérifier
que, en utilisant les égs. (5.57), (5.59),(5.61)-(5.63), il y a seulement une choix correcte pour

la nature des fantomes :

®a1(-131) ~ S
@(1,1,1)(3,—2,5) ~ Dl’

Q(lal,l)(1137_1) ~ D2'

Le terme de bord Bp: est alors fixé par la condition

(0) (0) 1
Atz T B2 = An] a0 ~ Bor = 7, (5.64)
qui, compte-tenu des égs. (5.63) et (5.57), donne :
3
Bp: = o¢- (5.65)

28
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En utilisant le méme type de raisonnement, nous pouvons aussi établir le secteur de

Vopérateur ®(1,1,1)(1,1,3) :

Sgllg(lalvl)(lvlaB) = 3(171’1)(_1373) = g(lylvl)(171’3) - a_gl
85215(1,1,1)(1,1,3) = 3(1,1,1)(2,—1,5) = 3(1,1,1)(1,1,3) —a_€
36:31,3‘(1,1,1)(1,1,3) = 5(1,1,1)(1,4,73) = 5(1,1,1)(1,1,3) —3a_€5. (5.66)

En considérant les différences entre les dimensions, nous nous convaincrons facilement que

la seule configuration acceptable est :

a3 ~ D% (5.67)
D1,1,1)(-1,2,3) ~ P,y 2,-1,5) ~ D3,

@(17151)(1747_3) ~ Dl'

A partir de I’analyse précédente nous pouvons déduire que le doublet 2 ®(; ; 1y(1,1,3) @ deux

états singuliers de charge 3 au niveau 4/7 et un état singulier de charge 1 au niveau 6/7.
En sommaire, nous avons montré comment on peut déterminer le terme de bord Bpe

en exploitant les réflexions sur le réseau des poids sans avoir & disposition la dimension de

lopérateur fondamental D2.

5.4.6 Théories unitaires : tableau de Kac fini.

Le tableau de Kac dévient fini si % = (p+2)/p prend des valeurs rationnelles. La théorie
est unitaire quand p est entier, en accord avec la réalisation du coset (5.1)-(5.3).

La fermeture du tableau de Kac est déterminée en analysant les réflexions par rapport

au plan :
r—1
ny+2) nj+n,=p+2 (5.68)
i=2
pour la partie a— et au plan
r—1
n1+22ni+nT=p (5.69)
1=2

pour celle de ay . Cet hyperplan est orthogonal & la combinaison d’écrans :
T
€T+1 = 61 +2 Z é; (570)
=2

De facon pareille au cas N = 5, les différences de dimension entre les opérateurs liés par

cette réflexions sont en accord avec les niveaux du correspondant module. Nous attendons
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alors que les opérateurs au-dessus du plan (5.68) se découplent de la théorie. Pour p entier,

le domaine physique du tableau de Kac est délimité par :

r—1
20r—1) < mi+2) nj+n.<p+1,
=2
r—1
2r—1) < m+2) ni+n.<p-1 (5.71)
=2
Le tableau de Kac fini que nous avons défini en (5.71) contient une symétrie addi-

tionnelle. Il est facile de vérifier que la partie coulombienne de la dimension conforme
A(O)

(1) (1 sooosmt) €1 éq. (5.47), est invariante sous l'opération
SR 1C AR 1A

r—1
n'1—>p+2—n'1—22n;—n'r, n;—smn; i=2,3,...,r
i=2
r—1
ny —)p—nl—QZni—nr, n;i—mn; 1=2,3,...,T. (5.72)
=2

La question est maintenant de savoir si I’addition des termes de bord brise ou non la symétrie
(5.72). Nous allons montrer que la configuration des singlets, doublets et des opérateurs de
désordre possede la méme symétrie. Cela implique que cette configuration a un périodicité

2 dans la direction —u /2.

5.4.7 Théorie triviale : ¢ = 0.

Apres avoir déterminé le tableau de Kac fini, nous faisons une observation importante.
Compte-tenu de la formule (5.2), avec la paramétrisation (5.3), la charge centrale est nulle

pour p=N — 2.

Pour p = N —2, tous les opérateurs physiques ont des indices a4 triviaux : (n1,...,n,) =
(1,...,1). En plus, par la symétrie (5.72), les seules excitations dans la partie a_ sont :
b = (1)(1,...,1)(1,1,...,1,1,1,...,1,1)a
S, = P, 1)11,1,20,.01,0)) 0<k<r,
¢, = @(1,...,1)(1,1,...,1,1,1,...,1,3);

dp = @(1,...,1)(1,1,...,1,1,1,...,1,2), (5.73)

ol dans la deuxiéme ligne on a nj, = 2. Les opérateurs ®¢ et ®$p sont, respectivement,
lopérateur d’identité et I'opérateur de désordre fondamental R.

Dans la suite nous ferons souvent allusion & la cellule élémentaire de la théorie Zn. Nous

définissons la cellule élémentaire comme la partie finie du tableau de Kac qui correspond au

domaine physique de la théorie ¢ = 0.
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Pour toutes les théories Zn (donc aussi pour N pair) nous ferons les assomptions sui-

vantes :

1. La cellule élémentaire contient tous les types d’opérateur fondamentaux : les singlets,

les doublets et les opérateurs de désordre.

2. Dans la théorie ¢ = 0 qui est triviale les dimensions des opérateurs physiques sont

nulles.

Ces hypotheses permettent de calculer les valeurs de tous les termes de bord :

N-1
Bp = —~_-
R 32
(N —2i) o N-—1
B, = o =0l o (5.74)

Dans cette équation , les Br et By, dénotent respectivement les termes de bord des opérateurs
® i et ®;, dont la position est définie en éq. (5.73). La valeur Bg confirme (5.55) (le terme
de bord du secteur de désordre ) en accord avec le fait que ® g est un opérateur de désordre.
En autre le terme de bord de 'opérateur d’identité @, est By = Bg = 0.

Le probleme de trouver les termes de bord Bpq pour les doublets DY s’est donc réduit
a celui d’associer chaque valeur B; au correct secteur de charge or, autrement dit, de
déterminer la nature correcte des opérateurs ®;, i = 1,2,...,r. Nous faisons I’hypothese
que, parmi les opérateurs en (5.73), chaque secteur de la théorie apparait seulement une
fois. Du moment que nous avons déja placé le singlet et 'opérateur de désordre, les ®; (
i=1,2,...,r) correspondent nécessairement & une permutation des doublets fondamentaux.

Ci-dessous nous allons établir le bon placement pour r générale.

5.4.8 Position des opérateurs fondamentaux dans la cellule élémentaire.

Nous avons réussi & positionner les opérateurs fondamentaux pour r = 3. La structure
générale de ces résultats se clarifie si nous introduisons une nouvelle notation ) pour la
charges des secteurs du doublet :

@ = 2qg mod N. (5.75)

Nous allons distinguer les deux notations en plagant une étoile apres les indices dans la
notation ). Du moment que N est impair, les indices ) représentent simplement une per-

mutation des indices ¢. Les résultats que nous avons obtenu sont récrits sous la forme :
D1,1,1)2,1,1) ~ D® = D",
Q11,101,210 ~ D' =D*,

®q 11013 ~ D*=D¥. (5.76)
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Si nous comparons le positionnement (5.76) avec I’éq.(5.74), nous obtenons les (5.57), (5.59),
et (5.65).

Nous avons calculé les dimensions des doublet D'~ fondamentaux pour chaque r. Par la
formule de Kac (5.47), il est immédiat de vérifier que les dimensions (5.38)—(5.39) corres-

pondent respectivement a :

A1) (1) €6 A1, 1) (2,1,.01) (5.77)
avec le terme de bord
N -2
Bpir = ———. 5.78

Donc, ®; ~ D", et la valeur du terme B; confirme la (5.78).

Il est maintenant facile prévoir le positionnement des opérateurs ®; pour r quelconque :

Qo =P, )a1,10,0,00) ~ S=1,
Q=P )1, 1,2,0,01,1) D¥', 0<k<r,

s bydydyeaaydy,

Q. =P, 11, 100,,18) ~ D", (5.79)

Nous allons donner une démonstration (partielle) de (5.79).
Nous considérons un opérateur général, ®(; 1), ..,n2), pour le quel les r réflexions

simples sg, donnent :

!
AD A % i=1,2,...r—1,
© A0 _ Tp
A58 = 7

avec E = 3(1,...,1)(71'1 AL Comme nous avons discuté plusieurs fois pendant ce chapitre et
le précédent, le fantome ®__ K3 ( charge ¢2) indique un état singulier dans le module de ® i

charge q1). Les correspondants termes de bord Bpa: et Bps. doivent satisfaire la relation :
geq

Bps: — Bpai + — = (53; + k‘l’g. (580)

ING 1]

Ici, 61 est définie en éq. (5.8), k1,2 est un entiere non négatif, et 7 est un entier positif . La
membre 3 droite de ’éq. (5.80) représente le niveau de dégénérescence de P 5 par rapport a
I’état singulier <I>s€i 5

La structure du module de singlet est donnée par la (5.7). Dans la notation @, nous

avons
QIN-@Q)
2N

(Notez que cela ne peut pas étre obtenu en placant naivement ) = 2¢q en (5.75)). En

5y = mod 1. (5.81)

choisissant un singlet, ¢; = 0 et By = 0, la condition (5.80) fixe la forme générale du terme
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de bord Bpe :

BDQ = w - ]iTQ’ (5.82)

ol kg est un entiere qui dépend du @ et qu’on pourrait déterminer en connaissant, par
exemple, les niveaux de dégénérescence des opérateurs fondamentaux.

Si N est prime, il est facile de prouver, en comparant la (5.82) avecla (5.74), que kg = Q
et donc que :

Bpa+ = By, gx=20,1,...,r. (5.83)

Cela justifie le positionnement (5.79).

Si N n’est pas prime, quelques ambiguités restent. Nous considérons la quantité

5% — 6% = (Q' 5 Q" _ @'+ Q';)JSQ' - QH)) mod 1. (5.84)

Si|@Q'+£Q"| < N, et N est prime, la partie droite de cette éq. s’annule seulement si Q' = Q".
Autrement, pour N = st pour des entiers s,t > 1, la partie droite peut s’annuler aussi pour
Q #Q"si|Q —Q" =0 mod s or |Q + Q" =0 mod t (or vice-versa). Dans ce cas on
aurait &g = Q. et I'argument qui est basé sur la structure des niveaux des modules et
qui mene a(5.83) ne suffit plus : il ne peut pas distinguer parmi les secteurs @’ et Q”. En

particulier, & coté de la solution (5.83), nous pourrions aussi accepter :

-BDQ = BQ7 onala"'ar; Q#QlaQ”;
Bpe = Bor, (5.85)

BDQII = BQI

(a)

En résumant, nous avons prouvé que, pour r < 6, le positionnement (5.79) est le seul
possible. Pour r > 6 nous n’avons pas des arguments rigoureux pour exclure des possibilités
additionnelles, comme par exemple la (5.85). Cependant, nous trouvons naturel d’assumer
que les théories que nous sommes en train de construire aient une structure similaire pour
tous les r. Nous acceptons donc la solution (5.83) pour r > 1.

Nous pouvons maintenant écrire les résultats finales pour les termes de bord :

N -1
B = —
R 39 J
Bs = 0,
QN —2Q) N-1
B = -— —- =1,2,---, ——. 5.86
D@ AN ) Q ) &y ) 2 ( )
(@) Pour N = s2, nous avons Q' = 0 et Q" = s. Dans ce cas il n’y a aucune ambiguité car By = 0. Le

positionnement (5.79) des opérateurs fondamentaux est alors le seul acceptable.
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5.4.9 Dérivation alternative des termes de bord.

Nous voulons montrer brievement comme nous pouvons dériver les termes de bord sans
utiliser la théorie avec ¢ = 0. Dans ce deuxiéme raisonnement basé sur la méthode des
réflexions, nous faisons deux hypotheses importantes :

— La position des opérateurs fondamentaux est donnée par la (5.79).

— Le niveau de dégénérescence § d’un opérateur fondamental appartient & Iintervalle

0<d<1.

Nous appliquons les r réflexions simples sz, & l'opérateur d’identité I = ®(; . 1)q,....1)-
Nous avons les suivantes différences de dimensions :

(0) _
A(l,...,l)Sgi (1,0.,1) A, )1y =

~
I
—
N
<
|
—
—~
ot
o
J
~

~—~
_Cﬂ
oo
co
SN

(0) _
A(l,...,l)se—r (1,..,1) — A, )ty =

=N

avec A1, 1)(1,...,1) = 0. La seule configuration consistante avec les (5.87)—(5.88) est

@1, )85, (101) D', 1=1,2,...,7r—1,
Q1. 1se, (1,1 ~ DT (5.89)

N—4
2N °

nous en déduisons le terme de bord Bp1 =

Le module d’identité a donc r états singulier au niveau (N —1)/2N et r—1 doublets 1 sin-
guliers au niveau (N —2)/N. Dans le cas spécial N = 7, le calcul explicite de dégénérescence
a effectivement révélé que il y a plus qu'un doublet 1 singulier au méme niveau dans le
module d’identité.

Une fois le terme de bord Bp: connu, nous considérons les réflexions qui concernent le
doublet 1 ®(; . 1)(1,2,1,...,1)- En particulier, la réflexion sz, donnent un doublet r singulier
qui, en accord avec la (5.8), doit se trouver au niveau d:_; = (N — 5)/2N. Cela mene &

I’équation :

© ) _N-5
AR Dtz T Bort = AL haan. ~ Bor = 5 (5.90)
qui permet de déterminer Bpr-1 = 3(26\_;6)-

Nous pouvons maintenant considérer les réflexions sur le doublet fondamental r — 1. En
suivant cette procédure nous obtenons tous les termes de bord (5.86).
Apreés avoir fixé les positions des opérateurs fondamentaux et déterminé la valeur des

termes de bord, le probleme est maintenant de remplir les sites du tableau de Kac qui restent.
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5.4.10 Remplissage du tableau de Kac.

Bien que le tableau de Kac de la théorie Zy, avec N = 2r + 1, soit basé sur un réseau
de dimension 2r, il suffit de remplir la couche principale, de la partie a_ par exemple, dont
les vertex sont repérés par les positions ,5"(1’.“’1)(”/1““,”;).

La “coloration” des autres couches est obtenue en translatant celle de la couche principale.
En effet, la nature de 'opérateur ®(,, . n,.)(n},...,nz) ne dépend que des différences |n; —nj|.

L’autre propriété du gaz de Coulomb que nous allons utiliser est celle concernant les
fusions entre opérateurs. Nous avons déja parlé de cette propriété en section (4.9.1) & propos

du cas N = 5 : la multiplication dans la couche principale :

Q(1,..1)(n),nt) - R(L, 1) () - (5.91)

produit, dans le canal principal, 'opérateur ®(; ... 1)@y ,... 1r) avec

-

Ba,.na,..) = 5(1,---,1)<n'1,---,n;)+/57<1,---,1)(m'1,---,m;)
I = nl4+m)-1, i=1,2,...,r. (5.92)

Les autres canaux du développement sont obtenus par des translations réalisées avec des
combinaison linaires des écrans &; (avec i =1,...,7).
Cette regle est extrémement utile pour fixer la distribution des opérateurs. Cependant,

il ne faut pas lui faire complete confiance car 'amplitude du canal principal peut étre nulle.

Opérateurs de désordre.

En oubliant pour le moment la possibilité des amplitudes nulles, nous considérons d’abord
I'opérateur de désordre ®(; . 1y(1,..,1,2) et le doublet r fondamental @  1)@2,:1,..1)- Le
résultat est nécessairement un opérateur de désordre car, par les régles de composition du
groupe dihédral, le produit entre une réflexion fois une rotation donne une réflexion. Il est
facile alors de vérifier que 'opérateur ®(1,...1)(n!,...,n;) avec |n; — 1| impair est un opérateur

de désordre. Plus en générale on a donc :
Pny,n)(nl,m) ~ R, avec |n, — n; [impair. (5.93)

Nous avons donc rempli la moitié du réseau avec les opérateurs de désordre.

Une vérification indépendante du résultat ci-dessus peut étre obtenue par la méthode des
réflexions. D’abord, il n’est pas difficile constater que chaque réflexion de Weyl, appliquée
a un opérateur ®(;  1)(n,...,n1), conserve la parité de n,.. Ensuite, si nous considérons les r

réflexions simples sur ®(; . 1)(1,...,1,2), il est immédiat de vérifier que ces réflexions lient cet
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opérateur aux fantdémes <I>(1 D@ ), BVEC 1 =1,2,...,r . Les indices des fantomes
EREEE) 1 My
sont :
m{) = 1, forj<i—leti+1<j<r
nl = whi=y mO=oy w0 =

pour i < r, tandis que pour ¢ =7 on a
m;-(r) =1, pour j <r—1; m'(r)1 =3; m{") = -2, (5.94)
Toutes les r réflexions donnent 1/2 comme différence entre les dimensions

(0) (0)
A(l,...,l)(mll(i),...,m:.(i)) - A(lv""l)(ly""lvz)

1 .
=3 pouri=1,2,...,r. (5.95)

Cela confirme d’un c6té le fait que l'opérateur de désordre ®(; . 1)a,..1,2) a 7 états
singuliers au niveau 1/2 et d’autre part que tous les fantémes <I>(1,m71)(m/1(,-)’...7mlr(,-)) sont des
opérateurs de désordre.

Plus en général, il n’est pas compliqué de vérifier que la différence entre le terme cou-

lombien de dimension d’un opérateur <I>(1,___,1)(n:1 ,oml) AVeC n,. pair et celui des fantomes

associés est toujours demi entiere or entiére. Cela supporte fortement le résultat (5.93).

Opérateurs de singlet et périodicité de la distribution.

Les opérateurs de singlet S forment une sous algebre car les fusions entre deux singlet
S - S produisent un autre singlet et la fusion D? - S donne un autre doublet D?. La position
des premiers singlets non triviaux (différentes de ’identité) le long des axes principaux du
réseau détermine alors la périodicité de la distribution.

Comme nous avons déja remarqué avant, il peut arriver que les amplitudes des canaux
principaux s’annulent. Mais, suite au role joué par les singlets en fixant la périodicité de
la distribution, il est naturel d’écarter cette possibilité pour les fusions qui impliquent des
singlets.

Nous remarquons aussi que la symétrie (5.72) du tableau fini implique une périodicité

de période 2 dans la direction nj.

Opérateurs des doublets.

Pour positionner les opérateurs de doublet non fondamentaux, on a d’abord essayé d’uti-
liser la méthode des fusions. Si nous considérons, par exemple, la fusion du doublet D* avec
soi méme :

Q1,120,001 A, 1) (21,01) ~ P, 1) (3,1 (5.96)
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le résultat peut étre soit un doublet D?* soit un singlet S, car I’addition des charges @, (£1)+
(1) est ambigus. Plusieurs fusions peuvent étre utilisées pour établir que il y a un nombre
fini des possibles périodicités le long de chaque direction (en particulier, la périodicité n’est
peut pas étre supérieure & r), mais une réponse définitive n’émerge pas. En plus, ’application
de la méthode des fusions donne lieu, pour » > 2, & un nombre des inconsistances avec les
résultat des réflexions. Nous en concluons alors que la méthode le plus fiable est celui des
réflexions.

L’observation est que le nombre des éléments du groupe de Weyl, |W| = 2"rl, est tres
large. Donc, si on classifie [IW| — 1 fantémes pour chaque opérateur fondamental-dont la
position est supposée étre déterminée par la (5.79)— on détermine la nature d’une grande
nombre des sites. L’espoir est que cela permette d’obtenir la structure sous-jacente pour
chaque r.

Nous avons essayé cette approche pour r = 3 et r = 4 en utilisant un ordinateur (pour
plus de détail sur l'algorithme utilisé voire article an annexe C).

Pour r = 3, nous avons classifié (r + 1)|W| = 192 singlets et doublets et la configuration
résultante a mis en évidence que la distribution a une période 2 dans la direction n} , pour
i=1,2,...,7 — 1, et une période 4 le long de ’axe n!.. En particulier, les premiers singlets

non triviaux sont situés dans les positions :

D1, 1) (1,1, 1,300,1,1) S, O<k<r,
Qa1 ~ S, (5.97)

tybydyeeady

ol nj, = 3. Par conséquent, le remplissage de la cellule hypercubique

1

IN

nj, <2, O<k<m,

1

IN
=

IN

nl < 4, (5.98)

détermine, par translation, celle du tableau entier. Notez que les sites dans la cellule (5.98)
avec nl. = 2,4 ont été classifiés comme opérateurs de désordre & partir de la (5.93).

Les résultats (5.97)—(5.98) sur la périodicité ont été confirmés dans le cas r = 4, ou
(r + 1)|W| = 1920 singlets et doublets ont été classifiés.

Nous donnons maintenant les résultats généraux pour le remplissage de la cellule (5.98).

Encore une fois, la notation @, cfr. (5.75), se révele étre trés commode. En définissant :

x; |n; —n}| mod 2, i=1,2,...,r—1,

_ !
z, = Mmod 2, (5.99)
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le doublet () associé a la position g(m,...,nr)(n’l ...n.,) est donné par la formule récursive
Q(xl,.’lfg, ey Th—1, 1,0, .. ,0) =k- Q(.’L‘l,xz, - ,:ck_l,0,0, .. .,0), (5100)
avec les conditions initiales Q(0,...,0) = 0. Par exemple, pour le cas » = 3, nous avons :

Q11,1)01,1,1) ~ S D1,1,1)(1,2,1) ~ D*, D(1,1,1)(1,1,3) ~ D, D1,1,1)(1,2,3) ~ DY,

ey ~ DY, Puineany ~ DYy Bainers ~ DY, ®uinees ~ DY

Le point important est que la distribution (5.100) implique qu’il y a des fusions doublet-
doublet dont I’amplitude associée au canal principal du développement s’annule. Pour r = 3,

je mentionne, par exemple, le produit :
Qa1,1,1)0,21) " Pa1)21,3) = Pa,1,1)2,2,3)- (5.101)

Selon la . (5.100), tous les opérateurs de 1’expression ci-dessus sont des doublets D?*. Mais,
selon les regle de fusion, 'opérateur ®(; 1 1)(2,2,3) résultant doit étre un singlet or un doublet
D3*. Donc ’amplitude du canal principal est nulle.

Une vérification partielle mais indépendante des méthodes basées sur le gaz de Coulomb
vient de I’étude des fonctions de corrélation a trois points. Les équations caractéristiques
que nous avons dérivé et la correspondante analyse sont la généralisation directe de celles

présentées en section (4.10). Nous renvoyons encore une fois & l’article en annexe C.

Théorie ¢ = 0 et remplissage du réseau.

La méthode que nous venons de montrer pour résoudre le probléme du remplissage du
tableau de Kac est basée sur les réflexions de Weyl et sur la fusion entre les opérateurs
de singlet et les autres opérateurs. Cette méthode peut étre considérablement simplifiée en
considérant la théorie avec ¢ = 0.

L’avantage de la théorie ¢ = 0 est que le domaine physique de cette théorie coincide avec
la cellule élémentaire. La nature des fantomes autour des opérateurs fondamentaux, les seuls
opérateurs physiques dans la théorie ¢ = 0, est fixé par les réflexions simples et les réflexions
par rapport au plan qui limite le domaine physique. En utilisant ’identification des fantomes
ainsi obtenue et les fusions avec les opérateurs de singlet, nous pouvons en suite déterminer
univoquement le remplissage complet du réseau. La couche élémentaire bidimensionelle de la
théorie Z5 se préte pour montrer la procedure dont nous venons de parler. En fig.(5.3) nous
montrons 'identification des fantomes autour la cellule élémentaire obtenue en considérant

les trois réflexions sz, sg, et sg,-
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D'\_ R

Fiag. 5.3 — lidentification des fantomes autour la cellule élémentaire est obtenue en
considérant les trois réflexions sz, , sz, et sg,. Puis, en utilisant les fusions avec les opérateurs

de singlet S dans la figure, la couche entiere peut étre remplie.

Le résultat final de cette analyse peut étre exprimé tres facilement a travers des opérations
géométriques sur le réseau comme je montre en fig.(5.4) : une fois que la disposition des
opérateurs dans la cellule élémentaire est connue, on reproduit cette disposition en réfléchissant
la cellule élémentaire par rapport & tous ses pans. En appliquant plusieurs fois cette opération
on détermine le remplissage complet.

Nous faisons observer que la facon d’associer les valeurs des termes de bord aux sites du
réseau a partir de la cellule élémentaire est déja connue pour les théories conformes basées
sur un coset diagonal [90, 89]. L’approche que nous avons présenté non seulement peut étre
considéré une dérivation indépendante de cette propriété mais se révele aussi plus complet.
En effet, nous allons voir que pour N pair chaque valeur du terme de bord est associée &
deux secteurs différentes de charge (cfr. éqs.(5.109)-(5.111)) et dans ce cas la méthode basée

sur le coset ne peut pas distinguer entre ces deux secteurs.

5.5 Théories parafermioniques Zy, N pair.

Dans cette section nous allons compléter la construction des théories parafermioniques
pour le cas N pair. Du moment que les méthodes (calculs des dégénérescences, réflexions

sur le réseau, théorie ¢ = 0) utilisées pour N impair s’appliquent également au cas N pair,
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FIG. 5.4 — La méthode de remplir le réseau en réfléchissant la cellule élémentaire par rapport

a tous ses pans est montrée pour la théorie Z5.
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je me limite a énoncer les résultats principaux.

Formule de Kac.

Les dimensions conformes des opérateurs sont données par les équations (5.45)-(5.48) ou

les produits scalaires wqp = (&J,,p) de 'algebre de Lie D, prennent la forme suivante :

a
Wa,r—1 = Wa,r = 5; a S r—= 27
T
Wryp = Wp—_1,r—1 = Z;
r—2
Wr—1,r = 4 (5102)

Les conventions de normalisation sont celles introduites dans la section (5.4.5) ot maintenant
ona:

Lo 1

€al” = 30 0= 1,---,r. (5.103)
Le terme de bord B en éq.(5.47) doit étre défini et associé correctement aux sites du réseau
des vecteurs /5" qui forment le tableau de Kac de la théorie. Comme nous avons vu dans les
sections précédentes, il est suffisant & ce propos plager correctement les opérateurs fonda-
mentaux de singlet, de doublet et de désordre. Le remplissage complet de la théorie est en

fin obtenu en réfléchissant la cellule élémentaire.

5.5.1 Tableau de Kac fini et cellule élémentaire.

Pour une théorie Z, avec charge centrale (5.2) le domaine physique est délimité par :

r—2
2r—3§n'1+22n;+n;71+n; < p+1
a=2
r—2
2r—3<mi +2» na+na+n < p-1. (5.104)

a=2

Cette coupure du tableau est obtenue en analysant les réflexions par rapport au plan :

r—2
ny+2) n,+n_ +n. = p+2
a=2
r—2
ny +22na +Np_1+n, = p, (5.105)
a=2
orthogonal au vecteur €41 :
r—2
Ery1 = Ery1 + 22 Eo+ 1+ Er. (5.106)

a=2
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La cellule élémentaire, définie en section (5.4.7), est délimitée par les inégalités :

r—2
2r —3<ni+2) nh+n,_+n, <N-1=2r—1 (5.107)

a=2
L’analyse conduite sur la théorie N pair a permis de conclure que le domaine physique

possede une symétrie Zy X Zs réalisée par :

Premier Z,
L =L, Mg —MNa, a=1,2,....,7—2
! !
Ny_q = Ny Np—1 —> Ny
! !
no= Ny, Me = Ne_1
Deuxiéme Zo
r—2
ny—>p+2-n;—2 E ny—n._; —n,

b=2
r—2

n1 —)p—nl—Qan—nT,l — N,
b=2
Ng = Ng, a=2,3,...,T. (5.108)

!

!
n, — Mg,

Je montre comme exemple la cellule élémentaire de la théorie Zg en fig.(5.5) ou les deux
plans orthogonaux de symétrie sont mis en évidence . Dans cette figure les vecteurs &, Ja, Js
et €1, €s, €3 sont respectivement les poids fondamentaux et les racines simples de ’algebre

Ds.

5.5.2 Termes de bord.

Les opérateur fondamentaux de la théorie Znx occupent tous les sites de la cellule
élémentaire du réseau de poids (voir sections (4.8) et (5.4.7)).
Les opérateurs appartenant & la cellule élémentaire (5.107) peuvent étre ordonnés de la

fagon suivante :

‘I’(o) = ‘1’(1,1,1,...1,1) =1

‘}(1) = @(2,1,1,...1,1)

‘I)(z) = @(1,2,1,...1,1)

etc.

‘I’(r—z) = @(1,1,1,...2,1,1)

‘I’(r—1) = @(1,1,1,...1,2,2)
<I’(r) = ‘1’(1,1,1,...1,3,1) (5.109)
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Fi1G. 5.5 — Cellule élémentaire de la théorie Zg. Les opérateurs fondamentaux, apres avoir

appliqué la symétrie Zo x Z», sont : I'identité SO = I = &y 1 1), les doublets D'" = &y =

®2.1,1), D?" = ®(3) = ¥(1,2,2), le singlet non trivial S** = &(3) = B(; 3 1), et I'opérateur de

désordre R = ®(1 9 1).
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plus Popérateur

R=®1,11..1.21)- (5.110)

qui nous montrerons étre un opérateur de désordre.. Tous les autres opérateurs dans le
domaine (5.107) sont liés & ceux en (5.110) par les symétries (5.108) (fig.(5.5)).

En supposant que les dimensions des opérateurs de la théorie ¢ = 0 sont nulles, nous
pouvons déterminer les valeurs B, et Bpr respectivement pour les opérateurs ®,) et R en

éq. (5.109) et en éq.(5.110) :

a(r — a)
By = 0 9= 0,1,2...,r (5.111)
r—1
By = 112
R 16 (5-112)

5.5.3 Doublets ®*3 avec charge demi entiére.

Avant d’utiliser la méthode des réflexions pour identifier la nature des opérateurs dans
la cellule élémentaire (voir section (5.4.10)), nous devons résoudre le probléme concernant
les cas N pair dont nous avons discuté en section (5.2.1). Nous rappelons que la structure
des modules correspondant & ®7 et & ®" 7, r = N/2, sont identiques : nous pouvons donc
reproduire seulement un nombre [N/4] + 1 des représentations différentes.

Le fait que aussi la formule (5.111) pour les termes de bord By, soit invariante sous le
changement a — N/2— a, nous a conduit initialement & identifier les secteurs des opérateurs
qui avaient le méme terme de bord, en réduisant ainsi les nombres des secteurs de la théorie
par un facteur 2. Cette réduction peut étre obtenue en assumant une symétrie Z; de la
cellule élémentaire au lieu de la symétrie Zo ® Zy présentée en éq.(5.108). Dans la fig.(5.5)
cette symétrie serait engendrée par une rotation de 7/2 autour de 'axe qui lie les sites D'*
et D?*, suivie par une réflexion par rapport au plan perpendiculaire 3 cet axe.

1l est intéressant de comparer les symétries de la cellule élémentaire avec celles qui ap-
paraissent dans les théories W (voir section (3.1)) qui sont basées sur la méme algebre
de Lie. En section (5.4.6) nous avons vu que les symétries de la cellule élémentaire (ou,
plus généralement, du domaine physique pour les théories avec ¢ > 0) de la théorie Zap i1
coincident avec celles de la théorie W B,.. La cellule élémentaire de la théorie WD, a une
symétrie Z» ® Z, pour r pair et Z4 pour r impair. Dans le cas particulier de la théorie Zg,
la symétrie Z4 correspondrait & celle de la théorie W Dj.

Le seul probleme avec ce scénario est que le nombre des représentations de la théorie ne
correspond pas au nombre des représentations du groupe Zy, ce qui ne serait pas naturel.

Pour cette raison ce scénario a été abandonné.
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FIG. 5.6 — Modules ¢ = &3 et ¢ = £2 pour la théorie Zs.

En essayant de retrouver le nombre correct des représentations, nous avons considéré
aussi les valeurs demi entieres de g. Nous avons assumé les valeurs suivantes de ¢ pour les
champs primaires de représentation :

1 3 N

Les niveaux dans les modules, pour g prenant des valeurs demi entiéres, peuvent étre calculés
avec la formule (5.8). En effet, cette formule peut alternativement étre définie en considérant
les conditions d’associativité de la fonction & quatre points :

P(2)

—q —k k q —
< 3 71(c0) T H(1)TF(2)87(0) >= 2 ()5

(5.114)

Y

ou P(z) est un polynéme de dégrée [, | étant défini par la condition que ®9(0) soit primaire
par rapport au champ ¥*(2). Il suffit de considérer la limite z — oo et comparer le résultat
ainsi obtenu par la forme analytique (partie droite de ’éq.(5.114)) avec celui obtenu en uti-
lisant I’algébre des opérateurs dans la fonction de corrélation (partie gauche de 1’éq.(5.114)).
Dans cette approche, on peut accepter que g prenne des valeurs demi entieres pendant que
les charges des parafermions k restent entiéres.

Comme exemple, je montre le module de ®*2 et de 3 pour la théorie Zg. Ils completent

avec les modules montrés en fig.(5.6) la liste des modules pour la théorie Zs.

5.5.4 Dégénérescences des modules.

Le calcul explicite des dégénérescences dans les premiers niveaux du module (&2, ®+2)
donne des dimensions pour 'opérateur ®*2 fondamental qui sont parfaitement en accord
avec les dimensions des opérateurs ®(; ... 1)(2,....1) €t ®(2,1,... 1)(1,...,1) et avec la valeur du
terme de bord Byy), éq. (5.111). En plus, les niveaux ot les états singuliers apparaissent sont
ceux prédits par la méthode des réflexions. Cette analyse est présentée dans "appendice A

de Darticle en annexe D.
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Egalement, nous avons retrouvé les dimensions de 'opérateur ®(5) = ®(;59) €t () =
®(11,... 2,1) en étudiant respectivement les dégénérescences du module du doublet 1 fonda-
mental pour N = 6 et de 'opérateur de désordre fondamental pour N pair (voir appendice
B et C de ’annexe D).

Nous faisons observer que les opérateurs ®,) et ®(,_,) présentent le méme terme de
bord. Cependant, la structure des leurs modules est différente : ils représentent des secteurs
différents de la théorie.

Nous avons aussi considéré 'opérateur ®*% de la théorie Zg. Dans ce cas un calcul direct
de sa dimension n’a pas été possible car il faut imposer une dégénérescence au niveau 5/3
ot il y a un grand nombre des états & considérer. D’autre part, en comparant les prédictions
des réflexions avec la structure des modules et le contenu de la cellule élémentaire, nous
nous sommes apercu que I’assignation de 'opérateur @3y = ®(; 3 1) au doublet fondamental
de charge q + 3/2 est la seule possible. Contrairement & les autres opérateurs qui ont une
charge ¢ # 0, le module de I'opérateur ®(; 3 ;) est construit a partir d’un seul état &3 au
sommet. Pour cette propriété, les opérateurs primaires qui appartiennent au méme secteur
que 9y 3 1) représentent un autre type d’opérateur de singlet. Nous allons retourner sur ce
point quand nous introduirons une notation plus naturelle pour les secteurs de charge.

La position des opérateurs fondamentaux de chaque type dans la cellule élémentaire pour
la théorie Zg est montrée en fig. (5.5).

Avant de passer & une nouvelle notation pour les charges ¢, nous devons souligner que
Iintroduction des charges demi entieres est strictement necessaire pour N = 2r et r pair.
En fait, pour chaque r, le module (7, #9) est isomorphe au module (®V/4~17, N/4+4 qui
a les sommets centrés en N/4. Pour r pair, les charges des ces modules équivalents sont ou
demi entieres ou entieres. Pour r impair en revanche, on pourrais eviter d’introduire des
charges demi entiéres en prenant une moitié des doublets dont le module est centré en 0 et

une moitié avec les modules centrés en N/4.

5.5.5 Redéfinition des charges Zy et auto dualité.

L’introduction des charges demi entieres nous a permis de retrouver tous les modules
de représentation de Zy. Mais, méme si l'utilisation de ces charges est parfaitement consis-
tante au niveau formel, nous en devons donner une explication physique. A ce propos, nous

redéfinissons les charges initiales ¢ en les multipliant par deux :

Q =2¢ mod 2N; &9 = 9. (5.115)
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Dans la notation (5.115) la structure des modules des champs ®%9 et ®V~2 est identique.

Les valeurs possibles des charges des champs primaires sont alors (cfr. éq.(5.113)) :

N N
Q=0,£1,%2,.,%(5 ~ 1), 5

(5.116)
Remarquez que nous avons utilisé la méme notation que pour le cas N impair (¢fr.(5.75)).
Dans la suite, une étoile indique les charges dans la notation @ : par exemple, ®1* = P2

Nous pouvons maintenant mieux justifier le fait que ®(; 3 1) soit un singlet. En effet, du
moment que les charges Zn des champs primaires doivent étre définies modulo N (encore
une fois pour étre consistant avec le nombre des représentations du group Zy), les charges
—N/2 et N/2 sont égales. Dans le cas particulier de Zg, la charge maximale est celle du
singlet ®* = §3 = &2, montré en fig.(5.5).

Les parafermions sont aussi indiqués comme :
K" = gk, (5.117)
ou K sont les charges dans la notation @ :
K =2k mod 2N. (5.118)

Remarquez que les charges des parafermions et, donc, des secteurs des opérateurs descen-
dants sont en fait définies modulo 2V. On peut expliquer ces conventions assez simplement :
de cette fagon en effet, chaque module voit seulement N secteurs différents de charge oc-
cupés, comme montré en fig.(5.2) et en fig.(5.6). Ceci est en accord avec le fait que les
modules constituent les représentations du groupe Zy (et non du groupe Zsy).

Comme nous avons vu dans la section (4.2.1), la notation (5.116)-(5.117) dévient naturelle
en assumant que la théorie soit auto duale. Il est intéressant de remarquer que nous
n’avons pas assumé du début 'auto dualité. En effet on n’a pas besoin d’un opérateur de spin
or = ®* et de son dual p = ®* pour produire les parafermions {¥*}, comme en éq.(4.13),
car les champs {¥*} peuvent en principe apparaitre dans le produit entre deux champs
de désordre R. Par exemple, les produits comme ¥!(2)R,(0) ~ R,_2(0) ont été utilisés
de facon extensive en [18] pour dériver les équations caractéristiques correspondantes (voir
section (4.10)). Ces relations demandent la présence de ! dans la fusion R, 5(2)R,(0). La

symétrie auto duale est suggérée par la consistance de la théorie.

5.5.6 Résumeé.

Nous pouvons maintenant résumer les résultats concernant la théorie Zy avec N pair,

N = 2r.
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Pour la théorie Zg nous avons établi l'identification des opérateurs dans la cellule élémentaire :

oy = Pauy=1=5"
‘I’(l) = ‘I’(2,1,1) =D"
Qi3 = Pagszy = D¥
101 = R, (5.119)

comme montré en fig. (5.5). La contruction de la cellule élémentaire pour la théorie Zg
est similaire. Pour le cas Z;¢ quelques nouvelles ambiguités dans la méthode des réflexions
apparaisse mais elles peuvent étre résolues en utilisant le calcul direct des dégénerescences.
En particulier, nous avons eu besoin des résultats explicites pour les doublets g = % etg=1
pour chaque N pair (c¢fr. appendices B et C de I’annexe D).

Apres les cas particuliers de Zg, Zg et Zj¢, traités en détails, la généralisation de ’assi-

gnement (5.119) est assez directe :

b0 = P10,y =I= Ca
(I)(l) = ‘5(2,1,1,...1,1) =D"
Do = Pupoa,.a10) = D
etc.
P2y = P21, = D>
1y = P22 = D
&, = ¥ui.a3n=D"
11121 = R (5.120)

Les termes de bord correspondants sont donnés par les éqgs. (5.111),(5.112).

En fin, le remplissage du réseau peut étre facilement obtenu par I’assignement (5.120) en
réfléchissant plusieurs fois la cellule élémentaire, comme nous avons vu en section (5.4.10).
Le résultat peut étre exprimé de fagon similaire & celle du cas N impair (¢fr. éq.(5.100)).
Un opérateur @y, ... n,)(n},-,n;) €St un opérateur de désordre si 7,1 + 7i, est impair, ou

fig = |nl, — nge|- Pour les autres opérateurs, en définissant

T, = Tfigmod2 fora=1,---,r—2
Tr_1 = T, mod2
2, = LGr_llmodz (5.121)

la charge @) associée & la position B(n, ... n,)(n},- ,nz) €t donné par la formule récursive :

Q(.’El,.’L'g,...,$k,1,1,0,...,0) =k— Q(xl,mz,...,xk,l,0,0,...,O), (5122)
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avec les conditions initiales Q(0,...,0) = 0.

5.6 Discussion.

Dans ce chapitre, nous avons construit et analysé les deux séries des théories parafermio-
niques basées sur les algebres de Lie B, et D,.

La recherche que nous avons conduite jusqu’ici a abouti & la formule pour les dimensions
conformes des champs primaires de ’algebre chirale Zy, deuxiéme solution associative .
Pour obtenir ce résultat nous avons calculé les termes de bord de la théorie, éq. (5.86) et éq.
(5.111)-(5.112), et déterminé le secteur auquel associer chaque site du tableau de Kac.

D’un point de vue purement technique, il est important de remarquer que, pour N > 5,
le calcul des dimensions des opérateurs fondamentaux n’est pas faisable que dans des cas
particuliers. Nous avons montré que il est possible contourner ce probleme en profitant des
propriétés du gaz de Coulomb.

La construction des théories Za,11, N = 2r + 1, n’a pas donné beaucoup des résultats
nouveaux par rapport a la théorie Z5, » = 2. Il vaut la peine mentionner que, pour r > 2,
nous avons identifié des fusions entre opérateurs dont I’amplitude associée au canal principal
s’annulent, en obtenant ainsi des informations dynamiques sur la théorie.

La construction du spectre de la théorie Zn avec N pair s’est révélée beaucoup plus
délicate. En particulier, en étudiant la structure des modules de représentation, nous nous
sommes apercus qu’il y a des indications fortes pour que ces théories parafermioniques
possédent une symétrie auto duale. Cette symétrie, que nous n’avons pas supposé du début,
est évoquée par la consistance de la théorie.

Les théories parafermioniques que nous venons de présenter offrent une vision approfondie
du role de la symétrie Z, qui est notre objet d’étude. Je veux ouvrir ici une breve parenthese.
Bien que tres efficace pour déterminer la valeur de la charge centrale ainsi que les dimensions
des opérateurs primaires (et donc des termes de bord), la construction basée sur le coset
est “aveugle” a I’action de la symétrie. Dans ’approche du coset, par exemple, on ne peut
pas identifier les secteurs de charge de la théorie. Les résultats que nous venons de présenter
mettent particulierement en évidence ces limites. Je mentionne par exemple le cas de la
théorie Zn avec N pair qui présente des secteurs différents de charge qui ont la méme
valeur du terme de bord. D’autre part, la méthode du coset est basée sur des techniques
plus générales et peut étre appliquée dans un context plus général. La convergence des
deux approches dans le cas particulier de la théorie Zy est alors positive pour les deux. En

particulier, dans ’avenir, une utilisation complémaintaire des deux méthodes peut se révéler
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tres utile.
Comme dans le cas de la théorie N = 5, nous proposons que cette série infinie des théories
unitaires Zy avecp=N —2+4+netn =1,2,... décrit les points multicritiques des systemes

statistiques avec symétrie Zy.



146 Chapitre 5. Théories parafermioniques avec symétrie Zn




Chapitre 6

Conclusion générale.

Les travaux présentés dans ce mémoire font partie d’un projet de recherche qui vise &
trouver des théories conformes dont les champs forment des représentations non triviales de
la symétrie permutationelle. La construction de telles théories permettrait en effet de mieux

comprendre les comportements critiques de systémes couplés ou avec désordre.

En premier lieu, nous avons étudié la série des modeles conformes WDgp ) avec un faible
désordre couplé a la densité d’énergie. Nous avons considéré le cas p >> 1 et, en faisant un
calcul RG au premier ordre, nous avons montré que la limite infra-rouge de cette théorie
est décrite par le modele WD:gp -1 pur. De facon similaire nous avons aussi conclu que
le systeme de N modeéles WDgp ) couplés flotte sous la transformation RG vers le point
critique décrit par N modeles WDgp Y hon interagissants. Un point important est que
le flux de renormalisation de N modeles WDgp ) couplés présente deux nouveaux points
fixes pour chaque p et que les champs des théories critiques correspondantes forment les
représentations du groupe de permutation Sy. Nous avons vérifié que le secteur d’énergie
de ces théories présente un opérateur de singlet et un opérateur de doublet du groupe Sy.
Ces résultats montrent donc ’existence d’une série unitaire de théories conformes, a présent
inconnues, ou la symétrie permutationelle se réalise completement. En utilisant le théoreme
¢ nous avons déterminé le développement & 1’ordre (1/p)® des valeurs des charges centrales

correspondantes. A notre connaissance, ceci est le premier résultat analytique sur des théories
conformes avec symétrie permutationelle.

L’étude des modeles W D% nous donne des informations trop générales pour qu’on puisse
en déduire les structures qui caractérisent les théories conformes avec symétrie Sy. Par
exemple, on ne connait pas la forme de ’algebre chirale qui engendre cette symétrie. C’est

dans ce contexte que nous nous sommes intéressé aux algebres parafermioniques qui réalisent
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les symétries Zn des systemes statistiques.

Comme déja mentionné dans la présentation de cette these, les théories parafermioniques
de Fateev et Zamolodchikov, basées sur une premiere solution associative de I’algebre chi-
rale, sont certainement les théories parafermioniques les plus connues et elles ont trouvé de

nombreuses applications dans des domaines différents.

Néanmoins, ils restent plusieurs raisons pour chercher des généralisations & ces théories.
D’une part ces théories sont en fait ”simples”, dans le sense que la charge centrale ¢y =
2(N —1)/(N + 2) est fixée par l’associativité. En particulier, il n’existe pas une série infinie
de théories unitaires associées a cette algebre. D’autre part, il est naturel de supposer que les
modeles sur réseau avec symétrie Zy admettent une série infinie de points multicritiques,
comme dans le cas du modéle d’Ising. Nous avons donc considéré une deuxieme solution
associative pour l'algebre chirale avec symétrie Zx pour laquelle la valeur de la charge cen-
trale n’est pas fixée par ’associativité. Ces autres théories parafermioniques représentent de
bons candidats pour décrire les points multicritiques des systemes avec symétrie Zy. Jus-
qu’a présent, les représentations de ces algebres parafermioniques étaient connues seulement
pour le cas N = 2, correspondant & la série unitaire des théories superconformes N = 1,
et pour le cas N = 3. Nous avons généralisé ces résultats pour les cas Zny, N > 3. Pour
construire ces théories nous avons déterminé la structure des modules des opérateurs pri-
maires et déterminé les régles de commutation des modes parafermioniques pour chaque
secteur. Les dimensions de certains opérateurs fondamentaux ont été ensuite calculées en
imposant la dégénérescence des modules de représentation. En profitant du fait que ces
théories sont décrites par le coset diagonale du groupe SO(NN), nous avons supposé une
réalisation en termes du gaz de Coulomb basé sur le réseau de poids de ’algebre de Lie du
groupe SO(N), c’est & dire B, pour N = 2r + 1 et D, pour N = 2r. En implementant
les calculs explicites des dégénérescence avec les propriétés du gaz de Coulomb, nous avons
réussis a donner une formule complete pour les dimensions des opérateurs primaires. Pour
cela nous avons identifié le secteur auquel chaque opérateur appartient. Au contraire de la
construction coset, ’approche que nous avons suivi est directement basée sur ’action de
la symétrie Zy et cela nous a permis d’étudier en détail les propriétés qui décodent une
telle symétrie. Un probléme trés intéressant serait de trouver la série de modeles définis
sur le réseau dont la limite continue est décrite par les théories conformes que nous avons
construit. Enfin, nous avons vu que toute une nouvelle famille de théories conformes est
réalisée par un gaz de Coulomb particulier. Il serait donc important de clarifier la relation
entre les différents réseaux associés aux gaz du Coulomb et les théories conformes étendues.

Cette recherche pourrait aboutir a une classification des théories conformes qui admettent
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une réalisation en termes du gaz de Coulomb. Parmi ces théories, nous pensons trouver les

théories associées aux points fixes obtenus lors de ’étude de N-modeles couplés.
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