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Chapitre 1

Introduction

Qui aujourd’hui n’a pas de téléphone portable ou n’est pas connecté a Internet ? Si
ce n’est pas encore tout le monde, la croissance du nombre d’applications informatiques
entrant dans notre vie quotidienne est exponentielle. Déja des centrales nucléaires auto-
matiques et bientot les automobiles entiérement controlées par ordinateurs.

Pourtant comment avoir pleinement confiance en toutes ces applications informa-
tiques ? Souvent une telle application est ’association de plusieurs composantes (chacune
ayant une tache prédéfinie) pouvant communiquer entre elles. C’est ce que nous appe-
lons systemes distribués. Il n’est pas aisé pour un humain d’appréhender I’ensemble des
comportements de ce systéme. Pourtant ce dernier doit répondre a certaines exigences de
fonctionnement appelées spécifications, comme par exemple étre sir que les messages en-
voyés par une composante vont bien étre recus par leurs destinataires. De plus, une erreur
de ces systémes, si elle est le plus souvent bénine (une machine a café peut donner du
thé au lieu d’un café par exemple) peut, dans le cadre de ce que nous appelons systémes
distribués critiques, avoir de graves conséquences en termes de vies humaines (défaillance
d’un contrdleur de centrale nucléaire par exemple). Un systéme critique est en effet une
application informatique qui doit correspondre en tout point & la spécification (fonction-
nement) attendue et surtout (d’ou le nom critique) ne doit pas avoir de comportement
dangereux dans les cas inattendus. La spécification d’un systéme peut étre vue comme un
ensemble de propriétés que doit satisfaire ce dernier pour étre considéré conforme.

C’est pour vérifier qu'un systéme va se comporter correctement méme (ou surtout)
dans les cas imprévus que des méthodes dites méthodes formelles de validation du logiciel
se sont développées ces derniéres années.

Il existe deux grandes techniques de méthode formelle de validation qui sont le test et
la vérification.

Le test consiste & positionner le systéme dans une situation de référence et observer
ses comportements. En multipliant le nombre de tests dans des situations différentes, nous
pouvons ainsi nous donner une certaine confiance dans le systéme. Pourtant, il est souvent
difficile d’imaginer des situations imprévues pour ce systéme et donc de couvrir I’ensemble
des situations possibles.

La vérification de systéme, quant & elle, consiste a vérifier que ce dernier est conforme
a ses spécifications quelle que soit la situation a laquelle il est soumis. La encore, deux
approches sont possibles :



— Approche déductive (ou theorem-proving). Cette approche a été introduite par Hoare
|Hoa69|. Elle est basée sur une preuve mathématique (en utilisant des axiomes et des
régles d’inférence). Elle consiste a écrire le systéme ainsi que les propriétés a vérifier
dans un modéle de sémantique axiomatisable et & démontrer que les propriétés
peuvent étre obtenues & partir du systéme en utilisant les régles d’inférence. Cette
approche est utilisée dans des outils tels que Coq [CH88, HKPM97| ou PVS [ORS92].
L’avantage de cette approche réside dans sa généralité. Par contre, elle demande
a l'utilisateur d’étre capable de modéliser ses systémes suivant un modéle mathé-
matique donné pour pouvoir guider la vérification tout au long de la preuve. Cette
technique n’est donc pas automatique et ne peut pas étre utilisée par tous.

— Approche algorithmique (ou model-checking). Elle a été présentée notamment par

[QS82, CES86|. Elle consiste & montrer que ’ensemble des comportements décrits
par un systéme est un modéle, au sens logique du terme, pour les propriétés considé-
rées. Le processus de vérification se décompose en fait en deux phases : la compilation
d’un systéme vers un modéle mathématique, puis la vérification des propriétés sur
ce modele.
Le modéle mathématique le plus souvent utilisé est le modéle des systemes de tran-
sitions étiquetés. Ce modéle est un graphe dirigé dont les nceuds représentent les
états (ou configurations) du systéme et dont les arétes (étiquetées), décrivent les
comportements possibles de ce systéme. Les propriétés sont quant a elles exprimées
dans une logique temporelle (logique permettant de raisonner sur 1’évolution d’un
systéme dans le temps) telle que LTL, CTL et CTL* [Pnu77, Eme90].

Que ce soit le test ou la vérification, la premiére étape pour pouvoir vérifier un systéme
est de modéliser formellement ce dernier. La question qui se pose alors est de savoir quelles
hypothéses sont faites dans ce modéle et d’étre convaincu que les déductions issues du
systéme modélisé (abstrait) peuvent étre corrélées au systéme réel (concret).

Sujet de la thése :

Nous nous sommes principalement concentrés dans cette thése & la vérification de
protocoles de communication (téléphonie mobile, internet). Ces protocoles fonctionnent
sur le principe d’envoi de messages entre deux parties par I'intermédiaire de canaux non
fiables (i.e. pouvant perdre ces messages). Pour étre certain que tous les messages ont
bien été regus, les techniques généralement employées consistent a réémettre les messages
potentiellement perdus (le nombre de réémissions peut étre fixe ou non borné), et/ou a
attendre un laps de temps déterminé (au moins le temps physique de transmission entre
les deux parties) avant de conclure que la transmission d’un message a échoué (souvent
I’échec est déclaré lorsque 1'une des deux parties ne regoit pas d’acquittement pour le
message qu’elle vient d’envoyer).

Ainsi, nous voulions travailler sur un modéle pouvant manipuler & la fois des files
d’attente (modélisation des messages), des compteurs (modélisation de la réémission) et
des horloges (modélisation des temps d’attente). Nous avons choisi de nous placer dans
le cadre du model-cheking, c’est-a-dire trouver une méthode permettant d’analyser le
plus automatiquement possible ces systémes hétérogénes (composés de données dont le
traitement n’est pas le méme).

D’un autre coté, un protocole de communication est souvent paramétré par un cer-
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tain nombre de variables (durée de transmission sur le canal, temps d’attente avant la
réémission d’un message par exemple). Dans la plupart des techniques utilisées aujour-
d’hui (détaillées dans le paragraphe ci-dessous) ces paramétres doivent étre instanciés pour
pouvoir analyser le systéme. Les propriétés sont donc vérifiées pour des instances de ces
paramétres, ainsi a chaque changement de valeurs de ces derniers il faut recommencer la
vérification du systéme. Nous avons, pour notre part, cherché & trouver automatiquement
les conditions sur les parameétres permettant d’affirmer que pour toutes valuations (valeurs
données aux parameétres) satisfaisant ces contraintes le systéme vérifie ses propriétés. Pour
cela, nous devions ajouter a notre représentation un moyen de manipuler des contraintes
sur les paramétres.

Qu’il s’agisse des compteurs, des horloges ou des files, ces données peuvent étre infinies,
c’est pourquoi il était indispensable d’utiliser les méthodes symboliques de model-checking
développées ces derniéres années.

Model-checking :

Dans le cas des systémes finis (pour lesquels les valeurs des données restent dans un
ensemble fini), beaucoup de résultats ont été prouvés pour différentes logiques temporelles
et des outils performants ont été créés [CE81, QS82, CES86, VW86, Mac93|. Pourtant,
qui dit fini ne dit pas forcément simple & analyser. En effet, la complexité des systémes
a fortement augmenté et avec elle la taille des modeéles mathématiques travaillant sur
I’ensemble des états possibles, c’est ce que 'on a appelé ['explosion combinatoire des
états. De nombreux travaux ont été effectués pour trouver des solutions a ce probléme,
par exemple en ne représentant qu’une partie du modéle en mémoire [JJ89, FJIM92|,
en réduisant le nombre de chemins a explorer [God90, GW94, Pel94, KM97, CIMO00], en
décomposant le systéme a vérifier [Pnu85, Win90]|, en utilisant des techniques d’abstraction
|GL93, Lon93| ou encore en utilisant des représentations symboliques compactes du modeéle
[CBM89, BCM 90, Bry92, Mac93|.

Grace a toutes ces techniques de nombreux outils ont été réalisés et ont permis de
vérifier des systémes finis comportant jusqu’a 10%° états [BCM190].

Les systémes ne sont pourtant pas a fortiori finis. En effet, ils peuvent contenir des
variables a valeurs dans des domaines & priori non bornés telles que des compteurs, des
files, des piles, des horloges, ---. Or la vérification des systémes de transitions étiquetés
infinis se heurte a un obstacle théorique : I’indécidabilité des problémes liés a la vérification.

Pour contourner ce probléme, deux techniques se sont développées ces derniéres années.

La premiére consiste a restreindre I'expressivité des classes de systémes considérés afin
d’obtenir des résultats de décidabilité pour la vérification. Ainsi, les résultats suivants ont
été prouvés pour quelques classes particuliéres de systéemes :

— les systémes a files d’attente avec perte pour lesquels le probléme de ’accessibilité
est décidable [AJ93, CFP96|. L’ensemble des états atteignables peut étre représenté
par un ensemble régulier [ABJ98|. Pourtant bien que le probléme d’accessibilité ait
été prouvé décidable, Mayr a montré [May00| que la caractérisation des contenus de
files par ensemble régulier n’est pas effectivement constructible. Abdulla, Boasson
et Bouajjani [ABBO1] ont caractérisé les classes de systémes a files d’attente avec
perte dont ’ensemble des états atteignables est effectivement reconnaissable par un



ensemble régulier.
— les automates temporisés |[AD94| pour lesquels le probléme du test a vide est déci-
dable. Les logiques telles que LTL, CTL* sont aussi décidables |[Eme90, AH92|.

La seconde consiste a trouver des méthodes (dans ce cas incomplétes) permettant
de réduire les cas d’indécidabilité, c’est-a-dire permettant d’obtenir dans certains cas
particuliers la vérification de la propriété sur le systéme infini. Deux principales méthodes
se sont développées :

— L’abstraction ou Vinterprétation abstraite [CC77, CH78, BBFT00] est une méthode
basée sur le fait de calculer une approximation supérieure de ’ensemble des états
atteignables. Cette approximation peut permettre de vérifier une propriété [Hal93].

— L’accélération est basée sur la notion de représentation symbolique des ensembles de
valeurs des variables du systéme. Ce qui permet dans certains cas de faire terminer
le calcul des états atteignables. Cette méthode consiste en effet a calculer en un
pas ’ensemble (potentiellement infini) de valeurs que peuvent prendre les variables
par l'application (infinie) d’un certain nombre de transitions du systéme. C’est une
notion qui a été développée au cours de ces derniéres années pour les systémes a
compteurs [BW94], pour les systémes a files d’attente [BGWW97, BH97, AAB99b|

Ainsi 'analyse d’un systéme peut se faire en combinant ’abstraction et les méthodes
d’accélération [AAB199a].

De plus, bien que l'on soit dans une classe particuliére (systémes a files d’attente avec
perte par exemple) il n’est pas exclu d’utiliser des techniques d’accélération ou d’abs-
traction permettant de pouvoir calculer plus souvent (notamment pour les systémes dont
I’ensemble des états atteignables est trés gros) 'ensemble des états atteignables.

Contributions de la thése :

Nous nous sommes placés dans le cadre du model-checking de systémes infinis. Les

principaux résultats théoriques sont :

— une extension des matrices de bornes (DBM) [Dil89, Yov98| — utilisées dans le
cadre de la représentation de valeurs pour les horloges — pour ’analyse de systémes
a compteurs et & horloges contenant des parameétres. Nous avons pour cela redéfini
la notion de matrice et les opérations qui y sont rattachées.

— une méthode générale et automatique d’analyse de systémes complexes (systémes
faisant intervenir différentes sortes de données telles que compteurs, horloges ou
files d’attente). Cette analyse commence par une phase d’abstraction du modéle
permettant d’obtenir un systéme plus simple. La seconde phase consiste en une
analyse symbolique de ce systéme abstrait. Dans le cadre des systémes a compteurs et
a horloges paramétrés, I’analyse symbolique repose sur un algorithme d’accélération
basé sur la détection de périodicité. Cette périodicité est détectée en observant les
valeurs des compteurs (ou des horloges) successives. Cette méthode (exacte) permet
dans de nombreux cas d’obtenir ’ensemble des états atteignables.

Sur le plan pratique, nous avons implanté un prototype TREX mettant en oceuvre

ces méthodes. Pour cela, nous avons créé un outil dans un souci de généricité permettant
ainsi I'utilisation facile d’autres structures de données ou de méthodes d’accélération. Ainsi
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nous pouvons analyser des systémes complexes faisant intervenir plusieurs données ayant
des domaines de définitions différents et potentiellement infinis. Nous avons réalisé une
librairie pour les expressions réguliéres représentant les contenus des files d’attente avec
perte et une librairie pour les matrices de bornes paramétrées. Cet outil nous a permis
de vérifier des protocoles non triviaux tels que le protocole de retransmission bornée ou
le protocole de routage (“Root Contention IEEE 1394 [CASO01]).

Plan de la thése :

Le chapitre 2 présente une définition générale des systémes manipulés que nous
avons appelé automates étendus. Ce sont des automates d’états finis manipulant des
variables. Ces variables seront pour notre part des compteurs, des horloges ou des files
d’attente. Les compteurs et les horloges peuvent, dans notre modéle, étre comparés a des
paramétres (variables non instanciées).

Pour analyser des systémes complexes (au sens ot ils manipulent de nombreuses don-
nées différentes) une premiére idée est de se ramener a des cas de systémes plus simples.
En fait, se ramener & des systémes que nous savons analyser. C’est 'idée de 'abstraction
de modéle que nous développons dans le chapitre 3.

Ayant obtenu un modéle plus simple par abstraction, nous traitons ensuite du probléme
de la vérification de propriétés de siireté sur les automates étendus, ainsi que du probléme
de la synthése de contraintes sur les paramétres. Nous voyons qu’il est possible de définir
des principes généraux quant a la représentation des valeurs pour les variables (représen-
tation symbolique satisfaisant de bonnes propriétés), la fagon de calculer I'ensemble des
états atteignables par application des transitions du systéme et la méthode d’accélération.

Nous développons dans le chapitre 4, la représentation symbolique choisie dans le
cadre des systémes & compteurs et & horloges paramétrés (les compteurs et les horloges
peuvent étre comparés ou assignés a des expressions contenant des paramétres). Cette
représentation est une extension des matrices de bornes utilisées pour l'analyse des
systémes temporisés sans parameétres. Nous explicitons la méthode d’accélération que
nous avons choisi pour cette représentation.

Le chapitre 5 s’intéresse au probléme plus particulier de la vérification de propriété
de vivacité pour les systémes a compteurs et a horloges paramétrés. Nous voyons dans
un premier temps que nous pouvons utiliser les méthodes décrites pour le calcul des
états atteignables pour pouvoir répondre au probléme de la vérification de propriétés de
vivacité. Pour cela, il nous faudra pouvoir décider de l'itérabilité des boucles du graphe
représentant le comportement du systéme analysé (graphe qui est contruit lors du calcul
des états atteignables d’un systéme).

Le chapitre 6 expose la structure de données utilisée dans le cadre des systémes a files
d’attente avec perte. Cette représentation est un sous-ensemble des expressions réguliéres.
Nous donnons 'algorithme d’accélération développé pour cette représentation.



Le chapitre 7 offre une vue de TREX notre prototype implantant les méthodes
décrites dans les chapitres précédents. Nous commencons par décrire de fagon générale
Ioutil puis nous entrons dans quelques détails d’implantation, pour finir par donner
quelques résultats et performances. Nous finissons ce chapitre par une comparaison de
notre outil avec d’autres outils de vérifications existants.

Finalement, nous concluons cette thése dans le chapitre 8.



Chapitre 2

Automates étendus

Dans ce chapitre nous introduisons le modéle général des automates étendus. C’est au
travers de ce modéle que nous allons analyser et vérifier les services de systémes distribués
tels que les protocoles de communication.

Un automate étendu est un automate d’états fini sur lequel on ajoute la possibilité de
manipuler des données extérieures telles que compteurs, horloges ou files d’attente.

Nous donnons ici une définition générale de la notion d’automate étendu. Il est possible
d’instancier cette définition pour manipuler entre autres des compteurs, des horloges ou
des files d’attente.

La premiére partie de ce chapitre présente la notion de systéme de transitions étiqueté
(utile pour la compréhension de la sémantique des automates étendus) et la notion d’arith-
métique. Nous présentons ensuite la syntaxe et la sémantique du modéle des automates
étendus et nous voyons finalement quelques exemples de tels automates.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Systéme de transitions étiqueté

Nous définissons dans cette partie la notion de systéme de transitions étiqueté. Ce sont
des graphes dirigés étiquetés. Un tel systéme est composé d’un ensemble d’états de controle
(nceuds du graphe) et d’un ensemble de transitions reliant ces états. Les transitions sont
étiquetés sur un vocabulaire donné. On pourra consulter [Arn92| pour une description
plus détaillée des systémes de transitions étiquetés. Plus formellement, nous définissons
les systémes de transitions étiquetés de la maniére suivante.

Définition 1 (Systéme de transitions étiqueté — STE)
Un systéme de transitions étiqueté est un triplet (QQ,L,—) ot :
— () est un ensemble d’états de controle.
— L est un ensemble fini d’étiquettes.
- — C QXL xQ, est un ensemble de transitions.

Pour des raisons que nous voyons dans les chapitres suivants (ce sont notamment des
raisons de manipulation et de construction), nous définissons ci-aprés la caractérisation
d’un systéme de transitions dit fini.
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Définition 2 (Systéme de transitions étiqueté fini)
Un systéme de transitions étiqueté est fini si () est un ensemble fini.

Vérifier des propriétés sur le modeéle des automates étendus c’est observer les exécutions
de ce modeéle. Une exécution ou plus précisément une séquence d’exécution pour un systéme
de transitions étiqueté est une séquence de transitions de ce systéme. Quelquefois nous
nommons cette séquence chemin.

Définition 3 (Séquence d’exécution o)
Soit S = (Q, L,—) un systéme de transitions étiqueté. Une séquence d’exécution o
est de la forme suivante :
- qo o, Q1 LN G--. Vi>0gq LN gi+1 (séquence infinie)
ou de la forme
- o, qqn ny i1 etV q € Q, VI €L, Agu N q (séquence finie
mazximale).

On note par Ezxec(S) 'ensemble de toutes les séquences d’exécution du systéme S.

Pour chaque séquence d’exécution, nous lui associons une séquence d’étiquettes (ce
sont celles, dans 'ordre de la séquence d’exécution, qui apparaissent dans cette derniére).
Une telle séquence d’étiquettes est appelée trace.

Définition 4 (Trace d’une séquence d’exécution)
Soit S un systéme de transitions étiqueté. Soit o une séquence d’exécution de S.
trace(o) € L* est la projection sur les étiquettes de la séquence d’exécution o.
- trace(o) = lily - -+ si o est une séquence infinie.
- trace(o) = lily -+ -1, si o est une séquence finie mazimale.

Nous pouvons donc maintenant définir I’ensemble des traces d’un systéme de transi-
tions étiqueté.
Définition 5 (Traces d’un STE)

Soit S un systéeme de transitions étiqueté.
Alors Traces(S) = {trace(o) | o € Exec(S)}.

Définition 6 Soit S un systeme de transitions étiqueté.
e S est déterministe si et seulement si :Vqge Q, Vie L, 3¢ € Q. q LI q
e S est complet si et seulement si :Vge QVIle L3¢ € Q.q LN q

2.1.2 Arithmétique

Soit X un ensemble de variables (interprétées sur les réels) et x une variable de cet
ensemble. L’ensemble des termes arithmétiques sur X, dénoté AT (X) est défini par la
grammaire suivante :

to=0|1]a|t—t|t+t]|t=t

On note par ATI(X) C AT(X) l'ensemble des termes linéaires : ces termes sont
construits sans l'utilisation de la multiplication (x) entre deux variables. Seule la multi-
plication entre une constante et une variable est autorisée.

Soit un vecteur de réels représentant la valeur de chacune des variables de X. Ce
vecteur est appelé valuation. Ainsi, soit d une valuation des variables de X, la fonction
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— .
eval(t, d') permet de calculer la valeur représentée par le terme t ou les opérations +,
, . , — —
—, * sont les opérations usugl)les sur les réels et eval(z, d) = d(z) est la valeur de la
variable  dans la valuation d.

L’ensemble des formules arithmétiques de premier-ordre sur X dénoté F'(X) est défini
par la grammaire suivante :

pu=wrai |t <t|-¢|oVeo|x.g| Est_entier(t)

Les symboles fauzx, V, A\, =, <, entre autres, se dérivent de maniére usuelle & partir
des symboles définis dans cette grammaire (par exemple, =3— = V).

Soient x € X une variable, d, une valeur possible de cette variable et ¢ € F(X)
une formule arithmétique, nous notons par ¢[z/d,| la formule ¢ dans laquelle nous avons
substitué la variable z par sa valeur d,. Par abus de langage, si Xo = {21, 22, -+, 2} est
un sous-ensemble de X d = (dgy,dg,, -+, dy,) une valuation représentant leur valeur et
¢ € F(X) une formule arithmétique nous écrivons alors de la méme maniére ¢[Xo/ d]
pour représenter la formule ¢ dans laquelle nous avons substitué les variables de X, par
leur valeg

Soit d une valuation des variables de X, la notation d = ¢ exprime que d satisfait
¢ ou que ¢ est vraie pour la valuation d Cette relation de satisfaction est définie par
induction sur la structure des formules de la maniére suivante :

ﬁ

d = vrai

d =t <t & eval(ty, d>) < eval(ts, d>)
2 —

Tk & qts

i| ¢1 V @ ®i|—¢10ud):¢2
LT )

d = Est_entier(t) < eval(t,d) e N

Est_entier(t) est donc un prédicat permettant de savoir si I’évaluation du terme ¢ est
une valeur entiere.

Le sous-ensemble des formules de F(X) dans lesquelles le prédicat Est entier
n’apparait pas est appelé arithmétique du premier ordre sur les réels, dénoté FR(X). Le
sous-ensemble de F'R(X) sans l'utilisation de la multiplication est appelé arithmétique
linéaire sur les réels, dénoté FRL(X).

Il est possible de définir les mémes fragments d’arithmétique en interprétant les va-
riables sur les entiers.

Ainsi, le sous-ensemble des formules de F'(X) sans l'utilisation du prédicat Est entier
est 'ensemble des formules arithmétiques de premier-ordre sur les entiers, dénoté FE(X).

Le fragment de FE(X) des formules sans multiplication (x) est appelé arithmétique
linéaire sur les entiers (ou arithmétique de Presburger [Pre29]), dénoté FEL(X).

Pour ’ensemble de ces fragments de ’arithmétique il existe des résultats de décidabilité
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pour la satisfaction d’une formule que nous rappelons dans le tableau ci-apres.

Arithmétique Satisfaisabilité
F indécidable
FR décidable [Tar51, ACM84, Wei93]
FRL décidable [Tar51]
FE indécidable
FEL décidable [Pre29]

Dans_l)a suite nous désignons par F(X) toute arithmétique définie précédemment.
Soit d une valuation des variables de X et ¢ une formule de F/(X), [[¢]]H> dénote alors

la satisfaisabilité de ¢ pour les valeurs définies par H), Cest-a-dire d = ¢. Par exemple,
[ Jzx <5 ],_3 = wvrai. Nous définissons alors [¢] = {H) | [[gb]]g} représentant
I’ensemble des valuations qui satisfont la formule ¢.

Pour toutes les arithmétiques, nous supposons qu’il existe une fonction sat définie de
la maniére suivante :

sat(e) = { vrai  si o] # 0

faux sinon

La fonction sat retourne vrai lorsqu’il existe au moins une valuation sur les variables
satisfaisant la formule.

2.2 Modéle des automates étendus

Un automate étendu est un automate fini sur lequel nous ajoutons la possibilité de
manipuler des données telles que compteurs, horloges ou files d’attente. Nous considérons
ici des programmes ayant une partie contréle et une partie donnée. La partie controle
est modélisée par un graphe fini de controle dont les transitions sont étiquetées par les
instructions du programme. La partie donnée est modélisée par des variables et des para-
meétres.

Le programme peut agir sur les variables grace a des opérations prédéfinies, ces va-
riables peuvent étre testées durant le déroulement du programme. Les résultats de ces
tests influencent alors ce déroulement. En effet, le modeéle des automates étendus est basé
sur le principe des automates & commandes gardées : pour pouvoir appliquer une transi-
tion il faut que les valeurs des variables satisfassent des conditions exprimées par ce que
nous appelons garde. Si les variables ne satisfont pas la garde, ’automate ne change pas
d’état de controle. Dans le modeéle que nous définissons ci-dessous nous avons intégré les
gardes dans les opérations.

Les parameétres sont des variables non instanciables : ils gardent leur valeur initiale
tout au long de ’analyse. Les gardes peuvent contenir des comparaisons entre les variables
et les parameétres, il sera aussi possible d’affecter les variables avec des paramétres.

Pour l'instant nous ne donnons pas plus d’informations sur ce que sont exactement
les données et les parameétres, nous verrons dans les chapitres suivants les restrictions que
nous leurs apportons (représentation, manipulation).
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Plus formellement un programme est décrit par un automate étendu défini de la ma-
niére suivante. Les modéles que nous définissons ainsi sont dits modeles concrets, c’est la
modélisation que nous faisons du monde réel.

Définition 7 (Automate Etendu)
Un automate étendu est un n-uplet A = (Q, X, P, L, Op, T) tel que :

— @) est un ensemble fini d’états de controle.

— X est un ensemble fini de variables de dimension n,. Chaque variable est interprétée
sur un domaine ID potentiellement infini. Les variables sont notées xy, s, -, Ty
On note par L le contenu des variables indéfini.

— P est un ensemble fini de paramétres de dimension n,. Chaque parametre est inter-
prété sur le domaine ID. Les paramétres sont dénotés par pi,p2,- -+, Pn,-

— L est un ensemble fini d’étiquettes.

— Op est un ensemble (possiblement infini) d’opérations sur les variables. Chaque opé-
ration op € Op est une fonction ID"* — ID"*U 1.

- TCQXxLx0pxAQ est l’ensemble des transitions du systéeme.

o

Soit (q1,1,0p,g2) une transition de 'automate, q; est [’état source de la transition et
q> en est [’état destination.

2.3 Sémantique

Nous définissons dans cette partie la sémantique opérationnelle des automates étendus.
A chaque automate étendu A nous allons associer un systéme de transitions étiqueté S
qui représente I’ensemble des séquences d’exécution de A.

La sémantique manipule les variables et les parameétres en considérant leurs valeurs
a un moment gonné dans ’exécution du systéme. Nous appelons valuation des vargbles
X le vecteur d = (dg,, dg,, ---, dg, ) tel que Vi € [1, ng] d,, € ID. La valeur d(z;)
dénote la valeur de la variable z; dans la valuation d. La notion de valuation T sur les
paramétres est définie de la méme maniére.

Une configuration v = (q, H>, T) est Passociation d’un état de contrdle de 'automate
étendu ¢ € ), d’une valuation des variables d € ID"* et d’une valuation des paramétres
T e D",

A chaque pas, les changements de configurations possibles sont déterminés par ’ap-
plication des transitions sortant de I’état de controle de la configuration courante. For-
mellement la sémantique d'un automate étendu est un systéme de transitions dont les
noeuds sont les configurations et dont les transitions correspondent & ’application d’une
transition de ’automate.

Définition 8 (Sémantique d’un automate étendu)

La sémantique d’un automate étendu A =(Q, X, P, L, Op, T) est le systéme de
transitions étiqueté S(A) = (C, L, R), appelé graphe de l'espace des configurations
atteignables tel que :

- C =Q x ID" x ID" est l’ensemble des configurations possibles de A. Chaque état
v = (q,?,?) € C est composé d’un état de controle q € Q, d’une valuation des
variables 7 € ID™ et d’une valuation des paramétres p € ID™. Puisque le domaine
ID peut étre infini, il est alors possible que ’ensemble C' soit infini.



12 2.3. Sémantique

- RC (C x L xC est larelation d’atteignabilité en un pas de S.

Un triplet ((q,?,ﬁ), [ (q’,?,?)) appartient & R, ce qui s’écrit (q,?,?) LN
(q', ?, ?), s’il existe une transition (q,,0p,q') € T telle que

a}:op(?) /\?:ﬁ/\?sﬂ_

En effet, pour toute opération et toute valuation des variables, si I'application de
lopération sur ces variables est la valuation indéfinie L la transition ((g, { 7),1, (¢, L
,?)) n’appartient pas au graphe. Nous ne représentons pas les transitions qui n’ont pas
pu s’exécuter.

Soit R* (notée —) la fermeture transitive et réflexive de R.

Pour calculer ’ensemble des configurations atteignables, il est d’usage de définir une
configuration vy dite configuration initiale qui explicite I’état de controle dans lequel on se
place pour calculer ’ensemble des configurations atteignables ainsi que les valeurs initiales
des variables et des paramétres.

Une configuration 7' est dite atteignable depuis la configuration v si et seulement si
T —7"

L’espace des configurations atteignables (ou espace des états) (C, R) de A est le graphe
(possiblement infini) dont les noeuds sont les configurations atteignables de A et dont les
transitions correspondent a la relation d’atteignabilité en un pas R entre les états.

Nous introduisons quelques notations résumant ’atteignabilité :

Définition 9 (Post, Pre, Post*, Pre*)
Soient A un automate étendu et S(A) sa sémantique. Soient t € T une transition de
A et y=(q, 7, 7) une de ses configurations, nous définissons alors :

Post,(y) = {7 |7 — 7}

!
Prey) = {V |7 —1}
Post(y) = {'|3(g,l,op,¢) € T.v '}
l
Pre(y) = {¥'|3(d,l,op,q) €T.v — v}
Post*(y) = {7 [v—1"}
pre’(y) = {77 —1}

Post*(vy) représente l'ensemble des configurations atteignables a partir de la confi-
guration 7 et Pre*(y) représente l’ensemble des configurations a partir desquelles y est
atteignable.

Remarque :

De maniére générale, il nous est conceptuellement plus simple de nous représenter le
comportement d’un systéme complexe par plusieurs sous-composantes.

Par exemple, si nous devons modéliser le fonctionnement d’un service internet per-
mettant & une machine A d’envoyer des messages a une machine B, il est plus simple de
raisonner séparément sur le comportement des deux machines. En effet, I'une doit émettre
les messages, la seconde les recevoir, ce n’est pas le méme principe. Pourtant, il nous faut
raisonner sur le comportement global du service et non pas sur chacune de ces compo-
santes. Nous introduisons donc ici la possibilité de décrire séparément les composantes d’un
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systéme complexe et nous donnons alors la définition de I’automate étendu correspondant
au systéme complet. Nous supposons ici que les composantes peuvent s’exécuter seules,
nous nous plagons dans une sémantique asynchrone. Pour communiquer entre elles, nous
supposons qu’il existe un ensemble de variables X et un ensemble de paramétres P¢ com-
muns & toutes les composantes. Ainsi chaque composante A; = (Q*, X*, Pt, L', Op*, T%)
est un automate étendu ot X = X} U X¢, P! = P U Pe.

De plus, lors de la modélisation d’un systéme, il est parfois utile de pouvoir raisonner
sur une séquence de transitions en supposant que cette derniére est atomique. Cela
permet en particulier de factoriser des états de controle. C’est pourquoi nous introduisons
dans notre modéle la possibilité de déclarer des états dits instables, c’est-a-dire lors de
I’analyse du systéme si un processus est dans un état instable seules les transitions de
ce processus sont alors applicables, les autres processus sont alors bloqués. Ainsi, pour
chaque composante, nous définissons un sous-ensemble des états de controle Qe C Q°
qui caractérise I’ensemble des états instables.

Nous définissons ci-dessous le produit asynchrone entre deux processus pour simplifier
I’écriture, la généralisation de cette opération se faisant de maniére usuelle.

Définition 10 (Produit asynchrone d’automates étendus)

Soient A', A% 2 automates étendus représentant les composantes.

On peut alors définir 'automate A = A x A* = (Q, X, P, L, Op, T) tel que :

— Q= Q' x Q? est l’ensemble fini du produit cartésien des états de controle de chacun
des automates A* (i1 € [1, n]).

- X =X} UXEU X est l'union des ensembles de variables de chacun des automates.
Soit ng le nombre de variables de A.

- P =Pl U P} U P est l'union des ensembles de paramétres de chacun des
automates. Soit n, le nombre de paramétres de A.

— L =LY U L? est l'union des ensembles des étiquettes de chacun des automates.

— Op = Op' U Op? est 'ensemble des opérations de A. Pour chaque opération op €
Op', (i € [1,2]), nous étendons les ensembles de départ et d’arrivée a l’ensemble
de toutes les variables de l'automate du produit asynchrone. Cette nouvelle fonction
ne modifie que les variables qui appartenaient & l'automate A® et laisse les autres
inchangées.

-T CQxLxO0pxQ tel que ((¢', ¢*), I, op, (¢, ¢*)) € T si et seulement si
Vie[l1,2], ¢,d" € Q' A (Fje[l,n]. 3t €Tt = (¢, l,0p,¢") ANVI€[1,2].l#] =
ql — q/l)'

A partir de maintenant, nous ne travaillons que sur un automate (éventuellement aprés

avoir effectué le produit asynchrone).
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2.4 Exemples d’automates étendus

2.4.1 Les systémes a compteurs paramétrés

2.4.1.1 Définition

Dans le cadre des systémes a compteurs paramétrés les variables, appelées compteurs,
et les paramétres sont interprétés sur les entiers naturels (ID = IN). Les opérations se
décomposent en deux parties. Une partie dite de test et une d’affectation. Ainsi toute
opération op € Op est de la forme (o,,0,) ol :

— 04 € FEL(X UP) est une conjonction de contrainte sur les compteurs et les para-

métres de la forme ¢;#t ou ¢; — ¢;#t telles que ¢;,¢c; € X, # € {<, <, =,>,>} et t
est un terme arithmétique sur les compteurs et les parameétres.

— 0, est une opération d’affectation sur les compteurs de la forme ¢; := ¢; +¢; ou
¢ :=t; telle que ¢;,¢; € X et ¢; est un terme arithmétique sur les compteurs et les
parametres.

Lors d’une transition, il ne peut y avoir au plus qu'une affectation pour chacun
des compteurs. On note 'affectation du compteur ¢; par o,(c;) = (¢j,t;) ot ¢; =L si
I’affectation est de la forme ¢; := t;.

Supposons que le systéme contienne n, compteurs et n, parametres. La sémantique
d’un systéme & compteurs paramétrés est représentée par ’application d’une transition
sur les configurations.

Nous rappelons qu’une configuration v = (q,g,?) est 'association d’un état de
controle ¢ € @, d’'une valuation des compteurs d € IN"* et d’une valuation des paramétres
T € IN™,

Pour qu’une transition (g,[,04,0,,¢") soit appliquable & partir d’une configuration
v = (q,ﬁ,?), il faut tout d’abord que les valeurs des compteurs et des paramétres
satisfassent la garde o,. Ensuite, nous pouvons appliquer les affectations représentées par
la fonction o,.

Définition 11 (Relation de transition)
Pour chaque transition (g1,1, 04,04, q2) € T, nous définissons une relation de transition

sur les configurations telle que (qy, 71, 7) LN (g2, 72, T,) si et seulement si
sat(o,[X/d1,P/B]) A Ta=T,1 A Vei € Xooy(ci) = (cj,b;) A
(¢j =L= dalc) =b) V (¢; L= da(ci) = di(cj) + b))

2.4.1.2 Exemple : exclusion mutuelle — ’algorithme du “Bakery”

En général, les algorithmes d’exlusion mutuelle travaillent sur un réseau de processus.
Chaque processus essaie d’obtenir & tour de roéle une ressource commune. La ressource
peut étre un fichier dans le cadre de la gestion de fichiers ou encore une machine particu-
liere dans le cadre de I'ordonnancement des taches dans une usine. Il existe de nombreux
algorithmes permettant d’obtenir une exclusion mutuelle. Voici une description de ’algo-
rithme de “Bakery” [And91].
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Avant de détailler I'algorithme du “Bakery”, nous rappelons qu’un bon algorithme
d’exclusion mutuelle est un algorithme qui satisfait les propriétés suivantes :
— A aucun moment, il n’est possible d’avoir plus d’un processus utilisant la ressource.
C’est une propriété de sireté exprimant I’exclusion mutuelle.
— 81 un processus demande la ressource, alors il l'aura a un moment donné plus
tard dans l’exécution. C’est une propriété de vivacité exprimant la non-famine
(starvation-freedom).

Regardons maintenant plus en détail I’algorithme du “Bakery”. Nous supposons ici que
le réseau est composé de 2 processus.

Lorsqu’un processus veut entrer dans la section critique (état dans lequel il est lorsqu’il
a obtenu la ressource), il doit tout d’abord prendre un ticket. Le numéro de ce dernier
doit étre supérieur aux numéros de tous les tickets que détiennent les autres processus
(ici on peut dire 'autre processus) qui se trouvent dans la section critique ou en attente
de cette derniére. Un processus prend un ticket en ajoutant 1 a la plus grande valeur de
tickets existants. Ensuite, pour entrer effectivement dans la section critique il doit avoir
le numéro de ticket le plus petit.

Les tickets de chaque processus pour l’accession a la ressource sont modélisés par 2
compteurs (variables partagées par les deux processus) ¢; et cp. Puisqu’ici, nous ne nous
intéressons qu’a deux processus, le processus 1 prend un ticket de numéro cy + 1 et le
processus 2 le ticket de numéro ¢; + 1.

L’algorithme du “Bakery” est modélisé par ’automate Bakery = Proc' x Proc? qui
est le produit asynchrone de systémes & compteurs représentant respectivement le com-
portement du processus 1 et du processus 2.

Le systéme Proc¢ = (Q',X*,P',L*,Op},Op,,T") représentant le processus i (i €
{1,2}) est tel que :

— Q' = {repos’, attente', sectionc'}, I'état initial g, est repos’.

— Les variables utilisées par le processus ¢ sont les compteurs partagés c; et co. La

valuation initiale pour ces compteurs est d o = (0,0).
— P =0, le modéle ne contient pas de parameétres.
— L' = {demander®, entrert, sortir'} est 'ensemble des étiquettes du systéme.

La figure 2.1 représente le processus 1, pour obtenir la modélisation du processus 2
il faut intervertir I'indice 1 par 'indice 2 et vice-versa. Dans cette figure, les transitions
sont de la forme label : garde/operation, si I'une de ces trois catégories est vide elle
n’apparaitra pas sur la transition. De méme si la valeur de la variable reste inchangée
(¢; = ¢;) nous ne le notons pas sur les transitions.

sortirt : Jep =0

\ / entrer! 1 cg = 0/
repos1 > M sectionc!
demander!

Je1:i=ca+ 1 entrer! i ¢y < ca/

FiG. 2.1 — Modélisation de Proct
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Essayons maintenant de calculer ’ensemble des configurations atteignables de ce
modéle. La configuration initiale est vo = ((repost,repos?),0,0) (que nous écrivons
((rt,72),0,0) pour plus de lisibilité dans la figure 2.2). A partir de 7, deux transitions
sont appliquables :

— La transition étiquetée demander®' : on obtient alors la configuration 7y =

((attente!, repos?), 1,0). Le processus 1 demande la ressource.
— La transition étiquetée demander? : on obtient alors la configuration 7y =
((repost, attente?), 0, 1). Le processus 2 demande la ressource.

Ensuite, le processus 1 peut entrer dans la section critique a partir de 7p; : nous
obtenons alors la configuration o1 = ((sectionc!,repos?),1,0). Sinon, a partir de oo
le processus 1 peut demander la ressource : nous obtenons alors la configuration g =
((attente!, attente?), 2, 1).

Une partie de I’ensemble des configurations atteignables est représentée par la figure
2.2.

> (rlr2,0,0y
‘yﬂ AK
2
1 S
s y%\ (r',a%,0,1)
e dl 62
(s,7%,1,0)  (a',a%1,2) 2 2,1)  (r 1 s2,0,1)
N / \/ \
(s',a2,1,2) (a',s%,2,1)
Sli 52 81 ls2
(rl,a2,0,2) (al,r ,2,0
dl \< / \
(at,a%,3,2)  (r',5%0,2) (s,72,2,0)  (a',a2,2,3)
e2l \ J :
|
1 .2 *
(a*,s I,3,2)

F1G. 2.2 — Une partie de I’ensemble des configurations atteignables pour le “Bakery”

L’ensemble des configurations atteignables pour cet exemple est infini, les compteurs
c1 et co peuvent en effet prendre une infinité de valeurs.
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2.4.2 Les systémes a horloges paramétrées
2.4.2.1 Deéfinition

Dans le cadre des systemes a horloges paramétrées les variables, appelées horloges,
et les paramétres sont interprétés sur les réels (ID = IR). Nous ajoutons a la définition
d’un automate la notion d’invariant. Ainsi, A = (Q,X,P,I,L,Op,T) est un systéme a
horloges paramétrées ot X sont des variables dont le domaine de définition est IR et [ est
une fonction qui associe a chaque état de contrble une contrainte que doivent satisfaire
les horloges pour pouvoir rester dans cet état (I : Q — FRL(X UP) ). Les opérations
se décomposent en deux parties. Une partie dite de test et une d’affectation. Ainsi toute
opération op € Op est de le forme (o4, 0,) Ol :
— 04 € FRL(X UP) est une conjonction de contrainte sur les compteurs et les para-
métres de la forme h;#t ou h; — h;#t telles que h;, hj € X, # € {<,<,=,>,>} et
t est un terme arithmétique sur les horloges et les parameétres.

— 0, est une opération d’affectation sur les horloges de la forme h; := h; ou h; := 0
telle que h;, hj € X.

Lors d’une transition, il ne peut y avoir au plus qu’une affectation pour chacune des
horloges.
Supposons que le systéme contienne n; horloges et n, parameétres. La sémantique d’un
systéme & horloges paramétrées est représentée par ’application d’une transition sur les
configurations.
Nous rappelons qu’une configuration v = (q,g,?) est 1’association d'un état de
controle du systéme ¢ € ), d’une valuation sur les horloges d € IR™ et d’une valuation
sur les paramétres P € IR™.
Pour qu’une transition (g,, 04, 0, ¢’) soit applicable & partir d’une configuration y =
(q, ﬁ, ), il faut tout d’abord que les valeurs des horloges et des paramétres satisfassent la
garde o4. Ensuite, nous pouvons appliquer les affectations représentées par ’opération o, et
laisser passer le temps. Enfin, la valuation des horloges obtenues doit satisfaire 'invariant
donné pour 'état ¢'. La relation de transition se décompose donc en deux parties :
— La relation de transition discréte permet d’appliquer les affectations représentées
par o,.

— La relation de transition temporelle permet de laisser passer le temps. La notion de
passage de temps s’exprime en ajoutant une valeur ¢ identique & toutes les horloges.
Dans ce modéle nous supposons que les horloges avancent a la méme vitesse, cette
vitesse étant constante.

Définition 12 (Relation de transition discréte)
Pour chaque transition (q1,1, 04, 0,,q2) € T nous définissons une relation de transition

discréte sur les configurations telle que (qy, 71, ) N (g2, 72, o) si et seulement si :
(sat(o,[X/dy, P/F1]) A (Fa=T1)
(Vhi € X. (0u(hi) =0 = da(hi) =0) V (05(hs) = hj = da(hs) = di(h;))) A
(sat(I(@)[X/ s, P/Ts)

. P — .
Soient ¢t € IR un temps donné et d une valuation des horloges, nous notons par 3 +1
la valuation telle que les valeurs de toutes les horloges ont été augmentées de ¢.
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Définition 13 (Relation de transition temporelle)
Nous définissons une relation de transition temporelle sur les configurations telle que

(g1, 71, ?1) i> (g2, 72, ?2) si et seulement si :

(72:71—1‘5) A (Ty=T1) A
Vt € RO <t <4 sat(I(g)[X/(dr+1), P/Ts)

La relation de transition globale est alors l’application de la transition discréte

puis P'application de la transition temporelle. Ainsi, nous dirons que (g1, d 1, 7;) N

(g2, d 2, ) si et seulement si il existe une transition (qy,1, 0,,0,,g2) € T et un temps J
— ! — 5 —
tels que (Q17 d 1, ﬁl) — (qu d 7ﬁl) — (q27 d27 ?2)

Remarque :  Dans la littérature et dans les outils de model-checking, plusieurs interpré-
tations des invariants sont données. La question principale qui se pose est : est-ce que
(q, ?, T) est une configuration si I(q)[X/H), P/ 7] n’est pas satisfaisable ? La réponse &
cette question se décline en deux temps :

— Lors des transitions temporelles, le systéme peut-il rester dans un état ¢ jusqu’a
I’instant précis ot il viole son invariant pour la premiére fois, ou doit-il 'avoir quitté
avant ?

— Lors d’une transition discréte, le systéme doit-il vérifier I'invariant de I’état d’arri-
vée?

Pour notre part, nous avons choisi de répondre “avant” au premier point et “oui” pour
le second. Nous nous plagons dans les modéle dit “de Uppaal” par Labroue |Lab98|. C’est
cette interprétation qui est implantée dans des outils tels que Uppaal [LP0Ob| et Kronos
[DOTY96, Yov97].

2.4.2.2 Exemple : exclusion mutuelle — ’algorithme du “Fisher”

Sur le méme principe que le protocole du “Bakery” (utilisant des compteurs), il est
possible d’utiliser des horloges. Un exemple d’un tel algorithme est l’algorithme de “Fisher”
[AL91, ACD"92, STA9S|.

Le réseau de processus pour l’algorithme de “Fisher” est composé de n processus tem-
porisés (identiques modulo un renommage) et manipule une variable partagée id dont le
domaine de valeurs est [0, n]. Dans notre cas nous considérons un réseau de 2 processus.

Lorsqu’un processus veut entrer dans la section critique il doit tout d’abord étre sir
que la ressource est libre (id = 0). Si la ressource est libre, il peut entrer dans une session
de demande. Pour cela, il va passer dans un état tel qu’il aura un délai de D unité de temps
pour effectuer réellement sa demande (c’est-a-dire affecter id a la valeur de son processus).
Ensuite apres un délai de 7" unité de temps, le processus regarde s’il a toujours la main sur
la ressource, si c’est le cas, il obtient alors effectivement la ressource. Si ce n’est pas le cas
(Pautre processus a entamé une demande et redéfini la valeur de id), il doit recommencer
la session de demande.

Chaque processus peut étre dans 4 états différents :

— repos : Le processus ne cherche pas a obtenir la ressource.

— sessiond : Le processus débute une session de demande de la ressource.
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— attente : Le processus prend effectivement une option sur la ressource et attend le
délai T.
— sectionc : Le processus a obtenu la ressource, il est en section critique.

Chaque processus fonctionne selon le schéma donné par la figure 2.3.

—a debutey : id =0/
._ 1
repos! hi:=0 .- }sgsiz%zd

recommencey : di:
; prendy :
307211/0 d#1 A>T/ id:=1,hy :=0
1d 1= ’ ’

(e
entrey :

hi >T /\id:1/

F1G. 2.3 — Description informelle du comportement d’un processus

2.4.3 Les systémes a files d’attente avec perte
2.4.3.1 Quelques notions de langage

Nous allons tout d’abord donner quelques définitions simples sur un alphabet 3.

Définition 14
Soit ¥ un alphabet fini.
— X% est l’ensemble de tous les mots finis sur 2.
— Le mot vide est noté e.
Soient x, y € X*.
— x ey est la concaténation de x et de y.
— ™ est la concaténation de n copies de x.

Définition 15 (Sous-chaine (<))

Soient x = ayas - - a, ety =biby---b,, des mots de X*.
z est une sous-chaine de y (non nécessairement contigué) noté x < y si et seulement si
A(iy---ip) € (1---m) tel que ay = b;y, a0 = by, -+, ap =1;,,.

Exemples :
—abc =X adsbfc
—abc A acb

Y

Pour deux vecteurs v=(wy, - - -, wy), v'=(w],---,w]) € (£*)", nous notons v < v’ si et
seulement si w; < w’; pour tout i € (1..n).

2.4.3.2 Définition

Dans le cadre des systéemes a files d’attente avec perte les variables sont des files
d’attente qui contiennent des messages. Plus précisément le contenu des files d’attente
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peut étre vu comme un langage dont les lettres sont I’ensemble du vocabulaire utilisé.
Plus formellement, soit ¥ l’ensemble fini des messages (vocabulaire des files), le
domaine de définition de ces files est alors X*.

Les opérations possibles dans ce modéle sont :

— film; . la “pose” d’un message dans une file, c’est-a-dire 1’émission d’un message
dans une file.

— fi?m; : “Penlévement” d’un message dans une file, c’est-a-dire la réception d’un
message dans une file.

— vide?(f;) : le test a vide d’une file, c’est-a-dire savoir si la file contient des messages.

— nop : le “rien”, c’est-a-dire une opération qui ne modifie pas le contenu des files (utile
pour changer d’état de controle sans modifier les files).

Regardons maintenant la sémantique associée aux systémes a files d’attente avec perte.
Il nous faut définir ici la notion de relation de transition pour les systémes a files d’attente.
Une configuration est 1’association d’un état de controle et d’un vecteur de contenu de
chacune des files. Nous commencons par définir la relation de transition forte — de la
sémantique de A. Forte, car nous ne tenons pas compte de la perte de message pour le
moment. Nous étendons ensuite cette définition a la relation de transition faible qui elle
tient compte de la perte des messages. Soit op un ensemble d’opérations sur les files pour
une transition donnée, Oper(op, f;) retourne le type de 'opération effectuée sur la file f;.
Nous supposons qu’il n’existe qu'une seule opération sur une file donnée par transition.

Définition 16 (Relation de transition forte)

Soit A = (Q,X,X,L,0p,T) un systéme a file d’attente avec perte. Soit S(A) =
(Q, L,—) le graphe de l’espace des configurations atteignables de A. Pour chaque tran-
sition t = (q1,1,0p,q2) € T, nous définissons la relation de transition forte s sur les

configurations telle que Vdy,dy € (X*)", (q1,d1) SN (g2,dz) si et seulement si pour
chaque file f; € X nous avons :

— si Oper(op, fi) = film alors dy(f;) = di(f:) e m.

— si Oper(op, fi) = fi?m alors m e dy(f;) = di(f:).

— si Oper(op, f;) = nop alors dy(f;) = di(f;)-

— s1i Oper(op, f;) = vide?(f;) alors dy(f;) = dao(fi) = €.

La gestion des files se fait en mode FIFO (Fisrt In First Out) : I'ajout des messages
se fait en queue de file et la réception des messages se fait en téte de file.

Nous exprimons maintenant la notion de perte de message. Exprimer que les files
d’attente peuvent perdre des messages, c’est dire que si une file contient par exemple la
séquence abc (ol a, b, ¢ € X) alors cette file contient aussi les séquences ab, ac, be, a, b, ¢
et €. Ainsi a partir d’un contenu de file, il est possible de perdre certains messages et sur
ce contenu pouvoir appliquer une transition pour aboutir & un autre contenu pouvant lui
méme perdre des messages. La notion de perte s’exprime sur les séquences du langages
par la relation sous-chaine < (définition 15, page 19).

Définition 17 (Relation de transition faible)
Soit A = (Q,%,X,L,0p,T) un systéme a file d’attente avec perte. Soit S(A) =
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(Q,L,=>) le graphe de l’espace des configurations atteignables de A. Pour chaque tran-
sition t = (q1,l,0p,q2) € T, nous définissons la relation de transition faible =L sur

les configurations telle que ¥Ydy,dy € ()", (q1,d1) LN (g2, dy) si et seulement si
ady, dy € (Z*)" tels que :

& =dy Ady=dy A (g, d,) = (g, db)

2.4.3.3 Exemple : le protocole du bit alterné

La plupart des exemples de protocoles de communication fonctionne sur le principe du
modéle producteur-consommateur exprimé par la figure 2.4. Le protocole du bit alterné
est le plus simple protocole de communication que ’on trouve dans la littérature tout en
étant basé sur un principe repris par beaucoup d’autres protocoles.

Prod. = Send. Rec. = Cons.

F1G. 2.4 — Modéle du producteur-consommateur

Le but de ces protocoles est d’envoyer un ensemble de messages du producteur au
consommateur. Pour cela, le producteur délégue ’envoi & un émetteur qui communique
via des liaisons physiques (canaux) qui ne sont pas fiables avec un récepteur chargé de
transmettre les messages au consommateur. Ces liaisons peuvent perdre des messages
lors de la transmission. Le producteur et le consommateur utilisent alors, par exemple,
le protocole du bit alterné pour étre siir que chaque message envoyé sera recu. C’est au
protocole d’assurer la fiabilité. C’est ce que nous voulons vérifier.

Le protocole est donc constitué d’un émetteur et d’'un récepteur, qui échangent des mes-
sages au travers de canaux non fiables (pouvant perdre des messages) M et A. L’émetteur
lit chaque message venant du producteur (Env) qu’il transmet au récepteur. Ce dernier
se chargeant de le transmettre au consommateur (Rec). Pour différencier les messages,
I’émetteur associe a chacun alternativement le bit 0 ou le bit 1.

Regardons maintenant de plus prés comment fonctionne le protocole. L’émetteur en-
voie tout d’abord le premier message avec le bit 0 (mg) au récepteur au travers de la file
M. Il attend ensuite un acquittement provenant du récepteur au travers du canal A. Tant
qu’il ne regoit pas d’acquittement pour le message mg (c’est-a-dire tant qu'il ne regoit pas
ap), il réenvoie le message mg au récepteur au travers du canal M. En effet, ne pas recevoir
I’acquittement attendu peut provenir de deux causes : soit le récepteur n’a pas recu le
message mg (ce dernier s’est perdu), soit le récepteur a bien regu mg et a renvoyé 'ac-
quittement ag mais c’est ce dernier qui a été perdu. Dans ces 2 cas, nous remarquons que
les files sont supposées pouvoir contenir un nombre non borné de messages car I’émetteur
doit pouvoir envoyer un nombre illimité de messages sur le canal m et symétriquement
sur A de la part du récepteur.
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Finalement lorsque I’émetteur recoit 'acquittement attendu pour le message my, il
prend le message suivant donné par le producteur et 'envoie au récepteur avec le bit 1
(mq). Il attend maintenant 'acquittement a;.

Et ainsi de suite, chacun des messages va étre envoyé en alternant le bit de marquage
a chaque changement de message.

Voici en pseudo-langage de programmation le comportement des 2 processus (émetteur
et récepteur), ou Envoyer(message, canal) pose “message” sur le canal et Recevoir(message,
canal) enléve le premier message en téte de file et regarde s’il correspond a “message”.

répéter : répéter :

tant que non(Recevoir(ag, A)) tant que non(Recevoir(mgy, M))
Envoyer(mg, M) Envoyer(ag, A)

ftq ftq

Recevoir(ag, A) Recevoir(mg, M)

tant que non(Recevoir(a;, A)) tant que non(Recevoir(my, M))
Envoyer(my, M) Envoyer(a;, A)

Recevoir(ag, A) Recevoir(my, M)

ftq frépéter ftq frépéter

L’émetteur Le récepteur

F1G. 2.5 — Principe de I’émetteur et du récepteur

Nous modélisons le protocole grace au systéme communicant BitAlterné composé de
deux systémes a files Emetteur et Récepteur qui représentent respectivement le compor-
tement de ’émetteur et du récepteur. Nous pouvons aussi écrire BitAlterné = Emetteur
® Récepteur.

L’ensemble des messages manipulés par les files est X = {my, my, ag, a; }.

Les transitions de chacun des processus sont exprimées par les figures 2.6 et 2.7.

rmy : M7my

emg : M'mg

(3 s 0

eal :
rai; . A%aq
ray; : A?dp rag : Alag Rec : nop
‘ Env : nop Q
o
A ao emy : Mlmy rmo : M7?mg

F1G. 2.6 — Modélisation de I’émetteur F1G. 2.7 — Modélisation du récepteur

Nous pouvons essayer de donner ’ensemble des configurations atteignables avec la
relation de transition faible. La configuration initiale est 79 = ((eg,70),€,€) : les files
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sont vides. La premiére transition applicable est la transition de I’ Emetteur étiquetée par
Env. Nous obtenons alors la configuration v, = ((e1,79), €, €). L’émetteur peut maintenant
envoyer un message mg, comme ce message peut se perdre les configurations atteignables a
partir de 7 sont v; elle-méme (le message s’est perdu) ou o = ((e1,70), Mo, €) (le message
est dans la file M).

emy emo oo
) ED:V €mo @ emyg
(607710)7676 ((61,7’0)36, E) :((61,7"0 ,mO,E) :>((6177’0)7m0m076>_____>
rmo
rmo rme
_emg ((or ) e )
emy @((61,7‘1),6, €) =0 ((e1,71), Mo, €) -
Rec
e @(61,7”2),6,6) N
€my
eaqaq
<__—((61,7'2),6,a0) e

F1G. 2.8 — Ensemble des configurations atteignables (relation de transition faible)

Nous remarquons que I’ensemble des configurations est infini, par exemple la transition
ajoutant mg dans la file peut étre un nombre non borné de fois.

2.4.4 Les systémes hétérogénes

2.4.4.1 Définition

Dans cette sorte de systémes nous supposons pouvoir manipuler différentes variables
a valeurs dans différents domaines de définitions. Nous pouvons aussi considérer que le
domaine de définition de chacune des variables est I’'union de tous les domaines que nous
voulons considérer.

Ainsi, nous pouvons par exemple modéliser des systémes avec des compteurs, des
horloges et des files d’attente. Les opérations pour chacune de ces différentes variables
sont les opérations que nous avons définies dans chacun des systémes séparément ainsi
que leur sémantique.

2.4.4.2 Exemple : le protocole de retransmission bornée — Bounded Retrans-
mission Protocol (BRP)

Pour illustrer la notion de systéme hétérogéne, nous prenons l'exemple du protocole
de retransmission bornée.
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A B
Couche
A ARFST applications
SOK RINC
REQ SNOK ROK
SDNK RNOK
\

Emetteur Recepteur Couche

/ réseau

F1G. 2.9 — Protocole de retransmission bornée (BRP)

Ce protocole a été développé par le laboratoire de recherche de Philips et a été de
nombreuses fois étudié [DKRT97, GS97, HS96, Mat96, HRSV01].

Le but de ce protocole est le suivant : une machine A veut envoyer un fichier de
messages a travers un réseau non fiable a une machine B. Pour rendre cette transmission
fiable le protocole met en ceuvre, au niveau réseau, deux processus qui vont se charger de
la transmission au travers de files d’attente non fiables. Durant la retransmission, chacun
des processus envoie au niveau supérieur des indications sur le déroulement de 1’échange.
Nous détaillons ces indications dans la suite de la description.

Ces deux processus, appelés respectivement Emetteur et Récepteur, fonctionnent sur
le principe de ’algorithme du protocole du bit alterné.

Regardons d’un peu plus prés le fonctionnement de chacun des processus. L’émetteur
recoit (REQ) de A le fichier contenant les messages a envoyer & B par l'intermédiaire
du récepteur. La taille du fichier (c’est-a-dire le nombre de messages & envoyer) n’est pas
connue a priori, elle est donnée par un parametre N. L’émetteur envoie les messages un
par un par le canal K et attend les acquittements sur le canal L.

Apreés avoir envoyé un message, ’émetteur arme un time-out et attend un acquitte-
ment. Quand 'acquittement arrive, soit I’émetteur envoie le message suivant s’il existe
(en changeant le bit de marquage), soit c’était le dernier message, il envoie alors au
producteur un message confirmant que le fichier a bien été envoyé et recu. Mais si le
time-out expire avant que l'acquittement n’arrive, ’émetteur réenvoie le méme message
et réarme le time-out. La valeur du time-out est exprimée par un parameétre 71;. La
réémission est répétée au plus maz fois (retransmission bornée). La variable maz est, elle
aussi, un parameétre du systéme.
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De son coté, le récepteur aprés avoir recu un message, envoie un acquittement a 1’émet-
teur par le canal L et donne le message requ & B. Si ce n’était pas le dernier message,
le récepteur arme un time-out et attend le message suivant. Si aucun nouveau message
n’arrive avant ’expiration du time-out il conclut qu’il a perdu le contact avec I’émetteur
et envoie & B un message d’erreur (signifiant que la retransmission ne s’est pas effectuée
normalement).

Dans le cas particulier du dernier message, lorsque le récepteur recoit ce dernier il
arme le time-out pour renvoyer un acquittement s’il le recoit de nouveau. A I'expiration
du time-out il attend alors un message débutant une nouvelle session. La valeur du
time-out est donnée par le parametre 75. Il se peut que ’émetteur envoie un message de
début de fichier avant la fin du time-out du récepteur, ce dernier doit en tenir compte et
commencer une nouvelle transmission.

Puisque le méme message peut étre envoyé plusieurs fois de suite, il faut pouvoir
distinguer les messages les uns des autres. Nous ne détaillons pas le contenu des messages
dans notre analyse nous devons donc marquer chaque message par un bit particulier
(0/1) (extension du protocole du bit alterné).

Détaillons maintenant les différents messages que peut envoyer I’émetteur au produc-
teur :

— SOK : la retransmission s’est effectuée sans probléme, tous les messages ont été
envoyés et I’émetteur a recu un acquittement pour chacun d’eux.

— SNOK : la retransmission a échoué. L’émetteur n’a pas recu d’acquittement pour
un des messages. Le fichier initial n’a pas été transmis entiérement.

— SDK : la retransmission a peut étre échoué. L’émetteur n’a pas recu d’acquittement
pour le dernier message du fichier, il ne sait pas si c’est parce que ce message n’est
pas parvenu au récepteur ou si c’est 'acquittement qui a été perdu.

Quant au récepteur, il utilise les messages suivants :

— RFST : lerécepteur a regu le premier message d’un fichier et a initialisé une nouvelle
session.

— RINC : le récepteur a recu un message intermédiaire.

— ROK : le récepteur a recu le dernier message. La transmission s’est bien déroulée.

— RNOK : le récepteur attend le message suivant mais celui-ci n’est pas arrivé avant
la fin du time-out. La retransmission a échoué.

Nous remarquons que lorsque ’émetteur décide d’arréter la retransmission il doit at-
tendre assez longtemps pour permettre au récepteur de revenir dans son état initial (en
attente du premier message).

Nous donnons les hypothéses sous lesquelles fonctionnent ce protocole, nous verrons
dans les implantations comment nous avons respecté ces hypothéses :

H1 L’expiration des time-out n’est pas prématurée : un message ne peut pas arriver

apres que le temps ait expiré.

H2 On suppose que ’émetteur ne commence pas & retransmettre un nouveau fichier

avant que le récepteur ait réagi a la panne.
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Ainsi pour analyser ce protocole nous devons pouvoir manipuler des compteurs
(compteurs de retransmission), des horloges (modélisant les time-out) et des files
d’attente (modélisant la communication). Nous voulons analyser ce protocole en gardant
la généralité des parametres.

L’émetteur a 5 états de controle :

— s_1idle : ’émetteur est en attente d’un fichier a envoyer.

— s_next_frame : état non stable, les transitions sortantes de cet état permettent de
choisir la taille du fichier (soit le fichier n’est pas fini, le systéme procéde alors a
Penvoi d’un message intermédiaire, soit le fichier est fini, c’est I’envoi du dernier
message).

— s _wait_ack0 (1) : état ou 'émetteur attend l'acquittement d’un message ayant le
bit de marquage 0 (1). Si le time-out expire, deux cas se présentent. Soit le nombre
de réémissions n’est pas atteint, I’émetteur réenvoie alors le message. Soit il est
atteint le systéme va alors dans ’état d’erreur. L’horloge est réinitialisée dans les
deux cas.

— s_error: le systéme attend synch mesure de temps dans cet état pour permettre au
récepteur de prendre en compte ’arrét.

— s_succes : état non stable atteint aprés obtention de ’acquittement.

x = synch /ab := false

bwait0(i)

x <tl,A%ck /
:=0, ab := not(ab)

X

S succes

bwait1(i)

Fi1G. 2.10 — Brp — émetteur.
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—ab N 1=1 / M!fst0, rc:=0
to(ab,i) =¢ —ab AN 1<i<n [/ MmO, rc:=0
—ab AN i=n | Mlast0, rc:=0

ab Ni=1 /| Mlfstl, rc:=0
ti(ab,i) =< ab N 1<i<n [/ M!ml rc:=0
ab Ni=n |/ Mllastl, rc:=0
—ab AN i=1 / M!fst0
—ab N 1<i<n / MmO
—ab N i=n |/ Mllast0
—ab A JA%ackl

bwait0(i) = rc < max A x =t1 A ,re:=rct+l, z:=0

\

([ abNi=1 /| M!fstl
ab N1<i<n |/ Mlml
ab ANi=n | Mlastl
ab N JA%ackO

bwaitl(i) = rc < maz N x =t1 A < ,re:=rct+l, x:=0

\
; _ J SNOK :z=1t1 AN re=maz N i<nj/z:=0
erer 1 SDNK :xz=t1 A re=max A i=n/z:=0

Le récepteur contient 4 états de controle :

— r_new_file : le récepteur est en attente du premier message d’un ficher.

— r_wait_0: le récepteur est en attente d’'un message avec le bit de marquage O.

— r_wait_1: le récepteur est en attente d'un message avec le bit de marquage 1.

— r_1idle : le récepteur attend trr au cas ou l'acquittement ne soit pas parvenu a
I’émetteur.

tl1

F1G. 2.11 — Brp — récepteur.
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tfst0 = REST : M?fst0, y:=0, Alack0
tfstl = REST : M?fstl, y:=0, Alackl

0
tl =y <trr/ { ]\]\44?];?00 } , Alack0

0
ti0 =y < trr/ { ]\]/{47];?31 } , Alackl

i d U< trr/M?lastl, Alackl
"\ y < trr/M?last0, Alack0

ti=y=trr/y:=0
twl0 = RINC : y < trr/M?ml, Alackl, y:=0
tw0l = RINC : y < trr/M?m0, Alack0, y:=0
tokl = ROK : y < trr/M?lastl, Alackl, y:=0
tok0 = ROK : y < trr/M?last0, Alack0, y:=0

L’analyse de ce systéme se fait alors sous les conditions suivantes sur les parameétres
(o td est les temps de transmission des messages pour aller de I’émetteur au récepteur
ou vice-versa) :

t1>0 A synch >0 A maz >2 A trr >0 A
n>2 A tl>2td N synch >trr A trr > 2max xt1 + 3td N td > 0

2.5 Discussion

Pour chacun des systémes que nous avons définis il existe plus ou moins de résultats

de décidabilité.

Les systémes a compteurs :

Les systémes a compteurs avec au moins deux compteurs ont le pouvoir d’expression
des machines de Turing. Nous ne pouvons donc pas dans le cas général trouver un al-
gorithme de calcul des états atteignables dont l'arrét serait assuré pour n’importe quel
type de systéeme & compteurs. L’idée est de restreindre le champs d’application des sys-
témes a compteur (par exemple rester dans le cadre des formules linéaires) et trouver des
méthodes partielles pour calculer I’ensemble des configurations atteignables dans certains
cas particuliers.

Il existe de nombreux travaux permettant ’analyse des systémes a compteurs dans le
cadre linéaire. Comon et Jurski [CJ98] ont montré que I’ensemble des configurations attei-
gnables d’une boucle simple d'un systéme a compteurs (sans paramétres) est définissable
dans le cadre de la théorie additive de IN (si nous considérons les compteurs & valeurs
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dans IN). Ainsi pour les systémes a compteurs plats (sans boucles imbriquées), ’ensemble
des configurations est définissable.

Plusieurs techniques ont été proposées au cours de ces derniéres années pour 'analyse
des systémes & compteurs. Nous citons celles basées sur le model-checking [DP99, DP,
BW98, Boi98, FR96, Bul9g| et celles basées sur l’abstraction et la création d’invariants
[BBE00].

Les systémes a horloges :

Les automates temporisés (sans parameétres) est un modeéle introduit par Alur et Dill
|Dil89, AD94|. Les logiques telles que LTL, CTL, CTL* sont décidables dans le cadre de
ces systémes |[Eme90, ACD90, AH92, HNSY94|. De plus [CJ99| ont montré que la relation
binaire d’atteignabilité entre les configurations est définissable dans la théorie additive
des réels (qui est décidable).

Des méthodes de vérification [SY96, DT98, LWYP98, MLAH99, ML99| et des outils
— Kronos [DOTY96, Yov97|, Uppaal [LPY97, LP00a] ou Hytech [HHWT95, HH95|, par
exemple, — ont été développés pour ces systémes ces derniéres années.

Pour le cas des systémes avec paramétres [AHV93| ont montré que le probléme de
trouver ’ensemble des valuations des parameétres pour que le systéme satisfasse une pro-
priété donnée est décidable si le modéle ne contient qu’un seul parameétre mais devient
indécidable & partir de 3 parameétres. Il n’est donc pas possible dans le cas général, d’avoir
une méthode automatique et totale pour tous les cas. L’analyse des systémes paramétrés
commence & étre étudiée [HRSVO01, AABO0O|.

Les systémes a files d’attente :

De nombreuses méthodes de vérification ont été développées pour les sytémes & files
d’attente [BZ83, CF87, Pac87, BG96, BGWW97, BHI7, FIS00|. Pourtant, Brand et Za-
firopulo [BZ83] ont montré que tous les problémes intéressants de vérification sur ces
systémes étaient indécidables, il n’existe donc pas, en général, de méthode compléte et
automatique pour cette classe de systéme.

Une maniére de rendre le probléme de la vérification décidable est de considérer les
files d’attente avec perte : elles peuvent perdre des messages. Ce modéle restreint couvre
tout de méme une large classe de protocoles, notamment les protocoles de communication.
Abdulla et Jonsson [AJ93, AJ94| ont étudié ces modéles et prouvé entre autre que le
probléme d’atteignabilité est un probléme décidable dans ce cadre. Ils ont donné des
algorithmes de vérification des propriétés de siireté et de quelques formes de propriétés de
vivacité pour ces systémes a files d’attente avec perte. Pour cela, ils ont utilisé ’analyse
en arriere : c’est-a-dire partir de I’ensemble des configurations considérées mauvaises et
“remonter” les transitions (utiliser I'opérateur Pre). De cette maniére, il a été prouvé
que l'algorithme de recherche des configurations en arriére terminait quelque soit la
configuration de départ.

Considérons l'analyse en avant :
— Cécé, Finkel et Purushotaman |[CFP96| ont prouvé que ’ensemble des configurations
atteignables calculé par une analyse en avant n’est pas, en général, constructible,
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— et de maniére plus générale, Abdulla Boasson et Bouajjani [ABB01] ont montré que
quel que soit le systéme de réécriture & une dimension considéré il n’est pas possible
d’avoir un algorithme qui construise ’ensemble des configurations atteignables pour
tout ensemble de configurations de départ. Les systémes & files d’attente peuvent
effectivement étre considérés comme des systémes de réécriture, ainsi avec une file il
n’est pas possible d’obtenir ’ensemble des configurations atteignables, il I’est encore
moins pour n files.

Pourtant, quand cette analyse termine, nous obtenons alors une abstraction finie du
modéle initial [AAB"99a]. Le principal avantage de cette abstraction est qu’elle est ob-
tenue automatiquement, elle peut ensuite étre utilisée comme un invariant pour le systeme.



Chapitre 3

Méthode d’analyse

Nous venons, dans le chapitre 2, de nous donner la possibilité de modéliser au tra-
vers d’automates étendus des systémes et des algorithmes plus ou moins complexes. Nous
voyons dans ce chapitre que le but n’est pas en soi de modéliser ces systémes mais plutot
d’avoir un modéle mathématique dans lequel nous pouvons vérifier s’ils satisfont leurs
spécifications. Une spécification est représentée par un ensemble de propriétés. Une pro-
priété est ’expression d’une condition que doit satisfaire le systéme pour étre sir de sa
correction.

De plus, nous avons introduit dans le modéle la possibilité de manipuler des pa-
rameétres. L’idée est alors de vérifier les propriétés pour un ensemble de valeurs de
paramétres donné ou de trouver ’ensemble des valeurs des parameétres pour lesquelles
la propriété est vérifiée. Nous appelons ce dernier point synthese de contraintes sur les
parameétres.

Mais tout d’abord, que faire lorsque nous disposons d’une modélisation d’un systéme
trés complexe faisant par exemple intervenir des compteurs, des horloges, des files
d’attente, voire d’autres données. Souvent, il existe des méthodes développées pour telles
données prises séparément mais pas réellement pour la combinaison de ces données. Il
faut alors pouvoir se ramener aux cas que nous savons traiter. Cette idée est mise en
ceuvre par les méthodes dites d’abstraction. La technique employée consiste, dans un
cadre mathématique bien défini, & donner une abstraction du modéle concret en étant
certain que les propriétés vérifiées sur le modele abstrait le sont également sur le modéle
concret.

Ayant obtenu un systéme plus simple sur lequel nous pouvons agir, nous pouvons
maintenant aborder le probléme de la vérification de spécifications. Un automate étendu
peut avoir a satisfaire deux sortes de propriétés :

— Les propriétés de sireté sont des conditions sur les états et les valeurs du systéme
telles que quel que soit le comportement du systéme, les valeurs et les états obtenus
doivent satisfaire les conditions exprimées par la propriété. Une telle propriété est
par exemple, dans le cadre d'un systéme d’exclusion mutuelle, 'expression de la
contrainte indiquant qu’un seul processus & la fois utilise la ressource.

— Les propriétés de vivacité expriment une obligation de comportement pour les sys-
temes. Elles permettent de spécifier des conditions sur 'ordre d’exécution des tran-
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sitions. Si nous reprenons l’exemple des systémes d’exclusion mutuelle une telle pro-
priété est la suivante : si un processus demande la ressource, inévitablement dans la
suite de ’exécution du systéme il obtiendra cette ressource.

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la vérification de propriétés de stiireté, nous
abordons le probléme de la vérification de propriété de vivacité dans le chapitre 5.

Nous voyons que le probléme de la vérification de propriétés de stireté se raméne au
probléme du calcul de toutes les configurations atteignables du systéme. En effet, il nous
faut décider si toutes les configurations que peut atteindre un systéme satisfait bien la
propriété.

Dans le cadre des systémes dits finis, il existe de nombreuses méthodes pour faire ce
calcul . Un systéme fini est tel que le graphe défini par sa sémantique est fini. Une de ces
méthodes (dite méthode énumérative) consiste en I’énumération de toutes les configura-
tions atteignables, ce qui est théoriquement possible car cet ensemble est fini.

Pourtant cette méthode ne s’applique pas a tous les automates étendus et cela pour
deux raisons principales.

Tout d’abord, dans la plupart des exemples de systémes & analyser, I’ensemble des
configurations atteignables est infini (les valeurs que peuvent prendre les variables sont
dans un domaine infini). La technique d’énumération est alors infinie, 'algorithme ne
s’arrétera pas. En effet, si nous considérons ’exemple du “bakery” (section 2.4.1.2), les
compteurs peuvent prendre une infinité de valeur, aussi analyser cet exemple avec la
méthode énumérative n’est pas possible.

De plus et c’est notre deuxiéme raison, synthétiser les contraintes sur les parameétres
introduit alors des comportements infinis qui n’existaient pas pour des valuations données.
En effet, si une variable est comparée & un parameétre dans une garde (par exemple z <
P/zx := x + 1) et qu’aucune contrainte ne borne ce paramétre, il sera toujours possible
de prendre la transition, quelle que soit la valeur de la variable (il suffit d’ajouter la
contrainte nécessaire sur le parameétre). Aussi, si la variable peut prendre une infinité de
valeurs, ’ensemble des configurations sera infini.

Puisque la méthode énumérative ne peut s’appliquer dans le cadre des systémes in-
finis, nous utilisons la méthode dite symbolique. Au lieu de manipuler des valuations de
parameétres et de variables de ’automate étendu nous allons manipuler des ensembles de
valuations. Pour cela, il nous faut tout d’abord choisir une représentation permettant de
manipuler ces ensembles.

Calculer I'ensemble des états atteignables, nous allons le voir, c’est appliquer la re-
lation de transition de I'automate étendu. Avoir un algorithme permettant & partir des
représentations des ensembles de valuations des variables d’obtenir I’ensemble des valua-
tions apres application de la transition est donc une deuxiéme brique nécessaire & notre
construction.

Pour aider la terminaison de l'algorithme de calcul des configurations atteignables,
nous reprenons l'idée dite d’accélération. Le principe de ’accélération est d’obtenir en
un pas l’ensemble des valuations atteignables par 'application d’un nombre infini de
transitions. La troisiéme brique nécessaire & notre construction est donc de définir pour la
structure de représentation un algorithme permettant de calculer en un pas un ensemble
potentiellement infini de configurations atteignables.
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Finalement, si 'on dispose de ces trois briques, nous voyons qu’il est alors possible de
construire effectivement ’ensemble des configurations atteignables d’'un automate donné.

Nous commencons ce chapitre en donnant quelques définitions de simulation entre
systémes de transitions étiquetés dont nous avons besoin pour la vérification.

Nous explicitons ensuite le probléme de I'abstraction de systemes.

Nous examinons, dans la partie suivante, le probléme de la vérification de propriétés.
Nous montrons que le probléme de la vérification de propriétés de stireté se raméne a
calculer ’ensemble des états atteignables.

Avant de présenter effectivement la méthode de calcul des configurations atteignables
que nous considérons nous parlons du probléme de la synthése de contraintes sur les
parametres.

Finalement nous explicitons notre méthode générale de construction de I’ensemble
des configurations atteignables. Nous montrons que sous les conditions d’avoir une bonne
représentation des données, une maniére d’appliquer les transitions de 'automate étendu
sur la représentation des ensembles de valuations et un algorithme de calcul de I’ensemble
des configurations atteignables par ’application d’un nombre infini de transitions, nous
avons alors un algorithme général de calcul de ’ensemble des configurations.

3.1 Préliminaires : systéme de transitions étiqueté (si-
mulation)

Nous ajoutons aux définitions de systémes de transitions étiquetés données dans la
section 2.1 des notions de simulation entre deux systémes de transitions qui vont nous
étre utiles dans ce chapitre.

Nous commencons par définir la relation de simulation forte C.

Définition 18 (Simulation forte )
Soient S = (Q1, L1, —1) et So = (Q2, Lo, —2) deux systémes de transitions éti-
quetés.
S1 C Sy si et seulement st AR C Q1 X Qs telle que
Vg €Q1, ¢ €Qo, 1Rqy st et seulement si

VieL V¢, €Q siq —l>1 qy alors 3 g4 € Q4 tel que ¢y —l>2 ¢, et ¢y R,

Nous allons voir qu’en général nous recherchons une simulation sur un sous-ensemble
des étiquettes. Soit obs C L un ensemble d’étiquettes observables. Nous définissons une
simulation observationnelle entre deux STE. Nous allons tout d’abord définir la notion de
systéme de transitions projeté sur un ensemble d’étiquettes. C’est un systéme dans lequel
on ne garde que les transitions qui ont des étiquettes observables, les autres transitions
étant cachées par la nouvelle relation de transition.

Définition 19 (Systéme de transition projeté)

Soit S = (Q, L,—) un systéme de transitions. Soit obs C L un ensemble d’étiquettes
observables. S|ops = (@7, 0bs, —>ops) est le systéme de transitions étiqueté projeté de S
sur obs tel que :

- Q' CQ.
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— —ops €St définie de la maniére suivante :
VI e obs, Yq, ¢ € Q, q —Z>Ops q'si et seulement si 3 ¢" € Q, w € (obs)*|qg —
q" _l> q
Les traces observationnelles, venant du systéme projeté, sont des sous-séquences des
traces du systéme de transition.

Définition 20 (Simulation observationelle C ;)
Soient S = (Q,L,T) et " = (Q',L',T") deux systémes de transitions étiquetés. Soit
obs C LUL'.
S Cops S st et seulement si S|ops = S |obs

Proposition 1
Soient S et S’ deux systémes de transitions.

SLCS" = Traces(S) C Traces(S")

Corollaire 1
Sotent S et S’ deux systémes de transitions étiquetés.

S Cops S" = Traces(S|ops) C Traces(S'|ops)

Proposition 2
Soient S et S’ deuz systémes de transitions étiquetés.

S1 ST S alorsVobs CLS Ty S

3.2 Abstraction des automates étendus

3.2.1 Le principe

L’idée de ’abstraction est introduite dans [CGL94|.

Soit A = (Q,X,P,L,Op,T) un automate étendu. L’abstraction est formée en
obligeant les valuations des variables et des paramétres de A (a valeurs dans ID) &
prendre leurs valeurs dans un domaine (non vide) abstrait D. 11 faut alors donner la
correspondance entre les valeurs concrétes et les valeurs abstraites. Formellement, nous
supposons qu’il existe f une surjection entre les valeurs de ID et D.

Nous remarquons que si le domaine ID est un produit de domaines Dy X IDy X - - - X ID,,,
nous supposons alors qu’il existe un domaine d’abstraction ID; pour tout domaine ID;
(i € [1,n]). Il existe alors aussi n surjections et la fonction f est alors la suivante :

f((dlv T 7dn)) = (fl(d1)7 T fn(dn))

Puisque les valeurs abstraites sont dans un domaine fini et qu’elle peuvent représenter
un ensemble infini, il existe une relation d’équivalence ~; C ID; x ID; définie de la maniére
suivante :

d; ~; e; si et seulement si f;(d;) = fi(e;)
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La surjection f induit quant a elle la relation d’équivalence ~ C ID x ID de la méme
maniére :

(dy, -+ ,dy) ~ (€1, -+ ,€,) siet seulement sid; ~1e; A -+ A dy ~p e
Nous pouvons maintenant définir ’abstraction de ’automate A.

Définition 21 (Abstraction)

Soit A = (Q,X,P,L,Op,T) un automate étendu, f : ID — D une surjection sur
les valeurs de ID représentant une abstraction. A= (Q,L,T) est l’automate abstrait tel
que :

- Q =Q X ID est Uassociation de chacun des états de contréle de A avec une valeur
du domaine abstrait pour les variables.

- Soit ¢, = (ql,dl), Go = (qg,JQ) deuz états abstraits et | une étiquette (1,1, G2) € T
st et seulement st

v 71,_1?2 € JDn”-f(ﬁl) = 0?1 A f(72) = 622 A EI(Q17 [, op, QQ) S T.(Ch, 71) —l> (Q2, 72)

Remarque : Dans le cadre du domaine définition représentant un produit de sous
domaine, il est possible de n’abstraire qu’une partie de ces sous-domaines. Dans ce cas,
lautomate abstrait est composé des états produit des états de controle de A et des
valeurs abstraites, des variables et des paramétres dont le domaine n’est pas abstrait
et des transitions définies comme expliqué dans la définition 21 ol nous conservons les
opérations sur les variables non abstraites.

Cette méthode est exacte pour toute propriété exprimée sous la logique CT L* [CGL94|.
Nous pouvons donc vérifier des propriétés de siireté sur le modéle abstrait, il est certain
qu’elles seront vérifiées si et seulement si elles pouvaient ’étre dans le modéle concret.

Il existe des outils tels que INVEST [BLO98| permettant d’obtenir automatiquement
I’automate abstrait & partir d’un modéle concret et d’une fonction d’abstraction. Le pro-
bléme est alors de trouver la bonne fonction d’abstraction.

3.2.2 Un exemple : le BRP

Reprenons maintenant l’exemple du protocole de retransmission bornée (BRP) que
nous avons décrit page 23. Le systéme proposé manipule des files d’attente, des compteurs,
des horloges et des booléens. Le modéle complexe complet est trés difficile & analyser, aussi
avant de vérifier des propriétés nous nous ramenons a des cas plus simples (que nous savons
traiter). Dans ce cas particulier nous pouvons par exemple commencer par abstraire les
horloges et les compteurs afin d’obtenir un systéme ne contenant que des files d’attente
(cf. figure 3.1 et 3.2).
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Op; = - rtrans A vide(K) A
Opz = vide(L)/ abort := true

vide(L)/ abort := false

FI1G. 3.1 — Abstraction 1 : I’émetteur

RNOK : abort A vide(K) / rtrans := false

K ?fst, L !fst / K?0,L!0

RINC : = abort /
K70, L10

RINC : — abort

\

RNOK :
abort A
vide(K) /

rtrans :

ROK : — abort / — abort
K 7last, L!last K?l Oi 11

ROK : — abort / :)

K ?last, L!last

K 7?last, L !last

RNOK : abort A vide(K) / rtrans := false

F1G. 3.2 — Abstraction 1 : le récepteur
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3.3 Vérification de propriétés de stireté

Nous voulons savoir si un systéme satisfait une propriété donnée. Nous considérons ici
le cas des propriétés linéaires : dont la vérification peut se faire sur les traces. Ainsi, a la
description du comportement d’un systéme, s’ajoute la notion de correction. La correction
est exprimée par une suite de propriétés que doit satisfaire le systéme.

Il existe de nombreuses maniéres d’exprimer ces propriétés : du langage naturel aux
représentations en logique. Puisqu'une propriété de stireté exprime une condition sur
les configurations et sur l'ordre d’exécution des transitions du systéme, quel que soit
le formalisme utilisé pour représenter les propriétés, il faut trouver un moyen de dé-
cider si cette propriété est satisfaite pour toutes les configurations atteintes par le systéme.

Si 'on se souvient que ’ensemble des configurations atteignables et le comportement
d’un systéme est représenté par le graphe de ’espace d’état, nous montrons alors qu’il
existe un algorithme permettant de décider de la satisfaction de la propriété “a la volée” si
I'on exprime cette propriété sous forme de systéme de transition. L’idée de la vérification
a la volée est d’observer la satisfaction de la propriété tout en calculant ’ensemble
des configurations atteignables. Ainsi, lorsque 'algorithme de calcul des configurations
atteignables termine, la propriété est vérifiée. Si ’ensemble des configurations atteignables
est infini, la vérification & la volée permet de détecter une non satisfaction de la propriété
sans attendre la fin du calcul (qui de plus ne se termine pas!).

Dans ce travail nous avons choisi de représenter une propriété par un systéme de

transitions étiqueté.

Il existe aussi de nombreuses autres représentations telles que :

— la logique linéaire temporelle (Linear Temporal Logic : LTL) qui fut introduite par
Pnueli [Pnu77] comme langage de description des séquences d’exécution (ou séquence
d’états). LTL est composée d’une logique décrivant les états — qui peut étre pro-
positionnelle ou de 1°" ordre — et d’opérateurs temporels qui spécifient sur quelle
séquence d’états la formule doit étre vérifiée. Il a été montré que la logique temporelle
propositionnelle est décidable. Cette logique a été utilisée pour le model-checking
(vérification de propriétés sur un modele fini) [QS82, CES86].

— la logique linéaire temporelle contrainte (Constraint Linear Temporal Logic : CTL)
|[Eme90| permet d’exprimer des propriétés sur les chemins du graphe symbolique.

Nous montrons que le probléme de la vérification de propriétés de stireté se ramene
dans notre cas & un probléme d’atteignabilité dans le graphe de ’espace des états.

Une propriété de streté contient deux parties. D’une part elle exprime une condition
sur les états de controle de ’automate étendu, sur les valeurs des variables obtenues au
cours de I'analyse. D’autre part, elle exprime I'attente d’'un comportement prédéfini. Un
comportement est prédéfini si 'on peut prédire (ou imposer) l'ordre dans lequel le systéme
doit exécuter ses transitions.

Dans notre cadre, le comportement attendu est représenté par une suite de transitions
du systéeme de transitions étiqueté. Généralement, la propriété ne concerne qu’un sous-
ensemble des étiquettes de I’automate étendu modélisant le systéme. Nous parlons alors
d’ensemble des étiquettes observables, noté Ops, qui est un sous-ensemble des étiquettes
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de 'automate étendu. Ce sont les étiquettes mises-en-ceuvre dans la propriété.

Pour ce qui est des conditions sur les états de controle et sur les valeurs des variables,
nous supposons qu’il existe une logique permettant de représenter ces contraintes. Nous
associons alors a chaque état du systéme de transitions étiqueté représentant la propriété
une formule représentant la contrainte & satisfaire. Par exemple, si les variables du
modeéle sont des compteurs, nous pouvons utiliser des contraintes de l'arithmétique de
Presburger. Par analogie avec les logiques, quelles ques soient les données du modele,
nous supposons qu’il existe une représentation permettant d’écrire ces contraintes que
nous notons F'(X') tel que la notion de satisfaisabilité (savoir en fonction d’une valuation
des variables donnée si la formule est vraie) est décidable. Il existe alors une fonction
sat(¢, H>) ou ¢ € F(X) exprime une condition sur les variables et d est une valuation
de ces variables, exprimant la satisfaisabilité.

Une propriété est donc définie de la maniére suivante.

Définition 22 (Propriété de streté)
Soit A = (Q,X,P,L,0p,T) un automate étendu. Soit Obs C L l’ensemble des
étiquettes observables. Une propriété de sireté sur l'automate A est le couple (G, V') ot :
- G =(Q,0bs,—) est un systéme de transitions étiqueté.
-V :Q — F(XUP) est une fonction qui associe & chaque état de G une condition
sur les variables et les paramétres de A.

La question qui se pose & nous maintenant est de savoir si ’automate étendu A vérifie
la propriété de streté.

Puisque les valeurs des variables interviennent dans la propriété, nous devons étre
capables de tester pour chaque configuration obtenue si elle satisfait la condition exprimée
par V. Nous allons définir une opération de composition entre 'automate étendu A et
le graphe de propriété G pour obtenir un nouvel automate étendu Ap sur lequel nous
vérifions la propriété. Les états de controle de Ap sont ’association d’un état de A et
d’un état de G. Les transitions de I'automate composé Ap sont le résultat d’'un produit
synchrone entre les transitions .4 et G pour les transitions portant une étiquette observable
et d'un produit asynchrone pour les transitions ayant des étiquettes non observables.

En effet, pour que nous puissions décider de la propriété il faut vérifier que le comporte-
ment prédéfini par la propriété est bien simulé par 'automate A. Ainsi, nous synchronisons
les transitions contenant des étiquettes observables.

Mais que se passe-t-il si & partir d’'une configuration donnée, A veut prendre une
transition étiquetée par un label observable et que 'automate représentant la propriété
n’a pas de transition étiquetée par ce méme label 7 En fait, pour ne jamais avoir ce cas
nous allons compléter le graphe G de telle sorte que :

— Pour toute étiquette observable [, il existe a partir de tout état de G une transition
étiquetée [. Pour cela, nous ajoutons un état nommé T'rappe & ’ensemble des états
de G et nous ajoutons pour chaque état ¢ (différent de Trappe) les transitions
manquantes suivantes : (g,[, Trappe) telles que [ est une étiquette observable qui
n’existait pas sur les transitions sortant de 1’état q.

— De plus, nous modifions la sémantique des automates étendus pour prendre en
compte les conditions sur les variables. Si ces conditions ne sont pas vérifiées 1’état
Trappe est alors atteignable.
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Nous commencons par la syntaxe de 'opération de composition ®.
Définition 23 (Composition ®)

Soient A = (Q1, X1, P1, L1,0p1,T1) un automate étendu, G = (Q2, Obs, Ts) un sys-
teme de transitions étiquetée complet tel que Obs C Ly. Ap = (Q, X, P,L,0Op,T) = ARG
est l'automate étendu résultant de la composition si :

- Q = Q1 X Q9 est l’ensemble des états de contréle. Un état de controle g € Q est la
composition d’un état de contréle provenant de A et d’un état de controle provenant
de G.

- X = X, est l'ensemble des variables.

— P =Py est l’ensemble des parametres.

— L = L, est l’ensemble de toutes les étiquettes.

— Op = Op; est l'ensemble des opérations possibles.

- TCQ XL xO0pxQ est une nouvelle relation de transition définie par :

[ € ObS, q1 S Q17 q2 S Q27 (Q17l70p7 qll) € Tl
((qh CI2)7 l: op, (qlla Q2)) eT

! € ObS, q1 S Qb q2 S Q27 (q17la0p7 qi) < T1 (q2>l7qé) < T2
((QIa Q2)a l; op, (qllu qg)) S T

Nous avons maintenant un automate étendu Ap dont les états de contrdle sont com-
posés d’un état de 'automate initial A et d’un état du systéme de transition représen-
tant la propriété G. Soit (G,V) une propriété, on note par V(q) la condition sur les
variables associées a l'état ¢ de G. Soient A = (@1, X1, Py, L1,0p1,T1) un automate
étendu, G = (Q2, Obs, Ty) un systéme de transitions étiqueté complet tels que Obs C Ly et
Ap =(Q,X,P,L,0p,T) = A® G 'automate composé correspondant. Une configuration
v de l'automate composé est telle que v = ((¢1, g2), H>, T) ot g est un état de controle
de 'automate étendu initial, ¢o est un état de controle de G, d est une valuation sur les
variables et P est une valuation sur les paramétres. Nous redéfinissons la sémantique de
I’application d’une transition de la maniére suivante :

( ((q1,92), H>, ),1, (¢}, qh), ?, ?) ) est une transition de la sémantique de 'automate
composé S(Ap) si et seulement si

- ZQ/OPS : (qlalvopaqi) € T1
& = op(d

q)
V=7

si sat(V(qq), ?, ?) alors ¢4 = ¢o sinon ¢y = Trappe.

si non(sat(V(gj), E}, ?)) alors ¢, = Trappe.

Nous pouvons alors calculer ’ensemble des configurations atteignables de Ap. Le pro-
bléme de la vérification de la propriété se raméne alors & vérifier qu’aucune configuration
atteignable ne contient ’état Trappe. Aussi, si I’équation suivante est vérifiée, ’automate
A satisfait bien la propriété.
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Proposition 3

Soient A = (Q1, X1, P1, L1, T1) un automate étendu, (G = (Q2,0bs,T3),V) une pro-
priété de sireté tels que Ops C Ly et Ap = (Q,X,P,L,T) = A® G lautomate étendu
composé. Soit ((q1,0,¢2,0); fz(h »0) la configuration initiale du systéme telle que q1 0 € Q1
et 2,0 € Qg. St

Yy = ((g,0), d,7) € Post™(((q1,0,020), Lo, By))- go # Trappe

alors la propriété est vérifiée.

Alinsi, pour vérifier une propriété de stireté exprimée par un systéme de transitions éti-
queté, nous devons alors calculer ’ensemble des configurations atteignables de ’automate
étendu Ap.

3.4 Synthése de contraintes sur les paramétres

Jusqu’a présent, nous avons discuté de la vérification de propriétés a partir de confi-
gurations contenant des valuations de paramétres. Si 'on se souvient que les opérations
mises en ceuvre dans les transitions ne changent pas les valeurs des parameétres, on se rend
compte que 'analyse d’un systéme se fait donc pour des valeurs données initiales. Si nous
voulons changer ces valeurs — par exemple, imaginons avoir vérifié le comportement d’un
ascenceur dans un immeuble de 10 étages et nous voudrions maintenant refaire 1’analyse
pour 11 étages — il faut recalculer I’ensemble des configurations atteignables avec ces
nouvelles valeurs et cela pour chaque changement.

De plus nous vérifions alors le systéme pour un certain nombre de valeurs différentes
des parameétres mais rien ne permet d’étre convaincu que le systéme satisfait la propriété
pour toute valeur des parameétres. Dans certains cas particuliers, il est possible de déduire
a la main les contraintes liant les paramétres telles que pour toute valuation satisfaisant
ces contraintes le systéme satisfait la propriété. Pourtant, il n’est pas aisé de trouver ces
contraintes. De plus, cette génération de contraintes faite “a4 la main” est généralement
source d’erreurs.

L’idée de la synthése automatique de contraintes sur les parameétres est alors de ca-
ractériser automatiquement (sans intervention humaine) I’ensemble des valuations des
parameétres tel que pour toute valuation de cet ensemble le systéme analysé avec cette
valeur satisfait la propriété donnée. Soit A un automate étendu, soit S(.A) sa sémantique,
soit P une valuation sur les paramétres de A, on note par S (A)ﬁ le graphe de l'es-

pace des états calculé avec la valuation T sur les paramétres. Soit G une propriété de
stireté que doit satisfaire le systéme. Nous cherchons & calculer ’ensemble de valuations

des paramétres suivant :
B 155 F9)

Il est aussi possible de calculer ’ensemble des configurations atteignables d’un auto-
mate étendu, sans donner de valeur & priori pour les paramétres. Nous obtenons alors
I’ensemble des comportements possibles pour un automate donné.
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3.5 Construction de I’ensemble des configurations at-
teignables

Nous venons de voir que pour vérifier une propriété ou pour synthétiser les contraintes
sur les parameétres, nous devons calculer I’ensemble des configurations atteignables.

Nous commencons par la présentation d’une méthode de calcul pour les systémes finis
puis nous traitons le cas des systémes infinis.

3.5.1 Systémes finis

Calculer ’ensemble des configurations atteignables d’un automate étendu A est simple
lorsque cet ensemble est fini. Il suffit alors de commencer le calcul avec un ensemble ne
contenant que la configuration initiale. Puis d’appliquer itérativement la relation d’at-
teignabilité en un pas R de "'automate en ajoutant & I’ensemble toutes les configurations
obtenues par cette relation. Le nombre de configurations étant fini, I’ensemble des configu-
rations calculé va se stabiliser (i.e. toutes les configurations qui pourront étre obtenues par
la relation d’atteignabilité appartiennent déja a I’ensemble calculé). Lorsque la stabilité
est atteinte, ’ensemble calculé représente alors exactement ’ensemble des configurations
atteignables de I'automate.

Si lon se souvient que l’espace des configurations atteignables d’un automate
étendu est un graphe dont les noeuds sont les configurations atteignables et les arcs
correspondent & ’application de la relation d’atteignabilité en un pas, on peut considérer
que la méthode de calcul décrite dans le paragraphe précédent peut étre vu comme
une exploration du graphe de I'espace des configurations. Il existe plusieurs algorithmes
permettant I'exploration d’un graphe, ils ne se différencient que par ’ordre dans lequel
les nceuds sont visités. Pour notre part, nous nous intéressons & l'algorithme dit en
profondeur d’abord. Cette méthode est illustrée par 'algorithme donné a la figure 3.3 : la
stratégie de cet algorithme étant de toujours suivre une transition dont ’origine est le
noeud le plus récemment visité. Cet algorithme met en ceuvre ’ensemble de configurations
états _wisités qui représente ’ensemble des états que l'algorithme a déja visité.
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fonction EnProfondeur ( AMSP (A= (Q, X, P, L, Op, T))) :
ensemble de configurations
lexique :
états_visités : ensemble de configurations

procédure explore (configuration vy = (g, 3, 7))
algo. :
états visités :— états wvisités U {(q, 3, )}
pour toutes transitions (g, I, op, ¢') € T faire
d' = op(d
op(d)
si((d #L1)et puis (¢, d, T) & états_visités) )
alors explore ((¢/, ?’, 7))
finalgo.

algo. :
états_visités = ()
explore((go, do, T))
retourner états visités
finalgo.

FiG. 3.3 — Exploration en profondeur de I’espace des configurations

Ainsi, nous avons un algorithme permettant de calculer I’ensemble des configurations
atteignables d’'un automate étendu lorsque cet ensemble est fini. Pourtant nous avons vu
dans le chapitre précédent (section 2.4) que cet ensemble n’est pas forcément fini.

3.5.2 Systémes infinis

Nous avons vu dans le chapitre précédent que ’ensemble des configurations attei-
gnables peut étre infini. Nous commencgons cette partie en donnant les différentes ca-
ractéristiques que doit suivre la représentation symbolique choisie pour manipuler des
ensembles de valuations de variables et de valuations de parameétres.

3.5.2.1 Représentation symbolique

Nous voulons avoir une représentation permettant de manipuler des ensembles de
valuations de variables et aussi des ensembles de valuations de paramétres (pour pouvoir
faire de la synthése). En fait, il n’est pas possible en général de représenter ’ensemble des

sous-parties de 2]D"z+np ou nous rappelons que ID est le domaine de définition des variables
(et des parameétres), n, est le nombre de variables et n, le nombre de parameétres.

Les fondations du calcul des configurations atteignables de maniére symbolique
reposent sur le fait de représenter (de maniére & avoir de bonnes propriétés pour pouvoir
les manipuler) des ensembles de valuations pour les variables et pour les paramétres.
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Supposons que nous sachions caractériser I’ensemble des ensembles de valuations ac-
cessibles lors de ’analyse des systémes que nous considérons. Nous dénotons cet ensemble

gD - 2]Dnz+np. Supposons que les objets (que nous allons manipuler effectivement dans
les algorithmes) représentant ces ensembles de valuations appartiennent a I’ensemble Rep.
Nous définissons alors une fonction de représentation rep qui associe & chaque ensemble de
ED un objet de ’ensemble de représentation et, de maniére symétrique, nous définissons
la fonction ens qui permet & partir d’un objet de la représentation de donner ’ensemble
qu’il représente. La définition suivante permet de formaliser ces fonctions.

Définition 24 (Représentation symbolique)

Soit A = (Q,X,P,0p, L, T) un automate étendu tel que l’ensemble des variables X
contient n, variables sur le domaine ID et [’ensemble des paramétres P contient n, va-
riables sur ce méme domaine ID . Nous définissons la fonction rep et ens de la maniére
sutvante :

—rep : ED

D — Rep

- ens : Rep — gD

Pour pouvoir utiliser les objets de la représentation dans notre construction, ils doivent
satisfaire certaines “bonnes” propriétés (propriétés explicitées ci-aprés).
Propriété 1

- ; o D D=*rr
Soit A = (Q, X, P, L, Op, T) un automate étendu. Soit E* C 2 len-

semble des valuations accessibles au cours de l’analyse de I’automate étendu. Soit Rep un
ensemble d’objets de représentation sur lequel nous avons défini les fonctions rep et ens.
La représentation symbolique est une bonne représentation si et seulement si

— Pour tout ensemble de valuations atteignables de variables et de parametres de l’au-

tomate il existe un objet pour le représenter :

vX € EP 3M € Rep . rep(X) = M

En particulier, il existe une représentation de l’ensemble vide et une représentation
de lensemble de toutes les valuations possibles (ou ensemble universel).

— Les éléments de l’ensemble Rep sont regroupés en classe d’équivalence de la maniére
suivante (C(M) est l'ensemble des éléments de la représentation appartenant a la
classe d’équivalence de M) :

C(My)={M|3X € gD ens(M;) =X A ens(M) = X}

— Pour chaque classe d’équivalence on distingue un élément que l’on appelle élément
canonique qui est le représentant de tous les objets de sa classe. Il est unique.

— Soit une opération op € {U, N}, soit X le résultat de la composition de deux en-
sembles de ED par op, il existe alors une opération sur les ensembles de représen-
tation op, (U, pour U et N, pour N) telle qu’il soit alors possible a partir de deux

représentations des ensembles initiaux d’obtenir un troisiéme objet de représentation
M tel que ens(M) = X :

VX1, Xs € B vop € {U, N} VM, My € Rep VX € EXP 30 € Rep.
rep(Xy1) = My Arep(Xa) = My A Xy 0op Xo =X = M op, My =M ANens(M) =X
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— 1l existe une opération d’inclusion entre les représentations telle que :
D
VXl,XQ ek VMl, M, € R@p

M, = rep(Xl) AN My = rep(Xg) N X1 CXo= M C, M,

— Le test du vide doit étre décidable pour la représentation :
le test ens(M) = 0 ? doit étre décidable pour la classe de représentation.

Nous verrons que, dans certains cas, nous relacherons la propriété sur I'union de deux
objets de la représentation. En effet, I’'union nous permet de limiter la taille des objets
sauvegardés par l'algorithme mais n’est pas nécessaire.

3.5.2.2 Post effectivement constructible

Nous avons vu au paragraphe 3.5.1 que l'algorithme permettant la construction de
I’ensemble des configurations atteignables était un parcours de graphe en profondeur. Pour
construire ce graphe, il faut pouvoir appliquer les transitions. Par contre, pour pouvoir
continuer a manipuler les objets de représentation il faut que I'application d’une transition
sur un objet de la représentation préserve la classe d’ensemble, c’est-a-dire le résultat de
I’application doit appartenir a gD,

Nous ajoutons donc quelques propriétés a I’ensemble de représentation Rep.

Propriété 2 (Post effectivement constructible)

Soit A = (Q, X, P, L, Op, T) un automate étendu. Pour chaque transition de
lautomate (donc pour chaque opération) il existe une maniére de calculer [’ensemble des
configurations atteignables — il existe un algorithme permettant de le calculer appelé post,
— par cette transition a partir d’un ensemble de valuations des variables et des paramétres
X donné :

VX, X' e gl VM, My € Rep. My =rep(X) A (My) = posty (M) = ens(M,) = X'

ot X' ={(d, 7" |V(d,P)e X A (@)=op(d) A d #L NP =T}

Cette fonction permet d’obtenir tous les successeurs des éléments contenus dans X et
n’en calcule pas plus. Si & partir de I’ensemble X, ’application de la transition ne donne
que des contenus de mémoire vides (L), I'ensemble X’ sera alors I’ensemble vide. Aussi,
dans l’algorithme, savoir si la transition est applicable c’est tester si le résultat du post;
est vide ou non.

3.5.2.3 Post* effectivement constructible

Comme nous en avons discuté au début de cette partie, itérer infiniment un circuit a
partir d’une configuration peut donner un ensemble infini de configurations. Il est alors
impossible de construire cet ensemble entiérement. Pour ce faire, il nous faut accélérer la
construction, c¢’est-a-dire pouvoir calculer en un pas ’ensemble potentiellement infini des
configurations atteignables par I'itération d’un circuit # un nombre non borné de fois. Soit
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v,7 deux configurations d’un automate A, l'itération infini d’un circuit # se note de la
maniére suivante : y AN v

Dans chacun des cas que nous analysons dans les chapitres suivants nous donnons
des algorithmes (souvent partiels) caractérisant l'itération des circuits, nous verrons qu’ils
appartiennent a différentes catégories (décrites ci-dessous).

Propriété 3 (Post* effectivement constructible)
Soit A= (Q, X, P, L, Op, T) un automate étendu. Soit @ = tity---t; un circuit de
A. Nous distinguons 38 sortes d’algorithme post® permettant d’accélerer :
— post® sur-approximation : cet algorithme calcule au moins toutes les configurations
atteignables mais peut donner un ensemble qui en contient plus.

VX, € EPvM,, My € Rep VX, € EP.
M, =rep(X1) N My = post™ (0, My) N Xy =ens(My) =

V(d, 7)ex, A(d, 7)) eXe (¢, d,7) D (¢, d, 7

— post® sous-approzimation : le résultat de cet algorithme donne seulement des confi-
gurations atteignables mais ne les contient pas forcément toutes.

vX, € EP wM,, M, € RepvX, € ED.
My =rep(X1) AN My = post™(6, M;) N Xy =ens(My) =

V(d, 7)) e X, 3(d, 7)€ Xi(q, d,7) D (¢, d, 7

— post® exact : le résultat de l’algorithme contient tout [’ensemble des configurations
atteignables et seulement celui-la. C’est la conjonction des deux conditions ci-dessus.

3.5.2.4 Construction en profondeur d’abord

Nous avons défini dans les paragraphes ci-dessus les bases de notre calcul des configura-
tions atteignables. En premier lieu, nous avons utilisé une représentation symbolique, nous
étendons ci-aprés la définition des configurations (cf. paragraphe 2.3) aux configurations
symboliques qui tiennent comptent des ensembles de valuations pour les variables.

Définition 25 (Configuration symbolique)
Soit A= (Q,X,P,L,0Op,T) un automate étendu. Une configuration symbolique v =
(q,X) est l'association d’un état de controle ¢ € Q et d’un ensemble de valuations des

variables et des paramétres X € D,

Nous pouvons donc maintenant redéfinir la notion de sémantique pour un automate
étendu que nous appelons graphe symbolique.

Définition 26 (Graphe symbolique)
La sémantique “symbolique” d’un automate étendu A = (Q,X,P, L,Op,T) est le
systéme de transitions étiqueté (ou graphe symbolique) S(A) = (C, L, R®) tel que :
-C=Qx ED est Uensemble des configurations symboliques de I’automate.
- R C C x L x C est la relation d’atteignabilité en un pas symbolique de S.
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La relation R® tient compte du calcul de ’ensemble des configurations atteignables
par accélération. En effet, un triplet ((¢1, X1),, (g2, X2)) appartient & R¢, ce qui s’écrit
(a1, X1) —pe (g2, Xo) si:
— soit il existe une transition (g, [, op, ¢2) € T telle que : X5 = {(Hw, ) | (?, 7)€
XiAd =op(d) Ad#L AT =T).

— soit il existe un algorithme d’accélération post* et il existe un circuit € sur 1’état
de controle g; tel que I'étiquette associée & ce circuit est [, on a alors les conditions
suivantes :

go=q N My, My € Rep. My =rep(X1) N My = post™ (0, My) N Xy = ens(Ms)

Nous pouvons maintenant calculer I’ensemble des configurations symboliques attei-
gnables d'un automate étendu. Supposons que la représentation symbolique des ensembles
de valuations des variables et des paramétres soit une bonne représentation et que les al-
gorithmes post; et post* existent effectivement pour cette représentation, le principe de
I’algorithme de calcul des configurations dans le cas symbolique est alors le méme que celui
exposé dans la section des systémes finis (section 3.5.1). Il suffit de commencer le calcul
avec un ensemble ne contenant que la configuration symbolique initiale. Puis d’appliquer
itérativement la relation d’atteignabilité en un pas R® de 'automate étendu en ajoutant
a ’ensemble des configurations atteignables toutes les configurations obtenues par 'appli-
cation de la relation. En fait, pour étre réellement capables d’écrire cet algorithme il nous
manque le moyen de savoir si nous avons un circuit ou non. Pour cela, nous ajoutons a
lalgorithme “énumératif” la sauvegarde du chemin (listes des transitions par lesquelles on
est arrivé a une configuration donnée) & chaque appel a la fonction ezplore. Ainsi, il suffit
de remonter cette liste jusqu’a trouver une configuration ayant le méme état de controle
pour trouver les circuits. Nous supposons que cette recherche de circuit est effectuée par
la fonction donner circuit qui renvoie ’ensemble des circuits par rapport & un état de
controle donné.

L’algorithme de calcul en profondeur symbolique est représenté par la figure 3.4.
L’algorithme travaille sur la représentation des ensembles de valuations des variables.
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fonction EnProfondeurSymb ( AMSP (A= (Q,X,P,L,0p,T))) :
ensemble de configurations symboliques.
lexique :
états_visités : ensemble de configurations symboliques.
chemin : liste de transitions.

procédure explore symb (configuration v = (g, M), liste de conf. chemin)
algo. :
états_visités == états_ visités U {(q, M)}

pour tous circuits 0 € donner _circuit(q, chemin) faire
soit My = post*(6, M) dans
si ((Mz #0) et puis ((¢', M2) & états_visités))
alors explore symb( (¢, M3))

pour toutes transitions ¢t = (q,l,0p,¢') € T faire
soit My = posti(M) dans
si ((Ma # 0) et puis ((¢', Ma) & états_wvisités) )
alors chemin := Ajout fin(chemin, t)
explore symb ((¢', Ma2), chemin )
finalgo.

algo. :
états _visités = ()
chemin := liste vide
explore _symb((qo, rep({go, Po})), chemin)
retourner états_visités
finalgo.

F1G. 3.4 — Exploration symbolique en profondeur de I’espace des configurations

3.6 Composition de modéles

Supposons maintenant que le domaine de définition des variables soit un produit ID =
ID; x--- xID,,.
Pour analyser un tel systéeme nous distinguons deux techniques.

La premiére est de trouver une représentation symbolique générale représentant des
éléments de ID. Il suffit alors d’appliquer le principe que nous venons de décrire. C’est a
dire montrer qu’il est possible d’appliquer une transition sur un ensemble de valuations de
ID, de faire des opérations telles que l'inclusion, I'intersection entre deux représentations
d’ensemble et de pouvoir (si besoin est) appliquer un algorithme d’accélération sur cette
représentation.

Pour la seconde technique nous supposons qu’il est trop difficile de concevoir une
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représentation générale. Supposons alors que pour chacun des domaines de définition
pris séparément il existe une représentation sur laquelle il est possible d’appliquer une
transition, d’appliquer les opérations de bases et éventuellement d’accélérer.

Observons quelques cas particuliers de manipulation de domaines différents avant de
donner un principe général quant a ’analyse d’automates étendus dont le domaine des
variables est un produit.

Commencgons par observer un automate contenant des compteurs et des horloges re-
présenté par la figure 3.5. Cet automate contient deux horloges h; et hy et un compteur
c. Il a deux états de controle.

hi=1/h1:=0
c<5/c:=c+1

C =

F1G. 3.5 — Combinaison : un exemple d’accélération

La question qui se pose alors est de savoir si I’état ¢, est atteignable.

La configuration initiale de cet exemple est :
Yo = (g0, 0 < hy,hg <1 A hy=hy, c=0)

La boucle peut s’exécuter et nous accélérons donc chacun des domaines. Nous obtenons
alors pour les horloges ’ensemble de valuations suivant :

0§h1§1 VAN 1+n0§h2§2+n0 A h2-h1:1+n0 A 71020
Pour les compteurs nous obtenons :
c=14+n AN 0<n; <5

Avec ces valeurs, la garde de la transition menant a 1’état ¢; est satisfaisable en
posant par exemple ng = 6. Pourtant, 1’état ¢; ne devrait pas étre atteignable car il existe
un lien entre les compteurs et les horloges. En effet, puisque c’est la méme transition
qu’empruntent les horloges et le compteur nous devrions avoir ny = n; comme condition
supplémentaire. Si cette condition n’est pas ajoutée aux ensembles de contraintes alors
nous calculons une sur-approximation de ’ensemble des configurations atteignables.

Observons maintenant un automate composé de compteurs et de files d’attente avec
perte (figure 3.6). La sémantique des files d’attente avec perte implique que le nombre
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d’exécutions d’une boucle n’est pas conservé par la représentation. Aussi, dans I’exemple,
I’état g est atteignable : intuitivement le compteur ¢y peut prendre n’importe quelle valeur
puisque le contenu de la file dans I’état ¢; est a*. Pourtant, la file ne devrait contenir,
au plus, que 10 fois le message a. Et donc le compteur c; ne devrait pas dépasser la
valeur de 10. Nous obtenons dans cet exemple une sur-approximation de I’ensemble des
configurations atteignables car nous utilisons la file d’attente pour compter.

c1 <10/c; :=c1 + 1,
Kla K?a,c0 :=co+1

62:12

F1G. 3.6 — Combinaison compteurs et files d’attente

C1 = 0
vide ?(K)

Dans le cadre général des automates étendus composés, nous allons classer les en-
sembles de variables en deux catégories :

— Les vartables qui comptent : c’est-a-dire celles pour lesquelles la représentation choisie
permet de garder une trace du nombre d’itérations d’un circuit effectuées. Nous
notons cet ensemble C.

— Les variables qui ne comptent pas : c’est-a-dire celles pour lesquelles la représentation
choisie ne conserve pas de lien avec le nombre d’itérations des circuits. Nous notons
cet ensemble C.

La configuration symbolique est alors v = (q, My, My, - - -, My, lien) ou M; représente
un ensemble de valuations des variables de ’ensemble X et lien est une représentation du
lien entre les différentes représentations. Le lien doit satisfaire les propriétés suivantes :
Propriété 4

Soit A = (Q,X,P,L,Op,T) un automate étendu complexe. Pour tout i € [1,k,],
soit M; € Rep; un objet de la représentation d’un ensemble de valuations des variables
contenues dans l’ensemble X;. La représentation du lien et les représentations choisies
pour les variables qui comptent doivent avoir les propriétés suivantes :

— 1l existe une représentation du lien vide. Nous le notons ().

— Pour toutes les représentations des variables [’algorithme d’application d’une tran-

sition doit étre effectivement constructible c’est-a-dire

VM,;3M;].Post(M;,lien) = (M], lien)

— La représentation du lien doit pouvoir créer un nouveau lien lors d’une accélération
sur les variables qui comptent. Nous notons cette fonction creer lien.
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Chapitre 4

Analyse des systémes a compteurs et
horloges paramétrés

Nous donnons dans ce chapitre la représentation que nous avons choisie pour repré-
senter des ensembles de valuations de compteurs et/ou d’horloges. Cette représentation
est une extension des matrices & différence de bornes utilisées dans le cadre de 1’analyse
des systémes a horloges (sans parameétres). Nous avons choisi de pouvoir représenter dans
un méme objet les valuations des compteurs et des horloges. Nous avons vu dans le cha-
pitre 3 qu’il nous fallait pouvoir garder un lien entre les différentes variables de différents
domaines de définition. C’est encore plus vrai si I’on considére des protocoles contenant le
mécanisme suivant. Supposons un protocole faisant une certaine tache jusqu’a expiration
d’un time-out. Ce time-out ayant expiré, le protocole décide alors de recommencer la tache
en augmentant le temps imparti. Une facon de représenter cette maniére de fonctionner est
d’utiliser un compteur pour garder la valeur du time-out. En effet, un paramétre ne suffit
plus, car dans nos modéles nous ne pouvons changer sa valeur. La figure 4.1 représente
un tel protocole.

Jec:=c+Th, h:=0

Je:=1T1,
h =

exécution tache

Fi1G. 4.1 — Un exemple de composition

Dans cet exemple, il nous faudra donc conserver la différence de valeur entre ’horloge
et le compteur pour pouvoir tester la garde h = c.
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Ce chapitre commence par la définition formelle des matrices de bornes paramétrées
puis nous montrons qu’il est possible d’appliquer toute transition sur ces matrices. La
section suivante est consacrée a la notion d’accélération, nous montrons alors effectivement
comment nous calculons en un pas l’ensemble des configurations atteignables d’un circuit.

La réalisation de toutes ces opérations (inclusion de matrices, application d’une tran-
sition, ...) va, dans la plupart des cas, étre réduite a la satisfaction d’une formule d’arith-
métique. Nous discutons dans la section 4.4 des problémes de décision sur les formules.

Nous terminons ce chapitre par quelques exemples d’analyse de systémes & compteurs,
a horloges ou hétérogenes.

4.1 Matrice de bornes paramétrées (PDBM : Parame-
tric Difference Bounded Matrix)

Nous donnons ici, les opérations possibles sur ces nouvelles matrices de fagon syn-
taxique. Ainsi, souvent nous allons nous ramener au test d’une formule arithmétique.
Nous discutons de la décidabilité des formules dans la section 4.4 (page 73).

4.1.1 Les matrices de bornes

Une matrice de bornes est une maniére de représenter des contraintes arithmétiques.
Cette structure a été inventée par Measche et Berthomieu [MB83] et Dill [Dil89]. Elle est
utilisée notamment pour la représentation symbolique du contenu des horloges dans les
systémes temporisés |Yov93, Yov9g|.

Par exemple, I’ensemble des valuations des compteurs c;, co exprimé par la contrainte
Pp=5<c; <10 N 0<c<6 AN 1< ¢ —cy <2 est représenté graphiquement par le
dessin suivant (fig. 4.2 (a)) ou par la matrice de borne M.

A C2
10+

: Co C1 Co

M Co (S,O) (§7_5) (S,O)

5 - ¢ ! C1 (S,lO) (S,O) (sz)

N C2 (§a6) (Sv_l) (S,O)

i . (b) Matrice de bornes

1
T T T T 1 T 1 =
5 10

(a) Représentation graphique

F1G. 4.2 — Représentations de ¢
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Nous remarquons que la matrice contient 3 compteurs. En effet, chaque contrainte
¢; < t est remplacée par la contrainte ¢; — ¢y < t oll ¢y est un nouveau compteur tel
que sa valeur est toujours 0. Chaque entrée de la matrice représente la borne supérieure
de la différence entre 2 compteurs. Par exemple, 'entrée M, ., est égale & (<,2) ce qui
représente la contrainte ¢; —ce < 2. Les entrées M., ., et M,,., représentent respectivement
les bornes supérieures et inférieures du compteur ¢;. Nous remarquons que nous utilisons
pour cela le compteur fictif ¢y. Les éléments de la diagonale sont toujours égaux a (<, 0).

Nous ne détaillons pas plus avant dans ce travail les opérations sur les matrices de
bornes non paramétrées, pour plus de renseignements le lecteur peut se référer a la thése
de Sergio Yovine [Yov93].

4.1.2 Extension des matrices de bornes : matrices de bornes pa-
ramétrées

Nous commencons par définir la notion de bornes puis nous définissons les matrices a
différences de bornes paramétrées.

4.1.2.1 Les bornes paramétrées

Une borne est 'association d’'un symbole {<, <} et d’un terme sur les paramétres.
L’ensemble des bornes, noté B, est défini par :

B={<,<}x AT(P) U {(<, —0), (<, 00)}

Puisque les bornes mettent en ceuvre les parameétres, nous définissons la notion de
bornes contraintes. Une borne contrainte est ’association d’une borne paramétrée et d'une
formule contraignant les paramétres. L’ensemble des bornes paramétrées contraintes, noté
BB est défini de la maniére suivante :

B=Bx F(P)

En fonction de la nature des paramétres (réels, entiers) les formules sont considérées

comme formules sur les entiers ou sur les réels. Nous discutons de ce point dans la section
4.4.

Les symboles de relation < et < sont totalement ordonnés : < est supposé strictement
plus petit que <. Nous pouvons définir une relation d’ordre C sur les bornes paramétrées
contraintes de la maniére suivante :

Soient ((<1,%1), d1), ((<2,t2), ¢2) € B deux bornes paramétrées contraintes, nous avons
alors ((<1,%1),¢1) T ((<a,t2), ¢2) si et seulement si la formule ¢;,. est satisfaisable.

Gine =VDi EP 1= P2 N ((t1 <ta) V (1 =1ta N <1<<3))

Notons que la borne (<, c0) satisfait pour tout b € B,b C ((<, 00), vrai).

Nous définissons 1’ordre strict T entre deux bornes paramétrées contraintes de la
maniére suivante : ((<1,%1),01) C ((<2,t2),¢2) si et seulement si la formule @;,.s est
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satisfaisable.

Bines =VPi EP 1= 2 N ((t1 <ta) V (t1 =ta N <1<<3))

Nous notons 51 = 51 si et seulement si il est possible d’avoir a la fois 51 C 52 et I~)1 | 52.

Nous introduisons maintenant deux opérations @ et ®. Ces opérations vont nous
étre utiles & la caractérisation d’opérations sur les matrices telles que intersection ou
canonisation. Intuitivement, & partir des contraintes z —y < 5 et y — z < 3, nous pouvons
déduire x—z < 8, c’est ce que propose de calculer I'opération ®. Pour calculer 'intersection
de deux contraintes nous devons étre capable de déterminer de deux bornes laquelle est
la plus petite, c’est ce que calcule 'opération &.

Définition 27 (®, ®)

Soient by = ((<1,t1),d1) et by = ((<a2,t2), 2) deuz bornes paramétrées contraintes.
Nous définissons alors les opérations suitvantes :

- ® : Bx B — B tel que

by ® by = (min(<1, <2),t1 +ta), b1 A ¢2)

ot pour tout t € AT (P) nous avons :
t+o0 =
t+(—00) = —
00 +00 = o0
o0+ (—00) = o0
(—00) + (—00) = —o0

Nous notons que :

* la borne contrainte ((<,0),vrai) est1’élément neutre pour [’opération ® : en effet,
((<,0),vrai) satisfait pour tout b € B, ((<,0),vrai) ® b= b.

* la borne contrainte ((<,00), fauzx) est ’élément absorbant pour l'opération & :
en effet, ((<,00), faux) satisfait pour tout b € B, ((<,00), fauz) ® b = ((<
,00), fauzr).

— Pour définir l’opération &, nous avons besoin de déterminer le minimum entre deux
termes. Nous posons tout d’abord les trois formules suivantes :

b, = E|p e P. ¢1 N ¢2 N 11 <o
Oy, = dpeP.d1 N g2 At1 =1
(I)g = Elp eP. ¢1 A\ ¢)2 Nt > 1

Définissons maintenant ® : B x B — 28 tel que
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IN)l b ZN)Q = min(gl, 52)

;

~

. St ‘I)l A _|(I)2 A _|(I)3
{(=1t1), 010 A 2 At <t2) }
2. st _|(I)1 A\ (1)2 A\ _|(I)3/\ <1<y
{ (=R, t1), 01 A ¢2 A ta=11) }
3. st _|(I)1 A\ (I)Q A\ _|(I)3/\ <12~y
{ (=2, t2),01 AN ¢ Aty =11) }
4. 81 _|(I)1 A —|('I)2 A (I)g
{ (=2 t2), 10 A 2 Aty <t1) }
5. 81 D1 N Py A P53 N <<=y
{(=,t1), 01 A 2 A ta <) }
6. 51 D1 N &g A D3 A <1>=<5
_ ) {(Rt1), 01 A 2 At <t2), (R2,t2),01 A 2 A t1=12) }
7. st (Dl A\ _|(I)2 N (I)g
{ (=2, t2), 01 A P2 A ta <ty), ((Ri,t1), 01 A P2 At <ta) }
8. st _|(I)1 A (I)Q A (1)3 A -<2§-<1
{(R2,t2), 01 A 2 A t2 <th) }
9. st _|(I)1 A (I)2 A (I)3 A —<QZ<1
{(=t), 01 A o2 A ta=1t1), ((Ra,t2), 01 A P A t1 > ts) }
10. st (pl A\ @2 A\ @3/\ <1<y
{(=,t1), 01 A 2 At <), (
((=2,t2), 01 A ¢ At > 1) }
11. st @1 A &9 N P3N <>
{ (=2, t2), 01 A 2 A ta <t1), ((Ra,t2),01 A ¢2 N ta =11),
L (R1,t1), 01 A 2 At >1t) }

(<1,t1),01 A P2 A t1 = ta),

Nous notons que :
* la borne contrainte ((<,00),vrai) est Uélément neutre pour l’opération @ :
effet, ((<,00),vrai) satisfait pour tout b € B, ((<,00),vrai) @ b= {b}.

Soient 51, b, bs € B 3 bornes paramétrées contraintes, nous avons alors :
(61@62)@53:{& |Vl;' 651@52, Bl 65'6953}

4.1.2.2 Les matrices de bornes paramétrées contraintes

Pour pouvoir représenter une contrainte de la forme A z; —z; < t;; (ot z;,z; € X
peuvent étre des compteurs et/ou des horloges) par une matrice, nous introduisons une
variable fictive g dont la valeur est toujours 0. Nous pouvons ainsi exprimer la condition
z; < t; par la contrainte x; — xy < t;. Nous avons maintenant X = X' U {xp}.

Définition 28 (Matrices de bornes paramétrées)
Soit X un ensemble de n, + 1 variables (contenant une variable fictive xo). Toute
contrainte sur les variables est définie par une conjonction de contraintes de la forme
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r,—z; <t ou<e{<, <}, x;,x; € X ett € AT(P) peut étre représentée par une matrice
carrée M de dimension n, + 1 telle que :
— Les éléments de la matrice appartiennent a B.
— La premiére colonne de la matrice encode les bornes supérieures des variables. Si
x; — xg < t apparait dans la contrainte, alors My = (<,t), sinon M;y = (<,00) : la
variable x; est dite non bornée.
— La premiére ligne de la matrice encode les bornes inférieures des variables. Si xq —
x; < t apparait dans la contrainte, alors My; = (<,t), sinon My; = (<,0) la variable
(que ce soit compteur ou horloge) x; prenant ses valeurs respectivement dans IN ou
R*.
— L’élément M;; de la matrice pour tout i,j > 0 est une paire (<,t) qui encode la
contrainte r;—x; < t. Si aucune contrainte entre x; et x; n’apparait dans la conjonc-
tion, l’élément M;; est égal a (<,00).

Soit M une matrice a bornes paramétrées, nous écrirons plutét la formule z —y < M,
a la place de la formule z — y < ¢ pour représenter la contrainte associée & 1’élément
Macy = (<7 t)

Comme dans le cadre des bornes paramétrées, nous définissons la notion de matrice
paramétrée contrainte. Une matrice de bornes paramétrées contrainte M = (M, ) est
l’association d’une matrice de bornes paramétrées M et d’une contrainte ¢ € F(P).

Soit M = (M, ¢) une matrice de bornes paramétrées contrainte, I’ensemble caracté-
ristique de M, noté [M] est lensemble des valuations des compteurs, des horloges et
des paramétres de ’automate (d ﬁ) qu1 satisfont la formule exprimée par la matrice
contrainte telles que V = (H> V) € [ A2 Al2g @ — x5 <ij tij A @] pour toute variable

Ty, 5 € X ott My,e; = (<5, ti5). Soit un ensemble de matrices contraintes {Ml, - M, }

nous définissons l’ensemble caractéristique de cet ensemble de matrices de la maniere
suivante : [{My,---,M,}] = Use[.- n][[M]]

Avant d’étendre les opérations @ et ®, nous définissons une matrice particuliére M

telle que ces éléments sont des ensembles de bornes paramétrées contraintes. Nous no-
z 2 ~ ~ nl] ~

tons un élément de M par M;; = {b“, ) bij } ot n;; = |M;;| est le nombre de bornes

contraintes de cet ensemble. A partir de M nous donnons l’ensemble des matrices de

bornes paramétrées contraintes qu’elle contient par la fonction mat suivante. L’ensemble

contient alors II7) 117, | M;;| matrices paramétrées contraintes.

(B i
mat( e ) =
{b - b
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b(l)O b(l)” 1 1 1
. 1 , Poo N Por At N Oy ’
byo "+ b
B
00 On 9 1 1
{ .i. . -1-- , ¢00A¢01A"'A¢nn ;}
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g TR I
prno ... pnnn

Les opérations @ et ® peuvent étre étendues aux matrices de bornes paramétrées
contraintes de la facon suivante :
— Soient M; = (M1,¢1) et My = (Ms, ¢2) deux matrices de bornes paramétrées
contraintes. M; ® M, est ensemble de matrices mat(M ), la matrice M étant définie
telle que pour toute variable z;,z; € &,

~

Mij = @ (Ml,wiwkv ¢1) ® (M2,mkmju ¢2)

TREX

— Soient M; = (My, 1) et M, = (M, ¢) deux matrices de bornes paramétrées
contraintes. M, @ M, est 'ensemble de matrices mat(M), la matrice M étant définie
telle que pour toute variable z;,z; € &,

Mij = (M1,$i$j7¢1) @ (Msziwj’qh)

Soit M = (M, ¢) une matrice de bornes paramétrées contrainte.

Soit {((_<17t1)7¢1) ((_<n7 ) ¢n)} = ( wy>¢) ( yz;¢) tel que r,y,z € X. Nous
écrirons © — z < (My,, qﬁ) (M., $) ala place de la formule \/}_,z —y <; t; A ;.

Remarque : Soient M; = (M, ¢) et M2 (Mg, ¢9) deux matrices de bornes paramé-
trées contraintes. Soit {(M!, ¢}),---, (M’ @)} = My op M, ou op € {®,®}, les formules
¢} sont des restrictions de la formules 01 /\ ¢2. Ces formules satisfont la propriété suivante

Vi € [1,71] Qﬁ; = ¢1 VAN ¢2 (41)

Nous définissons les matrices £ = (E,vrai) et N = (N, fauz) de la facon suivante.
Pour toutes variables x1,z9 € X, nous avons :

I B (<,0) sixzy =z
wrz (<,00) sinon

Nepoy, = (<a OO)
Notons de plus que : o 3 3
— FE est I’élément neutre pour ®, i.e. E® M = {M} pour toute matrice contrainte M.
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— ]Sf est I’élément absorbant pour ®, i.e. N® M = {M} pour toute matrice contrainte
M.

Soit M D’ensemble des matrices de bornes paramétrées contraintes définit par :

M ={M=(M,¢)| Ve € X.My, =(<,00UN

Soit M € M une matrice de bornes paramétrées contrainte. Nous définissons l'opéra-
tion “x” de la maniére suivante :
i = @ Nt

kcIN
ot M® = E et M*! = M* @ M.

Remarque :  Soit M € M, M # N, telle que [M] # 0. Nous avons ((<,0),vrai) T M,

pour tout z € X. En effet, si nous supposions le contraire, puisque [M] # 0, il existe au
moins une valuation v € [M] telle que (z — 2 < 0)[X UP/V] doit étre valide, ce qui est
une contradiction. Nous avons donc bien, par conséquent M,, = (<,0).

Nous voyons dans la propriété suivante que les matrices contraintes contenues dans les
ensembles résultats des opérations définies ci-dessus sont distinctes deux a deux, ce qui
implique qu’une valuation des variables donnée n’appartient qu’a une seule matrice.

Propriété 5

Soient M et M’ deuz matrices de bornes paramétrées contraintes et {Ml, cee M”} =
M op M’ ot op € {®,®}, Mi = (M, ¢") pour tout i € [1,n]. Alors les matrices M* sont
distinctes deux-a-deuz, ou encore la formule suivante n’est pas satisfaisable :

dpeP \/ ¢ A
4,j€[1,n]

i#j

Nous avons alors aussi la propriété suivante :

Vie [L,n| VT € [M] Ajel,n].j+i= T € [M]

4.1.3 Inclusion entre deux matrices de bornes paramétrées
contraintes

L’odre total C défini sur les bornes paramétrées contraintes peut étre étendu de ma-
niére naturelle aux matrices de bornes paramétrées contraintes. En effet, pour toute paire
de matrices paramétrées contraintes M = (M, ¢) et M' = (M', ¢'), nous avons :

M C MI si vxiaxj €EX (Mxlx]7¢) C (M;:ci;cj7¢l)
Nous avons alors la propriété suivante :
si M T M’ alors [M] C [M'] (4.2)

Deux matrices de bornes paramétrées contraintes sont égales M = M’ si et seulement
siMC M et MIDM.
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Nous pouvons étendre la définition de l'inclusion et de 1’égalité a des ensembles de
matrices. Soient My = {My,---, M,} et My = {M;,---, M!,} deux ensembles de matrices
de bornes paramétrées contraintes, {Mjy,---,M,} T {M!,-- ,Mr’n} si et seulement si
Vi € [1,n] 35 € [1,m] . M; C M]’ Nous dirons que M; = My si et seulement si
./\;11 E ./\;lg et ./\;ll Q ./\;12.

Remarque :  Le test d’inclusion (défini ci-dessus) entre deux ensembles de matrices n’est
pas complet. En effet, puisque 'union de deux matrices contraintes n’est pas, en général,
une matrice contrainte (I'union de deux ensembles convexes n’est pas forcément un en-
semble convexe), nous n’utilisons pas I'opération union. Il se peut alors qu’une matrice
M; soit couverte par plusieurs matrices ]\7[]’ . Le test tel que nous l'avons écrit ci-dessus
n’est alors pas capable de trouver cette inclusion. Notre test est un test “stir” au sens ou
lorsque la réponse est vraie (U'inclusion est vérifiée), 'ensemble caractéristique de M, est
bien compris dans celui de M. Si le test répond faux, nous ne pouvons alors rien dire au
sujet de I'inclusion.

4.1.4 Intersection entre les matrices de bornes paramétrées

Prenons tout d’abord un exemple. Soient X = {z,y,z} trois variables et
P ={11,T>,T3,T,} quatre parameétres. Soient les formules 1, et ¢, suivantes :

Vv, = TY<ax ANz<Th Nz—y<3ANT1>20ANT,>0
”(/)2 = :ngg/\y§5/\z§T4/\y—z<1/\T320/\T420

Les matrices de bornes paramétrées contraintes M; = (M, ¢1) et My = (M, ¢o) ci-

dessous correspondent respectivement a 1, et 1)p. Calculons alors I'ensemble de matrice
M1 D M2 .

M1 = M2 =
o x Yy z 0 T y z
Zo (<70) (<7—Tl) (S,O) (S,O) Zo (S,O) (S,O) (S,O) (S,O)
z ($00) (500 (53) (00) | @ | 2 ($T3) (5,0) (<,00) (<00
y (<00) (<,00) (£,0) (<, 00) y (5 (<00) (500 (<01)
z (ST) (< 00)  (<00) (£,0) z (£Ty) (S 00) (S00) (£,0)

p1=T1>20ANT>>0 p2=T3>0 ATy >0
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donne

( Zo x Yy z ty) x Y z
Zo (Sao) (Sa _Tl) (S,O) (S,O) Zo (S,O) (Sa _Tl) (S,O) (S:O
T (§7T3) (S,O) (Sa?’) (<7OO) €T (§7T3) (S,O) (Sa?’) (<7OO
y  (55) (<00 (5,00 (1) y  (5,5) (<500 (5,00 (<,
z (£,T2) (<,00) (<,00) (£,0) z (STq) (<00) (<00) (S,
Tir>0ANTo>0ANT3>0 AN Toe< Ty T3 >0ANTy >0 AT >0 AN Toe>Ty

xQ x Y z

o (5,0) (5,-Th) (<,0)

z ($,T5) (5,00 (£3) (<,00)
y (55 (<00) (50) (1)
z (5,Tq) (<00)  (<500) (£,0)

Tir>20NTo>20ANT53>20 N Te=Ty

ce qui correspond a la contrainte ¥; A s.

En effet, comme l'illustre 'exemple, 'opération & sur les matrices coincide avec I'in-
tersection des ensembles caractéristiques.

Lemme 1
Soient M et M' deuzx matrices de bornes paramétrées contraintes, nous avons alors :

[3 @ 3] = [31] n [31']

Preuve.
Soient M = (M, ¢) et M'(M',¢') deux matrices de bornes paramétrées contraintes.
Soit M" une matrice appartenant a ’ensemble M @ M.
C Par définition de l'opération @, nous avons M" © M et M" C M'. Nous avons
donc [M"] C [M] et [M"] C [M']. Par conséquent, [M"] C [M] N [M'].
Puisque M" est une matrice prise au hasard dans Pensemble des matrices résultats,
la démonstration ci-dessus s’applique pour toutes les matrices du résultat de @, nous
avons donc [M & M’]] C[M 1] N [M7].
D Soit (d 7) € [M]N[M']. Nous avons pour toutes variables z,y € X les formules
suivantes qu1 sont satlsfaltes
@~y = Moy A O/, P/T)
(z—y<M y N qb’)[/'t'/d P/7]
Nous pouvons donc dire qu’il existe une borne contrainte b = (b, ¢") € (M, ® M. »
telle que la formule (z —y < b A ¢")[X/ d ,P/ ] est satisfaisable. Par consequent
il existe une matrice M” € M @ M’ par définition de @ telle que d € [M"].
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4.1.5 Forme normale d’une matrice de bornes paramétrées

Nous allons voir que plusieurs matrices paramétrées contraintes peuvent représenter
le méme ensemble caractéristique. Nous voyons qu’il est alors possible de ne considérer
qu'une seule de ces matrices (une seule matrice parmi celles représentant le méme
ensemble caractéristique) que nous appelons matrice canonique. Il est aussi possible a
partir de n’importe quelle matrice contrainte de donner la (ou les) matrice(s) canonique(s)
qui lui est (sont) associée(s). En effet & cause des contraintes sur les paramétres il n’existe
pas une seule matrice canonique mais un ensemble tel que la conjonction des contraintes
de chaque matrice prise 2 & 2 n’est pas satisfaisable.

Prenons tout d’abord un exemple. Soit X = {x,y} l'ensemble des variables que
nous considérons. Soit P = {7} 'ensemble des paramétres qui apparaissent dans notre
exemple. Soit laformule y =T} <z <5 A2<y<b Azx—y<bAy—xz<3AT>0,
la matrice de bornes paramétrées contrainte M = (M, ¢) la représentant est la suivante :

0 x
0 (S,O) (S’_TI) (S’y_2) ¢
z (<,5) (£,00 (5,5
y (£,5) (£,3)  (5,0)

= 0<T1<5

Nous pouvons appliquer I'opération ® entre 2 exemplaires de cette matrice M ® M ce
qui nous donne 'ensemble de matrices suivant :

( 0 x 0 T )
0 (£,0) (£,-1TY) (<,y 2) 0 (£,0) (£,-TY) (<,y 2)
z (<,5)  (<,0) (<,3) r (5,5) (5,00 (5,3)
y (55 (£5-T1) (5,0) y (5,5 (£,3)  (£,0)
2<T1 <4 0<T <1
0 T Y 0 x (]
0 (<00 (£,-T) (£,-2) 0 (5,0) (£,-T) (£,-2)
z (<,5) (£,0) (<,3) z (£,5) (5,00 (5,3
y (£,5) (£,6-T1) (<,0) y (55 (£,3)  (£,0)
L T =5 T =2

L’ensemble caractéristique représenté par la matrice M et par I'ensemble de matrice
résultat de opération M @ M est le méme ensemble de valuations. Avant d’exprimer for-
mellement ce résultat, regardons dans I’exemple que la formule ¢ contient des contraintes
implicites qui ont été révélées a ’aide de 'opération ®.

En effet,

T<ON -y 2=2x—y<3
¢1 ¢2 ¢3

La contrainte contenue initialement dans ¢ : * — y < 5 était donc trop lache
car elle peut étre remplacée par la contrainte ¢3. Observons maintenant un détail de
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lopération ®. La contrainte ¢; correspond a la borne M,, = (<,5) dans la matrice
M et la borne My, = (<,—2) correspond a la contrainte ¢,. Pour trouver 1’élément

M, des matrices résultats, d’aprés la définition de l'opération ® il nous faut calculer
(Mo ® Moy) B (M @ Myy) & (M, ® M,,). Nous ne tiendrons pas compte des parameétres
dans ce calcul (car les bornes mises en jeu ne contiennent pas de paramétres). Nous avons
les calculs suivants :

MmO X Moy = (Sv 3)
My, ® M,, = (<,5) (4.3)
Mz‘y & Myy = (Sa 5)

Ainsi, M, = (<,3), Popération ® appliquée a la matrice M revient a réduire les
contraintes implicites.

Nous remarquons que ’ensemble des valuations représenté par la matrice contrainte
initiale est le méme que l’ensemble représenté par 'union des ensembles caractéristiques
de chacune des matrices M’ contenues dans l’ensemble résultat de M ® M. Chaque matrice
M’ est alors telle que M' ® M’ = {M'}.

Toute matrice contrainte peut étre mise sous forme canonique. Il nous faut tout d’abord
choisir une matrice pour représenter ’ensemble vide. Pour cela, nous choisissons la matrice
0= (O, ¢,) telle que pour toutes variables ¢, co € X' nous ayons :

Ociey, = (<, —00) A ¢, = vrai

Nous définissons alors la fonction c¢f qui & partir de toute matrice de bornes paramé-
trées contrainte M € M donne I’ensemble des matrices canoniques.

cf(M):{ (O} si[M]=0

M* sinon

Les matrices canoniques sont telles que chaque élément M;y de ces matrices contienne
les plus petites valeurs exprimant la distance entre les variables = et y appartenant a X'.
Nous ne pouvons trouver une troisiéme variable z tel que passer par z donne une valeur
plus petite, ce qui s exprlme par la proprlete sulvante Soient M une matrice de bornes
paramétrées contrainte, {My, -, M,} = c¢f(M) Densemble de ses matrices canoniques,
nous avons alors :
VM; = (M',¢') € cf(M) V,y,z € X (M,,,¢') E (M,.,¢") @ (M, ¢')  (4.4)
Nous montrons maintenant que cf(M Y ) représente bien ’ensemble des matrices cano-
niques de M. Pour cela montrons tout d’abord que Iensemble caractéristique de M est
égal a 'ensemble caractéristique de M ®M Ainsi (par corollaire) nous aurons [M*] = [M]
et enfin nous prouvons que [M] = [¢f(M)].

Lemme 2
Pour toute matrice de bornes paramétrées contrainte M € M,

si [M] # 0 alors [M @ M] = [M].
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La preuve de ce lemme est donnée en annexe page 159. Du lemme 2 découle le corollaire
suivant.

Corollaire 2 3
Pour toute matrice de bornes paramétrées contrainte M € M,

si [M] # 0, alors pour tout k > 1, [M*] = [M].

Montrons maintenant que les matrices M et cf(M) représentent le méme ensemble
caractéristique.

Lemme 3
Pour toute matrice de bornes paramétrées contrainte M € M,

cf (M) satisfait [M] = [cf (M)]

Preuve. Si [M [] = 0 alors cf (M) = {O}. Comme O satisfait [O] = §, nous avons bien

[M] = [{O}]. X i
Si [M] # 0 alors cf(M) = M*. D’aprés le lemme 1, [ &, N M* ]] U N[MF]. Le

corollaire 2 nous permet de dire que [M*] = [M] pour tout k y

[E] U [M] (d’apres la définition de *), nous avons donc [cf(M)]

|

Montrons maintenant que pour toute matrice de bornes paramétrées contrainte 1’en-
semble des matrices obtenues par cf (M ) est 'ensemble le plus petit permettant de repré-
senter I’ensemble caractéristique de M.

Lemme 4 o
Pour toutes matrices de bornes paramétrées contraintes M, M' € M.
Soit {M*,---  M"} = cf(M) l’ensemble des matrices canoniques de M alors

[M]=[M']#0 =Vjec[l,n] M?C M

La preuve de ce lemme est donnée en annexe page 159. Montrons alors que toutes
les matrices équivalentes (ayant le méme ensemble caractéristique) ont la méme forme
canonique.

Proposition 4
Pour toutes matrices de bornes paramétrées contraintes M, M' € M, nous avons

[M] = [M"] ssi cf(M') = cf(M')

Preuve. Soient M et {\NJ " deux matrices de bornes paramétrées contraintes.
< sicf(M) = cf(M') alors d’aprés le lemme 3 nous avons bien [M] = [M'].
= Si [M] = [[M’]] = () alors cf(M) = cf(M') = {O} par définition de cf.

Si [M] = [[M’]] # () alors d’aprés le lemme 3 nous avons [cf(M)] = [ef (M")].
Or, cf(M [)* = cf(M). Donc par le lemme 4, ¢f(M) T cf(M') et par symétrie

cf ()  cf (31).
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Pour toute matrice M, ensemble de matrices cf (M) peut étre calculé par I'algorithme
de Floyd-Warshall |[AHU74| étendu aux ensembles de matrices. Ceci nous permet aussi de
déterminer si Pensemble caractéristique de M est vide. En effet, si chacune des matrices
obtenues par ’application de 'algorithme de Floyd-Warshall est telle qu'un élément de
la diagonale est inférieur & (<,0) ’ensemble caractéristique de chacune des matrices est

alors vide et donc celui de M est vide aussi.

4.2 Application d’une transition — post;

Nous venons de définir la représentation des contenus des compteurs, des horloges
et des parameétres, caractérisons maintenant l’algorithme permettant d’appliquer une
transition. Une configuration symbolique est de la forme v = (g, M ) ol ¢ est un état
de controle de 'automate étendu et M € M est une matrice de bornes paramétrées
contrainte représentant les valuations.

Tout d’abord, regardons comment transformer les opérations sur les vecteurs de comp-

teurs ou d’horloges en opérations sur les matrices de bornes contraintes.

Soit A = (Q, X, P, L, I,Op,, Op,,T) un systéme a compteurs et a horloges paramétrés.

Chaque opération o, € Op, peut se représenter par un couple (A4, E)) ou :

— A est une matrice carrée de dimension (n,+1) % (n,+1), chaque ligne de cette matrice
ne contient qu'un seul 1. La matrice est de dimension n, + 1 car nous transformons
les opérations de la forme z; :=t; en x; := xg + t; en utilisant la variable fictive xg
introduite pour les matrices. La matrice A appartient & I’ensemble Mat? défini de
la fagon suivante :

VA € Mat”.

(Vie[0,n]3j€0,n.].Ali,j]=1 A Yke[0,n,]k#j= Ali, k] = 0)

~ B est un vecteur de dimension n; + 1 tel que :
- . gy
b(0)=0 A Vi€ [l,n,] 3t; € ATI(P) b (i) =t;
Nous remarquons que pour les horloges t; = 0.
Une transition ¢ est représentée par le n-upplet suivant : (gi,[, 04,0,,¢2) Ol g1 €t go
sont des états de controle, o, la garde de la transition, o, = (A4, F)) les affectations des
compteurs et des horloges.

Une garde est une conjonction de contraintes de la forme z; — z; < t ou x;,z; € X
et t € AT(P). Toute garde o, peut donc étre représentée par une matrice de bornes
paramétrées contrainte ]\ng € M. Savoir si un ensemble de valuations des variables
du systéme satisfait la garde revient alors & effectuer l'intersection entre la matrice
représentant la garde et la matrice représentant les valuations des variables. Si la
canonisation du résultat de l'intersection est I’ensemble {O}, alors le systéme ne peut
pas prendre cette transition (aucune valuation ne satisfaisait cette garde).

Nous venons dg) voir qu’une opération d’affectation pour les compteurs et les horloges
est un couple (4, b).
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Pour manipuler des matrices de bornes paramétrées, nous transformons les vecteurs
b en matrices carrées B de dimension (n, + 1) X (n, + 1) de la fagon suivante :

Va,, x; € X, Blx;, xj] = B)(xl) — E}(J?J)

La matrice ainsi construite appartient a I’ensemble Mat? défini par :
Mat? = { B |Vx;,z; € X Blw;,zj] € AT(P) A Bz, z;] = —Blzj,z:] A

VJI]'k e X. B[l‘l,l'k] + B[$k,$j] = B[JZ’Z',J)]'] }

Soit (Mat*)T Pensemble des matrices transposées de Mat* (elles ont donc un seul 1
par colonne). Avant d’exprimer l'effet d’une transition sur une matrice contrainte nous
allons surcharger les opérations * et + de la maniére suivante :

— L’opération * : Mat* x M —s M est telle que

VYA€ Mat* VM = (M,¢) e M3IM' = (M',¢/) = Ax M € M.
Vi, 7 € [0,ny] Mi'j = M;; ou Ali,i|=1 N ¢ =¢
— L’opération # : M x (Mat!)T — M est telle que
VA € Mat* VM = (M,$) € M IM' = (M',¢') = M x AT € M.
Vi, j € [0,nc] Mj; = Miy ow AT, jl=1 A ¢/ = ¢
— L’opération + : M x Mat? —s M est telle que
VB € Mat? VM = (M,¢) € M IM' = (M',¢') = M + B € M.
Vi, j € [0,ne] Mj; = (<45, ti; + Blij]) ot Mij = (<u5.ti5) N ¢ =¢

Les ensembles Mat4 et Mat® possédent quelques bonnes propriétés que nous détaillons
ci-dessous :

Propriété 6
Soient Ay, Ay € Mat?, By, By € Mat®?, nous avons alors :

1. (Mat?,*,1) est un monoide (x est la multiplication standard sur les matrices, I est
la matrice identité).

2. (Mat®B,+,0) est un monoide ( + est l'opération d’addition standard sur les matrices
et 0 est la matrice nulle).

3. Mat? est fermé par la multiplication de matrices contenues dans Mat?, i.e.
VA, Ay € Mat® 3A; € Mat?. Ay« Ay = A,

ou * est la multiplication standard sur les matrices.

4. Mat? est fermé par addition, i.e
VB, By € Mat® 3By € Mat®. B, + By = By

ot + est Uaddition standard sur les matrices.
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5. Mat® est fermé par multiplication avec une matrice appartenant ¢ Mat? et sa
transposé, i.e.

VA, € Mat* VB, € Mat® 3B, € Mat®. A, x B, + AT = B,

ou * est la multiplication standard entre matrice.

6. Soient T wune valuation sur les paramétres P et B € Mat®, nous avons alors
|[[B]]7| = 1, i.e. la matrice B représente un point pour une valuation des para-

metres donnée.

La preuve de cette propriété est donnée en annexe & la page 161.

Le sixiéme item de la propriété implique que pour chacune des matrices B € Mat? il
existe un unique vecteur b de dimensions n. + 1 correspondant au point décrit par B.
Soit b un vecteur et B’ € Mat? une matrice, nous utilisons alors les notations suivantes :

— La fonction matrice associe a chaque vecteur la matrice le représentant

matm’ce(?) = B.
— La fonction vecteur est 'opération inverse, elle permet de retrouver le vecteur associé
a une matrice : vecteur(B') = b

Ainsi, appliquer la transition x := Az + B sur un ensemble de configurations décrit
par une matrice de bornes paramétrées contrainte M est la matrice contrainte M’ =
Ax M % AT + B on AT est la matrice transposée de A.

L’effet d’une transition sur les configurations symboliques est donc représenté par un
couple de matrices (A, B) € Mat* x Mat®.

Il nous faut maintenant caractériser le passage du temps pour les horloges. Si nous
nous souvenons que la premiére colonne d’une matrice représente les bornes supérieures
de chacune des horloges, nous concevons sans peine que laisser passer le temps revient
a mettre la borne (<, 00) a la place de toutes les bornes supérieures des horloges. Nous
définissons I’opération 1 sur les matrices contraintes de la facon suivante. Soit (M) =
(M, ¢) une matrice contrainte, la matrice T M = (M, ¢) est telle que ses éléments sont

les suivants :

M- (<,00) sii#0 A j=0 A x; est une horloge
9 M;; sinon

Soit t = (q, 1, ]\ng, (A, B),q') une transition du systéme. Soit v = (g, M) une configura-
tion symbolique de ce systéme. Nous pouvons maintenant définir effectivement la notion
de post; sur une configuration symbolique de la maniére suivante :

posty((¢, M)) = {(¢, M") |YM' € M @ M,. M' # O = M" =t (A% M'x AT + B)}

Ainsi, si aucune valuation des variables contenue dans le graphe symbolique ne satis-
faisait la garde de la transition, ’ensemble donné par post, est alors vide.

4.3 Effet d’un circuit — post*

Dans cette section, nous voyons tout d’abord qu’il nous faut étendre la définition des
matrices de bornes paramétrées en permettant la manipulation de variables représentant
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le nombre d’itération d’un circuit. Nous explicitons ensuite notre algorithme permettant
de calculer en un pas ’ensemble des configurations atteignables d’un circuit, puis nous
discutons de l'exactitude de ’ensemble des valuations représenté par les configurations
atteintes.

4.3.1 Matrices de bornes paramétrées ouvertes

Pour représenter le nombre d’exécution d’un circuit nous introduisons des variables
particuliéres appartenant a I’ensemble N, nommeées variables d’itération.

Nous appelons borne paramétrée fermée les bornes que nous avons définies dans la
section 4.1.2.1 (page 53), nous appelons borne paramétrée ouverte les bornes que nous
définissons ci-dessous pouvant manipuler des variables appartenant & A/. Une borne pa-
ramétrée ouverte est 'association d'un symbole {<, <} et d'un terme sur les paramétres
et les variables d’itération. L’ensemble des bornes ouverte, noté BC, est défini par :

BC = {<,<} x AT(PUN)U{(<,), (<, —00)}

Une borne paramétrée ouverte contrainte b° = (b°, @) est l’association d’une borne
paramétrée ouverte b° € BC et d’une contrainte sur les paramétres ¢ € F(P UN).

Les variables d’itération apparaissant dans deux bornes ouvertes ne sont pas forcé-
ment les mémes. Nous notons par ¢(p,n) le fait que dans la formule ¢ apparaissent des
paramétres nommés p et des variables d’itération n.

Nous allons redéfinir la notion d’ordre entre deux bornes paramétrées contraintes ou-
vertes. Soient ((<1,t1),¢1) et ((<2,t2), d2) deux bornes ouvertes, ((<1,t1),$1) T ((<a
,t2), ¢2) si et seulement si la formule ¢;,,. suivante est satisfaisable.

¢inc = VPz € Pavn € N ¢1(p7 TL) =

Am e N. (¢a(p,m) A (t1(p,n) < ta(p,m) V (t1(p,n) = ta(p,m) A <1<<2)))

L’ordre strict sur les bornes ouvertes est défini de la maniére suivante :
¢incs - VPz S P,\V/’I’L € N ¢1(p7 ’I’L) =

Im € N (¢a2(p,m) A (tl(p,n) < ta(p,m) V (ti(p,n) = ta(p,m) A <1<<2)))

L’opération & sur les bornes est utilisée pour I'intersection entre une matrice représen-
tant un ensemble de valuations pour les compteurs et une matrice représentant une garde
ou pour la canonisation d’une matrice contrainte. Dans ces deux cas, les variables d’ité-
ration apparaissant dans les bornes mises en jeu par 'opération & sont les mémes. Nous
redéfinissons donc 'opération @ entre 2 bornes paramétrées ouvertes b; = ((<1,t1), 1) et
by = ((<2,t2), ¢¥2) en redéfinissant les formules ®; de la maniére suivante :

(pl = Elpepzlnej\[ ¢1(p7n) N ¢2(p7n) A tl(pan) <t2(pan)
(I)2 = Elpepzl”e-/\/ ¢1(p7n) N ¢2(p7n) A tl(pan) :t2(p7n)
®3 = FPpePIneEN. ¢ilp,n) A ¢2(p,n) A talp,n) > ta(p,n)



68 4.3. Effet d’un circuit — post*

L’opération ® sur les bornes ouvertes est définie de la méme maniére que pour les
bornes fermées.

Une matrice de bornes paramétrées ouverte est, de fagon similaire aux bornes, une
matrice telle que définie précédemment mais ol ses éléments sont des bornes paramétrées
ouvertes. Par extension une matrice de bornes paramétrées contrainte ouverte est 1’asso-
ciation d’une matrice de bornes paramétrées ouverte et d'une formule ¢ € F(P UN)
représentant des contraintes sur les paramétres et les variables d’itération.

Les définitions des opérations @, ®, de 'intersection et de la canonisation ne sont pas
modifiées par la présence des variables d’itération. Par contre, nous allons devoir redéfinir
I'inclusion entre deux matrices ouvertes.

Commencons par étudier un petit exemple. Soient {z,y} I'ensemble des compteurs
que nous considérons, soient {n,m} 'ensemble des variables d’itération. Cet exemple ne
contient pas de parameétres. Soient 1 =x =4n A y=12net o =2 =2m A y=3m
deux formules appartenant & FEL(N). Les matrices ouvertes associées & chacune de ces
formules (respectivement M; = (My, ¢1) et My = (Ma, ¢2)) sont définies de la maniére
suivante

M, = My =
co T Y co T Y
co (£,0) (£,-4n) (<,—12n) co (5,00 (£,-2m) (£,—3m)
z (<,4n) (<,0) (<, —8n) z (<,2m) (<,0) (<,—m)
y ($,12n)  (<,8n) (<,0) y (£,3m)  (£,m) (<,0)
¢1=(n=0) ¢2 = (m 2 0)

Nous cherchons a savoir si ]\Zfl cC Mg. En prenant la définition de I'inclusion donnée
dans le paragraphe 4.1.3 (page 58), nous devons décider de la satisfaisabilité des formules
suivantes (cases a cases) :

Yn(n>0) = dm.(m>0 A —4n < —2m)
Vn(n>0) = dIm.(m>0 A —12n < —3m)
Vn(n>0) = dm.(m>0 A 4n < 2m)
Vn(n>0) = 3dm.(m>0 A —8n < —m)
Vn(n>0) = dm.(m>0 A 12n < 3m)
Yn(n>0) = dm. (m >0 A 8n < m)

Ces formules prises séparément sont satisfaisables une a une. Pourtant M; Z Mo, en
effet prenons la valuation d = (z = 4,y = 12), nous avons d e [M;] mais d ¢ [M,]
ce qui démontre que ces ensembles ne sont pas inclus. En fait, dans le cadre des matrices
ouvertes, il faut tenir compte du lien qui se crée entre les cases de la matrice. Lorsqu’une
valeur pour m est choisie dans la premiére formule, ce doit étre la méme valeur qui doit
étre utilisée dans les formules suivantes (la variable d’itération est affectée a la méme
valeur pour toute la matrice).

Dans cet exemple, nous voudrions donc, en fait, satisfaire la formule suivante pour
prouver l'inclusion :

Vn(n>0)=3dm.(m>0 A 4n=2m A 12n = 3m)



Chapitre 4. Analyse des systémes a compteurs et horloges paramétrés 69

Cette formule n’est évidemment pas satisfaisable, M; Z M.

Soient M; et My des matrices de bornes paramétrées ouvertes, notons par M (p,n) <
M;(p,m) la formule

Me Mec

/\ /\(tlij(pv n) <tyj(p,m) V (tuj(p,n) = tayj(p,m) N <1 <=0y
i=0 j=0

Soient M; = (M1~7 ¢1) et M, = (M, ¢2) deux matrices de bornes paramétrées
contraintes ouvertes, M; = M; si et seulement si la formule ¢;,. est satisfaisable.

Qsinc = Vp € P vn S N¢1(p7 n) = dm € N (¢2(p7 m) A Ml(pa n) S M2(p7 m))

Le calcul de 'application d’une transition post; reste inchangé.

4.3.2 Principe d’accélération

Regardons maintenant comment calculer effectivement en un pas I’ensemble des confi-
gurations atteignables par un circuit. Le principe de notre algorithme se décompose en
deux parties. Tout d’abord, aprés avoir détecté automatiquement une boucle, nous dewvi-
nons leffet de I'itération un nombre arbitraire de fois de cette boucle, puis nous vérifions
si I’ensemble “deviné” est exact ou non.

Prenons par exemple le systeme a compteurs composé d'un état de controle gy, d’un
compteur z et d’une transition représentée par la figure 4.3(a).

t1:/z:=x+2 thrx <Tjx:=xz+2

F1G. 4.3 — Un petit exemple

L’idée de l'accélération est de regarder la distance parcourue par les variables de notre
systéme en un tour du circuit, puis si la distance est constante nous supposons qu’apres
un certain nombre de tour n la valeur de la variable sera égale a la valeur initiale + n fois
la distance.

Dans notre exemple, supposons que le compteur = ait pour valeur initiale x = x,
aprés une application de la transition x = z¢ + 2, la distance pour le compteur x est alors
intuitivement de 2. En réappliquant la transition, le compteur z atteint alors la valeur
r = xp+ 4, la deuxiéme distance est aussi égale a 2. Nous supposons donc que ’ensemble
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de toute les valuations possibles pour ce compteur sera © = 2 x n + xo oul n est le nombre
d’application du circuit (n > 0). Bien str, si nous rajoutons a la transition une garde par
exemple x < T'1 (cf. figure 4.3(b)) il nous faut pouvoir trouver les bonnes conditions sur n
car dans ce cas il n’est pas possible d’itérer le circuit un nombre infini de fois. Pour obtenir
ces conditions nous verrons qu’il suffit d’appliquer le circuit & partir de la configuration
symbolique (z = 2xn+xg,n > 0) ce qui donne ’ensemble = 2xn+xg+2, zo+2+n < Tj.

Plus formellement, voyons tout d’abord comment nous définissons la notion de distance
sur les matrices de bornes paramétrées représentant les ensembles de configurations.

La distance entre deux matrices de bornes paramétrées contraintes est représentée
par Popération “—.” de la facon suivante : Soient M; = (My, ¢1) et M, = (My, ¢y) deux
matrices contraintes, la distance entre ces deux matrices A = Ml —. ]\;[2 est une matrice
carrée de dimension (n, + 1) x (n; + 1) dont les éléments sont des termes arithmétiques
sur les paramétres et les variables d’itération ou {—o00, 00}. La distance A est telle que :

Ajj = thij — i

olt Myj; = (<5, tij) b May; = (<aij, t2ij)
Nous étendons 'opération + définie précédemment entre une matrice contrainte et

une matrice appartenant & Mat?, pour 'utiliser avec une matrice obtenue par I’opération
14 7

n fois

Soit A une matrice contrainte représentant une distance, nous notons A+A+---+A
par n * A tel que n * Afij] = n *t;;, n doit étre une nouvelle variable d’itération (une
variable qui n’a pas encore été utilisée).

Le principe d’accélération est alors le suivant. Si la boucle peut s’exécuter deux fois en
obtenant la méme distance, 'effet de cette boucle est alors I’ensemble de la configuration
initiale plus n fois la distance. Il faut enfin vérifier que la configuration obtenue est bien
une configuration atteignable par I’application de la boucle.

Soit M = (M, ) une matrice de bornes contrainte, nous notons par M+ =
(M, A n > 0) la matrice contrainte dans laquelle nous avons ajouté une nouvelle
variable d’itération n. Soit A = (Q,X,P,L,Op,, Op,,T) un automate & compteurs,
soit @ = t1ty- - - ¢, une boucle de ce systéme telle que t; = (i, li, 04, Ovi, gi+1) pour tout
i €[1l,n—1] et t, = (Gn,ln, Ogn, Ovn, q1). Soit v = (¢1, M) une configuration atteignable
pour P’état de controle ¢;. Supposons que nous ayons obtenu (g1, My) € poste((q1, M)) et
(q1, M) € poste((qr, My)) deux configurations atteignables a partir de v en appliquant res-
pectivement une fois et deux fois la boucle. Soit A = M; —. M et A’ = M, —. M les deux
distances ainsi obtenues. Notre principe d’extrapolation consiste donc en la vérification
des deux conditions suivantes :

Cl: VpePVneN. g(p,n) = A=A )
C2: VYn>0.posti((q, MT +nxA)) = poste((qg, M + (n+ 1) x A))
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La condition C'1 exprime que ’effet de # aprés deux itérations est I'ajout de la distance
A a chaque pas. Nous remarquons que ’égalité des deux matrices A = A’ se décide sous
la contrainte ¢- (contrainte associée a la configuration symbolique (g1, Mg) En effet, cette
contrainte est plus forte que la contrainte ¢; (associée a (g1, M 1)), qui est elleeméme plus
forte que ¢ (associée a (g, M )) car chaque application des transitions de la boucle 6 peut
éventuellement introduire de nouvelles contraintes sur les parameétres et sur les variables
d’itération mais ne peut pas en enlever.

La condition C'2 quant a elle permet de vérifier que chaque application de # a pour
effet d’ajouter A, impliquant que les gardes contenues dans 6 sont satisfaites.

Pour tenir compte de ces gardes, nous calculons l'effet aprés n + 1 itérations de 6
comme la postg-image de la configuration (g, M+ + nA). Le lemme suivant permet de
dire que si la condition C?2 est vérifiée nous calculons bien l’ensemble des configurations
atteignables du circuit.

Lemme 5 3
Soit 0 un circuit, soit (g1, M) une configuration symbolique et A la distance calculée
pour ce circuit. Alors les deux formules suivantes sont équivalentes.

1. Vn > 0. posty((q, M+ +nxA)) = posta((g, Mt +(n+1)xA))

2. Vn > 0. postyt((q, M)) = posty((q, M +n * A))

Preuve. La preuve se fait par induction sur n.
-1=2:

~ (n=0) posty((q1, M)) = posts((q1, MT)).
— (n > 0) Supposons que

posty (g1, M)) = poste((qr, M* +n % A))
et montrons que
posty**((q1, M) = poste((qr, M + (n + 1) x A))

posty((qu, M)) = posty(posty™ ((q1, M)
= poste(poste((q1, M™ +n+A))) ( par Hyp. Ind. )
= poste((qr, MT + (n+1) x A)) ( par 1.)

-2=1":
— (n=0) posta((qi, MT)) = poste((q1, M™ + A)) par 2..
— (n > 0) Supposons que
posty((qr, M+ nx A)) = poste((qr, MT + (n + 1) x A))
et montrons que

post((qu, M* + (n + 1) * A)) = posty((q1, M + (n+2) x A))

post((qr, M+ + (n +1) x A))
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= postg(postg((ql, M* + (n+ 1) A)))

= poste(posty((q, M +nx A))) ( par Hyp. Ind. )
= postg(poste(poste((q1, MT + n x A))))

= postg(postg(postn“((ql, M)))) ( par 2.)
= posty((q1, M))

= poste((q1, MT + (n+2) x A)) ( par 2.)

Nous venons de calculer ’ensemble des configurations atteignables par itération d’un
circuit, nous avons alors :

post™((qq, ]\Zf)) = postg(]\;.ﬁ +nxA)

Ainsi, si les conditions d’extrapolation définies ci-dessus sont appliquables, ’ensemble
des configurations symboliques postg((gr, M 4+ n * A)) est ajouté a ensemble des confi-
gurations atteignables.

Regardons maintenant les effets de 'accélération sur le graphe symbolique. La figure
4.4 représente 'état du graphe avant l'accélération (a) et aprés l'accélération (b). Avant
I’accélération, 'algorithme de calcul des configurations atteignables en profondeur trouve
une boucle 0 entre (qy, M) et (g1, My). Si le principe d’extrapolation s’applique sur cette
boucle, nous pouvons alors calculer postg((qy, M+ +n x A)) qui sont les configurations
atteignables par le circuit. Si nous remarquons que la configuration (g, M 1) est contenue
dans poste((q1, M + n x A)), nous modifions alors le graphe symbolique de la maniére
suivante :

~ nous échangeons la configuration (g1, M;) par poste((q, M 4 n x A)).

— nous appliquons le circuit & partir de posty((qs, M* +n A)), nous obtenons ainsi

une boucle dans le graphe symbolique sur posty((q1, M+ +n x A)).

- t1 to tn -
(qlaM) ® — - ------- ’._>(q17M1)

(a) avant accélération

~ t t tn ~
(q1, M) e T S >@—>postyg((g1, M + nx A))

tn
o %

(b) aprés accélération ,
to ,

F1G. 4.4 — Représentation du graphe symbolique
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4.4 Problémes de décision

Nous avons introduit les notions d’arithmétique dans la section 2.1.2 (page 8). Les

formules dont nous devons décider de la satisfaisabilité sont de trois sortes :

(1) VpePVnidme N.¢
(2) YpePVneN.g
(3) IpePIneNo

Nous distinguons alors plusieurs cas :
— Les paramétres sont tous des entiers.

Dans ce cas, si ¢ est linéaire, les trois formules sont des formules de ’arithmé-
tique de Presburger et sont alors décidables.

Par contre, s’il existe au moins un terme non linéaire dans ¢ alors nous ne pou-
vons pas conclure sur la satisfaisabilité des formules. Dans ce dernier cas, nous avons
un test sauf pour la formule (2). En effet, nous pouvons décider de la satisfaisabilité
de cette formule en considérant les variables comme réelles. Si (2) est insatisfaisable
dans FR(P U X), alors elle est aussi insatisfaisable pour les entiers. Aussi, nous
sommes strs que si la formule (2) n’est pas satisfaisable dans les réels elle ne est
pas non plus pour les entiers. D’un autre coté si la formule est satisfaisable dans les
réels cela ne prouve pas qu’elle le soit pour les entiers.

— Les paramétres sont tous des réels :

Deux cas se présentent :

— La formule ne contient pas de variables d’itération.

Dans ce cas, les trois formules sont décidables (méme dans le cas non li-
néaire).

— La formule contient des variables d’itération.

Dans ce cas, nous sommes dans ce que nous avons appelé arithmétique demi-
linéaire. Pour analyser ces formules nous appliquons le principe suivant : nous
éliminons les parameétres réels de la formule. Ce qui nous donne une formule ne
contenant plus que des variables entiéres. Si la formule ainsi obtenue est linéaire
sur les entiers nous pouvons alors décider. Si ce n’est pas le cas, nous ne pourrons
rien dire.

— Les paramétres sont des réels et des entiers :

Les formules appartiennent alors a 'arithmétique demi-linéaire. La méthode

décrite ci-dessus s’applique a ce cas.

Remarque :  Dans le cadre de arithmétique demi-linéaire il nous faut faire attention a
I’ordre dans lequel nous éliminons les variables réelles. En effet, suivant I'ordre choisi la
formule résultante peut étre linéaire ou non linéaire. Nous discutons plus en détail de ce
point dans la section 7.2.2.1 (page 122).
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4.5 Exemples

4.5.1 Systémes a compteurs paramétrés : Algorithme du “Bakery”

Ainsi, nous venons de définir une représentation pour les valuations des compteurs et
des paramétres, nous avons défini les opérations post et post™ sur cette représentation.
Nous pouvons les utiliser et appliquer ’algorithme de calcul en profondeur des configura-
tions atteignables 3.4 pour ’exemple du “bakery”. Nous avons introduit cet exemple a la
page 14.

Dans cet exemple, la configuration initiale est 7y = ((reposy, reposs),c; =0 A ca = 0).

L’ensemble des configurations symboliques atteignables est représenté dans le tableau
4.5.

Le graphe symbolique (construit par I’analyse) est représenté par la figure 4.6.
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=i

état a a contrainte

repos] reposs; 0 0

0 1

repos, attentes 0 2
0 44 2x%ng ng > 0
0 3+2xny| n; >0

0 1

repos; sectioncs 0 2
0 44 2% Mo ng > 0
0 3+ 2*n ny >0

1 0

attente, reposs 2 0
3+ 2xnyg 0 ng > 0
442%xng 0 ny >0

1 2

2 1

2 3

attentey attentesy 3 2
3+2x%xng|4+2%ng| ng>0
442%xny|3+2%n; ny >0
5+2%xng|4+2%xng| ng>0
442%xn1 | d5+2%xn; ny >0

2 1

attente; sectioncy 3 2
5+2x%xng|4+2%nyg| ng>0
44+2%xn;1 | 3+2%xn; ny >0

1 0

sectioncy reposs 2 0
3+ 2xnyg 0 ng > 0
442%xng 0 ny >0

1 2

sectioncy attentes 2 3
3+2%xng|4+2%xng| ng=>0
44+2%xny | 5+2%xng ny >0

F1G. 4.5 — Ensemble des configurations atteignables du “Bakery”
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dl A d?
82
(al,T2,1,0) (T‘l,a2,0, ].)
Slvr2’ 1,0) (a17a27 1,2) (al,a2 2,1) (7”1,82,0, 1)
N / e&% \
(s',a2,1,2) (a',s%,2,1)
Sll 82 Sl lsz
(r17a2707 2) (a17r27270)
dl e? el d2
(s1,72,2,0) (a',a?,2,3)

™ (a', 72,3 + 2no,0)

el d?

(s*,72,3 4 2ng,0) (a',a?,3 + 2ng,4 + 2% ng

N ,/el
(s',a?,3 + 2ng, 4 + 2 * ng)

81

(rl,a?,0,4 + 2np)

>

(al,a?,5 + 2ng,4 + 2 xng) (r1,¢2,0,4 4 2ng)

X

(rt, 52,5+ 2ng,4 + 2 * ng)

F1G. 4.6 — Graphe symbolique du “Bakery”
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4.5.2 Systémes a horloges paramétrées : Algorithme du “Fisher”

Appliquons l'algorithme de calcul des configurations atteignables sur ’exemple du
“Fisher”. (voir section 2.4.2.2, page 18 pour la description de cet exemple).
La configuration initiale est vy = ((repos®,repos®), 0 < hy A 0 < hy A hy =hy, T >
OAND>0ANT2>D.
L’ensemble des configurations symboliques atteignables est présenté dans le tableau
4.7 ou :
(h=T>0AND<TAND>0

po=T=D N D>0
p3s=D<T ND>0
Les cases du tableau contenant plusieurs lignes doivent étre lues comme une disjonction

sur les valeurs des horloges et des paramétres.

Le graphe symbolique est représenté par la figure 4.8 ot les états de controle reprennent
les numéros des configurations apparaissant dans le tableau ci-dessus.
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état id M contrainte
h1>T,h220,h2—h1§0 ¢2
h1>T,h220,h2—h1<D—T gbg
h1>T,h220,h1—h2<T (bl
h120,h2>T,h2—h1<T (bl
Yo repos® repos? 0 hy >T, ho >T, 0<h;y —hy <D 01
h1207h2>T,h1—h2§0 ¢2
h120,h2>T,h1—h2<D—T gbg
h1>T,h2>T,0§h2—h1§D le
hi >0, hy >0, hy = hy 1
v | sessiond! repos® | 0 |0<h <D, 0<hy<D,0<h —hy<D 1
0<h <D, 0< hy, 0< hy— gy o1
Y2 attente! repos* 0 hi>T, hg >T, 0< hy —hy <D H
hy >0, ha >0, hg —h; <0 05
V3 attente! repos?® 1 0<hy, 0<hy, 0<hy—h; <D 1
h1>T—D,0§h2,h2—h1<D—T ¢3
h1>T,h220,h2—h1§0 (bg
V4 sectionc' repos® 1 hiy >T, 0<hy, ho —hi1 <D-T 03
h1>T,h220,0§h2—h1<—T ¢1
h1>T,h2>T,OSh2—h1§D ¢1
s repos' sessiond? 0(0<h <D,0<hy<D,0<hy—h <D 01
0<h;, 0<hy <D, hg—h1 <0 01
Y6 | sessiond! sessiond? | 0 |0 < h; <D, 0<hy <D, 0<h; —hy <D 01
0<h <D, 0<hy<D,0<hy—h <D o1
vr | attente! sessiond® | 0 T <h,0<hy <D, hg—hy <-T 01
vs | attente! sessiond?® | 1 0<h;,0<hy<D, 0<hy—h; <D 01
Yo repos! attente? 0 hiy >T, ho >T, 0< hy—hy <D 01
0<h, 0<hy <D, hy —hy <0 05
Yo | repos! attente? 2 0<hy, 0<hy, 0<hy—hy <D 1
0§h1,T-D<h2,h1—h2<D—T ¢3
i1 | sessiond attente® | 0 T <hy, 0<hy <D, hy —hy < -T 01
Y2 | sessiond attente’* | 2 |0< h <D, 0<hy<D,0<h; —hy <D 01
vz | attente! attente® | 2 0<hy, 0<hy, 0<h,—hy <D 1
via | attente! attente® | 1 0<hy, 0<hy, 0<hy—h; <D 1
vi5 | sectionct attente? | 1 hi>T, hg >T, 0< hy—h; <D o1
0§h1,T<h2,h1—h2<—T ¢1
Y6 | repost sectionc® | 2 hi>T, hg >T, 0<hy —hy <D 1
0§h1,T<h2,h1—h2<D—T ¢3
0Sh1,T<h2,h1—h2§0 ¢2
yi7 | attente! sectionc® | 2 hi>T, hg >T, 0< hy —hy <D H

F1G. 4.7 — Ensemble des configurations atteignables du “Fisher”
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1

F1G. 4.8 — Graphe symbolique du “Fisher”

4.5.3 Systémes hétérogénes

2

Dans le chapitre 3, nous avons discuté de la composition de systéme. Nous avons vu
qu’il nous fallait soit trouver une représentation générale pour les différents domaines, soit

deux représentations avec la possibilité de garder le lien des itérations de circuits.

Voici deux exemples illustrant les deux techniques proposées.

Nous reprenons tout d’abord ’exemple donné dans l'introduction de ce chapitre en
supposant que le reste du systéme n’affecte pas 'horloge A ni le compteur c.
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Jec:=c+ Ty, h:=0

O

/C = Tl,
h:=

exécution tache

h<ce

F1G. 4.9 — Un exemple de composition

La configuration initiale est la suivante :

o h c
o (5,00 (5,00 (£,-T)
h (£Ty) (5,00 (5,0)
c (S’Tl) (S’Tl) (S’O)

Il est possible de tester la garde h = ¢, d’ajouter 75 au compteur et de remettre a zéro
I’horloge.

Si nous calculons les configurations obtenues aprés une application et deux applications
du circuit, nous obtenons la distance suivante :

0 0 -1
., 0 0
T, 15 0

Nous appliquons alors notre principe d’accélération, ce qui donne ’ensemble final des
configurations suivant :

Zg h c
T (<,0) (<,0) (<,-T1 — (n+ 1)Ty)
h ($,Ti+ (n+1)T3) (<,0) (<,0)
c (SSTi+n+1)Th) (,T1+ (n+ 1)) (<,0)

Ainsi, d’avoir gardé le lien entre le compteur et ’horloge nous a permis de pouvoir
analyser ce systeme. De la méme maniére, nous sommes capables d’analyser tout systéme
dont les transitions sont de la forme z := y + ¢ ol x et y sont respectivement soit une
horloge, soit un compteur.

Observons maintenant un détail de ’exemple du protocole de retransmission bornée.
Cet exemple fait intervenir deux horloges z et y et un compteur c. La figure 4.10 représente
le moment ol ’émetteur réemet le message qu’il est en train d’envoyer tant qu’il n’a pas
recu d’acquittement, dans une limite de mazx fois.
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c<mazx N z=Ty /z:=0,c:=c+1

F1G. 4.10 — BRP — la réémission

Pour cet exemple, il n’est pas nécessaire de conserver les liens entre les valeurs des
compteurs et des horloges. Seul le lien afférant au nombre d’exécution de la boucle est
nécessaire. Nous pouvons donc séparer la représentation des compteurs et des horloges.
Nous avons choisi de représenter les valuations des horloges par une matrice de bornes
paramétrées, les valuations des compteurs par une autre matrice et les liens entre les
parameétres sont représentés par une formule arithmétique.

La configuration initiale est :

Lo T Y
Zo (S,O) (S,()) (S,O) o c
( o (<,0) (<,0)
z ($T) (£,0) (£,0)
y ($,Th) (£,0) (£,0) c (5,0) (5,0)

2«mazxT) <Ty N T >0 ATy >0 )

La distance pour les horloges est de :

0 0 -7
0 0 -7
n Ty 0

Celle pour les compteurs est :
0 —1
1 0

Nous pouvons appliquer notre principe d’accélération et nous obtenons

(<,0) (€00 (<, —(no+ 1))
(€0 (S —(m +1)
( (<,1) (<,0) (<, —(no +1)T1)
(< (0 +2T)) (S, + DT (<,0) ((S’”l“) (<,0) )

2¢marxTy <To NT1 >0ANTo >0 Ani+1<max A ng=n3 AN 211 +noxT1 <713 )
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4.6 Discussion

A notre connaissance, il n’existe pas de méthode et de représentation d’ensemble
de compteurs ou d’horloges permettant de rester exact et de pouvoir manipuler des
paramétres ainsi que des formules non linéaires.

Pour les compteurs la plupart des représentations sont basées sur la notion de formules
de Presburger. Il existe des travaux qui utilisent directement les formules [Bul98| ou bien
un sous-ensemble tel que les formules exprimées par la contrainte logique [DP99|. Dans
ces deux travaux, la terminaison de l'algorithme de calcul des états atteignables est aidée
par des techniques d’élargissement. Le résultat fourni est alors une sur-approximation de
I’ensemble des configurations atteignables.

Nous trouvons aussi des représentations sous forme d’automates : Numerical Decision
Diagram [Boi98]. La méthode d’analyse est basée sur la détection de périodicité dans les
transitions afin de permettre de donner (si 'ensemble résultat reste linéaire) I’ensemble
des configurations atteignables par tout circuit périodique [BW94].

Pour les systémes temporisés, les méthodes d’analyse n’utilisent pas d’élargissement ou
d’accélération car I’ensemble des régions atteignables (une région est un polyhédre convexe
représenté par une matrice a différence de bornes) pour un systéme sans parameétres est
fini.

Si nous nous penchons sur les différentes représentations, nous constatons tout d’abord
que les matrices a différence de bornes (sans parameétres) définies par [MB83, Dil89] ont été
largement utilisées dans des outils comme Kronos [DOTY96, Yov97| ou Uppaal [LPY97,
LP00Ob, LP00a|.

Le probléme des matrices est qu’il n’est pas possible de faire I'union sans approximer,
aussi deux représentations ont été développées pour pallier a ce probléme. Sur le
principe des Binary Decision Diagram [Bry92| (représentation compacte pour les formules
booléennes), Moller et Lichtenberg ont développé les Difference Decision Diagram
[MLAH99, ML99|. Parallélement, Larsen et Yi ont développé les Clock Difference
Diagram [LWYP98, BLP"99] qui sont maintenant utilisées dans Uppaal. Aucune de ces
représentations ne permet la manipulation de parameétres.

Parallélement a notre travail, Vaandrager et al. [HRSVO01] ont développé pour Uppaal
une extension des matrices de bornes pouvant manipuler des parameétres. Le modéle
utilisé ne permet pas 'analyse de modéle contenant des gardes de la forme x = T', ni de
prendre en compte les effets non linéaires. Nous détaillons ces travaux dans le chapitre
sur notre outil (chapitre 7).

L’outil Hytech [HHWT95, HHO5| quant & lui, utilise les polyheédres [Hal93, HRP94|
comme représentation des ensembles de valuations sur les horloges et permet 1'utilisation
de parameétres. La méthode d’analyse utilisée ne contient pas d’accélération, il n’est alors
pas possible d’analyser des systémes avec plusieurs paramétres tels que ’exemple du

détail du BRP.
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Boigelot, Rassart et Wolper ont développé une représentation des vecteurs de réels
par un automate de Biichi non déterministe [BBR97, BRW9S|. Cette représentation sous
forme d’automates permet de manipuler en méme temps des entiers et des réels. [BJWO1]
ont montré que les formules d’arithmétiques linéaires pour les entiers et les réels sont déci-
dables en représentant les formules par des automates. Ces représentations ne permettent
pas de représenter des formules non linéaires. Nous ne pouvons alors pas représenter 1’en-
semble des configurations atteignables par accélération pour les horloges.
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Chapitre 5
Vérification de propriétés de vivacité

L’approche décrite pour les propriétés de siireté ne fonctionne pas, en général, pour
la vérification de propriétés de vivacité. En effet, la plupart du temps, les propriétés de
vivacité ne peuvent étre vérifiées que sous des conditions d’équité (“fairness” en anglais)
précisant que les itérations infinies de certaines transitions ne sont pas possibles.

L’idée est alors d’obtenir une abstraction équitable du modéle initial & partir de
laquelle nous pouvons utiliser des méthodes et des outils de vérification de propriétés de
vivacité sur des systémes finis tel que SMV [Mac93].

La vérification de propriétés de vivacité est donc effectuée sur des systémes de tran-
sitions étiquetés contenant des conditions d’équité sur les transitions. La question qui se
pose alors est de savoir comment introduire automatiquement ces conditions sur le modéle
fini abstrait obtenu par ’analyse pour étre capable de vérifier les propriétés de vivacité.
Ces conditions sont de deux sortes :

— Soit, nous connaissons & priori les conditions d’équité sur le systéme initial, nous
devons alors étendre le modéle des automates étendus pour tenir compte de ces
conditions. Puis nous devons transférer ces conditions du modéle initial au graphe
symbolique.

— Soit, nous allons ajouter des conditions d’équité (les calculer automatiquement)
directement sur le graphe symbolique. En effet, en général, les boucles qui se trouvent
dans le graphe d’espace des états ne correspondent pas & une exécution infinie dans
le modéle initial.

Nous commencons dans ce chapitre par étendre le modeéle des automates étendus
avec des notions de contraintes d’équité. Nous expliquons ensuite comment passer ces
contraintes de 'automate & sa sémantique (nous redéfinissons pour cela la notion de post;)
puis nous montrons la méthode générale pour obtenir des contraintes supplémentaires pour
le graphe symbolique.

Nous traitons ensuite du cas particulier des compteurs et des horloges.

Les résultats décrits dans ce chapitre ont été publiés dans 'article [BCALSO01].
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5.1 Modéle des automates étendus équitables

5.1.1 Syntaxe

Un automate étendu équitable A, est un automate étendu A = (Q, X', P, L, Op, T)
sur lequel nous avons ajouté des contraintes d’équité. Nous ne considérons ici que deux
sortes de conditions d’équité :

— les conditions d’équité faible : elles expriment le fait que si lors de ’exécution il est
toujours possible de prendre une transition (les conditions de la garde sont vérifiées
sur toutes les configurations de I'exécution & partir d’un certain point) alors cette
transition sera inévitablement prise.

— les conditions d’itérabilité bornée : elles expriment que I’itération d’une boucle dans
le graphe de I'espace d’états ne peut pas étre prise infiniment souvent.

Avant de définir formellement les automates équitables nous introduisons la notion
d’action contrainte. Une action contrainte est un couple (¢, ¢) ou ¢ est une transition de
lautomate A et ¢ € F(X UP) est une formule exprimant une contrainte sur les valeurs
sources des variables pour la transition t.

Soit U un ensemble d’actions contraintes, T'(U) représente ’ensemble des transitions
qui apparaissent dans U.

Définition 29 (Automate étendu équitable)

Soit A = (Q, X, P, L, Op, T) un automate étendu équitable. A, =
(Q, X, P, L, Op, T, F, Ip) est un automate étendu équitable si et seulement si
soit S(A) le graphe d’espace des états de A, pour toutes séquences d’exécution o de S(A)
nous avons :

— l’ensemble F est un ensemble d’actions contraintes, nommé ensemble d’équité. Il
exprime des conditions dites faibles : st une action de cet ensemble est possible en
permanence, la transition correspondante doit étre exécutée inévitablement dans le
futur.

Plus formellement, la séquence d’exécution o = ~yotoy1ty -+ est une séquence équi-
table si et seulement si :

V(t,¢) e F.YVi >0, siVj>i.v;=¢ alors Ik > j. t, =t

— l'ensemble I est un ensemble d’ensembles d’actions contraintes, nommé ensemble
d’Itérabilité Bornée. Il exprime des conditions d’itérabilité d’un ensemble de tran-
sitions : pour chaque ensemble U de Ig, si toutes les actions de U sont infiniment
souvent appliquées alors il doit exister infiniment souvent une action n’appartenant
pas a U qui est prise.

Plus formellement, la séquence d’exécution o = yotgyit1--- est une séquence équi-
table si et seulement si :

VU € Tp. siV(t,p) eU F*). (t; =t N v = ¢) alors ' ¢ T(U) k. t' =ty

ou 3 s’énonce “il existe infiniment souvent”.
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5.1.2 Sémantique

La encore, le but de l'analyse des automates équitables est de construire le graphe
de l'espace des états représentant sa sémantique sur lequel il sera possible d’appliquer
des méthodes de model-checking pour vérifier la propriété. Dans le cadre ol nous nous
placons, nous devons redéfinir la notion de graphe de l'espace des états pour lui ajouter
des conditions d’équité. Nous commencons par définir le paralleéle des actions contraintes
pour le graphe de lespace des états S(A) = (C, L, R) que nous nommons aréte contrainte.
Une aréte contrainte est un couple (r,b) ou 7 € R est une transition du graphe de ’espace
des états et b € IB est un booléen exprimant une contrainte sur la configuration qui est
dans la source de la transition.

Définition 30 (Graphe symbolique équitable)
Soit A un automate étendu équitable. S(A) = (C, L, R, F4,1p,) représente la séman-
tique équitable de A telle que :
— (C, L, R) est le graphe symbolique de l’automate sans les contraintes d’équité.
— JF, est un ensemble d’arétes contraintes, il est appelé ensemble d’équité.
— Ip, est un ensemble d’ensembles d’arétes contraintes, il est appelé ensemble d’itéra-
bilité bornée.

Nous voyons dans les paragraphes suivants comment remplir les ensembles d’équité et
d’itération bornée pour le graphe de I'espace des états en utilisant les indications données
par les ensembles d’équité et d’itération bornée de 'automate A.

5.1.2.1 Transfert de conditions d’équité

Nous voyons dans cette partie comment translater les conditions d’équité exprimées
dans 'automate de départ sur le graphe .

Pour commencer, considérons I’ensemble des actions contraintes (t;, ¢;) de automate
A ou i € [1,1] tel que [ soit le nombre d’actions contraintes contenues dans .A. Nous
associons & chaque formule ¢; un booléen b;.

Pour pouvoir effectivement tenir compte des contraintes d’équité, il faut savoir si
chaque configuration donnée satisfait ou non une ou plusieurs formules contenues dans
les actions contraintes. Pour cela, nous étendons la notion de configuration y = (¢, d, )
en ajoutant une valuation v pour les booléens b; (v € IB'). Les configurations que nous
considérons maintenant sont donc ’association d’un état de controle ¢, d’une valuation d
sur les variables de Pautomate, d’une valuation P sur les paramétres et d’une valuation
v pour les booléens b; : v/ = (q, H), T,v). Nous remarquons que si v(b;) est vrai (resp.
faux) alors la configuration satisfait ¢; (resp. ne satisfait pas ¢;).

Nous avons calculé I'ensemble des configurations étendues atteignables par I'applica-
tion d’une transition, regardons maintenant comment transposer les contraintes d’équité.

Commencons par les contraintes d’équité faible. Supposons que (¢, ¢) soit une action
contrainte de ’ensemble F. Si nous voulons vérifier une propriété de vivacité sur le graphe
de 'espace des états, nous ne devrons considérer que les chemins qui contiennent infiniment
souvent la transition t et si & partir d’'un nceud de ce graphe, toutes les configurations
étendues qui appartiennent a ce chemin sont telles que le booléen associé a la formule ¢
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soit vrai. En d’autres termes, ’ensemble F, devra contenir I’aréte contrainte (r, b,) ot 7y
représente les transitions étiquetées par t et by est le booléen associé a la formule ¢.

Nous pouvons appliquer le méme raisonnement aux contraintes d’itérabilité bornée.
Soit U = {(t;,¢:)|1 < i < n} € Ip un ensemble appartenant a l’ensemble d’itérabilité
bornée. Pour transposer ces contraintes dans le graphe de ’espace des états équitable, il
faut que I'ensemble {(r;, ViL,b;) | 1 <4 < n} soit inclus dans I'ensemble Zg,,.

5.1.2.2 Générer des contraintes d’équité

Comme nous 'avons expliqué au début de cette partie, transposer les contraintes
d’équité contenues dans 'automate de départ n’est pas suffisant & 'analyse de propriété
de vivacité. Il se peut, en effet, que dans le graphe de ’espace des états équitables il
existe des chemins infinis qui ne correspondent a aucune exécution réelle de ’automate
équitable original. Ce sont typiquement des chemins qui correspondent & l'itération infinie
de boucle qui ne peuvent étre exécutées un nombre infini de fois dans le modéle original
sans transgresser des gardes. Pour cette raison, nous voulons non seulement construire le
graphe de ’espace des états mais aussi analyser l'itérabilité des boucles que ces derniéres
soient simples ou complexes (c’est-a-dire analyser toutes les composantes connexes du
graphe). L’itérabilité d’une boucle est une fonction qui appliquée a la boucle décide si
I’exécution de cette boucle est bornée ou non.

Nous supposons donc qu’il nous est fourni, en plus de I'algorithme calculant la limite
des contenus de la mémoire, un moyen de calculer cette itérabilité. C’est ’algorithme
post™!. Nous le détaillons dans chacun des paragrpahes suivants traitant d’'une donnée
particuliére telle que compteurs (section 5.2) ou horloges (section 5.3).

Si algorithme d’itérabilité pour une boucle 8 donnée, fournit la réponse faux, nous
ajoutons alors dans I'ensemble Zp, I'ensemble des transitions apparaissant dans la boucle.
En effet, si la boucle n’est pas itérable il ne doit pas étre possible de trouver des chemins
contenant infiniment souvent des transitions de cette boucle sans avoir pris de temps en
temps d’autres transitions.

5.2 Vérification dans le cadre des systémes a compteurs
paramétreés

Dans le cadre des systémes a compteurs paramétrés nous avons représenté les
ensembles de valuations des variables (compteurs) et des paramétres par des matrices
de bornes paramétrées contraintes (cf. définition 28, page 55). Les états de controle
composant le graphe symbolique obtenu lors de ’analyse d’un systéme a compteurs sont
composés d'un état de controle ¢ € () du modéle initial et d’une matrice contrainte
M. Nous cherchons ici a caractériser l'itérabilité des composantes strictement connexes
contenues dans le graphe symbolique. Pour cela, puisque M représente un ensemble
de valuations, il nous faut montrer que pour tous les points contenus dans M, toute
exécution possible du circuit considéré (caractérisé par la composante connexe) est finie.
Nous montrons que sous certaines conditions (conditions de déterminisme) nous sommes
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capables de caractériser 'itérabilité de certaines composantes connexes.

Avant de commencer nous allons définir une relation d’ordre sur les composantes
connexes contenues dans le graphe pour ensuite analyser “inductivement” ces composantes
en commencant par la plus petite selon I'ordre défini. Nous définissons sur le graphe sym-
bolique la notion de degré de complexité tel que les circuits simples (élémentaires) sont
de degré 1. Le degré des composantes non élémentaires C' est défini par induction tel
que degre(C') = max(degre(C’)) + 1 pour toutes les sous-composantes connexes C’ de
C. Il nous reste un petit détail a définir. En effet, observons la composante strictement
connexe représentée par la figure 5.1 (a). Cette composante contient a priori 5 circuits
élémentaires, comment faire pour les ordonner. Nous pourrions analyser toutes les com-
binaisons possibles mais ce serait trop complexe. Nous avons choisi, comme heuristique,
de suivre 'ordre induit par le parcours du graphe symbolique. Ainsi, les figures 5.1 (b)
et (c) représentent les degrés de complexité que nous avons associés aux composantes
selon l'ordre induit par le graphe symbolique. Nous supposons ici que lors du parcours du
graphe symbolique, nous entrons dans la composante par ’état sous la fléche incidente
dans nos dessins. La composante entiére est alors de degré 3 pour le cas (b) et de degré 4
pour le cas (c).

F1G. 5.1 — Ordonnancement des composantes

Nous commengons donc par traiter le cas des circuits simples (de degré de complexité
1) puis nous voyons les cas des composantes complexes.

5.2.1 Circuits simples

Nous rappelons tout d’abord la notion de circuit simple (ou élémentaire).
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Soit 8 = toty---t,_1 un circuit tel que t; =
(qi,li,]\ngi,(Ai,B)i),qu) pour tout i € [0,n — 2]
et tn—l = (qn_l, ln—la Mgn—l; (An—I; B)n—l)a qO) La
séquence d’exécution symbolique associée a ce cir-
cuit est o(0) = Yotoyits - tn_17 o0 v = (g, ]\7[1)
pour tout i € [0,n — 1]. Ce circuit est dit élémen-
taire si pour tout 4,5 € [1,n — 1], i # j = q¢; # gj.

F1G. 5.2 — Circuit simple

5.2.1.1 Effet déterministe

Soit A = (Q,X,P,L,Opy,Op,,T) un systéme a compteurs paramétrés. Soit 6 un
circuit élémentaire de ce systéme.

Nous montrons maintenant en utilisant les propriétés de Mat? et Mat? que Deffet
d’une séquence de transitions peut étre représenté par un couple (A, B).

Proposition 5
Soit A = (Q,X,P,L,0p,,Op,,T) un systéme a compteurs paramétrés. Soit o =
Yot171+ - tuyn une séquence d’ezécution symbolique de ce systeme telle que : pour tout

i € [0.n], v = (¢, M;) o ¢ € Q et M; € M et pour tout j € [l.n], t; =
(¢j-1,1j, Ec, (4, B;),q;). Nous avons alors M, = (A * My x AT + B, ¢y) telle que

A= Ay,*---% A € Mat4
B= Y (Apx---%Aj1)* Bix (Apx -+ % Ay 1) + B, € Mat?

Preuve.
La preuve se fait par induction sur la longueur de la séquence en utilisant les propriétés
de Mat* et Mat®.
[ |

Par la proposition 5, nous savons qu’il existe une matrice Ag € Mat” et une matrice
By € Mat? représentant l'effet de 'application de toutes les transitions du circuit. Soit
Yo = (go, Mo) une configuration atteignable dans I’état ¢o. Nous pouvons alors appliquer
le circuit sur cette configuration (sans tenir compte des gardes) nous avons alors (M) =
(Ag* My * AT + By). La proposition suivante exprime le fait que, sous certaines conditions,
nous pouvons calculer leffet de n application(s) de la boucle sur My, que nous notons
0"(]\%), en utilisant les matrices My, Ag, Byp. Nous montrons alors que l'ensemble des
points calculés de cette fagon est ’ensemble des points atteignables.

Proposition 6

Soit A = (Q,X,P,L,Op,,Op,,T) un systéme a compteurs paramétrés. Soient 0 =
toty - - -tn_1 un circuit simple de ce systeme, vy = (qo,]\;[o) une configuration atteignable
en qo et Ueffet du circuit est représenté par (Ag, By).
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Si la matrice distance A = (Ag*]\;[O*AeT—FBg) —. My satisfait les conditions suivantes :

SC1 : VPVYneN.¢ = (AgxAxAL)=A
SC2 : A représente une configuration paramétrée fermée,
c’est-a-dire A € MatP et est fermée

alors,

VT € [Ma] Yo 2 1.0°(T) = (d +nx vecteur(A), 7)

Preuve. La preuve se fait par induction sur le nombre d’itération.

— (n =1) Appliquer une fois le circuit # (en ne tenant pas compte des gardes) sur
la matrice M; donne O(J\Zfl) = Ag x My * Al + By —. M, + My = My + A. Puisque
A représente une configuration paramétrée, 6 = vecteur(A) (condition SC2) est la
distance en terme de point appliquée sur les variables. Ainsi, si ¥ € [[]\7[1]] alors
6(%) = (4 +6,7) € [F()].

~ (n=n+1) Supposons que §"(V) = (H>+n*5, T) pour tout v = (H>, ) € [Mi]
et 9*(¥) € [6™(M,)]. Nous pouvons transposer cette égalite en terme de matrice
contrainte ce qui nous donne : 0"(]\2&) = ]\;[fL + n *x A. Alors, en appliquant SC'1,
nous obtenons :

o7t (M) Ag  0™(M,y) * AY + By
Agx My x A + Ag xnx Ax A] + By
= M;+nx*(Ag*Ax ALY+ Agx My x AY + By —. M,

A

= Mi+(n+1)xA
Et enfin puisque A représente une configuration paramétrée, nous obtenons bien :

U (F) = (d + (n+1) %6, )

Remarque :  Les deux conditions SC'1 et SC2 correpondent & des conjonctions d’égalité
entre des expressions arithmétiques sur les entiers. Ces formules sont donc décidables dans
le cas linéaire. Il est donc important de pouvoir simplifier les termes apparaissant dans
les matrices contraintes pour obtenir aussi souvent que possible des formules linéaires.
Nous rediscutons de ce point dans le chapitre sur outil (Chapitre 7).

La condition SC'1 est similaire a la condition C'1 donnée par le principe d’extrapolation.
La condition SC?2 exprime le fait que le circuit a un effet déterministe a chaque itération
puisque la distance entre les configurations symboliques doit étre un point (et pas un
ensemble) et que leffet ne dépend pas des variables d’itération (le contraire pourrait
apporter des valeurs non déterministes).
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5.2.1.2 Itérabilité

Nous venons de calculer l'effet du circuit sans tenir compte des gardes. Caractérisons
maintenant la condition d’itérabilité sur les circuits élémentaires.

Intuitivement nous dirons qu’un circuit élémentaire 6 = tgt, - tx_1 est borné pour la
configuration symbolique v, = (go, M) s'il existe un entier n > 0 & partir duquel il ne
soit plus possible d’itérer le circuit, c’est-a-dire 6™(g) = 0.

Par la proposition 6, nous savons que pour chaque valuation (3, T) € [My], nous
avons (V) = (H> + n x vecteur(Ag), P) ot Ay est la distance ajoutée aux compteurs.
Notons par tg; 1) la séquence de transitions tot; ---¢;_; pour tout i € [0,k — 1] et par
t[o,i,l](V) I’effet de la séquence de transitions tgt; - - - t;_1 sur la valuation des compteurs
et des paramétres (si ¢ = 0, nous considérons qu’aucune transition n’a été appliquée).

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 7

Soit A= (Q,X,P,L,0py,Op,, T) un automate étendu et S(A) le graphe symbolique
qui lui est associé. Soit 6 un circuit élémentaire du graphe symbolique tel que son effet est
Ag. Ay satisfait les conditions SC'1 et SC2. Le circuit 8 est borné si et seulement si

VT = (d, 7)€ [Mo] In>0. 3 €1,k —1].

(t[o,i,l](_d> + n * vecteur(Ay), 7) - garde(t;)

Intuitivement, la proposition ci-dessus exprime que le circuit du graphe 6 est borné si
aprés n itérations, lors de la n + 1-iéme itération une des gardes des transitions n’est plus
satifaisable et cela pour tous les points contenus dans la configuration atteignable. Il ne
doit, en effet, pas étre possible pour certains points de continuer et d’autres de s’arréter.

Comme la formule de la proposition 7 doit étre vraie pour tous les points de départ
nous pouvons l'exprimer en utilisant la matrice de bornes paramétrées contrainte initiale
My et les matrices représentant les gardes Mgi (matrice associée a la transition ¢;). Nous
rappelons que ¢q(p,n) est la contrainte sur les parameétres associée a la matrice M.

Nous avons alors :

Vpe P.Vn e N. ¢o(p,n)
Git = = B
Im >0.m >0 A Vi) (Ve € X(toi gy (Mg +m* Ag) A Myi(p,n,c)))

ot M, (p,n,c) est la formule sur les compteurs, les paramétres et les variables d’itéra-
tion que représente la matrice contrainte. La formule ¢;; est une formule décidable dans le
cas linéaire (ce qui est le cas si tous les termes des différentes matrices sont linéaires). Si
la formule est non linéaire, nous ne pouvons alors donner de réponse. Ainsi, aprées élimina-
tion de toutes les variables, si ¢;; est valide, nous pouvons alors synthétiser une condition
d’itérabilité bornée dans le graphe symbolique équitable (dont la définition est donnée
page 87) : soit T'(8) = {to,- -, txk—1} 'ensemble des transitions du circuit #, nous posons
alors :

T(O) € Ilgg

A partir de la formule de la proposition 7 nous pouvons construire une formule expri-
mant les conditions sous lesquelles, aprés n itérations du circuit € sur un point contenu
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dans la configuration M l'exécution s’arréte a cause de la garde de la transition ¢; :

2

¢ (9 ) = tios_ny(d + nx vecteur(Dg), T) K oy

5.2.2  Circuits complexes

Nous avons deux sortes de circuits non - simples. Dans le cadre d’une composante
complexe nous définissons la notion de circuit élémentaire. C’est un circuit simple qui
contient la configuration d’entrée de la composante. Il est possible que la composante ne
contienne qu’un circuit élémentaire ou bien plusieurs.

Nous étudions tout d’abord les composantes qui ne contiennent qu’un circuit élémen-
taire, puis nous étendons notre résultat aux composantes contenant plusieurs circuits
élémentaires sur 1’état d’entrée de cette composante.

Nous donnons tout d’abord dans chacun des cas les conditions de déterminisme puis
nous caractérisons la notion d’itérabilité.

Nous supposons que pour toutes sous-composantes connexes C’ de la composante C
en cours d’analyse nous avons une formule ¢iC”M°(7, n) exprimant le fait que I’exécution
de la sous composante C' stoppe dans la configuration 7; pour la valuation ¥ aprés n
tours.

5.2.2.1 Cas 1 : 1 seul circuit élémentaire — effet déterministe

Nous nous placons tout d’abord dans le cas de composante connexe C' n’ayant qu’un
seul circuit simple § qui contienne la configuration d’entrée vy = (qo, MO) : les sous com-
posantes connexes de C, différentes de 6 peuvent partagées zéro ou plus de configurations
symboliques avec € (cf. la premiére partie de la figure 5.4).

Puisque nous venons d’analyser le cas simple, nous allons effectuer des transformations
sur la structure de la composante pour se ramener au cas des circuits simples. La méthode
utilisée pour cela se décompose en deux parties.

— La premiére partie consiste a développer les circuits des sous-composantes connexes
qui ont plus d’une configuration symbolique en commun avec celle de la séquence
d’exécution induite par 6 pour qu’elles ne soient plus attachées au circuit élémentaire
que par une seule configuration.

— La seconde est de transformer chacune de ces sous-composantes (plus ou moins
complexes) en méta-transitions. Ces méta-transitions sont des transitions que nous
allons ajouter a la composante & la place des sous-composantes. Elles représentent
leffet de ces sous-composantes.

Ainsi, nous commencons par construire, & partir de la composante C, une composante
Cy telle que chaque sous-composante de Cy ne soit reliée que par une seule configuration
symbolique au circuit élémentaire. Nous construisons Cy de telle sorte qu’elle ait le méme
degré de complexité et les mémes séquences d’exécutions que C'. En regardant la figure 5.3,
nous nous apercevons qu’il existe plusieurs transformations possibles : & partir d’une sous-
composante partageant 3 configurations avec @ il est possible d’obtenir 3 décompositions
vérifiant les caractéristiques que nous venons d’énoncer.
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F1G. 5.3 — Différentes transformations possibles

De maniére a obtenir toujours la méme transformation, nous ordonnons les configu-
rations symboliques contenues dans € en suivant la relation de transition, nous avons
ainsi 9 < 1 < --- < 7Y,_1. Puisque 6 est 'unique circuit élémentaire de C, 'unique
chemin reliant deux configurations ~;, 7; (4 < j) est contenu dans €. Soit y; une confi-
guration partagée par 6 et une des sous-composantes de C. Nous notons par CC(y;) la
sous-composante connexe maximale de C' n’incluant pas 6, telle que ; est la configuration
minimale (au sens de <) des configurations de CC(~;) partagées par 6.

Alors, Cy est construite a partir de 6 telle que pour chaque configuration v; de 8, nous
ajoutons une copie de C'C(7;) pour que la seule configuration partagée par CC(~;) et 0
soit ;. Dans I'exemple de la figure 5.3 ¢’est la décomposition C§ qui est retenue.

Un exemple plus complexe de la transformation est donnée par la figure 5.4.

6 — 6 + meta-transitions

FIG. 5.4 — Construire & de C

Lemme 6
Les chemins d’exécutions de C' et de Cy sont identiques.

Preuve. La preuve se fait par construction de Cy.

Observons l'effet d'une itération de la composante sur un point ¥ = (d , P) (valuation
des compteurs et des paramétres) :

0(7) = {71 | Elnl N1 Z 0. 71 = (tk,1 o CC("ykfl)nk—l O+++0 CC(’}/l)nl o) to)(?)}
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ot t;(¥) est 'application de la transition #; et CC(y;)™(¥) est l'effet de n; itérations de
la sous-composante dans 1’état ; sur la valuation ¥ (nous supposons que nous avons son
effet puisque la sous-composante est de degré inférieur & celui de la composante C').

La cardinalité de cet ensemble est supérieure ou égale & 1, puisque les variables d’itéra-
tion n; peuvent introduire des comportements non-déterministes : il peut exister plusieurs
valeurs de n; pour lesquelles la composante C' peut étre appliquée.

Si Deffet de la composante donne plus d’une valuation nous ne pourrons pas représen-
ter leffet pour n itération(s). En fait, pour étre capable de calculer cet effet, nous allons
imposer des conditions supplémentaires telles que ’application de C' soit déterministe,
c’est-a-dire donne toujours le méme resultat.

Passons maintenant & la deuxiéme partie de notre méthode : la transformation en
boucle simple. Supposons qu’il soit possible pour chaque sous-composante connexe C'C/(;)
de calculer son effet et que cet effet soit représentable par une distance Acc(,) satisfaisant
les conditions de la proposition 6. Nous allons alors transformer la composante Cy pour
nous ramener au cas d’'un circuit simple. Nous pouvons en effet remplacer chaque sous-
composante C'C(~;) par une méta-transition tc(yy telle que son opération soit =
x + n * vecteur(Acc(y,)) ot n > 0 est une nouvelle variable d’itération (nous choisissons
une variable inutilisée pour chaque méta-transition). Nous remarquons que les éléments
du vecteur n * vecteur(Acc(y,)) sont bien des termes arithmétiques sur P UN.

Cette méta-transition Loy €St introduite dans le graphe en remplagant les sous-
composantes CC(7;). Il faut pour cela dédoubler les configurations 7; en 7! et 7 telles
que (cf. figure 5.4) :

— ! est la configuration source de la méta-transition et la configuration arrivée de la

transition entrante de 7; dans la composante Cy.

— " est la configuration arrivée de la méta-transition et la configuration source de la

transition sortante de 7; dans la composante Cy.

Ainsi, nous obtenons un circuit élémentaire, appelé 9, construit & partir des transitions
de 6 et des méta-transitions mettant en ceuvre des variables d’itération. Le résultat de la

proposition 6 peut alors s’appliquer a 6 ce qui nous donne :

Proposition 8 ~
Si Ny = Ay My * Ag + By —. My satisfait les conditions SC1 et SC2 alors

v = (d, ) € [Mo]¥n > 0. C*(T) = (d +n * vecteur(A;), T)

Nous venons de caractériser ’effet d’'une composante complexe sur les points.

Nous rappelons que la condition SC?2 revient a demander a ce que A, représente un
point et ne contienne pas de variables d’itération, il en résulte que I'’ensemble C(7) est de
cardinalité 1. C’est possible lorsque le circuit € contient des transitions permettant de faire
une ‘remise a zéro” des valeurs des compteurs en permettant ainsi d’annuler les effets des
variables d’itération. Une “remise & zéro” dans le cadre des systémes a compteurs est soit
une transition ayant pour opération sur tous les compteurs ¢; := b; (tous les compteurs
sont réinitialisés), soit tous les compteurs sont testés dans une garde avec une contrainte
de la forme ¢; = t; (pour passer cette transition la valeur des compteurs doit étre égale a

ti).
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Remarque :  Dans certains cas le circuit # ne contenant pas de “remise a zéro”’, nous
devons alors traiter la présence de variable d’itération dans Aj.

Par exemple lorsque toutes les opérations de C' accumulent les valeurs des compteurs,
i.e. toutes les assignations sont de la forme z := x + ¢, les (méta)-transitions de 9 accu-
mulent leur résultat et l'effet du circuit peut étre donné par :

C"(x) = & + Li<icooni * vecteur(A;)

ot A; € Mat? sont construits en terme d’assignations des méta-transitions.

En fait, dans le cas général nous ne pouvons pas calculer l'effet du circuit. Le cas
particulier des transitions déterministes nous permet tout de méme d’analyser une large
classe de systéme.

5.2.2.2 Cas 1 : 1 seul circuit élémentaire — Itérabilité

Nous rappelons que le circuit élémentaire de la composante connexe que nous analy-
sons est composé de k transitions. Nous notons par garde(t;) la formule représentant la
garde de la transition ;.

Nous allons construire une formule ¢>§’7°(7, n) exprimant le fait qu’aprés n itérations
de 6 sur la configuration réelle ¥ € [vo], I'exécution de 0 est arrétée a la Jéme transition
(0 < j <k —1). Cette formule est la disjonction de trois sous formules exprimant tous
les cas d’arréts possibles :

1. C’est la transition sortante de -; qui nous bloque. Nous sommes bloqués par le
circuit élémentaire.

¢J’(710 (V,n) = 3Img, - - ,m; > 0. é[O,j —1](( d + n * vecteur(A;), 7)) garde(t;)

Les variables entieres mg,---,m; sont les variables d’itérations utilisées dans les
méta-transitions de la séquence 0[0, j — 1]. Nous pouvons les quantifier existanciel-
lement car nous sommes dans le cas déterministe.

2. L’exécution stoppe dans la composante CC(7;), mais ce n’est pas la premiére tran-
sition de cette composante qui stoppe. En effet, si 'exécution s’arréte a cause de la
premiére transition cela ne veut rien dire au sujet de l'itérabilité, il est peut étre
possible de continuer sur le circuit élémentaire.

Imy, - m],m > 0.
\/l;ﬁ0 gbcc ) ( [0 J—1)( d + n * vecteur(A;), ), m)

La variable [ parcours I’ensemble des configurations du circuit élémentaire de la
composante CC(v;).

o008 (V) =

3. L’exécution de la composante C'C(y;) ne termine pas.

dmg,---,m; > 0.Vm > 0.

¢]ﬂo (¥,n) = —CC )M, (00,5 —1)(d + n « vecteur(A;), P, m)

+(3)

Dans ce cas, hypothése selon laquelle toutes les transitions de C' doivent étre infi-
niment souvent exécutées n’est pas satisfaite.
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Ainsi, si C' est une composante complexe ne contenant qu’un circuit élémentaire nous
avons la proposition suivante :

Proposition 9

Soit C' une composante de degré de compléxité supérieur a 1 ne contenant qu’un
seul circuit élémentaire. Soit vo = (qo, ]\7[0) la configuration d’entrée de cette composante.
Leffet de cette composante est Ag. Alors 'exécution de C' est bornée si et seulement si

VPYNYT € [M]. Mo(P,N)[T/X,Pl=3n>0. \/ o2 (T,n)

JE[0,k—1]

Si la composante est bornée nous pouvons alors ajouter I’ensemble composé de toutes
les transitions de C' dans ’ensemble Zj,.

Cette formule est décidable dans le cadre des formules linéaires. Nous pouvons trans-
former cette formule sur les points en une formule conservant les matrices grace au déter-
minisme.

5.2.2.3 Cas 2 : plusieurs circuits élémentaires — effet déterministe

Considérons maintenant les composantes connexes C' ayant plusieurs circuits élé-
mentaires contenant la configuration d’entrée 7 = (go, Mp). Nous notons par ©(C)
I'ensemble de ces circuits élémentaires. Par exemple, 'ensemble ©(C) de la com-
posante connexe C' représentée par le dessin de gauche de la figure 5.5 est égal a

{01 = (tot1ts), 02 = (to,t1,ta), 03 = (ts5,t6,7,13)}-

Pour analyser Peffet de C' nous voulons construire une composante connexe C' ayant
le méme degré de complexité et les mémes séquences d’exécution que C, mais ot chaque
sous-composante connexe contenant vy, ne contient qu’un seul circuit élémentaire de ©(C).
De plus, les sous-composantes prises deux a deux ne partagent que 7. Ainsi chaque sous-
composante prise séparément entre dans le cas explicité précédemment (composante avec
un seul circuit connexe). Nous en connaissons donc l'effet. Ayant Ueffet de chaque sous-
composante, nous allons calculer I'effet de la composante totale C.

Nous avons représenté dans la figure 5.5 un exemple d’une telle décomposition.

Voyons maintenant comment construire effectivement C. Considérons le cas de 6; un
élément de O(C'). A partir de 6;, nous extrayons la sous-composante connexe maximale,
notée C'C(0;), contenant les états et les transitions de 6; plus les états et les transitions
de C qui n’appartiennent pas a un autre circuit élémentaire de ©(C'). EC(C') représente
I’ensemble de toutes ces sous-composantes :

EC(C) ={CC(6:)]6; € ©6(C)}

Enfin, C est construit a partir de EC (C) en dupliquant les configurations tel que le
seul état partagé par chaque pair de sous-composante CC(6;) soit la configuration initiale

Yo-
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s Y0
to
ts t1
t4
Composante connexe C' Composante connexe C

F1G. 5.5 — Construction de C

Lemme 7

Soit C' une composante connexe du graphe symbolique contenant plusieurs circuits élé-
mentaires. Soit C' la composante dérivée de C construite comme expliqué ci-dessus. Nous
avons alors le résultat suivant :

C et C ont le méme ensemble de séquence d’exécution.

L’effet d’une itération de C sur une valuation ¥ est

cv)= |J Jcowyoce)v)

0:€0(C) j#i

Intuitivement, 'effet d’une itération de C' revient & exprimer toutes les exécutions
possibles des différents circuits élémentaires : il est possible pour chaque circuit 6; que
nous ayons tourné n fois (n > 0) dans les autres circuits puis que nous passions une fois
dans 6,.

Donc, si nous considérons séparément chaque sous-composante CC(6;) de C, nous
pouvons appliquer la proposition 8 pour calculer son effet. Et ainsi nous pouvons ré-
duire la sous-composante a une méta-transition représentant son effet (si elle satisfait les
conditions de la proposition). Qui dit méta-transition, dit insertion d’une variable d’ité-
ration n différente pour chaque circuit élémentaire. Nous devons définir les conditions
sous-lesquelles il nous est possible de caractériser l'effet de la composante C' pour vérifier
que cet effet est exact.

Tout d’abord, nous devons étre capables pour chaque sous-composante de calculer son
effet Accg,). Cet effet doit satisfaire les conditions SC1 et SC2.

Ensuite, nous voulons exprimer l'effet de la composante pour chaque circuit 6; :
(U, €C(8;))*CC(6;). Puisque nous avons l'effet pour chaque 6 € © cela nous donne
leffet suivant :

Accto) = n1* Acce,) + N2 * Accey) + -+ + 1 x Acee,) + Acc)

ou Vj € [1,1], 6; # 0; et n; sont des variables d’itérations différentes.

Acc+p,) n'appartient donc pas a M at®. Nous ne pouvons pas exprimer n * Acct6;)
dans le cas général.

Par contre, si 'effet des sous-composantes C'C(6;) est le méme :

Acc) = Acce,) =+ = Acce,) = Ac
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Chaque expression n* Acc+(s,) est maintenant égale a nx Ac. L'effet de la composante
C est alors Ac.

Proposition 10

Soit C' une composante connexe de degré de complezité degre(C) > 1 et vy = (qo, M)

la configuration initiale. Si C' satisfait les conditions suivantes :

— Chaque sous-composante stricte de C peut étre réduite a une méta-transition.

— pour tous les circuits élémentaires 0; contenant l’état initial de C, son effet est
Acc(s,), il satisfait les conditions SC1 et SC2. Les effets de toutes les composantes
CC(0;) sont égaur Ac € Mat? et fermés.

alors,
VT € [Mo]¥n > 0.C"(¥) = (7 + n * vecteur(Ac), 7)

5.2.2.4 Cas 2 : plusieurs circuits élémentaires — Itérabilité

Nous montrons comment synthétiser les contraintes d’équité pour les composantes
connexes complexes ayant plusieurs circuits élémentaires. Nous prenons par hypothése
que ces composantes satisfont les conditions de la propriété 10.

Pour que les exécutions dans la composante C' soient bornées nous devons vérifier que
toutes les sous-composantes sont elles-mémes bornées.

Proposition 11

Soit C' une composante complexe contenant plusieurs circuits élémentaires, soient
O©(C) Uensemble de ces circuits et EC(C) l'ensemble de toutes les sous-composantes de
C, soit vy la configuration d’entrée dans le composante C, si C satisfait les conditions de
la proposition 10, C' est bornée si la formule suivante est valide :

VPYNYT € [yol. Mo(P,N)[T/X,Pl= \ 3n>0.¢"O% (7 n)
9cO(C)
5.2.3 Un exemple

Pour se convaincre de l'utilité de ’analyse des boucles complexes étudions ’exemple
décrit par l'algorithme suivant (cf. figure 5.2.3 (a)).
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x:=Xo; y:=Yy 2:=0; to: /x = Xp
tant que z > 0 faire y:=Yy,z2:=0
z:=y tr:x=0/
tant que 2z > 1 faire
z2i=z—2
ftq
si z=0 ty:=2=0/
alors xi=x—1,
y=y+3;
sinon
y=y—-L
z:=0;
fsi
ftq to:z>1/z:=2-2

(b) le systéme a compteurs

(a) Algo. de 'exemple

F1G. 5.6 — Vérification de propriété : un exemple

Les approches basées sur le calcul de fonctions de mesures [DGG00, CS01| ne peuvent
pas prouver que le programme décrit par ’algorithme ci-dessus termine. En fait, les fonc-
tions de mesures synthétisées pour la boucle la plus interne (celle sur z) et pour la boucle
la plus externe (celle de x) ne produisent pas l'ordre lexicographique nécessaire a la vé-
rification de la terminaison. C’est bien un ordre lexicographique dont nous avons besoin
car le comportement de la boucle interne dépend de la valeur de y qui est calculée par
la boucle externe et le comportement de la boucle externe est lui-méme dépendant de la
valeur de z qui est calculée par la boucle interne. En fait, si nous regardons les premiéres
valeurs des variables nous avons initialement

r=Xoety=Y,

Supposons que la valeur Y; soit paire, nous obtenons alors aprés itération de la boucle
externes les valeurs suivantes :

r=Xo—lety=Yy+3
Nous réappliquons le circuit ce qui donne (la valeur de y est maintenant impaire) :
r=Xo—lety=Yy+3—-1=Yy+2

Nous remarquons que lorsque la valeur de z ne change pas celle de y diminue et
lorsque la valeur de z diminue celle de y augmente. La fonction de mesure doit donc étre
basée sur un ordre lexicographique sur le couple de variables (z,y).
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En appliquant 'algorithme de calcul des configurations atteignables, avec la notion
d’accélération, nous obtenons le graphe symbolique fini représenté par la figure 5.7, dont
nous avons repris les principales configurations dans le tableau 5.1.

Regardons maintenant si nous pouvons vérifier la terminaison de cet algorithme. Pour
cela, nous devons observer chacune des composantes connexes du graphe symbolique et
statuer sur leur itérabilité. Nous remarquons que le graphe est composé principalement
de trois composantes :

— Les composantes simples construites a partir de la transition ¢,. Elles sont au nombre
de 5 dans le graphe, elles nous permettent de savoir si la valeur de z est paire ou
impaire.

— Les composantes commencant en +y; et 7 correspondent a ’application de la boucle
externe pour respectivement les valeurs impaires et paires du parameétre Yj.

En fait, & partir de I’état initial 7o, nous appliquons la boucle externe. Ainsi, aprés
avoir exécuté la séquence totitoth (l'itération de to ayant introduit le paramétre ng), nous
obtenons deux cas. Ces deux cas dépendent de la valeur initiale de Yy, si elle est paire
c’est la transition ¢, qui est choisie dans 7, si elle est impaire c’est la transition 3 (ce
qui est exprimé par les contraintes ¢; et ¢j).

F1G. 5.7 — Graphe symbolique de ’exemple

Etudions tout d’abord l'itérabilité des boucles simples. La distance de cette boucle est
(x =0, y =0, z = —2) qui satisfait bien les conditions SC; et SC5. La boucle est alors
bornée si et seulement si pour chacune des configurations sur laquelle s’applique cette
boucle, la formule d’itérabilité (cf. proposition 7, page 92) est valide. Par exemple, pour la
configuration 7, nous cherchons la validité de la formule suivante (pour plus de lisibilité
nous avons enlevé les contraintes sur z et y car la boucle n’affecte pas ces variables) :

VYo Vng 3m Vz.(ng >0 A Yy > 0)
)2 = =
it —
m>0A —(z=Yy—2%n9g—2—2m A z>1)
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TAB. 5.1 — Configurations symboliques principales de la Figure 5.7.

conf. | état PDBM contrainte
contr. T ‘ ] ‘ z
Yo 9o Xo Yo 0 ¢o = Xo,Y9 >0
V2 ‘0 Xo Yo Yo —2no — 2 ¢o, Yo — 219 > 1,m9 > 0
Yo 9o Xo-ni-1 | Yo+2n|+2 0 oy = Yo = 2n9+3,Xo, Yo, ni,n0 >0
7 ¢ | Xoni-1| Yo+2n[+2 Yo+2n)+2 &
vh ¢ | Xoni-1| Yo+2ni+2 |  Yo+2n)-2n) dp,ny >0
V3 Q@ | Xoni-1| Yo+2ny+1 0 o
o ¢ | Xoni-1 | Yo+2ni+1 Yo+2ni+1 ®
Vs @ | Xonj-1 | Yo+2ni+1 | Yo+2n)-2n}-1 ®p,ns >0
o7 qo Xo-n{-1 | Yo-+2n{+2 0 oy = Yo = 2n9,Xo, Yo, n],n9 > 0
vy Q1 Xo-n{-1 | Yo-+2n{+2 Yo+2n!+2 “
Wl o | Xenll| Yot2nf+2 | Yot2nl-2ng gt >0
V3 g | Xo-ni-2 | Yo+2n{+5 0 0
vy 0 Xo-n{-2 | Yo-+2n{+5 Yo+2ny+5 0
Ve Q1 Xo-n{-2 | Yo+2n]+5 | Yo+2n{-2n5+ 3 0.ms >0

Cette formule est valide, la boucle induite par ¢, sur la configuration 7, est donc
bornée. Nous pouvons de la méme maniére vérifier que toutes les composantes de degré 1
de cet exemple sont bornées.

Etudions maintenant l'itérabilité de la composante connexe titat5tstitatsts commen-
cant dans la congfiguration 7(. Le vecteur associé & la distance induite par le circuit sur
7o est (x = =1, y = 2, z = 0). Cette distance satisfait les conditions SC; et SC5. Nous
remarquons que l'effet de la boucle interne (introduisant des variables d’itérations) est
annulé par les transitions ¢3 et t4. Nous avons ici une composante complexe contenant un
seul circuit élémentaire. Vérifier I'itérabilité d'une telle composante c’est vérifier pour cha-
cune des configurations contenues dans le circuit élémentaire que ’exécution s’arréte pour
I'une des trois raisons que nous avons énoncées ci-avant (arrét sur le circuit élémentaire,
arrét dans une sous-composante ou exécution infinie d’une sous-composante).

Il n’y a pas d’itération infinie dans les sous-composantes car ce sont les circuits simples
introduits par la transition ¢, que nous venons de montrer bornés. De plus ces circuits
simples n’ont qu’une seule transition, nous ne sommes donc pas dans le cas d’un arrét
dans une sous-composante. Finalement, ’exécution de cette composante complexe s’arréte
car la garde de la transition ¢; n’est plus satisfaite. La formule le vérifiant est la suivante :

Vn! VX VY, Vng dn Vo Vy.
(X()ZO /\YE)ZO /\711120 /\’I”L()ZO)
=
n>0AN(z=Xo—n—-1—-nAy=Yy+2n,+2+2n A = >0)

Cette formule est valide, la garde de la transition n’est plus satisfaite & partir d’un
nombre de tours donnés.

Nous venons de prouver que l’algorithme se termine pour toutes les valeurs de Yy et
Xo.
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5.3 Vérification dans le cadre des systémes & horloges
et /ou compteurs paramétrés

A partir du moment ot nous considérons des systémes contenant des horloges, il n’est
pas possible de considérer I'effet d’un circuit simple (contenant plusieurs transitions) par
un couple (A, B). En effet, dans le cadre des horloges, le passage du temps implique la
relation suivante :

T(Agx 1 (A % M x AT) % AT) £1(Ay % Ay x M x AT 5 AD)

Pourtant nous pouvons appliquer la théorie décrite pour les compteurs en prenant pour
distance référence celle calculée lors de 'analyse du systéme (cette derniére tient compte
des gardes pour les horloges). En effet, lorsque deux distances sont équivalentes dans le
cadre des horloges c’est que l'effet du circuit est bien déterministe.

Voici un petit exemple. Le systéme est composé d’un état de controle et de deux
horloges x et y. Les transitions sont représentées par la figure 5.8.

t1:x=2/x:=0

F1G. 5.8 — Un exemple

La matrice initiale avec laquelle nous commencons 'analyse est la suivante :

(£,0) (£,0) (<,0)
(,3) (£,0) (£,0)
(£,3) (£,0) (£,0)

Si nous appliquons deux fois la transition nous obtenons :

(<£,0) (£,0) (£,-2) (£,0) (5,0 (£,—4)
(<,3) (5,0) (<,-2) (,3) (5,0) (5,—4)
(<£,5) (5,2) (5,0) (£,7) (54 (£,0)

Les distances calculées sont :

00 =2 0 0 -2
Ag=| 0 0 =2 A= 0 0 =2
22 0 2 2 0

La distance représente bien un point, nous pouvons appliquer la proposition 7 et tester
la formule suivante :
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Vn dm Vz Vy. (n > 0)
=
m>0A
“(0<z<3 A2n+24+2m<y<5+2n+2m
ANx—y=-2n—-2-2m A z=2)

Cette formule n’est pas valide, le circuit n’est donc pas borné. En effet, seuls les points
qui dépassent la garde (z < 2) s’arrétent, pour les autres ils peuvent continuer.

Maintenant si nous ajoutons la contrainte y <= 15 sur la garde nous devons tester la

formule :
VYn dm Vz Yy. (n > 0)

=
m>0A-(0<z<3A2n+2+2m<y<5+2n+2m
ANe—y=-2n—2-2m AN z=2 N y<15)

Cette formule est valide, cette fois ci le circuit est bien borné pour tous les points.

5.4 Discussion

Pour ce qui est de la vérification de propriétés de justice, certains travaux vérifient ces
propriétés dans des cadres trées particuliers :

— Dans les travaux de [CS01, PS00] les techniques proposées pour la vérification au-
tomatique des ces propriétés sont dans le cadre du model-checking régulier, pour le
cas particulier des transformations de séquences préservant la longueur.

— Dans [BLS00] la technique employée pour la transposition des conditions de justice
du modéle concret au modéle fini abstrait, ainsi que la procédure de calcul des condi-
tions de justice a ajouter au modéle abstrait sont proposées dans le cas particulier
des réseaux de processus séquentiels paramétrés.

Dans le cadre de nos travaux, nous ne nous restreignons pas a des classes particuliéres

mais donnons des principes pouvant s’appliquer & différentes classes.

D’autre part, il existe des travaux sur la vérification de propriété de vivacité basés sur
’analyse de la terminaison des programmes [Flo67, MP91|. Ces travaux ne proposent pas
de méthodes automatiques, elles sont basées sur le principe de preuve général consistant
a trouver des fonctions de mesure sur les configurations telle que cette mesure décroisse
le long d’une séquence d’exécution selon un ordre bien-fondé. Des travaux plus récents
essaient d’automatiser ce principe et proposent des heuristiques pour la génération des
fonctions de mesure dans quelques cas restreints [DGGO00, CS01]. Ces travaux raisonnent
sur la structure du modéle original. Nos techniques, quant a elles, travaillent sur la struc-
ture du graphe symbolique obtenu par l'analyse d’atteignabilité. Cette différence est de
taille. En effet, dans notre graphe symbolique, notre technique d’accélération implique
que les circuits contenus dans le modéle d’origine soient dépliés jusqu’a ce que nous trou-
vions une séquence de transitions ayant un effet périodique. Ce déroulement des séquences
d’exécution aide non seulement le calcul de l'itération des circuits (post*) mais va aussi
nous permettre de raisonner sur l'itérabilité de ces itérations. Ainsi, nos techniques sont
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assez puissantes pour traiter des cas complexes pour lesquels si nous raisonnions direc-
tement sur le modeéle concret, il serait nécessaire de définir une fonction de mesure par
rapport & un ordre lexicographique sur les variables, ordre qu’il n’est pas aisé de deviner
automatiquement.
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Chapitre 6

Analyse des systémes a file d’attente
avec perte

Nous donnons dans ce chapitre la représentation que nous avons choisie pour repré-
senter les contenus de files d’attente avec perte. Cette représentation est un sous-ensemble
des expressions réguliéres.

Nous définissons tout d’abord les expressions réguliéres simples (SRE : Simple Regu-
lar Expression) puis nous discutons de la réalisation des opérations telles que inclusion,
intersection sur ces SRE. Puis nous montrons qu’il est alors possible de calculer 'effet de
toutes transitions sur une SRE et dans certains cas de pouvoir donner ’effet d’un circuit.

6.1 Préliminaires : langage

Définition 31 (Sous-chaine cyclique <)
Soit ¥ un alphabet. Soient x et y appartenants a X*.
x est une sous-chaine cyclique de y (noté x <.y) si et seulement si

Jxy, xg €EX telsquex =x1 029 et Ty 0] XY

Exemples
e abcde <. cfdfeabf ?
oui, si nous prenons z; = ab et x5 = cde alors cdeab < cfdfeabf.
e abcde <. dceab?
non, car nous ne pouvons pas trouver de recomposition cyclique de abcde qui soit

sous-chaine de dceab, en effet nous pouvons toutes les énumérer :
T =€ x9 = abcde : abcde A cfdfeabf

Ty =a x9 =bede  : bedea A cfdfeabf
xr1 = ab To = cde . cdeab A cfdfeabf
r1 =abc  xy=de . deabc A cfdfeabf
r1 =abcd x9=c¢€ . eabed A cfdfeabf
r1 = abcde x9=-¢ . abede A cfdfeabf

Proposition 12
La relation <. peut étre décidée en un temps quadratique.

107
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Preuve.
Il suffit d’essayer toutes les décompositions de x, x étant fini.

Définition 32 (Sous-chaine plus <T)
Soit 3 un alphabet. Soient x et y appartenants a X*.
x est une sous-chaine plus de y (noté par <*) si et seulement si

Im >1 tel que z™ < y™

Exemple :
— ab <* baba?
Oui, car m=2 et ababab < babababa.

Proposition 13
Sim eziste alors m peut étre trouvé dans l'intervalle [1 .. |y|/.
La relation < peut étre calculée en un temps quadratique.

Définition 33 (Langage fermé par le bas)

Soit X un alphabet. Soit L C ¥* un langage sur X.
L est fermé par le bas (downward closed) si pour tout x € L , s’il existe un y < = alors
y € L.

6.2 Expressions Réguliéres Simples : SRE (Simple Re-
gular Expression)

Avant de définir les Expressions Réguliéres Simples, nous donnons quelques notations
au sujet des langages et expressions réguliers.

Soit ¥ un alphabet fini, nous définissons des expressions réguliéres et les langages
générés par ces expressions de maniére standard :

Notations :
— Pour une expression réguliére r , [r] représente le langage défini par r.
— Soient 71 et o des expressions réguliéres, on note alors par 11 = ry (r; C 15) le fait
que [r1] = [r2] ([r] < [r2]).
— Soient 71 et 79 des expressions réguliéres, r; C 79 si et seulement si ry T ry et r; Z ro.
— Pour une expression réguliére , on note par A(r) ’ensemble des lettres de > appa-
raissant dans 7.

Nous définissons maintenant les Expressions Réguliéres Simples. Ce sont des compo-
sitions de produit, le produit étant lui méme une concaténation d’expression atomique.

Définition 34 (Expressions Réguliéres Simples — SRE)
Soit X un alphabet fina.
— Une expression atomique sur > est :
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— Soit de la forme (a +€), ot a € X.
— Soit de la forme (a1 +as + -+ a,)* ot ay,---,a, € X.

— Un produit sur X (pouvant étre vide) est la concaténation e;®eq®---®e,, d’expres-
sitons atomiques ey, - - -, e, sur X. On dit que le produit contient alors m expressions
atomiques. On note par € le produit vide.

— Une expression réguliére simple r sur X est de la forme p1+- - pm, 0UP1,*** Pm
sont des produits sur .. Nous utilisons le symbole ) pour représenter une expression
réquliére simple vide : nous supposons donc que [D] est le langage vide ().

Un langage L est dit régulier simple s’il est représentable par une expression réguliére
simple.

Nous montrons maintenant que les opérations dont nous avons besoin pour l'analyse
des systémes sont effectivement faisables pour les SRE.

Tout contenu de file est représentable par une SRE.

L’ensemble vide () est représenté par la SRE vide “()”, 'ensemble de tous les contenus
possibles est représenté par la SRE (a1 +as + -+ + ap)* ot ag, a2+ +,a, € X et tous les
messages sont représentés.

Le test du vide est décidable, il suffit de regarder si nous avons la SRE ().

Soient s1, so deux SRE, 'union de ces deux expressions est ’expression réguliére simple
S = 81 + S9.

6.2.1 Inclusion pour les expressions réguliéres simples

Dans cette section nous montrons comment vérifier I’inclusion entre deux SRE. Nous
notons l'inclusion entre 2 SRE par le symbole C.

Commencons par voir que si un produit p est inclus dans une SRE alors il existe un
produit p’ de cette expression qui couvre le produit p.

Lemme 8
Soit X un alphabet. Soient p, py, -+ ,pn N+ 1 produits sur . Si p C py + --- + p, alors
p C p; pour uni € [1---nj.

Preuve. Pour tout entier naturel k, nous pouvons définir une séquence z € [p;] et
z ¢ [p2] pour tout produit ps si p; £ pe et pe contenant au plus k expressions atomiques.
La preuve du lemme est alors immédiate. Soit p = e¢; @ ey @ --- @ ¢,,,. Nous définissons
T =y ey ®--- ey, tel que pour tout i € [1---m]| y; est défini de la fagon suivante. Si
e;=(a+e)alorsy; =a. Sie; = (a1 +---)* alors y; = (a; @ --- 0 ). WA

Nous définissons un ordre partiel C sur les expressions atomiques de telle sorte que :

(a+e)C(ar+as+ - +ay,)* sia € {a,az, " ,an}
(a1 +ag+ - +ap) T (b +ba+---+by)" si{ar, a9, ,am} C{bi,ba,---,b,}

Il est alors maintenant possible de montrer que la vérification de I'inclusion entre 2
produits peut étre faite en un temps linéaire.

Lemme 9
L’inclusion de produits peut étre vérifice en un temps linéaire.
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Preuve.
Eneffet, e Cp, p Lesip#e et pp=ep op) C py = ey op), sil'un des cas suivant est
vérifié :

— e11 Z ey et egg o py T ph.

—e11 =e15 = (a+¢€) et p| C ph.

— e = (a1 +ay+---+a,)", en Cemp et py C ph.

Lemme 10
L’inclusion d’une SRE peut étre vérifiée en un temps quadratique.

La preuve se déduit des lemmes précédents.

6.2.2 Forme normale pour les expressions réguliéres simples

Nous définissons tout d’abord la notion de produit canonique. En effet, le produit
p1 = (a+€)e(a+b)* et le produit ps = (a + b)* représentent le méme langage.

Définition 35 (Produit normal)
Un produit e; @ ex ® - -- @ ¢, est dit normal st pour chaque 1 tel que 1 < i < n nous
avons
ei®eiy1 Legr N eoer e
Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 11
Pour tout produit p, il existe une unique forme normale que nous dénotons par p tel
que p = p. De plus, cette forme normale peut étre calculée en un temps linéaire.

Nous pouvons maintenant, transposer les définitions et lemmes ci-dessus aux SRE.

Définition 36 (Expression Réguliére Simple normale)
Une SRE T = py+po+ -+ pn est dite normale si chacun des produits p; est normal
pourd € [1---n| et p; L p; pour1 <i# j<n.

De la méme maniére que précédemment, toute expression réguliére simple a une forme
normale (modulo la commutativité des produits).

Lemme 12
Pour tout SRE r il existe une unique forme normale que nous dénotons T telle que
r =r. De plus, 7 peut étre calculé a partir de r en un temps quadratique.

6.3 Application d’une transition — post;

Regardons l'effet des quatre opérations possibles dans une transition de systéme a
file d’attente avec perte ( 7a,la, nop, vide?). A partir d’un langage L et d’une opération
op € {la,?a,nop,vide?}, nous allons définir L ® op le plus petit langage fermé par le
bas tel que y € (L ® op) si il existe un mot x appartenant & L satisfaisant 1'une des 4
conditions suivantes :
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1. op=la et y=zea ou,
2. op=Ta et ae®y = x ou,
3. op=nop ety =z,

4. op=vide? et e €z et y =e.

Lemme 13
Pour une SRE r et une opération op € Oy, il existe une SRE, dénotée r ® op, telle que
[r ® op] = [r] ® op. De plus, r ® op peut étre calculée en un temps linéaire.

Preuve. Soit un produit p et une opération op € Oy. Regardons pour chacune des opé-
rations possibles comment construire p ® op.

~p® (la) = pe(a+e).

- p® (nop) =p.

- p® (vide?) = e quelle que soit la composition de p car e appartient a toutes les

expressions atomiques (langages fermés par le bas).
—e® (7a) =10. et
— si p = e e p; alors

p sie= (a1 +---a,)" et a € {ay, - -, ap}
p® (2a) =< p sie=(a+e¢)
P1® (7a) sinon

Pour une SRE p; + ps + -+ + p, nous avons

(Pr+p2t-+p)®@ op=(p1® op)+ - (pn ® 0p)

Ainsi, nous venons de donner l'algorithme pour effectuer une transition a partir de
toute représentation de contenu de file d’attente et pour chaque opération possible. Nous
venons de donner la définition pour une file d’attente, la fonction post; devra prendre en
entrée plusieurs files d’attente et une opération op € Oy pour chacune d’elles.

6.4 Effet d’un circuit — post*

Nous l’avons vu au travers de I’exemple du protocole du bit alterné (page 21), il est
possible que ’ensemble des configurations atteignables d’un systéme a file d’attente soit
infini & cause de l'itération infinie d’un circuit. Par exemple, dans le protocole du bit
alterné, la boucle de I’émetteur étiquetée emg peut étre appliquée un nombre illimité
de fois puisque nous considérons des files d’attente non bornées. Si nous partons de la

configuration qui contient € dans la file M, il est alors possible d’atteindre le contenu de
n fois

I ~\

file (mo + €)(mo + €) + - - - + (mo + €) quel que soit n > 0. Nous voudrions en fait exprimer
que la file peut contenir le langage (mg)*.

Nous considérons ici les circuits dans la partie controle du modéle. Si ops représente
I’ensemble des opérations sur les files correspondant au circuit, nous cherchons a calculer
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effet sur une SRE de I'application un nombre illimité de fois (si possible) de ops. Dans
le lemme 14, nous montrons que pour chaque SRE et chaque séquence d’opération ops il
existe un naturel n tel que appliquer le circuit n fois ou plus sur la SRE peut étre caractérisé
par une autre SRE. En d’autres mots, I'effet de la boucle se “stabilise” aprés au plus n
itérations du circuit, dans le sens ou toutes chaines obtenues par itération supérieure sont
contenues dans la SRE calculée. Ainsi, I’effet du calcul de I'itération un nombre non borné
de fois d’un circuit est représentable par une union d’expressions réguliéres simples : une
d’entre-elles représente toutes les itérations aprés n tandis que les autres représentent
respectivement ’effet du circuit itéré j fois tel que 1 < j < n.

Dans la preuve du lemme nous utilisons les notions de sous-chaines cycliques, sous-
chaines plus. Soit ops = opiopy - - - op, une séquence composée de n opérations, L un
langage régulier, nous définissons L ® ops par L ® op; @ ops @ - -+ ® op,. Nous notons par
ops™ la concaténation de m copies de la séquence d’opération ops. Par ops! (resp. ops?),
nous dénotons la sous-séquence de ops qui ne contient que des opérations d’envoi (resp.
de réception). Soit ops,iqe un bouléen, il est vrai si la séquence d’opérations ops contient
une opération de test a vide. Pour un produit p, |p| représente le nombre d’expressions
atomiques contenu dans p.

Lemme 14

Pour un produit p et une séquence ops d’opération nous avons le résultat suivant. Il
existe un naturel n et un produit p' tels que :

- so0it p® ops™ = ().

— so0it p' = Ujsu[p ® ops’].
De plus p' peut étre calculé en un temps quadratique.

Preuve.

Soit A(ops!) = {by,---,b,} 'ensemble des messages envoyés par le circuit. La preuve
se décompose en 5 cas. Dans les deux premiers la boucle peut étre itérée un nombre infini
de fois et le contenu des canaux est illimité. Dans les cas 3 et 4 la boucle peut aussi étre
itérée un nombre infini de fois mais le contenu de la file est borné. Dans le dernier cas, la
boucle se bloque aprés n itérations.

1. Si (ops?)* C [p] et opsyige = faux.
Nous avons alors deux cas possibles.
— Soit ops? est vide , alors

n=0Ap =pe(b+- b))

— Soit ops? n’est pas vide : soit e la premiére expression atomique dans le produit
p (& partir de la gauche) telle que A(ops?) C e. p = p; ® e ® p, nous avons alors

n=|pi| AN p=cepye(by+---by)"

Intuitivement, aprés avoir consommeé les mots de pq, le circuit peut étre exécuté un
nombre illimité de fois en ajoutant a droite ’ensemble correspondant aux messages
contenus dans ops!. A cause de la perte de messages, l'effet global est obtenu en
concaténant a droite de eeps la fermeture par le bas de (ops!)* qui est précisément

(b + by,
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2. si 0psyide = faux, (ops?)* & [p], ops? <T ops! et p ® ops # 0, alors

n=Ip| Ap =(by+- +b)*

Intuitivement , puisque (ops?)* < [p], Le contenu original de la file va étre consommé
aprés au plus n itérations. Nous avons ops? < ops! ce qui implique qu’il existe un
m tel que ™! < y™. Donc nous pouvons ajouter & la file au moins ops! toutes les
m+1 itérations. En itérant le circuit suffisamment, nous pouvons concaténer autant
de ops! que nous voulons a la fin de la file. Aussi, par perte de message, 'effet total
sera (by + -+ bg)*.

La condition p ® ops # () garantit que la premiére itération du circuit peut étre
faite. C’est pour couvrir les cas ou par exemple la file est vide et 'opération de
réception est & faire en premier (dans ces cas l1a bien que les premiéres conditions
soient vérifiées nous ne pouvons pas itérer le circuit).

. 81 0pSyige = faux,(ops?)* & [p], ops? A ops!, ops? <. ops! et p @ ops? # 0, alors

n=Ip| A p =p®ops"t!

Bien que nous puissions itérer autant de fois que nous voulons le circuit, le contenu
de la file ne grossira plus aprés la n-iéme itération. Nous demandons que le circuit
puisse se faire au moins 2 fois (p ® ops? # 0), car la condition du cas 2 n’est plus
suffisante. Voici un petit contre-exemple :

soit p = ba et ops = (7b)(?a)('a)(!b), nous avons p ® ops = ab mais p ® ops? = ().
Cela vient du fait que pour les chaines z et y, la relation z <™ y implique que = < y,
alors que x =<, y implique elle que = < y? et non pas = < v.

. sl Opsyige = vrai, p ® ops® # (), alors

n=1Ap =pRops

Intuitivement, si la boucle contient un test & vide, le résultat de la boucle sera
toujours le résultat des opérations appliquées a partir du vide aprés la derniére
opération vide. Il nous faut vérifier que la boucle peut s’exécuter au minimum deux
fois, la premiére pour vérifier que le contenu de la file sur lequel nous voulons accélérer
ne bloque pas tout de suite la boucle puis une deuxiéme fois pour vérifier que le
résultat de la boucle ne se bloque pas lui-méme.

. si les conditions 1, 2, 3 et 4 ne sont pas satisfaites alors

n=1pl+1 A pRops" =1

Dans ce cas, le circuit peut étre exécuté au plus n fois, aprés la file est vide, nous
arrivons dans un état de bloquage a cause de 'impossibilité d’exécuter des opérations
de réception.

Dans le cas ou nous avons une SRE (& la place d’un produit) il est alors possible

d’appliquer le lemme précédent a chacun des produits séparément.
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Dans le cadre de plusieurs files d’attente, ’algorithme applique le lemme précedent &
chacune des files séparément, la boucle est infiniment exécutable si et seulement si la boucle
peut étre exécutée infiniment souvent pour chacune des files d’attente respectivement. Si
le circuit peut étre exécuté un nombre illimité de fois, le résultat final pour le contenu des
files est le produit cartésien des expressions calculées par le lemme 14.

Remarque :

Les circuits traités par cet algorithme sont des circuits simples. En fait, la plupart
des méthodes utilisées (cf. section 6.6) pour les files d’attente ne traitent que les circuits
simples ou des systémes particuliers : les systémes de communication en anneau. Un
systéme en anneau met en ceuvre une seule file d’attente et chaque processus composant le
systéme ne communique qu’avec ses voisins proches (pour cela il faut imaginer I’ensemble
des processus disposés en cercle et ne communiquant qu’avec leurs voisins de droite et de
gauche).

Voici un exemple (présenté par Bouajjani dans [Bou01]) que nous ne pouvons traiter et
qu’a notre connaissance personne ne peut traiter. Il s’agit en effet de trouver un ensemble
infini en ne produisant que des ensembles finis.

Le systéme que nous considérons est composé d’un processus. Ce processus contient
un état de controle, une seule file d’attente et 2 transitions représentées par la figure 6.1.
Le vocabulaire des mots de la file est ¥ = {a,b}. Le contenu de la file est initialisé a
(a+¢).

t1: :
7a'b! blala

F1G. 6.1 — Un exemple qui ne termine pas : le modéle

La figure 6.2 représente une partie de ’ensemble des configurations atteignables. Nous
notons par ab, ’expression réguliére (a+e¢)e(b+¢€) et par b3 Pexpression (b+¢)e(b+¢)e(b+e).
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a
i
R — ﬁ—»(ﬁ b5a? - ___ -
e B
ab? T B e S S BN X R W . B -
ST
¥ bart e b%at e ba® —wa® - -
t2 to to ‘ to
3]
Cb5b2 ————— (-

F1G. 6.2 — Un exemple qui ne termine pas : une partie des configurations

Examinons maintenant plus en détail la raison de l'infinitude de cet exemple. Le lan-
gage défini par le modéle est L = a*b* + b*a*. Nous montrons que quel que soit le circuit
considéré et quel que soit le mot w € X* que nous prenions l'itération de ce circuit est
bornée et nous obtenons un ensemble fini de mots.

Dans notre modéle les circuits potentiels sont de la forme suivante :

e A A el AR M A

ou k > 0 et n;, m; > 0 pour tout i € [1, k.
Regardons tout d’abord l'effet du circuit § = t; puis 6 = ¢y sur le mot babab, nous
obtenons alors
t; (babab) = bab® + bb*
t5(babab) = ababa® + aba* + a®

En fait, le nombre d’itérations possibles pour la transition ¢; (resp. t3) est toujours borné.
I1 dépend du nombre d’occurences de la lettre a (resp. b) dans le mot initial.
Maintenant, si nous prenons ¢ = t;t et le mot initial w = a nous voyons sur la figure
6.2 que 6*(w) = ba®.
Ainsi, le langage défini par le modéle contient un nombre infini de mots, or nous ne
générons que des ensembles finis de mots, il est donc impossible d’obtenir la terminaison
de ce systéme.

6.5 Construction du graphe symbolique

Ainsi, nous venons de définir une représentation pour les contenus de files et les al-
gortihmes post; et post* permettant de calculer respectivement l'effet d’une transition et
d’un circuit.

Nous pouvons les utiliser et appliquer I'algorithme 3.4 dans I’exemple du protocole du
bit alterné.

La configuration initiale est vo = ((eo,70), €, €). L’ensemble des configurations attei-
gnables est représenté par le tableau ci-dessous, le graphe symbolique correspondant est
quant a lui représenté par la figure 6.3.
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6.6. Discussion

état état
émetteur | récepteur | file M | file A
€0 To mj aj
el To mimg aj
el 1 my aj
el T2 my aiag
€2 T2 my ag
es To mj agay
* * *
es T3 mj ag
ea €al emyg
rm rmi rai
emy
raq
T . ~
e T Env e1ro — €1
ray Rec
eay €mo
raop Mo
emi eaq
Rec ragy
rmi Env
€3 T3 = e3 o= €9 T2
eag
rmo
rag rag ea
€msi em; rmo

F1G. 6.3 — Graphe symbolique pour le protocole du bit alterné

6.6 Discussion

Il existe plusieurs autres représentations pour le contenu des files de systémes a files
parfaites. Dans ce cadre, le probléme de 'atteignabilité est indécidable.
— Pachl [Pac87| est le premier & notre connaissance a proposer de représenter l’en-

semble des configurations atteignables par un ensemble reconnaissable. Un ensemble
reconnaissable étant une union finie de produits cartésiens d’ensembles réguliers.
Pachl n’a pas donné d’algorithmes efficaces pour la manipulation de cette représen-
tation.



Chapitre 6. Analyse des systémes a file d’attente avec perte 117

— Dans [FM96], Finkel et Marcé proposent une procédure d’analyse symbolique utili-
sant une classe d’expressions réguliéres qui ne sont pas comparables aux SRE. De
plus, ’ensemble des configurations atteignables calculé par cette procédure n’est pas
toujours exact.

— Boigelot et Godefroid [BG96, BGWW97| utilisent des automates finis (nommés
QDD : Queue Decision Diagram) qui représentent le contenu des files par des en-
sembles reconnaissables. Dans [BGWW97] il a été montré que l'effet de toute boucle
est représentable et calculable pour un systéme ne contenant qu’une seule file d’at-
tente. Si I'on a deux files d’attente, 'effet du circuit n’est plus représentable par
les QDD. Ceci est di au fait que ’exécution répétée d’une boucle peut créer des
liens entre le nombre de symboles contenus dans les différentes files d’attente. Dans
[BGWWO7] il est donné une compléte caractérisation des sortes de circuits qui pré-
servent la reconnaissance.

— Pour représenter les liens entre les contenus des files, une structure de représentation
telle que les CQDD (“constrained QDD”), combinant les automates finis avec des
contraintes arithmétiques linéaires est nécessaire. Cette structure a été présentée par
Bouajjani et Habermehl dans [BH97, Hab98|.

— Sutre et Finkel ont utilisé quant a eux des expressions réguliéres semilinéaires (appe-
lées SLRE) [Sut00, FIS00]. Les SLRE sont faciles & manipuler, elles sont a I'intersec-
tion des langages représentables par les QDD et par les CQDD. Elles ne permettent
donc pas d’analyser des systémes qui comptent car les liens sur les contenus de files
créés par les itérations ne sont pas pris en compte.

— Dans le cadre des systémes parfaits, la restriction a 'analyse de systémes dits “to-
ken ring” permet une analyse finie [Céc99, ABBO01]|. L’ensemble des configurations
atteignables est alors effectivement constructible.

On peut aussi analyser des systémes a files d’attente avec duplication de messages ou

insertion de messages [CEFP96, Céc98|.

Nous avons choisi pour notre part d’analyser des systémes ayant des files d’attente
avec perte de messages, ainsi nous pouvons ne pas considérer les liens entre le nombre de
messages dans les différentes files grace a la perte de messages ce qui simplifie le calcul
des effets des boucles. Utiliser les SRE dans le cadre des systémes a files d’attente avec
perte offre encore d’autres avantages.

Tout d’abord les opérations sur les QDD et les CQDD sont de complexité exponentielle
et méme encore NP N coNP pour les SLRE. Nous avons pour les SRE des algorithmes
de complexité polynomiale.

Ensuite, il existe une forme normale pour les SRE et calculer cette forme normale
pour une expression donnée est exécutable en un temps polynomial. Alors que les QDD
admettent une forme normale via minimisation des automates (mais demandent un temps
plus élevé), les CQDD n’ayant pas de forme canonique.

Enfin, représenter dans la sémantique du modéle la perte des messages évitent d’alour-
dir le modéle concret avec des boucles emboitées simulant cette perte dans le cas des files
parfaites. Car ajouter des boucles emboitées amene généralement a ne plus pouvoir ana-
lyser le systéme.
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Chapitre 7

TReX : un outil d’analyse de systémes
infinis

Les méthodes et algorithmes que nous avons détaillés dans les chapitres précédents
sont implantés dans un prototype appelé TREX pour “Tool for Reachability Analysis
of Complexr Systems’. Cet outil permet ’analyse automatique de systémes manipulant
des variables de types différents et des paramétres (variables non instanciées). Nous
avons pour le moment, implanté les systémes & compteurs paramétrés, les systémes a
horloges paramétrées, les systémes a files d’attente et toutes les combinaisons de systémes
provenant de ces trois domaines de définition.

Nous commencons ce chapitre en explicitant ’environnement de TREX. En effet, nous
avons congu TREX avec un souci d’interconnectivité avec les outils pré-existants dans
le domaine de la vérification [AAB*99a|. Le langage d’entrée choisi est le langage IF
[BFG'99a, BEG199b| servant de passerelle entre les langages de description formelle tels
que SDL ou Lotos et les outils de vérifications. Les sorties de TREX , a savoir notamment
le graphe symbolique et I’ensemble des configurations atteignables, peuvent étre utilisés
comme entrées d’outils comme CADP [FGK*96] ou INVEST [BLO98|. Grace a la boite a
outils CADP nous pouvons vérifier des propriétés de stireté sur le graphe symbolique fini
donné par TREX. L’ensemble des configurations atteignables peut servir d’abstraction
pour une analyse réalisée avec INVEST.

Nous entrons ensuite dans les détails de TREX . Nous voyons que nous avons construit
TREX de fagon générique. Finalement, nous donnons quelques performances sur quelques
exemples puis nous comparons notre outil & quelques outils de vérification existants.

7.1 Architecture de TReX

Voici une vision d’ensemble de TREX. Nous entrons dans les détails dans les sections
suivantes.

7.1.1 Vue générale

La figure 7.1 représente ’environnement et l’architecture de TREX.
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AN
--=>( SDL2IF) -=>| Modele - Graphe
= ' - symf.bohque ---={ CADP
(11l
Contraintes) TReX
iniiales | Configurations. . .= |nveST
: AN Analyse atteignable
Configuratio ;
intiale | ~=|  Symbolique o
verification )
: I\ —>—h i oui/non
e = Observeur|.. | on-the-fly

F1G. 7.1 — Vue générale de I'environnement et l’architecture de TREX

TREX est un outil en connexion avec les outils et les formalismes de description
des systémes de la manieére suivante. Le format de description des systémes que nous
avons adopté est le format IF (cf. section 7.2.1). Cela nous permet de pouvoir analyser
des systémes dont la description est écrite en SDL (langage de description des systémes,
notamment protocoles de communication, utilisé dans les entreprises). Les sorties de notre
outil sont, d’un c6té, 'ensemble des configurations atteignables du systéme qui peut alors
étre utilisé comme abstraction pour des outils tels que InVeST. D’autre part, nous obtenons
aussi le graphe symbolique fini représentant la sémantique du systéme de départ sur lequel
nous pouvons appliquer des techniques de model-checking fini et des outils tels que CADP
ou SPIN pour vérifier notamment des propriétés de streté sur les graphes finis.

Ainsi, le modéle d’entrée de TREX est un modéle décrit en IF sur lequel nous appli-
quons les techniques décrites dans les chapitres précédents. Nous pouvons alors préciser
la configuration de départ et les contraintes initiales pour les parametres éventuels appa-
raissant dans le systéme a analyser. Nous pouvons aussi analyser une propriété de siireté
a la volée en donnant & 'outil la représentation de la propriété a vérifier sous forme de
systéme de transition étiqueté exprimé sous le format IF. Pour plus de précision sur les
options de l'outil, on peut se réferrer & ’annexe C.1 (page 167).

Nous ne traitons pas pour le moment la vérification de propriété de vivacité, c’est en
cours d’implantation.

7.1.2 Vue intérieure

La figure 7.2 représente les éléments composant notre outil. La caractéristique princi-
pale de TREX est sa généricité. En effet, trois grands modules composent TREX.

Chaque structure de données est un module & part entiére sur lequel est implanté
notamment l'algorithme Post, Post*, les opérations d’inclusion et d’intersection, le test a
vide.

Pour certaines de ces opérations, nous avons besoin de procédure de décision externe
a notre outil. Ceci concerne la manipulation des formules arithmétiques, nous revenons
sur ce point dans le paragraphe 7.2.2.1.

Enfin, nous avons un module exprimant le calcul des états atteignables générique a
toutes les structures de données. [’algorithme en profondeur implanté utilise les fonctions
telles que Post, Post* prédéfinies pour chacune des structures de données.
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TReX
1\ Algorithmes
Modeéle e g ..................... i Graphe
If B | : atteignabilité  techniques : > symbolique
1 symbolique fini
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initiales PR t .................. . |—==IConfiguration
{ Structuresde données : atteignable

COangUratIOI’ , ................. ST ,
initiale | '~ | : Constrained PDBM
SRE FOAF_; ficati
Observeu|>m‘> verification oui/non
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F1G. 7.2 — Vue plus détaillée de TREX

7.2 Description des composantes

TREX est un prototype implanté en C++ contenant environ 56300 lignes de code.
Nous détaillons dans cette partie quelques éléments de I'implantation.

7.2.1 Le format d’entrée

Les modeles que nous considérons sont des automates étendus complexes ayant la
possibilité de manipuler des compteurs, des horloges, des files d’attente avec perte et
des variables booléennes et énumératives. Comme nous 'avons dit précédemment nous
utilisons le format IF comme format d’entrée pour nos modéles. Il s’agit en fait d’un
sous-ensemble de IF dont nous donnons la grammaire en annexe (annexe C.2, page 169).
La version de IF que nous utilisons ne contient pas de labels pour les transitions, ni de
notion de parameétres. Pour contourner ces problémes, nous avons adopté les conventions
suivantes :

— Les étiquettes des transitions que nous considérons sont tout message envoyé sur
une file d’environnement du systéme. C’est une file de type toenv a déclarer dans le
systéme.

— Nous considérons comme parameétres les variables déclarées dans le systéme qui ne
sont jamais (dans aucune transition) affectées. Un parameétre pour les horloges devra
étre déclaré de type réel et un parameétre pour les compteurs de type entier.

Ainsi, avant de commencer & proprement parler de notre analyse, nous devons analyser
I’arbre abstrait généré par le compilateur IF sur le modéle initial pour en extraire le type
du systéme (c’est-a-dire connaitre le type des données manipulées par le systéme), les
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étiquettes des transitions et les différents parameétres.

7.2.2 Matrices de bornes paramétrées contraintes

Une part importante de 'implantation a été la mise en ceuvre des matrices de bornes
paramétrées contraintes. En effet, ces matrices peuvent trés vite devenir lourdes & mani-
puler car :

— Chaque élément des matrices est un terme arithmétique dont la représentation est
cruciale. Nous devons notamment pouvoir les comparer et les simplifier rapidement
et simplement. De plus, les formules arithmétiques dont nous cherchons la satis-
faction pour les opérations de canonisation ou intersection de matrices utilisent
ces éléments. En effet, ces contraintes sont des formules booléennes impliquant des
comparaisons de la forme t < ' ou ¢ et t’ sont des expressions arithmétiques (li-
néaires ou non-linéaires) sur ’ensemble des paramétres et des variables d’itération,
et <€ {<,<}. Nous devons ici aussi étre capables de représenter ces formules de
maniére compacte et de pouvoir simplifier les termes des formules notamment pour
essayer de rester dans le cadre de la non-linéarité. Nous montrons que la simplifica-
tion des termes peut en effet réduire les cas de non-linéarité nous permettant ainsi
d’utiliser des procédures de décision pour le cas linéaire, ce qui est plus simple dans
le cadre des réels et est la seule possibilité dans les cadres des entiers.

— L’algorithme de canonisation utilisé sur les matrices est une extension de ’algo-
rithme de calcul du plus court chemin de Floyd-Warshall. Malgré un cott dans le
pire des cas trés élévé, nous montrons qu’en fait la réelle complexité est moindre
grace aux contraintes sur les parameétres. Pourtant le cotit de la canonisation reste
consommateur de temps et de mémoire surtout parce que cette opération est uti-
lisée aprés chaque opération faisant intervenir des matrices. Pour limiter le temps
consommé par cette opération nous avons introduit une notion de hachage sur les
matrices canonisées : nous conservons les calculs exécutés pour pouvoir les réutiliser.

Nous reprenons chacun des points cités ci-dessus en explicitant les méthodes que nous
avons utilisées.

7.2.2.1 Représentation des termes arithmétiques

Tout d’abord quelle que soit la représentation des termes que nous choisissons, nous
devons avoir recours & des procédures de décision annexes a notre outil pour décider de
la validité ou de la satisfaisabilité de formules arithmétiques. Dans ce but, nous avons
choisi d’utiliser les procédures de décision offertes par OMEGA [Tea96| pour les formules
arithmétiques sur les entiers et par REDUCE [Hea99| pour les formules sur les réels.
L’utilisation des ces procédures de décision est transparente pour l'utilisateur de TREX
la seule contrainte imposée est d’avoir installé les outils OMEGA et REDUCE.

Dans un premier temps, nous avions représenté les termes arithmétiques par des
chaines de caractéres. Il était alors impossible de les simplifier ou de les comparer
autrement qu’en appelant une fonction de simplification externe & TREX. La mémoire
utilisée et le temps d’exécution de TREX étaient alors élévés.
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Il nous fallait donc trouver une meilleure représentation des formules qui puisse nous
permettre de réduire le nombre d’appel aux procédures extérieures. C’est pour cela que
nous avons implanté dans TREX une librairie de manipulation de formules arithmétiques
(librairie FOAF implantée par Mihaela Sighireanu). De plus, nous avons aussi implanté
dans notre libraire des procédures d’élimination de quantificateurs (algorithmes de Fourier-
Motzkin) pour les réels nous permettant de réduire encore le nombre d’appel & REDUCE.

Un autre probléme intéressant concernant les formules arithmétiques est d a I’élimi-
nation de quantificateurs sur les réels. TREX utilise, nous ’avons dit, deux procédures
pour les réels : celle fournie par REDUCE manipulant des termes non-linéaires et une autre
fournie par notre librairie FOAF ne manipulant que des termes linéaires sur les variables
a éliminer. Un point important dans le cadre de ces procédures est que la complexité
de leurs résultats dépend fortement de 'ordre dans lequel les variables sont éliminées.
Considérons par exemple la formule ¢ (apparaissant dans ’analyse du BRP) suivante :

T4, T, Ty, synch). 2« maz x Ty — To + 3% Ty < 0 A
synch—To >0 ANT1 —T; >0 AT >20ANTy>0ANT;>0

ol max est une variable entiére et 11,75, Ty, synch sont des variables réelles. Si 'ordre
des variables pour I’élimination des quantificateurs est synch < Ty < Ty < T} (c’est-a-dire
synch est éliminée la premiére, puis Ty, etc.), la formule obtenue par REDUCE est

maxr —2 >0

Cette formule est linéaire sur les entiers donc décidable.
Par contre si nous utilisons l'ordre inverse (synch > T; > Ty > T}), nous obtenons
avec REDUCE la formule suivante :

2% max®+3*mazx >0 A maxr —2 >0

Cette formule est équivalente a la premiére mais elle est non-linéaire et donc non
décidable sur les entiers.

Aussi pour essayer de limiter le nombre de cas non-linéaires nous avons implanté dans
TREX une heuristique qui décide d’un ordre sur les variables tel que la génération de for-
mules non-linéaires par la procédure de Fourier-Motzkin soit minimisée. Cette heuristique
donne aussi de bons résultats pour l'algorithme utilisé par REDUCE.

Nos expériences ont montré que la procédure de Fourier-Motzkin produit moins de for-
mules non-linéaires que l'algorithme de REDUCE. Par exemple, notre procédure appliquée
a la formule ¢ avec le second ordre sur les variables donne la formule

2xmaxr+3>0 A mar—2<0

Cette formule est équivalente a celles données par REDUCE mais est linéaire.

En résumé, notre procédure permet de générer moins de non-linéarité que celle de
REDUCE mais ’algorithme de REDUCE est plus général (puisqu’il peut étre utilisé pour
des formules non-linéaires) et donne de meilleures performances de temps que notre im-
plantation (cf. section 7.3).
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7.2.2.2 Algorithme de canonisation

L’algorithme de canonisation que nous avons implanté est une extension de l’algo-
rithme de calcul de la fermeture d’une matrice de Floyd-Warshall pour les matrices de
bornes paramétrées contraintes. Dans cet algorithme nous devons pouvoir décider du mi-
nimum de deux bornes paramétrées contraintes. Nous reprenons les cas définis lors de la
définition du minimum entre deux bornes paramétrées contraintes (cf. définition 27, page
54).

Nous vérifions a chaque pas que la contrainte sur les paramétres reste valide. Pour
cela nous utilisons la fonction ajouter contrainte((M,®),¢') qui permet de vérifier la
satisfaisabilité de la formule dp;.3n;. é(pi,n;) A @' (pi,n;). Si elle est satisfaisable la
contrainte associée & la matrice M est alors ¢ A ¢'. De plus nous vérifions & chaque pas
que les termes des éléments M;; de la matrice ne sont pas négatifs. En effet, un de ces
termes négatifs voudrait dire que le poids sur le chemin pour aller de la variable z; a la
variable z; est négatif. Nous pouvons dans ce cas prendre infiniment ce chemin pour avoir
des poids de plus en plus petits, en fait cela prouve que ’ensemble des valuations exprimé
par la matrice est inconsistant.

Nous donnons ’algorithme complet en annexe (page 171).

Remarque :  Si la matrice initiale ne contient pas de parameétres, nous revenons a
I’algorithme initial. En effet, avec des valeurs pour les termes ¢y, t2, il n'y a que trois cas
possible t; < ty ou t; =t ou t; > t2 et non pas un cumul de cas.

Si nous calculons le cotit de cet algorithme en terme de nombre de matrices obtenues
comme résultat de la canonisation, nous voyons que dans le pire des cas ce coiit est
de 3(taille?) (les trois boucles imbriquées impliquent taille® appels a la fonction min qui
elle méme, dans le pire des cas, peut donner 3 matrices). Pourtant, nous n’obtenons
jamais le pire des cas grace aux contraintes sur les paramétres. Par exemple, pour 2
compteurs (matrice carrée de dimension 3) le pire des cas est de 327, or en comptant le
nombre de matrices obtenues aprés la canonisation de la matrice représentée ci-dessous
(ot a, b, ¢, d, e, f sont des paramétres sur lesquels nous ne donnons pas de contrainte
initiale) nous obtenons en fait 127 matrices résultats.

(£,0) (Sa) (D)
($0) (£,0) (<,4)
<,0

(Se) (S,0) (

7.2.2.3 Hachage pour la canonisation

Pourtant la canonisation est une opération que nous utilisons aprés chaque manipu-
lation de matrices contraintes et la canonisation prend du temps. Aprés avoir remarqué
que lors d’une analyse nous effectuions plusieurs fois la méme canonisation nous avons
voulu conserver les calculs effectués pour ne pas avoir a refaire ces calculs. Pour cela re-
marquons tout d’abord qu’au cours de 1’algorithme de canonisation chaque contrainte sur
les parameétres peut éventuellement étre restreinte mais pas ouverte, c’est-a-dire qu’il est
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possible d’ajouter des contraintes aux formules et non pas d’en enlever.

Propriété 7

Soit la matrice de bornes paramétrées contrainte M = (M, vrai) telle que l’ensemble
des matrices résultant de sa canonisation est le suivant : {M; = (My, ¢), My, - -+, M,}.
Alors soit M' = (M, ¢) une matrice contrainte ayant la méme matrice M que M, le
résultat de la canonisation pour M' est l’ensemble :

{(Mlv(z)l A ¢’)>(M2 N ¢)7"'>(an¢’71 A ¢)}

Nous avons donc implanté une table de hachage sur les matrices telle que pour toute
demande de canonisation d’une matrice (M, ¢) nous cherchons tout d’abord a savoir si la
matrice (M, vrai) a déja été canonisée. Si oui, nous récupérons le résultat dans la table de
hachage, les résultats voulus étant un parcours de liste avec des conjonctions de formules.
Si non, nous effectuons la canonisation de (M, vrai) pour la mettre dans notre table de
hachage.

En fait, nous ne canonisons pas (M,vrai) mais (M, ¢init) OU ¢inir est la contrainte
initiale sur les parameétres qui a été fournie au début de ’analyse. Nous sommes sirs que
les paramétres doivent satisfaire au moins cette contrainte quelle que soit la configuration
que nous obtenons lors de ’analyse. Ce dernier point nous permet de réduire le nombre
de matrices résultant de la canonisation.

Nous pouvons maintenant ajouter a ’algorithme le traitement de la table de hachage
(cf. figure 7.3). Nous notons dans cet algorithme la table de hachage par Th.
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fonction Canonisation(Matrice contrainte (My, ¢p)) : liste de mat. contraintes
lexique :
i, J, k, nbcasesocc : entier (0, 0, 0, 0, 1)
T : tableau de matrices contraintes
[, li, Ij : entier
Im, If : liste de matrices contraintes (liste vide, liste vide)
algo. :
si (Im := Th[M]) =10
alors /* la matrice n’a pas été canonisée */
T[0] := (Mo, Ginit)
tant que ( (k < taille) et puis (nbcasesocc # 0) )

1:=0
kE++
ftq

Th(M) := liste composée des éléments de T'
pour toutes les cases [ de T occupées :
lf :=ajout queuve(lf, (T[l].M,T[l].¢ N ¢o))
sinon /* la matrice a été canonisée */
pour toutes les matrices (M, ¢) de Im :
lf :==ajout queue(lf,(M,$ N ¢p))
retourner [f

FiaG. 7.3 — Algorithme de canonisation de matrices de bornes paramétrées contraintes avec
hachage

7.3 Résultats et performances

Pour montrer ’évolution de TREX et les avantages de chacun des choix d’implantation
que nous avons fait, voici quelques petits exemples d’école. Nous montrons ici un exemple
de systéme a compteurs (I’ascenseur, I’algorithme du ticket), de systéme & horloges (algo-
rithme d’exclusion mutuelle de “Fischer”) ou de files d’attente (protocole du bit alterné).
Pour chacun de ces exemples nous donnons tout d’abord la description informelle de leur
comportement. Si ¢’est un exemple déja introduit dans un des chapitres précédents nous
ne redonnons ici que le dessin du modéle. Nous donnons ensuite les performances en temps
et en mémoire utilisée pour quelques versions de notre outil :

— TREX] : représentation des termes par FoafFormula.

— TREX, : hachage de la canonisation.

— TREXj : élimination des quantificateurs par notre librairie.

On note par L lorsque I'exécution a été stoppée par manque de mémoire ou manque
de temps. On note par - lorsque I’exécution de ’exemple n’apporte rien. Sauf indications
contraires, les exécutions ont été faites sur une machine UltraSparc sunb avec 1024Mb de
mémoire. Les temps sont indiqués en secondes et la mémoire en Mb.
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7.3.1 Un ascenseur

Cet exemple peut étre trouvé dans [Val89|. Cet exemple représente le fonctionnement
d’'un ascenseur au travers du fonctionnement de son moteur et du controle des étages.
Ces deux éléments sont modélisés par des systémes a compteurs. Ils communiquent au
travers de deux compteurs (variables globales). La figure 7.4 représente le comportement
de ’ascenseur.

=0

a=2/ a=1/
a==0,c:=c-1 a:=0,c:=ctl

Controle

Moteur

Fi1a. 7.4 — Modéle de ’ascenseur

La variable globale ¢ contient & tout moment le numéro de 1’étage auquel se trouve
I’ascenseur. La variable g représente le numéro de ’étage ou doit se rendre ’ascenseur.

Le comportement du moteur est le suivant. A tout moment le moteur attend des ordres
provenant de la partie controle. Ces ordres peuvent étre :

— Monte d’un étage : la variable ¢ doit alors étre incrémentée de 1.

— Descend d’un étage : la variable ¢ doit alors étre décrémentée de 1.

Ces ordres sont représentés par la variable globale a qui doit étre mise & jour correc-
tement par la partie controle en fonction de ’étage recherché.

Le comportement de la partie controle est le suivant. Elle compare la valeur de ¢ (étage
courant) avec celle de g (étage recherché) et envoie les bons ordres au moteur jusqu’a ce
que ces deux valeurs soient égales. Ensuite elle choisit un nouveau étage arbitrairement.

Le nombre total d’étages est donné par un parametre N.

Cet exemple est intéressant car nous pouvons ’analyser en instanciant la valeur de N
ou en gardant le parameétre. Le tableau 7.1 résume les résultats que nous avons obtenus
dans différents cas :
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TAB. 7.1 — Statistique des performances pour ’ascenseur (1)

N Sans accél. TREX;
Mém. | Tps | nb. conf. | Mém. | Tpse | Tpss | Tpst
2 8.1 0.11 8 5 0 0.12 | 0.12
3 8.1 0.20 15 6.8 | 48.81 | 13.93 | 62.74
4 8.1 0.24 22 7 52.35 | 14.99 | 67.34
5 8.1 0.43 29 7 52.04 | 15.10 | 67.14
6 8 0.56 36 7 52.60 | 14.61 | 67.21
7 8 0.71 43 7 52.58 | 15.57 | 68.15
8 8 1.92 50 7 52.97 | 14.94 | 67.91
9 8 1.08 57 7 52.38 | 15.13 | 67.51
10 8 1.25 64 7 51.96 | 15.33 | 67.29
100 11.3 | 83.62 694 7 52.96 | 15.62 | 68.58
1000 L > 7 53.15 | 15.67 | 68.72
10000 L 7 53 | 15.29 | 68.29
N - - - 7.2 | 61.44 | 17.05 | 78.49
00 - - - 6 1491 | 543 | 20.34

TAB. 7.2 — Statistique des performances pour ’ascenseur (2)
N TREX, nb. conf.
Mém. | Tpse | Tpss | Tpst
8.2 0 0.14 | 0.14
8.2 6.51 | 2.44 | 8.95
8.2 9.99 | 4.19 | 14.18
8.2 9.06 | 2.95 | 12.01
8.2 8.92 | 2.94 | 11.86
8.2 9.05 | 2.96 | 12.01
8.2 8.74 | 3.11 | 11.85
8.2 8.78 | 3.01 | 11.79
8.2 8.73 | 3.14 | 11.87
100 8.2 8.92 | 3.07 | 11.99
1000 8.2 9.06 | 3.10 | 12.16
10000 8.2 8.84 | 3.05 | 11.89
N 8.3 9.46 | 3.65 | 13.11
00 8.1 4.37 | 2.04 | 6.41

Sl oo o otk W
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Nous remarquons que 'analyse de cet exemple est constante en temps et en mémoire
quel que soit le nombre d’étages considéré. Aussi, si nous laissons libre le parameétre N
(avant derniére ligne du tableau) nous calculons en une fois ’analyse de I’ascenseur pour
tout nombre d’étage donné. Ce calcul est fait en 13s pour 9 configurations accessibles alors
que, par exemple, pour traiter le cas de 10 étages (sans accélération) il nous avait fallu
83s et 694 configurations.
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7.3.2 Exclusion mutuelle : algorithme du “Bakery”

Cet exemple d’algorithme d’exclusion mutuelle manipulant des compteurs peut étre
trouvé dans [And91, BGP99.

Nous avons introduit cet exemple d’algorithme d’exclusion mutuelle dans le paragraphe
4.5.1 (page 74). Pour un systéme composé de n processus, il contient alors n compteurs
que nous nommons ai (i € [0,n]). La figure 7.5 reprend la modélisation d’un processus.

sortir' : Jep =0

\ / entrer! : cy = 0
7’@;0051 > M sectionc!
demander!

Je1i=co+ 1 entrer! 1 ¢y < ca/

F1G. 7.5 — Modélisation d’'un processus pour le “Bakery”

Les résultats de 'analyse de cet exemple pour deux processus sont représentés dans le
tableau 7.3, nous avons obtenu 33 configurations. Une erreur dans Omega ne nous permet
pas de donner de résultats pour des exemples contenant plus de deux processus.

TAB. 7.3 — Statistique des performances pour ’analyse du “Bakery” en avant
Version | Mém. | Tpse. | Tpss. | Tpst
TREX; | 54 8.52 2.30 | 10.82
TREX, | 7.6 11.99 | 3.08 | 15.07

Notre outil nous permettant de pratiquer I’analyse en arriére, vérifions maintenant la
propriété d’exclusion mutuelle en utilisant le principe du calcul des états en arriére. Une
erreur que nous avons corrigée dans la derniére version de TREX ne nous permet pas de
donner les résultats de ’analyse en arriére pour la version TREX;. Dans ce cadre, nous
ne tombons pas sur l'erreur d’Omega il est donc possible d’analyser ’exemple avec plus
de deux processus.

La configuration initiale est la suivane (ou n est le nombre de processus) :

((scl,s¢2,---,scn),al >0 A a2>0 A -+ A an >0)

TAB. 7.4 — Statistique des performances pour ’algorithme du “Bakery” en arriére

nb proc. TREX nb. conf.
Mém. | Tpse | Tpss | Tpst
2 74 0.08 | 0.10 | 0.18 9
3 74 0.80 | 0.40 | 1.20 25
4 7.6 4.46 | 2.42 | 6.88 75
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Dans le cadre de l’algorithme en arriére il n’y a pas besoin d’accélération pour cet
exemple. Il suffit en effet de savoir si ¢; < ¢; ou o < ¢; pour calculer ’ensemble des
configurations atteignables. Nous pouvons vérifier que I’état initial n’est pas inclus dans
une configuration atteinte.

7.3.3 Exclusion mutuelle : algorithme du ticket

L’algorithme du ticket est un exemple type dans la famille des algorithmes d’exclusion
mutuelle, il est notamment présenté dans [And91, BGP99|. Dans le cas de l'algorithme
du ticket, l'accés a la ressource commune est contrélé par deux compteurs : un compteur
d’entrée ¢, (le ticket d’attente de la ressource) calcule le nombre de processus qui ont
demandé ’acces a la ressource et un compteur de sortie ¢, calculant le nombre de processus
ayant relaché la ressource commune.
Chaque processus doit prendre un ticket avant d’entrer en section critique (moment
ou le processus utilise la ressource) et rendre le ticket en sortant. Il ne pourra utiliser
cette ressource que si aucun autre processus n’est lui-méme en train de 1'utiliser, c’est-a-
dire le numéro de son ticket est plus petit ou égal au nombre de processus ayant relaché
la ressource. Examinons le cas ol nous avons 2 processus. Pour plus de compréhension,
chaque processus est modélisé par un automate étendu.
Dans cet exemple, 'automate A (produit asynchrone des deux processus) contient les
données suivantes :
— Q = {repos;, attente;, SC1} x {reposs, attentey, SCy} ou repos est 1'état par
défaut dans lequel est le processus, attente; I’état lorsque le processus ¢ a demandé
a entrer dans la section critique et attend de pouvoir effectivement y rentrer et
SC; I'état dans lequel se trouve le processus ¢ lorsqu’il a effectivement la ressource
(i € {1,2}).

- X = {idl, idg, Cq, Cs} ou
— 1dy est le numéro du ticket courant pour le processus 1,
— idy est le numéro du ticket courant pour le processus 2.
— ¢, est le compteur d’entrée.
— ¢, est le compteur de sortie.
Toutes les variables sont des compteurs, il n’y a pas de paramétres.

La figure 7.6 représente la modélisation du processus i.

Ty _a; / a; S;:

id; == Cq, Cq :=Cq +1 1d; < cs /

Fi1G. 7.6 — Le Ticket

Cet exemple permet une analyse en avant et en arriere utilisant la méthode d’accélé-
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ration pour des compteurs.
TAB. 7.5 — Statistique des performances pour l'algorithme du ticket (1)
nb proc. TREX; TREX, nb. conf.
(nb cpt) || Mém. | Tpse | Tpss | Tps t || Mém. | Tpse Tps s Tps t
2(4) 8.4 7.65 | 4.07 | 11.72 || 8.9 5.19 6.23 11.42 38
3(5) (*) 897 | 1057.33 | 6034.48 | 7091.81 219

(*) erreur dans ’exécutable.
Pour 4 processus, 'exécution avec TREX, a nécessité plus de 1,8 Go de mémoire.
Nous n’avons donc pas pu terminer cet exemple.

Vérifions maintenant la propriété d’exclusion mutuelle en utilisant le calcul en arriére
des configurations.
Dans le cadre de I’analyse en arriére, la configuration de départ du calcul est la suivante

(ot n est le nombre de processus) :

((scl,-+-,scn),ca >0 A cg >0 A idy >0 A ---

A id, > 0)

TAB. 7.6 — Statistique des performances pour ’algorithme du ticket en arriére

nb proc. TREX, nb. conf.
(nb cpt) | Mém. | Tpse | Tpss | Tpst
2(4) 7.6 5.31 0.90 6.21 10
3(5) 9.6 72.93 18.60 | 91.53 29
4(6) 33.5 | 8252.79 | 682.79 | 8935.04 84

Nous pouvons alors vérifier que 1’état initial n’est pas inclus dans les configurations
calculées par 'algorithme. Dans cet exemple, pour pouvoir terminer nous devons utiliser
I’accélération en arriére, nous obtenons I’ensemble exact des configurations accessibles.

7.3.4 Exclusion mutuelle : algorithme de “Fischer”

Il existe plusieurs versions de l’algorithme de “Fischer”, nous avons choisi la version
décrite par |Lyn96|.

Nous avons introduit cet exemple dans le chapitre 4 (page 77). Nous rappelons que ce
modéle contient ¢ processus, ¢ horloges et 2 paramétres.

La figure 7.7 représente la modélisation du processus 1.
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—a debute; : id =0/
[ repost | P1i=0 o gessiond
A recommence : prend : /
8072721:::/0 dZ1 A>T/ id=1.hy =0

1+

h>T Aid=1/

Fi1G. 7.7 — “Fischer” : Modélisation de processus 1

TAB. 7.7 — Statistique des performances pour 'algorithme de “Fischer” (1)

nb proc. TREX; TREX,
Mém.‘Tpse’Tpss‘Tpst Mém.’Tpse’Tpss‘Tpst
Instanciation = T =11 N D=7

2 (**) - - - 7.8 0 0.18 0.18

3 (**) - - - 9.1 0 6.41 6.41

4 (**) - - - 104 0 935.76 | 935.76

contrainte initiale = T > D N D >0
2 8.5 |20.25 | 4.53 | 24.78 8.4 0 1.13 1.13
3 10.6 | 65.21 | 181.43 | 246.64

contrainte initiale = T >0 A D > 0 (synthése)
H | | | [ 79 7 0 ] 590 | 590

[\]

(**) Erreur dans l'exécutable.

TAB. 7.8 — Statistique des performances pour 'algorithme de “Fischer” (2)

nb proc. TREX3 nb. conf.
Mém. ’ Tpse’ Tps s ‘ Tps t
Instanciation = T =11 N D=7
2 - - - - 29
3 - - - - 279
4 - - - - 4063
contrainte initiale = T > D A D >0

2 8.4 0 0.87 0.87 39
3 10.6 0 170.82 | 170.82 369

contrainte initiale = T >0 A D > 0 (synthése)
2 [ 79 | 0 [ 441 [ 441 | 61

Pour cet exemple, lorsque nous utilisons des parameétres, I’analyse utilisant REDUCE
nous a donné des formules non linéaires, ce qui n’a pas été le cas avec notre élimination
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de quantificateurs.

Nous avons analysé (sur une machine Linux avec 2GB de mémoire) ’exemple avec 4
processus lorsque la contrainte initiale est 7> D A D > 0 en utilisant notre élimination
de quantificateurs. L’anlyse a demandé 800Mb de mémoire et a pris 38.4 heures.

Nous pouvons analyser cet exemple en appliquant le calcul des configurations en ar-

riére.

TAB. 7.9 — Statistique des performances pour ’algorithme de “Fischer” en arriére

nb proc. TREX TREX3 nb. conf.
Mém. ] Tps e ] Tps s ] Tps t Mém. ‘ Tps e ‘ Tps s ‘ Tps t

T=1ND=7

2 5.7 0 0.10 | 0.10 - - - - 12

3 2.7 0 0.12 | 0.12 - - - - 19

4 5.7 0 0.25 | 0.25 - - - - 29
T'>D N D>0

2 7.4 0 0.40 | 0.40 7.5 0 0.30 | 0.30 12

3 7.5 0 0.75 | 0.75 7.5 0 0.59 | 0.59 19

4 7.5 0 148 | 1.48 7.5 0 1.30 | 1.30 29
T>0AND>0

2 8 1.92 | 293 | 4.85 8 1.84 | 2.29 | 4.13 23

3 (*) >1.8 Go

(*) Nous obtenons des formules non linéaires.

Nous pouvons vérifier que pour chacun des exemples ot les paramétres sont instanciés
ou bien ou nous avions donné la contrainte 7" > D, la configuration atteignable n’est
pas incluse dans l’ensemble des configurations calculées. Par contre, dans les exemples
sans contraintes particuliéres entre els paramétres 1" et D, nous obtenons dans I’ensemble
des configurations calculées, la configuration d’état de controle (reposi,reposs) (pour 2

processus) avec une contrainte sur les parameétres étant : 7> 0 A T < 2D A T <
D AN D>0.

7.3.5 Protocole de Retransmission Bornée (un détail) — BRP
(Bounded Retransmission Protocol)
Nous prenons ici un détail du protocole de retransmission bornée que nous avons

introduit dans le chapitre sur I’analyse des systémes a compteurs et & horloges paramétrés
(section 4.5.3, page 79).

La figure 7.8 représente la réémission d’un message lors du fonctionnement du protocole
de retransmission bornée. Nous avons deux horloges x et y représentant respectivement
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les horloges de 1’émetteur et du récepteur ainsi qu’un compteur ¢ représentant le nombre
de réémissions du message.

c<mazr N z=Ty /z:=0,c:=c+1

FiG. 7.8 — Détail du BRP

Nous avons analysé cet exemple en instanciant tous les paramétres BRP-v.-vp -vp, ol
v. € IN est une valeur donnée au parameétre c et vy, vy, € IR sont respectivement des
valeurs données aux paramétres 17 et 1.

Nous analysons ainsi plusieurs cas de systémes hétérogenes avec ou sans parameétres
et dont le résultat et plus ou moins linéaire.

TAB. 7.10 — Statistique des performances pour un détail du BRP (1)

nb proc. TREX; TREX,

Mém. | Tpse | Tpss | Tpst || Mém. | Tpse | Tpss | Tpst
BRP-10-1-10 6.2 4.36 | 047 | 4.83 9.2 3.07 | 0.57 | 3.64
BRP-20-1-20 6.2 4.25 | 041 | 4.66 8.7 3.14 | 0.57 | 3.71
BRP-30-1-30 6.6 450 | 044 | 4.94 8.7 3.08 | 0.59 | 3.67
BRP-40-1-40 6.2 453 | 042 | 4.95 8.7 3.06 | 0.56 | 3.62
BRP-c-1-10 6.4 14.88 | 1.92 | 16.80 9.3 6.27 | 1.72 | 7.89
BRP-c-1-20 6.4 15.22 | 1.94 | 17.16 9.3 6.19 | 1.68 | 7.87
BRP-c-1-30 6.4 15.62 | 2.12 | 17.74 9.3 6.24 | 1.70 | 7.84
BRP-c-1-40 6.5 15.23 | 2.02 | 17.25 9.3 6.28 | 1.71 | 7.99
BRP-c-T1-10 10.3 | 64.10 | 27.50 | 91.60 10.2 | 44.87 | 17.76 | 62.63
BRP-c-T1-20 11.5 | 81.09 | 36.47 | 117.56 11 56.91 | 29.32 | 86.23
BRP-c-T1-30 11.5 | 106.88 | 35.86 | 142.74 || 10.9 | 38.70 | 14.11 | 52.81
BRP-c-T1-40 12.3 | 253.30 | 44.30 | 297.60 | 10.4 | 49.51 | 23.60 | 73.11

BRP-10-T1-T5 9.2 78.33 | 10.30 | 88.63 7.5 | 66.57 | 18.75 | 85.32
BRP-c-T1-T, - (**) - - 9.7 | 43.72 | 12.04 | 55.76

(**) Un beug dans l'exécutable TREX; ne permet pas de donner les résultats de cet
exemple.
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TAB. 7.11 — Statistique des performances pour un détail du BRP (2)

nb proc. TREX3 nb. conf.
Mém. | Tpse | Tpss | Tpst
BRP-10-1-10 - - - - 5
BRP-20-1-20 - - - - 5
BRP-30-1-30 - - - - 5
BRP-40-1-40 - - - - 5
BRP-c-1-10 - - - - d
BRP-c-1-20 - - - - d
BRP-c-1-30 - - - - 5
BRP-c-1-40 - - - - 5
BRP-c-T}-10 10 21.17 | 68.57 | 89.74 14
BRP-c-T3-20 10 21.28 | 68.21 | 89.49 14
BRP-c-T7-30 10 20.95 | 67.70 | 88.65 14
BRP-c-T7-40 10 21.67 | 68.19 | 89.86 14
BRP-10-T1-T5 8.2 |16.79 | 154.06 | 170.85 15
BRP-c-T1-T5 9.8 | 14.93 | 29.63 | 44.56 7

Nous avons obtenu des contraintes non linéaires dans le cadre des versions BRP-c-
Ti-y sans l'utilisation de notre élimination. Le fait d’utiliser notre package d’élimination
de formules évite le probléme des formules non linéaires et nous avons alors une analyse
complétement automatique.

7.3.6 Protocole de retransmission bornée — Bounded Retrans-
mission Protocol

Nous avons décrit ce protocole dans le chapitre 2 dans la section 2.4.4.2 (page 23).

7.3.7 Abstraction des compteurs et des horloges

Nous avons analysé le systéme abstrait ne contenant plus que les files d’attente décrit
dans la section 3.2.2 (page 35).

L’analyse avec TREX; a pris 0.30s et 5.9Mo de mémoire, avec TREX5 elle a pris 0.31
secondes et 6.4Mo de mémoire. Les valeurs sont sensiblement les mémes car nous n’avons
pas modifié les structures et les algorithmes des SRE entre ces deux versions de notre
outil.

Nous avons alors obtenu 'ensemble des configurations atteignables représenté par le
tableau 7.9. Le graphe symbolique ot nous n’avons conservé que les messages envoyés au
niveau application est représenté par la figure 7.10.



136

7.3. Reésultats et performances

état abort | rtrans K L
s_wnit r_inait 0 0 € €
s_sendf r_init 0 0 € €
s _wa_f r_init 0 0 fst* €
s wa_f r_wmf 0 1 fst* fst*
s_send) r_wmf 0 1 fst* fst*
s_send0 r_wm0 0 1 ml* ml*
s wa 0 r_wmf 0 1 fst*m0* fst*
s wa_ 0 r_wm0 0 1 m1*m0* ml*
s wa_ 0 r_wml 0 1 m0* m1*m0*
0 1 mO0* fst*m0*
s_sendl r_wml 0 1 m0* mO0*
s wa_1 r_wml 0 1 ml* m0*m1*
s wa_ 1 r wml 0 1 m0*m1* m0*
s_wa_l r_init 0 0 last* ml*last*
0 0 last* m0*last*
s wa_ I r_wmf 0 1 fst*last” fst*
s wa | r_wm0 0 1 ml*last* ml*
s wa [ r_wml 0 1 mO0*last* mO0*
s wa | r_end 0 1 last* ml*last*
0 1 last* m0*last™
s wa_rec r_init| 0 0 last* last*
s wa_rec r_end| 0 1 last* last*
s_error r_init 1 0 € ml*
1 0 last* €
1 0 € last*
1 0 € mO0*
1 0 € fst*
1 0 fst* €
s_error r_wmf 1 1 fst*m0* fst*
1 1 fst*last* fst*
s_error r_wml 1 1 m1*m0* ml*
1 1 ml*last™ ml*
s_error r_wml 1 1 m0*m1* mO0*
1 1 m0*last™ mO0*
s_error r_end 1 1 last* last*

F1G. 7.9 — Ensemble des configurations atteignables du BRP (files d’attente)
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SNOK

Q SDNK

F1G. 7.10 — Graphe symbolique du BRP (files d’attente)

Ainsi, nous pouvons maintenant considérer I’ensemble des configurations atteignables
comme invariant du modéle. Cet ensemble peut alors servir d’invariant pour calculer
I’abstraction du modéle sans les files d’attente.

7.3.8 Abstraction du compteur de message ¢

Pour le moment, nous n’avons pas pu analyser complétement le systéme complet,
contenant les deux files d’attente, les deux compteurs et les deux horloges par manque de
mémoire sur nos machines. Par contre, nous avons réussi a analyser une version ol nous
avons abstrait le compteur ¢ indiquant le nombre de messages du fichier envoyé. Nous
supposons simplement savoir si le protocole est en train d’émettre le premier message, un
message intermédiaire ou le dernier message. Nous analysons alors le systéme pour toutes
les instances de N (le paramétre indiquant la longueur du fichier & retransmettre).

Les modeéles utilisés pour ’émetteur et le récepteur sont représentés respectivement
par les figures 7.11 et 7.12.
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SOK :ack ok

resendl

ack ok =z <Ty {

Fig. 7.11 — BRP — émetteur

ab/z =0, rc:=0, M!f;

tfst = —ab/x =0, rc:=0, M!fy
resendf =rc < Maxr N x =T, A { ZZ/I;A//[]\!/}C!IJ”O },x =0, rc:=rc+1
resendi =rc < Max N x="T) A { iz/g\//[]\%l;% },x:: 0, rc:=rc+1
resendl =rc < Max N x =11 A { C—L.l;/b]\/ij\!/jl!lo },x:z 0, rc:=rc+1

ab/A?a1

—ab/ A%, } , z:=0, rc:=0, ab:= —ab

nok =rc=Mazx N z=T;/x:=0



Chapitre 7. TReX : un outil d’analyse de systémes infinis 139

z < TQ/{M?fl, M?ml}, Alaq

RNOK:2=T2/z:=0 rwait0_ |  RFST : /M?fy, Alag, 2 :== 0

z < Tz/
M?ly, M?1,},
A!ao, A!al}

\

A A

RFST :
/ M? fo,
Alag,z:=0

Y

RNOK:z=Ty/2:=0 | »<T,) RFST: /M?f,, Alag,z:=0

z < Tg/{M?fo, M?mo}, Alag

z=T2/

F1G. 7.12 - BRP — récepteur

7.4 Comparaison avec d’autres outils

A notre connaissance il n’existe pas d’outils de vérification permettant de manipuler
a la fois plusieurs données complexes (files d’attente, horloges et compteurs non bornés)
et des systémes utilisant des parameétres.

Nous comparons dans cette section notre outil & une liste non exhaustive d’outils
existants aussi bien pour les compteurs que pour horloges.

7.4.1 Les outils de comparaison

Les outils auxquels nous avons comparé TREX sont décrits ci-aprés. Nous les
divisons en deux catégories. Tout d’abord les outils permettant d’analyser des systémes
a compteurs (le domaine de définition de ces compteurs pouvant étre infini). Puis ceux
manipulant des horloges, éventuellement des compteurs si le domaine de ces derniers est
fini. Nous voyons que certains peuvent manipuler des parameétres.

Les outils sur les compteurs :

— DMC (pour Deductive Model Checking) [Del, DP99, DP00| est un vérificateur dé-
veloppé principalement par G. Delzanno permettant ’analyse et la vérification de
propriétés de streté pour les systémes & compteurs.
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L’algorithme de calcul des états atteignables est basé sur 'utilisation de la program-
mation par logique contrainte (CLP : Constraint Logic Programming). Les ensembles
de valuations des compteurs (ainsi que les systémes & analyser) sont représentés par
des clauses de la programmation logique. La vérification des propriétés se fait par
une recherche en arriére des états. Cette recherche en arriére peut donner une sur-
approximation des états. Par exemple, si nous considérons le systéme composé d’un
seul état de contrdle sur lequel nous avons la transition (¢,0 <z <T) / z := z +2).
Si nous commengons l'analyse avec ’ensemble x > 0 A T; > 0, ’ensemble des
configurations atteintes est alors : © > 0 A 77 > 0 qui est une sur-approximation.
De plus, une méthode d’élargissement combinée & la relaxation des entiers vers
les réels a été implantée dans 'outil pour permettre ’accélération du calcul dans
certains cas. Le résultat donné (ensembles des configurations) est alors, ici aussi,
une sur-approximation.

Il est possible de manipuler des contraintes (pour cela, il faut déclarer des va-
riables qui ne sont jamais affectées). Les contraintes sur ces paramétres doivent
rester linéaires. L’utilisation de contraintes peut introduire des comportements
infinis. Par exemple, dans I’exemple précédent si l'ensemble de départ est =z =
T, N Ty >0 A Ty > 0, le calcul de 'ensemble des états ne va pas s’arréter. Si
nous utilisons TREX 1’analyse s’arréte et nous obtenons alors ’ensemble suivant :

LASH (pour Liége Automata-based Symbolic Handler) [las] est un outil permettant
I’analyse de systéemes & compteurs ou les systéemes & files d’attente. Les valuations
des compteurs sont représentées par NDD (Numerical Decision Diagram [Boi98])
et les contenus des files d’attente (celles-ci étant parfaites) par des QDD (Queue
Decision Diagram [BG96, BGWW97]). Pour les compteurs la notion d’accélération
des ensembles périodiques [BW94]| a été implantée, mais c’est a 'utilisateur de don-
ner le circuit par lequel il aimerait accélérer. De plus, dans la version actuelle de
I'outil, il n’est pas possible de visualiser I’ensemble des configurations atteintes, ce
qui ne permet pas de vérifier si ’ensemble obtenu est comparable a celui obtenu par
TREX.

Il est possible d’utiliser des paramétres (définition de variables sans affectation)
si leffet des circuits reste NDD-représentable (notamment il n’est pas possible de
manipuler des formules non linéaires). L’usage des paramétres peut parfois empécher
I’emploi de I'accélération. Reprenons un exemple composé d’un seul état de controle
et d’une transition (¢, /x := x+7T5, q) ot nous n’avons pas de garde et ou la variable
x est incrémentée de T, & chaque passage. Si nous instancions le paramétre a une
valeur fixe (par exemple 2) mais que nous laissons le paramétre dans le systéme,
LASH ne s’arréte pas car 'effet du circuit : n * T% n’est pas NDD-représentable.

CoMPOSITE [YKTBO01, Bul00| est un outil de vérification pour les systémes & comp-
teurs manipulant des variables booléennes. Cet outil combine différentes représen-
tations symboliques telles que les BDD pour représenter les formules de logique
booléenne et une représentation a base de polyhédres pour représenter les formules
d’arithmétique linéaire.

Une méthode d’élargissement a été développée pour accélérer le calcul des états
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atteignables. Cette méthode donne alors une sur-approximation de ’ensemble des
états atteignables. Il est possible de faire un calcul en avant ou arriére. Le calcul
en arriére donne éventuellement une sur-approximation. Pourtant, nous n’avons pu
utiliser le calcul en avant que dans un seul cas (exemple du “Bakery” avec deux
processus ol le résultat avait été trouvé en 2,36s) dans les autres cas ot nous avons
essayé l'algorithme n’était pas fini aprés avoir utilisé plus de 500Mb de mémoire.
Nous comparons donc seulement les performances en arriére.

Il est possible de déclarer des paramétres, les contraintes faisant intervenir ces pa-
rameétres doivent rester linéaires.

Les outils manipulant des horloges :

— UppAAL [LPY97, LP00Ob, LP00a] est développé par W. Yi, K. Larsen et P. Pet-

terson. Cet outil permet ’analyse de systémes temporisés pouvant communiquer
deux a deux et pouvant manipuler des variables entiéres bornées. La version cou-
rante de 'outil ne permet pas ’analyse de systémes paramétrés. Il n’est pas pos-
sible d’obtenir I’ensemble des configurations atteignables. Nous pouvons faire une
simulation interactive de I’analyse d’un systéme ou demander la vérification d’une
propriété de logique temporelle. La représentation des valuations est faite par des
CDD (Constraint Decision Diagram) [LWYP98, BLP*99].
Une extension récente de UPPAAL [HRSV01] — non disponible pour le moment —
permet la vérification d’une classe restreinte de systémes temporisés paramétrés. Ce
sont les systémes dits "L/U Automata". Les systémes analysés sont des systémes
temporisés ot il est possible de comparer des horloges & des paramétres v —y{<, >, >
, <}co+cy.ly... ol ¢; sont des constantes et [; des paramétres. Il existe deux catégories
de parametres les plus grands sont ceux qui apparaissent dans des formules faisant
intervenir les signes {>, >} et les les plus petits ceux faisant intervenir les signes
{<,<}. Il n’est donc a priori pas possible de déclarer z = P1 car chaque paramétres
ne doit appartenir qu’a un seul ensemble. De plus, I'analyse de ces systémes n’est
pas faite avec tous les paramétres, [HRSVO01] ont en effet développé des techniques
d’abstraction permettant de réduire le nombre de ces parameétres en choisissant
pour certains des valeurs induites par ’abstraction. Enfin, 'analyse est menée sans
technique d’accélération, les ensembles de valuations des horloges étant représentés
par une extension des matrices de bornes. Dans cette version il n’est pas possible de
manipuler des formules non linéaires.

— KronoOS [DOTY96, Yov97| est un outil de vérification de systémes temporisés déve-
loppé a Vérimag principalement par S. Yovine et S. Tripakis. Kronos ne permet pas
I’analyse de systémes contenant des parameétres. La représentation des valuations
des horloges est exprimée par des matrices a différence de bornes (DBM : Difference
Bounded Matrix). Plusieurs abstractions [DT98| (simulation, extrapolation, inclu-
sion, activité, couverture convexe) ont été développées pour aider a la terminaison
du calcul des états atteignables. Les 4 premiéres abstractions ne sont pas exactes
au sens ou elles ne calculent pas ’ensemble exact des configurations atteignables
mais restent sauves pour la vérification de propriétés. L’abstraction de la couverture
convexe permet quant & elle de réduire la taille de 'ensemble des configurations
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calculées mais donne un sur-ensemble.

— HyTtecH [HH95, HHWT95, AHH96| est un outil permettant I’analyse d’automates
hybrides linéaires. Les automates temporisés sont un sous-ensemble des automates
hybrides ou la dérivée des horloges est constante. HYTECH permet la manipulation
de paramétres. Les valuations des horloges sont représentées par une bibliothéque
implantant des polyhédres. Il est possible de faire une analyse en avant ou une
analyse en arriére.

Pour ces exemples nous avons utilisé les outils sous les versions suivantes : LASH-0.8,
COMPOSITE-0.1, UPPAAL-3.1.64, KRONOS-2.4.4 et HYTECH-1.04.

7.4.2 Les comparaisons sur les compteurs

Nous commengons avec I’exemple de I’ascenseur. Les lignes contenant une étoile (*)
sont ’analyse de I’exemple donné sans avoir recours a une méthode d’accélération.

TAB. 7.12 — Comparaison pour les compteurs en avant (1)

Exemple TREX LAsH
Mém. ‘ Tps || Mém. ‘ Tps ‘ Comm.
Ascenceur (N instancié)
Asc2 (%) 81 | 0.11 14 0.51 8 pas.
Asc2 8.2 0.14 0.10 1.95 4 pas.
Asc3 (%) || 81 | 020 | 1.4 | 0.73
Asc3 8.2 8.95 || 0.10 2.11 4 pas.
AscA(*) | 81 | 024 || 1.4 | 0.96
Asc4 8.2 14.18 || 0.11 2.42 4 pas.
Asch(®) || 8.1 | 043 | 14 | 127
Asch 8.2 12.01 || 0.11 2.58 4 pas.
Asc6(¥) 8 | 056 || 1.4 | 148
Ascb 8.2 11.86 || 0.12 2.69
Asc7(%) 8§ |07l | 14 | 183
Asc7 8.2 12.01 || 0.18 2.89
Asc8(%) 8 | 092 | 14 | 2.08
Asc8 8.2 11.85 || 0.21 3.27
Asco(¥) 8 | 1.08 | 1.4 | 2.39
Asc9 8.2 [ 11.79 || 0.23 3.38
Asc10(%) 8§ | 125 | 14 | 2.69
Ascl0 8.2 11.87 || 0.24 3.47
Ascl00(F) | 11.3 | 83.62 || 1.6 | 42.23
Ascl100 8.2 11.99 | 0.57 6.27
Asc1000(*) L 3.8 | 627.49 | 6994 conf.
Asc1000 8.2 12.16 || 0.85 9.41
Asc10000 8.2 11.89 || 1.17 | 13.51
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TAB. 7.13 — Comparaison pour les compteurs en avant (2)

Exemple TREX LAsH
Mém. ‘ Tps Mém. ‘ Tps ’ Comm.
Ascenceur (N non instancié)
AscN 8.3 13.11 pas d’analyse
Ascoo 8.1 6.41 0.24 2.85
Ticket
Tick2 8.9 11.42 1.9 21.33 8 pas.
Tick3 897 | 7091.81 || 14.4 | 339.07 12 pas.
“Bakery”

Bak2 7.6 15.07 0.11 2.37
Bak3 (**)

(**) Le probléme avec LASH est de donner les bons circuits permettant a ’analyse
de s’arréter. Comme il n’est pas possible de visualiser une trace partielle de 'avancée
de Panalyse, I'utilisateur doit alors refaire a la main I’analyse pour trouver les bons cir-
cuits. Dans le cas de deux processus, nous avons utilisé les circuits que TREX avait utilisé.

Ainsi, les exemples traités avec LASH prennent moins de temps et d’espace qu’avec
TREX. Nous pensons que cela est principalement da au fait que nous ne donnons pas a
priori les circuits par lesquels 1’algorithme doit accélérer ce qui permet de ne pas obliger
I'utilisateur & avancer & la main ’analyse pour trouver les circuits. Mais d’'un autre coté,
a chaque nouvelle configuration atteinte nous testons la possibilité d’accélérer. Dans cet
exemple-ci cela peut prendre beaucoup de temps car il n’est pas possible d’accélérer par
des boucles simples, il faut impérativement remonter & des boucles de niveau 2.

TAB. 7.14 — Comparaison pour les compteurs en arriére

Exemple TREX DMC COMPOSITE
Mém. ‘ Tps Mém. ] Tps ‘ Comm. || Mém. ‘ Tps ‘ Comm.

“Bakery”

Bak2 7.4 0.18 8.6 0 SA 9.8 1.02 SA

Bak3 7.4 1.20 8.6 0.1 SA 14.1 5.30 SA

Bak4 7.4 6.88 8.6 3.3 SA 20.8 | 12.45 SA
Ticket

Tick2 7.6 6.21 8.6 0.7 A 11.9 2.19 A

Tick3 9.6 91.53 8.6 95.6 A 19.2 24 A

Tick4 33.5 | 8935.04 || 9.3 |33791.1 A 38.6 | 257.84 A

Au travers de ’exemple du “Bakery” (sans besoin d’accélération), nous observons que
TREX permet d’analyser les systémes dans un temps de méme ordre de grandeur que
DMC. Par contre, au sujet de I’exemple du ticket nous voyons TREX reste dans le méme
ordre de grandeur que DMC bien que ce dernier donne un ensemble sur-approximé. COM-
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POSITE quant a lui est plus rapide pour ’exemple du ticket mais donne un ensemble
sur-approximé ce que ne fait pas TREX.

7.4.3 Les comparaisons sur les horloges

Regardons maintenant les comparaisons pour les automates temporisés. Nous com-
mengcons par le cas de l'algorithme du “Fisher”.

TAB. 7.15 — Comparaison pour les horloges

Exemple TREX UPPAAL KRONOS HYTECH
Mém. ‘ Tps Mém. ‘ Tps || Mém. ‘ Tps || Mém. ‘ Tps
“Fischer” en avant
Fisch2-11-7 7.8 0.18 1 0.2 1.4 10.02| 5.9 0.17
Fisch3-11-7 9.1 6.41 1 0.2 1.8 1023 6.7 1.57
Fisch4-11-7 104 | 935.76 1 0.5 3.1 |0.75 || 145.9 | 138.51
Fisch2-T>D || 84 0.87 - - - - 5.8 0.25
Fisch3-T>D || 10.6 | 170.82 - - - - 9.6 2.79
Fisch2-T-D 7.9 4.41 7(*%) 2 - - 5.8 0.40
“Fischer” en arriére
Fisch2-11-7 5.7 0.10 14 0 5.9 0.09
Fisch3-11-7 5.7 0.12 1.6 [0.02| 6.5 0.85
Fisch4-11-7 5.7 0.25 29 025 22,5 | 11.67
Fisch2-T>D 7.5 0.30 - - - - 5.9 0.28
Fisch3-T>D 7.5 0.59 - - - - 8.2 1.74
Fisch4-T>D 7.5 1.30 - - - - 60.2 | 74.02
Fisch2-T-D 8 4.13 - - 2.9 0.23

(*) Les résultats de Uppaal avec des paramétres sont des résultats que nous
avons repris de l'article [HRSVO1]|. La version du fischer utilisée est celle décrite par
[AL91, AHV93, Tri98| ou seul le paramétre T" a été gardé non instancié.

Dans cet algorithme, il n’y a pas besoin de l'accélération, les performances en
temps de TREX (notamment comparés a HYTECH) sont assez défavorables. Nous
pensons que cela peut provenir du fait que notre algorithme essaie d’accélérer & toutes
les itérations ce qui le ralentit considérablement dans ce cas. Nous notons qu’il existe
une plus grande différence dans le cas de 'analyse en avant que lors de ’analyse en arriére.

Les résultats pour le détail du protocole de retransmission borné sont donnés dans
le tableau 7.16. Pour cet exemple, TREX est le seul & pouvoir analyser tout les cas, car
il n’existe pas d’algorithme d’accélération pour les autres outils. En effet, lorsque nous
utilisons des paramétres il devient alors impossible de calculer la borne maximale de
comparaison pour chacune des horloges.
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TAB. 7.16 — Comparaison pour les horloges
Exemple TREX UPPAAL KRONOS HYTECH
Mém. ‘ Tps || Mém. ‘ Tps || Mém. ‘ Tps || Mém. ‘ Tps
Détail du BRP

BRP-10-1-10 9.2 3.64 1 0.2 1.5 0.1 2.7 10.19
BRP-20-1-20 8.7 3.71 1 0.2 1.5 [0.35 2.7 10.24
BRP-30-1-30 8.7 3.67 1 0.3 1.5 | 0.36 5.7 1031
BRP-40-1-40 8.7 3.62 1 0.3 1.6 | 0.34 2.7 | 0.41
BRP-c-1-10 9.3 7.89 - - - - 0.8 |0.24
BRP-c-1-20 9.3 7.87 - - - - 2.8 |0.45
BRP-c-1-30 9.3 7.84 - - - - 5.9 10.80
BRP-c-1-40 9.3 7.99 - - - - 5.9 |1.09

BRP-c-T1-10 10.2 | 62.63 - - - - - -
BRP-c-T1-20 11 86.23 - - - - - -
BRP-c-T1-30 10.9 | 52.81 - - - - - -
BRP-c-T1-40 10.4 | 73.11 - - - - - -
BRP-10-T1-T2 7.5 | 85.32 - - - - - -
BRP-c-T1-T2 9.8 | 44.56 - - - - - -

7.4.4 Conclusion

Le tableau 7.17 synthétise les possibilités de chacun des outils que nous avons considé-
rés dans ce comparatif. Nous voyons que TREX est le seul a pouvoir traiter a la fois des
compteurs non bornés, des horloges et des files d’attente. De plus TREX permet ’analyse
de systémes contenant des parameétres.

TAB. 7.17 — Récapitulatif comparaison

Analyse

Nom Compt. Horl. | Files | Avant | Arriére | Accél. | Param.
DMC X - - - X NE PL
LAsH X - X X - E PL
COMPOSITE X - - X X NE PL
UPPAAL x (bornés) | X X X X - -
P-UppAAL || x (bornés) | X - X - - PL
KRrRONOS - X - X X - -
HyTECH x (bornés) | x - X X - PL

TREX X X X X X E PNL

En conclusion, il est vrai que TREX est moins performant pour les systémes & comp-
teurs ou a horloges sans parameétres car les algorithmes de notre prototype sont développés
pour un cadre de systéme plus grand. Il reste encore beaucoup d’améliorations a apporter
a TREX (par exemple éviter de chercher des circuits pour accélérer a partir de tous les



146 7.4. Comparaison avec d’autres outils

états de contrdle) mais il nous a montré que les méthodes décrites permettent d’analyser
des systémes non traités jusqu’a présent.



Chapitre 8

Conclusion

Résumé et bilan

Dans le cadre des technologies de la télécommunication, les entreprises développent
des protocoles dits de communication pour gérer I’envoi et la réception de données entre
machines. Ces protocoles fonctionnent sur le principe d’envoi de messages entre deux
parties par I'intermédiaire de canaux non fiables (i.e. pouvant perdre des messages). Pour
étre certain que tous les messages ont bien été recus, les techniques généralement employées
consistent a réémettre les messages potentiellement perdus (le nombre de réémissions peut
étre fixe ou non borné), et/ou a attendre un laps de temps déterminé (au moins le temps
physique de transmission entre les deux parties) avant de conclure que la transmission
d’un message a échoué (souvent 1’échec est déclaré lorsque I'une des deux parties ne regoit
pas d’acquittement pour le message qu’elle vient d’envoyer). De plus, les systémes sont
souvent modélisés en fonction de parameétres (par exemple, le temps de transmission entre
les machines n’est pas forcément une valeur fixe).

Nous avons donc travaillé sur un modéle mathématique permettant la vérification de
spécifications (comportement attendu des systémes) pour des protocoles manipulant a la
fois des compteurs, des files d’attente ou des horloges, ces variables pouvant contenir des
valeurs liées aux parametres. Le but de ’analyse est de calculer I’ensemble des comporte-
ments possibles du systéeme puis de vérifier qu’aucun de ces comportements ne viole une
spécification attendue pour le systéme. Le probléme ici est que ’ensemble des comporte-
ments peut étre infini. En effet, un comportement est fonction des valeurs que peuvent
prendre les variables du systéme au fil de ’exécution et dans notre cas certaines variables
ont un domaine de définition infini (par exemple les compteurs). Il est donc nécessaire de
développer tout d’abord des représentations de comportements permettant de représenter
de maniére finie un ensemble infini et ensuite des méthodes permettant de calculer de
maniére finie un ensemble de comportements infinis.

Plus formellement, nous nous sommes placés dans le cadre de ’analyse automatique
des systémes (model-checking) et nous avons développé une technique automatique pour
I’analyse de systémes complexes. La premiére étape de cette analyse consistant éventuel-
lement & abstraire le modéle considéré pour obtenir un modéle plus simple sur lequel nous
pouvons alors travailler. Ayant obtenu ce modéle, nous avons montré qu’il nous fallait
alors pouvoir représenter les configurations du systéme et pouvoir appliquer la notion
d’accélération en manipulant des objets de cette représentation. Pour notre part, nous
avons défini une représentation, les matrices de bornes paramétrées contraintes, permet-
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tant de manipuler a la fois des valuations de variables réelles (les horloges) et de variables
entiéres (les compteurs) faisant intervenir des paramétres. Nous avons défini sur cette re-
présentation une méthode exacte d’accélération qui nous permet dans la plupart des cas
de donner I’ensemble exact des configurations atteignables du systéme considéré.

Du co6té pratique, nous avons implanté ces méthodes dans un outil TREX. Cet outil
est a notre connaissance le seul pouvant manipuler en méme temps et de maniére exacte
des compteurs, des horloges et des files d’attente. Bien que ce ne soit qu'un prototype
nous avons pu vérifier des exemples conséquents tels que le protocole de retransmission
bornée ou le protocole de routage “Root Contention IEEE 1394”.

Perspectives

D’un point de vue pratique, a court terme, nous aimerions avancer dans deux direc-
tions.

Tout d’abord, nous voulons tout d’abord améliorer TREX pour que nous puissions
le tester sur d’autres exemples concrets de protocoles existants. Nous pensons qu’il
est possible de simplifier encore notre représentation des termes arithmétiques et/ou
d’utiliser d’autres procédures de décision plus efficace pour résoudre les problémes de
décision des formules arithmétiques. Nous voudrions aussi améliorer les représentations
des matrices de bornes contraintes en se basant sur les méthodes étudiées pour les
matrices de bornes sans paramétres (par exemple, ne représenter dans notre structure
que les bornes utiles, les autres pouvant alors étre déduites). La seconde direction est
I'implantation des techniques de la vérification de propriétés de “fairness” pour avoir un
prototype complet et automatique de vérification d’automates étendus.

D’un point de vue théorique, une premiére idée est de chercher si d’autres repré-
sentations, plus compactes, telles que les DDD ou les CDD peuvent étre étendues aux
parameétres et a ’accélération.

Pour ce travail, nous avons choisi de considérer les problémes de paramétrisation
dans le sens ou les variables peuvent étre comparées et affectées & des paramétres (pro-
bléme de la synthése de contrainte sur les paramétres). Il existe un autre probléme
lié & la paramétrisation qui est dii aux nombres de processus mis en jeu. En effet,
[GS92, KMM ™97, KP98, ABJN99, JN00, BJNT00, BMTO01]| posent et traitent le probléme
de la vérification de systémes lorsque ’on considére un nombre non borné (paramétré) de
processus. Ces travaux considérent un ensemble de processus qui ne sont différents que
par leur identifiant. Une recherche intéressante serait de combiner les méthodes décrites
par [KMM*97, BJNTO00| et les méthodes que nous avons développées pour pouvoir ainsi
analyser des systémes dans leur généralité (sans restriction du nombre de processus et
sans restriction sur les données).

Un probléme crucial & ’analyse des protocoles de communication récents est le pro-
bléme de la mobilité. Elle impose des changements dynamiques de la structure logique des
réseaux de communication. En effet, les processus peuvent & tout moment étre créés, puis
communiquer avec les autres processus et enfin disparaitre. Il faut donc pouvoir considérer
des familles de processus, ce qui nous raméne au probléme de la paramétrisation due au
nombre de processus.
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Annexe A

Preuves du chapitre 4

A.1 Preuve du lemme 2, page 62

Si M = Nc alors M @ M = {M} nous avons alors [M ® M] = [M]. . o

Supposons maintenant que M # Nc. Soit M = (M, ). Soit {M},--- , M'} =M e M
tel que M| = (M;, ¢;) pour tout i appartenant a [1,n]. D’aprés la définition de ® nous
avons

Vi € [1,”] v T,y € X lea:y @(sza¢) ( zy7¢)

zeX

C Puisque Me M, pour tout compteur z € X nous avons M., = (<,0). Nous avons
alors (Myz, ) ® (Mzy, d) = {(May, ¢)}. Donc pour chaque matrice 7 résultat nous
avons M/, L M,, et par conséquent M! C M. Ce qui donne [M]] C [M] et enfin

iy -
U[M!] C [M] pour tout i € [1,n].
D Soit de [M]. Par définition des matrices la formule (z —y < M,, A ¢)[X/ ﬁ] est
valide. Pour tout compteur z € X les formules suivantes sont elles aussi valides :
¢ = (r—2=<M.A §)x/d]
¢ = (z—y <My A $)X/d]
Donc pour tout z la formule suivante est valide : © —y < (M., ¢) @ (M., ¢). La
formule étant vraie pour tout z, nous pouvons aussi dire que la formule z — y <
Brex(M,, ) ® (M,,, @) est valide. Par conséquent, il ex1ste une matrice résultat
M de M ® M telle que la formule (z —y < M., A ¢)[X/ d] est elle méme valide.

Ty
Donc d € [M;]. Puisque nous avons fait le raisonnement pour n’importe quelle
valuation, nous pouvons conclure que [M] C [M ® M].

A.2 Preuve du lemme 4, page 63

La preuve est une preuve par contradiction (cf. [Yov93|) R
Nous supposons le contraire et nous trouvons une valuation _01) pour laquelle il existe une
d

matrice canonique Mi (j € [1,n]) telle que d e € [Mi] et d & [M']. (ce qui contredit
[M] = [M'] car [ef(M)] = [M] par le lemme 3).
(1) Supposons le contraire : 3j € [1,n].M’ Z M’
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160 A.2. Preuve du lemme 4, page 63

I1 existe alors 2 compteurs z,y € X tels que (M,,,¢') C (M],, ¢’).
D’aprés la définition des matrices contraintes, nous avons M,, = M., = (<,0) pour
tout z € X. Les compteurs z et y sont donc des compteurs différents.

Supposons que M], = (<] M, = (<1,,t],) et M = (<,,t,).

) J
wy’ wy yx’ xy’

Nous pouvons exprimer la relation (M;,,¢') T (MJ,,#’) de maniére équivalente en
posant que la formule suivante est valide :

VpeP(t,, <tl, N¢ AN¢)V (th, =t A <,,<<L A¢ A ) (A1)

Posons t = [max(t,,,

1)+ 1,]/2.

Or, nous avons ((<,0), vrai) E ((<%,,t],), &) ®((<],,t),),¢’), cette relation est vraie
si la formule A.2 est valide :

VpeP (—tl, <tl, A ¢) Vv (tL,=—tl, Ao A <I,==<] =<) (A.2)

Des deux formules A.1 et A.2, nous devons alors traiter les 4 cas suivants :
— Nous avons la formule Vp € P (t,, < ti, A ¢/ A ¢ A —t], <t] ) qui est valide.
Par conséquent, nous avons

VpeP (t<tl, A maz(t,, —t],)<t)

zy)

— Nous avons la formule Vp € P (), <tl, A ¢ AN ¢ N —t], =t N <], ==<I =<)
qui est valide. Par conséquent, nous avons

o iy ,
VpeP(t=t, Nt=—tl, At<t,)

— Nous avons la formule Vp € P (t, =], A ¢ A ¢ N <, <<I A —t] <tl)
qui est valide. Par conséquent, nous avons

. , , ,
VpeP(t=t, Nt=t, Nt>—t] N <,=<))

— Nous avons la formule Vp € P (¢, = ], A ¢/ N ¢ N <,<<I, A =], =
th, N =<%,==3,=<) qui est valide. Par conséquent, nous avons

o . o
VpeP (t=t, Nt=t, Nt=—t)

Dans ces 4 cas, nous pouvons dire que la formule ci-dessous est valide :

Y=VpeP (¢ N¢ N —t<M, Nt<M, ANtAM,)

. e . . - — ~ri
(2) L’expression ¢ peut étre ut_11>1$ee pour construire une valuation d telle que d € [M7]
mais d ¢ [M']. La valuation d est composée des valuations des compteurs d. et de celles
des parametres d,. La valuation d est construite de la maniére suivante.
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Tout d’abord, nous instancions les valuations des parameétres. Cette valuation doit
satisfaire la contrainte exprimée par 1, on a alors d, € [¢].

Construisons maintenant la partie concernant les compteurs. Nous donnons au comp-
teur x la valeur de lexpressmn t (sous la valuation d,) : d(z) = (¢t)[d,/P]. Pour les
compteurs y et ¢, nous posons d (y) = d (¢o) = 0.

Supposons maintenant que la valuation d soit définie pour un sous-ensemble des
compteurs X! C X (on aura alors X1 = X' UP) telle que pour tout z,w € X, la formule
(z—w =< M, )[d/X]

Soit r € X! Nous devons construire la valuation de r de telle sorte que les formules

- (r—w=< M, )[d/X] et

- (e —r < ML) /]
soient valides.

On trouvera une telle valeur si et seulement si (((<,z —w),¢/) C M?, @ M7, )[H}/X]
est valide. Or, cette inéquation est effectivement valide puisque (2 — w < M7, )[H> /X1
lest, et d’aprés la remarque 4.4 M7 T M? @ M/, .

Par conséquent, la valuation d ainsi construite satisfait d € [[MJ]] mais d ¢ [M].
Nous aboutissons donc & une contradiction. Nous avons donc bien M7 T M'.

A.3 Preuve de la propriété 6, page 65

Les deux premiers points sont immédiats.
3. pour tout i,j € [0, n,]

As[i,j] = EpoAuli, k] x Aolk, j]
= Ap[i,j] ou A5, '] =1
Il existe un seul ' tel que A,[i,7'] = 1 par définition de Mat“. De la méme maniére

pour une ligne donnée dans la matrice A, il n’existe qu’un seul j’ tel que A7, j'] = 1.
Par conséquent Asfi,j] =1 si A;[i,i'] =1 et Ay[i’, j] = 1 sinon Ajzli, j] = 0.
Aj est bien une matrice de Mat”.
4. Soient By, By € Mat?, soit By = By + B,. Pour tout 4, j € [0, n.],
— Bsli, j] € AT(P).
= Bsli, j] = Bi[t, j] + Beli, j] = —Bu[j,i] — Balj, 1] = —Bslj, i
— pour tout k € [0,n], Bs[i, k] + Bs[k, j| = Bili, k] + Bz[i, k] + B1lk, j] + B[k, j] =
Bu[i, j] 4 Bali, j] = Bsli, ]
5. Soient A; € Mat? et B; € Mat? telles que By, = A; * By * AT nous avons alors
pour tout 4, j € [0,n,] :
Boli,j] = Spcg(ShegAuli, k] * Bilk, 1)) « AT[L, j]
) = AT G, 1]

= Bi[t',j'] on Afi,i'| =1et A[j,j'] =1
De la méme maniére By[j,i] = By[j’,7] = —Bl[ ,j' = —Bali, j].

Enfin, pour tout k € [0, n.],



162 A.3. Preuve de la propriété 6, page 65

Boli, k] + Bolk,j] = Bili', K]+ Bi[K', j']
= B [ilvj’]
= BQ[iaj]
6. En effet, pour tout i € [0,n.] nous avons B[i,0] = —B[0,7] ce qui veut dire que
—BJ0,i] = B[i,0] < z; < B[i,0] o z; € X. Ainsi pour chaque variable, la matrice
B représente une valeur unique.



Annexe B

Analyse de “Fischer” sans contraintes

La configuration initiale est vy = ((repos',repos?), 0 < hy A 0 < hy A hy =hy, T >
0 A D>0.

L’ensemble des configurations symboliques atteignables est présenté dans le ta-
bleau B1ou¢y, =T >0 AN D >0,¢o=T+D >0 N D>0 AT >0,
o3 =T <D N D >0 ANT >0, ¢4 =T >D N D >0 AN T >0,
¢os =T =D N D>0 AT >0. Les cases du tableau contenant plusieurs lignes doivent
étre lues comme une disjonction sur les valeurs des horloges et des parameétres.

Le graphe symbolique est donné sous le format Aldebaran [FGK196]. Une transition
est de la forme (g;, label, q¢) ol ¢; et g; sont des numéros de configurations atteignables.
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état id M contrainte
hi>0 A hy >0 A hy = hs 01
Yo repos! repos? 0 hi>T AN hy>T NO0<h;—hy <D b9
hi>T AN hy>T NO0<hy—h1 <D (bg
vi | repost sessiond® | 0 0<hi, o <D ANO<hy—hi <D b9
Y2 repos® attente? 0 hy >T AN0<hy NT<hy—hy<D o))
T>hi NT >ho N0< hy—h; <D gbg
V3 repos® attente® 2 0<hi NO<hy NO<h —hy<D b9
Y4 repos® sectionc? 0| hi1>2T AN hy>T NT<hy—hy <D o3
hi>T AN hy 22T NT <hy—h1 <D gbg
hi>T AN hy>T NO<hy—hy<D-T ¢4
vs | repos! sectionc? | 2 0<h AT <hy AN hi—hy<D-T o5
0<hy NT <hy AN hy —hy <-—T (bg
T<hi NT <hy NO<h—hy <D (bg
v | sessiond' repos® | 0 0<hy, ha <D ANO<h —hy<D b9
v | sessiond! sessiond? | 0 0<hy, <D ANO<hy—h <D b9
0<hy, hy <D ANO<Zh —hy<D o1
s | sessiond! attente* | 0 T<hy, NO<h i <DAhy—h <T b9
0<hi<D ANO<h;y N hy—hy <0 03
Yo | sessiond' attente® | 2 0<hy, o <D ANO<h —hy<D b9
Y10 | sessiond* sectionc® | 0 0<hi <D ANT<hy N hg—h1 <T b3
11 | sessiond! sectionc® | 2 | T < hy, hy <D AN 0<hy—h <D-T 03
Y12 attente' repos? 0 hy >T AN ho >T N0<hy—hy <D o))
0<hi NT <hy NT<hy—h; <D gbg
Y13 attente! repos* 0<ht NOL<hys NOZhy—h; <D 02
Y14 | attente' sessiond? T<h N0<hy<D A hyg—hy <-T o))
0<hi N0O<hy<D A hy—h; <0 03
s | attente! sessiond® | 1 0<hy, ho <D ANO<hy—h; <D 01
v | attente! attente? 2 0<ht NOLZ<hy NO<Z<h —hy <D 01
yi7 | attente! attente? | 1 0<hi NO<hy ANO<hy—h, <D b9
vig | attentel sectionc® | 2 hi>T AN hy>T N0<h;—hy <D b9
Y9 | attente! sectionc® | 1 0<hi Nho>T NT <hy—h; <D b3
o0 | sectionct repos® | 0| hy>2T AT <hy NT<hy—hy<D b3
hi>T AN hy 22T NT <hy—h1 <D gbg
V21 sectionct T’€p082 1 hi>T AN0<hy NT < hy;—hs ng
hi>T N hy>T NO0<hy—h;1 <D gbg
Yoo | sectionc! sessiond® | 0| T <hy AN 0<hy<D A hy—hy <-T o3
vo3 | sectionct sessiond* | 1 | T <hy, hy <D AN 0<hy—h  <D-T 03
o4 | sectionc! attente® | 2 T<h NO<hy NT <h;—hy <D 03
o5 | sectionct attente? | 1 T<hy NT <hy NO0<hy—h <D o))
a6 | sectionct sectionc® | 2 | 2T <hi AT <hy N T <hy —hy <D 03
vor | sectionct sectionc® | 1| T <hy A 2T <hy N T <hy—h, <D b3

FiG. B.1 — Ensemble des configurations atteignables du “Fischer”
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des(0, 52, 28)
0, debutey, 1)
0, debute;, 2)

E (14, sorty, 15)
(1, prends, 11)

(

(

(15, recommences, 0)
(15, debutey, 16)

; ’ lezl;zzzl’ gg (16 , recommences, 2)
’ > (16 , prend,, 13)

(2., prend,, 4) (17, sorts, 18)

(3, prendy, 6) (17 , entreq, 19)

(3, prend,, 7) (18 , debutes, 25)

(4, entrey, 5) (18 , recommencey, 0)

(5, sorty, 0)

(19, sorts, 20)
(19, sorty, 21)
(20 , debutes, 23)
(20 , sorty, 0)
(21, sorty, 0)
(21 , debutey, 22)
(22, sorts, 2)

(22 , prend,, 17)
(23 , prends, 10)
(23, sorty, 1)

(24 | sorts, 20)
(24 , sorty, 21)
(25 , prends, 8)
(25 , recommencey, 1)
(26 , sorts, 0)

(27 , sorts, 18)
(27 , recommence;, 26)

(6 , entrey, 12)
(6 , prend,, 13)
(7, prends, 8)
(7, entrey, 9)
(8 , entrey, 27)

(8 , recommencey, 11)
(9, prends, 10)
(9, sorty, 1)

(10 , entreq, 24)
(10, sorty, 15)
(11, entresy, 26)
(12, sorts, 2)

(12, prend,, 17)
(13 , recommences, 4)
(13, entre,, 14)
(14 | recommencesy, 5)

F1G. B.2 — Graphe symbolique de “Fischer” sans contraintes
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Annexe C

TREX un outil d’analyse

C.1 Options de TREX

Les différentes options d’entrées pour notre outil.

-c filename.cnd
Utilise la contrainte spécifiée dans le fichier filename.cnd comme contrainte initiale
sur les parameétres. La contrainte C N D doit suivre la grammaire suivante :

CND := F'¥
F = TopT|notF|FandF|ForF
T == Constant | Variable | T T |T +T
op = =|<=|<|>=|>

ou Constant est 'ensemble des entiers et Variable est un des parameétres.

-cf | -cfinit filename.cf
Utilise I’état de controle et I’ensemble des valeurs des variables donnés dans le fichier
filename.cf comme configuration initiale pour I'analyse d’atteignabilité.

-cp nombre
Utilise nombre comme profondeur pour la recherche de boucles dans les algorithmes
d’accélération. Par défaut la valeur de la profondeur est égale a 1.

-e | -elim
Utilise la librairie FOAF a la place de Reduce pour I’élimination des quantificateurs
sur les réels. Cette option n’est pas valide par défaut.

-env
Réécrit toutes les opérations de la transition dans I’étiquette de cette transition.
Cette option n’est pas valide par défaut.

-h | -help
Ecrit a ’écran un résumé de ces options.

-i | -init filename.if
Utilise le systeme décrit dans le fichier filename.if comme modele initial pour 1’ana-
lyse.

-ne | -nelim
Permet la substitution des variables d’itérations lorsqu’elles sont définies par une
égalité dans ’ensemble des contraintes.
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168 C.1. Options de TREX

-pre
Utilise l'algorithme de ’analyse en arriére. Par défaut, c’est 'analyse en avant qui
est utilisée.

-p | -prop filename.if
Utilise le systéme décrit dans le fichier filename.if comme observateur représentant
une propriété de stireté a vérifier. La vérification se fait alors “a la volée”.

-red nombre
Utilise nombre comme nombre maximum d’appels a ’outil implantant les procédures
de décisions sur les réels, Reduce. Une valeur usuelle est 10000. Cette option n’est
pas valide par défaut.

-r | -res filename.scf
Une fois 'analyse terminée, écrit I’ensemble des configurations atteignables dans le
fichier filename.scf selon le format décrit apres les options.

-sg filename.aut
Ecrit le graphe symbolique fini représentant ’exécution du modéle initial sous le
format Aldebaran dans le fichier filename.aut. Cette option n’est pas valide par
défaut.

-s | -set
Considére la représentation des compteurs comme un ensemble. Cette option n’est
pas valide par défaut.

-simpl
Appelle une procédure de simplification des formules arithmétiques aprés chaque
opération sur ces formules. Cette option augmente considérablement le temps d’exé-
cution mais peut réduire la place mémoire utilisée. Cette option n’est pas valide par
défaut.

-t | -trace filename.tr
Ecrit la trace de 'exécution de I’analyse dans le fichier filename.tr.

Ainsi, TREX fournit ’ensemble des configurations atteignables du systéme dans le
fichier filename.scf. Ce fichier contient au plus 3 parties distinctes : ’ensemble des confi-
gurations atteignables, la correspondance entre les états de controle du systéme et les
états de controle du graphe symbolique (avec l'option -sg filename.aut) et le temps d’exé-
cution. Nous donnons ci-aprés un exemple d’un fichier résultat pour un systéme complexe
contenant des compteurs, des horloges, des files d’attente, des booléens et des parameétres :

========== Reachable Symbolic Configurations ==========
( system control state, property control state,
valuation of boolean and enumerative variables,
clocks valuations,

counters valuations,

channels contents,

constraints conjunction of parameters ->
clocks valuation,

counters valuations,

channels contents,

constraints conjunction of parameters



Annexe C. TREX un outil d’analyse 169

========== (Correspondence with Symbolic Graph ==========

[ symbolic graph control state -- ( system control state,
valuation of boolean and enumerative variables,
property control state) ]

L’ensemble des configurations symboliques est ordonné selon les états de controle de
lautomate étendu (ce peut étre 'association d’un état de controle d’un systéme associé
a l'état de controle d’un systéme de transitions représentant une propriété (option -p
filename.if)). Pour chaque état de controle il peut y avoir plusieurs ensembles de valuations
pour les variables et les parametres, ils sont alors séparés par le symbole “->".

Pour les statistiques de temps, on peut lire le temps passé dans les process fils de
TREX & la ligne child (ce sera notamment le temps passé dans Omega ou Reduce) et le
temps utilisé par 'exécution de TREXA la ligne self.

C.2 Grammaire de TREX

La grammaire utilisée par TREX est un sous-ensemble de la grammaire de IF
[BGMS98]. Nous avons enlevé les cas suivants :

— Pas de synchronisations (autre que par variables booléennes).

— Pas de signaux avec des valeurs.

Voici la grammaire que nous utilisons selon le format BNF :
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C.2. Grammaire de TREX

comment
int-constant
id
system-def

predef-type-id

type-def
type-spec
variable-def
initializer

buffer-def

process-def

state-def

transitions

mput
body-action

expression

constant
UNary-op

binary-op

[0-9]+

[a-zA-Z|[ _a-zA-Z0-9*

system system-id ’;’

signal signal-id ' ;" { signal-id ’;'}
var variable-def {variable-def }
buffer buffer-def {buffer-def}
process-def { process-def}

bool

int

real

clock

type-id "=’ type-spec’;’

enum {’, item-id}

variable-id [initializer] ’ 2 type-id
(7 expression’)’
buffer-id’ > queue ’ :
[toenv lossy| of signal-id {’, Signal-id}
process process-id ’;’

[ var variable-def {variable-def} |

state state-def {state-def}

transitions trans-def {trans-def}
state-id { ’ ’init, ’ :’nostable}

[ tpc expression’; end] ’;’

from stat-id

[if ezpression| [input] [do body-action)
to state-id’;’

input signal-id from buffer-id
body-action’,” body-action

output signal-id to buffer-id

Y

Y

expression’ =" expression
|reset| expression
constant

variable-id

UNary-op exrpression
expression binary-op expression
'(* expression’)’
int-constant

item-id

not

_ | +

1 /1%

_ | +

>l <|<=>=]=]|<>
and | or
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C.3 Algorithme de canonisation symbolique

Dans 'algorithme de la canonisation que nous présentons ci-aprés (cf. figures C.1, C.2

et C.3) nous avons choisi les conventions suivantes :

— tatlle est la dimension de la matrice canonisée.

— Tous les éléments du tableau T' sont des matrices contraintes donc T[l] = M =
(M, ¢). Nous notons par T[I].M[i,j] la borne paramétrée contrainte ((<q,ti;), ¢)
associée au ijéme élément de la matrice contrainte M. Nous notons par T[{].M[i, j]
la borne paramétrée (<;;,t;;) associée au ijéme élément de la matrice M.
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C.3. Algorithme de canonisation symbolique

fonction Canonisation(Matrice contrainte M) : liste de matrices contraintes
lexique :

i, J, k, nbcasesocc : entier (0, 0, 0, 0, 1)
T : tableau de matrices contraintes
[, li, lj : entier

algo. : .
T0] :=M
tant que ( (k < taille) et puis (nbcasesocc # 0) )
1:=0

tant que ( (i < taille) et puis (nbcasesocc # 0) )
j:=0

tant que ( (j < taille) et puis (nbcasesocc # 0) )
pour toutes les cases [ de T occupées

res := min(T[l]).M][i, j], T[l].M[i, k] + T[1].M[k, j])
selon res

1. tij <tk +tgj :
si (ajouter_contrainte(T[l], t;j < tip + trj) = 0)
alors nbcasesocc — —
2.t = tig + by N < <<iktkj
si (ajouter contrainte(T[l], tij = tix + tr;) = 0)
alors nbcasesocc — —
3. tij = ik + iy N <ij > <iktks
T[].M[i,j] := T[].M[i, k) + T[l]. M [k, 1]
si ( (ajouter_contrainte(T[l], tij = tix + ti;) = 0)
ou alors
((i = j) et puis (T[I].M[i, 5] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
4.t > tip +tgy -
T[].Mli,j] :==T[).M[i, k) + T[l]. M [k, ]
si ( (ajouter_contrainte(T(l], tij > tir, + tg;) = 0)
ou alors
((i = j) et puis (T[I].M[i, 5] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
9. tij S tik +tkj N <ij S<iktkj -

si (ajouter_contrainte(T[l], t;; < tip + trj) = 0)
alors nbcasesocc — —

o]

Fic. C.1 — Algorithme de canonisation de matrices de bornes paramétrées contraintes
(début)
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-]

6. tij <tig + 1tk N <ij><iktkj -
soit /7 := indice libre de T dans
Tli] :== TVl
nbcasesocc := nbcasesocc + 1
Ti].Mli,j] :=T[).M[i, k] + T[l]. Mk, ]
si (ajouter_contrainte(T[l], t;j <t + trj) =0)
alors nbcasesocc — —
si ( (ajouter_contrainte(T[li], tij = ti, + tx;) = 0)
ou alors
((i = §) et puis (T[li].M[i, j] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
Tty <tig +1trj N tij > tip + 1tk -
soit /7 := indice libre de T
Tli] := TVl
nbcasesocc := nbcasesocc + 1
T[li).Mi, j] :=T[l].M[i, k] + T[l]. M [k, ]
si (ajouter_contrainte(T[l], t;; < tir + tr;) = 0)
alors nbcasesocc — —
si ( (ajouter_contrainte(T[li], tij > ti, + tg;) = 0)
ou alors
((i = 7) et puis (T[li].M][i,j] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
8. tij = tik +tkj N <ij><ik+kj *
T[l].Mli,j] :==T[).M[i, k] + T[l]. M [k, ]
si ( (ajouter_contrainte(Tl], tij > tir + ti;) = 0)
ou alors
((i = j) et puis (T[I].M[i, 5] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
9. tij > tik +tkj N <ij S<iktkj -
soit /7 := indice libre de T
Tli] := T
nbcasesocc := nbcasesocc + 1
T[li].Mli,j] :=T[).M[i, k] + T[l]. M|k, ]
si (ajouter_contrainte(T[l], t;; = tix + tr;) = 0)
alors nbcasesocc — —
si ( (ajouter _contrainte(T[li], tij > ti + tx;) = 0)
ou alors
((i = 7) et puis (T[li].M[i,j] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —

[

Fiac. C.2 — Algorithme de canonisation de matrices de bornes paramétrées contraintes
(milieu)
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-]

10. ti5 2 tig + 1ty A tij < i+ g N =i <<ikpks

soient li,lj := deux indices libres de T
Tli] :== TVl
T(lj) := 7]

nbcasesocc := nbcasesocc + 2
T[j].M[i, j] :=T[l].M][i, k] + T[l].M[k,I]
si (ajouter contrainte(T[l], tij < tix + tr;) = 0)
alors nbcasesocc — —
si ( (ajouter_contrainte(T[li], t;j = ti + trj) = 0)
ou alors
((i = 7) et puis (T[li].M[i, 5] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
si ( (ajouter contrainte(T(lj], tij > tik + tr;) = 0)
ou alors
((i =J) et puis (T'[lj].M[i, j] < (0,vraz))))
alors nbcasesocc — —
11 85 2 tik + g A i S ik + 1tk N <ij 2 <iktks -

soient li,lj := deux indices libres de T
Tli] :== TVl
T{lj) := 7]

nbcasesocc := nbcasesocc + 2
T[] Mli, 5] :=T[).M[i, k] + T[l].M[k,]
T[lj].M[i, j] :==T[l].M[i, k] + T[l].M[k,I]
si (ajouter_contrainte(T[l], t;; < tix + tr;) = 0)
alors nbcasesocc — —
si ( (ajouter_contrainte(T[li], tij = ti, + tx;) = 0)
ou alors
((i = §) et puis (T[li].M[i, j] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
si ( (ajouter_contrainte(T'[lj], tij > tir + tj) = 0)
ou alors
(i = j) et puis (Tlij].01(i, j] < (0,vrai))))
alors nbcasesocc — —
fselon
fpour
Jj++
ftq
1+ +
ftq
k++

ftq

si mbcasesocc =0

alors retourner liste vide

sinon retourner liste composée des éléments de T’

Fic. C.3 — Algorithme de canonisation de matrices de bornes paramétrées contraintes

(fin)







Résumé : Dans le cadre de la télécommunication, les entreprises développent des protocoles
gérant le transfert de données entre machines. Ces protocoles fonctionnent sur le principe
d’envoi de messages entre deux parties par l'intermédiaire de canaux non fiables. Pour
s’assurer que tous les messages ont bien été recus, les techniques employées consistent & ré-
émettre les messages perdus et/ou a attendre un laps de temps déterminé avant de conclure
a ’échec de la transmission. De plus, les systémes sont souvent modélisés en fonction de
paramétres. Nous avons travaillé sur un modéle mathématique permettant la vérification
de spécifications (comportements attendus des systémes) pour des protocoles manipulant
a la fois des compteurs, des files d’attente ou des horloges, ainsi que des paramétres. Le
but de I'analyse est de calculer I’ensemble des comportements possibles du systéme puis
de vérifier qu’aucun d’eux ne viole une spécification attendue. Le probléme ici est que
cet ensemble est infini. En effet, un comportement est fonction des valeurs prises par les
variables du systéme au cours de I’exécution et certaines sont définies sur un domaine in-
fini. Il faut alors pouvoir représenter ces comportements de facon finie et aussi trouver des
méthodes pour calculer en un temps fini un ensemble infini. Plus formellement, nous nous
sommes placés dans le cadre de I'analyse automatique des systémes (model-checking). La
représentation choisie pour les modéles & compteurs et horloges paramétrés est une exten-
sion des matrices de bornes pour laquelle nous avons une méthode exacte d’accélération
(calcul en un temps fini d’ensembles de comportements infinis). Du coté pratique, nous
avons implanté ces méthodes dans un outil TReX qui est, & notre connaissance, le seul
pouvant manipuler de maniére exacte des compteurs, des horloges et des files d’attente.
Nous avons pu vérifier des exemples conséquents tels que le protocole de retransmission
bornée.

Mots-clés : Abstraction, Model-checking, Parameétres, Protocoles de communication, Systémes
a compteurs, Systémes temps-réels, Vérification.

Abstract : Within the framework of telecommunication, the companies develop protocols per-
forming the data transfer between machines. These protocols work on the principle of
sending of messages between two parts via unreliable channels. To make sure that all the
messages were received, the techniques employed consist in re-emitting the lost messages
and /or awaiting a lapse of time determined before deciding of the failure from the trans-
mission. Moreover, the systems are often modelled according to parameters. We worked
on a mathematical model allowing the verification of specifications (awaited behaviors of
the systems) for protocols handling at the same time counters, queues or clocks, as well
as parameters. The goal of the analysis is to calculate the set of the behaviors possible for
the system then to check that none them violates an awaited specification. The problem
here is that this set is infinite. Indeed, a behavior is a function of the values taken by the
variables of the system during the execution and some are defined on an infinite field. It
is then necessary to be able to represent these behaviors in a finished way and to also find
methods to calculate in a finished time an infinite set. More formally, we placed ourselves
within the framework of the automatic analysis of the systems (model-checking). The selec-
ted representation for the models with counters and clocks parameterized is an extension
of the bounded matrices for which we have an exact method of acceleration (calculation in
a finished time of sets of infinite behaviors). Practical side, we established these methods
in a tool TReX which is, to our knowledge, only being able to handle in an exact way of
the counters, the clocks and the queues. We could check consequent examples such as the
bounded retransmission protocol.

Keywords : Abstraction, Communication protocols, Counters systems, Model-checking, Para-
meters, Real-time systems, Verification.



