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R�esum�e
Ce travail traite du probl�eme de la simulation et de l'assistance par ordinateur

d'une op�eration chirurgicale. Nous abordons trois aspects de ce probl�eme.
Tout d'abord, nous d�ecrivons un syst�eme d'assistance en temps-r�eel �a une op�era-

tion chirurgicale particuli�ere : la r�etrop�eriton�eoscopie. Ce syst�eme permet d'a�cher
en continu des images de synth�ese en fonction des d�eplacements de l'instrument
chirurgical. Le chirurgien dispose ainsi d'informations suppl�ementaires lui permet-
tant de rendre son geste plus rapide et pr�ecis. Nous d�etaillons la conception et la
r�ealisation de ce syst�eme, ainsi que les exp�erimentations sur sp�ecimen anatomique.
Ensuite, pour aller plus loin et simuler e�ectivement le comportement des or-

ganes du patient au cours de l'op�eration, nous avons con�cu un nouveau mod�ele de
syst�eme de solides. Ce mod�ele fait cohabiter des solides rigides polygonaux et des
solides fortement d�eformables repr�esent�es par un maillage de type \�el�ements �nis".
L'hypoth�ese d'une �evolution quasi-statique du syst�eme et l'utilisation de lois de com-
portement �elastique issues de la m�ecanique permettent d'obtenir un mod�ele robuste
et r�ealiste. Nous d�etaillons l'impl�ementation de ce mod�ele et pr�esentons quelques
r�esultats proches des comportements \chirurgicaux".
En�n, nous �etudions quelques outils math�ematiques et algorithmiques utilis�es dans

les deux syst�emes pr�ec�edents : la repr�esentation des rotations, la m�ecanique des mi-
lieux continus, la mise en correspondance rigide de nuages de points appari�es, et la
d�etection d'objets circulaires et elliptiques et de grilles dans des images en niveaux
de gris.

Abstract
Our work deals with the computer simulation and assistance of a surgical inter-

vention. Three aspects of this problem are studied.
First, we describe a system of real time assistance to a surgical operation : the

retroperitoneoscopy. This system displays synthetized images depending on the po-
sition of the surgeon's tool in the patient's body. Therefore, the surgeon has new
informations at his disposal, helping him to increase the precision and e�ciency of
his gesture. The design and the realization of the system are explained, and experi-
ments on anatomic specimens are described.
Next, in order to simulate the behaviour of the organs involved in the surgical

intervention, we propose a new physically based model of a system of solids. This
model mixes polygonal rigid bodies and highly deformable smooth objects. The
deformable objects are represented by �nite element meshes. A robust and realistic
model is obtained under the hypothesis of a quasi-static evolution, and through the
use of hyperelasticity. We explain in detail the model and give results of experiments.
At last, we study some mathematical and algorithmic tools used in the previous

models : the representations of rotations, the mechanics of deformable solids, the
rigid matching of two set of points, and the detection of circular features and grids
of points in grayscale images.

Mots-cl�es
Assistance informatique d'un geste chirurgical | Simulation d'un geste chirurgical
| Animation de solides d�eformables | Repr�esentation des rotations | Mise en
correspondance rigide | Segmentation globale de structures connues
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Introduction

Contexte

Depuis la �n des ann�ees 1980, on constate l'introduction de l'informatique et de
la robotique dans certaines phases des gestes chirurgicaux. Ces techniques sont utili-
s�ees par exemple en neurochirurgie (ponction pr�ecise de tumeurs), en ophtalmologie
(simulation d'op�erations au laser), en chirurgie orthop�edique (positionnement opti-
mal de proth�eses et d'implants). L'outil informatique permet d'accrô�tre la qualit�e
et l'e�cacit�e du geste.

Nos recherches se placent dans ce contexte, en abordant le cas de la chirurgie
endoscopique, et en particulier la r�etrop�eriton�eoscopie et la m�ediastinoscopie. L'ob-
jectif de nos travaux est de r�ealiser un syst�eme d'assistance et de simulation

de ces gestes chirurgicaux.

La r�etrop�eriton�eoscopie consiste �a introduire un endoscope rigide derri�ere le p�e-
ritoine a�n de pr�elever des �echantillons ganglionnaires au voisinage des vert�ebres
lombaires. Ce geste est pr�esent�e dans la partie Simulation et assistance d'un geste
chirurgical. Sur le même principe, la m�ediastinoscopie concerne les ganglions de la
partie inf�erieure du m�ediastin.

La recherche dans le domaine des gestes m�edicaux et chirurgicaux assist�es par
ordinateur (GMCAO) s'e�ectue sur deux niveaux. D'une part, elle vise �a int�egrer

des composants (mod�eles, outils et donn�ees) issus de plusieurs domaines, comme
l'illustre la �gure 1, a�n de r�ealiser et d'exp�erimenter des prototypes cliniques.
D'autre part, elle �etudie les fondements math�ematiques et algorithmiques
de ces composants ; ce travail de fond indispensable permet d'am�eliorer l'e�cacit�e
des outils existants, et d'ouvrir de nouvelles perspectives d'applications.

En ce qui concerne notre objectif, il faut d'une part mod�eliser l'ensemble des objets
constituant la zone d'intervention (organes, instruments) et d'autre part cr�eer les
interfaces, les instruments sp�eci�ques, les outils math�ematiques et algorithmiques
d'assistance et de simulation.

Plan

Nos recherches se sont orient�ees dans trois directions compl�ementaires et li�ees :

{ R�ealiser et exp�erimenter un syst�eme d'assistance visuel �a la r�etrop�eriton�eosco-
pie.
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Fig. 1 - Domaines couverts par notre probl�eme.

{ Mod�eliser de fa�con r�ealiste le comportement du syst�eme de solides de compor-
tements vari�es (rigides ou mous, mobiles ou �xes) form�e par les organes, les
tissus, et les instruments du chirurgien.

{ Etudier les di��erents probl�emes math�ematiques et algorithmiques pos�es par
ces deux points.

Ce document comporte trois parties correspondant �a ces directions. La �gure 2
r�esume le plan de ce document et montre les relations entre les di��erents chapitres.

Partie I

La r�ealisation d'un syst�eme d'assistance visuelle �a la r�etrop�eriton�eoscopie est l'ob-
jet de la premi�ere partie : Simulation et assistance d'un geste chirurgical. Ce syst�eme
en est �a la phase des tests cliniques, et est utilis�e �egalement pour d'autres op�erations.
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I.2. Assistance et simulation de la r�etrop�eriton�eoscopie

II.2. Animation et modelage par ordinateur

II.3. Un mod�ele pour la simulation de geste chirurgical

III.2. Repr�esentation des rotations

III.3. Mod�elisation du comportement des solides d�eformables

III.4. Mise en correspondance

III.5. Segmentation

II. Animation de syst�emes de solides

III. Outils

I. Simulation et assistance d'un geste chirurgical

Fig. 2 - Plan de ce document et d�ependances entre les chapitres. Une �eche A! B
indique que B utilise des r�esultats de A.

Nous y d�ecrivons la r�etrop�eriton�eoscopie, puis l'architecture logicielle adopt�ee et
en�n les exp�eriences r�ealis�ees pour valider le syst�eme. On identi�era �egalement les
probl�emes de calibrage, segmentation, mise en correspondance que l'on retrouve dans
tous les syst�emes de GMCAO.

Partie II

Dans la deuxi�eme partie, Animation de syst�emes de solides, nous �etudions tout
d'abord les syst�emes existants d'animation et de modelage de formes bas�es sur les lois
de la physique (chapitre 2). Dans cette �etude, nous s�eparerons les trois composantes
essentielles de ces syst�emes : la repr�esentation de la g�eom�etrie et des d�eformations,
les contraintes, et l'algorithme de contrôle.

Ensuite, nous d�e�nissons les conditions que doit remplir un syst�eme d'animation
pour pouvoir être utilis�e dans un simulateur de geste chirurgical et nous proposons
un syst�eme original simulant l'�evolution quasi statique d'un ensemble de

solides rigides et d�eformables (chapitre 3).

L'utilisation d'�el�ements �nis pour repr�esenter la g�eom�etrie et les d�eformations des
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solides permet d'atteindre un r�ealisme physique satisfaisant, comme l'illustrent les
r�esultats pr�esent�es. Notre mod�ele traite e�cacement le probl�eme de la cohabita-
tion d'objets tr�es d�eformables et d'objets rigides, en permettant l'utilisation
simultan�ee de plusieurs repr�esentations des solides dans le même syst�eme.

L'hypoth�ese d'�evolution quasi statique n'est pas incompatible avec la simulation
de geste chirurgical et permet de simpli�er le traitement des contacts permanents
entre surfaces rigides et d�eformables.

Partie III

La troisi�eme partie, Outils, comprend quatre �etudes ind�ependantes. Cette partie
essentiellement bibliographique aurait pu constituer une annexe. N�eanmoins, sa taille
et le fait que certains des r�esultats pr�esent�es soient originaux nous ont conduits �a la
conserver dans le corps du document.

La repr�esentation des rotations, �etudi�ee dans le chapitre 2, tient une place
importante dans les algorithmes de mise en correspondance et de calibrage. Nous
rappelons quelques d�e�nitions et propri�et�es, puis donnons des r�esultats sp�eci�ques
aux dimensions usuelles 2 et 3, avec quelques contributions ponctuelles. Une section
originale porte �nalement sur les rotations en dimension 4, dont nous pensons qu'elles
peuvent intervenir dans les probl�emes de vision.

Dans le chapitre 3, purement bibliographique, nous rappelons les �equations de
la m�ecanique des milieux continus et les lois de comportement des solides
d�eformables.

Le probl�eme de la mise en correspondance, omnipr�esent dans le domaine des
GMCAO, est pr�esent�e au chapitre 4 �a travers sa forme la plus simple, la mise en

correspondance de nuages de points appari�es. Dans ce probl�eme, on souhaite
d�eplacer un ensemble de points pour le superposer �a un autre, en sachant quel point
d'un ensemble correspond �a chaque point de l'autre.

Les algorithmes de mise en correspondance servent dans les GMCAO d'une part
lors du calibrage des di��erents capteurs de position, et d'autre part lors du recalage
du patient par rapport �a un r�ef�erentiel connu du bloc op�eratoire.

Nous exposons les di��erents algorithmes existants et pr�esentons une id�ee de solu-
tion utilisant la repr�esentation des rotations par leur \vecteur rotation".

A travers la localisation pr�ecise d'images de billes m�etalliques dans des images tri-
dimensionnelles (obtenues par scanner) ou bidimensionnelles (radiographies, images
vid�eo), nous abordons au chapitre 5 le probl�eme de la segmentation.

Nous avons utilis�e des billes m�etalliques pour servir de points de rep�ere anatomique
dans la mise en correspondance entre des images scanner et le sp�ecimen anatomique,
lors des premi�eres exp�erimentations du syst�eme d'assistance d�ecrit dans la premi�ere
partie.

Nous voyons comment on peut localiser grossi�erement un ensemble d'objets
circulaires ou elliptiques dans une image, puis comment ra�ner ce r�esultat �a des
r�esolutions inf�erieures au pixel.
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Nous exposons en�n dans ce même chapitre quelques r�esultats sur la d�etection

automatique globale de grille d'objets circulaires, utilis�ees pour le calibrage de
syst�emes de vision. Au lieu de d�etecter pr�ecis�ement tous les objets circulaires de
l'image et de construire une grille �a partir de ces points, nous proposons de d�etecter
avec pr�ecision l'ensemble des objets constituant la grille en une seule fois.





Premi�ere partie

Simulation et assistance d'un

geste chirurgical





Chapitre 1

Introduction

Le domaine des gestes m�edicaux et chirurgicaux assist�es par ordinateur (GMCAO)
se situe �a l'interface entre l'informatique, la robotique et la m�edecine.

Les applications des GMCAO sont multiples. Tout d'abord, la pr�ecision du geste
chirurgical est augment�ee, ce qui am�eliore la s�ecurit�e et les performances de la tech-
nique. Ensuite, le chirurgien a la possibilit�e de plani�er son geste et de s'entrâ�ner
sur un simulateur avant de r�ealiser e�ectivement l'op�eration. De fa�con similaire, la
mesure a posteriori de la pr�ecision du geste fournit au chirurgien un retour facilitant
son apprentissage. En�n, ces techniques de plani�cation, r�ealisation et �evaluation
de gestes r�eels peuvent être utilis�ees uniquement dans leur partie simulation, pour
permettre au chirurgien d'enseigner la m�ethode op�eratoire.

Les techniques mises en oeuvre dans ce domaine peuvent être rassembl�ees en trois
th�emes : la perception, le raisonnement, et l'action.
La perception concerne l'acquisition d'informations, utilisant des appareils d'ima-

gerie m�edicale (ampli�cateurs de brillance, tomographie, r�esonance magn�etique,
�echographie,...), ou des capteurs de position et de surfaces (vid�eo, m�ecaniques, op-
tiques, �electro-magn�etiques). Le traitement de bas niveau de ces images, comme
l'extraction des contours, l'extraction de formes, le calcul de d�eplacements �a partir
des positions de points caract�eristiques,... fait aussi partie de la perception.
Le raisonnement concerne l'analyse et la synth�ese de ces informations, soit au-

tomatiquement par le syst�eme (par exemple pour le point d'insertion du ligament
de remplacement sur la surface des os du genou), soit par le chirurgien (par exemple
pour la trajectoire d'insertion des vis dans le p�edicule d'une vert�ebre). Le raisonne-
ment permet au chirurgien de connâ�tre avec pr�ecision le geste �a e�ectuer.

La phase d'action consiste �a aider le chirurgien �a r�ealiser ce geste, en ajoutant
des informations visuelles, sonores et gestuelles �a sa perception habituelle.

La recherche dans ce domaine s'�etend sur une large palette de probl�emes (voir l'in-
troduction de ce document). La plupart de ces probl�emes ne sont pas sp�eci�ques aux
GMCAO. Les recherches men�ees dans le cadre des GMCAO peuvent ainsi trouver
des applications dans les autres domaines, et r�eciproquement, les GMCAO peuvent
b�en�e�cier des avanc�ees r�ealis�ees dans ces domaines.

Dans cette partie, nous d�ecrivons la r�etrop�eriton�eoscopie, qui est un exemple



22 I-1 Introduction

d'op�eration de chirurgie endoscopique. Ensuite, nous d�ecrirons un syst�eme d'as-
sistance �a la r�etrop�eriton�eoscopie, mis au point et exp�eriment�e au cours de cette
th�ese en collaboration avec l'�equipe de chirurgie g�en�erale et thoracique de l'hôpi-
tal de Grenoble. Ce syst�eme est �a mettre en parall�ele avec les techniques actuelles
de tomodensitom�etrie et d'imagerie par r�esonance magn�etique interventionnelles :
dans notre cas, on transporte \virtuellement" l'image scanner ou IRM dans la salle
d'op�eration.
Cette description sera l'occasion d'identi�er les probl�emes qui se posent lors de la

r�ealisation d'un tel syst�eme. L'�etude de ces probl�emes fait l'objet des deux autres
parties de ce document.



Chapitre 2

Assistance et simulation de la

r�etrop�eriton�eoscopie

Les techniques de chirurgie endoscopique se d�eveloppent rapidement. Elles consistent
�a atteindre l'organe �a op�erer en introduisant les micro-instruments dans le corps du
patient par des incisions de petite taille (voir l'introduction de la partie minimal
access surgery dans [102]).

Fig. 3 - Op�eration sous contrôle vid�eo (prof. Brichon).

L'op�eration s'e�ectue alors g�en�eralement sous contrôle vid�eo (�gure 3) : une ca-
m�era manipul�ee par l'assistant suit en permanence l'extr�emit�e des instruments du
chirurgien ; ce dernier op�ere en regardant uniquement l'image fournie par la cam�era.
Dans ce cas, du gaz est g�en�eralement inject�e entre les organes pour m�enager un
espace permettant les d�eplacements de la cam�era et des outils.

Dans d'autres cas, comme ceux de la r�etrop�eriton�eoscopie et de la m�ediastinosco-
pie, le chirurgien d�eplace d'une main un \tube" d�enu�e d'optique { le m�ediastino-
scope { dans la cavit�e abdominale, en manipulant de l'autre main les instruments
plac�es �a l'int�erieur du canal op�erateur que constitue le m�ediastinoscope. L'op�eration
s'e�ectue sans injection de gaz, le m�ediastinoscope servant lui-même �a refouler ou
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comprimer les organes environnants.

La r�etrop�eriton�eoscopie et la m�ediastinoscopie pr�esentent de fait des avantages
pour le patient : le choc op�eratoire et les risques d'infection sont r�eduits, diminuant
ainsi le temps d'hospitalisation et d'indisponibilit�e.

Cette technique pr�esente cependant quelques inconv�enients pratiques. Tout d'abord,
en cas de probl�eme (h�emorragie, op�eration se r�ev�elant plus d�elicate que pr�evu,...), il
peut s'av�erer n�ecessaire de convertir l'op�eration en une laparotomie (ouverture large
des parois) et de terminer l'op�eration avec les techniques classiques. D'autre part,
la r�ealisation du geste r�eclame une plus grande exp�erience de la part du chirurgien.
En e�et, il doit en permanence se repr�esenter mentalement la position de son instru-
ment par rapport aux organes nobles environnants et �a la zone qu'il doit atteindre,
qui sont hors de son champ de vision, r�eduit �a une zone de 2 cm de diam�etre �a
l'extr�emit�e du m�ediastinoscope.

L'apprentissage de la r�etrop�eriton�eoscopie et de la m�ediastinoscopie est di�cile
puisque seul le chirurgien manipulant le m�ediastinoscope voit les organes se trouvant
�a l'extr�emit�e du tube : il n'est pas possible au mâ�tre de guider ou corriger le geste
de son �el�eve.

Ces raisons ont motiv�e l'�etude et la conception d'un syst�eme informatique de simu-
lation et d'assistance applicable �a di��erentes op�erations de chirurgie endoscopique,
et en particulier �a la r�etrop�eriton�eoscopie.

Un tel syst�eme peut être utilis�e pour pr�eparer un geste r�eel avant l'op�eration,
pour simuler un geste �ctif servant �a l'apprentissage, ou pour assister le geste en
cours d'op�eration.

L'utilit�e d'un syst�eme d'assistance per-op�eratoire apparâ�t surtout dans les cas
suivants :

{ la cible est petite (5 millim�etres de diam�etre),

{ l'individu est ob�ese et la cible est entour�ee de zones graisseuses importantes,

{ la cible est plac�ee au voisinage de zones dangereuses (voies sanguines ou uri-
naires, pl�evres et �sophage pour la m�ediastinoscopie).

Dans ce chapitre, nous pr�esentons la r�etrop�eriton�eoscopie et la m�ediastinoscopie.
Ensuite, nous d�ecrivons le mat�eriel et le syst�eme mis au point au cours de nos exp�e-
riences, puis le protocole op�eratoire retenu. Nous exposons �nalement les di��erentes
exp�eriences e�ectu�ees a�n de valider notre syst�eme.

La description du syst�eme sera l'occasion d'identi�er un certain nombre de pro-
bl�emes. Nous reviendrons en d�etail sur certains de ces probl�emes dans la partie
Outils.

2.1 R�etrop�eriton�eoscopie et m�ediastinoscopie

La r�etrop�eriton�eoscopie et la m�ediastinoscopie (�gure 6) sont des op�erations si-
milaires visant respectivement �a atteindre les châ�nes ganglionnaires abdominales et
m�ediastinales. On e�ectue deux types de r�etrop�eriton�eoscopie : lomboscopie (�gure
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4) ou r�etrop�eriton�eoscopie iliaque (�gure 5), selon que l'exploration s'e�ectue dans
la portion lombaire ou iliaque du r�etrop�eritoine.

Fig. 4 - Lomboscopie : voies d'abord et geste (d'apr�es Sarrazin).

Fig. 5 - R�etrop�eriton�eoscopie iliaque : voies d'abord et geste (d'apr�es Sarrazin).

Le but de ces op�erations est principalement diagnostique [96]. On les r�ealise fr�e-
quemment en chirurgie canc�erologique, au cours des bilans d'extension ou de r�ecidive
des tumeurs solides et des h�emopathies malignes (d'apr�es [27]). Leur application
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dans un cadre th�erapeutique tend �a se d�evelopper : lymphad�enectomies pelviennes,
drainage d'abc�es profond, sympathectomie lombaire.

Fig. 6 - M�ediastinoscopie(prof. Sarrazin).

Les instruments utilis�es dans ces deux op�erations sont identiques (�gure 7). Parmi
ceux-ci, on trouve le m�ediastinoscope, tube rigide muni d'un manche et coupl�e �a une
source de lumi�ere froide ; une �echancrure permet l'utilisation de pinces �a biopsie. Le
m�ediastinoscope a �et�e mis au point par Carlens en 1957.

Fig. 7 - Instruments utilis�es pour la r�etrop�eriton�eoscopie.

Le service de chirurgie g�en�erale et thoracique du CHU de Grenoble est un pion-
nier dans l'utilisation de ces techniques ; on y r�ealise annuellement une trentaine de
r�etrop�eriton�eoscopies et une centaine de m�ediastinoscopies. Un syst�eme d'assistance
rendant leur r�ealisation plus facile permettrait d'�etendre leur utilisation.

La m�ediastinoscopie pr�esente l'inconv�enient de se situer dans une zone soumise
aux mouvements respiratoires et aux d�eplacements dus aux battements cardiaques.
Ces d�eplacements compliquent le calcul de la position de l'instrument par rapport
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aux organes. C'est pour cette raison que notre premier syst�eme porte sur l'assistance
de la r�etrop�eriton�eoscopie.

2.2 Mat�eriel et syst�eme

Nous d�esirons fournir au chirurgien un suivi en temps r�eel des d�eplacements du
m�ediastinoscope dans la r�egion situ�ee au voisinage de la cible.
Pour ce faire, nous avons r�ealis�e aux cours de cette th�ese di��erents prototypes

de syst�emes a�chant en temps r�eel une s�erie de coupes recalcul�ees �a partir d'un
examen au scanner du patient (pour nos essais, nous avons aussi utilis�e l'imagerie
par r�esonance magn�etique nucl�eaire).

2.2.1 Rep�erage du m�ediastinoscope par rapport �a l'image 3D

On connait la g�eom�etrie du m�ediastinoscope dans un rep�ereM. Les coupes issues
de l'examen du patient constituent un parall�el�epip�ede de voxels associ�e �a un rep�ere
C (�gure 8). On souhaite mesurer la position deM par rapport �a C. Pour ce faire, on
doit passer par des transformations interm�ediaires, dont le calcul n�ecessite 3 phases
de calibrage.

C

Fig. 8 - La position des organes du patient est connue dans une image tridimen-
sionnelle (ici, des coupes scanner).

Les quatre rep�eres intervenant dans cette section ainsi que les transformations
calcul�ees entre ces rep�eres sont r�esum�es sur la �gure 9.

Localisateur 3D

La position du m�ediastinoscope est d�etermin�ee par un localisateur optique tridi-
mensionnel : le syst�eme Optotrak(R). La partie optique de ce syst�eme est un banc
rigide muni de trois capteurs comportant chacun une lentille h�emi-cylindrique, une
barrette de capteurs CCD et un microprocesseur d�edi�e au traitement de l'image
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Fig. 9 - Rep�eres et transformations intervenant dans le calcul de la transformation
de M vers C, indiqu�ee ici en pointill�es.

unidimensionnelle fournie par la barrette. L'unit�e centrale du syst�eme active une
par une des diodes �emettant dans l'infra-rouge. Les points lumineux �emis par ces
diodes sont d�etect�es par les capteurs. En utilisant les informations fournies par les
trois capteurs, le syst�eme calcule alors la position de chaque diode dans un rep�ere
li�e au banc optique, que nous noterons L (�gure 10).

L

Fig. 10 - Le localisateur tridimensionnel Optotrak(R).
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Marqueurs

Il su�t de �xer au moins trois diodes sur un solide rigide pour pouvoir ensuite
d�eduire sa position �a partir de celle des diodes.

De�nition 1 (Marqueur)
Nous appellerons marqueur un solide rigide muni d'�emetteurs ponctuels pouvant
être localis�es en 3D.

A�n de permettre le calcul de sa position, un marqueur doit être calibr�e. Ce
calibrage consiste �a associer un rep�ere B au marqueur et �a �etablir les coordonn�ees
bi des �emetteurs �x�es sur le marqueur dans ce rep�ere.

Une fois le calibrage e�ectu�e, le localisateur mesure dans son rep�ere L les coor-
donn�ees li de ces mêmes points. La transformation permettant de passer de B �a L
est alors le meilleur d�eplacement tel que l'image de bi soit proche de li pour tout i.
Ce probl�eme de mise en correspondance rigide de nuages de points est abord�e dans
le chapitre 4 de la partie Outils. Le syst�eme Optotrak(R) peut se charger de calculer
ce d�eplacement, connaissant un calibrage du marqueur.

Si trois diodes su�sent pour e�ectuer ce calcul, il est clair que plus le nombre
de diodes visibles est �elev�e, plus il devient pr�ecis. Il faut en outre s'assurer que le
marqueur puisse être localis�e dans toutes les positions qu'il sera amen�e �a occuper.
C'est pour ces raisons que nous avons con�cu un marqueur en forme de boule muni
de 24 diodes (�gure 11). Un syst�eme de �xation sp�ecial permet de lier rigidement
cette boule �a l'extr�emit�e du manche du m�ediastinoscope. Nous notons B le rep�ere
de calibrage du marqueur \boule".

B

Fig. 11 - Le marqueur en forme de boule �a 24 diodes et son rep�ere de calibrage.

Socle de calibrage

Il est n�ecessaire de connâ�tre la position du rep�ere de calibrage de la boule B
par rapport au rep�ere M dans lequel la g�eom�etrie du m�ediastinoscope est donn�ee
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M

B

Fig. 12 - La g�eom�etrie du m�ediastinoscope est connue dans le rep�ere M.

(�gure 12). C'est l'objet d'une seconde phase de calibrage, dans laquelle on utilise
un socle muni de marques g�eom�etriques connues par construction (rainures, surfaces
planes, but�ees). Le socle est con�cu pour que le m�ediastinoscope s'y embô�te de fa�con
unique et reproductible, et les marques permettent de calculer la position du socle
par rapport au rep�ere de la boule.

L'utilisation d'un tel socle a �et�e requise par l'absence de surfaces caract�eristiques
sur le m�ediastinoscope, �a laquelle s'ajoute l'impossibilit�e de mettre le tube en contact
avec des pointes risquant de rayer sa surface externe (qui doit glisser sur les organes
lors de l'op�eration).

Recalage du patient

Il ne reste plus qu'�a trouver la transformation entre le rep�ere des coupes C et le
rep�ere du localisateur L. Le calcul de cette transformation est le but de la phase
de recalage du patient. Pour e�ectuer ce recalage, nous utilisons un syst�eme mis
au point au laboratoire TIMC, en collaboration avec le service de radioth�erapie de
l'hôpital de Grenoble, par N. La��eb, P. Vassal et J. Troccaz. Ce syst�eme met en
correspondance la surface interne de l'os du bassin segment�ee sur les coupes avec
ces mêmes surfaces obtenues par �echographie du patient pendant l'op�eration (voir
partie Outils, chapitre 4).

Les transformations de M �a B, et de L �a C obtenues lors du calibrage, alli�ees �a
la transformation de B �a L mesur�ee en continu par le localisateur, permettent de
calculer en continu la transformation de M �a C, donnant la position des points du
m�ediastinoscope dans le volume de coupes.

Nous utilisons cette transformation et le volume de donn�ees pour a�cher en
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Fig. 13 - Le m�ediastinoscope sur son socle de calibrage.

continu des informations suppl�ementaires sous forme d'images de synth�ese.

2.2.2 Quelles images, sous quelle forme?

Ce paragraphe �etudie les di��erents types d'informations que l'on peut envisager
de pr�esenter au chirurgien, ainsi que leur moyen d'a�chage.

Plusieurs types de retour visuel sont possibles : d'une part sur la nature de l'immer-
sion du chirurgien, qui peut être compl�ete (casque muni d'�ecrans ou head mounted
display), partielle (�ecran semi-r�e�echissant, projection), ou nulle (a�chage sur un
�ecran externe), d'autre part sur la nature des images a�ch�ees : coupes recalcul�ees
de type scanner, ou surfaces textur�ees.

Immersion compl�ete

L'immersion compl�ete n'est pas une solution viable �a l'heure actuelle pour plu-
sieurs raisons. Le casque est trop lourd pour être port�e 6 heures par jour, la r�esolution
insu�sante des images entrâ�ne une fatigue oculaire importante, et l'immersion com-
pl�ete engendre des perturbations de l'�equilibre li�ees �a l'absence de coordination entre
les sensations visuelles et les d�eplacements per�cus par l'oreille interne. De plus, le
chirurgien ne peut pas accepter d'être priv�e de la vision directe : il a besoin de voir ses
mains et les instruments qu'elles manipulent, les instruments pos�es sur la tablette,
les examens a�ch�es sur le mur, les objets apport�es par l'in�rmi�ere. L'immersion
compl�ete est cependant envisageable dans le cas de la t�el�e-chirurgie.

Immersion partielle

Dans le cas d'une immersion partielle, le champ visuel de l'op�erateur (ici, le chi-
rurgien) est occup�e par des images r�eelles auxquelles sont superpos�ees des images
de synth�ese. Cette technique est utilis�ee depuis longtemps dans les avions de chasse
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(viseur tête haute ou head up display). La superposition n�ecessite la connaissance
simultan�ee de la position des yeux du chirurgien et de la transformation de recalage
du patient vue plus haut. Un tel proc�ed�e, utilisant un miroir semi-r�e�echissant et un
asservissement vid�eo en continu a �et�e d�evelopp�e par Peuchot, Tanguy et Eude [91].

Absence d'immersion

Il n'y a pas d'immersion dans le cas ou les images de synth�ese ne sont pas super-
pos�ees �a la sc�ene r�eelle. C'est par exemple le cas dans les op�erations sous contrôle
vid�eo.

Dans ce cas, les images a�ch�ees peuvent être de di��erents types, synth�etisant plus
ou moins les informations :

{ A�chage tridimensionnel des surfaces des organes et des instruments [32, 33].

{ A�chage de coupes recalcul�ees dans des plans �evoluant avec les instruments,
il s'agit de l'approche utilis�ee dans nos exp�eriences [5, 6].

{ Superposition d'images vid�eo et de surfaces ou de coupes recalcul�ees [58, 108,
19, 115, 61].

{ A�chage de \viseurs" mat�erialisant la position courante de l'outil par rapport
�a sa position id�eale. Ces viseurs sont a�ch�es en deux ou trois dimensions.
Les syst�emes de guidage passif d�evelopp�es par Sautot [97] pour le vissage
p�ediculaire, Orti et Dessenne [89, 36] pour le remplacement du ligament crois�e
ant�erieur du genou et le replacement du condyle en chirurgie maxillo-faciale,
utilisent ce type d'a�chage.

2.2.3 Syst�eme d'assistance propos�e

Choix du type d'images

Dans les di��erents prototypes d�evelopp�es, nous utilisons un a�chage sans immer-
sion. Les images a�ch�ees en continu sont des coupes de type scanner recalcul�ees
dans des plans a priori quelconques �a partir de l'examen scanner du patient. Les
plans de coupe se d�eplacent en fonction de la position de l'instrument mesur�ee en
continu par le localisateur.

L'utilisation de coupes planes de type scanner apporte des informations plus li-
sibles pour le chirurgien que l'a�chage de surfaces color�ees des di��erents organes.

Apr�es quelques essais, il s'av�ere que l'interpr�etation des images par le chirurgien est
bien plus facile quand les coupes sont parall�eles aux directions \classiques" (axiales,
frontales et sagittales). Outre ces coupes classiques, nous avons tout de même retenu
l'a�chage d'un plan de coupe perpendiculaire �a l'axe du tube et passant par son
extr�emit�e interne. A part celui-ci, nous pr�esentons pour chaque direction de coupe
une vue globale et une vue locale grossie centr�ee sur l'extr�emit�e interne de l'outil.
Sur chaque image est dessin�ee une projection de l'axe du tube.
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Fig. 14 - Images a�ch�ees en cours d'op�eration. Le segment clair symbolise l'axe de
l'outil.

Architecture logicielle

Le choix du type d'images a�ch�ees rend n�ecessaire le calcul en continu de plusieurs
coupes dans des plans a priori quelconques. Nous avons choisi de laisser le syst�eme
r�epartir le temps du processeur entre les di��erentes images : chaque image est associ�ee
�a un processus di��erent, tous ces processus tournant en même temps.

L'examen scanner du patient prenant de l'ordre de 10 Mo, il n'est pas possible que
chaque processus a�chant une image le charge dans son espace m�emoire : l'examen
scanner est donc charg�e dans une zone de m�emoire partag�ee, utilis�ee simultan�e-
ment par tous les processus a�chant une image. Un processus particulier est charg�e
d'initialiser cette zone de m�emoire.

La communication de la position du m�ediastinoscope aux processus a�chant les
images s'e�ectue elle aussi par partage d'une zone de m�emoire. Un processus par-
ticulier est charg�e de communiquer avec le localisateur pour mesurer la position de
B dans L et en d�eduire la position de M dans C, en utilisant les r�esultats des dif-
f�erents calibrages. Ce proc�ed�e rend tr�es simple l'enregistrement et la restitution de
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s�equences de positions : il su�t de lancer un processus ind�ependant qui transf�ere en
continu les valeurs de la position entre la zone de m�emoire et le disque.

Le lancement et l'arrêt de ces processus sont g�er�es par un processus \pilote". La
communication entre les processus s'e�ectue par des messages (m�ecanisme fourni
par le syst�eme).

Le premier processus lanc�e par le pilote a�che une interface permettant de com-
mander le lancement et l'interruption des autres types de processus. Cette interface
apparâ�t dans la fenêtre de gauche de la �gure 14.

La �gure 15 r�esume les di��erents processus (boites arrondies) et donn�ees entrant
en jeu dans le syst�eme. Le canal de communication gris repr�esente la communication
entre le pilote et les autres processus ; les �eches symbolisent les �echanges de donn�ees.

Interface

ImagesCommande

A�chage

Lecture donn�ees

Pilote

Examen scanner du patient

Transformation outil courante

M�emoire partag�ee

Fenêtres graphiques

Localisateur

Cr�eation enregistrement

Lecture position outil

Lecture enregistrement
Disque dur

S�equence de positions enregistr�ee

Examen scanner du patient

Donn�ees de calibrage

Fig. 15 - Les di��erents types de processus et de donn�ees du syst�eme.

2.3 Protocole

Nous ne d�ecrivons ici que les phases de l'op�eration li�ees �a l'apport de l'assistance
informatique. L'op�eration se d�ecompose en trois phases. La phase pr�e-op�eratoire a
lieu en dehors du bloc op�eratoire. La phase de recalage du patient et de calibrage
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des instruments a lieu au bloc, entre l'anesth�esie du patient et le geste chirurgical.
La phase d'assistance per-op�eratoire se d�eroule pendant le geste.

2.3.1 Phase pr�e-op�eratoire

La phase pr�e-op�eratoire comprend la st�erilisation des instruments, l'acquisition
d'images de la r�egion anatomique concern�ee, et leur pr�e-traitement.

Le m�ediastinoscope et sa boule de rep�erage doivent être d�emont�es et st�erilis�es
chacun selon deux proc�ed�es di��erents, ainsi que son socle de calibrage et les petits
outils n�ecessaires �a l'assemblage et au calibrage.

Une s�erie de coupes de la zone �a op�erer est acquise au scanner. Cet examen se
pratique syst�ematiquement avant toute r�etrop�eriton�eoscopie classique. Les images
sont ensuite transf�er�ees sur le disque dur de la station de travail.

A partir de ces images, on construit une repr�esentation par un nuage de points de
la surface interne de l'os du bassin. D'autre part, le chirurgien identi�e les cibles de
l'op�eration. Ces deux informations sont alors connues dans le rep�ere li�e aux images
C.

2.3.2 Calibrage du m�ediastinoscope

Le calibrage du m�ediastinoscope au d�ebut de l'op�eration est rendu n�ecessaire par
son d�emontage pendant la st�erilisation.

Ce calibrage n�ecessite l'utilisation de deux marqueurs suppl�ementaires qui doivent
eux aussi être st�erilis�es. Le premier est �x�e sur le socle de calibrage et sert de r�ef�erence
(ceci permet de d�eplacer le socle par rapport au localisateur pendant le calibrage).
Le second est muni d'une pointe et sert �a d�esigner des points du socle.

Les trois marqueurs (la boule et les deux marqueurs auxiliaires) sont tout d'abord
calibr�es.

Le premier marqueur auxiliaire est �x�e sur le socle. La pointe du second marqueur
est calibr�ee : on obtient les coordonn�ees de la pointe dans le rep�ere de calibrage du
marqueur.

La pointe est alors utilis�ee pour obtenir les coordonn�ees du plan du socle et des
trois rainures grav�ees sur ce plan. Ceci permet de connâ�tre la position du rep�ere dans
lequel la g�eom�etrie du socle est donn�ee. Ensuite, on ins�ere le m�ediastinoscope dans
le socle, dans l'unique position possible. On peut alors d�eduire la transformation de
M �a B.

2.3.3 Recalage du patient

Le recalage du patient est e�ectu�e selon la proc�edure d�evelopp�ee par N. La��eb,
P. Vassal et J. Troccaz pour la radioth�erapie conformationnelle de la prostate [107].

Le recalage est e�ectu�e juste apr�es l'anesth�esie du patient, qui est alors immobilis�e
sur la table d'op�eration.

On utilise un �echographe muni d'un marqueur (�gure 16) pour acqu�erir des images
de la surface ant�erieure de l'os du bassin, au voisinage des crêtes iliaques. L'utilisa-
tion du marqueur permet, apr�es un calibrage pr�ealable (r�ealis�e avant l'op�eration),
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d'obtenir la position tridimensionnelle dans le rep�ere du localisateur L d'un point
quelconque de l'image �echographique.

Fig. 16 - Echographe muni de marqueurs utilis�e pour num�eriser la surface de l'os
du bassin.

La segmentation des images �echographiques permet ainsi d'obtenir des courbes
dans L. Ces courbes sont mises en correspondance avec la surface de l'os segment�ee
dans C lors du traitement pr�e-op�eratoire. Nous employons un algorithme de mise en
correspondance d�ecrit par Lavall�ee et Szeliski dans [74]. On calcule ainsi la trans-
formation de L dans C.
Cette transformation est valide tant que le patient n'est pas d�eplac�e par rapport

au localisateur. Cette contrainte peut être �evit�ee en �xant un marqueur sur le bassin,
pour servir de rep�ere de r�ef�erence �a la place de L.

2.3.4 Navigation assist�ee

Prenant en entr�ee les images du patient et les di��erentes transformations vues
pr�ec�edemment, le syst�eme de navigation assist�ee ne requiert aucune manipulation.
L'interface de la derni�ere version permet de choisir les vues �a a�cher, d'enregistrer
et de rejouer des s�equences de mesures.

2.4 Exp�erimentation

Nous avons r�ealis�e quatre versions majeures du logiciel d'assistance.
La premi�ere, �ecrite en novembre 1992, a servi �a d�emontrer la faisabilit�e de notre

approche.
Lors de l'exp�erience r�ealis�ee avec cette premi�ere version, en d�ecembre 1992, le

\patient" �etait un mannequin en plastique d�emontable (utilis�e pour illustrer les
cours d'anatomie) dans lequel nous avions coll�e des billes m�etalliques de 2 mm de
diam�etre. Le mannequin �etait ensuite pass�e au scanner. L'exp�erience consistait �a di-
riger vers les cibles la pointe d'un marqueur cylindrique introduit dans le mannequin
par une petite ouverture. Dans cette version, le recalage du patient �etait e�ectu�e �a
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l'aide de billes m�etalliques ins�er�ees dans le mannequin avant le scanner et d�esign�ees
lors de l'op�eration avec une pointe munie d'un marqueur ; il su�t de mettre en
correspondance les positions des billes pour obtenir la transformation de recalage.
L'algorithme de d�etection des billes m�etalliques est pr�esent�e dans le chapitre 5 de la
partie Outils.

La seconde version, �ecrite au d�ebut de 1993, a permis de tester en conditions
r�eelles la pr�ecision et l'utilit�e de l'assistance.

Fin août 1993, nous avons test�e cette version du syst�eme sur une pi�ece anatomique,
grâce �a la collaboration du service de radiologie centrale de l'hôpital de Grenoble et
du laboratoire d'anatomie de la facult�e de m�edecine de Grenoble. Cette exp�erience
a permis de v�eri�er la pr�ecision du rep�erage des structures osseuses, et de constater
les d�eplacements (dus �a la pr�esence du m�ediastinoscope) de la poche p�eriton�eale. La
position des cibles, ins�er�ees au voisinage des ganglions habituellement vis�es par la
r�etrop�eriton�eoscopie iliaque, correspondait aux informations fournies par le syst�eme.
Le recalage du patient �etait e�ectu�e par la même m�ethode que dans la premi�ere
version (insertion de plombs sous la peau au niveau des cr�etes iliaques et de la
symphyse pubienne).

La troisi�eme version, datant de 1994, incluait les modi�cations inspir�ees par l'ex-
p�erience sur cadavre : utiliser la m�ethode de recalage du patient par �echographie
d�evelopp�ee pour la radioth�erapie, am�eliorer la vitesse de l'a�chage, concevoir le
marqueur en forme de boule et remplacer le socle de calibrage en bois par un mo-
d�ele st�erilisable. De plus, cette version �etait la premi�ere mouture de l'architecture
logicielle pr�esent�ee plus haut. Nous pr�esentons ce syst�eme en d�etails dans [6, 26].

La quatri�eme version, �ecrite au d�ebut de 1995, est une mise au propre de la
version pr�ec�edente : utilisation modulaire et plus e�cace du syst�eme d'exploitation
et de l'interface graphique, �chiers de con�guration... La modularit�e du syst�eme a
permis son utilisation sur di��erents types d'examens et d'outils, en particulier en
ORL.

2.5 Conclusion

A travers l'exemple de la r�etrop�eriton�eoscopie, nous avons vu les probl�emes li�es
�a la conception, la r�ealisation, et l'exp�erimentation de syst�emes d'assistance �a une
op�eration chirurgicale.

La conception d'un tel syst�eme passe par la prise en compte des points suivants :

{ la nature du geste et de ses di�cult�es, les souhaits des chirurgiens,

{ les donn�ees que peut apporter l'assistance pour faciliter ou rendre plus pr�ecise
l'op�eration,

{ les instruments permettant de mesurer ces donn�ees (capteurs sp�eciaux, cali-
brage,...) et de les restituer (retour visuel, mais aussi sonore et tactile).
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La r�ealisation du syst�eme n�ecessite alors :

{ une architecture logicielle adapt�ee,

{ la fabrication des instruments de mesure (par exemple le marqueur en forme
de boule et le socle de calibrage),

{ la mise au point des proc�edures de calibrage.

L'exp�erimentation implique :

{ la modi�cation du protocole op�eratoire,

{ la collaboration des di��erents services de l'hôpital et des personnels du bloc
op�eratoire.

En ce qui concerne le syst�eme que nous avons d�evelopp�e, les exp�eriences ont prouv�e
la faisabilit�e et l'utilit�e d'une telle assistance. La modularit�e du syst�eme a permis
son utilisation dans d'autres contextes.



Chapitre 3

Conclusion

Dans cette partie, nous avons d�ecrit nos travaux concernant la conception, la
r�ealisation et l'exp�erimentation d'un syst�eme d'assistance passive d'une op�eration
chirurgicale : la r�etrop�eriton�eoscopie.

Ce syst�eme int�egre une architecture logicielle modulaire qui le rend utilisable
directement dans d'autres types d'op�erations. Nous avons con�cu un prototype d'outil
chirurgical \augment�e" et un socle permettant de le calibrer.

Des exp�eriences en conditions r�eelles ont prouv�e l'utilit�e d'un tel syst�eme.

Cette �etude a permis d'identi�er plusieurs probl�emes que l'on retrouve dans la
plupart des applications de chirurgie assist�ee par ordinateur :

{ Le calibrage des capteurs. Il apparâ�t ici sous deux formes : le calibrage des
marqueurs, et la mesure pr�ecise de structures g�eom�etriques (plan, rainures,
points).

{ La mise en correspondance, utilis�ee pour le recalage du patient.

{ La d�etection d'objets sph�eriques dans une image volumique (ou d'objets cir-
culaires dans une image plane), utilis�ee dans la localisation pr�ecise des centres
des billes m�etalliques lors de nos premi�eres exp�eriences.

Ces deux derniers probl�emes seront abord�es dans la partie Outils.

D'autre part, la simulation du geste passe par l'utilisation d'un mod�ele physique
des organes, avec lequel l'op�erateur peut interagir en manipulant des instruments
\virtuels", incluant des sensations de r�esistance �a l'e�ort. Ceci a motiv�e une �etude
des di��erents mod�eles physiques, du point de vue de l'animation et du modelage
assist�es par ordinateur, dans la partie Animation de syst�emes de solides, et aussi du
point de vue th�eorique, dans le chapitre 3 de la partie Outils.





Deuxi�eme partie

Animation de syst�emes de solides





Chapitre 1

Introduction

Dans cette partie, nous nous int�eressons �a la simulation de syst�emes de solides
rigides ou d�eformables pour l'animation ou le modelage (modelling). Bien que cette
�etude soit g�en�erale, elle est e�ectu�ee en gardant en tête notre objectif �nal : la
r�ealisation d'un simulateur de geste chirurgical.

Pour simuler le comportement d'un tel syst�eme, il faut tout d'abord le mod�eliser,
c'est-�a-dire :

{ repr�esenter sa g�eom�etrie et ses d�eformations (au sens large, ce qui inclut
aussi les d�eplacements),

{ �xer les contraintes que doivent v�eri�er ces d�eformations (par exemple, im-
poser la non-interp�en�etration des di��erents solides),

{ donner les r�egles du contrôle de l'�evolution du mod�ele (dans le cas de la
contrainte de non-interp�en�etration, le contrôle doit d�e�nir la fa�con dont le
syst�eme r�eagit lors de la collision entre deux solides).

Une fois le syst�eme mod�elis�e, il faut simuler num�eriquement son �evolution, en suivant
les r�egles de contrôle et en respectant les contraintes.
Cette partie d�ebute par une �etude bibliographique des syst�emes existants d'ani-

mation et de modelage par ordinateur, contrôl�es en partie ou en totalit�e par les
lois de la physique (chapitre 2). Dans cette pr�esentation, nous avons tent�e d'uni�er
les probl�emes voisins de l'animation et du modelage de forme et d'identi�er pour
chaque publication les trois composantes vues plus haut : g�eom�etrie et d�eformations,
contraintes, contrôle.
Dans le chapitre suivant (chapitre 3), nous d�e�nissons les fonctionnalit�es que doit

poss�eder un mod�ele \g�eom�etrique et dynamique" de simulation de geste chirurgical.
G�eom�etrique, parce que le mod�ele doit permettre le calcul et l'�evolution de la g�eo-
m�etrie des di��erents organes intervenant dans l'op�eration. Dynamique, parce que
cette �evolution doit se faire en respectant les lois de la physique, en particulier en
ce qui concerne le comportement d�eformable des organes et la gestion des contacts.
Apr�es avoir d�e�ni ces fonctionnalit�es, nous ferons un compte-rendu des travaux et

exp�eriences que nous avons e�ectu�es en vue de r�ealiser un tel mod�ele, en partant de
l'hypoth�ese d'une �evolution quasi-statique du syst�eme. Nous exposons comment on
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peut s�eparer e�ectivement les trois composantes d�egag�ees plus haut : g�eom�etrie et
d�eformations, contraintes, et contrôle. Cette approche modulaire permet d'utiliser
simultan�ement plusieurs repr�esentations des solides dans le même syst�eme. Nous
utiliserons des lois de comportement non lin�eaires et des formulations permettant
de grands d�eplacements des solides, ce qui n'a, du moins �a notre connaissance, pas
encore �et�e le cas pour l'animation de solides par ordinateur.

Dans la conclusion de cette partie (chapitre 4), nous ferons la synth�ese de ces
exp�eriences et nous verrons les probl�emes restant �a explorer dans ce domaine.



Chapitre 2

Animation et modelage par

ordinateur

Dans ce chapitre, nous exposons les di��erents choix adopt�es dans la litt�erature
concernant la conception et la r�ealisation de syst�emes d'animation ou de modelage.
La r�ealisation de tels syst�emes passe par la d�e�nition de trois composantes : la

repr�esentation de la g�eom�etrie et des d�eformations, les contraintes s'appliquant au
syst�eme, et la strat�egie de contrôle du mod�ele.

Ces termes, reprenant les notions introduites par Wilhelms dans [111], sont d�e�-
nis dans la premi�ere section. Pour chacune de ces trois composantes, nous d�etaillons
ensuite les di��erents choix pr�esent�es dans la litt�erature, en examinant plus particu-
li�erement les mod�eles de solides d�eformables.

2.1 D�e�nitions

La d�eformation associe tout point du solide dans une con�guration de r�ef�erence �a
sa position courante dans l'espace (voir le chapitre 3 de la partie Outils). Cette d�e�-
nition inclut aussi bien les changements de forme des solides que leurs changements
de position ; c'est pourquoi nous emploierons aussi ce terme dans le cas de solides
rigides (l'application est alors une isom�etrie directe).

De�nition 2 (D�eformation)
Une d�eformation est une application su�samment r�eguli�ere pour que les grandeurs
que nous en d�erivons soient correctement d�e�nies, injective et pr�eservant l'orientation
de l'espace (voir [30]).

De�nition 3 (G�eom�etrie)
Nous appellerons g�eom�etrie, la surface ext�erieure du solide pour une d�eformation
donn�ee. Nous �etendrons ce terme �a la structure de donn�ees permettant d'associer la
g�eom�etrie �a la d�eformation.

Une repr�esentation discr�ete { c'est �a dire par un nombre �ni de param�etres r�eels {
de la g�eom�etrie des solides et de leurs d�eformations est n�ecessaire �a leur traitement
par ordinateur.
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A chaque solide est associ�e une d�eformation, elle même param�etr�ee par un nombre
�ni de variables. Nous pouvons ainsi d�e�nir l'�etat du syst�eme :

De�nition 4 (Etat)
L'�etat du syst�eme est un vecteur rassemblant les param�etres des d�eformations de tous
les solides le constituant. Pour les syst�emes �evoluant selon des �equations di��eren-
tielles du second ordre, on ajoutera �a l'�etat les d�eriv�ees d'ordre 1 de ces param�etres
par rapport au temps (vitesses et vitesses angulaires).

L'op�erateur (l'animateur ou le modeleur utilisant le syst�eme) restreint l'ensemble
des �etats que peut occuper le syst�eme, et doit d�e�nir l'algorithme dirigeant son
�evolution. On retrouve ces notions en robotique.

De�nition 5 (Contrainte)
Une contrainte est une �equation ou in�equation portant sur l'�etat du syst�eme, et
�eventuellement sur ses d�eriv�ees spatiales ou temporelles. Nous �elargirons cette d�e�-
nition �a des pr�edicats quelconques, par exemple la condition de non-intersection des
int�erieurs des objets.

De�nition 6 (Espace libre)
L'espace libre est l'ensemble des �etats du syst�eme v�eri�ant les contraintes.

De�nition 7 (Contrôle)
Le contrôle est l'algorithme �xant l'�evolution de l'�etat du syst�eme, en tenant compte
des contraintes.

Dans le cas de l'animation, le contrôle a�ecte l'�evolution du syst�eme au cours du
temps. Dans le cas du modelage de formes, le contrôle d�e�nit la strat�egie d'opti-
misation permettant d'obtenir la forme recherch�ee : celle qui v�eri�e au mieux les
contraintes.

2.2 D�eformations et g�eom�etrie

La repr�esentation des d�eformations est li�ee �a la nature des objets mod�elis�es. Nous
distinguerons le cas des solides ponctuels formant les syst�emes de particules, des
solides rigides articul�es, et des solides d�eformables.

2.2.1 Solides rigides articul�es

A la �n des ann�ees 1970 et au d�ebut des ann�ees 1980, la simulation du comporte-
ment des robots et l'animation de personnages et animaux ont motiv�e l'int�erêt pour
les syst�emes de solides rigides reli�es par des articulations. Featherstone pr�esente en
1983, dans [48], un algorithme de simulation num�erique du comportement d'un tel
syst�eme ; on y trouve les r�ef�erences des travaux ant�erieurs non cit�es ici.
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D�eformations

D�ecrire la position d'un seul solide rigide n�ecessite 6 param�etres en dimension 3,
et 3 param�etres en dimension 2. Chaque liaison entre deux solides retire un certain
nombre (1 �a 6) de degr�es de libert�e au syst�eme. Usuellement, on consid�ere des
articulations poss�edant un seul degr�e de libert�e soit en rotation, soit en translation, ce
qui permet de mod�eliser la grande majorit�e des articulations animales et robotiques.
De plus, une liaison �a d � 2 degr�es de libert�e peut être obtenue en juxtaposant d
liaisons �a un degr�e de libert�e reliant des solides interm�ediaires \virtuels".

La position du syst�eme est donc repr�esent�ee par celle d'un des solides du syst�eme,
et les coordonn�ees articulaires de chacune des liaisons. Schroeder et Zeltzer [98]
utilisent une repr�esentation homog�ene �a 6 degr�es de libert�e pour chaque solide,
chaque liaison ajoutant une nouvelle contrainte au syst�eme.

G�eom�etrie

Les surfaces des solides composant le syst�eme n'introduisent des degr�es de libert�e
dans le syst�eme que dans le cas des mod�eles hybrides, o�u les solides ne sont pas
rigides. Chadwick, Haumann et Parent [25] �xent des muscles sur un squelette ar-
ticul�e. Les muscles sont repr�esent�es par des grilles tridimensionnelles de points de
contrôle d�e�nissant une d�eformation de type Free Form Deformation (FFD) [99].
Certains points de contrôle sont �x�es au squelette et la d�eformation est soumise �a
des lois de comportement mod�elisant l'action des muscles. La peau est dessin�ee en
suivant les mêmes d�eformations. Gascuel, dans [50, 52, 51], entoure des squelettes
articul�es de masses reli�ees au squelette par des ressorts. La peau est d�e�nie comme
une surface d'isovaleur d'une fonction d�e�nie par la position des masses. Ce mod�ele
permet d'obtenir des contacts �etendus entre objets. Ertl et al. [45] rajoutent des
masses mobiles autour des segments d'un mannequin articul�e. L'adjonction de ces
masses augmente peu le nombre de degr�es de libert�e au syst�eme puisqu'on ne consi-
d�ere que la position de leur centre de gravit�e par rapport aux segments sur lesquels
elles sont �x�ees.

2.2.2 Syst�emes de particules

En 1983, Reeves d�ecrit dans [94] un syst�eme de particules qu'il utilise pour simuler
la propagation d'un mur de feu sur une plan�ete dans le �lm Star Trek II.

D�eformations

La position d'une particule est repr�esent�ee par un point. Une masse est associ�ee
�a chaque particule. Szeliski et Tonnesen [101] ajoutent �a ces param�etres un vecteur
unitaire d�e�nissant une orientation int�erieur/ext�erieur pour chaque particule.

Bien que les particules puissent être utilis�ees individuellement, par exemple pour
visualiser des �ecoulements r�esultant de simulations, elles sont fr�equemment reli�ees
par des interactions de type ressort/amortisseur pour cr�eer des \solides particulai-
res".
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Miller [82] anime de fa�con tr�es r�ealiste des serpents par une \ligne" de masses
ponctuelles reli�ees par des ressorts. Dumont, Arnaldi et H�egron [42] mod�elisent des
solides d�eformables par des masses reli�ees par un r�eseau cubique tridimensionnel de
ressorts. House et Breen [66] proposent l'utilisation de syst�emes de particules pour
mod�eliser le comportement de tissus mous lors d'un geste chirurgical. Dans [88],
Norton et al. proposent d'utiliser un syst�eme de particules pour permettre la fracture
des objets lors de collisions. Delingette et al. [33] manipulent des surfaces �a facettes
polygonales dont le dual est une triangulation, ou leur analogue tridimensionnel ;
la surface constitue un syst�eme de type masses/ressorts. Lombardo [79] �etend le
mod�ele de Szeliski et Tonnesen en y ajoutant des contraintes permettant �a la surface
de retrouver une forme de r�ef�erence.

G�eom�etrie

La peau des serpents de Miller est constitu�ee de carreaux de surfaces splines dont
les points de contrôle sont des masses ponctuelles. Jokhadar [68] dessine une sph�ere
autour de chaque particule ; la surface des objets est alors celle de la r�eunion des
sph�eres. Van Overveld [110] construit un champ de d�eplacement �a partir des positions
des particules ; ce champ est ensuite utilis�e pour d�eplacer un polygone d�e�nissant la
fronti�ere des objets.

Le nombre des particules est en g�en�eral �xe, sauf dans le mod�ele de Szeliski et
Tonnesen, dans lequel on cherche �a conserver un maillage r�egulier des surfaces.

2.2.3 Surfaces et volumes d�eformables

En 1987, Terzopoulos [104] pr�esente un mod�ele continu de solides d�eformables.
Dans ce mod�ele, des objets parall�el�epip�ediques sont repr�esent�es par un maillage
d'�el�ements cubiques. A chaque d�eformation est associ�ee une �energie potentielle, qui
d�e�nit l'�evolution du syst�eme.

Di��erents mod�eles de solides d�eformables \continus" ont ensuite �et�e pr�esent�es.
Ces mod�eles sont utilis�es non seulement pour simuler l'�evolution de syst�emes de
solides d�eformables, mais aussi pour modeler la mati�ere et cr�eer de nouvelles formes
en tenant compte de contraintes g�eom�etriques.

Le mod�ele continu a une in�nit�e de degr�es de libert�e : l'�etat du syst�eme est une
fonction continue associant �a chaque point du syst�eme dans une con�guration de
r�ef�erence sa position dans la con�guration courante.

Dans certains mod�eles, seule la surface ext�erieure du solide est prise en compte et
d�eform�ee. Dans les autres, la d�eformation est d�e�nie en tout point de l'int�erieur du
solide.

Dans les deux cas, il faut discr�etiser la d�eformation. Quatre approches ont �et�e
propos�ees : les d�eformations globales de l'espace entourant le solide, les d�eformations
d�e�nies par morceaux dans l'int�erieur ou sur la surface du solide, les solides ou
surfaces param�etr�es, les surfaces implicites.
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D�eformations globales

Les d�eformations globales sont d�e�nies dans une portion d'espace englobant la
con�guration de r�ef�erence. Elles permettent de d�ecoupler la d�eformation et la g�eo-
m�etrie du solide. En e�et, on peut imaginer l'objet pris dans un bloc de g�elatine
d�eformable : on d�eforme la g�elatine, et l'objet suit les d�eplacements. La g�eom�etrie
de l'objet d�eform�e est donc l'image de la g�eom�etrie initiale par la fonction de d�efor-
mation du bloc de g�elatine.

Les d�eformations globales peuvent être d�e�nies de di��erentes fa�cons :

{ Par un treillis de contrôle de type FFD (free form deformation) [99] ou EFFD
(extended free form deformation) [31], dans lequel on d�eplace l'ensemble des
points contrôlant une fonction d'interpolation tridimensionnelle de type spline
[113, 8].

{ Par ses coe�cients dans une combinaison lin�eaire de fonctions de base [21,
93, 105]. Ces fonctions peuvent être par exemple des polynômes en (x; y; z) de
faible degr�e. Un choix judicieux pr�esent�e dans [90] est de prendre les d�eforma-
tions correspondant aux modes propres de la fonctionnelle d'�energie potentielle
�elastique du bloc de g�elatine, en ignorant les modes de hautes fr�equences, ce
qui permet de r�eduire la dimension du vecteur d'�etat et ainsi d'acc�el�erer la
simulation.

D�eformations d�e�nies par morceaux

Le solide est d�ecoup�e en volumes �el�ementaires (les �el�ements), comme les cubes ou
les t�etra�edres. Les param�etres de la d�eformation sont les positions des sommets des
�el�ements et d'�eventuels autres points situ�es aux centres des facettes, par exemple.

La d�eformation est alors d�e�nie sur chaque �el�ement par des fonctions d'interpo-
lation polynomiales. La continuit�e entre les �el�ements est garantie par construction
[56, 57, 92, 69].

Dans le cas d'un mod�ele surfacique, c'est la fronti�ere du solide qui est d�ecoup�ee
en �el�ements (carr�es, triangles,...) [24].

Cette repr�esentation des d�eformations sert de base �a la r�esolution par la m�ethode
des �el�ements �nis des probl�emes dont l'inconnue est un champ d�e�ni dans l'objet
ou sur sa surface (d�eplacements et contraintes pour le calcul de structures, champs
�electro-magn�etiques dans les conducteurs, champs de vitesse pour le calcul d'�ecou-
lements).

Surfaces param�etr�ees

La surface du solide peut être d�e�nie par une fonction param�etr�ee, comme dans le
cas des superquadriques. La d�eformation est alors obtenue en modi�ant les valeurs
des param�etres.
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Surfaces implicites

La surface du solide est dans ce cas d�e�nie par une �equation du type fp(M) = 0
[50, 52, 51]. p est un vecteur de param�etres repr�esentant par exemple la d�eformation
d'un squelette rigide articul�e autour duquel est d�e�ni le potentiel fp.

D�eformations hybrides

Terzopoulos et Fleischer [103] repr�esentent la d�eformation sur deux niveaux : tout
d'abord un d�eplacement rigide, et ensuite un changement de forme autour de cette
position. Ceci permet de conserver une d�e�nition simple (lin�eaire) de l'�energie po-
tentielle �elastique ne d�ependant que du second terme, tout en permettant de grands
d�eplacements via le terme correspondant au d�eplacement rigide.

2.3 Contraintes

Nous employons le terme contrainte dans le sens de la d�e�nition 5 donn�ee au
d�ebut de ce chapitre. En modelage, les contraintes permettent de traduire les id�ees
du concepteur en �equations, qui seront ensuite prises en compte par l'algorithme de
contrôle pour fournir une forme.

En animation, le script (trajectoires, interactions) pr�evu par l'animateur est tra-
duit en contraintes. D'autres contraintes portant sur le comportement des solides
permettent d'obtenir des mouvements plus r�ealistes.

Nous identi�ons dans cette section les attributs des contraintes rencontr�ees dans
la litt�erature. Ensuite, nous exposons les di��erents types de contraintes existants,
class�es en fonction de ces attributs.

2.3.1 Ordre : g�eom�etrique/cin�ematique/dynamique

Selon qu'une contrainte porte sur les param�etres de la d�eformation (positions),
sur ses d�eriv�ees d'ordre 1 (vitesses) ou sur ses d�eriv�ees d'ordre 2 (acc�el�erations), on
la quali�era de g�eom�etrique, cin�ematique ou dynamique.

2.3.2 Port�ee : �xe/conditionnelle

Une contrainte �xe consiste en une ou plusieurs �equations que le syst�eme doit
v�eri�er �a chaque instant.
Une contrainte conditionnelle n'impose aucune �equation jusqu'�a ce qu'une condi-

tion (la condition d'�etablissement) ne provoque son apparition. A partir de cet ins-
tant, de nouvelles �equations doivent être v�eri��ees par le syst�eme, jusqu'�a ce qu'une
autre condition (la condition de rupture) annule la contrainte.

2.3.3 Formulation : forte/faible

Nous distinguons deux formulations des contraintes. La formulation forte impose
la v�eri�cation des �equations de la contrainte par l'�etat du syst�eme. La formula-
tion faible introduit ces �equations �a travers un terme \�energ�etique" minimal quand
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elles sont v�eri��ees. Ces \�energies" ne sont pas toujours e�ectivement des grandeurs
physiques homog�enes �a des �energies. On retrouve ces notions dans les m�ethodes
d'�el�ements �nis [116, 117, 15] et la th�eorie de l'�elasticit�e (voir le chapitre 3 de la
partie Outils).

Les contraintes fortes r�eduisent la dimension de l'espace libre, ce qui n'est pas le cas
pour les contraintes faibles. C'est pour cette raison qu'en pr�esence d'un grand nombre
de contraintes, seule la formulation faible est possible, l'ensemble des contraintes ne
pouvant être simultan�ement v�eri��e.

Les contraintes faibles permettent d'associer une \�energie" �a chaque �etat ; l'espace
libre correspond aux cuvettes de potentiel de cette �energie.

Les contraintes fortes �xes d�eterminent la dimension de l'espace libre, et les
contraintes fortes conditionnelles en d�e�nissent les bords.

2.3.4 Interactivit�e

Certains param�etres de l'�etat du syst�eme peuvent être li�es �a des grandeurs ext�e-
rieures. Nous parlerons dans ce cas de contraintes interactives. C'est en particulier le
cas quand la contrainte est fournie par un syst�eme de mesure de position ou d'e�ort
manipul�e par l'op�erateur.

2.3.5 Globalit�e

Dans certains cas, il peut s'av�erer int�eressant de rechercher une trajectoire opti-
misant une contrainte globale du type plus court chemin en distance ou en temps,
plus faible travail musculaire.

Ce type de contrainte permet d'obtenir des trajectoires tr�es r�ealistes pour les
comportements du vivant comme la marche [23], la nage, la reptation [82]. Witkin
et Kass optimisent les sauts d'une \lampe de bureau" (Luxo) �a quatre articulations
dans [112].

2.3.6 Exemples de contraintes

Contraintes g�eom�etriques entre particules

Dans le cas de syst�emes de particules, on peut imposer des contraintes du type
\les particules A et B sont �a une distance d0 donn�ee". Il s'agit d'une contrainte
g�eom�etrique �xe. Sa formulation forte correspond �a l'�equation jjA�Bjj = d0, et sa
formulation faible �a un terme du type (jjA�Bjj � d0)

2 �a minimiser.

Cette contrainte et d'autres du même type sont exploit�ees par Luciani [80], Szeliski
et Tonnesen [101], Lombardo [79] pour construire des objets complexes en agr�egeant
des particules.

Liaisons entre solides

Dans un syst�eme de solides articul�es, les liaisons entre les solides constituent des
contraintes g�eom�etriques �xes.
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Contacts �xes

Dans tous les mod�eles pour lesquels on peut d�e�nir la notion de surface des solides,
on peut imposer des contraintes g�eom�etriques �xes de contact entre des parties
(points, courbes, portions de surface) de deux objets, par exemple :

{ le point A de l'objet 1 est confondu avec le point B de l'objet 2,

{ le point A de l'objet 1 est sur la surface S d�e�nie sur l'objet 2.

Borrel et Rappoport [21], Gascuel et Gascuel [49] utilisent ce type de contraintes.

In�egalit�es portant sur les param�etres g�eom�etriques

Les in�egalit�es se traduisent par des contraintes conditionnelles. Par exemple si on
impose �a l'angle � d'une articulation de v�eri�er �1 � �, l'in�egalit�e peut être v�eri��ee
et n'entrâ�ner aucune contrainte, jusqu'�a ce que la condition d'�etablissement �1 � �
soit v�eri��ee. Quand cette condition est v�eri��ee, on impose la contrainte �1 = � en
attendant une condition de rupture. La condition de rupture se d�eduit g�en�eralement
du comportement qu'aurait le syst�eme en l'absence de la contrainte.

Contrainte de non-interp�en�etration (contacts conditionnels)

La contrainte de non-interp�en�etration des objets est �egalement conditionnelle : soit
les objets sont disjoints, soit ils v�eri�ent une �egalit�e correspondant �a leur contact.
Hahn [59], Bara� [9, 10, 11, 12, 13, 14], Moore et Wilhelms [87] introduisent cette
contrainte dans le cas de solides rigides. Bara� traite aussi de la complexit�e du pro-
bl�eme consistant �a calculer les conditions d'�etablissement et de rupture des contacts
avec ou sans glissement entre n solides rigides. Gascuel [51] g�ere les collisions et les
contacts �etendus entre des solides d�eformables hybrides (squelettes rigides articu-
l�es enrob�es d'une peau d�eformable). Li et Canny [75] �etudient l'espace libre d'un
syst�eme de deux solides rigides en contact avec roulement sans glissement. Gour-
ret et Thalmann [57] calculent l'�equilibre d'une main serrant une balle d�eformable,
mod�elis�ees par des �el�ements �nis.

Lois de comportement

Les lois de comportement des solides mod�elisant leur mouvement, leurs d�eforma-
tions et leurs contacts peuvent être consid�er�ees comme des contraintes (on pour-
rait aussi envisager des �ecoulements de uides ou de gaz, des ph�enom�enes �electro-
magn�etiques,...).

Les lois de comportement sont dans notre classi�cation des contraintes cin�ema-
tiques ou dynamiques �xes ; elles peuvent se formuler de fa�con forte ou faible.

La formulation forte correspond soit �a des �equations di��erentielles reliant la d�e-
riv�ee de la quantit�e de mouvement �a la vitesse et �a la position, ou leurs analogues
angulaires, soit �a des �equations aux d�eriv�ees partielles reliant la d�eformation d'un
solide �a ses champs de contraintes internes et surfaciques.
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La formulation faible de ces lois de comportement passe par l'�ecriture d'un bilan
�energ�etique faisant intervenir les travaux des forces intervenant dans la formulation
forte.

Les formulations faible et forte r�esultant des �equations de la m�ecanique des mi-
lieux continus sont pr�esent�ees dans le chapitre 3 de la partie Outils. On utilise plus
fr�equemment les lois de comportement lin�earis�ees, qui conduisent �a des �equations
plus simples.
Des formulations faibles de type \plaques minces" sont utilis�ees pour la mod�eli-

sation du comportement de courbes ou de surfaces [24, 32].
Jouve [69] mod�elise le comportement du cristallin de l'�il avec une loi non homo-

g�ene.
Les comportements limites comme la plasticit�e (d�eformation permanente de la

con�guration de r�ef�erence), la fracture, la visco-�elasticit�e (d�eformation progressive
de la con�guration de r�ef�erence) sont �egalement mod�elis�es.

On trouve des r�ef�erences sur la fracture de solides mod�elis�es par des �el�ements �nis
dans les revues de m�ethodes num�eriques pour l'ing�eni�erie [76]. Dans les publications
sur l'animation par ordinateur, Norton et al. [88], Terzopoulos et Fleischer [103],
Desbrun et Gascuel [35], Luciani [80] simulent �egalement de tels comportements.

Contraintes portant sur l'�evolution du syst�eme

Dans le cas de l'animation, les contraintes d�ependent �egalement de la variable
\temps". Par exemple : \le point A de l'objet 1 doit se trouver en A0 �a la date t0".
En e�et, si les comportements bas�es sur la physique permettent d'obtenir des ani-

mations tr�es r�ealistes, l'animateur doit pouvoir piloter le mod�ele de fa�con �a r�ealiser
son sc�enario.

On introduit donc des contraintes semblables �a celles que nous venons de voir, mais
�a existence et importance variables en fonction du temps ou de l'�etat du syst�eme
lui-même.

L'introduction de ces contraintes se fait le plus souvent par des langages de sp�eci�-
cation qui permettent de d�e�nir simplement des contraintes de plus en plus �evolu�ees.

2.4 Contrôle

Comme nous l'avons d�e�ni plus haut (d�e�nition 7), le contrôle est l'algorithme
utilis�e pour calculer l'�etat du syst�eme qui v�eri�e le mieux les contraintes dans le cas
du modelage, ou l'�evolution de l'�etat au cours du temps dans le cas de l'animation.

2.4.1 Contrôle pour le modelage

Dans le cas du modelage de formes, le contrôle est un algorithme d'optimisation
sous contraintes dont l'inconnue est le vecteur d'�etat. Les contraintes formul�ees de
fa�con forte contraignent directement les valeurs que peut prendre le vecteur d'�etat,
alors que les contraintes faibles d�e�nissent la fonction �a optimiser.
A part dans les cas simples, il est n�ecessaire de recourir �a des m�ethodes d'op-

timisation it�eratives, pr�esent�ees dans les ouvrages de Ciarlet [29] et Minoux [83].
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La m�ethode des �el�ements �nis [116, 117, 15], qui permet de ramener un probl�eme
d'optimisation �a la r�esolution d'un syst�eme d'�equations (lin�eaires ou non lin�eaires)
peut aussi être utilis�ee.

2.4.2 Contrôle pour l'animation

En animation, le contrôle consiste �a int�egrer les �equations di��erentielles mod�elisant
le comportement des solides.

La m�ethode d'int�egration la plus souvent utilis�ee est la m�ethode d'Euler, qui
permet de calculer directement l'�etat du syst�eme �a la date t + �t connaissant son
�etat �a la date t en �evaluant une seule fois la d�eriv�ee de l'�etat (les forces et les
moments). La m�ethode d'Euler pr�esente l'inconv�enient de n'être que d'ordre 1 (voir
[106, 95]), c'est �a dire que l'erreur faite en calculant l'�etat �a la date t + �t est de
l'ordre de �t.

En abandonnant l'avantage de n'avoir �a calculer qu'une seule fois la d�eriv�ee du
syst�eme, la m�ethode \d'Euler am�elior�ee" permet d'atteindre l'ordre 2 (erreur de
l'ordre de �t2) en �evaluant deux fois la d�eriv�ee �a chaque pas. Si l'on accepte d'�evaluer
quatre fois la d�eriv�ee de l'�etat du syst�eme �a chaque pas, on peut utiliser la m�ethode
de Runge-Kutta, d'ordre 4. Il existe d'autres m�ethodes encore plus performantes,
rendant n�ecessaire la m�emorisation d'un plus grand nombre d'�etats du syst�eme (voir
les deux r�ef�erences cit�ees plus haut).

Il est �a noter que l'utilisation de m�ethodes d'ordre �elev�e permet, �a pr�ecision �egale,
d'augmenter le pas d'int�egration �t. Le gain en temps de calcul compense alors
largement le surcoût des �evaluations multiples.

L'introduction des contraintes se fait le plus fr�equemment en ajoutant des forces
arti�cielles favorisant leur r�ealisation. Ces forces font naturellement osciller le sys-
t�eme autour de la solution.

Dans le cas des contraintes de distance entre particules vues plus haut, Lombardo
[79] propose d'�eliminer les oscillations en aplatissant localement la cuvette d'�energie
potentielle au voisinage du minimum. G�en�eralement, les oscillations sont att�enu�ees
en ajoutant des forces de \frottement" arti�cielles �eliminant de l'�energie cin�etique.

R�ecemment, plusieurs auteurs ont propos�e un traitement hybride des contraintes
g�eom�etriques : en plus des forces attirant le syst�eme vers des �etats v�eri�ant les
contraintes, l'�etat du syst�eme est modi��e directement par petits \sauts" vers le
plus proche �etat v�eri�ant les contraintes. Bara� [14] utilise cette technique pour si-
muler l'�evolution d'un syst�eme de solides rigides en contact (non-interp�en�etration).
Gascuel et Gascuel [49] l'utilisent pour v�eri�er des contraintes de type \point sur
surface" dans un syst�eme de solides d�eformables.

Cette m�ethode hybride permet, quand l'amplitude des \sauts" n'est pas trop
importante, de v�eri�er la contrainte en �eliminant les oscillations. L'inconv�enient de
la m�ethode est la perte de l'�energie repr�esent�ee par ces d�eplacements qui n'a pas de
justi�cation physique.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre bibliographique, nous avons expos�e les travaux existants dans
les domaines de l'animation et du modelage de formes par ordinateur.
Nous avons d�egag�e trois composantes communes aux syst�emes d'animation et de

modelage : la repr�esentation de la d�eformation et de la g�eom�etrie, les contraintes, et
l'algorithme de contrôle.
Pour chacune de ces composantes, nous avons pr�esent�e les di��erents choix adopt�es

dans la litt�erature.
Le probl�eme de la simulation interactive du comportement des organes et des

instruments au cours d'un geste chirurgical fait actuellement l'objet d'un nombre
croissant de recherches.
En e�et, la puissance des stations de travail graphiques et l'apparition de capteurs

de position tridimensionnels permettent d'envisager �a court terme l'apparition de
simulateurs chirurgicaux dans les blocs op�eratoires.
Outre la r�ealisation d'un mod�ele su�samment robuste et r�ealiste, les applications

m�edicales posent deux autres probl�emes di�ciles :

{ Reconstruire ou segmenter les surfaces des organes a�n de fournir les g�eom�e-
tries initiales des solides du syst�eme. La reconstruction peut se faire �a partir
d'images issues de modalit�es di��erentes telles que la radiographie, la tomoden-
sitom�etrie, l'imagerie par r�esonance magn�etique... L'utilisation d'atlas anato-
miques pour injecter de la connaissance dans le processus de segmentation
devrait permettre de l'acc�el�erer et de r�esoudre certains cas d�elicats comme la
s�eparation des os aux articulations, ou celle des muscles voisins.

{ Mesurer ou estimer les param�etres des lois de comportement li�es aux organes
comme l'�elasticit�e et la r�esistance des tissus. Quelques travaux existent dans
le cas des muscles [28] et de l'�il [69]. On peut envisager deux solutions �a ce
probl�eme. D'une part, disposer des capteurs de contraintes sur les instruments
chirurgicaux et �etablir des statistiques sur les mesures e�ectu�ees pendant les
op�erations. D'autre part, utiliser l'expertise des chirurgiens pour ajuster les
param�etres dans un simulateur en fonction de leurs sensations.

Dans le chapitre suivant, nous voyons les caract�eristiques que doit pr�esenter un mo-
d�ele \chirurgical", ainsi que di��erentes exp�eriences d'impl�ementation et de comparai-
son des choix possibles concernant la g�eom�etrie et les d�eformations, les contraintes,
et le contrôle.





Chapitre 3

Un mod�ele pour la simulation

d'un geste chirurgical

La simulation du comportement d'organes lors d'un geste chirurgical est un cas
particulier d'animation interactive de syst�emes de solides. Dans ce cas, la nature du
syst�eme impose certaines contraintes au mod�ele, mais permet aussi des hypoth�eses
simpli�catrices. Dans ce contexte, d�ecrit dans la premi�ere section, il s'av�ere qu'aucun
des mod�eles existants ne correspond aux sp�eci�cations.

Il est donc n�ecessaire de concevoir un nouveau mod�ele. Des �etudes dans ce sens sont
expos�ees dans ce chapitre. Pour ce faire, nous adoptons le même d�ecoupage qu'au
chapitre pr�ec�edent : d�eformations et g�eom�etrie, contraintes, contrôle. Nos exp�eriences
ont pour point de d�epart :

{ les mod�eles existants pr�esent�es au chapitre pr�ec�edent,

{ la m�ecanique des milieux continus et la mod�elisation des comportements �elas-
tiques, r�esum�es dans le chapitre 3 de la partie Outils,

{ les m�ethodes d'�el�ements �nis, pr�esent�ees succintement dans le chapitre 3 de la
partie Outils et que nous abordons d'un point de vue pratique dans ce chapitre.

3.1 Contexte et id�ees

Le syst�eme �a simuler est constitu�e de solides tr�es d�eformables (organes, vaisseaux)
et rigides (os, instruments chirurgicaux). Le mod�ele doit donc permettre la coha-

bitation de solides tr�es d�eformables et de solides rigides. Dans les mod�eles
de type masses/ressorts, la mod�elisation de solides rigides conduit �a des ressorts de
raideur in�nie, et donc �a une grande instabilit�e des algorithmes de contrôle.

Les organes et vaisseaux sont lisses (sans points anguleux) et entretiennent des
contacts �etendus permanents les uns avec les autres. On peut supposer que
ces contacts sont sans friction. L'algorithme de contrôle doit d�etecter et prendre en
compte ces contacts �etendus. On doit g�erer une repr�esentation explicite de l'ensemble
des surfaces en contact.

Les instruments sont rigides ou rigides articul�es. Certains de ces instruments per-
mettent d'inciser les tissus : la r�esistance des tissus puis leur d�echirement doivent
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être pris en compte. En particulier, la topologie des objets doit pouvoir changer
au cours de l'�evolution du syst�eme (cr�eation de trous).

L'a�chage des objets doit se faire en temps r�eel. La position de certains instru-
ments du syst�eme peut être coupl�ee aux positions d'instruments r�eels mesur�ees par
des localisateurs tridimensionnels. Dans le cas o�u l'on souhaite fournir une interface
gestuelle au simulateur, le mod�ele physique et l'algorithme de contrôle devront être
su�samment robustes et proches de la r�ealit�e physique.

Il n'existe pas de mod�ele v�eri�ant toutes les conditions �enonc�ees ci-dessus. La
conception d'un tel mod�ele est l'objet du reste de ce chapitre. Ces travaux sont
�a rapprocher de ceux de Bara�, Witkin et Gascuel pour la gestion des contacts
permanents, de Terzopoulos, Metaxas, Gourret et Thalmann pour la prise en compte
des d�eformations, de Terzopoulos, Szeliski, Tonnesen, Delingette, Subsol, Pignon et
Cotin pour la gestion des changements \chirurgicaux" de la g�eom�etrie (les r�ef�erences
�a ces travaux sont donn�ees dans le chapitre 2).

Une des id�ees cl�es de notre approche est de faire l'hypoth�ese qu'�a chaque instant,
le syst�eme est dans un �etat d'�equilibre ; on parle d'�evolution quasi statique. Dans
ce cas, il n'est pas n�ecessaire de prendre en compte les acc�el�erations et les vitesses
des objets.

Cette hypoth�ese a plusieurs avantages : la diminution du nombre de variables,
la suppression des oscillations qui apparaissent dans les syst�emes dynamiques au
voisinage de l'�equilibre, la simpli�cation des �equations correspondant aux contraintes
de contact par rapport aux travaux de Bara� [9, 10, 11] dans des syst�emes de solides
rigides, repris par Witkin et lui-même [8] dans le cas des solides d�eformables.

En�n, même en l'absence des vitesses et acc�el�erations des solides, les d�eformations
permettent de calculer les champs de contraintes pr�esents sur la surface des objets,
ce qui rend possible l'utilisation de p�eriph�eriques de retour d'e�ort.

Nous choisissons d'associer une �energie potentielle �a chaque �etat du syst�eme.
Cette �energie prend en compte l'�energie potentielle de pesanteur de tous les solides
et l'�energie potentielle �elastique des solides d�eformables. L'�energie potentielle des
solides d�eformables est d�e�nie en int�egrant une densit�e d'�energie potentielle sur
l'int�erieur de chaque solide (hyper�elasticit�e).

L'algorithme de contrôle consiste alors �a maintenir �a chaque instant le syst�eme
dans un minimum local de cette �energie �a l'int�erieur de l'espace libre.

3.2 G�eom�etrie et d�eformations

Lors de nos exp�eriences, nous avons utilis�e quatre repr�esentations de la g�eom�etrie
et des d�eformations des solides. D'une part, nous avons repris trois repr�esentations
des solides d�eformables (expos�ees au chapitre 2) : les syst�emes de particules orien-
t�ees, les d�eformations globales, et les maillages de type �el�ements �nis. D'autre part,
nous introduisons aussi dans le syst�eme des solides rigides poly�edriques. Les repr�e-
sentations d�eformables serviront �a mod�eliser les organes mous, et les solides rigides
seront utilis�es pour les os et les instruments chirurgicaux.

Les repr�esentations peuvent cohabiter au sein du même syst�eme, ce qui r�epond �a
l'une des exigences vues plus haut.
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Nous n'exposons ici que les r�esultats concernant la repr�esentation par des maillages
de type �el�ements �nis et les solides rigides poly�edriques.

En e�et, le calcul de l'�energie �elastique d'un solide repr�esent�e par des particules
orient�ees n�ecessite en pratique soit le calcul des \voisinages" des particules, soit la
d�etermination globale de la d�eformation d�e�nie par la position des particules. Dans
le premier cas, on retrouve un maillage de type �el�ements �nis, et dans le second, une
d�eformation globale.

Des approches simpli��ees utilisant les syst�emes de particules et les d�eformations
globales pour la simulation chirurgicale sont propos�ees dans [66, 32].

A�n de bien s�eparer la repr�esentation de la g�eom�etrie et des d�eformations des
autres composantes du mod�ele, nous avons choisi de consid�erer chaque objet comme
une bô�te noire o�rant un certain nombre de fonctionnalit�es.

La liste des fonctionnalit�es donn�ee ci-apr�es r�esulte de nos exp�eriences. Nous la
donnons maintenant a�n d'augmenter la clart�e de l'expos�e. Nous verrons ensuite
comment les r�ealiser dans chacune des repr�esentations envisag�ees.

Cette \approche objet" du syst�eme peut être directement impl�ement�ee dans des
langages objets �a classes tels que le C++.

3.2.1 Fonctionnalit�es

Dans ce qui suit, le terme objet d�esigne la structure de donn�ees associ�ee �a un
solide. On consid�ere uniquement les solides pour lesquelles les grandeurs utilis�ees
dans ce chapitre ont un sens. En particulier, leur int�erieur devra être non vide et
connexe, leur fronti�ere orientable et d�erivable deux fois presque partout.

Les fonctionnalit�es o�ertes par le solide du point de vue de sa g�eom�etrie et de
sa d�eformation concernent trois points (�gure 17) : le param�etrage externe, le calcul
d'une �energie potentielle associ�ee �a la d�eformation, et l'acc�es �a la fronti�ere du solide
d�eform�e.

Param�etrage de la d�eformation

La d�eformation d'un solide est param�etr�ee par un vecteur a. Ce vecteur contient
toutes les variables permettant au solide de connâ�tre sa d�eformation.

Alors que dans les mod�eles usuels ces param�etres sont g�er�es en interne par chaque
objet, nous avons choisi de les conserver �a l'ext�erieur de l'objet : ce sont les algo-
rithmes manipulant le solide qui lui communiquent les valeurs de a. De cette fa�con,
les fonctions de contrôle peuvent modi�er a sans avoir �a faire partie de l'objet.

Chaque objet poss�ede une fonction mise �a disposition de ses utilisateurs, et don-
nant la dimension de son vecteur de param�etres.

D'autre part, puisque l'utilisateur ne connâ�t pas la relation entre les composantes
de a et la d�eformation du solide (cette relation est connue uniquement dans l'objet
repr�esentant le solide), l'objet doit aussi fournir des fonctions d'initialisation des
composantes de a et d'application de transformations g�eom�etriques de base (trans-
lation, rotation).



60 II-3 Un modele pour la simulation d'un geste chirurgical

Grandeurs caract�eristiques
(coefs. d'�elasticit�e, densit�e)
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Fig. 17 - Fonctionnalit�es d'un objet associ�e �a un solide, ind�ependamment de la
repr�esentation sous-jacente de la g�eom�etrie et des d�eformations.

Energie potentielle

Une fonction de l'objet permet de calculer son �energie potentielle E(a) dans la
d�eformation de param�etre a. E(a) est la somme d'un terme d'�energie potentielle
�elastique W (a) et d'un terme d'�energie potentielle de pesanteur G(a).

E(a) = W (a) + G(a): (3.1)

Cette fonction renvoie aussi le gradient de l'�energie potentielle en fonction de a,
ce qui permet de mettre en �uvre des algorithmes d'optimisation pour contrôler
l'�evolution du syst�eme.
W d�epend d'une loi de comportement, renvoyant la densit�e d'�energie potentielle

et son gradient en fonction du tenseur des d�eformations de Green{Lagrange E (voir
chapitre 3, partie Outils). G d�epend de la densit�e volumique du solide et de l'acc�e-
l�eration de la pesanteur g.

Fronti�ere

La fronti�ere du solide a besoin d'être connue pour trois op�erations : l'a�chage,
la d�etection des intersections, la prise en compte des contraintes de contact. Les
fonctions d'acc�es �a la fronti�ere que nous voyons dans ce paragraphe concernent le
solide dans une con�guration quelconque, et d�ependent donc du param�etre a.
Pour l'a�chage, une fonction permet d'envoyer un ensemble de primitives gra-

phiques d�ecrivant la surface du solide dans la con�guration courante �a une librairie
graphique (X11, PEX, OpenGL, g�en�eration de PostScript,...).
La d�etection des intersections n�ecessite un �echantillon de la fronti�ere, sous la

forme d'un nuage de points uniform�ement r�epartis et de densit�e connue. En e�et,
nous utilisons la m�ethode \par points" impl�ement�ee en 1992 dans notre mod�ele des
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�-snakes [4, 73] pour d�etecter les intersections, plutôt que les m�ethodes \par facettes"
g�en�eralement employ�ees. Nous d�etaillons cet algorithme de d�etection dans la section
3.4.

La prise en compte des contraintes n�ecessite la connaissance de points particuliers
sur les contours des objets : points de contact, points dont la position est �x�ee. La
repr�esentation de points sur les fronti�eres se fait �a travers la notion de curseur.

Un curseur pr�esente les mêmes fonctionnalit�es quelle que soit la repr�esentation
de la g�eom�etrie et des d�eformations de l'objet auquel il appartient : l'algorithme de
contrôle interroge les curseurs, qui font �a leur tour appel �a leur objet pour r�epondre
�a ces requêtes, de fa�con transparente pour l'algorithme de contrôle.

Les fonctionnalit�es que doivent o�rir les curseurs sont dict�ees par le choix de
l'algorithme de contrôle : un curseur doit pouvoir être d�eplac�e le long du contour
sur lequel il se trouve, et donner les propri�et�es di��erentielles locales (tangente,
d�eriv�ee seconde, d�eriv�ee selon a) au point du contour correspondant �a sa position.

Nous donnons dans cette section les d�etails de leur impl�ementation selon les re-
pr�esentations. Les fonctionnalit�es des curseurs seront exploit�ees dans la section 3.4
consacr�ee au contrôle.

Le passage �a la dimension 3 introduit des barri�eres fondamentales �a la d�e�nition
de param�etrages globaux r�eguliers des surfaces ; notre choix de n'utiliser que des
propri�et�es locales pour les curseurs permet de contourner cette di�cult�e.

Comportements limites

La prise en compte des comportements limites, impliquant une d�eformation de la
g�eom�etrie de r�ef�erence, d�epend de la d�eformation repr�esent�ee par a et de conditions
de rupture.

Ces comportements ne sont pas trait�es dans notre expos�e.

3.2.2 Maillages de type �el�ements �nis

Nous allons maintenant voir comment repr�esenter un solide par un maillage de
type \�el�ements �nis" et comment impl�ementer les fonctionnalit�es que nous venons
de d�ecrire dans ce cas.

Les m�ethodes d'�el�ements �nis sont utilis�ees depuis des dizaines d'ann�ees (voir
[116]) dans tous les domaines des sciences de l'ing�enieur. Elles servent principale-
ment �a calculer des champs r�egis par des �equations aux d�eriv�ees partielles : d�eforma-
tions et contraintes dans des structures (bâtiments, barrages, pi�eces m�ecaniques),
�ecoulements de uides, champs �electro-magn�etiques.

Bien que les m�ethodes d'�el�ements �nis permettent �egalement de calculer des
champs de d�eformations et de contraintes d�ependant du temps [15], elles n'ont �et�e
que peu utilis�ees pour l'animation et le modelage de formes par ordinateur.

Nous allons pr�esenter en d�etail un exemple de mod�elisation d'un objet d�eformable
par des �el�ements param�etriques quadratiques en dimension d = 2, sachant que le
principe reste le même pour tous les types d'�el�ements, en dimensions 2 et 3.

L'int�erieur 
 du solide est pav�e par des �el�ements param�etriques quadratiques �a
quatre côt�es.
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Fig. 18 - (a) El�ement param�etrique quadratique �a quatre côt�es et 9 n�uds. (b) Solide
\anneau" constitu�e de cinq �el�ements de ce type.

La d�eformation est interpol�ee �a l'int�erieur de chaque �el�ement en fonction des
positions des n�uds d�e�nissant l'�el�ement. Le recollement des interpolations sur
chaque �el�ement permet d'obtenir une d�eformation d�e�nie sur 
. Les param�etres de
cette d�eformation sont donc les coordonn�ees de tous les noeuds du pavage.

El�ement

Les �el�ements param�etriques sont d�ecrits dans la plupart des ouvrages sur les m�e-
thodes d'�el�ements �nis. On pourra par exemple se r�ef�erer �a Bathe dans [15]. L'�el�e-
ment de la �gure 18a est d�e�ni par un ensemble N de 9 n�uds (num�erot�es de 1 �a 9
sur la �gure).

Deux points sont associ�es �a chaque n�ud n 2 N : Rn repr�esentant la position
du n�ud n dans la con�guration de r�ef�erence du solide et Cn sa position dans la
con�guration courante.
La position d'un point de l'�el�ement est donn�ee par un couple de coordonn�ees

locales (u; v) dans le carr�e [�1; 1]2. A ce couple correspond un vecteur P (u; v) de 9
poids. Le point R(u; v) de la con�guration de r�ef�erence de coordonn�ees locales (u; v)
est le barycentre des points Rn avec les coe�cients P (u; v)n (on indice P (u; v) par
n 2 N), et de même pour C(u; v), le point correspondant aux coordonn�ees locales
(u; v) dans la con�guration courante :

R(u; v) =
X
n2N

P (u; v)nRn;

C(u; v) =
X
n2N

P (u; v)nCn: (3.2)

A�n d'avoir une �ecriture matricielle, on notera R la matrice d � jN j form�ee des
jN j vecteurs Rn 2 Rd, et de même pour C ; on peut alors �ecrire matriciellement les
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u = �1 u = 1

v = �1

v = 1

Fig. 19 - Les trois syst�emes de coordonn�ees associ�es �a un �el�ement. (a) Con�gura-
tion de r�ef�erence, les points Rn sont dessin�es en noir. (b) Coordonn�ees locales de
l'�el�ement. (c) Con�guration courante, les points Cn sont dessin�es en blanc.

relations pr�ec�edentes :

R(u; v) = RP (u; v);

C(u; v) = CP (u; v): (3.3)

On voit que de cette fa�con, n'importe quelle grandeur d�e�nie aux n�uds peut être
interpol�ee �a l'int�erieur de l'�el�ement.

Les fonctions de pond�eration P (u; v)n (ou fonctions de forme) sont des polynômes
en u et v, nuls en chaque n�ud sauf au n�ud n o�u elles valent 1. La �gure 20 montre
ces fonctions de pond�eration (il y en a trois types pour cet �el�ement).
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Fig. 20 - Fonctions de pond�eration des �el�ements quadratiques �a 9 n�uds. (a) N�uds
1-4. (b) N�uds 5-8. (c) N�ud 9.

Il existe une immense vari�et�e d'�el�ements, selon le nombre et la position des n�uds
d�e�nissant la fonction d'interpolation, la nature de cette fonction, la dimension de



64 II-3 Un modele pour la simulation d'un geste chirurgical

l'espace, celle de l'�el�ement...; il existe aussi des �el�ements adapt�es �a la g�eom�etrie de
l'objet : in�nis, de r�evolution, p�eriodiques, �a trous... Le principe d'interpolation reste
n�eanmoins le même dans tous les cas.

Assemblage d'�el�ements

Dans le cas d'un solide pav�e par plusieurs �el�ements, les n�uds sont partag�es entre
les �el�ements, ce qui assure la continuit�e des fonctions interpol�ees sur l'int�erieur du
solide. Il faut toutefois �eviter le probl�eme des recollements non compatibles, illustr�e
par la �gure 21.

Fig. 21 - Probl�emes de recollement pouvant apparâ�tre entre des fronti�eres de degr�es
di��erents. (a) Recollement correct. (b) Recollement discontinu.

Le vecteur a param�etre de la d�eformation courante est l'ensemble des coordonn�ees
des points Cn pour tous les n�uds du solide. a est donc de dimension d fois le nombre
total de n�uds. Ainsi, le vecteur de param�etres de l'anneau (�gure 18b), comportant
30 n�uds, est de dimension 60.

Un objet repr�esent�e de cette fa�con contient un ensemble de n�uds, un ensemble
d'�el�ements, et un ensemble de contours. Chaque �el�ement connâ�t les n�uds servant
�a le param�etrer. Un contour est une suite d'arcs d�e�nis par des n�uds du maillage ;
dans le cas expos�e ici, ces arcs sont des courbes param�etriques de degr�e 2.

Gradient de la d�eformation

Nous avons vu qu'�a un point U = (u; v) du carr�e [�1; 1]2 correspondent deux
points : R(U) dans la con�guration de r�ef�erence et C(U) dans la con�guration cou-
rante. La d�eformation ' est donc d�e�nie implicitement sur R([�1; 1]2) par :

'(R(U)) = C(U): (3.4)

Cette relation permet de d�eduire le gradient de la d�eformation en R(U) :

r'(R(U)) =

�
C
DP

DU
(U)

��
R
DP

DU
(U)

��1
: (3.5)

DP
DU (U) est la matrice de d colonnes de jN j lignes dont la k-i�eme colonne est le

vecteur dP
dUk

(U).
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La �gure 22 montre le champ du gradient sur l'anneau dans quatre d�eformations
di��erentes.

Fig. 22 - Champs de gradient dans l'anneau sous plusieurs d�eformations. (a) Iden-
tit�e. (b) Rotation d'angle �=3. (c) A�nit�e d'axe x et de rapport 0.6 suivie d'une
rotation d'angle ��=5. (d) Transformation quelconque.

Si le gradient doit être �evalu�e un grand nombre de fois au même point U , on voit

qu'il est int�eressant de m�emoriser une fois pour toutes la matrice DP
DU (U)

�
RDP
DU (U)

��1
.

C'est par exemple le cas aux points d'int�egration de la densit�e d'�energie (paragraphe
suivant).

Energie potentielle

Si w(E) est la densit�e d'�energie �elastique (i.e. l'�energie potentielle �elastique par
unit�e de volume dans la con�guration de r�ef�erence, voir [30], section 1.4) associ�ee
au tenseur des d�eformations de Green{Lagrange E = 1

2(r'Tr' � I), � la masse
volumique du solide dans la con�guration de r�ef�erence, et g l'acc�el�eration de la
pesanteur, on peut calculer l'�energie potentielle Ee(a) associ�ee �a la portion du solide
couverte par un �el�ement e :

Ee(a) =
Z
R([�1;1]2)

w(E(R))� � hg; C(R)i dR: (3.6)

Cette int�egrale est calcul�ee sur l'image de l'�el�ement dans la con�guration de r�ef�e-
rence ; nous la transportons par changement de variable dans l'espace des coordon-
n�ees locales U :

Ee =
Z
[�1;1]2

(w(E(U))� � hg; C(U)i) det(RDP
DU

(U)) dU: (3.7)

En e�et, on dispose (voir [116], sections 8.8 �a 8.11), de m�ethodes d'int�egration nu-
m�erique d'une fonction d�e�nie sur [�1; 1]2. Il s'agit des m�ethodes de quadrature de
Gauss, dans lesquelles l'int�egrale est approch�ee par une somme pond�er�ee des valeurs
de la fonction en des points xp 2 [�1; 1]2 :Z

[�1;1]2
f(U)dU �

X
p

Hpf(xp): (3.8)
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Les poids Hp et les points xp sont choisis de telle sorte que l'approximation soit exacte
pour des fonctions polynomiales des composantes de U , le degr�e de ces fonctions
�etant maximal pour un nombre de points donn�e.

La �gure 23 montre les points d'�evaluation xp de la fonction �a int�egrer et leur
poids Hp, pour 4, 9 et 16 points.

Fig. 23 - Points d'�evaluation de la fonction dans les m�ethodes de Gauss �a 4, 9 et
16 points. Ces points sont les centres des cercles, dont la surface est proportionnelle
au poids du point dans l'approximation de l'int�egrale de la fonction.

L'�energie potentielle totale du solide est la somme des �energies de chaque �el�ement :

E(a) =
X
e

Ee(a): (3.9)

Les indications donn�ees dans la suite de ce paragraphe traitent du calcul de E et
du gradient de w(E) selon a.
Du point de vue des performances, il est int�eressant de m�emoriser les quantit�es

ne d�ependant pas de a en chacun des points d'�evaluation de la densit�e d'�energie. En
un point d'�evaluation de coordonn�ees locales U et de poids H , on peut calculer :

{ la matrice Q(U) = DP
DU (U)

�
RDP
DU (U)

��1
,

{ le r�eel H det(RDP
DU (U)),

{ le vecteur P (U).

En dimension 2, E �etant sym�etrique, w(E) ne d�epend que de E11, E22 et E21. La
fonction donnant w donnera aussi les d�eriv�ees partielles

@w

@E11
;

@w

@E22
;

@w

@E21
: (3.10)

On a d'autre part, en notant J = r' pour all�eger l'�ecriture, E = 1
2(J

TJ � I), soit :

E11 =
1

2
(J211 + J221 � 1);

E22 =
1

2
(J212 + J222 � 1);

E21 =
1

2
(J11J12 + J21J22): (3.11)
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On en d�eduit les d�eriv�ees partielles de w en fonction des coe�cients de J :

@w

@J11
= J11

@w

@E11
+

1

2
J12

@w

@E21
;

@w

@J21
= J21

@w

@E11
+

1

2
J22

@w

@E21
;

@w

@J12
= J12

@w

@E22
+

1

2
J11

@w

@E21
;

@w

@J22
= J22

@w

@E22
+

1

2
J21

@w

@E21
: (3.12)

On peut maintenant calculer les d�eriv�ees partielles de w selon les coe�cients de C,
et donc, �a renum�erotation pr�es, selon les coe�cients de a :

@w

@Cin
= Qn1

@w

@Ji1
+Qn2

@w

@Ji2
: (3.13)

La �gure 24 montre la densit�e d'�energie �elastique dans l'anneau d�eform�e.

Fig. 24 - Densit�e d'�energie �elastique dans l'anneau d�eform�e.

Fronti�ere

Dans le cas des solides repr�esent�es par les �el�ements quadratiques �a 9 n�uds d�e�nis
plus haut, les contours sont constitu�es d'arcs de courbes param�etriques de degr�e 2
et de dimension 1, comme celui repr�esent�e �gure 25.

La position d'un point de cet arc est la restriction de l'interpolation d�e�nie plus
haut sur l'�el�ement �a l'arc. Il s'av�ere qu'elle ne d�epend que de la position des trois
sommets sur lesquels elle s'appuie et est ind�ependante de celle des six autres
sommets de l'�el�ement.

Si on param�etre l'arc par un r�eel u 2 [�1; 1], les positions R(u) et C(u) du point
d'abscisse u respectivement dans la con�guration de r�ef�erence et dans la con�gura-
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1

2

3

Fig. 25 - Arc de courbe param�etrique polynomiale de degr�e 2 constituant les contours
des solides. Le point 1 correspond �a u = �1, le point 2 �a u = 0 et le point 3 �a u = +1.

tion d�eform�ee sont d�e�nies en fonction des positions des trois n�uds par :

R(u) = P1(u)R1+ P2(u)R2+ P3(u)R3;

C(u) = P1(u)C1+ P2(u)C2+ P3(u)C3; (3.14)

avec les polynômes d'interpolation :

P1(u) =
1

2
u(u� 1); P2(u) = (1� u2); P3(u) =

1

2
u(u+ 1):

(3.15)

Fig. 26 - Echantillons des contours de l'objet \cl�e". (a) Dans la con�guration de
r�ef�erence. (b) Dans une con�guration d�eform�ee.

Nous avons choisi de param�etrer localement le contour par son abscisse curviligne s
dans la con�guration de r�ef�erence. Ce choix garantit la continuit�e C1 du param�etrage
sur deux arcs voisins ayant deux d�eriv�ees colin�eaires �a leur jonction.
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Dans ce cas, les formules donnant le comportement local en un curseur M du
contour d�eform�e, correspondant au point d'abscisse locale u de l'arc sont les sui-
vantes, en posant � = jjRujj�1 :

M = C; Ms = �Cu;

Mss = �2Cuu � �4 hRu; RuuiCu;
@Mx

@Ckx
=

@My

@Cky
= Pk(u);

@Msx

@Ckx
=

@Msy

@Cky
= P 0

k(u): (3.16)

Les d�eriv�ees de C et R selon u s'obtiennent facilement en d�erivant les polynômes Pk
dans 3.14. La �gure 27 montre les d�eriv�ees selon s sur la fronti�ere de l'objet \cl�e"
dans une con�guration d�eform�ee.

Fig. 27 - D�eriv�ee, normale et d�eriv�ee seconde selon s pour un curseur se d�epla�cant
sur le contour ext�erieur de l'objet \cl�e" d�eform�e.

3.2.3 Solides rigides poly�edriques

En dimension 2, on parlera de solides rigides polygonaux. Cette repr�esentation
est beaucoup plus simple que la pr�ec�edente. Même si l'on peut repr�esenter des so-
lides rigides avec une repr�esentation g�erant les solides d�eformables, il est bien plus
avantageux d'utiliser une repr�esentation sp�eci�que.

La d�eformation est rigide et le vecteur associ�e a ne poss�ede donc que 3 param�etres
en dimension 2 et 6 en dimension 3.

L'�energie potentielle ne comporte que la partie due au poids, qui ne d�epend que
de l'altitude du centre de gravit�e du solide G(a) ; si m est la masse du solide et g
l'acc�el�eration de la pesanteur, on a :

E(a) = �m hg;G(a)i : (3.17)

La fronti�ere de ces objets est constitu�ee de segments, qui constituent un cas par-
ticulier des arcs param�etriques vus dans la section pr�ec�edente. Il n'est donc pas
n�ecessaire de donner des d�etails sur l'impl�ementation de la structure de curseur
dans ce cas.
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3.3 Contraintes

La d�eformation de chaque solide i est param�etr�ee par un vecteur d'�etat ai (que
nous avions not�e a dans la section pr�ec�edente, a�n de ne pas alourdir les notations).
L'ensemble du syst�eme est donc param�etr�e par un \grand" vecteur A, concat�enation
de tous les vecteurs ai.
Chaque contrainte g�eom�etrique se traduit par une condition sur le vecteur d'�etat

global du syst�eme A.
Comme nous l'avons d�e�ni au chapitre 2, les contraintes formul�ees de fa�con faible

introduisent un terme L(A) dans la fonctionnelle d'�energie du syst�eme. Nous avons
aussi besoin de calculer le gradient de L(A) selon A pour utiliser l'algorithme d'op-
timisation.
Les contraintes fortes imposent une ou plusieurs �equations portant sur la variation

�A du vecteur d'�etat, du type h�A; Ui = l pour les �egalit�es et h�A; Ui � l pour
les in�egalit�es.
Imaginons la contrainte mat�erialis�ee dans l'espace des �etats par une surface : les

�etats se trouvant sur la surface v�eri�ent la contrainte. Dans le cas d'une �egalit�e,
seuls les �etats se trouvant sur la surface sont autoris�es, alors que dans le cas d'une
in�egalit�e, l'espace libre se trouve d'un côt�e de la surface, et l'autre côt�e est interdit.
Pour un �etatA proche de la surface mat�erialisant une contrainte, on ne s'int�eresse

qu'�a l'aspect local de la surface : quel est son plan tangent, et �a quelle distance en
sommes-nous? Ces informations sont repr�esent�ees par U et l.
Nous introduisons quatre contraintes : la liaison �xe entre un point d'un solide et

un point �xe du plan, la liaison �xe entre deux points de deux solides, le contact
entre un solide et un demi-plan, et en�n le contact entre deux solides (qui concerne
aussi le contact d'un solide avec lui-même).
Pour les deux contraintes �xes, nous donnons les formulations forte et faible dans le

paragraphe 3.3.1. Pour les contraintes de contact, nous donnons la formulation forte,
et les conditions d'�etablissement et de rupture de la contrainte dans le paragraphe
3.3.2.

3.3.1 Liaisons

Liaison d'un point d'un solide avec un point �x�e

On impose au curseur M �xe sur la fronti�ere d'un solide d'être constamment en
B. La position de M ne d�epend donc que de A. Le coe�cient correspondant �a la
formulation faible est :

L(A) = jjM �Bjj; DL

DA
(A) =

1

jjM �Bjj
�
DM

DA
;M � B

�
:

(3.18)

La formulation forte de cette contrainte s'�ecrit :*
�A;

DM

DA

T

(M � B)

+
= �jjM �Bjj2: (3.19)

On l'obtient en substituant une approximation de jjM(A)� Bjj au premier ordre
selon A dans jj(M(A+�A)� Bjj = 0.
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Liaison point{point entre solides

On impose aux deux curseurs M1 et M2 �xes sur les fronti�eres de leurs solides
d'occuper constamment la même position. On d�e�nit de la même fa�con que pr�ec�e-
demment le coe�cient :

L(A) = jjM1 �M2jj;
DL

DA
(A) =

1

jjM1 �M2jj
�
DM1

DA
� DM2

DA
;M1 �M2

�
: (3.20)

La formulation forte s'�ecrit :�
�A; (

DM1

DA
� DM2

DA
)T (M1 �M2)

�
= �jjM1 �M2jj2: (3.21)

3.3.2 Contacts

Contact avec un demi-plan �xe

On impose aux solides du syst�eme de rester hors du demi-plan

D =
n
x 2 R2; hx; ni � �

o
; (3.22)

dans lequel le vecteur normal unitaire n et le scalaire � sont donn�es.

A chaque intrusion d'un solide dans D, on introduit un nouveau curseur M
correspondant au point de la fronti�ere du solide ayant p�en�etr�e le plus profond�ement
dans D, c'est �a dire minimisant hM;ni, comme l'illustre la �gure 28. La recherche de
ce minimum se fait selon des techniques classiques (dichotomie, m�ethode de Newton
quand la d�eriv�ee seconde Mss n'est pas nulle).

Chaque curseur M introduit au cours d'un contact g�en�ere une �equation �xant un
\demi degr�e de libert�e" sur l'�evolution de A :

*
�A;

DM

DA

T

n

+
� �(hM;ni � �): (3.23)

Cette in�egalit�e est obtenue en �ecrivant les deux �equations d�e�nissant le curseur M ,
d�ependant de A et de son abscisse sur le contour du solide (on suppose en outre que
la tangente au contour en M est d�e�nie) :

hM;ni = �;

hMs; ni = 0: (3.24)

On �ecrit ensuite ces conditions en A+�A.

Lors d'un changement de la d�eformation, le curseur doit être mis �a jour pour
continuer �a minimiser hM;ni.
Lorsque le curseur sort de D, on le supprime de la liste des curseurs associ�es �a

la contrainte.
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Fig. 28 - (a) Curseur g�en�er�e par l'intrusion de l'anneau d�eformable dans le demi-
plan gris�e. Les triangles repr�esentent les points d'�echantillonage des contours du
solide. Le point noir correspond �a l'unique curseur associ�e �a la contrainte. (b) Etat
du syst�eme apr�es un d�eplacement dans la direction du \gradient de la contrainte".
Cette direction correspond localement au plus court d�eplacement rendant la condition
v�eri��ee.

Contact entre deux solides

La contrainte est la non-intersection des int�erieurs des solides pris deux �a
deux.
De fa�con similaire au cas du contact avec un demi-plan, lorsque deux solides S1 et

S2 s'intersectent (on peut avoir S1 = S2), on introduit deux nouveaux curseurs

M1 et M2 : un sur chaque solide. M1 est sur la portion de surface de S1 incluse dans
S2, et r�eciproquement. Les normales aux deux curseurs doivent être confondues.
Chaque paire de curseurs supprime un demi degr�e de libert�e au syst�eme ; si n est

un vecteur directeur unitaire de la normale commune aux deux curseurs, on a :*
DM1

DA

T

n � DM2

DA

T

n;�A

+
� hM2 �M1; ni : (3.25)

Comme dans le cas pr�ec�edent, les deux curseurs doivent être mis �a jour lors de
l'�evolution de l'�etat pour que leurs normales restent confondues.
Lorsque M1 sort du solide S2, M2 doit sortir en même temps de S1, et on peut

alors �eliminer les deux curseurs.

3.3.3 Lois de comportement �elastique

Les lois de comportement usuellement employ�ees sont des lois lin�earis�ees. Les
�equations sont alors simpli��ees, acc�el�erant les traitements, au d�etriment du r�ealisme
physique.
Notre mod�ele est con�cu ind�ependamment de toute hypoth�ese sur la complexit�e de

la loi de comportement. Pour nos essais, nous avons utilis�e le mod�ele de mat�eriau ho-
mog�ene de Saint-Venant{Kirchho�. La densit�e d'�energie �elastique de ces mat�eriaux
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Fig. 29 - (a) Curseurs g�en�er�es par l'interp�en�etration de deux anneaux d�eformables.
Les triangles repr�esentent les points d'�echantillonage du solide ; les points sont les
deux curseurs. (b) Etat du syst�eme apr�es un d�eplacement dans la direction du \gra-
dient de la contrainte".

s'�ecrit :

w(E) =
�

2
(TrE)2+ �Tr(E2); (3.26)

o�u � et � sont les coe�cients de Lam�e d�e�nis dans le chapitre 3 de la partie Outils.
Comme le souligne Ciarlet dans [30], rien n'empêche dans ce mod�ele le d�eterminant

du gradient de la d�eformation de devenir nul, voire n�egatif. L'utilisation de lois de
comportement faisant e�ectivement intervenir le d�eterminant permettrait de pallier
�a ce d�efaut (mat�eriaux d'Odgen).
Jouve [69] propose des lois de comportement non isotropes mod�elisant les tissus de

l'�il humain. L'utilisation de telles lois est naturelle pour la mod�elisation de tissus,
et augmenterait encore le r�ealisme physique du mod�ele.

3.4 Contrôle

Dans cette section consacr�ee �a l'algorithme de contrôle, nous d�etaillons l'algo-
rithme de d�etection des contacts entre les solides, puis la m�ethode it�erative d'opti-
misation employ�ee pour maintenir le syst�eme dans un minimum d'�energie tout en
respectant les contraintes.

3.4.1 D�etection des interp�en�etrations

Les interp�en�etrations entre solides se traduisent g�eom�etriquement par une inter-
section de leurs surfaces.
Les algorithmes existants de d�etection des intersections sont de deux types, selon

que la trajectoire des objets est connue ou non.
Dans le premier cas (trajectoire connue), seuls les objets rigides sont pris en

compte dans la litt�erature. Cette restriction permet de propager de l'information
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entre les di��erentes positions, et d'augmenter ainsi l'e�cacit�e des algorithmes par
rapport �a ceux du second type, qui soit repartent \de z�ero" �a chaque nouvelle posi-
tion, soit mettent �a jour un \graphe de proximit�e" apr�es chaque d�eplacement.

L'article r�ecent de Lin et Manocha [77] d�ecrit une solution dans le cas de trajec-
toires quelconques d'objets rigides ; on y trouvera aussi une introduction au probl�eme
et les r�ef�erences aux travaux ant�erieurs.

Dans notre cas, nous avons choisi de conserver l'approche d�evelopp�ee en 1992 dans
notre mod�ele des �-snakes [4]. Il s'agit d'un algorithme du premier type, adapt�e aux
surfaces d�eformables.

Nous repr�esentons chaque contour par un ensemble de points de densit�e � �x�ee :
pour tout point m de la surface, il existe toujours au moins un point M de l'�echan-
tillon v�eri�ant d(m;M) < �.

Cette contrainte de densit�e est impos�ee dans la con�guration de r�ef�erence, a�n
de pouvoir conserver le même �echantillon au cours de l'�evolution du syst�eme. Nous
supposerons que les d�eformations des solides sont telles que les �echantillons d�eform�es
soient de densit�e �0. Nous avons choisi pour nos tests la valeur �0 = 2�.

Le probl�eme de d�etection des intersections se ram�ene alors �a la recherche des paires
de points distants d'au plus �0 dans la r�eunion des �echantillons. Les paires de points
v�eri�ant cette propri�et�e sont communiqu�ees �a l'algorithme g�erant les contraintes qui
essaye d'en d�eduire deux curseurs aux tangentes parall�eles (voir section pr�ec�edente).

L'hypoth�ese sur les densit�es, ainsi que l'imposition d'un majorant sur la distance
que peut parcourir un point de la surface d'un solide entre deux �etats successifs,
permettent d'a�rmer que cette m�ethode donne toutes les paires de curseurs.

Nous allons d�etailler l'algorithme utilis�e dans [4] pour �enum�erer les paires de
points.

La r�eunion des �echantillons de tous les contours des solides sert �a construire un
quadtree, tel que celui repr�esent�e �gure 30. Chaque feuille de l'arbre est soit vide,
soit occup�ee par un seul point. Un sommet interne de l'arbre a exactement 4 �ls.

L'ensemble des feuilles de l'arbre contenant un point est ensuite parcouru. Pour
chaque point m, on utilise la structure locale de l'arbre pour �enum�erer les points
se trouvant dans la moiti�e droite du carr�e de centre m et de côt�e 2�0 (l'orientation
des axes de ce carr�e est identique �a celles du quadtree). Ne prendre qu'une moiti�e
du carr�e permet d'�eliminer la quasi-totalit�e des paires sym�etriques (seules les paires
de points situ�es sur une même verticale seront trait�ees deux fois). On remonte tout
d'abord dans l'arbre jusqu'�a ce que le n�ud courant contienne enti�erement le demi-
carr�e. Sur la �gure 31, le demi-carr�e �gure en gris clair, et le rectangle correspondant
�a ce n�ud en trait tiret�e fort. On explore ensuite tous les descendants de ce n�ud
en testant leur intersection avec le demi-carr�e. Sur la �gure, les n�uds explor�es sont
en gris fonc�e.

Nous n'avons pas cherch�e �a �evaluer la complexit�e de cet algorithme d'�enum�eration
des paires de points. Il ne n�ecessite que des calculs de distances entre deux points,
plus simples que les calculs d'intersections entre deux triangles, utilis�es par Bara�
et Witkin dans [8].

On peut aussi envisager l'utilisation de la triangulation de Delaunay des points,
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Fig. 30 - Quadtree form�e �a partir de quatre �echantillons de points repr�esentant
les fronti�eres de deux anneaux. Les bornes horizontale et verticale de l'arbre cor-
respondent au plus petit rectangle englobant les �echantillons de tous les solides. Les
noeuds dessin�es en trait fort sont les feuilles contenant un point d'�echantillonnage.

qui est particuli�erement adapt�ee �a cette �enum�eration.

Une paire de curseurs fournie par l'algorithme d'�enum�eration est ensuite d�eplac�ee
pour que les curseurs aient leurs normales confondues ; on peut alors d�ecider de
garder ou non la paire de curseurs. Dans le cas ou l'un des curseurs est sur un point
anguleux de son contour, on ne d�eplace que l'autre curseur.

Dans l'algorithme it�eratif d'optimisation utilis�e pour calculer l'�etat d'�energie mi-
nimale (localement), on peut ne calculer les nouveaux curseurs que p�eriodiquement,
en se contentant de mettre �a jour les anciens �a chaque it�eration. C'est ce que nous
avons fait dans les exemples de la section suivante.

3.4.2 Optimisation sous contraintes

L'algorithme de contrôle adopt�e est it�eratif : partant d'un �etat Ak, une it�eration
consiste d'abord �a calculer les contraintes, et ensuite �a d�eterminer un d�eplacement
�A du syst�eme (il s'agit d'un d�eplacement dans l'espace des �etats). On en d�eduit
l'�etat suivant Ak+1 = Ak +�A.

Le choix d'un algorithme it�eratif est dict�e par l'existence de contraintes condition-
nelles : ne connaissant pas globalement la g�eom�etrie de l'espace libre, on ne peut pas
optimiser globalement.

Les contraintes repr�esent�ees par une \�energie" sont ajout�ees �a l'�energie potentielle
du syst�eme, pond�er�ees par des coe�cients que l'on augmentera progressivement
(m�ethode de p�enalit�es, voir [29]).

On note G(A) le gradient de cette somme selon A. Nous imposons �a la norme
du d�eplacement �A d'être inf�erieure ou �egale �a un scalaire R. Cette condition
est n�ecessaire pour que l'algorithme de d�etection des interp�en�etrations fonctionne,
comme nous l'avons vu plus haut.

On cherche alors un d�eplacement �A solution du probl�eme suivant (c est le
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Fig. 31 - D�etail de l'arbre montrant le fonctionnement de l'algorithme pour un point
m. Ce point est au milieu du côt�e gauche du demi-carr�e gris clair de largeur �0 et
de hauteur 2�0. Les n�uds intersectant ce demi-carr�e sont en gris fonc�e ; le n�ud
contenant m n'est pas concern�e. Le rectangle tiret�e repr�esente le plus petit n�ud de
l'arbre contenant enti�erement le demi-carr�e.

nombre de contraintes dans l'�etat A) :

8>>>>><
>>>>>:

h�A; G(A)i minimal
h�A; U1i � l1
h�A; U2i � l2
� � �
h�A; Uci � lc

(3.27)

Il s'agit d'un probl�eme de programmation lin�eaire. La litt�erature traite abondam-
ment de ce sujet. Les ouvrages de Minoux [83, 84] et Ciarlet [29] fournissent les
notions et r�ef�erences de base dans ce domaine. Nous ajoutons ici la contrainte non
lin�eaire jj�Ajj < R.

Nous avons pour nos premiers tests pr�ef�er�e utiliser une m�ethode intuitive, sans
doute beaucoup moins e�cace que les m�ethodes existantes adapt�ees au probl�eme,
mais tr�es facile �a impl�ementer.

Une it�eration consiste dans notre cas �a calculer G(A) et les contraintes, puis
H =

P
c liUi. On ram�ene la norme de ces deux vecteurs �a R si elle est sup�erieure,

puis on choisit �A = 0:5G(A) +H .

Cette m�ethode a permis d'obtenir les r�esultats pr�esent�es dans la section suivante.

3.5 R�esultats

Dans tous les exemples pr�esent�es, on montre l'�etat d'�energie minimal atteint �a
partir d'un �etat du syst�eme donn�e.

En pratique, l'algorithme de contrôle it�ere en permanence pour rapprocher le
syst�eme de l'�etat d'�equilibre le plus proche. Les perturbations ext�erieures du syst�eme
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sont donc prises en compte imm�ediatement. L'optimisation se fait donc en principe
en partant d'�etats \proches" de l'�equilibre.

Les exemples donn�es ici illustrent le fonctionnement du mod�ele, et sortent un peu
de ce cadre : les �etats initiaux sont \�eloign�es" de l'�equilibre.

La convergence des premiers syst�emes, ne faisant intervenir que des solides rigides
(3 degr�es de libert�e chacun), est de l'ordre de la seconde. Par contre, la convergence
des syst�emes comprenant un ou plusieurs solides d�eformables (environ une centaine
de degr�es de libert�e), est de l'ordre de l'heure.

Nous montrons tout d'abord comment le mod�ele traite le probl�eme de l'�equilibre
d'un syst�eme de solides rigides, puis �elastiques. Ensuite, nous voyons des syst�emes
dans lesquels cohabitent ces deux types de solides. Finalement, des exemples de
syst�emes complexes permettent de se faire une id�ee des applications chirurgicales du
mod�ele.

T rigide reposant sur un plan

Partant de deux �etats di��erents du même syst�eme, les �gures 32 et 33 montrent
deux �etats d'�equilibre possibles du syst�eme.

Fig. 32 - T rigide droit au dessus d'un plan horizontal. (a) Etat initial. (b) Etat
�nal.

Dans les deux cas, le contact est assur�e par seulement deux curseurs situ�es aux
points anguleux de l'objet. Dans le premier cas, aux extr�emit�es du segment d'appui,
et dans le second cas, aux deux points de contact.

Fig. 33 - T rigide inclin�e au dessus d'un plan horizontal. (a) Etat initial. (b) Etat
�nal.
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Etoile rigide reposant sur un plan

Le cas d'objets pr�esentant des pointes est trait�e correctement, comme l'illustre la
�gure 34 dans le cas d'une �etoile.

Fig. 34 - Etoile rigide reposant sur un plan horizontal. (a) Etat initial. (b) Etat
�nal.

Deux T pos�es l'un sur l'autre

La �gure 35 montre deux solides rigides T en contact avec un plan horizontal pos�es
l'un sur l'autre. Cinq curseurs repr�esentent les contacts. Le cas des points anguleux
n�ecessite un traitement sp�ecial lors de la recherche des paires de curseurs intervenant
dans un contact.

Fig. 35 - Deux T rigides pos�es l'un sur l'autre sur un plan horizontal. (a) Etat initial.
(b) Etat �nal.

Deux T repouss�es entre deux parois

Nous avons repris le syst�eme du paragraphe pr�ec�edent en rajoutant deux parois
verticales. Sur la �gure 36, la paroi de gauche est immobile et la paroi de droite se
d�eplace vers la gauche.

Cet exemple illustre la liaison entre le syst�eme et le \temps". L'algorithme de
contrôle e�ectue en continu des it�erations approchant le syst�eme d'un �etat d'�equi-
libre. Certains objets ou contraintes de la sc�ene sont modi��es en continu en fonction
de donn�ees ext�erieures.

Ici, le d�eplacement de la contrainte \paroi droite" est li�e au nombre d'it�erations
de l'algorithme de contrôle.
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Fig. 36 - Deux T rigides pos�es l'un sur l'autre sur un plan horizontal, entre deux
parois qui se rapprochent.

Anneau �elastique reposant sur un plan

Sur la �gure 37, on montre un anneau �elastique reposant sur un plan horizontal.
Les coe�cients de la loi de comportement �elastique sont les mêmes dans les deux cas ;
seul change le nombre d'�el�ements repr�esentant l'anneau. On voit que les �el�ements
employ�es n'imposent pas la continuit�e du gradient de la d�eformation entre deux
�el�ements contigus. On constate aussi la n�ecessit�e de mailler plus �nement les parties
des solides soumises �a de fortes contraintes.

Fig. 37 - Anneau �elastique reposant sur un plan horizontal. La d�eformation est
due �a l'action du champ de pesanteur, compens�e par les contraintes internes dues
�a l'�elasticit�e. En haut. (a) Anneau constitu�e de 8 � 2 �el�ements (circonf�erence �
�epaisseur). (b) Anneau constitu�e de 15 � 3 �el�ements. En bas. Champs d'�energie
potentielle �elastique correspondants.

Objet �elastique dans une cavit�e �elastique

La �gure 38 montre l'�equilibre d'un solide �elastique d�epos�e �a l'int�erieur d'une
cavit�e elle-même �elastique.
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Fig. 38 - Anneau �elastique reposant �a l'int�erieur d'un autre anneau �egalement �elas-
tique. En haut. (a) Etat d'�equilibre. (b) Energie potentielle �elastique. En bas. Evo-
lution de l'�etat du syst�eme pendant l'optimisation.

Contact entre un solide rigide et un solide �elastique

Nous avons cr�e�e une cavit�e avec trois parois. Au fond de cette cavit�e, un T rigide
est pos�e sur un anneau �elastique (�gure 39).

Fig. 39 - T rigide pos�e sur un anneau �elastique au fond d'une cavit�e. (a) Etat
d'�equilibre. (b) Energie potentielle �elastique dans l'anneau.

Plusieurs \organes" en contact dans une cavit�e

La �gure 40 illustre un �equilibre avec des contacts multiples entre des solides
d�eformables.
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Fig. 40 - 5 solides �elastiques dans une cavit�e. Les solides sont tous constitu�es de
2�2 �el�ements. Ce nombre est insu�sant, comme on peut le voir sur le solide le plus
�a droite. (a) Etat d'�equilibre. (b) Energie potentielle �elastique dans les solides.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d'abord d�e�ni les propri�et�es requises par l'uti-
lisation \chirurgicale" d'un mod�ele de syst�eme de solides.

Ensuite, nous avons pr�esent�e, en partant de l'hypoth�ese d'�evolution quasi statique
du syst�eme, un mod�ele permettant de satisfaire ces exigences.

Ce mod�ele est form�e de trois modules ind�ependants : la repr�esentation de la g�eo-
m�etrie et des d�eformations des solides, le calcul et la mise �a jour des contraintes,
l'algorithme de contrôle de l'�evolution syst�eme.

Nous avons d�e�ni les fonctionnalit�es remplies par chacun de ces modules.

Pour le premier module, g�eom�etrie et d�eformations, nous avons montr�e comment
impl�ementer ces fonctionnalit�es dans deux cas :

{ les solides d�eformables repr�esent�es par un maillage de type �el�ements �nis et
r�egis par une loi de comportement hyper�elastique quelconque,

{ les solides rigides polygonaux.

Dans le module g�erant les contraintes, nous avons traduit en �equations sur le
vecteur d'�etat du syst�eme deux contraintes g�eom�etriques �xes, et deux contraintes
conditionnelles (contacts).

Le module de contrôle a pour premi�ere tâche la mise �a jour de l'ensemble des
contraintes, en d�etectant les intersections et en calculant les �equations correspon-
dantes. Sa seconde tâche consiste �a modi�er l'�etat du syst�eme it�erativement pour se
rapprocher d'un �etat d'�equilibre en v�eri�ant les contraintes �a chaque instant.

Nous avons vu sur quelques exemples que le mod�ele pr�esent�e ici permet d'obtenir
des r�esultats r�ealistes et conformes �a l'intuition physique.

L'hypoth�ese d'�evolution quasi-statique permet de ne pas tenir compte de l'inertie.
Le probl�eme des oscillations �evoqu�e dans le chapitre 2 n'existe pas dans ce cas. La
formulation des contraintes de contact s'en trouve �egalement simpli��ee. L'algorithme
de contrôle est ainsi beaucoup plus robuste qu'en pr�esence de forces de r�eaction,
dont on ne mâ�trise pas toujours l'apport �energ�etique. L'�evolution quasi-statique est
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justi��ee par l'absence de chocs, par la vitesse r�eduite des d�eplacements, et par les
masses proches des di��erents solides en contact.

La conception modulaire rend possible la coexistence dans le syst�eme de solides
repr�esent�es de fa�con quelconque, ayant des comportements di��erents (solides rigides,
mous,...). Elle se prête �egalement tr�es bien �a la programmation dans un langage
orient�e objets (nous avons utilis�e intensivement le langage C++).
L'utilisation de mod�eles de type �el�ements �nis permet d'atteindre un r�ealisme

physique satisfaisant. En particulier, on peut estimer l'erreur faite dans le calcul de
l'�energie et provoquer le remaillage local des solides.
Ce maillage adaptatif est l'une des prochaines �etapes de nos recherches. L'autre

�etape essentielle est le passage �a la dimension 3. Ce passage s'accompagne d'une
augmentation sensible du nombre de degr�es de libert�es du syst�eme et de la taille des
�echantillons des surfaces des solides.

Le mod�ele pr�esent�e poss�ede encore quelques d�efauts :

{ Les �el�ements utilis�es n'empêchent pas l'apparition de discontinuit�es sur les
contours, comme nous l'avons vu dans l'exemple de la �gure 37. Une solution
serait de m�emoriser en chaque noeud le gradient de la d�eformation, par exemple
en utilisant des �el�ements �a 16 n�uds dont les positions sont reli�ees par des
contraintes lin�eaires assurant la continuit�e du gradient.

{ Si l'utilisation d'�el�ements �nis permet d'obtenir des d�eformations r�ealistes de
grande amplitude, la dimension du vecteur d'�etat crô�t tr�es rapidement avec
le nombre d'�el�ements. Pour les solides \moyennement rigides", des d�eforma-

tions globales param�etr�ees par une vingtaine de coe�cients donneraient le
même r�esultat avec un temps de calcul beaucoup plus faible.

{ La lenteur de l'algorithme de contrôle ne permet une vitesse de calcul com-
patible avec une interaction que dans le cas de syst�emes constitu�es de solides
rigides. Cet algorithme doit donc être am�elior�e. L'utilisation de la d�eriv�ee se-
conde de l'�energie en fonction de A permettrait d'utiliser des m�ethodes plus
rapides.

{ L'algorithme d'optimisation adopt�e ne permet pas d'obtenir un crit�ere de
convergence commun �a tous les syst�emes.

Les perspectives d'utilisation et d'extension des travaux pr�esent�es dans ce chapitre
sont discut�ees dans la conclusion de cette partie.



Chapitre 4

Conclusion

Dans cette partie, nous avons abord�e le probl�eme de l'animation de syst�emes de
solides rigides et d�eformables contrôl�es par les lois de la physique.
Tout d'abord, dans le chapitre 2, nous avons pr�esent�e les travaux existants, en

dissociant chaque mod�ele selon le sch�ema : g�eom�etrie et d�eformations, contraintes,
contrôle.
Ensuite, dans le chapitre 3, apr�es avoir d�e�ni les propri�et�es que doit v�eri�er un mo-

d�ele pour permettre son utilisation \chirurgicale", nous avons pr�esent�e les r�esultats
de nos recherches sur le sujet.
Ces travaux partent de l'hypoth�ese d'une �evolution quasi statique du syst�eme. Elle

permet de simpli�er les �equations et de rendre l'algorithme de contrôle du syst�eme
plus stable que dans les mod�eles usuels, faisant intervenir l'inertie des solides et un
contrôle par forces.
D'autre part, l'utilisation de lois de comportement issues de la m�ecanique des

milieux continus et la repr�esentation des solides par �el�ements �nis permet d'atteindre
un r�ealisme satisfaisant.
Les r�esultats obtenus en dimension 2 montrent que l'on peut mod�eliser des sys-

t�emes d'une complexit�e permettant de construire un prototype de simulateur chi-
rurgical.
Apr�es être pass�e �a la dimension 3 et avoir introduit le remaillage adaptatif des

�el�ements, la simulation de gestes tels que la r�etrop�eriton�eoscopie sera envisageable.
Toutefois, l'acquisition des surfaces et des constantes intervenant dans les lois de

comportement des organes reste toujours un probl�eme. Pour l'acquisition des sur-
faces, des atlas anatomiques \�electroniques" du corps humain sont en constitution ; il
faut n�eanmoins tenir compte des variations anatomiques d'un individu �a l'autre, par
exemple en mettant en correspondance un ou plusieurs atlas anatomiques avec les
coupes du patient. Nous avons sugg�er�e deux m�ethodes pour �evaluer les coe�cients
param�etrant le comportement des organes : placer des capteurs sur les instruments
du chirurgien, et utiliser un expert pour ajuster les param�etres d'un simulateur.
Une fois le mod�ele tridimensionnel op�erationnel, on pourra aussi essayer de coupler

un solide du syst�eme �a un manipulateur �a retour d'e�ort.





Troisi�eme partie

Outils





Chapitre 1

Introduction

La r�ealisation du syst�eme d'assistance �a la r�etrop�eriton�eoscopie pr�esent�e dans
la premi�ere partie soul�eve quelques probl�emes : la localisation pr�ecise de billes
de plomb dans une image \scanner", le calibrage des marqueurs infra-rouge, le
recalage du support de calibrage du m�ediastinoscope, lamise en correspondance
des centres des billes mesur�es sur le patient avec les mêmes centres localis�es dans les
coupes scanner.

De même, l'�etude des mod�eles d'animation et de modelage par ordinateur r�ea-
lis�ee dans la deuxi�eme partie n�ecessite la connaissance des �equations de la m�eca-
nique des milieux continus, des lois de comportement �elastique des solides,
des m�ethodes d'�el�ements �nis, des algorithmes d'optimisation, et des m�ethodes
d'int�egration des �equations di��erentielles. Nous avons aussi abord�e certains pro-
bl�emes de g�eom�etrie algorithmique, comme l'�enum�eration des couples de points dont
la distance est inf�erieure �a un certain seuil dans un nuage de points.

Nous avons choisi de pr�esenter dans cette partie quatre de ces probl�emes.

Le chapitre 2 traite des di��erentes repr�esentations des rotations. Repr�esenter les
rotations et connâ�tre leurs propri�et�es est important dans les probl�emes de recalage,
o�u l'inconnue est une transformation rigide, dont la partie lin�eaire est une rotation.

Apr�es avoir introduit les d�e�nitions essentielles, nous voyons comment sont repr�e-
sent�ees les rotations en dimensions 2 et 3, et comment passer d'une repr�esentation �a
l'autre de fa�con num�eriquement �able. Sur ce point, nous proposons quelques am�e-
liorations aux formules existantes, instables dans certains cas. Ce chapitre se termine
par une �etude de la structure de l'ensemble SO4 des rotations en dimension 4, et par
une �etude des �el�ements caract�eristiques de ses �el�ements (sous-espaces globalement
invariants, nature de la restriction �a ces sous-espaces).

Dans le chapitre 3, nous exposons l'essentiel des �equations de la m�ecanique des
milieux continus et des lois de comportement des solides �elastiques qui nous ont
servi dans la partie Animation de syst�emes de solides. Ce chapitre ne contient aucune
contribution originale. Nous avons toutefois �etabli un lien entre les di��erents tenseurs
repr�esentant les d�eformations et les contraintes au sein du solide et les parties rigide
et non-rigide du gradient de la d�eformation.

L'�etude du probl�eme de la mise en correspondance de nuages de points appari�es
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est l'objet du chapitre 4. Les solutions pr�esent�ees dans la litt�erature di��erent en
fonction de la repr�esentation des rotations adopt�ee pour chercher la partie lin�eaire
de la transformation inconnue. Nous pr�esentons et comparons toutes les solutions
existantes et proposons une nouvelle approche utilisant la repr�esentation par vecteur
rotation.

En�n, dans le chapitre 5, nous traitons trois aspects d'un probl�eme de segmen-
tation avec connaissance a priori. Il s'agit de rechercher dans une image bi- ou
tri-dimensionnelle des objets circulaires ou elliptiques (sph�eriques ou \ellipso��daux"
en dimension 3) d'une taille connue approximativement.

Tout d'abord, nous tentons de trouver au pixel pr�es tous les objets de ce type dans
l'image. Ensuite, connaissant la position d'un objet circulaire ou elliptique au pixel
pr�es, on voit comment on peut optimiser la d�etection avec une r�esolution inf�erieure
au pixel. Finalement, nous �etendons le probl�eme �a la d�etection globale d'une grille
r�eguli�ere d'objets circulaires. La connaissance pr�ecise de la projection de la grille
peut ensuite être utilis�ee pour calibrer le syst�eme d'acquisition des images avec une
tr�es bonne pr�ecision.



Chapitre 2

Repr�esentation des rotations

Ce chapitre pr�esente les rotations et leurs di��erentes repr�esentations. Nous don-
nons aussi des relations permettant de passer d'une repr�esentation �a l'autre.

Le choix d'une repr�esentation pour les rotations intervient naturellement dans tous
les probl�emes dans lesquels l'inconnue est une rotation. C'est le cas par exemple dans
le probl�eme de mise en correspondance rigide de nuages de points appari�es, que nous
�etudions dans le chapitre 4 de cette partie.

Les di��erentes repr�esentations des rotations interviennent �egalement en animation
par ordinateur, pour repr�esenter la position des solides rigides, mais aussi pour
interpoler les d�eplacements des objets entre deux positions �x�ees par l'op�erateur.

Nous donnons tout d'abord dans la section 2.1 les d�e�nitions des objets utilis�es
dans ce chapitre.

Ensuite, nous �enon�cons quelques r�esultats valables en dimension quelconque (sec-
tion 2.2), avant de voir les repr�esentations des rotations en dimensions 2 et 3 (sections
2.3 et 2.4), puis des algorithmes permettant de passer d'une repr�esentation �a l'autre
en dimension 3 (section 2.5).

En�n, avant de conclure, nous verrons dans la section 2.6 la structure du groupe
SO4 des rotations de R4, qui pr�esente des caract�eristiques que l'on ne retrouve pas
dans les groupes SOn pour n � 5. En particulier, il existe un lien que nous explicite-
rons entre le groupe des quaternions unitaires et les deux sous-groupes distingu�es non
triviaux de SO4. Nous verrons aussi quelles sont les caract�eristiques g�eom�etriques
des di��erents types de rotations en dimension 4.

2.1 D�e�nitions

Cette section s'inspire des cours de math�ematiques sup�erieures et sp�eciales de
Delmas [34] et Moisan [86], ainsi que du livre de Mneimn�e et Testard [85].

Soit n un entier positif. On noteMn l'espace vectoriel des endomorphismes de Rn,
et GLn le groupe des endomorphismes inversibles de Rn.
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2.1.1 Rotations

De�nition 8 (Endomorphisme orthogonal)
On quali�e d'orthogonal un endomorphisme f de Rn qui conserve la norme :

8x 2 Rn; jf(x)j = jxj: (2.1)

Ceci implique en particulier que f soit injectif et donc inversible : si f(x) = f(y),
alors jf(x � y)j = 0 et donc x = y. On note On l'ensemble des endomorphismes
orthogonaux de Rn. On est un sous-groupe (non commutatif) de GLn.

On a les d�e�nitions �equivalentes suivantes :

f 2 On;

8x 2 Rn; jf(x)j = jxj;
8x; y 2 Rn; hf(x); f(y)i= hx; yi ;

M:MT = I; (2.2)

dans lesquelles M d�esigne la matrice de f dans une base orthonorm�ee quelconque
et hx; yi le produit scalaire usuel.
On est compact dans Mn et est constitu�e de deux composantes connexes corres-

pondant aux endomorphismes de d�eterminants +1 et �1.
De�nition 9 (Groupe sp�ecial orthogonal)
On appelle groupe sp�ecial orthogonal, not�e SOn le sous-groupe de On des endomor-
phismes orthogonaux de d�eterminant +1.

De�nition 10 (Rotation)
On appelle rotation un �el�ement de SOn.

2.1.2 D�e�nitions annexes

Les d�e�nitions suivantes seront utilis�ees dans la suite de ce chapitre.

De�nition 11 (R�eexion)
La sym�etrie orthogonale par rapport �a l'hyperplan H est appel�ee la r�eexion d'hy-
perplan H . Par d�e�nition, si r est la r�eexion d'hyperplan H , sa restriction �a H est
IdH et sa restriction �a la droite orthogonale �a H , not�ee H?, est �IdH?.
De�nition 12 (Endomorphisme antisym�etrique)
Un endomorphisme u est dit antisym�etrique s'il v�eri�e u + uT = 0. Nous noterons
An l'ensemble de ces endomorphismes.

De�nition 13 (Quaternions)
Le corps des quaternions (W.R. Hamilton, 1843), not�e H , est l'ensemble des couples
(s; u) 2 R�R3muni d'une addition not�ee + et d'une multiplication non commutative
not�ee �, d�e�nies par (voir par exemple [47]) :

(s; u) + (t; v) = (s+ t; u+ v);

(s; u) � (t; v) = (st � hu; vi ; u^ v + sv + tu): (2.3)
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Le quaternion (0; 0) est l'�el�ement neutre de l'addition et (1; 0) celui de la multipli-
cation. On identi�e le r�eel x au quaternion (x; 0), ainsi que le vecteur u 2 R

3 au
quaternion (0; u). H est une R-alg�ebre de dimension (r�eelle) 4.

De�nition 14 (Conjugu�e d'un quaternion)
On d�e�nit le conjugu�e du quaternion q = (s; u) par q = (s;�u). La conjugaison a
les propri�et�es suivantes vis-�a-vis des deux op�erations :

q1 + q2 = q1 + q2;

q1 � q2 = q2 � q1: (2.4)

De�nition 15 (Module d'un quaternion)
Le module jqj d'un quaternion q = (s; u) est le r�eel positif ou nul d�e�ni par jqj2 =
q � q = s2 + juj2. On a :

jq1 � q2j = jq1jjq2j;
jqj = jqj: (2.5)

De�nition 16 (Inverse d'un quaternion)
L'inverse du quaternion q 2 H � f0g est le quaternion q�1 = q

jqj2
.

De�nition 17 (Produit scalaire de deux quaternions)
On d�e�nit le produit scalaire (s; u):(t; v) des deux quaternions (s; u) et (t; v) par
(s; u):(t; v) = st+ hu; vi. On peut remarquer que q1:q2 est la partie r�eelle du produit
q1 � q2 :

q1:q2 =
q1 � q2 + q2 � q1

2
: (2.6)

Le produit scalaire des quaternions est compatible avec le produit scalaire dans R3 :
pour u; v 2 R3, on a bien u:v = hu; vi.
H peut aussi être vu comme une extension du corps R (voir par exemple [64]) en

d�e�nissant les trois nombres \imaginaires" i, j, k v�eri�ant :

i2 = �1; j2 = �1; k2 = �1;

ij = k; jk = i; ki = j;

ji = �k; kj = �i; ik = �j: (2.7)

Un quaternion s'�ecrit alors comme combinaison lin�eaire �a coe�cients r�eels des vec-
teurs de la base (1; i; j; k).

Ces deux repr�esentations des quaternions sont �equivalentes et li�ees par la relation
(s; u) = s + u1i+ u2j + u3k.

De�nition 18 (Quaternion unitaire)
On quali�e d'unitaire un quaternion de module 1. Nous noterons H1 l'ensemble des
quaternions unitaires. (H1 ; �) est un groupe non commutatif.
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De�nition 19 (Complexe unitaire)
Nous noterons C 1 l'ensemble des complexes de module 1, appel�es complexes uni-
taires.

De�nition 20 (Exponentielle)
On appelle l'exponentielle de l'endomorphisme u la somme de la s�erie normalement
convergente

exp u =
X
i2N

ui

i!
: (2.8)

exp u est dans GLn. On a les propri�et�es suivantes :

det(exp u) = eTr u;

(expu)T = exp uT ;

8u; v 2Mn; uv = vu) exp(u+ v) = (exp u)(exp v);

8u 2Mn; 8p 2 GLn; exp(p
�1up) = p�1(exp u)p: (2.9)

De�nition 21 (Sph�ere unit�e)
L'ensemble des vecteurs de Rn de norme euclidienne 1 est appel�e la sph�ere unit�e de
R
n, et est not�e Sn�1. Cet ensemble est une sous-vari�et�e de Rn de dimension n � 1.

De�nition 22 (Boule ouverte)
On appelle boule ouverte de Rn de centre a 2 Rn et de rayon r � 0 l'ensemble

Bn(a; r) = fu 2 Rn; ju� aj < rg : (2.10)

2.2 Propri�et�es

Avant de voir en d�etail les repr�esentations possibles des rotations en dimension 2
et 3 dans les sections suivantes, nous pouvons �enoncer quelques r�esultats valables en
dimension n quelconque.

2.2.1 Sous-espaces globalement invariants

Soit f 2 On, il existe une base orthonorm�ee de Rn dans laquelle la matrice de f
est de la forme diagonale par blocs :

Diag(Ip;�Iq; R�1 ; : : : ; R�r); (2.11)

dans laquelle Ik est la matrice identit�e de dimension k, et R� celle de la rotation
\plane" �a deux dimensions d'angle � 6= 0 [�] (le cas � = 0 [2�] correspond �a I2 et
se retrouve donc dans la partie Ip, et le cas � = � [2�] se retrouve de même dans la
partie �Iq). R� s'�ecrit :

R� =

 
cos� �sin�
sin� cos�

!
: (2.12)
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Les sous-espaces vectoriels globalement invariants par f de dimension minimale
sont donc de dimension 1 ou 2. Il s'agit des droites du sous-espace de dimension p
sur lequel la restriction de f est IdRp, des droites du sous-espace de dimension q sur
lequel la restriction de f est �IdRq, et des r plans de dimension 2 sur lesquels la
restriction de f est une rotation plane (de R2) d'angle �k .

Le d�eterminant de f est alors le produit des d�eterminants des blocs, c'est �a dire
(�1)q. De plus, on doit avoir p+ q + 2r = n.

De fait, dans le cas o�u f est une rotation, en dimension 2, on peut rencontrer les
valeurs suivantes du triplet (p; q; r) : (2; 0; 0) (identit�e), (0; 2; 0) (sym�etrie centrale),
et (0; 0; 1) (rotation non triviale). En dimension 3, toujours pour une rotation, on
a les possibilit�es suivantes : (3; 0; 0) (identit�e), (1; 2; 0) (demi-tour, appel�e aussi re-
tournement), (1; 0; 1) (rotation non triviale).

2.2.2 Produit de r�eexions

Tout endomorphisme orthogonal f 2 On s'�ecrit comme produit de k � n r�eexions
[86]. Le d�eterminant de f est alors (�1)k.

Dans le cas d'une rotation, k doit donc être pair ; en particulier pour n = 2 ou
n = 3, k ne peut prendre que les valeurs 0 (identit�e) et 2. Pour n = 4, on a de même
k 2 f0; 2; 4g.

2.2.3 Exponentielle d'un endomorphisme antisym�etrique

On �etablit que l'exponentielle d'un �el�ement de An est dans SOn (cons�equence de
2.9), et r�eciproquement, que pour toute rotation u 2 SOn, il existe un endomor-
phisme antisym�etrique h 2 An tel que u = exp h (voir [85]).

SOn est une sous-vari�et�e de Mn ; l'espace vectoriel tangent �a SOn en Id est An,
de dimension n(n�1)

2 .

SO2 est donc une sous-vari�et�e de M2 de dimension 1, et SO3 une sous-vari�et�e de
M3 de dimension 3.

On peut calculer num�eriquement l'exponentielle d'une matrice antisym�etrique H
en diagonalisant la matrice sym�etrique positive �H2 dans une base orthonorm�ee :

�H2 = 
 Diag
i=1:::n

�
�2i

�

T : (2.13)

Dans cette derni�ere expression, 
 est la matrice orthogonale de la base de diagona-
lisation (

T = In), et les �i sont les racines carr�ees des valeurs propres de �H2,
qui sont toutes positives. On a alors, en regroupant les termes pairs et impairs de la
s�erie d�e�nissant expH et en reconnaissant les d�eveloppements des fonctions sin et
cos :

expH = 
 Diag
i=1:::n

(cos�i)

T +H
 Diag

i=1:::n

�
sin�i
�i

�

T : (2.14)

La fonction � 7! sin(�)
� est prolongeable en 0, et de classe C1.
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2.2.4 Matrice orthogonale

Un endomorphisme dont la matrice M dans la base canonique de Rn v�eri�e les
deux �equations :

MMT = In;

detM = 1; (2.15)

est une rotation. On peut donc repr�esenter une rotation par sa matrice dans la
base canonique de Rn. Cette repr�esentation n�ecessite n2 scalaires v�eri�ant n(n+1)

2
contraintes non lin�eaires.

2.3 Repr�esentations en dimension 2

2.3.1 Angle

Les rotations sont caract�eris�ees par un scalaire � : l'angle de la rotation. Notons
r1(�) : R=2�Z! SO2 la rotation d'angle �. r1(�) est d�e�nie par sa matrice dans une
base orthonorm�ee directe :  

cos� �sin�
sin� cos�

!
: (2.16)

On a les propri�et�es suivantes :

r1(0) = Id;

r1(�)
�1 = r1(��);

r1(�1) � r1(�2) = r1(�1 + �2): (2.17)

Les groupes (SO2; �) et (R=2�Z;+) sont isomorphes ; un isomorphisme �etant r1.

2.3.2 Matrice antisym�etrique

Comme nous l'avons rappel�e au paragraphe 2.2.3, l'exponentielle d'un endomor-
phisme antisym�etrique est une rotation.

On a la propri�et�e :

8h 2 R; exp~h= r1(h); (2.18)

en notant ~h l'endomorphisme antisym�etrique de matrice

 
0 �h
h 0

!
: (2.19)

L'angle de la rotation correspond donc �a son \logarithme".
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2.3.3 Complexe unitaire

On peut repr�esenter une rotation de SO2 par un nombre complexe de module 1.
Notons r2(z) : C 1 ! SO2 l'application d�e�nie par :

8u 2 R2; r2(z)u = zu: (2.20)

On a les propri�et�es suivantes :

r2(1) = Id;

r2(z)
�1 = r2(z);

r2(z1) � r2(z2) = r2(z1z2): (2.21)

Les groupes (SO2; �) et (C 1 ; :) sont isomorphes ; cet isomorphisme �etant r2.

2.4 Repr�esentations en dimension 3

Nous avons vu qu'en dimension 3, une rotation r 2 SO3 di��erente de l'identit�e
poss�edait une droite invariante (sur laquelle sa restriction est l'identit�e). Cette droite
est appel�ee l'axe de la rotation. La restriction de r au plan orthogonal �a l'axe est
une rotation r0 2 SO2. On appelle angle de r l'angle de r0. Le signe de l'angle et
l'orientation de l'axe sont li�es. L'identit�e peut être vue comme une rotation d'axe
quelconque et d'angle nul.
Les repr�esentations des rotations de SO3 sont assez proches de celles des rota-

tions de SO2. L'analogue tridimensionnel de l'angle d'une rotation plane sera un
vecteur de R3 appel�e vecteur rotation et poss�edant les mêmes propri�et�es vis-�a-vis
de l'exponentielle. Les quaternions unitaires fournissent l'�equivalent tridimensionnel
des complexes unitaires.

2.4.1 Axe et angle

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on peut donc associer une rotation �a un axe et un angle.
Soit r1(k; �) : S2 �R=2�Z! SO3 l'application d�e�nie par (formule de Rodrigues) :

8u 2 R3; r1(k; �)u = hu; kik + cos�(u� hu; kik) + sin�(k ^ u):
(2.22)

Cette repr�esentation poss�ede les propri�et�es suivantes :

8k 2 S2; r1(k; 0) = Id;

r1(k; �)
�1 = r1(k;��);

r1(k; �1) � r1(k; �2) = r1(k; �1 + �2);

r1(k; �) = r1(�k;��): (2.23)

Elle pr�esente l'avantage d'avoir une interpr�etation g�eom�etrique imm�ediate, mais plu-
sieurs inconv�enients : la multiplicit�e des repr�esentations de l'identit�e, l'absence de
r�egle g�en�erale simple de composition et d'inversion, et en�n l'ambigu��t�e sur le choix
de l'orientation de l'axe.
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2.4.2 Vecteur rotation

On peut lever l'ambigu��t�e sur l'orientation de l'axe en remarquant que r1 ne
d�epend en fait que du produit ! = �k. D�e�nissons donc r2(!) : B3(O; �) ! SO3

par :

8u 2 R3; r2(!)u =
hu; !i
j!j2 ! + cosj!j

�
u � hu; !i

j!j2 !

�
+
sinj!j
j!j (! ^ u):

(2.24)

! est appel�e le vecteur rotation. On a r1(k; �) = r2(�k), et les propri�et�es de r2 se
d�eduisent donc de celles de r1.

L'identit�e correspond maintenant au seul vecteur nul (quand ! est nul, r2 reste
d�e�nie et est l'identit�e), et l'ambigu��t�e sur l'orientation de l'axe a disparu. Il sub-
siste n�eanmoins deux repr�esentations possibles pour chaque demi-tour : ces derniers
correspondent �a j!j = �, et dans ce cas, r2(!) = r2(�!). De plus, on n'a toujours
pas de r�egle simple pour l'inversion et la composition.

2.4.3 Matrice antisym�etrique

Comme nous l'avons vu en 2.2.3, toute rotation s'�ecrit comme l'exponentielle d'un
endomorphisme antisym�etrique. A3 est un sous-espace vectoriel de M3 de dimension
3. On peut donc associer �a un vecteur h 2 R3 un endomorphisme antisym�etrique ~h
d�e�ni par sa matrice dans la base canonique de R3 :0

B@ 0 �h3 h2
h3 0 �h1
�h2 h1 0

1
CA : (2.25)

Par un raisonnement similaire �a celui que nous d�etaillons dans la section consacr�ee
aux rotations en dimension 4 (voir 2.57), on obtient la propri�et�e suivante :

8h 2 B3(O; �); exp ~h = r2(h): (2.26)

Le vecteur rotation et le \logarithme" de la rotation sont donc intimement li�es,
comme nous l'avions d�ej�a observ�e en dimension 2.

2.4.4 Quaternion unitaire

De la même fa�con qu'une rotation en dimension 2 peut être repr�esent�ee par un
complexe unitaire, une rotation en dimension 3 peut l'être par un quaternion uni-
taire. D�e�nissons r3(q) : H1 ! SO3 par :

8u 2 R3; r3(q)u = q � u � q: (2.27)

r3(q)u est dans R3, car, en remarquant que les quaternions de la forme m = (0; u)
sont caract�eris�es par m = �m, on a pour tout quaternion unitaire q et tout vecteur
u 2 R3 :

r3(q)u = q � u � q;
= q � u � q;
= q � (�u) � q;
= �r3(q)u: (2.28)
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Pour montrer que r3(q) est e�ectivement une rotation, nous allons utiliser la pro-
pri�et�e de conservation du produit scalaire 2.2, et la d�e�nition 2.6, pour un quaternion
unitaire q, et deux vecteurs u; v 2 R3, on a :

hr3(q)u; r3(q)vi =
(r3(q)u) � (r3(q)v) + (r3(q)v) � (r3(q)u)

2
;

=
(q � u � q) � (q � v � q) + (q � v � q) � (q � u � q)

2
;

= q � u � v + v � u
2

� q;
= q � hu; vi � q;
= hu; vi : (2.29)

On a les propri�et�es suivantes :

r3(1) = Id;

r3(q)
�1 = r3(q);

r3(q1) � r3(q2) = r3(q1 � q2);
r3(q) = r3(�q): (2.30)

En particulier, la compos�ee de deux rotations est repr�esent�ee simplement par le
produit de leurs quaternions. On conserve toujours la même ind�etermination sur
l'orientation des axes. En consid�erant le quotient de H1 par la relation R d�e�nie sur
H1 � H1 par q1Rq2 � (q1 = q2) _ (q1 = �q2), on peut construire un isomorphisme
entre les groupes (SO3; �) et (H1=R; �).

2.4.5 Angles d'Euler

On peut repr�esenter une rotation par la compos�ee de 3 rotations successives autour
d'axes choisis arbitrairement : la rotation est alors repr�esent�ee par les 3 angles de
rotation.
Cette repr�esentation a �et�e utilis�ee par Euler pour poser les �equations di��erentielles

du mouvement d'un solide rigide.
Malheureusement, elle ne poss�ede pas de propri�et�es int�eressantes pour ce qui est

de la composition et de l'inversion des rotations. De plus, rien qu'en se limitant aux
3 axes de coordonn�ees, il y a d�ej�a 12 fa�cons de composer les rotations �el�ementaires
(elles ne sont pas commutatives).
Nous n'en parlerons donc pas ici. On trouvera des algorithmes de conversion entre

les angles d'Euler et les quaternions ou les matrices orthogonales dans l'article de
Shoemake [100].

2.5 Passage d'une repr�esentation �a l'autre en dimension

3

On consid�ere une rotation r 2 SO3, et ses di��erentes repr�esentations vues dans la
section pr�ec�edente :

{ sa matrice M dans la base canonique de R3,
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{ son axe k et son angle �, tels que r = r1(k; �),

{ son vecteur rotation !, tel que r = r2(!),

{ son \logarithme" sous forme d'une matrice antisym�etrique H , v�eri�ant M =
expH .

{ un quaternion unitaire q, tel que r = r3(q).

On veut construire des algorithmes permettant de passer d'une repr�esentation �a
l'autre. La di�cult�e consiste �a tenir compte des ambigu��t�es et des cas particuliers
inh�erents �a chaque repr�esentation.

Ce sujet a �et�e abord�e par Shoemake dans [100], o�u il donne des algorithmes pour
passer de M �a q dans les deux sens. Dans le premier tome des \Graphics Gems" [55],
Pique donne des algorithmes pour passer de (k; �) �a M dans les deux sens. Dorna��ka
[40] donne les formules de passage entre les di��erentes repr�esentations (k; �), q, et M .
On trouve aussi des algorithmes de calcul de M et q en fonction de (k; �) sur internet,
dans les frequently asked questions (FAQ) du groupe comp.graphics.algorithms

(auteur non d�etermin�e pr�ecis�ement).

Les trois repr�esentations (k; �), ! et H sont trivialement reli�ees par les relations :

! = k�;

H = ~!: (2.31)

Le passage de ! �a (k; �) est ambigu : quand ! est nul, on peut prendre k quelconque
et � nul, et quand ! n'est pas nul, on peut prendre indi��eremment (k; �) = ( !

j!j
; j!j)

ou son oppos�e.

Ceci mis �a part, le probl�eme se ram�ene �nalement �a trouver des algorithmes
permettant de relier M , q, et une de ces trois repr�esentations \vectorielles". Il n'y a
donc que 6 transformations non triviales.

Dans les 6 paragraphes suivants, nous r�esumons et comparons les di��erents algo-
rithmes propos�es. Au voisinage de l'identit�e et des retournements, des instabilit�es
apparaissent qui rendent n�ecessaire l'utilisation de d�eveloppements limit�es. Certains
de ceux pr�esent�es ici, signal�es par le symbole N constituent notre contribution.

2.5.1 M ! vecteur

Les m�ethodes propos�ees utilisent la trace de M pour obtenir le cosinus de l'angle
de la rotation et les �el�ements non diagonaux pour obtenir le sinus (comme il y a
ambigu��t�e sur l'angle, on le choisit entre 0 et �) :

cos � =
TrM � 1

2
;

sin � =
1

2

q
(M21 �M12)2 + (M13 �M31)2 + (M32 �M23)2: (2.32)

Ceci d�e�nit dans tous les cas l'angle de la rotation.
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Quand l'angle � ainsi obtenu est assez �eloign�e de �, on obtient les coordonn�ees du
vecteur directeur unitaire k de l'axe par :

k1 =
M32 �M23

2 sin �
; k2 =

M13 �M31

2 sin �
; k3 =

M21 �M12

2 sin �
: (2.33)

Pour sin � proche de 0, Dorna��ka [40] propose de choisir la plus grande valeur de
la diagonale de M (supposons que ce soit M11) et de calculer alors :

k1 = sgn(M32 �M23)

s
M11 � cos �

1� cos �
;

k2 =
M12 +M21

2k1(1� cos �)
; k3 =

M13 +M31

2k1(1� cos �)
: (2.34)

Les autres cas s'obtenant par permutation circulaire des indices. Cette m�ethode
s'av�ere en fait tr�es instable (une petite variation de M entrâ�ne une grande variation
de k) pour � proche de 0. On ne l'utilisera donc qu'au voisinage de � ; les formules
du paragraphe pr�ec�edent restant assez stables en 0.
Au voisinage de � = 0, le vecteur rotation est pr�ef�erable au couple (k; �) et on

prendra N :

!1 =
M32 �M23

2
; !2 =

M13 �M31

2
; !3 =

M21 �M12

2
: (2.35)

2.5.2 M ! q

Les relations donn�ees par Shoemake dans [100] privil�egient un ordre particulier
dans l'�evaluation des composantes de q. L'algorithme propos�e par Dorna��ka dans
[40] est plus stable ; c'est celui que nous exposons ici.
On calcule tout d'abord les carr�es des quatre composantes de q = (s; u) en com-

binant les coe�cients diagonaux de M :

4s2 = 1 +M11 +M22 +M33;

4u21 = 1 +M11 �M22 �M33;

4u22 = 1�M11 +M22 �M33;

4u23 = 1�M11 �M22 +M33: (2.36)

On peut ainsi en d�eduire la composante ayant la plus grande valeur absolue, et
calculer sa valeur en prenant la racine carr�ee du terme correspondant (ceci �xe le
choix entre q et �q).
Les trois autres composantes de q se d�eduisent des six produits suivants, obtenus

�a partir des coe�cients non-diagonaux de M :

4su1 = M32 �M23; 4su2 = M13 �M31; 4su3 = M21 �M12;

4u2u3 = M32 +M23; 4u3u1 = M13 +M31; 4u1u2 = M21 +M12: (2.37)

La composante connue intervient dans trois de ces produits, qu'il su�t donc de
diviser pour trouver les trois composantes manquantes.
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2.5.3 q ! vecteur rotation

Si q = (s; u), calculer l'unique angle � 2 [0; �] v�eri�ant cos� = s et sin � = juj
(par exemple en utilisant la fonction atan2 de la librairie math�ematique standard
du langage C).

Dans le cas o�u juj est petit (la rotation est proche de l'identit�e), prendre ! = 2u
N, sinon, choisir ! = 2�

juju.

2.5.4 q !M

L'utilisation des quaternions unitaires permet d'obtenir ici une formule exempte
de fonctions trigonom�etriques ; en notant q = (s; u), on a :

M =

0
B@1� 2(u22 + u23) 2(u1u2 � su3) 2(u1u3 + su2)
2(u1u2 + su3) 1� 2(u21 + u23) 2(u2u3 � su1)
2(u1u3 � su2) 2(u2u3 + su1) 1� 2(u21 + u22)

1
CA : (2.38)

2.5.5 Vecteur rotation !M

Soit ! le vecteur de la rotation ; en �ecrivant le d�eveloppement de l'exponentielle et
en identi�ant les termes (cette technique est utilis�ee plus en d�etails dans la section
suivante sur les rotations en dimension 4), on obtient :

M = exp ~! = I3 + �(j!j)~!+ �(j!j)~!2; (2.39)

en utilisant les fonctions (C1 en 0) :

�(t) =
sin t

t
; �(t) =

1� cos t

t2
: (2.40)

Le cas ! = 0 correspondant �a M = I3 mis �a part, en posant (x; y; z) = !
j!j , � = j!j,

� = sin � et � = 1� cos �, on a donc :

M =

0
B@1� �(1� x2) �xy � �z �xz + �y

�xy + �z 1� �(1� y2) �yz � �x

�xz � �y �yz + �x 1� �(1� z2)

1
CA : (2.41)

Pour ! proche de 0, l'utilisation du d�eveloppement limit�e de M en fonction de !
est pr�ef�erable N :

M =
1

2

0
B@2� !2

2 � !2
3 !1!2 � 2!3 !1!3 + 2!2

!1!2 + 2!3 2� !2
1 � !2

3 !2!3 � 2!1
!1!3 � 2!2 !2!3 + 2!1 2� !2

1 � !2
2

1
CA+ o(j!j2)

(2.42)

2.5.6 Vecteur rotation ! q

On a la relation :

q =

�
cos

j!j
2
;
1

2
�(
j!j
2
)!

�
; (2.43)

dans laquelle � est la fonction d�e�nie plus haut (sinus cardinal).
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2.6 Les rotations en dimension 4

2.6.1 Introduction

Apr�es avoir vu les rotations en dimension 2 et 3, on peut se demander �a quoi
ressemble le groupe SO4. Il se trouve que ce groupe occupe une place particuli�ere
parmi tous les groupes SOn, et pr�esente quelques propri�et�es remarquables.
L'objectif de cette section est d'�etudier les �el�ements de SO4, en partant du fait

que toute rotation est l'exponentielle d'un endomorphisme antisym�etrique [85]. Nous
verrons aussi le lien entre SO4 et les quaternions unitaires.
Ce \logarithme", qui �etait l'angle en dimension 2 et le vecteur rotation (axe et

angle) en dimension 3, est maintenant de dimension 6.
Les �etudes de SO4 dans les ouvrages de g�eom�etrie [17, 18, 38, 39, 85] portent

d'une part sur les propri�et�es g�eom�etriques de ses �el�ements (sous-espaces invariants,
angles,...), et d'autre part sur sa structure (sous-groupes, d�ecomposition en produits,
isomorphismes,...).
Les r�esultats pr�esent�es dans cette section correspondent �a une �etude �ne des pro-

pri�et�es g�eom�etriques des rotations en dimension 4, qui n'est pas abord�ee dans les
ouvrages pr�ecit�es.
Comme pr�eliminaire, nous pouvons reprendre le r�esultat de la section 2.2.1, qui

nous permet d'a�rmer que le triplet (p; q; r) associ�e �a un �el�ement de SO4 ne peut
prendre qu'une des valeurs suivantes : (4; 0; 0) (identit�e), (2; 2; 0), (0; 4; 0) (sym�etrie
centrale), (2; 0; 1), (0; 2; 1), et (0; 0; 2). Pour toute rotation de SO4, il existera une
base orthonorm�ee dans laquelle sa matrice sera :

R(!1; !2) =

0
BBB@
cos!1 � sin!1 0 0
sin!1 cos!1 0 0
0 0 cos!2 � sin!2
0 0 sin !2 cos!2

1
CCCA : (2.44)

Si cette base n'est pas directe, un �echange des deux derniers vecteurs la rendra
directe et changera la matrice de la rotation en R(!1;�!2). Pour toute rotation de
SO4, il existe donc une base orthonorm�ee directe de R4 dans laquelle sa matrice
est R(!1; !2).
Outre l'identit�e (!1 = !2 = 0) et la sym�etrie centrale (!1 = !2 = �), les rotations

telles que !1 = �!2 forment deux ensembles remarquables que nous �etudions en
d�etail.
Notre point de d�epart sera le r�esultat du paragraphe 2.2.3. Nous allons donc

prendre un endomorphisme antisym�etrique, expliciter son exponentielle et en cher-
cher les propri�et�es.

2.6.2 Polynôme caract�eristique

Soit H la matrice antisym�etrique de A4 :

H =

0
BBB@

0 a b c

�a 0 d e
�b �d 0 f

�c �e �f 0

1
CCCA : (2.45)
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Nous allons voir comment on peut calculer explicitement l'exponentielle de H , �a
partir de la connaissance de son polynôme minimal.
Ceci fait, nous verrons les liens entre les �el�ements g�eom�etriques de la rotation

expH et la matrice H .
Apr�es quelques calculs, en posant :

� = a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2; (2.46)

� = af � be+ cd; (2.47)

P (X) = X2 + �X + �2; (2.48)

on obtient la relation suivante :

P (H2) = 0: (2.49)

P (X2) est en fait le polynôme caract�eristique de H .
Le cas � = 0 correspond �a H = 0 et donc expH = I4, qui ne n�ecessite pas d'�etude

particuli�ere. Dans la suite, nous supposerons donc que � > 0.
Le discriminant de l'�equation du second degr�e P (x) = 0 est

� = �2 � 4�2; (2.50)

qui s'�ecrit encore

� =
h
(a� f)2 + (b+ e)2 + (c� d)2

i h
(a+ f)2 + (b� e)2 + (c+ d)2

i
:
(2.51)

Nous sommes ainsi naturellement amen�es �a consid�erer les deux cas � = 0 et
� > 0. En e�et, pour � = 0, P a une racine double, et il s'av�ere que P (X2) n'est
pas le polynôme minimal de H .

2.6.3 Cas � = 0

D'apr�es la relation 2.51, � est nul quand H prend une des deux formes suivantes
(la position un peu inattendue des signes trouvera une explication plus loin) :

Hg(u) =

0
BBB@

0 �u1 �u2 �u3
u1 0 �u3 u2
u2 u3 0 �u1
u3 �u2 u1 0

1
CCCA ; (2.52)

Hd(u) =

0
BBB@

0 u1 u2 u3
�u1 0 �u3 u2
�u2 u3 0 �u1
�u3 �u2 u1 0

1
CCCA ; (2.53)

avec u 2 R3. Dans ce cas, H v�eri�e :

H2 + !2I4 = 0; (2.54)

avec ! = juj:
Le polynôme X2 + !2 est dans ce cas le polynôme minimal de H .
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Calcul de l'exponentielle

L'�equation 2.54, analogue au cas g�en�eral des rotations bidimensionnelles, permet
d'en d�eduire facilement expH , en remarquant qu'on peut exprimer toutes les puis-
sances de H comme combinaisons lin�eaires de I4 et H :

H2p = (�1)p!2pI4; (2.55)

H2p+1 = (�1)p!2pH: (2.56)

En identi�ant les d�eveloppements en s�erie enti�ere, on obtient :

expH = (cos!)I4 +
sin !

!
H: (2.57)

Lien avec les quaternions unitaires

Etant donn�e un quaternion q = (s; u), l'application qui �a un quaternion r associe
son produit �a gauche par q (soit r 7! q � r) est lin�eaire :

q � (�1r1 + �2r2) = �1(q � r1) + �2(q � r2): (2.58)

La matrice Qg(q) dans la base (1; i; j; k) de cette application est :

Qg(q) =

0
BBB@

s �u1 �u2 �u3
u1 s �u3 u2
u2 u3 s �u1
u3 �u2 u1 s

1
CCCA : (2.59)

On a ainsi par d�e�nition :

8q; r 2 H ; q � r = Qg(q)r: (2.60)

En outre, Qg, d�e�nie de H dans M4, poss�ede les propri�et�es suivantes vis-�a-vis des
op�erations d�e�nies dans H (leur d�emonstration n'est qu'un \jeu d'�ecriture") :

Qg(q + q0) = Qg(q) + Qg(q
0);

Qg(q � q0) = Qg(q)Qg(q
0);

Qg(q) = Qg(q)
T ;

Qg(q)Qg(q)
T = jqj2I4; (2.61)

ceci pour tout q; q0 2 H .
On peut de la même fa�con d�e�nir l'application de multiplication �a droite par le

conjugu�e d'un quaternion r = (t; v) :

H ! H

q 7! q � r: (2.62)

L'utilisation du conjugu�e de r au lieu de r lui-même permet de conserver les mêmes
propri�et�es que Qg pour la multiplication. Cette application est lin�eaire, sa matrice
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dans la base (1; i; j; k) �etant :

Qd(r) =

0
BBB@

t v1 v2 v3
�v1 t �v3 v2
�v2 v3 t �v1
�v3 �v2 v1 t

1
CCCA : (2.63)

On a des propri�et�es identiques �a celles vues plus haut pour Qg, valables pour tout
r; r0 2 H :

r0 � r = Qd(r)r
0;

Qd(r + r0) = Qd(r) +Qd(r
0);

Qd(r � r0) = Qd(r)Qd(r
0);

Qd(r) = Qd(r)
T ;

Qd(r)Qd(r)
T = jrj2I4: (2.64)

On a alors les propri�et�es remarquables suivantes :

8u 2 R3; expHg(u) = Qg(q);

8u 2 R3; expHd(u) = Qd(q); (2.65)

avec q = (cosjuj; sinjuj
juj u) 2 H1 .

L'ensemble des rotations form�e par les exponentielles des matrices de type Hg

(resp. Hd) est exactement l'ensemble des matrices Qg(q) (resp. Qd(q)), avec q 2 H1 .
Il n'y a pas unicit�e dans l'autre sens : pour un quaternion unitaire q, il existe une

in�nit�e de vecteurs u 2 R3 v�eri�ant les relations 2.65. Par contre, pour les rotations
di��erentes de �Id, on peut imposer la condition suppl�ementaire u 2 B3(O; �) qui
garantit alors l'unicit�e de u.

D�e�nissons les deux parties de SO4 :

Rg =
n
expHg(u); u 2 R3

o
; (2.66)

Rd =
n
expHd(u); u 2 R3

o
: (2.67)

Qg : H1 ! SO4 est un morphisme de groupes d'apr�es 2.61 ; son image Rg est donc un
sous-groupe de SO4. Qg �etant injectif, il �etablit un isomorphisme entre les groupes
(H1 ; �) et (Rg; �). On a de même un isomorphisme entre (H1 ; �) et (Rd; �).

El�ements g�eom�etriques

L'expression 2.57 permet de calculer l'image d'un vecteur x 2 R4 par la rotation
expH :

(expH)x = cos!x+ sin!
Hx

!
: (2.68)

On peut montrer, en tirant parti des relations HT = �H et H2 = �!2I4, que le
vecteur Hx

! est orthogonal �a x et de même norme. Ainsi, chaque vecteur non nul x
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e�ectue une rotation d'angle ! dans le plan dont une base orthogonale directe est�
x; Hx

!

�
. Ce plan est donc globalement invariant par expH .

Si on choisit un vecteur unitaire x, puis un vecteur unitaire y orthogonal �a x et
Hx
! , le vecteur Hy

! est alors non seulement orthogonal �a y, comme on l'a vu plus
haut, mais aussi �a x et �a Hx

! . Il existe donc une in�nit�e de d�ecompositions de R4 en
somme directe orthogonale de 2 plans vectoriels, globalement invariants par expH
et sur lesquels la restriction de expH est une rotation d'angle !.

2.6.4 Cas � > 0

Dans ce cas, P a deux racines r�eelles n�egatives distinctes (leur produit �etant �2 � 0
et leur somme �� < 0), que nous noterons �!2

1 et �!2
2 :

!1 =

s
�+

p
�

2
; !2 =

s
��p�

2
: (2.69)

Calcul de l'exponentielle

La relation 2.48, qui s'�ecrit aussi H4 = ��H2 � �2I4 permet d'exprimer expH
comme combinaison lin�eaire dans la base (I4; H;H2; H3). Apr�es �ecriture de la s�erie
et identi�cation des di��erents termes, on obtient :

expH =

 
1� �2p

�
(�0(!2)� �0(!1))

!
I4

+

 
1� �2p

�
(�1(!2)� �1(!1))

!
H

+
1p
�

(�2(!2)� �2(!1))H
2

+
1p
�

(�3(!2)� �3(!1))H
3; (2.70)

En posant :

�0(t) =
1� cos t

t2
; �1(t) =

t � sin t

t3
; �2(t) = cos t; �3(t) =

sin t

t
:

(2.71)

El�ements g�eom�etriques

On a la factorisation suivante :

(H2 + !2
1I4)(H

2 + !2
2I4) = 0: (2.72)

Soit x 2 R4 un �el�ement du noyau de H2 + !2
1I4, v�eri�ant donc H2x = �!2

1x. Ce
noyau est alors de dimension 2 et engendr�e par les deux vecteurs orthogonaux x et
Hx. De plus, pour tout entier p, Hpx est aussi dans ce noyau, donc (expH)x aussi,
et on a :

(expH)x = cos!1x+ sin !1Hx: (2.73)
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ker(H2 + !2
1I4) est donc un plan globalement invariant par expH sur lequel sa

restriction est une rotation d'angle !1 dans n'importe quelle base (x;Hx). De même,
le plan ker(H2+ !2

2I4) est globalement invariant par expH et sa restriction est une
rotation d'angle !2 dans toute base du type (x;Hx).

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappel�e les d�e�nitions relatives aux rotations en
dimension quelconque, leurs propri�et�es (exponentielle, sous-espaces invariants, d�e-
composition en produit de r�eexions), ainsi que les concepts li�es aux rotations en
dimensions 2 et 3 (nombres complexes, quaternions).
Nous avons ensuite �etudi�e les di��erentes repr�esentations des rotations en dimen-

sions 2 et 3, ainsi que les relations entre ces repr�esentations. En particulier, dans
le cas du passage d'une repr�esentation �a l'autre en dimension 3, nous avons donn�e
quelques nouvelles expressions rendant les calculs plus robustes au voisinage des
singularit�es des repr�esentations.
En�n, nous avons �etudi�e les propri�et�es g�eom�etriques des rotations en dimension

4. Ceci nous a permis de voir le lien entre le groupe des quaternions unitaires et les
deux sous-groupes distingu�es non triviaux de SO4. Les matrices Qd et Qg introduites
�a cette occasion serviront dans le chapitre 4 pour r�esoudre le probl�eme de la mise en
correspondance de deux nuages de points appari�es, dans laquelle la partie lin�eaire
(une rotation de SO3) du d�eplacement inconnu est repr�esent�ee par un quaternion
unitaire.
Nous pensons d'autre part que l'�etude de SO4 peut avoir des applications en

vision, les matrices des transformations projectives �etant dans M4.



Chapitre 3

Mod�elisation du comportement

des solides d�eformables

Dans ce chapitre essentiellement bibliographique, nous pr�esentons la m�ecanique
des milieux continus, la mod�elisation du comportement �elastique, les d�eformations
non r�eversibles (plasticit�e, fractures). Nous voyons ensuite comment ces �equations
sont discr�etis�ees puis r�esolues sur ordinateur.

Nous adoptons l'optique des ing�enieurs pr�edisant le comportement des structures.
Elle est orient�ee vers le r�ealisme physique et la pr�ecision des r�esultats, plutôt que
le r�ealisme visuel et la rapidit�e du calcul, comme l'est la synth�ese d'animations par
ordinateur.

3.1 M�ecanique des milieux continus

Cette section est bas�ee sur di��erents cours de physique [81] [37], livres de m�eca-
nique g�en�erale [53] [54], et ouvrages portant sp�eci�quement sur la m�ecanique des
milieux continus et l'�elasticit�e [30] [16] [43]. La d�emarche et les notations adopt�ees
sont celles de Ciarlet dans [30].

Le terme milieu continu d�esigne un syst�eme de particules su�samment dense
pour pouvoir être d�ecrit par des grandeurs continues et dont les particules conservent
en moyenne les mêmes positions relatives au cours du temps. Les liquides et les gaz
dans les conditions usuelles, ainsi que les solides, rigides ou d�eformables, sont des
milieux continus.

Notre int�erêt porte essentiellement sur les solides de dimension 3, mais la di-
mension 2 permet d'illustrer plus facilement les di��erentes notions. La dimension
de l'espace sera donc d�esign�ee par d, valant 2 ou 3. Les �gures illustreront, sauf
exception, le cas d = 2.

Dans ce qui suit, l'�evolution du syst�eme au cours du temps se fait de fa�con quasi-
statique : �a tout moment, le syst�eme est dans un �etat d'�equilibre statique.

Nous d�e�nissons d'abord une repr�esentation continue d'un solide et de sa d�efor-
mation. Apr�es avoir �etudi�e localement les propri�et�es de la d�eformation, nous verrons
comment s'�ecrit l'�equilibre du solide. Ensuite, nous pr�esenterons di��erents mod�eles
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de comportement (quelles sont les contraintes internes provoqu�ees par une d�eforma-
tion du solide).

3.1.1 D�eformation

Un solide d�eform�e sera repr�esent�e par un domaine 
 � Rd, et une fonction
' : 
 ! R

d. 
 est l'espace occup�e par l'ensemble des points du solide dans une
con�guration arbitraire dite con�guration de r�ef�erence. Usuellement, on choisit
une con�guration dans laquelle le solide est �a l'�equilibre et n'est soumis �a aucune
contrainte ext�erieure, mais ce n'est pas indispensable. ' est appel�ee la d�eforma-
tion ; elle associe �a un point x 2 
 de la con�guration de r�ef�erence sa position dans
la con�guration d�eform�ee, x' = '(x). La notation G' d�esigne une grandeur G me-
sur�ee dans la con�guration d�eform�ee. On notera ainsi 
' l'image de 
 par ', � la
fronti�ere de 
 et �' son image par '.

@x1 '(x)x



�

'

�'


'

@x2 '(x)

x'

Fig. 41 - D�eformation d'un objet.

On supposera que ' est su�samment r�eguli�ere pour que les d�eriv�ees utilis�ees dans
la suite soient d�e�nies.

3.1.2 Etude locale des d�eformations

Condition de pr�eservation de l'orientation

On impose �a la d�eformation de pr�eserver l'orientation du solide :

8x 2 
; detr'(x) > 0: (3.1)

r'(x) d�esigne le gradient de ' en x ; c'est une matrice d� d :

r'(x) =
0
B@
@x1'1(x) : : : @xd'1(x)

...
. . .

...
@x1'd(x) : : : @xd'd(x)

1
CA : (3.2)
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La condition 3.1 impose de plus �a la d�eformation de ne pas avoir de points singu-
liers (v�eri�ant detr'(x) = 0) pour lesquels la mati�ere serait in�niment comprim�ee,
ce qui n'est pas physiquement r�ealiste.

Approximation locale

On a une approximation de ' au premier ordre :

'(x+ �x) = '(x) +r'(x)�x+ o(k�xk): (3.3)

Parties rigide et non rigide de la d�eformation

On sait (factorisation polaire) que toute matrice inversible M s'�ecrit de mani�ere
unique M = QS, o�u Q est une matrice orthogonale et S une matrice sym�etrique
d�e�nie positive.
Dans le cas de r', on a

r'(x) = Q'(x)S'(x); (3.4)

Q'(x) �etant de plus une rotation (une matrice orthogonale de d�eterminant +1),
puisque nous avons impos�e la condition detr'(x) > 0.
La d�ependance de S' en fonction de r' n'�etant pas \simple", on �ecrira souvent

les �equations en fonction de

C(x) = S'(x)
2 = r'(x)Tr'(x): (3.5)

La matrice sym�etrique C(x) est appel�ee tenseur des d�eformations de Cauchy{

Green.
Q'(x) correspond �a la partie rigide de la d�eformation en x. La matrice S'(x)

d�ecrit la partie non rigide de la d�eformation.
Dans le cas d'une d�eformation rigide (la compos�ee d'une translation et d'une

rotation), S'(x) est �egale �a l'identit�e en tout point x 2 
. R�eciproquement, si S'(x)
est l'identit�e en tout point x 2 
, alors la d�eformation est rigide.
Cette propri�et�e conduit �a la d�e�nition de la matrice sym�etrique

E(x) =
1

2
(C(x)� I) ; (3.6)

appel�ee tenseur des d�eformations de Green{Lagrange. E(x) est nul quand la
d�eformation est \localement rigide" en x. On peut montrer que

S' = I +E + o(kEk): (3.7)

Variation de longueur

On consid�ere un \petit" vecteur �x en un point x. On se demande quelle est la
variation de longueur de son image �x' = '(x+ �x)� '(x). On a :

k�x'k2 = �xT S2
'(x) �x+ o(k�xk2); (3.8)

= �xT C(x) �x+ o(k�xk2): (3.9)
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Variation de volume

On consid�ere un �el�ement de volume (�el�ement de surface pour d = 2) dv en un
point x. Le volume de son image dv' est

dv' = detS'(x) dv (3.10)

= detr'(x) dv: (3.11)

Si on note �(x) la masse volumique du solide en un point x de sa con�guration de
r�ef�erence, alors la masse volumique �'(x') au point x' de la con�guration d�eform�ee
v�eri�e

�'(x') =
1

detr'(x) �(x): (3.12)

3.1.3 Lois m�ecaniques d'�equilibre

On suppose le solide �a l'�equilibre dans une con�guration d�eform�ee. Il est soumis
�a un champ de forces volumiques f' d�e�ni sur 
', et sur une partie �'1 � �' de sa
fronti�ere, �a un champ de forces de surface g'.
On cherche quelles sont les contraintes internes au solide qui s'opposent �a ces

contraintes ext�erieures pour maintenir l'�equilibre.
Pla�cons-nous en un point x' du solide d�eform�e. Choisissons un plan arbitraire

passant par ce point, d�e�ni par un vecteur normal unitaire n', et imaginons que
l'on retire une portion de mati�ere au dessus de ce plan au voisinage du point x'. Il
faut alors appliquer une certaine force par unit�e de surface en x' pour remplacer
celle qu'exer�cait la portion de solide retir�ee. C'est cette force qui repr�esente les
contraintes internes au solide. Elle est d�e�nie de mani�ere analogue �a la tension d'une
corde. Notons qu'elle n'est en g�en�eral pas colin�eaire �a n', sauf pour un nombre �ni
de directions.

x' n'

T '(x') dA' n'

dA'

Fig. 42 - Contraintes internes en un point x'.

On peut montrer (th�eor�eme de Cauchy) que cette force d�epend lin�eairement de
n'. Cette application lin�eaire est repr�esent�ee par une matrice T'(x') de dimensions
d� d appel�ee le tenseur des contraintes de Cauchy.
Le fait que le solide soit en �equilibre permet d'�etablir les relations8><

>:
� div' T' = f' dans 
'

T' = T'T dans 
'

T'n' = g' sur �'1

(3.13)
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Dans la plupart des cas, ' est l'inconnue. Il est alors int�eressant de \d�eplacer" ces
�equations dans la con�guration de r�ef�erence, en d�e�nissant les grandeurs suivantes :

�(x) = detr'(x)r'(x)�1 T'(x')r'(x)�T ; (3.14)

f(x) = detr'(x) f'(x'); (3.15)

g(x) = detr'(x) jr'(x)�Tnj g'(x'): (3.16)

�(x) et f(x) sont d�e�nies pour x 2 
 et g(x) pour x 2 �1.
� est appel�e le second tenseur des contraintes de Piola{Kirchho� ; il est

en fait d�e�ni �a partir du premier tenseur des contraintes de Piola{Kirchho�, qui
vaut T (x) = r'�(x). T (x) est d�e�ni de telle sorte que sa divergence soit colin�eaire
�a celle de T' et que pour un �el�ement d'aire quelconque dS, on ait T dS = T' dS'.
En utilisant ces nouvelles grandeurs, le syst�eme 3.13 s'�ecrit alors8><

>:
� div (r'�) = f dans 


� = �T dans 

(r'�)n = g sur �1

(3.17)

On �ecrit cette �equation en fonction de � plutôt que de T pour conserver la condition
de sym�etrie (que T ne v�eri�e pas).
On peut �ecrire chacun de ces deux syst�emes sous une forme variationnelle formel-

lement �equivalente. Dans ce qui suit, � d�esigne le produit scalaire \terme �a terme"
de deux matrices d�d : A �B =

P
i;j AijBij , et � d�esigne le produit scalaire de deux

vecteurs de Rd : u � v =
P

i uivi.
Dans la con�guration d�eform�ee, le syst�eme 3.13 est �equivalent �a :R


'
T' � r�' dx' =

R

'

f' � �' dx' +
R
�'
1

g' � �' dS'

Pour tout champ de vecteurs �' : 
' ! Rd

su�samment r�egulier et nul sur �' � �'
1 :

(3.18)

Dans la con�guration de r�ef�erence, le syst�eme 3.17 est �equivalent �a :R


(r' �) � r� dx =

R


f � � dx+

R
�1

g � � dS
Pour tout champ de vecteurs � : 
! Rd

su�samment r�egulier et nul sur �� �1:

(3.19)

Les termes correspondant aux travaux des forces internes ont même valeur :Z

'

T' � r�' dx' =

Z



(r' �) � r� dx: (3.20)

Le syst�eme 3.18 (resp. 3.19) est appel�e principe des travaux virtuels dans la
con�guration d�eform�ee (resp. dans la con�guration de r�ef�erence).
Ce principe est d�eduit ici du syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (e.d.p.) �a

partir de manipulations alg�ebriques. Ce syst�eme d'e.d.p. d�ecoule lui-même de l'�ecri-
ture de la condition d'�equilibre d'un petit volume de solide autour d'un point en
utilisant l'axiome \relation fondamentale de la dynamique".
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On peut aussi se baser sur l'axiome \principe des travaux virtuels" : dans une po-
sition d'�equilibre, pour une d�eformation virtuelle autour de cette position, la somme
des travaux des forces int�erieures �egale la somme des travaux des forces ext�erieures.
Dans ce cas, on aurait d'abord obtenu les conditions 3.18 et 3.19 puis on en aurait
d�eduit 3.13 et 3.17.

3.2 Comportement des solides

3.2.1 N�ecessit�e d'une loi de comportement

Qu'il soit formul�e dans la con�guration d�eform�ee ou dans la con�guration de
r�ef�erence, sous forme di��erentielle ou sous forme variationnelle, ce syst�eme ne fournit
pas assez d'�equations pour permettre de trouver les positions d'�equilibre.
Il faut lui adjoindre une loi associant les contraintes aux d�eformations. Cette loi

mod�elise la r�eponse du mat�eriau, tout comme la relation

Tension = k Allongement

mod�elise la r�eponse �elastique d'un ressort et doit être ajout�ee �a la relation fonda-
mentale de la dynamique pour permettre le calcul de la position d'�equilibre d'une
masse ponctuelle suspendue �a un ressort.
Cette loi doit donner une valeur aux contraintes en fonction de la d�eformation.

Les contraintes ne doivent pas d�ependre de la partie rigide de la d�eformation (le
comportement du solide ne d�epend pas du rep�ere choisi pour le d�ecrire). La loi
de comportement peut tenir compte de l'homog�en�eit�e du mat�eriau et être alors la
même en tout point du solide. Elle peut aussi tenir compte de son isotropie (r�eponse
identique dans toutes les directions).

3.2.2 Lois usuelles

Loi de Hooke

La loi de comportement la plus simple est obtenue en faisant les hypoth�eses d'ho-
mog�en�eit�e du mat�eriau, d'isotropie du comportement et de la d�ependance lin�eaire
entre � (repr�esentant les contraintes dans le mat�eriau) et E (repr�esentant la partie
non-rigide de la d�eformation).

Ces hypoth�eses s'appliquent bien �a tous les mat�eriaux \durs" (m�etaux, rocs, verre,
bois, ...) pour des d�eformations su�samment petites.

Sous ces hypoth�eses, la loi de comportement s'�ecrit :

� = �0 + � TrE I + 2�E; (3.21)

et ne d�epend que de deux param�etres � et � appel�es coe�cients de Lam�e du
mat�eriau. Cette relation porte le nom de loi de Hooke. �0 repr�esente les contraintes
pr�esentes dans le mat�eriau dans la con�guration de r�ef�erence.
Notons que si � d�epend lin�eairement de E, il ne d�epend pas lin�eairement des

coe�cients du gradient de la d�eformation.



3.2 Comportement des solides 113

Les coe�cients de Lam�e ne sont pas mesurables directement. On leur pr�ef�ere le
couple �equivalent de coe�cients E et � appel�es respectivement module d'Young et
coe�cient de Poisson du mat�eriau. E est l'�equivalent de la raideur d'un ressort : on
peut le mesurer en �etirant un petit cylindre allong�e et homog�ene du mat�eriau. Quand
on exerce une traction axiale sur les extr�emit�es de ce cylindre, on observe (quel que
soit le mat�eriau) que son diam�etre diminue au fur et �a mesure qu'il s'allonge ; �
repr�esente le rapport de la diminution relative de son diam�etre et de l'augmentation
relative de sa longueur.
On trouvera des tableaux donnant les valeurs de E et � pour quelques mat�eriaux

usuels dans [16] (section 4.4), [43] (section 6.3) et dans [30] (section 1.3).
� et � se d�eduisent de E et � par les relations suivantes :

� =
E�

(1� 2�)(1 + �)
; (3.22)

� =
E

1 + �
: (3.23)

Hyper�elasticit�e

On peut aussi d�e�nir en chaque point du solide une densit�e volumique d'�ener-
gie potentielle �elastique W 2 R d�ependant de x et E(x), on d�e�nit alors la loi
de comportement

� =
@W (x;E(x))

@E
: (3.24)

W est bien une densit�e d'�energie : sa variation lors d'une petite d�eformation cor-
respond au travail des forces �elastiques.
Un tel comportement s'appelle hyper�elasticit�e ; le mat�eriau est dit hyper�elas-

tique.
La loi de Hooke 3.21 d�erive de la densit�e

W =
�

2
(TrE)2+ �Tr(E2): (3.25)

Dans le cas d'un mat�eriau hyper�elastique, on peut d�e�nir l'�energie potentielle
�elastique du solide :

I =
X



W (x;E(x))dx: (3.26)

Les termes correspondant aux travaux des forces internes dans les �equations 3.18
et 3.19 peuvent être remplac�es par les variations de cette �energie potentielle en
fonction du d�eplacement virtuel �.

3.2.3 Comportements limites

Pour de petites d�eformations, le solide retourne toujours dans la même con�gura-
tion apr�es la suppression des contraintes qui les entrâ�nent.
Des d�eformations plus importantes entrâ�nent une modi�cation instantan�ee de

cette con�guration au repos : on parle de plasticit�e.
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Des d�eformations encore plus importantes provoquent l'apparition de failles, puis
la s�eparation du solide en plusieurs parties : on parle de fracture.
Dans certains cas, comme par exemple les m�etaux en fusion, la con�guration au

repos change au cours du temps et �evolue vers la con�guration courante.
Finalement, il peut arriver qu'une position d'�equilibre soit instable, il y a alors pos-

sibilit�e de \saut" instantan�e vers une autre position d'�equilibre, parfois tr�es �eloign�ee
de la pr�ec�edente. On parle de \ambage". Ce ph�enom�ene se produit en particulier
pour des objets minces (plaques, tiges, ...).
Il existe un grand nombre de conditions pr�edisant l'apparition de ces ph�enom�enes

et de m�ethodes pour les mod�eliser.

3.3 Discr�etisation et r�esolution

Une recherche informatique des positions d'�equilibre d'un solide ou d'un syst�eme
de solides passe par une repr�esentation discr�ete des inconnues, en l'occurence de la
d�eformation '.
La m�ethode utilis�ee dans la grande majorit�e des cas est la m�ethode des �el�e-

ments �nis. Elle consiste �a partitionner le solide en briques de base (cubes ou
t�etra�edres d�eform�es) jointives. La d�eformation est d�e�nie par morceaux sur chacune
de ces briques, en s'arrangeant pour que le recollement s'e�ectue avec la continuit�e
recherch�ee. Les inconnues du probl�eme discr�etis�e sont alors les param�etres de la
d�eformation.
On introduit cette repr�esentation dans une des deux formulations variationnelles

3.18 ou 3.19. Ceci fournit, pour chaque d�eplacement virtuel � une �equation portant
sur les param�etres d�e�nissant la d�eformation.
Un choix judicieux de n (le nombre d'inconnues) fonctions � fournit alors un

syst�eme n � n que l'on r�esout, soit par des m�ethodes directes comme le pivot de
Gauss, soit par des m�ethodes it�eratives.
Nous n'irons pas plus loin ici dans la description de la m�ethode des �el�ements �nis :

elle est tr�es clairement expos�ee dans [118, 116, 117], ainsi que dans [15]. L'ensemble
de ces 3 livres abondamment illustr�es d'exemples de di��erents probl�emes physiques
permet d'aborder facilement les di��erents aspects de cette m�ethode.
Dans le chapitre 3 de la partie Animation de syst�emes de solides, nous voyons en

d�etail quelques aspects de la m�ethode des �el�ements �nis.



Chapitre 4

Mise en correspondance

La mise en correspondance est un probl�eme d'optimisation dans lequel on cherche
�a superposer deux structures, voire une structure avec plusieurs autres. Ces struc-
tures sont en g�en�eral issues du même objet et acquises �a travers des modalit�es
di��erentes.

Le terme structure d�esigne par exemple :

{ un nuage de points correspondant aux positions de points caract�eristiques d'un
objet mesur�ees grâce �a un localisateur tridimensionnel (optique, �electromagn�e-
tique, �echographie 1D),

{ un �echantillon de la surface d'un objet, obtenu par des appareils de balayage
tridimensionnel (laser, optique),

{ un ensemble de points r�esultant d'une proc�edure d'extraction de contours ou
de points caract�eristiques (voir le chapitre 5),

{ une image tridimensionnelle (scanner, IRM,...) ou bidimensionnelle (radio,
image vid�eo, �echographie,...) brute.

L'inconnue de la mise en correspondance est une d�eformation, au sens d�e�ni dans
le chapitre 3 de cette partie.

Apr�es avoir vu dans la section 4.1 comment on peut formaliser ce probl�eme et
donn�e quelques r�ef�erences sur les travaux dans ce domaine, nous consacrons la section
4.2 �a l'�etude d'un des probl�emes les plus simples de mise en correspondance : la mise
en correspondance de nuages de points appari�es.

La r�esolution e�cace et robuste de ce probl�eme est une �etape cruciale dans de
nombreuses applications, en particulier dans les capteurs de position optiques comme
le syst�eme Optotrak(R). Ce probl�eme sert en outre de composant de base dans la
plupart des m�ethodes de mise en correspondance de structures plus complexes.

Pour ce probl�eme, nous verrons les di��erentes solutions propos�ees dans la litt�era-
ture. Nous mettrons en lumi�ere les liens entre ces solutions. Nous proposons aussi une
solution nouvelle utilisant la repr�esentation d'une rotation par son vecteur rotation.
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4.1 Position du probl�eme

Soient deux structures SA et SB appartenant au même objet, et connues dans
deux rep�eres A et B. On souhaite d�eformer le rep�ere B pour superposer au mieux
les deux structures, ou plus pr�ecis�ement, SA et l'image de SB par la d�eformation.

A�n de mettre ce probl�eme en �equations, on d�e�nit une distance entre deux struc-
tures donn�ees dans A, not�ee D(S; S0). On cherche alors une d�eformation ' dans un
ensemble donn�e �. � est par exemple l'ensemble des d�eplacements rigides en di-
mension 3, l'ensemble des similitudes directes en dimension 3, une certaine classe de
d�eformations non rigides.

L'imposition de contraintes sur ' se fait en introduisant une fonctionnelle E(')
minimale quand ' v�eri�e les contraintes. E peut par exemple être une �energie po-
tentielle �elastique (voir le chapitre 3 de cette partie) et contraindre ainsi ' �a être la
\plus rigide possible".

Le probl�eme de la mise en correspondance est alors le probl�eme d'optimisation
suivant : (

' 2 �;
D(SA; '(SB)) +E(') minimal

4.2 Mise en correspondance de nuages de points appa-

ri�es

Dans le probl�eme de la mise en correspondance de nuages de points, les deux
structures sont un même ensemble de n points, aux coordonn�ees mesur�ees dans deux
rep�eres di��erents. On se place dans le cas o�u les nuages de points sont appari�es : on
sait quel point de la premi�ere s�erie de mesures correspond �a tel autre point de la
seconde.

4.2.1 Mise en �equations

Comme nous l'avons dit dans l'introduction de ce chapitre, le probl�eme de la mise
en correspondance rigide de nuages de points appari�es est important et a d�ej�a �et�e
largement �etudi�e. On le formalise le plus souvent ainsi :

Probl�eme 1 (Mise en correspondance rigide de nuages de points appari�es)
Etant donn�ees deux familles de vecteurs ai et bi (i = 1 : : :n) repr�esentant les coor-
donn�ees du même point Mi d'un objet rigide dans deux rep�eres orthonorm�es directs
A et B, trouver la transformation rigide ' minimisant l'erreur aux moindres carr�es :

"2(') = S
h
kai � '(bi)k2

i
: (4.1)

L'op�erateur S [Ei] d�esigne la moyenne des grandeurs Ei pour i = 1 : : :n, soit :
S [Ei] =

1
n

Pn
i=1Ei. On cherche ainsi �a superposer l'image du nuage B au nuage A.

On peut introduire des poids dans la moyenne : chaque paire de points a une
contribution di��erente dans ". On peut aussi introduire un facteur d'�echelle inconnu :
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on recherche alors la meilleure similitude directe. Ces modi�cations du probl�eme
conduisent aux mêmes �equations [64, 65, 70].
On notera dans la suite d la dimension de l'espace ; d valant usuellement 2 ou 3.

4.2.2 Probl�eme lin�eaire associ�e

La transformation rigide ' est compos�ee d'une translation t 2 Rd et d'une rota-
tion, R 2 SOd :

8m 2 Rd; '(m) = t+ R(m): (4.2)

Nous allons chercher la meilleure translation possible pour une rotation donn�ee.
En di��erenciant la relation 4.1 par rapport �a t pour R constant, on obtient :

d("2) = 2 hdt; t+ R(S [bi])� S [ai]i : (4.3)

A R �x�e, " est donc minimal quand

t = S [ai]� R(S [bi]): (4.4)

Cette translation est celle qui fait co��ncider le barycentre de l'image du nuage de B
par la rotation avec le barycentre du nuage de A. La valeur de "2 dans ce cas est
alors "L (L pour lin�eaire) :

"2L(R) = S
h
k(ai � S [ai])� R(bi � S [bi])k2

i
: (4.5)

On voit qu'il est judicieux de consid�erer les coordonn�ees des deux nuages par rapport
�a leur barycentre, pour simpli�er l'�ecriture des �equations. On d�e�nit ainsi a0

i =
ai � S [ai] et b0

i = bi � S [bi]. En utilisant ces notations, "L est d�e�ni par :

"2L(R) = S
ha0

i �R(b0
i)
2i : (4.6)

La r�esolution du probl�eme 1 passe donc par la r�esolution du probl�eme lin�eaire
associ�e, dans lequel l'inconnue est la rotation de la transformation rigide ' (sa partie
lin�eaire). Ce probl�eme s'�enonce :

Probl�eme 2 (Probl�eme lin�eaire associ�e)
Etant donn�ees deux familles de vecteurs ai et bi (i = 1 : : :n), trouver une rotation
R 2 SOd minimisant "L d�e�ni par la relation 4.6.

Une fois trouv�ee la rotation R solution de ce probl�eme, la translation de vecteur
S [ai]�R(S [bi]) permet d'obtenir la transformation rigide solution du probl�eme 1.
Remarquons que la relation 4.6 se d�eveloppe en :

"2L(R) = S
h
ka0

ik2
i
+ S

h
kb0

ik2
i
� 2S �


a0
i; R(b0

i)
��

=
�
S
h
kaik2

i
� kS [ai] k2

�
+

�
S
h
kbik2

i
� kS [bi] k2

�
� 2S [hai � S [ai] ; R(bi� S [bi])i] : (4.7)
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On voit que seul le dernier terme d�epend de R et qu'il doit être maximal pour
minimiser "L. Le probl�eme 2 est donc �equivalent au probl�eme suivant :

Probl�eme 3 (Probl�eme lin�eaire r�eduit)
Etant donn�ees deux familles de vecteurs ai et bi (i = 1 : : :n), trouver une rotation
R 2 SOd maximisant le \coe�cient de corr�elation" ! d�e�ni par :

!(R) = S �
a0
i; R(b

0
i)
��

(4.8)

Intuitivement, ce coe�cient est maximal quand pour chaque point i, l'image de
b0
i par la rotation co��ncide avec a0

i.
Les solutions du probl�eme de mise en correspondance de nuages de points appari�es

propos�ees dans la litt�erature di��erent par la repr�esentation de la rotation inconnue
et le point de d�epart des d�erivations : minimiser "L ou maximiser !. Les di��erentes
repr�esentations des rotations sont abord�ees en d�etail dans le chapitre 2 de cette
partie. Nous ne reviendrons donc pas ici sur la d�e�nition et les propri�et�es de ces
repr�esentations. Nous voyons dans les sections suivantes les solutions apport�ees aux
probl�emes 2 et 3 dans la litt�erature.

4.2.3 Grandeurs associ�ees au probl�eme

A�n d'augmenter la clart�e de cet expos�e, nous d�e�nissons ici di��erentes grandeurs
li�ees au probl�eme qui nous seront utiles par la suite.
Nous allons utiliser les matrices d'inertie des deux nuages de points, que nous

noterons A et B :

A = S
h
a0
ia

0T
i

i
= S

h
aia

T
i

i
� S [ai]S [ai]

T ;

B = S
h
b0
ib

0T
i

i
= S

h
bib

T
i

i
� S [bi]S [bi]

T : (4.9)

La matrice d'inertie \crois�ee", appel�ee matrice de corr�elation ou encore matrice
de covariance crois�ee, not�ee 	 est d�e�nie de fa�con analogue par :

	 = S
h
a0
ib

0T
i

i
= S

h
aib

T
i

i
� S [ai]S [bi]

T : (4.10)

Notons que si on �echange les deux nuages, la matrice de corr�elation du nouveau
probl�eme est la transpos�ee de celle-ci.
Les parties sym�etrique et antisym�etrique de 	 jouent aussi un rôle important,

nous noterons � la partie sym�etrique de 	 :

� =
	 +	T

2
: (4.11)

Dans le cas de la dimension 3, nous noterons � le vecteur repr�esentant la partie
antisym�etrique de 	 (qui ne d�epend en e�et dans ce cas que de trois coe�cients) :

� =

0
B@	32 � 	23

	13 � 	31

	21 � 	12

1
CA : (4.12)
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4.2.4 Solutions utilisant la repr�esentation matricielle

On note Q la matrice de la rotation inconnue R. On remarque que le coe�cient
de corr�elation ! s'�ecrit en fonction de la matrice de corr�elation 	 :

!(R) = TrQT	: (4.13)

La trace de QT	 �etant simplement la somme
P
Qij	ij .

Cette �ecriture conduit imm�ediatement �a la solution dans le cas d = 2 :

Q =

 
	11 +	22 	12 � 	21

	21 �	12 	11 + 	22

!
p
(	11 + 	22)2 + (	12 �	21)2

: (4.14)

Ce r�esultat en dimension 2 est �ebauch�e par Lin et al. dans [78], et donn�e explicitement
par Haralick et al. dans [60]. Dans la suite de cette section, on consid�ere uniquement
le cas d = 3.
En dimension 3, des travaux existent depuis 1936 (voir l'article de Horn et al. [65]

pour les r�ef�erences). Horn, Hilden, Negahdaripour [65] et Arun, Huang, Blostein [2]
ont propos�e vers 1987 deux approches di��erentes utilisant la repr�esentation matri-
cielle des rotations. L'approche de Horn et al. est bas�ee sur la d�ecomposition polaire
de la matrice 	, obtenue en diagonalisant la matrice sym�etrique 	T	; celle de Arun
et al. utilise la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de 	.
Umeyama [109] propose une correction �a l'algorithme de Arun et al. qui pouvait

donner une matrice orthogonale qui ne soit pas une rotation.
Kanatani [70] simpli�e la d�emonstration de Umeyama et r�esume les di��erentes

solutions du probl�eme, y compris les solutions bas�ees sur les quaternions.

Solution de Horn et al.

On montre [85] qu'il existe une matrice orthogonale O 2 Od et une unique matrice
sym�etrique positive S (i.e. ST = S et 8u 2 Rd; hSu; ui � 0) telles que 	 = OS

(factorisation polaire). O est d�etermin�ee de mani�ere unique sur l'image de S et est
donc unique quand S est inversible, c'est �a dire quand 	 l'est.
Alors, si detO = 1 (cas le plus fr�equent), Q = O est une solution du probl�eme,

sinon, Q = O(I�2uuT ) est une solution du probl�eme, avec u un vecteur propre uni-
taire associ�e �a la plus petite valeur propre de S (voir [70] pour une d�emonstration).
Dans leur article, Horn et al. proposent de calculer S en diagonalisant la matrice

	T	, on a alors :

O = 	(	T	)�
1

2 : (4.15)

Dans le cas o�u 	 n'est pas inversible, la pseudo inverse de la racine carr�ee fournit
une solution.

Solution de Arun et al.

On montre qu'il existe deux matrices orthogonales U; V 2 Od et une matrice diago-
nale D = Diag(�1; �2; �3) avec �1 � �2 � �3 telles que 	 = V DUT (d�ecomposition
en valeurs singuli�eres).
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Alors, Q = V Diag(1; 1; detV UT )UT est une solution du probl�eme. Le cas le plus
fr�equent correspond �a detV UT = 1 (voir [70] pour une d�emonstration).

Le calcul de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres (SVD) se trouve dans la plu-
part des biblioth�eques de fonctions d'alg�ebre lin�eaire (lapack, numerical recipes,...).

Lien entre les deux solutions

Le calcul de la racine carr�ee positive de la matrice sym�etrique positive 	T	, ser-
vant �a calculer la factorisation polaire de la matrice 	 s'e�ectue par diagonalisation
dans une base orthogonale :

	T	 = 
�
T : (4.16)


 est une matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs propres de 	T	
et � est une matrice diagonale dont les �el�ements sont les valeurs propres de 	T	.

La factorisation polaire de 	 se d�eduit de cette diagonalisation :

	 = OS;

O = 	
��
1

2
T ;

S = 
�
1

2
T : (4.17)

On remarque que la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de 	 peut être extraite
trivialement de ces relations :

	 = UDV T ;

U = O
;

D = �
1

2 ;

V = 
: (4.18)

Dans l'autre sens, si on connâ�t la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de 	, on
peut en d�eduire simplement sa factorisation polaire :

O = UV T ;

S = V DV T : (4.19)

4.2.5 Solutions utilisant les quaternions unitaires

Il existe deux m�ethodes dans la litt�erature.

La premi�ere a �et�e pr�esent�ee en 1986 par Faugeras et H�ebert [47] [46]. On la retrouve
expliqu�ee plus en d�etail dans le livre de Horaud et Monga [63]. Cette m�ethode prend
le probl�eme lin�eaire de minimisation (probl�eme 2) comme point de d�epart pour
introduire la repr�esentation de R par un quaternion unitaire.

La seconde est due �a Horn en 1987 [64]. Elle maximise le crit�ere de corr�elation
(probl�eme 3) en y introduisant les quaternions.
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Solution de Faugeras et H�ebert

Si q est un quaternion unitaire associ�e �a R, la relation 4.6 s'�ecrit :

"2L(R) = S
ha0

i � q � b0
i � q

2i ; (4.20)

soit encore, en multipliant �a droite par q, de norme 1 :

"2L(R) = S
ha0

i � q � q � b0
i

2i : (4.21)

Le produit �a droite ou �a gauche par un quaternion est lin�eaire et peut donc se mettre
sous la forme du produit �a gauche par une matrice carr�ee de dimension 4. On se
r�ef�erera au chapitre 2 de cette partie, section 2.6 pour plus de d�etails �a ce sujet, et
pour la d�e�nition de Qg et Qd. On a alors :

a0
i � q = Qg(a

0
i) q; (4.22)

q � b0
i = Qd(b

0
i)
T q: (4.23)

En utilisant ces matrices, "L s'�ecrit :

"2L(R) = S
h(Qg(a

0
i)�Qd(b

0
i))q

2i
= qT�"q: (4.24)

en d�e�nissant la matrice sym�etrique positive (par construction) :

�" = S
h
(Qg(a

0
i)� Qd(b

0
i))

T (Qg(a
0
i)� Qd(b

0
i))

i
: (4.25)

Le quaternion q recherch�e est alors un vecteur propre unitaire associ�e �a la plus
petite valeur propre de �". Dans le cas usuel, l'espace propre associ�e �a cette valeur
propre est de dimension 1, et on a le choix entre deux quaternions oppos�es, qui
d�e�nissent bien la même rotation (voir le chapitre pr�ecit�e).

Solution de Horn

Horn introduit la repr�esentation de la rotation inconnue par un quaternion uni-
taire dans la d�e�nition du coe�cient de corr�elation !. La d�erivation des �equations
s'e�ectue selon des �etapes similaires �a celles de la m�ethode de Faugeras et H�ebert :

!(R) = S �

a0
i; q � b0

i � q
��

= S �

a0
i � q; q � b0

i

��
= S

hD
Qg(a

0
i) q; Qd(b

0
i)
T q

Ei
= qT�!q; (4.26)

�! �etant la matrice sym�etrique :

�! = S
h
Qg(a

0
i)
TQd(b

0
i)
T
i
: (4.27)
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Le quaternion q recherch�e est dans ce cas un vecteur propre unitaire associ�e �a la
plus grande valeur propre de �!. Notons qu'il ne s'agit pas de la plus grande valeur
propre en module (les valeurs propres peuvent en e�et être n�egatives).

Horn calcule explicitement les coe�cients de �!. On peut les exprimer en fonction
de ceux de la matrice de corr�elation 	 d�e�nie dans la section pr�ec�edente (la di��erence
des signes par rapport �a la matrice donn�ee dans [64] est due au fait que dans l'article
de Horn, c'est le nuage A qui subit la transformation, et non pas B comme dans
notre expos�e) :

�! =

0
BBB@

Tr	 	32 � 	23 	13 �	31 	21 �	12

	32 �	23 2	11 � Tr	 	12 +	21 	13 +	31

	13 �	31 	12 + 	21 2	22 � Tr	 	23 +	32

	21 �	12 	13 + 	31 	23 +	32 2	33 � Tr	

1
CCCA :

(4.28)

La matrice �! s'�ecrit par blocs en fonction des grandeurs d�e�nies plus haut :

�! =

 
Tr	 �T

� 2�� (Tr	)I3

!
: (4.29)

Lien entre les deux solutions

D'apr�es la relation 4.7, l'erreur "2L est la di��erence entre des grandeurs ne d�epen-
dant que de la forme des deux nuages de points, ind�ependamment de la rotation R,
et le coe�cient de corr�elation !.

De même, il s'av�ere que la matrice �" est la di��erence entre une matrice ne
d�ependant que de la forme des nuages et la matrice �! ; plus pr�ecis�ement :

�" = (S
h
a02
i

i
+ S

h
b02
i

i
)I4 � 2�!: (4.30)

La recherche de la plus petite valeur propre de �" est donc identique �a celle de la
plus grande valeur propre de �!.

4.2.6 Solutions utilisant le vecteur rotation

Horaud et Monga [63] proposent une approche di��erente du probl�eme de mise
en correspondance de nuages de points appari�es. Cette approche adopte une autre
d�e�nition de la distance entre nuages et conduit �a des �equations plus simples.

Nous proposons dans cette section une autre m�ethode, minimisant l'erreur aux
moindres carr�es utilis�ee dans les sections pr�ec�edentes.

Ceci permettra d'�etablir que la solution apport�ee par la m�ethode de Horaud et
Monga est aussi solution du probl�eme 2 dans le cas id�eal o�u l'erreur aux moindres
carr�es est nulle.

Dans ces deux paragraphes, k est un vecteur directeur unitaire de l'axe de la
rotation R et � son angle.
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Solution de Horaud et Monga

Dans [63], des consid�erations g�eom�etriques sur la mise en correspondance des
couples de points conduisent les auteurs �a une relation qui doit être id�ealement
v�eri��ee par chaque couple de points :

(a0
i + b0

i) ^K = (b0
i � a0

i); (4.31)

en posant K = (tan �
2)k.

On sait d'autre part qu'un produit vectoriel peut se mettre sous forme d'un produit
par une matrice antisym�etrique :

u ^K = ~uK =

0
B@ 0 �u3 u2

u3 0 �u1
�u2 u1 0

1
CAK: (4.32)

L'�ecriture de l'�egalit�e 4.31 pour les n couples de points fournit un syst�eme surcon-
traint de 3n �equations �a 3 inconnues, que l'on r�esout classiquement par la m�ethode
des moindres carr�es. Notons que les 3 �equations fournies par un couple de points ne
sont pas ind�ependantes, car les matrices antisym�etriques sont singuli�eres. Le syst�eme
a ainsi au plus 2n �equations ind�ependantes.

On cherche donc le vecteur K minimisant :

S
h
kH(a0

i + b0
i)K � (b0

i � a0
i)k2

i
; (4.33)

c'est �a dire la solution du syst�eme :

S
h
H(a0

i + b0
i)
TH(a0

i + b0
i)
i
K = S

h
H(a0

i + b0
i)
T (b0

i � a0
i)
i
: (4.34)

Ce syst�eme peut s'�ecrire en fonction de la matrice 	, des deux matrices d'inertie des
nuages A et B, et du vecteur � :

((TrA+ TrB + 2Tr	)I3 � (A+ B + 2�))K = 2�: (4.35)

Lorsque l'erreur de mise en correspondance est nulle (les deux nuages sont �egaux
�a une transformation rigide pr�es), la construction g�eom�etrique de la m�ethode per-
met d'a�rmer que le r�esultat obtenu est identique �a celui des autres m�ethodes, et
correspond bien �a la rotation recherch�ee.
Nous avons constat�e exp�erimentalement que le r�esultat de cette m�ethode dans le

cas o�u l'erreur n'est pas nulle �etait di��erent de celui fourni par les autres m�ethodes.

Une autre solution

k et � repr�esentant toujours l'axe (unitaire) et l'angle de R, nous avons vu au
chapitre 2 de cette partie que Q = I3 + sin �~k + (1 � cos �)~k2. En d�e�nissant la
matrice �k par :

�k = �� (Tr	)I3; (4.36)
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le coe�cient de corr�elation ! s'�ecrit :

!(R) = Tr	� sin � hk;�i+ (1� cos �) hk;�kki : (4.37)

Pour un vecteur unitaire k 2 S2 donn�e, on peut calculer explicitement la valeur
�0(k) de � rendant ! maximal avec :

sin(�0(k)) =
� hk;�iq

hk;�kki2 + hk;�i2
;

cos(�0(k)) =
� hk;�kkiq

hk;�kki2 + hk;�i2
: (4.38)

Pour k �x�e, la valeur maximale que peut prendre ! est donc :

!0(k) = Tr	 + hk;�kki+
q
hk;�kki2 + hk;�i2: (4.39)

Le gradient de !0 selon k (sur R3, sans tenir compte de la contrainte kkk = 1) est :

grad!0(k) = 2�kk +
hk;�i� + hk;�kki�kkq

hk;�kki2 + hk;�i2
: (4.40)

Quand !0 est maximal pour kkk = 1, il est n�ecessaire que les deux vecteurs k et
grad!0(k) soient colin�eaires.
On peut donc envisager d'it�erer nk+1 = grad!0(nk) en normalisant nk+1 apr�es

chaque it�eration. Si les it�erations convergent, on aura alors une solution.
Nous avons v�eri��e exp�erimentalement que cette m�ethode converge dans la plupart

des cas, et le temps de calcul n�ecessaire (�a pr�ecision du r�esultat �egale) est la moiti�e
de celui n�ecessit�e par la m�ethode de Arun et al.. Il subsiste n�eanmoins des cas dans
lesquels les it�erations ne convergent pas.

4.3 Conclusion

Apr�es avoir d�e�ni le probl�eme g�en�eral de la mise en correspondance, nous avons
�etudi�e le cas particulier de la mise en correspondance de nuages de points appari�es,
en minimisant un crit�ere de moindres carr�es.
Nous avons montr�e comment ce probl�eme se ram�ene �a la recherche d'une rotation

maximisant un \crit�ere de corr�elation". Nous rassemblons et comparons ensuite les
di��erentes m�ethodes propos�ees dans la litt�erature pour r�esoudre ce probl�eme. Nous
proposons �nalement une nouvelle solution it�erative, utilisant la repr�esentation des
rotations par leur \vecteur rotation".
La r�esolution e�cace de ce probl�eme pr�esente un int�erêt industriel important. En

e�et, ce calcul est e�ectu�e en permanence dans les syst�emes de localisation tridi-
mensionnelle, tels que l'Optotrak (R).
Certaines voies restent encore �a explorer dans ce probl�eme, qui permettront sans

doute d'am�eliorer encore les algorithmes :

{ La m�ethode que nous avons pr�esent�ee est it�erative, et ne converge pas dans
certains cas. Etant donn�e qu'elle est plus rapide que la m�ethode de Arun et
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al. dans les cas o�u elle converge, il est int�eressant de l'�etudier plus en profon-
deur. On peut aussi chercher une solution explicite en partant de la derni�ere
�equation.

{ On constate que la factorisation polaire 	 = OS de la matrice 	, peut être
d�eduite de celle de Q	, pour toute matrice de rotation Q, ou de celle de 	T ,
pour toute matrice sym�etrique T . On peut alors se demander s'il n'est pas
possible de tirer parti de ces remarques pour ramener 	 �a une forme dont la
factorisation polaire est facile �a calculer.

{ En�n, quand les deux nuages correspondent exactement, on a la propri�et�e
	 = AQ = QB. Les matrices M1 = A�1	B�1	T et M2 = B�1	TA�1	 sont
dans ce cas l'identit�e. On peut se demander s'il y a un lien direct entre l'erreur
minimale, et les coe�cients de ces matrices.

Dans un autre ordre d'id�ees, on peut se poser la question \Quelle est la meilleure
forme �a donner �a un nuage de points ?". Par exemple, dans le cas o�u l'on doit
positionner n �emetteurs ponctuels sur un objet, pour le rep�erer ensuite avec un
localisateur tridimensionnel.





Chapitre 5

Segmentation

La segmentation est une des op�erations de l'analyse d'images. Elle consiste, �etant
donn�ee une image, �a la partitionner de telle sorte que les r�egions ainsi d�e�nies cor-
respondent aux objets pr�esents dans la sc�ene dont l'image est issue.
Aborder le probl�eme g�en�eral de la segmentation sortirait largement du contexte

de cet expos�e. Nous renvoyons le lecteur �a l'ouvrage collectif coordonn�e par Cocque-
rez et Philipp [20] qui fournit un panorama tr�es complet des di��erentes approches
propos�ees pour r�esoudre ce probl�eme.
Nous allons traiter un cas particulier de segmentation dans lequel on connâ�t

pr�ecis�ement la g�eom�etrie de certains objets de la sc�ene. La segmentation consiste
alors �a localiser dans l'image les r�egions correspondant �a ces objets.
Nous avons �et�e confront�es �a ce probl�eme lors de la recherche de la position des

centres de petites sph�eres m�etalliques dans une image scanner (cf partie Simulation
et assistance d'un geste chirurgical). Ce probl�eme apparâ�t aussi dans le domaine
de la vision par ordinateur, dans lequel des objets �a la g�eom�etrie connue (grilles,
sph�eres, bandes,...) servent au calibrage des cam�eras.
Nous nous int�eressons ici au cas des objets circulaires : cercles, disques et motifs

d'anneaux concentriques. Les objets circulaires sont fr�equemment utilis�es en vision
par ordinateur. Bose et Amir [22] ainsi que Efrat et Gotsman [44] montrent que
ces objets permettent un rep�erage sub-pixel plus pr�ecis que d'autres formes simples,
avec en plus l'avantage de l'ind�ependance vis-�a-vis de la rotation de la cam�era.
Ce chapitre comporte deux sections.

Nous traitons en premier lieu (section 5.1) du probl�eme de la d�etection grossi�ere de
toutes les projections d'objets circulaires ou elliptiques dans une image. Le r�esultat
de cette d�etection est un ensemble de centres possibles pour les objets recherch�es.
Ensuite, nous exposons un travail original sur la d�etection globale d'une grille

d'objets circulaires sur une image : plutôt que de chercher �a localiser pr�ecis�ement
chaque objet, il est plus pr�ecis et e�cace de rechercher la grille dans son int�egralit�e.
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A1 A2 A3 B1

C1 D1 D2 D3

D4 D5 D6 D7

D8 D9 D10 D11

Fig. 43 - Nos 16 images de test ; leur provenance est expliqu�ee dans le texte.
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La �gure 43 montre 16 images de test r�eparties en quatre s�eries. Les images de la
s�erie A sont des radios et des vid�eos de mires utilis�ees pour calibrer des ampli�ca-
teurs de brillance et des cam�eras. Elles ont �et�e fournies par P. Sautot et A. Hama-
deh. L'image B est celle d'une mire de calibrage form�ee de trois plans, fournie par
P. Brand. L'image C est due �a M. Puech ; il s'agit d'une plaquette de microscope sur
laquelle sont �x�ees des pastilles d'�epaisseur connue. Les 11 images vid�eo de la s�erie D
sont obtenues �a partir d'une même mire exp�erimentale (les images ont �et�e acquises
grâce �a la collaboration d'A. Poyet). Cette mire est une grille r�eguli�ere g�en�er�ee en
PostScript ; on peut ainsi utiliser la pr�ecision des imprimantes laser pour r�ealiser
des tests au moindre coût. Cette s�erie permet de constater les e�ets de l'angle de
projection sur le r�esultat.

Sur toutes ces mires servant �a calibrer des syst�emes d'acquisition d'images, on
utilise des objets circulaires dont les projections font quelques pixels de diam�etre.
Les images de la s�erie A utilisent �egalement des segments, qui servent �a orienter la
mire.

5.1 D�etection grossi�ere d'�el�ements circulaires et ellip-

tiques

Le probl�eme de la d�etection grossi�ere d'�el�ements circulaires peut se poser ainsi :

Probl�eme 4 (D�etection grossi�ere d'�el�ements circulaires)
Etant donn�ee une image d'une sc�ene comportant des disques, trouver tous les centres
et les rayons des projections de ces disques dans l'image, avec une pr�ecision de l'ordre
du pixel.

Ce probl�eme se pose de la même fa�con dans le cas d'images tridimensionnelles et
d'�el�ements elliptiques en 2D ou \ellipso��daux" en 3D.

5.1.1 Approches existantes

La plupart des algorithmes existants sont des g�en�eralisations de la transform�ee de
Hough.

La transform�ee de Hough permet la d�etection d'objets param�etr�es dans une image.

Par exemple, dans le cas o�u l'on recherche les cercles sur une image, les param�etres
sont les coordonn�ees de son centre x et y, ainsi que son rayon r. On dispose d'une
fonction de discr�etisation, qui fournit pour une valeur donn�ee des param�etres (x; y; r)
l'ensemble des pixels de l'image appartenant au cercle correspondant.

On calcule alors la somme s(x; y; r) des valeurs de l'image en ces points. Cette
somme est maximale quand (x; y; r) correspond �a un cercle e�ectivement pr�esent
sur l'image. Il su�t alors de rechercher les maxima de s quand (x; y; r) prend un
ensemble �ni de valeurs acceptables �x�e au d�epart, par exemple (x; y) dans l'image
et 0 < r < 10.

La transform�ee de Hough de l'image initiale est dans ce cas l'image de dimension
3 associant �a chaque triplet (x; y; r) la valeur de s en ce point.
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Initialement, la transform�ee de Hough concernait la d�etection de segments. Dans
ce cas, le nombre de param�etres est r�eduit �a 2 et permet d'e�ectuer la transformation
en un temps raisonnable.

Illingworth et Kittler exposent dans [67] un r�esum�e bibliographique sur la trans-
form�ee de Hough. Dans [114], Yip, Tam et Leung r�esument les di��erentes extensions
et am�eliorations de la transform�ee de Hough utilis�ees pour d�etecter des cercles et
des ellipses. D'autres r�ef�erences sur ce sujet sont donn�ees dans [7, 41, 71].
Des propri�et�es g�eom�etriques des cercles et des ellipses sont utilis�ees par Ho et Chen

[62] pour r�eduire le probl�eme �a la recherche de segments dans l'image, e�ectu�ee par
transform�ee de Hough classique.

Le principal probl�eme de la transform�ee de Hough et de ses extensions est le
temps de calcul, qui rend l'algorithme inutilisable d�es que le nombre de param�etres
d�epasse 3. C'est pourquoi certains auteurs ont abord�e la parall�elisation de l'algo-
rithme. Kumar, Ranganathan et Goldgof [72] proposent des algorithmes parall�eles
pour la d�etection de cercles ainsi qu'une bibliographie sur les parall�elisations de la
transform�ee de Hough.

5.1.2 Solution propos�ee

L'algorithme que nous proposons permet de d�etecter en une seule passe l'ensemble
des objets dont le rayon est compris entre deux bornes donn�ees rmin et rmax (il s'agit
du rayon des projections des objets sur l'image et non pas du rayon des objets r�eels).

Cet algorithme est bas�e sur l'hypoth�ese que la r�egion de l'image correspondant �a
l'int�erieur de l'objet est homog�ene, ainsi que la r�egion ext�erieure entourant imm�edia-
tement l'objet. Cette hypoth�ese est g�en�eralement bien v�eri��ee dans les images que
nous avons trait�ees. Même dans le cas des mires \radio" (s�erie A), o�u le fond n'est
pas homog�ene, seuls quelques points se trouvent �a cheval sur des zones d'intensit�es
di��erentes.

Crit�ere de pr�esence d'un objet circulaire

L'id�ee est donc simple : pour chaque point m = (x; y) de l'image, on calcule la
moyenne et l'�ecart-type des valeurs des pixels dans un disque discret de rayon rmin

centr�e en m, et dans une couronne discr�ete de rayon interne rmax de même centre.
A partir de ces 4 grandeurs, on calcule un coe�cient �(m) mesurant la \probabilit�e
de pr�esence" d'un objet circulaire centr�e en m.

Formalisons ces d�e�nitions :

De�nition 23 (R�egion)
On appelle r�egion une partie �nie de Z2. Si A est une r�egion et m 2Z2 un vecteur,
on d�e�nit la r�egion m + A par m+ A = fm+ x; x 2 Ag. Le cardinal d'une r�egion
A sera not�e jAj.

De�nition 24 (Image)
Nous appellerons image sur p bits de taille nx � ny une fonction �a valeurs dans
l'ensemble f0; 1; : : : ; 2p�1g et d�e�nie sur f1; 2; : : : ; nxg�f1; 2; : : : ; nyg ; cette r�egion
sera appel�ee le support de l'image. Les images rencontr�ees usuellement sont sur 1 bit
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(images binaires), sur 8 bits (images en niveaux de gris vid�eo), et 12 bits (images en
niveaux de gris m�edicales : TDM, IRM).

De�nition 25 (Moyenne et �ecart-type d'une image sur une r�egion)
Soit F une image de support S et A une r�egion incluse dans S. On d�e�nit la moyenne
des valeurs de F sur A, not�ee �F (A), et l'�ecart-type des valeurs de F sur A, not�e
�F (A), par :

�F (A) =
1

jAj
X
x2A

F (x);

�2F (A) =
1

jAj
X
x2A

[F (x)� �F (A)]
2 ;

=

"
1

jAj
X
x2A

F (x)2
#
� �F (A)

2: (5.1)

On �etend ces d�e�nitions au cas o�u A a simplement une intersection non vide avec S,
par : �F (A) = �F (A\S), et de même pour �. En l'absence d'ambigu��t�e, on omettra
l'indice F .

On note e l'�epaisseur de la couronne ext�erieure, F l'image et S son support. On
d�e�nit alors deux r�egions : I , la r�egion int�erieure, et E, la r�egion ext�erieure, par

I = fx; x 2Z2; jjxjj � rming;
E = fx; x 2Z2; rmax � jjxjj � rmax + eg: (5.2)

Fig. 44 - R�egions int�erieure I (en gris) et ext�erieure E (en noir) intervenant dans
le calcul de �. Dans cette �gure, des cercles mat�erialisent le disque central et la
couronne exterieure. On a pris rmin = 3, rmax = 7, et e = 3.

Intuitivement, le terme �(m) doit augmenter quand les �ecarts-types diminuent,
avec une pr�epond�erance du terme int�erieur. �(m) doit diminuer quand la di��erence
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des moyennes int�erieure et ext�erieure diminue, c'est �a dire quand le contraste dimi-
nue. Une d�e�nition naturelle de � prenant en compte ces consid�erations est :

�(m) =
j�(m+ I)� �(m+E)j
�(m+ I) + 0:5�(m+ E)

: (5.3)

Le cas o�u le d�enominateur est nul peut se produire. Dans ce cas, quand le num�erateur
est nul lui aussi, on prendra �(m) = 0 (en e�et, l'image est alors uniforme autour
du point m), et �(m) = +1 sinon.

S�election des candidats

La s�election des candidats, c'est �a dire de l'ensemble des points de l'image suscep-
tibles d'être centres d'objets circulaires, s'e�ectue �a partir de l'ensemble des valeurs
de � calcul�ees en chaque point de l'image.
Si � d�esigne la moyenne des valeurs de � sur l'image et � leur �ecart-type (on exclut

les points de valeur in�nie du calcul de ces grandeurs), nous avons exp�erimentalement
constat�e que le crit�ere � > �+5� donnait de bons r�esultats. On impose de plus aux
candidats d'être des maxima locaux de � dans un rayon rmin.
L'ensemble des candidats �nalement retenus est donc constitu�e des points m de

S v�eri�ant les conditions :(
�(m) > �+ 5�;
8m0 2 S; jjm�m0jj < rmin ) �(m0) � �(m):

(5.4)

R�esultats

La �gure 45 montre les r�esultats obtenus pour les images de test. Les valeurs du
triplet (rmin; rmax; e) sont indiqu�ees en dessous de chaque �gure. La d�etermination
de ces valeurs se fait pour le moment par tatonnements, mais on peut envisager de
la calculer �a partir de l'image. Dans les images test�ees, moins de 3 essais ont �et�e
n�ecessaires : il su�t de grossir un pixel (avec un logiciel de visualisation) et d'�evaluer
approximativement son rayon pour trouver des valeurs convenables.
Les tableaux suivants r�esument les r�esultats obtenus sur les images de test. On

distingue deux types d'erreurs : les candidats qui ne correspondent pas �a des marques
de l'image, et inversement, les marques de l'image qui ne sont associ�ees �a aucun
candidat.

Image A1 A2 A3 B1 C1 D1 D2 D3

Marqueurs image 78 86 79 160 99 100 100 100

Candidats 83 88 78 216 99 100 116 107

Candidats faux 5 4 0 56 0 0 16 7

Marqueurs non d�etect�es 0 2 1 0 0 0 0 0

Image D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 D11

Marqueurs image 100 100 100 100 100 100 100 100

Candidats 104 114 103 122 34 106 114 115

Candidats faux 4 14 21 29 19 35 14 15

Marqueurs non d�etect�es 0 0 18 7 85 29 0 0
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A1 (3; 6; 8) A2 (2; 6; 8) A3 (2; 6; 8) B1 (2; 4; 6)

C1 (14; 18; 22) D1 (3; 6; 8) D2 (1:5; 3; 5) D3 (1:5; 3; 5)

D4 (1:5; 3; 5) D5 (1:5; 3; 5) D6 (1:5; 3; 5) D7 (1:5; 3; 5)

D8 (1:5; 3; 5) D9 (1:5; 3; 5) D10 (1:5; 3; 5) D11 (1:5; 3; 5)

Fig. 45 - Centres d�etect�es sur nos 16 images de test. Les param�etres employ�es pour
chaque image sont indiqu�es sous la forme d'un triplet (rmin; rmax; e). Le rayon des
cercles est proportionnel �a la valeur de � (les �echelles sont di��erentes d'une image
�a l'autre).
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5.2 Localisation de la projection d'une grille r�eguli�ere

d'�el�ements circulaires

Dans cette section, on cherche la position dans une image d'une grille r�eguli�ere de
disques. Les images des s�eries C et D contiennent de telles grilles.

Connaissant les dimensions r�eelles de la grille (le nombre de disques et la distance
entre deux disques dans chaque direction), on souhaite retrouver la position de son
projet�e sur l'image.

Nous proposons ici quelques exp�eriences men�ees dans ce sens. On note Ai pour
i = 1 : : :n l'ensemble des candidats et �i la valeur de � au point Ai de l'image.

5.2.1 Signature

La premi�ere id�ee venant �a l'esprit est de rechercher les directions pr�epond�erantes
d'alignement des candidats. Pour ce faire, nous proposons, pour deux candidats
Ai et Aj distincts, de calculer d'une part l'angle �ij que fait la droite AiAj avec
l'horizontale (�ij est dans [0; �[), et d'autre part le scalaire dij =

�i�j

jjAiAjjj
.

On fait alors la somme des pics de hauteur dij et d'abscisse �ij :

s(�) =
X
i6=j

dij�(� � �ij): (5.5)

Cette fonction est ensuite convolu�ee par une gaussienne, �echantillon�ee r�eguli�erement
sur [0; �[, puis ses valeurs sont ramen�ees �a l'intervalle [0; 1]. Les graphes des fonctions
ainsi obtenues sont pr�esent�es �gure 46.

Les angles des projet�es des deux directions principales de la grille sont ensuite
d�etermin�es en recherchant le maximum absolu de ces fonctions, puis le maximum
local formant approximativement un angle droit avec cette premi�ere direction. La
�gure 47 montre les angles obtenus superpos�es aux images initiales. On voit que
cette heuristique ne donne pas toujours les r�esultats escompt�es (images D6, D8 et
D9).

5.2.2 Corr�elation angulaire

Une autre approche consiste �a regarder dans quelles directions les projections des
candidats sont regroup�ees. On fait donc tourner une droite passant par l'origine
en projetant orthogonalement tous les candidats dessus. Pour certains angles, les
points se regroupent, et on cherche les valeurs de l'angle formant des groupes de
taille homog�ene r�eguli�erement r�epartis sur la droite. On obtient ainsi non seulement
les directions principales de la grille, mais aussi la p�eriode et le d�ecalage selon ces
directions.

La �gure 48 montre les r�esultats obtenus avec cette seconde m�ethode.
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Fig. 46 - Signatures obtenues �a partir des images des s�eries C et D.
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C1 D1 D2

D3 D4 D5

D6 D7 D8

D9 D10 D11

Fig. 47 - Angles d�eduits des signatures de la �gure pr�ec�edente.
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C1 D1 D2

D3 D4 D5

D6 D7 D8

D9 D10 D11

Fig. 48 - Angles obtenus selon la m�ethode de corr�elation angulaire.
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5.3 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de voir sur un exemple comment le probl�eme de la
segmentation se simpli�e lorsque les objets �a segmenter sont connus.

Cette connaissance permet d'obtenir des algorithmes robustes et pr�ecis, tout en
restant assez e�caces.

L'utilisation conjointe de ces m�ethodes et de mod�eles pr�ecis des cam�eras permet
d'atteindre des pr�ecisions de l'ordre du centi�eme de pixels, sur les cas trait�es dans
la litt�erature (disques, arêtes, coins).

Comme perspectives, on peut envisager le suivi en temps r�eel d'images contenant
des grilles, le crit�ere � pouvant n'être recalcul�e qu'au voisinage des candidats de
l'image pr�ec�edente, et aux positions d�eduites par la position de la grille.
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Contenu de ce document et contributions personnelles

Ce document expose d'une part la conception d'une application chirurgicale et
son exp�erimentation, et d'autre part l'�etude de probl�emes math�ematiques et algo-
rithmiques fondamentaux, utilis�es dans les applications des GMCAO.

Nous pr�esentons tout d'abord la conception et la r�ealisation d'un syst�eme d'assis-
tance �a une op�eration chirurgicale : la r�etrop�eriton�eoscopie.

La conception de ce syst�eme comprend la d�e�nition d'un protocole de calibrage
des instruments, recalage du patient, et r�ealisation du geste. Nous avons �egalement
con�cu des instruments (marqueur \boule", socle de calibrage) permettant le rep�erage
de l'instrument chirurgical et son calibrage.

La r�ealisation logicielle du syst�eme utilise un ensemble de processus sp�ecialis�es,
partageant les images et les mesures de position. Cette r�ealisation modulaire permet
ais�ement l'adjonction de fonctionnalit�es au syst�eme. Des travaux sont en cours au
laboratoire TIMC a�n d'utiliser le syst�eme dans d'autres contextes chirurgicaux.

Nous pr�esentons des exp�eriences de validation du syst�eme sur des sp�ecimens ana-
tomiques.

Nous proposons ensuite une solution originale au probl�eme de la mod�elisation de
la g�eom�etrie et de l'�evolution d'un syst�eme de solides dans un contexte chirurgical.

Cette �etude est bas�ee sur un vaste travail de bibliographie dans les domaines de
l'animation et du modelage par ordinateur, de la m�ecanique des milieux continus,
et des m�ethodes d'�el�ements �nis.

Nous justi�ons l'hypoth�ese d'une �evolution quasi-statique du syst�eme dans le cadre
d'un geste chirurgical. Cette hypoth�ese permet de ne pas prendre en compte l'iner-
tie des solides, et d'�eviter ainsi les probl�emes de \d�erive �energ�etique" propres aux
mod�eles physiques classiques g�erant les contacts et les collisions.

Nous s�eparons les trois composantes des mod�eles de syst�emes de solides : repr�e-
sentation de la g�eom�etrie et des d�eformations, contraintes, et algorithme de contrôle.
Ceci nous permet de concevoir un mod�ele modulaire g�erant la cohabitation de so-
lides dont la repr�esentation et les propri�et�es sont di��erentes : instruments rigides,
organes \mous".

Nous avons utilis�e des solides pav�es par des �el�ements param�etriques, et d�etaillons
la fa�con d'associer �a chaque solide une �energie potentielle �elastique d�ependant de sa
d�eformation.

En�n, nous proposons une solution pour traiter le probl�eme des contacts �etendus
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permanents entre des solides, ind�ependamment de leur repr�esentation et de leur
comportement.
Des �gures illustrent le fonctionnement du mod�ele en dimension 2.

Les autres probl�emes �etudi�es ont trait �a l'obtention de la pr�ecision n�ecessaire
lors de la mise en �uvre du syst�eme d'assistance. Nous abordons �a travers des cas
particuliers les probl�emes de la mise en correspondance et de segmentation.
Les probl�emes de mise en correspondance et de calibrage n�ecessitent la manipu-

lation de rotations. Nous consacrons ainsi un chapitre �a l'�etude de leurs propri�et�es
et repr�esentations.
Nous pr�esentons une synth�ese des d�e�nitions et propri�et�es des rotations, ainsi que

de leurs repr�esentations en dimensions 2 et 3. En particulier, dans le cas du passage
d'une repr�esentation �a une autre en dimension 3, nous donnons des d�eveloppements
permettant d'am�eliorer la pr�ecision des algorithmes existants au voisinage des sin-
gularit�es. Une section porte sur l'�etude g�eom�etrique des rotations en dimension 4.
Nous �etudions la mise en correspondance de nuages de points appari�es. Nous

exposons et comparons les algorithmes propos�es dans la litt�erature sur ce sujet,
puis nous proposons une nouvelle approche utilisant la repr�esentation de la rotation
inconnue par son \vecteur rotation".
La segmentation est abord�ee dans le cas de la d�etection pr�ecise de projections

d'objets circulaires, et de grilles d'objets circulaires. Nous �etudions trois facettes de
ce probl�eme. Nous voyons d'abord comment localiser grossi�erement l'ensemble des
objets pr�esents sur une image. Ensuite, nous montrons comment on peut ra�ner
cette information �a des r�esolutions tr�es inf�erieures au pixel. En�n, nous pr�esentons
quelques exp�eriences sur la localisation globale d'une grille d'objets circulaires.

Perspectives

La construction d'un syst�eme simulant le comportement des solides concern�es par
le geste chirurgical est un prolongement naturel de ces travaux. Elle consiste �a inclure
le mod�ele de syst�eme de solides dans l'application d'assistance.
D'autres applications sont envisageables, en particulier la superposition d'images

vid�eo et d'images de synth�ese du mod�ele informatique, et l'interfa�cage du syst�eme
avec des p�eriph�eriques de \retour d'e�ort".
L'acquisition des surfaces et des param�etres du comportement des organes peut se

faire �a l'aide des techniques �evoqu�ees dans la conclusion de la deuxi�eme partie : atlas
anatomiques, mesures directes sur les instruments, ajustement d'un mod�ele sous
le contrôle d'un chirurgien. L'utilisation de la vid�eo et des syst�emes d'acquisition
optiques de surfaces permettrait �egalement de suivre les d�eplacements des organes.

L'�etude des composants math�ematiques et algorithmiques de base des GMCAO
o�re des perspectives int�eressantes, que ce soit pour la conception d'algorithmes
e�caces de mise en correspondance, l'utilisation des propri�et�es g�eom�etriques des
rotations en dimension 4, ou le calibrage automatique de syst�emes de vision.
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