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Résumé

Cette thése concerne la reconstruction de modéles 3D de scénes a partir d'images prises par des caméras.
Il est courant de reconstruire a partir de sous-ensembles d’'images puis de fusionner les modéles partiels ainsi
obtenus par une phase d’alignement 3D. Les algorithmes de reconstruction et d’alignement s’appuient sur des
correspondances de points ou de droites entre les images. La localisation de ces points ou droites dans les
images est affectée par un bruit de mesure, influengant la qualité des modeles 3D reconstruits. Cette thése est
centrée sur I'obtention de résultats optimaux et sur les problémes de représentation qui en découlent.

La premiére partie de cette thése aborde le probléme de la reconstruction de modéles 3D. Les cas des camé-
ras calibrées et non calibrées sont traités. Nous développons des méthodes de reconstruction de points, de droites
et de caméras. Lincorporation de contraintes géométriques de coplanarité permet la reconstruction conjointe
de plans. Nos contributions principales sont le développement et la comparaison de méthodes permettant la
reconstruction 3D optimale de points, droites, plans et caméras.

La deuxiéme partie de cette these aborde le probléme de I'alignement de modéles 3D, qui consiste a estimer
la transformation géométrique liant deux modeles 3D. Les méthodes existantes sont basées sur des correspon-
dances de points. Nous étudions le cas des correspondances de droites. Les cas des caméras calibrées et non
calibrées sont traités. Nos contributions majeures dans ce domaine sont, d’un point de vue théorique, une étude
des transformations géométriques de droites 3D. Plus précisément, nous étendons la représentation matricielle
standard, adaptée aux points, en une représentation adaptée aux droites. D’un point de vue pratique, nous déve-
loppons et comparons plusieurs méthodes d’alignement linéaires et non-linéaires.

Nous proposons finalement des méthodes de reconstruction de modéles 3D lorsque la scéne observée n’est
pas rigide. Par ailleurs, nous développons un méthode de détection automatique de surfaces planes dans une
modele 3D.

Mots clés : vision par ordinateur, reconstruction tridimensionnelle, reconstruction projective, ajustement de
faisceaux.

Abstract

This thesis deals with the reconstruction of 3D models of scenes from images taken by cameras. It is
common to reconstruct from subsets of images and to merge the partial 3D models, based on a 3D alignment
step. Reconstruction and alignment algorithms rely on point or line correspondences between the images. The
position of these features in the images is affected by noise, which influences the quality of the reconstructed
3D models. This thesis focuses on obtaining optimal results and on the problems of representation which are
induced.

The first part of this thesis tackles the problem of reconstructing 3D models. Calibrated and uncalibrated
cameras are dealt with. We develop methods for the reconstruction of points, lines and cameras. The incorpora-
tion of geometric coplanarity constraints allows simultaneous reconstruction of planes. Our main contributions
are the development and the comparison of methods for the optimal 3D reconstruction of points, lines, planes
and cameras.

The second part of this thesis is concerned with the problem of aligning 3D models, or equivalently, esti-
mating the geometric transformation relating two 3D models. Existing methods are based on point correspon-
dences. We study the case of line correspondences. Calibrated and uncalibrated cameras are dealt with. Our
major contributions in this domain are, from a theoretical point of view, the study of geometric transformations
of 3D lines. More precisely, we extend the standard matrix representation, suitable for points, to a representa-
tion suitable for lines. From a practical point of view, we develop and compare numerous linear and non-linear
alignment methods.

Finally, we propose methods for the reconstruction of 3D models for non-rigid scenes and a method for the
automatic detection of planar surfaces within a 3D model.

Keywords : computer vision, threedimensional reconstruction, projective reconstruction, bundle adjustment.
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CHAPITRE

1

INTRODUCTION

Lavision par ordinateura pour vocation d’inférer de 'information a partir d'images, en général des photo-
graphies ou des films vidéos. Les applications sont multiples : la vidéo-surveillance, la création de modéles 3l
numériques, la recherche d’'information dans des bases d’'images ou de films vidéos, la chirurgie assistée [
ordinateur, etc. Les problemes sont en général posés comme des problémes inverses. Parallélement aux ay
cées théoriques en vision par ordinateur, le développement des technologies qui en sont le produit a été ren
possible grace a la démocratisation d’appareils photos et de caméras vidéo numériques intégrant des syster
optiques de grande qualité. L'expansion des systemes informatiques a fourni la puissance de calcul nécesse
au traitement des données.

La vision 3D par ordinateurest un sous-ensemble de la vision par ordinateur, dont le but est d'inférer
de l'information tridimensionnelle a partir d’images. La photogrammeétrie est un domaine proche, ayant un
but similaire. Lorsque nous observons notre environnement, nous sommes capables, en général, d’estimer
distance qui nous sépare des différents objets, de comparer ces distances, d’estimer des vitesses. De man
générale, nous obtenons de I'information de nature tridimensionnelle. Le but de la vision 3D par ordinateur es
de réaliser une tache similaire, a I'aide d’un périphérique de capture d'image (par exemple un appareil photo c
un caméscope numeérique), camérarelié a un ordinateur. Plus précisément, a partir de deux images (ou plus)
d’'une méme scene, prises de points de vue différents, le but est d’inférer des informations tridimensionnelle:
telles des profondeurs, souvent assimilées a la reconstructionmibd@éle numérique 3de la scene. Il est
courant en vision 3D par ordinateur, de calculer les positions 3D des caméras conjointement a toute inférenc
d’'information tridimensionnelle.

La photogrammeétrie est un domaine plus ancien et donc plus mature que la vision 3D par ordinateur. D
nombreuses applications en découlent, principalement la réalisation de mesures tridimensionnelles précis
et fiables. La photogrammeétrie differe de la vision 3D par ordinateur dans le sens ou I'environnement es
souvent supposé contrblable. Par exemple, on suppose couramment en photogrammeétrie, que les positions
des caméras sont connues, au moins approximativement. Les photogrammetres utilisent souvent des modé
mathématiques poussés afin d’améliorer la précision des résultats, et cherchent a quantifier leur fiabilité.

Cette thése s'inscrit dans le domaine de la vision 3D par ordinateur, avec quelques contributions a de
domaines communs avec la photogrammeétrie. Par exemple, nous ne supposons pas les positions 3D des cam
connues a priori.
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Nous nous intéressons a la reconstruction de modéles 3D a partir d'images, ou tout simpleatmtda
truction. Un modéle 3D reconstruit peut étre utilisé pour générer de nouvelles vues de la scéne, et peut étre
modifié a I'aide d’un outil de modélisation interactive. Des objets peuvent étre modifiés, ajoutés ou suppri-
més. De méme, les couleurs, les apparences et I'atmosphére de la scéne peuvent étre changés. Les applications
sont nombreuses, en particulier, les jeux vidéos, la navigation autonome, 'architecture, la réalité augmentée, la
post-production cinématographique, etc.

Nous nous intéressons plus particulierement a la reconstrugtitmalede modéles 3D. La définition du
terme optimal requiert de poser plus précisément le cadre de I'approche, en particulier d’en définir les données
d’entrée, et de caractériser plus précisémentéelses de reconstruction

1.1 Modélisation et données d’entrée

Il nous apparait important de définir en premier lieu la représentation du modéle 3D. Le choix de cette
représentation est lié a plusieurs facteurs, notamment I'utilisation qui sera faite du modéle 3D. Avant d'aller plus
avant, rappelons qu’'un modéle 3D est souvent constitué de la scéne observée, désignée pastieitenmne
et des caméras ayant acquis les images, désignées par lariermement

La représentation de la structure peut étre inspirée des techniques développées dans le domaine de la syn-
thése d’'images. Un choix standard consiste a utiliser un ensemble de facettes planes, reposairsithaes
telles des points ou des droites. Lutilisation d’images de textures et la modélisation de la réflectance de ces fa-
cettes permet de conférer un aspect photoréaliste a la structure. Une autre représentation est la représentation
volumique, basée sur une discrétisation de I'espace en volumes élémentaires.

Nous utilisons différentes représentations, constituées de primitives, et parfois de plans reposants sur ces
primitives. Les projections des primitives sont directement mesurables dans les images : une primitive 3D se
projette en général en une primitive de méme nature dans les images.

Nous ne donnons pas ici de détails sur la représentation du mouvement. Nos contributions sont formulées
dans la mesure du possible pour le cas général dectanstruction projectives’est a dire a partir de caméras
non calibrées, et sont spécialisées, lorsque ceci n'est pas trivial, au cas de caméras calibrées.

Les données d’entrée que nous utilisons sont des correspondances de primitives image, c’est a dire issues
de la projection d’'une méme primitive 3D. D’autres possibilités de données d’entrée sont des contours ou sil-
houettes d’objets, ou le flot optique, c’est a dire le déplacement relatif de chaque pixel entre les images. Plus
précisément, nous utilisons des correspondances de points ou de droites et éventuellement des contraintes géo-
métriques entre ces primitives, de type coplanarité. Le probléme de la détection et de la mise en correspondance
des primitives n’est pas abordé dans cette thése : nos algorithmes se situent en aval de cette étape. La position
des primitives image est affectée parlrnit de détectionLe probléme de la détection automatique de relations
géomeétriques, telle la coplanarité, est abordé comme une contribution annexe de cette these.

1.2 Stratégies et taches de reconstruction

Cette section examine quelques stratégies de reconstruction a un niveau conceptuel global. La reconstruc-
tion est I'inférence d’un modéle 3D a partir d'images. Lorsqu’un petit nombre d’'images est traité, le modéle 3D
complet est souvent obtenu paférence directex partir des images. Ce que nous appelons inférence directe,
est la brique de base de la reconstruction, consistant a passer des primitives image aux primitives 3D et éven-
tuellement aux caméras. Linférence directe d'un modele 3D s’applique mal & un grand nombre d'images. La
complexité des structures algébriques encapsulant la géométrie multi-vues s’accroit rapidement avec le nombre
d'images. D'autres stratégies de reconstruction sont alors mises en ceuvre. Elles reposent sur I'inférence d’'un
ou plusieurs modeles 3D partiels a partir de petites sous-séquences d’'images. La premiére stratégie consiste
a compléter un modéle 3D en inférant itérativement chaque caméra et de nouvelles primitives par rapport au
modéele 3D existant. La deuxieme stratégie considieséonnerplusieurs modéles 3D partiels. La fusion de
modeles 3D requiert lewalignementet sera désignée par ce terme.

Ces deux stratégies conduisent #@cshes de reconstructiosuivantes :
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> inférence directel’'un modele 3D;

> inférence d’'une caméra et de primitives, par rapport a un modele 3D patrtiel ;

> alignementde modeles 3D partiels.
Cette thése aborde les problemes de I'inférence directe d’'un modele 3D et de l'alignement de modeles 3|
partiels.

1.3 Reconstruction optimale

On peut maintenant se poser les deux questions suivantes :

> quelle est la définition du termaptimal ?

> comment définir urcritere ou fonction de cogtdont la minimisation conduirait a un résultat optimal ?
Nous utilisons le terme optimal au sens statistiquendximum de vraisemblanc@’est une définition standard
en vision par ordinateur, basée entre autres sur I'hypothése que toutes les configurations géométriques s
équiprobables. Le choix du maximum de vraisemblance est raisonnable sous I'hypothése que le bruit sur Ie
données est faible (par exemple de I'ordre de quelques pixels sur la position de points image), ce qui est souve
le cas en vision par ordinateur, et en particulier pour les problémes que nous étudions. En faisant I'hypothése g
la distribution du bruit de mesure est centrée, Gaussienne, identique et indépendante, I'estimation au maximu
de vraisemblance est donnée par la minimisation eledur de reprojectionCette derniére décrit comment le
modéle 3D explique les mesures.

Nous ne remettons pas ces hypothéses standards en question, et assimilons I'estimation optimale a la mi
misation de I'erreur de reprojection. C’est une fonction de colt couramment utilisée en vision 3D par ordinateu
et en photogrammétrie.

Le probléme du calcul d’une solution est une instance d'une classe de problémes plus générale, qualifiée
maniére différente selon les communautés, entre autres, erreurs-dans-les-vanatifees carrés totatix
ou régression en distances orthogorfales

L'erreur de reprojection s’exprime comme une somme de carrés non-linéaires en termes des parametres
la structure et du mouvement. L'estimation optimale consiste a minimiser I'erreur de reprojection sur tous ce:
paramétres. Il n’est pas possible de calculer une solution de maniere directe : la reconstruction est effectu
de maniére itérative, par mises a jour successives des parameétres, ayant pour but de minimiser l'erreur
reprojection. Nous utilisons des techniques d’optimisation locale, permettant d’améliorer une solution initiale
sous-optimale (c'est a dire ne minimisant pas I'erreur de reprojection). Les algorithmes ainsi obtenus son
rassemblés sous le vocatdgistement de faiscedudNotons que I'erreur de reprojection ne dépend pas du
niveau de calibrage interne (par exemple de la connaissance de la distance focale ou du point principal) d
caméras.

Deux problémes principaux sont soulevés :

> I'estimation d’unesolution initiale un point de départ pour I'optimisation non-linéaire itérative ;

> la conception d’un@aramétrisation algébriquadaptée aux algorithmes d’optimisation non-linéaire.

Un ajustement de faisceaux est souvent utilisé comme étape finale d’un processus de reconstruction. Les éta
antérieures sont considérées comme l'initialisation. Notons que selon la stratégie de reconstruction, les étap
relevant de l'initialisation sont elles-mémes des taches de reconstruction, et font I'objet du calcul d’'une solutior
initiale et éventuellement d’'un ajustement de faisceaux.

Les problemes de l'initialisation et de la paramétrisation sont détaillés ci-dessous.

1.3.1 Initialisation

Il nexiste pas de solution directe et optimale au probléme de la reconstruction. Cependant, I'estimatior
itérative non-linéaire nécessite un point de dépatrt, le plus proche possible de la solution optimale. Linitialisatior

Lerrors-in-variables” olEIV en Anglais.

total least squares” ouLs en Anglais.
orthogonal distance regression” @pRr en Anglais.
4pundle adjustment” en Anglais.

2u
3u
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est donc une étape difficile, car I'erreur de reprojection est non-linéaire, et une solution initiale trop mauvaise
provoque la convergence de I'ajustement de faisceaux vers un minimum local correspondant a une solution
sous-optimale. L'approche classique est de formuler l'initialisation comme un probléme de moindres carrés
linéaires, permettant I'estimation directe d’'une solution initiale. Plusieurs formulations sous bien sar possibles,
et conduisent a des résultats différents. L'analyse de la fonction de colt minimisée par un algorithme linéaire
permet en général de comprendre ses performances. A ce stage, il semble naturel de se poser la question
suivante :

> existe-t-il un critere et une méthodologie pour le choix d’'une fonction de codt linéaire ?
Notons que la comparaison expérimentale permet de départager les différentes fonctions de co(t.

1.3.2 Paramétrisation

La phase d'ajustement de faisceaux fait appel a des algorithmes d’optimisation de fonctions de co(t de
moindres carrés non-linéaires, souvent dérivés de l'algorithme de Newton. L'application de ces algorithmes
au probléme de I'ajustement de faisceaux requiert une paramétrisation algébrique du probléme, c’est a dire un
jeu de parametres sur lesquels agir, afin de faire évoluer la fonction de codt. Les représentations naturelles des
entités 3D, caméras, points, droites, plans, etc., ne constituent pas toujours une paramétrisation adaptée. Ceci
souléve la question suivante :

> quelle est la définition d’'une paramétrisation adaptée a I'ajustement de faisceaux ?

1.4 Contributions

Cette thése regroupe une grande partie de nos contributions aux domaines de la vision 3D par ordinateur
et de la photogrammétrie. Ces contributions concernent la résolution de certaines taches précises de recons-
truction. Des problémes variés sont abordés, et les contributions sont, de ce point de vue, indépendantes. Par
contre, elles sont étroitement liées par des concepts plus généraux que les taches de reconstruction, formant les
lignes directrices, en d'autres termes le fil conducteur de cette thése. Nous présentons ces lignes directrices,
puis donnons le détail des contributions plus précises.

1.4.1 Lignes directrices

L'élaboration de nos contributions a été guidée par les deux concepts clefs suivants. Ces concepts sont issus
du questionnement précédent concernant la méthodologie de la définition d’'une fonction de codt linéaire, et la
définition de critéres de qualité associés a une paramétrisation :

> Formuler des méthodes d'initialisation minimisant des fonctions de codt les plus proches pos-

sible de I'erreur de reprojection. Comme discuté ci-dessus, la solution initiale conditionne souvent la
convergence d’un ajustement de faisceaux vers le minimum de I'erreur de reprojection recherché. Intui-
tivement, plus la forme de la fonction de co(t est proche de celle de I'erreur de reprojection, meilleure
sera l'initialisation. Cette définition est floue, mais peut étre concrétisée par des critéres plus preécis,
par exemple une fonction de colt basée sur une distance Euclidienne pour comparer les mesures et les
prédictions est a priori plus souhaitable qu'une autre basée sur une distance algébrique. Les résultats
expérimentaux obtenus confirment cette intuition. De maniere générale, nous tentons de minimiser di-
rectement I'erreur de reprojection quand cela est possible, ou une version linéarisée, préservant sa forme.
Nous avons apporté un soin particulier pour que nos méthodes de reconstruction de plans, de triangu-
lation de droites ou encore d’alignement de reconstruction de droites, minimisent des fonctions de codt
répondant a ces critéres;

> Concevoir des paramétrisations adaptées aux algorithmes d’ajustement de faisceala phase

d’ajustement de faisceaux nécessite une paramétrisation du probleme. Cette paramétrisation influence
entre autres le temps de calcul, la stabilité numétrique de I'estimation et la facilité d’implantion de I'al-
gorithme. Nous désirons que nos paramétrisations répondent a certains critéres de qualité. Pour ce faire,
une étude préliminaire a nos contributions a pour but de définir de tels critéres. Ces derniers sont en-
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suite exploités pour la conception de différentes paramétrisations. Un des critéres que nous considérol
comme important est leninimalité: est-ce que la paramétrisation permet de conduire I'optimisation
sur un nombre de paramétres correspondant au nombre de degrés de liberté physiques du probléme ~
oui, on parlera alors dptimisation minimaleLes autres criteres de qualité que nous considérons sont,
brievement, ldinéarité (la paramétrisation doit étre le plus linéaire possibleiktité et lescontraintes
internes(le jeu de parametres doit étre de préférence unique, sans étre soumis a des contraintes interne
la complétuddla paramétrisation doit pouvoir représenter toutes les instances de I'entité représentée), €
d’autres que nous ne détaillons pas ici. Nous proposons des paramétrisations de la matrice fondamenta
des structures planes par morceaux, ou encore des droites 3D, tentant de satisfaire au mieux ces critér

1.4.2 Paramétrisations et algorithmes

Nous listons ci-dessous les différentes taches de reconstruction abordées dans cette thése, et de man
plus pragmatique que ci-dessus, les paramétrisations et algorithmes proposés pour leur résolution :

> Reconstruction de points et de deux caméras non calibréeSette tache de reconstruction est essen-
tielle en vision 3D par ordinateur. Elle consiste a estimer la matrice fondamentale entre deux vues ains
gu’un nuage de points dans I'espace projectif. Nous abordons le probleme de I'ajustement de faisceau:
et de maniére plus générale, de I'optimisation non-linéaire de la matrice fondamentale. Les paramétrise
tions existantes permettant I'optimisation minimale conduisent a des solutions algorithmiques compli-
guées ou sous-optimales. Nous proposongpaésentation orthonormale de la matrice fondamen-
tale, permettant I'estimation non-linéaire minimale de maniére simple. Cette contribution est précédée
de I'étude de ce que nous appelon&letorisation totale de la matrice fondamentale Ce formalisme,
basé sur lesransformations épipolaires étenduegjue nous introduisons, permet de former la plupart
des paramétrisations existantes ;

> Reconstruction de plans, de points et de caméra€ette tache de reconstruction consiste a intégrer a
l'inférence directe de points et de caméras, des contraintes géométriques de coplanarité. Les méthod
existantes sont sous-optimales ou font appel a des techniques d’optimisation non-linéaire compliquée:
Le probléme de I'initialisation est rarement abordé. Basé sur une modélisation soigneuse des contrainte
nous donnons des méthodes pour la reconstruction initiale basées sur des fonctions de codt les pl
proches possibles de I'erreur de reprojection. Notre algorithme est basé sur la reconstruction successi
des caméras, des plans, puis des points. C’'est cet ordre de reconstruction qui permet de concevoir d
méthodes efficaces. En particulier, les points sont reconstruit directement sur les plans, en minimisar
I'erreur de reprojection, par nos méthodestdangulation contrainte par coplanarité. Nous pro-
posons une paramétrisation minimale d’une structure plane par morceaux, permettant I'utilisation d’'ur
algorithme d’optimisation non-linéaire standard (non contraint) pour I'ajustement de faisceaux. Nos mé-
thodes nous permettent de mener une étude expérimentale, visant a déterminer les limites de validité d
contraintes de coplanarité (il n’existe pas de surface réelle parfaitement plane) ;

> Reconstruction de droites et de camérad.a reconstruction de droites et de caméras est un probléme
classique en vision 3D par ordinateur et photogrammeétrie. Les algorithmes d’initialisation existants ne
minimisent pas I'erreur de reprojection. Nous proposons un algorithrmdashgulation, minimisant
I'erreur de reprojection. Cet algorithme est obtenu aprés une étude des différentes représentations d
droites 3D. Cette étude met par ailleurs en lumiere le fait que les représentations standards des droits
3D ne sont pas adaptées aux algorithmes d’'ajustement de faisceaux. Nous proposmdsdmtation
orthonormale des droites 30 permettant comme dans le cas de la matrice fondamentale, I'estimation
non-linéaire minimale de maniére simple ;

>> Alignement de reconstructions de droitesNos contributions a cette tdche de reconstruction sont sé-
parées en deux parties. La premiére partie est une contribution théorique a la géométrie algébrique d
droites 3D. Plus précisément, nous étudions I'application d’'un mouvement 3D a une droite 3D expri-
mée en coordonnées de Pliicker. Nous proposonmégsces de mouvement pour droites 3D Ce
sont des matrices de taill@ x 6), permettant d’appliquer un mouvement 3D directement aux coor-
données de Pliicker d’'une droite 3D. Notre formalisme permet de formuler les matrices de mouvemen
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pour droites 3D correspondant a différents types de mouvement : les matrices d’homographie, d’affinité,
de similitude et de mouvement rigide pour droites 3D. La deuxieme partie est centrée sur la concep-
tion d'algorithmes d’estimation d’'un mouvement 3D a partir de correspondances de droites 3D. Aprés
avoir défini la fonction de colt dont la minimisation conduit a un résultat optimal, nous proposons de
nombreux algorithmes d’estimation, tentant de concilier simplicité et de ne pas introduire un biais trop
fort par rapport a la fonction de colt précédemment définie. Ces algorithmes sont basés en partie sur le
formalisme des matrices de mouvement pour droites 3D.

Organisation de la thése. Nous avons donné ci-dessus une introduction générale aux problémes étudiés dans
cette these. Le chapitre 3 donne une vue plus précise sur les méthodes d'initialisation, les techniques d’ajuste-
ment de faisceaux, et les problémes quiy sont associés. En particulier, nous y formulons I'erreur de reprojection
pour la reconstruction de caméras, de points et de droites, et y formalisons le concept de paramétrisation, les
criteres de qualité d’'une paramétrisation et le lien avec les algorithmes d’optimisation non-linéaire employés
pour I'ajustement de faisceaux.

Le chapitre 2 présente les concepts de base et les notations utilisées au cours de la these. Il sert de réfé-
rence, et nous y ferons de nombreux renvois. Il contient des notions standards, mais aussi des concepts parfois
méconnus, tels les propriétés de la matrice des cofacteurs, le principe de I'optimisation quasi-linéaire ou encore
un schéma d’estimation non-linéaire des rotations.

Chacun des chapitres suivants (excepté le chapitre de conclusions et perspectives) contient une introduction
et un état de I'art détaillé sur le probléme qui y est abordé. La plupart contiennent des résultats expérimentaux,
obtenus sur des données simulées et réelles, ainsi que des perspectives de travail.

La répartition de nos contributions sur les différents chapitres est proche de I'ordre suivi dans la section
précédente.

Le chapitre 4 considére le probléme de la reconstruction de points et de deux caméras non calibrées. Le
chapitre 5 aborde le probléme de la reconstruction de points, de plans et de caméras. Le chapitre 6 propose des
méthodes pour la reconstruction de droites et de caméras. Le chapitre 7 contient notre contribution théorique a
la géométrie algébrique des droites 3D, axée sur la mise en évidence et |I'étude des matrices de mouvement pour
droites 3D. Le chapitre 8 étudie I'alignement de reconstructions de droites et de caméras. Le chapitre 9 donne
nos conclusions, synthétise des perspectives de travail sur les sujets abordés, et examine quelques probléemes
ouverts.

Enfin, quatre annexes terminent le manuscrit. L'annexe A est liée a la reconstruction de plans, de points et
de caméras. Elle aborde le probléme de la détection automatique de plans. L'annexe B considére I'étude de la
géomeétrie et de la reconstruction d’'une scéne partiellement dynamique et partiellement statique. L'annexe C est
liée a la reconstruction de droites et de caméras. Nous y développons une méthode auxiliaire nécessaire a nos
algorithmes de triangulation de droites. Finalement, 'annexe D résume d’autres travaux, non détaillés au cours
du manuscrit.



CHAPITRE

2

ELEMENTS DE BASE

Ce chapitre expose les éléments de base né-
cessaires a la lecture de cette thése. Nous y défi-
nissons les conventions et notations utilisées et dé-
veloppons l'utilisation de certains opérateurs et dé-
compositions de matrices. Nous décrivons des me-
sures de distance Euclidiennes et algébriques et le
principe des algorithmes quasi-linéaires. Nous exa-
minons les propriétés des matrices de rotation et un

schéma d’estimation. Nous présentons le modéle de
caméra utilisé, ainsi que la géométrie épipolaire, les
homographies de plan et différents types de mouve-
ments 3D. Finalement, nous décrivons les coordon-
nées de Plicker des droites 3D. Pour compléter la
lecture de ce chapitre, nous renvoyons aux livres de
Faugeras [58], Faugeras et Luong [60] et Hartley et
Zisserman [93].
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2.1 Conventions et notations

Dans cette thése, des entités géométriques telles des points, droites, plans sont considérées en différentes
dimensions. Ces entités sont désignées par des caracteres gras et italiques. Par exemple, les points sont souvent
notésQ et les plandZ. Sauf mention contraire explicite, toutes ces entités géométriques sont exprimées algé-
briguement par des vecteurs de coordonnées homogenes, c’'est a dire définis a un facteur multiplicatif non nul
pres. L'égalité a un facteur prés est notéela notation employée distingue les entités géométriques de leurs
coordonnées exprimées dans une certaine base. Les vecteurs de coordonnées sont souvent notés avec la méme
lettre que I'entité géométrique, écrit avec un caractére gras et droit. Par exemple, les coordonnées@u point
dans une certaine base sont not€eset celles du pladZsont notéedI. Nous ne faisons pas de différence
formelle entre une matrice représentant une transformation géométrique et la transformation elle-méme. Par
exempleH désigne une homographiétla matrice représentant cette homographie.

Les coefficients d’'un vecteuR sont notés avec le méme caractére, en italique, et un indice indiquant sa
position :Q"T = (Q1 Q2 ...), ouT désigne la transposition d’un vecteur ou d’'une matrice. Les vecteurs de
coordonnées sont souvent partitionnés pour distinguer leur dernier coeffiGent (Q' Q).

La taille des entités algébriques est notée a l'aide de parentheses, par exemple la taille du v@atstr-4
notée(4 x 1). Les indices désignent soit la taille d’un vecteur (par exerple ), soit un élément particulier
parmi un ensemble (par exemgly sont les coordonnées dtepoint). Lindice est utilisé pour les caméras,

j pour les points; ou k pour les droites et pour les plans. Le nombre total d'images est notéle points

m, de droitesm ou p et de plans. Lorsque I'on veut désigner les coefficients d’'un élément particulier d'un
ensemble, on sépare les indices par des virgules, par exenl¥ teefficient des coordonnées ¢l point

est notéQ); 3.

Les entités 3D sont souvent notées avec des caractéres majuscules et leurs observations dans des images
avec la méme lettre en mingscule. Ainsi,@j représente les coordonnées @, le 4€™Me point, le point
correspondant observé dans¥d®image est notg;; et ses coordonnéesg; .

Les matrices sont désignées par des caractéres sans sérif, par eXxebppegration de vectorisation par
ligne d'une matrice est notée vect. Par exemple, si les lignes de la mairicesont notées; :

r{
Apxe) = , vectA)' = (] ...t
v
Le symbole~T désigne la transposée de I'inverse (ou de maniére équivalente, l'inverse de la transposée) d’une
matrice,* la matrice des cofacteurs (ses propriétés sont étudiées en §7.33 étansposée de la matrice des
cofacteurs (ou de maniére équivalente, la matrice des cofacteurs de la transposée). Le produit vectoriel est noté
A. La matrice[x], est définie telle que pour tout vecteug3[x|\y = x Ay :

0 —XI3 i)
[x]n = €T3 0 -2
— X9 X 0

Le produit mixte de trois vecteues b etc est noté(a, b, c) et défini par(a,b,c) = a’ (b A c). Il est égal au
déterminant de la matricg b c). Les vecteurs et matrices nuls sont notés respectiveten. La matrice
identité est notéé Leur taille est parfois indiquée lorsque le contexte ne la donne pas.

L'espace projectif de dimensignest noté?. Les groupes de Lie des matrices orthonormales et de rotation
de dimensiorp sont respectivement noté¥p) et.SO(p). La normeL; d’un vecteurQ est notég|Q||. Elle est
donnée pajiQ|> = QT Q. Cette notation désigne de méme la norme de Frobenius d’une mitdédinie par
IA|I% = |[vectA)[|* = vect(A)Tvect(A).

Lors de la reconstruction a partir d'images, les entités prédites par le modéle reconstruit sont niotées tel
Par exempleg,; désigne la prédiction dyf™e point dans lai®™€ image. Certaines notations sont génériques
dans le sens ou elles sont utilisées pour plusieurs problémes et n'ont qu’'un sens “local”. Par exemple, certains
systemes linéaires sont not&s = b et certaines fonctions de catit
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2.2 Espaces Euclidien, métrique, affine et projectif

Dans cette thése, nous travaillons avec plusieurs espaces géométriques : les espaces Euclidien, métrio
affine et projectif. Nous caractérisons brievement ces espaces et les changements de base associés. Le rai
nement est en 3D mais reste valable dans d’autres dimensions, en particulier en 2D. La généralisation se fait
remplacant les plans par des hyperplans.

L'espace Euclidien est celui qui nous entoure : les transformations sont rigides et les grandeurs physique
exprimées dans une unité de mesure. L'espace métrique est I'espace Euclidien ou I'échelle globale a été che
géé. En particulier, il n’est possible d’obtenir une reconstruction Euclidienne que lorsque la mesure d’une
longueur réelle est introduite. En I'absence d’une telle mesure, seule une reconstruction métrique peut étre o
tenue a partir de caméras. En espace affine, les rapports de longueurs et les angles n’ont pas de sens, ma
parallélisme en a un. En espace projectif, toutes ces caractéristiqgues sont perdues. Le tableau 2.1 résume
invariants de ces différents espaces de maniére plus compléte.

Les coordonnées homogénes permettent de modéliser les points a l'infini. Topologiqguement et algébrique
ment, I'infini est modélisé par un plan appelélan a I'infini, noté I, et dont les coordonnées sont :

Im., ~ (000 1).

Un point @ de coordonnée®’ ~ ( QT Q) se situe a linfini si et seulement I'. Q = 0, ce qui est
équivalent &) = 0. La quatrieme coordonnée d’un point indique donc son appartenance au plan a I'infini. Une
autre propriété est que les coordonn&Es ~ ( g IT) de tout planII différent du plan a I'infini satisfont

|TI|| # 0. En espaces Euclidien, métrique et affine, le plan a I'infini correspond au “vrai” plan a l'infini. Ceci
n'est pas toujours vrai en espace projectif, car les transformations projectives ne laissent pas le plan a l'infir
invariant. Le tableau 2.1 résume les caractéristiques des transformations, c’est a dire les changements de b
dans ces différents espaces. Ces transformations sont modélisées par des (datri¢gspermettant d’ap-
pliquer le mouvement directement aux coordonnées homogenes des poiQtse@iésente les coordonnées
homogénes d’'un point dans une certaine base de I'esfi&eeprésente les coordonnées du méme point dans
une autre base de I'espace. Les transformations Euclidiennes sont des mouvements rigides, constitués d’'une
tation et d’une translation. Les transformations métriques sont des similitudes, obtenues en ajoutant un facte
d’échelle aux transformations Euclidiennes. Les transformations affines généralisent le(Bledyisupérieur

de la matrice et les transformations projectives généralisent toute la matrice. Pour illustrer certains raisonne
ments valables sur plusieurs types de mouvement, nous utilisomeatriee de mouvement génériqex 4)

notéeG.

2.3 La matrice des cofacteurs

La matrice des cofacteurd’'une matrice carré§ est notéeS. Nous en examinons certaines propriétés,
dont les preuves découlent de sa définition. La matrice des cofacteurs est surtout utilisée lors de la manipulatic
de droites 3D, aux chapitres 6, 7 et 8. Cette opération est définie quel que soit le rang de laSnhatnisque
ce rang est plein, elle est définie par :

S* = det(S)S7T, (2.1)

ce qui implique en retour que le rang 8k est plein. SiS est de taille(3 x 3) et interprétée comme une
homographie agissant sur des pointsFel’lhomographie duale, agissant sur les droites&ste qui se
traduit par :

(Sx)A (Sy) = S*(xAy). (2.2)

!Nous utilisons les termes “Euclidien” et “métrique”, en dépit du fait que “métrique” évoque la notion d’une mesure de distance
“exacte” (c'est a dire pas a une échelle prés), afin de reste consistant avec les termes Anglais “Euclidean” et “metric” utilisés, par
exemple, par Hartley et Zisserman [93].
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espace | nom de la transformation modélisation | contraintes| #ddl | invariants
Euclidien transformation rigide | D ~ R t R € SO(3) 6 longueurs, aires
0 0 0 1
. N sR t
métrique similitude S~ R e SO(3) 7 angles, rapports de
0 0 o0 1 Io_ngueur, _pomts circu-
laires, conique absolue
, L A t o
affine affinité A~ - 12 parallélisme, centre de
00 0 1 gravite, pI?Q a l'infini,
rapports d'aire
- . H h; : o
projectif homographie H~ - 15 | birapport, colinéarité,
W L intersection, incidence
2

TAB. 2.1 — Caractérisation dgsansformations(aussi appeléesmouvement®u changements de bgsdans

différents espaces. Les invariants des espaces les plus généraux sont valables dans les espaces moins généraux.
Par exemple, le birapport est invariant pour tous les espaces mentionnés ci-dessus. “# ddI” indique le nombre
de degrés de liberté de la transformation.

Cette relation peut étre illustrée en dimension 3x&ity sont les coordonnées de points du plan projectif,

la partie gauche de I'équation s’interpréte comme la droite formée aprés avoir transféré les points par I’homo-
graphiesS, et la partie droite comme le transfert de la droite formée avec les points originaux. Il en découle la
formule :

Sx]AST = [S*x]a. (2.3)
Les deux propriétés suivantes dépendent de la taille de la mé&trice
(ASaxp)* = A's* (2.4)
det(Sy,py) = (det(S))~". (2.5)
Une autre propriété est :
S*ST = STS* = det(S)L (2.6)
Elle est triviale a démontrer en utilisant I'expression (2.1pdElle implique la propriété suivante :
(det(S)=0) = S*ST=0. (2.7)
On montre aussi que :
(rangSqxp) =1) = rangS*) =1 (2.8)
(randSqxpy) =1—-1) = rangS*) =1 (2.9)
(rangSqxpy) <l—1) = rangS*) = 0. (2.10)

Il découle des propriétés (2.7) et (2.9) que lorsque (§ng)) = ! — 1, S est définie de maniere unique (a un
facteur prés) comme le noyau §E'.
Pour terminer, lorsquéet(S) # 0, I'opération réciproque deest déduite de I'équation (2.1) :

(X=5% = S=xxX*/\/]det(X)], (2.11)
S = £(5)*/\/det(SY)]. (2.12)

On en conclut que $§ est de rang pleir§* encapsulé& au signe pres, lorsquea une déficience de rang de 1,
S* encapsulé a un facteur pres, et lorsg&ea une déficience de rang supérieure & gst la matrice nulle.

ce qui implique la relation :
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2.4 Quelques décompositions de matrices

Nous donnons brievement les propriétés de quelgues décompositions de matrices. Ces décompositions s
utilisées dans cette thése pour la résolution de systémes linéaires ou la paramétrisation de certaines enti
géométriques. Nous présentongdicomposition en valeurs singuliérpsis ladécompositiorQR. Nous ren-
voyons par exemple au livre de Golub et Van Loan [71] pour une vue plus globale et de nombreux détails su
différentes décompositions de matrices. Notons que selon les auteurs ou la décomposition considérée, le ter
factorisation est parfois utilisé (par exemple Golub et Van Loan parlent de la factorigaion

2.4.1 Décomposition en valeurs singulieres

La décomposition en valeurs singuliergSingular Value Decomposition” ogavb en Anglais) est un outil
permettant, entre autres, d'obtenir la solution d'un systéme linéaire exact, la solution au sens des moindre
carrés d'un systéme linéaire sur-contraint et donne une famille de solutions pour un systeme linéaire sou:
contraint. La décomposition en valeurs singuliéres donne aussi un diagnostique de la situation. Dans cet
thése, elle est principalement utilisée pour la résolution au sens des moindres carrés de systémes linéaires ¢
contraints. Nous ne la présentons que succinctement.

La décomposition en valeurs singuliéres est basée sur le théoréme d’algébre linéaire suivant. Toute matri
A de taille(r x c) peut étre décomposée comme suit :

A(r><c) = U(rxc)z(cxc)vz—cXc)’
ou U a des colonnes orthonormal&égest orthonormale et contient les vecteurs singulierd,det 3> est diago-
nale et contient les valeurs singulieresAdé.a plupart des algorithmes de décomposition en valeurs singulieres
ordonnent les valeurs singulieres de maniére décroissante. Lorsque le rangedt pas plein, les derniéres
colonnes de/ forment une base orthonormale de I'espace nul droifd8upposong > ¢, comme c'est le
cas lorsqueA représente un systéme linéaire exact ou sur-contraint. NateasangA) < c¢ le rang deA.
La déficience de rang di, c’est a dire la dimension de son espace nul droit, est donnég pat — a. On
partitionne la décomposition en valeurs singuliéres comme :

Y(exey = diag(oy,...,04,0,...,0)

V(c><c) = (V(cxa) \_/(cXg))'

Les colonnes de la matriaéforment une base orthonormale de I'espace nul droA deest a direAV = 0.

2.4.2 DécompositiomR

La décompositiomR est basée sur le théoreme suivant. Toute magide taille (» x ¢) peut étre décom-
posée comme suit :

A(r><c) - Q(TXT)R(TXC)7

ouQ est orthonormale & est triangulaire supérieure. Lorsgiest rectangulaireR est constituée d’une sous-
matrice triangulaire supérieure et,;st> ¢, complétée avec des lignes de zéros ou, si ¢, amputée de ses
derniéres lignes. Lorsque le rang Ala’est pas plein, un nombre de lignes Rieorrespondant a la déficience
de rang est mis a zéro. Les derniéres colonneg filement une base de I'espace nul gauchédear exemple,
sir < ¢, avec les notations de la section précédente, on peut écrire :

R
— (axc)
R(r><c) (0((r—a)><c)>

Q(TXT') = (Q(rxa) Q(rxg))’
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ou Q(QXC) est une matrice triangulaire supérieure de tailbec) amputée de sesderniéres lignes. Les colonnes
de la matriceQ forment une base de I'espace nul gauchédeest a dir@Q"A = 0.
La décompositiom@L d’'une matrice est similaire a la décompositioR, a la différence prés qu’un produit
entre une matrice orthonormale et une matrice triangulation inférieure est obtenu. Il existe d’autres décomposi-
tions du méme stylerqQ, LQ, QP, TZ.

2.5 Mesures de distance

Nous examinons plusieurs mesures de distance entre entités géométriques (points, droites, plans, etc.),
leurs fomulations algébriques et leurs caractéristiques. Ces mesures de distance sont utilisées tout au long
de cette thése dans les algorithmes d’estimation de transformation géométrique (par exemple de la matrice
fondamentale). La mesure de distance “naturelle” entre entités géometriqueslissinae Euclidiennedont
I'expression algébrique est souvent non-linéaire lorsque des coordonnées homogenes sont utilisées. De plus,
certaines entités manipulées peuvent ne pas étre de nature finie, en particulier lors de I'utilisation d'espaces
projectifs, ce qui empéche l'utilisation d’'une distance Euclidienne. Pour ces raisons, nous passons en revue des
mesures deistance algébriquedasées sur une comparaison directe des vecteurs de coordonnées homogénes.
Ces distances sont biaisées par rapport a la distance Euclidienne et n'ont pas de signification géométrique
physique. Leur expression algébrique est souvent bilinéaire, et permet de construire des systemes linéaires,
par exemple I'algorithme des huit points pour I'estimation de la matrice fondamentale. Dans certains cas, le
biais peut étre exprimé explicitement via fatteur de biaisCertains algorithmes d’estimation utilisent cette
propriété via un schéma de moindres carrés linéaires repondérés itérativement. Ces algorithmes sont souvent
appelégjuasi-linéaires L'estimation d’entités géométriques est étudiée dans la section suivante.

Nous commengons par examiner les distances Euclidiennes puis algébriques, et enfin les facteurs de biais.

2.5.1 Distances Euclidiennes

Nous introduisons les distances Euclidiennes entre différentes entités et en différentes dimensions. Nous
formulons ces distances en termes de coordonnées homogénes. Notons que la distance Euclidienne n’est définie
gu’entre un point (variété de dimension 1) et une hypersurface (variété de dimension comprise entrd ) et
Par exemple, on peut mesurer une distance Euclidienne entre un point 3D et un plan, entre un point 3D et
une droite 3D ou entre deux points 3D. Les distances Euclidiennes ne sont définies qu’en espaces métrique et
Euclidien.

Distance point-point. La distance entre deux pointset y de I'espace Euclidien de dimensipnreprésentés
respectivement par des vecteurs de coordonnées homogeénes df(jiailld) x 1) notésx' ~ (X' z) et
y' ~ (3" %), avecx # 0 ety # 0, est donnée par :

X Y9
d2 = ||I= = Z|]. 2.13
PP(X7Y) Hx Y H ( )

Distance point-hyperplan. La distance entre un point et un hyperplanlI (par exemple une droite gi =
2 ou un plan sip = 3), représentés respectivement par des vecteurs de coordonnées homogenes de taille
((p+1) x 1) notésx etII, avecr # 0 et||II|| # 0, est donnée par :

(x"II)?

B (x, ) = X2
PH(X7 ) -TQHHHQ

(2.14)

Autres. Une distance Euclidienne peut aussi étre calculée entre des points et des variétés linéaires ou non-
linéaires de dimension quelconque. Il n'existe pas forcement de formulation analytique pour ces distances,
comme par exemple pour la distance entre un point et une conique dans le plan Euclidien.
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2.5.2 Distances algébriques

Nous considérons deux types de distances algébriques. Le premier concerne la comparaison d’entités
méme dimension, par exemple deux points ou deux droites. Il est induit par la comparaison directe des vecteu
de coordonnées homogenes. Le deuxiéme type concerne la distance entre entités de dimensions différentes,
exemple entre un point et un hyperplan, et se formule a partir des contraintes algébriques entre les vecteurs
coordonnées homogénes. Ces distances algébriques n’ont pas de signification géométrique physique.

Distance vecteur-vecteur. Considérons les vecteurs de coordonnées homogéeesde taille((p+1) x 1).
L'égalité des entités géométriques représentées par ces vecteurs est traduite par I'égalité a un facteur prés
ces derniersx ~ y. Cette derniére est équivalente a I'égalité des rapports entre les différents coefficients :

(x~y) & ﬁ:y—k, k=1...p+1,1l=1...p+1, 1>k

Ty
S Ty =uyr, k=1...p+1LIl=1...p+1, 1>k

Parmi cep(p + 1)/2 équations, seules sont indépendantes. Cependant, on ne peut pas en sélectioaner
priori dans le cas général, car si un coefficient s’annule, les équations incluant ce coefficient dégénerent. P
exemple siz; = 0, toutes les équations avéc= 1 oul = 1 dégénérent. Nous formulons donc la distance
algébrique entre deux vecteurs de coordonnées homogenes par la formulation bilinéaire suivante :

p+1 p+1

Eovvxy) = D> (e — )

k=11=1,l>k

Une autre maniére de formuler cette distance est de considérer la niattectille((p+ 1) x (p + 1)) définie
par :

D = xy' —yx'.
Les coefficients de cette matrice correspondent aux équations ci-dessus et s’annulent lorsque les\afcteurs
y sont égaux a un facteur prés. La norme de cette matrice est proportionnelle a la distance algébriget entre

y:
1
dyy(xy) = glxy' —yx"|” (2.15)

La mesure de distance algébrique définie ci-dessus concerne deux vecteurs de coordonnées homogénes.
derniers peuvent représenter des points, des droites, des plans ou n'importe quelles autres entités géométriq
finies ou infinies. Par exemple, nous l'utilisons au chapitre 8 pour comparer les coordonnées de Pliicker 0
droites 3D. Elle n’a pas de sens géométrique physique. En particulier, sa valeur dépend du facteur d'échel
libre de ses arguments. En dimension deux, c’est a dire dans le plan projectif, nous obtenons la formule suivan
entre les vecteurs-th etn :

d,24_vv(m’ n) = ||m/\n||2. (2.16)

Cas de points de I'espace Euclidien. Considérons le cas ou les argumextsty de la distance algébrique
représentent des poiniset y de espace Euclidien, c’est a dire# 0 ety # 0. Notons qu’on ne peut pas poser

de contraintes similaires sur les coordonnées homogénes des hyperplans ou autres variétés. Dans ce cas, or
que lesp équations impliquant ety ne dégénerent pas. On peut donc construire un systémeideations
minimal :

4 pp(x,y) = oy — x| (2.17)
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En dimension 2, c'est a dire dans le plan Euclidien, nous obtenons la formule suivante pour la distance algé-
brique entre les pointsr etn avecms # 0 etng # 0 :

& pp(m,m) = [S(mAn)[? avec S = (é ‘1) 8) . (2.18)
Cette formule sera utilisée entre autres lors de la comparaison de points mesurés dans une image et de points
prédits par un modéle 3D.

Distance point-hyperplan. La condition algébrique pour qu’un point de coordonnéssit sur un hyperplan
de coordonnée$I (par exemple en dimension 2, pour qu’un point soit sur une droite} @t= 0. Cette
condition induit la distance algébrique suivante :

& pp(xII) = (x'I)% (2.19)

2.5.3 Relier les distances Euclidiennes et algébriques

Les distances Euclidienne et algébrique sont différentes. On dit que la distance algébrique est biaisée par
rapport a la distance Euclidienne, qui elle, a un sens physiquiadteur de biaigeliant les distances Eucli-
dienne et algébrique est formulé explicitement ci-dessous, pour les deux types de distances Euclidienne données
ci-dessus : les distances point-point et point-hyperplan de I'espace Euclidien.

Distance point-point. Examinons les expressions (2.13) et (2.17) des distances Euclidienne et algébrique
entre deux pointg: ety de I'espace Euclidien :

Xy
dbp(x,y) = H; - a”z
d124_PP(X7 y) = |zy—yx|*

Il est trivial de voir que si I'on multiplie la distance Euclidienne pay, on obtient la distance algébrique, d’ou
la définition suivante dfacteur de biaiswotéwpp :

dpp(x,y) = whpdy pp(x,y) (2.20)
1

2 _

wpp(X,y) = s (2.21)

Distance point-hyperplan. Examinons les expressions (2.14) et (2.19) des distances Euclidienne et algé-
brique entre un point et un hyperplarfI de I'espace Euclidien :

TH)2
d2 I = L
PH(Xa ) $2HHH2
d124_PH(X7 Im) = (XTH)2-

Similairement au cas précédent, ces deux distances sont reliéesfpateum de biaisiotéup et défini par :

dpp(x,I) = why dy_pp(x, 1) (2.22)
1
why(x, ) = (2.23)

2?|[TI[>°
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2.6 Estimation d’entités géométriques, optimisation linéaire et quasi-linéaire

L'estimation d’entités géométriques est un sujet trés général englobant de nombreux problémes aborde
dans cette thése, et plus généralement en vision par ordinateur, tels la triangulation a partir d'images ou
calcul de la matrice fondamentale. La majorité des algorithmes d’estimation sont basés sur la comparaisc
de primitives géométriques mesurées et de primitives prédites par un modéle. Les coordonnées homoger
des primitives prédites s’expriment souvent de maniére linéaire en termes des inconnues. Les transformatio
peuvent étre estimées par la résolution au sens des moindres carrés de systémes linéaires. L'erreur minimis
en d’'autres termes la fonction de co(t, s’écrit comme une somme de distances algébriques entre les primitiv
mesurées et les primitives prédites.

La minimisation d’'une fonction de colt basée sur une distance algébrique n’est pas forcement une bonr
méthode. Elle est souvent utilisée pour initialiser la minimisation itérative d’une fonction de colt non-linéaire
basée sur une distance Euclidienne. Des techniques de minimisation non-linéaire générales sont présentés
chapitre 3 dans le cadre de I'ajustement de faisceaux. Nous présentons dans cette section une technique itéra
plus spécifique ditguasi-linéaire Cette technique est basée sur le fait qu'une distance Euclidienne est reliée
a une distance algébrique par un facteur de biais. L'optimisation quasi-linéaire utilise un schéma de moindre
carrés itérativement repondérés, permettant I'estimation des facteurs de biais.

Afin d’expliquer de maniére concrete les différents concepts présentés dans cette section, nous les illustro
sur I'exemple de I'estimation d’'une homographie 2D a partir de correspondances de points image. Cette idé
provient du chapitre 3 du livre de Hartley et Zisserman [93]. Considérons un ensembleateespondances
de points mesurég; « q;, reliés par une homographie 2D représentée par la m@#ic8) H, c’est a dire que
si les mesures de ces points n'étaient pas bruitées, on qjurainj. Sauf mention contraire, nous supposons
gue ces correspondances donnent suffisamment de contraintes pour définir une unique homographie 2D :
moins 4 correspondances sont définies, et les points de chaque image définissent une base du plan proje
(aucun sous-ensemble de— 1 points n’est colinéaire).

Notons que le probléme de I'estimation “optimale” d’'une homographie, dans le sens du maximum de vrai-
semblance, rentre dans le cadre des algorithmes d’ajustement de faisceaux étudiés au chapitre 3, et n'est
traité dans cette section.

Pour plus de détails sur la résolution de systémes linéaires, nous renvoyons au livre de Golub et Van Loa
[71] et [119, 156]. Cette section est organisée comme suit. Nous formulons un estimateur linéaire pour homc
graphie 2D, basé sur la résolution au sens des moindres carrés d’'un systéme linéaire homogéne. Nous montr
ensuite comment une fonction de colt basée sur la distance Euclidienne peut étre minimisée par optimisatic
quasi-linéaire. Finalement, nous présentons la résolution au sens des moindres carrés d’'un systéme linéaire |
homogéne puis une technique d’optimisation linéaire sous contraintes linéaires.

2.6.1 Optimisation linéaire

Nous formulons un systéme linéaire pour I'estimation d’une homographie 2D puis donnons une technique
de résolution au sens des moindres carrés basée sur la décomposition en valeurs singulieres. Enfin, nous an
sons la fonction de colt minimisée par cet algorithme.

2.6.1.1 Formulation du systéme linéaire

La formulation donnée ci-dessous est trés proche de celle de Hartley et Zisserman [93, 83.1]. Les contrainte
exploitées sont issues du fait que 'homograghigansfére un point sur son correspondant dans l'autre image :
qg. ~ Hq;. L'égalité a un facteur pres entre deux vecteurs de coordonnées homogénes implique que le produ
vectoriel s’annule, ce qui donne les 3 équatiagJS\ (Ha;) = 0(3x1y. Parmi ces 3 équations, seules 2 sont
indépendantes. Dans le cas général, on ne peut pas sélectionner 2 équations a priori. Par egempd}fjl Si
est a l'infini, alors les deux premiéres équations sont linéairement dépendantes. Par contre, lorsque des poil
image, c'est a dire du plan Euclidien, sont considérés, on peut omettre la troisieme équation, et ne retenir gt
les deux premiéres :

S (q; A (HQj)) = 0@x1),
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ou la matriceS, définie par I'équation (2.18), sert a sélectionner les deux premieres équations. Réorganisons
cette expression en termes d’un vecteudr-€ontenant les coefficients ¢ et défini commér = vect(H) :

OT —q/. qT q/. qT
3x1 3 2
Ajh = 0 avec Aj,, = L ot IR
9539 (3x1) 95,19,

etla notatior\q’JT ~ (¢}, ;o qj3)- Enempilant les équations obtenues pour chaque correspondance de points,
on obtient le systéme linéaire suivant :

Ah = 0 avec A, o = (- Al ). (2.24)

Un tel systéme, avec un membre droit nul, est appelgystéme homogéngar opposition aux systemes de la
forme Ax = b avecb # 0. En I'absence de bruit sur la position des points, c’est a dire lorsque les points sont
exactement mis en correspondance par une homographie 2D, la fag#tale rang 8 et a un espace nul de
dimension 1. Dans ce cas, une solution exacte ploest donnée par un vecteur nul Ale

2.6.1.2 Reésolution au sens des moindres carrés

Lorsque les points ne se correspondent pas exactement par une homographie 2D, le rang de Faesatrice
plein. Elle n’a donc pas d'espace nul, ce qui refléte le fait qu'il n’existe pas de solution exacte. @urésout
alors le systeme en minimisant un certain critére d’erreur. La résolution au sens des moindres carrés minimise
le critere suivant :

Ca = |Ah|> (2.25)

L'indice A indigue que la fonction de co(t est algébrique (voir ci-dessous). La matrigmnt définie a un
facteur présh est un vecteur de coordonnées homogénes, dont I'échelle est fixée par la cofitedintel.
La solution minimisant4 sous la contraintéh||> = 1 est donnée par le vecteur singulier associé a la plus
petite valeur singuliére de la matriée On peut calculer ce vecteur par la décomposition en valeurs singulieres
deA : A ~ UXVT. La solution recherchée est donnée par la colonn¥ @ssociée a la plus petite valeur
singuliére, en pratique, la derniére colonnévde

Notons que si une homographie 2D n’est pas déterminée de maniére unigue, c'est a dire si le nombre de
correspondances de points est inférieur a 4, ou si les points ne sont pas en position générale, alors on obtient
une famille de solutions. Cette famille est paramétrée par les “derniers” vecteurs singulfe(ederecteurs
singuliers associés aux plus petites valeurs singuliéres). Le degré de dégénérescence détermine combien de
vecteurs singuliers forment la famille de solutions. Par exemple, avec 3 correspondances de points, on obtient
une famille de dimension 2, dont une base est fournie par les 3 “derniers” vecteurs singubeiSi teedegré
de dégénérescence est inconnu a priori, il peut étre déterminé en analysant les valeurs singulie@s de
maniére plus générale, on arrive a un probléme de choix de modele. Nous n’abordons pas ce probléeme dans
cette these et renvoyons aux travaux de Torr et al. [212] et de Kanatani [111].

2.6.1.3 Fonction de codt induite

Développons la fonction de codt (2.25) par un chemin inverse a la construction du systéme linéaire :
Ca = |An|* = 37 [AR|* = 37 [IS[djlaHa;ll? = X%, &4 pp(d), Ha;),  (2.26)

oud? pp estladistance algébrique point-point donnée par I'équation (2.18). La résolution au sens des moindres
carrés minimise donc la somme des carrés des distances algébriques entre les points de la deuxiéme image et
les points de la premiére image transférés par 'homographie. De maniére générale, un tel critére est appelé une
erreur de transfert non symétriqguen peut faire plusieurs remarques par rapport a ce crit@pel:n’est pas
symétrique, dans le sens ou les deux images n’ont pas le méme réle (I'erreur est minimisée dans la deuxieme
image seulement), éi:) il est biaisé par rapport & un critére qui serait basé sur une distance Euclidienne pour
comparer les points.
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2.6.1.4 Normalisation des données

Hartley [86] montre qu’une simple normalisation des points image améliore énormement le calcul de la
matrice fondamentale avec I'algorithme linéaire des huit points. Cette normalisation consiste a translater |
centroide des points image au centre du repére et a appliquer un facteur d’échelle tel que la distance moyen
des points a l'origine soi2. De maniére plus générale, cette normalisation améliore les résultats de la plupart
des algorithmes linéaires, voir par exemple [93]. Hartley montre que la normalisation améliore le conditionne-
ment numérique du systéme linéaire. Depuis, d’'autres explications ont été proposées. En particulier, Mihlic
et Mester [149] et Chojnacki et al. [41] montrent que la normalisation rend I'erreur algébrique minimisée par
I'algorithme linéaire plus proche de I'erreur de reprojection (voir le chapitre 3).

Tout nos algorithmes comportent une normalisation des données, les algorithmes linéaires comme les &
gorithmes non-linéaires. Lorsque plusieurs images sont traitées, nous choisissons la méme normalisation de
toutes les images, afin de ne pas modifier leurs contributions relatives au systeme d’équations.

2.6.2 Optimisation quasi-linéaire

Modifions la fonction de colt (2.25) afin de lui donner un sens physique. Pour ce faire, remplacons la
distance algébrique par la distance Euclidienne point-point dans I'équation (2.26). Ceci définit la fonction de
codt suivante :

C = ) dpp(d),Hay).
j=1

Cette fonction de colt est non-linéaire. Tous les termes correspondants des fonction<’det Epdont reliés
par un facteur de biais, dont la valeur dépend de la transformation géométrique inconnue. Les facteurs de bic
sont formulés d’aprés I'équation (2.21) :

1
2 b
¢;5 (hjq;)?

ouhj est la troisieme ligne de la matritk Les deux fonctions de coit sont donc reliées par un ensemble de tels
facteurs. Cela suggére un schéma de minimisation itératif, basé sur les moindres carrés linéaires itérativeme
repondérés. Une solution biaisée minimis@ntest calculée, basée sur la résolution au sens des moindres
carrés d’'un systéeme linéaire. A partir de cette solution, les facteurs de biais sont estimés, et le systéme linéai
estrepondéré. Ces deux étapes sont itérées jusqu’a convergence. Ce type d’'algorithme est souvemasippelé
linéaire. Dans le cadre des problemes de vision par ordinateur, c’est a dire avec un bruit sur les données et d
erreurs résiduelles peu élevées, la plupart des algorithmes quasi-linéaires convergent aprés 2 a 5 itérations. |
avantages sont la simplicité d'implantation par rapport a un algorithme plus général de type Newton nécessital
le calcul des dérivées de la fonction de codt (voir le chapitre 3, §83.6), et le temps de calcul nécessaire pol
une itération, en général inférieur aux autres algorithmes minimisant une erreur Euclidienne. L'algorithme
d’estimation quasi-linéaire d’'une homographie 2D est résumé dans le tableau 2.2. La convergence peut ét
déterminée de différentes maniéres. Par exemple, on peut seuiller la distance entre deux vecteurs de facteurs
biais consécutifs, ou entre deux erreurs résiduelles consécutives.

L'optimisation quasi-linéaire est utilisée entre autres par Hartley [91] pour I'estimation du tenseur trifocal
et par Demirdjian et Horaud [51] pour I'estimation d’'une homographie 3D.

whp(q, Hay) (2.27)

Quasi-linéarisation d'un algorithme linéaire. Comme illustré ci-dessus sur I'exemple de I'estimation d’'une

homographie 2D, un algorithme linéaire peut étre “quasi-linéarisé”, sous certaines conditions. Si il minimise
une fonction de co(t pouvant étre écrite comme une somme de distances algébriques pour lesquelles il exis
une distance Euclidienne équivalente, alors il peut étre quasi-linéarisé. La fonction de co(t minimisée par l'al
gorithme quasi-linéaire est obtenue en remplacant la distance algébrique par la distance Euclidienne dans
fonction de codt de 'algorithme linéaire. Il existe une distance Euclidienne entre les points et les hyperplan:

de nature finie, par exemple entre un point et une droite image, et entre les points finis. Par contre, il n’exist
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1. Initialisation : former le systéme linéaire représenté par la mattice- A, donnée pafr
I'équation (2.24), initialiser le compteur d'itératidn= 0;

2. Estimation: résoudre le systéme au sens des moindres carrés par décomposition en valeurs
singulieres de\; : miny, jn, 21 |Achz]?;

3. Correction du biais: former A, 1 en repondérand, par les facteurs de biais définis par
I'équation (2.27);

4. Itération: k — k + 1, itérer les étapes 2 et 3 jusqu’a convergence.

TAB. 2.2 — Algorithme d’estimation quasi-linéaire d’'une homographie 2D a partir de correspondances de points
image. Cet algorithme minimise la somme des distances Euclidiennes entre les points de I'image de droite et
les points de I'image de gauche, transférés par ’lhomographie.

pas de distance Euclidienne entre deux hyperplans, alors que ces derniers peuvent étre comparés par la distance
algébriquedy y donnée par I'équation (2.15).

2.6.3 Systemes non homogénes

Certains probléemes examinés dans cette thése conduisent a la résolution de systemes non homogénes de
la formeAx = b avecb # 0. Dans le cas de I'estimation d’'une homographie 2D, on peut en fixer I'échelle
telle que I'un de ses coefficients, par exemplg, soit égal a 1. On obtient alors un systéme non homogéne.
Hartley et Zisserman [93, §3.1.2] montrent que cette modélisation peut conduire a des instabilités numériques
si la solution pouH est telle queiss est proche de 0.

Un systéme non homogérex = b a une solution unique lorsque le rang Al@st pleif. La solution au
sens des moindres carrés minimise le critére d’erreur suivant :

Ca = |Ax—b|>

Elle est donnée par la résolution des équations normales induites par le systeme :
ATAx = ATb
x = (ATA) 'ATb,
N———
At

ou A est appelée une pseudo-inverseAdé.es méthodes d’optimisation présentées au chapitre 3 nécessitent
la résolution d’équations normales. Dans certains cas, ces équations normales impliquent uné mairide
rang, notéu, n'est pas plein, ce qui implique que le rangAlé\ n’est pas plein non plus. $i x ¢) est la taille
deA, alors la déficience de rang est donnéegarc — a. On obtient une famille de solutions, paramétrée par
un vecteurv de taille(g x 1) :

x = Afb+Av.

Dans cette équatiory est une matrice de taillez x g) dont les colonnes forment une base de I'espace nul
de A. La notationX} désigne la pseudo-inverse de Moore-Penrose de la matrice cariEée se calcule
comme suit. SoiX = U diag(oy,...,0.) VT une décomposition en valeurs singulier¥s est définie par

Xt =V diag(6y,...,6.) UT, oug; est donné pat/o; sio; # 0 et 0 sinon.

La méthode de choix pour la résolution au sens des moindres carrés des systéemes linéaires non homogénes
est, comme dans le cas des systemes linéaires homogénes, la décomposition en valeurs singuliéres, car elle
permet de traiter les cas exacts, sur-contraints et sous-contraints et donne une analyse de la situation au travers
des valeurs singuliéres.

Comme dans le cas des systémes homogénes, on peut appliquer un schéma d’estimation quasi-linéaire en
repondérant itérativement la matrideet le vecteub par les facteurs de biais.

2Comme on suppose que la matrk@ au moins autant de lignes que de colonnes, le rafigaterespond au rang sur les colonnes.
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2.6.4 Optimisation sous contraintes linéaires

Le probléme de la résolution au sens des moindres carrés d'un systéme linéaire homogeéne sous contrain

linéaires homogenes est formulé par :
min _[|Ax]?,
x,||x||?=1,Cx=0

ou A est une matricér x c) et C une matrices x ¢) modélisant les contraintes linéaires. Nous supposons
gue le nombre de contraintesest inférieur au nombre d’'inconnues ¥ c. La transposition des méthodes aux
cas d’'un systéeme non homogéne et/ ou de contraintes non homogénes est triviale et ne sera pas donnée exp
tement. Il existe plusieurs méthodes de résolution, entre autres, les méthodes par élimination, les méthodes |
pondération et les multiplicateurs de Lagrange. Nous renvoyons aux livres cités plus haut pour plus de détails

2.6.4.1 Une méthode par pondération

Les méthodes par pondération fournissent une solution approchée du probleme. Elles sont basées sur I
troduction des contraintes au systéme original, affectées d’'un poids

A

wC

Notons qu'il est possible d’utiliser un poid différent pour chaque contrainte, en multipliant la mafpaeune
matrice diagonalés x s). La résolution au sens des moindres carrés de ce systeme minimise la fonction de
colt suivante :
min [|Ax||? 4+ w?|/Cx|%.

x,[x[2=1
On montre que la solution obtenue tend vers la solution recherchée larsgnel vers l'infini. De grandes va-
leurs numériques pour assurent que les contraintes sont satisfaites au dela de la précision numérique utilisée
L'avantage de cette approche est qu’elle est trés simple. Le probléme est que de grandes valeudgpour
équilibrent la résolution numérique du systénme. & donc un compromis a trouver pour la valeurwdeentre
la stabilité (le conditionnement numérique) du systeme linéaire et la précision de satisfaction des contrainte:
Le nombre d’'inconnues n’est pas réduit par la présence des contraintes, et le nombre d’équations est augmer
Pour ces raisons, nous préférons la méthode par élimination présentée ci-dessous.

2.6.4.2 Une méthode par élimination

Pour simplifier les notations, on suppose sans perte de généralit€ ejue sont de rang plein. Lidée est
de calculer un changement de base orthonormal de I'espace des inconnues tel que les contraintes s’écrivent
maniére triviale dans cette nouvelle base, et plus précisément qu’elles soient équivalentes a annuler certair
inconnues. |l existe plusieurs solutions pour calculer une telle transformation. Considérons par exemple |
décompositiomQR suivante :

T
C(sxc) = Q(CXC)R(CXS)7

ou Q est une matrice orthonormale Rtest partitionnée en une matrice triangulaire supérfég;g) et des
lignes de zéros, voir 82.4.2 :
R
R _ (sxs) ) )
(exe) <0((c—s)><s)

La matriceQT représente le changement de base recherché. En effet, les cont€aintesO se reécrivent

RTQTx = 0. On posey = Q'x. Sil'on partitionney commey(Tcxl) = (y(Tm) y(T(C_S)M)), les contraintes se
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reécrivent :

x = (RT o) (y) ~ Ry - o
y
d’ou I'on déduit que les contraintes sont satisfaites si et seulemgnt §i.
On peut aussi utiliser une décomposition en valeurs singuliéres pour calculer un changement de base ap-
proprié :Csxc) = U(SXC)Z(CXC)V(TCXC). La matriceV joue un rble similaire &.
L'ensemble des vecteusssatisfaisant les contraintes est donc paramétré par :

~ = [0 ~_
x = oy = Q%) - o
Substituons cette paramétrisation dans le probléme original :

arg miny x2=1,cx—0 |AX[|> = Q(argming 52— |[Ay[?) avec A = AQ.

Notons que Il'égalitg|x|> = ||Qy|> = |ly||* provient du fait queQ ait des colonnes orthonormales. Le
probléme original est donc transformé en un probléme linéaire non contraint de taille inférieure, que I'on peut
résoudre par exemple par une décomposition en valeurs singuliéres de laMatrice

Hartley et Zisserman [93, 8A3.4.3] décrivent cette méthode ou la décomposition en valeurs singuliéres de
C est utilisée pour trouver le changement de base. Une technique d’optimisation sous contrainte peut évidem-
ment étre utilisé dans un schéma d’optimisation quasi-linéaire. On peut méme profiter de la nature itérative de
I'optimisation quasi-linéaire pour linéariser des contraintes non-linéaires autour de I'estimation courante et les
inclure au systéme. Nous utilisons une telle idée au chapitre 6 pour la triangulation multi-vues de droites.

2.7 Matrices orthonormales et de rotation

Cette section est dédiée a la présentation du groupe de Limagges orthonormalesle dimensiorp
notéO(p) et sa spécialisation auratrices de rotatiomoté SO (p). Ces matrices sont utilisées pour représenter
les rotations dans un espace de dimengidalles ontp(p — 1)/2 degrés de liberté. Par exemple en dimension
p = 3, les 3degrés de liberté peuvent étre interprétés comme 3 angles de rotation (ce sont les angles d’Euler, voir
82.7.2). Ces matrices sont aussi a la base des représentations orthonormales que nous proposons, au chapitre
4 pour représenter la matrice fondamentale, et au chapitre 6 pour représenter les droites 3D. Il existe d’autres
représentations des rotations 3D (quaternion unitaire, vecteur de Gibbs, paramétres de Cayley-Klein, I'axe et
I'angle, etc.). Nous renvoyons au livre de Faugeras [58] et aux travaux de Stuelpnagel [192] pour plus de détails.
Les matrices orthonormales possédent des propriétés particuliéres. Il n’existe pas de paramétrisation minimale,
complete et linéaire de leuggp — 1)/2 degrés de liberté, voir par exemple [58, §5.5].

Nous définissons les groupé€gp) et SO(p) puis présentons la décomposition des matrices de rotation en
angles élémentaires et un schéma d’estimation non-linéaire.

2.7.1 Définition
Lesmatrices orthonormalesont soumises awontraintes d’orthonormalité
ReO®) < RR=Ipx,. (2.28)

Elles ont un déterminant dont la valeur absolue est 1. Un sous-groupe est construit avec les matrices dont le
déterminant est positif, c’est a dire dont la valeur est 1. Ce somédsces de rotation

ReSO(p) < RR=I det(R) = 1. (2.29)

PXD)s
Les matrices orthonormales préservent, entre autres, la nérme
ReO(p) & vxeRP |x]|=|Rx|. (2.30)

Notons que les matrices de rotation sont en bijection avec I'ensemble des rotations.
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2.7.2 Décomposition par angles élémentaires des matrices de rotation

La décomposition par angles élémentaires est connue dans le cas 3D sous le nom des angles d’Euler. Nc
présentons les cas 2D et 3D en détails, puis le cas général.

Soit Ryp une matrice de rotation en dimensipn= 2. Cette matrice a 1 degré de liberté et peut étre
paramétrée a I'aide d’'un paraméttd’angle de la rotation, comme :

Rop(6) = (ETEEZ; ;s:ggv (2.31)

En dimensiorp = 3, la matrice de rotatioRsp a 3 degrés de liberté et peut étre paramétrée par la composition
de 3 rotations élémentaires, c’est a dire autour des troisiaxest z du repére monde, noté8s R, etR.. Ily

a plusieurs possibilités pour composer ces 3 rotations élémentaires. Cette paramétrisation est appglés les
d’Euler. Nous utilisons la forme suivante, @lest un vecteur de taill3 x 1) encapsulant les angles d’Euler :

Rip(0) = Ru(61)Ry(02)R:(03). (2.32)

Cette paramétrisation est minimale, mais non-linéaire et admet des singularités car certaines rotations peuve
étre représentées par plusieurs combinaisons d’'angles d’Euler. Les rotations élémentaires sont définies par :

1 0 0
Rz(61) = [0 cos(1) —sin(61) (2.33)
0 sin(f;) cos(6y)

cos(fy) 0 sin(69)
Ry(0y) = 0 1 0 (2.34)

—sin(f3) 0 cos(f2)
cos(f3) —sin(f3) 0O

R.(03) = | sin(f3) cos(f3) O (2.35)
0 0 1

Cette paramétrisation peut étre étendue a une dimensgprelconque. Une matricR € SO(p) peut étre
décomposée en une compositionpde — 1)/2 rotations élémentaires, et paramétrée paples- 1)/2 angles
de rotation. Chaque rotation élémentaire est construite, comme dans le cas 3D, en laissant jnveiaxes.

Il est important de noter que les paramétrisations a 'aide de rotations élémentaires sont non-singuliére
localement, c’est a dire pour de petits angles de rotation. Notons aussi que des angles de rotation nuls donn
des matrices identitéRyp (0) = L[240y €tR3p(0(3x1)) = L(3x3)-

2.7.3 Estimation des matrices de rotation par mise a jour locale minimale

Le but de cette section est de donner un schéma d’estimation itératif d’'une matrice de rotation, avec I
minimum de parameétres, et sans singularité. Nous donnons un schéma d’estimation basé sur une mise a jc
locale avec un nombre minimal de paramétres, basée sur la décomposition en angles élémentaires. Il exis
d’autres possibilités de mise a jour, basées sur d’autres décompositions des matrices de rotation. Par exemy
Taylor et Kriegman [202] utilisent une paramétrisation basée sur I'exponentielle d’une matrice anti-symétrique

L'idée est de paramétrer globalement les rotations par une matrice de rotation, qui est une paramétris:
tion redondante, puis de mettre a jour localement cette représentation par une paramétrisation minimale no
singuliére localement. Nous utiliserons des schémas similaires dans nos algorithmes d’estimation géométriqu

Nous considérons ci-dessous les cas 2D et 3D. L'extension aux dimensions supérieures est triviale. Notor
que ces schémas de mise a jour sont consistants, dans le sens ou ils préservent les contraintes d’orthonorme
et de déterminant positif (2.29) sur les matrices de rotation manipulées, et sont complets dans le sens ou tot
matrice de rotation peut étre atteinte a partir de toute initialisation. La formulation des schémas de mise a joL
est placée dans le cadre de I'estimation itérative d’'une matrice de rotation.
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Cas 2D. Consideérons le cgs= 2 et notonsR,p ;, I'estimation de la matrice de rotation recherchée a litéra-
tion k. Il est possible de faire une mise a jour locale de I'estimation en composant cette derniére avec une autre
rotation :

Repi+1 = RaoprRap(0k), (2.36)

ou Ryp(0y) est la paramétrisation d’'une matrice de rotation 2D donnée par I'équation (2.31). Cette loi de mise
a jour est basée sur 1 parametre. Elle est donc minimale. La m&idé;) est une sorte de rotation de
différence, initialisée a l'identité avant chaque itération, c’'est a dge=a 0. L'estimation consiste a calculer

01 avecRyp i, fixe, puis a mettre a jour cette matrice par la formule (2.36).

Le calcul du parametré, est souvent basé sur la minimisation d’une fonction de codt. Les algorithmes de
type Newton évaluent c@, en se basant sur la différenciation de la fonction de codt évaluée en I'estimation
courante. Cette fonction de colt est exprimée en term&;glg, ;. L'utilisation de la loi de mise a jour (2.36)
nécessite donc I'expression des variation&ge;.,; en termes dé,, évaluée ey p ;, c’'est a dire ey, = 0.

Nous cherchons donc a formuler :

OR2D k1 _ ORopkRap(0k)
00y, 0,=0 00y, 0, =0
= Ropp OR2p(6k)
’ 00, 0,=0
_ R (— sin () —cos(@k)>
2D\ cos(By)  —sin(f) 0 =0
0 —1
Ropk (1 0 ) ;
ce qui donne, si 'on note, les colonnes d&;p y :
OR
2D,k+1 _ (r2 o I'l)- (2.37)
00y, 0, =0

Le vecteur gradient correspondant est donné par la vectorisation de cette matrice. Notons que la simplicité de
cette expression est due a I'évaluatiordgee= 0. Cette expression est identique a celle qui aurait été obtenue si
une approximation au premier ordre de la rotation de mise aRgu(d;) avait été utilisée.

Cas 3D. Nous notonsRsp . I'estimation de la matrice de rotation recherchée a l'itératioba loi de mise a
jour locale est donnée par :

Rspi+1 = RspirR3p(Ok), (2.38)

oURs3p(0y) est la paramétrisation par angles d’Euler définie par I'équation (Z.Q)et(em 02 O 3) est
un vecteur-3.

Formulons la matrice Jacobienne de tailfex 3) de cette loi de mise a jour, donnant les variations de
Rsp k+1 €n fonction ded;, au premier ordré autour de I'estimatiorRsp ;.. Cette matrice est composee des
vecteurs gradients d&p ;1 pour les 3 angles élémentaires :

ovect(Rsp k41)

= a a a
20, (ag1 ag2 ags),

0,=0
ek,o>

3La matrice Jacobienne est de tai(le x 3) car elle donne les variations des coefficientsRig ,+1 exprimée sous la forme
vect(Rsp, k+1)-

ou la notation suivante est employée :

B OR3p xR3p(0)
ag| = VeCt(ae—M
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Formulons les différents;, ; en commengcant pai, ; :

OR R, (0 1)R, (01 2)R. (0
a, = vect| PRank (0,1)Ry (0k,2)R= (0 3)
' 001

eko>

OR3p. = R3p 1. Les matriceR, (0x 2) etR. (6 3) ne dépendent

La matriceRsp,; ne dépend pas &, : ;=

9k=0
pas deJ;, ; et, évaluées efl;, = 0, donnent l'identité, qui peut étre éliminée de la formulation. Reste le facteur
%}f’?l) o o' Apres utilisation de la formule (2.33), différenciation et évaluatiom,gn= 0, on obtient :
, -
0 0 O
OR;(0k1)
o = [0 0 -1
Bl lop=0 01 0

Nous remplagons cette égalité dans le calcul ci-dessus, et en pdeantolonnes d&;p 5, nous obtenons :

0 0 O
ag1 = vect R3D,k 0 0 -1
01 0

= vect((0 r3 —rg)). (2.39)

Un raisonnement similaire conduit aux résultats suivants :

0 01
A2 = vect R3D,k; 0 0 O
-1 0 0

= vect((—rs 0 r1)) (2.40)
0 -1 0
ags = vect R3D,k 1 0 O
0 0 O

= vect((rz —r; 0)). (2.41)

2.8 Le modéle de caméra perspectif

Nous décrivons le modéle de caméra utilisé dans cette thése. C'est le modalm@®a perspectifNous
n'utilisons pas le modéle de caméra affine et ses sous-classes, ni le modéle de caméra linéaire.

Le modéle de caméra perspectif, appelé anmssiéle sténopénodélise une projection perspective, illustrée
sur la figure 2.1. On parle dtentre de projectiort de larétine Soit Q un point de I'espace. Sa projection, le
point g, est définie par I'intersection de la rétine avecdgon de projectionformé par le centre de projection
et le pointQ. Cette projection est modélisée par une transformation projectii@ wersP?, représentée par
une matriceP de taille(3 x 4). L'équation de projection est donnée par :

q ~ PQ.

Nous supposons que Iaatrice de projectiorP est toujours de rang plein, c’'est a dire de rang 3. Elle admet
donc un noyau droit de dimension 1, qui représente les coordonnées du centre de projection. C'est le seul po
de I'espace ne pouvant étre projeté pat.a matriceP étant définie a un facteur prés, ell@x 4 — 1 = 11
degrés de liberté. D’autres termes associés au modéle sténopé sont illustrés sur la figuex@.bptique
passe par le centre de projection et est perpendiculaire a la rétine. Leur intersection dgdimt f@incipal
Le plan focalest parallele a la rétine et contient le centre de projection.

Le lien entre la matrice de projectidn et les grandeurs physiques caractérisant la caméra est établi en
décomposan® en parametreimtrinsequeset en parametresxtrinséquesLes paramétres intrinséques sont par-
fois appelés les paramétriegernes le calibrage ou encore I'orientation interne de la caméra, et les parameétres
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Q
axe optique
rayon de projection
rétine
point principal

distance focale

| 1

'centre de projectior)

| ' plan focal

FIG. 2.1 — Le modéle de caméra perspectif ou sténopé.

extrinséques lposeou I'orientation externele la caméra. Les parametres intrinseques sont des caractéristiques
internes de la caméra, reliées par exemple a I'état du zoom. lls comptent pour 5 des 11 degrés de liberté de la
matriceP. Les parameétres extrinséques définissent la position et I'orientation de la caméra, par une transforma-
tion rigide entre le repére monde, c’est a dire le repére global dans lequel sont exprimées les coordonnées des
points 3D, et un repére caméra. Cette transformation Euclidienne encapsule les 6 autres degrés de liberté de la
matriceP. L'origine du repere caméra est le centre de projection. Larst paralléle a celui d’'un repere 2D
attaché a la rétiffeet 'axe z coincide avec I'axe optique.

Le processus de décompositionRledétaillé par exemple dans [60, 93], conduit & I'équation suivante :

P ~ K(R t).

Dans cette équatiofis est une matricé3 x 3) triangulaire supérieure modélisant les paramétres interries et
ett représentent respectivement la matrice de rotation et la translation modélisant la pose de la caméra.
Plus précisément, la matri¢es’écrit comme :

af T wug
K ~ f Vo
1

Elle réalise une transformation affine du repére rétine vers un repére image, et convertit des coordonnées expri-
mées avec une unité de mesure métrique en pixels. Dans cette formujateprésente ldistance focaleu

tout simplement ldocalede la caméra, c’est a dire la distance entre la rétine et le centre de projection, expri-
mée en pixels. Les coordonné@s vy 1)T donnent la position du point principal (en pixels) dans le repére
image. Finalementy et modélisent respectivementiapport d’échelle c’est a dire le rapport entre les tailles

“Notons que I'axey est paralléle & celui du repére 2D attaché a la rétine seulement si I'angle entre les axes du repére de la rétine est
droit.
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horizontale et verticale d'un pixel et I'angle entre les axes du repére de la rétine. Pour une caméra récente, |
hypotheses = 1 et = 0 n'altérent pas la validité du modéle.
Les paramétres intrinséques peuvent étre extraits par décompagitdmla matrice® normalisée telle que

la norme de la derniére ligne soit égale a 1. Cette décomposition n'a de sens que si la caméra est calibrée, c'es
dire que si la matric® est exprimée dans un repére de I'espace métrique. En anticipant sur la section suivante
on peut formuler cette condition en disant que I'ambiguité sur la base de reconstruction, ou la liberté de jaug
géomeétrique, doit étre réduite a une transformation métrique. Le calibrage peut étre estimé de maniére statiqt
voir par exemple les travaux de Tsai [220] et de Lavest et al. [118], en observant un objet dont la structure 3
est connue a priori, ou par calibrage en ligne, voir par exemple les travaux de Maybank et Faugeras [137].

2.9 Stratification de la reconstruction et du calibrage, reconstructabilité

Nous examinons un critére de reconstructabilité, autrement dit, dans quels cas un scénario permet-il d’ol
tenir une solution unique de reconstruction. Une telle étude a des impacts sur la définition de la géométri
multi-vues. Notre raisonnement est valable pour le cas général : nous ne traitons pas les configurations sing
lieres ou dégénérées et renvoyons aux travaux de Sturm [193, 194, 196] et Kahl et al. [106, 107, 108] pour u
examen plus poussé de ces cas. Notons qu'il existe aussi des “surfaces critiques”, c’est a dire dont la recor
truction est ambigué, quel que soit le nombre de caméras et leur positionnement. Un travail récent sur ce suj
est [84]. Ces travaux montrent qu'il est trés peu probable de rencontrer un cas de reconstruction singulier ¢
pratique, sauf lorsqu’une phase de calibrage en ligne des caméras est effectuée.

La reconstructabilité d’'un scénario est donnée par I'analyse du nombre de degrés délidevint étre
déterminés et du nombre de contraintéslisponibles. La reconstructabilité est alors donnée par :

N —D <0 Lareconstruction est ambigué ;
N —D =0 Lareconstruction est exacte mais la solution n’est pas forcement unique ;
N —D >0 Lareconstruction est sur-contrainte et calculable en minimisant une fonction de co(t.

2.9.0.1 Etude du nombre de degrés de liberté

Une reconstruction est constituée de paramétres de structure et de motvmoaglisés par des matrices
et des vecteurs donnant leurs coordonnées exprimées dans une certaine base. Parmi ces parametres, corr
sont réellement libres et combien sont liés ? La réponse a cette question est donnée par I'étude du nombre
degrés de libert@u probléeme. C’est une question importante car la réponse conditionne la reconstructabilité.
Elle permet aussi de déterminer si une paramétrisation est redondante ou minimale. Si cette étude est spécific
au probléme considéré, la prise en compte de I'ambiguité de la base de reconstruction est incontournable.

Par exemple, une caméra perspective a 11 degrés de liberté et un point 3D en a 3. lIs sont respectiveme
représentés par une matri@ex 4) et un vecteur-4 de coordonnées homogeénes, ce qui revient Bieda 1 =
11 et4 — 1 = 3 degrés de liberté. Notons que le nombre de degrés de liberté d’'une droite 3D est 4.

Une reconstruction est modélisée par un ensemble de coordonnées exprimées dans une certaine base
I'espace 3D, le repére monde. Ce repére monde peut étre changé arbitrairement, sans pour autant que la géo
trie de la reconstruction soit changée. Toute reconstruction, quel que soit le niveau de calibrage et les primitive
reconstruites, est soumise a I'ambiguité du choix du repére monde. La dimension de cette ambiguité, aus
appelée liberté de jauge géométrique, dépend du niveau de c&librage

On peut alors calculer le nombre de degrés de liberté d'un systemecdméras et der points par la
formule 11n + 3m. Il faut prendre en compte I'ambiguité de la base de reconstruction. La dimension de cette
ambiguité est noté® 4, elle est donnée dans le tableau 2.1. Par exeriple= 15 pour une reconstruction
projective ouD 4 = 7 pour une reconstruction métrique. Le nombre de degrés de libaiténe reconstruction
den camérasn points etp droites est donné par la formule :

D = 1ln+3m+4p —Dy.

SRespectivement, les paramétres reliés a la surface de la scéne observée et aux caméras, voir le chapitre 3 pour plus de détails.
5Plus de détails sont donnés sur les libertés de jauge en §3.4, chapitre 3.
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2.9.0.2 Etude du nombre de contraintes

Les correspondances de primitives observées dans les images fournissent des contraintes sur la reconstruc-
tion. Chacun des points mesurés et desobservations de droites fournit 2 contraintes sur la structure et le
mouvement, d’ou :

N = 2(t+u).

En particulier, si tous les: points et leg droites sont visibles dans toutes tesues, c'est a dire siil n'y a pas
d’occultations, on obtient :

N = 2n(m+p).

2.10 Geéomeétrie d’'un systeme de caméras non calibrées

Nous décrivons une modélisation de la géométrie multi-vues non calibrée. Par la, nous entendons la modé-
lisation du positionnement relatif decaméras dans I'espace projectif. Lorsque deux, trois ou quatre vues sont
considérées, ce positionnement relatif est encapsulé paarissurs d’appariement multi-vyda matrice fon-
damentalele tenseur trifocalet letenseur quadrifocalNous ne détaillons que le cas de deux vues, représenté
par la matrice fondamentale modélisangiBomeétrie épipolaireNous présentons ensuite une modélisation du
cas multi-vues basée sur la géométrie épipolaire et une collection de matrices de projection.

2.10.1 Le cas de deux vues : la géométrie épipolaire

Considérons deux caméras non calibrées et leurs matrices de propectiognP p) etP’ ~ ( P’ p/)
exprimées dans une certaine base projective. Chacune de ces m@tsicésa 11 degrés de liberté. L'indéter-
mination de la base projective retranche 15 degrés de liberté, ce qui 2lonhée — 15 = 7 degrés de liberté a
la géométrie des deux caméras. Ces 7 degrés de liberté sont encapsulés par la matrice fondaamdie ddes
deux caméras. Cette derniére se déduit des matrices de projection, voir par exemple [128], comme :

F ~ [p/—PP 'p],PP L

La matrice fondamentale est invariante a la base de I'espace projectif ou sont exprimées les caméras. Elle
constitue une reconstruction implicite des deux caméras. Etant donnée une matrice fondamentale, le choix de
matrices de projection “compatibles”, appelé&éslisation de la matrice fondamentale, nécessite de choisir

une base de I'espace projectif. Le calcul d’'une réalisation a donc une ambiguité de dimension 15. Toutes les
réalisations possibles d’'une matrice fondamentale peuvent se déduire a partir d’'une seule, par changement de
base projective, c’est a dire multiplication des matrices de projection par une homographie 3D non singuliére.
La connaissance de la matrice fondamentale entre deux vues est parfois aplilelége piojectif ou calibrage

faible des caméras.

2.10.1.1 |Interprétation géométrique

La matrice fondamentale constitue une reconstruction implicite des deux caméras et I'exprime par des
contraintes sur la position desrrespondances de pointsest a dire les points image issus de la projection
d’'un méme point 3D. Elle définit les projections des rayons de projection issus d’'une caméra, dans l'autre
image. Ce sont les droites épipolaires. Elles forment un faisceau dans chaque image. Les points d'incidence
de ces deux faisceaux sont les épipodles, netés¢, dont les coordonnées sont encapsulées par les noyaux
gauche et droit de la matrice fondamentale :

Fe = 0
Fle’ = 0.
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plan épipolaire

>, _droite épipolaire droite épipolaire .

épipble épipole

FIG. 2.2 — La géométrie épipolaire.

L'extraction des épipdles est étudiée en §2.10.1.4. Chaque faisceau de droites épipolaires est un espace proje
de dimension 1. La matrice fondamentale contient la correspondance entre ces faisceaux, une transformati
homographique d&'. Elle associe a un poinj de 'image de gauche, la droite épipolaife€orrespondante

dans I'image de droite, et inversement, a un paginde I'image de droite, la droite épipolaire correspondante
dans l'image de gauche :

I ~ Fq
1 ~ F'q.
Les droites épipolaires peuvent aussi étre formulées directement a partir des épipoles :

1 ~ eAq
' ~ e Aqd.

A partir de la matrice fondamentale, on peut définir une contrainte tres forteonksainte épipolaireexiste
pour tout couple de points image«— ¢ résultant de la projection d’'un méme point 3D :

q'Fq = 0. (2.42)
Cette contrainte exprime le fait que chaque point doit se trouver sur la droite épipolaire donnée par son corre!
pondant dans I'autre image.

2.10.1.2 Réalisations canoniques

Réaliser une matrice fondamentale consiste a en extraire deux matrices de projection. Lors de cette étay
s'effectue le choix de la base de reconstruction, d'ou les notions de base et de réatiaatioiques Nous
considérons les réalisations canoniques de la forme proposée par Hartley [90] :

P~ (1 0) (2.43)
P/ ~ (Hr ’Ye,), (244)

ol H,. est une homographie 2D appeléemographie de référendgoir ci-dessous)¢ le deuxieme épipdle
et v un facteur d’échelle entrll, ete’. On note, sans toutefois rentrer dans les détails, que ces réalisations



28 Chapitre 2. EEMENTS DE BASE

sont liées a la structure affine relative introduite par Shashua et Navab [179]. Il existe d’'autres possibilités de
réalisation canonigue que nous n'abordons pas ici, voir en particulier les travaux de Faugeras [57] et de Heyden
[96]. La famille des réalisations canoniques du type explicité ci-dessus est de dimension 4 : 'ambiguité de
base projective est de dimension 15, le choix de la maRicetranche 11 degrés de liberté. Les différentes
réalisations de cette forme tournent donc autour du choid.de dev. SiP’ ~ ( H, ~e€') est valide, alors

P” ~ ( H,. +¢ea’ +'¢) I'est aussi,va € R? etV ¢ R*. Le facteury na de sens que $i, ete’ sont
normalisés. Luong et Viéville [130] et Hartley [90] proposent le choix suivant, que nous appetéatidation
canonique singuliére

PP~ (H €) avec H = [€]AF. (2.45)

Luong et Viéville appellenH la projection épipolaire. lIs fixent I'échelle relative ertrete’ en ramenant la
norme dee’ & 1. Ce choix est non-ambigué ¢hest uniqué. Des détails sont donnés en §4.2.1, chapitre 4. Le
terme réalisation canonique singuliére provient du faittjast de rang 2. Ceci définit une caméra particuliére,
appelée caméra projective infinie [93, 85.3.6]. C’est une caméra dont le centre de projection se situe sur le plan
a l'infini, mais dont le plan focal est différent du plan a l'infini (ce n’est donc pas une caméra affine).

Ceci n'est pas génant pour la plupart des applications cha$a projective canonique singuliéansi
définie est tout a fait valide. Il existe cependant des cas ou une telle configuration est génante. Par exemple,
une cameéra projective finie, c’est a dire dont la premiére sous-mé&sriee3) est de rang plein, est nécessaire
pour la méthode de reconstruction de plans a partir de correspondances de points sur deux vues proposée en
section 5.4.1.2, chapitre 5. Pour cette raison, nous proposagalisation canonique non singuliéréormée
via le choix d'une homographie de référence non singuliere. Cette homographie est nbamuggaphie de
plan canonique non singulieré&lle est définie par :

H ~ [e]\F+ee'. (2.46)

Le termee’e’ assure quét est de rang plein. On peut aisément vérifier que, comme requis pour toute homo-
graphie de plarf{ met en correspondance les épipoles :

He ~ [e]\Fe+ee’e = 0+|e|?e ~ €.
Nous fixons donc notre2alisation canonique non singuliépar la deuxiéme matrice de projection suivante :

[e/|nF + el

P (e @) 247

H

L'échelle relative entré{ et € est fixée cafi{e = €. Prouvons qué+{ est de rang plein. L'équation (2.46) se
reécrit sous la forme suivante :

H o~ (s )(F e
N — N —
My Mo

Chacune des deux matricésx 4) M; etMs a une forme particuliére. La sous-matrice principale est de rang 2,

et la quatrieme colonne est son noyau gauche. Il est facile de prouver que de telles matrices sont de rang 3, en
utilisant par exemple MPLE. Ceci ne nous renseigne pas sur le rang du praduM. , et donc de la matrice

H. Nous devons montrer qu'il n’existe aucun vecteu-&I queHq = 0, c’est a dire quévlj n’envoie aucun

vecteurq sur le noyau dév/l;. Pour ce faire, on note que le noyauldgest de dimension 1, et engendré par un
vecteur-4n" ~ ( e’ 0). Examinons la partie supérieure du prodditq. Elle est donnée par le vecteur-3

Fq. Donc, pour quey soit dans le noyau d&, il faut queFq soit dans le noyau dél, c’est a dire Fq ~ €/, ce

qui est impossible. En effetq, e’TFq = 0, care’ est le noyau gauche de Ceci implique que/q, Va € R,

Fq # a€'.

"Notons que le signe de I'échelle relative eriirete’ n'est pas fixé.
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2.10.1.3 Paramétrisation des points 3D dans une base canonique

Lorsqu’une réalisation canonique avee- ( I 0) est utilisée, Hartley et Zisserman [93, §A.4] proposent
une paramétrisation minimale des points 3D. Cette paramétrisation est basée sur le fa@que(sQT  ¢)
sont les coordonnées d'un point 3P et siq sont les coordonnées de son image dans la premiére vue, alors on
peut écrireQ ~ q. Par suite, si ce point est observé dans I'image, cela impligge0 et donc@s # 0, et les
coordonnées dé€) peuvent s’écrire :

Q1

Q ~ Qf . (2.48)

Q4

Un des avantages de cette paramétrisation est qu’elle est minimale et linéaire. Elle peut donc facilement ét
incorporée dans les étapes d'initialisation et d’ajustement de faisceaux d'un systéme de reconstruction. De plt
elle permet que I'erreur de reprojection dans la premiére image, c'est a dire le carré de la distance Euclidienr
entre le point mesuré et le point prédit par le modéle 3D, soit donnée par le carré de la distance algébrique ent
ces deux points.

2.10.1.4 Extraction des épipbles

Les épipbles sont donnés par les noyaux gauche et droit de la matrice fondamentale. On peut les en extra
en calculant une décomposition en valeurs singuliéres de la matrice fondamentale. Lorsque cette décompositi
n'est pas utile a autre chose, on peut I'éviter en calculant les épipdles par les formules suivanteg. I8sient
colonnes dé etr, ses lignes :

e ~ (I’1 AN I'2) + (1'2 AN I'3) + (1'3 AN I'1) (2.49)
e ~ (c1Acg)+ (caAcg)+ (c3Acy). (2.50)

Ces formules découlent du fait qeeest le noyau droit d€, il est donc orthogonal a toutes les ligneske

On peut donc définie ~ r. A r.., Vr # r'. La matrice fondamentale étant de rang deux, il existe des cas
dégénérés, par exemple lorsque les lignext ' sont linéairement dépendantes, d'ou la nécessité d'inclure
toutes les combinaisons dans la formule (2.49). Un raisonnement similaire peut étre tenu dans & eas de
utilisant les colonnes dE a la place des lignes. Ces expressions sont utilisées au chapitre 4, 84.2.1, dans I
cadre de la formulation d’'une paramétrisation minimale de la famille des homographies de plan.

2.10.2 Le cas multi-vues

Lorsque plus de deux vues sont considérées, une modélisation du placement relatif des caméras est
suivante. Deux caméras sont choisies. Nous les appelortauedras de référencélles sont utilisées pour
définir le repére projectif 3D monde et sont modélisées par une matrice fondamentale. Les autres caméras s
chacune modélisées par une matrice de projection, exprimée dans le repere monde. Si I'on compte le nomk
de degrés de liberté de cette modélisation, on s’apercoit qu’elle est minimale, c’est a dire que le nombre d
parametres libres est égal au nombre de degrés de liberté physiques. En effet, la matrice fondamentale &
degrés de liberté, et chacune des 2 autres caméras en a 11, d’ou un totalFde11(n — 2) degrés de liberté,
correspondant aukin — 15 degrés de liberté physiques d'un systéme.daméras non calibrées.

2.11 Observation d'un plan

Nous étudions I'observation d’'un plan par deux caméras, exprimées dans une base canonique, c'esta d
telle queP ~ ( I 0). Un plan induit une correspondance point-point entre les deux images, modélisée par une
homographie de plarCette homographie de plan est représentée par une matric®). Lorsque la géométrie
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3D des deux caméras, en d’'autres termes la matrice fondamentale, est connue, on montre que les homographies
de plan forment une famille de dimension 3, ce qui correspond au fait qu’un plan ait 3 degrés de liberté.

Nous examinons une paramétrisation minimale des plans, I'expression de 'homographie de plan induite en
termes de cette paramétrisation et quelques propriétés des homographies de plans. Nous donnons ensuite des
formules pour le calcul de I'intersection de deux et trois plans.

Les formules données dans cette section sont principalement utilisées au chapitre 5, dans le cadre de la
reconstruction de plans.

Une paramétrisation minimale : I'équation réduite. Les plans sont habituellement représentés par des
vecteurs-4 homogénes, donnant leurs coordonnées dans la base de reconstruction. Considérod$ eh plan
I’ ~ ( ng IT) I'équation de ce plan. Dans une base de reconstruction canonique, c'est a dire telle que
P ~ (I 0),on peut facilement vérifier que la conditidh = 0 caractérise les plans contenant le centre de
projection de la premiére caméra. Un tel plan se projette sur une droite dans la premiére image et n’est donc
pas observable dans cette vue. Ceci correspond au fait qu’en espace Eudlideme la distance ent et

le centre de projection de la premiére cafhéras plans contenant ce centre de projection sont exclus de la
paramétrisation. On peut donc suppoEe# 0, et écrire I'équation du plaifil sous la forme :

II
Miyxyy ~ B

1

ouTII est un vecteur-3 non homogéne appidéation réduitedu plan. Un tel vecteur-3 est une paramétrisation
minimale des 3 degrés de liberté du plan.

Notons que lorsque plus de deux vues sont considérées, un plan peut contenir le centre de projection de la
caméra de référence (dont la matrice de projectiof ést 0)) et étre observé dans deux autres vues. L'équation
réduite ne peut donc étre utilisée pour paramétrer les plans que dans le cas de deux vues.

Homographie plane induite. Un plan d’équation réduitEl induit 'homographie de plan suivante entre les
deux vues :

Hp ~ H, e, (2.51)

ouP’ ~ ( H, ¢€)estladeuxieme matrice de projection. Notons que cette équation caractérise le sous-espace
de dimension 3 (engendré dd) des homographies 2D qui sont des homographies de plan, c’est a dire pour
lesquelles il existe un plan inducteur.

Notons que la paramétrisation (2.51) des homographies de plan est équivalente aux 6 équation$ suivantes

FTHr +HF = o.

Intersection de deux plans. Lintersection de deux planBl et IT est une droitel,, lorsque les deux plans ne

sont pas identiques. |l existe beaucoup de représentations des droites 3D. En patrticulier, deux plans constituent
une représentation. On peut aussi construire les coordonnées de Plidkelirdetement a partir des coor-
données ddTet deIl’, voir la section suivante. Pour éviter de choisir une représentation des droites 3D, nous
cherchons a exprimer les coordonnées de la projeétitenia droiteL directement en fonction des coordonnées

de plansITet IT'. Lorsque la reconstruction est exprimée dans une base canoniqu® avet I 0), les
coordonnées de tout point 3Q s'écriventQ’ ~ ( q Q) ol g est 'image deQ dans la premiére vue. La
condition Q € L s’écrit algébriquemen® I = QIT’ = 0, d’ou :

qIo+Q = 0
g +Q = 0,

8Si TI est normalisé tel quEIT|| = 1.
°Le membre gauche de cette équation est une matrice symétrique détaill®), ce qui explique pourquoi le nombre d’équations
n'est pas 9 mais bien 6.
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oUTI etII’ sont les équations réduites des pldhst IT’ respectivement. Ce systéme se transforme en :

q'Im = q'Ir
QII-1I) = o, (2.52)

1

d’ou I'on extrait I'équation dé recherchée. L'équation dela reprojection dd. dans I'autre image, est obtenue
trivialement par application de 'homographie duale induite par un des deux ptara) HY;,.

Intersection de trois plans. Considérons un troisieme pldi’. Soit Q le point d’intersection des plard,

IT' et IT”, que I'on suppose unique. Nous donnons une expressigpuis deQ. Soientl, I’ etl” les droites
projection delIl N IT', I’ N IT" et IT"” N IT dans la premiére vue. Il est facile de montrer que ces trois
droites s'intersectent en un point uniqge,'image du point@. En effet,q est le noyau droit de la matrice

A ~ (11 1”7 dont le déterminant est nul. On peut le vérifier en écrivaen termes des équations réduites
des plans, d'aprés I'équation (2.52) :

AT~ (-0 I-m o’ -m),

ou il est trivial de voir que toute ligne est une combinaison linéaire des deux autres. L'expresjiestde
obtenue en utilisant I'intersection de deux des trois drditéstl” :

q ~ (AT 4+ (I AT + (IT" ATI). (2.53)

Elle est identique quelle que soit la paire de droites choisie. On peut déterfdimer intersectant le rayon

de projection dey avec un des trois plans, ou directement en utilisant un produit vectoriel généralisé. Chaque
coefficient deQ est donné par le déterminant d’'une matri8ex 3) de coefficients des équations de plan. Plus
précisément, considérons les contraintes de copladali@ = H’TQ = H”TQ = 0 et définissons la matrice

M de taille(3 x 4) comme :

MT ~ (I I 11).

Les coordonnées dg sont données par le noyau de la mathitedont I'expression analytique est :

(I ATT) + I(IT A TX7) 4 10 (117 A TT)
—(ﬁ’ f[/’ﬁ”)

ou (T, T, T1") = IT' (IT' A TT”) est le produit mixte, voir §2.1.

2.12 Les coordonnées de Plucker

Il n’existe pas de représentation “naturelle” des droites 3D et beaucoup de représentations ont été proposeé
Plusieurs de ces représentations sont étudiées dans le livre de Hartley et Zisserman [93, 82.2.2]. Un état de I
est présenté au chapitre 6 dans le cadre de la reconstruction de droites.

Les coordonnées de Plicker des droites 3D, introduites dans [159], ont I'avantage d’étre complétes (toute
les droites de I'espace projecfif sont représentées) et de ne dépendre que de 6 paramétres, comparé pa
exemple a une représentation par deux points ou deux plans, nécessitant 8 paramétres. Un autre avantage
jeur est qu’elles ne dépendent pas des points ou plans utilisés pour définir la droite. Forstner [69] propos
une représentation unifiée (points, plans, droites, etc.) pour la géométrie projective algébrique, basée sur |
coordonnées de Pliicker pour représenter les droites 3D. Les coordonnées de Pliicker sont parfois appelées
ordonnées de Grassmann-Cayley car elles peuvent se construire a I'aide des opérateurs de cet algebre. N
renvoyons au livre de Faugeras et Luong [60] pour une présentation plus compléte de cette approche. Noto
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gue le chapitre 6, 86.3.3 étudie la projection perspective d'une droite exprimée en coordonnées de Pliicker, et
gue le chapitre 7 étudie I'application d’'un mouvement 3D directement aux coordonnées de Pllcker.

Les coordonnées de Pliicker d'une drditsont constituées d'un vecteur-6 de coordonnées homogeénes noté
L. Nous considérons le partitionnement du vectewn deux vecteurs-3 et b, quelques fois appelés “partie
supérieure” et “partie inférieure” :

LT = (L Ly Ly Ly Ls L).

al bT

Il existe plusieurs définitions des coordonnées de Pliicker. Quelle que soit la définition employée, le vecteur-6
est soumis a une contrainte de consistance bilinéairepri&ainte de PlickerLes coordonnées de Pliicker

ont donc un degré de liberté de jauge algébrique (le facteur d’échelle libre du vecteur-6) et une contrainte de
consistance interne (la contrainte de Plucker).

Définition a partir de deux points. SoientM ~ ( M m) etN ~ ( N n) les coordonnées de deux
points sur la droitel, nous utilisons la définition suivante des coordonnées de Pliicker :

a = MAN
{ b = mN—nM. (2.54)
Pour cette définition, la contrainte bilinéaire de Plicker est :
KL) = a'lb = 0. (2.55)

Il est important de noter que les coordonnées de Pliicker ne dépendent pas des points utilisés pour définir la
droite.

Définition & partir de deux plans. SoientII] ~ ( TI] 1I;)etII] ~ ( T II,) les coordonnées de deux
plans contenant la droitk, la formulation suivante des coordonnées de Pliicker est induite :

{a = 1:[1ﬁ2jH2ﬁ1

b = II) AIL. (256)

Comme dans le cas de la définition par deux points, les coordonnées de Plicker définies par l'intersection de
deux plans sont indépendantes des plans choisis dans le faisceau de plans autour della droite

La matrice de Plicker. La matrice de Plucker est une représentation des droites 3D étroitement liée aux
coordonnées de Plucker. C’est une matfi¢e< 4) définie & un facteur prés, anti-symétrique, et sur laquelle
la contrainte de Pliicker se traduit par une contrainte de rang 2. Nbtenmatrice de Plucker représentant la
droite L. Cette matrice est reliée aux coordonnées de Plichgar :

L ~ [a]/\ b
-b" 0
et aux coordonnées des points définissant la droite par :
L ~ MNT-NMT.

Il est de méme possible de défihien fonction des coordonnées de deux plans contenant la droite
Soit G une matrice de mouvement usuelle (agissant sur les points) génétique), on montre que la
matrice de Plicker représentant la droite transférée est donnée par :

" ~ GLG'. (2.57)

Cette expression est bilinéaire en les coefficients de la matrice de mouvement.
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FIG. 2.3 — Interprétation géométrique des coordonnées de Pliicker. Les axes du repére “monde” ddrigine
sont en pointillés. Le plan défini par la droifeet O est notéll, Q est le point del le plus proche de I'origine

etd est la distance entre la droite et I'origine. Les vecteuet b forment les coordonnées de Plicker Ele

LT ~ (a" b' ) et s'interprétent respectivement comme la normal ét la direction de la droite. La
distanced est proportionnelle au rapport suivant = ||a||/|[b||.

Interprétation géométrique des vecteursa et b. L'interprétation géomeétrique des coordonnées de Plucker
est illustrée sur la figure 2.3. Considérons le plan défini par la droite et I'origine. Le vecteusBI A N
représente la direction de la normale a ce plan. Le vectéue=3nN — nM est le point a l'infini de la droite,

c’est a dire sa direction. On en déduit qu’un vectbumul est équivalent a une droite sur le plan a l'infini et
gu’un vecteura nul est équivalent a une droite contenant I'origine. Le rapport entre les normes des vecteurs
a etb est égal a la distancéentre la droite et I'origine (en espaces Euclidien et métrique). Si ce rapport est
infini, c’est a dire sb = 0, on retrouve le fait qu’alors la droite est a I'infini. Si ce rapport est nul, c’est a dire
sia = 0, on en déduit que la droite contient l'origine.

Interprétation géométrique du vecteur L. Le vecteur de coordonnées de PlicHempeut s’interpréter
comme un point de I'espace projedHf. La contrainte de Plicker étant bilinéaire, elle peut étre écrite comme :

K(@L) = L'QL.

Elle définit donc une quadrique daR Cette quadrique est nommée “quadrique de Klein”, “hypersurface de
Plucker” ou encore “variété de Grassmann”. Elle est représentée par la nfatxia® suivante :

0(3x3) L3x3)

Li3x3) 0(3x3)






CHAPITRE

3

CADRE GENERAL DE LA
RECONSTRUCTION PAR
AJUSTEMENT DE FAISCEAUX

Ce chapitre donne les principes de base et algo-
rithmes standards pour la reconstruction par ajus-
tement de faisceaux. Ces algorithmes sont non-
linéaires et nécessitent une estimation initiale et une
paramétrisation du probléme. Aprés une description
synthétiqgue des méthodes d'initialisation, nous dé-
taillons les fonctions de colt de moindres carrés
non-linéaires mises en ceuvre pour la reconstruc-
tion de points puis pour celle de droites. Nous exa-
minons ensuite la phase d’optimisation non-linéaire.

Nous détaillons le probléme de la paramétrisation
et définissons des critéres permettant de juger de
la qualité d’'une paramétrisation. Nous décrivons
les algorithmes de Gauss-Newton et de Levenberg-
Marquardt et terminons le chapitre par le résumé
d’'un algorithme type d’ajustement de faisceaux.

Pour plus de détails sur I'ajustement de fais-
ceaux, nous renvoyons aux travaux de Triggs et al.
[219] (pour la communauté vision par ordinateur) et
au recueil édité par Atkinson [6] (pour la commu-
nauté photogrammeétrie).
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3.1 Introduction

Nous considérons les caméras comme des capteurs. Les données transmises sont des images de la scéne
observée. De nombreux auteurs ont montré que ces images pouvaient étre utilisées pour la détermination de la
structure 3D. Ce processus est appelé reconstruction. Il implique, sauf cas particulier, la détermination conjointe
de la position des caméras.

\

=
— | L

FiG. 3.1 — Reconstruction d’'un point par intersection de rayons de projection.

A

L'idée intuitive sous-jacente a la reconstruction est que la position d’un point dans I'espace peut étre dé-
terminée par l'intersection de deux (ou pluayons de projectionvoir figure 3.1. Ces rayons de projection
doivent étre issus de points image correspondant au point 3D reconstruit. De méme, pour une droite, la primi-
tive reconstruite peut étre déterminée par I'intersectiopldes de projectionLa reconstruction nécessite donc
une étape préalable d’extraction et de mise en correspondance de primitives entre les images. Nous supposons
gue cette étape a été effectué : nous disposons docargespondancede primitives image.

Nous nous concentrons sur la reconstruction de primitives éparses, telles les points et droites. Le probleme
de la reconstruction dense, ou le but est de trouver la profondeur de chaque pixel, ne sera abordé qu'indirecte-
ment, au travers de la reconstruction de plans, au chapitre 5 et dans I'annexe A.

Les primitives et les caméras reconstruites sont respectivement noraméssreet mouvement_es pri-
mitives image prédites a partir de la reconstruction sont nomne@esjections La détermination conjointe de
la structure et du mouvement est possible a partir de correspondances de primitives image. Les positions des
rayons de projection correspondants sont contraintes. Par exemple, les rayons de projection correspondant a un
méme point 3D s'intersectent. Ceci fournit non seulement la structure, mais exerce de plus des contraintes sur
le mouvement.

Les caméras sont des capteurs et les images qu’elles produisent ne sont pas un reflet exact de la scéne
observée. La luminance de chaque pixel est affectée paruinde mesurelLa détection automatique ou la
localisation manuelle des primitives image utilisées par nos algorithmes introduit de mé&met uie détection
par rapport a la position idéale. La distribution du bruit total obtenu sur la position des primitives estici supposée
Gaussienne, centrée et distribuée de maniére indépendante et identique (“identically independently distributed”
ou iid en Anglais). C’est une hypothése standard sur la distribution du bruit. Notons que Kanatani [110], Meer
et al. [120, 136], et plus récemment, Okatani et Deguchi [157], étudient des modéles statistiques plus généraux.

A un systeme d’ajustement de faisceaux, est associéfonnton de co(treflétant la qualité de I'estima-
tion courante. Les systémes d'ajustement de faisceaux permettent I'estimation des paramétres de la structure
et du mouvement par minimisation de la fonction de co(t associée. Cette fonction de colt est souvent choisie
comme l'erreur de reprojection. Les minima globaux de I'erreur de reprojection correspondent a des solutions
optimales Le terme “optimal” est employé dans le sensmdaximum de vraisemblancsous les hypothéses
de distribution statistique du bruit mentionnées ci-dessus, et en supposant que toutes les configurations sont
équiprobables. Modéliser les caméras par une projection perspective induit la non-linéarité de I'erreur de re-
projection pour les parametres de la structure et du mouvement. L'utilisation de techniques d’optimisation
non-linéaire est donc nécessaire, ce qui souléve les problémanitialisation et de laparamétrisationde la
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structure et du mouvement.

Selon le niveau d'étalonnage ou de calibrage des caméras, la reconstruction obtenue est projective, affir
métrique ou Euclidienne. Les résultats donnés dans ce chapitre sont indépendants du calibrage des caméras
méme, ils sont valables pour des modeéles de caméras différents du modéle perspectif (par exemple le mode
affine), incluant par exemple un modéle de distorsion optique des lentilles. Le propos sera illustré et les équc
tions démontrées, sans perte de généralité, en utilisant le modéle de projection perspective, non calibré, avec
points. Nous renvoyons par exemple aux travaux récents de Lavest et al. [118] et aux travaux classiques en pt
togrammeétrie [185] pour une étude des algorithmes d’ajustement de faisceaux calibrés incluant les paramétr
internes des caméras (parfois appelés ajustement de faisceaux auto-calibrant en photogrammétrie).

Notons qu'il est courant, dans le domaine de la photogrammeétrie, d’'intégrer des contraintes géométrique
aux systémes d’ajustement de faisceaux. Ceci conduit & une formulation plus générale que celle présentée
dessous, voir par exemple le recueil edité par Atkinson [6]. Nous évoquerons l'incorporation de contraintes
géometriques en 8§3.6.4, puis plus en détails au chapitre 5, dans le cas des contraintes de multi-coplanarité.

Organisation du chapitre. Nous donnons une bréve description des méthodes d'initialisation en 83.2 puis
examinons les fonctions de co(t associées aux points et aux droites en §3.3. Les libertés de jauge sont mi:
en évidence et étudiées en 83.4. Nous détaillons le probléme de la paramétrisation en §3.5 puis le principe d
algorithmes de Gauss-Newton et de Levenberg-Marquardt en §3.6. Finalement, nous concluons et discutons
chapitre en 83.7.

3.2 Initialisation

Le calcul d’'une solution initiale au probleme de la reconstruction est une étape difficile. Les fonctions de
co(t associées a I'ajustement de faisceaux sont non-linéaires et nécessitent d’étre approximées, simplifiées. [
parametres doivent étre éliminés ou ajoutés, des grandeurs temporaires introduites, avant que la résolution
systemes linéaires ne permette d’obtenir une solution sous-optimale de la reconstruction. Cette étape est critig
dans le sens ou le résultat va déterminer la convergence de I'ajustement de faisceaux vers le minimum local
la fonction de codt correspondant a la solution optimale.

Nous donnons un bref état de I'art des méthodes d'initialisation. Pour plus de détails sur ces méthodes, ¢
renvoie par exemple a la thése de Rother [169, 84.2]. Nous ne traitons pas les méthodes basées sur une pe
distance entre caméras utilisant le flot optique ou des filtres récursifs tel le filtre de Kalman. Nous renvoyons
la thése de Zucchelli [238] pour une revue de ces méthodes.

Nous classons les différentes méthodes en deux catégories : les méthodes directes et les méthodes séq
tielles. Les méthodes directes retrouvent la structure et / ou les caméras en quelques étapes de calcul et s
invariantes a I'ordre des vues et des primitives. Les méthodes séquentielles initialisent la reconstruction a par
d’un petit nombre d’images et un sous-ensemble de primitives et reconstruisent itérativement les autres vues
primitives. Elles dépendent en général de I'ordre dans lequel les vues sont traitées.

Nous ne parlerons pas de l'utilisation des contraintes sur la structure, duales des tenseurs d’apparieme
multi-vues, au sens de la dualité de Carlsson [40], et renvoyons aux travaux de Hartley et Debunne [87] et d
Schaffalitzky et al. [171].

3.2.1 Méthodes directes
3.2.1.1 Méthodes basées sur les tenseurs d’'appariement

Les tenseurs d’appariement multi-vues — matrice fondamentale, tenseur trifocal et tenseur quadrifocal -
encapsulent respectivement la géométrie de deux, trois et quatre caméras. lls peuvent étre estimés de man
linéaire a partir de correspondances de primitives image et permettent la reconstruction a partir d’ensembile
de deux, trois ou quatre vues. Faugeras [57] et Hartley [88] introduisent la matrice fondamentale. Les tenseu
trifocal et quadrifocal ont alors été étudiés dans le cas des points et des droites, voir par exemple [62, 92, 9
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177,181, 213]. Les cas d’'autres primitives telles les coniques ont aussi été étudiés. Un résumé peut étre trouvé
dans les livres de Hartley et Zisserman [93] et de Faugeras et Luong [60].

La méthode standard pour I'estimation de la matrice fondamentale est I'algorithme des huit points norma-
lisé donné par Hartley [86], présentée a l'origine par Longuet-Higgins [127] pour I'estimation de la matrice
essentielle. Notons le travail récent de Fitzgibbon [65], qui propose un algorithme pour I'estimation simultanée
de la matrice fondamentale et d’'un terme de distorsion optique radiale.

Basé sur ces tenseurs, on peut extraire les calmémispar exemple [62, 97, 130]. Si les données com-
portent des appariements erronés, des techniques d’estimation robustes Rensne [64] peuvent étre uti-
lisées, voir par exemple [209], ou son extensiArESAC proposée par Torr et Zisserman [206].

3.2.1.2 Méthodes de factorisation

L'idée de factoriser les caméras et la structure a partir d'une matrice de mesure a été introduite par Tomasi
et Kanade [204]. Reid et Murray [165] montrent que la factorisation minimise I'erreur de reprojection. D’autres
auteurs [103, 147] montrent comment I'incertitude sur la position des points peut étre prise en compte.

Une version perspective de la factorisation est proposée par Sturm et Triggs [198]. Notons que dans ce
cas, la matrice de mesure contient des profondeurs projectives inconnues. Ces facteurs ne sont pas arbitraires
et doivent satisfaire certaines contraintes de consistance interne. Sturm et Triggs proposent des schémas de
calcul séquentiel a partir des matrices fondamentales entre les différentes vues. Une solution alternative est de
calculer ces profondeurs projectives itérativement, comme proposé indépendamment par Triggs [214] et Sparr
[186]. De nombreux détails sont donnés dans le livre de Hartley et Zisserman [93]. Notons que dans le cas
perspectif, contrairement au cas affine, la factorisation ne minimise pas 'erreur de reprojection, mais une erreur
algébrique dépendant des points mesureés et reprojetés.

Le probléme principal des algorithmes de factorisation est que la gestion des données manquantes est dif-
ficile. Tomasi et Kanade [204] suggeérent de choisir la plus grande sous-matrice de mesure pour calculer une
reconstruction initiale. Trouver cette matrice est un problémeomplet. Jacobs [104] propose une méthode
consistant a insérer des combinaisons linéaires des colonnes existantes dans la matrice de mesure. Le probléme
de cette méthode est que la taille de la matrice de mesure augmente trés rapidement avec la proportion de don-
nées manquantes. Martinec et Pajdla [134] combinent la factorisation perspective de Sturm et Triggs avec la
méthode de Jacobs.

Quan et Kanade [164] montrent que la reconstruction de droites conjointement aux points est possible,
mais requiert une étape préliminaire. Triggs [214] propose une méthode de factorisation de droites et de ca-
méras, basée sur la génération de correspondances d’extrémités de droites entre les images a partir de tenseurs
d’appariements et des correspondances de droites initiales. Martinec et Pajdla [135] proposent une méthode de
factorisation de droites et de caméras basée sur les coordonnées de Pliicker.

3.2.1.3 Méthodes par contraintes de fermeture

Les contraintes de fermeture ont été introduites par Triggs [216]. Ce sont des contraintes bilinéaires exercées
par les tenseurs d’appariement multi-vues sur les matrices de projection. L'avantage par rapport aux algorithmes
de factorisation est que la méthode traite facilement les données manquantes. Par contre, I'erreur minimisée est
purement algébrique et la précision est en général moins bonne que celle d'un algorithme de factorisation.
Triggs montre comment une phase préliminaire de calcul d’échelles projectives permet de déterminer toutes
les matrices de projection comme la solution d’'un systeme linéaire. Heyden et Kahl [99] montrent que dans
le cas affine, les contraintes de fermeture sont linéaires pour les matrices de projection. La phase préliminaire
de Triggs n'est donc pas nécessaire dans ce cas. La structure est ensuite reconstruite par triangulation. Les
méthodes de Triggs et de Heyden et Kahl s’appliquent lorsque les caméras ne sont pas calibrées. Notons que
Govindu [72] propose une approche similaire a celle de Triggs mais pour des caméras calibrées. Nous étudions
dans l'article [73] I'application de ces méthodes a la reconstruction a partir de longues séquences en considérant
I'aspect épars du probleme.

1Comme par exemple les caméras formant la réalisation canonique, voir le chapitre 2, §2.10.1.2.
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3.2.2 Méthodes séquentielles

Il existe deux grandes catégories de méthodes séquentielles. La premiére consiste a reconstruire a pa
d’'une sous-séquence a I'aide d’'une méthode directe, puis a ajouter itérativement a la reconstruction les autr
vues. Les matrices de projection sont calculées a l'aide de correspondances 3D-2D de primitives, puis de
primitives supplémentaires sont éventuellement triangulées a partir de la nouvelle vue. Un systéme de recon
truction projective de cette catégorie, automatique et robuste, est présenté par Beardsley et al. [32]. lIs utilise
deux vues pour calculer la reconstruction initiale.

La deuxiéme catégorie de méthodes séquentielles est basée sur la fusion de reconstructions obtenues
des sous-séquences a l'aide de méthodes directes. Fitzgibbon et Zisserman [66] proposent une approche d
type. Leur méthode consiste a fusionner les reconstructions a partir de sous-séquences consécutives par ¢
mation d’homographies 3D. A partir de tenseurs trifocaux, la structure et le mouvement sont calculés dans un
base projective locale pour des triplets d'images. Les homographies 3D représentent les changements de b,
projective permettant d’aligner les bases locales. Le processus de fusion inclut une étape de raffinement des
constructions partielles : lorsqu’un certain nombre de triplets sont alignés, un ajustement de faisceaux est lan
sur la sous-séquence, puis le processus de fusion est repris avec non plus le triplet d'images comme bloque
base, mais la sous-séquence fusionnée. Les reconstructions partielles sont fusionnées hiérarchiquement afir
distribuer I'erreur sur I'ensemble des images. L'ajustement de faisceaux peut étre appliqué a tout moment pot
réduire I'erreur. Notons qu’une des clefs de ces algorithmes est le calcul des homographies 3D. De nombreus
méthodes et critéres existent dans le cas des points, mais trés peu dans le cas des droites. Nous considéron
probleme au chapitre 8.

Ces méthodes sont appliquées avec succés a des séquences d’'images. Nistér [155] recommande de ne
traiter les images trop proches, ce qui pourrait déstabiliser la reconstruction. Ces idées sont utilisées et com|
nées avec des méthodes de calibrage en ligne, afin d’estimer une reconstruction métrique, voir par exemple |
travaux de Pollefeys et al. [160].

L'application de ces méthodes n’est évidemment pas restreinte aux séquences d’'images. Elles peuvent é
appliquées a un ensemble non organisé d’'images avec un grand nombre de données manquantes.

3.3 Lerreur de reprojection

Nous examinons les fonctions de colt associées a I'ajustement de faisceaux dans le cas des points puis
droites. Elles s’expriment sous la forme de sommes de carrés non-linéaires. Des fonctions de colt de méme r
ture peuvent étre formées pour la reconstruction d’autres primitives, telles les coniques. Le minimum global d
ces fonctions de codt est obtenu pour des parameétres optimaux de la structure et du mouvement. Ces fonctic
de co(t ont une interprétation trés intuitive. Elles sont minimisées par la structure et le mouvement donnant |
“meilleure” prédiction des données, c’est a dire des primitives image. Elles reflétent la vraisemblance des par:
meétres estimés. Ces fonctions de colt dépendent donc des primitive images mesurées et de celles reprojete
Ceci montre leur indépendance au modéle de projection, ainsi qu'au niveau de calibrage des caméras.

Les deux fonctions de co(t décrites ci-dessous peuvent étre utilisées indépendamment, pour la reconstrt
tion de points ou de droites, ou étre additionnées pour la reconstruction conjointe de points et de droites. Elle
sont exprimées par la somme des carrés des distances entre les primitives mesurées et reprojetées. Lerr
de reprojection associée, exprimée en pixel, permet d’'estimer la qualité d’'une reconstruction et correspond
I'erreur d’estimation

3.3.1 Le cas des points

Considérons un ensemble depoints 3D Q; et un ensemble de caméras;. La reprojection du poinf
dans I'imagei est notée,; et définie par :

qi; ~ PiQj.

La contribution de cette reprojection a la fonction de codt, illustrée sur la figure 3.2, est donnée par la différenc
entre le point reprojetq,; et le point mesurg,;. Cette différence est mesurée par la distance Euclidienne
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(2.13) entre ces deux points :

. dij,1 ij,2
dpp(qij, Qij) = ” (Qij,l — = o — #) ” -
qij,3 qij,3

La fonction de co(t est obtenue en additionnant les carrés des distances entre chapomtesnage mesurés
et la reprojection correspondante. Définissongeleteur d’erreurs résiduelles de taille(2¢ x 1) par :

T _ o Gign Gig2
Fiorx1) = ( Qg — o Gige — o )
%],3 %],3

On obtient alors I'expression suivante pour la fonction de codt :

2t
Q. by, ) = > (3.1)
u=1

Selon les cas, on pourra omettre les arguments et noter simplémeatminimisation de cette fonction de co(t

Q.

A

q31
a1 qd21

A o g:.\\o
q11 /

FiG. 3.2 — Reconstruction de point par ajustement de faisceaux : la fonction de codt est basée sur la distance
entre les points image mesurgs et les reprojectiong;;.

conduit & un résultat optimal, sous les hypothéses sur la distribution du bruit mentionnées plus haut. On peut
voir la reconstruction de points comme le calcul de caméras et de points “corrigés” les plus proches possible
des points mesurés et correspondant a un modéle 3D unique (intersection des rayons de projection).

3.3.2 Le cas des droites

Considérons un ensemble gddroites 3DL;,. Contrairement aux points, il n'y a pas de représentation algé-
brique naturelle pour les droites 3D, voir le chapitre 6. Sans perte de généralité, nous utilisons les coordonnées
de Plucker notéek,,. La reprojection de la droitk dans I'imagei est notée;;, et définie par :

Ly ~ PLyg.

Dans cette équatio®; désigne la matrice de projectiq x 6) pour coordonnées de Pliicker, définie par
I'équation (6.3), associée a la matrice de projecto(voir le chapitre 6, 86.3.3). Le calcul de la contribution
de cette reprojection a la fonction de colt nécessite de considérer quelles sont les données d’entrée, ou comment
une droite image est définie.

Supposons sans perte de généralité que la droite iageit définie par deux points notés; et y,;..
Ce cas est rencontré en pratique lorsqu’un utilisateur détermine manuellement les droites image. Dans le cas
ou les droites sont détectées automatiquement, elles sont souvent définies comme le meilleur ajustement a un
ensemble de plus de deux points. Ce cas est examiné plus loin. Notons la différence eftisetestionset
lesmesures une droite est observée, mais ce sont des points sur cette droite qui sont mesurés.
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La contribution de I'observation de la droitedans I'imagei a la fonction de co(t, illustrée sur la figure 3.3,
est donnée par la somme des carrés des distances entre la droite rehrojttés points mesurés;, et Yik-
La fonction de colt est obtenue en sommant ces contributions sudiegtes image observées. Définissons le
vecteur d’erreurs résiduellesde taille(2s x 1), par :

Plsx1) = < co dp(Xiky Lit) dpm(yirs L) -+ >,

oudpr (X, L-k) est la distance entre le poim}, et la droitel;;, définie par I'’équation (2.14). On obtient alors
I'expression suivante pour la fonction de co(t :

2s
L. dy,...) = 27«3. (3.2)
u=1

On note parfoisC en fonction des paramétrésde la structure et du mouvement £(S, M). Un résultat
optimal pour la structure et le mouvement est obtenu par la minimisatiadh) seus les mémes hypothéses de
distribution statistique du bruit sur les points mesuig<set b, que dans le cas de la reconstruction de points.

A~

l31

Y11 5
To1 I k.
31
.; Yo1 /
P3
/
P\ PQ

1

FiG. 3.3 — Reconstruction de droite par ajustement de faisceaux : la fonction de co(t est basée sur la distan

entre les points image mesurég ety,, et les droites reprojetéés,.

Droites définies par plus de deux points. Lorsque les droites image sont définies par le meilleur ajuste-

ment & des ensembles de points, la fonction de colt peut étre trivialement étendue pour prendre en comg
tous ces points. Hartley [86] montre que sous certaines conditions de normalisation (permettant d'égaliser e
distances Euclidiennes et algébriques), la somme des contributions de plusieurs points peut étre exprimée |

une constante non minimisable plus une somme pondérée de distances Euclidiennes avec deux points.
Pour tout groupe de points., il existe deux pointg et y et deux facteurs scalaires non nul®t « tels
que :

Z d%H(CTv l) = C¥2d2P];I (X7 l) + IVQd%’H(Y7 l) + 57

ou ¢ est une constante indépendanteld€eci est valable si les coordonnées des points et de la droite sont
normalisés tels qué; (c,,1) = (c1)2, c’'est a dire sk, 3 = [? + (3 = 1. Dans ce cas, nous avons :

S dby(c, ) = Y 1T/l = 1T avec C = 3 (c.c).
Soit) = <1 1 0), Hartley montre qu&, matrice(3 x 3) symétrique de rang 3, peut s’écrire :

C = C-¢J,
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ou C’ est une matrice symétrique de rang 2. La plus petite racine de I'équktio@) = 0 donne¢. Considé-
rons la décomposition en valeurs singuliere<de

C' = Vdiag(oy,02,0) VT = o1viv] +09vava',
qui donne :

Y & (e, ) = 1T (ovivi I +1T(02vava )1+ ¢

(Vorv) 1% + ((Vazve) T1)? + ¢

= 0107 3dbp(vi,1) + 0905 3db gy (va,1) + €,

Oé2 = Ul’l)%g, X ~ Vi

2 2
YT = o033, Y ~ Vo

Nous utilisons I'erreur de reprojection pour les droites aux chapitres 6 et 8, pour la reconstruction de droites,
puis l'alignement de reconstructions de droites. Dans ces chapitres, nous faisons I'hypothése, sans perte de
généralité, que l'erreur de reprojection induite par une droite dans une image, s'écrit a I'aide de la distance
Euclidienne entre la droite reprojetée et deux points.

Observation. Le calcul d’'une reconstruction de droites au maximum de vraisemblance requiert la reconstruc-
tion conjointe des points image définissant les droites. La fonction de colt estaloisst a dire la somme

des distances entre les points image et les points reprojetés, et I'optimisation est conduite sur les droites et les
points reconstruits sur ces droites, ainsi que sur les caméras. La fonction dé dofihée ci-dessus ne fait

pas intervenir de points. Cependant, ces deux formulations sont équivalentes. En effet, les points reprojetés
sont définis comme la projection orthogonale des points mesurés sur la droite reprojetée correspondante. Les
deux fonctions de co(t sont donc identiques. La reconstruction a posteriori des points les plus vraisemblants est
triviale, apres projection du points mesuré sur la droite reprojetée correspondante.

Autre fonction de colt. Lorsque I'on représente une droite 3D par deux points, il est tentant de baser la
fonction de co(t sur la distance entre les reprojections de ces deux points et une droite image ajustée aux points
mesurés. Cette fonction de colt ne conduit pas a un résultat optimal car le bruit n’est pas modélisé directement
ou il apparait, c'est a dire sur les points image mesurés. Plus de détails sont donnés au chapitre 6.

3.3.3 Lerreur de reprojection et I'erreur d’estimation

L'erreur de reprojection est déduite des fonctions de colt associées a I'ajustement de faisceaux. Exprimée
en pixel, elle permet d’évaluer la qualité d’une reconstruction. Elle correspordréul d’estimationau sens
donné par [93, p.117], sous les hypotheses de distribution statistique du bruit faites plus haut. Dans le cas de la
reconstruction exclusive de points ou de droites, I'erreur de reprojection est donnée respectivement par :

Pour la reconstruction conjointe de points et de droites, elle est donnée par :

Eor = %+€ = w/gé—l—gg.

3.4 Libertés de jauge

Les libertés de jauge géométriques, évoquées en §2.9, chapitre 2, sont une indétermination inhérente a toute
reconstruction, qu’elle soit projective, affine, métrique ou Euclidienne. Ces ambiguités correspondent au choix
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du repére monde ou la reconstruction est exprimée. Les fonctions de colt données a la section précédel
dépendent des primitives mesurées et de celles reprojetées. Leur valeur est invariante a la base de I'esp
ou la reconstruction est exprimée. D’autres libertés de jauge, les libertés de jauge algébriques, sont liées
la représentation algébrique de la reconstruction. Elles proviennent des échelles libres des représentations
points et des caméras en coordonnées homogeénes. Lutilisation d’une distance Euclidienne dans les fonctions
co(t entraine leur indépendance a ces facteurs d’échelle. Dans le cas d’une reconstruction projegiviaie
observés pan caméras, la reconstructionl& + m + n degrés de liberté de jauge : pour toute transformation
non singuliereG,, 4, etVa; € R*, Vy; € R*, les points de coordonnéegcQ; et les caméras représentées par

les matricesy;P;G~! laissent invariantes les fonctions de co(t. En effet, si I'on reprend I'équation de projection
perspective (2.42), on obtient :

aij ~ PiQ; ~ (PG 1)(7GQy).

Les libertés de jauge entrainent une ambiguité dans la direction de recherche adoptée a chaque itération d
systeme d’'ajustement de faisceaux. Elles doivent étre prises en compte explicitement dans la conception d't
tel systéme.

Il existe plusieurs stratégies de gestion des libertés de jauge, dont une revue est donnée par Triggs et
[219, 89]. On peut classer les différentes méthodes en deux catégglamtement libregdérive libre de la
jauge au cours de I'optimisation) globalement fixe§auge fixée globalement mais pas localement).

Les méthodes globalement libres sont basées sur la sélection d’'une direction de recherche particuliére
utilisant une méthode locale, c’est a dire dont le résultat est propre a chaque itération, sans tenir compte ¢
chemin parcouru jusque la. La méthode de Gauss-Newton utilise une technigque de pseudo-inverse [6], alo
que la méthode de Levenberg-Marquardt utilise une technique de régularisation [121, 133, 174, 219]. Plus c
détails sur ces technigues sont donnés dans la section suivante. Une autre possibilité est d'utiliser des contrain
de jauge locales. Par exemple, les contraintes internes photogrammeétriques spécifient que les points ne doiv
pas subir de translation, de rotation ou de changement d’échelle. Par contre, elles ne spécifient pas ou se trot
le nuage de points dans I'espace [53, 219]. Ces contraintes possédent d’autres propriétés : elles minimisent
norme du vecteur d'incrément et la variance des parameétres estimeés.

Les méthodes globalement fixes utilisent une jauge choisie a I'avance. Certaines méthodes utilisent de
éléments de référence, soit des points [6, 57, 145] (jauge centrée objet), soit des caméras [13, 89, 90]. C
types de jauges sont appelésiges triviales Dans [6, p.40], I'auteur suggére que des points de contrble ou
des longueurs de référence soient utilisés pour fixer une base de reconstruction Euclidienne, alors que da
[57, 145], une méthode similaire basée sur 5 points de référence est utilisée pour fixer une base de reconstructi
projective. Ces contraintes sont satisfaites en utilisant des multiplicateurs de Lagrange, ou par élimination [¢
§2] et [57, 145]. Dans [90], les auteurs considérent la reconstruction projective et fixent partiellement les jauge
en utilisant une forme canonique pour une caméra de référence. Nous proposons dans [13] d’utiliser deL
caméras de référence, ce qui fixe complétement la base projective. En espaces métrique ou Euclidien, u
caméra (plus une échelle globale en espace métrique) suffit. Les facteurs d’échelle des coordonnées homogé
sont souvent fixés en normalisant ces derniéeres telles que leur norme soit 1 aprés chaque itération. Une te
jauge est souvent encapsulée dans la fonction de paramétrisation. Plus de détails sont donnés dans la sec
suivante.

Une autre possibilité de jauge globalement fixe est d’utiliser des contraintes de jauge globales [112, 14(
141], ce qui souléve le probleme de l'inclusion de ces contraintes a I'optimisation. Dans [140], des observation
artificielles sont ajoutées a la fonction de colt, avec un fort coefficient. Dans [112], la jauge est laissée libre
durant I'itération, mais le résultat est projeté sur une jauge a posteriori, alors que dans [141], un sous-espace
parametres projeté sur la jauge est calculé avant I'itération.

Les algorithmes d’optimisation non-linéaire utilisés ne sont pas invariant a |&.jaagghoix d’une straté-
gie de gestion de la jauge influence donc le résultat des algorithmes. Il est difficile d'arréter son choix sur un
des méthodes existantes : peu de travaux ont effectué des comparaisons en termes de simplicité et d’efficaci

2Les algorithmes proposés dans [112, 140, 141] sont dits invariants & la jauge, mais ne le sont qu’en projetant le résultat de chaqt
itération sur une jauge particuliére prédéfinie, ce qui conditionne le résultat.
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3.5 Paramétrisation

Nous posons le probléme de la paramétrisation de la structure et du mouvement de maniere générale. Nous
abordons en détail le probleme de la paramétrisation de la matrice fondamentale au chapitre 4, d’'une structure
plane par morceaux au chapitre 5 et des droites 3D au chapitre 6.

Une paramétrisation est une association entre les coefficients des représentations algébriques naturelles (par
exemple les coordonnées homogénes de points 3D) et un jeu de paramétres. Une telle association est souvent
appeléecarte (“map” en Anglais). Le terme “carte” est utilisé en particulier par Ayache [8]. Une paramétrisa-
tion peut étre basée sur plusieurs cartes, le choix de la meilleure carte dépendant de la valeur numérique des
parameétres. Ayache appelle un ensemble de cartes un atlas. Nous utilisons simplementlarsmégisation
pour exprimer un ensemble d’une ou plusieurs cartes.

Dans les sections suivantes, nous définissofaletion de paramétrisatioat la mise a jour des parametres.

Nous examinons les dépendances entre les libertés de jauge et la paramétrisation. Finalement, nous définissons
un ensemble de criteres permettant d’évaluer la qualité d’'une paramétrisation. La figure 3.4 schématise le role
de la paramétrisation pour I'optimisation itérative.

3.5.1 Motivations et fonction de paramétrisation

La non-linéarité des fonctions de codt pour les paramétres de la structure et du mouvement nécessite I'em-
ploi de techniques d’optimisation non-linéaires. aitne fonction de codt, dépendant d’un vectgaontenant
les coefficients des entités recherchées. L'optimisation non-linéaire a pour but de résoudre des problémes de la
forme :

minC(y).
y
Certains problémes ne peuvent étre résolus, ou difficilement, en considérant directement les coefficients du vec-
teury. C'est le cas de certains des probléemes que nous abordons. Une paramétrisation du probléeme, modélisée
par une fonction de paramétrisati®h est alors nécessaire :

x = Ply).

L'optimisation non-linéaire se reécrit en :
minC(P~ ! (x)).

X

La fonction de paramétrisation définit un espace de recherche meilleur que celui constitué par les coefficients
de la représentation naturelle. La taille du vectewst lenombre de paramétreSi le nombre de parametres

est égal au nombre de degrés de liberté physiques du probléme, la paramétrisatdmneate sinon elle
estredondante De maniere générale, la fonction de paramétrisaftomst utilisée lors de l'initialisation. Son
inverse,P~!, est ensuite utilisée a chaque itération, afin de calculer les valeurs de la fonction de co(t pour
I'estimation courante. Il est donc beaucoup plus important d’avoir une paramétrisation tefe'qplatot que

‘P consiste en un calcul simple et efficace.

3.5.2 Mise ajour

Soit k le compteur d'itérations d'un algorithme d’optimisation itératif. Le vecteur de parameges mis
a jour itérativement au cours de I'optimisation. La loi de mise a jour dépend de la paramétrisation employée.
Elle prend souvent une forme additive :

Xpr1 = X+ Og. (3.3)
Elle peut aussi étre spécialisée aux différentes paramétrisations. Par exemple, dans le cas des matrices de ro-

tation, les lois de mise a jour présentées en 8§2.7.3, chapitre 2, sont multiplicatives. Lorsque le nombre de
parameétres de la loi de mise a jour correspond au nombre de degrés de liberté physiques du probléme, on dit
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fonction de
paramétrisatiorP
I 4
représentation p-1 paramétrisatio mise a
naturelley | =] X jour
_/ o
fonction | A |
de coltC v B |
|
vecteur de J |
résidusr

FiG. 3.4 —lllustration des notations et du role de la fonction de paramétrisation dans I'optimisation non-linéaire.
Les traits en pointillés désignent les relations valables au premier ordre.

que la loi de mise a jour estinimale C’est le cas des lois de mise a jour pour les matrices de rotation évo-
quées ci-dessus. La paramétrisation peut donc ne pas étre minimale, tout en admettant une mise a jour loc
minimale. C’est un critére important pour une paramétrisation.

Les algorithmes d’optimisation non-linéaire traditionnellement utilisés pour I'ajustement de faisceaux sont
basés sur une prédiction de I'erreur nécessitant le calcul de la matrice Jacabunrecteur d’erreurs rési-
duellesr associé a la fonction de codt, par rapport aux paramétres de mise&:jour

RS
04
La prédiction de I'erreur étant effectuée autour de I'estimation courante, cette matrice est évaluée numérique
ment a I'estimation courante, c’est a dire qilg_, = J| . est utilisée. Notons que le rang de la matrice
n'est en général plein que si la jauge est fixée.

Il est pratique d’écrire cette matrice comme un produit de deux matied$s, dépendant respectivement
uniquement de la fonction de co(lt et uniqguement de la paramétrisation (et de la loi de mise a jour associée) :

X=X

_ _ 2 _
J_ABavecA—%etB—

s

La matriceA est la matrice Jacobienne de la fonction de co(t et la mdhiriest celle de la loi de mise a jour
associée a la paramétrisation employée. L'évaluation de cette matrice autour de I'estimation courante s'éci
Bls_o- LOrsque la mise a jour est additive, on peut écrire :

B — op—1
o ox
Notons que dans ce cas, les formulatiéns: g—i etB = g—g s sont équivalentes.
X=X} =0

3.5.3 Influence des libertés de jauge

Les libertés de jauge se répercutent naturellement sur le vecteur de paramétres. Ceci implique que la matri
Jacobiennd a une déficience de rang égale au nombre de libertés de jauge, et induit des ambiguités dans
choix du vecteudy, correspondant aux différentes jauges. La fonction de paramétrisation joue souvent un role
lorsqu’une jauge triviale, basée sur I'élimination d’une ou plusieurs entités, est utilisée, voir I'exemple de la
section 3.5.5. En effet, elle sert & éliminer la ou les entités nécessaires pour fixer (totalement ou partiellemen
la jauge.
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3.5.4 Evaluer la qualité d’une paramétrisation

Nous proposons une collection de criteres permettant d’évaluer la qualité d’'une paramétrisation. Il est im-
portant de noter que seules les expérimentations permettent vraiment de comparer différentes paramétrisations.
Nous notons néanmoins au cours de cette thése une forte adéquation entre les critéres donnés ci-dessous et les
comparaisons expérimentales. Ces critéres sont :

> minimalité: la paramétrisation est-elle minimale ? Ou du moins admet-elle une loi de mise a jour mini-

male ? Si elle nest pas minimale, alors c’est que des degrés de liberté de jauge n’'ont pas été fixés et que
des contraintes de jauge peuvent s’avérer nécessaires ;

> linéarité : plus la paramétrisation est linéaire, meilleur devrait étre le résultat de chaque itération car le

domaine de validité de I'approximation locale faite par I'algorithme d’optimisation est alors étendu;
> pas de liberté de jaugeles degrés de liberté de jauge non fixés sont un désavantage ;
>> pas de contraintes internedes contraintes de consistance interne sont un désavantage si la loi de mise
a jour n'est pas consistante, c’est a dire ne les garantit pas. Par exemple, les matrices de rotations sont
soumises a des contraintes de consistance interne (I'orthonormalité des matrices, équation (2.29)), mais
les lois de mise a jour (2.36) et (2.38) sont consistantes, dans le sens ou elles préservent I'orthonormalité ;

> complétude la paramétrisation peut-elle représenter I'ensemble des entités ? Par exemple, la paramétri-
sation des points 3D par un vecteu@®3v'est pas compléte car les points a I'infini ne sont pas représen-
tables;

> différenciation analytique existe-t-il une expression analytique “simple” de la matrice Jacobienne dé-

crivant les variations des coefficients de la représentation naturelle par rapport a celles des paramétres
de mise a jour ? Par exemple, dans le cas des matrices de rotation, les équations (2.37), (2.39), (2.40) et
(2.41) donnent les variations de la matrice de rotation en fonction des angles d’Euler ;
> carte unique: existe-t-il une unique carte entre les paramétres et les coefficients de la représentation
naturelle ? Si plusieurs cartes sont nécessaires, un critere permettant de sélectionner la meilleure carte
est requis. La présence de plusieurs cartes est un désavantage car I'implantation est en générale moins
facile. Une matrice Jacobienne est nécessaire pour chaque carte. Il faut aussi gérer les “transitions”
entre cartes, c’est a dire convertir les parameétres de la carte courante en parametres équivalents pour la
nouvelle carte.
Ces criteres sont interdépendants. lls font apparaitre les points clefs de la qualité d’'une paramétrisation, ce
gui dépend aussi bien sir de I'algorithme d’optimisation non-linéaire utilisé. Il est rare qu’une paramétrisation
satisfasse tous ces critéres.

3.5.5 Exemple de paramétrisation

Nous donnons un exemple de fonction de paramétrisation pour I'ajustement de faisceaux de caméras pers-
pectives non calibrées et de points. Les fonctions de paramétrisation des caméras et des points sont notées
respectivemenPp etPq :

Pp Pq
yp —xp et yq — XqQ,

ouyp etyq sont des vecteurs contenant les coefficients des caméras et des points respectivement. En recons-
truction projective, il est courant de fixer 11 des 15 degrés de liberté de jauge géométrique en laissant invariante
une caméra de référence. C'est la stratégie adoptée dans [93]. Par exemple, lorsque deuPcar®grasnt
considérées et que la premiére caméra est choisie comme réfégersede taille 12 et défini par :

xp = vectPq),

ou vect est 'opérateur de vectorisation d’'une matrice. Cette paramétrisation est redondante.
De méme pour les points, une paramétrisation redondante est souvent utilisée, correspondant a prendre pour
Pq la fonction identité :

x§ = vh = @ - Ql)
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Examinons les critéres de la section 3.5.4 pour cette paramétrisation. Elle n’est pas minimale, mais elle e
linéaire. Elle at + (n — 1) + m libertés de jauge, provenant d’une partie non fixée de la base projective, et des
facteurs d’échelle des — 1 matrices de projection et des points. Elle n'est pas soumise a des contraintes
internes, elle est compléte et la fonction de paramétrisation est basée sur une carte unique. La différenciatit
analytique est possible et la matrice Jacobienne est triviale.

3.6 Optimisation non-linéaire

L'ajustement de faisceaux est un probléme d'optimisation de moindres carrés non-linéaires. Il existe de
algorithmes globaux et locaux. Nous examinons deux algorithmes locaux souvent utilisés en vision par ordine
teur et photogrammétrie, les algorithmes de Gauss-Newton et de Levenberg-Marquardt. Pour une présentati
plus compléte d’'algorithmes d’optimisation non-linéaire continue, nous renvoyons aux livres de Seber et Wilc
[174], de Gill et al. [70] ou de Nocedal et Wright [156]. De maniére plus générale, on peut identifier I'ajus-
tement de faisceaux comme un probléme de régression en distances orthogonales, dont I'étude fait I'objet d
travaux de Boggs et al. [34]. Pour la communauté vision par ordinateur, on peut se référer au travail de Trigg
et al. [219] et en photogrammeétrie aux recueils édités par Atkinson [6] et par Slama [185].

L'idée de base est de mettre a jour une solution initjgldont la paramétrisation est donnée par le vecteur

x9 = P(yo). La loi de mise & jour correspondant a la paramétrisation est utilisée avec les parameétres de mis
a jourdy. La différence entre les algorithmes réside dans la détermination des vektdies algorithmes de
type Newton sont basés sur une approximation quadratique locale de la fonction de codt, formulée en term
des matrices Jacobiende= % et Hessienrf’egig. 'évaluation de la matrice Hessienne est souvent coliteuse.
L’approximation de Gauss-Newton permet d’écrire cette derniére en termes de la matrice Jacdbienfd.:
Cette approximation est valide soit lorsque la fonction de co(t est “proche” d'étre linéaire, soit lorsque les
résidus sont petits, ce qui est le cas dans la plupart des problemes d’ajustement de faisceaux. Notons que, oL
I'’économie du calcul des dérivées secondes de la fonction de codt, I'approximation de Gauss-Newton confel
a la matriceN une structure éparse, dans les cas de régressions en distances orthogonales, voir ci-aprés. S
g = JTr le vecteur gradient de la fonction de co(t. L'approximation quadratique s'écrit :

1
C(x+6) ~ C(x)+gT6+§6TN6.
D ——

e

Le minimum de ce modeéle quadratiduecal simple est donné en pos@@t: 0, ce qui donne legquations
normalessuivantes :

En présence de libertés de jauge, les équations normales ne sont pas de rang plein et plusieurs solutions s
admises. Les algorithmes de Gauss-Newton et de Levenberg-Marquardt proposent deux stratégies différent
de résolution.

Les sections suivantes examinent respectivement les algorithmes de Gauss-Newton et de Levenber
Marquardt puis la structure des équations normales et différentes stratégies de résolution.

3.6.1 Lalgorithme de Gauss-Newton

Dans sa version originale, I'algorithme de Gauss-Newton consiste a calculer la solution suivardte pour

§ = —Nlg. (3.4)

3La plupart des auteurs, par exemple Triggs et al. [219], utilisent une mise & jour additive, qui conduit & la formulation moins
générale mais équivalente= g—; et gf; des matrices Jacobienne et Hessienne.
“Notons que ce modéle quadratique est basé sur deux approximations : un développement de Taylor autour des papaisétres

I'approximation de Gauss-Newtdw = J™J de la matrice Hessienne.
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Cependant, en présence de libertés de jauge, la matmcest pas de rang plein. Il existe alors une famille de
solutions, dont la dimension correspond au nombre de degrés de liberté de j&lefee famille de solutions
peut étre paramétrée par un vecteude taille (¢ x 1). Soit N la pseudo-inverse de Moore-Penrose de la
matriceN, et A une matrice dont leg colonnes forment une base du noyauNjecomme précisé en §2.6.3,
chapitre 2, la famille de solutions s’écrit :

5§ = —Nig+Av.

Une solution souvent utilisée, par exemple par Kanatani et Morris [112] €50, qui est la solution minimisant
la norme du vecteud. Cette méthode laisse la jauge globalement libre.

3.6.2 Lalgorithme de Levenberg-Marquardt

L'algorithme de Levenberg-Marquardt [121, 133] est une variante de Gauss-Newton consistant a effectuer
unerégularisationou augmentatiordes équations normales. La matrideest remplacée par une matrice ré-
gulariséeN = N + W(\). La matriceW(\), appelée matrice de régularisation, doit étre définie positive pour
garantir un rang plein Bl. Les choix suivants ont été proposés pai\) :

> W(A) = AL C’est le choix original de Levenberg et Marquardt [121, 133] repris par Triggs et al. [219].

Nous notons cette régularisation la méthade;
> W(A) = (1 4+ A)diag(N), c’est a dire multiplication des coefficients diagonauxNdpar (1 + \). Ce
choix est due a Seber [174]. Il est repris par Press et al. [163] et Hartley et Zisserman [93]. Nous notons
cette régularisation la méthod&BER
Il est important de noter que ces choix pour la matk¢e\) ne violent pas la structure éparse par blogues des
éguations normales (voir ci-dessous).

Le parameétre\ permet le contrble de la régularisation. Sa valeur est ajustée de maniere heuristique. Si
litération réduit 'erreur, c’est a dire €1(P ! (x) + 1)) < C(P~!(xy)), alors la mise & jour est acceptée et
la valeur de\ est divisée par une constante, souvent 10, sinon la mise a jour est rejatést etultiplié par la
constante.

Comme l'algorithme de Gauss-Newton, I'algorithme de Levenberg-Marquardt est de complexité cubique
en le nombre de parameétres, par exemple; saméras etn points sont reconstruits, la complexité est en
O(n*m?). Une résolution éparse des équations normales permet de réduire cette complexité, voir ci-dessous.

Une interprétation. Nous donnons une interprétation de cet algorithme, pour le cas ou la matrice de régulari-
sation estW(\) = AL Lorsquel est petitN = N + AI ~ N, et on obtient une itération de type Gauss-Newton,
donnée par I'équation (3.4). Lorsqueest grandN = N + AI ~ I, et on obtient alors une solution proche de

6 = —g, qui correspond a une itération du type descente de gradient.

Lien avec les régions de confiance.Les algorithmes de type Newton sont basés sur une approximation qua-
dratique de la fonction de co(t. L'idée des régions de confiance est de définir une région dans l'espace des
parameétres, autour de I'estimation courante, dans laquelle I'approximation quadratique est supposée fiable. Le
lien entre I'algorithme de Levenberg-Marquardt et les régions de confiance est établi par Moré [146]. La forme
de larégion de confiance est alors donnée par la norme définie par la matrice de régulaigajidre scalaire

A est lié au rayon de confiance. Notons qu'il existe beaucoup d’autres méthodes de contrdle d'itération (“step
control” en Anglais), par exemple, les méthodes de “line search”, pouvant éventuellement étre combinées entre
elles.

3.6.3 Structure et schéma de résolution éparse des équations normales

Les équations normales résolues a chaque itération ont en général une structure éparse par bloques. Cette
structure est commune a tous les problémes de régression en distances orthogonales. La prise en compte expli-
cite de cette structure permet de résoudre les équations normales avec une complexité réduite. Cette solution
exploite la structure éparse correspondant soit aux paramétres des points soit a ceux des caméras. La complexité
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devient linéaire soit pour les points, soit pour les caméras, mais reste cubique pour l'autre, c’est a dire qu’ell
est réduite d&(n>m?) a0 (nm3) ou a0 (n3m).

Pour comprendre la résolution éparse des équations normales, il faut expliciter la structure des matrice
Jacobienne et Hessienne de la fonction de codt. Si I'on organise le vecteur de paramétres avec les paramet
des caméras puis des points, et le vecteur de résidus en regroupant les résidus liés a chaque image, la mat
Jacobiennd a la forme dessinée sur la figure 3.5. L'approximation de Gauss-Newton de la matrice Hessienne
estN = JTJ, sa structure est montrée sur la figure 3.5.

caméras points

caméras points

FiG. 3.5 — Structure des matrices Jacobiedm Hessienn®&l (approximation de Gauss-Newton), déterminant

les équations normales résolues a chaque itération de I'ajustement de faisceaux. Les bloques grisés contienn
les coefficients du systémes, alors que les parties blanches ne contiennent que des zéros. Cet exemple est |
3 caméras et 13 points visibles dans toutes les vues.

Sil'on choisit de résoudre de maniere éparse par rapport aux points, la premiére étape consiste a résouc
de maniere dense pour les caméras en éliminant les points, puis a résoudre de maniére éparse pour les poi
Nous renvoyons aux travaux spécialisés sur ce sujet pour plus de détails [34, 89, 185, 219].

Notons que des solutions de résolution éparse plus générales peuvent étre mises en ceuvre pour la résolus
des équations normales, par exemple le gradient conjugué, voir par exemple [156], ou la factatiséparse,
voir par exemple [52].

Il existe par ailleurs des problémes classiques en vision par ordinateur conduisant a des structures épar:
différentes pour les équations normales. Par exemple, lors de la reconstruction métrique de caméras et de poir
il est courant d’estimer des paramétres communs aux caméras. On voit alors apparaitre une structure découj
en trois parties : les paramétres externes des caméras avec les parametres internes spécifiques a chaque ca
(souvent la longueur focale), les paramétres internes communs (souvent le point principal) et les parameétres ¢
points.

3.6.4 Reconstruction avec contraintes géométriques

On peut imaginer inclure des contraintes géométriques a la reconstruction. Au chapitre 5, nous abordons
cas des contraintes de coplanarité entre les points reconstruits. Les méthodes d’ajustement de faisceaux a
des contraintes ont été particulierement étudiées dans la communauté des photogrammetres, voir par exem
le recueil édité par Atkinson [6]. Les méthodes proposées sont, entres autres, l'utilisation de multiplicateur:
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de Lagrange, la linéarisation des contraintes et I'élimination de variables de maniére analytique ou numérigue.
Nous renvoyons au chapitre 5 pour plus de détail sur ces méthodes.

3.7 Conclusions

Nous avons donné un cadre général des systémes de reconstruction par ajustement de faisceaux. L'étape du
calcul d'une solution initiale a été passée en revue, puis les fonctions de colt associées a la reconstruction de
points et de droites ont été examinées en détail. Ces fonctions de colt sont liées a I'erreur de reprojection, qui
est une mesure importante de qualité pour la reconstruction obtenue. Les problémes induits par les libertés de
jauge, inhérentes au probléeme comme le repére de reconstruction, ou dépendantes de la représentation comme
les facteurs d’échelle des coordonnées homogenes, ont été examinés. L'étape de paramétrisation a été étudiée
en détail, et des critéres permettant d’évaluer la qualité d’une paramétrisation ont été proposés. Finalement, des
méthodes d’optimisation de moindres carrés non-linéaires — les algorithmes de Gauss-Newton et de Levenberg-
Marguardt — ont été passées en revue.



CHAPITRE

A

(GEOMETRIE DE DEUX CAMERAS
NON CALIBREES ET ESTIMATION
NON-LINEAIRE DE LA MATRICE

FONDAMENTALE

La géométrie de deux caméras non calibrées est
modélisée par la matrice fondamentale. Son estima-
tion joue un role clef en vision 3D par ordinateur. Elle
est souvent effectuée a partir de correspondances
de points entre deux images. Un critére de minimi-
sation ayant un sens géométrique induit une fonction
de codt non-linéaire.

Nous nous concentrons sur la compréhension
du rdle joué par la matrice fondamentale dans la dé-
finition et la paramétrisation du positionnement rela-
tif de deux caméras non calibrées.

Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans la
premiére partie, nous étudions différentes factori-
sations de la matrice fondamentale en épip0les et
transformation épipolaire 1D. Nous proposons une
représentation 2D de la transformation épipolaire,
la transformation épipolaire étendue. Dans la deu-
xieme partie, nous donnons un état de l'art détaillé
des paramétrisations de la matrice fondamentale.
Le formalisme précédemment introduit permet une

construction simple de la plupart de ces paramétri-
sations. Il n’existe pas de paramétrisation minimale,
globale et non-singuliére de la matrice fondamen-
tale. Les paramétrisations sont donc soit redondan-
tes, soit basées sur plusieurs cartes. Dans la troisie-
me partie, nous proposons la représentation ortho-
normale de la matrice fondamentale. Cette repré-
sentation est compléte et permet I'estimation de la
matrice fondamentale avec le nombre minimal de 7
parametres.

Nos algorithmes sont finalement validés et com-
parés aux méthodes existantes sur des données si-
mulées et réelles.

Les résultats concernant la transformation
épipolaire étendue ont été obtenus en collaboration
avec Peter Sturm et Radu Horaud et ont été publiés
dans [28, 29]. Les travaux concernant la représen-
tation orthonormale de la matrice fondamentale ont
été effectués en collaboration avec Peter Sturm et
ont été publiés dans [13, 22, 27].
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4.1 Introduction

La matrice fondamentale joue un réle clef en vision 3D par ordinateur. Elle représente une reconstruction
implicite de deux caméras. Ces derniéres peuvent en étre extraites et utilisées pour reconstruire la structure 3D
par triangulation de correspondances d’indices visuels. La matrice fondamentale est @& taile définie a
un facteur prés et de rang 2. Elle a donc 7 degrés de liberté. Son estimation est une étape préliminaire a beaucoup
d’algorithmes de reconstruction et a donc une grande importance. La majeure partie des algorithmes d’estima-
tion est basée sur des correspondances de points. L'algorithme des huit points proposé par Longuet-Higgins
[126] et amélioré par Hartley [86] fournit une solution, minimisant un critére algébrique, souvent utilisée pour
initialiser un algorithme non-linéaire, minimisant un critere géométrique. Triggs [218] classe les algorithmes
non-linéaires en deux catégories : I'approche réduite, impliguant seulement la matrice fondamentale, et I'ap-
proche directe, impliquant en plus la structure 3D. On peut apparenter I'approche directe a un algorithme
d’ajustement de faisceaux, car elle impliqgue une reconstruction projective compléte de la scene. L'optimisation
non-linéaire pose le probleme de la paramétrisation de la matrice fondamentale.

La géométrie de deux vues peut étre représentée entre autres par la géométrie épipolaire ou par deux ma-
trices de projection. La différence principale entre ces deux représentations est la suivante. La matrice fonda-
mentale encapsule [@sitionnement relatifles deux caméras, et en constitue une reconstruction implicite. Les
deux matrices de projection fixentpesitionnement absoldes caméras, c’est a dire gu’elles dépendent du po-
sitionnement relatif des caméras et du choix de la base projective de reconstruction. Etant donnée une matrice
fondamentale, on peut retrouver des matrices de projection en fixant la base de reconstruction. Tout couple de
caméras ainsi obtenu est urgalisationde la matrice fondamentale.

Nous nous concentrons sur le probleme de I'estimation non-linéaire et plus particulierement le probleme
de la paramétrisation, qui revient a exhiber une ou plusieurs associations entre un jeu de parametres et les
coefficients de la matrice fondamentale. Une telle association est appelée “carte”. Nous renvoyons au chapitre
3, 83.5, pour plus de détails.

Paramétrisations et méthodes existantes.La paramétrisation peut étre basée entre autres sur les matrices
de projection ou sur la matrice fondamentale. Un premier réflexe est d’associer ces deux possibilités avec les
approches directe et réduite respectivefmaet qui présente des aspects pratiques indéniables, mais n’a pas de
caractére obligatoire.

Baser la paramétrisation directement en fonction des matrices de projection conduit souvent a des para-
métrisations redondantes car la base de reconstruction est souvent totalement ou partiellement incluse dans la
paramétrisation. Par exemple, Hartley [90] propose de paramétrer la deuxieme matrice de projection. Le nombre
de parameétres a estimer est alors de 12. Parmi ces paramétres, 7 encapsulent le positionnement relatif des deux
cameéras et 4 fixent une partie de la base projective de reconstruction.

Baser la paramétrisation sur la matrice fondamentale conduit souvent a des paramétrisations minimales.
Cette approche souléve plusieurs difficultés. La contrainte dg 2amlaquelle est soumise la matrice fonda-
mentale est non-linéaire. De plus, la matrice fondamentale est homogene et définie a un facteur prés. Lensemble
des matrices fondamentales constitue une variété de dimension Rdabstte variété est topologiquement
non-triviale, ce qui signifie qu’on ne peut pas trouver 7 paramétres exprimant toutes les matrices fondamentales
de maniére simple et globale [217]. En conséquence, les cartes de la matrice fondamentale sont intrinséque-
ment locales, c’'est a dire réduites a une sous-variété. Luong et Faugeras [128] proposent une paramétrisation
avec 8 parametres et une carte basée sur I'hnypothése que les deux épipbles ne sont pas a l'infini. Représenter
de fagcon compléte cette variété requiert un ensemble de cartes. C’est la stratégie adoptée par Zhang [233] et
Csurka et al. [49]. Zhang propose une paramétrisation avec 8 parametres et 9 cartes et Csurka et al. proposent
une paramétrisation minimale (7 paramétres) avec 36 cartes.

L'approche de Zhang et Loop [236] permet d’éviter |'utilisation de cartes en se ramenant a la sous-variété
paramétrée par Luong et Faugeras : ils proposent de ramener artificiellement les caméras dans une position ou

'L'approche directe, équivalente & un ajustement de faisceaux, nécessite une forme explicite de la reconstruction des caméras,
donnée directement par les matrices de projection, alors que la fonction de colt associée a I'approche réduite s’exprime directement en
termes de la matrice fondamentale.
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les épipbles sont finis, par une transformation projective des points image.

Torr et Zisserman [211, 206] proposent de représenter la matrice fondamentale par 7 correspondances
points. A chaque étape de I'optimisation non-linéaire, les coordonnées de ces points sont mises a jour et
matrice fondamentale correspondante est estimée.

Contributions. Ce chapitre contient deux contributions principales dont la lecture est indépendante.

La premiére contribution est une étude de la matrice fondamentale et de sa factorisation en épipdles
transformation épipolaire 1D. Nous introduisongransformation épipolaire étenduextension de la trans-
formation épipolaire au 2D. Par rapport a la factorisation classique “épipdle + homographie”, cette derniére
permet d’établir un niveau supplémentaire de factorisation de la matrice fondamentale : “épip6le + épipdle -
transformation épipolaire étendue”. Ce formalisme permet de former simplement les paramétrisations mini
males de la matrice fondamentale proposées par ailleurs [49, 128, 233]. Nous donnons un état de I'art détail
de ces paramétrisations.

Notre deuxiéme contribution est une solution permettant d’optimiser la matrice fondamentale avec le
nombre minimal de 7 paramétres, sans avoir recours a plusieurs cartes ni a un changement artificiel des p
sitions des caméras. L'idée est de parcourir la variété des matrices fondamentales avec une paramétrisati
basée sur leeprésentation orthonormalée la matrice fondamentale que nous proposons. Cette représentation
a plusieurs avantages. Elle est générale, dans le sens ou toutes les matrices fondamentales sont représer
de maniéere unifiée, et la matrice Jacobienne associée a une expression analytique simple, de méme que
réalisation canonique.

Organisation du chapitre. Nous examinons la factorisation de la matrice fondamentale en épipdles et trans-
formation épipolaire en 84.2. Nous y proposongdmsformation épipolaire étendu&n 84.3, nous montrons
comment elle permet une formulation simple des paramétrisations existantes au travers d’un état de I'art détail
des paramétrisations et méthodes pour I'optimisation non-linéaire de la matrice fondamentalespésen-

tation orthonormalede la matrice fondamentale est donnée en 84.4, ainsi que son application a I'estimation
non-linéaire de la matrice fondamentale pour différents critéres (approches directe et réduite). Le chapitre ¢
termine avec des résultats expérimentaux comparant notre approche a d’autres méthodes puis nos conclusi
et perspectives en 884.5 et 4.6 respectivement.

4.2 Factorisation de la matrice fondamentale

La matrice fondamentale définit un faisceau de droites épipolaires dans chaque image, ainsi qu'une co
respondance homographique entre ces droites épipolaires. Elle encapsule le point d’incidence de chacun ¢
faisceaux épipolaires, ce sont Iépipdles ainsi qu'une homographie d& a 3 degrés de liberté, nommée
transformation épipolaireCes entités peuvent étre extraites de la matrice fondamentale et inversement, cette
derniére peut étre exprimée en fonction de ces entités : c'ésttiarisationde la matrice fondamentale.

Considérons la formulation suivante de la matrice fondamentBle-: [€],Hr, ou e’ est le deuxiéme
épipble etH;; une homographie de plan. On remarque que seul un des deux épip0les entre en jeu et gu'ils n
jouent donc pas un réle symétrique. Cette équation est donc une forme de factorisation de la matrice fond:
mentale, mais partielle seulement. Ceci souléve la question suivante : existe-t-il une factorisation de la matric
fondamentale qui ferait explicitement apparaitre les deux épipbles et leur ferait jouer un réle symétrique ? Nou
montrons I'existence d’une telle factorisation, qui s’écrit sous la fdfme[€] G 1 4[e]». Nous montrons que
la matriceGpr 4 représente une extension de la transformation épipolaire au 2D.

Nous distinguons donc deux niveaux de factorisatiorfadtorisation partielleet lafactorisation totaleLa
factorisation partielle est basée sur les homographies de plans, tandis que la factorisation totale est basée sui
transformations épipolaires étendues que nous introduisons. Les caractéristiques de ces niveaux de factorisa
sont résumées ci-dessous :
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niveau de factorisatiovh entités \ transformation impliquée \ forme factorisée
factorisation partielle| ¢€,Hp homographie de plaH; F~ [e]|aHr
factorisation totale | e, €, Gy 4 | transformation épipolaire étend@gr 4 | F ~ [€/|7Gr.ale]n

Ces factorisations permettent une intime compréhension du réle joué par la matrice fondamentale dans le posi-
tionnement relatif de deux caméras non calibrées. La factorisation partielle est a la base de plusieurs réalisations
canoniques [90, 130]. La factorisation totale permet de construire plusieurs paramétrisations de la matrice fon-

damentale [49, 128, 233, 236].

4.2.1 Factorisation partielle

La factorisation partielle de la matrice fondamentale consiste a écrire cette derniére sous la forme suivante :
F ~ [€]aHm. (4.2)

La transformatiorH; est une homographie de plan. Il existe une famille de transformakignsatisfaisant
I'équation (4.1). Cette équation en est une caractérisation indirecte. Notre but est de caractériser directement la
famille des homographies de plan par une paramétrisation. Pour ce faire, nous examinons au préalable son role
dans la factorisation partielle. La figure 4.1 illustre ce réle ainsi que la paramétrisation.

FiG. 4.1 — lllustration du réle de I'homographie de plHp dans la factorisation partielle de la matrice fon-
damentales ~ [¢/|,Hr et de la construction d’'une paramétrisation de la famille des homographies de plan.
Une homographie de plan associe a un point de I'image de gauche un point sur la droite épipolaire corres-
pondante dans limage de droite. Une sur-paramétrisation en fonctidned&I en est donnée par I'équation

Hi ~ [d'|AF — T’ (voir texte principal). Lhomographie de plaiy; est induite par le pladI .

Role des homographies de plan. Une homographie de plad;; associe a un point de I'image de gauche un
point sur la droite épipolaire associée dans I'image de droRéfinissons ce role a partir de I'équation (4.1).
Pour un pointg de I'image de gauchd,q ~ [¢|,Hirq S'interprete comme 'équation de la droite épipolaire
I’ associée dans l'image de droite. Notans- Hyrq. Le produit vectoriele/] v’ est I'équation d’une droite
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épipolaire car elle contient I'épip6le’. Cette droite épipolaire est définie par le point Ce dernier doit

donc étre sur la droite épipolaile Notons que sa position le long den’est pas contrainte. Le réle d'une
homographie de plan est donc d’affecter a un point de I'image de gauche, un point sur la droite épipolaire
correspondante dans 'image de droite.

Paramétrisation des homographies de plan. La paramétrisation des homographies de plan est effectuée en
construisant un point particulier surl’ puis en introduisant une variablepermettant de paramétrer tous les
points del’. Pour ce faire, nous définissons une dralteuelconque ne contenant pas I'épipéle

expression \ interprétation
q point de I'image de gauche
I ~ Fq droite épipolaire dans I'image de droite
u’ ~ [d'|sFq intersection de la droite épipolaire dans I'image de droite et de la ddoite
v/ ~ [d'|]\Fq + a€’ point sur la droite épipolaire dans I'image de droite

On observe que cette définition a 3 parameétres libres, I'équation de la di@ter. Posonsy = —ﬂTq avec
IT € R3. On obtient I'expression suivante des homographies de plan :

Hpa ~ [d]\F—eT'.

(4.2)

Dans cette expression, seuls 3 des 5 paramétresIT sont indépendants. Ceci se vérifie facilement en sub-
stituant le vecteue/ par son expression (2.50) dans I'équation (4.2) et en développant. Sans hypothése sur I:
position de I'épipdlee’, la seule droited’ ne contenant jamaig’ est la droite d’équatiorl’ ~ e’. Ce choix

nous donne l'expression de la famille des homographies de plans, équation (2.51), paramétrée par

HH ~ [e/]/\F — e/l:IT. (43)
L’ homographie de plan canoniqest donnée pdl = 0 :
H ~ [€¢].F. (4.4)

Elle est de rang 2 et unique car c’est la seule homographie de plan ayant pour noyaux gauche et droit les €j
poles. Cette expression présente une forme de dualité avec la factorisation partielle de la matrice fondament:
donnée par I'équation (4.1).

Luong et Viéville [130] montrent qu’une telle homographie est induite par un plan contenant le deuxieme
centre de projection et la droite d’équatign|ls I'interprétent comme une projection @@ versP!, car elle
affecte a un point de I'image de gauche, un point sur la droite épipolaire correspondante dans I'image de droit
situé sur la droite d’équatiod. Luong et Viéville nomment cette homographieplajection épipolaire On
peut généraliser ce concept en partant de I'équation (4.2). Si 'on doisid dans cette équation, on obtient
alors une homographie'] ,F. C’est 'homographie d’un plan contenant le deuxiéme centre de projection et une
droite d’équatiord’ dans la deuxiéme image. Par analogie avec le concept de Luong et Viéville, on peut appeler
cette homographie lprojection épipolaire généraliséelans le sens ou elle affecte a tout point de I'image de
gauche, un point sur la droite épipolaire correspondante dans I'image de droite et sur la droite d’éfjuation

Propriétés des homographies de plan. Dans le cas général, une homographie de plan met en correspondance
les épipbles :

e' ~ HHe.

Ceci se vérifie facilement en utilisant la paramétrisation (4.2) la plus générale. Elle encapsule la transformatio
épipolaire, mais seulement la “moitié” des épipbles dans le sens ou si un épipdle estigpmpaEmet de
retrouver I'autre. La famille des transformatiorg est de dimension 3. D’autres propriétés des homographies
de plan sont données en §82.11, chapitre 2.
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4.2.2 Factorisation totale

La factorisation totale de la matrice fondamentale consiste a écrire cette derniére sous la forme suivante :
F ~ [e/]/\GH,s[e]/\. (45)

La transformationGz s est ce que nous appelons umansformation épipolaire étendudlotre but est de
caractériser la famille des transformations épipolaires éten@ugssatisfaisant I'équation de factorisation

totale (4.5). Pour ce faire, nous examinons au préalable son réle dans la factorisation totale. La figure 4.2
illustre ce réle ainsi que la paramétrisation.

®aq

FiG. 4.2 — lllustration du r6le de la transformation épipolaire éten@yg dans la factorisation totale de la
matrice fondamentalé ~ [¢/],Gr s[e], et de la construction de la famille des transformations épipolaires
étendues. Une transformation épipolaire étendue associe a une droite épipolaire de I'image de gauche, un point
sur la droite épipolaire correspondante dans I'image de droite. Une sur-paramétrisation en fonetiah de

etII en est donnée par I'équatidgy; , o ~ ([d']AF — e’fIT)[S]/\ (voir texte principal). La transformation
épipolaire étendu€yr , est induite par le pladl et la droiteS sur ce plan, dont les projections dans les images

sont notées et s'.

Réle des transformations épipolaires étendues. Une transformation épipolaire étendue associe a une droite
épipolaire de I'image de gauche, un point sur la droite épipolaire correspondante dans I'image de Hleitee
correspond ni a une homographie de plan point-point ni a sa forme duale droite-droite. Examinons I'équation
(4.5). Pour un poing de I'image de gauch&sq ~ [€],Gr s[e]rq est I'équation de la droite épipolaite
correspondante dans I'image de droite. D’apres le raisonnement de la section précédentesild’pqurtion
u’ ~ Gy s[e]nq doit étre un point quelconque siir L'équation [e],q étant celle de la droite épipolaiie
associée g dans I'image de gauche, on en déduit dijg, associe a une droite épipolaire de I'image de
gauche, un point quelconque sur la droite épipolaire correspondante dans I'image de droite. L'application d’'une
transformation épipolaire étendue a une droite de I'image de gauche qui n’est pas une droite épipolaire n'a pas
de sens et n'est pas précisée.

Les transformations épipolaires étendues ont un role dual a celui de la matrice fondamentale, dans le sens
ou la contrainte épipolaire sur les poinﬂFq = 0, se reécrit sur les droites épipolaires via une transformation
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épipolaire étendue :

"Gl = 0.

La démonstration de cette égalité est directe. Considérons la contrainte épipolaire et remplagons la matric
fondamentale par sa factorisation totale (4.5), on obtient :

T
q [€]\Gmsle]ag = 0,
——— ——

i 1

ou I'on identifie les équations des deux droites épipolaires.

Paramétrisation des transformations épipolaires étendues. Pour construire la paramétrisation recherchée,
nous définissons une droitequelconque ne contenant pas I'épipéleSoit ¢ un point de I'image de gauche,
I’ la droite épipolaire correspondante dans I'image de droité @ point surl’ :

expression \ interprétation
1 droite épipolaire dans I'image de gauche
u ~ [s|al intersection de la droite épipolaire dans I'image de gauche et de la droite
u’ ~ Hpr[s|Al point sur la droite épipolaire dans I'image de droite

On observe que cette définition a 5 parametres, leskydet les 2 de la droita. En remplacanH; par son
expression (4.2), on obtient I'expression suivante des transformations épipolaires étendues :

Grea ~ (d]nF—eTI)[s]n. (4.6)

Cette définition est sur-paramétrée. En choisissant gdarseule droite ne contenant jamaisiont I'équation
estd’ ~ €, on obtient la famille des transformations épipolaires étendues :

Grs ~ ([€]F—eTI)s]x. 4.7)

Sans hypothése sur la position de I'épipéléa seule droites ne contenant jamaie est la droite d’équation
s ~ e. Latransformation épipolaire étendue canonigest donnée par ~ e etll = 0 :

G ~ [€]sFleJ]n ~ Hle]a. (4.8)

Cette expression présente une forme de dualité avec la factorisation totale de la matrice fondamentale donn
par I'équation (4.5). Notons qu&est de rang 2 et unique car c’est la seule transformation épipolaire étendue
ayant pour noyaux gauche et droit les épipdles.

Luong et Viéville [130] introduisent une matri€edéfinie comme notre transformation épipolaire étendue
canoniqueG, équation (4.8). lls montrent la dualité des formufes [€],G[e]x etG ~ [e/] Fle]a.

Propriétés des transformations épipolaires étendues.En général, une transformation épipolaire étendue ne
contient pas d’information sur les épipdles. Elle n’encapsule donc que la transformation épipolaire, d’ou sor
nom. La famille des transformations épipolaires étendues est de dimension 5. Géométriquement, cela corre
pond au choix d’'un plan et d’une droite sur ce plan. Schmid et Zisserman [173] étudient la famille d’homo-
graphies de plan induite par un faisceau de plans autour d’'une droite 3D. La transformation épipolaire étendt
est de nature différente car elle associe des points alignés au faisceau de droites épipolaires (tout comme L
matrice fondamentale associe des droites épipolaires a des points) :

Grr,s P! — Pl

Les points sont alignés sur la droitgedont I'équation est donnée pdr~ H%;s, ot H}; est 'lhomographie
duale (pour les droites) induite par le pléh.
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La factorisation de Faugeras et Luong. Pour mettre en évidence la transformation épipolaire, Faugeras et
Luong [60, 85.2.3] définissent une droitene contenant pas I'épipdle par deux pointse et y. lls définissent
de méme une droite dans la deuxieme image. lls montrent que la matrice fondamentale peut alors s’écrire :

G

z,y,z/,y’

/T
F o~ e (x y) <CCL Z) (;ﬂ) €] (4.9)
N’

g

Dans cette décomposition, on retrouve la transformation épipaagtela transformation épipolaire étendue
via la sur-paramétrisatiof, .’ .

4.2.3 Résumé

Nous résumons les deux factorisations de la matrice fondamentale étudiées ci-dessus.

Factorisation partielle : “épipble + homographie”. La factorisation partielle est définie par I'équatibr-
[€']\Hz. Le vecteure’ donne les coordonnées du deuxieme épipdtges’interpréte comme une homographie

de plan. Sa forme la plus générale &t ;» ~ [d']AF — ¢'TI'. Une paramétrisation minimale edj; ~

[€'|]AF — e'TI'. Le vecteur-I1 s'interpréte alors comme une équation de plan réduite. 'homographie de plan
canonique est ~ [e/],F.

Factorisation totale : “épipdle + épipble + transformation épipolaire étendue”. La factorisation totale

est définie par I'équatiofr ~ [€/],Gr s[e|r. Les vecteurs: et € donnent les coordonnées des épipdles et
Gm s S'interprete géometriguement comme la transformation dégénérée induite par une droite sur un plan et
forme la transformation épipolaire étendue. Sa forme la plus généralg;esy ~ ([d']AF — e’l:IT)[s]/\.

Une paramétrisation minimale &Sty s ~ ([e/]AF — e’l:IT)[S]/\. Le vecteur-31 s'interpréte alors comme une
éguation de plan réduite et le vecteus-8omme I'équation de la projection dans la premiére image d’une droite
sur ce plan. La transformation épipolaire étendue canoniqée-est’],Fle]x.

4.3 Paramétrisation de la matrice fondamentale

Nous étudions I'état de I'art de la paramétrisation de la matrice fondamentale. Les méthodes étudiées et
leurs caractéristiques sont résumées dans le tableau ci-dessous.

méthode | # paramétreg # cartes| caractéristiques | références décrit en
Luong et Faugeras 8 1 épipbles finis [128] 84.3.1
Luong et Faugeras 7 4 épipdles finis [128] 84.3.1
Zhang 8 9 aucune [233] 84.3.2
Csurka et al. 7 36 aucune [49] 84.3.2
Zhang et Loop 7 1 fonction de colt modifiée  [236] 84.3.3
Torr et Zisserman 28 - mise & jour minimale [206] 84.3.4
Hartley 12 1 aucune [90] 84.3.5

Le formalisme de factorisation totale de la matrice fondamentale que nous avons introduit permet de construire
simplement les 4 premiéres paramétrisations de ce tableau, car elles sont basées sur une représentation de la
géomeétrie épipolaire en épipdles et transformation épipolaire. Nous proposons deux contructions pour ces para-
métrisations, une construction géométrique basée sur la transformation épipolaire étendue, et une construction
algébrique. Dans le cas de la paramétrisation de Luong et Faugeras, nous proposons une réalisation particuliére
de la matrice fondamentale exploitant I’hnypothése d’épipbles finis. La méthode de Zhang et Loop est basée
sur la paramétrisation de Luong et Faugeras. La derniere paramétrisation, celle de Hartley, est basée sur la
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factorisation partielle, c’est a dire la représentation de la matrice fondamentale par une homographie 2D et L
épipble. Des expérimentations concernant ces méthodes sont décrites en 84.5. La méthode proposée par T
et Zisserman [206, 211] est basée sur une représentation de la matrice fondamentale par 7 correspondance:
points. Ce sont les coordonnées de ces points qui sont mises a jour lors de I'optimisation non-linéaire. Elle e
particuliere dans le sens ou la mise en correspondance entre les parameétres et la matrice fondamentale est
indirecte (elle nécessite la résolution d'un systeme linéaire et d’'une équation cubique).

4.3.1 La paramétrisation de Luong et Faugeras

Luong et Faugeras [128] se concentrent sur le cas d'épipbles n’étant pas a l'infini, c’est a dire pas “trof
loin” de I'image, ce qui correspond a des caméras dont les plans image ne sont pas paralléles a la droite relia
les centres de projection. Les épipdles peuvent alors s'écrire en coordonnées affines (e, e, 1) et
e'T ~ (¢] ¢, 1). lls sont naturellement paramétrés de maniére minimale par les coeffigientse, et e}.

Pour compléter cette paramétrisation, il reste a traiter la transformation épipolaire. La difficulté est de faire
apparaitre 4 coefficients représentant cette transformation, voir ci-dessous.

Cette paramétrisation a 8 parametres et ne nécessite qu’une seule carte. Nous en donnons une construc
géométrique et algébrique. Les 4 coefficients de la transformation épipolaire sont définis a un facteur multi
plicatif prés et fixent I'échelle de la matrice fondamentale. La paramétrisation n’est donc minimale que sous
réserve de la gestion de I'échelle de ces 4 coefficients. Luong et Faugeras proposent de normaliser par le pl
important. Cela revient a utiliser 4 cartes. La meilleure carte se choisit en sélectionnant le coefficient dont Iz
valeur absolue est la plus élevée.

La construction géométrique est basée sur la factorisation totale de la matrice fondamentale. La constru
tion algébrique repose sur une élimination analytique de coefficients de la matrice fondamentale, basé sur |
équationsFe = F'e/ = 0.

4.3.1.1 Construction géométrique

Pour faire apparaitre la transformation épipolaire, considérons I'expression générale (4.6) des transform:
tions épipolaires étendues :

=T
Grsa ~ ([d]AF—eTIL)[s]a.

Rappelons que et d’ s'interprétent comme des droites Bg telles quee ¢ s ete’ ¢ d’. Les épipbles étant

supposés ne pas étre a I'infini, Luong et Faugeras fixeatd ~ 1, ~ (0 0 1)T. L'expression suivante est

alors obtenue podd =0 :

GH,s,d' ~ [IOO]AF[IOO]/\

—fa  fa O
~ Sz —fun 0. (4.10)
0 0 0

On voit apparaitre dans cette expression les 4 coefficients de la transformation épipglairgs; f21 et
fa22. En substituant I'expression ci-dessus dans la factorisation totale de la matrice fondamentale (4.5), not
obtenons :

F o~ [ Grs.aleln

fiu fi2 —e1 fi1 — eafi2
~ far f22 —e1 fa1 — eafa . (4-11)
—efi1 —ehfor —€lfia — e faa  er€] fi1 + er€h for + ea€] fia + eael fao

La carte ainsi construite associe les 8 paramétiess, €/, €5, f11, f12, f21, f22) aux coefficients de la matrice
fondamentale. Cette carte garantit que la contrainte de rang 2 est satisfaite.
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Notons que cette paramétrisation se construit de méme a partir de la sur-paramétrisation de la transfor-
mation épipolaire étendue de Faugeras et Luong donnée par I'équation (4.9), en choisissant des coordonnées
canoniques pour les points y, =’ et y’. Rappelons que les poiniset y doivent définir une droite ne conte-
nant pas I'épipdlez, de méme pour les pointg, y’ et I'épipble e’. Faugeras et Luong [60, 85.2.3] choisissent
xT ~ x'T ~ (100)ety” ~y" ~ (01 0). lls obtiennent alors une expression de la transformation
épipolaire étendue identique a celle obtenue ci-dessus, équation (4.10), a partir de notre paramétrisation.

4.3.1.2 Construction algébrique

La paramétrisation de Luong et Faugeras se construit de maniere algébrique comme suit. L'idée est d'utiliser
le fait quee et € sont les noyaux droit et gauche respectivement de la matrice fondamentale. Saient
{1...3} les colonnes d&. L'équation suivante est vérifiée :

Fe = ejci+eca+c3 = 0.
On obtient donc :
C3 = —€1C1 — €2C,
et I'écriture suivante de la matrice fondamentale :
F ~ (c1 Cy —e1C] — 62(:2) .
Si I'on répéte une opération similaire sur les lignesFden utilisant I'équatiorF e’ = 0, on obtient :

fi fi2 —e1 fi1 — eafi2
Fo~ fa f22 —eq fo1 — eafar
—eifi1 —ehfor —€lfia —ehfaa er€] fi1 + ereh for + ea€] fia + eaeh fao

Cette carte est la méme que celle obtenue précédemment, équation (4.11).

4.3.1.3 Paramétrisation minimale

La carte (4.11) décrit une association entre 8 parametres et la matrice fondamentale. La paramétrisation n’est
donc pas minimale. En effet, I'échelle de la transformation épipolaire et donc celle de la matrice fondamentale
correspondante donnée par la carte (4.11) n'est pas fixée. Luong et Faugeras proposent de normaliser par le
plus important des 4 coefficients de la transformation épipoldineal4 possibilités, d’ou la nécessité de 4
cartes. La meilleure carte se choisit en sélectionnant le coefficient dont la valeur absolue est la plus élevée.
Par exemple, lorsque la valeur absolue fieest supérieure a celles de, fo1 et foo, les paramétres sont
(e1,e2,¢€), €5, f12, fo1, fa2) €t la carte associée est :

1 f1o —e1 —eafi12
F o~ fo1 f22 —e1 fa1 — eafa . (4.12)
—e) —ehfar —efia —ehfar er€] + er€, fa1 + e2€] fia + eaeh fao

4.3.1.4 Réalisation

Nous proposons de réaliser la matrice fondamentale sous I'hypothése d’épipdles finis de Luong et Faugeras.
Il est bien sOr possible d'utiliser une des bases canoniques précédemment évoquées, mais I'hypothése d’épipdles
finis ne serait alors pas exploitée. Nous cherchons une réalisation de la forme donnée par les équations (2.43)
et (2.44), ce qui implique le choix d’'une homographie de référence :

P~ (I 0) et P ~ (H e)
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Pour choisir cette homographie en exploitant pleinement I'hypothése d'épipbles finis, nous utilisons le for-
malisme de la factorisation partielle de la matrice fondamentale. L'équation (4.2) paramétrise la famille des
homographies de plan :

Hpa ~ [d]\F+eT'.
Dans cette expressiod, est I'équation d’'une droite ne contenant pas I'épipéleComme précédemment,
I'nypothese d’'épipdles finis permet de choidir~ 1., ~ (0 0 1)T. Nous obtenons alors, pollk = 0 :

P' ~ ( [luoJaF €)

—fo1 —fa —fa €
~ fu  fiz fis e (4.13)
0 0 0 1

Notons que cette caméra est de forme affine.

4.3.2 Les paramétrisations de Zhang et de Csurka et al.

Les paramétrisations de Csurka et al. [49] et Zhang [233] généralisent celle de Luong et Faugeras dans
sens ou I'hypothese d’épipbles finis est levée. Lutilisation de plusieurs cartes est nécessaire. De maniére sin
laire a la paramétrisation de Luong et Faugeras, nous en donnons une construction géométrique et algébriq
La paramétrisation de Zhang est basée sur 9 cartes et 8 paramétres. Elle ne fixe pas I'échelle de la matrice fc
damentale. La paramétrisation de Csurka et al. fixe cette échelle et n'utilise que 7 paramétres, mais un total
36 cartes. Nous examinons la paramétrisation des épipbles puis les constructions algébriques et géométriqt
des 9 cartes associées, ce qui donne la paramétrisation de Zhang. Enfin, similairement au cas de la parar
trisation de Luong et Faugeras, la normalisation de la matrice fondamentale réduit le nombre de paramétres
7 et augmente le nombre de cartes par un facteur 4. Nous obtenons ainsi la paramétrisation de Csurka et
Finalement, nous examinons un critere de choix pour la meilleure carte.

4.3.2.1 Paramétrisation des épipbles

Contrairement au cas de Luong et Faugeras ou il est naturel de paramétrer les épipdles en termes de le
coordonnées affines, il faut dans le cas général utiliser des cartes. Considérons I'éplgdiecteur-3e qui
le représente est défini a un facteur pres. Il faut donc normaliser par un de ses coefficients, et I'éliminer d
la paramétrisation. Ce coefficient ne doit pas étre nul ou trop “petit”. On choisit donc le coefficient ayant la
valeur absolue la plus élevée. Seitl'indice de ce coefficient. Il existe 3 possibilités et 3 cartes sont donc
mises en jeu pour la paramétrisationedd?ar exemple, sin = 2, le jeu de parametres egt, e3) et la carte
correspondante esf ~ (e; 1 e3). Un raisonnement similaire pour I'épipdké permet de conclure qu’un
indice m’ est nécessaire et qdex 3 = 9 cartes sont nécessaires pour la paramétrisation des épipoles. Les
cartes de la matrice fondamentale sont construites ci-dessous.

4.3.2.2 Construction géométrique

Comme dans le cas de Luong et Faugeras, cette construction est basée sur la factorisation totale de la mat
fondamentale, équation (4.5). Considérons I'expression (4.6) des transformations épipolaires étendues :

Groag ~ (d]AF+eT)[s]h.

Le choix inconditionnek ~ d’ ~ 1., n’est plus possible car on n’a pas de connaissance a priori sur la position
des épipdles. Il est nécessaire de se servir des ingdigetsi{. Ces indices garantissest, # 0 ete] , # 0. Par
exemple, dans le caa = m/ = 3, la carte de la matrice fondamentale est celle de Luong et Faugeras, équation
(4.12).
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Examinons le choix de pourm # 3. Lorsquem = 1, e; # 0 et par suite, I'épipdle ne se trouve pas sur
I'axe desy dans 'image. Cet axe, d’équatiq]\ ~ (1 0 0), peut étre choisi comme droite Lorsquem = 2,
on montre de maniére similaire gife~ (0 1 0) est un choix possible pour la droite

Construisons une carte de la matrice fondamentale, par exemplepeil etni = 1, c’est a dires ~ 1,
etd’ ~ 1,. La transformation épipolaire étendue s'écrit, adee- 0 :

Grsa ~ [LaF[L]a

0 0 0
~ fzz 0 —f31 ],
—fa2 0 fo

ou I'on voit apparaitre 4 coefficients pour la transformation épipoldirefso, f31 et f32. La carte de la matrice

fondamentale est obtenue en substituant I'expression ci-dessus dans I'équation (4.8)~ave¢ 1 e3) et
T VAN

e/ [ad (1 62 63) .

F o~ [ Grs.aleln
—ebf31 — ehfor  esesfao + eseh fao + e1es 31 + erehfor  —eh faa — €h fao
~ far —e3for —e1fa fo2
f31 —e3f3n —e1f31 f32

La carte ainsi construite associe les 8 paramélg®s, e5, €5, fa1, f22, f31, f32) & la matrice fondamentale.
Cette carte garantit que la contrainte de rang 2 est satisfaite.

Romano [168] montre que ces cartes peuvent étre construites a partir de la sur-paramétrisation de Faugeras
et Luong de la transformation épipolaire étendig, ./ ,» donnée par I'équation (4.10). Ceci est possible si

des coordonnées canoniques, c'est a dire parmi les 3 ve¢tewrsd)', (0 1 0)" et(0 0 1)', sont affectées
aux pointsz, y, =’ et y’. Elle montre de méme que certaines cartes peuvent étre rendues numériquement plus
stables en choisissant d’autres types de coordonnées pour ces points.

4.3.2.3 Construction algébrique

Soientc;, i € {1...3} les colonnes d&. Considérons I'équatiofRe = 0, qui S’écrit aussi :
eicy + esco + ezcy = 0.

L'indice m défini dans la paramétrisation des épipdles indique un coefficiert men nul. On peut donc
exprimer la colonne,,, comme :

3
Zizl,i;ﬁm €iC;

Em

Cp = —
De méme, lors de I'utilisation de la contrairftee’ = 0 sur les lignes d€, nous rencontrons trois possibilités de
choix pourn?, I'indice d’un coefficient non nul d€. Si I'on ne fixe pas I'échelle de la matrice fondamentale,

on arrive a un total d8 x 3 = 9 cartes différentes correspondant aux choixmdet nf, avec un jeu de 8
parameétres. Les cartes ainsi formées sont les mémes que celles obtenues dans la construction géomeétrique.

4.3.2.4 Paramétrisation minimale

La paramétrisation précédente est basée sur 9 cartes et 8 parametres. Elle ne fixe pas I'échelle de la trans-
formation épipolaire et donc celle de la matrice fondamentale. Les 4 coefficients de la transformation épipolaire
sont mis en évidence par les cartes utilisées. Pour fixer I'échelle de cette transformation, on peut, comme Luong
et Faugeras, normaliser par le coefficient de plus grande valeur absolue, ce qui donne 4 possibilités. Les coeffi-
cients de la transformation épipolaire étant différents pour chacune des 9 cartes précédemment construites, on
arrive finalement & un total diex 3 x 4 = 36 cartes différentes et 7 parametres. C’est la méthode proposée par
Csurka et al. [49].
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4.3.2.5 Choix de la meilleure carte

Il y a plusieurs stratégies pour choisir la carte la plus adaptée a une matrice fondamentale donnée. Zhan
ainsi que Csurka et al. proposent de maximiser le rang de la matrice Jacobienne associant la matrice fondame
tale a ses parametres, qui est équivalent a la norme d’un vecteur contenant les déterminants des sous-matri
Ces normes ont des expressions simples en fonction des paramétres.

Un autre maniére de sélectionner la meilleure carte est de procéder entité par entité : les coefficients aya
la valeur absolue maximale des coordonnées des épipdles, puis de la transformation épipolaire forment
combinaisons.

4.3.3 La solution de Zhang et Loop par transformation projective des images

Zhang et Loop [236] proposent de transformer les points image. Une transformation projective est calculé
pour chaque image. Ces transformations garantissent que dans les images transformées, les épipdles ne !
pas a l'infini, et que le coefficient de plus grande valeur absolue de la matrice fondamengflelestarte
de Luong et Faugeras donnée par I'équation (4.12), avec le jeu de parafaetes), €5, fi2, fo1, f22), peut
alors étre utilisée. L'avantage de cette approche est qu'une seule carte est nécessaire. Par contre, les trans
mations projectives utilisées ne préservent pas le modéle de bruit des points image originaux. Or les fonctior
de colt utilisées, en particulier I'erreur de reprojection, n'ont un sens statistique que si le modéle de bruit ori
ginal est préservé. Zhang et Loop considérent le critere du gradient pondéré. lls proposent une pondération ¢
équations permettant de préserver le modeéle de bruit original au premier ordre pour ce critére.

4.3.4 La solution de Torr et Zisserman par correspondances de points

La méthode proposée par Torr et Zisserman [206, 211] est basée sur une représentation de la matrice fonc
mentale par 7 correspondances de points. Notons qu'ils appliquent de méme cette idée a la paramétrisation
différentes relations géométriques, par exemple les homographies de plan. Ce sont les coordonnées des po
qui sont mises a jour lors de I'optimisation non-linéaire. La fonction de codt est estimée en calculant la matrice
fondamentale correspondante. Il n’y a pas de solution analytique simple pour ce Gatiel paramétrisation
n'est pas minimale. Torr et Zisserman donnent une solution pour effectuer I'estimation de maniére minimale
consistant a ne bouger gu’'une seule coordonnée d’'un point de chaque correspondance. On aréivé fEer
rametres. Cette solution présente des singularités, par exemple changer la coordatinggmint si la droite
épipolaire correspondante est horizontale ne produit pas d'effet sur la géométrie épipolaire représentée. Pc
palier a ce défaut, Torr et Zisserman considerent la variété correspondant a I'estimation courante de la matri
fondamentale dans leur espace de parametres et proposent de perturber leur représentation orthogonaleme
cette variéte.

4.3.5 La paramétrisation “épipdle + homographie”

Hartley [90] propose d'utiliser la factorisation partielle (4.1) et utilise comme paramétres les coefficients
d’'une homographie 2Bi;; et du deuxieme épipdl€. La matrice fondamentale est donnée par (€] Hz.
Cette paramétrisation a 12 parametres. Elle se situe a la frontiére entre les paramétrisations basées sur la 1
trice fondamentale et celles basées sur les matrices de projection car la deuxiéme matrice de projection de
réalisation canonique est directement donnéePpar( Hyy €’).

4.4 Lareprésentation orthonormale de la matrice fondamentale

Cette section traite de leprésentation orthonormalde la matrice fondamentale que nous proposons et
de son utilisation pour I'estimation non-linéaire. Les paramétrisations existantes sont globales, et nous avor

2|’estimation de la matrice fondamentale & partir de 7 correspondances de points est basée sur la résolution d’une systéme linéai
puis d'une équation cubique. Cette derniére peut avoir 1 ou 3 solutions réelles, Torr et Zisserman retiennent celle qui minimise Iz
fonction de codt.
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décomposition
p
matrice représentation orthonormale™ mise a jour
fondamentale de la matrice fondamental minimale
o
recomposition

FiG. 4.3 — Principe d'utilisation de la représentation orthonormale de la matrice fondamentale pour I'optimisa-
tion non-linéaire. La représentation orthonormale est une sur-paramétrisation globale pouvant étre mise a jour
localement de maniére minimale.

VU que cela entrainait soit une sur-paramétrisation, soit I'utilisation de plusieurs cartes. Notre idée est d'utili-
ser une sur-parameétrisation globale, la représentation orthonormale, associée a une paramétrisation minimale
locale, utilisée pour mettre a jour la sur-paramétrisation globale a chaque étape de I'estimation non-linéaire.
Le principe d'optimisation est illustré sur la figure 4.3. Le vocabulaire suivant est emplog&cdoaposition

désigne le passage de la matrice fondamentale a sa représentation orthonormedecenhpesitionla réci-

proque. Nous examinons les opérations de décomposition et de recomposition et la consistance et complétude
de la représentation orthonormale. Nous étudions un schéma de mise a jour minimale de la représentation or-
thonormale, ainsi que ses propriétés de consistance et de complétude. Finalement, nous étudions I'utilisation de
la représentation orthonormale pour I'estimation non-linéaire de la matrice fondamentale, par minimisation de
la somme des carrés des distances entre les points et les droites épipolaires (critére de I'approche réduite), puis
par minimisation de I'erreur de reprojection (critére de I'approche directe). Ces résultats sont résumés dans le
tableau 4.1 sur la page 69.

4.4.1 Décomposition

Soit F une matrice fondamentale donnée, estimée avec par exemple I'algorithme des huit points. Considé-
rons sa décomposition en valeurs singulieres :

F ~ UzZVT. (4.14)

Dans cette équation etV sont des matrices orthonormales de tailex 3) et X est une matrice diagonale
contenant les valeurs singuliéresfld_es épipbles gauche et droit sont donnés respectivement par la derniére
colonne deV etU : e ~ v3 ete’ ~ uz. CommeF est une matrice de rang 2, sa derniére valeur singuliére est
nulle. Nous pouvons donc écrike~ diag(oy, 02,0), 0oy > o9 > 0. De méme, la premiére valeur singuliére

est forcement non nulle, ce qui permet d'éceire- oz /o et :

Y ~ diag(1,0,0).

Cette factorisation montre que toute matrice fondamentale peut étre représentée par b iNplej, c'est &

dire deux matrices orthonormales @¢3) et un scalaire d&*. Nous appelons ce triplet leprésentation or-
thonormalede la matrice fondamentale. Dans le cas général, cette représentation a des ambiguités discrétes, par
exempleF ~ UZVT ~ (—U)XVT. Notons que dans le cas d’une matrice essentielie,1 et la représentation
orthonormale a une ambiguité de dimension 2. Ce cas est examiné en détails en section 4.4.8.

4.4.2 Recomposition

Etant donné un tripletU, V, o), la matrice fondamentale correspondante est obtenue en recomposant la
décomposition en valeurs singuliéres, équation (4.14), ce qui donne I'équatieccteposition

F ~ wv! +ouyvd, (4.15)

ou lesu; et lesv; sont les colonnes des matridg®tV respectivement.
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4.4.3 Consistance et complétude
4.4.3.1 Consistance

Nous examinons les contraintes de consistance devant étre satisfaites par ufUrilet). Si ces con-
traintes ne sont pas respectées, la loi de recomposition donnée par I'équation (4.15) garantit tout de mén
que la matriceF obtenue est une matrice fondamentale. L'intérét du respect de ces contraintes est de garant
globalement l'unicité de la représentation orthonormale. Par construdti@,V doivent étre des matrices
orthonormales. Les équations suivantes doivent donc étre vérifiées :

UTU = VTV = Iy (4.16)

Ces contraintes de consistance ne laissent que 7 degrés de liberté agUriplet). Le scalaires est obtenu
commeo = o9 /01 aveco; > oy > 0, d'ou les bornes suivantes :

1 > o > 0. (4.17)

4.4.3.2 Complétude

La représentation orthonormale est compléete dans le sens ou toute matrice fondamentale, c’est a dire tot
matrice de rang 2 définie a un facteur prés, peut étre décomposée comme proposée ci-dessus.

4.4.4 Réalisation

Un avantage de la représentation orthonormale est que la réalisation canonique de la matrice fondament:
représentée s'écrit de maniére directe et simple. Considéroéalisation canonique singuliéreorrespondant
aux matrices de projection données par les équations (2.43) et (2.45) :

P ~ (T 0

PP~ ([]AF €).

Les coordonnées de I'épipdé sont données par Bi™¢colonne deJ et la matrice fondamentale par I'équation
de recomposition (4.15) :

P~ ( [ug]/\(ulvlT + O'UQV—QI—) llg).
CommeU est une matrice orthonormales;] ,u; = +uy et[us] uz = Fuy, ce qui donne :
PP~ (uv] —ouve uy). (4.18)

De maniére similaire, on peut écrire téalisation canonique non singuligrelont la deuxiéeme matrice de
projection est donnée par I'équation (2.47) :

P~ ( ll2V-1r - Julv; + u;gvér llg).

4.4.,5 Optimisation minimale

Nous avons montré que toute matrice fondamentale pouvait étre représentée par uitrpled, nommé
représentation orthonormale. Nous cherchons un moyen de parcourir la variété des matrices fondamentales
la représentation orthonormale. Ceci consiste a trouver une loi ou schéma de mise a jour de la représentati
orthonormale, permettant de se déplacer sur la variété des matrice fondamentales en respectant les contrair
de consistance (4.16) et (4.17). Nous voulons de plus que cette mise a jour soit minimale, c’est a dire qu’ell
ne dépende que de 7 paramétres. Nous proposons la solution suivante, inspirée de la mise a jour des matri
de rotation 3D de la section 2.7.3, chapitre 2, pouet V et par mise a jour additive standard @eSoit F,
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I'estimation de la matrice fondamentale a l'itératioet (Uy, Vi, o) Sa représentation orthonormale. Avec des
notations similaires pouf; 1 le schéma de mise & jour s’écrit :

Uryr = UrRsp(ug)
Vit = ViRsp(vi) (4.19)
Okt1 = O+ Ok,

ou uy, etvy sont deux vecteurs de taill@ x 1). L'optimisation peut donc étre conduite sur 7 parametres, que
nous encapsulons dans le vectéur

5; ~ (ug v{ k).

Etudions les propriétés de consistance et de complétude de ce schéma de mise a jour.

4.45.1 Consistance

Le schéma de mise a jour (4.19) est consistant si les contraintes de consistance (4.16) et (4.17) de la re-
présentation orthonormale sont garanties (&#f, 1, V11, 0%+1). Concernantl, il est trivial de voir que si
Ur € O(3), commeRsp(uy) € SO(3), alorsUxRsp (ux) = Ugy1 € O(3). De méme pouk.

Concernant, on constate quex1 = oy + 0, ne satisfait pas systématiquement les contraintes (4.17).
Deux solutions peuvent étre envisagées : laigsepler les contraintes ou le forcer a les respecterr Siole
les contraintes, la loi de recomposition (4.15) garantit tout de méme que la matrice formée est une matrice
fondamentale. Il est donc trés vraisemblable gu’aucun probléme pratique ne soit posé. Cependant, il y a plu-
sieurs solutions pour forcera respecter les contraintes tout en laissant la matrice fondamentale correspondante
invariante. Nous décrivons une solution.

Borne inférieure (¢ > 0). Supposons pour commencer gue< 0. Le casc = 0 sera examiné ensuite.
Raisonnons sur la loi de recomposition (4.15). On voit que si les signeetear exemple d& sont changés,
la matrice fondamentale n’est pas affectée, d’ou les opérations suivantes :

Sio < 0alorsg «— —o etuy «+— —us.

Notons que ces opérations peuvent entrainer la violation de la contrainte sur la borne supérieure (voir ci-
dessous). Le cas = 0 entraine que la matrice fondamentale correspondante est de rang 1, ce qui n'est géomeé-
triquement pas possible. Il N’y a pas de solution pour éviter ce cas. La plupart des paramétrisations ne le gére
pas [49, 90, 233, 236] (seule la contraiutie;(F) = 0 est utilisée, et non rari§) = 2). La convergence d’'un
estimateur vers une telle configuration est trés peu probable.

Borne supérieure ¢ < 1). Multiplions la loi de recomposition (4.15) payo. On obtient :

-
wuvi T

F o~ +ugvy.

L'idée est d’échanger les colonnasetus puisv; etv,. On pourra alors remplacerpar1 /o, qui satisfera &
nouveau la contrainte (4.17), d’ou les opérations suivantes :

. 1, .
Sio > 1 alorso <+ — ; échangengy, uy) et échangery, vs).
g

4.45.2 Complétude

Le schéma de mise a jour (4.19) est complet si toute matrice fondamentale peut étre atteinte a partir de
toute initialisation. Concernart etV la question suivante se pose. Ces matrices orthonormales peuvent avoir
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un déterminant positif ou négatif et sont mises a jour par une multiplication qui ne change pas le signe de leL
déterminant (puisquéet(M) = 1 pourM € SO(3)) :

signgdet(Ugy1)) = signgdet(Uy)).

Ceci n'est pas un probléme car pour toute représentation orthonormale, on peut changer le sigete/de
(ce qui change le signe de leur déterminadet(U) = —det(—U)), sans changer la matrice fondamentale
représentée :

F ~ (zU)Z(xV)".

Ce sont les ambiguités discretes évoquées précédemment. Coneeglihast trivial de voir que le schéma de
mise a jour (4.19) est complet.

4.4.5.3 Optimisation

L'application des techniques d’optimisation de moindres carrés non-linéaires nécessite la matrice Jacc
bienne du vecteur d’erreurs par rapport aux paramétres de mise a jour. Les fonctions d’erreur sont exprimé
en termes de la matrice fondamentale, ou en termes des matrices de projection. Nous donnons ci-dessous
matrices Jacobiennes correspondant au schéma de mise a jour (4.19), évaluées a I'estimation courante, c'e:
dire pourd; = 071, pour la matrice fondamentale et la réalisation canonique singuliere :

Ofi 11
AF =
( F)(9><7) 04}, .
op}
L _ k+1
(AP/)(12x7) 08k g
k

ouf = vectF) etp’ = vect(P’) sont les vectorisations par ligne respectives de la matrice fondamentale et de la
deuxiéme matrice de projection canonique singuliére. Ces matrices Jacobiennes peuvent étre ensuite utilise
pour la minimisation de différentes fonctions de codt

La matrice JacobienneAt. Nous formulons la matricat. Pour plus de lisibilité, I'évaluation & I'estimation
courante ne sera pas notée explicitement :

AL — Ofky1 Oy Ofi1 Ofi
F - - Buk,l e avk’g, 00y, :

Examinons la premiére colonne. Comfjpe; = vect(Fy 1), elle s'écrit :

M1 _ vect OF k41
Ouy, 1 Qupy )

En remplacanky; par I'expression de recomposition (4.15), puis en évaluant cette expresgien@y, ),
on obtient :

of o OUR3p(up)Ep1Rap (Vi) V] o ARsp (uy) T
Ty = vect< s = vect( Uy =2, V)

D’apres I'équation (2.39), nous obtenons :

of _ T _ T
up: vect((O uy 3 —um)Zka) = vect(okumvm),
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ou lesuy; et lesvy; sont les colonnes dé;, et deV,, respectivement. En suivant un raisonnement similaire,
nous obtenons les autres colonnegigle

+\7
VeCt(O'kukygvk 2)
vect(—ukyng)
T T\"
Vect(uk,gvk 1 — OkUg 1V 2)
+\T
VeCt(Ukukvgvk 3>
vect(—ukylvg:s)

vect (uk71V272 — O'kUk72V;€r?1>

-
vect<uk72v22)

, (4.20)

ou, de maniére explicite (I'indicé est ignoré pour cette expressiag, et v;; indiquent les coefficients des

matricesU;, etVy, eto = o) :

oui3vi2  —U13v11
oui3zv22  —UuU13v21
ou13v32  —U13V31
Ou23v12  —U23V11
AF = | ougzvar —ussvm
Ou23vV32 —U23VU31
ou33vi2 —U33v11
ou3z3zv22 —U330U21
ou33v3z2 —U33V31

U12V11 — O0U11V12 O0UI2V13  —U11V13 U11V12 — 0UI2V11  U12V12
U12V21 — OUL1V22 OUI2V23 —UI1V23 U11V22 — OUI2V21  UI2V22
U12V31 — OU11V32 OUI2V33  —UI1V33 U11V32 — 0UI2V31  UI2V32
U22V11 — OU21V12 OU22V13  —U21V13 U21V12 — OU22V11  U22V12
U22V21 — OU21V22 OU2V23 —U21V23 U21V22 — OU22V21  U22V22
U22V31 — OU21V32 OU22V33 —U21V33 U21V32 — OU22V31  U22V32
U32V11 — O0U31V12 OU32V13 —U31V13 U31V12 — 0U32V11  U32V12
U32V21 — OU31V22 OU32V23 —U31V23 U31V22 — OU32V21  U32V22
U32V31 — 0U31V32 OU32V33 —U31V33 U31V32 — 0U32V31  U32V32

La matrice JacobienneAg,. La formulation de la matrice Jacobienrg,, donnant les variations de la
deuxiéme matrice de projection canonique singuliére, équation (2.44), suit un raisonnement similaire a celle
deAé. Nous ne donnons donc que son expression finale :

-
vect(( uk73v;1 —uk72)>

.
vect(( akuk,aﬁg _uk,l))

vect(( —akukvlvlg 0))

"
vect(( —uy vy 4 O))

-
vect(( —u v}, 0))

T T T
vect(( —Ug,1Vy — OkUE2V o 0))

T T
VeCt(( TUk2VE g T OkUE 1V 0))

, (4.21)

T
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et de maniére explicite (avec les mémes notations que/ﬁ@ur

U3v11 OouU13v12  —U11V11 — OU12V12 —0U11V13  —UI2V13  —U12V12 — OUI1V11 —U11V12
U3V21 OU13V22 —U11V21 — OUI2V22 —OUIIV23 —UI2V23 —U12V12 — OUIIV21  —U11V22
U3V31 OU13v22 —U11V31 — OUI2V32 —O0UI1V33 —UI2V33 —U12V12 — OUI1VU31  —U11V32

—U12 U1l 0 0 0 0 0
U23V11  OU23V12  —U21V11 — OU22V12 —O0U21V13 —U22V13  —U22V12 — OU21V1I1  —U21V12
Aé/ _ U23V21 OU23V22 —U21V21 — OU22V22 —O0U21V23 —U22V23 —U22V12 — OU21V21 —U21V22
U23V31 OU23V22 —U21V31 — OU2V32 —0U21V33 —U22V33 —U22V12 — 0U21V31 —U21V32
—Uu922 Uu21 0 0 0 0 0

U33V11 OU33V12 —U31V11 — OU32V12 —0OU31V13 —U32V13 —U32V12 —O0U31V11  —U31V12
U33V21 OU33V22 —U31V21 — OU32V22 —0OU31V23 —U32V23 —U32V12 — O0U31V21 —U31V22
U33V31 OU33V22 —U31V31 — OU32V32 —0U31V33 —U32VU33 —U32V12 — O0U31V31 —U31V32
—Uus2 us1 0 0 0 0 0

Décomposition de la matrice fondamentafea la représentation orthonormdle, V, o) :
> calculer la décomposition en valeurs singuliéfes U diag (a1, 09, 0)VT;

> affectero = oy/0;.

Recomposition de la représentation orthonormdle, V, o) a la matrice fondamentale ou a la
deuxiéme matrice de projection canonique singufre

> F~upv] +ougvd ;

> P~ ((upv] —owv] ug).

Mise a jour locale minimalek(est le compteur d'itérations) :

> Parametres d’optimisationdg = (up1 Uk2 Uk3 Vg1 Vg2 Uk3 Ok);

uT VT
> Loi de mise a jouKvoir le chapitre 2 §2.7k.3) ; '
e Upr1 = UpRsp(u),
® Vi1 = ViR3p(vi),
® Opy1 =0+ 0k,
> Matrices Jacobiennes associéesir équations (4.20) et (4.21) pour la matrice fondameptale
et la deuxieme matrice de projection canonique singuliére respectivement.

TAB. 4.1 — Lareprésentation orthonormale de la matrice fondament@le tableau résume les formules de

lien avec la matrice fondamentale, et donne le schéma de mise a jour locale minimale de la représentatic
orthonormale ainsi que les matrices Jacobiem;jestAg, exprimant respectivement les variations de la matrice
fondamentale et de la deuxieme matrice de projection canonique singuliére par rapport aux paramétres de m
ajour.

4.4.5.4 Estimation partielle

La géométrie épipolaire se décompose en une paire d’épipbles et une transformation épipolaire. Si un
ou deux de ces entités est connue a priori, il est pratique de pouvoir n'estimer que celle(s) restant inconnue(:
Lorsqu’une paramétrisation exprimée directement en termes de ces entités est utilisée, voir 84.3, l'incorporatio
de ces informations est directe. Lorsqu’une paramétrisation basée sur les matrices de projection est utilisée, ¢
devient plus difficile. Lorsque la représentation orthonormale est utilisée, la solution simple suivante peut étr
adoptée.

Fixer un épipdle. Considérons par exemple I'épipbte encapsulé dans la représentation orthonormale par
la 3¢ colonne deV. La mise a jour par le schéma (4.19) ne change pas cet épipdle=sivo, = 0. En
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conséquence, on peut laisser la position de cet épipble invariante en enjexamt de I'optimisation et en
mettant a jour la matric¥ parVy,1 = ViR, (v3). Similairement, on peut fixer I'épip0le’ par la mise a jour
suivante de la matrice : U1 = UxR,(u3).

Fixer la transformation épipolaire. Les épipdles sont encapsulés par les parameétres de misewg, jouet

v1, vo. Par conséquent les 3 degrés de liberté de la transformation épipolaire sont contenus dans les parametres
de mise a jour suivantsus, v3 eto. Pour laisser la transformation épipolaire invariante, il suffit d’enlever ces
parameétres de I'optimisation.

4.4.6 Lapproche réduite : minimisation des distances point-droite épipolaire

Nous étudions I'utilisation de la représentation orthonormale pour la minimisation des distances entre les
points et les droites épipolaires correspondantes. C’est la fonction de colt de la méthode réduite [218].

4.4.6.1 Fonction de colt

Soientq,; < q’, j = 1...m, m correspondances de points. La fonction de co(t est donnée par :
J J

C(F) = > (dbyla; FTa)) + dbp(a).Fay)) (4.22)

J

ou d%,; est la distance orthogonale (Euclidienne) entre un point et une droite du plan définie par I'équation
(2.14). La fonction de co(t (4.22) est une somme de carrés non-linéaires en les coefficleriefileissons le
vecteur d’erreurs résiduellesde taillem par :

r= i\/d%H(qj, FTa)) + dpy (), Fay)

La fonction de codt (4.22) se formule alors comme :
C(F) = rTr = ||

et le probleme a résoudre est un probléeme d’optimisation de moindres carrés non-linéaires. Nous utilisons les
techniques présentées au chapitre 3. La matrice Jacobienne suivante est nécessaire :

o)
J = & = AAE .

Comme expliqué en 83.5.2, il est pratique d’exprimer cette matrice comme un produit de deux matrices. Soit
f = vect(F) la vectorisation par ligne de la matri€e La matriceA = % est la matrice Jacobienne de la
fonction de co(t et dépend uniqguement de cette derniére. Une formule pour le calocestidonnée ci-dessous.
L'autre matrice Af = %, dépend uniqguement de la paramétrisation et de la loi de mise a jour employées, ici

la représentation orthonormale. Elle est donnée par I'équation (4.20).

4.4.6.2 Matrice Jacobienne de la fonction de co(t

Nous désirons former la matrice Jacobiedne: %. Dans cette section, I'indicgn’est pas écrit explicite-
ment. On utilisek comme indice du vectedret désignons pdk,.. le coefficient correspondant dans la matrice
F. On note les lignes dé commery, ry etrs et ses colonnes commeg, ¢y et c3. On définita, = r,Tq,
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re{1,2},a3 =0et3. = cld,c € {1,2}, 33 = 0. En utilisant la définition (2.14) de la distance Euclidienne
point-droite, développons chaque tere@u vecteur d’erreurs résiduelles :

e = &\/dby(q;,FTd)) + dby (), Fay)

1 n 1 TE
= q Fq.

v

2 2 2 2
Aprés développement, en particulier en utilisant les formgﬁggﬁiﬂ = 20,4, 0B 18,) 20;q; et 2% =

/ ; . Afk ofk —
q;4;, On obtient :

de g — [ Byai
O fx T\ w(e2+ a2 v(BR 4 B2)
4.4.7 Lapproche directe : minimisation de I'erreur de reprojection

Nous étudions l'utilisation de la représentation orthonormale pour la minimisation de I'erreur de repro-
jection, c’est a dire pour I'ajustement de faisceaux projectif avec deux vues. La fonction de coit est donné
par I'équation (3.1). La reconstruction est exprimée dans une base projective déterminée par les matrices
projection canoniques. La deuxiéme matrice de projection canonique est extraite de la représentation orthonc
male via I'’équation (4.18). La résolution éparse des équations normales sera bien sir conduite a I'avantage ¢
parametres des points, quasiment toujours plus nombreux que ceux des caméras lorsque seulement deux v
sont considérées. Nous insérons notre analyse dans le cadre global donné dans [93]. Le tableau 4.2 résume
modifications.

Ajustement de faisceaux projectif pour deux vuesexprimé dans le cadre
donné dans [93] (algorithme A4.1). L'estimation initiale de la matrice fonga-
mentale esE,.

Ajouter les étapes suivantes :
(i initialiser la représentation orthonormdle, V, o) par une décomposj

tion en valeurs singuliéres Fy ~ U diag(1,0,0) VT |;
(i) changer la matrice Jacobienfe x 12) A en une matrice Jacobienne
minimale (r x 7) pour la représentation orthonormaleA: < A Ag/ ,

ou Ap% est donnée par I'équation (4.21).

Changer I'étape de mise a jour des paramétres en :
(viii) mise a jour de la représentation orthonormale :

‘UHURBD(U)‘ ‘V<—VR3D(V)‘ g0+,

oud’ = (u' v' §) sont les 7 paramétres de mise a jour de la repré-
sentation orthonormale. La mise a jour de la structure ne change pas.

TAB. 4.2 — Implantation de notre estimateur minimal basé sur la représentation orthonormale dans le cadre c
I'ajustement de faisceaux donnée en [93] (algorithme A4.1). Notons gésigne le nombre de résidus et que

la deuxieme matrice de projection doit étre extraite de la représentation orthonormale par I'équation (4.18), pe
exemple pour le calcul des résidus.
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4.4.8 Matrices essentielles

Comme remarqué précédemment, lorsque la matrice fondamentale considérée est une matrice essentielle,
la représentation orthonormale n’est pas unique &R dgrés d’ambiguité car les matrices essentielles consti-
tuent un sous-espace des matrices fondamentales de dimension 5.

Une telle configuration est rencontrée lorsque I'origine du repére image coincide avec le point principal. En
pratique un tel cas peut arriver lorsque des coordonnées calibrées ou semi-calibrées sont utilisées. De méme, la
technique de normalisation des points image proposée par Hartley [82] peut avoir pour effet de rapprocher la
configuration vers une configuration semi-calibrée. Cette normalisation est basée entre autres sur le déplacement
de l'origine du repére image sur le centre de gravité des points observés. Siles points observés sont bien répartis
dans 'image, leur centre de gravité est proche du centre de I'image, et donc du point principal. Ceci tend a créer
des configurations proches d’'une semi-calibration, ou la matrice fondamentale a estimer sera proche d’'une
matrice essentielle.

La conséquence d'une telle configuration est que la représentation orthonormale n’est plus unique : Si
(U,V,o = 1) est une représentation orthonormale d’'une matrice essentielle, alors on constate sur I'équation
de recomposition (4.15) qu&y € R, (UR.(a), VR, (a),0 = 1) est une autre représentation orthonormale de
la méme matrice essentielle. Une conséquence génante est que les matrices Jacobiennes (4.20) et (4.21) sont
singuliéres, ou mal conditionnées. Le processus d’optimisation doit prendre cela en compte, pour éviter les
situations singulieres.

Nous proposons deux solutions pour gérer ce probléme. La premiére solution consiste a utiliser une tech-
nique d’optimisation non-linéaire indépendante du rang de la matrice Jacobienne. Dans la section expérimen-
tale, nous montrons qu'avec l'algorithme de Levenberg-Marquardt, les situations singuliéres n’induisent pas
d’instabilité numérique. De maniére plus générale, les méthodes de moindres carrés non-linéaires incluant une
étape de régularisation gérent ce genre de cas, voir §3.6.

La deuxiéme solution consiste a éviter les situations singuliéres en utilisant une normalisation des points
image appropriée. L'idée est de déplacer 'origine du repére image pour qu'il ne se situe pas prés du centre
de l'image, ou de s’assurer queest proche d’'une valeur optimadg,, selon un certain critere. Cette valeur
peut étre déterminée, par exemple, en maximisant le rang des matrices Jaco@enmd&é. En particulier,

on montre quergpt = % ~ 0,7071 maximise la fonctiondet(AéTAé), et quedgp = @ ~ 0,6308

- . T . . T
maximise la fonctloraiet(Ag/ Ag,). Ces résultats sont obtenus en formant analytiquement les matficas-
T . . < . .
et Ag, Ag,. Ces matrices sont de formes simples, dues a I'orthonormalité eteV : elles sont symétriques
diagonales avec un élément (et son symétrique) hors de la diagonale. Nous donnons ci-dessous la matrice
ALTAL.
F AF -

. 1402 —9%0
1 1 _ 2
(AF AF ) (7x7) a 7

—20 1+ 02

Un court calcul montre que le déterminant de cette matrice est donné par :
T
det(AF AfF) = o =205+ ot
Nous en recherchons les extrema en annulant sa dérivée par rapport a
0 det(ALTAL
ct(AF Af)

do
80" —120° +406% = 0,
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la solutiono = 0 n’étant pas admissible, nous simplifions cette équation en :
8ot — 120 +4 = 0.

En posant\ = o2, puis en factorisant, on obtient :
A=1)@8X—4) = 0,

et les solutiongropt = i% (les solutionst1 que I'on remarque dans I'équation ci-dessus correspondent a des
minima dedet(AL ' AL)).

4.5 Reésultats expérimentaux

Nous comparons un algorithme d’ajustement de faisceaux basé sur la représentation orthonormale av
d’autres algorithmes. Nous utilisons des données simulées puis réelles. Nous détaillons ci-dessous les métho
comparées, les quantités mesurées, la paramétrisation de la structure et le calcul d’'une solution initiale.

Méthodes comparées. Nous comparons les paramétrisations suivantes pour la géométrie des deux caméras
> LIBRE est une optimisation directe des 24 coefficients de deux matrices de projection. La base projective
de reconstruction est laissée libre. 2ds-7 = 17 parametres supplémentaires sont les facteurs d’échelle

de chaque matrice de projection et les 15 parameétres de la base projective ;

> NORMALISEE [140] est similaire a1BRE, mais fixe la base projective de reconstruction. Pour ce faire, la
reconstruction est renormalisée aprés chaque itération et des contraintes sont incluses au premier ore
dans la minimisation. La base projective de reconstruction, ainsi que les facteurs d’échelle des matrice
de projection sont contraintes ;

> PAR_LIBRE [90] et 84.3.5 est une optimisation directe des 12 coefficients de la deuxieme matrice de
projection. La base projective de reconstruction est laissée partiellement libi&-L&s= 5 parametres
supplémentaires sont le facteur d’échelle de la deuxieme matrice de projection, I'échelle globale de I
scene reconstruite et la position du plan a l'infini de la reconstruction projective ;

> CARTES[22, 49, 233] utilise une paramétrisation minimale de la matrice fondamentale basée sur plu-
sieurs cartes. Plus de détails sont donnés en 84.3;

> ORTHO utilise la paramétrisation orthonormale proposée dans ce chapitre, voir 84.4.

Quantités mesurées. Nous mesurons deux quantités caractéristiques d’'un processus d’ajustement de fais:
ceaux : le temps machine jusqu’a convergence et I'erreur de reprojection a la convergence. Le premier perm
de juger le colt de la méthode, et le deuxieme permet d’estimer sa précision. Nous arrétons I'algorithme lorsqt
la différence entre deux itérations est inférieure a un seuil prédéfini, typiqguement comprisieheel 05,

Paramétrisation de la structure. Nous utilisons la paramétrisation proposée dans [93], qui consiste a fixer
I'échelle des coordonnées homogeénes pour que F&tfrcoefficient soit égal a 1. Les 3 autres coefficients
libres sont estimés. Cette paramétrisation n’est utilisable que lorsqu’une base canonigqRe-aydc 0) est
utilisée. En conséquence, les méthodeRE et NORMALISEE ont leur propre paramétrisation de la structure :
elles estiment les 4 coefficients des coordonnées homogenes de chaque point.

Calcul d'une solution initiale. Nous calculons une solution initiale pour la matrice fondamentale par I'algo-
rithme des huit points normalisé [82]. Les points sont ensuite reconstruits dans la base canonique singuliére
minimisation de leur erreur de reprojection individuelle.
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45.1 Données simulées

Scéne simulée. Nous simulons un nuage de points dans un cube dont la taille du c6té est 1 métre. Deux
caméras observent ces points. La configuration standard est la suivante : la distance focale des caméras est
1000 (en pixels) et elles sont situées a 10 métres du centre du cube. La distance entre les caméras (“baseline” en
Anglais) est 1 metre. Le nombre de points simulés est 50. Nous ajoutons un bruit Gaussien aux positions exactes
des points image, avec un écart-type de 2 pixels. Chaque paramétre de cette scéne est varié indépendamment
pour pouvoir comparer les différentes méthodes dans différentes situations. Les résultats sont des moyennes sur
100 essais. Le calcul des médianes donne des résultats similaires.

Résultats. Les figures 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7 montrent les résultats obtenus, lorsque différents paramétres d’ob-
servation sont modifiés. Nous commentons ces résultats de maniére globale puis spécifiquement.

—=— INITIALISATION -=- LIBRE
-a- LIBRE -0 PAR_LIBRE

2 -z PAR_LIBRE 025 —— ORTHO
—— ORTHO % -4- CARTES
-4- CARTES oMy -6~ NORMALISEE

- NORMALISEE

15

o
o

Erreur de reprojection (pixels)
Temps de calcul (secondes)

=3
=)
@

I I I I I I
10 12 14 16 18 20 6 10 12 14 16 18 20

8 8
Distance scéne a caméras (metres) Distance scéne a caméras (metres)

FiG. 4.4 — Erreur de reprojection (& gauche) et temps de calcul (a droite) mesurés pour différentes distances
scéne a caméras.

Nous observons que dans tous les cas, toutes les méthodes donnent la méme erreur de reprojection, a
guelques variations prés. Ces petites variations sont dues au fait que les différentes paramétrisations sont plus
ou moins susceptibles de tomber dans des minima locaux.
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FiG. 4.5 — Erreur de reprojection (a gauche) et temps de calcul (a droite) mesurés pour différentes distances
focales des caméras.
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D’un autre c6té,liy a degrandes différences entre les méthodes, concernant le temps de calcul. Les mé-
thodes ayant les temps de calcul les plus élevés SORMALISEE et LIBRE, Suivies parPAR_LIBRE. Les
méthodes basées sur un nombre minimal de param&r&s,ES et ORTHO ont les temps de calcul les plus
faibles, a peu prés les mémes. Ces différences sont expliquées par le fait que les méthodes redondantes ont |
d’'inconnues a estimer que les méthodes minimales. La résolution des équations normales est donc plus cc
teuse. Nous avons observé que dans notre implantation en C, le temps de calcul de chaque itération est dom
par la résolution de ces équations normales, dont la taille est directement liée au nombre de parametres.

—=— INITIALISATION -=- LIBRE

-=- LIBRE o PAR_LIBRE
-z PAR_LIBRE ‘ ‘ —— ORTHO

—— ORTHO -4- CARTES
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FIG. 4.6 — Erreur de reprojection (& gauche) et temps de calcul (a droite) mesurés pour différents niveaux d
bruit ajouté sur les points image.

Plus précisément, la résolution éparse des équations normales est choisie, dans le cas de deux vues, [
étre de complexité linéaire en le nombre de points, mais est alors cubique en le nombre de paramétres d
caméras, ce qui expligue les différences significatives de temps de calcul observées ci-dessus.

On note sur la figure 4.4, que I'erreur diminue lorsque la distance scéne a caméras augmente. Ceci est
au fait que le nuage de points observé dans les images devient de plus en plus petit. La minimisation de I'erre
de reprojection est donc de plus en plus facile.

Ces expériences ont été réalisées avec une régularisation des équations normales basée sur lasméthode
voir §3.6.2. Lutilisation de la méthodseBER donne des résultats similaires, mais les temps de calculs sont
[égérement moins bons et les différences entre les erreurs de reprojection sont réduites.

Matrices essentielles. Comme remarqué en 84.4.8, la représentation orthonormale a une ambiguité de di-
mension 2 quand une matrice essentielle est paramétrée. Nous voulons vérifier si, dans ce cas, ou dans le ca:
la configuration considérée est proche d’une matrice essentielle, la représentation orthonormale pourrait indui
des instabilités numériques dans le processus d’'optimisation. Pour ce faire, nous répétons les expérimentatic
précédentes, avec les deux changements suivants :
> nous utilisons comme initialisation la matrice essentielle la plus proche de la matrice fondamentale
donnée par I'algorithme des huit points. Par conséquent, la solution visée est une matrice fondamentals
mais la solution initiale est une matrice essentielle ;
> au lieu d'utiliser les coordonnées des points dans les images, nous utilisons leurs coordonnées sur
rétine. Par conséquent, la géométrie épipolaire sous-jacente est représentée par une matrice essentie
Nous avons expérimenté les stratégies et SEBER pour l'optimisation non-linéaire. Les résultats obtenus
sont trés similaires aux expérimentations précédentes. Cela signifie que la représentation orthonormale pe
étre utilisée pour des configurations géomeétriques proches d'une matrice essentielle, sans induire de problél
au niveau de I'optimisation, lorsqu’une technique d’'optimisation appropriée telle Levenberg-Marquardt est
utilisée.
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FiG. 4.7 — Erreur de reprojection (a gauche) et temps de calcul (a droite) mesurés pour différents nombres de
points.

épipobles | . INITIALISATION LIBRE PAR_LIBRE ORTHO CARTES NORMALISEE
e [ | ™ 7 § 17 | &[T | €7 [T €] T
e | oo A, B | 0,49 - 0,47 | 0,99 | 0,47 | 0,54 | 0,47 | 0,64 | 0,47 | 0,65| 0,47 | 1,10
A, C | 0,68 - 0,65| 0,67 | 0,65| 0,39 | 0,65| 0,29| 0,65| 0,34| 0,65| 0,70
e | e | A D | 084 - 0,67 | 0,70| 0,67 | 0,38 | 0,67 | 0,33 | 0,67 | 0,33| 0,67| 0,74
oo | oo B,C 0,57 - 0,53 | 0,27 | 0,53| 0,14 | 0,53| 0,15| 0,53| 0,14| 0,53| 0,23
o | =e B,D | 0,79 - 0,55| 0,25| 0,55| 0,23| 0,55| 0,18 | 0,55| 0,19| 0,55| 0,25
C, B 0,57 - 0,53| 0,30| 0,53| 0,10 | 0,53| 0,122| 0,53| 0,21| 0,53| 0,20
| moyennes et7 | O,66| - | 0,57| O,53| O,57| O,30| 0,57| 0,28| O,57| O,31| O,57| 0,54 |

TAB. 4.3 — Erreur de reprojection a convergengeet temps de calcull, obtenus lorsque des paires d'images
de la figure 4.8 sont combinées, pour obtenir des épipdles proche des images ou a l'infini.

45.2 Données réelles

Nous utilisons les images de la figure 4.8. L'idée est de former des paires d'images permettant d’obtenir
tous les cas d’épipdles finis et infinis. Les résultats sont donnés dans le tableau 4.3. Pour chaque combinaison
de deux images et chaque algorithme, nous calculons le colt et I'erreur de reprojection. La derniére ligne
du tableau montre les valeurs moyennes obtenues pour chaque algorithme sur toutes les paires d’'images. On
remarque que pour chaque paire d'images, tous les algorithmes donnent la méme erreur de reprojection. Les
méthodesORTHO, PAR_LIBRE et CARTESdonnent les codts les plus bas, pratiquement deux fois moindres que
ceux requis pour les méthodesRE et NORMALISEE. Nous obtenons des résultats similaires pour la méthode
SEBER Voir §3.6.2.

4.6 Conclusions et perspectives

Conclusions. Nous avons étudié le probléme de I'optimisation non-linéaire de la matrice fondamentale. Les
paramétrisations de cette derniere sont soit redondantes, par exemple la paramétrisation “épipdle + homogra-
phie” a 12 parametres, soit minimales mais nécessitent plusieurs cartes.

Nous avons proposé factorisation totalede la matrice fondamentale, reliée aux épipdles et a la transfor-
mation épipolaire 1D. Cette factorisation totale est obtenue en étendant la transformation épipolaire au 2D via
latransformation épipolaire étendugie nous introduisons. Cette transformation affecte aux droites épipolaires
de l'image de gauche, des points sur les droites épipolaires correspondantes dans I'image de droite. Ce forma-
lisme permet de construire la plupart des paramétrisations minimales de la matrice fondamentale proposées



4.6. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 77

FIG. 4.8 —Images utilisées pour comparer les differentes méthodes. Différentes paires sont formées pour obter
des épipbles proches des images ou a l'infini. Les 60 correspondances de points ont été données manuellem
et sont montrées en blanc sur les images.
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dans la littérature dont nous donnons un état de I'art complet.

Nous avons ensuite proposé riprésentation orthonormalde la matrice fondamentale. C’est une sur-
paramétrisation compléte pouvant étre mise a jour localement par une loi de mise a jour simple. A partir de
cette représentation, on construit des algorithmes d’estimation non-linéaire de la matrice fondamentale basés
sur le nombre minimal de 7 parametres. Nous construisons explicitement la minimisation des distances point-
droite épipolaire et de I'erreur de reprojection (ajustement de faisceaux). Tout autre critére peut de méme étre
minimisé en utilisant la représentation orthonormale de la matrice fondamentale.

Nous avons comparé l'ajustement de faisceaux basé sur la représentation orthonormale a d’autres algo-
rithmes d’ajustement de faisceaux et a d’autres paramétrisations de la matrice fondamentale. Nos conclusions
sont que les méthodes basées sur un nombre minimal de paramétres ont des colts moins élevés que les autres,
et donnent des résultats de méme précision.

La méthode s’étend naturellement au cas multi-vues en modélisant deux vues de référence par une matrice
fondamentale, et les vues restantes par des matrices de projection, exprimées dans une base canonique de
'espace, induite par la matrice fondamentale.

Perspectives. Une des applications de la transformation épipolaire étendue est la suivante. Hartley [83] pro-
pose un algorithme linéaire permettant d’estimer la matrice fondamentale étant donné les coordonnées d’'un
épipdle, aveen > 5 points. Cette méthode estime implicitement 'autre épipdle et la transformation épipolaire.
Elle est basée sur la contrainte épipolaire, équation (2di2jg = 0, reécrite erq’T[e’]/\HHq =0, sil'on

suppose que c'est’ qui est connu. En remplagafi], par sa décomposition en valeurs singulieres, Hartley

[83] montre gu’un systéme linéaire est induit sur 5 variables représentant I'épigdla transformation épipo-

laire. Nous renvoyons a I'annexe B, ou cette méthode est appliquée a I'estimation d’'une géométrie dynamique,
pour plus de détails. Basé sur la transformation épipolaire étendue, on peut imaginer généraliser la méthode au
cas ou les deux épipbles sont connus. En rempldcaar sa factorisation totale (4.5), la contrainte épipolaire
devientq’T[e’]AGn,s[e]Aq = 0. En remplagante], et [e/], par leurs décompositions en valeurs singuliéres,

on obtient un systéme linéaire pour 3 parametres représentant la transformation épipolaire, qui possede une
solution en général unique pour > 3 correspondances de points.

Une perspective de travail sur I'estimation de la géométrie épipolaire est la minimisation quasi-linéaire des
criteres d’'erreur utilisés ci-dessus — distances point-droite épipolaire et erreur de reprojection — par repondéra-
tion itérative de systemes linéaires. Quelques auteurs [86, 233] ont envisagé une telle approche, en négligeant la
contrainte non-linéaire de rang de la matrice fondamentale. Les résultats expérimentaux montrent qu’en I'état,
cette méthode n'améliore que trés peu I'erreur donnée par I'algorithme des huit points et qu’elle est loin d'une
minimisation non-linéaire standard telle I'algorithme de Levenberg-Marquardt. Zhang [233] conclut que c’est
le fait d’'ignorer la contrainte de rang qui en est la cause. Nous proposons d’incorporer cette contrainte au pre-
mier ordre a chaque itération d'un schéma quasi-linéaire. Nous avons implanté et validé une méthode similaire
pour la triangulation multi-vues de droites représentées par des coordonnées de Plicker : ces coordonnées sont
soumises a une contrainte bilinéaire, que nous linéarisons et incorporons au systéme linéaire résolu a chaque
étape, grace a une des méthodes d’estimation linéaire sous contraintes linéaires décrites en §2.6.4, chapitre 2.
Dans le cas des droites, cette méthode donne des résultats équivalents a une minimisation de I'erreur par l'algo-
rithme de Levenberg-Marquardt. Dans le cas de la matrice fondamentale, des résultats préliminaires permettent
d’envisager des conclusions similaires.



CHAPITRE

5

RECONSTRUCTION DE PLANS, DE
POINTS ET DE CAMERAS

Ce chapitre aborde le probleme de I'incorpora-
tion de contraintes géométriques au processus de
reconstruction. Plus particulierement, nous considé-
rons des contraintes de multi-coplanarité, c'est a
dire 'appartenance d’'un point & des plans. De telles
contraintes sont omniprésentes en environnement
humain.

Nous abordons les quatre aspects suivants du
probléme. Le premier est celui de la gestion des
contraintes. Ces derniéres peuvent entrainer l'inter-
dépendance de tous les parameétres de la structure.
Nous proposons de faire I'hypothése qu’un point
n'appartienne pas a plus de trois plans. La structure
est alors modélisée par des plans indépendants et
des points contraints sur ces plans.

Le deuxieme probleme étudié est celui du cal-
cul d’'une reconstruction initiale. La solution clas-
sique est de reconstruire les points en ignorant les
contraintes, d'y ajuster des plans puis de corriger la
position des points afin qu'ils satisfassent les con-
traintes. Nous proposons de reconstruire les plans
puis les points. Dans le cas de deux vues, la recons-
truction d’un plan est effectuée par estimation d’'une
homographie. Nous généralisons cette approche au
cas multi-vues puis introduisons des méthodes de
triangulation contrainte par multi-coplanarité. Ces

méthodes sont linéaires et minimisent une erreur ex-
primée dans les images.

Le troisieme probléme étudié est celui de I'ajus-
tement de faisceaux plan par morceaux. Ce problé-
me est formulé comme la minimisation de I'erreur
de reprojection sous contraintes non-linéaires. Les
algorithmes existants sont sous-optimaux ou de co-
mplexité élevée. Nous proposons une approche ba-
sée sur une paramétrisation minimale. Ainsi for-
mulé, le probleme est résolu par un algorithme
d’ajustement de faisceaux standard.

Lutilisation de contraintes géométriques stabi-
lise la reconstruction. Cependant, il n'existe pas
de surface réelle parfaitement plane. Notre but est
de déterminer expérimentalement, jusqu'a quelle
déviation de planarité, I'utilisation des contraintes de
multi-coplanarité améliore la reconstruction.

Nous utilisons des données simulées et réelles
pour comparer nos algorithmes a I'ajustement de
faisceaux standard et a d’autres algorithmes de re-
construction utilisant la planarité par morceaux.

Ces travaux ont été effectués en collaboration
avec Peter Sturm et partiellement avec Radu Ho-
raud et ont été publiés dans [28, 29, 30, 31] pour
le cas spécifique de deux vues et dans [21, 25] pour
le cas multi-vues.
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5.1 Introduction

Le probleme étudié dans ce chapitre est I'incorporation au processus de reconstruction de contraintes géo-
métriques sur la structure. Lutilisation de contraintes géométriques est étudiée depuis de nombreuses années
en photogrammeétrie, dans des contextes divers. Par exemple, Strunz [191] montre que des contraintes géome-
triques améliorent la précision du calcul d’'orientation et Mikhail [144] en utilise pour réduire le nombre de
points de contrdle nécessaires.

Notre but est d’améliorer la précision d’une reconstruction de points et de caméras a l'aide de contraintes de
coplanarité entre les points reconstruits. De telles configurations sont trés souvent observées en environnement
humain, autant dans des scenes d'intérieur que d’extérieur, par exemple sur les scenes de type architectural. Les
scenes comportant de nombreuses contraintes de coplanarité entre les points splarngditepar morceaux
Cette expression sous-entend que la surface de la scene peut étre facilement modélisée par un ensemble de
plans. Un exemple typique de scéne plane par morceaux est montré en figure 5.1. Notons qu’en environnement
humain, des contraintes métriques, de type parallélisme ou orthonormalité, sont souvent applicables entre les
plans modélisés.

-
My s

s

— =i

(b)

Fic. 5.1 — (a) et (b) : paire d'images d’'une scéne plane par morceaux, appelée “game system I|” et (¢) : mo-
déle métrique reconstruit, consistant de 109 points et de 7 plans. Le rendu texturé est obtenu par correction
perspective des textures des images originales vers I'image synthétique.

La planarité par morceaux d’'une scéne donne des contraintes géométriques fortes, desquelles nous pouvons
attendre une amélioration de la précision de la reconstruction par rapport a une reconstruction éparse de points.
Une structure plane par morceaux est plus contrainte qu’une structure éparse, ce qui entraine une réduction du
nombre de degrés de liberté a estimer. Par exemple, les 109 points reconstruits a partir des images de la figure
5.1 donnent une structure a 327 degrés de liberté dans le cas non contraint, et a 188 degrés de liberté dans le cas
d’'une modélisation plane par morceaux, soit une réduction de plus de 42%.

Le probléme de la modélisation et de la reconstruction de scénes de type architectural est étudié par de nom-
breux auteurs. Certains, voir par exemple [50, 95, 117, 190], proposent l'utilisation de primitives géométriques
de haut niveau, telles le cube, le prisme ou la sphére, comme briques de base pour la modélisation interactive.
Des logiciels commerciaux tetsanona ou phot onodel | er ont été élaborés a partir de ces travaux. L'uti-
lisation de telles primitives, couplée a des contraintes géométriques de positionnement, semble naturel pour la
modélisation de scénes de type architectural. Ces primitives permettent la modélisation d’'une scéne avec peu
d’interactions. Les inconvénients sont la perte d’une forme de souplesse dans le type de scénes pouvant étre
modélisées et le fait que la détection de primitives de haut niveau est tres difficilement automatisable.

En revanche, I'utilisation de plans permet une modélisation assez souple d’un grand nombre de scénes. Les
aspects de modélisation automatique gétection de plansont étudiés entre autres dans [9, 33, 55, 68, 113,

182, 183]. Nous proposons une méthode de détection de plans dans I'annexe A. Nous y présentons un état de
I'art détaillé des différentes approches. Notons que Cornou et al. [44] et Wilczkowiak et al. [227] utilisent un
ensemble de relations géométriques simples entre points (égalité, orthogonalité et coplanarité). Des méthodes
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de calibrage en ligne des caméras spécifiques au cas des scénes planes par morceaux sont proposées
[74,132, 217, 231].

Problémes abordés et contributions. Ce chapitre aborde le probléme de la reconstruction de plans, de points
et de caméras étant données des correspondances de points et des relations de multi-coplanarité (apparten:
d’un point a un ou plusieurs plans).

Une des interrogations essentielles pour la résolution d'un tel probléme concerne la fonction de codt. Le
points induisent une erreur de reprojectmpdométriquedépendant des points image mesurés et prédits par la
reconstruction. Les plans, en tant que surfaces, induisent une erreur gdtgpmeétriguemesurable par com-
paraison de l'intensité de pixels. L'erreur de type photométrique est trés sensible aux conditions d’'observatior
Nous renvoyons a I'annexe A (ou une erreur photométrique est utilisée a des fins de détection de plans) po
plus de détails sur ce point. La plupart des auteurs, voir 85.3.2, utilisent des formulations proches de I'erreur d
reprojection induite par les points. Nous suivons cette approche et utilisons I'erreur de reprojection. Les plan
sont reconstruits grace aux contraintes géomeétriques. La reconstruction est optimale, au sens du maximum
vraisemblance, sous les conditions définies au chapitre 3, si I'erreur de reprojection est minimisée et si le
contraintes de multi-coplanarité sont satisfaites.

Nous abordons les quatre points suivants) la gestion des contraintes géométriqugs) I'initialisation
de la reconstructioniii) I'ajustement de faisceaux plan par morceaugie} I'évaluation de conditions d’ob-
servation et de planarité pour lesquelles la prise en compte des contraintes de multi-coplanarité améliore
précision de la reconstruction, par rapport a une reconstruction non contrainte de points.

La gestion des contraintes géométriques est un des points clefs lors de la conception d’'une méthode
reconstruction plane par morceaux. Certains auteurs proposent de n’utiliser que des contraintes de coplanal
simple (chaque point appartient & un plan au plus). C'est en effet la contrainte la plus utilisée en pratique. Nou
proposons de faire I'hypothése qu’un point n'est impliqué au plus que dans trois contraintes de coplanarité
Cette hypothése permet de modéliser la structure comme un ensemble de plans et un ensemble de points
ces plans, indépendants les uns des autres, ce qui simplifie grandement la gestion des contraintes, sans toute
réduire notoirement la généralité de la méthode, et permet la mise en ceuvre de solutions efficaces pour
reconstruction. Nous montrons expérimentalement que prendre en compte les contraintes de multi-coplanari
avec deux et trois plans fait une différence significative par rapport a I'hnypothése de coplanarité simple.

La solution classique pour la reconstruction initiale est de reconstruire les points par une méthode no
contrainte standard, d'ajuster des plans, puis de corriger la position des points afin qu’ils satisfassent le
contraintes géométriques. Cette derniére étape introduit un biais. Nous proposons de ['éviter en reconstru
sant d'abord les plans puis les points directement sur les plans. Pour ce faire, nous étendons la reconstruction
plans a partir de deux vues par estimation d’'une homographie au cas multi-vues. La reconstruction de points s
ces plans est ensuite effectuée par des méthodes de triangulation contrainte par multi-coplanarité que nous p
posons. Toutes les méthodes proposées sont linéaires. Elles minimisent des erreurs exprimées dans les ima
dont la forme est proche de celle de I'erreur de reprojection, et traitent toutes les données uniformément.

L'ajustement de faisceaux plan par morceaux est un probleme de minimisation non-linéaire sous contrainte
non-linéaires. La plupart des solutions existantes sont sous-optimales. Certaines ne minimisent pas l'erreur
reprojection, d'autres ne considérent les contraintes de multi-coplanarité que partiellement ou approximati
vement. Une pratique courante est I'ajout de termes de pénalité a I'erreur de reprojection, permettant de fail
tendre la structure estimée vers une configuration plane par morceaux. Cette solution change la fonction de co
La structure ainsi reconstruite n’est qu’approximativement plane par morceaux. La difficulté principale est que
les contraintes sont non-linéaires. Nous proposons une approche basée sur une paramétrisation minimale, ¢
a dire dont le nombre de paramétres est égal au nombre de degrés de liberté physiques de la structure. A
cette paramétrisation, le probléme peut étre résolu par un algorithme d’ajustement de faisceaux non contrai
standard. Notre paramétrisation permet la résolution éparse des équations normales.

Nos contributions sont d’abord formulées pour le cas spécifique de deux vues, ou une base de reconstructi
canonique permet d’obtenir des paramétrisations et des algorithmes simples, puis sont généralisées au cas m
vues.

Finalement, nous menons une étude expérimentale, dont le but est de déterminer dans quelles configuratic
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d’observation et pour quels types de scénes, l'incorporation de contraintes de multi-coplanarité améliore la
précision de la reconstruction, par rapport a une reconstruction éparse de points, méme si la surface réelle
n'est qu’approximativement plane. Cette étude révéle que dans beaucoup de cas pratiques, I'incorporation des
contraintes améliore la précision.

Organisation du chapitre. Nous donnons une modélisation algébrique du probléme en 85.2. Nous y étudions

la gestion des contraintes de multi-coplanarité, les degrés de liberté et la reconstructabilité d’'une structure plane
par morceaux. En 85.3, nous donnons un état de I'art et situons I'approche proposée. Nous développons nos
contributions pour l'initialisation et I'ajustement de faisceaux pour le cas de deux vues et le cas multi-vues en
885.4 et 5.5 respectivement. Le chapitre se termine par des résultats expérimentaux sur des données simulées
et réelles, ou nous donnons le schéma d'un systeme complet de reconstruction, suivis d’une ouverture vers
d’autres types de contraintes géométriques puis de nos conclusions et perspectives.

5.2 Modélisation du probleme

Le probléeme abordé est celui de la reconstruction conjointe de points et de plans. Comme annoncé dans
l'introduction, I'erreur photométrique induite par les plans n’est pas prise en compte. Ces derniers sont déter-
minés par les contraintes de multi-coplanarité. Les observations portent uniguement sur les points reconstruits.
La fonction de colt conduisant a une solution au maximum de vraisemblance est I'erreur de reprojection définie
par I'équation (3.1) et rappelée ci-dessous :

Q- ijr--) = Y dbplai, i),

0]

en supposant sans perte de généralité que tous les points sont visibles dans toutes les yyesritdss

points image mesurés et lgg; sont les points correspondants prédits par la reconstruction. La structure est
modélisée par un ensemble de pldifs, . .., IT . et de pointsQ,, . .., Q,,. Afin de modéliser les contraintes

de multi-coplanarité, nous définissons les constastemr

PR 1 si QjGHl
i = 0 sinon.

La contrainte@; € II, s’exprime algebriquement par :
QI = 0.

Notons qu’en espace métrique, avec la normalisa@}n: (Q]T 1) et |[TL;|| = 1, Q]THZ donne la distance
Euclidienne (au signe pres) entre le po@t et le planIl;, voir I'équation (2.14). Le probleme de la recons-
truction plane par morceaux consiste a minimiser la fonction de Qos$uir les parametres des caméras, des
points et des plans, sous les contraintes de multi-coplanﬁméﬂl =0.

5.2.1 Gestion des contraintes de multi-coplanarité

Les contraintes de multi-coplanarité sont I'appartenance d’'un point & un certain nombre de plans. Ceci
définit un réseau de contraintes. Sil'on se place dans le cas général, n'importe quels points ou plans peuvent étre
dépendants. En effet, lorsque trois points appartiennent a un plan, la position de ce dernier est alors déterminée.
Il exerce donc une contrainte sur les autres points qu’il contient, et ainsi de suite. Imaginons I'expression de
ces contraintes sous forme d’'un graphe. Ce dernier peut comporter des cycles et des redondances, ce qui peut,
selon les cas, excessivement compliquer la gestion des contraintes.

Pour ces raisons, nous ne modélisons que les contraintes d’appartenance d’'un point a un, deux ou trois
plans, c’est a dir&/j, (3, c;1) < 3. Dans ce cas, la modélisation suivante du probléme est possible : chaque
plan est modélisé indépendamment, alors que les points sont soumis aux contraintes de multi-coplanarité. Une
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telle hypothése est réaliste car il est rare d’observer des points sur plus de trois plans (sur I'exemple “gan
system I”, les points sont sur un ou deux plans, voir figure 5.2). Elle permet de simplifier grandement la gestior
des contraintes et par suite leur modélisation algébrique. Les méthodes proposées dans ce chapitre peuv
toutefois étre adaptées au cas général. Ceci est abordé en §5.6, ou I'on donne plus de détails sur la modélisat
algébrique des contraintes de multi-coplanarité avec plus de trois plans, ainsi que des liens avec certain
contraintes métriques entre les plans modélisés. Cette hypothése permet la reconstruction indépendante
chaque plan puis de points sur ces plans, voir 85.3.1. Elle permet de méme de mettre en ceuvre une soluti
efficace pour la résolution des équations normales lors de la phase d’ajustement de faisceaux, voir 85.4.2.2.

5.2.2 Etude du nombre de degrés de liberté

Nous donnons une expression du nombre de degrés de liberté d’'une structure non contrainte et d’'une strt
ture plane par morceaux. Ces expressions permettent d’apprécier la réduction du nombre de degrés de libe
apportée par l'utilisation des contraintes. Un point de I'espace a 3 degrés de liberté. Une struptyseides
adoncD = 3 x m degrés de liberté. Les points modélisés peuvent appartenir a 0, 1, 2 ou 3 plans. De tels point:
ont un nombre de degrés de liberté variable, dépendant du nombre de plans les contenants : chaque contral
de coplanarité “enléve” un degré de liberté au point. On obtient donc la formule suivante pour le nombre de
degrés de libert€(s) d’un point appartenant éaplans en position générale :

E(s) = 3—s.

Un point non contraint a 3 degrés de liberté, un point sur 1 plan en a 2 et ainsi de suite. Cette formule donn
des degrés de liberté négatifs aux points sur plus de 3 plans, ce qui reflete le fait qu'un ou plusieurs des pla
correspondants sont alors contraints. Notons) le nombre de points sur plans etz le nombre de plans
modélisés. Le nombre de degrés de liberté total de la structure est donné par :

E = 324370 Es)m(s) = 32+ 3723 s)m(s).

Nous ne traitons pas les cas dégénérés : nous supposons que les plans sont tous différents et qu’aucun triple
plans ne forme de faisceau.

Comparons les nombres de degrés de lib&rtd'une structure non contrainte &td’'une structure plane
par morceaux sur I'exemple basé sur les images montrées en figure 5.1. La figure 5.2 fait apparaitre une moc
lisation avec 109 points et 7 plans. Le nombre de degrés de liberté d’'une modélisation non contrainte est dor
D = 3 x 109 = 327. Parmi ces points, 69 sont sur 1 plan et 40 sont sur 2 plans. Le nombre de degrés de liberté

marqueur # plans

(b)

FIG. 5.2 — Modélisation de la scéne “game system I”: (&) montre un sous-ensemble représentatif des 109 poin
utilisés et avec (b) les 7 plans modélisés.

d’'une modélisation plane par morceaux est dénre 3 x 7+ 2 x 69 + 1 x 40 = 188, soit une réduction de plus
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#vues| #plans | non contraintd contrainte] af

0 non
1 non
0 non non
2 non
>3 oui
0 non non
1 1 non oui non
> 2 oui oui
> 2 | quelconque oui oui oui

TAB. 5.1 — Résumé de la reconstructabilité des différents types de points. “# vues” et “# plans” donnent res-
pectivement le nombre de vues dans lesquelles le point est visible et le nombre de plans auxquels il appartient.
“non contrainte” indique la reconstructabilité lorsque les plans ne sont pas encore reconstruits et “contrainte”
indique la reconstructabilité lorsque les plans sont disponibles. “af’ indique que le point apporte une redondance
d’'information utile a I'ajustement de faisceaux plan par morceaux.

de 42%. Notons que cet exemple ne contient pas de points non contraints ou de points sur trois plans. D’autres
exemples impliquant de tels points, ainsi que des détails sur la reconstruction de la scéne “game system |” sont
donnés en §85.7.2.

5.2.3 Reconstructabilité

Nous examinons la reconstructabilité d’'une structure plane par morceaux en supposant que celle des camé-
ras est possible. Dans le cas non contraint, les points peuvent étre reconstruits si ils sont visibles dans deux vues
au moins. lls apportent ensuite une redondance d’information utile pour la phase d’ajustement de faisceaux.
Dans le cas d'une structure plane par morceaux, le cas des plans, puis différents cas pour les points doivent
étre considérés. Ces cas sont résumés dans le tableau 5.1. Un plan est reconstructible si au moins trois points
gu'il contient peuvent eux-mémes étre reconstruits sans contrainte géométrique, c’'est a dire si ils sont visibles
dans au moins deux vues. La modélisation plane par morceaux permet de reconstruire les points non observés
si et seulement si ils appartiennent a trois plans. Ces points n'apportent pas de redondance d’information utile
pour la phase d'ajustement de faisceaux car trois plans en position générale ont un unique point d’intersec-
tion. Les points visibles dans une seule vue peuvent étre reconstruits si ils sont sur un plan ou plus. Lorsqu’ils
sont sur deux plans ou plus, ils entrent alors dans I'ajustement de faisceaux, car ils aménent une redondance
d’information utile.

5.3 Etat de l'art et approche proposée

Nous donnons un état de I'art puis introduisons I'approche proposée et la situons par rapport aux autres
approches. Nous abordons les phases d'initialisation puis d’ajustement de faisceaux plan par morceaux.

5.3.1 Initialisation
5.3.1.1 Etatde l'art

Une des premiéres questions posée pour l'initialisation concerne 'ordre de reconstruction des différentes
entités, parmi les caméras, les plans et les points, c’est a dire les principales étapes du processus. La difficulté
est de produire des méthodes linéaires. La plupart des auteurs utilisent I'ordre montré sur la figure 5.3 (a) :
caméras, points en ignorant les contraintes géométriques, ajustement de plans aux groupes de points censés
étre coplanaires, et enfin correction de la position des points pour gqu'ils satisfassent les contraintes de multi-
coplanarité. Cette approche est simple mais a plusieurs défauts, voir ci-dessous.
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D’autres ordres de reconstruction sont possibles. On peut difficilement parler de la reconstruction des point
avant que celle des caméras soit estimée. Par contre, on peut calculer les homographies induites par les dif
rents groupes de points coplanaires, puis estimer la matrice fondamentale (c’est a dire une reconstruction d
caméras) a partir de ces homographies, comme proposé par Luong et Faugeras [129] et Sinclair et al. [18¢
Szeliski et Torr [200] montrent que ces algorithmes sont trés instables. Notons que Zelnik-Manor et Irani [232]
exhibent un jeu de contraintes sur les homographies 2D induites par un ensemble de plans. Elles montrent g
ces contraintes peuvent étre utilisées, entre autres, pour améliorer des homographies 2D estimées indépend
ment. Certains auteurs, par exemple Rother [169] ou Sun et al. [199], proposent d’intégrer entre autres de
contraintes de coplanarité & des méthodes de factorisation de points et de'caoénas [169] factorise di-
rectement les plans, les points et les caméras, alors que I'idée de Sun et al. [199] est de projetter la matrice
mesure sur les contraintes.

Nous passons en revue différentes techniques pour les phases de reconstruction caméras - points r
contraints - ajustement de plans et correction des points.

Reconstruction des caméras. La reconstruction des caméras est souvent effectuée de maniére conjointe a
celle des points. Nous renvoyons au chapitre 3, 83.2 pour un exposé plus détaillé des différentes méthodes.
reconstruction des caméras est identique quel que soit I'ordre de reconstruction utilisé car elle en est la premié
étape.

Triangulation des points. La triangulation non contrainte des points est une phase sensible. Il serait préfé-
rable de pouvoir profiter des contraintes géométriques pour la stabiliser, méme s'il existe des algorithmes ¢
triangulation optimaux, voir [92].

Ajustement des plans. Une fois les caméras et points reconstruits, et connaissant les relations de multi-
coplanarité, on peut former des ensembles de points censés étre coplanaires. Pour chaque ensemble, on |
ajuster un plan en fonction d’un critére d’erreur.@iest un point sur le plai, alors la contraint€) IT = 0
doit étre satisfaite.

La méthode classique est d’empiler ces équations pour tous les points censés étre suflle @laob-
tient alors un systeme linéaire. Le critére d’erreur minimisé par sa résolution au sens des moindres carres ¢
la somme des carrés des distances algébriques entre les points et le plan. Notons que si la reconstruction
métrique, et en assurant une normalisation appropriée des équations, alors ce critére est équivalent a la som
des carrés des distances Euclidiennes entre les points et le plan. Cette solution peut donner de bons résultat:
espace métrique mais le critére est dépourvu de sens en espace projectif. Dans ce cas, il faudrait minimiser
critére basé image. Un tel critere est facile a formuler dans le cas de deux vues, en faisant intervenir I'homogre
phie de plan induite. Nous proposons une méthode de ce type en 85.4.1.2 pour le cas de deux vues et I'étendc
au cas multi-vues en §85.5.1.2.

Notons que I'étape d’ajustement de plans est importante car elle conditionne I'étape suivante, la correctio
des points.

Correction des points. La correction des points consiste a trouver, pour chaque point reconstruit, un point
le plus proche possible et satisfaisant les contraintes de multi-coplanarité. Une telle correction introduit inévi
tablement un biais. En espace métrique, on peut imaginer projeter orthogonalement les points sur les plans |
contenant. En espace projectif, un telle projection n’existe pas.

Une solution possible pour la correction d’'un point sur un plan est la suivante. Notons qu’elle ne prend
pas toutes les données en compte de maniére uniforme, mais qu’elle minimise un critére de correction ba:
image. Pour un poing) censé étre sur un plafl, on considere sa projection dans une des images. Le point
3D contraint est obtenu par intersection du rayon de projection émanant de cette image avedie Afam
d’obtenir le meilleur résultat possible, on mesure 'erreur de reprojection induite par la correction du point

!Les méthodes de factorisation sont décrites en §3.2.1.2, chapitre 3.
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dans toutes les images ou ce point est visible. On essaye itérativement toutes les images afin de sélectionner la
meilleure solution.

Pour le cas d'un point sur deux plans, la solution suivante minimise I'erreur de reprojection dans une
des images. Soi@ un point censé étre sur deux plafget IT’. Pour assurer que le point corrigé se trouve
bien sur les deux plans, on projette orthogonalement le point image sur la projection de la droite représentant
l'intersection des deux plans. On reconstruit ensuite le point 3D comme dans le cas précédent, par intersection
du rayon de vue issue du point image corrigé et avec un des deux plans. Cette solution n’est pas satisfaisante
dans la mesure ou toutes les observations des points ne sont pas prises en compte de maniére uniforme.

i points non | correction
cameras contraints plans des points
(@)

. points
caméras plans

contraints

(b)

FiGc. 5.3 — lllustration des différentes étapes de l'initialisation, (a) : une approche classique et (b) : approche
proposée.

5.3.1.2 Approche proposée

La reconstruction initiale est effectuée de la maniére suivante, illustrée sur la figure 5.3 (b) : les caméras
sont reconstruites, puis les plans et enfin les points, sous contraintes de multi-coplanarité. Cet ordre induit
des fonctions de colt dont la forme est proche de celle de I'erreur de reprojection, et limite donc le biais
introduit par rapport a la solution optimale. Cet ordre de reconstruction est possible grace au fait que les points
n'appartiennent pas a plus de trois plans. Les plans sont indépendants les uns des autres et les points dépendent
des plans. Notons que la détermination des caméras est identique au cas précédent. Nous renvoyons donc a la
section 5.3.1.1 pour leur reconstruction.

Reconstruction des plans. La détermination des plans avant la reconstruction des points fait appel a un critére
d’erreur basé image, par exemple dans le cas de deux vues, cela correspond a I'estimation de I’homographie
de plan induite. La généralisation de cette idée au cas multi-vues induit une fonction de colt de forme plus
complexe. Nous proposons une méthode de ce type en 85.4.1.2 pour le cas de deux vues et I'étendons au cas
multi-vues en 85.5.1.2. Le critére que nous formulons est linéaire, basé image et ne dépend pas des points
3D, mais seulement des points image. C’est cette propriété qui nous permet de reconstruire les plans sans
reconstruire les points au préalable. Lutilisation d’un critere basé image a donc deux avantages principaux : il
peut étre utilisé indifféremment en espaces métrique et projectif, et il permet la reconstruction des plans avant
les points. Ces derniers peuvent alors étre reconstruits directement sur les plans.

Triangulation de points sur plans. La reconstruction de points contraints d’appartenir a des plans est ef-
fectuée par des méthodestdangulation contrainte par multi-coplanarit§ue nous proposons. Ces méthodes

sont basées sur des paramétrisations des points incluant les contraintes de multi-coplanarité. Elles sont linéaires
et minimisent une erreur basée image. Elles sont présentées en 85.4.1 pour le cas de deux vues et en 85.5.1 pour
le cas multi-vues.
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5.3.2 Ajustement de faisceaux plan par morceaux

L'ajustement de faisceaux consiste a minimiser I'erreur de reprojection sur la structure et les caméras
Le chapitre 3 examine différentes techniques d’optimisation non-linéaire utilisées pour résoudre ce probléme
Chaque itération requiert la résolution d’équations normales. Le co(t d’'une telle optimisation est réduit er
utilisant des techniques de résolution éparse des équations normales (voir chapitre 3, 83.6.3). L'état de I'a
donné ci-dessous montre que les méthodes existantes n’induisent pas toutes des équations normales avec
structure éparse par bloques, contrairement a I'approche proposée.

5.3.2.1 Etatde l'art

L'ajustement de faisceaux plan par morceaux se formule comme la minimisation de I'erreur de reprojec-
tion sous contraintes de multi-coplanarité : c’est un probléeme de minimisation non-linéaire sous contrainte:
non-linéaires. Les méthodes existantes sont sous-optimales ou font appel a des techniques d’optimisation sc
contraintes compliquées. Le tableau 5.2 résume les caractéristiques de différentes méthodes.

méthode | optimale | parameétres | #paramétres | éparsq réf.
Szeliski et Torr non Qi,...,Q,, Iy, ... II, 3m + 3z non | [200]
McGlone non idem idem non | [138]

Xu et al. oui A1, .-+ qm,Iq,..., 11, 2m + 3z oui | [231]
Bondyfalat et Bougnou oui voir légende minimal non | [35]
McLauchlan et al. oui Qi,...,Qu, IIy, ... ) IL,,v;; | 3m +3z+#cont| oui | [139]

TAB. 5.2 — Résumé de I'état de I'art des méthodes d'ajustement de faisceaux permettant de prendre en comy
une structure plane par morceaux.est le nombre de points etle nombre de plans. La colonne “éparse”
indique si une résolution éparse par bloques des équations normales est possible. Toutes ces méthodes, a |
ception de la méthode de Xu et al., fonctionnent avec plusieurs vues et modélisent la multi-coplanarité. Le
parametres de la structure obtenus par Bondyfalat et Bougnoux sont des fonctions polynomiales non triviale
des paramétres “naturels” (coordonnées homogénes) des points et des plans. La méthode de McLauchlar
al. produit un nombre de paramétres faisant intervenir le nombre de contraintes modélisées noté “# cont”. Sc
approche est semblable aux techniques standards utilisées en photogrammétrie.

Une pratique courante pour la reconstruction plane par morceaux, au moins lorsque deux vues sont con:
dérées, est de faire intervenir les homographies de plan induites entre les deux images par les plans modélis
Ceci permet de paramétrer les points sur un plan, le cas de multi-coplanarité le plus courant, par un seul poi
image. Xu et al. [231] proposent un systeme complet de reconstruction et calibrage en ligne de deux camér:
observant une scene plane par morceaux. La phase finale est un ajustement de faisceaux. Seule la coplane
simple est modélisée : chaque poi est paramétré par un point de la premiere imgge La fonction de
colt minimisée est :

chl (d*(auj, quj) + d*(az;, Hi,a15))
4.l

ou Hy, est 'homographie de plan induite par le plaf). Cette méthode n’est optimale que dans le cas ou
seuls des points sur un plan sont traités. Son extension au cas multi-vues est difficile. Les travaux présent
ci-dessous montrent qu'il est plus approprié d’utiliser une paramétrisation basée sur des entités 3D pour le ¢
multi-vues. Une méthode de reconstruction inspirée de celle de Xu et al. est comparée aux nétres en 85.7.

Szeliski et Torr [200] incorporent des contraintes de multi-coplanarité dans un systéme d’ajustement d
faisceaux métrique par I'ajout de pénalités fortement pondérées a I'erreur de reproggctiear méthode est
inspirée de la méthode pour la résolution de systémes linéaires sous contraintes linéaires présentée en 8§2.6.
chapitre 2. La fonction de colt minimisée est :

Q+7) QT

j?l
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Le facteury est fixé a une valeur trés élevée, de I'ordredfe~ 10%°. La structure obtenue n’est qu’approxi-
mativement plane par morceaux. De plus, des termes d’un ordre de grandeur important entrent dans la fonction
de codt, ce qui modifie I'estimation et déséquilibre I'estimateur non-linéaire d’un point de vue numérigue. Cette
méthode est comparée aux notres en 85.7.

McGlone [138] propose l'incorporation de contraintes géométrique a un systéme d’ajustement de faisceaux
assez complet. Les contraintes sont traitées comme des mesures. La fonction de colt minimisée par le systéeme
est similaire a celle de Szeliski et Torr. La différence est que chaque contrainte est pondérée indépendamment
par l'introduction de facteurs;; :

Q-+ Z Ve Q) TI. (5.1)
4.l
Les facteursy;; sont déterminés en fonction de l'incertitude associée a chaque contrainte. La maniére dont sont
gérées les contraintes, qui peuvent étre trés générales (colinéarité, parallélisme de droites ou de plans, etc.),
entraine la violation de la structure éparse par bloques des équations normales. L'optimisation non-linéaire
devient alors trés colteuse.

Bondyfalat et Bougnoux [35] modélisent des contraintes plus générales que la multi-coplanarité (incidence,
parallélisme, orthogonalité, etc. entre points, droites et plans). Une technique d’élimination polynomiale des
variables redondantes, la méthode de Ritt-Wu, permet d’obtenir une paramétrisation minimale. Le processus
est trés colteux et viole la structure des équations normales. De plus, la résolution des équations polynomiales
conduit & des ambiguités car plusieurs solutions sont possibles (la fonction de paramétrisation n’est pas bijec-
tive). La paramétrisation minimale est donc hautement non-linéaire, ce qui réduit les performances de I'optimi-
sation non-linéaire. Les résultats sont optimaux, sous réserve de la bonne convergence de I'estimateur.

McLauchlan et al. [139] utilisent des multiplicateurs de Lagrange pour modéliser les contraintes. La fonc-
tion de codt utilisée est celle de McGlone [138], equation (5.1). La difference est que lesypadst les
multiplicateurs de Lagrange et sont donc estimés au cours de I'optimisation non-linéaire. McLauchlan et al.
montrent comment préserver la structure éparse des équations normales. Cette méthode conduit a un résultat
optimal, dans le sens ou les contraintes sont respectées et I'erreur de reprojection minimisée. Les inconvénients
de la méthode sont qu’en pratique l'utilisation de multiplicateurs de Lagrange souléve certains problémes,
notamment celui de I'initialisation. De plus, chaque contrainte modélisée ajoute une inconnue au systeme, aug-
mentant le codt de sa résolution en conséquence. Cette approche est similaire aux techniques standards d’ajus-
tement de faisceaux en photogrammeétrie, ou des multiplicateurs de Lagrange sont systématiquement utilisés
pour modéliser des contraintes. C'est I'approche photogrammeétrique. Un ouvrage de référence est le recuell
d’Atkinson [6], et plus particulierement pour ce probléme, la contribution de Cooper et Robson [43]. Van Den
Heuvel et Vosselman [221] utilisent I'approche photogrammeétrique pour la reconstruction de batiments a I'aide
de contraintes géométriques variées, coplanarité, colinéarité, etc. Shan et al. [176] proposent une approche de
ce style, basée sur la linéarisation des contraintes, et un calcul analytique permettant de déterminer les multipli-
cateurs de Lagrange correspondant. Ces derniers ne sont donc plus inclus dans I'optimisation. Cette approche
est attirante, mais présente certaines faiblesses, notamment I'approximation linéaire des contraintes et le fait
gue la détermination analytique des multiplicateurs de Lagrange ajoute des termes non-linéaires de forme non
triviale a la fonction de colt. Wilczkowiak et al. [227] éliminent les variables redondantes avec un jeu de regles
d’élimination.

Debevec et al. [50] reconstruisent des primitives géométrique de haut niveau (cube, pyramide, etc). Leur
fonction de colt s’exprime en termes des segments prédits par le modeéle et des segments mesurés. Elle conduit
a un résultat sous-optimal.

Si I'on veut résumer cet état de 'art en se concentrant sur le critére de I'optimalité statistigue des mé-
thodes, seules les approches de Bondyfalat et Bougnoux [35] et McLauchlan et al. [139] peuvent théoriquement
conduire a un résultat optimal, mais accroissent notoirement le co(t de calcul par rapport a une reconstruc-
tion non contrainte. Ces méthodes font intervenir des techniques d’optimisation non-linéaire compliquées. Le
nombre de degrés de liberté d’'une structure plane par morceaux est généralement inférieur a celui d’une struc-
ture non contrainte. Il devrait donc étre possible de réduire le cot de calcul de la reconstruction non contrainte
par la modélisation d’une structure plane par morceaux, et non de 'augmenter.
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5.3.2.2 Approche proposée

Notre approche est de transformer le probléme original en un probléeme d’ajustement de faisceaux no
contraint, qui peut alors étre résolu par une méthode standard. Ceci est effectué par une paramétrisation mi
male de la structure incorporant les contraintes de multi-coplanarité. Cette approche a I'avantage que le nomb
d’'inconnues est minimal, par opposition par exemple aux méthodes basées sur des multiplicateurs de Lagran
ou chaque contrainte ajoute une inconnue au systeme. Notre paramétrisation préserve la structure éparse
blogues des équations normales.

5.4 Le cas de deux vues

Nous traitons le cas particulier de deux vues. Des solutions spécifiques trés simples peuvent étre mise
en ceuvre pour la paramétrisation et la reconstruction initiale. Nous définissopanangstrisation minimale,
générale et linéairale la structure et des caméras. Cette paramétrisation est utilisée dans les phases d'initiali
sation et d'ajustement de faisceaux. Elle garantit que les contraintes géométriques sont satisfaites. Par exemj
un point sur un plan est exprimé avec seulement deux paramétres. Les coordonnées du point 3D correspond
sont données en fonction des ces deux parameétres et du plan support. Cette section concernant uniquemer
cas de deux vues, nous n'y utilisons pas l'indigegour désigner la vue, mais plutét une notation “nue” pour
la premiére vue et aveécpour la deuxiéme (par exemple, la correspondance de gpint- gq,; est écrite

q; < q))

5.4.1 Initialisation

Nous suivons l'ordre de reconstruction caméras - plans - points sur plans. Nous proposons des méthod
pour la reconstruction des plans puis des méthodésatgulation contrainte par multi-coplanaritpour une
reconstruction directe de points satisfaisant les contraintes.

5.4.1.1 Caméras

La reconstruction de deux caméras non calibrées est basée sur I'estimation de la matrice fond&mentale
Nous renvoyons au chapitre 4 dédié a ce probléme. Nous formoéalisation canonique non singuliede la
matrice fondamentale, donnée par les équations (2.43) et (2.47), et rappelée ci-dessous :

P ~ (I 0
P~ (H €,
ou e’ est le deuxiéme épipdle &t = ([¢] F+e’e™)/|e||? est 'homographie canonique non singuliére donnée

par I'équation (2.46). Nous notori® la deuxieme matrice de projectioR (= P’). C’est la forme particuliere
de ces matrices de projection qui permet une paramétrisation simple de la structure.

5.4.1.2 Plans

Nous disposons de la reconstruction des caméras et pour chaquél plde correspondances de points
g; < q;. Le planIT induit une homographielr telle que :
q; ~ Hnqg;.
Dans la base canonique, tout plEhpeut étre représenté par son équation réfiljit@ir §2.11. Lhomographie
Hr alaforme donnée par I'équation (2.51) et rappelée ci-dessous :

HH ~ H—e'l:IT.

Une solution classique pour la reconstruction du plarest d’estimer les 9 coefficients gy, puis d’en ex-
traireII via I'équation (2.51). La présence de bruit dans les données entraine que les points ne se corresponde
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pas parfaitement. Lhomographie ne peut donc étre estimée que de maniére approchée et la redondance d'in-
formation est exploitée par la minimisation d’'une fonction de codlt. Cette fonction de codt est choisie pour que
I'estimation soit linéaire, typiqguement, voir par exemple [93, 83] et la section 2.6.1 du chapitre 2 :

Zdi_PP(qgv HHq])7 (52)
J

oud, pp estune distance algébrique dans le plan Euclidien donnée par I'équation (2.18). Cette solution pour
la reconstruction déI a plusieurs défauts :
> un minimum de 4 correspondances de points sont nécessaires, alors que 3 devraient étre suffisants ;
> la fonction de codt (5.2) n’est pas symétrique par rapport aux roles joués par les deux images : I'erreur
est minimisée dans la deuxieme image seulement;;
> le résultat n’est pas direct : 'homographie 2D estimée ne correspond pas exactement a une homographie
de plan, d’ou la nécessité d’en extraiie
Pour remédier a ces lacunes, nous proposons de minimiser une version symétrique de la fonction de codt (5.2),
sous la contrainte quéy; soit une homographie de plan :

rﬂin Cir(Hpr) sous contrainte quid;; soit une homographie de plan
7
avec :

Co(Hm) = Z (&% _pp(dj, Hiray) + d4_ppla; . HE' df)) - (5-3)

J

La solution que nous proposons permet de résoudre ce probléme de maniére linéaire. Une solution exacte est
donnée par 3 correspondances de points et une solution minimisant (5.3) est obtenue pour plus, ce qui est
consistant avec le fait qu'un plan est défini par 3 points. La difficulté principale est d’exp‘lﬂifne'rHl}1 de

maniére linéaire en fonction d’'un méme jeu de parameétres. Pour ce faire, nous exploitons le ffgitspie

une homographie de plan. L'équation (2.51) permet d’exprifede maniére linéaire en terme de I'équation
réduiteIT du plan. Nous proposons I'équation suivante, domhgﬁt comme une fonction linéaire d& :

Hy ~ ell' W'+ (1—-TI"e)H " (5.4)

Cette équation est équivalente a la formule non-linéaire de Sherman-Morrison a I'échelle pres, voir par exemple
[93, 812.5.2]. On peut facilement la vérifier en effectuant le produibHgeet Hl}l par les équations (2.51)

et (5.4). Notons que la conditiod = He est nécessaire, et pas seulemeént- He. Cette condition est
vérifiée par I'homographie canonique non singuliére, équation (2.46), définissant la base de reconstruction.
Notons aussi que l'inverse de 'homographie de référekct est nécessaire, d’'ou la nécessité d'une base
canonique non singuliere. Remplacdfg et HI‘I1 par leurs expressions données par les équations (2.51) et
(5.4) respectivement dans la fonction de codt (5.3) :

Ci(Hp) = Z (di_pp(QQ, (H — e,f[T)qj) + d124_PP(qjv (eﬁTH_l + (1 — ﬁTe)H_l)q;‘)> .
J

Apres développement, et en utilisant la définition (2.18) de la distance algébkiguedans le plan Euclidien,
nous obtenons :

Cu(Hm) = > [IS[djln(Hay — €T q;) || + [IS[a;la (eIl 7 e + (1 — T e)H )2,
J

qui se reécriten :

Cn(Hi) = > |ISld}lne’a) T — S[a)]nHayl|* + [|S[asln(H " dje” — eq) 1T — S[q,] 1~ oj|1%,
j
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et sous forme matricielle :
Cnm = > |IAI—b;|?
J

avec :

Sld’. I~ T / .
Ajaxs) = _1[qg]/\Te % 1 Ta, T et bj,.y = < S[qj]AHcllj/>'
Sla;]a(H 'dje’ —eq; H™") SlajlnH ™ q]

Chacune des: correspondances fournit donc 4 équations dont 1 seulement est indépendante. L'équation réduit

de plan minimisan€;; est donnée par la résolution au sens des moindres carrés du systéme suivant :
Atmx3T3x1) = bumxyy avec AT = (... AT ...) et bT =(..b] ...), (55)

par exemple en utilisant une pseudo-inversé\d&I = Afb, voir la section 2.6.3 du chapitre 2. Notons qu'il

est possible d’appliquer un schéma de résolution quasi-linéaire, comme décrit en §2.6.2, chapitre 2. La fonctic

de colt minimisée par un tel algorithme se déduit de I'équation (5.3), car il suffit de remplacer la distance

algeébriqueds_pp par la distance Euclidienne correspondadeg :

S (@ p(a) Hiray) + dbp(a;, Hp'd)) -

J

5.4.1.3 Points non contraints — Triangulation

Soit Q un point 3D non soumis a des contraintes géométriques. La reconstruction d’'un tel point ne dépent
pas de la modélisation plane par morceaux de la structure. La méthode de choix est la triangulation de Har
ley et Sturm [85]. Cette méthode minimise I'erreur de reprojection. Elle implique le calcul des racines d’'un
polyndme de degré 6. Cette méthode donne des résultats optimaux, mais elle est difficile a étendre aux cas
reconstruction contrainte examinés ci-apres. Nous présentons une méthode de triangulation linéaire qui s'éte
ensuite aux cas plans par morceaux. On paramétrise le point comme proposé par Hartley et Zisserman [9:
voir la section 2.10.1.3 du chapitre 2 :

q1

q o

Q 1
A A

On considére la fonction de codt suivante :

Co(Q) = di_PP(q’PQ)+d124_PP(q/aP/Q)’ (5.6)

qui peut étre minimisée en résolvant le systéme suivant au sens des moindres carrés :

S
Aux4)Qux1) = Ouxy) avec A ~ <S[0HLAP’>' (5.7)

Notons qu'’il est possible d'utiliser le schéma de résolution quasi-linéaire décrit en §2.6.2, chapitre 2. La fonc-
tion de coGt minimisée est donnée en remplagant la distance algétfiqyepar la distance Euclidienng p
correspondante dans I'équation (5.6) :

d%P(qa PQ) + d%P(q/a P/Q)

Cette équation correspond a I'erreur de reprojection pour les points dans deux vues, voir la section 3.3.1 ¢
chapitre 3. La méthode de triangulation quasi-linéaire est donc équivalente a la méthode de triangulation ¢
Hartley et Sturm [85], sous réserve de sa convergence au minimum global de la fonction de codit.
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5.4.1.4 Points sur un plan — Triangulation contrainte par coplanarité

Soit @ un point contraint sur un plafif. Si ITest fixé, Q n'a plus que 2 degrés de liberté car I'équation
de coplanaritéQ"II = 0 doit étre satisfaite. Nous proposons une paramétrisation minimal@ ¢evec 2
variables) puis une méthode tt@ngulation contrainte par coplanarité’est a dire permettant de reconstruire
le point @ directement sur le plafif . La paramétrisation et la reconstruction sont illustrés sur la figure 5.4.

i

®

/ q

Hmr

q/// J

J

FiG. 5.4 — Paramétrisation minimale par le point imaget reconstruction par la matrid®&; d’'un point Q
sur un planIT. L'opérationQ ~ W q modélise l'intersection du rayon de vue associgavec le planiI.

Paramétrisation. Une paramétrisation minimale naturelle d'un tel point est sa reprojection dans une des
images. Notre choix se porte sur sa reprojection dans la premiére ifpn&pereprojection dans la deuxieme
image est donnée par application de 'homographie de plan induit&par

q4 ~ Hmog
Le point 3D Q correspondant est obtenu en intersectant le rayon de projection émanant de la premiére vue avec
le plan IT. Comme dans le cas précédent, nous a®hs- (4; g2 1 \). Seul) reste a déterminer. Utilisons
I'équation de coplanarité :

Q'II = q'II+)\ = 0,

dou :

A = —q'I,

ce qui donne la paramétrisation minimale linéaire suivante :

. Li3xs
Qux1) ~ Wm,,;ap6x1) avec Wp = S (5.8)
1t
Cette équation se vérifie facilement en calculant les reprojectior@ deen vérifiant qu’elles correspondent
bien ag etq’.

Reconstruction. Sturm [195] puis Chum et Padjla [42] montrent que la solution optimale du probleme de

la reconstruction d’un point sur un plan (minimisant I'erreur de reprojection) nécessite la résolution d’'un po-
lyndbme de degré 8. Nous proposons la solution suivante. Considérons le systeme linéaire (5.7) du cas non
contraint et remplacon@ par la paramétrisation (5.8) :

AWgzq = O. (5.9)
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Un tel systéme peut étre résolu au sens des moindres carrés pour rajrpuigeen déduirdd ~ Wrrq. La
fonction de colt minimisée est la méme que pour le cas non contraint, elle est donnée par I'équation (5.6). O
peut utiliser le schéma de résolution quasi-linéaire comme précédemment. L'algorithme est alors optimal, ce
il minimise I'erreur de reprojection, tout en garantissant la contrainte de coplanarité.

5.4.1.5 Points sur deux plans — Triangulation contrainte par double coplanarité

Soit Q un point contraint sur deux plar et II’. Ce point doit se trouver suk, la droite d’intersection
des deux plans, dont la projectidmlans la premiére image a des coordonnées données par I'équation (2.52) :

/

L 2 P
%, 1 HmHp

FiG. 5.5 — Paramétrisation d’un poiif) appartenant a deux plans, par un point imggsntraint sur I'image
I de la droite d'intersection des deux plans. Le paramegtest une paramétrisation minimale @ Les coor-
données d&) sont données en intersectant le rayon de vue isguagtec un des deux plans.

la premiére image, aloig < [ est équivalent & < IT et Q < IT'.

Paramétrisation. Le probléme est de paramétrer le point imggesur une droite imagé, avec un seul
parametre. L'idée est de choisir deux poibiset b, surl et de s’en servir comme base pour exprimer tous les
points surl. On veut que ce choix soit systématique, c’est a dire qu'’il ne dépende pas de la positidPade
exemple, un choix naturel est 'intersection ldevec les bords de I'image, disons les bords verticaux. Ce choix
ne peut pas étre systématique I sist verticale, ses deux intersections avec I'axeydesront a I'infini. Nous
proposons le choix systématique suivant. Phurda projection orthogonale de, I'origine du repére image,
surl, et pourbs, le point a l'infini del, c’est a dire sa direction. Ces points sont définis par :

—ll3

by ~ [CTIEY ~ [~
1 2 +13
I 0 I
by ~ 1Al ~ 128 A 0 ~ -l
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Silest normalisé tel qdd? + 12 = 1, by s'écrit :

—ll3
by ~ | —ll3
1

Le pointg n'est pas a l'infini et peut donc étre paramétré par un scalaiet que :
q ~ by+ pbs.

Le point 3D Q correspondant est donné comme dans le cas précédent en intersectant le rayon de projection
issu deq avec un des planffet IT’. En utilisant pour ce faire I'équation (5.8), on obtient la paramétrisation
minimale linéaire suivante :

Q ~ Wpq ~ Wpgby +uWpbs. (5.10)

Reconstruction. Considérons le systéme linéaire (5.7) du cas non contraint et rempl@gpasla paramé-
trisation (5.10) :

A(Wnbl —I—MWHbg) =0
AWrboy = —AWgb.

Une solution analytique pour la résolution de ce systéme au sens des moindres carrés est donnée en faisant le
produit scalaire avec le vecteAWbs, ce qui conduit a :

bIWT ATAW by
= D TWLATAWb, (6.11)
2T b2

La fonction de colt minimisée est la méme que pour le cas non contraint, elle est donnée par I'équation (5.6).
On peut utiliser le schéma de résolution quasi-linéaire comme précédemment. L'algorithme est alors optimal,
car il minimise I'erreur de reprojection, tout en garantissant les contraintes de coplanarité.

5.4.1.6 Points sur trois plans — Intersection de trois plans

Un point Q contraint sur trois plangI, IT' et IT"” n’a aucun degré de liberté et n’est donc pas paramétré.
Ce cas est illustré sur la figure 5.6. L'équation (2.53) donne une expression analytique de la proje@ion de
dans la premiére image :

q ~ (IIAT) 4 (I AT + (IT7 ATI).

Sa projection dans l'autre image est donnée par I’homographie de plan associée a I'un des trois plans. Ses
coordonnées 3D sont données en intersectant le rayon de projection gsauvetteun des trois plans, équation

(5.8). Quel que soit le plan utilisé, on retombe sur I'équation (2.53) donnant les coordonnées de l'intersection
de trois plans :

Q ~ Wgg ~ (IIAIDL) + (IT AITY) + (IT" A D) ’ (5.12)

(IL 1T, 11")

ol (a, b, c) désigne le produit mixte des vectearsb etc défini par(a,b,c) = a' (b A c).

2Notons que commeéest visible dans I'image, elle est différente de la droite a I'infini et le tefme3 n'est jamais nul.
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FiG. 5.6 — Un point appartenant a trois plans n’a pas de paramétres car il est déterminé (de maniére unique
les trois plans sont en position générale) par l'intersection des trois plans.

5.4.1.7 Autres cas — Points observés dans moins de deux vues

Les autres cas sont les points visibles dans moins de deux vues. L'étude de reconstructabilité résumée de
le tableau 5.1 montre que certains de ces points peuvent étre reconstruits sous certaines conditions. Ces ca
divisent en deux catégories, selon que les coordonnées du points sont déterminées de maniére exacte (norm
de contraintes égal au nombre d’'inconnues) ou en minimisant une fonction de codt (nombre de contrainte
supérieur au nombre d’inconnues).

Nombre de contraintes égal au hombre d’inconnues. Les deux cas de figure sont les points non observés

et sur trois plans et les points observés dans une vue et sur un plan. Ces points n'apportent pas de redonda
d’'information. lls n’entrent pas dans I'ajustement de faisceaux et seront reconstruit a I'issue de cette derniér
étape. Les points non observés sur trois plans sont définis par l'intersection de ces trois plans, donnée p
I'équation (5.12). Les points observés dans une vue et sur un plan sont reconstruits en intersectant le rayon
vue induit par le point image observé et le plan, ce qu'effectue I'équation (5.8).

Nombre de contraintes supérieur au nombre d’inconnues. Les deux cas de figures sont les points observés
dans une vue et sur deux ou trois plans. Ces points ne peuvent étre reconstruit qu’apres les plans. lls amén
une redondance d’information utile a I'ajustement de faisceaux et sont donc initialisés avant cette étape. Le
points sur deux plans sont reconstruits en minimisant I'erreur de reprojection, sous la contrainte de coplanarit
comme suit. Le point image est “corrigé” par projection orthogonale sur la droite image de l'intersection des
deux plans. Le point 3D est ensuite obtenue en intersectant le rayon de vue issue du point image corrigé avec
des deux plans, par I'équation (5.8). Les points sur trois plans sont définis par I'intersection de ces trois plan:
donnée par I'équation (5.12).

5.4.2 Ajustement de faisceaux plan par morceaux

Nous abordons le probleme de I'ajustement de faisceaux plan par morceaux a partir de deux vues, défi
comme la minimisation de I'erreur de reprojection, sous contraintes de multi-coplanarité. Comme annoncé e
85.3.2.2, nous transformons ce probleme en un probléme standard non contraint d’ajustement de faisceat
grace a l'incorporation des contraintes dans paeamétrisation minimalale la structure. Nous montrons
que la paramétrisation minimale utilisée pour la reconstruction initiale peut étre utilisée pour I'ajustement de
faisceaux. Nous étudions ensuite la structure des équations normales et montrons comment une résoluti
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éparse par bloques est possible. Notons que le chapitre 3 présente quelques algorithmes standard d’ajustement
de faisceaux.

5.4.2.1 Paramétrisation

Nous utilisons la paramétrisation proposée en 85.4.1 pour la reconstruction initiale. Cette paramétrisation
est systématique et linéaire. Elle est basée sur des quantités image. Son utilisation dans un ajustement de fais-
ceaux ne pose pas de probléme. Elle est similaire pour les cas projectif et métrique. Entre ces deux cas, seule
la paramétrisation du mouvement change. Pour le cas projectif, nous renvoyons au chapitre 4. Nous utilisons
la représentation orthonormale de la matrice fondamentale. Pour le cas métrique, nous utilisons une matrice
de rotation et un vecteur-3 de translation, voir par exemple [60] pour plus de détails. Le vecteur de paramétres
est constitué des parameétres du mouvement (de la matrice fondamentale ou de la rotation/translation) et des
parameétres de la structure, dans I'ordre plan, puis points sur 0, 1 et 2 plans.

5.4.2.2 Structure et résolution de équations normales

Chaque itération de I'ajustement de faisceaux nécessite de résoudre des équations normales, dont la taille
est donnée par le nombre de paramétres. Des probléemes de grande taille peuvent étre traités si les équations
normales possedent une structure éparse par bloques et si cette structure est prise en compte explicitement dans
la résolution. Dans le cas contraire, chaque itération est trés colteuse. Les équations normales sont formées a
partir de la matrice Jacobiendede la fonction de codt et de I'approximation de Gauss-Newton de la matrice
Hessienneé\ = JTJ. Pour plus de détails, on se reportera au chapitre 3, §3.6. Pour comprendre la résolution
éparse par bloques des équations normales, il faut mettre en évidence la strudugedimc celle dd. La

caméras  points non contraints

caméras points non contraints

FIG. 5.7 — Structure des matrices Jacobiedms Hessiennél = JTJ (approximation de Gauss-Newton) pour
I'ajustement de faisceaux standard. L'exemple montre une configuration avec 2 caméras représentées par la
matrice fondamentale et un nuage de 11 points. La matrice Hessienne donne la structure des équations normales
résolues a chaque étape de I'ajustement de faisceaux.

figure 5.7 montre la structure des matrices Jacobienne et Hessienne pour I'ajustement de faisceaux standard,
avec deux caméras et un nuage de points. La résolution éparse des équations normales est basée sur la structure
diagonale par bloques de la partie de la matrice Hessienne concernant les parameétres des points. Cette structure
est due au fait que les résidus induits par chaque reprojection ne dépendent que des caméras et du point 3D
correspondant. Chaque point a 3 paramétres et nécessite la résolution d’'un $gstéheNous renvoyons au

chapitre 3, 83.6.3 pour une présentation plus détaillée de la résolution éparse des équations normales.
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points sur 0, 1 et 2 plans
camérasplans

points sur 0, 1 et 2 plans
camérasplans

résidus induits
par le point
sur 3 plans

FIG. 5.8 — Structure des matrices Jacobiednet Hessienndl = J'J (approximation de Gauss-Newton)

pour I'ajustement de faisceaux plan par morceaux proposé. L'exemple montre une configuration avec 2 cam
ras représentées par la matrice fondamentale, 3 plans et un nuage de 11 points, parmi lesquels 2 ne sont
contraints, 5 sont sur 1 plan, 3 sont sur 2 plans et 1 est sur 3 plans. La matrice Hessienne donne la structure
éqguations normales résolues a chaque étape de I'ajustement de faisceaux. Notons que le point sur 3 plan n’a
de parameétres, mais induit une erreur résiduelle, visible sur la matrice Jacobienne uniquement.

Revenons au cas de I'ajustement de faisceaux plan par morceaux. La figure 5.8 montre la structure des m
trices Hessienne et Jacobienne, lorsque les paramétres sont rangés dans I'ordre caméra, plan et points sur 0,
2 plans. On observe que notre paramétrisation confére une structure éparse par bloques aux équations norme
Cette structure est Iégérement différente de celle obtenue lors de I'ajustement de faisceaux non contraint. EX
minons la structure de la matrice Jacobienne. La partie liée aux caméras ne change pas. Les plans n'influenct
pas les résidus induit par les points non contraints, mais ceux induits par les points sur un plan ou plus. La part
liée aux points est similaire au cas non contraint, a la différence prés que le nombre de parameétres pour chag
point dépend du nombre de plans le contenant.

Les équations normales du cas non contraint et plan par morceaux présentent donc quelques différence
Cependant, la résolution éparse est obtenue de la méme maniére. On identifie le bloque concernant les poil
du cas non contraint et du cas plan par morceaux, comme indiqué sur la figure 5.9. La résolution standard pe
alors étre appliquée. Chaque point synlans nécessite la résolution d’un systéme de téifle- s) x (3 — s)).

Notons que c’est I'hypothése qu’un point n'appartienne pas a plus de trois plans qui permet cette résolutio
éparse. Si un point appartenait a plus de trois plans, il entrainerait des dépendances entre points, ce qui violel
la forme diagonale par bloques dans la figure 5.8.

5.5 Le cas multi-vues

Le cas multi-vues ne peut pas étre résolu directement par une paramétrisation minimale basée image, ¢
on ne peut profiter des avantages de la base canonique. Il est possible de trouver une base de reconstruc
projective ou la premiére caméra est donnéefpar ( I 0), mais d0 aux occultations, les points ne sont
pas forcément visibles dans la vue correspondante. L'équation réduite des plans ne peut plus étre utilisée :
plan peut contenir le centre optique de la premiere caméra tout en étant reconstructible car visible dans d’autr
images. Une extension de la solution proposée pour deux vues peut cependant étre mise en ceuvre en exprirn
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caméra points non contraints points sur 0, 1 et 2 plans

U W caméra + plans
J | W

\WTV e

WT

Nistd I\Ippm

FiG. 5.9 — Structure des matrices Hessiennes (approximation de Gauss-Né&ggmur I'ajustement de

faisceaux standard @l,pm pour I'ajustement de faisceaux plan par morceaux proposeé. En identifiant les 4
blogues comme indiqué ci-dessus, la résolution éparse standard des équations normales peut étre appliquée au
cas plan par morceaux.

chaque entité dans une base adéquate. Par exemple, si un plan est observé danstmvémguation réduite
peut étre utilisée dans un repére centré sur lazvlieouver le changement de repere peut poser des problemes
pratiques en espace projectif.

Nous adoptons une stratégie différente, basée sur des choix de paramétrisation ne nécessitant pas la sélection
d’'une vue ou d'une base de reconstruction particuliére. Nous étendons les méthodes d'initialisation proposées
pour le cas de deux vues. Dans le cas de deux vues, la paramétrisation de la structure est identique pour les
phases d'initialisation et d’ajustement de faisceaux. Dans le cas multi-vues, deux paramétrisations différentes
sont utilisées.

5.5.1 Initialisation

On propose une extension du cas de deux vues. L'originalité de la méthode est que I'on préserve I'ordre
d’initialisation caméras - plans - points contraints, produisant un résultat plus précis que la solution classique
caméras - points non contraints - plans - points contraints.

5.5.1.1 Caméras

Lareconstruction des caméras et éventuellement des points sans la prise en compte des contraintes de multi-
coplanarité peut étre effectuée par n'importe quel algorithme standard, éventuellement suivi d’une phase d’ajus-
tement de faisceaux. Nous renvoyons au chapitre 3 pour un état de I'art et plus de détails sur cette phase. Le
résultat de cette étape est un ensemble dtrices de projectioR,, . .., P,,. Comme discuté précédemment,
I'expression de ces caméras dans une base projective particuliere, telle la base canonigue dvéc 0),
n'est pas utile. La solution de reconstruction de caméras proposée par Triggs [216], basée sur les contraintes de
fermeture, est attirante. Cet algorithme estime les caméras a partir des tenseurs d’appariement multi-vues : la
matrice fondamentale, et les tenseurs trifocaux et quadrifocaux, que I'on estime a partir de correspondances de
points.

5.5.1.2 Plans

Dans le cas multi-vues, on ne peut plus paramétrer les plans par leurs équations réduites. On les paramétrise
par leurs coordonnées homogenes. La difficulté est de trouver un critére linéaire basé sur des quantités image et
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exploitant toutes les données de maniéere uniforme. Le choix du critére basé sur le transfert par ’'homographi
de plan induite, utilisé dans le cas de deux vues, est naturel. Nous proposons une extension de ce critére au
multi-vues.

Toute observation d’un point sur le plan peut étre reconstruite en intersectant le rayon de projection qu’elle
induit avec le plan. Le point 3D obtenu peut étre reprojeté dans les autres images et comparé aux autres obs
vations (aux correspondances) a l'aide d'une distance 2D. Cette mesure d’erreur est illustrée sur la figure 5.1
Notre critére est la somme des distances 2D induites par toutes les observations de chaque point censé étre

FIG. 5.10 — lllustration de I'erreur minimisée par la méthode linéaire de reconstruction de plans. Chaque poin
de chaque vue, iaj,, est reconstruit en intersectant son rayon du vue avec lelpl@therché. Le point ainsi
reconstruit est reprojeté et comparé avec les correspondances dans les autresyylest,gompareé aveg,;

et g5 avecqs, a I'aide d’'une distance 2D. Une distance algébrique bilinéaire induit un algorithme linéaire, et
une distance Euclidienne induit un algorithme quasi-linéaire.

le plan. De maniére plus formelle, formulons I'opération d’intersection du rayon de projection issu du point
imageq,; avec le planfIcomme :

Q; ~ Myl

ouM;; estune matricé4 x 4) dont I'expression, étudiée plus loin, dépendugest deP;. Notre critere d’erreur
est donné par :

Ca(Il) = Z Z Z &% pp(qij, PyMyII).
IR
Nous réutilisons la notatiofi;; pour la fonction de co(t car elle se réduit en (5.3), I'erreur de transfert symeé-
trique minimisée par I'estimation d’'une homographie de plan par notre méthode donnée en 85.4.1.2, lorsqu

deux vues sont considérées. Ce critére est minimisé par la solution au sens des moindres carrés du systeé
linéaire suivant :

Auxayluxy = Opxy, (5.13)
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ou le nombre de lignesde A est déterminé par le fait que chaque reprojection fournit 2 équations. Si l'on sup-
pose par exemple que points surll sont visibles dans toutes lesvues, on obtient = 2nm(n — 1) (chacun
desnm points image induit deux équations pour chaque comparaison avec unide §esorrespondants). La
matriceA est définie par :

A = Au’] ,Zzln,jzlm,z’:ln,z'#z,

ou la matriceA;;/; correspond aux équations induites par la reprojection dat®faue duj®™epoint recons-
truit & partir de 1a*™® vue. Elle est donnée pgi;;/;IT||> = d pp(qirj, PyMyTI) = [[S[qi;]a Py M TI|?
(voir le chapitre 2, §2.5.2), d'ou :

(Aiirj)@xay = Slaij]aPiM;.

Intersection d’un rayon de projection avec un plan — Formulation de la matriceM;;. Nous montrons que
les coordonnées homogen@sdu point d'intersection@ d’'un rayon de projection issu d’un poigt observé
par une caméra dont la matrice de projectionResivec un planIIs’écrivent de maniére linéaire dd, les
coordonnées homogeénes e Nous supposons que le poigk est toujours défini de maniere unique, c'est a
dire quelIlne contient pas le centre de projection de la caméra. Les coordonnées honQgemesdonnées
par le vecteur nul d’'une matrid@ x 4) N modélisant le fait que) se projette sug et appartienne &7 :

Les coefficients du vectew) s’expriment comme une forme trilinéaire en les coefficients des trois lignes de la
matriceN. Il existe donc une matrick! de taille(4 x 4) dépendant de et deP et telle que :

Q ~ MII
Définissons la notation suivante pour les lignes de la malfice
N
N = 1}@ Ny
o 1

En interprétant chaque ligne decomme I'équation d’un plan, on utilise I'équation (2.53) donnant les coor-
données de l'intersection de trois plans, correspondant au noylduagequi conduit a :

Q - H(Nl/\N2)+N1(N2/\1:I)+N2(1:I/\N1)

_(Nla N2a ]j:)

gue 'on réorganise pour obtenir I'expressionMe

M _ Ni[NoJp + No[NyJn  Nj AN,
(4x4) —

~NT[Na]A 0
Cette matrice n’est autre que la matrice de Pliicker duale de la droite de vue du poinigiivagde chapitre

2, 82.12 ou, par exemple [93, §2.2.2]. Elle affecte a un plan de coordofihdes coordonnée€) ~ MII de
l'intersection des plans de coordonnééset N, avecII, ou bien de la droite de vue avé.
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5.5.1.3 Points non contraints — Triangulation

Les plans étant reconstruits, le but est d’obtenir une reconstruction de points satisfaisant les contraintes
multi-coplanarité. La méthode de triangulation optimale de Hartley et Sturm [85] ne s’étend pas du cas de deu
vues vers le cas multi-vues, voir la thése de Sturm [195, 84.5.5]. Généralisons le critere d’erreur algébriqu
employé dans le cas de deux vues :

Ca(Q) = X, d4 pp(ai,PiQ) = [AQI*. (5.14)

Ce critére est minimisé par la résolution au sens des moindres carrés du systeme linéaire suivant :
AQ = 0 avec A ~ Slai]aPi | - (5.15)

Comme précédemment, une résolution quasi-linéaire basée sur le schéma exposé en §2.6.2, chapitre 2, minirr
I'erreur de reprojection, ce qui est optimal.

5.5.1.4 Points sur un plan — Triangulation contrainte par coplanarité

Une solution classique a ce probléme est de reconstruire les points en ignorant les contraintes géométriqu
puis de corriger leur position 3D. Cette solution n’est applicable en espace projectif, ou la notion de projectior
orthogonale n’existe pas, qu’en recourant a un critére de correction basé image. Nous propos@arsgjule
tion contrainte par coplanaritéNotre solution est basée sur une méthode d’optimisation linéaire sous contrainte
linéaire, voir la section 2.6.4.2 du chapitre 2. L'idée est d’exprimer les coordonnées homogédetads un
espace de dimension 3 ou la contrainte de coplanBli@ = 0 est satisfaite, 'espace nul d&'. Une base
orthonormale de cet espace est donnée par la décomposition en valeurs singuliéres suivante :

7~ u'diag(1,0,0,0)(Vixt) Viaxs)
En effet, II"V = 0. Nous exprimons les coordonnées @edans cet espace par le vecteude taille (3 x 1) :
Q = V~. Remplagons cette paramétrisation dans I'expression de la fonction de codt (5.14) :

Cq = [AQI* = [AVy|?.

Le vecteur singulier associé a la plus petite valeur singuliére de la matfidenne le vecteuy minimisant le
critere d’erreur (5.14), sous la contrairte|? = 1. Notons que comm¥ est orthonormalg|Q||* = |V~||?> =
||| = 1. Une résolution quasi-linéaire permet de minimiser I'erreur de reprojection.

5.5.1.5 Points sur deux plans — Triangulation contrainte par double coplanarité

Nous proposons urteiangulation contrainte par double coplanaritélotre solution est basée sur la méme
idée que pour le cas précédent. Nous calculons une base orthonormale d'un espace de dimension 2 ou les d
contraintes de coplanarité sont satisfaites par la décomposition en valeurs singuliéres suivante :

)T

' : V
( i ) ~ Upugdiag(l,,0,0)(Viaxt) Vigxi) Viax2)

Comme dans le cas précédent, remplacons la paramétrisation mit@nalé~y, ot~ est un vecteu(2 x 1)
dans I'expression de la fonction de codt (5.14). On arrive alors & un systéme linéaire homogéne(dextajlle
Une résolution quasi-linéaire permet de minimiser I'erreur de reprojection.

5.5.1.6 Points sur trois plans — Intersection de trois plans

Un point sur trois plans n’a aucun degré de liberté car il est déterminé par l'intersection des trois plans
L'équation (2.53) donne les coordonnées de l'intersection de trois plans en position générale. On renvoie &
méme cas traité pour deux vues en 85.4.1.6 pour plus de détails.
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5.5.1.7 Autres cas — Points observés dans moins de deux vues

Ces cas sont traités en détails dans le cas de deux vues. Les solutions dans le cas multi-vues sont identiques.
On renvoie a la section 5.4.1.7 pour plus de détails.

5.5.2 Ajustement de faisceaux plan par morceaux

La section 5.3.2 décrit les différents systemes d’ajustement de faisceaux prenant en compte les contraintes
de multi-coplanarité. Les quelques approches théoriquement optimales font appel a des techniques d’optimi-
sation non-linéaire colteuses et compliqguées. Nous proposons une méthode basée sur une paramétrisation mi-
nimale de la structure, incorporant les contraintes de multi-coplanarité. La minimisation de I'erreur de repro-
jection peut alors étre effectuée sans contrainte non-linéaire, par un algorithme d’optimisation non-linéaire
standard. Pour la paramétrisation des caméras, nous renvoyons a la section 3.5.5 du chapitre 3.

Contrairement au cas de deux vues ou la méme paramétrisation de la structure est utilisée lors de l'initiali-
sation et de I'ajustement de faisceaux, on utilise une paramétrisation différente pour chacune de ces phases dans
le cas multi-vues. En effet, lors de l'initialisation, les points sont reconstruits aprés les plans. Les contraintes
de coplanarité du stylEI' Q = 0 sont linéaires e®. Lors de I'ajustement de faisceaux, les points et les plans
sont estimés simultanément. Les contraintes sont donc bilinéaires.

La méthode proposée est une forme de généralisation de la méthode spécifique au cas de deux vues. Elle est
moins directe car I'utilisation d’'une base de reconstruction canonique ne permet pas de simplifier le probléme.
Notre paramétrisation est basée sur I'élimination de coefficients des coordonnées homogenes représentants les
points sous contraintes de multi-coplanarité. Pour illustrer la difficulté, nous considérons le cas d’'un point 2D
g sur une droite 200, similaire au cas d’'un point 3D sur un plan. La contrainte s’exprime algébriqguement par
q'l = 0. Elle est satisfaite par tout point dont les coordonnées homogénes sont dans I'espace nul bidimension-
nel del. Lapproche qui vient a I'idée naturellement est de calculer une base de cet espace nul et d’exprimer les
coordonnées du point dans cette base, comme dans le cas de l'initialisation. Nous examinons deux manieres
de former une telle base et montrons qu’elles ne sont pas appropriées pour notre probleme.

La premiére solution est donnée en formant la matrice anti-symeét(ijue3) [1, associée au produit
vectoriel par le vectedr Les colonnes de cette matrices forment une base de I'espace nul recheiclig, car
0". Le rang de cette matrice est 2, ce qui correspond au fait que I'espace nul recherché est de dimension 2. Les
coordonnées de tout point sbipeuvent donc étre représentées par une combinaison linéaire des 3 colonnes de
[1]A, ce qui implique donc 3 coefficients formant un vecteur de coordonnées homogénes. Cette paramétrisation
n'est pas consistante car un point sur une droite n'a qu’'un degré de liberté. On peut alors penser a n'utiliser
que deux colonnes d§, comme base de I'espace nul, par exemple les deux dernige¢d;. Dans ce cas, la
représentation est consistante, mais n’'est plus compléte : le point de coordbmséasir la droitd mais ne
peut pas étre représenté par une combinaison linéaikeetll. Notons qu'il y a d’autres possibilités de base
“triviales” pour I'espace nul d&' . Elles conduisent toutes au méme probléme.

La deuxiéme solution est de calculer une base orthonormale de cet espace nul en utilisant par exemple la
décomposition en valeurs singulieres suivante :

" ~ 1diag(1,0,0) (gx1)  Vixa) )-

Dans ce cas, la base donnée par les deux colonn¥sede minimale et la paramétrisation correspondante
serait consistante et compléte. Le probléeme est qu'il n'existe pas d’expression analytique simple donnant les
coefficient de la matric¥ en termes des coefficients HeCeci entrainerait que la différenciation analytique de
la fonction de paramétrisation prendrait une forme compliquée, voir le travail de Papadopoulo et Lourakis [158].
De plus, cette base devrait étre recalculée a chaque étape de la minimisation. L'utilisation d’'une décomposition
en valeurs singuliéres n’est pas raisonnable car elle posséde des singularités, plus précisément des ambiguités
discrétes, pouvant conduire & de gros changements numéricgmdede petits changements de

La consistance et la différenciation analytique sont parmi les principales raisons des paramétrisations spé-
cifiques proposées ci-dessous.
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5.5.2.1 Plans

Tous les plans modélisés ont 3 degrés de liberté, car les contraintes de multi-coplanarité ne s’exercent g
sur les points, grace a I'hypothése qu’un point est sur 3 plans au maximum. Un vecteur homogéne de taill
(4 x 1) constitue donc une représentation consistante d’un plan. Notons que I'’équation réduite utilisée dans |
cas de deux vues n’est plus utilisable. En effet, I'équation réduite n’existe que pour les plans ne contenant p:
le centre de projection de la caméra de référence (de la caméra dont la matrice de projectibn @gt Or,
dans le cas multi-vues, il est possible qu’un plan soit reconstructible et contienne ce centre de projection.

5.5.2.2 Points non contraints

Un point non contraint a 3 degrés de liberté. Comme dans le cas des plans, un vecteur homogene de tai
(4 x 1) en est une représentation consistante. Notons que la paramétrisation d’Hartley et Zisserman [93], vo
le chapitre 2, §2.10.1.3, n’est applicable gu’aux points visibles dans la caméra de référence. Nous ne I'utilison
donc pas.

5.5.2.3 Points sur un plan

Soit Q un point contraint sur un plafif. Un tel point a 2 degrés de liberté et notre but est de I'exprimer par
un vecteur de coordonnées homogeénes de f@ille 1), au lieu de la taill€4 x 1) habituelle, en incorporant la
contrainte de coplanarité. Algébriquement, cette contrainte SBEE@ = 0. Nous cherchons un changement
de base projective ou les coordonnées de chaque poinfiZsmt un coefficient fixé a une valeur constante.

Ce coefficient pourra ensuite étre éliminé de la paramétrisation. Si une telle transformation se congoit asse
intuitivement en espace métrique ou Euclidien, elle est moins directe en espace projectif. Définissons la famill
d’homographies 34}, avecr € {1...4} comme la matrice identité de taille x 4) ou la,*™ligne est
remplacée par le vecteurid". Par exemple :

HT
Oi3x1) I3

Cette homographie 3D définit une nouvelle base projective par rapport a la base de reconstruction. Soiel
2 ~ H';Q les coordonnées dg dans cette nouvelle base. Par définitionHig si Q € II, nous obtenons

E, = 0 et le point@ peut donc étre parametre (y,, le vecteur-3 homogene forme par les 3 coefficients de

E d’indice différent der. Les coordonnée® sont ensuite retrouvées pQr~ (H’H)_lE.

Il y a 4 possibilités pour le choix de l'indice. Comme(l—er)’1 est nécessaire pour retrouve a
partir de =, nous choisissons l'indice qui maximise la valeur absolue du déterminanttg : r =
arg max, | det(H’;)|, qui conduit & = arg max, |II,|. Un tel choix assure quE’; est une transformation
bijective cardet(H7;) = II,. est par construction toujours non nul. En effitest un vecteur de coordonnées
homogenes et a toujours un coefficient non nul.

L'indice r est une sorte de carte de paramétrisation, indiquant quel est le coefficigéhtjge I'on peut
laisser invariant. On suppose que les variations localed lers d’une itération) ne changent padJne para-
métrisation minimale modélise la fagon dont les points bougent lorsque le plan est changé. Un tel mouvemer
est difficile a imaginer, surtout en espace projectif.

Le tableau 5.3 résume cette paramétrisation de maniére pratique. L'indice du coeffic@nélidainé
dépend de la valeur numérique BE Il peut donc changer entre deux itérations du processus d’optimisation.
Cependant, cela ne crée pas de discontinuité car aprés chaque itération, les coordonnées sont exprimées ¢
la base projective originale. Le point est alors reparamétré pour la prochaine itération, et I'indice du coefficien
éliminé change sans poser de probléme. La paramétrisation est donc utilisée d’'une maniére locale, ce qui ¢
important pour garder un espace de parametres lisse et éviter d'y créer des discontinuités.

Notons qu'en espace affine, métrique et Euclidien, le vecteur de coordo@ngest étre mis a I'échelle
tel queQ, = 1. Le 4™M€ coefficient est donc déja fixé et nous choisissons l'indicki coefficient & éliminer
commer € {1,2,3}.
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Soit @ un point sous contrainte de coplanarité avec le plAnLe vecteur-4Q donne les co

ordonnées homogeénes @ dans la base projective de reconstruction et le vect€uest ung

paramétrisation dé€) incorporant la contrainte de coplanarité.

ParamétrisationQ — Q) :

> choisir j tel quej = argmax;|II;| sous la contraintg € {1...4} dans le cas projectif pt
J€ {1...3} dans le cas affine, métrique ou Euclidien ;

RecompositionnQ — Q) :
> calculera = —27%7?62 ;
> Q ~ Qj<—oc-

TAB. 5.3 — Paramétrisation consistante d’un point sur un plan par élimination.

5.5.2.4 Points sur deux plans

Soit Q un point contraint sur deux plari et IT’. Un tel point a 1 degré de liberté si les deux plans sont
différents, et notre but est de le représenter par un vecteur de coordonnées homogéeneg2le thjllau lieu
du vecteur de taill¢4 x 1) standard, eny incorporant les deux contraintes de coplanarité.

Nous suivons un raisonnement similaire au cas précédent. Nous définissons la famille d’homographies 3D
H;’{:H, comme les matriced?; ou Iar’émeligne est remplacée par le vecteul®' . Par exemple :

HT
'’

1,2
HH,H/

~

Ox2) Ii2x2)

On poseE ~ H;’TT'H,Q. Par définition dé—l’;{/ﬂ,, on obtientE, = Z,» = 0 et le point@ peut étre paramétré

par le vecteuE ), .., c'est a dire le vecteur de coordonnées homogeénes de (ile1) formé par les deux

/ —1
coefficients deQ) d’indice différent der et der’. On retrouve ensuit€) parQ ~ (H’}{H,) E.

/ -1
Commer et7’ doivent étre différents, cela laisgex 3 = 12 choix possibles. CommgH;; ) ~ est

. . . 7 . / - . . 7
nécessaire, nous choisissarets’ de telle sorte que le déterminant H"g" 7 SOit maximisé, en valeur absolue.
La formulation d'un algorithme pratique a partir de cette paramétrisation est trés similaire au cas précédent. Si
une reconstruction affine, métrique ou Euclidienne est considérée, les indioesont choisis parmi1, 2, 3}.

5.5.2.5 Points sur trois plans

Soit Q un point contraint sur les pland, IT’ et II””. Comme mentionné précédemment, il est trivial de
Voir qu’un point sur trois plans en position générale, c’'est a dire différents et ne formant pas un faisceau, n'a
aucun degré de liberté, car il est déterminé par l'intersection des trois plans. De tels points ne sont donc pas
représentés dans la paramétrisation et leurs coordonnées sont données directement en termes des trois équations
de plan. On renvoie a la section 5.4.1.6 pour plus de détails.

5.5.2.6 Paramétrisation des vecteurs de coordonnées homogénes

La paramétrisation décrite ci-dessus est consistante dans le sens ou elle incorpore les contraintes géomé-
triques, mais elle n'est pas minimale dans le sens ou les vecteurs de paramétres représentant chaque plan ou
point sont définis a un facteur prés. Lors de I'ajustement de faisceaux, nous sélectionnons a chaque itération
le coefficient de valeur absolue maximale pour chaque vecteur de coordonnées homogenes et ne conduisons
I'optimisation que sur les autres coefficients. L'optimisation est donc localement minimale.
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5.5.2.7 Structure et résolution des équations normales

Les équations normales, dont la résolution est nécessaire a chaque étape de I'ajustement de faisceaux,
une structure éparse par bloque, grace a notre paramétrisation minimale et a I’hypothése qu’un point ne soit p
sur plus de trois plans. La structure de ces équations est identique (pour les plans et les points) a celle montt
dans le cas de deux vues. La méthode de résolution est la méme. Nous renvoyons a la section 5.4.2.2 pour p
de détails.

5.6 Autres types de contraintes

Nous traitons la modélisation algébrique des contraintes de multi-coplanarité entre un point et plus de troi
plans. Nous examinons ensuite la formulation et I'incorporation de contraintes entre les plans modélisés.

Contraintes de multi-coplanarité, points sur plus de trois plans. Comme mentionné précédemment, il est
rare d’avoir a modéliser de telles contraintes. Des points sur quatre plans peuvent étre rencontrés, mais plus
nombre de plans augmente, plus il est rare de rencontrer de tels cas. Gérer tous ces cas ajouterait une gra
complexité au systeme, dans le sens ou les contraintes ne pourraient plus étre exprimées seulement sur
points, mais devraient I'étre aussi sur les plans, ce qui pourrait créer un graphe de contraintes avec des redc
dances et des cycles. Nous examinons dans ce paragraphe comment ces contraintes pourraient étre manipu
de maniére algébrigue, dans le cas de quatre plangI’, IT”” et IT"”. Les cas d’ordre supérieur, bien que

plus compliqués pourraient étre gérés de maniere similaire. Les contraintes sont exprimées algébriquement
I'équationBQ = 0, ou B est une matric¢4 x 4) donnée par :

BT ~ (H H/ H// H///)'

Cette équation implique que la matriBea un espace nul de dimension au moins 1, c’est adiitéB) = 0,

ce qui donne une contrainte quadrilinéaire sur les coefficients des équations de plan. Si on choisit par exemf
de contraindre la position du plaff, alors un de ses coefficients peut étre supprimé de la paramétrisation en
appliqguant un schéma similaire au cas de la paramétrisation d’'un point sur un plan.

Contraintes entre plans. Les contraintes intéressantes entre plans sont presque toutes de nature affine ou me
trique. Dans ce paragraphe, nous donnons une esquisse de la modélisation algébrique de telles contraintes. N
nous concentrons sur les cas des contraintes d’orthogonalité et de parallélisme de deux plans. Un traitement p
complet de ce type de contraintes est hors du cadre de ce chapitre.

Considérons deux planH et IT’ contraints d'étre perpendiculaires. Cette contrainte peut étre exprimée
algébriquement en considérant que le produit scalaire entre les coordonnées des vecteurs normaux des d
plans s’annule :

Cette contrainte est bilinéaire. On peut utiliser une stratégie d’élimination d’un coefficient pour contraindre la
position d’'un des deux plans. Ceci conduit au méme probleme que celui de la modélisation de la coplanarit
entre un point et un plan.

Le parallélisme de deux plans peut étre formulé algébriquement en considérant que les vecteurs normau
de ces deux plans doivent étre égaux, a I'échelle pres, ce qui est équivalent & annuler leur produit vectoriel :

oI, — 51, = 0
I — ILIT, = 0
LI, — ILIT, = o.

Parmi ces trois équations, seules deux sont indépendantes, mais on ne peut pas en choisir deux a priori. Do
selon quel plan doit étre contraint, et sur quel axe, deux équations sont utilisées pour éliminer deux coeffi
cients des coordonnées homogénes du plan. Ces équations étant bilinéaires, on retombe sur le probleme d
modélisation de la multi-coplanarité d’un point avec deux plans.
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5.7 Reésultats expérimentaux

Cette section a deux buts principaux. Le premier est de comparer nos méthodes a d’autres approches. Le
deuxieme est d’estimer les limites de validité de I'utilisation de contraintes de multi-coplanarité pour la recons-
truction de scénes réelles, c’est a dire lorsque les points ne sont pas exactement sur les plans. En d’autres termes,
nous cherchons a évaluer dans quelles conditions I'utilisation de contraintes de multi-coplanarité améliore la
reconstruction, en dépit du caractére approximatif de ces contraintes sur une scéne réelle. Nous utilisons des
données simulées puis des données réelles. Nous détaillons ci-dessous les méthodes comparées et le critére de
mesure de la précision d’'une reconstruction.

Méthodes comparées. Nous comparons les méthodes d’ajustement de faisceaux suivantes :
> POINT_OPTIMAL est un ajustement de faisceaux standard, ignorant les contraintes géométriques et qui
sert de référence pour I'évaluation des limites de I'utilisation de ces contraintes. Nous renvoyons au
chapitre 3 pour plus de détails sur I'ajustement de faisceaux ;
> PLAN_POIDS est la méthode de Szeliski et Torr [200], modélisant les contraintes géométriques en uti-
lisant des équations fortement pondérées ajoutées a l'erreur de reprojection. La structure estimée n’est
gu’'approximativement plane par morceaux. Nous renvoyons a la section 5.3.2 pour plus de détails ;
> PLAN_OPTIMAL utilise les paramétrisations décrites dans ce chapitre pour modéliser explicitement et
exactement les contraintes de multi-coplanarité. Notons que la paramétrisation spécifique au cas de deux
vues donne les mémes résultats que celle concernant le cas multi-vues;
> PLAN_HOMOGRAPHIE utilise des homographies planes estimées au maximum de vraisemblance pour
chaque groupe de points coplanaires. Elle est proche de la méthode de Xu et al. [231]. Cette méthode
n'est applicable que lorsque deux vues sont utilisées. Elle n’exploite que les contraintes de coplanarité
simple, c’est a dire entre un point et un plan. Une fois les homographies estimées, les points sont corrigés
pour satisfaire exactement ces homographies, et une procédure de reconstruction standard non contrainte
basée sur ces points est lancée. Nous renvoyons au chapitre 4 pour plus de détails sur la reconstruction a
partir de deux vues.
Les différentes méthodes d'initialisation entrainent en général la convergence des ajustements de faisceaux vers
les mémes minima locaux. Toutefois, le nombre d'itérations effectuées par ces ajustements de faisceaux pour
atteindre la solution peut étre assez différent selon l'initialisation.

Mesure de la qualité de la reconstruction. Nous mesurons la qualité d’'une reconstruction en utilisant une
erreur résiduelle 3D. Lerreur 3D est plus importante que I'erreur de reprojection. En effet, I'erreur de repro-
jection ne reflete que trés indirectement la qualité de la reconstruction. En particulier, lorsque des méthodes
utilisant des contraintes géométriques sont mises en ceuvre, I'erreur de reprojection pour ces méthodes est tou-
jours plus élevée que pour une méthode sans contrainte, alors que la précision de la reconstruction est souvent
meilleure.

Pour calculer cette erreur 3D, nous estimons la meilleure homographiesBibe la reconstruction estimée,
les points@;, et la structure Euclidienne simulé_@j, en minimisant le critére suivant :

1 m
E o= |2 dhp(HQ;,Q),
j=1

ou dpp est la distance Euclidienne entre deux points. Nous renvoyons aux travaux de Csurka et al. [47] pour
plus de détails sur le calcul d’'une telle homographie. La valef dst notre mesure de qualité. Nous mesurons

des valeurs médianes sur 100 simulations. Une erreur de méme type est aussi calculée pour évaluer la qualité
des positions des caméras reconstruites, voir ci-apres.

5.7.1 Données simulées

Scéne simulée. La scéne simulée consiste en un cube observé par un jeu de caméras. Des points sont générés
sur le cube et peuvent étre écartés des plans les contenant afin de simuler une planarité imparfaite. Ces points
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sont projetés dans les images, ou un bruit Gaussien est ajouté. Les parameétres par défaut de ce scénario son
suivants. Jusqu’a 50, 10 et 1 points sont générés respectivement sur chaque face, aréte et sommet du cube. C
caméras avec une distance focale de 1000 pixels et un écartement de 1 métre sont situées a 10 metres du ¢
La déviation standard du bruit image peut aller jusqu’a 3 pixels. Les parametres intrinseques des caméras |
sont pas utilisés, les reconstructions obtenues sont donc projectives. Nous varions indépendamment différe
parametres de cette scéne pour comparer les approches dans des conditions variées, et notamment lorsqt
planarité par morceaux n’est pas exacte.

Planarité par morceaux exacte. Les figures 5.11, 5.12 et 5.13 montrent les résultats obtenus lorsque diffé-
rents parametres d’observation sont modifiés. Sur les figures 5.11 (a) et (b) respectivement, I'écart-type du brt
image est varié entre 0 et 3 pixels et I'écartement des caméras est varié entre 0,1 et 1 métres. Sur la figure 5.
(a), le nombre de points est égal a respectiveriént 10« et 1 pour chaque face, aréte et sommet du cube
simulé, etx est varié entre 0,1 et 1. Sur la figure 5.12 (b), le nombre de vues est varié de 2 a 10. Les différente:
caméras sont situées telles que I'écartement entre deux caméras consécutives soit de 1 metre. Sur la figure £
(a), la distance entre le cube et les caméras est variée entre 10 et 20 métres.
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FIG. 5.11 — Comparaison de I'erreur résiduelle 3D pour différentes approches pour différents niveaux de brui
image (a) et écartements entre les caméras (b).

Dans tous les cas, la méthodeINT_OPTIMAL basée sur une reconstruction individuelle de chaque point
donne des résultats d’une qualité inférieure aux méthedes_* utilisant les contraintes de multi-coplanarité
(I'erreur 3D est au moins deux fois moindre pour ces méthodes). La méthade oPTIMAL donne des résul-
tats légerement meilleurs geeAN_POIDS dans tous les cas. Finalement, la méthedeN _HOMOGRAPHIE
donne des résultats Iégérement moins bonsrgu@l POIDS.

Un aspect non montré sur ces graphes, di a l'utilisation d’'une valeur médiane sur un grand nombre d
tirages, est que les méthodesINT_OPTIMAL et PLAN_POIDS ont un pourcentage de convergence inférieur
A PLAN_OPTIMAL et PLAN_HOMOGRAPHIE, spécialement lorsque la configuration géométrique est instable
(bruit image élevé, petit écartement entre les caméras, grande distance scéne a caméras, etc.). Par con
gence, nous entendons amélioration de I'erreur de reprojection donnée par I'estimation initiale. Par exemple
les pourcentages d’estimations convergentes sur 1000 tirages sont 95,2%, 89,1%, 97,5% et 9R8% pour
OPTIMAL, PLAN_POIDS PLAN_OPTIMAL et PLAN_HOMOGRAPHIE respectivement, pour une distance scéne
a caméras de 20 metres et un écartement entre caméras de 0,1 metres. Une explication de ce phénomene
que les configurations instables testées sont souvent induites par le fait que les points observés apparaissent
regroupés dans les images. La reconstruction est de mauvaise qualité, mais I'erreur de reprojection, qui est
critére de minimisation, est petite. La solution initiale est donc souvent bonne dans le sens ou elle correspor
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FiG. 5.12 — Comparaison de I'erreur résiduelle 3D pour différentes approches pour différents nombres de points
(a) et nombres de vues (b). Le nombre de pointss@st 10« et 1 sur chaque face, aréte et sommet du cube
simulé,« étant indiqué sur I'axe des abscisses de (a). La méthode  HOMOGRAPHIE n'apparait pas en (b)

car elle n’est utilisable que lorsque deux vues sont considérées.
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FiG. 5.13 — Comparaison de I'erreur résiduelle 3D pour différentes approches pour différentes distances scéne
a caméras (a) et différents taux de perturbation de la planarité (b).
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n=2[3m. 10m. 20m. n=10]3m. 10m. 20m.

1pixel | 0.5% 2% 4% 1lpixel | 0.3% 1.2% 3%
3 pixels| 2% 6% 9% 3pixels| 1.3% 4% 8%

TAB. 5.4 — Seuil de rupture déterminé expérimentalement pour différentes configurations (bruit image,
nombre de vues et distances scenes a caméras).

déja a un minimum local de I'erreur de reprojection.

Planarité par morceaux approchée. Les résultats précédents sont en faveur des approches utilisant les
contraintes de multi-coplanarité. Cependant, il faut prendre en compte le fait que la scéne simulée est exa
tement plane par morceaux, ce qui n’est pas le cas lorsque des données réelles sont utilisées, car les surfe
exactement planes n’existent pas dans le monde réel. Pour cette raison, nous examinons jusqu’a quelle dév
tion de la planarité, l'incorporation des contraintes de multi-coplanarité continue & donner de meilleurs résultat
que I'approche non contrainte. Nous perturbons la coplanarité des points en les écartant des plans les conten
par un bruit 3D ajouté dans une direction perpendiculaire aux plans. Intuitivement, on peut prédire qu’'a parti
d’'un certain seuil de perturbation de la planarité, les contraintes de multi-coplanarité ne seront plus valides, ¢
I'ajustement de faisceaux non contraint donnera de meilleurs résultats que les méthodes utilisant les contrainte
Nous définissons Igeuil de rupturenotée, comme le rapport entre le niveau de bruit 3D et la surface observée,
au dessus duquel I'ordre des performances s'inverse. La figure 5.13 (b) montre le résultat pour un bruit 3D ba:
sur une distribution normale avec une déviation standard variant entre 0 et 0,1 metres, ce qui correspond a 1(
de la taille de la scéne. Nous observons sur cette figure gué% pour les parameétres par défaut de la scéne.
Notons que le seuil de rupture dépend de tous les paramétres d’observation de la scéne. Nous déterminons
périmentalement le seuil de rupture pour deux valeurs différentes de bruit image, et différentes distances scé
a caméras et nombres de vues. Ces valeurs sont données dans le tableau 5.4.

Comme attendu, ces résultats révelent que plus la configuration est stable, moins l'incorporation de
contraintes géomeétriques est importante. Par exemple, pour une scéne située a 3 metres de 2 caméras et av
pixel de bruit image, seules les surfaces dont le taux de perturbation de la planarité est inférieur a 0,5% gagne
a étre modélisées par un plan. Une telle configuration est représentative de la modélisation d’une scéne d'i
térieur. Lors de la modélisation d’'une scene d’extérieur, par exemple pour la reconstruction d’un immeuble, e
scénario correspondra plutdt a une distance scéne a caméras de 10 métres. Dans ce cas, on remarque que n
les surfaces subissant de grosses perturbations de la planarité ont intérét a étre modélisées par des plans.

Pour résumer, le tableau 5.4 montre que moins la configuration est stable, plus larges sont les perturbatio
de la planarité tolérées, c’est a dire pour lesquelles I'incorporation des contraintes de multi-coplanarité ameélior
la qualité de la reconstruction par rapport a un ajustement de faisceaux non contraint. Les valeurs de 1 a plusiel
pourcents du tableau 5.4 représentent des variations relativement larges, supérieures a une grande majorité
surfaces de scénes réelles. En conséguence, nous pouvons conclure qu'il existe de nombreux cas ou ['utilisat
des contraintes de multi-coplanarité améliore la reconstruction.

Nous avons effectué les mémes tests en utilisant le calibrage des caméras, c'est a dire avec des reco
tructions métriques. Les résultats ne sont pas changés de maniere significative, ce qui s’explique par le fe
que l'erreur de reprojection est invariante aux transformations projectives de I'espace, et donc au niveau c
calibrage utilisé.

Qualité de la position des caméras. La structure reconstruite bénéficie de la modélisation des contraintes
de multi-coplanarité. Est-ce le cas pour les caméras reconstruites ? Nous comparons les résultats fournis f
différentes méthodes sur la position des caméras. Nous utilisons le scénario décrit précédemment. La qualité
la position des caméras est estimée comme suit. Nous extrayonséesres de projectio; des caméras re-
construites et calculons I'erreur résiduelle 3D, comme une fonction des distances avec les centres de projecti

simulésC; en espace Euclidien. Cette erreur est donnée par la fonEgigRras— \/% St dip(HC;, C)).
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L’homographie 3DH est estimée en minimisant le critére sur la structidre’est a dire en minimisant les dis-

tances entre les points reconstruits et les points simulés, car une estimation basée sur les centres de projection
seulement serait trés sensible au bruit a cause du faible nombre de données. Nous mesurons la valeur médiane
de Fcamerassur 100 simulations.
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FIG. 5.14 — Comparaison de l'erreur résiduelle 3D sur la position des caméras pour différentes ap-
proches et différents niveaux de bruit image (a) et différents nombres de vues (b). Notons que la méthode
PLAN_HOMOGRAPHIE n'est pas visible sur (b) car elle n'est applicable qu'a deux vues.

Lafigure 5.14 (a) montre le résultat lorsque le bruitimage est var@éad3 pixels et lfigure 5.14 (b) lorsque
le nombre de vues est varié de 2 a 10, avec un bruit image de 3 pixels. On retrouve des résultats semblables
a ceux observés précédemment sur la structure. La métmade_oPTIMAL n’utilisant pas l'information de
multi-coplanarité donne de moins bons résultats que les autres méthodes. La neéthiodePTIMAL donne
les meilleurs résultats, suivie par la méthadesN_PoIDS et finalement la méthodeLAN_ HOMOGRAPHIE
Nous observons que la différence entre les méthedas! * basées sur les contraintes de multi-coplanarité
et la méthodeeOINT_OPTIMAL est réduite comparée aux résultats sur la structure. Nous observons aussi que
dans tous les cas, I'erreur est plus élevée que sur la structure. Ceci est dii a deux phénoménes. Le premier est
gue 'homographie 33 intervenant dans I'expression de I'erreur est calculée de maniére a minimiser I'erreur
sur la structure. Le deuxieme est que les contraintes de multi-coplanarité concernent la structure et n'améliore
gu'indirectement 'estimation des caméras.

5.7.2 Données réelles

La mise en ceuvre de la reconstruction plane par morceaux sur des images réelles requiert la mise en place
d’'un systeme permettant de déterminer entre autres les relations de multi-coplanarité, de maniere manuelle,
semi-automatique ou automatique. Avant de donner nos résultats expérimentaux sur données réelles, nous preé-
sentons l'architecture du systéeme complet de reconstruction que nous avons implanté.

Notons que deux séquences de scene plane par morceaux sont traitées en annexe A, ou elles servent de tests
pour la méthode de détection de plans qui y est présentée. Ces séquences sont “game system II” et la séquence
du modem. Elle sont respectivement constituées de 6 et de 2 images.

5.7.2.1 Systeme de modélisation de scénes planes par morceaux

Nous présentons le systéme globalement puis en détaillons certaines phases.
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Processus global. Le processus global de reconstruction d’une scéne plane par morceaux est illustré sur le
schéma de la figure 5.15. A partir des images, des points sont détectés, mis en correspondance et des contrail
de coplanarité sont définies. Ces étapes peuvent étre manuelles ou automatiques. Pour les exemples prése
plus loin, nous avons défini un systéme semi-automatique, basé sur des homographies 2D, permettant d’état
simultanément des correspondances multi-vues et les contraintes de multi-coplanarité. Certains cas sont trai
de maniere completement automatisée avec la méthode de détection de plans présentée en annexe A. Une
les correspondances de points et les contraintes de multi-coplanarité communiquées au systeme, le reste
processus de reconstruction ne nécessite plus d’intervention manuelle. Il est constitué d’'une étape d'initialis:
tion, ou une reconstruction sous-optimale est calculée, puis d’'une étape d’'ajustement de faisceaux, minimisa
I'erreur de reprojection. Nous ne supposons pas le calibrage des caméras connu a priori. La reconstruction ¢
donc effectuée en espace projectif, suivie d'une étape de calibrage en ligne des caméras, puis d’'une secor
étape d'ajustement de faisceaux, cette fois en espace métrique. L'ajustement de faisceaux en espace proje
est optionnel. Cependant, il contribue a la réussite de I'étape de calibrage en ligne et a la bonne convergen
de l'ajustement de faisceaux final en espace métrique. Si le calibrage des caméras est connu a priori, les éta
d’ajustement de faisceaux projectif et de calibrage en ligne peuvent étre ignorées. L'ajustement de faisceal
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FiG. 5.15 — Schéma global de reconstruction d’'une scene plane par morceaux a partir de caméras non calibré
Les phases abordées en détail dans ce chapitre sont surlignées : la reconstruction initiale et de I'ajustement
faisceaux en espaces projectif et métrique.

métrique est suivi de I'extraction d’'images de textures a partir des images originales.

Appariement de points et définition des contraintes. Les points sont détectés en utilisant le détecteur de
Harris et Stephens [80] amélioré par Schmid et Mohr [172]. On supprime manuellement les points présentar
peu d'intérét pour la modélisation de la scene et on ajoute des points nécessaire a la délimitations des plar
L'appariement et les contraintes de multi-coplanarité sont entrés simultanément de maniere semi-automatiqt
a l'aide d’homographies 2D : I'utilisateur donne 4 correspondances de points, une homographie 2D est estimé
et utilisée pour faire une mise en correspondance guidée telle qu'elle est décrite par Hartley et Zisserman [9
83.8]. Dans certains des exemples montrés ci-dessous, d'autres processus d'appariement et de définition
contraintes de multi-coplanarité peuvent avoir été utilisés. Ils y sont décrit le cas échéant.

Processus de reconstruction. Nous suivons un processus de reconstruction basé sur les étapes suivantes. O
commence par estimer une reconstruction de la scéne en espace projectif, basé sur les méthodes d'initialisat
plane par morceaux puis I'ajustement de faisceaux plan par morceaux décrit dans ce chapitre. Nous utilisor
ensuite 'algorithme de calibrage en ligne de Pollefeys et al. [160] inspiré des travaux de Triggs [215]. Cet
algorithme présente une singularité lorsque les axes optiques de toutes les caméras se coupent, ce qui est sou
le cas dans les applications de modélisation d'une scéne. Nous modifions Iégérement I'algorithme pour évite
cette singularité. Nous renvoyons a notre article [25] pour plus de détails sur cette modification. Un ajustemer
de faisceaux en espace métrique est ensuite lancé. La phase finale de reconstruction est une reconstruc
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des points ne pouvant étre reconstruits sans contrainte, par exemple, les points non observés et définis comme
l'intersection de trois plans, ou les points n'ajoutant pas de redondance d’information utile pour I'ajustement
de faisceaux, tels les points observés dans une seule vue et contraints sur un plan. Nous renvoyons au tableau
5.1 pour un résumé des différents cas.

Extraction des images de texture. Afin d’obtenir un modéle 3D photoréaliste, nous plaquons des images
texture sur les plans reconstruits. Ces images de texture sont extraites des images originales et corrigées pers-
pectivement en utilisant les matrices de projection calibrées et une interpolation bicubique. Nous renvoyons
par exemple aux travaux de Liebowitz et Zisserman [122] pour plus de détails et des algorithmes détaillés de
correction perspective.

Evaluation de la qualité. Nous avons vu que l'erreur de reprojection ne reflétait pas la qualité de la recons-
truction, et nous ne possédons pas la vérité terrain permettant de mesurer une erreur 3D comme dans le cas
de données simulées. Nous effectuons certaines mesures métriques sur la reconstruction. Deux types de me-
sures sont significatives : les rapports de longueurs et les angles. Ces mesures sont faites sur les reconstructions
non contraintes et celles obtenues par notre méthode plane par morceaux. Plus précisément, nous mesurons les
variancess; des longueurs censées étre égales et la moyenne des différences entre les angles mesurés et leur
valeur réelle supposée, par exemplest la moyenne dd$ — 2¢; /7| pour les angles; censés étre des angles

droits.

5.7.2.2 Séquence de la maison

Nous présentons les résultats obtenus sur la séquence de la maison, dont les 6 images sont montrées en
figure 5.16. Le tableau 5.5 montre I'erreur de reprojection a différents stades du processus de reconstruction. On

R r LT

FiG. 5.16 — Les 6 images de la séquence de la maison.

remarque qu’en espace projectif, I'estimation contrainte converge vers une erreur de reprojection légérement
plus élevée que l'estimation non contrainte, ce qui est un résultat normal. Par contre, en espace métrique,
I'erreur de reprojection donnée pour le modéle obtenu de maniére contrainte est inférieure a celle obtenue de
maniére non contrainte. Cela signifie que la méthode non contrainte n’a pas convergé vers un minimum global
et a convergé vers un minimum local assez mauvais. La figure 5.17 montre le modéle métrique obtenu avec la
reconstruction contrainte et la figure 5.18 sa reprojection sur les images originales. Finalement, les images de
texture sont extraites des images originales et le modéle photoréaliste montré en figure 5.19 est produit. Nous
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espace | approche | étape | erreur de reprojection (pixel$)# itérations
non contrainta— initialisation_ 3,86 -
projectif ajust(_amgn_t dg faisceaux 1,07 7
contrainte . |n|t|aI|sat|on. 1,90 -
ajustement de faisceaux 1,20 3
non contraintg ajustement de faisceaux 2,69 6
métrique contrainte . initialisation_ 3,86 -
ajustement de faisceaux 1,43 9

TAB. 5.5 — Erreur de reprojection (pixels) et nombre d'itérations des ajustements de faisceaux a diverses étap
du processus de reconstruction pour la séquence de la maison.

FiG. 5.17 — Structure et caméras métriques retrouvées par ajustement de faisceaux plan par morceaux.
structure est montrée comme un ensemble de polygones plans. Les caméras sont représentées par des pyram
La hauteur d’'une pyramide est proportionelle a la distance focale retrouvée pour la caméra. L'image en bas
droite montre un rendu d’'un point de vue situé au dessus de la derniere image de la figure 5.16.
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FiG. 5.18 — Reprojection du modéle métrique sur les images originales. Les croix indiquent les positions des
points reprojetés.

FiG. 5.19 — Différentes vues du modéle métrique texturé. On note quelques artefacts introduits par des parties
non planes non modélisées de la scene, par exemple le poteau sur le toit dans I'image en haut a droite est intégré
au plan du toit et apparait distordu dans les autres images, par exemple en haut a gauche.
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‘ 01 g9 12
non contraint| 0,0489 0,0254 0,1032
contraint 0,0102 0,0168 0,0720

TAB. 5.6 — Mesures de qualité sur la reconstruction métrique a partir de la séquence de la maison, pour I'ajusts
ment de faisceaux “non contraint” et “contraint”. Plus les valewys et (voir texte) sont faibles, meilleure
est la reconstruction.

réalisons quelgues mesures de qualité sur les modéles métriques obtenus par ajustement de faisceaux contr
et non contraint, reflétant les changements lorsque la méthode décrite dans ce chapitre est utilisée. Le tableau
montre ces mesures. On observe que la méthode contrainte produit une reconstruction avec des caractéristiq
métriques meilleures que la reconstruction non contrainte.

5.7.2.3 Séquence “game system |”

Cette séquence est une paire stéréo constituée des deux images montrées sur la figure 5.1 (a) et (b).
modélisation plane par morceaux est montrée sur la figure 5.2. Nous utilisons les méthodes spécifiques dédié
au cas de deux vues, voir 85.4. Les erreurs de reprojection obtenues sont respectivement 1,24 et 0,95 pixels p
I'initialisation et I'ajustement de faisceaux plan par morceaux. Les figures 5.20 et 5.21 montrent respectivemer

FiG. 5.20 — Deux vues du modeéle projectif reconstruit pour la séquence “game system |”.

les modéles projectif et métrique obtenus. Notons que I'ajustement de faisceaux non contraint converge ave
une erreur de reprojection de 0,61 pixel, qui devient 2,32 pixels aprés ajustement de plans et correction dé
points. Nous effectuons des mesures de qualité métriques sur les reconstructions non contraintes de points
contrainte par multi-coplanarité. Ces mesures sont montrées dans le tableau sur la figure 5.22. Ces valel
montrent que la qualité de la reconstruction obtenue avec la méthode contrainte est meilleure que celle de
reconstruction non contrainte.

5.7.2.4 Séquence des cubes

La séquence des cubes est une paire d'images d’'une scene d'intérieur, montrées en figure 5.23. Nous ¢
finissons 82 correspondances de points, montrées sur la figure 5.24 (a), indiguant aussi le nombre de pla
contenant chaque point. Nous définissons 9 plans pour modéliser la surface de la scéne, montrés en figure 5
(b). Parmi ces 82 points, 2 ne sont sur aucun des plans, 68 sont sur un plan, 7 sur deux plans et 5 sur trois pla
Le nombre de paramétres de la structure9est3 = 27 pour les 9 plans? x 3 = 6 pour les 2 points non
contraints 68 x 2 = 136 pour les 68 points sur un planx 1 = 7 pour les 7 points sur deux plansiek 0 = 0
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FiG. 5.21 — Quelques vues du modéle métrique reconstruit pour la séquence “game system [”.
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‘ o1 02 1%
non contraint| 0,0146 0,0543 0,0633
contraint 0,0082 0,0267 0,0413

FIG. 5.22 — Mesures de qualité sur la reconstruction métrique a partir de la séquence “game system 1", poL
I'ajustement de faisceaux “non contraint” et “contraint”. Plus les valeurg,de ety (voir texte) sont faibles,
meilleure est la reconstruction. Ces valeurs sont liées a la variance des longueurs censées étre égales, les |
ments rouges d’'une part et bleus d’autre part et les angles censés étre droits.

marqueur# plans
+ 0
o 1
2
3

(b)

FiG. 5.24 — (a) montre les points image utilisés avec le nombre de plans les contenant, ainsi que la délimitatio
des 9 plans considérés. (b) montre les plans modélisés.
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pour les 5 points sur trois plans, soit un total de 176 degrés de liberté. Une modélisation non contrainte indé-
pendante des 82 points8a x 3 = 246 paramétres. Notre paramétrisation contrainte minimale apporte donc
une réduction de plus de 28% par rapport a une paramétrisation minimale individuelle de chaque point.

Nous appliqguons notre méthode de reconstruction pour deux vues. L'erreur de reprojection obtenue pour la
reconstruction contrainte est de 0,78 pixels puis de 0,56 pixels pour les phases d'initialisation et d’ajustement
de faisceaux plan par morceaux respectivement. La figure 5.25 montre le modéle projectif obtenu. Notons que
I'erreur de reprojection obtenue par ajustement de faisceaux non contraint est de 0,39 pixels. Cette erreur passe
a 1,67 pixels, aprés ajustement de plans et correction des points sur ces plans. Nous utilisons la technique décrite

FiG. 5.25 — Modéle projectif obtenu pour la séquence des cubes.

dans [36] pour estimer les distances focales des caméras, avec I'’hypothése que la distortion entre les axes est
Zéro, le rapport d’aspect est un et le point principal est au centre de I'image. Ce calibrage permet de transférer
le modéle projectif dans un espace métrique. La figure 5.26 montre le modéle métrique obtenu.

La figure 5.27 montre des mesures métriques sur les reconstructions non contraintes et contraintes. Dans
ce tableaug; etoy sont les variances des longuedrds etls etly, ..., I7 respectivement. La valeur deest
calculée comme la moyenne dés- 2q; /7|, ou lesqa; sont des angles censés étre droits.

5.8 Conclusions et perspectives

Conclusions. Nous avons considéré le probléme de ['utilisation de contraintes de multi-coplanarité pour la
reconstruction. Ces contraintes permettent la modélisation de scenes planes par morceaux.

L'hypothése que les points n’appartiennent pas a plus de trois plans permet de modéliser la structure comme
un ensemble de plans indépendants et de points sur ces plans. Cette hypothése simplifie la conception du sys-
teme sans toutefois limiter les scénes modélisables : I'observation de points sur plus de trois plans est trés rare.
Elle permet la mise en ceuvre de paramétrisations et d’algorithmes de reconstruction simples et performants.

Nous avons proposé des méthodes pour la reconstruction initiale. Contrairement a la méthode classique
basée sur la reconstruction non contrainte des points, I'ajustement de plans puis la correction des points, nos
méthodes reconstruisent les plans puis des points sous contraintes de multi-coplanarité. Elles sont linéaires et
minimisent des critéres d’erreur basés image. Les points sont reconstruits par des méthadagudation
contrainte par multi-coplanarité

Nous avons ensuite étudié I'incorporation des contraintes de multi-coplanarité a un systeme d’ajustement de
faisceaux. Le probléme original, formulé comme la minimisation de I'erreur de reprojection sous des contraintes
non-linéaires, est transformé en un probléme d’ajustement de faisceaux standard, en utiliparamégrisa-
tion minimalede la structure incorporant les contraintes géométriquesajdstement de faisceaux plan par
morceauxest optimal car il minimise I'erreur de reprojection en garantissant les contraintes géométriques.

Nous avons utilisé des données réelles et simulées pour comparer nos algorithmes aux méthodes exis-
tantes. La comparaison avec la vérité terrain et la mesure de quantités métriques révélent que I'utilisation des
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contraintes de multi-coplanarité améliore la qualité de la reconstruction par rapport a un ajustement de faisceal
non contraint. Ceci montre aussi que I'utilisation d’'une méthode optimale comme celle que nous proposon
améliore la précision de la reconstruction comparé a d’autres méthodes (sous-optimales). Nous avons éval
expérimentalement les limites de validité des contraintes de multi-coplanarité lorsque la planarité par morceat
est perturbée. Cette étude révéle que dans une grande majorité des conditions d’observation, ces contrain
permettent d’'améliorer la qualité de la reconstruction.

Perspectives. Une piste d’extension des méthodes proposées concerne I'utilisation de droites, en préservar
la simplicité et I'optimalité de notre approche. La simplicité est basée sur I'hypothése qu’un point n'est pas
sur plus de trois plans. Les contraintes peuvent donc étre vues comme exercées par les plans sur les poir
L'incorporation de droites pourrait étre effectuée en imaginant un schéma ou les plans contraindraient les droite
et les points; et les droites contraindraient les points, basé par exemple sur les hypothéses que deux droi
concourantes devraient appartenir au méme plan, et qu’un point ne pourrait pas étre sur plus de deux droit
(mis a part les bords des plans). Les droites pourraient alors étre modélisées indépendamment des points.

pourrait modéliser les plans comme précédemment, certains points sur les plans, puis des droites sur des pla
et enfin des points sur des droites. Un tel ordre de dépendance devrait permettre de concevoir des méthodes
reconstruction initiale efficaces, et des paramétrisations simples pour I'ajustement de faisceaux.

Finalement, une perspective de travail est I'étude d’'un systéme de reconstruction de scénes planes par m
ceaux, a partir d'une séquence d’'images continue. L'intérét d’'un tel systéme serait d’obtenir une reconstructio
trés précise, car basée sur beaucoup d’'images, et de maniére automatique, par suivi des primitives ou des pl
au travers de la séquence. On pourrait utiliser un systéme de suivi de plan, voir par exemple le travail récel
de Jurie et Dhome [105], couplé a une estimation consistante de la géométrie, c’est a dire aux contrainte
multi-vues entre les homographies de plan.

FiG. 5.26 — Quelques vues du modéle métrigue obtenu pour la séquence des cubes.



‘ g1 g9 1%
non contraint| 0,0039 0,0018 0,0721
contraint 0,0020 0,0000 0,0134

FiG. 5.27 — Mesures de qualité sur les reconstructions métriques obtenues par ajustement de faisceaux “non
contraint” ou “contraint” par multi-coplanarité. Plus les valeurside et i (voir texte) sont faibles, meilleure
est la reconstruction. Ces valeurs sont liées a la variances des longueurs censées étre égales, les segments rouges

d’une part et bleus d’autre part et les angles censés étre droits.



CHAPITRE

6

RECONSTRUCTION DE DROITES ET

DE CAMERAS

Ce chapitre est consacré a la reconstruction de
droites et de caméras a partir de correspondances
multi-vues. Nous abordons les problémes de la re-
construction initiale et de I'ajustement de faisceaux
final. La difficulté principale est la représentation al-
gébrique des droites 3D : il n'existe pas de repré-
sentation “naturelle”, ni de paramétrisation non sin-
guliére, minimale et simple de leurs 4 degrés de li-
berté. Le chapitre commence par une étude de dif-
férentes représentations, évaluées en vue de leur
utilisation dans des algorithmes linéaires et non-
linéaires.

Concernant la reconstruction initiale, nous adop-
tons une approche basée sur la reconstruction des
cameéras puis des droites par triangulation. Nos con-
tributions concernent la triangulation. L'étude précé-
dente des représentations oriente notre choix sur
les coordonnées de Pliicker. Une propriété clef est

gue les coordonnées des droites reprojetées sont
linéaires en termes des coordonnées de Plicker.
Nous proposons un algorithme de triangulation ité-
ratif simple minimisant I'erreur de reprojection.

Concernant l'ajustement de faisceaux, les
représentations existantes induisent des paramétri-
sations inadaptées, dans le sens ou elles sont par-
tielles (les droites 3D ne sont pas toutes repré-
sentées) ou soumises a des contraintes de consis-
tance interne, par exemple la contrainte de Plu-
cker. Nous proposons la représentation orthonor-
male des droites 3D. Elle permet d’effectuer I'optimi-
sation non-linéaire sur un nombre minimal de 4 pa-
rametres, sans contrainte interne ni liberté de jauge.

Finalement, nos algorithmes sont validés sur
des données simulées et réelles.

Ces travaux ont été effectués en collaboration
avec Peter Sturm et ont été publiés dans [26].
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6.1 Introduction

Le but de ce chapitre est la conception de méthodes pour la reconstruction de droites a partir de correspon-
dances entre plusieurs vues. Notre étude et nos propositions portent sur la reconstruction initiale et I'ajustement
de faisceaux final. Les droites sont utilisées dans de nombreux domaines tels la visualisation scientifique ou
la modélisation géomeétrique. Leur étude fait I'objet du livre de Pottmann et Wallner [161]. Si la primitive la
plus utilisée en vision par ordinateur et en photogrammeétrie est le point, la plupart des problémes étudiés avec
des points le sont aussi avec des droites lorsque cela est possible. On trouve entre autres des solutions pour la
détection dans une image [39], le suivi dans une séquence d'image [77, 234] et 'appariement [173]. On trouve
des applications telles le calcul de pose [125], I'asservissement visuel [4, 151] et I'estimation des distorsions
optiques d’une caméra [162].

Les avantages a utiliser des droites sont multiples. C’est une primitive souvent présente, notamment en en-
vironnements humains. Sa localisation dans les images, et particulierement la détermination de la direction, est
plus précise que celle des points. Sa mise en correspondance est plus fiable que celle des points et elle est plus
utile pour des taches du “haut niveau” telle la reconnaissance d’objets. Les inconvénients sont que contraire-
ment aux points, il n'existe pas de représentation algébrique naturelle des droites 3D, et que la reconstruction
de droites et de caméras a partir de deux vues n’est pas possible. En outre, I'erreur de reprojection, souvent mi-
nimisée par les algorithmes de reconstruction, est moins naturelle & formuler sur les droites que sur les points,
car il n'existe pas de distance Euclidienne pour ces derniéres.

En vision par ordinateur, la reconstruction de caméras et de droites a une histoire liée a la découverte du
tenseur trifocal, voir en particulier les travaux de Hartley [92] et de Shashua [178]. Il existe de nombreux travaux
portant sur la reconstruction de trois caméras a partir de correspondances de droites, entre autres ceux de Liu et
Huang [123, 124], Spetsakis et al. [187, 188], Weng et al. [226] et Navab et al. [153]. La géométrie multi-vues
des droites a été bien étudiée, voir par exemple les travaux de Faugeras et al. [62] et de Hartley et al. [93]. Les
difféerentes méthodes de reconstruction multi-vues sont souvent inspirées des algorithmes basés sur des points,
et héritent de caractéristiques similaires. La section 3.2 du chapitre 3 passe en revue les différentes méthodes
basées sur des points, qui apparaissent comme séquentielles ou directs. Les algorithmes directs traitent toutes
les vues simultanément alors que les algorithmes séquentiels procédent par sous-ensembles de vues. Il existe
de nombreux algorithmes séquentiels pour la reconstruction de caméras et de droites [142, 155, 175, 203, 225],
en particulier les algorithmes de Ayache et Faugeras [56] et de Navab et Zhang [154].

Les algorithmes directs sont basés sur la factorisation ou les contraintes de fermeture. On renvoie a la section
3.2.1 du chapitre 3 pour plus de détails sur ces méthodes. La méthode de factorisation étendue de la version
pour les points en une version pour les droites par Quan et Kanade [164] (modéle de caméra affine) et par
Triggs [214] puis Martinec et Pajdla [135] (modéle de caméra perspectif) nécessite que les droites considérées
soient visibles dans toutes les vues. La méthode basée sur les contraintes de fermeture proposée par Triggs
[216] pour un modéle de caméra perspectif puis spécialisée au modele de caméra affine par Heyden et Kahl
[99] permet d’'obtenir toutes les caméras (non calibrées) en résolvant un systeme linéaire construit a partir des
tenseurs d’appariement multi-vues. La structure est ensuite reconstruite par triangulation. Notons que Govindu
[72] propose une approche similaire a celle de Triggs mais pour des caméras calibrées.

En photogrammétrie, Mulawa et Mikhail [150] introduisent le concept de I'utilisation de droites comme
observations a la place des points. Depuis, de nombreux travaux basés sur les droites ont été publiés dans ce
domaine, voir entre autres Habib et al. [75, 76], Tommaselli et al. [205], Heikkinen [94], Kubik [114] et Roberts
[166]. Les différences entre ces travaux portent principalement sur le choix de la représentation algébrique des
droites 3D et de la fonction de co(t minimisée.

Ce chapitre a des implications en vision par ordinateur et en photogrammeétrie. On y présente une méthode
de triangulation multi-vues (le probléme deititersectionen photogrammeétrie) auto-initialisante permettant
la reconstruction initiale des droites ainsi qu’'une nouvelle représentation des droites rg@présentation
orthonormale dont la caractéristique principale est de permettre une reconstruction par ajustement de faisceaux
impliguant le minimum de 4 parameétres par droite reconstruite. Ces méthodes minimisent toutes deux I'erreur
de reprojection, garantissant sous certaines hypothéses une solution optimale. Nous ne faisons pas d’hypothéese
sur le calibrage des caméras. Nous supposons que les correspondances de droites considérées donnent assez de
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contraintes pour permettre la reconstruction.

Nous ne traitons pas la reconstruction initiale des caméras. Ces derniéres peuvent étre reconstruites
utilisant par exemple les contraintes de fermeture de Triggs [216] induites par les tenseurs trifocaux entre triple:
d’'images, dont I'estimation est possible a partir de correspondances de droites, par exemple avec I'algorithmr
de Hartley [92]. Un schéma d’estimation robuste permettant d’estimer le tenseur trifocal tout en réalisant |
mise en correspondance des droites est donné par Torr et Zisserman [211]. L'appariement de droites a €
étudié en particulier dans [173]. Dans le domaine de la photogrammétrie, les positions des caméras sont souv
déterminées pasPsou par une centrale inertielle. Nous n’abordons pas non plus le probléme des configurations
singuliéres pour la reconstruction de caméras a partir de correspondances de droites, pour lequel nous renvoy
aux travaux de Buchanan [38] et de Navab et Faugeras [152].

La reconstruction de droites par triangulation et ajustement de faisceaux est abordée en détails dans
chapitre. Ces problémes soulévent la difficulté principale de I'utilisation de droites : leur représentation algé:
brique. En effet, il n’existe pas de représentation minimale, compléte et globalement non singuliére de I'espac
de dimension 4 des droites 3D, voir par exemple [93, §2.2]. En conséquence, les droites 3D sont la plupart o
temps surparamétrées. Différentes représentations et leurs caractéristiques sont examinées en 86.2. Bien s(
représentation la mieux adaptée dépend du probléme considéré. Par exemple, I'algorithme de calcul optim
du tenseur trifocal donné par Hartley [92] est basé sur une représentation par deux droites image, alors q
I'algorithme de reconstruction séquentiel de Seo et al. [175] est basé sur les coordonnées de Pliicker.

La triangulation, consiste a reconstruire les droites étant donnée une reconstruction des caméras. La tria
gulation de chaque droite est indépendante. Il existe peu de travaux sur la triangulation multi-vues de droite
car ces derniéres sont souvent reconstruites simultanément aux caméras. Hartley [92] propose une méthode
triangulation linéaire basée sur une représentation des droites 3D par deux points 3D. Son algorithme minimi:
une erreur algébrique entre les points reprojetés et les droites image observées.

L'ajustement de faisceaux, est une procédure itérative impliquant les paramétres des caméras et des droit
et minimisant I'erreur de reprojection. Le chapitre 3 décrit des méthodes numériques standard d’ajustement c
faisceaux. Les représentations existantes des droites 3D ne sont pas bien adaptées aux algorithmes d’optim
tion non-linéaire. Par exemple, les paramétrisations par deux points ou deux plans ont 4 degrés de liberté
jauge chacurle ce qui peut entrainer des instabilités numériques. La paramétrisation basée sur deux droite
image a 2 dgrés de liberté de jauge, implique le choix d’images ou la droite considérée est visible et admet
d’'importantes singularités. L'estimation directe de coordonnées de Plicker n’a du sens que si la technique d'o
timisation garantit la contrainte de Pliicker. Une représentation appropriée n'implique ni contraintes internes
ni libertés de jauge.

Contributions. Nos contributions portent sur la triangulation et I'ajustement de faisceaux. Concernant la
triangulation, nous montrons qu'avec une représentation des droites 3D en coordonnées de Pliicker, on obtie
une solution linéaire minimisant une erreur algébrigue, dont la forme est proche de I'erreur de reprojection. Cec
n'est possible que si la contrainte de Pliicker est ignorée puis appliqguée a I'issue de I'estimation sur le vectel
calculé, de maniere similaire a I'estimation de la matrice fondamentale par I'algorithme des huit points ou la
contrainte de singularité est ignorée puis appliquée a l'issue de I'estimation. Cette approche présente deux bia
Le premier biais est introduit par I'utilisation d’une erreur algébrique, par rapport a I'erreur de reprojection. Le
deuxiéme biais est d( a la non prise en compte directe de la contrainte de Pliicker. Nous proposons des solutic
pour corriger ces deux biais. Notre algorithme est simple, minimise I'erreur de reprojection et ne nécessite pa
d’initialisation externe. Le premier biais est corrigé par un schéma d’optimisation de type quasi-linéaire. Le
deuxiéme biais est corrigé par I'incorporation au premier ordre de la contrainte de Pliicker dans I'estimation.
Concernant I'ajustement de faisceaux, nous proposongaprésentation orthonormaldes droites 3D.

Cette représentation est compléte, c’est a dire que toutes les droites 3D sont représentées. Elle permet d’effect
I'ajustement de faisceaux avec le nombre minimal de 4 paramétres pour chaque droite 3D. Ces derniers ne sc
donc pas soumis a des contraintes internes et n’ont pas de liberté de jauge. lls correspondent géométriquem

Pour les deux points : leur position le long de la droite (jauge géométrique) et le facteur d’échelle pour leur représentation en
coordonnées homogénes (jauge algébrique).
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d’'une part, a I'orientation d’une base orthonormale donnant entre autres la direction de la droite et d’autre part,
a la distance entre la droite et I'origine.

Organisation du chapitre. Nous passons en revue plusieurs représentations des droites 3D en 8§6.2. Nous
abordons ensuite le probléme de la triangulation en 86.3 puis celui de I'ajustement de faisceaux en 86.4. Nous
donnons des résultats expérimentaux en 86.5 puis concluons et donnons des perspectives de travail en 86.6.

6.2 Représentation des droites 3D

Nous décrivons différentes représentations des droites 3D et leurs caractéristiques. Certaines de ces repré-
sentations sont partielles, c’est a dire qu’elles ne représentent qu’un sous-ensemble des droites 3D. Par exemple,
certains travaux sur la reconstruction métrique, et particuliérement en photogrammeétrie, supposent que les
droites reconstruites ne sont pas a l'infini. Le but de cette étude est de déterminer une représentation pour la
triangulation et pour I'ajustement de faisceaux. Concernant la triangulation, le critére déterminant est que la
reprojection de la droite soit linéaire. L'ajustement de faisceaux est une procédure d’optimisation non-linéaire
itérative qui permet de disposer de plus de souplesse dans le choix de la paramétrisation. La qualité de la
paramétrisation induite par une représentation est estimée selon des critéres tels le nombre de degrés de liberté
de jauge ou de contraintes internes, discutés dans la section 3.5.4 du chapitre 3. Les résultats de cette étude sont
résumés dans le tableau 6.1. Nous décrivons des représentations compléetes, permettant de représenter toutes
les droites, et des représentations partielles, présentant des singularités. La premiére représentation décrite est
les coordonnées de Pliicker. Le lien entre chaque autre représentation et les coordonnées de Pliicker est ensuite
établi.

6.2.1 Représentations complétes

Coordonnées de Pliicker. Les coordonnées de Plicker [159] sont décrites en détail au chapitre 2, §2.12.
Briévement, elles sont constituées par en un vecteur-6 de coordonnées homogeédés~ndiéa’ b’ )

soumis a la contrainte bilinéaied b = 0, appelée la contrainte de Pliicker. Les coordonnées de Pliicker ont
donc un degré de liberté de jauge algébrique (le facteur d’échelle) et une contrainte de consistance interne (la
contrainte de Plicker). Elles s’'interprétent géométriguement comme suit. La partie supérieure, le vacteur-3
représente la direction de la normale au plan formé par la droite et I'origine. La partie inférieure, le vecteur-3
b, est le point a I'infini de la droite, c’est a dire sa direction. L'équation de la droite reprojetée est linéaire en les
coordonnées de Pliicker. La matr{@ex 6) de projection pour coordonnées de Plucker est formulée en 86.3.3.
Seo et al. [175] utilisent cette représentation dans un algorithme de reconstruction séquentiel.

Deux points ou deux plans. Ces deux représentations sont duales. De nombreux détails sont donnés dans
[93, 8§2.2.2]. La premiere représentation consiste a utiliser deux pbintt N sur la droite, et la deuxieme
représentation consiste a définir la droite comme lintersection de deux fladZ . Ces représentations ont

des caractéristiques similaires. Elles ont 8 parameétres, donc 4 degrés de liberté de jauge, la position des points
le long de la droite (respectivement la position des plans dans le faisceaux de plans autour de la droite) et les
facteurs d’échelle dans la représentation en coordonnées homogénes des points ou plans. Dans le cadre de la
reconstruction métrique, sil'on exclut les droites a I'infini, la représentation avec deux points peut étre formulée
avec 6 parameétres. Le lien avec les coordonnées de Pliicker est direct, par les définitions (2.54) et (2.56) en
fonction des points et des plans respectivement. La reprojettieria droite par une caméra de matritest

une fonction bilinéaire des parametres. Par exemple, pour la représentation avec deukpdiRis]) A (PIN).

Hartley [92] propose un algorithme linéaire de triangulation basé sur cette représentation. Habib et al. [76]
utilisent cette représentation pour I'ajustement de faisceaux. lls considérent que la droite est finie. L'ambiguité
sur la position des deux points le long de la droite est fixée en considérant qu’ils correspondent aux extrémités
observées dans une des images.
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6.2.2 Représentations partielles

Point le plus proche et direction. Les algorithmes de reconstruction de droites et de caméras pour 3 vues
de Weng et al. [226] et pour vues multiples de Taylor et Kriegman [203] utilisent la représentation suivante.
Chaque droite est représentée par son point le plus proche de l'origine de coord@hnéésQ’ 1) et sa
direction de coordonnée®! ~ ( QI 0), ce qui donne 6 paramétres. Cette représentation exclut les droites
a l'infini et n’est utilisable qu’en espace Euclidien ou métrfqiie est reliée aux coordonnées de Plidker

de la droite par :

Qoo
La reprojectionl de la droite par une caméra de matrRe~ ( P p) est une fonction bilinéaire des para-

metres 1 ~ (PQ + p) A (PQo). En photogrammétrie, Tommaselli et Lugnani [205] utilisent cette représen-
tation pour I'ajustement de faisceaux. Mulawa et Mikhail [150] s’en servent avec la contf@inte= 1.

Deux Projections. |l est possible de représenter une droite 3D par deux projections [92, 187]. Ceci est lié au
fait que la reconstruction d’'une droite a partir de deux images admet une solution unique.

Spetsakis et Aloimonos [187] utilisent I'intersection de deux plans, I'un paralléle auspta et I'autre
paralléle au play = 0, ce qui est équivalent aux projections de la droite sur les plaa$) ety = 0. Ces deux
plans sont formulés en fonction de 4 parametrds c etd par :

r = az—+b
y = cz+d.

L'espace de dimension 1 des poirfssur la droite est paramétré par la coordonnée

az+b
cz+d
z
1

Cette représentation admet des singularités évidentes : les droites paralléles as-flare peuvent pas étre
représentées. En effet, les points d’'une telle droite ont gonstant. Les points étant paramétrés paon
obtient toujours le méme point siest constant. On peut relier cette représentation aux coordonnées de Plicker
L de la droite en considérant deux points quelconques sur la droite, par exemple-pduet z = 1, puis la
définition (2.54) des coordonnées de Plicker, ce qui donne :

Ayache et Faugeras [56] utilisent de méme cette représentation. En photogrammétrie, Habib [75] étend cet
représentation en utilisant des paires de plans différentes selon la droite, afin de réduire les singularités.
Hartley [92] utilise deux images de la droite. Cette représentation admet les singularités suivantes : toute
les droites contenues dans un plan épipolaire induit par les deux caméras ont les mémes images dans ces d
vues. Les droites 3D non représentables forment donc un complexe linéaire (“Linear Line Complex” en Anglais

2La notion de point le plus proche n’existe pas en espaces affine et projectif.
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voir par exemple [189]) dont la base est formée par la droite entre les deux centres de projection. Notons que
ces singularités peuvent étre facilement rencontrées en pratique. Les coordonnées de Plicker correspondants
a cette représentation peuvent étre calculées en intersectant les deux plans de vue induits par les deux droites
image, selon I'équation (2.56). Hartley montre que la reprojection de la droite dans d’autres vues s’exprime de
maniére bilinéaire.

6.2.3 Résumé

Le tableau 6.1 résume les caractéristiques des différentes représentations étudiées ci-dessus, et de la re-
présentation orthonormale que nous proposons en 86.4.2. On constate que la seule représentation permettant

représentation | compléte| ddl de jaugd contrainteg reprojection maj minimale
point le plus proche et direction non 1 1 bilinéaire non
deux droites image non 2 0 bilinéaire non
deux points ou deux plans oui 4 0 bilinéaire non
coordonnées de Plicker oui 1 1 linéaire non
représentation orthonormale oui 0 0 bilinéaire ouli

TAB. 6.1 — Résumé de différentes représentations de droites 3D et de leurs caractéristiques. Notons que le
nombre de degrés de liberté de jauge et de contraintes internes sont étroitement liés. La colonne “reprojection”
indique la forme de I'équation de la droite reprojetée en termes des paramétres de la représentation. La co-
lonne “maj (mise a jour) minimale” indique si la représentation est mise a jour avec le nombre minimal de 4
parametres. La représentation orthonormale des droites 3D est décrite en §86.4.2.

d’obtenir I'équation de reprojection comme une fonction linéaire des parameétres est les coordonnées de Pli-
cker. Un autre constat est qu’'a part la représentation orthonormale, aucune représentation ne permet une mise
a jour minimale, ce qui est di a des libertés de jauge et / ou une contrainte de consistance interne. Une mise a
jour minimale est un critére important pour I'utilisation d’'une représentation dans un algorithme d’ajustement
de faisceaux.

6.3 Triangulation

Nous discutons le probléme du calcul de la structure étant donné le mouvement des caméras. Nous rappelons
I'expression de I'erreur de reprojection donnée au chapitre 3, §3.3.2. Pour une HEreitan ensemble de
camérasM = {Py,...,P,}, elle s’exprime par :

n

LILM) = Y (d%—’H(Xiaii) + d%H(Yz‘,iz‘)) : (6.1)

i=1

ol d%,; est la distance Euclidienne point-droitesgtet y; sont deux points sur l&M€ image de la droite.

Les droites reprojetées sont notéed eur expression dépend de la représentation choisie pour la droite 3D.
Notons que lorsque la droite image est définie comme le meilleur ajustement & un ensemble de points, on peut
toujours exprimer I'erreur de reprojection en termes de la somme de deux distances Euclidienne pondérées (la
pondération n’est pas montrée explicitement dans I'équation (6.1)). Pour simplifier les notations, et sans perte
de généralité, nous supposons duest visible dans les vues.

Nous présentons et discutons I'algorithme linéaire de Hartley [92] puis étudions une méthode linéaire et des
méthodes itératives pour la minimisation de I'erreur de reprojection. Ces algorithmes sont généraux dans le sens
ou ils peuvent étre utilisés avec des caméras calibrées ou non, c’est a dire que des reconstructions projective,
affine, métrique ou Euclidienne peuvent étre obtenues.
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6.3.1 Travaux précédents

La plupart des travaux existants sur la triangulation des droites considérent le cas de trois vues et propose
des solutions analytiques difficilement généralisables au cas multi-vues, voir par exemple [226]. Nous préser
tons et discutons I'algorithme linéaire de Hartley [92]. Cette approche est basée sur les représentations dual
de la droite (c'est a dire par deux points ou par deux plans) et s’applique au cas multi-vues. Nous la désignor
parLIN_HARTLEY.

Intersection de plans. Lorsque deux vues sont utilisées, l'intersection des deux plans de vue associés aux
droites observées donne une solution exacte pour la droite 3D, quelle que soit la représentation choisie. Lorsq
plus de deux vues sont disponibles, Hartley [92] propose d'utiliser la représentation par deux points avec |
calcul suivant. Notong; les droites observées dans les images. Les plans délyeerrespondants sont de
coordonnéedI; ~ PiTli. En I'absence de bruit, les coordonnées de tout p@intur la droite satisfont les
équationdT] Q ~ 17P;Q = 0, induisant le systéme linéaire suivant :

A(n><4)Q(4><1) = 0(n><1) avec A = l;rl:)Z . (62)

En I'absence de bruit, le rang de la matrisest deux, mais en présence de bruit il est plein. Les deux vecteurs
singuliers associés aux deux valeurs singulieres minimalésstiaterpretent comme les coordonnées de deux
points M et N représentant la droite reconstruite.

Une variante de cet algorithme consiste a retrouver deux plans représentant la droite comme les deux vecte
singuliers deA associés a ses deux valeurs singulieres maximales, voir le livre de Hartley et Zisserman [93
811.6]. Notons que ces deux solutions sont strictement équivalentes, pour la raison suivamg, Soit
U(nx4)z(4x4)V&x4 la décomposition en valeurs singulieres de la matickes colonnes de la matridésont
les vecteurs singuliers de la matridgordonnés tels que les valeurs singuliéres correspondantes soient en ordre
décroissant. La solution originale de Hartley consiste a interpréter les deux dernieres colonnes de & matrice
comme les coordonnées homogenes de deux pdihet N représentant la droite. La variante de 'algorithme
donnée dans le livre de Hartley et Zisserman consiste a interpréter les deux premiéres colonnes de cette matr
comme les coordonnées homogénes de deux fleetsII’ contenant la droite. On peut résumer ceci par :

V ~ (IT II' M N).
La matriceV étant orthonormale, nous avons :
OM = OIN = I'M = II'N = 0.

Ceci s'interpréte géométriquement comme le fait que les pl@es IT contiennent les pointdZ et N. lls
définissent donc la méme droite.

Analyse de I'erreur.  Lors de la résolution du systéme (6.2) au sens des moindres carrés, les coordonnées d
point M, données par le vecteur singulier associé a la plus petite valeur singulidresdésfont I'équation
suivante :

miDM7|‘M|‘2:1E(M,M) avec E(Q,M) = ZZ(IIPZQ)Q

Les coordonnées du poitN minimisent de méme le criter®, mais sont orthogonales au vect&dr:

E(N, M).

min
N,||N||2=1,NTM=0
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Une erreur “duale” a I'erreur de reprojection.  Notonsg; = P;Q les coordonnées des reprojections d’'un
point Q. Le critereE se reécrit comme :

BEQM) = ¥,0f&)? = X, & pyl@l),

oudy py(a,1) = (q'1)? est la distance algébrique définie par I'équation (2.19). Notons que cette distance
est reliée a la distance Euclidienne par un facteur multiplicatif. La méthode de Hartley minimise donc I'erreur
algébrique entre les reprojections des deux points représentant la droite et les droites image observées.

Cette méthode donne des résultats acceptables, voir 86.5. Cependant, la forme de 'erreur minimisée est
différente de celle de I'erreur de reprojection basée sur une distance entre des points mesurés et une droite
prédite (et non l'inverse). L'application d’'un schéma de résolution de type quasi-linéaire ne permettra donc pas
d’obtenir la minimisation de I'erreur de reprojection.

6.3.2 Choix de la représentation

Comme nous le soulignons dans I'introduction, une des difficultés principales concernant la manipulation
de droites 3D est la représentation algébrique. La premiére question a se poser est donc quelle représentation
choisir, étant donnés les criteres présentés en §6.2. Un critére spécifique au probléme de la triangulation entre en
jeu. Nous cherchons une solution permettant d'initialiser la reconstruction, et un algorithme linéaire est souvent
préférable. Etant donnée la forme de I'erreur de reprojection, voir équation (6.1), basée sur les reprojections de
la droite, notre critére principal de choix est le suivant : nous désirons que les coordonnées des reprojections de
la droite reconstruite soient linéaires en les paramétres de la représentation choisie. Parmi les représentations
de la section 6.2, seules les coordonnées de Plucker satisfont cette propriété.

6.3.3 Projection d’une droite en coordonnées de Plicker

Faugeras et Mourrain [62] exhibent une matrice de projection Rotéetaille(3 x 6), dont les coefficients
s’expriment en fonction de la matrice de projecti@x 4) pour points. Cette matrice de projection permet
d’écrire :

l; ~ P,L.

lIs interprétent, ainsi que Hartley et Zisserman [93], les lignes de cette matrice comme les coordonnées de
Plicker de 3 droites contenant le centre de projection de la caméra et définissant une base de I'espace centrée
sur cette caméra.

Nous montrons comment exprim@rsimplement en fonction dB ~ ( P p), la matrice de projection
(3 x 4) pour points. Considérons une droite avec des coordonnées de Plilcker( a' b'" ) définie
par deux points de coordonnébg’ ~ ( MT m)etNT ~ ( NT n), projetés enm et n respectivement
par la matrice de projectioR. Les coordonnées de la droite image correspondante sontldeng A n. Si
I'on remplacem et n par les projections des poinfe et N respectivement, on obtiebt~ (PM) A (PN).
Développons cette expression :

1 ~ (PM+mp)A (PN +np)

~ (PM) A (PN) +mp A (PN) —np A (PM).
En utilisant 'équation (2.2) (Sx) A (Sy) = S*(x A'y), ouS* est la matrice des cofactetidesS :
1 ~ P*(MAN)+ [p]\P(mN —nM),
ou I'on identifie la définition (2.54) des coordonnées de Pliicker, ce qui conduit a :
1 ~ PL avec Pg.s ~ (P [p]xP). (6.3)

Le tableau 6.2 résume les formes que prend cette matrice de projection pour différents niveaux de calibrage de
la caméra.

35 est toujours définie. Elle est donnée far= det(S)S™" si S est inversible. Ses propriétés sont données en §2.3.
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espace \ projection de point$ projection de droites

Projectif | ( P p) (P* [p]xP )
Affine ( A a) (A* [a] A )
Métrique | ( sR t) (s’R [t]«R )
Euclidien| ( R t) (R [t]xR )

TAB. 6.2 — Matrices de projectiof8 x 6) pour coordonnées de Plucker pour différents niveaux de calibrage de
la caméra. La notatiof* désigne la matrice des cofacteurs de la matsice

6.3.4 Algorithme linéaire

Nous décrivons un algorithme linéaire trivial. Ayant choisi notre représentation, les coordonnées de PIi
cker, et ayant établi une expression linéaire pour la projection perspective, nous pouvons reécrire l'erreur ¢
reprojection en formulant explicitement les coordonnées des droites reprojetées :

L(L,M) = Z (d%—’H(Xi, P,L) + dby (yi, ﬁiL)) .
i1

Cette fonction est une somme de carrés de termes non-linéaires. Chaque terme est basé sur la distance
clidienne point-droite 2D, définie par I'’équation (2.14). Si I'on suppose que I'équation de chaquey psnt
normalisée telle que; = 1, alors cette distance s’écrit :

(q'1)?
3+13

Le dénominateur de cette distance est la cause de la non-linéarité des termes. Si on I'ignore, on retrouve
distance algébrique (2.19), biaisée par rapport a la distance Euclidienne, mais linéaire en les coordonnées de
droite prédite. Définissons le facteur de biais par= ﬁ Il relie les distances algébrique et Euclidienne par

1 2

I'équation (2.22) :

&4 pr(al) = w?dpy(q.l).

On peut définir une fonction de colt basée sur une somme de carrés de termes linéaires en remplacant
distance Euclidienne par la distance algébrique dans I'erreur de reprojection. Nous notons cetteqmation
“biaisée” :

n

B(L,M) = Z (d,%l_PH(Xiv PiL) + d124_PH(yi7 |Sz‘L)>
i=1

Y (TP + GTRLE)
1=1

ou sous forme matricielle :

~.

(6.4)

o O -

.

B(L,M) = |AL|?* avec A@nxe) =

i I

CommelL est un vecteur de coordonnées homogénes, nous fixons son échelle avec la cdiltihintel.
Le vecteurL qui minimiseB(L, M) est donné par le vecteur singulier de la matAcassocié a sa plus petite
valeur singuliére.

Cette méthode permet d’obtenir une initialisation de la structure. Les expérimentations montrent qu’elle
donne de mauvais résultats. Ceci provient du fait que le résultat est biaisé pour deux raisons. La premiére ¢
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due a la fonction de colt considérée, basée sur une distance algébrique. La deuxieme provient du fait que la
contrainte de Plucker est ignorée par la méthode : en général, en présence de bruit dans les données, le vecteur-
6 retrouvé ne satisfera pas cette contrainte. On peut faire I'analogie avec l'algorithme des huit points pour le
calcul de la matrice fondamentale : la matriBex 3) retrouvée de maniére linéaire ne satisfait pas la contrainte

de rang deux, et doit étre corrigée en ce sens. Le vecteur-6 calculé de maniére linéaire est donc corrigé, ce qui
est la deuxiéme source de biais de la méthode. L'algorithme est donné dans le tableau 6.3. Notre méthode de
correction est introduite dans la section suivante.

1. Solution linéaire: former le systéme linéaire représenté pad’aprés I'équation (6.4) et
déterminer. comme le vecteur singulier associé a la plus petite valeur singuliéde de

2. Correction de Plucker appliquer la correction de Pliicker décrite dans le tableau C.1|sur le
vecteurL.

TAB. 6.3 — Algorithme de triangulation linéairen.

6.3.5 Correction de Plicker

SoitLT ~ (a” b'" ) un vecteur-6 ne satisfaisant pas nécessairement la contrainte de Pliicker (2.55),
c’est a dire quea' b peut ne pas étre nul. Nous cherchons un vediéur ( u' vT )tel queu’v = 0 ettel
gu’un certaincritére de correctiorsoit minimisé. Pour choisir ce critére de correction, utilisons I'analogie avec
I'algorithme des huit points. Sok la matrice estimée de maniere linéaire. La correction du rang est effectuée
en trouvant la matrice de rang detiselle que la distance entfeetF soit minimisée. Cette distance s’exprime
a l'aide de la norme de Frobenius, et le probleme de la correction de rang se formule comme :
min [[F—F[2
F,det F=0
Une solution élégante basée sur la décompositioh ele valeurs singulieres est possible, voir [86, 233].
Dans le cas des coordonnées de Plucker, nous formulons le probléme similairement par :

min; r,_,0 avec O = |L-L|>2% (6.5)

Ce probléme a une formulation simple et concise, mais il n’est pas trivial. Notre solution est décrite dans
'annexe C.

6.3.6 Algorithme quasi-linéaire 1

Nous proposons un algorithme de triangulation quasi-linéaire basé sur le schéma décrit au chapitre 2, §2.6.2,
permettant de corriger la premiére source de biais de I'algorithme linéaire, c’est a dire I'approximation de la
distance Euclidienne par une distance algébrique. L'idée est de repondérer itérativement le systéme d’équations
utilisé. En effet, les distances Euclidienne et algébrique sont reliées par un facteur de biais défini par I'équation
(2.23) et dont la valeur dépend de la droite reprojetée. L'erreur de reprojection (6.1) et I'erreur biaisée (6.4) sont
donc reliées par un ensemble de facteurs de biais, un pour chaque image de la droite. Le tableau 6.4 résume
I'algorithme proposé.

Le systeme linéaire initial est formé puis résolu au sens des moindres carrés comme pour la méthode li-
néaire. Le vecteur-6 calculé est ndig Il est corrigé de maniére a satisfaire la contrainte de Pliicker. Basé
sur cette estimation, les facteurs de biais peuvent étre calculés et utilisés pour repondérer le systéme linéaire.
Le procédé est itéré pour calculer des estimations succedsives coordonnées de Pliicker de la droite 3D
minimisant I'erreur de reprojectiork (st le compteur d’itération). La convergence est déterminée en seuillant
la différence entre deux erreurs consécutives. Elle est atteinte en typiquement 3 ou 4 itérations.

Nos résultats expérimentaux montrent que cet algorithme n’améliore que tres peu les résultats obtenus par
I'algorithme linéaire. En effet, seule une source de biais est traitée. |l s’avere que la source principale du biais
est la non prise en compte de la contrainte de Plicker dans les équations. Des effets similaires sont décrits par
Zhang [233] a propos d’'une méthode semblable pour I'estimation de la matrice fondamentale.
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1. Initialisation : former le systeme linéaird = Ay d’aprés I'équation (6.4), initialisét = 0 ;

2. Estimation: calculerLy tel queminy,, |y, 2=1 |AxLy||> puis appliquer la correction de
Plucker, voir I'algorithme du tableau C.1;

3. Correction du biais de I'erreur algébriqueformer la matricey, . ; en repondéram, par
les facteurs de biais calculés d’apres I'équation (2.23) ;

4. Itération: k — k + 1, itérer les étapes 2 et 3 jusqu’a convergence.

TAB. 6.4 — Algorithme de reconstruction quasi-linéaire naitfN1”. Seul le biais de I'algorithme linéaire da
a la mesure de distance algébrique est pris en compte.

6.3.7 Algorithme quasi-linéaire 2

Nous proposons un algorithme quasi-linéaire permettant de corriger les deux sources de biais de la métho
linéaire. Reprenons l'algorithme quasi-linéaire précédent. Cet algorithme corrige le biais lié a I'erreur algé-
brique. Nous proposons de linéariser la contrainte bilinéaire de Pliicker et de l'incorporer au systéme linéair
résolu a chaque itération. Nous pouvons attendre de bons résultats d’'un tel algorithme. En effet, les deux sourc
de biais sont traitées et la contrainte de Pliicker étant bilinéaire, elle devrait étre assez bien approchée localem
par un terme linéaire. L'algorithme est résumé dans le tableau 6.5.

Considérons la contrainte de Plicker (2.55) et reécrivons-la comme suit :

0 I
K(L) = LTQL avec Qgxs = <I 0>.

Notons que représente la quadrique de Klein d@svoir le chapitre 2, §2.12. Développons cette contrainte
au premier ordre autour de I'estimation courahfge en supposant que l'estimation suivante n’est pas “trop
loin” (Li+1 = L + 9) :

KLkt1) = K(Lg+9)

= K(Ly) + 8I§(LL)

¥ E

L

K (Lig41)

ou Ky dénote la contrainte de Plucker linéarisée au voisinagé,d€omme/C(L;) = 0 (I'estimation a
l'itération k satisfait la contrainte de Plicker @g&) L =0:
) L Ly k

9K (L)

Ki(Lgy) = K(Lg) + L

-0
Ly

oK) OK(L)
L, 0+ =L . Ly

————
0

k@
6L L, k+15

d’ou I'expression de la contrainte linéarisée :
Kr(Liy1) = LiQLg = 0. (6.6)

Nous adaptons le schéma d’optimisation linéaire sous contraintes linéaires décrit en §2.6.4.2 pour minimise
I'erreur de moindres carrés linéaires sous les contraiiék, . ;) = 0 et ||Ly, 1> = 1. L'idée est de calculer
un sous-espace de paramétres de dimension 5 ou la contrainte de Pllicker linéarisée est satisfaite. Le problé



132 Chapitre 6. RCONSTRUCTION DE DROITES ET DE CAMERAS

d’optimisation est résolu dans cet espace, puis le vecteur sohytisgra transféré en coordonnées de PIu-
cker. Considérons I'expression (6.6) de la contrainte de Pllcker linéarisée. Les v&gtgisatisfaisant cette
contrainte sont orthogonaux au vect€lr;, et sont donc dans I'espace nul assocI@Q. Cet espace nul peut
étre calculé par exemple par la décomposition en valeurs singuliéres suivante :

LIQ ~ u'diag(1,0,0,0,0,0)(vgx1) V(exs)
Les colonnes de la matriseéforment une base orthogonale de cet espace :
L/QV = o.
Définissond.; . ; = V-, il est trivial de voir qu’alordl, , ; satisfait la contrainte de Pliicker linéarisée :
LiQLi1 = L{QVy = 0.
Substituons cette expressiondg, ; dans la forme matricielle de la fonction de codt (6.4), nous obtenons :

IALga|® = AV,

Le vecteur singulier associé a la plus petite valeur singuliére de la maifidenne la solution pouy minimi-

sant I'erreurB(Ly. 1, M), sous la contrainté~|[> = 1. Notons que comm¥ a des colonnes orthonormales,
2 _ I~]2 —

L[| = [lv[I* = 1.

1. Initialisation : former le systéme linéair& = A, d’aprés I'équation (6.4), calculdy, par
minimisation dg|ALy||?, voir I'algorithme du tableau 6.3 et par application de la corre¢tion
de Plucker, voir I'algorithme du tableau C.1. InitialiseE= 0

2. Linéarisation de la contrainte de Plickecalculer la décomposition en valeurs singulieres
L] Q ~ u"diag(1,0,0,0,0,0)(vV(gx1) Viexs)

3. Estimation: calculerL;,,; = V~ avecmin
Plicker, algorithme du tableau C.1;

~ I~|2=1 [[AV~||* puis appliquer la correction de

4. Correction du biais de I'erreur algébriquerepondérer le systéme linéaitepar les poid
calculés avec I'équation (2.23) ;

n

5. Itération: k «— k + 1, itérer les étapes 2, 3 et 4 jusqu’a convergence.

TAB. 6.5 — Algorithme de reconstruction quasi-linéai@LiN2". Cet algorithme prend en compte les deux
sources de biais de I'algorithme linéaire : la mesure d’erreur algébrique et la contrainte de Pllicker.

6.3.8 Algorithme non-linéaire

Nous avons proposé des solutions de reconstruction linéaires et quasi-linéaires. Ces solutions exploitent la
structure du probléme, c’est a dire le lien entre I'erreur de reprojection et I'erreur algébrique. Elles ne permettent
pas d'utiliser n'importe quelle représentation des droites 3D.

Nous proposons d’utiliser une technique d’optimisation non-linéaire plus générale afin de permettre I'utili-
sation de paramétrisations non-linéaires des droites 3D. Nous utilisons I'algorithme de Levenberg-Marquardt,
présenté au chapitre 3, 83.6.2, pour une minimisation directe de I'erreur de reprojection. La solution initiale
est fournie par les algorithmes précédemment proposés. La paramétrisation des droites 3D est basée sur leur
représentation orthonormale, que nous présentons a la section suivante, dans le contexte plus général de I'ajus-
tement de faisceaux. Cet algorithme de reconstruction est nomme™ Lintérét principal est de comparer
les résultats obtenus pariN2 etNLIN.
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6.4 Ajustement de faisceaux

L'ajustement de faisceaux est essentiellement la minimisation de I'erreur de reprojection sur I'ensemble
du modele 3D, c’'est a dire sur les parameétres des caméras et des droites. Nous renvoyons au chapitre 3 p
plus de détails et la justification de I'erreur de reprojection comme fonction de codt. L'ajustement de faisceau»
est un processus d’optimisation non-linéaire et requiert donc une solution initiale du probléme. Des méthode
pour déterminer une solution initiale ont fait I'objet de la section précédente. L'ajustement de faisceaux requier
de plus une paramétrisation du probléme, c’'est a dire un ensemble de paramétres a partir desquels le mod
reconstruit peut étre exprimé, afin de pouvoir calculer la valeur de la fonction de codt. L'optimisation non-
linéaire agit sur cette paramétrisation. La paramétrisation est divisée en celle du mouvement des caméras
celle de la structure, c'est a dire des droites 3D. Pour la paramétrisation des caméras, nous renvoyons au chap
3, 83.5.5. Nous nous concentrons sur la paramétrisation des droites 3D. Différentes représentations algébriqt
des droites 3D ont été présentées et discutées en §6.2. Produire une “bonne” paramétrisation des droites
est difficile car, contrairement aux points ou plans, il n’existe pas de représentation et donc de paramétrisatic
“naturelle”.

Nous rappelons I'expression de I'erreur de reprojection, donnée au chapitre 3, 83.3.2. En reprenant le
notations de la section 6.3, pour un ensemble de dréites{ L, ..., L,,} et un ensemble de caméras =
{P1,...,P,}, elle s'exprime comme la somme des erreurs de reprojection individuelles :

LS M) = (Lj, M)

bgs

<.
I
-

n

I
NE

(d%’H(Xijv Lj) + dbp (yij, iij)) : (6.7)

i=1

<
Il
—

Cette formulation suppose, sans perte de généralité, que toutes les droites sont visibles dans toutes les vues

6.4.1 Etatde I'art

Il existe peu de travaux dédiés a la reconstruction de droites par ajustement de faisceaux. Le probléme
la paramétrisation des droites 3D est souvent mis de coté. La plupart des auteurs utilisent une paramétrisati
basée sur les représentations duales, par deux points ou par deux plans.

Hartley [92] propose un algorithme de calcul optimal du tenseur trifocal, basé sur des correspondance
de droites et / ou de points sur trois vues. Il réalise un ajustement de faisceaux en utilisant un algorithm
d’optimisation non-linéaire de type Levenberg-Marquardt. |l montre que la représentation des droites 3D pa
deux droites image est pratique dans ce cas, car la reprojection de la droite reconstruite dans la troisién
image est obtenue directement en fonction des deux droites images la représentant. Cet algorithme est nom
MLE_HARTLEY. Il est comparé aux nbtres en §6.5.

Nous étendons cet algorithme au cas de vues multiples. La difficulté est que dans ce cas, on ne peut p
sélectionner a priori deux images ou les droites seront représentées, car les droites ne sont pas forcement visik
dans toutes les vues, et choisir deux vues trop proches induirait I'instabilité numérique de la représentatior
Cette extension requiert donc une sélection des deux meilleures images permettant de représenter une dre
donnée, selon un certain critére. De plus, les positions des caméras changent au cours d’un ajustement
faisceaux. La sélection des meilleures images doit donc étre dynamique.

Le critére de sélection que nous utilisons est le suivant. Il consiste a choisir la paire d’images induisant |
matrice fondamentale la mieux définie possible, ce que nous mesurons par un critére de choix de modéle inspi
de celui de Torr [207]. Nous remarquons dans nos expérimentations que ce choix influence trés peu la quali
de I'estimation.

6.4.2 Lareprésentation orthonormale des droites 3D

Nous proposons une représentation orthonormale des droites 3D. Cette représentation présente des cara
ristiques similaires a celles de la représentation orthonormale de la matrice fondamentale présentée au chapi
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4, 84.4. Elle est basée sur des matrices orthonormales, elle est redondante et compléte (toutes les droites sont
représentées) et permet une mise a jour locale avec le nombre minimum de 4 parametres. Nous donnons une
preuve de l'existence de la représentation orthonormale et un algorithme de construction a partir des coordon-
nées de Plicker. Nous proposons une loi de mise a jour et exhibons une expression analytique pour la matrice
Jacobienne de cette mise a jour. Ces résultats sont résumés dans le tableau 6.6. La figure 6.1 illustre le prin-
cipe de I'utilisation de la représentation orthonormale. Le vocabulaire suivant est emplayécadraposition

décomposition
p
coordonnées représentation orthonormale mise a jour
de Plucker des droites 3D minimale

recomposition

FiG. 6.1 — Principe d'utilisation de la représentation orthonormale des droites 3D pour I'optimisation non-
linéaire.

désigne le passage des coordonnées de Plicker a la représentation orthonormedeiasitior’inverse.

Nous étudions les opérations de décomposition et de recomposition ainsi que leurs propriétés de consis-
tance et de complétude. Nous donnons ensuite un schéma de mise a jour locale minimale de la représentation
orthonormale et étudions ses propriétés de consistance et de complétude. Nous proposons une interprétation
géométrique de la représentation orthonormale et des 4 paramétres du schéma de mise a jour proposé. Fina-
lement, nous étudions deux familles de droites dont la représentation orthonormale n’est pas unique, et les
conséquences sur I'optimisation non-linéaire. La représentation orthonormale et le schéma de mise a jour sont
résumeés dans le tableau 6.6.

6.4.2.1 Décomposition

Considérons les coordonnées de Plidker~ ( a” bT ) et la matriceC ~ (a b) déja utilisée pour
I'algorithme de correction de Pliicker donné en annexe C. La contrainte de Pliicker{b55)0 est équi-
valente a l'orthogonalité des colonnes@eNotre représentation orthonormale se construit intuitivement par
normalisation des colonnes @euis ajout d’une troisiéme colonne afin de rendre la matrice orthonormale. Le
facteur d’échelle relatif entre les deux premiéres colonnes est modélisé indépendamment. L'équation suivante
reflete cette idée :

0
~ a b aAb la
C ~ (ab) ~ (— — 7> 0 |b]]-
@ lall Toll Tallloll ) \ o g 6.8)
matrice orthonormale———~—"—""
point deP"

Les directions données par les vecteurs orthogomaeixb sont encapsulées dans une matrice orthonormale.
Seul le rapport de leurs normes est significatif, il est équivalent a un point de la droite profectivé une

rotation 2D. Pour éviter les nombreux cas particuliers se présentant avec une décomposition “manuelle”, en
particulier lorsquéal| = 0 ou ||b|| = 0, nous utilisons la décompositiopr, voir chapitre 2, §2.4.2. Elle

fournit un moyen simple et élégant de construction de la représentation orthonormale :

Cix2) ~ UaxsZex), (6.9)
ou U est une matrice orthonormale¥test une matrice triangulaire supérieure paramétrée par :

01 0
Y o~ 0 o9
0 O
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L'élément(1,2) de la matricex est nul car sinon I'orthogonalité deet donc la contrainte de Pliicker seraient
violées. La matrice- est définie a un facteur prés car elle encapsule le facteur d’échelle liardl dxiste
donca € R, tel que(o; 032) ~ (cosa sin «r). On peut donc définir une matrice de rotation @Dpar :

oy —0 cosa —sina
w o= L (! ) = (% . (6.10)
oitoy \o92 01 sinoe  cos o

Cette décomposition montre que toute droite 3D peut étre représentée par un daltdn une matrice
orthonormale d€ (3) et une matrice orthonormale @& (2). Nous appelons cette décompositiomdprésen-
tation orthonormale des droites 3Dlotons que la représentation orthonormale a un degré d’ambiguité lorsque
la droite est a I'infini ou lorsqu’elle contient I'origine. Ces cas sont étudiés en §6.4.2.6.

6.4.2.2 Recomposition

Soit(U,W) € O(3) x SO(2) la représentation orthonormale d’une droite 3D. Les valeurs déoy sont
extraites deV ~ (i1 wi2), par I'équation (6.10) :

o = w1 et o9 = wo.

Le calcul des coordonnées de Pliicker est donné par la recomposition de la factogsatiguation (6.9) :

B w11 0
C ~ U 0 w1 s
0 0
ce qui donne Equation de recomposition
LUW)T = (wipuf  wyu] ). (6.11)

6.4.2.3 Consistance et complétude

Consistance. Les contraintes de consistance devant étre satisfaites par un dgubl) € O(3) x SO(2)
sont I'orthonormalité des matricéset W :

UTU = Igxs), WIW = Io.) et det(W) =1, (6.12)

Si ces contraintes sont violées, la loi de recomposition (6.11) ne garantit pas que le vecteur-6 retrouvé représer
des coordonnées de Pliicker. Notons que les contraintes de consistance (6.12) ne laissent que 4 degrés de lit
au doublon(U, W), correspondant aux 4 degrés de liberté physiques d’une droite 3D.

Complétude. La représentation orthonormale est compléte dans le sens ou toute droite 3D peut s’écrire el
coordonnées de Pliicker, et toutes coordonnées de Plicker peuvent étre décomposées comme proposé ci-de:

6.4.2.4 Optimisation minimale

Nous proposons un schéma de mise a jour locale et minimale puis donnons une expression analytique de
matrice Jacobienne correspondante. Nous étudions ensuite ses propriétés de consistance et de complétude.
L'avantage principal des représentations orthonormales est qu’une mise a jour locale est possible, avec
nombre minimum de paramétres, sans degré de liberté de jauge ou contrainte interne et ceci de maniére simy.
Soit(Ug, Wy, ) la représentation orthonormale d’une droite a I'itéraficiune estimation non-linéaire. La mise
a jour locale est effectuée par :

Ury1 = UrRap(ug)
6.13
{ Wit = WiRep(wy), (6.13)
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oU uy est un vecteur-3 ety, un scalaire. Nous renvoyons au chapitre 2, 82.7.3 pour la justification de ces mises
a jour de matrices orthonormales. Les paramétres de mise a jour sont encapsulés dans un vecteur-4 :

xi = (ul wp). (6.14)

D’apres I'équation de recomposition (6.11) et le schéma de mise a jour (6.13), nous obtenons I'expression
suivante poulLy :

Lit1 = L(UgRsp(uk), WiRap(wy)). (6.15)

Consistance. Le schéma de mise a jour (6.13) est consistant si les contraintes de consistance (6.12) de
la représentation orthonormale sont garanties(bwr 1, Wy41). Concernant, il est trivial de voir que si
Ur € O(3), commeRsp(ug) € SO(3), alorsUixRsp(ux) = Uiy € O(3). ConcernantV, on peut faire la
méme vérification en dimension 2 : il est trivial de voir qué&\gi € SO(2), commeRyp(w) € SO(2), alors
WiRap(w) = Wiy1 € SO(2). Le schéma de mise a jour préserve donc les contraintes de consistance.

Complétude. Le schéma de mise a jour (6.13) est complet si toute droite 3D peut étre atteinte a partir de toute
initialisation. Concernant, la question suivante se pose. Cette matrice orthonormale peut avoir un déterminant
positif ou négatif, mais sa mise a jour ne peut changer le signe de son déterminant :

sign€det(Ux 1)) = signgdet(Uy)).

Ceci n'est pas un probléme car pour toute représentation orthonormale, on peut changer le Sigoe gl
change le signe de son déterminaniet(U) = — det(—U)), sans changer la droite 3D représentée, d'aprés
I'équation de recomposition (6.11) :

L(U,W) ~ L(=U,W).

Le schéma de mise a jour permet donc d’atteindre toutes les droites 3D quelque soit I'initialisation.

La matrice JacobienneA’. Lerreur de reprojection, minimisée durant I'ajustement de faisceaux, se calcule

a partir des reprojections des droites, lesquelles s’expriment facilement a partir des coordonnées de Plicker,
voir la matrice de projectioni3 x 6), équation (6.3). Lors de I'utilisation de la représentation orthonormale,
I'optimisation est conduite sur les paramétres de mise a jour encapsulés par le vectdeéfidi par I'équation

(6.14). Nous analysons I'expression de la matrice Jacobienne exprimant localement les variations des coordon-
nées de Plucker en fonction des variations des paramétres de mise a jour. Cette matrice estGlextajlle

Nous notonsA! son expression évaluée gn= 0, c’est a dire autour de I'estimation courante (voir le chapitre

3,83.5.2) :

AL — OLg1
- Bxk

- (auk’,l Auy o Auy g awk)7
XkZO

ola, = % . désigne le vecteur gradient par rapport a une variabte{w, 1, uy 2, uy 3, wy }. D’aprés

I'équation (6.15)3k:7
OL(Uy RSD(ug)vkaQD(wk))

Aa

Xk=0 ’

La fonctionL(U, W) impliquant un produit entre les coefficients dest W, nous obtenons :

a, = L(UkaR?’D(Uk) 6R2D(wk)

da

Do, aWkR2D(wk)|xk0> + L <UkR3D(uk)|xk0 » Wi

Xk0>

Comme indiqué au chapitre 2, 82.7Ryp(wy)|y,—o = Rep(0) = L2x2) €t Rsp(uk)ly,—o = Rsp(0) =

I(3x3) :
Xk=0> .

Xk =0

ORap (wy)

,Wk;> +L <Uk, Wi,
Xk=0 aO{

a, = L < UkiaRgaDa(lIk)
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Substituonsy = w;, ; dans cette expression. Dans ce dﬁ%}f‘l"“) - (0 ug — uy) (voir le chapitre
s X =
2,82.7.3) el‘wggiﬁ”’“) = 0, ce qui conduit & :
-
alk,,l = L((0 us —ug), W) = ( ngl) w21u§ )-

De maniére similaire, nous obtenons les expressions des autres vecteurs gradient :

ay, = ( —wnuj 05, )
vy = (wnul  —wxuf ),
aIUk = —w21u1T wllu-Qr )

ce qui donne I'expression de la matrice Jacobiefthe

O@3x1) —wnusg wiuy  —w2g
Aws) = (6.16)

woiuz  Oi3x1) —waur  wijug

Décomposition des coordonnées de Pliicket ~ ( a”  b' ) a la représentation orthonor-
male(U,W) € O(3) x SO(2) :
> calculer la factorisatio@Rr (a b) ~ UL ;

o o or 0
> formerw = 1 (“! 2)ouz =10 o
o1t03 \ o9 o1 0 0

Recomposition de la représentation orthonormélé, W) aux coordonnées de Pliicker.
> LT N( wuulT wglu; )
Mise a jour locale minimalei(est le compteur d'itérations) :
> Parameétres d’optimisationxz = (up1 up2 up3 wg);
N———

Uug
> Loi de mise a jouxvoir le chapitre 2 §2.7.3) :
e Upi1 = UrRsp(up),
® Wi 1= WiRop(wy);

Oix1) —wnuz  wiug  —w2ug
> Matrice Jacobienne associée&éﬂl) =

waiuz  Oi3x1)  —w2iur  witug

TAB. 6.6 — Lareprésentation orthonormale des droites.30e tableau résume les formules de lien avec les
coordonnées de Plucker standard, et donne le schéma de mise a jour locale minimale de la représentati
orthonormale ainsi que la matrice Jacobierxieexprimant les variations des coordonnées de Pliicker par
rapport aux parameétres de mise a jour.

6.4.2.5 Interprétation géométrique

Nous donnons une interprétation géométriqgue des parametres de la représentation orthonormale et de:
parametres de mise a jour. Un des intéréts d'une telle interprétation est de pouvoir incorporer de 'informatior



138 Chapitre 6. RCONSTRUCTION DE DROITES ET DE CAMERAS

connue a priori dans I'estimation d’'une droite en n'utilisant que certains des parameétres de mise a jour. Par
exemple, étant donnée la direction de la droite, estimer les deux degrés de liberté restant. Lorsque la droite est
explicitement paramétrée entre autres par sa direction, I'incorporation de cette information est directe. Lorsque
la paramétrisation est basée sur deux projections de la droite, cela devient plus difficile. Lorsque la représen-
tation orthonormale est utilisée, I'interprétation suivante des parametres de mise a jour fournit une solution
simple : les deux degrés de liberté restant peuvent étre estimés par les paramétres de migee qaur

Le tableau 6.7 propose différents scénarios d’estimation contrainte et leur réalisation avec la représentation
orthonormale. Les notations utilisées ci-dessous sont celles de la figure 2.3 du chapitre 2.

scénario | wi us ug
direction fixée X X
normale au plan défini pak et I'origine fixée| x X
distance a l'origine fixée X X X

TAB. 6.7 — Exemples d’estimations contraintes d'une droiteI3par mise a jour partielle de la représenta-
tion orthonormale. Les croix indiquent les paramétres de mise a jour sur lesquelles I'optimisation doit étre
conduite.

Parameétres de la représentation orthonormale. Soit(U = (w uy u3), W = Rep(a)) € O(3) x SO(2)

la représentation orthonormale d’une draiiele coordonnées de Pliicker ~ ( a”  bT ). Nous montrons

que la matricéJ définit I'orientation des trois axes suivants : la directionlgéa normale au plan qu’elle définit
avec l'origine et la direction du vecteur entre I'origine et le pointide plus proche. La matricé/ représente la
distance entre 'origine dk. Cette interprétation est illustrée sur la figure 6.2. Pour l'interprétation géométrique
des coordonnées de Plicker, nous renvoyons a la figure 2.3 du chapitre 2. D’apres I'équation de décomposition
manuelle (6.8) et I'unicité de la décompositiQR, si ||a|| # 0 et ||b|| # 0, les colonnesy etu, sont données
paru; = a/||a|| etuy = b/||b||. Ces vecteurs correspondent donc respectivement a la direction de la normale
a II(le plan formé pad et I'origine O) et a la direction dd.. CommeU € O(3), le vecteuny = +u; A us

donne la direction de la droite ent et @, joignant I'origine et le point dd. le plus proche dé€. La matrice

W = Rap(ar) encapsule I'échelle relative entseet b et donc la distancé entre O et L. Plus précisement,
cette distance est donnée plas w1 /wy; = tan~!(a).

Paramétre de mise a jourw. Ce parameétre met a jour I'angle de la matrice de rotathor= Rp(«). |l

modifie donc la distancé entre la droite et I'origine : cette derniére passeide tan 'a atan~!(a + w).

La transformation géométrique correspondant a ce parametre est un déplacement de la droite parallélement a
elle-méme et dans le plalf qu’elle définit avec l'origine. Cette transformation est illustrée sur la figure 6.3 (a).

Parametre de mise a jouru;. Le paramétre de mise a jouy correspond a I'application d’une rotation d’axe
x a la matriceU. On voit d’apres I'équation de recomposition (6.11) que le vecte@st laissé invariant par
cette transformation. Le plan suppditde la droite est donc laissé invariant, de méme que la disténcar

la matriceW n’est pas modifiée. Le parameétig affecte donc la direction de la droite. Plus précisément, il
correspond a une rotation d’anglgde la droite autour du poir (le point deL le plus proche de l'origine) et
dans le planfT. Cette interprétation est locale car le pofptchange avec la droite. Sdif; le cercle centré sur
l'origine, contenu padT et tangent &. Sous l'action du parametrg, L tourne autour de&C'; avec un angle
Uui.

Parametre de mise a jouruy. Le paramétre de mise a jous correspond a I'application d’une rotation d’axe
y a la matriceU. On voit d’aprés I'’équation de recomposition (6.11) que le vecte@st laissé invariant par
cette transformation. La direction de la droite est donc laissée invariante, de méme que la distamda
matriceW n’est pas modifiée. Le paramétigaffecte donc la position de la droite. S@i le cercle centré sur
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FiIG. 6.2 — Interprétation géométrique de la représentation orthonorfdate (v uz us), W = Rap(a)) €
O(3) x SO(2) d'une droite 3DL. Le vecteuru; donne la normale au plalY, uy la direction deL etu; la
direction de la droite relian© et @ (le point deL le plus proche d€). La matriceW encapsule la distaneé
entreO etL : d = tan'a.

I'origine, dont le plan support est orthogonal ket paralléle &L, et de rayoni. La droite L est orthogonale a
une tangente au cercl@,. Sous l'action du paramétre, L tourne autour d&C'; avec un anglex.

Parameétre de mise a jouruz. Le paramétre de mise a joug correspond a I'application d’une rotation d’axe

z ala matricel. On voit d’'aprés I'équation de recomposition (6.11) qu’'aucun des vecteetsi; n'est laissé
invariant par cette transformation. Les vecteurs obtenus apres transformation sont des combinaisons linéair
des vecteursi; etus originaux et se trouvent donc dans le plan formé par les vectgwasu, originaux. Le
parametreus réalise donc une rotation d’anglg de la droite autour de I'axe défini par les poirdset Q.

6.4.2.6 Droites a l'infini ou contenant 'origine

Les droites 3D sur le plan a I'infini d’une part, et les droites 3D contenant I'origine du repére monde d’autre
part n'ont pas une représentation orthonormale unique. Plus précisément, leur représentation orthonormale a
degré d’ambiguité.

Caractérisation des ambiguités. Pour caractériser analytiguement ces ambiguités, considérons I'équation de
recomposition (6.11) :
L(U,W)T = ( wnuI wglu; )

Lorsquew;; = 0, c’est a dire lorsque la droite contient I'origine, alors les coordonnées de Plicker s'écrivent
( o7 wglu} )T. Elles ne dépendent plus dg mais seulement da,. La matriceU peut donc étre trans-
formée librement, sans changer la droite représentée par toute matrice de rotationdgissariant. Ce sont
toutes les rotations autour de I'axe dgsotéeR, (o). Cette ambiguité est résumée par I'équation suivante :

(Oel)s (w; =0 = (VaeR, LU W)=L(UR,(a),W)).
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(b)

(d)

Fic. 6.3 — Interprétation géométrique de la mise a jour de la représentation orthonormale
(U= (u; uz u3),W=Ryp(«)) d'une droite 3D L selon le schéma de mise & jour (6.13) de para-
metresx” = (u; uy us w). Les fleches rouges indiquent le mouvement subi par la droite. (a) : le paramétre
modifie la distance entrg et O (L est translatée dans le pldfiparallelement a elle-méme). (b) : le paramétre

u1 provoque une rotation d’angtg de L autour du cercleC; de centreO, de rayond et contenu dans le plan

II. (c) : le paramétre, provoque une rotation d’angle de L autour du cercleC;, de centreO, de rayond

et contenu dans le plan défini par etus. (d) : le paramétre;s provoque une rotation d’anglg de L autour

de I'axe défini par les point® et Q.
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Lorsque wy; = 0, c'est a dire lorsque la droite est a linfini, les coordonnées de Pliicker s'écrivent

( wiu! 07 )T et ne dépendent plus de. La matriceU peut donc étre multipliée par toute matrice de
rotation autour de I'axe des laissant invarianty :

(LeIly) < (w1 =0) = (VaeR, L(UW)=L(UR,(a),W)).

Pour résumer, la représentation orthonormale est ambigué lotsgue, = 0.

Conséquences sur I'optimisation non-linéaire. Une des conséquences de ces ambiguités est le fait qu’elles
rendent la matrice JacobienAe, dont I'expression est donnée par I'équation (6.16), singuliére ou mal condi-
tionnée. Ceci ne pose pas de probléme lorsqu’une technique d’optimisation telle Levenberg-Marquardt, base
sur une régularisation des équations normales, est utilisée. Nous avons montré expérimentalement dans le
de la représentation orthonormale de la matrice fondamentale, voir chapitre 4, 84.4.8 que de telles ambiguit
dans la représentation ne posent pas de problémes pratiques pour I'optimisation non-linéaire.

6.5 Résultats expérimentaux

Nous comparons nos algorithmes avec d’autres a I'aide de données simulées puis réelles. Nous détaillons
dessous les méthodes comparées, I'erreur mesurée, la reconstruction initiale et la paramétrisation des came
pour I'ajustement de faisceaux.

Méthodes comparées. Nous comparons les méthodes suivantes. Le premier groupe de méthodes n’agit que
sur la structure. Ce sont des méthodes de triangulation, c'est a dire de reconstruction individuelle de droite
dont le résultat dépend du mouvement des caméras :
> LIN_HARTLEY, voir 86.3.1, est la méthode de triangulation proposée dans [92, 93, §11.6] basée sur les
représentations duales (deux points ou deux plans) ;
> LIN, voir le tableau 6.3, est la méthode de reconstruction de coordonnées de Pllicker, avec post-correctic
de Plicker;
> QLINI1, voir le tableau 6.4, est la correction quasi-linéaire du biais introduit par la distance algébrique
dansLIN, alternée avec une correction de Plicker ;
> QLINZ2, voir le tableau 6.5, complét@LIN1 en incorporant la contrainte de Plicker au premier ordre a
chaque itération ;
> NLIN, voir 86.3.8, est la minimisation non-linéaire par I'algorithme de Levenberg-Marquardt de I'erreur
de reprojection, basée sur la représentation orthonormale de la droite décrite dans le tableau 6.6.
Le deuxieme groupe de méthodes agit sur la structure et le mouvement des caméras. Ce sont les méthoc
d’ajustement de faisceaux :
> MLE_HARTLEY est la méthode proposée dans [92] d’estimation du tenseur trifocal et des droites para-
métrées par deux de leurs images, dont une extension au cas de vues multiples est proposée en §6.4.
> MLE est la minimisation non-linéaire par I'algorithme de Levenberg-Marquardt de I'erreur de reprojec-
tion, basée sur la représentation orthonormale décrite dans le tableau 6.6.

Erreur mesurée. Nous mesurons la qualité d’'une estimation en utilisaarr&ur d’estimationcomme décrit

dans [93, 84]. Ceci fournit aussi la borne inférieure théorique. L'erreur d’estimation est équivalente a 'erreur
de reprojection et se calcule directement par la formule (6.7) avec les valeurs du mouvement et de la structu
obtenues a la convergence des algorithmes.

Reconstruction initiale des caméras. La reconstruction initiale des caméras est effectuée par la méthode de
Triggs [216] basée sur les contraintes de fermeture. Ces contraintes de fermeture sont formulées en termes
tenseurs trifocaux entre triplets d'images, dont le calcul est effectué par I'algorithme de Hartley [92].
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Paramétrisation des caméras pour I'ajustement de faisceaux.Nous paramétrisons le mouvement des ca-
méras pour I'estimation non-linéaire comme indiqué au chapitre 3, 83.5.5. Brievement, la paramétrisation
consiste a prendre pour paramétres les coefficients-dé matrices de projections.

6.5.1 Données simulées

Scéne simulée. Nous simulons un jeu de caméras observant un ensemble de droites 3D, choisies au hasard
dans une sphére d’'un rayon de 1 métre, par tirage aléatoire de leurs extrémités. Les caméras sont bien reparties
autour de cette sphére. Nous fixons la distance focale des caméras a 1000 (en pixels). Notons que cette infor-
mation n’est pas utilisée dans le reste des expérimentaux : les reconstructions obtenues sont projectives. Les
extrémités de toutes les droites sont projetés dans toutes les vues et leurs projections sont bruitées avec une dis-
tribution Gaussienne. La configuration standard consiste en 3 caméras situées a une distance de 10 métres des
droites, et une distance entre caméras consécutives (“baseline” en Anglais) de 1 métre. Le nombre de droites
simulées est 30 et le niveau de bruit est 1 pixel. Chaque paramétre de cette scéne est varié indépendamment
pour pouvoir comparer les différentes méthodes dans différentes situations. Les résultats sont des moyennes sur
100 essais.

Résultats. Les figures 6.4 et 6.5 montrent les résultats obtenus lorsque différents paramétres d’observation
sont modifiés. Nous commentons ces résultats de maniere globale puis spécifiguement. Nous observons que
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FiG. 6.4 — Erreur de reprojection pour différents niveaux de bruit (a) et différents nombres de droites (b).

I'ordre des méthodes est toujours le méme. On peut repartir les méthodes en trois groupes.

Les méthodesIN et QLIN1 donnent des résultats trés proches. Elles sont suiviesypaHARTLEY. Ceci
s'explique comme suit. Les méthodesi et QLIN1 donnent un résultat biaisé par la correction de Plicker. De
plus, la méthodeIN minimise une erreur algébrique. La méthade HARTLEY n’a pas le biais introduit par
la correction de Pliicker mais est aussi biaisée pour deux raisons : d’une part, I'erreur minimisée est algébrique,
et d'autre part, la forme de cette erreur, voir 86.3.1 est “duale” a celle de I'erreur de reprojection (elle est
exprimée entre points reprojetés et droites observées, contrairement a l'utilisation de droites reprojetées et
points mesurés), contrairement a I'erreur considérée Ipgréquation (6.4).

Ensuite, les méthodeasLIN2 et NLIN donnent des résultats intermédiaires entre les méthodes du groupe
précédent et I'ajustement de faisceaux. Les courbes pour ces deux méthodes sont confondues. Ceci est logique
car elles minimisent toutes deux I'erreur de reprojection individuellement pour chaque droite et prennent toutes
deux en compte la contrainte de Plicker)N 2 via sa linéarisation, @lLIN par une paramétrisation adaptée,
la représentation orthonormale des droites 3D.



6.5. RESULTATS EXPERIMENTAUX 143

-<- LIN -<- LIN

- QLIN1 o- QLIN1

4 LIN _HARTLEY : 4~ LIN_HARTLEY
QLIN2 QLIN2

-« NLIN -~ NLIN

—— MLE —— MLE
MLE HARTLEY MLE HARTLEY

-=- LOWER BOUND -= LOWER BOUND

w
w o
T T
w
@
T

w
T

N
o
T
n
*-&

H
a
1
1
1
X
*o
Al
1
1
1
1

=
@

*

-
-
T

Erreur de reprojection (pixels)
: b
s
Erreur de reprojection (pixels)

o
o
o
@
T

6 7 . 8 9 10 11 12 6 8 . 10 12 14 16 18
Nombre d’'images Distance scéne a caméras (metres)

(@) (b)

FiG. 6.5 — Erreur de reprojection pour différents nombres d'images (a) et distances scéne a caméras (b).

Finalement, les méthodes .E et MLE_HARTLEY d’ajustement de faisceaux, impliquant les droites et les
caméras, donnent des résultats souvent identiques. En effet, seule la paramétrisation des droites change entre
deux méthodesyiLE utilisant la représentation orthonormalenvate_ HARTLEY utilisant deux droites image.
Nous n’avons pas rencontré les singularités de la représentation par deux droites image au cours de ces exp
mentations.

Plus spécifiqguement, nous observons sur la figure 6.4 (a) qu'avec plus d’'un pixel de bruit, les méthode
du premier groupe donnent des résultats se dégradant rapidement, alors que les autres méthodes se dégra
plus harmonieusement a mesure que le bruit augmente. Les méthodes d’ajustement de faisceaux donnent
résultats tres proches du minimum théorique. Des remarques similaires peuvent étre faites lorsque le nomb
de droites est varié. Cependant, on observe sur la figure 6.4 (b) que lorsque plus de 30 droites sont considéré
les méthodes du premier groupe donnent des résultats raisonnables. Ceci s’explique de la maniére suivante. ¢
méthodes procédent indépendamment pour chaque droite et ne sont sensibles aux changements du nombr:
droites que parce qu’elle dépendent d’'une estimation du mouvement des caméras, dont la qualité dépend el
méme du nombre de droites. Lorsque plus de 45 droites sont présentes, les méthodes d’'ajustement de faisce
donnent des résultats confondus avec le minimum théorique.

Lorsque le nombre de caméras augmente, figure 6.5 (a), les algorithmes ne modifiant pas le mouveme
voient leurs erreurs augmenter, alors que les algorithmes d’ajustement de faisceaux suivent une courbe desc
dante. Ceci est d( au fait que lorsque le nombre d’'images augmente, le calcul initial du mouvement se dégrad
Ceci est une caractéristique de I'algorithme d'initialisation du mouvement. Il est donc normal que les méthode:
ne modifiant pas cette estimation initiale donnent des résultats allant en se dégradant. Lorsque la distance er
les droites et les caméras augmente, figure 6.5 (b), I'erreur diminue pour toutes les méthodes. Ceci s’expligL
par le fait que le nuage de droites observé devient de plus en plus petit dans les images, ce qui réduit I'erre
absolue, mais ne traduit pas nécessairement une amélioration de la qualité de I'estimation.

6.5.2 Données réelles

Nous avons testé et comparé nos algorithmes sur plusieurs séquences d’'images. Notons que la partie ex
rimentale du chapitre 8, utilise les modéles 3D dont I'obtention est décrite ci-dessous. En particulier, il y est
réalisé I'alignement des séquences des livres | et des livres Il et des séquences des boites | et des boites II.
y montre un autre exemple de reconstruction de droites, la séquence de la piéce de bateau.
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6.5.2.1 Seéquence des livres |

Cette séquence est composée des 5 images montrées sur la figure 6.6. Nous donnons manuellement 45 cor-

\ /:y

FIG. 6.6 — Les 5 images de la séquence des livres |, avec les 45 correspondances de droites utilisées.

respondances de droites entre ces images. Certaines droites ne sont visibles que dans deux vues et ne fournissent
pas de contraintes sur le mouvement. Pour ces droites, il existe une solution de reconstruction exacte. Nous es-
timons le mouvement projectif des caméras a I'aide des contraintes de fermeture comme décrit en §6.1. Nous
utilisons la méthode proposée par Pollefeys et al. [160] basée sur la quadrique absolue pour obtenir une conver-
sion métrique de la reconstruction. Nous avons donc une estimation des caméras en espace métrique. Nous
utilisons nos algorithmes pour calculer la structure a partir de ces caméras. Les erreurs d’estimation obtenues
pour les différents algorithmes sont données dans le tableau 6.8. Les algorithmes d’ajustement de faisceaux
MLE et MLE_HARTLEY sont initialisés avec le résultat de reconstructiompden2. Pour chaque algorithme,
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algorithme LIN QLIN1 LIN_HARTLEY QLIN2 NLIN MLE MLE_HARTLEY
erreur de reprojection (pixels)2,30 2,27 1,85 1,43 1,43 0,94 0,94

TAB. 6.8 — Erreurs de reprojection (pixels) obtenues lors de la reconstruction des droites de la séquence d
livres | avec différents algorithmes.

nous reconstruisons les extrémités des droites correspondant a la premiére image (en haut a gauche de la fi
6.6). Les meilleurs points, au sens du maximum de vraisemblance, sont donnés en projetant orthogonaleme
leurs images sur I'image de la droite correspondante. La figure 6.7 montre quelques vues du modéle 3D ain
obtenu. La figure 6.8 montre les segments reconstruits puis reprojetés dans une image originale. Ceci perm

FiG. 6.7 — Quelques vues de la reconstruction métrique obtenue par ajustement de faisceaux pour la séquer
des livres I. Les extrémités des segments sont données par la premiére image de la séquence.

de comparer visuellement les points mesurés et les droites prédites par le modéle. Nous notons des différenc
importantes entre les différents algorithmes. En particulier, les méthmda® et NLIN améliorent grande-

ment les résultats des méthodes, QLIN1 etLIN_HARTLEY. Les droites originales et celles prédites par
I'ajustement de faisceaux sont confondues.

6.5.2.2 Séquence des livres Il

Cette séquence est composée de 4 images, montrées sur la figure 6.9, de la méme scéne que celles d
séquence des livres |, mais de points de vue trés éloignés. En suivant la méme démarche expérimentale c
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QLINZ2 & NLIN MLE & MLE_HARTLEY

FIG. 6.8 — Zoom sur la reprojection des droites dans les images originales pour différentes méthodes, pour la
séquence des livres I. Les droites originales sont en blanc et les droites reprojetées sont en noir.
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FIG. 6.9 — Les 4 images de la séquence des livres Il, avec les 40 correspondances de droites utilisées.
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dans la section précédente pour la séquence des livres |, nous obtenons une reconstruction métrique, dont des
captures sont visibles sur la figure 6.10. Les erreurs de reprojection obtenues pour les différents algorithmes

FiG. 6.10 — Quelques vues de la reconstruction métrique obtenue par ajustement de faisceaux pour la séquence
des livres Il. Les extrémités des segments sont données par la premiére image de la séquence.

sont données dans le tableau 6.9.

algorithme LIN QLIN1 LIN_HARTLEY QLIN2 NLIN MLE MLE_ HARTLEY
erreur de reprojection (pixel$)0,79 0,76 0,71 0,63 0,63 0,51 0,51

TAB. 6.9 — Erreurs de reprojection (pixels) obtenues lors de la reconstruction des droites de la séquence des
livres Il avec différents algorithmes.

6.5.2.3 Séquence des boites |

Cette séquence est composée de 8 images, montrées sur la figure 6.11. En suivant la méme démarche ex-
périmentale que dans les sections précédentes pour les séquences des livres, nous obtenons une reconstruction
métrique, dont des captures sont visibles sur la figure 6.12. Les erreurs de reprojection obtenues pour les diffé-
rents algorithmes sont données dans le tableau 6.10.
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algorithme LIN QLIN1 LIN_HARTLEY QLIN2 NLIN MLE MLE_HARTLEY
erreur de reprojection (pixels)1,34 1,29 1,03 1,04 1,03 0,82 0,82

TAB. 6.10 — Erreurs de reprojection (pixels) obtenues lors de la reconstruction des droites de la séquence d
boites | avec différents algorithmes.

6.5.2.4 Séquence des bhoites I

Cette séquence est composée de 6 images, montrées sur la figure 6.13. La scéne observée est la méme
pour la séquence des boites |, mais de points de vue différents. En suivant la méme démarche expérimentale
dans les sections précédentes, nous obtenons une reconstruction métrique, dont des captures sont visibles s
figure 6.14. Les erreurs de reprojection obtenues pour les différents algorithmes sont données dans le table
6.11.

algorithme LIN  QLIN1 LIN_HARTLEY QLIN2 NLIN MLE MLE_HARTLEY
erreur de reprojection (pixels)1,36 1,23 1,11 0,99 0,99 0,87 0,87

TAB. 6.11 — Erreurs de reprojection (pixels) obtenues lors de la reconstruction des droites de la séquence d
boites Il avec différents algorithmes.

6.6 Conclusions et perspectives

Conclusions. Nous avons abordé le probleme de la reconstruction de droites a partir de correspondance
multi-vues et plus particulierement la reconstruction initiale par triangulation et I'ajustement de faisceaux final.
La résolution de ces problemes souléve deux interrogations principales : la représentation d’'une droite 3D ¢
I'expression de sa projection perspective. Nos choix et propositions sont basés sur une étude des différent
représentations.

Concernant le probleme de la triangulation, c’est a dire la reconstruction de droites étant donnée une est
mation du mouvement de caméra, le but est de minimiser I'erreur de reprojection, ce qui nécessite une repr
sentation des droites 3D en terme de laquelle les coordonnées des droites reprojetées s’expriment de mani
linéaire. Les coordonnées de Plicker sont une des rares représentations satisfaisant cette propriété. Nous ax
développé plusieurs algorithmes basés sur cette représentation. La minimisation de I'erreur de reprojection ¢
basée sur un schéma d’optimisation quasi-linéaire (moindres carrés repondérés itérativement) couplé avec L
linéarisation de la contrainte de Pliicker.

Nous avons ensuite abordé le probleme de I'ajustement de faisceaux, impliguant caméras et droites. Le
représentations existantes des droites 3D ne sont pas bien adaptées a I'optimisation non-linéaire dans le sen:
elles impliquent des libertés de jauge, nécessitent des contraintes internes et un nombre redondant de paramé
pour I'optimisation. Nous avons proposé la représentation orthonormale des droites 3D, qui permet I'optimi-
sation non-linéaire avec le nombre minimum de 4 paramétres, sans contrainte interne ou liberté de jauge. El
permet en outre de laisser invariantes certaines parties de la droite, par exemple sa direction.

La comparaison de nos algorithmes avec d’autres permet de dégager les conclusions suivantes. Concern
la triangulation, la méthode linéaire donnant les meilleurs résultats est celle de Hartley. Cependant, nous obse
vons que toutes les méthodes linéaires supportent mal la dégradation des conditions d’observation. Les résult
obtenus par la méthode quasi-linéaire proposée sont bien meilleurs, et équivalents a une minimisation direc
de 'erreur de reprojection par I'algorithme de Levenberg-Marquardt.

Concernant I'ajustement de faisceaux, notre méthode basée sur la représentation orthonormale des droi
3D et la méthode de Hartley basée sur une représentation par deux droites image donnent les mémes rés
tats. Cependant, notre représentation orthonormale est compléete par opposition a celle de Hartley qui a d
singularités importantes.
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Perspectives. Au cours de ce travail, nous avons noté qu’une autre représentation orthonormale des droites
3D pouvait étre définie, en partant de la matrice de Plutk&ette matrice est anti-symétrique et de rang 2 et

il est facile de montrer, par exemple a I'aide d'un logiciel de calcul symbolique tatild, que ses 2 valeurs
singuliéres non nulles sont égales. La décomposition en valeurs singulidressédeit donc :

Liaxa) ~ Ugaxay diag(1,1,0,0) Vi, 4.

Chaque matrice orthonormaléetV a 6 degrés de liberté, correspondant aux rotations sur les 6 axes élémen-
taires, voir la section 2.7.2 du chapitre 2. Il est facile de montrer que seules 4 rotations élémentaires sont
indépendantes, ce qui fournit un schéma de mise a jour minimale et locale de cette représentation orthonormale.
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FiG. 6.12 — Quelques vues de la reconstruction métrique obtenue par ajustement de faisceaux pour la séquence
des boites |. Les extrémités des segments sont données par la premiere image de la séquence.
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FiG. 6.13 — Les 6 images de la séquence des boites Il, avec les 40 correspondances de droites utilisées.
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FiG. 6.14 — Quelques vues de la reconstruction métrique obtenue par ajustement de faisceaux pour la séquence
des bhottes Il. Les extrémités des segments sont données par la premiere image de la séquence.



CHAPITRE

7

L ES MATRICES DE MOUVEMENT

POUR DROITES 3D

Ce chapitre est consacré a I'étude de l'appli-
cation d’'un mouvement a une droite en 3D. Nous
avons vu au chapitre 6 que la représentation des
droites 3D était un sujet délicat. Nous nous concen-
trons sur les coordonnées de Pliicker. Nos contri-
butions sont la formulation et I'étude de matrices de
taille (6 x6) permettant I'application d’'un mouvement
3D directement aux coordonnées de Pliicker. Nous
appelons ces matrices les matrices de mouvement

pour droites 3D. Elles dépendent directement des
matrices de mouvement usuelles (4 x 4). Nous ca-
ractérisons leurs propriétés algébriques et géome-
triques et proposons plusieurs algorithmes de ma-
nipulation, en particulier pour I'extraction d’un mou-
vement a partir d’'une matrice de mouvement pour
droites 3D.

Ce travail a été effectué en collaboration avec
Peter Sturm et a été publié dans [24, 20, 23].
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7.1 Introduction

La représentation usuelle du mouvement 3D est une métrice) définie a un facteur prés. Cette représen-
tation est utilisable pour représenter, entre autres, des mouvements de type homographique, affine, similitude et
rigide. L'action du mouvement sur un point 3D représenté en coordonnées homogenes est direGtan&oit
matrice de mouvement usuellé x 4) et Q les coordonnées homogenes d’un point 3D, alors les coordonnées
du point transféré sont données |&1). De méme, cette représentation agit directement sur les coordonnées
homogeénes représentant des plans. Bbies coordonnées homogénes d'un plan, les coordonnées du plan
transféré sont données par '11.

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme de I'application d’'un mouvement 3D a une droite 3D, c’est
a dire du transfert d’'une droite 3D d'une base de I'espace a une autre, d’'un point de vue algébrique. Les
applications directes d’'une telle étude sont variées, et comptent en particulier I'alignement de reconstructions
de droites et le calibrage en ligne des caméras. Ces applications sont étudiées au chapitre suivant.

Le transfert d’une droite d’'une base de I'espace a une autre, étant donnée la matrice de mouvement usuelle
reliant ces deux bases, peut prendre différentes formes, selon la représentation choisie pour la droite. On se
reportera a I'étude des représentations des droites 3D du chapitre 6, 86.2, pour une présentation plus compléte
des différentes représentations. Par exemple, lorsque la droite est représentée par deux points ou deux plans, le
transfert est effectué en transférant ces deux points ou ces deux plans. Lorsque la droite est représentée par une
matrice de Pllcker, voir la section 2.12 du chapitre 2, le transfert est effectué via I'équation (2.57). Ce transfert
est bilinéaire en les coefficients de la matrice de mouvement usuelle.

Nous nous concentrons sur une représentation des droites en coordonnées de Pliicker. Ces coordonnées sont
encapsulées dans un vecteur-6 soumis a une contrainte bilinéaire, la contrainte de Plicker. Elles sont présentées
en détails en §82.12, chapitre 2 et ont été utilisées pour la reconstruction de droites au chapitre précédent. Ces
coordonnées ont I'avantage de ne pas dépendre des points ou plans utilisés pour définir la droite. Les méthodes
actuelles ne permettent pas le transfert directe d’'une droite exprimée en coordonnées de Plicker. Il faut alors
passer par une représentation intermédiaire pour réaliser le transfert, par exemple retrouver deux points ou deux
plans sur la droite, les transférer puis former les coordonnées de Pliicker associées, ou former et transférer la
matrice de Plicker puis en extraire les coordonnées de Plicker.

Une exception au constat ci-dessus est le cas de I'application d’'un mouvement rigide a une droite ex-
primée en coordonnées de Plucker. Navab et Faugeras [152] montrent qu’une Iféatxid® permet de
réaliser directement le transfert, comme suit. Considérons une droite 82c les coordonnées de Plicker
L' ~(a" bl )et L' Tdans deux bases reliées par une transformation rigide représentée par une matrice
de rotationR et un vecteur de translatian Nous nous basons sur l'interprétation géométrique des coordonnées
de Plucker afin d’appliquer la transformation rigide directement a ces coordonnées. La partie inférieure, le vec-
teur b, représente la direction de la droite, en d’autres termes, son point a 'infini. Lors de I'application d’'un
mouvement rigide, il n’est donc pas affecté par la translation, mais uniquement par la rotation et se transforme
enb’ = Rb. La partie supérieure, le vecteayrreprésente la normale au plan formé jaat I'origine du repére.

Lors de I'application d’'un mouvement rigide, ce vecteur se transforme enRa + [t],Rb. En rassemblant
ces équations sous une forme matricielle, on obtient :

Nous renvoyons au travail de Navab et Faugeras [152] et au contenu de ce chapitre pour plus de détails sur
la formulation de cette relation. On peut aisément imaginer une généralisation de cette matrice au cas d’'une
similitude, c’est a dire en incluant un facteur d’échelle. Mais peut-on généraliser au dela, c'est a dire avec une

affinité ou une homographie ? Peut-on trouver une forme générale permettant de construire une telle matrice
(6 x 6) pour tout mouvement usuellement représenté par une métricet) ?
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Contributions. Nous proposons une représentation matricielle généralisée du mouvement permettant le trans
fert directe des droites en coordonnées de Plicker. Plus précisément, nous construis@isdes de mou-
vement pour droites 36 x 6), en fonction des matrices de mouvement usudlies 4). Nous formulons

ces matrices puis en caractérisons les propriétés algébriques et géométriques via une approche stratifiée : n
étudions un cas de mouvement générique puis spécialisons nos résultats aux cas du mouvement en espse
projectif, affine, métrique et Euclidien. La spécialisation au cas Euclidien fait apparaitre une matrice dont la
structure est celle donnée par Navab et Faugeras [152]. Notre travail peut étre regardé comme la généralisati
de cette structure a tout type de mouvement.

Etant donnée une matrigé x 6), cette derniére doit respecter certaimestraintes de consistanqeur
représenter un mouvement. Nous formulons des jeux de contraintes minimaux pour les différents types d
mouvement étudiés. Ces contraintes sont linéaires ou bilinéaires.

Nous étudions I'extraction de la matrice de mouvement usuelle a partir d'une matrice de mouvement pou
droites 3D et développons des algorithmes pour les différents types de mouvement étudiés. Nous envisagec
de méme les cas ou la matri@®e x 6) considérée n’est pas une matrice de mouvement pour droites 3D, c’est a
dire ne satisfait pas les contraintes de consistance. Finalement, nous illustrons la flexibilité de notre formulatio
en construisant une matrice de calibrage projectif vers métrique pour droites 3D.

La théorie développée dans ce chapitre est utilisée au chapitre 8, dans le cadre de I'alignement de recor
tructions de droites.

Organisation du chapitre. Nous formulons les matrices de mouvement pour droites 3D pour différents types
de mouvements, les contraintes de consistance et les propriétés algébriques associées en §7.2. Nous étud
une interprétation géométrique de ces matrices en 87.3 puis étudions I'extraction des parametres de mouy
ment en 8§7.4. Finalement, nous formulons la matrice de passage projectif-métrique pour droites 3D en 8§87.5 |
concluons en §7.6.

7.2 Les matrices de mouvement pour droites 3D

Nous formulons les matrices de mouvement pour droites 3D pour différents types de mouvement, en espax
projectif, affine, métrique et Euclidien. Pour ce faire, nous considérons tout d’abord une matrice de mouvemer
usuelle générigue et formonsnzatrice de mouvement générique pour droites APartir de cette formulation,
la spécialisation aux différents types de mouvement mentionnés ci-dessus est effectuée par substitution.

7.2.1 Cas générigue

Nous donnons la principale contribution de ce chapitre sous forme de la proposition suivante :

Proposition 1 Les coordonnées de Pliicker d’une droite 3D exprimées dans deux bases de I'espace différente
sont linéairement liées. La matri¢é x 6) G que nous appelonmatrice de mouvement pour droites 8Bcap-
sule la transformation et peut étre paramétrée*par

[
¢

(7.1)

—G[ga]a 9G — gigd

!La notationG* représente la matrice des cofacteurs de la mafri¢ees propriétés de I'opératetisont étudiées en §2.3.
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ou G est une matrice de mouvement usuéllex 4) paramétrée par :

()]

G ~ &L, (7.2)
g g

SiLT ~ (a” b" ) sontdes coordonnées de Pliicker, c’est & dire si la contrainte de Plafker 0 est
satisfaite, alorsGL sont les coordonnées de Pliicker de la droite transférée, c'est a diréKsatisfait la
contrainte de Plicker. Il n’y a pas de contrainte sur la matriee tout type de mouvement représenté par une
matrice de mouvement usue{le x 4) induit une matrice de mouvement pour droites @D« 6).

7.2.1.1 Formulation (démonstration de la proposition 1)

Considérons une matrice de mouvement générique ustipgameétrée par I'équation (7.2). Pour formuler
la matrice de mouvement générique pour droites 3D, considérons une correspondance de dsofieSoient
deux pointsM et N sur L, dont les coordonnées de Pliicker sont :

a M AN

b mN — nM

La droite I est alors définie par deux points de coordoniéEs- GM et N’ ~ GN et I'on peut écrire :

;

MY M’ GM + mg;
! TN/
m g M+ gm (7.3)
N’ N’ GN + ngp
n’ giN + gn

Formons les coordonnées de Pliick&r ~ ( al b’ ) de la droiteL/. Considérons la partie supérieure,

représentée par le vecteus3 A partir de la définition (2.54) = M’ A N’. Remplagond’ et N’ par leurs
expressions données par I'équation (7.3) :

a = M AN
= (GM) A (GN) + n(GM) A g +mgy A (GN) +mngy A gy .
—_——— ——

—ng1A(GM) 0

D’aprés I'’équation (2.2)(Sx) A (Sy) = S*(x A y), ouS* est la matrice des cofacteurs $lece qui conduit &
I'expression suivante, linéaire en les coordonnées de Pliicke( a bf ), identifiées ci-dessous d’aprés
leur définition (2.54) :

a = GMAN) + [g1]rG(mN — nM). (7.4)
a b



7.2. LES MATRICES DE MOUVEMENT POUR DROITESSD 159

Considérons de méme la partie inférietfe= m/N’ — n'M’ des coordonnées de PliicHér RemplacondI’
etN’ par leurs expressions données par I'équation (7.3) :

b = m'N —n/M
= (g2M +gm)(GN +ng1) — (g N + gn)(GM + mg))
= g;MCN + ng;Mgl + ngN + gmngi — g;NCM — mg;Ngl — gnCM — gnmg;j.

Notre but est de factoriser cette expression pour faire apparaitre les coordonnées delRI|Bckerce faire,
nous regroupons les termes comme suit :

b = (g-grl\_/I)GN — (g;N)Gl\_/I + nggl\_/Igl — mg;Ngl + gmGN — gnGM

Pour le premier terme, nous utilisons la propriété suivaiigéb)Cd — (a'd)Cb = —C[a].(b A d) qui peut
étre démontrée en développant les deux cbtés de I'équation. Nous obtenons alors :

(82 M)GN — (gJN)GM = —G[g]A\(MAN) = —Glgsa.
Nous réarrangeons le deuxiéme termeggmM — mN)g;, ce qui donne :
gy (nM -—mN)g1 = —(gib)gi = -—gi(gsb) = —gigib.
Le troisiéeme terme se reécrit trivialement en :
gmGN — gnGM = ¢G(mN —nM) = g¢Gb,
ce qui donne finalement la formule suivante pblinéaire en les coordonnées de Pliicker
b = —Glgslra+ (9G — gigy)b. (7.5)

En regroupant les équations (7.4) et (7.5) sous une forme matricielle, nous obtenons la matrice de mouveme
générique pour droites 3D, notéetelle qu’elle est définie par I'équation (7. 1.

7.2.1.2 Propriétés algébriques

Nous explicitons certaines propriétés algébriques de la matrice de mouvement pour droites 3D. Ces de
nieres découlent de la formulation donnée par I'équation (7.1).

Définition a un facteur prés. La matrice de mouvement usuelle est définie a un facteur multiplicatif non
nul pres. Il est donc logique que la matrice de mouvement pour droites 3D le soit aussi. Nous Vvérifions celz
en construisant la matrice de mouvement pour droites 3D associée a la matrice de mouvememGsielle

A € R*. Aprés un court calcul, nous obtenons la matp#@, ce qui montre que le changement d’échelle d’une
matrice de mouvement pour droites 3D ne change pas le mouvement représenté. De plus, la définition d'ur
matrice de mouvement pour droites 3D implique le transfert linéaire de coordonnées de Pliick&T:, ce

qui entrainel/ ~ (uG)L, Vi € R*.

Analyse du nombre de degrés de liberté. La matrice de mouvement pour droites 3D définie par I'équation
(7.1) dépend entierement de la matrice de mouvement usuelle. Elle a donc le méme nombre de paramétres et
degrés de liberté. Par exemple, la matrice d’homographie pour droites 3D a les 15 degrés de liberté induit p:
la matrice d’homographie usuelle.

Déterminant. Le déterminant de la matrice de mouvement pour droites 3D dépend directement de celui de
la matrice de mouvement usuelle :

det(G) = (det(G))®.

Cette propriété peut étre vérifiée a I'aide d’un logiciel de calcul symbolique ialLd.
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Transposée. Soit B une matrice de mouvement®@ta matrice de mouvement pour droites 3D associée. La
propriété suivante est satisfaite :

(G~BT) & (G~BT).

Elle se démontre aisement en remplacant dans I'équation (7.1) les valebiet BeLa notatiorBT peut donc
étre interprétée comme la transposée de la makrioa comme la matrice de mouvement pour droites 3D
associée a la matride’.

Inverse. Une propriété similaire au cas de la transposition est satisfaite dans le cas de l'inverse :

(G~B™) & (G~B™Y.

Cette proprieté peut étre vérifiée a I'aide d’un logiciel de calcul symbolique tefd. Similairement au cas
de la transposition, on peut donc interpréter la not&iohcomme l'inverse de la matrid® ou la matrice de
mouvement pour droites 3D associée a la matgice

7.2.2 Cas projectif

Nous avons considéré jusque-la une matrice de mouvement générique. Nous étudions maintenant la spé-
cialisation des résultats obtenus a différents types de mouvement, avec une approche stratifiée (nous étudions
successivement les cas des mouvements en espaces projectif, affine, métrique et Euclidien), et formulons des
résultats spécifiques a chaque type de mouvement.

Dans cette section, nous considérons un type de mouvement homographique, représenté par une matrice
de mouvement usuellel x 4) notéeH. Un tel type de mouvement se rencontre entre deux reconstructions
projectives, c’est a dire obtenues a partir de caméras dont les paramétres internes sont inconnus.

7.2.2.1 Formulation

Nous formulons la matrice d’homographie pour droites 3D nidté&e cas est le plus général car la matrice
d’homographieH étant une matrice générale, on retrouve pgola matrice de mouvement générique pour
droites 3D donnée par I'équation (7.1), c’est a dire si I'on partitiodreomme dans I'équation (7.2) :

H* [hy]AH

T
2

(7.6)

—H[ha]A hH — hihJ

7.2.2.2 Contraintes de consistance

Nous désirons déterminer le nombre de contraintes de consistance devant étre satisfaites par une matrice
(6 x 6) B pour étre une matrice d’homographie pour droites 3D valide, c’est & dire satisfaire la forme donnée
par I'équation (7.6). Un mouvement homographique 3D a 15 degrés de liberté car il est représenté par une
matrice(4 x 4) H définie a un facteur prés. La matrice d’homographie pour droites 3D a donc aussi 15 degrés
de liberté. Le nombre de contraintes recherché est docde — 15 — 1 = 20. Une contrainte est retirée car
la matrice d’homographie pour droites 3D est définie a un facteur prés. Ces contraintes sont non-linéaires en
les coefficients de la matride Plus précisément, elles sont bilinéaires. Il existe plusieurs contraintes, seules
20 d'entre elles sont indépendantes. Nous donnons ci-dessous un jeu de 20 contraintes indépendantes. Pour ce
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faire, nous utilisons le découpage suivant de la matiice 6) B en sous-matrice@ x 3) :
é11 é12
é?l é22

Notre formulation est basée sur I'hypothése que I'homographie est représentée par une matrice telle qu

det(H) # 0. Ceci implique que le rang de est au moins 3. C’est le cas le plus important en pratique. Nous

discutons ensuite les cas det(H) = 0.

Formulation. Lidée est de considérer le blogBg; comme indépendant et de l'utiliser pour définir des
contraintes sur les autres blogues. Notons qu'il est possible de formuler des contraintes similaires en partant
bloqueBs,. Nous formulons un premier groupe de 6 contraintes sur le bBgyen utilisant entre autres le

fait que[by]," = —[b1]x, comme suit, :

BB, = —B*BT[bj], = —det(B)[bi]n ~ [bi]n, (7.7)

qui est une matrice anti-symétrique. Cela signifie que ses 3 coefficients diagonaux sont nuls et que ses 3 coe
cients en position symétrique par rapport a la premiére diagonale ont des valeurs opposées.
Nous formulons de méme un deuxiéme groupe de 6 contraintes sur le Blgqu@nme suit :

é—lrlégl = —BT*B[bQ]/\ = —det(é)[bg]/\ ~ [bg]/\. (78)

Finalement, nous formulons le troisiéme et dernier groupe de 8 contraintes sur le Blo@meconsidérant
I'équation suivante :

B11B), + B12B);, = B*(bBT —byb]) + [bi]AB[ba],B".

Aprés développement et application de la formule (2.3) pour le dernier terme, nous obtenons :

B11BJ, + B12Bl, = det(B)bl — B*bab] + [bi]A[B*ba]a.
En utilisant la formule-xy" + [y][x]» = —(x"y)I pourx = B*b, ety = by, nous obtenons :
B11BJ, + B12BY, = det(B)bI— (bJBT'by)I = (det(B)b— (bJBT'by))L (7.9)

Cette équation fournit 9 contraintes, une de trop. Cependant on observe que ces dernieres résultent d’une éga
stricte, ou I'échelle de la matrid® est prise en compte, ce que nous voulons éviter. Nous réecrivons donc
I'équation (7.9) avec une égalité a un facteur prés :

B11B;-2—|—B12B-2rl ~ 1 (710)

A partir de cette équation, nous formulons les 8 contraintes recherchées : les 6 coefficients non diagonaux
B11BJ, +B12BJ; sont nuls, ce qui donne 6 contraintes, et ses 3 coefficients diagonaux sont égaux, ce qui donn
2 contraintes.

Indépendance. Nous avons formulé un jeu de 20 contraintes, qui est donc minimal. D’autres contraintes
pourraient avoir été formulées, par exemple en considérant I'anti-symétrie des pégglék et é;zélz.

La question qui se pose alors naturellement est celle de l'indépendance des contraintes (7.7), (7.8) et (7.1(
L'indépendance sera vérifiée si pour toute matfice« 6) B satisfaisant ces contraintes, il existe une unique
matrice d’homographie usuelle x 4) H telle queH ~ B. Nous suivons un schéma constructiviste et exhibons
une telle matriced.
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Considérons un partitionnement Hecomme dans I'équation (7.2). Nous fixons tout d’abitrd= By, et
donc d’aprés I'équation (2.1H) = B%,/1/| det(Byy)|. Il est trivial de vérifier quél;; = +B;; en recomposant

H. Les vecteurs; eth, sont ensuite définis comme suit. D'apreés les contraintes (7.7) et$h8){ , ainsi
queB],By; sont anti- -symétriques. Nous choisissohg, = —H'BJ, et[hy], = —H TBy;. Il est trivial de
Voir que cette démarche garamihtz = 4By etHy; = 4+By;. Le choix est unigue (au signe pres). Concernant
h;, c’est le noyau gauche du blogBe, ~ [h]AH. Or H est de rang plein par hypothése. Phur# 0, [hy],
est de rang 2 ce qui implique que le noyauBde est de dimension 1. Poi; = 0, on trouve[h;|, = 0.
Concernanhs, un raisonnement similaire montre 'unicité du choix.

Pour déterminer le scalaife nous nous basons sur le dernier groupe de contraintes. Telles qu’elles sont
décrites par I'équation (7.10), ces contraintes ne permettent pas de détetnmiaeraison en est la suivante.
Nous avons déja déterminé 15 paramétres et nos contraintes sont choisies pour ne pas fixer I'8ctelte de
contraintes (7.7) et (7.8) aboutissant a une matrice anti-symétrique, elles sont intrinséquement indépendantes
de cette échelle, alors que les contraintes (7.10) n’en sont indépendantes que grace a I'égalité a un facteur pres.
Nous utilisons donc I'équation (7.9) impliquant une égalité stricte. En remplacant les valeurs extraites ci-dessus
dans cette équation, nous obtenons :

Bll B-{Q + BlQE—er = <det(|:|)h — (h-QrHT*hl)) I,
d’ou h est extrait comme : o o .
81183—2 + BlgB-er + (h;HT hl)I
V3 det(H)
L'unicité est assurée car par hypothese, le dénominateur n’est jamais nul. Nous avons donc construit d’une

maniére unique une matri¢ételle queH = +B et doncH ~ B, ce qui prouve I'indépendance des contraintes
de consistance proposék.

h =

Discussion sur le rang de la matriceB. Les contraintes (7.7), (7.8) et (7.10) ont été formulées sous I'hypo-
thésedet(B) # 0. Sion léve cette hypothése, ces contraintes sont toujours valides, mais deviennent insuffisantes
pour caractériser la forme de la matrice d’homographie pour droites 3D. Examinons par exemple le cas de la
contrainte (7.7) :

BB, = —B*BT[bj|, = —det(B)[bi]n ~ [bi]x.

Lorsquedet(B) = 0, le produitB*BT est nul. La contrainte est donc toujours valide car la matrice nulle
est anti-symétrique. Par contre, cette contrainte est insuffisante pour I'extraction d’un unique kedtesrr
contraintes proposées sont donc nécessaires, mais non suffisantesdetgjue: 0.

Notons qu’une homographie définie par une matBcelle quedet(B) = 0 transforme le plan a l'infini
projectif (le plan d’équatiorf0 0 0 1)T) en un plan contenant I'origine. En effet, sqite noyau d& (Bq =
0), et soit Q le point 3D de coordonnée®” = ( q' 0). Le point @ se transforme en l'origine pd, car
BQ~ (000 1)

7.2.3 Cas affine

Nous considérons un mouvement de type affine, représenté par une matrice de mouvemerjtius4glle
notéeA et définie par :

A ~ ALt (7.11)

0 0 0 «a

aveca # 0. Un tel type de mouvement se rencontre entre deux reconstructions affines, c’est a dire ou le plan
a l'infini est identifié, mais ou la conique absolue appartenant a ce plan est inconnue. Notons qu'il existe une
formulation aveca = 1 encapsulant une contrainte de normalisation. L'utilisation de cette formulation sera
discuté par la suite.



7.2. LES MATRICES DE MOUVEMENT POUR DROITESSD 163

7.2.3.1 Formulation

Nous formulons la matrice d’affinité pour droites 3D noiéen remplacant dans I'équation (7.1) la matrice
de mouvement génériguepar la matrice d’affinitéA caractérisée par I'équation (7.11) et I'on obtient :

A ~ . (7.12)

7.2.3.2 Contraintes de consistance

Une affinité a 12 degrés de liberté. Une matriéex 6) B doit donc satisfaires x 6 — 12 — 1 = 23
contraintes pour étre une matrice d’affinité pour droites 3D valide. Nous proposons un jeu de contraintes mi
nimal. Comme dans le cas projectif, nous faisons I'hypothése que la matrice d’affinité usuelle sous-jacente e
telle qué det(A) oc det(A) # 0.

Un premier groupe de 9 contraintes est formulé trivialemerBgur

Bai = O@xa)- (7.13)
Un deuxiéme groupe de 8 contraintes se formule aussi directemén |1B,; :
Bi1Bl, = @A*AT = a(det(A))I. (7.14)

Pour des raisons expliquées dans le cas projectif pour le groupe de contraintes données par I'équation (7.1
nous écrivons I'égalité a un facteur prés pour gu’elle ne dépende pas de I'éclielle de

BB, ~ L (7.15)
Les 6 derniéres contraintes se formulent en utiliapet By, :
BB, = [JWAAT = det(A)[t]n ~ [t]a, (7.16)

qui est anti-symétriqie

Indépendance des contraintes. Nous suivons un raisonnement constructiviste similaire au cas projectif :
étant donnée une matri€esatisfaisant les contraintes (7.13), (7.15) et (7.16), le but est d’exhiber une matrice
d’affinité usuelleA telle queA ~ B.

Nous fixonsA* = By, C'est a direA = B*,/4/|det(B;)|, d’aprés I'équation (2.11), ce qui implique
A;; = +Bj;. La translationt ~est7déterminée comme suit. D’~aprés la contrainte (73@)%{1 est anti-
symétrique. Nous fixong|, = I§12A—1, ce_qui impliqueA, = £Bj,. Finalement, nous utilisons I'équation
(7.14) d’ou I'on extraita = By B}2\|/(de~t(A)\/~§). Cette construction de la matriéeest unique pour des rai-

sons similaires au cas projectif et garafti= +B, ce qui démontre I'indépendance des contraintes proposées.
|

2Nous avonslet(A) = adet(A) eta # 0, d'otdet(A)  det(A).
3Des contraintes équivalentes, c’est a dire dépendantes, se formulent & pRrtired82

Bi2Bl, = [t]AAAT = det(A)[t]n ~ [t]n. (7.17)

Il est trivial de voir que les contraintg§.15) et (7.16) impliquant(7.17) et que(7.15) et (7.17) impliquant(7.16). Les contraintes
(7.16) et (7.17) sont donc interchangeables.
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Discussion sur le rang de la matriceB. Les contraintes (7.13), (7.15) et (7.16) ont été formulées sous
I'nypothésedet(B) # 0. Comme dans le cas projectif, elles restent valide si I'on relache cette hypothése, mais
ne sont plus suffisantes pour caractériser la structure de la matrice d’affinité pour droites 3D.

Discussion sur la normalisationa = 1. Une formulation courante de la matrice d’affinité usuelle définie par
I'équation (7.11) est de fixer = 1. Dans ce cas, la matrideest définie & un facteur prés, mais les blodues

t ne prennent individuellement un sens que lorsque la normalisatios 1 est effectuée. L'extraction de ces
bloques a partir dB nécessite donc de fixer I'échelle de cette derniére afin qu'une normalisation équivalente &
Ayq = 1 soit effective. Or, cette normalisation se traduit sous une forme plus complexe sur la matrice d’affinité
pour droites 3D. Soif\ € R* le facteur de normalisation & appliqueBaOn déduit de la paramétrisation
(7.12) aveca = 1, AB;; = (ABg)*. En observant que d'aprés I'équation (2(45)* = A2S*, on obtient

)\éu = )\2é§2, dou :

H'?n” _
B3|l

Al

7.2.4 Cas métrique

Nous considérons un mouvement de type similitude, représenté par une matrice de mouvement usuelle
(4 x 4) notéeS et définie par :

S ~ SRt (7.18)

0 0 01

Un tel type de mouvement se rencontre entre deux reconstructions métriques, c’est a dire ou le calibrage des
cameéras est connu, mais ou I'échelle globale n'a pas été fixée. La mRtrieevecteurt et le scalaires re-
présentent respectivement la rotation, translation et le facteur d’échelle entre les deux reconstructions. Une
similitude a 7 degrés de liberté. La matrice de rotafor SO(3) est soumise aux 6 contraintes d’orthonor-
malité suivanteR"R = I(3x3) et doit avoir un déterminant positifdet(R) = 1.

Dans cette section, nous parlerons de I'échelle de la transformation dans le sens dussebttre le sens
du facteur d’échelle libre de la matri€ePour lever toute ambiguité, nous emploierons les expressions “échelle
géométrique” et “échelle algébrique” respectivement. La paramétrisation par I'’équation (7.18) encapsule le
facteur d’échelle algébrique par la normalisati§n = 1. Dans le cas affine, nous avions choisi de paramétrer
explicitement le coefficiently, = a, voir équation (7.11). La raison, discutée dans la section précédente en
est que la contrainte de normalisatidp, = 1 se traduit sous une forme non directe sur la matrice d’affinité
pour droites 3D. Dans le cas métrique au contraire, la contrainte de normaliSatien1 apparait sous une
forme simple dans la matrice de similarité pour droites 3D. Plus précisément, elle apparait sous la forme de la
normalisation du déterminant de la matrice de rotation.

7.2.4.1 Formulation

Nous formulons la matrice de similitude pour droites 3D nGté&n remplacant dans I'équation (7.1) la
matrice de mouvement génériqepar la matrice de similitud& caractérisée par I'’équation (7.18) et I'on
obtient :

S ~ . (7.19)
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On voit resortir la matrice de rotation pour le blogug. C’est cette structure combinée a la contraitigR) =
1 qui permet de retrouver I'échelle algébrique et par suite I'échelle géométrique

7.2.4.2 Contraintes de consistance

La matrice de similitude pour droites 3D a les 7 degrés de liberté d’'une similitude. Une niétsicg) B
doit donc satisfairé x 6 — 7 — 1 = 28 contraintes pour étre une matrice de similitude pour droites 3D valide.

Formulation. Le premier groupe de 9 contraintes est similaire au cas affine précédent :
Bai = O@xs) (7.20)

L'orthonormalité de la matrice de rotation, bloqlégez = R donne 6 contraintes, 5 sont des contraintes de
consistance et une correspond a la normalisaigr= 1 de I'équation (7.18). On obtient donc :

BBl ~ Ifua). (7.21)
Un troisiéme groupe de 8 contraintes se formuleBsyret By,
BiiBl ~ Izxs)- (7.22)
Les 6 derniéres contraintes sont obtenues &atretB;s :
Bi2Bl, ~ [t]ARRT = [t]s (7.23)

Un raisonnement similaire au cas affine montre que des contraintes dépendantes peuvent étre dérivées du pro
B12B7;.

Indépendance. Suivons I'approche constructiviste employée dans les cas précédents et exhibons une matric
de similarité usuell& telle queS = B. Pour simplifier le raisonnement, nous commencons par fixer 'échelle
algébrique de la matride en divisant padet(ézz). D’aprés la contrainte (7.218,, est alors une matrice de
rotation et nous fixon& = Bos. D’apres la contrainte (7.23%11 est la méme matrice de rotation a I'échelle

prés. Nous fixons = %. D’apres la contrainte (7.2:3&}12@2 est anti-symétrique. Il est trivial de voir que
22

le choix [t], = Bio BJQ impliqueS = B. Des arguments similaires aux cas précédents assurent I'uilicité.

7.2.5 Cas Euclidien

Nous considérons un mouvement rigide représenté par une matrice de mouvement éisuéljleotéeD
et définie par :

D ~ ROt (7.24)

0 0 01

Un tel type de mouvement se rencontre entre deux reconstructions Euclidiennes, c’est a dire obtenues avec ¢
caméras calibrées, et dont I'échelle globale est identique.

La normalisationD,, = 1 ne pose pas de probléme car elle est équivalente a la condiioR) = 1 qui
se retrouve également dans la matrice de mouvement rigide pour droites 3D.
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7.2.5.1 Formulation

Nous formulons la matrice de mouvement rigide pour droites 3D Md&e remplacant dans I'équation
(7.1) la matrice de mouvement génériguigpar la matrice de mouvement rigidecaractérisée par I'équation
(7.24). Notons qu'il est aussi possible de simplement remplacer I'échelle géométrique du cas de la similitude
par la valeurs = 1 dans I'’équation (7.19), ce qui donne la matri6ex 6), précédemment proposée par Navab
et Faugeras [152] :

D ~ . (7.25)

7.2.5.2 Contraintes de consistance

La matrice de mouvement rigide pour droite® @ 6 degyrés de liberté, 3 pour la rotation et 3 pour la
translation. Une matricés x 6) B doit donc satisfairé x 6 — 6 — 1 = 29 contraintes pour étre une matrice
de mouvement rigide pour droites 3D valide. Ces contraintes sont trés similaires a celles du cas précédent de
la similitude. On retrouve les contraintes (7.20) (9 contraintes), (7.21) (5 contraintes) et (7.23) (6 contraintes).
Les 9 derniéres contraintes sont données par I'égalité des blBguesB.,. Prouver 'indépendance de ces
contraintes en suivant un raisonnement constructiviste est til#ial.

7.3 Une interprétation géométrique

Nous donnons une interprétation géométriqgue de combinaisons des b{8qugscomposant les matrices
de mouvement pour droites 3D. Pour ce faire, nous commencons par dresser un scénario de reconstruction
avec deux jeux d'images de la méme scéne. Ce scénario est illustré sur la figure 7.1. Une reconstruction de
droites et de caméras est obtenue a partir de chaque jeu d’images. Chaque reconstruction est exprimée dans une
base de I'espace qui lui est propre. Nous parlerons de la premiére et de la deuxiéme base de reconstruction.
Plus précisément, chaque reconstruction est exprimée telle qu’'une caméra de référence ait la forme canonique
suivante :
P ~ P ~ (1 0),

ou P et P’ sont les matrices de projection des caméras de référence de chacun des jeux. Nous parlerons de la
premiére et de la deuxieme caméra de référence respectivement. La transformation entre ces deux reconstruc-
tions est représentée par une matrice de mouvement générique Wstallk que siQ sont les coordonnées
d’un point dans la premiéere base, alG® sont ses coordonnées dans la deuxieme base.

La notationP” désigne la deuxieme caméra de référence exprimée dans la premiére base. D’apres la défi-
nition deG, nous avons :

P” ~ PG.

7.3.1 Cas projectif

Nous développons une interprétation des bloques de la matrice d’homographie pour drHites 3&m-
placant la matrice de mouvement génériqu@ar une matrice d’homographie dans le scénario décrit ci-
dessus.

7.3.1.1 Scénario

Nous décrivons les particularités du scénario dans le cas projectif, illustré sur la figure 7.2. Une homogra-
phie ne conserve en général pas le plan a 'infini. Chaque reconstruction projective définit son propre plan a
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scéne rigide

premier jeu de caméras

deuxiéme reconstruction de droites

L7

deuxiéme jeu de caméras

FiG. 7.1 — Le scénario considéré pour l'interprétation géométrique de combinaisons de bloques des matrices
mouvement pour droites 3D. Deux jeux d’images donnant lieu a deux reconstructions indépendantes de droits

et de caméras sont considérées.
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linfini, de coordonnéedl,, ~ IT, ~ (0 0 0 1)". Ces plans sont notéd . et IT"_ respectivement dans
les deux reconstructions. lIs ne correspondent pas en général aux “vrais” plans a l'infini. lls ne sont pas mis en
correspondance pat. Nous notondT”, les coordonnées du plail’, exprimées dans la premiére base :

m’. ~ H'II,.

Nous définissons les droitds,, € IT., et L. € II', comme deux droites reliées plr ce qui équivaut a
définir Lo = Moo NI, ={Q~( QT ¢)' | QThy = ¢ =0}.En effet, tout poiniQ € L, est surll .,
doncq = 0, et se transforme sous I'action Heen un point & l'infini, d’'oth] Q + hg = h] Q = 0.

premier jeu de caméras deuxiéme jeu de caméras
N
(BN
| AY
Lo
] 1
\\ I
\\ I
N
7!
A s |
I 7 1
I 7 1
I I
I I
I I
I I
I I
\ 1
I
I
premiére caméra de référence deuxiéme caméra de référence

FIG. 7.2 — Le scénario considéré pour l'interprétation géométrigue de combinaisons de blogues de la matrice
d’homographie pour droites 3P.~ ( I 0) est la matrice de projection de la premiére caméra de référence et

P’ ~ ( I 0)deladeuxieme caméra de référence, chacune exprimée dans la base de reconstruction qui lui est
propre.P” ~ P’H est la matrice de projection de la deuxiéme caméra de référence, exprimée dans la premiére
base.

7.3.1.2 Interprétation de la matrice d’homographie usuelle

Nous commencons par donner une interprétation géometrique des composants de la matrice de mouvement
usuelleH. Il est facile de vérifier qué H h;) ~ P”. En effet :

h) h
Notons qu'’il en découle alors que la matrice fondamentale entre les deux vues de référence est donnée par :

F ~ [p"]AP” ~ [hy]aH. (7.27)
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Le bloque(3 x 3) H est 'nomographie de plan induite entre les vues de référence par ldRlaikn effet,
considérons un poinf < II... Les coordonnées de ce point s’écrinﬁ ~ (q 0), ouq est le point
correspondant dans la premiére vue de référence. Nous avon& Ha@pe- Hq.

Le vecteur-3h; donne les coordonnées du second épipdle entre les deux vues de référence. En effet, d’apre
I'équation (7.27)F"h; ~ HT[hy],h; = 0.

T . . . L
Levecteur-4 h] k) donne les coordonné&E, du planT’  de la deuxiéme reconstruction, exprimées

dans la premiére base. En effet, nous avilis~ GTIT,, ~ ( gl g) .

7.3.1.3 Interprétation de la matrice d’homographie pour droites 3D

Nous considérons différents bloques de la matrice d’homographie pour droitee8Bonnons une inter-
prétation géométrique de ces bloques, dans le cadre géomeétrique défini ci-dessus. Rappelons la définition e
partitionnement dél :

le bloque(3 x 3) Hq1 est 'homographie de plan pour droites induite par le plan &
linfini entre les vues de référencen effet, lorsquelet(H) # 0, Hi; ~ H* ~ HT,

et nous avons observé qﬁlq‘lT ~ H était I'homographie de plan correspondante
pour les points ;

le bloque(3 x 3) f|12 est la matrice fondamentale entre les vues de référariest a
direHy2 ~ [h1]AH ~ F. Nous avons montré cette égalité, voir I'équation (7.27) ;

le bloque(3 x 6) (Hy; Hyz) est la matrice de projection perspective pour droites

en coordonnées de Pliicker, pour la caméra de référence de la deuxiéme recons-
truction exprimée dans la premiére base, c’est a dife En effet,(I:ln |:|12) =

(H* [hy]aH) ~ (P~ [p"]AP") d’aprés I'équation (7.26). Ce résultat correspond a

la définition (6.3) de la matrice de projection perspedti/@our droites en coordon-

nées de Pllcker;
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le bloque(3 x 3) H,; est une homographie de plan dégénérée de point & droite entre

. les vues de référenc€ette homographie peut étre interprétée comme suitl Soie
droite dans la premiére vue de référence. L'intersectiohatele la droite d’équation

h, est un point d’équationy ~ [hy],l. La projection deq sur le plan & linfini

est surL,,. Elle est donnée pa®!, ~ ( q' 0). Le point correspondant dans

la deuxi€éme reconstruction est slif, ses coordonnées sont données (Q’%g ~

(7 0)avecq ~ H[hy],L Projetonsq’ sur la deuxiéme vue de référence : on

obtientq’ ~ H[hg]/\l ~ Ho11. DoncHy; est en un certain sens réciproque a la matrice

fondamentale qui affecte des droites aux points. La matrice fondamentale donne des

contraintes d’appariement pour les points, raisne donne aucune contrainte pour

des droites générales;

le bloque(3 x 3) H., est une homographie de plan pour points induite entre les vues
de référence padl’_, le plan a l'infini de la deuxiéme reconstructioNous avons
montré queH était une homographie de planigtle deuxiéme épipdle correspondant

a la paire de vues de référence. En utilisant la formulation (2.51) de la famille des
homographies de plafys = hH — h;h] est une homographie de plan induite par le
plan( hJ h)T ~ II7_, qui sont les coordonnées du plan a l'infini de la deuxieme
reconstruction exprimées dans la premiére base;

le bloque(3 x 6) (Ha; Ha) transfére une droite 3D avec les coordonnées de Pli-
- cker L de la premiére base vers la deuxieme et projette son intersectionIdyec

dans la deuxiéme vue de référensleus pouvons voir ceci comme suit. Nous avons
Q.." ~ (" 0)avecq ~ (Hy Hx)L, les coordonnées du point & I'infini de
HL, d’aprés l'interprétation géométrique des coordonnées de Pliicker, voir la section
2.12 du chapitre 2, et qui se projette ¢rans la deuxieme vue de référence.

7.3.2 Cas affine

L'interprétation des bloques de la matrice d’affinité pour droites 3D est beaucoup plus facile et nous en
donnons donc une description plus succinte. Le bldgye- A donne 'homographie a I'infini entre les vues
de référence pour les points&qtl ~ A* pour les droites. Le bloquieu ~ [t]AA donne la matrice fondamentale
entre les vues de référence comme dans le cas projectif.

7.3.3 Cas métrique et Euclidien

L'interprétation des bloques des matrices de similitude (7.19) et de mouvement rigide (7.25) pour droites
3D est triviale. Les bloques;, Dys etS,, donnent la matrice de rotation (qui est I'homographie & I'infini pour
des coordonnées calibrées pour le cas Euclidien). Le bigu#onne cette matrice de rotation multipliée par
le carré du changement d’échelle. Les bloqﬁ@setém donnent la matrice essentielle entre les deux vues de
référence.
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7.4 Extraction du mouvement a partir d'une matrice de mouvement pour
droites 3D

Etant donnée une matrice de mouvement pour droites 3D, il est possible d’en extraire les paramétres ¢
mouvement correspondant, c’est a dire la matrice de mouvement ustietlel) correspondante. Nous dé-
veloppons des algorithmes pour réaliser cette extraction dans les cas projectif, affine, métrique et Euclidiel
Nous considérons le cas ou la matriéex 6) est exactement une matrice de mouvement pour droite 3D, c’est
a dire que les contraintes de consistance développées en 8§7.2 sont satisfaites, et le cas ou ces contrainte:
consistance ne sont pas satisfaites. Dans ce cas, la structure de la matrice est bruitée et une solution approc
du mouvement est calculée. Une possibilité est de minimiser un critére aux moindres carrés basé sur la distan
induite par la norme de Frobenius entre la mat(ite 6) donnée et la matrice de mouvement pour droites 3D
correspondant aux parametres estimeés :

mGin||G - BJ% (7.28)

L'optimisation doit étre effectuée sur une paramétrisation adaptée du mouvement considéré. DU aux structurt
des matrices de mouvement pour droites 3D, c’est un probléme d’optimisation non-linéaire que nous résolvor
en utilisant un algorithme de type Levenberg-Marquardt. Dans les sections suivantes, nous développons d
algorithmes pour le calcul d’une solution initiale. Ces algorithmes sont fortement liés aux preuves d’indépen
dance des contraintes de consistance de la section 7.2.

7.4.1 Cas projectif

Nous donnons dans le tableau 7.1 un algorithme permettant d’extraire une matrice d’homographie a part
d’'une matrice d’homographie pour droites 3D, c’est a dire satisfaisant les contraintes de consistance (7.7), (7.
et (7.10). Les notations et ¥ sont employées de maniére consistante, c’est adtdire- — F x.

1. H==41/|det(Hy)|H;
2. [hy], = +HoH™! (détermination déy));

3. [hy]x = TH'Hy; (détermination déx) ;
4. hI(3x3) = £(Hao + hih])H™! (détermination dé).

TAB. 7.1 — Algorithme d’extraction d’'une matrice d’homographie
H & partir d’'une matrice d’homographie pour droiteskF8D

Preuve :pour prouver la validité de cet algorithme, nous reformons une matrice d’homographie pour droites
3D H’ a partir de la matrice d’homographie usuelle extraite, et vérifions que chacun de ses bloques correspor



172 Chapitre 7. ES MATRICES DE MOUVEMENT POUR DROITESSD

au bloque original dél :

= \/\det ) HH
|det(H11)|
— +1 -
= =+ ‘det(Hu)‘ = H11
det(Hq \det(Hu)\
= +Hp
/12 = [hl]/\H
= +Hp(H HH
= +Hyy
H/21 = —H[h2]/\ B
= —:FH(:EH_l)Hgl
= +Hy

Hy, = hH—hih]
= £(Ha + (£hy)(£hy))(H ")H — hih]
= +Hy. M

Notons que l'algorithme du tableau (7.1) n’extrait I'hnomograghigu’au signe prés. Ce n’est pas un probleme
en pratique, I'échelle, et donc le signeldane sont pas significatifs. Ceci est lié au fait que, comme montré en
§7.2.1.2, la matrice de mouvement pour droites 3D correspondeitesst 2H : le signe du facteuk est donc
perdu.

En présence de bruit, c’est a dire lorsque les contraintes de consistance ne sont pas satisfaites, I'extraction est
conduite au sens des moindres carrés comme indiqué précédemment. Nous proposons la solution d'initialisation
suivante : au lieu de considérer la minimisation directe (7.28), nous minimisons une erreur aux moindres carrés
a chaque étape de l'algorithme du tableau 7.1. D’autres solutions sont possibles. L'étape 1 est conservée telle
quelle. Les étapes 2 et 3 requierent I'ajustement d’une matrice anti-symétiqued) [w), a une matrice
généraléV. La solution suivante minimise la norme de Frobernjjpg), — W/|| :

1
WT = §(W32 — ng W13 — W31 W21 — Wm). (7.29)

L'étape 4 nécessite d’'ajuster une matrideproportionnelle a I'identité a une matrice générédex 3) A. La
solution suivante minimise la norme de Frobenju$ — A|| :

= YA (7.30)

7.4.2 Cas affine

Nous donnons un algorithme d’extraction dans le tableau 7.2 pour le cas ou la nj@tric®) considé-
rée satisfait exactement les contraintes de consistance (7.13), (7.15) et (7.16). Pour prouver la validité de cet
algorithme, nous renvoyons au cas projectif car ses 3 étapes en sont directement inspirées. Lorsque la matrice
(6 x 6) donnée n’est pas exactement une matrice d’affinité pour droites 3D, nous proposons de modifier les
étapes de I'algorithme du tableau 7.2 comme suit. L'étape 1 ne change pas. L'étape 2 peut étre conduite comme
dans le cas projectif, en utilisant I'équation (7.29), ainsi que I'étape 3, en utilisant I'équation (7.30).
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1. A =+ ’det(Au)’AiT;
2. [t]n = £A,A~! (détermination de);
3. al(3y3) = £A»A~! (détermination de).

TAB. 7.2 — Algorithme d’extraction d’'une matrice d’affinifea
partir d’'une matrice d’affinité pour droites 3D

7.4.3 Cas métrique

Nous donnons un algorithme dans le tableau 7.3 pour le cas ou la m@tricé) considérée satisfait
exactement les contraintes de consistance. Prouvons la validité de cet algorithme. L'étape 1 de normalisatic

1. normalises tel quedet(Syy) = 1;

2. 8= \3/ det(gn) ;

3.R= gzg )
4. [t], = S12RT (détermination de).

TAB. 7.3 — Algorithme d’extraction d’une matrice de similitude
S & partir d’'une matrice de similitude pour droites 8D

permet d’'assurer ql&zg = R représente bien une matrice de rotation et donc que I'extraction de I'éghelle
soit possible a partir d&; = sR. L'étape 2 extrait I'échelle :

¢/det(S11) = {/det(sR) = {/s3det(R) = s,

grace a la normalisation effectuée par I'étapedt(R) = 1). Les étapes 3 et 4 sont triviales.

Notons que, contrairement aux cas projectif et affine, il est possible de retrouver le signe de I'échelle. Cec
est d0 au fait que la contraintet(R) = 1 encapsule ce signe, contrairement a la contrainte de normalisation
discutée dans le cas affine.

Pour le cas bruité, c’est a dire lorsque la matriéex 6) ne satisfait pas exactement les contraintes de
consistance, nous proposons la solution suivante. Les €tapes 1 et 2 ne changent pas. L'étape 3 peut étre effec
en prenant en compte les deux versions de la rotation disponibles. On calcule aio%“/szﬂ. Cette
matrice doit étre corrigée pour représenter une rotation, c’est a dire satisfaire les contraintes d’orthonormalite
Pour ce faire, nous calculons sa décomposition en valeurs singltiered VT et affectons & la valeur
det(U) det(V)UVT (le facteurdet(U) det(V) sert & assurer un déterminant positR}a Ceci garantit qu® est
la matrice orthonormale la plus proche Rl@u sens de la norme de Frobenius. L'étape 4 peut &tre conduite
comme dans les cas projectif et affine, par la formule (7.29).

7.4.4 Cas Euclidien

Nous donnons un algorithme dans le tableau 7.4 pour le cas ou la n{étsicg) considérée satisfait exac-
tement les contraintes de consistance. La preuve de cet algorithme est trés proche du cas métrique (algorith
du tableau 7.3). De méme, nous donnons une solution d’extraction tres proche pour le cas bruité, consistan
utiliser la moyenne des deux versions de la matrice de rotafion :D“%, puis a corriger le résultat pour
qu'il satisfasse les contraintes d’orthonormalité = UV' otlR = UZVT est une décomposition en valeurs
singuliéres. L'étape 3 est de méme modifiée en se basant sur la formule (7.29).
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1. normaliseD tel quedet(Dy;) = 1;
2. R= DH ;
3. [t]/\ = DlQRT.

TAB. 7.4 — Algorithme d’extraction d’une matrice de mouvement
rigide D a partir d’'une matrice de mouvement rigide pour droites
3D D.

7.5 La matrice de passage projectif-métrique pour droites 3D

La formulation des matrices de mouvement pour droites 3D par I'équation (7.1) est basée sur une matrice
de mouvement usuelle générique. Cette formulation est trés flexible car elle peut étre spécialisée par simple
substitution. Nous illustrons ceci en construisant une matrice de passage projectif-métrique pour droites 3D. Elle
est basée sur une matrice de passage projectif-métrique usyétlernie par les algorithmes de calibrage en
ligne, et permettant de convertir une reconstruction projective en reconstruction métrique. Plusieurs structures
peuvent étre utilisées pour la matrice de passage projectif-métrique usuelle. Si la reconstruction projective

est exprimée dans le repére d’'une caméra dont la matrice de calibrageegtie le vecteur-4 ng 1)
représente les coordonnées du plan a l'infini dans la reconstruction projective] ghoend la forme, voir par
exemple [60, 87.4.2] :

Hy ~ . (7.31)
I

En remplacant dans I'’équation (7.1) la matrice de mouvement générique pour droifepadDa matrice de
passage projectif-métriqué, définie par I'équation (7.31), on obtient la matrice de passage projectif-métrique
pour droites 3D suivante :

KT 0(3x3)
H, ~ . (7.32)
KU, TK

7.6 Conclusions

Nous avons présenté les matrices de mouvement pour droités 3[3), permettant d’appliquer un mou-
vement a une droite 3D exprimée en coordonnées de Pliicker de maniére linéaire. Ces matrices s’expriment
directement en fonction des matrices de mouvement usuyéltest). Nous en donnons une formulation géné-
rique permettant de construire la matrice de mouvement pour droites 3D associée a une matrice de mouvement
usuelle quelconque par simple substitution.

Nous employons une approche stratifiée et formulons successivement les matrices d’homographie, d'af-
finité, de similarité et de mouvement rigide pour droites 3D. Nous en étudions les propriétés algébriques et
géométriques. Nous en caractérisons la structure en fournissant un jeu de contraintes minimales, satisfaites par
toute matrice de mouvement pour droites 3D et telles que toute méiric®) satisfaisant ces contraintes soit
une matrice de mouvement pour droites 3D.

Nous développons des algorithmes d’extraction du mouvement & partir des matrices de mouvement pour
droites 3D. Finalement, nous illustrons la flexibilité de notre formulation en construisant une matrice de cali-
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brage pour droites 3D permettant de transférer une reconstruction projective de droites en une reconstructi
métrique, dans un contexte de calibrage en ligne.

Une des applications de cette théorie est le calcul du mouvement 3D entre deux reconstructions 3D d
droites, et I'alignement de ces reconstructions. Ce probléme est examiné au chapitre suivant.






CHAPITRE

8

ALIGNEMENT DE

RECONSTRUCTIONS DE DROITES

Considérons deux reconstructions indépen-
dantes d’'une scene rigide. Chacune est exprimée
dans sa propre base de I'espace. Ces deux bases
sont liées par une transformation géométrique. Lali-
gnement des reconstructions consiste a les expri-
mer dans une base commune, en estimant cette
transformation géométrique. Ce chapitre aborde le
probléme de lalignement de reconstructions de
droites a partir de correspondances de droites 3D.

Les difficultés principales sont dues au fait qu’il
n'existe ni représentation algébrique naturelle, ni
mesure de distance Euclidienne universelle pour
droites 3D. La plupart des travaux existants consi-
derent des correspondances de points ou de seg-
ments, ou n'abordent que I'estimation d’'une trans-
formation rigide.

Nous adoptons une approche stratifiée, et exa-
minons successivement I'alignement de reconstruc-
tions projectives, affines, métriques et Euclidiennes
de droites. Le chapitre commence par une étude des
cas minimaux, c'est a dire du nombre de droites né-
cessaire pour définir un mouvement unique. Nous
formulons l'estimation au maximum de vraisem-

blance, basée sur la minimisation de I'erreur de re-
projection. Les méthodes linéaires et quasi-linéaires
proposées sont de deux types. Les méthodes ba-
sées sur une matrice de mouvement usuelle (4 x
4) traitent des données minimales et redondantes,
mais minimisent une fonction de codt dont la forme
est “duale” par rapport a celle de I'erreur de repro-
jection. Les méthodes basées sur une matrice de
mouvement pour droites 3D (6 x 6) ne sont pas mini-
males. Elles minimisent une fonction de codt proche
de l'erreur de reprojection, mais nécessitent une
étape finale d’extraction du mouvement. Nous pro-
posons ensuite des méthodes non-linéaires, mini-
misant différentes erreurs de transfert. Finalement,
nous validons et comparons nos méthodes sur des
données simulées et réelles.

Ces travaux ont été effectués en collaboration
avec Peter Sturm, pour les méthodes basées sur
une matrice de mouvement pour droites 3D et les
méthodes non-linéaires, et ont été publiés dans
[24, 20, 23], puis avec Richard Hartley et Fredrik
Kahl, pour les méthodes basées sur une matrice
de mouvement usuelle et le maximum de vraisem-
blance, et ont été publiés dans [19].
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8.1 Introduction

Considérons deux reconstructions de la méme scene rigide. Ces deux reconstructions, consistant d'un jeu de
cameéras et de primitives (points, droites, etc.), sont chacune exprimées dans leur propre repére de I'espace 3D.
De tels repéres sont, par exemple, centrés sur une caméra de référence de chaque reconstruction. L'alignement
de reconstructions est équivalent@lcul de la transformation 3D reliant ces deux repémdsus supposons
gue des correspondances de primitives sont connues. L'alignement de reconstructions est un probleme impor-
tant car il a de nombreuses applications, notamment la reconstruction a partir de longues séquences d'images
et le calibrage en ligne de caméras. Plus précisément, c’est une des briques de base de toute une classe de mé-
thodes de reconstruction multi-vues, voir en particulier les travaux de Fitzgibbon et Zisserman [66] et de Nistér
[155]. Ces méthodes sont basées sur la fusion de reconstructions obtenues a partir de sous-séquences, ce qui
permet une répartition de I'erreur sur toute la séquence. Chaque étape de fusion nécessite I'alignement de deux
reconstructions.

La plupart des méthodes d’alignement sont basées sur des correspondances de points. De nombreux auteurs
se concentrent sur |'estimation d’'un mouvement rigide ou d’une similitude entre deux reconstructions obtenues
avec des caméras calibrées, voir par exemple les travaux de Horn [101, 102] et de Arun et al. [5]. Csurka et al
[47] et Zisserman et al. [237] étudient I'estimation d’'une homographie entre deux reconstructions projectives de
points. lls proposent des méthodes linéaires et non-linéaires basées sur des contraintes 3D ou exprimées dans
les images. L'utilisation de correspondances de plans est aussi possibles, car les équations linéaires qu’elles
induisent sur le mouvement sont duales a celles données par les correspondances de points.

La droite est une primitive omniprésente en environnements humains, et dont la localisation dans les images
est plus précise que celle des points. Nous renvoyons au chapitre 6 pour les avantages de l'utilisation de droites
par rapport aux points. La manipulation de droites 3D est moins naturelle que celle des points et rend moins
directe la tache d’alignement. Ceci est di a leur représentation algébrique, et au fait qu'il n’existe pas de mesure
de distance Euclidienne entre droites, en 3D comme en 2D. Avant de pousser plus avant, précisons les termes
droite et segment. Le terntoite désigne une entité infinie, par opposition au tesegmentqui désigne une
entité bornée, composée par exemple d’une droite et de deux points sur cette droite.

La plupart des travaux existants abordent I'alignement de reconstructions métriques ou Euclidiennes. En
outre, le cas des droites n’est que trés rarement considéré. Par exemple, Zhang et Faugeras [235] proposent des
méthodes a partir de correspondances de segments 3D. Faugeras et Herbert [59] considérent des correspon-
dances de droites 3D et proposent une méthode itérative dont la convergence n’est pas garantie. Kamgar-Parsi
et al. [109] proposent des méthodes basées sur des correspondances 3D segment-segment, segment-droite et
droite-droite. Ces méthodes ont un intérét limité, car elles sont restreintes a I'estimation d’'un mouvement ri-
gide. Or, lorsqu’une reconstruction métrique est calculée, I'échelle globale reste indéterminée, tant que la me-
sure d'une distance réelle n’est pas connue. En pratique, on s'intéresse plutbt a I'estimation d’une similitude
permettant de compenser le changement d’échelle, entre deux reconstructions métriques.

La localisation des segments et des droites dans les images est effectuée par ajustement a un ensemble
de points. La direction d’'un segment, c’est a dire en 2D, la droite sous-jacente, est déterminée de maniere
beaucoup plus fiable que ses extrémités, dont la localisation est trés sensible aux conditions d’observation. Cet
argument est une de nos motivations pour I'étude de I'alignement de reconstructions de droites. Ce chapitre a
de forts liens avec les deux chapitres précédents. Les techniques développées au chapitre 6 sont utilisées pour
la reconstruction de droites et de caméras a partir de correspondances, et I'étude algébrigue et les algorithmes
d’extraction proposés au chapitre 7, concernant les matrices de mouvement pour droites 3D, permettent la
conception d’'une partie de nos méthodes d’alignement.

Nous supposons que les droites 3D utilisées sont en position générale (il n’y pas de paire de droites co-
planaire et de quintuplet formant un complexe linéaire (“Linear Line Complex” en Anglais), voir par exemple
[189]), et en particulier, que les correspondances ne forment pas une configuration singuliére pour I'estimation
du mouvement 3D.

Contributions. Ce chapitre donne un ensemble trés complet de méthodes d’alignement de reconstruction
de droites, des méthodes minimales, pouvant étre utilisées dans la boucle interne d’'un estimateur robuste par
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échantillonnage aléatoire tRANSAC [64], en passant par des méthodes linéaires et non-linéaires minimisant
diverses fonctions de co(t, et I'estimateur au maximum de vraisemblance.

Nos solutions sont basées sur diverses fonctions de colt et modélisations algébriques du probléme. No
adoptons une approche stratifiée, et étudions successivement les cas de reconstructions projectives, affir
métriques et Euclidiennes. Nous commencons le chapitre par la détermination du nombre de correspondanc
de droites 3D nécessaire pour définir un mouvement unique dans ces différents espaces. C'est I'étude d
cas minimauxNous déterminons aussi des cas minimaux basés sur des combinaisons de correspondanc
de droites et de points. Nous formulons le maximum de vraisemblance, dont la fonction de codt servira dt
modéle pour les estimateurs sous-optimaux présentés par la suite. Pour chaque espace cité ci-dessus, r
donnons des méthodes d’estimation “auto-initialisantes” (linéaires ou quasi-linéaires) et des méthodes nol
linéaires, nécessitant une initialisation externe. Nous utilisons différentes modélisations du probleme, basé
sur une matrice de mouvement usuelle ou une matrice de mouvement pour droites 3D, et des fonctions de cc
exprimées en 3D ou basées image. Nous comparons nos méthodes sur des données réelles ou simulées.

Organisation du chapitre. La section 8.2 étudie les cas minimaux. Nos notations, le scénario considéré et
un résumé des différentes méthodes proposées sont donnés en 8§8.3. Nous formulons I'estimation au ma
mum de vraisemblance en §8.4. Nos méthodes d’estimation linéaires et quasi-linéaires sont établies en 8¢
avant I'examen des méthodes non-linéaires en 88.6. Nous donnons des résultats d’expériences en 88.7 puis
conclusions et perspectives en 88.8.

8.2 Cas minimaux

Nous étudions les cas minimaux, c’est a dire le nombre de correspondances de droites minimal donnal
assez de contraintes pour définir la transformation 3D recherchée. Chaque correspondance de droites donn
contraintes sur le mouvement. Le nombre minimal de correspondances pour chaque transformation 3D dé
nie dans le tableau 2.1 — homographie, affinité, similitude et mouvement rigide — est donc donné en divisar
le nombre de degrés de liberté de la transformation 3D par 4. Par exemple, en espace affine, il faut 3 corre
pondances de droites pour contraindre les 12 degrés de liberté de I'affinité. Cependant, en espace projectif
correspondances ne suffisent pas a contraindre les 15 degrés de liberté de 'homographie. Une corresponda
supplémentaire est nécessaire. Ce résultat découle de I'existence d'une famille d'isotropies de dimension 1,
fectant tout groupe de 4 droites a lui-méme, voir [46, 48, 81]. Cette famille d'isotropies n’existe pas en espace
affine, métrique et Euclidien. Le tableau 8.1 résume les cas minimaux. Le nombre de contraintes correspon
strictement au nombre d’inconnues seulement dans le cas affine. Dans les autres cas, il est supérieur. Le tabls
8.1 donne des combinaisons de correspondances de droites et de points permettant d’obtenir exactemen
nombre de contraintes nécessaires.

espace | mouvement [ #ddl | # droites| minimale| # droites / # points
Euclidien | transformation rigide 6 2 non -
métrique similitude 7 2 non 1/1

affine affinité 12 3 ouli -

projectif homographie 15 5 non 3/1

TAB. 8.1 — Cas minimaux pour I'estimation d’'un mouvement 3D a partir de correspondances de droites 3D.
La colonne “# ddI” indique le nombre de degrés de liberté de la transformation, “# droites” indique le nombre
de correspondances de droites minimum nécessaire pour I'estimation. La colonne “minimale” indique si le:
contraintes fournies par ces correspondances sont strictement minimales, c’est a dire si elles correspondent
nombre d’inconnues. Finalement, la colonne “# droites / # points” indique le nombre de correspondances d
droites et de points minimal pour permettre I'estimation.

Finalement, nous faisons les deux remarques suivantes :
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> en espace Euclidien, il n'existe pas de cas minimal, ni avec des correspondances de droites, ni avec
des correspondances de points (2 correspondances de points ne permettent pas de déterminer la rotation
autour de I'axe défini par chaque paire de points dans chaque base ; une troisieme correspondance est
donc requise) ;

> en espace métrique, le cas minimal avec 1 correspondance de point et de 1 correspondance de droite
admet 4 solutions. En effet, toute configuration d’'un pd@hét d’'une droiteL admet pour isotropie une
rotation d’angler et dont I'axe est défini par le poi@ et le point deL le plus proche de).

8.3 Notations, scénario et désignation des méthodes proposées

Nous donnons nos notations conjointement a une description du scénario considéré. Nous étudions ensuite
la formulation algébrique de I'estimation au maximum de vraisemblance, dont la fonction de codt sert de
référence pour les méthodes sous-optimales proposées par la suite. Finalement, nous indiquons la notation
utilisée pour désigner les différentes méthodes.

8.3.1 Notations et scénario

Nous considérons un scénario basé sur deux jeux de caméras indépendants. Les matrices de projection de
ces caméras sont notées ..., P,, pour le premier jeu e®/, ..., P/, pour le deuxiéme. La notation avec’un
désigne le deuxieme jeu d’images ou la deuxiéme reconstruction. Des droites sont localisées dans les images.
La jémedroite dans I'image est représentée par deux points nateet y,;. Notons que 'on peut, sans perte
de généralité, représenter toute droite image définie comme le meilleur ajustement a un ensemble de points,
par deux points et deux poids, voir le chapitre 3, 83.3.2. Les équations de ces droites son{,ndtéss
droites sont reconstruites a partir des images, indépendamment pour chaque jeu de caméras. Chacune des deux
reconstructions, notées , ..., L, et L|,..., L, est exprimée dans un repere qui lui est propre. On suppose
sans perte de généralité que le nombre de droites de chaque reconstruction, egité&entique, car seules les
droites communes aux deux reconstructions sont utilisées pour I'alignement. Les coordonnées de Pliicker des
droites sont notéek,, ..., L,, etL},... L/ . Ces notations sont illustrées sur la figure 8.1.

8.3.2 Désignation et résumé des méthodes proposées

Le tableau 8.2 résume les différentes méthodes proposées. Les noms des méthodes sont construits comme
suit. La nature de la transformation estimée est donnéanrsgpour une affinité osIM pour une similitude ou
transformation rigide Si ces deux termes sont absents, alors la méthode est congue pour estimer une homogra-
phie.LIN indique les méthodes linéairesi, IN les méthodes quasi-linéairesnatiN les méthodes non-linéaires,
basées sur l'algorithme de Levenberg-Marquardt. Le préfixevid indique une méthode basée sur une ma-
trice de mouvement pour droites 3D. Si ce préfixe est absent, et que la méthode est linéaire ou quasi-linéaire,
alors la méthode est basée sur une formulation avec une matrice de mouvement(disudljeLes méthodes
non-linéaires sont valables pour tous les espaces, c'est a dire tous les types de mouvement. La mention 2D ou
3D indique une erreur basée image ou exprimée en 3D. Le maximum de vraisemblance RsEn@eé uti-
lise le caractére * pour dénoter un ensemble de méthodes, par exepnpl& 3* désigne toutes les méthodes
basées sur une matrice de mouvement pour droites 3D.

8.4 Maximum de vraisemblance

8.4.1 Formulation algébrique

Nous donnons la fonction de co(t correspondant au maximum de vraisemblance, désigné& fgde
“Maximum Likelihood Estimator” en Anglais). La forme de cette fonction de co(t sert de référence pour les

!Les méthodes sont proposées pour I'estimation d’une similitude et peuvent étre spécialisées de maniére triviale & I'estimation d’une
transformation rigide.
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scéne rigide

deuxiéme reconstruction de droites

—_—

A/j , .

2

P! deuxiéme jeu de caméras

premier jeu de camérasP, *

FiG. 8.1 — Le scénario considéré pour l'alignement de reconstructions de droites. Deux jeux de caméra
indépendantsPy,...,P, et P},... P/, induisent deux reconstructions de la scéne, notges.., L,, et
! , L. Ces deux reconstructions sont liées par une transformatica iBBonnue.
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méthode \ résolution \ type d’erreur résiduelle | sym.| # corresp.

estimationlinéaire ou quasi-linéaired’'unehomographie§8.5.1

LIN_3D linéaire 3D, algébrique, point-plan | non 5
LIN_2D linéaire image, algébrique, point-droit¢ non 5
QLIN_2D guasi-linéaire image, Euclidienne, point-droite non 5
3DLMM _LIN_3D linéaire+extraction 3D, algébrique, droite-droite| non 7
3bLMM_LIN_2D_1 linéaire+extraction image, algébrique, droite-droite non 7
3DLMM _LIN_2D 2 linéaire+extraction image, algébrique, droite-poirlt non 7
3DLMM_QLIN_2D guasi-linéaire+extraction image, Euclidienne, droite-point non 7
estimationlinéaire ou quasi-linéaired’une affinité, §88.5.2

AFF_LIN_3D linéaire 3D, algébrique, point-plan | non 3
AFF_LIN_2D linéaire image, algébrique, point-droite non 3
AFF_QLIN_2D quasi-linéaire image, Euclidienne, point-droite non 3
3DLMM _AFF_LIN_3D linéaire+extraction 3D, algébrique, droite-droite| non 4
estimationlinéaire d’une similitudeou d’'unmouvement rigide§8.5.3

3DLMM _SIM_LIN_3D | linéaire | 3D, algébrique, droite-droite | non | 2

estimationnon-linéaire pourtout type de mouvemerg§s.4 et 8.6

NLIN_1 non-linéaire image, Euclidienne, droite-point non -
NLIN_2 non-linéaire image, Euclidienne, droite-point oui -
MLE non-linéaire image, Euclidienne, droite-point oui -

TAB. 8.2 — Résumé des méthodes proposées. La colonne “résolution” indique le type de résolution mis en ceuvre
(“extraction” signifie que la matrice de mouvement usuelle est extraite d’'une m@iricé) en général proche

d’'une matrice de mouvement pour droites 3D), et la colonne “type d’erreur” résume les caractéristiques de la
fonction de colt associée a la méthode (notons qu’une erreur “point-droite” est différente de “droite-point” :
“point-droite” signifie une erreur mesurée entre des points prédits et des droites observées, et “droite-point”
entre des droites prédites et des points mesurés). La colonne “sym.” indique si la méthode confere un réle
symétrique aux deux jeux d'images, et la colonne “# corresp.” donne le nombre de correspondances de droites
minimum pour la méthode. Notons que seules les méthodes spécifiques a chaque espace sont mentionnées.
Cela signifie que les méthodes proposées pour un certain espace peuvent étre utilisées dans les espaces moins
“généraux”, par exemple les méthodes d’estimation d’'une homographie peuvent étre utilisées dans les autres
espaces, en extrayant de 'homographie estimée le mouvement du type désiré.
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autres méthodes : lorsque I'on congoit une méthode sous-optimale linéaire ou non-linéaire, on porte un jugeme
a priori positif si la méthode induit une fonction de colt dont la forme est proche de celle du maximum de
vraisemblance.

Pour définir algébriqguement le maximum de vraisemblance, c’est a dire la fonction de codt, et sur quels
parametres doit étre conduite I'optimisation, rappelons tout d’abord la formulation du maximum de vraisem-
blance pour la reconstruction de droites et de caméras. Ce probleme, étudié en 86.4, chapitre 6, est formt
par la minimisation de I'erreur de reprojection, sur les parameétres de la structure (c’est a dire des droites re
construites)S = { Ly, ..., L,, } et des caméras reconstruité$ = {P;,...,P,}. Les droites image observées
sont définies comme le meilleur ajustement a un ensemble de points. C’est sur la position de ces points qt
le bruit se manifeste, et c’est donc la somme des distances entre ces points et la droite reprojetée qui doit &
minimisée. Cette somme de distances se réduit a la somme de distances entre la droite reprojetée et deux po
particuliers, déterminés en fonction de tous les autres points, voir 83.3.2, chapitre 3. Erﬂiptﬁardroites
reprojetées (c'est a dire predites par le modela) etty,; les points image, I'erreur de reprojection est donnée
par :

m

LS, M) = Y L(LjM)
j=1

m n

- ZZ (dlzDH(Xij’iij) + d%’H(Yijaiij)) , (8.1)

j=1i=1

Dans le cas de I'estimation d’'un mouvement, c’est I'erreur de reprojection dans les deux ensembles d’'image
qui doit étre minimisée. On doit conduire I'optimisation sur le mouvement recherché et un ensemble de couple
de droites 3D, exactement en correspondance par le mouvement. Si les positions des caméras ne sont |
parfaitement connues, elles peuvent étre de méme incluses dans la procédure d’optimisation. La fonction ¢
co(t est donnée par :

R(S, S MM = LS, M)+ LS, M), (8.2)

ou S etS’ sont les paramétres de la structure des deux reconstructigriseef les paramétres de chacun des
deux jeux de caméras. Cette fonction de colt dépend du mouvement 3D recherché car les droites reconstrui
doivent étre parfaitement en correspondance. En pratique, on conduira la minimisation sur les parar§étres de
et les parametres du mouvement 3D. La strucirgans la deuxieme base est alors donnée en appliquant le
mouvement &. Si I'on noteG les paramétres du mouvementJ&tS) son application & la structuig, alors,

la structure au maximum de vraisemblance est donnée par :

{8.9} = argminR(S,G(), M, M').

8.4.2 Optimisation non-linéaire

Le probléeme du maximum de vraisemblance est résolu en pratique par une optimisation non-linéaire basé
sur I'algorithme de Levenberg-Marquardt, décrit en §3.6.2, chapitre 3, initialisée avec la solution fournie par ur
algorithme linéaire ou quasi-linéaire. La représentation orthonormale des droites 3D, décrite en §6.4.2, chapit
6, est utilisée pour paramétrer la structteLe mouvement 3D est paramétré par une matrice de mouvement
usuelle(4 x 4) (la matrice de mouvement pour droites 3D correspondante est utilisée pour transférer les droite:
(voir ci-dessous) ; cependant, il est plus pratique de paramétrer la matrice de mouvement usuelle puis de form
la matrice de mouvement pour droites 3D, que d’estimer directement les coefficients de cette derniere). Cet
paramétrisation est spécialisée au type de mouvement estimé, par exemple dans le cas d’'un mouvement rigi
on utilise un vecteur-3 pour la translation et une matriceSd&3) pour la rotation 3D, dont la mise a jour
locale est effectuée avec 3 parameétres (les 3 angles d’Euler), comme décrit en 82.7.3, chapitre 2. La structu
S’ est déterminée par I'application du mouvement 3D a la structuEm pratique, on forme les coordonnées de
Plucker des droites de la structu$eauxquelles on applique la matrice de mouvement pour droites 3D induite
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par la matrice de mouvement usuelle estimée, voir le chapitre 7, ce qui permet d'obtenir les coordonnées
de Plicker des droites présentes dans la strufuilees caméras sont paramétrées comme décrit en 83.5.5,
chapitre 3, c’est a dire que le repére de chaque reconstruction est centré sur la premiere caméra de chaque jeu.
Les droites images prédites sont calculées en formant la matrice de projéktiofi) pour coordonnées de

Plucker, voir 86.3.3, chapitre 6.

8.5 Meéthodes linéaires et quasi-linéaires

Nous proposons différentes méthodes d’estimation “auto-initialisantes”, c’est a dire ne nécessitant pas d'ini-
tialisation externe. Ces méthodes sont linéaires ou quasi-linéaires. Cette section est organisée d’'une maniere
stratifiée : nous examinons tout d’abord le cas projectif, puis affine, en enfin les cas métrique et Euclidien. Deux
catégories de méthodes apparaissent dans le cas projectif. Les méthodes basées sur I'estimation de la matrice
d’homographie(4 x 4) usuelle et celles basées sur I'estimation de la matrice d’homographie6) pour
droites 3D. On retrouve ces deux catégories de méthodes dans le cas affine. Pour les cas métrique et Euclidien,
on propose des méthodes spécifiques prenant en compte les contraintes non-linéaires d’orthonormalité sur les
matrices de rotation, et des méthodes basées sur I'estimation d’une affinité puis I'extraction de la transformation
recherchée.

Contrairement au maximum de vraisemblance, ces méthodes n’estiment que le mouvement. Elles mini-
misent une erreur de transfert, exprimée entre des primitives transférées de la premiére vers la deuxiéme re-
construction.

La difference fondamentale entre les méthodes basées sur une matrice de mouvementdusuéllet
celles basées sur une matrice de mouvement pour droitéé 3D) réside dans la forme de la fonction de codt
minimisée. Cette différence est similaire a celle observée au chapitre 6, pour la reconstruction de droites, entre
l'algorithme de Hartley [92] et les algorithmes proposés : on montre en 86.3.1, chapitre 6, que I'algorithme
de Hartley minimise une fonction de colt de forme “duale” a celle de I'erreur de reprojection. Ici, dans le
cas d’'une fonction de colt exprimée dans les images, les méthodes basées sur une matrice de mouvement
usuelle minimisent une erreur “duale” a I'erreur de reprojection, exprimée a partir de distances entre des points
prédits et des droites observées. Ces méthodes peuvent utiliser des données minimales ou redondantes et le
résultat est obtenu directement. Elle peuvent facilement étre combinées avec des correspondances de points
ou de plans. Les méthodes basées sur une matrice de mouvement pour droites 3D minimisent une erreur de
transfert exprimée avec des distances entre des droites prédites et des points observeés, dont la forme est proche
de celle de I'erreur de reprojection. La fonction de colt est donc de forme proche de celle du maximum de
vraisemblance. Cependant, le mouvement, en espace projectif, n’est obtenu qu'aprés une phase d’extraction,
introduisant un biais par rapport a la fonction de colt minirdi#eespaces affine, métrique et Euclidien, le
calcul peut aussi étre découpé en deux phases d’estimation. Ces méthodes ne sont pas minimales, et elles sont

difficilement combinables avec d’autres types de correspondances.

8.5.1 Cas projectif

Comme introduit ci-dessus, nous proposons deux catégories de méthodes. La premiére est “directe” dans
le sens ou les coefficients de la matrice d’homographie usuelle sont estimés directement. Elle est basée sur
une représentation différente des droites dans les deux bases. La deuxiéme catégorie de méthodes est basée sur
I'estimation des coefficients d’'une matrice d’homographie pour droites 3D, d’ou est ensuite extraite la matrice
d’homographie usuelle recherchée. DG au bruit dans les données, la njétricg) estimée ne satisfait pas
exactement les contraintes de consistance formulées au chapitre 7, §7.2.2.2. L'étape d’extraction introduit donc
un biais dans I'estimation, voir la méthode donnée en 87.4, chapitre 7.

2La phase d’extraction consiste & extraire une matrice d’homographie usuelle d’une iftairi6¢ estimée de maniére linéaire, et
en général proche d’'une matrice d’homographie pour droites 3D.
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8.5.1.1 Méthodes basées sur la matrice d’homographie usuelle

Nous proposons trois méthodes. La méthoolke 3D est basée sur des contraintes exprimées en 3D et la
méthodeLIN _2D sur des contraintes basées image. Ces deux premiéres méthodes induisent des fonctions
colt basées sur des distances algébriques. La troisieme méthode prapasé2D, est la quasi-linéarisation
de la méthodeiN_2D, et minimise une erreur exprimée a l'aide d’'une distance Euclidienne.

L'idée clef de ces méthodes est de considérer une représentation différente pour chaque reconstruction
droites. Les droites de la premiére reconstruction sont représentées a I'aide de points, et celles de la deuxiél
par une représentation duale, des plans dans le cas des contraintes 3D, et une droite dans le cas des contral
basées image. Cette idée exploite le fait que la matrice d’homographie usuelle permet un transfert linéaire d
coordonnées homogénes des points.

Ces méthodes peuvent étre facilement combinées avec des correspondances de points, dans le cas de
nées redondantes, ou pour des méthodes minimales, comme indiqué dans le tableau 8.1.

Contraintes 3D - méthodeLIN _3D. Suivons l'idée évoquée ci-dessus et illustrée pour le cas 3D sur la figure
8.2. Considérons une correspondance de drdifes» L’;, et notonsH la matrice d’homographie usuelle

—

FiG. 8.2 — Le principe de la formulation de contraintes 3D linéaires sur les coefficients de la matrice de mouve:
ment usuelles : les droites de la premiére reconstruction sont représentées par des points et celle de la deuxien
reconstruction par des plans. L'erreur est mesurée entre les points transférés de la premiére vers la deuxiél
base et les plans de la deuxiéme base.

inconnue reliant les deux reconstructions. Not@})s un ensemble de points sur la drofig Les coordonnées
homogeénes des points correspondants (inconqy,§)jans la deuxieme base peuvent étre écrites comme une
fonction linéaire de la matricel : Q;, ~ HQj . Les droitesL; et L; étant correspondantes, on en déduit
gu’en l'absence de bruitQ}k € L}. Nous désirons exprimer ces contraintes par des équations linéaires en
les coefficients de la matridé. Notons IT’; un ensemble de plans contendijt Chacun des point€)’; est
contenu sur chacun des plalﬁl, ce qui s’exprime algébriquement par :

I HQ;; = 0. (8.3)

Cette équation est linéaire en la matritdJn minimum de deux points ou plans est nécessaire pour représenter
une droite 3D. Si nous écrivons la contrainte (8.3) pbue 1,2 et! = 1,2, nous obtenons 4 équations,
correspondant aux 4 contraintes fournies par une correspondance de droites sur le mouvement. En pratiq
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nous utilisons plus de points et de plans afin de repartir I'erreur le long de la droite : plus les points sont bien
répartis dans I'espace et plus les plans sont uniformément distribués autour de la droite, plus I'estimation est
stable. Un choix possible pour les points est la reconstruction des extrémités des droites détectées dans les
images, et pour les plans, les plans de vue de la droite, formés par la droite et les centres de projection des
caméras.

Chaque équation peut étre intégrée a un systéeme homogéne pour un vecteur-16 Inabéfini comme
la vectorisation par ligne de la matriteé En supposant que > 2 points ets > 2 plans sont utilisés, nous
obtenons un ensemble a@e > 4 équations, dont seules 4 sont indépendantes. Pooorrespondances de
droites, le systéme est donc de tafllers x 16)° et s'écrit sous forme matricielle comme :

Aimrsxi6)Raex1) = Ogmrsx1) avec A~ H}z,1QJTk H;’l,QQ}—k H;'l,:«:QJTk H;'l,4QJTk )

(8.4)
ou HjTl = (1 Hj 0 I3 IIj4). En pratique, dG au bruit dans les mesures, le rang de la matése 16.
La solution pouth sous la contraintgh|? = 1 est alors donnée par le vecteur singulier associé a la plus petite
valeur singuliére de la matriok, voir le chapitre 2, 82.6.1. La méthode proposée minimise la fonction de co(t
suivante :

.
AB[2 = o (T Q) -
= -+ di_PH(Hija ) + -,

oud, pp estladistance algébrique point-plan définie par I'équation (2.19), dont la valeur dépend de I'échelle
libre des coordonnées homogé@ﬁ etl‘[}l. La minimisation d’'une erreur exprimée sur des quantités 3D n'a
pas de sens physique en espace projectif.

Contraintes basées image - méthodeN _2D. Nous suivons un raisonnement inspiré du cas 3D et illustré

sur la figure 8.3. Nous utilisons un ensemble de po@s € L;. Le but est d’exprimer les contraint@;k €

Lg» avecQ},g ~ HQ; i, par des équations linéaires en la matiitela différence avec le cas 3D precédent

est que nous désirons exprimer ces contraintes basées sur des entités mesurées dans les images. Considérons
le deuxieme jeu de caméras. La projection perspective préserve les relations d’incidence : les projections des
points Q}k se trouvent donc sur les images ﬂ’ﬁ NotonsP’, les matrices de projection du deuxiéme jeu

de caméras dlg,j les images correspondantes de la drdgteLes points transférés puis reprojetés s’écrivent

djr;p, ~ PyHQ;y.. La contraintey; ;, € I;,; S'exprime algébriquement par :

ll;chg/Hij = 0. (8.5)

Cette équation est linéaire en la matriteLe nombre minimum d’images pour reconstruire une droite 3D est
deux. Si nous écrivons la contrainte (8.3) péue 1,2 et/ = 1,2, nous obtenons 4 équations, correspondant
aux 4 contraintes fournies par une correspondance de droites sur le mouvement. En pratique, comme dans le
cas 3D, nous utilisons plus de points et d'images afin de repartir I'erreur le long de la droite. Pour les droites
image, un choix naturel est d'utiliser toutes les images disponibles, permettant de repartir I'erreur minimisée
sur toutes ces dernieres.

Chaque équation peut étre intégrée a un systéme homogéne pour le vecteur-16 lncoéfini comme
dans le cas 3D par la vectorisation par ligne de la matficEn supposons que> 2 points et/ > 2 droites
images sont utilisés, nous obtenons un ensembte/de 4 équations, dont seules 4 sont indépendantes. Pour
m correspondances de droites, le systéme est donc de (taillé x 16)* et s'écrit sous forme matricielle

3Le nombre d’équationsurs suppose que le méme nombre de points et de plans est utilisé pour chaque correspondance de droites.
Cette hypothése n’est utilisée qu'a des fins d’allégement des notations et n’est pas du tout essentielle au raisonnement proposé.

4Comme dans le cas 3D, le nombre d’équations:’ suppose que le méme nombre de points et de droites images est utilisé pour
représenter chaque correspondance de droites. Cette hypothése n’est utilisée qu’a des fins d’allégement des notations et n’est pas du
tout essentielle au raisonnement propose.
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FiG. 8.3 — Le principe de la formulation de contraintes basées image linéaires sur les coefficients d’'une matric
de mouvement usuellg : les droites de la premiére reconstruction sont représentées par des points et celle de |
deuxieme reconstruction par des droites images. L'erreur est mesurée entre les points transférés de la premi
vers la deuxiéme base et reprojetés dans le deuxieme jeu d’'images et les droites observées dans le deuxie

jeu d'images.
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comme :
A(mrn’><16)h(16><1) = O(mrn’xl)a
avec :
A~ | Vph Q) Uipho)Q), Vel 2)Q), Vb Q| (8.6)

ou les vecteurs-@g,yc désignent les colonnes de la matrige En pratique, d0 au bruit dans les mesures, le
rang de la matricé est 16. Nous minimisons I'erreljiAh|P sous la contraintéh|[> = 1. La solution pour

h est alors donnée par le vecteur singulier associé a la plus petite valeur singuliere de la mateceur
minimisée se développe comme suit :

[AB[Z = (1 PHQ)” -
= Ay (PUHQ )+ (8.7)

Chaque terme de cette erreur est une distance algébrique entre une droite image observée et un point prédit par
transfert puis reprojection. La valeur de cette distance dépend de I'échelle libre des coordonnées homogenes
ij et Pg,.

On observe trés clairement la forme “duale” de la fonction de codt, par rapport au maximum de vraisem-
blance, équation (8.2), basée sur 'erreur de reprojection, équation (8.1). L'erreur est en effet exprimée entre
des points reprojetés et des droites observées et non entre des droites reprojetées et les points mesurés. La
minimisation d'une telle fonction de co(t peut donner de bons résultats, malgrés cette différence de forme.

Contraintes basées image - méthode quasi-linéai@.IN_2D. Les deux méthodes précédentes sont basées

sur la minimisation de distances algébriques. Les fonctions de codt correspondantes n’ont donc pas de sens phy-
sigue. La quasi-linéarisation est une technique permettant de compenser le biais entre une distance algébrique
et la distance Euclidienne correspondante, si cette derniére existe, voir 82.6.2, chapitre 2. La mgth®be

basée sur une distance 3D, ne peut pas étre quasi-linéarisée. En effet, il n'existe pas de distance Euclidienne
en espace projectif. Par contre, la méthade 2D peut étre quasi-linéarisée, afin que la distance Euclidienne
entre les points prédits et les droite observées soit minimisée, au lieu d’une distance algébrique.

Les coordonnées homogérlé;,f.des droites observées peuvent étre normalisées telles que le biais entre les
distances algébrique et Euclidienne ne dépende plus que du facteur d’échelle des points prédits. Les facteurs
de biais permettent de compenser itérativement ce biais. Par analogie avec I'équation (8.7), la fonction d’erreur
minimisée par cet algorithme est :

ot g (PUHQu L) + oo

oudpy estla distance Euclidienne entre un point et une droite, définie par I'équation (2.14). Notons que cette
méthode hérite de la forme de la fonction de colt “duale” de la méthode linéaire.

8.5.1.2 Méthodes basées sur la matrice d’homographie pour droites 3D

La matrice d’homographie pour droites 3D est une matiice6) permettant d’appliquer une homographie
directement aux coordonnées de Plicker de droites 3D. Nous proposons quatre méthodes basées sur la matrice
d’homographie pour droites 3D. La premiére méthode est basée sur des contraintes 3D et les trois autres sur
des contraintes basées image.

Nous rappelons la forme de la matrice d’homographie pour droites 3D, Hot8el'on partitionne la
matrice d’homographie usuelle comme :

Hixay ~ ; (8.8)

=
o
>
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alors :

H* [hy]AH
H(Gxﬁ) ~ . (8.9)

—H[ha]A hH — hyh]

Nous renvoyons au chapitre précédent pour I'étude de la structure de cette matrice. L'idée clef des méthod
basées sur la matrice d’homographie pour droites 3D est de représenter les droites en coordonnées de Pliicke
d'interpréter ces coordonnées comme des points de I'espace préje@dmme mentionné en §2.12, chapitre
2, ces points sont sur la quadrique de Klein. La matrice d’homographie pour droites 3D est interprétée comm
une homographie dB® et peut étre estimée de maniére linéaire avec 7 correspondances de droites 3D. Les
méthodes basées sur la matrice d’homographie pour droites 3D ne sont donc pas minimales. Bien sdr, I'estim
tion linéaire est effectuée en négligeant les contraintes de consistance, données par les équations (7.7), (7.8
(7.10), c’est a dire la forme spécifique de la matrice d’homographie pour droites 3D. Nos méthodes sont don
découpées en deux phasesstimationet extraction Lors de la phase d’estimation, une matri€ex 6) B,
représentant une homographielfeest estimée de maniére linéaire. Lors de la phase d’extraction, une matrice
d’homographie usuellkl est extraite d&. Un algorithme d’extraction est proposé au chapitre 7, 87.4.1.

La phase d’extraction introduit un biais dans I'estimation. Cependant, nous montrons ci-dessous que |
forme de la fonction de colt minimisée par la méthodedm LIN_2D_2 (voir ci-dessous), lors de la phase
d’estimation, est plus justifiée que celle considérée par les méthodes décrites précédemment, basées su
matrice d’homographie usuelle, voir 88.5.1.1. Nous décrivons ci-dessous les phases d’estimation des différent
méthodes.

Contraintes 3D - méthode ®LMM _LIN_3D. Soit L; < Lg» une correspondance de droitesletet L}
leurs coordonnées de Pliicker. Nous proposons une contrainte 3D illustrée sur la figure B.4a Switrice

/
\

FIG. 8.4 — Le principe de la formulation de contraintes 3D linéaires sur les coefficients d’'une matrice de mou-
vement pour droites 3@ : les droites sont représentées par des coordonnées de Pliicker. L'erreur est mesuré
entre les droited.; de la premiere base transférees vers la deuxieme bé&:;eeasr’res droites de la deuxieme
baseL’.
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d’homographie pour droites 3D reliant les deux reconstructions. Cette matrice permet de transférer les droites
exprimées en coordonnées de Plucker. Sdient HL; les coordonnées des droites transférées, nous avons la
relation :

L'égalité & un facteur prés de cette équation induit des contraintes linéaires sur les coefficients de ld.matrice
Chaque correspondance induit 5 contraintes indépendantes. Ces contraintes sont liées a la mesure de distance
algébriqued vy, entre vecteurs de coordonnées homogenes, voir la section 2.5.2 du chapitre 2. Cette distance
est donnée par I'équation (2.15). Elle provient du fait gues {1...6},Vt € {1...6}:
L Ly, - L, L. = 0, (8.10)
T ~ S ~ S ~ S S , .

avec.L’j = (Ljq L L3,3 ’L;.A Lig L) et LT = (L, L, ng L;.Z4 L L;.76)..D'es 15 équations
possibles, seules 5 sont indépendantes, mais on ne peut pas en sélectionner 5 a priori (voir 82.5.2, chapitre 2).

Pour formuler le systeme linéaire induit sur les coefficientélden remplace dans I'equation (8.10),
lexpressionl) . = (HL;). = hlL; = Lh,, ol h, est lac®™ligne de la matrice. Les contraintes se
reécrivent :

L, Lih— L Lh, = 0.

1,670

Notonsh = vectH) la vectorisation par ligne dé. Sim correspondances sont utilisées, pout {1...6},
te{l...6}etc>t, unsystéme de taillel5m x 36) est construit, donné sous forme matricielle par :

A(15mx36)fl(3ex1) = O@smx1) avec AT = (AI Ajn)’

ou :

J, 17
! Jr / T
L%gL%_ _Lj’le ;T T
Lj,4Ljr —L;,L; .
/ /
ﬁ;ji% _Lj’le L/ LT
T g1l
B 3277 ——
L¥’4Lir ~Lialy -
Ajisxas) = Lj,5Ljr —L;oL;
L (L] —L LT
Js J L/ LT L/ LT Js J
jatg —Lisly
! / T
Lisly —LjsLy;
Lj 6L —L L]
RS
L L] -L JLT

J J
/ T 7/ %’
Liely  —LjsL;
En pratique, d0 au bruit dans les mesures, le rang de la matrés plein. Nous minimisons I'erre(jrh ||
sous la contraint¢h||? = 1. La solution pouh est alors donnée par le vecteur singulier associé a la plus petite

valeur singuliere de la matrick. La fonction de codt se développe en :

IABIZ = -y (L L) + -
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/
\

FiG. 8.5 — Le principe de la formulation de contraintes basées image, linéaires sur les coefficients d’une ma
trice de mouvement pour droites 3D: les droites de la premiére reconstruction sont représentées par des
coordonnées de Plicker et celles de la deuxieme reconstruction par des droites ou points image. L'erreur ¢
mesurée entre les droitds transférées de la premiere vers la deuxieme base et reprojetées dans le deuxiem:
jeu d'images eri;,j d’'une part, et d'autre part, des points mesuugé]setyg,j ou des droites observééz\} dans

le deuxieme jeu d'images.
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Contraintes basées image 1 - méthodebBMM _LIN_2D_ 1. Nous suivons un principe similaire au cas 3D
précédent, mais notre but est d’exprimer les contraintes en nous basant sur des entités image. L'idée est illustrée
sur la figure 8.5. Considérons les coordonnées de Pliicker de la droite traﬁgfépééle. NotonsP,, les

matrices de projection associées aux caméras de la deuxieme reconstruction. A partir de ces matrices, nous
pouvons former les matrices de projecti@ x 6) pour coordonnées de PIUcIfégr définies par I'équation

(6.3). Cette méthode d’estimation est basée sur la comparaison directe des équations de droites dans les images.
Reprojetons les droites transféréi%/s Nous obtenoni;;/j ~ I5;,f,; ~ I5;,I:|Lj. Nous utilisons la mesure de

distance algébrique entre vecteurs homogénes (2.15) afin de comparer les droitesii);éaﬂitm droites
mesuréeg; ; :

dzl_vv(lg/jalgfj) = Hl;/j A lg’jHQ'
Ces contraintes permettent de construire un systéme linéaire pour les coefficientShdgue reprojection
donne 3 équations, dont 2 seulement sont indépendantesc&@irespondances de droites sont utilisées et que
n’ est le nombre d’images du second jeu, nous obtenons un systéeme linéaire déstaille 36).

. R , L4l ) 2 . .

Pour construire ce systeme, remplacons I'expressidp d#ans I'équation ci-dessus. Nous obtenons :
2 rq / D/ L 2
dA_VV(lz"jvlz"j) = H[lz"j]/\Pi’HLjH )

que I'on peut reécrire, en notdmt= vectH), comme :
Agmnxso)nEex1) = O@mwx1), avec A = [ [ ]\Pidiag(L], L], LT, L], L], L)

En pratique, d0 au bruit dans les mesures, le rang de la matrés plein. Nous minimisons I'erre(jrh ||
sous la contraint¢h||? = 1. La solution pouh est alors donnée par le vecteur singulier associé a la plus petite
valeur singuliere de la matric®. La fonction de codt se développe en :

IAR|? = -+ d yy (L, PAHL) + - (8.11)
Contraintes basées image 2 - méthoden@8MM _LIN_2D_ 2. L'idée suivie est proche du cas précédent. La
différence est qu’on ne se base pas sur une comparaison entre les droites observées et les droites prédites,
mais entre lepoints mesurést les droites prédites. Soieaigtj et y;,j des points mesurés sur Ja"€ droite

L, BT- P U L2 . , . R .y, S .
observée dans ™ caméra et ; la j*™droite transférée de la premiére base et reprojetée $flPfemage.
L'appartenance des points a la droite s'écrit :

/T _ /T 3 _
X Z/jll/j =Yy Z/]lz’] = 0,

que I'on peut écrire, en remplageim par I’expressiorig,j ~ P,HL; :
Chaque point fournit une contrainte. Si les droites image sont représentées par deux points dans chaque image,
on obtient un systéme linéaire de tai{nr/ x 36), donné par :

) x'} ;P diag(LT, LT, LT, LT LT L)
Aemnx3e)h@Eex) = O@mnx1) avec A = N e
y'v;Pydiag(L;, L, Lj, Li, Li, L})

En pratique, d( au bruit dans les mesures, le rang de la matrés plein. Nous minimisons I'erre(jrih ||
sous la contraintgh||? = 1. La solution pouih est alors donnée par le vecteur singulier associé a la plus petite
valeur singuliére de la matrick. La fonction de co(t se développe en:

IAR[]> = -+ d4 py (X, PRHLy) + d4 py(yig, PyHL) 4 (8.12)

i’
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Contraintes basées image - méthode quasi-linéaireo8vM _QLIN _2D. Cette méthode est basée sur I'ap-
plication du schéma de résolution quasi-linéaire donné en §2.6.2, chapitre 2, a la méhmde 8IN_2D_2
du paragraphe précédent. Notons que c’est la seule des trois méthodes présentées ci-dessus pouvant étre q
linéarisée, car c’est la seule dont la fonction de coQt peut étre exprimée avec une distance algébrique pour |
quelle il existe une distance Euclidienne de méme nature. Par exemple, la méthode 3 IN_ 2D 1,basée
sur la comparaison de droites image, ne peut pas étre quasi-linéarisée car il n’existe pas de distance Euclidier
universelle entre deux droites image. La fonction de colt minimiséemanid_QLIN_2D est donnée en rem-
placant la distance algébrique par la distance Euclidienne dans la fonction de cobitniiea 3 IN_2D_ 2,
équation (8.12) :

|AB|? = -+ d%H(Xglja PiHL;) + d%H(y;’j’ PLHL;) + - .
La repondération concerne les facteurs de ljjgijil%?,J.’1 + l?,m). On remarque que la forme de cette fonction de
co(t est proche de celle de I'erreur de reprojection, équation (8.1), car elle est basée sur une distance Euclidier
entre les points mesurés et les droites prédites par le modéle.

8.5.2 Cas affine

Nous proposons des méthodes pour I'estimation d’'une affinité a partir de correspondances de droite:
Comme dans le cas homographique, ces méthodes sont divisées en deux catégories, basées sur la mat
d’affinité usuelle ou la matrice d’affinité pour droites 3D. La structure de la matrice d'affinité pour droites 3D
est explicitement prise en compte lors de la phase d’estimation, contrairement au cas projectif, oU une matric
(6 x 6) générale est estimée.

8.5.2.1 Méthodes basées sur la matrice d’affinité usuelle

Nous proposons trois méthodes, analogues a celles proposées en §8.5.1.1 pour I'estimation d’'une homog
phie. Nous donnons I'idée de base de chaque méthode puis une formulation pratique, et enfin, nous analysc
la fonction de coUlt induite.

Contraintes 3D - méthodeAFF_LIN _3D. Lidée, illustrée sur la figure 8.2 et expliqguée paux 3D, est de
représenter chaque droifg de la premiere reconstruction par des poi@tg et la droite correspondante de

la deuxiéme reconstruction par des pldfﬂﬁ. Les contraintes exercées sur le mouvement par cette correspon-
dance de droites sont formulées de maniére linéaire sur les coefficients de la matrice draffiaite

.
II'JAQ;, = 0.

On suppose que 18] = (Q.1 Qr2 Qr3z Qr4) sont normalisés tels qug, 4 = 1. Soienta;, a; etas les
trois premieres lignes d&, les contraintes se reécrivent :

! T / T / T _ !
51 Qjran + 115, 9 Qjrae + 11 5Q a3 = —IIj; 4.

Chaque correspondance de droites donne> 4 équations, or > 2 est le nombre de points at> 2 le
nombre de plans. Avea correspondances, on forme un systéme linéaire non-homogeéne détailie< 12),
donné par :

C(mrsxl?)a(12>< 1) = b(mrsx 1)»

avec

_ ! T ! T ! T _ !
C = W Qj 5eQp 153Q5 ) et b = | =1, |,

SLe nombre d’équations:rs suppose que le méme nombre de points et de plans est utilisé pour chaque correspondance de droites
Cette hypothése n’est utilisée qu'a des fins d’allégement des notations et n’est pas du tout essentielle au raisonnement proposé.
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oU a est la vectorisation par ligne des trois premiéres ligne& de
T T T
a = (a ay, az ).

La solution au sens des moindres carrés est donnée via la pseudo-inv€rsa gdedb, voir §2.6.3, chapitre
2. Cette méthode minimise le critére d’erreur suivant :

ICa—b|* = -+ ((AQ) 'II})% + - --
= o dpy(AQ, T + - .

Cette expression est similaire a celle obtenue pour la méthode3D d’estimation d’'une homographie. Elle

s’'écrit avec la distance Euclidienap g, si certaines contraintes de normalisation sont satisfaites sur les don-
nées :Qjx4 = 1 et|IL;||* = 1. Cependant, il faut garder en mémoire que la distance Euclidienne n'a pas de
sens en espace affine, et donc considérer la fonction de colit comme une somme de distances algébriques.

Contraintes basées image - méthoderr_LIN_2D. L'idée est proche du cas 3D et similaire a celle utilisée

pour la méthodeIN 2D d’estimation d’'une homographie. Les points représentant les droites transférées sont
reprojetés dans les images de la deuxieme reconstruction. Ces reprojections sont comparées avec les droites
observées dans ces images afin de formuler les contraintes sur le mouvement. Remplacons I'hontbgraphie
par une affinitéA dans I'expression algébrique de ces contraintes donnée par I'équation (8.5). En supposant
Qjr4 = 1, ces contraintes se reécrivent :

T T T T T T T
li’jpi’,lekal +1i’jpi’,2ija2 +1i’jpi’,3ij‘a3 = -1 ’i’jpi’,4’

oup}, . désigne laf™e colonne deP),. Chaque correspondance de droites dontie> 4 équations, our > 2
est le nombre de points et > 2 le nombre d’'images de la deuxiéme reconstruction. Augorrespondances,
on obtient un systéme linéaire non-homogéne de4aiiten’ x 12) :

C(mrn’x12)a(12><1) = b(mrn’)’

avec .

C = zgpz/ 1Q llz jpzl QQ llz ij/ 3Q et b = _1/1 jp;/ 4

La solution au sens des moindres carrés est donnée via la pseudo-inv€rsa gdedb, voir §2.6.3, chapitre
2. L'erreur minimisée par cette méthode est la méme que celle de la métihod2D 1,équation (8.11), dans
le cas homographique :

Hca_bH2 = +dA VV(ZJ7P HL)

La valeur de cette fonction de colt dépend de I'échelle libre des maHijces

Contraintes basées image - méthode quasi-linéaireFF_QLIN _2D. Cette méthode est issue de la quasi-
linéarisation de la méthoderF_LIN_2D, selon la méthode présenté en 82.6.2, chapitre 2. Elle minimise la
fonction de codt suivante, identique a celle@en 2D :

-+ dp g (P HQyx, Lij) + -

5Comme dans le cas 3D, le nombre d’équations:’ suppose que le méme nombre de points et de droites images est utilisé pour
représenter chaque correspondance de droites. Cette hypothése n’est utilisée qu'a des fins d’allegement des notations et n’est pas du
tout essentielle au raisonnement propose.
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8.5.2.2 Méthodes basées sur la matrice d’affinité pour droites 3D

La matrice d’affinité pour droites 3D, de taill® x 6), permet d’appliquer une affinité directement aux
coordonnées de Plicker de droites 3D. Nous proposons deux méthodes basées sur la matrice d’affinité pc
droites 3D. La premiére méthode est basée sur des contraintes 3D et les trois autres sur des contraintes baxs
image. Nous rappelons ci-dessous la forme de la matrice d’affinité pour droites 3D, étudiée en détails en §7.2.
chapitre 7. Si la matrice d’affinité est partitionnée comme :

At
00 0 a

aveca # 0, alors la matrice d’affinité pour droites 3D est donnée par :

0(3><3) aA

Une premiére idée pour I'estimation de I'affinité est d'utiliser la technique mise en ceuvre dans le cas homogra
phique, voir §8.5.1.2. En interprétant les coordonnées de Pliicker comme des pdhterdpeut concevoir

des méthodes basées sur les deux phases estimation et extraction. Cependant, la forme spécifique de la mat
d’affinité pour droites 3D, contrairement a celle, plus compliquée, de la matrice d’homographie pour droites
3D, peut étre explicitement prise en compte lors de I'estimation basée sur des contraintes 3D, en découpla
la phase d’estimation en deux. La phase d’extraction n’est donc plus nécessaire. Dans le cas des contrain
basées image, seule la contrainte de consistance triviale correspondant au(Bleg8lede zéros, en bas a
gauche dé\, peut étre prise en compte.

Contraintes 3D - méthode dLMM _AFF_LIN_3D. Cette méthode est basée sur le méme principe que la
méthode BLMM _LIN_3D dans le cas homographique. Les équations sont déduites de I'égalité a un facteur
prés des vecteurs de coordonnées homogénes représentant les coordonnées de Plicker des correspondanc
droites. Nous proposons une méthode basée sur deux plestiesation letestimation Il La phase estimation
| calcule le bloqueiA, en bas a droite de, et la phase estimation Il en déduit les éléments restangst, en
se basant sur les équations induites sur les trois premiéres lighes de

SoientL] ~ (al bl )etL’] ~ (a," b’ )les coordonnées de Pliicker dejt&® correspon-
dance de droites. D’apreés la définition de la matrice d’affinité pour droites 3D, elles sont reliées par :

L, ~ AL,
qui peut étre reécrit comme :
a; ~ A*aj+ [t],Ab; (8.13)
b’ ~ aAb;. (8.14)

Lors de cette reécriture, de l'information est perdue, car les deux égalités a un facteur prés obtenues ne moc
lisent pas explicitement le fait que les deux facteurs sont identiques. Lintroduction explicite de tels facteurs n¢
permet pas de concevoir un estimateur linéaire dans le cas affine, mais se révéle utile dans le cas de I'estimati
d’une similitude ou d’'un mouvement rigide, voir la section suivante.

La phase estimation | utilise I'équation (8.14). La matAaee peut étre estimée qu’a un facteur prés, c’est
a dire que le facteur ne peut étre calculée. Pour mettre ceci en évidence, nous htensA. Le facteura
ne sera déterminé qu’indirectement dans la phase estimation Il. L'équation (8.14) se reécrit :

b ~ Mb;.
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La matriceM peut étre obtenue en minimisant un critére au sens des moindres carrés. On peut construire un
systéme linéaire homogeéne de taillen x 9) permettant d’estimevl basé sur le fait queb; ~ Mb;) =
([b}]AMbj = 0). On remarque que cette phase est algébriquement similaire a I'estimation d’'une homographie
2D. Nous renvoyons au chapitre 2, 82.6.1 pour des détails et la résolution du systéme linéaire. D’'un point de
vue géométrique, ce raisonnement revient a n'utiliser que la partie directionnelle des droites poulMestimer
qui est lié al’hnomographie a I'infini entre deux vues particuliéres des deux jeux de caméras, voir I'interprétation
géométrique de la section 7.3.2 du chapitre 7.

La phase estimation Il utilise I'équation (8.13). En rempladast 1M dans cette équation, avec= 1/a,
et en notant que d’aprés I'équation (2.6)M)* = 2M*, on obtient

aj; ~ p2M*a; + p[t]\Mb; ~  uM*a; + [t]\Mb;.

Cette équation implique :

On construit alors un systéme linéaire homogéne pour les inconnegs,:

n

/] \May —[a]A[Mb;] ¢ = O@ax1)-

(3x4) (4x1)

Ce systéme peut étre résolu au sens des moindres carrés, voir la section 2.4.1, chapitre 2. Cette méthode n’est
pas minimale. Alors que 3 correspondances de droites définissent une affinité, 4 sont requises ici. La phase
estimation | est similaire a I'estimation d’'une homographie 2D a partir de correspondances de points, voir
§2.6.1.1, chapitre 2, ou chaque correspondance de droites joue le réle d’une correspondance de points. Elle
nécessite donc 4 correspondances de droites. Cette méthode minimise successivement deux fonctions de codt,
n'ayant pas de sens physique.

Contraintes basées image. La prise en compte de la forme spécifique de la matrice d’affinité pour droites

3D, en utilisant des contraintes basées image est plus difficile que dans le cas précédent. Les contraintes sont du
type illustré sur la figure 8.5, page 191, et utilisées pour les méthanlagn8 LIN_2D_*. Elles décrivent le

fait que les points mesurés; ety,; doivent étre sur la droite prédiig. Cette droite est issue de la premiére
reconstruction, elle est transférée dans la deuxiéme base a I'aklepdis reprojetée dans le deuxiéme jeu
d’images, par les matrices de projecti@x 6) ﬁ;,. On obtient donc des équations de la forme :

En remplacanA par son expression (7.12) et en écrivefit~ ( Py; Py, JetLl ~ (a] bl ), on
obtient :

XT 'ISZ'/JA*aj + X;I;J ISZ'/J[t]/\Abj + X;I;J ISZ'/QCLAbj = 0.

Cette équation est bilinéaire car elle implique des produits entre différents éléments de la matrice daffinité

et I'estimation ne peut pas étre effectuée en deux phases comme dans le cas 3D. Cette équation peut toutefois

étre utilisée pour estimer des bloquesAden ignorant les contraintes de consistance (seule la contrainte de

consistance trivialdy; = O(3x3) est alors prise en compte). Pour ce faire, on dqse: A*a, Ay = [t]AA et

Ass = aA. Laffinité est extraite de ces bloques avec I'algorithme d’extraction donné en §7.4.2, chapitre 7.
Comme dans le cas homographique, on peut utiliser des contraintes entre les droites reprojetées et les

droites observées (voir méthodew3im _LIN_2D_ 1), ou entre les droites reprojetées et les points mesurés (voir

méthode BLMM _LIN_2D_2), etquasi-linéariser cette derniére méthode (voir méthanevid1 _QLIN_2D).
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8.5.3 Cas métrique et Euclidien

Ce cas est différent des cas affine et homographique, dans le sens ou les matrices de similitude et de mou
ment rigide recherchées contiennent une matrice de rotation 3D. En conséquence, des contraintes non-linéai
doivent étre satisfaites, concernant I'orthonormalité de la matrice de rotation. De telle contraintes sont difficile:
a manipuler, et rendent I'estimation linéaire indirecte. Nous proposons des méthodes basées sur le calcul p
liminaire d’'une affinité, c’est a dire ignorant la plupart des contraintes d’orthonormalité, puis I'extraction du
mouvement.

8.5.3.1 Méthodes basées sur le calcul préliminaire d’'une affinité

Plusieurs approches sont possibles : calculer I'affinité puis en extraire le mouvement en forgant les
contraintes d’orthonormalité, ou remplacer, dans les algorithmes de calcul d’affinité basés sur la matrice d’affi
nité pour droites 3D, I'étape finale d’extraction de I'affinité, par I'extraction d’'une similitude ou d’'un mouve-
ment rigide.

Dans le premier cas, lorsqu’une affinité est estimée, le blggue 3) supérieuA doit étre corrigé pour
étre une matrice de rotation (a I'échelle dans le cas de la similitude). Une telle correction peut-étre faite de I
maniére suivante. Soit = U diag(o1, 02, 03) VT une décomposition en valeurs singulierefdBans le cas
de la similitude, le facteur d’échelle est donné paf (a1 + 02 + 03)/3. La matrice de rotation est donnée par
R = det(U)det(V)UVT (le facteurdet(U) det(V) garantit que la matric® a un déterminant positif). Cette
correction garantit queR est la matrice de rotation & I'échelle la plus proché\dau sens de la norme de
Frobenius.

Dans le deuxieme cas, lorsqu’'une matrice d'affinité pour droites 3D est estimée par les phases estimatic
puis extraction, la phase d’extraction d’'une affinité est remplacée par I'extraction d’une similitude ou d’'un
mouvement rigide, par exemple par les algorithmes donnés en 887.4.3 et 7.4.4, chapitre 7.

Notons que ces méthodes ne peuvent étre minimales dans aucun cas, car trois correspondances de drc
sont nécessaires pour le calcul d’'une affinité, alors que deux correspondances définissent une similitude ou
mouvement rigide. La fonction de colt minimisée par cette méthode dépend de la méthode sous-jacente utilisi
pour estimer I'affinité.

8.5.3.2 Méthodes basées sur les matrices de similitude et de mouvement rigide pour droites 3D

Contraintes 3D - méthode ®»LMM _SIM_LIN _3D. L'idée suivie est similaire au cas affine, méthode
3DLMM_AFF_LIN_3D. Elle consiste a découper I'estimation en deux phases. La phase estimation | calcule
la rotation, et la phase estimation Il, la translation, et le facteur d’échelle dans le cas de la similitude. En suivar
la démarche utilisée dans le cas affine, on est conduit aux équations suivantes, ou I'égalité a un facteur pres |
modélisée explicitement par un ensemble de facteurs incogriaiRk™ :

Aja; = sRa; + [t]ARb; (8.15)
Ab = Rb. (8.16)

La phase estimation | utilise I'équation (8.16) pour calciReet les facteursy. Cette équation correspond

a la partie directionnelle des droites, encapsulée dans la partie inférieure des coordonnées de Plicker, ce
explique pourquoi cette équation est indépendante de I'échelle et de la translation. Le calcul des¥aetaurs

étre effectué comme suit. En prenant la norme de chaque c6té de I'équation (8.16), orjjafislent= ||Rb;.
CommeR est une matrice de rotatiofiRb;|| = ||b;||, et on obtient la valeur absolue dgcomme :

I,
51

[Aj]

Notons que|b; || ou [|b’| est nulle si et seulement si la droite correspondante est sur le plan a l'infini. Comme
seule la valeur absolue dg est déterminée, les vecteurs de coordonnées homodgresd.; doivent étre
normalisés de telle sorte que les vecteurs représentant les direlq-tieris; pointent vers le méme cb6té de la
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sphére unité. La rotation peut ensuite étre calculée en minimisant le critére suivant, apres normalisﬂjxion des

par les); :
Zd (b}, Rb;)

ol dpp est la distance Euclidienne entre deux points, donnée par I'équation (2.13). Pour ce faire, nous sui-
vons la méthode proposée par Horn et al. [102]. La solution minimisant le critére ci-dessus est donnée par
la matrice orthonormale la plus proche de la matigg 3) = 2;.”:1 b;b]T. Cette solution est donnée par
R = det(U) det(V)UVT, olN = ULV est une décomposition en valeurs singuliéres.

La phase estimation Il utilise I'équation (8.15) pour calculer la transldtienéventuellement I'échelle
En suivant le méme raisonnement que dans le cas affine, cette équation se reécrit en :

S
Raj —[ij]/\ = )\ja;-

(3x4) (4x1) (3x1)
En rassemblant les équations pour les différentes correspondances, on obtient un systéme linéaire non-
homogeéne, qui peut étre résolu au sens des moindres carrés. Dans le cas d'un mouvement rigide, on pose
s = 1, ce qui simplifie le systeme.

Nous verrons en 88.7.2.1 que cette méthode donne de mauvais résultats, comparé a une méthode basée sur
I'affinité, avec un nombre de correspondances de droites donnant des contraintes redondantes sur le mouvement.
En effet, la fonction de colt minimisée n'a pas de sens physique. Son intérét principal est donc d’'étre minimale,
c’est a dire qu’elle permet de calculer un mouvement a partir du minimum de 2 correspondances de droites.
Elle peut donc étre utilisée, par exemple, dans le cadre d'un estimateur robuste basé sur un échantillonnage
aléatoire, teRANSAC [64].

Contraintes basées image. L'utilisation des contraintes basées image se solde, comme dans le cas affine, par
des équations non-linéaires en les coefficients du mouvement recherché. Il faut donc “linéariser” ces équations
en introduisant trois bloques intermédiaif@s,, D12, Das, carDs;, = 0. La similitude ou le mouvement rigide

est alors extrait de ces bloques par les algorithmes proposés en §87.4.3 et 7.4.4, chapitre 7. La linéarisation
revient a calculer une affinité. La fonction de colt dépend de la méthode utilisée pour cela.

8.6 Méthodes non-linéaires

Nous décrivons deux méthodes non-linéaires pour I'estimation du mouvement 3D. Notons que les méthodes
guasi-linéaires sont décrites dans la section précédente. Comme le maximum de vraisemblance, décrit en §8.4,
ces méthodes ne dépendent pas intrinséquement du type de mouvement estimé. Elles minimisent un critére
d’erreur indépendant du type de mouvement, qui est déterminé par la paramétrisation employée. Nous utilisons
I'algorithme de Levenberg-Marquardt pour conduire I'optimisation non-linéaire, comme dans le cas du maxi-
mum de vraisemblance, voir la section 8.4.2 pour plus de détails. Les droites 3D n’étant pas modifiées par ces
estimateurs, nous les représentons par leurs coordonnées de Pliicker.

Erreur de transfert non-symeétrique - méthode NLIN _1. Cette méthode minimise une erreur de transfert
exprimée dans le deuxiéme jeu d'images, sur les parameétres du mouvement. Cette fonction de codt correspond
a celle minimisée par la méthod®3vm _QLIN_2D. La différence entre les deux méthodes est la technique
d’optimisation non-linéaire employée : la méthodeL®M _QLIN_2D est basée sur la repondération itérative

d’'un systeme linéaire, elle est simple a implémenter, mais estime une niétxice et nécessite I'extraction du
mouvement a chaque étape. La méthmden_ 1 présentée dans cette section est basée sur un algorithme plus
général d’optimisation non-linéaire. L'optimisation est conduite directement sur les parametres du mouvement.
La phase d’'extraction n’est donc pas nécessaire.
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L'erreur minimisée est donnée par :

LS M) = ic(i’. M)

= S (Bl i) + g (v 1))

j=1i'=1

ou S’ désigne les droites de la premiére reconstruction, exprimées dans la deuxiéme base grace au mouvem
estimé etL est I'erreur de reprojection donnée par I'équation (8.1). La forme de cette erreur de transfert est
proche de celle de I'erreur de reprojection.

Erreur de transfert symétrique - méthode NLIN _2. La méthode présentée ci-dessus est basée sur la mini-
misation de I'erreur de transfert, qui est un critére ayant du sens, et donne des résultats acceptables. Cepend
elle ne donne pas un réle symétrique aux deux jeux d’'images et de droites, car I'erreur est mesurée seuleme
dans le deuxiéme jeu d’'images. La méthodeN 2, proposée dans cette section, est basée sur la minisation
d’une erreur dans les deux jeux d'images, sur les paramétres du mouvement. Cette erreur s’exprime par :

LS, M)+ L(S, M) i(

J=1

L, M') + L1y, M)

Z (Z <d%¢'H Xjrj 1) +dPH(yg’j’i;’j)> +Z <dPH(X”’ Lij) +dPH(y”’l”)>> ’

=1 i=1

ou S’ etS désignent respectivement les droites de la premiére reconstruction exprimées dans la deuxiéme ba
grace au mouvement estimé, et les droites de la deuxiéme reconstruction exprimées dans la premiére base gr
a l'inverse de ce mouvement.

Cette méthode est proche du maximum de vraisemblance. La différence est que les ensembles3letdroites
S’ sont prédits par transfert & partir de I'autre reconstruction. Cette méthode ne calcule donc pas, conjointeme
au mouvement, un ensemble de droites parfaitement en correspondance.

8.7 Reésultats expérimentaux

Nous validons et comparons nos algorithmes. Nous utilisons des données simulées puis réelles. Nous ©
taillons ci-dessous les méthodes comparées, I'erreur mesurée et la reconstruction de chaque jeu de caméra
de droites.

Méthodes comparées. Nous comparons les méthodes d’estimation d’'une homographie 3D, c’est a dire du
mouvement entre deux reconstructions projectives de droites. Les caractéristiques de ces méthodes sont ré
mées dans le tableau 8.2. Les méthodes comparées sont toutes celles du premier groupe (linéaires et qu
linéaires), da.iIN_3D a HLMM_QLIN_2D, et celles du dernier groupe (non-linéaireg)iIN_1,NLIN_2 etle
maximum de vraisemblanceLE.

Nous comparons nos estimateurs a des méthodes basées sur des correspondances rlesppints3D
etPTS NLIN_2D. Ces méthodes sont décrites entre autres par Csurka et al. [47]. Elles nécessitent la recon:
truction des caméras et de correspondances de points a partir de chaque jeu d'images. Nous effectuons c
reconstruction par ajustement de faisceaux pour chaque jeu d'images, avec une méthode standard. Nous r
voyons au chapitre 83 pour plus de détails. La premiére méthode est linéaire. Elle estime les parametres
mouvement en minimisant une erreur algébrique 3D induite par la distange, entre des points transfe-
rés de la premiere reconstruction vers la deuxiéme reconstruction, et les points correspondants de la deuxié!
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reconstruction. La deuxieme méthode est non-linéaire. Elle consiste a minimiser I'erreur de transfert dans les
deux jeux d’images, elle est donc équivalente a la métivade 2 pour les droites. Csurka et al. montrent que
c’est, parmi les méthodes qu’ils étudient, la méthode la moins sensible au bruit.

Erreur mesurée. Nous mesurons la qualité d’'une estimation en utilisagrréur d’estimation équivalente
avec nos hypothéses sur la distribution du bruit, a I'erreur de reprojection. La borne inférieure, désignée par
BORNE INF, est calculée comme indiqué dans [93, §4].

Nous donnons ci-dessous une méthode pour le calcul de I'erreur de reprojection associée a un mouve-
ment. Le maximum de vraisemblance minimise I'erreur de reprojection, sur les parametres des caméras et des
droites. Cette erreur refléte la qualité de I'estimation. Elle permet de juger de méme la qualité d’'un mouvement
estimé autrement qu’au maximum de vraisemblance. Cependant, les autres algorithmes n’estiment pas les cor-
respondances parfaites de droites, mais seulement les paramétres du mouvement. L'erreur de reprojection n’est
donc pas donnée directement. Son calcul nécessite de déterminer des droites se correspondant parfaitement par
le mouvement estimé. Ces droites sont estimées individuellement en minimisant I'erreur de reprojection. En
pratique, on utilise I'algorithme de Levenberg-Marquardt, avec la représentation orthonormale des droites 3D
présentée en 86.4.2, chapitre 6. Une fois les correspondances parfaites obtenues, I'erreur de reprojection est
donnée naturellement, en sommant les erreurs de reprojection individuelles. Cet algorithme ne modifie pas le
mouvement estimé, mais nous renseigne sur sa qualité, en calculant I'erreur de reprojection associée.

Reconstruction des droites et des caméras.La reconstruction de chaque jeu de caméras et de droites est ef-
fectuée par ajustement de faisceaux, c’'est a dire par minimisation de 'erreur de reprojection, sur les parameétres
des caméras et des droites reconstruites. Nous renvoyons au chapitre 6 pour d’amples détails sur le calcul d’'une
solution initiale et la procédure d’optimisation non-linéaire.

8.7.1 Données simulées

Scéne simulée. Notre scénario expérimental simulé consiste de deux jeux€e! = 5 caméras, observant

des segments 3D, choisis au hasard dans une sphére de rayon 1 meétre, par tirage aléatoire de leurs extrémités.
Cette simulation est proche de celle faite en 86.5, chapitre 6 pour la reconstruction de droites et de caméras.
Pour simuler des images réalistes, nous fixons la distance focale & 1000 (en nombre de pixels). Cette informa-
tion n'est pas utilisée par la suite. Les extrémités des segments 3D sont projetées dans toutes les images, et
leurs positions sont bruitées avec un bruit additif Gaussien centré. Les matrices de projection sont exprimées
dans un repére centré sur la premiére caméra de chaque jeu. Les droites de chaque jeu sont reconstruites indé-
pendamment en minimisant I'erreur de reprojection puis un ajustement de faisceaux est lancé sur chacune des
deux reconstructions projectives. Les parameétres par défaut de cette simulation 505t correspondances

de droites et une bruit Gaussien d’'un écart-type de 1 pixel. Nous varions différents paramétres indépendamment
pour déterminer leur influence sur les différentes méthodes.

Résultats. La premiére expérience, figure 8.6, consiste a varier le niveau de bruit sur la position des extrémi-
tés dans les images, & 2 pixels. Notons qu’une erreur de 2 pixels est élevée par rapport a un positionnement
précautionneux de droites dans des images réelles, en particulier lorsque les droites sont déterminées comme le
meilleur ajustement a un ensemble de points. Nous observons que I'erreur d’estimation augmente proportion-
nellement a I'écart-type du bruit sur les extrémités images.

La deuxieme expérience, figure 8.7, consiste a changer le nombre de correspondances de droites simulées,
de 5 a 105. Notons que, comme établi en 88.2, 5 est le nombre minimum de droites nécessaire pour calculer
une homographie 3D. Cependant, les méthodes linéaires et quasi-linéaines 3*, basées sur la matrice
d’homographie pour droites 3D ne s’appliquent pas a moins de 7 correspondances. Un nombre de 20-100 cor-
respondances de droites peut étre obtenu de maniére réaliste avec des images réelles, selon la scene considérée.
Nous observons que la plupart des méthodes ne réduisent plus I'erreur lorsque le nombre de correspondances
dépasse 50, ce qui n'est pas vrai pour les méthodes basées sur une fonction d’erreur 3D. Ces méthodes se
stabilisent seulement avec plus de 90 correspondances de droites.
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Fic. 8.6 — Erreur de reprojection pour différents niveaux de bruit. Les courbes pour les méthodes
3DLMM _QLIN_2D etNLIN_2D_1sont confondues.
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FiG. 8.7 — Erreur de reprojection pour différents nombres de droites. Notons que les méthodes linéaires et
guasi-linéaires basées sur la matrice d’homographie pour droitest2IMNM8_*, ne s’appliquent pas a moins
de 7 droites. Les courbes pour les méthodesMdv _QLIN_2D etNLIN_2D_1sont confondues.
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Les remarques suivantes concernent les deux expériences. On voit nettement se dégager deux groupes
méthodes sur les graphes des figures 8.6 et 8.7.

Le premier groupe inclut les méthodes linéaires. La meilleure méthode de ce groupe est basée sur un crite
2D, les autres, les méthod&s3D, basées sur des criteres d’erreur exprimés en 3D sont trés sensibles au bruit,
et ne doivent pas étre utilisées. Ce résultat est normal car on travaille en espace projectif. Il n’y a pas de mesu
de distance significatif dans un tel espace. La méthade2D donne des résultats suffisamment fiables pour
initialiser les méthodes non-linéaires. Cette méthode est simple a implanter et utilise des données minimales «
redondantes. Elle peut donc aussi étre utilisée dans la boucle interne d’un estimateur robuste par échantillonne
aléatoire, teRANSAC [64].

Lautre groupe de méthodes est constitué des méthodes quasi-linéaires et non-linéaires, minimisant d
criteres d'erreur basés sur des distances Euclidiennes et ayant donc un sens physique. Les méthodes n
symétriquesQLIN_2D, 3LMM_QLIN_2D etNLIN_1 donnent des résultats trés similaires. Notons que les
méthodesQLIN_2D et DLMM_QLIN_2D sont basées sur une repondération itérative du systéme linéaire
utilisé par les méthodesiIN_2D et dLMM _LIN_2D respectivement. Elles s'implantent donc trés simple-
ment. Les méthodes basées sur des fonctions de colt symétriques par rapport aux rbles joués par les de
jeux d'imagesNLIN_2, PTS NLIN_2D etMLE, donnent des résultats meilleurs, et |légérement différents. Le
maximum de vraisemblance, méthadee, minimise I'erreur d’estimation car il implique les paramétres des
droites reconstruites, et il est donc normal qu'il donne un résultat meilleur. Il est suivi de pnesipaR et
PTS NLIN_2D, basées respectivement sur des droites et des points. Lorsque le temps de calcul est importal
la méthodenLIN _2 doit étre préférée. On observe sur la figure 8.7 que le maximum de vraisemblance ne tenc
pas asymptotiquement vers la borne inférieure. Ce phénoméne est di au fait que les caméras reconstruites pi
lablement a I'alignement des reconstructions, ne sont pas changées par le maximum de vraisemblance. C
parametres de la scene sont donc figés et ne permettent pas de réduir I'erreur jusqu’a la borne inférieure.

Ces graphes mettent en évidence la différence entre les méthodes basées sur des mesures d’erreur €
des points reprojetés et des droites observées, par exemple les méthode2D etQLIN_2D, et celles
utilisant une erreur exprimée entre des droites reprojetées et des points mesurés, par exemple la méthc
3DLMM_QLIN_2D. On observe que cette derniére donne de meilleurs résultats. Ceci est di au fait que Iz
forme de la fonction de co(t est plus proche de celle du maximum de vraisemblance que pour les deux autre
méthodes.

8.7.2 Données réelles

Nous testons nos algorithmes sur trois cas issus d'images réelles. Deux scénarios sont considérés. Le p
mier, les séquences des livres et les séquences des boites, consiste a aligner deux reconstructions métriques
le calcul d'une similitude. Nous comparons les algorithmes basés sur la matrice de mouvement usuelle, et cel
basés sur la matrice de mouvement pour droites 3D, aux méthodes non-linéaires sur les séquences des livre
des boites respectivement. Le recouvrement entre deux séquences, c’est a dire le nombre de correspondar
de droites entre les deux reconstructions, n'est pas élevé. Dans de telles configurations géométriques, le nom
de correspondances de droites est important. Pour ces deux expériences, nous utilisons respectivement 21 |
15 correspondances. L'alignement peut donc étre instable.

Le deuxieme scénario considére deux paires d’'images non calibrées, les séquences de la piece de bate
prises avec une téte stéréoscopique rigide. L'alignement est effectué en estimant une homographie 3D. |
recouvrement entre les deux séquences est grand, et méme si seulement 21 correspondances de droites
utilisées, on s’attend a une estimation précise du mouvement. Nous appliquons une technique de calibrage
ligne stéréoscopique permettant de transformer les reconstructions dans un espace métrique. Notons que d
ces expérimentations, la localisation et la mise en correspondance des droites sont effectuées manuellement

8.7.2.1 Séquences des livres

Cette expérimentation consiste a aligner les deux reconstructions obtenues a partir des séquences des liv
I et Il. Ces deux reconstructions métriques de droites et de caméras sont obtenues a partir de la technique d’aj
tement de faisceaux proposée au chapitre 6. Nous renvoyons aux sections 6.5.2.1 et 6.5.2.2 pour plus de dét
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sur le déroulement de ces reconstructions. Les figures 8.8 et 8.9 montrent une image de la séquence originale et
une vue du modéle 3D reconstruit pour les séquences de livres | et Il respectivement. On observe dans chaque

FiG. 8.8 — Une des 5 images de la séquence des livres | (a) et une vue du modéle 3D reconstruit, consistant des
5 caméras et de 45 droites. L'erreur de reprojection aprés ajustement de faisceaux est de 0,94 pixels.

(@) (b)

FiG. 8.9 — Une des 4 images de la séquence des livres 1l (a) et une vue du modele 3D reconstruit, consistant de
4 caméras et de 40 droites. L'erreur de reprojection aprés ajustement de faisceaux est de 0,51 pixels.

séquence une pile de livres, plus d’autres éléments (régle, livres, ...). La pile de livres est commune aux deux
séquences, et fournit 21 correspondances de droites entre les deux reconstructions. Notons que ces droites sont
localisées de maniére proche dans I'espace, ce qui rend la tache d’alignement instable. La figure 8.10 (a) montre
la visualisation des deux reconstructions sans alignement, c’est a dire leur simple superposition, afin de donner
visuellement une idée du mouvement a estimer. La figure 8.10 (b) montre le résultat de I'alignement aprés I'es-
timation d’'une similitude avec l'algorithmen@mm _LIN_3D, basé sur un critére 3D. Finalement, la figure 8.10

(c) montre le résultat de I'alignement apres I'extraction d’une similitude, par I'algorithme donné en 88.5.3.1, a
partir d'une affinité estimée avec I'algorithme&r_QLIN_2D, basé sur une erreur entre des points prédits et des
droites observées, exprimée dans le deuxieme jeu d'images. L'algorithme d’extraction consiste principalement
a calculer la matrice de rotation a I'échelle la plus proche, au sens de la norme de Frobenius, de(kpaytie
supérieure gauche de la matrice d'affinité. L'erreur de reprojection, dans le second jeu d’images, est 15,3 pixels
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FiG. 8.10 — (a) montre la visualisation des deux reconstructions sans alignement préalable, (b) montre le re
sultat de I'alignement apres le calcul d’'une similitude avec I'algorithrbengu_sim_LIN_3D et (c) aprées
I'extraction d’une similitude, par I'algorithme donné en 88.5.3.1, a partir d’'une affinité estimée avec l'algo-
rithme AFF_QLIN_2D.

FiG. 8.11 — Alignement des deux séquences des livres. La méthode basée sur le calcul d'une affinité ave
I'algorithme AFF_QLIN_2D puis extraction d’'une similitude, et le maximum de vraisemblanae produisent
des résultats visuellement tres proches.

pour la méthode BLMmm _LIN_3D et 3,7 pixels pour la méthoder_QLIN_2D suivie de I'extraction d’'une si-
militude. L'erreur de reprojection sur les deux jeux d'images est 14,9 pixels pour la méthosi@3LIN_3D

et 4,8 pixels pour la méthoderF_QLIN_2D suivie de I'extraction d’une similitude. L'alignement produit par

la méthode BLmMM _LIN 3D est clairement moins bon que celui produit paF_QLIN 2D suivie de I'extrac-

tion d’'une similitude, et il est méme trés mauvais. La raison principale est que cette méthode est basée sur
comparaison de droites 3D. Or, il n’existe pas de mesure de distance Euclidienne entre droites 3D, et il est pe
vraisemblable que le critere utilisé par cette méthode ait un sens physique. La mgthodeIN_2D, en re-
vanche, minimise un critére ayant un sens physique, méme s'il est différent de I'erreur de reprojection. En effe
cette méthode minimise la distance entre des points sur les droites de la premiére reconstruction, transférés p
reprojetés dans le second jeu d’'images, avec les droites observées dans ces images. Ceci est différent de I'er
de reprojection, exprimée entre des droites prédites et des points mesurés.

La figure 8.11 montre les 9 caméras et les 64 droites obtenues aprés alignement. Le maximum de vra
semblance donne une erreur de reprojection de 4,3 pixels. Il produit un résultat visuellement trés proche de
méthode basée sur le calcul d'une affinité avec I'algoritiyae QLIN_2D puis extraction d'une similitude.

La différence principale est qu’il permet d’obtenir des correspondances parfaites de droites, et donc une droil
unique lors de I'alignement des correspondances.
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8.7.2.2 Séquences des boites

Cette expérimentation est basée sur un scénario semblable a celui de I'expérimentation précédente sur les
séquences des livres : le but est d’aligner deux reconstructions métriqgues d’'une méme scéne. Les caméras sont
calibrées et leurs positions sont reconstruites a partir de correspondances de points. Les figures 8.12 et 8.13
montrent une image de la séquence originale et une vue du modéle 3D reconstruit, pour les séquences des
boites | et Il respectivement. Nous renvoyons au 886.5.2.3 et 6.5.2.4 pour des détails sur I'estimation de ces
modeles 3D.

FiG. 8.12 — Une des 8 images de la séquence des boites | (a) et une vue du modele 3D reconstruit, consistant
de 8 caméras et 40 droites. L'erreur de reprojection aprés ajustement de faisceaux est de 0,82 pixels.

(b)

FiG. 8.13 — Une des 6 images de la séquence des boites Il (a) et une vue du modeéle 3D reconstruit, consistant
de 6 caméras et 40 droites. L'erreur de reprojection aprés ajustement de faisceaux est de 0,87 pixels.

La scene observée est constituée de deux piles de boites et d’'un ordinateur portable. Dans la séquence des
boites I, la pile de boites de gauche n’est pas visible, alors que dans la séquence des boites Il, c’est I'ordinateur
portable qui n'est pas visible. En conséquence, méme si chaque reconstruction est constituée d’'un jeu de 40
droites, nous n'avons que 15 correspondances de droites, relatives a la pile de boites du milieu et donc trés
proches dans l'espace. L'alignement est effectué comme suit. Concernant les méthodes linéaires, on utilise
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FIG. 8.14 — Les deux reconstructions de droites et de caméras, de haut en bas : sans alignement, alignem
avec les méthodes linéaires puis alignement avec les méthodes quasi-linéaires et non-linéaires. Les métho
utilisées sont basées sur I'estimation d’une homographie avec les méthodes basées sur la matrice d’homograp
pour droites 3D, BLMM _*, puis extraction d’'une similitude avec I'algorithme donné en 87.4.3, chapitre 7. La
colonne de gauche montre les reconstructions alignées, et la colonne de droite, la reprojection de 'aligneme
dans une image originale.
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les méthodes d’estimation d’'une homographie basées sur la matrice d’homographie pour droites 3D, notées
3pLMM_*, voir §8.5.1.2. Ces méthodes sont basées sur le calcul d’'une mgirices) de forme générale,

dont on extrait une homographie. Cette derniére étape d'extraction de 'homographie est ignorée, et remplacée
par I'extraction d’une similitude, par I'algorithme décrit en 87.4.3, chapitre 7. Concernant les méthodes non-
linéaires, nous avons précisé, en 88.6, qu’elles ne dépendaient pas intrinsequement du type de mouvement
estimé : seule la paramétrisation de ce dernier change, mais la fonction de co(t reste la méme.

La figure 8.14 montre les résultats obtenus. Ces derniers peuvent étre classés dans deux catégories. Les
méthodes linéaires donnent de trés mauvais résultats, traduits par des erreurs de reprojection élevées (voir ci-
dessous) et un alignement visuel décalé, alors que les méthodes quasi-linéaires et non-linéaires donnent de
bons résultats. Nous avons mesuré I'erreur de reprojection (dans les deux jeux d'images) pour les différentes
méthodes. Le tableau suivant donne ces mesures, ou chaque méthode est indiquée par le nom de la méthode
utilisée pour estimer la matrig® x 6) dont est ensuite extraite la similitude :

méthode \ erreur de reprojection (pixel)
3DLMM _LIN_3D 14,49
3DLMM _LIN_2D 1 15,10
3DLMM _LIN_2D_2 13,28
NLIN_2D_1 2,95
QLIN_2D 2,91
NLIN 2D 2 1,76
MLE 1,24

Ces mesures confirment les observations précédentes : I'erreur de reprojection est de I'ordre de 10 pixels pour

les méthodes linéaires, ce qui est beaucoup, alors qu’elle est de I'ordre de quelques pixels pour les méthodes
guasi-linéaires et non-linéaires. Ces résultats s’expliquent par le fait que les correspondances de droites ne sont
pas bien réparties dans I'espace, ce qui induit un systéme instable. Comme les méthodes linéaires nécessitent
plus d'information que les autres méthodes pour produire un bon résultat, le fait que seules 15 correspondances

soient disponibles entraine une mauvaise estimation du mouvement.

8.7.2.3 Séquences de la piéce de bateau

Cette expérimentation repose sur un scénario différent des deux précédents, dans le sens ou le recouvrement
entre les deux reconstructions est maximal : toutes les droites reconstruites sont en correspondance. Les images
ont été prises avec une téte stéréoscopique rigide faiblement calibrée. Ces images sont montrées en figure
8.15. Faiblement calibrée signifie que la géométrie épipolaire entre les deux caméras est connue. Le fait que

la téte stéréoscopique soit rigide implique que cette géométrique épipolaire est identique pour les deux paires
d’'images.

paire 1

FiG. 8.15 — Les deux paires d'images constituant les séquences de la piece de bateau. Un total de 21 droites,
montrées en blanc, sont visibles dans toutes les images.
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Reconstruction projective des caméras et des droites.Nous estimons la géométrie épipolaire a partir de
correspondances de points, en utilisant un estimateur au maximum de vraisemblance, voir le chapitre 4.
partir de cette matrice fondamentale, nous définissons une base de reconstruction projective canonique pc
chaque paire d’images. Nous obtenons ensuite les coordonnées de Pliicker des droites issues de chaque f
d’images en calculant I'intersection des deux plans de vue, voir 82.12, chapitre 2.

Alignement projectif.  Nous utilisons les méthodes basées sur la matrice d’homographie pour droites 3D, voir
88.5.1.2, pour estimer 'homographie permettant d’'aligner les deux reconstructions. La figure 8.16 montre e
résultat des droites transférées de la premiéere reconstruction vers la deuxiéme, puis reprojetées sur la deuxié
paire d'images. Ces visualisations confirment que les méthodes quasi-linéaires et non-linéaires donnent

NLIN 2D 1 NLIN 2D 2

FiG. 8.16 — Reprojection sur la deuxiéme paire d'images des droites de la premiére reconstruction projective
transférées dans le repére de la deuxiéme par ’lhomographie estimée. Les droites reprojetées sont en noir al
que les droites originales sont en blanc.
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meilleurs résultats que les méthodes linéaires. Cependant, la différence entre ces méthodes est réduite par
rapport aux expérimentations précédentes, par le fait que plus de correspondances de droites sont disponibles.
On peut noter que les résultats apparaissent visuellement moins banjpeuD 2 quepourNLIN_2D_1 car

le premier minimise une erreur de transfert dans les deux jeux d'images, alors que le deuxiéme ne la minimise
gue dans le deuxiéme jeu d'image, celui que nous visualisons. Nous avons mesuré |'erreur de reprojection dans
les deux jeux d’images :

méthode \ erreur de reprojection (pixel)
3DLMM _LIN_3D 3,45
3DLMM _LIN_2D_1 3,36
3DLMM _LIN_2D_2 2,83
NLIN 2D 1 2,05
QLIN_2D 1,93
NLIN_ 2D 2 1,53
MLE 1,21

Ces résultats confirment les observations précédentes : méme s'il y a quelques différences entre les méthodes,
elle donnent toutes un résultat correct, dans le sens ou l'erreur de reprojection est d’'un ordre raisonnable
(quelques pixels).

Calibrage enligne. Le fait que la téte stéréoscopique utilisée pour prendre les paires d'images soit rigide nous
permet d'utiliser une technigque de calibrage en ligne stéréoscopique. Nous utilisons 'homographie estimée
avec la méthodaiLIN_2D_1 pour calibrer les caméras, avec la méthode décrite dans [100], en supposant
gue les caméras n'ont pas de distorsion entre les axes et un rapport d’aspect unitaire. Cet algorithme calcule
une matrice de passage projectif-métrique néigec’est a dire une matricel x 4) permettant de convertir la
reconstruction projective en une reconstruction métrique. La structure de cette matrice est explicitement donnée
en §7.5, chapitre 7, ou nous donnons la matrice de passage projectif-métrique pour droites 3D correspondante.
Cette matrice, de taillé6 x 6), nous permet de convertir directement les coordonnées de Plicker représentant
les droites reconstruites, du projectif vers le métrique. La figure 8.17 montre la reconstruction métrique ainsi
obtenue.

FiG. 8.17 — Les droites des séquences de la piéce de bateau, reconstruites en espace métrique, aprés calibrage
en ligne des caméras a 'aide d’une technique de calibrage en ligne stéréoscopique.

Nous comparons les paramétres intrinséques retrouvés par calibrage en ligne pour la caméra de gauche, a
ceux estimés par calibrage statique a I'aide d’'une mire [63] :

parametre| calibrage en ligne calibrage hors ligné % erreur
f 1514,22 1461,02 3,51
U 252,93 267,98 5,95
v 250,68 241,03 3,84
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ou (ug,vg) sont les coordonnées du point principal dans I'imagef efst la distance focale, en pixels. La
précision obtenue est raisonnable, et équivalente a ce que I'on obtient souvent avec des points a I'issue d'
calibrage en ligne.

8.8 Conclusions et perspectives

Conclusions. Nous avons abordé le probleme de I'estimation d’'un mouvement 3D, a partir de correspon-
dances de droites, provenant de deux reconstructions indépendantes d’'une scene rigide. Nous avons exan
les cas de reconstructions projectives, affines, métriques et Euclidiennes. Aprés avoir établi les cas minimau
nous formulons le maximum de vraisemblance, minimisant I'erreur de reprojection. Les méthodes “auto-
initialisantes” proposées, linéaires ou quasi-linéaires, sont de deux types. Le premier type implique la déte
mination directe d’'une matrice de mouvement usuéllex 4). L'idée est de représenter differemment les
droites des deux reconstructions. Celles de la premiére reconstruction sont représentées par des points, et ce
de la deuxiéme par des plans. Cette représentation permet d’obtenir des équations linéaires sur les coefficie
de la matrice de mouvement usuelle. L'erreur minimisée est exprimée en 3D, ce qui n'a pas de sens car
n'existe pas de distance Euclidienne entre deux droites. Ces méthodes sont ensuite modifiées, afin de minimis
une fonction de colt exprimée dans les images. Cette fonction de co(t est “duale” a I'erreur de reprojection
dans le sens ou la différence entre des points prédits et des droites observées est minimisée. Le deuxieme t
de méthodes est basé sur une matrice de mouvement pour droites 3D. Les droites sont alors représentées
leurs coordonnées de Plicker. Une erreur de transfert proche de I'erreur de reprojection est minimisée, me
I'algorithme nécessite une étape finale d’extraction des parametres du mouvement, introduisant un biais da
I'estimation. Notons que I'erreur de reprojection et sa version “duale” sont aussi observées au chapitre 6 dar
le cas de la reconstruction de droites : comme ici, les méthodes utilisant une représentation basée sur des poi
minimisent la version “duale”, et nos méthodes basées sur les coordonnées de Plicker minimisent une erre
de transfert similaire a I'erreur de reprojection, mais nécessitent une étape de correction, liée a la contraini
de Plucker. Finalement, nous avons proposé des estimateurs non-linéaires, minimisant différentes erreurs
transfert, avec une paramétrisation adaptée du mouvement.

Nous avons validé et comparé nos méthodes sur des données simulées et réelles. Nos conclusions prir
pales par rapport a ces expérimentations sont les suivantes. Les méthodes basées sur des contraintes 3D dor
de mauvais résultats, et ne doivent pas étre utilisées, sauf dans les cas minimaux ou une solution exacte est dé
minée, par exemple dans la boucle interne d’'un estimateur robuste par échantillonnage aléatoire. Les méthoc
basées sur une matrice de mouvement pour droites 3D donnent des résultats Iégérement meilleurs que ce
basées sur une matrice de mouvement usuelle, mais sont plus compliquées a implanter.

Pour résumer, nous recommandons ['utilisation d'une méthode non-linéaire pour I'estimation du mouve-
ment & partir de correspondances de droites : la méthode _2D_ 2 (minimisation d’'une erreur de transfert
Euclidienne symétrique) si le temps de calcul est important, et le maximum de vraisemblan@inimisa-
tion de I'erreur de reprojection) dans le cas contraire. Ces méthodes nécessitent une initialisation. Nous recor
mandons la méthodep8mMM _QLIN_2D (minimisation d’'une erreur de transfert Euclidienne non symétrique),
basée sur une matrice de mouvement pour droites 3D.

Perspectives. Nous proposons quelques perspectives de travail pour terminer ce chapitre. La premiére es
'analyse des configurations singuliéres, c’est a dire des configurations de correspondances de droites ne de
nissant pas un mouvement 3D unique. Notons que les études des configurations singuliéres pour la reconstr
tion de droites et de caméras menées par Buchanan [38] et Navab et Faugeras [152] peuvent fournir un point
départ.

Deux autres perspectives de travail concernent les méthodes proposées. Les méthodes basées sur une
trice de mouvement usuelle dépendent du choix des points utilisés pour représenter les droites. En pratigL
nous avons remarqué que le choix de ces points influencait peu le résultat. Cependant, on note que ces métho
peuvent étre rendues indépendantes au choix des points représentant les droites, en pondérant les différel
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erreurs dans les images, par la covariance de la droite observée

Les estimateurs basés sur une matrice de mouvement pour droites 3D minimisent une erreur de transfert
proche de l'erreur de reprojection, mais sont biaisés par I'étape finale d'extraction du mouvement. Comme
nous l'avons fait dans le cas de la reconstruction de droites, pour la contrainte de Plucker, nous pensons qu'il
est possible de linéariser les contraintes de consistance définissant une matrice de mouvement pour droites
3D, et de les intégrer a un estimateur quasi-linéaire, ce qui permettrait de réduire le biais introduit par I'étape
d’extraction, et probablement d’accélerer la convergence.

Nous pensons que la principale application pratique de ces méthodes est la reconstruction a partir de longues
séquences d'images par les méthodes hiérarchiques de Fitzgibbon et Zisserman [66] et Nistér [155]. Ces mé-
thodes sont basées sur la reconstruction a partir de sous-séquences, puis la fusion des reconstructions. Chaque
étape de fusion nécessite d’aligner deux reconstructions, ce qui est effectué a I'aide de correspondances de
points. Il serait intéressant de tester, sur des séquences réelles, le gain en précision apporté par I'utilisation
conjointe de droites.

Finalement, une perspective de travail est I'étude des configurations de points sur une droite. Bouguet et
Perona [37] définissent et étudient une primitive point-sur-droite, qu’'ils appelent “P-Line” en Anglais. Une
possibilité serait de considérer plusieurs points sur une droite, une situation couramment observée en environ-
nement humain.

"Merci a Wolfgang Forstner de I'institut de photogrammeétrie a I'université de Bonn pour cette suggestion.



CHAPITRE

9

CONCLUSIONS, PERSPECTIVES ET
PROBLEMES OUVERTS

Cette these expose nos contributions aux domaines de la vision 3D par ordinateur et de la photogrammétri
et plus particulierement au probléme de la reconstruction de modéles 3D a partir d'images. Ce chapitre
pour but de donner nos conclusions par rapport aux méthodes et concepts proposeés, des perspectives de tre
concernant la reconstruction de modeéles 3D, ainsi qu’une discussion sur des problémes ouverts.
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9.1 Conclusions

Le probleme de la reconstruction de modéles 3D a partir d'images repose sur différentes taches de recons-
truction. Nous donnons ci-dessous nos conclusions par rapport aux contributions apportées dans cette these sur
certaines de ces taches, puis sur des concepts plus globaux émergeant de nos travaux.

> Géomeétrie de deux caméras non calibrées et estimation non-linéaire de la matrice fondamentale.
Nous avons étudié la géométrie algébrique et la paramétrisation de deux caméras. La méthode est spé-
cifique au cas de caméras non calibrées, car le probleme est différent (et était résolu) pour le cas de
caméras calibrées. Notre paramétrisatiorref@ésentation orthonormale de la matrice fondamentale
permet d’effectuer I'ajustement de faisceaux de manig@remaleavec des expressions mathématiques
simples. Nous montrons qu’elle permet d’inclure de l'information connue a priori (par exemple la po-
sition d’'un épipdle). Nous en discutons les avantages et inconvénients. Nous pensons qu’elle fournit un
moyen plus simple et élégant que les méthodes existantes pour I'optimisation non-linéaire minimale de
deux caméras non calibrées ;

> Reconstruction de plans, de points et de caméradlous avons examiné l'inférence d’'un modele 3D
dont la structure est constituée par des points soumis a des contraintes de coplanarité. Les aspects initia-
lisation et paramétrisation pour I'ajustement de faisceaux sont examinés. Ces contributions sont valables
pour des caméras calibrées et non calibrées. Notre méthode est optimale, et une simple hypothése sur
les contraintes de coplanarité permet d’obtenir une solution algorithmique efficace pour I'ajustement de
faisceaux. Nous pensons que notre approche fournit un moyen efficace pour la reconstruction de scénes
planes par morceaux. Elle est plus simple que la plupart des approches optimales existantes. Son dé-
faut principal est d’étre spécifique aux contraintes de coplanarité : son extension a d’autres types de
contraintes est difficile. Nous avons par ailleurs étudié, comme une contribution annexe de la these, la
détection de plans, dont le but est d'automatiser les méthodes de reconstruction de plans;

> Reconstruction de droites et de camérafNous avons étudié I'inférence d’'un modele 3D dans le cas
ou la structure est constituée de droites. Nous examinons les probléemes d'initialisation et de parameé-
trisation. Nos propositions sont valables dans le cas de caméras calibrées et non calibrées. Nous pro-
posons plusieurs algorithmes de reconstruction initiale, basés sur des fonctions de colt dont la forme
est proche de I'erreur de reprojection, contrairement aux méthodes existantes. Nous étudions ensuite la
représentation des droites 3D, et proposonspaésentation orthonormale des droites,3Ie paramé-
trisation permettant de conduire I'ajustement de faisceaux de maniére minimale. Nous montrons qu’elle
permet d’inclure de I'information connue a priori de maniere simple (par exemple, la direction de la
droite). Nous discutons les avantages et inconvénients de notre approche. Nous pensons qu’elle fournit
un moyen plus simple et élégant que les méthodes existantes pour I'optimisation non-linéaire minimale
d’une droite 3D;

> Les matrices de mouvement pour droites 3DNous menons une étude théorique de I'application d’'un
mouvement 3D a des droites 3D exprimées en coordonnées de Plicker. Nous mettons en évidence les
matrices de mouvement pour droites, 3D étudions les liens avec la représentation usuelle du mouve-
ment. Nous utilisons une approche stratifiée, et formulons les propriétés de ces matrices pour plusieurs
niveaux de calibrage des caméras — en espaces projectif, affine, métrique et Euclidien ;

> Alignement de reconstructions de droitesNous étudions I'alignement de modéles 3D a I'aide de cor-
respondances de droites, contrairement au cas traditionnel, ou seules des correspondances de points sont
utilisées. Notre approche est stratifiée. Nous abordons les problémes de I'initialisation et de I'estimation
optimale. Nous proposons de nombreuses méthodes d'initialisation, basées sur différentes représenta-
tions du mouvement, notamment les matrices de mouvement pour droites 3D.

Nos contributions ont été guidées par les concepts suivants : I'utilisation de fonctions de colt appropriées
pour les méthodes d'initialisation et la conception de paramétrisations adaptées pour I'ajustement de faisceaux.
Nous avons défini un ensemble de critéres permettant de concrétiser ces notions. Nous avons remarqué une
forte adéquation entre ces critéres et les performances des méthodes, mesurées expérimentalement. Le concept
de la représentation orthonormale revient a deux reprise : pour la paramétrisation de la matrice fondamentale
et celle des droites 3D a partir des coordonnées de Pliicker. Ces deux entités algébriques ont en commun d'étre
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définies a un facteur multiplicatif prés et soumises a une contrainte de consistance interne, ce qui rend difficil
leur paramétrisation pour I'optimisation non-linéaire. La représentation orthonormale permet d’effectuer une
mise a jour locale basée sur le nombre minimum de parameétres. |l est possible d’imaginer des représentatio
orthonormales pour d’autres entités algébriques, pour lesquelles il nexiste pas de paramétrisation minima
simplé'. Le concept plus général est de trouver une sur-paramétrisation de I'entité, permettant une mise a jot
minimale, garantissant les contraintes internes. Nous pensons que la représentation orthonormale constitue
outil puissant de paramétrisation pour I'optimisation non-linéaire.

9.2 Perspectives

Les différentes taches de reconstruction permettant la création de modeles 3D a partir d'images possede
des solutions plus ou moins abouties. Il existe des logiciels de reconstruction automatidum,jteds de2d3
ouMat chMover deReal vi z, et semi-automatique, tetsanoma ou phot onodel | er . A l'issue de cette
thése, nous pensons cependant que les solutions a certaines taches de reconstruction peuvent étre amélio
Les commentaires suivants concernent des taches de reconstruction que nous avons directement abordées :
> Alignement de modéles 3DLa taches d’alignement de modéles 3D intervient dans le processus de
reconstruction lorsque la stratégie utilisée implique la reconstruction de modéles 3D partiels a partir de
sous-séquences, puis la fusion de ces modéles, nécessitant leur alignement. L'alignement est souve
effectué a l'aide de correspondances de points. Dans cette these, nous donnons des méthodes d’alig!
ment basées sur des correspondances de droites. Notons que ces deux possibilités peuvent facilement
combinées. Nous pensons, méme si cela nécessite des expérimentations supplémentaires, et notamrr
sur de longues séquences d’'images, que l'utilisation conjointe de points et de droites dans les tache
d’'alignement de modeles 3D permettrait d’améliorer la précision, comparé a I'utilisation exclusive de
points ;
> Ajustement de faisceaux et libertés de jaugeAu cours de cette thése, nous avons utilisé de nombreux
algorithmes d’ajustement de faisceaux. Nous avons constaté que ces algorithmes étaient plus ou moil
sensibles a la base de I'espace dans laquelle est exprimé le modéle 3D, ou de maniére plus généra
la jauge. Une itération du méme algorithme lancé sur les mémes données exprimées dans deux jaug
différentes peut conduire a des résultats trés différents. Il existe a ce jour des méthodes pour fixer |
jauge, mais peu d’entre elles sont basées sur des critéres d’efficacité, et beaucoup se contentent d'utilis
une jauge triviale ou définie a priori d’'une maniere arbitraire. Nous pensons que I'efficacité des algo-
rithmes d’ajustement de faisceaux peut étre grandement améliorée par une bonne gestion de la jauc
Des résultats préliminaires publiés dans [15] le confirme.
Les commentaires suivants concernent deux taches de reconstruction, la mise en correspondance et I'utilisati
de textures, que nous n'avons abordées qu'indirectement. Ces deux taches sont souvent aux deux extrém
d’'un processus de reconstruction :
> Mise en correspondanceEn dépit des nombreux travaux sur ce sujet, nous pensons que les algorithmes
de mise en correspondance de primitives entre différentes images, notamment pour des images prises
points de vue éloignés, nécessitent d’étre améliorés afin de devenir suffisamment fiables ;
> Utilisation d'images de textures.Le photoréalisme d’'un modéle 3D reconstruit a partir d'images dé-
pend entre autres de I'utilisation d’images de textures. Les modeéles 3D que nous présentons au chapit
5 et en annexe A reposent sur une extraction simpliste des textures, souvent a partir d'une seule imag
Des idées telles I'utilisation d'une texture différente selon le point de vue du rendu ont emergées dan:
la littérature, mais peu de travaux étudient I'extraction de texture a partir de plusieurs images, car cel:
implique des problémes tels la modélisation et I'estimation de la réflectance des surfaces. Nous pensol
gue ces problémes sont ouverts et ont un impact important sur le photoréalisme des modéles 3D obten!
a partir d'images.

'Par exemple, la plupart des vecteurs ou matrices de coordonnées homogeénes.
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9.3 Problemes ouverts

Le but de cette section est de discuter deux problémes de vision par ordinateur que Nnous pensons ouverts :
la reconstruction de scénes dynamiques et le rendu basé image contrélable :

> Reconstruction de scénes dynamiquete monde qui nous entoure est dynamique, et des techniques
de vision 3D par ordinateur permettant d’utiliser des images d’'une scéne dynamique ouvriraient un
champ d’applications important, telles la reconstruction de modéles 3D dynamiques ou encore la vidéo
surveillance autonome. Nous avons abordé le probléme de la reconstruction de scénes dynamiques dans
'annexe B. On s'y reportera pour un état de I'art des méthodes de reconstruction dynamique. Nous
pensons que les contributions a ce jour restent principalement au niveau de la recherche fondamentale,
dans le sens ou elles ne peuvent pas encore étre appliquées a des problémes réels. La reconstruction
de scénes dynamiques est un domaine de recherche récent et nous pensons qu'il contient de nombreux
problémes ouverts ;

>> Rendu basé image contrélableCette thése est centrée sur la reconstruction de modéles 3D a partir
d'images. Une des applications les plus importantes de la reconstruction est la génération de vues vir-
tuelles d’une scéne réelle. Il existe une autre approche a ce probléme, le rendu basé image. L'approche
basée sur la reconstruction donne de bons résultats et a un aspect économique indéniable (le rendu de
modéles 3D texturés est une des pierres d’'angle de l'industrie des jeux vidéos), mais ses limites sont
définies par la représentation paramétrique du modéle 3D reconstruit. La complexité de la scéne pouvant
étre représentée est limitée : une scene trés détaillée, par exemple des feuilles sur un arbre, nécessite
un modele 3D co(teux, en termes de reconstruction, de stockage et de manipulation. En partie pour ces
raisons, une approche a récemment été développée, ou les nouvelles images sont générées directement a
partir des images originales. Ce processus, appelé le rendu basé image, a I'avantage que la représentation
de la vue virtuelle est indépendante de la complexité de la scéne. Cependant, les méthodes proposées ne
permettent que le rendu de la scéne acquise, c’est a dire qu’elles ne permettent aucun contrdle et aucune
altération de la scéne (par exemple déplacer un objet devant un autre), ce que permet naturellement I'uti-
lisation d’'un modéle 3D. Donc, d'un cété, les méthodes classiques permettent de modéliser des scenes
de complexité réduite, mais offrent un niveau élevé de contrble, et d’'un autre c6té, les techniques de
rendu basé image gerent des scénes complexes, mais ne confére que peu de souplesse au processus de
rendu. Nous pensons qu'il y a un défi important a relever, en proposant une approche hybride, qui per-
mettrait le rendu contrélable de scénes complexes. Nous donnons quelques pistes dans cette direction.
La premiére est l'utilisation combinée d’un modéle 3D grossier et du rendu basé image. L'approche se-
rait de reconstruire une surface grossiére et d'utiliser le rendu basé image pour la génération des images.
Une deuxiéme piste est basée sur la composition d’un arriére-plan et d’'un premier-plan, en utilisant par
exemple le rendu basé image pour l'arriére-plan, et un modeéle 3D pour le premier plan.



ANNEXE

DETECTION DE PLANS

Nous abordons le probleme de la création au-
tomatique du modéle 3D d'un environnement hu-
main, que nous représentons comme une collection
de plans texturés.

Une approche typique est de reconstruire auto-
matiquement un modéle 3D consistant de points. On
indique ensuite manuellement leur appartenance a
des plans. C’est la phase de segmentation en plans.
Des images de texture sont ensuite extraites, éven-
tuellement de maniére conjointe a I'optimisation d’un
critere d’erreur, par exemple I'erreur de reprojection.

Nous proposons une approche pour I'automati-
sation de la phase de segmentation en plans, c'est

a dire permettant de détecter le nombre de plans
et leurs paramétres a partir d'une reconstruction de
points. Notre méthode est basée sur la génération
d’hypothéses de plans par échantillonnage aléatoire
de points. La pertinence d'une hypothése est en-
suite évaluée en estimant le contour du plan et en
calculant une mesure de photoconsistance appro-
chée.

Nous calculons finalement une estimation opti-
male de tous les parametres de la scéne, c’est a dire
les plans, les points sur ces plans et les caméras.
L'approche est validée sur des données simulées et
réelles.

Ces travaux ont été publiés dans [10, 11].
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A.1 Introduction

La reconstruction automatique de scénes rigides a partir d'images est un des problemes clefs du domaine de
la vision par ordinateur. De par son omniprésence dans les environnements humains, le cas des scénes planes
par morceaux est spécialement important. La modélisation d’'une scéne par des primitives (points ou droites)
et des plans a plusieurs avantages. D’'une part, nous avons montré au chapitre 5 qu’elle permet d’obtenir une
reconstruction de précision en général supérieure a celle obtenue par reconstruction individuelle de points. Elle
confere au modeéle 3D un aspect photoréaliste, par application d’'une image de texture a chacun des plans.
D’autre part, une collection de plans permet de modéliser la surface d’'un grand nombre de scénes réelles, a un
degré d’approximation raisonnable.

La plupart des systémes de modélisation existants sont basés sur une reconstruction automatique de points
ou droites, voir par exemple [32, 66, 160], suivie de deux étapesegmentatioret I'optimisation contrainte
La segmentation consiste a définir des relations géométriques entre les points et les droites reconstruits, ty-
piguement en donnant des formes géométriques de plus haut niveau (plans, cubes, sphéres) [50, 117, 190]
reposant sur les primitives reconstruites. Cette phase est souvent manuelle, un procédé laborieux dans le cas
de scénes d’'une géométrie complexe. Ce procédé est limité aux scenes constituées de formes géométriques
prévues. L'étape d’'optimisation contrainte consiste a optimiser la qualité du modéle 3D, en prenant en compte
les contraintes géométriques précédemment définies. Cette approche permet de construire des modéles 3D hau-
tement photoréalistes, mais requiert une intervention de plus en plus lourde de la part de I'utilisateur, lorsque la
complexité de la scéne augmente.

(b)

Fic. A.1 — Exemple typigue d’une scéne plane par morceaux. (@) montre une image avec des points et leur
segmentation en plans. (b) montre le modéle 3D texturé obtenu par notre algorithme.

Nous étudions le probléme de I'automatisation de I'étape de segmentation. Notre étude corssgmeia
tation en plansLa figure A.1 montre un exemple typique de scéne plane par morceaux, sa segmentation automa-
tique en plans et une vue du modéle 3D reconstruit. La segmentation automatique en plans permet, d’une part,
d’enlever au processus de reconstruction la part d’intervention manuelle qu’il comporte, et d’autre part, d’aug-
menter le nombre de scénes pouvant étre traitées, par rapport a une modélisation basée sur des formes plus com-
plexes. Différents algorithmes ont été proposés dans la littérature [1, 9, 33, 54, 55, 61, 68, 113, 182, 201, 222].
Une approche souvent utilisée est basée sur I'utilisation récursive d’un estimateur robestestet [64] : le
plan dominant, au sens d’un certain critere, est estimé, puis les points a I'extérieur de ce plan sont réinjectés
dans I'estimateur robuste. Alors que ce schéma peut étre performant dans le cas ou les sous-ensembles seg-
mentés doivent étre disjoints, il s’avére peu efficace pour la détection de plans. La plupart des critéres utilisés
sont de nature purement géométrique. Ceci a plusieurs impacts sur le processus de segmentation, notamment la
détection de faux plans et la non détection de certains plans, supportés par trop peu de points.
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Ce chapitre est trés fortement lié aux algorithmes de reconstruction plans par morceaux présentés au chapi
5 : les algorithmes de détection de plans fournissent les données nécessaires a la reconstruction.

Contributions. Nous suivons le processus de modélisation exposé ci-dessus, consistant des étapes de 1
construction de points, segmentation en plans, puis reconstruction contrainte. Nous proposons une étape
segmentation automatique en plans, originale sur plusieurs aspects.

Notre algorithme est inspiré deaNSAC [64]. Il est basé sur I'échantillonnage aléatoire de points, permet-
tant de créer des hypothéses de plans. Comme mentionné ci-dessus, une application itérative de ce sché
permet de détecter une série de plans, mais les ensembles de points coplanaires ainsi détectés sont disjoi
Nos contributions se situent au niveau d’'une adaptation de ce schéma, permettant de détecter des ensemble
points non disjoints, c’'est a dire qu’'un point peut alors appartenir a plusieurs plans. Le critére standard utilise
pour juger la pertinence d'un plan hypothétique est purement géométrique (typiquement le nombre de point
sur le plan) et entraine la détection de faux plans, et rate certains vrais plans. Nous proposons un critére bz
sur I'information photométrique induite par les images du plan hypothétique. Pour ce faire, nous proposons un
procédure permettant de calculer le contour d'un plan, a partir de son équation et de ses images. La pertinen
du plan est alors jugée a partir de sa photoconsistance, évaluée a I'aide d’un critére photométrique approximat
la r-consistance proposée par Kutulakos [115, 116], permettant de s’affranchir d’'une dépendance trop forte
la qualité de la reconstruction sous-jacente. De plus, ce critére permet de favoriser la détection des petits pla
et pénalise les faux plans (les configurations géomeétriques approximativement coplanaires ne correspondan
aucun vrai plan). Notons que la méthode est applicable indifféremment du niveau de reconstruction — projecti
affine, métrique ou Euclidien.

Organisation de I'annexe. Nous donnons un état de I'art en 8A.2. Nous proposons la méthode de segmen-
tation automatique en plans en 8A.3, ou nous formulons notre méthode de segmentation en ensembles n
disjoints, et le calcul de notre critere de pertinence photométrique. Finalement, nous donnons des résultats ¢
périmentaux sur des données simulées et réelles en 8A.4 et concluons et donnons des perspectives de traval
8A.5.

A.2 Etatde I'art

Cet état de I'art est centré principalement sur les travaux de segmentation automatique en plans. D’autre
approches a la modélisation automatique a partir d'images sont la sculpture spatiale (“space carving” en Ar
glais) [116], la stéréo multi-vues, par exemple [115], et la triangulation consistante au niveau image [148].

Les travaux existants sur la segmentation automatique en plans peuvent étre séparés en deux grandes clas
selon leur prise en compte de l'information photométrique. En particulier, des critéres purement géométrique
sont utilisés par Alon et Sclaroff [1] et Berthilsson et Heyden [33] pour segmenter une reconstruction éparse
de points et par Faugeras et Lustman [61], Fornland et Schndérr [68] et Sinclair et Blake [182] en utilisant
directement les points image sans reconstruction 3D explicite. Les inconvénients liés a I'utilisation de tels
criteres sont la détection de faux plans ainsi que la non détection des plans ne comportant que peu de poin
Koch [113] propose une segmentation basée sur l'orientation de la surface d’'une reconstruction dense de
scéne. L'inconvénient de cette approche est sa forte dépendance a la surface reconstruite sous-jacente, diffi
a obtenir de maniére précise dans le cas général. Vestri et Devernay [222] utilisent une méthode robuste bas
surRANSAC pour segmenter la scéne : ils détectent un grand nombre de plans par échantillonage aléatoire
partir d’'une carte d'élévation numérique, puis fusionnent les plans trop proches.

L'information photométrique est prise en compte par Baillard et Zisserman [9], Dick et al. [54, 55] et
Tarel et Vézien [201]. Les résultats obtenus par Baillard et Zisserman sont convaincants, mais au prix d'un
complexité élevée. La méthode proposée par Dick et al. ne permet de modéliser les plans comportant peu
points qu’au prix de la connaissance a priori d'une collection de formes de type architectural. Pour la méthod
de Tarel et Vézien, 'automatisme est au détriment de la qualité visuel du modele obtenu. De plus la méthod
n'est applicable qu'a une paire d'images.
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V images de visibilité
modéles™ B, support géométrique_ individuel
B, support photométrique dense
0 contour polygonal
paramétres? II équation du plan
T image de texture

TAB. A.1 — Alissue de I'étape de segmentation, chaque [lEdétecté est modélisé par un modéteet ses
parameétre®”. Ses deux ensembles de grandeurs sont déterminés par la phase de segmentation. La différence
est que le modéle reste fixe par la suite, alors que les paramétres sont modifiés pour I'optimisation d’un certain
critére.

Notons que la plupart de ces travaux, les méthodes de Fornland et Schndrr [68] et de Sinclair et Blake [182]
exceptées, nécessite une reconstruction métrique de la scene, en d’autres termes, la connaissance ou I'estimation
des données de calibrage des caméras.

A.3 Segmentation en plans

Nous décrivons I'étape de segmentation en plans. Nous proposons une procédure de segmentation par
échantillonage aléatoire, basée sur une évaluation des hypothéses selon un critére photométrique. Nous don-
nons une description du processus et présentons la méthode de segmentation puis le calcul de I'évaluation
photométrique d’'un plan hypothétique.

A.3.1 Description du processus

La segmentation en plans consiste a affecter a chacun des points reconstruits un certain nombre de plans.
Elle revient, de maniére équivalente, a déterminer le nombre de plabtes points appartenant a chaque plan.
Notons que les plans permettent d’effectuer la mise en correspondance des points image de maniére plus fiable,
car plus contrainte, qu’a I'étape initiale de reconstruction.

Nous définissons a ce stage la structure 3D comme un ensemble de plans, de points et de relations de
multi-coplanarité. Nous séparons les grandeurs définissant la structure 3D en deux ensemineg!lekt les
paramétres Nous définissons Ienodeélede la structure 3D comme des grandeurs déterminées par I'étape de
segmentation, et non remises en question par I'étape ultérieure de reconstruction contrapaeamésresie
la structure 3D sont des grandeurs dont une valeur initiale est déterminée par I'étape de segmentation, et qui
sont changées par I'étape de reconstruction contrainte, afin de minimiser un certain critére.

Le modéle et les paramétres de la structure 3D sont définis plus précisément dans le tableau A.1. Le modéle
contient le nombre de plans et ce que nous appelons le modéle de chaque plan, comprenant les images de
visibilité V (c’est a dire la liste des images dans lesquelles le plan est visible), le support géométrique individuel
By, c’est a dire la liste des points déterminés comme étant sur le plan, selon un critere géomeétrique, le support
photométrique densB,, déterminé selon un critere photométrique (voir ci-dessous), et le contour polygonal
du plan, formulé comme une liste de points.

A.3.2 Segmentation par échantillonage aléatoire

Notre méthode de segmentation est basée sur l'itération d’estimations robustes par échantillonage aléatoire.
L'idée est d'utiliser une méthode d’estimation robuste pour estimer le plan dominant. La segmentation des
points exclus de ce plan est effectuée en les réinjectant dans I'estimateur robuste.

Nous examinons des méthodes d’estimation robustes et plus particuliérement la nratkede, puis son
application a la segmentation de données en ensembles disjoints et non disjoints.
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A.3.2.1 Meéthodes d’estimation robustes

Les méthodes robustes sont utilisées en vision par ordinateur pour résoudre des problemes telle I'estimatic
de la géométrie épipolaire [32, 208, 233] ou du tenseur trifocal [32, 210] en présence de données erronées. L
méthodes principalement utilisées sont les M-estimateurs, les moindres carrés médiansqA43}pet[64].
De tels estimateurs permettent d’estimer les paramétres d’'un modéle donné a priori en présence de donne
erronées owutliers Ces dernieres peuvent ensuite étre distinguéeintiess, les données consistantes avec
les parametres du modéle. La principale différence entre ces estimateurs réside dans le taux maximal d’outlie
pouvant étre toléré.

Effectuer la segmentation de données a l'aide d’'un estimateur robuste, comme esquissé précédemme
implique le choix d’'un estimateur robuste pouvant tolérer un taux d’outliers élevé. Parmi les estimateurs Cité:
ci-dessus, selANSAC tolére un taux d’outliers supérieur a 50%.

RANSAC. L'estimateur robust®@ANSAC (“random sample concensus” en Anglais) cherche a trouver les para-
metres d’'un modele pour lesquels le nombre d'inliers est maximal. Il fonctionne par échantillonage aléatoire
Un nombre minimal de données permettant I'estimation des paramétres du modéle est aléatoirement séle
tionné, puis le nombre d'inliers est déterminé. Ce procédé est itéré puis les paramétres maximisant le nomb
d’inliers sont sélectionnés.

Le nombre d'itérations est fonction d'un taux d’outliers supposé a priori, de la probabilité de réussite (en
pratique on choisit une probabilité élevée, par exemple 99%) et du nombre de données minimal nécessai
a I'estimation des parameétres du modéle. En pratique, ce nombre d'itérations est reévalué dynamiquement
chaque sélection d’un nouveau jeu de parametres maximisant le nombre d’inliers. Ceci permet de fixer un tat
d’outliers a priori élevé sans augmenter le co(t de I'algorithme. Une fonction indiquant la consistance d’une
donnée avec les paramétres d’un modeéle, servant a la discrimination des inliers, et donc a I'évaluation de
hypotheses, est nécessaire a I'algorithme.

A.3.2.2 Segmentation en ensembles disjoints

L'algorithme RANSAC permet d’obtenir les paramétres dominants du modele ainsi que ses outliers. Dans
le cas de la segmentation, ces outliers ont deux interprétations possibles. Elles peuvent étre de vrais donne
erronées ou bien des données consistantes avec d’'autres paramétres du modéle. L'application successive
RANSAC sur les outliers permet donc de réaliser une segmentation des données.

segmentation en ensembles disjoints
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segmentation en ensembles non disjoints

Fic. A.2 — lllustration de la différence entre un algorithme de segmentation en ensembles disjoints et un al
gorithme de segmentation en ensembles non disjoints. L'algorithme de segmentation en ensembles disjoir
s’arréte aprés une itération car les points non segmentés (en blanc) ne permettent pas de trouver le deuxié
plan. La segmentation en ensembles non disjoints ne s’arréte pas et trouve le deuxiéme plan.
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Cette approche est performante dans le cas ou les ensembles segmentés sont supposés étre disjoints et a été
employée avec succes dans le cas de la segmentation basée sur le mouvement, voir les travaux de Demirdjian et
Horaud [51] par exemple, ou de groupements plans particuliers, voir les travaux de Schaffalitzky et Zisserman
[170]. Dans le cas des plans, voir par exemple les travaux de Dick et al. [54], les sous-ensembles ne sont pas
disjoints (un point peut étre sur plusieurs plans) et la méthode ne permet de détecter que les plans principaux de
la scene et de ne retrouver que des relations de coplanarité simple. La figure A.2 illustre les problémes potentiels
et la différence entre la segmentation en ensembles disjoints et non disjoints.

A.3.2.3 Segmentation en ensembles non disjoints

Une solution est de réaliser les applications successivealdsAcC sur 'ensemble du nuage de point. Par
contre, afin de ne pas réestimer le méme plan dominant & chaque itération, il faut vérifier lors de I'échantillonage
aléatoire que le plan hypothétique n'a pas déja été détecté. Nous le vérifions en comparant les plans déja détectés
et le plan hypothétique. Soient deux plaffet IT" et leurs supports géométriqué et B;. Ces deux plans
sont déclarés identiques (nafg ~ IT') si le seuillage d’'une mesure de distare@st positif :

IO~1 & DI <y,

oU~ est un seuil que nous définissons ci-dessous.

Notre mesure de distance doit avoir un sens physique. Par exemple, la comparaison des équations des
deux plans de donnerais pas de bons résultats, car c’est une mesure purement algébrique. Nous choisissons de
comparer les deux supports géomeétriques. En notant par le cargdecardinal d’'un ensemble, notre mesure
de distance s’écrit :

#(By N By)
#B, + #B,

Deux plans sont donc déclarés similaires lorsque le taux des inliers qui leur sont communs est supérieur a un
seuil défini a priori. Dans nos expériences, nous avons utilisé un seuil variant entre 40 et 70 %, c'est a dire
0,4 <~ < 0,7. Une autre possibilité de distance est de tester le support géométrique de chaque plan sur I'autre
plan.

Notons que notre approche est différente de celle de Vestri et Devernay [222], qui détectent un grand nombre
de plans, éventuellement trés proches, puis appliquent une étape de fusion basée sur le support géométrique
de chaque plan. L'application deANSAC a la segmentation en plans nécessite un critere d’évaluation des
hypothéses. Nous en proposons un dans la section suivante.

DT, II') =

A.3.2.4 Evaluation d’'un plan hypothétique

Un critére souvent utilisé pour juger un plan hypothétique, est le nombre de points sur #/plaiiest
le critére de base deaNSAC. Un probléme avec ce critére est di au fait que certains points peuvent acciden-
tellement se trouver sur un faux plan, ce qui arrive souvent en pratique. Le nombre de points appartenant a un
plan hypothétique n’est donc pas un critere approprié pour évaluer la pertinence de cette hypothése. La figure
A.3 illustre ce probléme et la différence avec un critére photométrique.

Nous évaluons la pertinence d'un plan hypothétique par la méthode suivante, illustrée sur la figure A.4.
Nous disposons a ce stage de I'équatldndu plan et de son support geométrighe L'évaluation de la
vraisemblance de I'hypothése requiert de déterminer son md@tiede ses paramétre®. Nous proposons
ci-dessous une méthode permettant de retrouver toutes ces grandeurs.

Images de visibilit¢). Nous notons3, le support photométrique obtenu a l'issue de notre algorithme. Afin
de déterminer les images de visibilité, nous suppod§ns B,, c’est a dire que tous les points du support
photométrique sont géométriquement sur le plan. Cette hypothése nous permet de délércoimene les
images dans lesquelles I'ensemble des points,dest visible.



A.4. RESULTATS EXPERIMENTAUX 223

segmentation avec un critere géométrique individuel
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segmentation avec un critere photométrique dense

Fic. A.3 — lllustration de la différence de segmentation avec un critére géométrique individuel et un critére
photométrique dense.

Contour polygonal 9. La procédure suivie pour déterminer un contour polygomabtu plan est illustrée
sur la figure A.4. Ce contour polygonal s’appuie sur les points reconstruits. En rotari3,) I'enveloppe
convexe depoints du support géometriqug;, on peut écrire la relation suivante :

(B, € By;) = (0 C conv(By)).

L'idée suivie est de former une triangulation des points du support géométrique, et d’en supprimer des triangle
itérativement, selon un critére permettant de converger vers le contour recherché. Le critére utilisé pour valide
ou invalider un triangle est basé sur sa photométrie, c’est a dire la comparaison de son apparence dans plusie
images.

Notre algorithme est composé des étapes suivantes (voir la figure A.4). Pour commencer, nous alignor
toutes les imagettes du plan (avec un conteurv (1)), et calculons la triangulation de Delaunay du support
géométriques,. L'alignement est effectué en utilisant des homographies de plan inter-images et l'interpola-
tion bicubique des couleurs. Nous supposons que la triangulation ne coupe pas les arétes dd cosimuir
implique que l'invalidation de triangles dansnv(43;) doit converger vers. Pour assurer une telle condition,
nous utilisons une modification de la triangulation de Delaunay, permettant d’obtenir une triangulation consis
tante avec les images, c’est a dire minimisant une erreur photométrique sur les triangles. Nous renvoyons a
travaux de Morris et Kanade [148] pour plus de détails sur cette étape. La validité de chaque triangle est test
en utilisant le test de-consistance, proposé par Kutulakos [115]. Nous supposons implicitement que la surface
considérée est Lambertienne. Cette mesure présente une certaine robustesse a I'imprécision de la reconst
tion et permet de gérer des surfaces approximativement planes. Le rayon de dispeegionmé en pixels,
controle I'erreur maximale d’un point reprojeté. Ce test détermine si les triangles alignés, provenant de diffé.
rentes images, représentent la projection de la méme surface plane. Le test est négatif si les couleurs de tous
pixels de tous les triangles ne sont pas présent dans les autres triangles, dans un disquerde rayon

Cette évaluation permet de discriminer les plansyeras ou non convexes, éwuellement troués, des
fausses hypotheéses et favorise la détection des petits plans, supportés par peu de points.

Les points a l'intérieur du contow? forment le support photométriqug du plan. Le score du plan est
donné par le nombre de triangles restant a la fin du processus.

A.4 Reésultats expérimentaux

Nous décrivons des résultats expérimentaux obtenus sur des données simulées puis sur des données rée
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FIG. A.4 — Evaluation de la pertinence d’un plan hypothétique selon un critére photométrique dense.
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Fic. A.5 — Comparaison de I'erreur dans le nombre de plans détectés pour différentes approches par rappor
différents parametres de la scéne simulée.

A.4.1 Données simulées

Nous comparons notre méthode de segmentation en plans a des méthodes existantes, consistant a utill
une segmentation en ensembles disjoints [55] ou un critére purement géométrique [1, 182].

L'expérimentation consiste en un cube d'l métre de c6té, observé par un jeu de caméras. Des points so
générés aléatoirement sur le cube, et éventuellement éloignés des plans les contenant afin de simuler une ple
rité non parfaite, puis projetés dans les images. Chaque face du cube est texturée a I'aide d’'une image de text
aléatoire. La texture est de méme projetée dans les images. Elle est normalisée de telle sorte que les valeurs
intensités soient réparties entre 0 et 1. Un nombre inférieur a 30, 5 et 1 points sont générés respectivement ¢
chaque face, aréte et sommet du cube. Deux caméras d’'une distance focal de 1000 pixels, séparées d'1l metr
situées a 10 métres du cube sont simulées, telles que 3 faces du cube soient visibles. Les parametres intrinsec
des caméras ne sont pas utilisés, ce qui entraine des reconstructions projectives.

Dans la suite, nous varions indépendamment certains paramétres de cette simulation pour comparer |
différentes approches dans différentes conditions. Nous mesurons la qualité de la segmentation en utilisant
valeur absolue de la différence entre le nombre de plans simulés, c'est a dire 3, et le nombre de plans estim
Nous mesurons des valeurs médianes sur 100 tirages. Le bruit appliqué sur la position des points image es
pixel. Le nuage de points 3D et les caméras sont obtenues par ajustement de faisceaux, voir le chapitre 3.

Nous comparons les méthodes de segmentation suivantes :

> SED_GEOM utilise une segmentation en ensembles disjoints, couplée a une évaluation purement géomé

triqgue des hypothéses : le cardinal du support géomeétrique #igte

> SED_PHOTOest identique mais utilise une évaluation des hypothéses basée sur la vraisemblance photc

métrique, comme proposé en 8A.3.2.4;

> SEN_GEOM utilise la segmentation en ensembles non disjoints présentée en 8A.3.2.2 et le critére géo

métrique# B, pour I'évaluation des hypotheses ;

> SEN_PHOTO utilise la segmentation en ensembles non disjoints et le critére photométrique.

Nous décrivons les différentes situations expérimentales en variant un parametre de la scéne et les résult
obtenus :

> bruit image ajoutéfigure A.5 (a) : un bruit Gaussien centré d'écart-type variant entre 0 et 0,02 (c'est &

dire 2% du maximum) est ajouté a I'intensité de chaque pixel des images;

> nombre de pointdfigure A.5 (b) : le nombre de points est varié entre 0 et 40 pour chaque face du cube.

Nous utilisons aussi les coins du cube, mais aucun point sur ses arétes ;
> perturbation de la planaritgfigure A.5 (c) : les points 3D sont éloignés des plans les contenant avec des
distances dont la distribution est centrée et uniforme, avec un écart-type variant entre 0 et 0,1 métre.
Nous observons que dans le cas général, les méthodesoro, basées sur I'information photométrique sont
plus performantes que les méthodessEoM basées sur un critére géomeétrique. En particulier, la méthode
SEN_PHOTOdonne de meilleurs résultats que les autres dans tous les cas.
Dans le cas d’un bruit image ajouté, nous observons que les méthodes sont moins efficaces que les
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méthodes *PHOTO. Ceci est d( au fait que les critéres purement géométriques ne peuvent pas différencier les
plans réels des configurations coplanaires accidentelles, ne correspondant a aucun plan réel. Comme le nombre
de points est relativement petit, de telles configurations peuvent apparaitre facilement.

Lorsque le nombre de points est vari€, nous observons que pour de petits nombres (seuls les sommets du
cube sont utilisés au début du graph), les méthaias * sont moins performantes. Ceci est di au fait que
les plans ne peuvent étre détectés que lorsque la multi-coplanarité (I'appartenance d’un point a plusieurs plans)
est prise en compte. Lorsque le nombre de points augmente, les méthaissv sont moins bonnes pour la
méme raison que celle donnée ci-dessus.

Dans le cas ou la planarité de la scéne est modifiée, les méthode® sont moins performantes, car
la probabilité de configurations coplanaires ne correspondant a aucun plan augmente. Les performances des
méthodes * PHOTO sont peu affectées.

A.4.2 Données réelles

Nous donnons des résultats expérimentaux obtenus sur des images réelles. Nous examinons la séquence du
modem puis la séquence “game system II". Il est plus facile de détecter les plans dans la premiére séquence :
ces derniers sont bien distincts, et les deux images sont proches. Dans la deuxieme séquence, les images sont
plus éloignées, et les plans plus approximatifs.

A.4.2.1 Séquence du modem

La séquence du modem consiste des deux images montrées sur la figure A.6. Le tableau A.2 donne I'erreur

FIG. A.6 — Les deux images de la séquence du modem.

de reprojection a différents stade de la modélisation.

Reconstruction de points et de caméras. Nous détectons des points d'intérét a I'aide du détecteur de Har-

ris et Stephen [80], visibles sur la figure A.7 (a) et (b), et utilisons une mise en correspondance couplée a
I'estimation robuste de la géométrie épipolaire a I'aide de la méthode de Zhang [233]. Nous utilisons ensuite
I'algorithme d’ajustement de faisceaux projectif proposé au chapitre 4, afin d’obtenir une reconstruction des
points et des caméras. Nous utilisons le calibrage des caméras, obtenu de maniére statique, afin de visualiser le
modele 3D obtenu en espace métrique, montré en figure A.7. Nous obtenons une erreur de reprojection initiale
de 1,68 pixels, ramenée a 0,15 pixels par I'ajustement de faisceaux.

Segmentation en plans. L'algorithme détecte successivement trois plans, montrés en figure A.8. Les 3 plans
principaux composant la scéne sont détectés, et les points segmentés sur ces plans. On note que les points sur
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(©) (d)

Fic. A.7 — Les points d'intérét utilisés pour la séquence du modem (a) et (b), et la reconstruction obtenue

consistant de 90 points, vue de 3/4 (c) et de haut (d). On remarque, en particulier sur la vue (d), que la coplanari
des points est trés approximative.

approche | étape | erreur de rep. (pixels) # itérations
non contrainte— initialisation. 1,68 -
ajustement de faisceaux 0,15 5
contrainte _ initialisation._ 0,85 -
ajustement de faisceaux 0,36 3

TAB. A.2 — Erreurs de reprojection obtenues a différentes étapes de I'algorithme et nombre d'itérations effec

tuées dans le cas des ajustement de faisceaux.



228 Annexe A. [ETECTION DE PLANS

(b)

(d)

FiGc. A.8 — La segmentation automatique en plans obtenue sur la reconstruction du modem : (a), (b) et (c)
montrent les points appartenant aux 3 plans détectés, et (d) montre la reprojection du modéle 3D dans la pre-
miére image.
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(@) (b)

Fic. A.9 — Modéle obtenu pour le modem, (a) montre la reconstruction éparse contrainte par les plans et (b
montre le modeéle 3D consistant de 3 plans délimités et des deux caméras. On observe en (a) que les poit
reconstruits sont parfaitement coplanaires.

Fic. A.10 — Rendus du modele texturé du modem.

les arétes sont correctement affectés a deux plans et le coin de la boite aux trois plans. Nous avons utilisé
rayon de dispersion=2 pixels. La segmentation est arrétée lorsque l'algorithme ne peut détecter plus de deux
triangles photoconsistants. Notons que le rayon de dispersion a peu d’'influence sur le résultat de la segmentat
car les plans sont bien distincts.

Reconstruction contrainte de plans, points et caméras. Le nuage de points est corrigé afin de satisfaire
les contraintes géométrique de multi-coplanarité précédemment détectées. L'erreur de reprojection passe als
a 0,85 pixels. Afin d’obtenir un positionnement optimal, nous minimisons I'erreur de reprojection sous les
contraintes de multi-coplanarité, a 'aide des techniques proposées au chapitre 5. L'erreur finale obtenue €
0,36 pixels, ce qui est trés raisonnable. La reconstruction contrainte est montrée en figure A.9. Les texture
sont extraites des images, et perspectivement corrigées, comme indiqué en 85.7.2.1, chapitre 5. La figure A.
montre le modéle texturé ainsi obtenu.

Plus précisément, une image de texture est évaluée pour chaque plan en déformant chacune de ses ima
sur un plan fronto-paralléle, et en calculant la moyenne des couleurs sur les pixels de mémes coordonnées.
calcul est justifié par I'hypothése que la surface est Lambertienne.

A.4.2.2 Séquence “game system II”

La séquence “game system II” est constituée de 6 images, voir la figure A.11. Nous insistons sur le faif
gu'il est difficile de détecter les plans sur cette séquence. En effet, les fenétres sont éloignées de la faca
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FIG. A.11 — La séquence game system Il (3 des 6 images sont montrées), avec les correspondances de points
utilisées. La deuxiéme ligne montre les images aprés correction de la distorsion radiale. On note une déviation
significatives des fenétres par rapport au plan principal de la facade.

principale, et ne peuvent pas étre modélisées par des plans reposant sur les points reconstruits, car ces derniers
sont pour la plupart sur la fagcade principale. De plus, I'apparence des vitres change entre les vues a cause
d’effets spéculaires. Finalement, on note que certains plans sont trés fins.

Reconstruction de caméras et de points. Nous donnons des correspondances de points manuellement sur
les 6 images. Ces points sont visibles sur la figure A.11. Nous reconstruisons ces points et les 6 caméras, voir
le chapitre 3. L'erreur de reprojection obtenue apreés initialisation est 3,82 pixels. Elle est réduite a 1,03 pixels
par ajustement de faisceaux. Notons que I'estimation inclut un terme de distorsion radiale, que nous utilisons
afin de corriger les images originales, voir la figure A.11. Le modéle 3D reconstruit est visible en figure A.12.

FIG. A.12 — Les points reconstruits aprés ajustement de faisceaux non contraint.
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Segmentation en plans. Nous utilisons notre algorithme pour détecter les plans. Nous avons essayé différents
rayons de dispersion. Le premier rayon de dispersion est pixel. Il confére a I'évaluation des hypothéses un
caractere strict. Lensemble de plans retrouvés est trés incomplet, en particulier, les plans incluant des fenétr
sont systématiguement non détectés, ce qui entraine des “trous” dans le modéle 3D ainsi calculé, voir la figu
A.13 (a).

(a) —r = 1 pixel (b) —r = 5 pixels (¢) —r = 10 pixels

FiG. A.13 — Les plan détectés et le modéle 3D correspondant en utilisant successivement un rayon de dispersi
r = 1 pixel, r = 5 pixels etr = 10 pixels, c’est a dire 0,2%, 1% et 2% de la taille de I'image. Dans le premier
cas, (a), les plans modélisés sont précis, voir par exemple les deux plans a gauche. Les trous dans le modéle
correspondent aux fenétres, qui ne peuvent ni étre complétement modélisées, ni approchées par un plan avec
petit rayon de dispersion. Dans le deuxieme cas, (b), la tolérance est plus élevée, donc les fenétres peuvent ¢
approchées par un plan. Notons que les deux plans a gauche ont été fusionnés. Pour le dernier cas, (c), dt
plans suffisent & modéliser complétement la surface, ce qui entraine plusieurs artefacts sur le rendu.

Nous avons ensuite essayé un rayon de dispersierni0 pixels, beaucoup plus important (2% de la taille
de 'image). Ce rayon confére un aspect tres tolérant a I'évaluation des plans hypothétiques. Le résultat est q
les plans “proches” ont tendance a étre agrégeés. Le modéle 3D obtenu n’a plus de “trou”, mais la modélisatio
est moins précise. Ce modeéle est montré en figure A.13 (c).

Finalement, nous avons essayé un rayon de dispersion entre ces deux extréragsxels (1% de la taille
de 'image). le modéle retrouvé est complet et a une apparence plus photoréaliste que dans les deux autres ¢
voir la figure A.13 (b).

Cette expérience montre gu’avec un choix approprié pour le rayon de dispersion, notre méthode permet c
détecter des surfaces approximativement planes et de petits plans.

Reconstruction de points, plans et caméras. Nous utilisons les techniques proposées au chapitre 5 afin de
reconstruire les plans, les points et les caméras, sous les contraintes de multi-coplanarité détectés ci-dess
avecr = 5 pixels. L'erreur de reprojection initiale est 4,32 pixels et passe a 1,58 pixels aprés ajustement de
faisceaux plan par morceaux. Le modeéle 3D calculé est montré est figure A.14. Les images de textures so
calculées a partir de toutes les images, sauf pour les fenétres, qui sont extraites d’une seule image, afin d'évi
les effets de flou causés par le décalage par rapport & la fagade principale et 'aspect spéculaire de la surfa
Une autre possibilité pour le rendu de tels plans est d'utiliser une image de texture dépendante du point de vt
(“view-dependent texture-mapping” en Anglais), comme proposé par Debevec et al. [50].



232 Annexe A. [ETECTION DE PLANS

FIG. A.14 — Le modeéle 3D texturé obtenu pour un rayon de dispersiorb pixels.

rayonde dispersion| o1 | o2 | p

r=1 0,0093| 0,0284| 0,0576
r=>5 0,0129| 0,0370| 0,0633
r =10 0,0365| 0,0511| 0,1052

TAB. A.3 — Mesures métriques sur la reconstruction obtenues par ajustement de faisceaux plan par morceaux,
avec les plans détectés pour différents rayons de dispersion (voir la figure A.13% ,Plu®t 1 sont petits,
meilleure est la précision du modéle 3D.

Evaluation de la qualité. Nous avons effectué quelques mesures métriques sur la structure obtenue avec la
reconstruction de points et de caméras, et celle obtenue aprés la reconstruction de points, de plans et de caméras,
sous contraintes de multi-coplanarité, pour un rayon de dispersierl pixel. On se reportera au chapitre 5

pour des expériences similaires. Le but est ici un peu différent. On cherche a évaluer I'influence des contraintes
de multi-coplanarité, mais aussi du rayon de dispersion, sur la précision de la reconstruction. Le tableau A.3
montre les résultats obtenus. Dans ce tableget o, sont les variances des longueurs des 6 arétes verticales et
horizontales respectivement,,eest la moyenne dg —% |, ol est la mesure des angles droits. Nous avons
effectué les mémes mesures sur les modéles 3D obtenus avec les rayons de dispersipixels etr = 10

pixels. Ces mesures montrent que la précision de la reconstruction se dégrade lorsque le rayon de dispersion
augmente. Ceci est d( au fait qu'un grand rayon de dispersion a tendance a rassembler et fusionner les plans
(voir par exemple les deux plans a gauches sur la figure A.13 (a), fusionnés en A.13 (b) et (c)). Pour cette
raison, la position individuelle de chaque plan est moins précise, et le modéle 3D de moins bonne qualité. En
conséquence, il y a un compromis a trouver entre la qualité (précision) de la reconstruction et le fait que cette
reconstruction modélise toute la surface de la scéne.

A.5 Conclusions et perspectives

Conclusions. Nous avons présenté une méthode permettant de segmenter un nuage de points en plans. Cette
méthode est utilisée dans un systéme de modélisation automatique pour scénes planes par morceaux.
La segmentation est basée sur une version modifiée de I'estimateur rebustec permettant de prendre
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en compte le fait que les ensembles segmentés ne sont pas forcement disjoints (un points peut apparteni
plusieurs plans). La pertinence des hypotheses est évaluée a un niveau photométrique alors que ces mér
hypothéses sont obtenue de fagon géométrique. Ceci permet une meilleure qualité de segmentation, notamm
par rapport a la détection de petits plans. La tolérance par rapport a un bruit dans la reconstruction est achev
par l'utilisation d’'une mesure de photoconsistance approximativectasistance.

Des expérimentations sur données simulées et réelles permettent de valider la méthode. Elles montre
que la méthode proposée donne de meilleurs résultats que les approches standards. Le rayon de «dispersio
permettant de détecter des configurations approximativement planes joue un role critique.

Perspectives. La méthode proposée donne de bons résultats lorsque le rayon de dispersion utilisé-pour la
consistance est approprié. La détermination automatique de ce rayon est un probleme. On peut penser a utili
des criteres tels choisir le plus petit rayon de dispersion, tel que le modéle 3D retrouvé n'ait pas de trou.

Une autre perspective concernant la segmentation est de s’appuyer sur I'algorithme de segmentation gér
rique proposé par Vidal et al. [223] (la décomposition en composantes principales généralisée). Cet algorithm
s’applique directement au cas de la segmentation en plans, car la relation algébrique de coplanarité (app:
tenance d'un point a un plan) est bilinéaire. Cet algorithme fournirait donc une solution directe et simple at
probléme de la segmentation en plans, mais reposant sur un critére géométrique. Un des problemes a résou
avant d’appliquer cet algorithme serait celui des points n’appartenant a aucun plans.

Finalement, une perspective de travail intéressante serait d’adapter I'algorithme a différents types de prim
tives de plus haut niveau que les plans ainsi que l'incorporation d’un modeéle de variation de la lumiére, de typ
affine par exemple.






ANNEXE

GEOMETRIE ET RECONSTRUCTION
DYNAMIQUES — MOUVEMENTS
LINEAIRES , COPLANAIRES ET

CONVERGENTS

Nous abordons le probleme de la modélisa-
tion et de I'estimation de la géométrie d'une scene
partiellement statique et partiellement dynamique.
Plus particulierement, nous considérons une ca-
méra unique non calibrée observant une scéne
consistant de points statiques, et de points dyna-
miques, bougeant dans un plan de mouvement, le
long de droites convergentes. Ce scénario décrit,
par exemple, le mouvement de voitures sur une
route, observées par une caméra non calibrée dont
le mouvement est inconnu.

Le chapitre est divisé en deux parties : la modé-
lisation et I'estimation de la géométrie dynamique,
puis I'estimation de la géométrie statique standard,
de maniére consistante avec la géométrie dyna-
mique.

Nous étudions les tenseurs d'appariement in-

duits par la partie dynamique de la scéne. La géo-
métrie dynamique est décrite par ce que nous appe-
lons le tenseur-C7 et une collection de tenseurs-C5,
dont la structure algébrique est proche de celle de
la matrice fondamentale. Nous donnons des algo-
rithmes d’estimation des parametres de ce modele.

Nous mettons en évidence le lien entre la re-
construction statique standard, et la modélisation
dynamique. Ceci permet de reconstruire la posi-
tion de chaque caméra avec un nombre restreint
de points. Nous montrons comment le plan de mou-
vement (ou, de maniére équivalente, I'homographie
gu’il induit entre deux images), contenant seulement
des points dynamiques, peut étre reconstruit.

Nous donnons des résultats expérimentaux sur
images réelles, en particulier sur une séquence de
60 images. Ces travaux ont été publiés dans [12].
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B.1 Introduction

La plupart des travaux sur la géométrie multi-vues sont basés sur I'hypothése que la scéne observée est
rigide ou statique. Cette contrainte permet de définir des tenseurs d’appariement entre deux, trois ou quatre
images, par exemple, la matrice fondamentale. Ces tenseurs d’appariement encapsulent le mouvement et les
parameétres intrinséques des caméras ayant pris les images, et donc I'information géométriqgue nécessaire pour
la reconstruction 3D. Les tenseurs d’appariement pour scénes statiques peuvent aussi étre employés pour les
scénes composées de multiples objets rigides en mouvements indépendants [45, 67, 224, 229], ce qui nécessite
toutefois, qu'un nombre suffisamment important de primitives visuelles soit extrait pour chaque objet, rendant
possible la segmentation, au moins implicitement. D’un autre c6té, il y a une littérature de plus en plus abon-
dante [7, 78, 79, 180, 197, 228, 230] examinant le cas de primitives en mouvements indépendants, souvent
appelées degrimitives dynamiquegar opposition auprimitives statiqueslLe but de ces travaux est de four-
nir des algorithmes pour leeconstruction dynamiquec’est a dire la reconstruction des parties dynamiques
de la scéne, ainsi que des tenseurs d’appariement pour les images de primitives dynamiques. Des scénarios
dynamiques trés généraux et trés contraints, impliquant des systémes d’acquisition monoculaires ou stéréosco-
pigues, ont été examinés. Les motivations pour I'étude de la reconstruction dynamique sont essentiellement
basées sur une volonté d’étendre le champ d’applications de la vision 3D par ordinateur. En effet, le monde réel
est dynamique ; I'hypothése de rigidité est donc trés restrictive.

Nous considérons un scénario trés contraint, formé d’'une partie dynamique et d’'une partie statique. La
partie statique n’est pas contrainte, alors que, comme dans [7, 78, 79, 197, 228, 230], nous considérons que les
points dynamiques bougent sur dksites de mouvemente scénario est encore contraint en considérant que
les droites de mouvement appartiennent plam de mouvemerdt convergent vers upoint d’'incidence La
figure B.2 illustre ce scénario. Notons qu’aucune hypothese n’est faite sur le mouvement ou le calibrage de la
caméra. Un exemple réel d'un tel scénario est le mouvement de points situés sur les toits de voitures, observées
par une caméra de vidéo-surveillance en mouvement, voir la figure B.1.
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.

FiG. B.1 — Un sous-ensemble des 60 images de la séquence vidéo de la route. La modélisation de la géométrie
d’'images fournies par une caméra en mouvement observant une route est une des applications du scénario
considéré. Les difficultés pour la reconstruction 3D a partir d’'une telle séquence proviennent du fait que la
scéne contient des primitives statiques et dynamiques, et qu'il n'y pas de contrainte sur le mouvement inconnu
de la caméra.

Ce scénario s’inscrit dans des cas moins contraints précédemment examinés [7, 78, 79, 197, 228, 230].
Les algorithmes de reconstruction dynamique et les tenseurs d’appariement dynamiques correspondant peuvent
donc étre utilisés. Le principal probléme est qu’ils nécessitent, en général, un nombre de correspondances de
points élevé, rendant difficile I'utilisation, par exemple, d’un schéma d’estimation robuste par échantillonnage
aléatoire teRANSAC [64], souvent requis pour la conception d’'un systéme automatique.

De plus, nous constatons les défauts spécifiques suivants. La méthode proposée par Avidan et Shashua [7]
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vise a reconstruire des points en mouvement le long de droites, a partir d'images provenant d’une seule camé
Elle requiert que le mouvement de la caméra soit connu, et des correspondances de points sur 5 vues. L
solutions proposées par Han et Kanade [78, 79] (basées sur une forme de factorisation non rigide) suppose
que les primitives observées ait une vitesse constante, de méme que la plupart des applications, excepté
tenseur de segmentation, proposées par Wolf et Shashua [228]. Les méthodes de Sturm [197] et Wolf et «
[230] cherchent a aligner des reconstructions 3D d’'une scene dynamique, avec différentes hypothéses sur
mouvement des points. Par exemple, Sturm suppose que les points bougent dans des plans formant un pince
Ces méthodes impliquent l'utilisation de deux, ou plus, caméras synchronisées afin d’obtenir une vue 3D de |
scéne a chaque instant. Le “tenseur-H” proposé par Shashua et Wolf [180] modélise le mouvement de poin
statiques et de points dynamiques le long de droites dans un plan. Il nécessite au moins 3 images de poir
dynamiques et statiques pour pouvoir étre estime.

Contributions. Nous montrons que des tenseurs d’appariement et des algorithmes de reconstruction dyne
migue plus simples que ceux cités précédemment peuvent étre formulés pour le scénario considéré.

Nous commengons par examiner le cas purement dynamique, c’est a dire lorsque seules des primitive
dynamiques sont observées et que le mouvement de la caméra est inconnu. Nous montrons que dans le
de deux vues, il existe un tenseur d’appariement dynamique, que nous appdiensele-C similaire a la
matrice fondamentale. Plus précisément, nous appelons ce tensmngdar-C7afin de mettre en évidence ses
7 degrés de liberté. Les techniques d’estimation standards de la matrice fondamentale peuvent étre applique
pour estimer ce tenseur. Nous montrons que dans le cas multi-vues, I'information géométrique est encapsul
par un réseau de tenseurs-C, soumis a des contraintes de consistance. Nous proposons une modélisation b
sur un tenseur-C7 et désnseurs-Chune spécialisation du tenseur-C7. Un algorithme d’estimation consistante
de cette géométrie est propose.

Nous examinons ensuite le cas ou des points dynamiques et statiqgues sont observés, c’est a dire que
scénario purement dynamique précédemment considéré est “plongé” dans une scéne statique. Nous étudi
le lien entre la modélisation dynamique précédemment considérée et I'estimation du mouvement projectif de
caméras. Nous donnons des algorithmes pour I'estimation de ce mouvement contraint par les tenseurs-C.

,— un point statique X
une droite de mouveme

le point d’'incidence

"~ |e plan de mouvement

pg—

mouvement de la caméra au cours de temps

FiG. B.2 — Le scénario considéré consiste de points statiques non contraints, et de points dynamiques en mou
ments indépendants sur un pinceaudstes de mouvementonvergants vers lpoint d’incidenceet apparte-

nant auplan de mouvemenite plan de mouvement et le point d’'incidence sont supposés statiques. Cependant,
la plupart des résultats restent valides sans cette hypothése. Dans la plupart des instances réelles de ce scén
les droites de mouvement sont paralléles et le point d'incidence est donc a l'infini, voir les figures B.1 et B.3.
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Organisation de I'annexe. Nous examinons la géométrie dynamique et son estimation en 8B.2, ol nous
formulons les tenseurs-C. Nous nous intéressons ensuite en 8B.3, aux contraintes exercées par ce tenseur sur
la reconstruction des caméras, dans le cas ou des points statiques et dynamiques sont observés. La section
B.4 donne des résultats expérimentaux, puis la section B.5 conclut et donne des perspectives de travail. Le
paragraphe suivant précise les notations spécifiques utilisées dans ce chapitre. La figure B.3 montre un exemple,
la séquence des jouets, sur lequel nous illustrons notre modélisation et nos algorithmes au cours du chapitre.

FiG. B.3 — Les 3 images de la séquence des jouets, avec les points dynamiques utilisés. Notons que 4 points
sont sur la voiture noire, qui effectue un dépassement dans la deuxiéme image, et ne satisfait donc pas le modele
dynamique associé aux autres points.

Notations. Les points observés sont désignés avec le cara&fe@es points peuvent étre statiques ou dyna-
migues et sont alors noté§ et Q respectivement. Les coordonnées successives au cours du temps sont respec-
tivement notée®J, U, U”, ..., X, X', X", ... etQ. Les images de ces points sont désignéesipdru”, ...,

x,x',x" etq,q’,q”,....Le nombre déindique donc le numéro de la vue et I'instant correspondant. La figure
B.2 illustre une partie de ces notations. Le point d’'incidence est désignB.daest de coordonnéeB et se
projette erb,b’, b”,.... Il est sur le plan de mouvement natE.

B.2 Lagéométrie dynamique et son estimation

Cette section est centrée sur la modélisation de la partie dynamique du scénario considéré. Nous ne faisons
aucune hypothése sur le mouvement de la caméra, que nous supposons inconnu. Nous formulons des tenseurs
d’appariement, pour le cas de deux vues puis pour le cas multi-vues.

B.2.1 Le cas de deux vues : le tenseur-C7

Nous étudions la formulation dienseur-C7Nous mettons en évidence une forte analogie avec la matrice
fondamentale. Nous étudions ses propriétés et son estimation a partir de correspondances de points.

B.2.1.1 Formulation

Le tenseur-C7 encapsule le mouvement dynamique entre deux vues. Nous proposons une construction de
ce tenseur. Il existe d’autres possibilités de construction, basées par exemple sur une matrice de projection
P3 — P2, dans l'idée du travail de Wolf et Shashua [228], ou sur la spécialisation d’un tenseur de liaison (“join
tensor” en Anglais), voir le travail de Wolf et al. [230].

Soit Hy 'homographie 2D inconnue induite par le plan de mouvement, entre les deux vues considérées.
Soit X un point dynamique ex, =’ ses projections dans les deux images. En utilisgpt nous pouvons
prédire la projectio®’ de X dans la deuxiéme image, commeXiétait statiquex’ ~ Hyrx. La droite image
m/, projection de la droite de mouvement associé¥ dans la deuxiéme vue est donnée en joignast la
projection du point d’incidencé’ :

m ~ b A% ~ [b|Hgx.
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Il est évident qu’une condition nécessaire pour guet ¥ soient des instances du méme point 3D dynamique,
est quez’ soit sur la droitem/, d’ou I'équation :

xXTCx = 0 avec C ~ [b]sHp, (B.1)

ou C est letenseur-C7(a 7 degrés de liberté, voir ci-dessous). Ce tenseur encapsule la signature image de |:
géométrie dynamique pour deux vues.

B.2.1.2 Analogie avec la matrice fondamentale

Un aspect frappant du raisonnement précédent est la trés forte analogie pouvant étre faite entre le tense
C7 et la matrice fondamentale. Plus précisémment, on peut associer les projections du point d’incidence at
épipbles. Lhomographiél;; peut étre associée a une homographie de plan. Elle correspond réellement & une
homographie de plan si et seulement si le plan de mouvement est statique. L'homographie 1D reliant les pir
ceaux de droites de mouvement, appelégdasformation des droites de mouvemeatrrespond a la trans-
formation épipolaire. Cette analogie nous permet d'utiliser, pour le tenseur-C7, le formalisme et les résultat
donnés au chapitre 4, concernant la géométrie épipolaire. Notons que lorsque les points dynamiques ne boug
pas entre les deux vues, le point d’incidence n’est pas défini. Par I'analogie décrite ci-dessus, ceci corresponc
I'observation d’'un plan statique par deux caméras : dans ce cas, la position des épipdles n’est pas définie.

B.2.1.3 Propriétés

Grace a I'analogie proposée ci-dessus, plusieurs propriétés du tenseur-C7 peuvent étre facilement form
lées. Le tenseur-C7 est de rangt2& degrés de liberté. Les coordonnées de la projection du point d’incidence
dans la premiére image, respectivement dans la deuxiéme, sont données par I'espace nul droit, respectivem
gauche, du tenseur-CTb = C'b’ = 0.

La matrice fondamentale définit la famille des homographies de plan de dimension 3, voir le chapitre 2,
§2.11. Cette famille s’exprime a partir d'une homographie de plan canonique. De maniére similaire, on peu
définir une famille de dimension 3 d’homographies 2D compatibles avec le tenseur-C7. Une homographie
canonique, noté/, est formée a partir d€, et la famille de dimension 3 des homographies 2D compatibles
avecC est paramétrée par le vecteue R? comme :

W ~ [],C et W, ~ WHDbal. (B.2)

Notons que la famille d’homographies 2, contient I'hnomographie de plad;; induite par le plan de mou-
vement. Nous verrons en §8B.3.1 que lorsque la matrice fondaméngsieconnue, il est possible de retrouver
Hyr, en calculant I'intersection des familles formées paMast les homographies planes.

SoitD une homographie 2D pour droites, c’est a dire duale a une homographimus avons la relation :
De maniére duale, on obtient les expressions :

C ~ Db, (B.3)

Pour comprendre cette expression, considérons un point dynamidges la premiére imagéb}, x est 'équa-
tion de la droite de mouvement associée.&n conséquenc®) étant une homographie pour droit€§b},x
est la droite de mouvement associég,alans la deuxieme image. La matrideencapsule la transformation
des droites de mouvement et la position du deuxiéme point d’incidénce

B.2.1.4 Estimation

Une autre conséquence de I'analogie entre le tenseur-C7 et la matrice fondamentale est qu'il est possib
d’appliquer n'importe quel algorithme d’estimation de la matrice fondamentale a partir de correspondances d
points, au calcul du tenseur-C7. Nous utilisons I'algorithme des huit points [86], avec un estimateur robuste te
RANSAC [64, 233] afin de calculer une solution initiale pour le tenseur-C7 et de détecter les faux appariements
et les éventuels points dynamiques ne satisfaisant pas le modéle (par exemple, les voitures en dépasseme
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Nous utilisons ensuite un algorithme d’ajustement de faisceaux pour calculer une solution optimale du tenseur-
C7, voir le chapitre 4 pour plus de détails. Dans ce cas, les profondeurs projectives des points représentent leur
déplacement le long des droites de mouvement. La figure B.4 montre les droites de mouvement calculées par
cette méthode sur les images de la séquence des jouets. Notons que les points sur la voiture noire, effectuant
un dépassement, ont été détectés et éliminés. Sur ces trois images, deux tenseurs-C ont été estimés, entre les
images 1 et 2 et entre les images 2 et 3. Les droites de mouvement sont donc définies deux fois dans I'image 2.
On observe qu’elles ne coincident pas.

FiG. B.4 — Les droites de mouvement estimées par ajustement de faisceaux sur des paires d'images : en blanc
entre les images 1 et 2, et en noir en les images 2 et 3. Notons que I'estimation robuste permet de détecter et
d’éliminer les points sur la voiture noire effectuant un dépassement. Pour I'image 2 (au milieu), les droites de
mouvement sont définies par deux tenseurs-C7.

B.2.2 Le cas multi-vues : le tenseur-C5

Nous montrons que les relations géométriques enttges de points dynamiques sont contenues dans
tenseurs-C, soumis a des contraintes de consistance, exprimant le fait que le point d’incidence est unique. Ces
contraintes sont modélisées par une spécialisation du tenseur-Ctemsenr-C5

On note que l'analogie entre la matrice fondamentale et le tenseur-C7 dans le cas de deux vues, ne se
poursuit pas dans le cas multi-vues. En effet, la géométrie d’'un systémeaieéras non calibréesian — 15
degrés de liberté, alors que la géométrie dynamique se révéle erbaveiB (voir ci-dessous). De plus, un
point 3D statique a 3 degrés de liberté, alors qu’'un point dynamiquenen a (sous réserve qu'il soit visible
dans les: images, voir ci-dessous).

B.2.2.1 Analyse des degrés de liberté et formulation

D’apres les résultats de la section précédente, nous savons que pdlivues, la géométrie dynamique a
7 degrés de liberté. Elle est représentée par un tenseur C7 (a 7 degrés de liber€)Coosidérons une troi-
sieme vue de la méme scéne, ayant des points dynamiques en commun avec au moins une des deux premiéres
vues, par exemple la deuxieme. On peut calculer un tensé€liei@re la deuxiéme et la troisi€me vue, comme
sur I'exemple de la figure B.4. Cependant, il faut garder en mémoire qu’a un instant donné, le point d’'incidence
B a une position unique. Par conséquengt C' doivent donner la méme position a sa deuxiéme imiAige
pour étre consistants. Ceci exerce deux contraintes sur la géométrie, et lais§etd@ne 2 = 12 degrés de
liberté pour la géomeétrie dynamique de 3 vues. Il est trivial de pousser le raisonnement\pms, et de voir
que cette derniére a alorst 5 x (n — 1) = 5n — 3 degrés de libertés.

La géométrie dynamique d’'un ensemblerdémages peut donc étre représentée par un tenseur-C7 entre
deux vues de référence et un réseawde 2 tenseurs-C5Un tenseur-C5 est un tenseur-C7 avec un point
d’incidence contraint. Nous donnons un algorithme pour I'estimation d’'un tenseur-C5 dans la section suivante.

De maniére équivalente, on peut voir la géométrie dynamique daméras comme images du point
d’incidence, et — 1 transformations des droites de mouvement. Cette représentation a I'avantage de ne pas
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utiliser des vues de référence. En pratique, on utilise cette modélisation pour I'estimation non-linéaire. Lz
modélisation basée sur les tenseurs-C est utilisée pour I'estimation linéaire.

Concernant la structure dynamique, le nombre de degrés de liberté de chaque point dépend du nomb
d’'images dans lesquelles il est visible. Un point visible dans toutes les imagyes(a — 1) = n + 1 degrés
de liberté, correspondant a sa position dans le plan de mouvement a un instant particutier; etpasitions
successives le long de sa droite de mouvement.

B.2.2.2 Estimation linéaire par succession de tenseurs-C

Supposons qu'un tenseur-C7 ait était calculé entre deux vues particuliéres. Les tenseurs-C5 doivent étre ¢
culés étant donnée une projection du point d'incidence, c’est a dire sous la contrainte que leur noyau gauche
droit est connu. Cette contrainte est importante car elle permet de rendre I'estimate consistante, et de n'utilis
que 5 correspondances de points, au lieu de 7. Nous proposons un algorithme d’estimation linéaire.

L'algorithme global d’estimation consiste a estimer un tenseur-C7 entre deux images, puis un tenseur-C
pour chaque image supplémentaire. |l peut donc étre utilisé a la volée : chaque nouvelle image est ajoutée
systeme par I'estimation d’'un tenseur-C5.

Notre algorithme linéaire est basé sur le formalisme développé au chapitre 4, et sur une idée originale d
Hartley [83]. On suppose que le point d’incidence dans la premiére inba@st donné. Partons de I'équation
(B.1), etremplacons le tenseur-C par sa factorisation partielle en homographie duale+point d’incidence, donne
par I'équation (B.3) :

x'"Dbj,x = 0, (B.4)

ou la matriceD contient la transformation des droites de mouvement et la position du point d’incidence
dans la deuxiéme image. Le but est de calclllea partir de cette équation. Pour ce faire, considérons la
décomposition en valeurs singuliéres suivante :

(bl axsy = UaxaZExa)V(sxs):

ou X = diag(o1,09,0). Une solution efficace pour le calcul de cette décomposition est donnée dans [83]. En
substituant cette décomposition dans I'équation (B.4), nous obtenons la contrainte réduite suivante :

x’TDy = 0,
avec .
. 0 _
Daxzy 0| = DUT et (YD) — vix
0 Yy

Notons queD est définie par un vecteur-6 de coordonnées homogénes] moFe, la vectorisation par ligne
deD, ce qui est consistant avec le fait que le tenseur-C5 ait 5 degrés de liberté. En développant I'équation de
contrainte réduite, nous obtenons le systéme linéaire suivandpour

A(m><6)a(6><1) = Oy avec A = | z191 202 2591 w502 Y1 Y2 |,

oum est le nombre de correspondances de points dynamiques. Notons que ce systéme a en général une solu
unique pourn = 5, et peut étre résolu au sens des moindres carrésrpaur5. A partir ded, on formeD,
puis le tenseur-C5 comme :

0
C ~ D(3><2) 0 \7T.
0
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La figure B.5 montre le résultat obtenu avec cet algorithme sur la séquence des jouets. Notons que cette méthode
minimise une fonction de colt basée sur la distance algébrique entre les points et les droites de mouvement.
Une fonction de codt non-linéaire, par exemple I'erreur de reprojection ou la distance Euclidienne entre les
points et les droites de mouvement, peut étre minimisée de maniére consistante avec un algorithme d’optimisa-
tion non-linéaire, utilisant une paramétrisation de la matrice fondamentale permettant de fixer la position d’'un
épipble (par analogie, un point d’'incidence), par exemple la représentation orthonormale ou la paramétrisation
de Zhang, voir le chapitre 4.

FiG. B.5 - Les droites de mouvement estimées de maniére consistante. On note qu’elles coincident parfaitement
dans la deuxiéme image.

B.2.2.3 Estimation non-linéaire globale

La section précédente décrit une méthode d'estimation linéaire de la géométrie dynamigueede Le
résultat est sous-optimal, dans le sens ou les données ne sont pas toutes prises en compte de maniére égale. Dans
cette section, nous proposons un algorithme optimal. Dans le cas de deux vues, nous utilisons un ajustement
de faisceaux classique, ce qui est rendu possible par I'analogie entre la matrice fondamentale et les tenseurs-C.
Dans le cas multi-vues, il n'existe plus d’analogie entre le réseau de tenseurs-C et la géométrie d'un systeme
de caméras. Un systéme d’estimation spécifique est nécessaire.

Comme pour un ajustement de faisceau classique, I'idée est d’estimer des points corrigés les plus proches
possibles des points mesurés, et satisfaisant un modéle géométrique consistant. Nous proposons la paramétri-
sation consistante suivante. Le mouvement dynamiqbe & 3 degrés de liberté : nous le paramétrons par
n images du point d’incidence, et— 1 homographies d& (a 3 degrés de liberté), les transformations des
droites de mouvement, ce qui donne 2es+ 3(n — 1) = 5n — 3 degrés de liberté requis. Chaque point dyna-
migue peut étre paramétré par un point image et 1 points image contraints sur les droites de mouvement
correspondantes, ce qui donne®es (n — 1) = n + 1 degrés de liberté requis. La paramétrisation d’un point
image sur une droite image donnée avec un paramétre est possible, comme décrit au chapitre 5, §5.4.1.5.

B.3 Estimation consistante des géométries dynamiques et statiques

Dans cette section, nous considérons que des points dynamiques et statiques sont observés conjointement.
Le but est d’estimer la géométrie statique (la position des caméras) en prenant en compte les contraintes appor-
tées par la géométrie dynamique. Nous mettons en évidence le lien entre la géométrie dynamique, représentée
par un réseau de tenseurs-C, et la géométrie statique standard, représentée par une matrice fondamentale et
des matrices de projection. Nous montrons comment contraindre la reconstruction des caméras et des points
statique par la partie dynamique de la scéne, en d’'autres termes, qu'elle est I'influence des tenseurs-C sur la
matrice fondamentale et les matrices de projection. Nous montrons que l'intégralité de la scéne peut étre re-
construite (position des caméras, points statiques et dynamique a chaque instant, plan de mouvement, point
d’incidence).
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B.3.1 Le cas de deux vues

La géométrie statigue de deux vues non calibrées est représentée par la matrice fonddméluate
examinons le lien entrE et le tenseur-CT. Nous montrons que si ces deux entités sont connues, alors I’ho-
mographieH 7 induite par le plan de mouvement entre les deux vues peut étre déterminée. Nous donnons un
solution analytique pour cette homographie, en termds eledeC, et établissons le lien avec les algorithmes
standards d’estimation d’'une homographie.

B.3.1.1 LelienentreCetF

Le lien entre la matrice fondamentale et le tenseur-C7 implique indirectement 'homogHapimeuite
par le plan de mouvement. La matrice fondamentale définit la famille des homographies de plan de dimensio
3, et réciprogquement, toute homographie de plan contraint la matrice fondamentale comme :

F ~ [€]aHm. (B.5)

De maniére analogue, il existe une famille d’homographies de dimension 3 compatibles avec le tenseur-C
paramétrée par I'équation (B.2) :

W, ~ [b]\C+Dba'.

Nous savons que les deux familles d’homographies compatible<Castdeont un élément en commun, qui est
I’'hnomographie induite par le plan de mouvemeiat. Nous pouvons donc écrire :

JacR® | Hp ~ W,.
En substituant cette égalité dans I'équation B.5, nous obtenamnteainte de consistante — C :
JacR? | F ~ [e]a([D]rC+Dbal).

Cette contrainte peut étre écrite de maniere réciproque, en inversant les rélest de C, pour obtenir la
contrainte de consistancé — F. Elle montre que sC est connue, alors la géométrie statique n’a plus que 5
degrés de liberté : la position du plan de mouvement et la position d’un épipdle. Cette équation est non-linéair
pour les inconnues et€. L'estimation linéaire a partir de 5 correspondances de points n’est donc pas possible.
Une solution alternative est de considérer que, si le point d’incidence est statique, ses projeetibdsnne

une contrainte linéaire sui, et permettent d’estimer cette derniére avec 6 autres correspondances de points
statiques.

B.3.1.2 CalculerHp

Etant donnés la matrice fondamentale et le tenseur-C7, on peut retrouver 'homographie induite par le pla
de mouvement. Nous donnons deux méthodes pour cela.

Une solution analytique. Soit X € IT un point dynamique sur le plan de mouvementz &tz’ ses repro-
jections dans les deux images £tant connu et’ inconnu. Le pointz’ se trouve a l'intersection de la droite
de mouvement associée au paKitdans cette image, et de la droite épipolaire associée aupoat qui peut
étre écrit :

X'~ (Cx) A (Fx). (B.6)

En généralx’ est donc une fonction quadratiqguexiéNous montrons que cette fonction quadratique se réduit a
une fonction linéaire, correspondant a I’homographie de plan recheghésla contrainte de consistanEe-
C est satisfaite. Cette contrainte correspond au faitfgeleC sont compatibles avec I’homographie recherchée.
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Sous cette hypothese, elle s’écrivént- Hy; [b], etF ~ Hj;[e],. Substituons ces écritures dans I'équation
(B.6) :

X' ~ [Hp[b]ax]\Hiz[e]rx.
D’aprés I'équation (2.3) :
%'~ Hp|blax|sHHi[e]nx,
et d’aprés I'équation (2.6) :
X~ Hy(blax]ale] x.

En supposant que le poimtn’est pas sur la droite formée par les poiatst b, cette équation se réduit a :

)2/ ~ HHX.

En effet, elle correspond a reliera e et ab, puis a prendre l'intersection de ces deux droites, qui n'est autre
guex, ou qui est indéterminée si est sur la droite formée paret b. En conséquence, nous pouvons écrire :

Ve c P2, (x"(eAb)#0) = (Hpgx~ (Cx)A (Fx)).
En appliquant cette équation pour les 4 vecteurs de la base canoniffy@oles obtenons la formule suivante :

Hr ~ (CAF)diag ((c AT crla (Z fk>> :
k k

ou lesc;, et lesf;, sont les colonnes de et deF respectivement, et oliA F est la matrice formée par le produit
vectoriel des colonnes deetF.

Cette équation doit étre utilisée avec prudence. En effef, efi F sont estimés de maniére consistante,
Hyr est parfaitement définie. Par contre, si ils sont estimés indépendamment, la solution analytique donne une
solution approchée basée sur I'erreur de transfert induite par les 4 points de la base canoifiqBarde
ces 4 points, 2 sont a I'infini, et ne sont donc pas appropriés a I'estimation d’'une homographie destinée a étre
utilisée sur des points image. De plus, sil'un de ces 4 points est sur la droiteeezitbe I'équation dégéneére.

Une solution géométrique. L'idée est de trouver un moyen pour utiliser les algorithmes standards d’estima-

tion d’'une homographie, présentés en 8§2.6.1, chapitre 2. Nous proposons de générer des correspondances de
points statiques, a partir des points dynamiques, a l'aide de I'équation (B.6), c’est a dire par intersection des
droites de mouvement et des droites épipolaires. L'algorithme d’estimation peut étre résumé comme suit :

1. génération de correspondances de points statiques sur le plan de mouvement :
{1, x = ((Cx) A (Fx)), (CTX) A (FTX)) = X, )5
2. estimation deéd;; a partir de ces correspondances, par une méthode standard.
Nous avons choisi de minimiser 'erreur de transfert Euclidienne, a I'aide de l'algorithme de Levenberg-
Marquardt, initialisé avec la solution analytique précédemment décrite. La figure B.6 montre le résultat obtenu

en estimant ces homographies entre paires d'images, et en transférant la position des points dynamiques d’'une
image a l'autre.

B.3.2 Le cas multi-vues

La section précédente montre que deux vues fixent complétement la géométrie dynamique car le point
d’incidence, de méme que le plan de mouvement, peuvent étre reconstruits de maniére unique. Concernant la
structure dynamique, chaque nouvelle vue ajoute 1 degré de liberté supplémentaire a chaque point, correspon-
dant a sa position le long de sa droite de mouvement, a l'instant de la prise de vue, comme dans le cas purement
dynamique.

Nous avons vu au chapitre 2, §2.10, que la géométrie d'un ensemhleataeéras pouvait étre représentée
par une matrice fondamentale »et— 2 matrices de projection. Nous examinons ci-dessous le lien entre le
tenseur-C et une matrice de projection. Nous montrons comment contraindre I'estimation d’une matrice de
projection par la connaissance d’un tenseur-C.
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FiG. B.6 — Les points dynamiques sont transférés entre les images en utilisant les homographies induites p
le plan de mouvement, c’est a dire comme si ils étaient statiques. Ces homographies sont calculées par
méthode de génération de correspondances statiques (voir texte) et la minimisation non-linéaire de la distan
Euclidienne symétrique entre des points transférés et mesurés. L'erreur finale est 0,35 pixels. La solution initial
donnée par la solution analytiqgue pour 'homographie (non montrée ici) est 2,77 pixels.

B.3.2.1 LelienentreC etP

Considérons un ensemble d’images, pour lesquelles les géométries dynamiques et statiques sont connt
Sans perte de généralité, on supposeRue ( I 0)etP ~ ( Hyy ¢€'), ouHy est ’lhomographie de plan
induite par le plan de mouvement entre la vue 1 et la vue 2. Nous désirons exprimer le lien entre une troisiém
vue, dont la matrice de projection &%t et un tenseur-C5 ou un tenseur-C@décrivant la géométrie dynamique
entre la vue 2 et la vue 3. Avec le choix précédent goet P, on peut écrire :

P~ (Hp @),

ou H';; est ’homographie induite par le plan de mouvement entre la vue 1 et la vue &stt’épipble de la
vue 1 dans la vue 3. L’homographi; peut s’écrire en composant 'homograpliig (connue) entre la vue
1 et la vue 2 et 'homographie entre la vue 2 et la vue 3, nblfgeCette derniére est inconnue. En utilisant le
méme raisonnement qu’en 8B.3.1.1, on I'exprime en terme du tenseur-C entre ces deux vues (connu) :

JaecR® | HL ~ W,,
ouW, est la paramétrisation (B.2) des homographies 2D compatibles avec le tenseur-C :
W, ~ [b]\C+Dba'.
On obtient donc I'expression suivante paéjy :
JacR® | Hy ~ Hpg([b].C+bah),
Wa

et lacontrainte de consistande — C :

JaeR? | P ~ (Hp(b]sC+bal) &) (B.7)

B.3.2.2 Estimation

Deux cas d’estimation peuvent étre considérés. Le premier est celui de I'estimation d’un tenseur-C étar
donnée la matrice de projection, et le deuxieme cas est le contraire. Nous considérons le deuxiéme cas : ét:
donné le tenseur-C, encapsulant la géométrie dynamique de la vue, calculer la matrice de prégjeteion
cette vue, a partir de correspondances de points statiques 3D/2D iptéesy. L'approche standard est de
considérer I'équation de projectiapn~ P’Q. Chaque correspondance fournit 2 équations, et les 11 degrés de
libertés deP” sont déterminés avec 6 correspondances de point. Nous utilisons la méme idée, mais paramétrot
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Y

P” a I'aide de la contrainte de consistarRe- C. Les inconnues sont les vecteur®t € pour lesquelles la
paramétrisation d&” est linéaire. Nous pouvons donc construire un systéme linéaire a partir de I'équation de
projection. Ce systéme a une solution unique a partir de 3 correspondances de points. On peut ensuite minimiser
I'erreur de reprojection en utilisant une méthode d’optimisation non-linéaire.

B.4 Reésultats expérimentaux

Nous considérons la séquence de la route, dont des images sont montrées en figure B.1. Nous sélectionnons
manuellement des points statiques et dynamiques dans la premiére image, et lancons une procédure de suivi
automatique au travers de la séquence, basée sur des mesures de corrélation. Une technique d’estimation ro-
buste basée swANSAC [64] permet d’éliminer les fausses correspondances dans les procédures d’estimation
utilisées ci-dessous.

Nous commencons par estimer la géométrie dynamique de la scéne, en langant un calcul séquentiel d’'un
réseau de tenseurs-C, voir 8B.2 : un tenseur-C7 est estimé entre les deux premieéres images, puis une succession
de tenseurs-C5 est calculée entre les images consécutives suivantes. Ensuite, nous estimons la géométrie sta-
tique de la scéne, comme indiqué en 8B.3 : nous calculons une matrice fondamentale entre les deux premieres
images, contrainte par le tenseur-C7, puis reconstruisons les points statiques par triangulation. Nous calculons
ensuite une matrice de projection pour chacune des images suivantes, contrainte par le tenseur-C5 correspon-
dant. Finalement, nous retrouvons les homographies inter-images induites par le plan de mouvement, comme
indiqué en §B.3.1.2. Ces homographies permettent de transférer les points dynamiques, et de prédire leur posi-
tion d’'une image a une autre, comme si ils étaient statiques. Le résultat de tels transferts est montré sur la figure
B.7. Cette figure montre que 'homographie estimée entre les images 0 et 10 est visuellement précise, car le
transfert des parties statiques est visuellement bon.

/70

—

FiG. B.7 — Les homographies inter-images induites par le plan de mouvement sont retrouvées a partir de cor-
respondances de points dynamiques seulement. Elle permettent de transférer la position des véhicules en mou-
vement d'une image a une autre, comme si ces derniers étaient statiques. Les deux derniéres images sont des
zooms sur les images 0 et 10 respectivement. La premiére montre des points statiques sur le plan de mouvement
(sélectionnés manuellement), et la deuxiéme montre le transfert de ces points a I'aide de 'homographie induite
par le plan de mouvement, calculée a I'aide de points dynamiques seulement.
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Le principal probléme rencontré pour cette expérimentation est le calcul du tenseur-C7 initial, entre les
deux premiéres images. En effet, nous pouvons observer que tous les véhicules roulent globalement a la méi
allure, ce qui induit une homographie mettant en correspondance les points dynamiques entre des deux vues
y a donc une ambiguité de dimension 2 pour le calcul du tenseur-C7. Pour résoudre cette ambiguité, nous avc
calculé un tenseur-C5. La position du point d'incidence dans la premiéere image est obtenue en intersectant |
droites induites par les bandes blanches dessinées sur la route.

B.5 Conclusions et perspectives

Conclusions. Nous avons examiné un scénario dynamique décrivant le mouvement de points le long de
droites de mouvement, convergants vers un point d’incidence et appartenant a un plan de mouvement. No
montrons qu'il existe un tenseur d’appariement simple, le tenseur-C, similaire a la matrice fondamentale. Dan
le cas de deux vues, ce tenseur encapsule la géométrie dynamique, c’est a dire les projections du point d’ine
dence dans les deux images, et une homographie 1D entre les droites de mouvement. Ce tenseur est désigné
précisémment par le ternienseur-C7Nous montrons que la géométrie dynamique.deies est modélisée par

un tenseur-C7 et — 2 tenseurs-C5. Utenseur-CZest une spécialisation du tenseur-C7, qui n’encapsule qu’une
seule projection du point d’'incidence. Nous donnons des algorithmes d’estimation consistante de cette géom
trie. Nous montrons comment la géométrie dynamique est liée a la géométrie statique standard des camér
et donnons des algorithmes permettant d’estimer la géométrie statique de maniére contrainte par la géomét
dynamique. Nous obtenons un résultat consistant, et nécessitant moins de correspondances de points que le:
gorithmes standards. Nous montrons comment reconstruire le plan de mouvement, a partir de correspondanc
de points dynamiques seulement. Les résultats expérimentaux montrent que notre approche s’applique a I'es
mation de la géométrie induite par des scenes réelles, et peut étre utilisée en pratique pour la modélisation
caméras vidéos de surveillance observant des routes.

Perspectives. Les méthodes proposées nécessitent la segmentation des points mesurés en points dynamigt
et en points statiqgues. On peut imaginer rendre cette segmentation automatique, par exemple avec 'estimati
robuste successive de la matrice fondamentale puis du tenseur-C, en utilisant les correspondances rejetées
la premiére estimation, comme données d’entrée pour la deuxieme. Un des problémes avec cette approche
que les structures du tenseur-C et de la matrice fondamentale étant trés proches, on ne peut distinguer leq
des deux est estimé en premier, dans le cas général. Une idée de solution par rapport a cette ambiguité es
considérer des triplets de vues, car dans ce cas, nous avons vu que la modélisation de la géométrie dynamic
était différente de celle de la géométrie statique.

Une autre approche pour la segmentation est proposée par Wolf et Shashua [229]. L'idée est de trouver
tenseur valide pour les points dynamiques et statiques. Considérons une correspondance:de phirgsue
d'un point statiqgue ou dynamique. Si ce point est statique, alors la correspondance doit satisfaire I'équatio
fondamentalar’' Fu = 0, et si il est dynamique, alors elle doit satisfaire I'équation (Bul)Cu = 0. En
conséquence, la contrainte suivante doit étre vérifée :

<u'TFu> <u’TCu> = 0.
Wolf et Shashua montrent que si I'on développe cette équation, et apres quelques manipulations algébrique
on obtient :
Usu = o,
ou S est une matricé6 x 6) appelée par Wolf et Shashua la “matrice de segmentation”. Le vé¢teprésente
les coordonnées de, “relevées” sufP®, données par :
Ut ~ (u% UL UL u% UIU3 UgU3 ug)

Ce tenseur a la propriété d’encapsuler intégralement les géométries dynamiques et statiques de notre scéna
Cependant, il n'est pas bien adapté a I'estimation robuste, car son estimation linéaire nécessite 35 correspc
dances de points, parmi lesquelles un minimum de 8 points statiques et de 8 points dynamiques sont nécessail
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ce qui augmente le nombre de tirages d’'un algorithme robuste par échantillonage aléatoinestst [64].
L'extraction du tenseur-C et de la matrice fondamentale a parti dst une opération difficile. Notons que
Vidal et al. [223, 224] généralisent cette approche.

Finalement, on note qu’en pratique, les droites de mouvement sont souvent paralléles. Le point d’incidence
est donc a l'infini, ce qui peut étre exploité lors d’'une éventuelle étape de calibrage en ligne des caméras.



ANNEXE

CORRECTION DE PLUCKER

C.1 Introduction

Cette annexe est liée au chapitre 6 concernant la reconstruction de droites et de caméras. Plus particulié
ment, elle aborde le probléeme dedarrection de Pliickernécessaire pour les algorithmes de triangulation de
droites présentés en 8§6.3, chapitre 6. Ces algorithmes utilisent les coordonnées de Plucker pour représenter
droites. Pour des raisons de commodité, la contrainte de Pliicker est parfois négligée. On peut faire I'analog
avec l'algorithme des huit points pour le calcul de la matrice fondamentale : la contrainte de rang deux es
négligée dans un premier temps, puis la matrice estimée est corrigée. Dans les deux sections suivantes, N
suggérons un critére de correction et formulons algébriquement le probléme, puis donnons un algorithme c
résolution.
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C.2 Formulation du probleme

SoitLT ~ (a” b'" ) un vecteur-6 ne satisfaisant pas nécessairement la contrainte de Pliicker (2.55),
c’est a dire que' b peut ne pas étre nul. Nous cherchons un vedtéur ( u' vT )telqueu’v = 0 ettel
gu’un certain critére de correction soit minimisé. Pour choisir ce critere de correction, utilisons I'analogie avec
I'algorithme des huit points. Soft la matrice estimée de maniére linéaire. La correction du rang est effectuée
en trouvant la matrice de rang deftitelle que la distance entfeetF soit minimisée. Cette distance s’exprime
a l'aide de la norme de Frobenius, et le probléme de la correction de rang se formule comme :
min |[F - F|%
F,det F=0
Une solution élégante, basée sur la décomposition e valeurs singulieres, est possible, voir [86, 233].
Dans le cas des coordonnées de Plucker, nous formulons le probléme similairement par :

min; . O avec O = |L-L|2 (C.1)

Ce probleme a une formulation simple et concise, mais il n’est pas trivial.

Notons que Kanatani [110] puis Leedan et Meer [120] proposent une méthode de correction itérative géné-
rale. L'idée est de linéariser la contrainte requise, puis de projeter le vecteur sur sous-espace ainsi défini. Ces
deux étapes sont répétées jusqu’a convergence.

C.3 Reésolution

Nous décrivons notre solution au probleme de la correction de Plicker tel qu'il est posé dans la section
précédente. L'algorithme correspondant est donné dans le tableau C.1. Nous transformons le probléme original
en un probleme réduit équivalent.

Une interprétation géométrique. Interprétons les vecteutset b comme les coordonnées de deux points

3D a et b. Ces deux points ne sont pas directement liés avec la droitk 8@us-jacente. Cette interprétation

est simplement destinée a mieux visualiser le probleme. De méme, interprétons les weetaufsrmant les
coordonnées de Plucker corrigées, comme les coordonnées de deux pointt 80La contrainte de Plicker

u'v = 0 s'interpréte comme l'orthogonalité des droites passant par l'origine d’une part, et par leswpeints

v respectivement. Le critére de correction (C.1) donne la somme des carrés des distances Euclidiernes entre
etu et entreb et v. Le probléme est donc de trouver deux pointst v, les plus proches possibles dest b
respectivement, sous la contrainte que les deux droites formées par I'originetet respectivement, soient
orthogonales. Nous utilisons la stratégie de résolution suivante. La premiére étape consiste a aligner le plan
formé par l'origine,a et b, avec le plar: = 0. C’est laréduction du probléeme on passe d’'un probléme 3D

a un probleme 2D. La deuxiéme étape consiste a trouver deux points dans te-plaminimisant le critére

de correction et engendrant des droites orthogonales avec l'origine. Cestdltion du probleme réduit
Finalement, on exprime la solution obtenue dans I'espace 3D original, @gptd'ssion de la solution

Réduction du probléme. Définissons les matricg$ x 2) C ~ (a b) etC ~ (u v) encapsulant respecti-
vement les vecteurk etL. La contrainte de Pliicker (2.55) est vérifiée si et seulement si la méteoges
colonnes orthogonales : la matric&C doit étre diagonale. Reécrivons le critére de correction en termes des
matricesC et C :

0 = |C-C|*
Calculons la décomposition en valeurs singuliéreé(gi@g) :

_ - S _
C(3><2) = U(3><2) U(3x1) (2x2) VEr2x2)~ (C.2)

Uzxs) X (3x2)
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En suivant l'interprétation géométrique du paragraphe précédent, la maulimene la rotation 3permettant
d’amener les pointa et b sur le planz = 0. Cette décomposition permet d’écrire :

O = |UsVT—C|? = [ZVT-UTC|?,

carU € O(3) préserve la normé&,. En considérant plus spécifiquement la forme de la décomposition (C.2),
on obtient :

yVT UTC\ |12

o= | "%
0 0 a'C

N’
Y(3><2)

= |=VT —U0TC|2 + |a" ()%

Les deux zéros correspondent au fait que les pairgsd transformés par la rotatiod se trouvent sur le plan
z = 0. Comme précédemment annoncé, la solution recherchée se trouve de méme dans te flad’ou
a'C = O(TQM), et le critére de correction réduit suivant :

O = ||ZvT -UuTC2

NotonsZ = ¥VT etZ = UTC. La matriceV est orthonormale & est diagonale. La matricg a donc des
lignes orthogonaleZZ " est diagonale, mai&' Z ne 'est pas pas). Le probléme est donc réduit & I'ajustement
d’'une matriceZ avec des colonnes orthogonales & une mafriaeec des lignes orthogonaedlotons que

Z = UTC implique la relatiorC = UZ en dépit du fait qu&lUT # I(3,.3)°.

Résolution du probléme réduit. On paramétrise la matricg dont les colonnes sont orthogonales W2
ouV est orthonormale & est diagonale. On peut donc écrire :

O = VT —VZ|2 = |VTZVT — 52

La matrice diagonal& qui minimise cette expression est donnée par les entrées diagonales de la matrice
VTEVT, quelle que soit la solution pod. Le probléme est maintenant de trouver la matrice orthonormale

V = (V1 ¥3) telle que la somme des carrés des entrées non-diagonales du YrfaduitvecZ = VT =

(z1 z2), soit minimisée :

O = (V{z)?+ (Vaz)2

Définissons la matrice de rotation 2D d’anglg2 M = ({ ' ). On paramétrise la matrice orthonormsllear
un vecteur unitaire :

Vi = V
vy = Mv,
Le critére de correction se reécrit donc comme :
T
O = (¥V'z)2+(F™MTz)?2 = |Tv|? avec T = ZTQM :
1

Le vecteur unitairer qui minimise cette expression est donné par le vecteur singulier associé a la plus petite
valeur singuliére d€'.

'En fait, U est une matrice d@(3) dont le déterminant est1. Pour garantity € SO(3), on peut multiplietU pardet(U). Toutes
fois, I'algorithme est valable méme8i¢ SO(3).

%Le fait que la matriceZ = UTC ait des colonnes orthogonales provient de la contrainte de Pliicker. En effet, cette contrainte
implique queC a des colonnes orthogonales, dabtC est diagonale. La matrice"C a aussi des colonnes orthogonales. Or,
CTUUTC=CT0UTC+ CTan"C = CT0UCcara'C = 0(y,,,, d'ol le fait queU™ C ait des colonnes orthogonales.

*En effet,Y = UTC, d'ou C = UY. CommeY" = ( Z' 0(2x1)), C = UY = UZ.
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Expression de la solution. A partir du vecteur solution du probleme réduit, on forme la matrice ortho-
normaleV = (z; })‘1’2). La matrice diagonal& est donnée par = diag(VTZVT). On retrouve ensuite
Z = VY =V diag(VTZVT) puisC = UZ = U V diag(VTZVT). Le tableau C.1 résume notre algorithme de
correction de Plucker.

calculer la décomposition en valeurs singuliéres (a b) ~ ULVT;
soitZ = VT, former la matricel ~ (2L *22 );

Z12 —Z11

calculer le vecteur singuligrassocié a la plus petite valeur singuliereTde
soitV = <‘71 o2 ) on obtient :(u v) ~ UV diag <\7Ti\7T>.

b2 01

O

TAB. C.1 — Algorithme de correction de Pliicker : étant donné un vectdiir-6 ( a” b' ), cet algorithme
calcule les plus proches coordonnées de Pligker ( u” v' ), u’v =0, au sens de la norme, c'est a
dire que||L — L|| est minimisé.



ANNEXE

AUTRES TRAVAUX

Nous décrivons briévement certains des travaux effectués durant notre période de thése et absents du co
principal du manuscrit. D’autres travaux, non décrits ci-dessous, menés en collaboration avec Marc-Andr
Ameller et Long Quan, concernant la reconstruction minimale de caméras a partir d'un modéle de projectior
affine calibré, ont été publiés dans [2, 3]. Une étude d’'un systéme d’ajustement de faisceaux métrique indépe
dant des paramétres internes des caméras, menée en collaboration avec Ezio Malis, a été publiée dans [1:
Une présentation du projet de recherchis e dans lequel j'ai été impliqué a été publié dans [167]. Finale-
ment, nous avons proposé dans [73], en collaboration avec Nicolas Guilbert, une méthode de reconstruction |
caméras basée sur les contraintes de fermetures et exploitant la structure éparse du probleme.

Ajustement de faisceaux invariant a la jauge. Nous I'avons mentionné dans les perspectives de la thése :
la plupart des algorithmes d’ajustement de faisceaux ne sont pas invariants a la jauge. La jauge est liée en
autres a la base de 'espace dans laquelle est exprimée le modéle 3D. Une itération d’'un algorithme d’ajust
ment de faisceaux, opérant sur des données représentant la méme géométrie, mais exprimées dans deux b
différentes de I'espace 3D, peut donner des résultats tres différents. De maniére surprenante, la plupart des t
vaux existants ne considérent pas ce probléeme : la jauge est laissée libre, ou une jauge triviale est utilisée. Nc
renvoyons au chapitre 3, 83.4 pour plus de détails. L'idée exploitée pour ce travail est la suivante. Si différente
jauges donnent différents résultats, alors il existe une (ou plusieurs) jauges donnant un résultat meilleur que |
autres, c’est a dire produisant une minimisation plus importante de I'erreur de reprojection au cours de l'itéra
tion. Notre contribution est une méthode permettant de trouver une telle jauge. Pour ce faire, nous formulon
une expression de I'erreur de reprojection apres l'itération, en fonction de la transformation de jauge. La mini
misation de I'approximation au premier ordre de cette erreur nous donne la transformation de jauge recherché
Notons que cette transformation de jauge conduit a la meilleure jauge (au premier ordre) de maniére invarian
a la jauge actuelle dans laquelle est exprimées le modele 3D. Notre algorithme est donc invariant a la jauge
maximise la minimisation de I'erreur de reprojection a chaque itération (au premier ordre). Des résultats expé
rimentaux préliminaires montrent que notre algorithme converge plus rapidement que les algorithmes standar:
d’ajustement de faisceaux. Ces travaux ont été publiés dans [15].
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Des séquences vidéo aux panoramas de mouvemenhous décrivons une méthode de construction au-
tomatique de mosaiques ou panoramas a partir de séquences vidéo. Les travaux précédents sur les mosaiques
d’'images se concentrent essentiellement sur le cas de scénes statiques, observées par une caméra en mouvement
de rotation pure. Nous généralisons ces approches aux cas ou les scénes observées sont constituées d’'une partie
statique et d’une partie dynamique. Nous décrivons une technique robuste pour I'alignement précis d’un grand
nombre d’'images, lorsque le mouvement de la caméra et ses parameétres internes sont inconnus. Cette technique
d’alignement combine une méthode basée sur des correspondances de points et une méthode basée sur la cou-
leur de tous les pixels. La méthode basée sur les correspondances de points permet, aprés une estimation initiale
et un ajustement de faisceaux sur les paramétres du mouvement, la segmentation des images en parties statiques
et dynamiques. Cette étape est suivie d’'un alignement précis basé sur la couleur des pixels. Un panorama de
mouvement est alors construit. Il est constitué d’'un panorama statique, représentant les parties statiques des
images, et de la partie dynamique de chaque image. Nous validons notre approche sur de longues séquences
d’'images d’évenements athlétiques. Ces travaux ont été effectués en collaboration avec Navneet Dalal, Biswaijit
Bose et Radu Horaud, et publiés dans [16, 17, 18].

Une méthode d’ajustement de faisceaux quasi-linéaire.Nous présentons un algorithme d’ajustement de
faisceaux, minimisant I'erreur de reprojection, et non basé sur une technique d’optimisation non-linéaire dé-
rivée de la méthode de Newton, comme les algorithmes standards. Cet algorithme est basé sur le découplage
de chaque itération en deux phases : le calcul du mouvemerdseationpuis le calcul de la structure ou
intersection L'originalité de notre approche est de résoudre chacune de ces phases a l'aide d’'une méthode
de résolution quasi-linéaire, voir le chapitre 2, 82.6.2, permettant de minimiser I'erreur de reprojection. Nous
utilisons une approche stratifiée, et formulons I'algorithme pour des caméras perspectives et affines, calibrées
et non calibrées. Les algorithmes obtenus s'implantent trés simplement. Les résultats expérimentaux montrent
gu'ils donnent des résultats comparables aux algorithmes standards en termes de précision, et sont plus rapides,
tant que le nombre d’'images reste inférieur a la centaine. Ces travaux ont été publiés dans [14].
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