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RESUME 7

Résumé

Différents aspects de la description des systémes en interaction sont présentés dans ce
manuscrit. La premiére partie est tout d’abord consacrée au probléme de la restauration
partielle de la symétrie chirale a densité baryonique et /ou température finies ainsi qu’a ses
manifestations expérimentales. Nous insiterons principalement sur le réle important de la
densité scalaire de pions et nous présenterons un calcul du condensat de quarks a tempé-
rature et densité finies. Nous montrerons également comment il est possible de prendre en
compte simultanément les effets liés a la restauration partielle de la symétrie chirale et la
phénoménologie de la physique nucléaire pour déterminer la fonction spectrale du méson
sigma, probléme important a la fois au niveau théorique et au niveau de l'interprétation
de certaines données expérimentales. Ensuite, toujours dans la premiére partie, nous nous
concentrerons sur I’hydrodynamique du gaz de pions produit lors de collisions d’ions lourds
ultrarelativistes. Le but est de comprendre comment le phénoméne de brisure de symétrie
modifie les lois hydrodynamiques et quelle peut en étre la conséquence sur les spectres
expérimentaux obtenus en collisions d’ions lourds ultra-relativistes. Nous montrerons en
particulier que les effets dissipatifs impliquent un refroidissement du gaz de pions plus lent
que l'approche du fluide idéal ne pouvait le laisser supposer.

La seconde partie est quant a elle consacrée aux techniques du probléme a N corps que
nous avons cherchées a appliquer a différents problémes. Ainsi, dans un premier temps,
nous examinerons, grace au formalisme de la DFT, la diffusion de I'iode dans le zirconium,
projet qui se situe dans le contexte plus général du stockage des déchets nucléaires. Nous
montrerons de maniére indirecte que le coefficient de diffusion est particuliérement faible, ce
qui va dans le sens d’un stockage possible sur une longue période. Enfin, nous terminerons
par un exposé sur le formalisme RPA et ses extensions appliqués a la théorie quantique
des champs. L’objectif est de développer des méthodes non-perturbatives afin de pouvoir
les appliquer a des théories de jauge. Nous montrerons, sur un exemple simple, comment
il est possible d’aller au-dela de la RPA standard en incluant notamment des corrélations
supplémentaires a deux et trois champs.

Mots-clés : Symétrie chirale, hydrodynamique, DF'T, RPA, fonctions de Green.



Abstract

In this work, several aspects concerning interacting systems are examined. The first
part is dedicated to the fundamental problem of partial chiral restoration at finite tempe-
rature and /or density and to its experimental consequences. We will insist particularly on
the scalar density of pionic origin and we will present a theoretical estimate of the quark
condensate at both finite temperature and density. We will also show how it is possible to
incorporate simultaneously effects originated from partial chiral symmetry restoration and
aspects from standard nuclear physics phenomenology in the computation of the sigma
meson spectral function. Then, we will focus our attention on hydrodynamics and more
precisely on the pion gas produced in ultra-relativistic heavy ion collisions. The aim is to
understand how the spontaneous breaking of a symmetry modifies the theory of hydrody-
namics itself and to which extent this can be applied to the interpretation of experiments.
We will show, in particular, that, when including dissipative effects, the cooling of the pion
gas if slower than what is expected from ideal hydrodynamics.

The second part of this work is devoted to the many-body problem. First, we will
examine within the Density Functional Theory, the diffusion of iodium atoms in zirconium
metal. This study is important in the context on nuclear wastes and we will show that
our results are in favour of a possible storage in a dry area for a long time. Finally, we
will end this presentation by a part about RPA and its extensions applied to a bosonic
quantum field theory. The aim is to develop some non-perturbative approaches that can
be applied in the future to gauge theories. Some inherent problems to the bosonic case will
be exhibited and partially solved in the context of simple models. In particular, we will
show how it is possible to include in a coherent way some correlations (up to four fields)
absent in standard RPA.

Keywords : Chiral symmetry, hydrodynamics, DF'T, RPA, Green’s functions.



Introduction générale

Ce travail a été effectué au sein du groupe de physique théorique de
I'Institut de Physique Nucléaire de Lyon. Ce groupe comprend actuel-
lement douze permanents, deux professeurs émérites et quatre thésards.
Les principales thématiques développées sont la phénoménologie du mo-
déle standard, la physique mathématique, le développement de théories
microscopiques des noyaux, I’étude du rayonnement de canalisation dans
les solides ou encore la matiére hadronique. C’est dans ce dernier registre,
et plus précisément dans la problématique générale de ’étude de la res-
tauration de la symétrie chirale a température et/ou densité finie que se
situe mon travail.

L’étude de la matiére hadronique dans des conditions extrémes de température et de
densité telle qu’elle peut étre produite par exemple dans les collisions d’ions lourds ultra-
relativistes actuellement au CERN et & RHIC ou dans un avenir proche grace au futur
collisionneur LHC, s’avére étre un domaine de physique particuliérement riche dans le sens
ou elle nécessite la connaissance et l'utilisation de techniques développées dans de nom-
breuses autres disciplines de la physique. Il est par exemple évident que la description de
I’évolution de systémes de hadrons interagissant fortement a largement bénéficié au cours
des années passées d’un apport important de la théorie quantique des champs a tempéra-
ture finie, de I’hydrodynamique relativiste ou encore du probléme a N corps pour ne citer
qu’eux. Ceci est évidemment di en grande partie au fait que les outils dont on dispose ac-
tuellement en physique nucléaire ou physique des particules, a savoir la chromodynamique
quantique (QCD), sont "inutilisables" au niveau du monde hadronique.

Un des enjeux essentiels de la physique nucléaire des hautes énergies actuelle est de
décrire le diagramme de phase de QCD et donc par exemple de comprendre et caracté-
riser les transitions de phase que subit la matiére de quarks et de gluons. Parmi toutes
les possibilités qui existent, deux sont particuliérement importantes : le déconfinement et
la transition de phase chirale. De nombreuses avancées ont été réalisées dans ce domaine
grace au développement des ordinateurs, via la QCD sur réseaux. Mais il existe un autre
angle d’attaque qui est I’é¢tude expérimentale de la matieére hadronique dont une bonne
connaissance peut s’avérer étre un outil précieux pour obtenir des informations au moins
indirectes sur la QCD. Il est par exemple possible d’interpréter certains spectres expéri-
mentaux comme des effets précurseurs de restauration de symétrie chirale : citons, sans étre
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exhaustif, les spectres de dileptons au CERN (wia le mélange axial-vecteur a température
finie) ou les spectres obtenus & TRIUMF dans les réactions A(w,27) (via I'évolution des
constantes de couplage a densité finie). Dans tous ces cas, que ce soit en tant que parti-
cules thermiques prépondérantes (dans un gaz de hadrons chauds) ou comme particules
virtuelles (dans les noyaux), les pions jouent évidemment un role central.

Pour étudier des systémes hadroniques en interaction, deux possibilités s’offrent a nous.
D’une part, il est possible d’utiliser des théories effectives, par exemple des modéles phé-
noménologiques qui incorporent 'essentiel des ingrédients physiques (notamment les sy-
métries) au niveau de lagrangiens a partir desquels nous pouvons calculer des quantités
observables : c’est le cas au niveau hadronique du modéle "sigma" (linéaire ou non linéaire)
ou encore du modéle de Nambu-Jona-Lasinio lorsque les degrés de liberté pertinents sont
les quarks. La deuxiéme possibilité est d’essayer de développer au niveau formel de nou-
veaux schémas de calcul dans le cadre du probléme a N corps afin d’obtenir des outils
mieux adaptés a la description de phénoménes plus compliqués. Méme s’il peut paraitre a
premiére vue que la deuxiéme approche est plus éloignée de I'expérience que la premiére,
il ne faut cependant pas perdre de vue que ce travail formel est en réalité motivé par la
nature méme des problémes rencontrés (détermination du vide dans la phase chirale bri-
sée, caractérisation de la transition de phase chirale) qui sont, par essence méme de nature
non-perturbative.

Comme je viens de le mentionner dans le paragraphe précédent, la séparation entre
d’une part le calcul de quantités directement observables et d’autre part le développement
au niveau formel de techniques non-perturbatives est en réalité artificiel, dans le sens o,
quoiqu’il arrive, ces développements formels sont également motivés par des préoccupa-
tions expérimentales. Pour des raisons de commodité, j’ai néanmoins utilisé ce découpage
dans la présentation de ce manuscrit. Dans une premiére partie, nous aborderons ainsi
les problémes liés a la phénoménologie de la symétrie chirale et/ou a sa restauration (par-
tielle) notamment a densité finie. Nous nous concentrerons ensuite sur les phénoménes hors
équilibre, le but étant de comprendre comment la brisure de la symétrie chirale peut se ma-
nifester dans ’évolution et la dissipation d’un systéme et quelles en sont les conséquences
expérimentales possibles. Dans la seconde partie, nous aborderons différents aspects de
la problématique générale de la description d’un systéme de N particules en interaction.
Nous commencerons tout d’abord par le probléme de la diffusion de 'iode dans le zirco-
nium, probléme important dans le cadre du stockage des déchets nucléaires. Il s’agit 1a d'un
phénomeéne hors équilibre que I'on traitera dans le cadre de la DFT (Density Functional
Theory), qui est une méthode de description d’un systéme de N particules en interaction.
Cela nous permettra de faire le lien avec le second chapitre, a savoir le développement de
théories non-perturbatives. Nous présenterons notamment l’application de la RPA (Ran-
dom Phase Approximation) et de ses extensions & une théorie de champs relativistes (A\®*)
et & un modéle de mécanique quantique, ’oscillateur anharmonique.



Premiére partie

Symétrie chirale : approches
phénoménologiques et conséquences
expérimentales
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Etude de la restauration de
la symétrie chirale

Chapitre

Dans ce chapitre, nous allons étudier les mécanismes de restauration
partielle de la symétrie chirale & température et/ou densité finies. Nous
montrerons en particulier le role fondamental joué par la densité scalaire
de pions. Aprés avoir relié cette quantité a la réponse de spin-isospin
longitudinale, nous déterminerons 1’évolution du condensat de quarks
dans le milieu en prenant simultanément en compte l'effet de la tem-
pérature et de la densité. Par ailleurs, partant d’un modéle effectif de
quarks, nous calculerons I’amplitude de diffusion pion-pion dans le ca-
nal scalaire-isoscalaire. Nous montrerons alors comment il est possible de
traiter de maniére cohérente les effets liés & la restauration partielle de
la symétrie chirale et les effets d’onde p dans le milieu.

1.1 Introduction

Historiquement, la symétrie chirale a été 'un des ingrédients fondamentaux nécessaires
pour la compréhension du monde hadronique. Ainsi, des résultats exacts de premiére im-
portance ont pu été établis et vérifiés dans le domaine des basses énergies (algeébre des
courants, théorémes de pions mous, théorie des perturbations chirales). Actuellement, c’est
dans le domaine de la phénoménologie des hadrons que les implications de la symétrie
chirale sont également étudiés. Jusqu’'a il y a quelques années, grace aux sondes électro-
magnétiques et hadroniques, cette phénoménologie a été testée et éprouvée a des énergies
inférieures au GeV. Par contre, a I’heure actuelle, avec le développement des accélérateurs,
les énergies mises en jeu sont importantes et de la matiére dense (~ 3 — 5pg) et chaude
(~ 150 MeV) est créée dans toutes les collisions d’ions lourds ultra-relativistes. I1 devient
par conséquent nécessaire de développer des théories qui permettent de décrire les résul-
tats expérimentaux dans ces domaines et qui fassent le lien avec la phénoménologie a basse
énergie.

On est donc naturellement conduit & étudier le comportement de la matiére hadronique
lorsqu’on la chauffe ou la comprime et les mécanismes de restauration de la symétrie chirale
a température et/ou densité finies. Méme si toutes les expériences ne se situent pas dans
une gamme de température et/ou de densité proches de celles de la transition de phase,
elles permettent néanmoins de mettre en évidence certains comportements, certaines spéci-
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ficités qui sont différents de ce que I’on observe a basse énergie. On s’intéresse en particulier
a I’évolution des condensats, des masses des hadrons, des constantes de couplage ou encore
des constantes de désintégration en fonction de la température et de la densité. Le point
intéressant est de comprendre les mécanismes qui régissent ces évolutions et dans quelle me-
sure ils reflétent la restauration partielle de la symétrie chirale. Notre but ne sera donc pas
d’analyser la transition en elle-méme mais plutot d’identifier les mécanismes fondamentaux
qui permettent de s’en approcher. En ce sens, les expériences seront donc analysées en tant
que mises en évidence d’effets précurseurs de restauration de la symétrie. Enfin, ainsi que
nous le verrons en détails, un des résultats essentiels que nous nous attacherons a souligner
est que les mécanismes de restauration s’appuient en grande partie sur les connaissances
accumulées dans le domaine de la physique nucléaire traditionnelle.

La premiére partie sera consacrée principalement au role que joue la densité scalaire
de pions dans le phénoméne de restauration de la symétrie chirale. Ainsi, nous verrons
que cette quantité affecte des observables qui paraissent a prior:i éloignées 'une de I'autre
révélant ainsi ’existence d’une unité profonde dans les évolutions en fonction de la tempéra-
ture et/ou de la densité. Dans une seconde partie, nous étudierons a partir d’'un modéle de
quarks effectif (modéle de Nambu-Jona-Lasinio) la modification de I'interaction pion-pion
dans le canal scalaire-isoscalaire, probléme également directement relié a la problématique
de la restauration de la symétrie chirale, ainsi que nous le verrons en détails.

1.2 Restauration de la symétrie chirale : role de la den-
sité scalaire de pions

Le condensat de quarks (Gq) joue le role de paramétre d’ordre de la symétrie chirale.
Sa valeur est non nulle dans le vide, indiquant ainsi que la symétrie est spontanément
brisée. On s’attend alors a ce qu’a température et/ou densité finies, sa valeur décroisse en
valeur absolue jusqu’a zéro au niveau de la transition de phase. Le premier probléme est
donc de savoir comment ce paramétre évolue avec T et/ou p. Ceci est possible grace a sa
relation avec ce que I'on appelle le commutateur sigma défini par : ¥ = ((Hpgs)) ' ou Hpg
est le hamiltonien qui brise explicitement la symétrie chirale. On peut en effet montrer
[1, 2|, dans le cas ou 'interaction est négligeable, que le rapport gouvernant 1’évolution du
condensat dans le milieu est donné par :

{a9))(p, T) _ T
(q9) — frm;,

(1.1)

ou la somme porte sur ’ensemble des hadrons h d'un gaz et ou pg; (X)) représente res-
pectivement la densité scalaire (le commutateur sigma) relatif & chaque hadron.
Si 'on se limite par exemple a la dépendance en densité, on a alors :

(a9)(p) _ | _ PEN (1.2)

(qq) frm2

1({...)) représente la valeur moyenne dans le milieu.




1.2 ROLE DE LA DENSITE SCALAIRE DE PIONS 15

ol Yy est le commutateur sigma du nucléon. Si 'on prend pour ¥y la valeur approchée
de 45 MeV déduite des données sur la diffusion 7N, on trouve que ((gq))(po)/{qq) =~ 0.7.
Cette valeur est interprétée en disant que la symétrie chirale est restaurée de 30% a densité
nucléaire normale. Pour décrire microscopiquement le commutateur sigma Xy, on doit
considérer un modéle de nucléon. Le modéle privilégié étant celui du "cloudy bag", Xy
a une double origine : la premiére, qui contribue pour environ 15 MeV, provient de la
densité scalaire des quarks de valence a I'intérieur du nucléon. La seconde, quant a elle, est
due au nuage de pions virtuels (25\7;) ~ 30 MeV). Elle est reliée a une quantité dont nous
allons abondamment parler dans ce qui suit, a savoir la densité scalaire de pions (®?) :
S0 = [ d3Fm2(®2). Cette densité scalaire est donc responsable d’une grande partie de la
restauration de la symétrie chirale a densité finie et c’est elle que nous allons calculer.

Cependant, avant d’aller plus loin, il est utile & ce stade d’illustrer le lien profond
entre la densité scalaire de pions et un processus de restauration de la symétrie chirale. Il
concerne le mélange axial-vecteur. Plus précisément, Dey et al. |[3] ont montré qu’a basse
température les corrélateurs axial et vectoriel se mélangeaient selon :

M0, T) = (1 T (g, T = 0) + 1% (g, T = 0) (1.3
(g, T) = (1—e)Il'Y(q, T =0)+ €ell} (¢, T = 0) :
(1.5)

ot e = 2(®?)/3f2 = T?/6f? puisqu'a’a température non nulle, les pions thermiques donnent
une contribution (®?) = 7%/4. Méme si le développement indiqué ci-dessus n’est valable
qu’a basse température, il permet néanmoins de comprendre ce qui se passe lorsque le milieu
est de plus en plus chaud : en effet, avec I’augmentation de la température, le paramétre
"de mélange" axial-vecteur va augmenter jusqu’a atteindre la valeur 1/2. A cette valeur, le
meélange est total si bien que la réponse du systéme a une sonde vectorielle ne se distingue
plus de la réponse a une sonde axiale. La symétrie chirale est alors totalement restaurée.
Physiquement, un tel mélange est possible parce que le p et le a; sont partenaires chiraux.
Un p et un a; peuvent ainsi se transformer I'un en 'autre par émission ou absorption d’un
pion. Une contamination du spectre du p par le a;, et par conséquent une restauration
partielle de la symétrie chirale, a d’ailleurs été proposée comme interprétation de 1’excés
de dileptons observé expérimentalement par CERES, HELIOS3 et NA38/NA50 dans la
région des masses intermédiaires [1 GeV, 2,5 GeV| (voir [4] pour une revue compléte sur le
sujet).

Nous sommes en mesure de revenir a présent sur le probléme de la restauration a densité
finie. Il a été montré [5] que les pions virtuels du nucléon jouent le role des pions thermiques.
Dans un premier travail, nous allons décrire comment la densité scalaire pionique gouverne
I’onde s de 'interaction m-noyau via l'interaction d’un pion externe avec le nuage pionique
nucléaire. Nous montrerons ensuite comment la quantité (®?) peut étre reliée a la réponse
de spin-isospin longitudinale, permettant ainsi la prise en compte de la phénoménologie
bien établie des effets d’onde p. Tous ces éléments seront traités dans le cadre d’'un modéle
sigma non linéaire contenant un champ de nucléon N et un champ de pion d. Le lagrangien
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correspondant est :

2
1 _ _
L = Z”trauUa“UT + Jfim: tr(U+U") + iNy*0,N — MyNN (1.6)
+NYVEN 4 ga Nyy" ALN

avec , .
i i
V(’f = 5 (§8u6T + gTauf) AI(}L = 5 (fau{r - ftaug) (1-7)
et ou :
. B2
U=¢g = me/er  x2 - 7 F(X)=X+aX?+ao'X% 4 ... (1.8)
avec F(X) qui est la fonction permettant de définir la représentation non-linéaire. Par
exemple, F' = arcsin X (o = 1/6) correspond a la représentation PCAC, o = —1/12

a celle de Weinberg et F' = X celle choisie habituellement en théorie des perturbations
chirales. Bien évidemment, les résultats correspondant a des observables physiques doivent
étre indépendants du choix de cette représentation. Nous allons conserver explicitement le
parameétre « afin de vérifier qu’il en est bien ainsi dans nos expressions finales.

Commencons tout d’abord par examiner I'influence de la densité scalaire sur ’onde s
de l'interaction pion-noyau. L’amplitude de diffusion correspondante est représentée sur la
figure 1.1.

Fi1G. 1.1 — Diffusion d’un pion sur le nuage pionique d’un nucléon. La cercle en noir repré-
sente 'amplitude du diffusion pion-pion incluant les effets de milieu. Les lignes ondulées
schématisent les phénoménes d’interaction du noyau (moment absorbé = k — k')

Le lagrangien d’interaction pion-pion (a ordre a une boucle) peut étre extrait de 1.7 :

Loz = —7% {—mﬁ <a — —24> O° 97 + <a — —6> ®0,0.0'® + | 2o+ 6 $.0,0 ¢.0"P
(1.9)

A T’aide de ce lagrangien il est alors possible de calculer 'amplitude 7" de la diffusion
pion-noyau. Comme indiqué sur la figure 1.1, il faut a priori introduire, dans le cas d’un
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noyau, deux moments k et k'. Dans le cas d'un gros noyau ou d’un "morceau" de matiére
nucléaire, par contre la différence k£ — k' peut étre négligée.
Les calculs donnent [6] :

V id*k
T(qt,¢3,1) = = /—4 (Dr(k) — Do(k)) (m2 —2t — B (¢} — m2 + ¢5 —mZ)) (1.10)
212 J (2m)

ou ¢ et go sont les moments extérieurs (voir figure 1.1), § = 1 + 10 (a — %) et Dp est
le propagateur retardé du pion dans le milieu. D’autre part, pour un volume V' de ma-
tiére nucléaire  contenant A nucléons (p = A/V), la contribution du nuage pionique au
commutateur sigma pion-noyau par nucléon est :

3m? id*k

25 | (amyt (Pr() = Dolk))  (111)

my
2p
On voit donc, en comparant les équations 1.10 et 1.11, comment la densité scalaire inter-
vient dans l'interaction d’onde s pion-noyau.

Dans un deuxiéme travail, nous avons évalué cette densité scalaire qui se relie au pro-
pagateur du pion :

1 1
= = Al [ Erzmiei|a) - Tx@?) -

idk
%) = 3 i ——e"* (Dg(k) — Do(k 1.12
(@) =3 Jim [ 55 (Da(k) — Do(k) (112
et par voie de conséquence au propagateur de polarisation complet 11, :

id'k 1 ?
®?) =3 lim [ ——e (| ———— | 1I 1.13
(@) e—ot ) (2m)4 k§ — wi +1n t (1.13)
En utilisant alors une relation de dispersion et en effectuant l'intégrale sur le contour,
on parvient au résultat final important |6], & savoir que la densité scalaire de pion est
directement reliée a la réponse de spin-isospin longitudinale Ry, :

o 3p [ &Ph [ 1 1
(@) = A W/o dw <2w,€(w+wk)2 + 2w,§’(w+wk)> R (w, k) (1.14)

Il est alors possible d’inclure la phénoménologie des secteurs p — h, A — h, 2p — 2h, etc...
pour avoir une estimation précise de (®?). C’est ce que nous allons faire maintenant en
prenant de plus en compte l'effet de la température.

Les effets de la température, lorsqu’ils sont combinés aux effets de densité, sont de deux
ordres : d'une part sur les pions virtuels des noyaux et d’autre part sur les pions du bain
thermique (= excités thermiquement). En premiére approximation, on peut écrire :

(@) (p, T) = (2*)r(p = 0) +(2%),(T = 0). (1.15)

2En fait, la différence entre le noyau et la matiére nucléaire provient principalement de la distorsion du
nuage pionique entourant le nucléon du fait de la présence des autres nucléons. L’effet de cette distorsion a
déjaa été pris en compte dans [7]. La conclusion est que le secteur du nucléon ne contribue pas de maniére
significative (les corrélations tensorielles compensant presque exactement ’effet du blocage de Pauli) mais
que le secteur du delta provoque une augmentation d’environ 5 MeV du commutateur sigma.
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ce qui revient, par exemple, a ignorer que le pion est plus facilement excitable a densité
finie (dans la matiére nucléaire, le pion devient une quasi-particule d’énergie inférieure a
celle du pion libre) ou encore, pour le deuxiéme terme, a considérer que la température n’a
aucun effet sur la densité pionique dans le milieu. Dans une approche réaliste, il apparait
donc qu’il est nécessaire de tenir compte de l'influence mutuelle de la densité et de la
température pour le calcul de la quantité ($?).

Considérons tout d’abord le cas de la matiére nucléaire & température nulle. Dans ce cas,
les fonctions réponses peuvent étre calculées en résolvant les équations RPA (approximation
des anneaux en réalité¢) pour la polarisation : IT = I1° + IT° VII. TI° est la polarisation a
l'ordre zéro calculée dans [8]. V représente 'interaction particule-trou a laquelle on ajoute
la répulsion & courte portée vie un parameétre de Landau-Migdal ¢’ :

v*(Q?) ¢ )
Y= 7\t (1.16)

Les valeurs de ¢', qui différent suivant les différents canaux, sont extraites empiriquement
de données expérimentales. Ainsi, des expériences sur les résonances géantes de Gamow-
Teller nous donnent gy ~ 0.7 et gyo =~ 0.5 tandis des résultats de diffusion sur les atomes
mésiques impliquent gaa de l'ordre de 0.5 également.
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F1G. 1.2 — Réponse par nucléon a densité nucléaire normale en fonction de I’énergie pour ¢
= 300 MeV. Les lignes en "points-tirets" et continue représentent respectivement la réponse
a l'ordre zéro et la réponse RPA.
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A T’aide de ces valeurs, nous avons calculé puis représenté (figure 1.2) les réponses nue
et resommée pour une valeur du moment ¢ = 300 MeV et pour p = py. La ligne tiretée
(réponse nue) présente deux pics, un premier a basse énergie (w ~ 50 MeV) et un second a
plus haute énergie (w =~ 300 MeV) correspondant respectivement au canal Nh et au canal
Ah. Une fois resommeée (ligne pleine), la réponse présente un accroissement notable du pic
a basse énergie di au caractére attractif de I'interaction p — h ainsi qu’un dédoublement
du pic a haute énergie. Ce dernier élément illustre le fait que dans le milieu le pion et le A
deviennent des excitations collectives, des quasi-particules, possédant chacune leur propre
structure.

A température finie, il faut remplacer les distributions de Heavyside pour les fermions
par des distributions de Fermi-Dirac. Sans entrer plus dans les détails, (pour plus de pré-
cisions, voir [9]), il est cependant relativement facile de comprendre le résultat obtenu,
représenté figure 1.3 : en effet, au fur et & mesure que la température augmente (ligne
tiretée : T = 0; ligne pleine : T'= 50 MeV ; ligne pleine épaisse : 7' = 150 MeV) les pics a
basse énergie diminuent en intensité et augmentent en largeur de telle sorte que la structure
initiale disparait. Cela implique bien évidemment également, par intégration sur w et ¢,
une réduction du commutateur sigma quand 7" augmente.

80

70 [ \

50

30

20

LIl o e g e g L L

.
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
o (MeV)

F1G. 1.3 — Réponse a une densité p = po/2 en fonction de I’énergie pour un moment
g = 300 MeV pour trois températures différentes : 7' = 0 (ligne tiretée), T = 50 MeV
(ligne continue), T'= 150 MeV (ligne continue épaisse).

Comme indiqué au début du paragraphe, les effets de la température se manifestent
non seulement au niveau des pions virtuels du nuage nucléonique mais également au niveau



20 CHAPITRE 1. ETUDE DE LA RESTAURATION DE LA SYMETRIE CHIRALE

des pions thermiquement excités dans le milieu. Cette derniére contribution a la densité
scalaire s’écrit [9] :

o o [ e () moea

L’énergie w des quasi-pions étant inférieure a ’énergie des pions libres, le facteur n(w) va
donc impliquer une augmentation de (®?)7 avec la température. Le résultat final apparait
sur la figure 1.4. Les deux effets antagonistes décrits précédemment entrent en compétition
et sont responsables de la forme parabolique observée (ronds noirs). Par ailleurs, afin de
quantifier 'influence mutuelle de la température et de la densité, nous avons également
représenté (cercles blancs) approximation correspondant a la formule 1.15. La conclusion
est que les écarts, suivant les domaines de température et de densité considérés, sont souvent
négligeables et dans le pire des cas, d’environ 15%.

Nous avons donc vu dans ce paragraphe le role de la densité scalaire de pions dans le
processus de restauration partielle de la symétrie chirale a température et densité finies.
Nous allons maintenant nous concentrer sur un autre aspect du probléme de la restauration
de la symétrie, suscité par les expériences de la collaboration CHAOS qui a obtenu des
résultats a priori surprenants en observant des réactions A(w,2m). Le probléme central
est dans ce cas de déterminer 'influence du milieu nucléaire sur l'interaction pion-pion
(et plus précisément dans le canal scalaire-isoscalaire). Ainsi que nous allons le voir, les
travaux réalisés ont conduit au fait que les données pouvaient étre interprétées comme des
manifestations expérimentales de restauration progressive de la symétrie chirale.

1.3 Interaction pion-pion a densité finie

L’étude de la modification de I'interaction pion-pion a densité finie dans le canal scalaire-
isoscalaire est importante a plus d’un titre. Tout d’abord, elle est intimement reliée au
probléme de la saturation de la matiére nucléaire puisqu’une part importante de l'inter-
action nucléon-nucléon est due a I’échange de deux pions corrélés. Par ailleurs, ainsi que
nous I’avons déjaa mentionné, cette étude s’inscrit dans le cadre général de la restauration
de la symétrie chirale qui doit se produire a densité finie. Cependant, avant de parvenir a
une restauration compléte, c’est-a-dire a un état dans lequel les partenaires chiraux vont
étre dégénérés, nous allons assister a une restauration progressive de la symétrie. Cela va
se traduire par un adoucissement du mode collectif scalaire-isoscalaire, ¢’est-a-dire du mé-
son sigma. La fonction spectrale de celui-ci doit donc augmenter de maniére significative
au niveau de I’énergie de seuil du canal de désintégration en deux pions. Ce phénomeéne
traduit en fait 'apparition de fluctuations du condensat de quarks prés de la transition de
phase [10].

Les premiers effets de milieu & avoir été proposés correspondent a la modification du
propagateur a deux pions et de l'interaction pion-pion. L’origine de cette modification
provenait de ’adoucissement de la relation de dispersion des pions via le couplage d’onde
p aux états p — h et A — h. Ces modes pioniques collectifs impliquaient en effet une
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Fi1G. 1.4 — Somme des deux contributions (nuage de pions virtuels et pions thermiques
(ronds noirs) et approximation d’addition simple des deux effets (Eq. (1.15)). A chaque
colonne correspond une densité. Cette densité augmente de 0.4py & 1.6p, en allant de gauche
a droite. Dans chaque colonne, les points correspondent a des températures qui vont de
0.05m, a gauche jusqu’a 1.05m, a droite par pas de 0.10m,,.

accumulation de force au niveau du seuil & deux pions dans le canal scalaire-isoscalaire
[11]. Cette nouvelle répartition de la force a permis de fournir une explication [12], au
moins partielle, des données m — 27 sur plusieurs noyaux obtenues par la collaboration
CHAOS a TRIUMF [13], le processus physique sous-jacent étant représenté sur la figure
1.5. Méme si ces résultats ont pu étre légérement remis en cause en prenant en compte les
effets d’absorption de pions [14], il n’en reste pas moins que que les effets directement liés a
la restauration partielle de la symétrie chirale, qui impliquaient une diminution de la masse
du sigma, devaient étre inclus simultanément avec les effets d’onde p afin de parvenir a un
meilleur accord avec les données expérimentales. Une premiére tentative pour combiner les
deux effets est présenté dans la référence [15] : il s’agissait alors d’introduire dans le modéle
sigma linéaire une diminution de la masse du sigma wvia une loi d’échelle dite de Brown et
Rho. Le résultat était que les deux effets combinés augmentaient considérablement la force
au seuil (facteur quatre). Dans ce paragraphe, nous allons présenter une autre approche,
permettant de prendre en compte également les deux effets, a partir du modéle de Nambu-
Jona-Lasinio [16]. La stratégie va étre de générer dans un premier temps, un potentiel pion-
pion, formellement identique a celui du modéle sigma linéaire, & partir du modéle NJL. La
différence fondamentale résidera dans le fait que non seulement les parameétres mg, m,, fx
dépendent de la densité mais également les couplages onm et 47. Dans un second temps,
nous incorporerons la phénoménologie d’onde p de maniére habituelle. Dit autrement, tout
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O
. +
o
Fic. 1.5 -

ce qui concerne la restauration de la symétrie chirale (m,, m,, f;, potentiel 7 — 7 & basse
énergie) sera calculé dans le cadre du modéle NJL tandis que les modes pioniques collectifs,
impossibles a décrire dans le méme formalisme (les versions les plus simples du modéle
NJL n’incluent pas les corrélations & courte portée), seront pris en compte a travers la
phénoménologie habituelle.

De maniére explicite, on considére la version SU(2) du modéle NJL : £ = 4(if —
m) + g[(V)? + (YiysTi90)?] ol ¢ est associé au champ des quarks et m est la masse nue.
A densité finie, ’équation du gap permettant de générer la masse du quark constituant M
s’écrit :

A 7.2
M
M o= m+4NcNfg/ hdk (1.18)

kp 27T2 E

ot A est un cut-off tridimensionnel et N, (Ny) le nombre de couleurs (saveurs). Dans le
modeéle NJL, les mésons sont construits comme des modes collectifs gq grace au formalisme
de la RPA. Il est alors possible de générer le pion et le sigma et d’ajuster ainsi les trois
paramétres du modéle (m, A, g) de maniére a reproduire les valeurs dans le vide suivantes :
fr =93 MeV, m, = 139 MeV et m, = 1 GeV. Ayant construit le pion et le sigma, nous
avons ensuite adapté a densité finie la méthode développée dans [17] afin de déterminer les
couplages mmo et 47. En pratique, nous avons calculé les diagrammes représentés figure 1.6
pour des pions extérieurs sur couche et en faisant ’approximation (justifiée numériquement
[16]) que le moment circulant dans la boucle de quarks est nul. Nous sommes alors parvenus
aux relations suivantes : \yy = A = (m2 — m2)/2f2 et Agrr = A fr, relations formellement,
équivalentes au modéle sigma linéaire mais avec des valeurs m,, m,, f, dépendant de la
densité! Nous avons alors utilisé les résultats du modéle sigma linéaire pour calculer I’am-
plitude de diffusion pion-pion 7' (dans le canal scalaire-isoscalaire) et le propagateur du
sigma D,. De maniére explicite, pour une énergie F de la paire de pions, nous avons, dans
le centre de masse :

6A(E? — m2)

(k, ~KIT(B)K', k') = w(k)o (k) T35

D, (E) (1.19)
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FiG. 1.6 — Diagrammes en boite et d’échange de méson o contribuant a la diffusion 77
(a,b,c et d sont des indices d’isospin).
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Dans ces équations, v est un facteur de forme nécessaire pour reproduire les déphasages et
la longueur de diffusion et X(E) est la self-énergie du o. A ce stade, les effets de restauration

de la symétrie chirale sont incorporés dans la modification des masses du pion, du sigma
et de f, tandis que les effets d’onde p sont pris en compte dans la boucle & deux pions :

5(8) = [ Gosv@ [ 52 D@ w) Del—a. £~ ). (1.21)
Le résultat concernant la fonction spectrale du sigma est représenté figure 1.7. Nous consta-
tons que, déjaa a densité normale, le pic au niveau du seuil est trois fois plus important
lorsque les effets de restauration de la symétrie chirale sont incorporés (figure de droite) par
rapport aux effets d’onde p seuls (figure de gauche). A une densité de ’ordre de 0.5 py, qui
est sans doute proche de la valeur a laquelle se déroule les expériences de la collaboration
CHAOS, on assiste a une modification relativement importante de la forme de la fonction
spectrale a basse énergie, ce qui va évidemment dans le sens d’'une explication possible des
données expérimentales.

1.4 Conclusion

Dans cette partie nous nous sommes intéressés aux processus de restauration de la
symeétrie chirale & température et/ou densité finies. Une quantité essentielle pour suivre
cette restauration progressive est évidemment le paramétre d’ordre (Gq), lui-méme relié a
la densité scalaire de pions. Cette densité peut se calculer dans un gaz de pions chauds a
densité baryonique nulle ou, dans un milieu nucléaire a température nulle, via la réponse de
spin-isospin longitudinale. Dans le deuxiéme cas, les pions virtuels du nuage nucléonique
remplacent les pions thermiquement excités. En prenant en compte I'influence mutuelle de
la température et de la densité dans le calcul de (®?), nous avons alors montré que les
effets mis en jeu se compensaient trés largement.

Par ailleurs, la restauration de la symétrie chirale implique qu'un mode collectif scalaire-
isoscalaire doit étre progressivement amolli lorsque la densité augmente pour rejoindre
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(0, 0.5, 1, 1.5, 2 p/po). A gauche : uniquement les effets d’onde p. A droite : effets
d’onde p et de restauration de la symétrie chirale.

son partenaire chiral, le pion, a la restauration totale. Ceci se traduit alors par des effets
précurseurs pré-critiques dans la distribution de force pion-pion amplifiant ainsi la structure
a 2m,. Il s’agit la d’un effet complémentaire au couplage d’onde p du pion, lié a la physique
des pions mous, et que nous avons pu mettre en évidence en partant d’un modéle de quarks,
le modéle de Nambu-Jona-Lasinio.

Enfin, terminons cette partie en mentionnant que nous nous sommes limités au cas de
SU(2) mais que des travaux ont été également effectués sur les kaons, permettant ainsi de
reproduire des données expérimentales du GSI [18]|. Le probléme central dans ce cas est
de déterminer précisément 1’évolution de la masse des particules étranges en fonction de
la densité afin de comprendre les sections efficaces expérimentales de productions de kaons
en collisions relativistes.
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Abstract

This paper is devoted to the interplay between p-wave, s-wave pion-nucleon/nucleus interaction
and in-medium pion-pion interaction with special emphasis on the role of the nuclear pionic scalar
density driving a large amount of chiral symmetry restoration. In particular we show that the wNN
coupling constant and the Goldberger-Treiman relation are preserved in the nuclear medium under
certain conditions. We also discuss the related problem of the in-medium pion-pion strength
function. © 1999 Elsevier Science B.V.

PACS: 12.39.Fe; 24.85.+p; 25.80.Hp

1. Introduction

The collective pionic modes originating mainly from the coupling of the pion to delta-
hole configuration have raised considerable interest. As proposed in [1] and confirmed
by detailed calculations [2,3], the direct experimental evidence of their existence even
at peripheral nuclear density is provided by charge exchange reactions [4,5]. These
collective modes, sometimes called pisobars, are expected to play a prominent role in
highly excited hadronuclear matter produced in relativistic heavy ion collisions. Indeed,
it has been predicted [6-8] that they may significantly affect the rho meson mass distri-
bution at large density. As shown in [9,10], they are able to explain an important part
of the excess of dilepton production rate in the 500 MeV invariant mass region observed
by the CERES [11] and HELIOS [12] collaboration at CERN/SPS. In addition, an im-
portant reshaping of the pion—pion interaction in the scalar-isoscalar channel (“sigma”
channel), which produces a sizeable accumulation of strength near or even below the
two-pion threshold, has been predicted [13]. A detailed discussion of this problem has
been given in [14]. In particular, the influence of chiral symmetry constraints, stopping

0375-9474/99/$- see front matter © 1999 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
PII S0375-9474(98)00615-0
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the sub-threshold invasion of strength due to the coupling of the pion to nucleon-hole
states, have been extensively investigated. It was soon realized that this medium effect is
of considerable importance for the still open problem of nuclear saturation since an im-
portant part of the nucleon~nucleon attraction comes from correlated two-pion exchange
and several papers have brought extremely interesting results [15-17]. However, this
in-medium modification of the NN interaction is obviously very sensitive to the precise
low mass shape of the in-medium 77 strength function. In that respect Oset et al. have
drawn the attention on vertex corrections on in-medium pion-pion interaction imposed
by the standard chiral Lagrangian [18]. It is thus plausible that some strength may
appear below the two-pion threshold at finite density.

One of the common features of the problems mentioned above is the interplay between
p-wave pion-nucleon/nucleus interaction, s-wave pion-nucleon/nucleus interaction and
in-medium pion-pion interaction all being related to the amount of chiral symmetry
restoration in the nuclear medium. The aim of this paper is to clarify this important
question in a unified scheme based on the standard chiral Lagrangian treating simulta-
neously pion propagation, pion-pion interaction and chiral symmetry restoration in the
nuclear medium. Let us recall that, to first order in density, the evolution of the quark
condensate is given by the simple expression

{4q(p)) _, _ P3N

{Gq(0) frms’
where Iy ~ 45 MeV is the pion-nucleon sigma commutator. Putting the numbers one
finds a 30% restoration at normal nuclear matter density or in the interior of heavy
nuclei [19]. This result becomes exact once the pion-nucleon sigma term is replaced
by the full pion-nucleus sigma term per nucleon 34 [20]. Pions are expected to play
a crucial role in the restoration process. For instance the pion cloud gives about 2/3
of the pion-nucleon sigma term [21,22]. In the nuclear medium its contribution to the
m—nucleus sigma term 3\ = m2(®?)/2p is modified by pion exchange effects, slightly
accelerating chiral symmetry restoration [20]. It is hardly conceivable that such a large
effect driven to a large extent by the pion scalar density (@?) does not show up in some
well-chosen observables. Indeed it has been demonstrated that this pion scalar density
governs the axial vector mixing and the associated quenching of coupling constants
such as g4 and f, in the nuclear medium [23]. One of the main purposes of this paper
is to show other examples of the role of (@?) concerning various aspects of the pion
interaction in the nuclear medium.

In Section 2 we show how the pion scalar density (®”) may a priori renormalize
the #NN coupling in the nuclear medium. Starting from the in-medium modified pion—
pion interaction, we discuss in Section 3 how this scalar density governs the s-wave
s—nucleus interaction through the interaction of the external pion with the nuclear pion
cloud; we also give an explicit expression (which slightly differs from Ref. [20]) of the
pion-nucleus sigma commutator in terms of the full longitudinal spin—isospin response
function. We discuss the consequences on the pion propagator in Section 4, showing in
particular that the p-wave NN coupling constant is actually unmodified in the medium

(D
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to one pion loop order. Finally we demonstrate in Section 5 that the presence of the
37NN interaction cannot modify the pion—pion strength function at finite density.

2. The chiral Lagrangian

All the results will be derived within a chiral SU(2) x SU(2) non-linear Lagrangian
with an explicit chiral symmetry breaking piece containing a nucleon field N and a
isovector pion field @ embedded in the 2 x 2 matrix

2
U=g=emF®  x2o 2. F(X)=X+aX'+a'X+ ..., (2)
fz

where F(X), which is an odd function of X, defines the particular non-linear repre-
sentation. The most usual choices are the PCAC choice (F = arcsin X, a = 1/6), the
Weinberg choice (@ = —1/12) and the choice F = X commonly used in the chiral
perturbation expansion. Since the physical observables should not depend on the repre-
sentation we will not specify it as a consistency check of the results. In the following we
will treat the soft pion interaction to one pion loop order and a practical consistency test
will be the independence of our results with respect to the parameter . The Lagrangian
is

f2

L=""td,Us*Ut + L f2mitr (U +UY) + iNy*3.N — MyNN
+N7#Vé‘N + gANnVsAé‘N (3)
with
i i
=5 (0ut" +£19,8), AL =5 (60,87 - £19,8). (4)

To lowest order the pion-pion interacting Lagrangian is
1 2 2 52 1Y 2
£4”=F [-mk (o — %) P°D* + (a - ) 9°9,@ - 3*P
ki
+(2a+ )y d 9,0P 3 D] &)

The wNN and the 3w NN pieces are

Lonw =52 Ryy° 2 ,0N, (6)

fﬂ 2
Lamwy = 25 Ny* 'y (e — %) %3, + (2a + {) PP - 3,P| N. (7

f

It follows that, to one pion loop order, the in-medium effective 7 NN Lagrangian be-
comes

Lhun = ff (1+B<6F>N“75 “du®N, B=1+10(a—3). (8)
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In principle the expectation value of @* renormalizing a nucleon vertex does not corre-
spond to its averaged value due to the presence of short-range correlations. This effect
has been discussed in a recent paper [23] and found to be moderate because the scalar
pion cloud of a given nucleon is mainly outside of the correlation hole. In the following,
we disregard this effect of short-range correlations and calculate the pion loop (®?)
with the in-medium pion propagator including the effect of the p-wave interaction from
Lznn- The retarded pion propagator D and the time-ordered pion propagator D" have
the form

Dr(q) = (G — w2 — (g0, )",
D (@) =1+ f(q0))Dr(q) — f(g0)Dx(q), (9)

from which we get

id*k .
(@) =3 / (l2'n')4"’lkomDE+ (k)

. Bk T 2E 1 +2f(E)
=2 [ iy [ 45 (-5 moncein ) 5EE o

4]

where the second form incorporating the thermal factor ( f(E) = (exp(BE) — 1 y~1) can
be used at finite temperature if needed. In the previous expressions the contribution of
the free space propagator is understood to be always subtracted. In the following we will
work most of the time at zero temperature and make no distinction between time-ordered
and retarded propagators which coincide for positive frequencies. All the self-energies
and related quantities will be expressed in terms of time-ordered propagators as usual.
It is nevertheless interesting to remark that most of the formal results will be valid at
finite temperature by replacing the energy integral by Matsubara frequencies summation,
propagators by Matsubara propagators and finally taking the analytical continuation
(iw, — o+ in) to obtain the corresponding self-energy. With this Lagrangian, the pion
polarizability is 7% = (ga/2 fr)2Ux where Uy is nothing but the standard nucleonic
Lindhardt function (with an explicit factor 4 for spin-isospin). However, to make
contact with the well-established phenomenology of nuclear collective pionic modes,
one can incorporate as usual the effect of the delta as well as the screening effect from
short-range correlations (g’ parameters); details can be found in many papers, see e.g.
Refs. [6,14].

3. s-wave pion—nucleus interaction and pion-nucleus sigma commutator

In free space, the 777 interaction potential in the / = O channel can be straightforwardly
obtained from L4,
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Fig. 1. Vertex correction to the 77 interaction in the medium through p-h and 4-h polarization bubbles
which may contain the screening effect due to short-range correlation (g’ parameters).

1 d
(onlolaci) = 75 (2 20+ 8 0 —aD) ). B=1410(a= ),

(11)

where s = (ga + @)% = (ge + qa)? is the center of mass energy of the pion pair. For
on-shell pions (g> — m2 = 0) the a-dependent piece proportional to the inverse pion
propagators disappears as it should. When two pions are soft (i.e. g, = g = 0), in the
PCAC representation (« = 1/6), this amplitude satisfies the soft pion theorem
Mo(s=u=m2,t=0)= (12)

where X, = m2 is the pion-pion sigma commutator (with non-relativistic normalization
for pion states its value is m,/2). This result has to be compared with the Weinberg
results for on-shell pions at threshold My(s = 4m2,u = t = 0) = —7m%/f. The
very important practical consequence of these chiral constraints is that the potential,
although attractive in the threshold region, has to become repulsive somewhere below,
thus preventing the invasion of strength and s-wave pion pair condensation in the nuclear
medium [ 14].

In the medium this pion—pion potential receives vertex corrections depicted in Fig. 1,
which can be calculated from £,yy and L3,yy. For a zero momentum pion pair ( P = 0),
the effective [ = 0 in-medium pion—pion potential takes the very simple form

e l d F7
(4o MG laca0) = 2 mi=2s+ B> (mk—q + g (wng))|.  (13)

i=a

Hence, the effect of the vertex corrections depending on the p-wave pion polarizabilities
at each pion leg is to make the quasi-potential representation independent (ie. a-
independent) for on-shell quasi-pions satisfying g7 — m% — ¢/ /1°(wi, ;) = 0.

The s-wave isoscalar pion scattering amplitude in the medium receives a contribution
from the interaction of the external pions with the pion cloud. Although this pion cloud
is created by nucleonic sources in the medium, we can first calculate this amplitude
by considering the scattering of external pions on the pion loop formally described by
the full pion propagator Dg. To calculate this 77—nuclear amplitude, we first consider a
finite nucleus. In such a case, momentum conservation is lost and the pion propagator
depends on two external momenta k and k' (see Fig. 2) instead of only one in nuclear
matter. Let us call ¢, and ¢, the momenta of the incoming and outgoing pions. Since
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Fig. 2. Pion scattering on the nuclear pion cloud. The black circle represents the in-medium 7~ scattering
amplitude (g + k = g2 + k). The wiggly lines represent the interaction with the nucleus allowing absorption
of the momentum transfer &k — k’.

we are interested in the isoscalar amplitude, both external pions are labeled by the same
isospin index a and let us call ¢ the isospin index of the virtual pions from the pion
cloud. The scattering process is depicted in Fig. 2 where the black circle represents the
7r7r interaction with possible medium modifications. One can notice that the momentum
conservation implies that ¥’ = k + g; — ¢,.

Now, in the limit of a large nucleus or in a piece of nuclear matter with volume V,
one can neglect the k — &’ dependence of the pion propagator which can be considered
as absorbed by the nucleus as shown in Fig. 2. Hence the pion propagator depends only
on one momentum corresponding to the average momentum (k+ k') /2 as, for instance,
it is the case in semi-classical approach. Hence we obtain

;14 ’
@it =5 [ 25D (55 ) Slam, cliMags ck 1 = . (14)

c

Working out the isospin summation, one finds

V [ id* k+ K
(‘11|T|612>=§/(27T)4DR( > )

x{q1, k| (M§“+3M§“+5Miﬁ> g2, k -+ g1 — g2), (15)

where M?ff (I =0,1,2) is the 77 scattering amplitude, with possible medium mod-
ifications, for pion pairs (g, k), (g2,k’) in the s channel in given isospin state 7. It
is simple matter to show that the particular combination (./\/13ff + 3}\/!?ff + S.Mi_ff) /3
exactly corresponds to the / = 0 amplitude in the crossed ¢t channel

(g, k|1 (M?ff +3MT 5M§ﬁ) lq2. k + q1 — g2)
= <q11_q2{M8ff (k+QI —q2, _k) - (16)

From Eq. (13) with the s-variable replaced by t = (g1 — g2)?, the s-wave amplitude
(g, = g, =0) takes the form
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(@1|T|g2) =T (g}, g5.1)

v id*k k+ Kk
2] @n)? ( 2 )<q1’*q21M3H|k'=k+ql—42,—k>

1% id*k k+ Kk
[ p— DR
272 ) (2m)* 2

x (m2 — 2t = B(DR" (k) + D' (K') + ¢ — m2 + g3 — m2))
Vv id*k
"272 ) m?

———Dg(k) (m} — 2t — BQ2DF' (k) + ¢i — m3 + g5 — m3))
(17)

where the last equation has been obtained by considering again that the k—k’ dependence
of the pion propagator is negligible for a large nucleus. Notice that the above amplitude
is a function of ¢7, g3 and the Mandelstam variable ¢ taken as independent variables
allowing us to check the low energy PCAC results (see the discussion just below
Eq. (20)). The amplitude on a finite nucleus with density profile p(R) might be
obtained semi-classically by taking the above form at density p(R) and replacing the
volume V by an integration over R. Hence the above form with volume V may describe
an hypothetical nucleus with square density profile. The contribution of the inverse
pion propagator disappears once the vacuum contribution is subtracted. To obtain the
genuine 7—nucleus amplitude, extrapolated in the off-shell region (g7, # m3) and/or
the unphysical region (¢ # 0), we also subtract the vacuum pion propagator Do (k).
The nuclear amplitude takes the form

1% id*k
272 | (2m)*
x (m2 -2t — B(qt — m> + g5 —m2)) . (18)

T(4i, g3 1) = (Dr(k) — Do(k))

Let us consider a piece of nuclear matter with A nucleons and density p = A/V; the
pion cloud contribution to the pion-nucleus sigma term per nucleon is [20]

3m id*k

oL (Dg(k) — Do(k)). (19)

=3 "2 (%) + O((0)) =

Hence, in the PCAC scheme (8 = 1), this pion amplitude (per nucleon) becomes
Z(ﬂ) 2 1 2 2
T(Q]s‘lz:t)' iz (M~ 1450 - g1~ ) (20)

m

and satisfies the PCAC constraints for vg = (t—ql q2) /AMpy = 0. At the soft point, the
amplitude obeys the low energy theorem 7(0,0,0) = 3 4/ f>. The well-known change of
sign at the Cheng-Dashen point is also obtained, T(m,,,m 2m2) = —34/ f% together
with the Adler consistency relation T(m2,0,m2) = T(0,m2, m.) = 0. One may notice
that the amplitude at threshold is one third of the soft pion point. One can recover the
nucleon case by simply replacing Eff) by Z(") i.e. in the limit where the r-dependence
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of the 7—nucleus sigma commutator is neglected or, in other words, in the limit of
point-like nucleons. In this nucleonic case, this gives an isospin symmetric scattering
length ag = — 3§ /127 f2; taking for the pion cloud contribution to the pion-nucleon
sigma commutator a value of about 30 MeV (see Refs. [21,22] and the discussion
below) one obtains agp = —0.012m;; !, which is rather close to the experimental value.
However, this agreement is probably accidental since many other effects may contribute
to the scattering length. For instance it is well known that the Born term alone gives
approximately the experimental value. The valence quark contribution to the sigma term,
the delta contribution should be also incorporated. Similarly in the nuclear case, effects
of rescattering of the isovector amplitude in presence of Pauli correlations are known to
be important. Since s-wave scattering length is not the purpose of this paper we do not
elaborate on it, although our approach might be implemented in this direction along the
lines of [24].

The important quantity to be evaluated is (@?)/f2 = 2p3'™ / f2m2. This pion cloud
contribution to the nuclear sigma term has already been obtained in [20] with a different
method. Here we derive its explicit form using the analytical structure of the pion prop-
agator in Eq. (19). Let us introduce the full longitudinal spin-isospin response function
related to the imaginary part of the full pion polarization propagator I7; according to

Vv \% ” o~ ®? — w?
= Iml (0, k)= ——1Im| EHy(w, k L
Rulo k) == im (o, &) vm( ol )wz—wg—kzno(w,k))

2

2 A
8 ~ . N ikex(i
%ﬁ) uz(k); ml%ra(l)'k“(’)ek oy 8(E, - @),

(21)
where gryv = Myga/f» and v(k) are the wNN coupling constant and form factor.

Once the vacuum contribution is subtracted {&?) can be calculated using a dispersion
relation for I

oo [ idk ~ [ id'k ( 1 )2
(@*) =3 (277)4(Dk(k) Do(k)>—3 ani\Eai 11 (k)

+oo

3 . 5 oo
~_3-/ d’k /ldko i /dw<—2w) Imi(w, k)
- (2m)3 2 \k§— wi+in T ) k- wl+in
0

(22)

Exchanging the order of the ko and w integrations and performing a standard contour
ko integration, we finally obtain for Zf‘")

50

3m2 d3k 1 1 )

() - r R ‘k ' -

* 24 J (2m)’ /dw (2“’%(“’ + wi)? " 203 (@ + wy) w(@. k). (23)
0
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Taking the zero density limit, we recover the pion cloud contribution to the pion-nucleon
sigma term whose explicit form (ignoring the delta width) is

3m? Ak ( gen\’ 1 1
E(W) — T s 2 k k2
NE | 2y (ZMN) CR| 2 a Ton? T 2eie T an)

4 gerA)2< 1 1 )]
i + 24
9 (ngN 20 (wa + wp)? 203 (wak + @f) (24)

with € = k*/2My and wy = My — My + k*/2M 4. Zﬁv’” has already been evaluated
within chiral quark models like the cloudy bag model [21], providing a form factor
from the nucleon size and specific value for g,wyn/grna. It has been found to be of
the order of 30 MeV with about 10 MeV from the delta sector, the rest (15 MeV)
coming from the scalar quark density inside the nucleon. Now, the interesting question
is how much the 7r-nucleus sigma term per nucleon deviates from the 77—nucleon one or,
said differently, what is the pion exchange contribution? This problem has already been
addressed in [20]; let us briefly summarize the conclusion of this work. The nucleon-
hole sector contribution can be reasonably calculated within a static approximation, i.e.
putting @ = 0 in the prefactor of Eq. (23); the energy integration yields a two-body spin-
isospin ground state matrix element once the free nucleonic part has been subtracted.
According to a calculation with correlated wave functions, it turns out that the Pauli
blocking effect is almost exactly compensated by the effect of tensor correlations. Hence,
the nucleonic sector itself does not contribute to the modification of the sigma term. For
the delta sector, the situation is less clear. The occurrence of collective pion—delta states
(the so-called pionic branch) shifts part of the strength at lower energy and one can
expect an increase of the sigma commutator closely related to the pion excess in nuclei.
This expected feature is consistent with a dispersive analysis (following the method
established by Fubini and Furlan in the nucleon case [25]) which gives an increase
of the sigma term of about 5 MeV. However, the full calculation of Eq. (23) with
a realistic longitudinal spin-isospin response function, including p-4, 4-h and 2p-2h
sectors remains to be done [26].

4. Pion propagator and in-medium pion-nucleon coupling constant

In addition to the usual p-wave piece, the pion self-energy receives a contribution of
the pion loop which contains the effect of the modification of the 7NN vertex present
in the pion—pion quasi-potential. It reads

_ @? _
S(w,q) = ¢*fly(w, q) + <6_f7—> [m2 - 28 (0* — ), — ¢ To(w,9))] . (25)

The full inverse pion propagator with pion loop effect takes the form

D (w,q) =w? —wfl - S(w,q)



134 G. Chanfray, D. Davesne /Nuclear Physics A 646 (1999} 125-138

2 2
= (1 +Bf};) (0 - ) — ¢TI (w, ) +<6i%>m3r. (26)
As expected from the effective 7NN effective Lagrangian of Eq. (8), the p-wave self-
energy is modified, in this one pion loop approximation by a factor 1 + B(®?)/3 2 ~
(1+B(®*)/6f2)%. However, as we will see just below, a wave-function renormalization
will just compensate this effect. To clearly see what is going on, we drop the pure s-
wave part of the self-energy and concentrate on the p-wave part. In this case the full
pion propagator becomes

(1+ B /3f2)"!

®? — 02 — ¢*lio(w, q)

D(w,q) = yDr(w.q) = (27)
The effective 7NN coupling constant is modified by the vertex correction of (8) and
the wave-function renormalization factor /¥ which compensate each other to one pion
loop order, namely
* 2
8z (P) =\/§(1+/3<—¢—>> = 1+ O((&*). (28)
8NN 6/2

Hence, to one pion loop, the pion-nucleon coupling constant is unmodified in the nuclear
medium. Similarly, if we consider pion exchange between two nucleons the two vertex
renormalizations exactly compensate the vy factor of the propagator. Consequently, the
effective pion propagator, whose imaginary part is directly related to the full pionic
response function, is just the usual Dy calculated with an irreducible pion self-energy
11y which is also unmodified by pion loop effects. This result justifies a posteriori all
the phenomenological studies of pion-nucleus interaction [27] and charge exchange
reaction [ 1-3]. The occurrence of this y factor has been previously established in [28]
at finite temperature for a hot pion gas for which (®?) = T?/4 in the chiral limit. Our
result is also valid in this case and one can conclude that the mNN coupling constant is
also unmodified to order 72 as previously stated in [29].

In recent papers {23,28], we established, within the same chiral Lagrangian, that
the axial coupling constant g4 and the pion decay constant f, are in-medium modified
according to

fr_ & (%)
fr 84 312 %)

At finite temperature, in a hot pion gas, this quenching effect acting on the axial current
is accompanied by the mixing of the vector and axial correlators as demonstrated
in [30]. Since gyyy [29] and the nucleon mass [31] are unmodified, we come to
the conclusion that the Goldberger-Treiman relation Myga = grvnfr 1S preserved at
finite temperature, as already pointed out in [29]. At finite density the quenching of
g4 and f, is also linked to a mixing effect intimately related to chiral symmetry
restoration [23] as already discussed in the Introduction. The novel feature is that
the unmodified Goldberger-Treiman relation also holds at finite density in the nuclear
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medium since there is no modification of the nucleon mass apart from higher order
effects associated to the p-wave dressing of the nucleonic pion cloud. However, we
stress that this result is strictly valid with neglect of short-range correlations affecting
the nucleon observables g4 and g,yn. In [23] we have shown that the renormalization
of g4 (which is a pure vertex renormalization) is accounted for by simply replacing
the averaged pion scalar density (®*) by an effective one incorporating the effect of
short-range correlation; the net result is a 10% quenching at normal nuclear density. The
problem of the effect of short-range correlation on g,yy remains to be clarified.

5. Pion—pion scattering in the nuclear medium

We are now in position to study pion-pion scattering both in free space and in
the nuclear medium. In particular, we want to investigate to which extent the medium
modification of the 77 interaction, involving the pion polarizability /7, (Eq. (13)),
influences the two-pion strength function.

Let us first consider the free case; the unitarized scattering amplitude in the scalar-
isoscalar channel can be obtained as the solution of a Lippmann-Schwinger equation,

(94961 T0lqcq4) = (9agpI Mo|qequ)

;74
+%/%(Qa%l/\/idklb)l)o(kl)Do(k2)<k1kz|T|ch¢1),
where ky = P — k; = g4 + q» — k; and Dy is the free space pion propagator. The
potential, defined as the one-pion and two-pion irreducible amplitude, is usually approx-
imated [14,18] by My given by Eq. (11). This potential contains, together with the
on-shell piece, an off-shell piece depending on the four inverse pion propagators. How-
ever, as explained in [18], the off-shell terms can always be absorbed in the potential
by a proper redefinition of the coupling constants and mass. It follows that the free
scattering matrix can be algebraically obtained as

by b k(K 1 o
T(s)—g(mw_zs) (1 2f72r(mﬂ 25)/(277)3 w; s —4wl+in ’

(30)

where v(k) is a form factor that can be adjusted to fit low energy phase shifts and
scattering length. Evidently, an explicit sigma meson and/or a coupling to the K K
channel should be introduced to describe the higher energy part [14,18] but this is not
the purpose of this paper. The question of interest here is to study the threshold region
of this pion-pion amplitude in the nuclear medium. According to the approach of [14],
this in-medium scattering matrix is obtained by simply replacing in (30) the free pion
propagators by the dressed one containing the p-wave pion polarizability. However, as
pointed out in [ 18], one has to take care of the off-shell piece of the effective in-medium
potential (13) which contains a piece proportional to the p-wave polarizability. This
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k,
LB

Fig. 3. Medium effects appearing in 77 rescattering. (a) Dressing of the intermediate pion by the p-wave
polarizability. (b) Vertex correction to the 7r7r potential. (c) Contribution of the p-h and 4-h excitations in
the intermediate state.

may yield a contribution to the scattering amplitude, having in the intermediate state one
(dressed) pion and one (undressed) particle-hole or delta~hole state (see Fig. 3c). This
r-ph configuration would give accumulation of strength below threshold at finite density
that is totally surprising since this effect comes from a contribution to the in-medium
potential (13) which is manifestly representation dependent. To clarify the matter we will
study the first-order contribution to the scattering amplitude (veff x 27 propagator x Vei)
to first order in the polarization propagator /7o; the various diagrams depicted in Fig. 3
are the same considered in [18]. As in this paper we consider only the pieces having
an imaginary part since we are mainly interested in the 27 strength function. The first
diagram (Fig. 3a) is the usual one and corresponds to the dressing of the pion but with
the potential corrected by the off-shell behavior (Eq. (11))

TW _px L id*k

2
< W[%n BDO—‘(!@} k3 iTo(k2) D} (k>) Do (ky). (31)

7
The second diagram (Fig. 3b) explicitly incorporates the 477 vertex correction involving
the polarizability /7y,

4
7O g x ) [k [von _ -B—Dg'(kz)] B (k) D2 (k) Doky).  (32)

2 @am* 1% 1z

Finally, there is a diagram (Fig. 3c) with a p-h bubble in the intermediate state. It
gives a contribution (at zero total momentum, P = 0)

. 14 2
T =2x} %(},—é) k3 71°(k2) Do (k1 ). (33)
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The various prefactors come from the counting of equivalent diagrams. Summing these
three contributions, we sec that the representation-dependent piece (i.e. involving 83)
disappears as it should,

id4k| 2127 2
Vonk2 1o (k2) Dy (k2) Do (k). (34)

7@ L 70) L @ :/
+ + (2m)? 'on

Hence we find the “normal” dressing of the pion propagator, demonstrating that this
m—-ph configuration does not contribute to the strength function. This result can be
generalized when the pion propagator is fully dressed by the p-wave pion polarizability.
The total second-order scattering amplitude takes the form (for P = 0)

" d4k 2
ImT(“)z%Im/ (’277)‘4{ {v,m— %(D;’(kl) +D;'(k2))] Dr(k))Dgr(ky)
B

2
+ (F) (k%ﬁo(kl)DR<kz) + k%ﬁo(kz)DR(k])) }

id*k
Y2 De(ki) Dr(k). (35)

_1
=5Im m)d o

Although some more work remains to be done to write a fully unitarized in-medium
scattering equation, we come to the conclusion that intermediate states with one quasi-
pion and undressed p-# or A-h states do not contribute to the strength function. This
is not so surprising since only fully dressed states (i.e. exact eigenstates) can appear in
the intermediate state of the 77 scattering series.

6. Conclusion

Based on a chiral Lagrangian we have investigated various effects concerning pion
interaction in the nuclear medium. We have in particular studied the interplay between
p-wave interaction responsible for the existence of collective pionic modes and s-wave
7N interaction. We have insisted on the key role played by the in-medium scalar pion
density which governs a large amount of chiral symmetry restoration. Starting from an
in-medium modified 77 interaction consistent with the p-wave dressing of the pion,
we have obtained an explicit expression of the pion scalar density and the pion cloud
contribution to the sr-nucleus sigma term. We have shown that, contrary to the axial
observables f, and g4, the #NN coupling constant remains unmodified to one pion loop
order. As a consequence, the Goldberger-Treiman relation is preserved at finite density,
at least in the limit where the effect of short-range correlations is ignored. We have finally
demonstrated that the in-medium modification of the 77 potential cannot give genuine
contribution to the two-pion strength function, confirming the validity of the approach
developed in [14]. This is particularly important in view of the understanding of the
structure observed in the two-pion invariant mass spectrum in A(7r, 277) reactions [32].
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Abstract. This paper is devoted to the evaluation of the pionic scalar density at finite temperature and
baryonic density. We express the latter effect in terms of the nuclear response evaluated in the random
phase approximation. We discuss the density and temperature evolution of the pionic density which governs
the quark condensate evolution. Numerical evaluations are performed.

PACS. 14.40.Aq m, K and n mesons — 24.85.+p Quarks, gluons, and QCD in nuclei and nuclear processes

1 Introduction

Pions play a crucial role in chiral symmetry restoration,
due to their Goldstone boson character. The amount of
restoration is measured by the modification of the order
parameter, i.e. the quark condensate density, with respect
to the vacuum value. In this context the evaluation of
the expectation value of the squared pion field, linked to
the scalar density of pions p% by pf = m,(®?), is of a
great interest. For a single nucleon this quantity governs
the total amount of chiral symmetry restoration of pionic
origin, according to [1,2]:

m2
7” /d3x<N|@2(:v)|N> =

2m, [ Ex(NAT(@)|N) = 55 = 5

where N, is the scalar number of pions in the nucleon
cloud, X% is the part of the nucleon X' commutator of pi-
onic origin and (N|A™Gg(x)|N) represents the correspond-
ing modification of the quark condensate with respect to
the vacuum value. Similarly, in a uniform nuclear medium
of density p, or in a heat bath, the evolution of the quark
condensate originating from the pions is linked, to one-
pion loop order, to the average value ($2) by

A (ag(p.T)) _ (2?)
@(0.0)) 272

The same quantity (#2?) governs also the quenching
factor, 1 — (#2)/3f2, of coupling constants such as the

(2)

® e-mail: g.chanfray@ipnl.in2p3.fr

nucleonic axial coupling constant ga or the pion decay
one fr, originating from pion loops, which is the coun-
terpart of the mixing of axial and vector currents [3,4].
This type of quenching has to be seen as a manifestation
of chiral symmetry restoration and should also apply to
the case of p-meson excitation by virtual photons as en-
ters in relativistic heavy-ion collisions. It is therefore in-
teresting to evaluate the quantity (#2?) in the conditions
of such experiments. Now, the fireball which is the source
of the dileptons contains, besides thermal pions, a sig-
nificant residual baryonic background We have therefore
to understand how the pion density evolves at finite val-
ues of both temperature and baryonic chemical potential.
The first-order approximation for the quantity (#?) adds
the values for a pure heat bath and for a cold baryonic
medium, writing with obvious notations:

(@%)(p, T) = (2*)7(p = 0) + (9*),(T =0).  (3)
However, this approximation is likely to be crude since
the temperature has an effect on the pion density of the
nuclear medium and on the other hand the presence of the
baryonic background modifies the number of pions ther-
mally excited. As an illustration of the second point, the
pion density in the baryonic vacuum is fixed by the Bose-
Einstein factor which is (e<*/T — 1)~! for pions of mo-
mentum k, with wy = \/k? + m2. In the nuclear medium
the pion becomes a quasi-particle with a broad width. It
can decay for instance into a particle-hole pair which has
a smaller energy than the free pion. Its excitation is then
favored by the thermal factor. There is therefore a mutual
influence between temperature and density that we will
investigate.
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The article is organized as follows. In the second sec-
tion we evaluate the pion density of a nuclear medium
at zero temperature. We relate this quantity to the nu-
clear response to a pion-like excitation. We evaluate this
response in the RPA scheme, taking also into account
the two particle-two hole(2p-2h) excitations. Within this
framework, we study the deviation with respect to the in-
dependent nucleon approximation. In the third section we
introduce the effect of the temperature through the mod-
ification of the nuclear responses. In the fourth section we
incorporate the influence of the finite baryonic chemical
potential in the heat bath case.

2 Pion scalar density in the cold nuclear
medium

This quantity was discussed in relation to the quark con-
densate modification by Chanfray and Ericson [1]. They
discussed its deviations with respect to free nucleons, in-
troducing the nuclear response to pion-like excitation,
treated in the static case My — o0o. The extension to the
non-static situation can be performed through the time-
ordered graphs of fig. 1 where the cross represents the
point at which the pions are created or annihilated. The
pion momentum is denoted ¢ and w is the excitation en-
ergy of the nuclear system in the intermediate state. The
sum of the four graphs leads to the following expression
which has also been derived with a different method in
ref. [5]:

2 d3q
P2y = P gTrNN/
(@) A3 4M%E ) (2m)3 2w2
x/ood [ 1 n 1 1
w il
0 (WHwg)?  wy(w+wg)
x v*(Q*) R (w, q), (4)

where Q% = w? — g%, v(Q?) is the form factor of the pion
vertex for which we use a monopole form

AZ _ m2
v(Q%) = WQQ (5)

Finally, Ry represents the spin-isospin longitudinal re-

sponse function:
A

E o; - qriedT
i=1

d(w—E,). (6)

RL(wv q):Z

n

@ (b) © (d)
Fig. 1. Time-ordered graphs for pion exchange.

In the actual calculation, we add in the response Ry, the
excitation of the delta-resonance with the standard re-
placement:

A
;- qrt — INAGH (T, (7)
gxNN

where ST(T'") is the spin (isospin) transition operator con-
necting the spin (isospin) 3 and 3 states [6]. Note that for
a matter of convenience we have incorporated in this op-
erator the ratio of the TNA and 7NN coupling constants.
We have also assumed the same form factors, v(Q?), at the
7NN vertex and at the TNA vertices. Finally we recall the
link between the response function and the polarization
propagator IT(w, q,q") which we will use in the following:

R(w,q) = —— W I1(w,q,q). 0

We will first discuss the result for the free nucleon.

2.1 Free nucleon

In the nucleon case, where the response Ry, reduces to a
simple expression, eq. (4) provides for the (scalar) pion
number N, in the nucleon cloud:

see equation (9) above

In the above equation we have used the following nota-
tions: e, = q?/2My and wa = Ma — My + q*/2Ma. The
energy dependence of the delta width I's is taken from
the analysis of the pion-nucleon scattering [6].

Our numerical inputs for the evaluation of N, are de-
fined as follows. Without form-factor the integrals diverge
linearly. The resulting value is then quite sensitive to the
cut-off function. We stress, however, that the specific case
of the single nucleon is not the purpose of this paper.
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Fig. 2. Feynman diagrams for the 2p-2h processes. The double
line represents the delta-resonance.

It is for us an element of comparison to introduce the nu-
clear effects. Since we want to restrict the calculation to
a region where nuclear effects are reasonably under con-
trol, we have limited the integrals to: ¢ = 1GeV and
w = 1GeV. The parameters are chosen so as to obtain
a value X, = %m,rN,r = 30MeV which is well in the ac-
cepted range [7—9]. This is achieved with 4 = 1 GeV and

(grnA/gann)? = 3.8.

2.2 Infinite nuclear matter

We now turn to the case of infinite nuclear matter. In or-
der to evaluate the response functions, we use the method
of Delorme and Guichon [10] who calculated the zeroth-
order response in the local density approximation and then
solved exactly the RPA equations. Their zeroth-order re-
sponse function also includes the 2p-2h excitations. The
corresponding Feynman diagrams of such processes are
displayed in fig. 2.

They are calculated in two steps. First we single out
the contributions which reduce to a medium modifica-
tion of the A self-energy, for which the parametrization
of ref. [11] is used. This parametrization includes some
3p-3h excitation states as well. For the rest we use the re-
sults of Shimizu-Faessler [12] who evaluated the two nucle-
ons p-wave pion absorption at threshold (w = m, ), from
which the A self-energy part, already taken into account,
is separated out. As for each the remaining contributions,
an energy extrapolation suggested by the many-body di-
agrammatic interpretation is performed.

We solve the RPA equations in the ring approxima-
tion: IT = II° + I1°VII. Here V is the particle-hole (p-h)
interaction with the standard formulation: V = V; 4V,
where the second piece is the short-range Landau-Migdal
part. More explicitly with our definition of the response,
V reads

Vo v2(Q2)< ¢’ (10)

/
P2 QQ_er—i-g).

The corresponding Landau-Migdal parameters ¢’ are dif-
ferent in the various channels: ¢’y for the NN sector,
9’ an for the A one, ¢’y 4 for the mixing of NN and AN
excitations. We adopt the following values:

(11)

The results are illustrated on fig. 3 which shows the en-
ergy dependence of the zeroth-order and RPA responses,
for a fixed value of the momentum ¢ = 300MeV. The

g/NN = 07, g/NA = g/AA =0.5.
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Fig. 3. Response function per nucleon at normal nuclear
density as a function of the energy for a fixed momentum
q = 300 MeV. The dot-dashed and continuous lines represent,
respectively, the zeroth-order and RPA responses.

bare response presents a low-energy peak corresponding
to the NN~! excitation and a high-energy one (AN~ ex-
citations). The figure displays the RPA enhancement of
the low-energy peak, introduced by Alberico et al. [13],
which arises from the attractive nature of the p-h inter-
action. It also displays the collective behaviour of the A
excitation with a splitting into two branches.

Once the energy and momentum integrations are per-
formed, we find, as in ref. [1], a moderate increase as com-
pared to the free nucleon value, with the values per nu-
cleon at normal nuclear density:

22
A

N

I = =385MeV and  —% =055 (12)

versus 30 MeV_and 0.40, respectively, for the free nucleon.
The quantity 2T is the (medium modified) effective sigma
commutator.

More precisely, we decompose the response function I7
(accordingly X'7™) into four types, depending on the kind
of states which are excited at each external vertices: NN,
NA, AN and AA (fig. 4). The density evolution of the
different components of the sigma commutator are repre-
sented in fig. 5 both without and with RPA. Notice that,
in the absence of the RPA, there is already a contribu-
tion of the NA channel at finite density due to the 2p-2h
excitations. The overall RPA increase of the sigma com-
mutator mainly comes from that of the X'y a + X An parts.
These last quantities embody the mixing of the AN~! con-
figurations into the NN~! ones. This is well known to be
responsible for the enhancement A of the low-energy re-
sponse (i.e. the NN™! excitations) [14].
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Fig. 5. Density evolution of the different components of the
effective sigma commutator: left (right) figure is without (with)
RPA.

3 Inclusion of temperature
3.1 Influence on the virtual pion cloud

We now introduce the temperature, via the Matsubara
formalism: all the integrals over energy are replaced by an
infinite sum over Matsubara frequencies. For the NN~!
sector, the generalized Lindhart function (the imaginary
part of which is proportional to the response function)
at finite temperature is discussed in textbooks (see, e.g.,

ref. [15]). The result is the replacement of the Heavi-
side functions that characterize the occupation of fermion
states at zero temperature by the Fermi-Dirac distribu-
tions. We have generalized this procedure to particle with
width and applied it to A-N"!, N-A~! and A-A~" rings.
The generalized Lindhart function L,,-1 for a process in-
volving a particle of type (a) and a hole of type (b) is
found to be

see equation (13) above

where Ng1 is a constant arising from the summation of
spin and isospin and I'**(w) represents the width of the
particle of type (a,b) for an energy w. The occupation
number of hadron species a is

1
exp((@f — /) + 1

(14)

where p is the (common) chemical potential for baryons,
the value of which fixes the baryonic density p at a given
temperature. As implicitly stated before, we limit our-
selves to nucleons and deltas, i.e. p = px + pa.

Concerning the A width, things are somewhat more
complicated. In the medium, the pionic decay channel
A — 7N is partly suppressed due to Pauli blocking. At
the same time, other channels open, the pion being re-
placed by 1p-1h, 2p-2h, etc. At normal density and zero
temperature the pionic channel remains dominant accord-
ing to ref. [11]. It represents approximatively 75% of the
total width (~ 90MeV to be compared with 120 MeV
at the resonance energy) and the non-pionic decay chan-
nels only the remaining 25%. In view of the difficulties
of a full calculation of the temperature effects, we have
adopted the simplified following strategy: we have kept
the parametrization of ref. [11], derived at T' = 0, for the
non-pionic decay channel. We have introduced the tem-
perature effects via the Matsubara formalism only for the
main pionic part of the width.

Figure 6 displays the temperature evolutiom of the
zeroth-order response function. The dashed line, which
represents the 7' = 0 case, exhibits the NN~ and AN—?
structures. Increasing temperature tends to wash out more
and more these peaks. At the same time an overall sup-
pression effect occurs. Note that the A branch is less af-
fected by the temperature because of the higher energies
involved. In the RPA case (see fig. 7), one observes a sim-
ilar behavior: an important general decrease and the loss
of the lower energy structures.

We now turn to the question of the thermal pions
present in the heat bath.
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Fig. 6. Zeroth-order response at a baryonic density equal to
half nuclear matter density (p = 0.25m3) as a function of
energy for a fixed momentum g = 300 MeV for three tempera-
tures. Dashed lines: 7" = 0. Thin full line: 7" = 50 MeV. Thick
full line: T'= 150 MeV.
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Fig. 7. Same as before but for the RPA response.

3.2 Inclusion of thermal pions

The effects previously discussed concerned only the mod-
ification, due to the temperature, of the virtual pion den-
sity present in the nuclear medium. At finite tempera-
ture, thermally excited pionic modes (quasi-pions) are also
present and they give an additional contribution to the
pion scalar density. Here for a better illustration we give
the result for (#2)/2f2 which according to eq. (2) gov-
erns the amount of chiral symmetry restoration of pionic
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origin. We start from the general result given in ref. [5]:

(@) _ 3 /
x /OOO dw[(l + 2n(w))(— %) Im D(w, q)

2f2  2f2
- (_ l) ImDO(w7q):|7
T

where the vacuum contribution has been explicitly sub-
tracted. In the above equation n(w) = 1/(exp(w/T)—1) is
the Bose occupation factor and D~} (w, q) = Do_l(w, q) —
(gxnN/2Mx)%k2 1T the inverse quasi-pion propagator. For
convenience, we separate the contribution surviving at
zero temperature expressible in terms of the full spin-
isospin longitudinal response function from the contribu-
tion with an explicit thermal factor:

(@) /

pigerN
<[ ey me )
w .
0 2w§(w + wgq)? ng(w + wq)

d3q
(2m)?

d3q
(2m)?

2f2 ~ A2fZ4M

3
@)+ 373 [ 3
X /0 dwn(w) < - %) Im D(w, q)

_ Yy (@

- fEmio 27

The second identity defines the quantities X5, and (#2)7,
associated, respectively, with the first and second pieces of
the r.h.s. of the above equation: X5 represents an effective,
temperature-dependent, sigma commutator per baryon,

whereas (®?)7 is the scalar density of quasi-pions ther-
mally excited.

4 Results

In order to display the condensate evolution, all the forth-
coming figures show its relative decrease, i.e. the quan-
tity @2/2f2 according to eq. (2). We stress again that
the points of interest are the influence of temperature on
the nuclear pionic cloud contribution, the influence of the
baryonic density on the thermal pions one and finally how
large is the deviation from the additive approximation of
eq. (3).

We first present on fig. 8 the contribution of the virtual
pion cloud alone (term in X7). Each box shows the tem-
perature evolution at fixed baryonic density. It illustrates
the suppression effect of the temperature which originates
in the quenching of the nuclear response previously men-
tioned. The increase with baryonic density observed in
this figure reflects the obvious fact that the pionic density
follows the baryon one.

In fig. 9 we present in the same fashion the condensate
decrease due to thermal pions alone (term in (®2)7/2f2).
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Fig. 8. Relative decrease of the condensate coming from the
virtual pion cloud part as a function of the density and the
temperature. Each box corresponds to a fixed density as in-
dicated. The density increases by steps of 0.2p9 from left to
right between 0.4 and 1.6p¢. In each box the points correspond
to temperature increases by steps of 0.10m, between 0.05 and
1.05m .
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Fig. 9. Same as the preceding figure but for the thermal pions.
As a guidance in order to display the influence of the density
on the thermal pions, points of equal temperature are joined
by a dashed line.

The iso-temperature curves show the influence of the bary-
onic density which pushes down the quasi-pion excitation
energy, thus increasing their thermal excitation.

Finally in the last figure (fig. 10) we present the sum
of both contributions. The competition between the varia-
tions of both terms with respect to the temperature is the
source of the observed parabolic-type shape. For compar-
ison, we have plotted in open circles the approximation of
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Fig. 10. Sum of both contributions of the virtual pion cloud
and the thermal pions (black circles). For comparison the open
circles represent the additive approximation of eq. (3)

eq. (3) where the effect of the thermal pions at zero den-
sity is simply added to that of the pion cloud at zero tem-
perature. This approximation does not display the hollow
shape of the exact calculation: it overestimates the latter
by at most 15% in the medium part of the temperature
range we have considered, the deviation becoming quite
small beyond T' ~ 90-100 MeV. In this region the decrease
of the pionic cloud contribution with temperature (fig. 8)
practically compensates the enhancement of the thermal
excitations by density effects. The most important conclu-
sion which can be drawn from fig. 10 is that, due to the
nuclear pions, the pion scalar density is much larger than
in the absence of nuclear effects, already for densities of
the order of 0.6pg.

5 Conclusion

In conclusion we have studied the evolution of the quark
condenaste of pionic origin under the simultaneous influ-
ence of the baryonic density and temperature. It is related
to the scalar pionic density which comes on the one hand
from the virtual nuclear pions and on the other hand from
the thermally excited ones. We have expressed the first
contribution in terms of the nuclear response to a pion-
like excitation and evaluated it for the case of nuclear
matter in the RPA scheme, first at zero and then at fi-
nite temperature. We have shown that the RPA produces
a sizeable enhancement (&~ 30%), while instead the tem-
perature washes out the peaks and suppresses the nuclear
response, hence decreasing the virtual pion density.

As for the thermally excited pions we have shown that
the presence of the baryonic background appreciably en-
hances their number. The cause has to be found in the low-
ering of the quasi-pion excitation energies, which favours
their thermal excitation. When the densities of both types
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of pions are added, the mutual influences which go in op-
posite directions cancel their effects to a large extent. In
the density and temperature domain that we have ex-
plored, the additive assumption of eq. (3) which neglects
the mutual influence is a good approximation. It deviates
from the exact result by no more than 15%, the deviation
being maximum around 7" ~ 50 MeV. At this T" value the
additive approximation slightly overestimates the pionic
density.

Our study has shown that, even at moderate baryonic
density, the virtual nuclear pions are a major component
of the overall scalar pion density. As an example, at nu-
clear matter density, they dominate in the temperature
range we have considered, i.e. up to at least T' &~ 150 MeV.
Since the pion is the agent for the mixing of the vector and
axial correlators, the consequence of our study is that the
existence of a baryonic background, if any, should not be
ignored in this mixing.
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Medium modification of the pion-pion interaction at finite density
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We discuss medium modifications of the unitarized pion-pion interaction in the nuclear medium. We incor-
porate both the effects of chiral symmetry restoration and the influence of collective nuclear pionic modes
originating from thep-wave coupling of the pion to delta-hole configurations. We show in particular that the
dropping of the sigma-meson mass significantly enhances the low-energy structure created by the in-medium
collective pionic modes.

PACS numbd(s): 21.30.Fe, 21.65-f

I. INTRODUCTION substructure or, in other words, from the in-medium modifi-
cation of hadronic properties associated with chiral symme-
Modifications of hadron properties in nuclear and hot had+try restoration. This may have considerable consequences
ronic matter is one of the central subjects of present dagince applying by hand in the linear sigma model pion-pion
nuclear physics. For instance, it has been suggest¢d]in potential a Brown-Rho scaling of the sigma mass yields a
that the in-medium pion-pion interaction might be signifi- significant enhancement of the near-threshold structure in the
cantly reshaped at density even below normal nuclear matt&7 strength functio18]. To go further, it is important to
density. The basic mechanism is linked to the nuclear colleceonstruct an in-mediun- 7 pion-pion potential. This ques-
tive pionic modes, sometimes called pisobars, originatingion has already been addres$&€] in the framework of the
from the p-wave coupling of the pion to delta-holes states.Nambu-Jona-LasinioNJL) model at finite temperature. In
According to detailed calculation§2,3] these collective this paper we will first use exactly the same scheme but with
modes are able to explain charge exchange[digf) despite a straightforward generalization at finite constituent quark
the peripheral character of these experiments, although somiensity to be identified later with one-third of the baryonic
other mechanisms such as broadening of the d@taor  (i.e., nucleonif density. In particular we will show that, us-
projectile excitation[7] have been proposed. In addition, ing a slightly different prescription for the loop integrals, the
other detailed studies show that collective effects are assocNJL model regenerates the linear sigma model pion-pion
ated mainly with a particular channel such as the cohererBorn term amplitude. This result, which is numerically ex-
pion one[8]. This medium effect yields a softening of the tremely close to the more involved calculational scheme of
pion dispersion relation and consequently a modification oRef.[19], can be generalized at finite density and/or tempera-
the two-pion propagator involved in the unitariz€dnatrix  ture provided the values of the pion mass, the sigma mass,
describing the pion-pion interaction at finite density. Indeedand the pion decay constant are replaced by their in-medium
on the basis of purely phenomenological modéls an im-  values calculated in the NJL model. Using this scheme we
portant reshaping of the pion-pion interaction in the scalarare in position to study in a particularly simple way direct
isoscalar channékigma channg] producing a sizable accu- observable consequences of both partial chiral symmetry res-
mulation of strength near the two-pion threshold, has beeroration such as the dropping of the sigma meson mass and
predicted. This problem has been reinvestigated with chiratollectivep-wave pionic modes by looking at the in-medium
symmetric models such as linear or nonlinear sigma modelgion-pion interaction in the scalar-isoscalar channel. This is
[10] with special emphasis on the consistency between chiralf utmost importance since, as emphasized recently by Hat-
symmetry constraints and unitarization. It was soon realizeduda et al, the evolution of collective scalar-isoscalar
that this medium effect is of considerable importance for themodes, i.e., the sigma meson, may reveal precursor effects
still open problem of nuclear saturation since an importantssociated to chiral symmetry restorat{@®].
part of the nucleon-nucleon interaction comes from corre- From this density dependent effective linear sigma model
lated two-pion exchange and several papers have broughbtential implemented with a phenomenological form factor,
extremely interesting resulfd1-13. Possible evidence for it is possible to construct a unitarizee-7 scalar-isoscalar
this reshaping of ther-7 strength function is provided by amplitude which both preserves chiral symmetry constraints
the 7-27 data obtained on various nuclei by the CHAOS (Weinberg scattering length in the chiral limniand repro-
Collaboration at TRIUMF[14]. Recent calculations show duces experimental phase shifts. On top of precursor effects
that the observed marked structure in thé 7~ invariant  of chiral symmetry restoration, the inclusion of medium ef-
mass spectrum can be partially explained by this reshapinfgcts associated with the modification of the pion dispersion
[15,16. These last results have been questioned in a recentlation should be consistently done in the framework of the
paper[17] where it is found that pion absorption forces the NJL model by direct coupling to constituent quarks populat-
reaction to occur at lower peripheral density. ing the Fermi sea. However, the resulting pipwvave po-
However, what was ignored in the previous approachetarizability calculated with quark-particles—quark-holes
was the possible medium modification of the basier in-  would completely miss the phenomenologically well estab-
teraction, i.e. ther-7 potential from the underlying quark lished strong screening effects from short-range correlations

0556-2813/2000/62)/02460410)/$15.00 62 024604-1 ©2000 The American Physical Society
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TABLE I. Physical quantities gh=0 in the NJL model for different parametefisand 1) and different
schemes of calculationi@xact and simplified

f. m, m, A m My g
(MeV) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV) (fm?)
I (exach 93.0 139.0 700.0 620.84 347.49 5.677 0.2247
Il (exach 93.0 139.0 1000.0 573.31 498.85 5.772 0.3303
I (simplified 93.0 139.0 700.0 624.25 343.03 5.540 0.2207
Il (simplified 93.0 139.0 1000.0 573.60 495.15 5.712 0.3284

(g’ parameter Incorporation of correlation effects in the the one hand, this second set gives a higher density for chiral
NJL model obviously requires a much more involved levelsymmetry restoratiofabout 2.6, in place of 1.5.), and on

of sophistication, hence losing the simplicity which is one ofthe other hand, the values of,=1 GeV has been success-
its main interests. Furthermore, we will calculate the in-fully used in previous works to fit the vacuum-= data
medium two-pion propagator from standard pion-nucleug10,15.

phenomenology. In other words, thevave pion polarizabil- In Table I, we also include the results with different
ity will be taken as its nuclear matter expression dominatecchemes of calculation, the “exact” one and the “simpli-
in the region of interest by tha-hole piece corrected by fied” one. For the “exact” scheme, we just do the same
screening effects. The underlying philosophy can be summazalculation as Quackt al. [19] but at finite density, while
rized by saying that the medium modified soft physics linkedfor the “simplified” one, we neglect thej?> dependence in
to chiral symmetry . ,f ., low-energyw-= potentia) is  all of the integralgfor details see Sec. llin our calculation,
calculated within the NJL model whilewave physics yield- whereq is the external momentum of pion and sigma me-
ing pionic nuclear collective modes is described throughsons.

standard nuclear phenomenology. The main purpose of this section is to get the density
dependence on the-7 scattering lengtfa', which is related
Il. 77-7r INTERACTION FROM THE NJL MODEL to the 7~ scattering amplitudg at threshold as
To examine ther-7 interaction at finite densityand fi-
nite temperaturg we start from the S(2) version of the al=— 1 ReT' 3)
well-known NJL mode[21]: 32mm,, ’

L=y o= mo) ol () *+ (i ys7)?], @) \wherel is the total isospin.

To the lowest order in N, (N., the number of quark
Ccolors), the invariant amplitudd,y,. .4 of the 7-7 scattering
process &, b andc, d are the isospin indicgss calculated
from the box ando-propagation diagrams shown in Fig. 1
(see Fig. 1 in Refl19]). Following the notation of Ref.19],
we have

whereg is a coupling strength of dimensigmasg 2, and
mg is the current quark mass. To maintain the asymptoti
freedom at high energies, we simulate the situation by re
garding the coupling constant in E¢l) as a momentum
dependent ongy(p):

4
a(m=all oA=Ipi), 2) c @ P LI

where p;'s are the momenta of quarks arlis the step c by L P o : i

function. Three parameters, namaiy A, andm,, are deter-

mined to reproduce the pion mass,, the pion decay con- 0))
stantf ., and the mass of the sigma mesuop. Here form_.
and f_ we choose the well-accepted values, andnfiprwe G
select two different empirical values to test the influence of
the input data on our final results. In Table I, we list two sets

C]

are fixed, respectively, to give these two sets of values of

m,, f., andm,. In the parameter fitting, we follow the

formalism in the paper of Hatsuda, and Kunihi&2], where

the three-momentum cutoff was used. With the lowest value

of m,=700 MeV, one has a set of parameters very close to

the one of Quaclet al.[19] used for finite temperature stud-

ies. In the following mainly devoted to finite density, we will FIG. 1. Box ando-propagation diagrams fofr-7 scattering
prefer the second set with,=1 GeV for two reasons. On (a),(b),(c), and(d) are the isospin indices.

(1)
of values form_, f_, andm,, and alsay, A, andmg which 3)
&)
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Tab:ca=(CPc;dPg| Z[ap, ;b py) =A(S,t,U) Sapdeq T?=2T3+ 275, (10

+B(S,t,U) dacdbat C(S,t,U) Saadhc, (4) where theZ; are the function in Eqg5) and(6) expected of

wheres, t, and u are the usual Mandelstam variabless; the iSospin factors. To get the density dependence ome
=(PatPu)2 t=(pa—po)2 andu=(p,— py)>. must calculate the constituent quark massand the pion

Because of the crossing relations, there are three possibifi@Ssm- at finite density first.

ties for the box diagrarf23] which, after a direct evaluation,  AS in Ref.[22], we get the in-medium constituent quark
mass from the gap equation due to the one-loop quark self-

ives
g energy diagran(Fig. 5 in Ref.[22]). The in-medium pion
(T1) abicd= — (SapSedt Sacdpd— 5ad5bc)[4NcNfigiqq] mas;(and aI§0q—meson ma§)5|§ determined from the (EiIS—
5 persion relationin the g—0 limit) of the meson excitation
X[1(0)+1(p)—p°K(p)], (which itself is the solution of the Dyson equation in the
- ring-diagram approximation For the details of deriving the
(72) ab;cd= — (Sapdcd™ FacObdt 9adSbc) [ANcNtig 7 4] gap equation for quarks and the dispersion relation or

2 (and alsoo) meson, one can resort to Ref49,22 with a
X[HO)+1(p)=pK(p)], straightforward extension at finite density. Some specific re-
_ 4 sults and integrals are explicitely given in the Appendix.
(T3)abica= = (~ dapdea+ Sacdbat daddbc) [BNcN1IGqq] Here we display only the final results evolving with respect
X[1(0)+p*L(p)/2—2p3K(p)], (5) to density at zero temperature. One thing to be mentioned
here is that there are two different definitions for the cou-
in terms of integrald (0), I(p), K(p), andL(p) (see the pling between pions and quarks, namegy,: one is from
Appendix. Hatsuda and Kunihirf22] and the other is from Quad al.
The diagram with intermediate propagation shown in [19]. These twog ,4q differ from each other only by a term
Fig. 1 can be simply expressed in terms of its componentgroportional to
By combination, one has

k2
(T2)abica= ~ BanOcdTmqdl I (P, — P)1°D4(2p), ,BJ dkEf(E)f(— E)F(E.p),

(75)abca=— (BacBoat 8addbc)Irqd 77" (P.P)1°D,4(0), o _
(6) where g is the inverse of the temperaturE) the Fermi-

distribution function, andF(E,p) a rational fraction of

where E (E=m?+k? andp (external momentum of piohslt

P _ turns out that this term disappears when the temperature goes

T7(p,—p)= =8N:Niml(p), to zero. So the discrepan&? between these th()) definiti%ns

will not give rise to any difference in the parameter fitting
which is done only at zero temperature and also in the main
part of this paper as we focus our calculation on the cases of
finite density but at zero temperature.

T777(p,p) = —8NNm[1(0) — p?K(p)] ()

are theo-7r-7 vertex in thes channel and channel, respec-

tively, and . .
The density dependence of constituent quark mass,
i mass,o mass, and . is shown in Fig. 2. We find that all
D, (k)= (8) these quantities evolve with density almost linearly except in

2NN (K?—4m?)I (k) —mZ1(m,)] the high density regiofisay p>0.30 fm3) and the trends

: . - of these curves are all the same as those evolving with tem-
is the sigma meson propagator. Similar to Eg), we also perature[22]. Here we use two sets of parameters listed in
have[19,23 Table I.

4 _ _\2 2 2 : _ We first show that the density dependences of the thresh-
Grgq= ~NI(O)+1(p)—m:K(p)]™  with N_NCNfig) old amplitudes and scattering lengths are very similar to
those obtained at finite temperature[itQ]. In Fig. 3, we
We note here that all above results are evaluated at threshoftiaw the curves of the various pieces of the scattering am-

(p2=p?=m?=s/4), and we restrict them, foF>0, to the  Plitudes as a function of densitiat zero temperatuyewith
scattering of pions whose c.m. system is at rest in the he&oth sets of parameters. Again, we see that all the curves
bath[19]. evolve linearly with density in the low- and medium-density

Summing Egs(5) and(6) and with the help of projection egion. At a certain densityy, there exists a divergence as
of the amplitudes on total isospin one finds theswave @t high temperaturgl9]. Similar behavior also holds in Fig.

scattering amplitudes 4 where the relation between scattering length and density is
illustrated. An interesting feature is that one gets a higher
T°=6T7,— T3+ 37,+ 275 value of densitypy with the higher input vacuuna-meson
mass. This divergence occurring in the sigma propagator
T=0, [19] actually corresponds to the point where the in-medium
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D. DAVESNE, Y. J. ZHANG, AND G. CHANFRAY

1000

M, My, My, £ (MeV)

600

400

200

FIG. 2.

Lay

0 0.1 0.2

Constituent quark mass, pion massm,,
massm,,, and pion decay constaff, vs density(at zero tempera-

0.4

p (fm™)

o-meson

a’, a* (m.™)

0 0.1

PHYSICAL REVIEW (652 024604

P
a® ()

20

0.2

0.3

0.4

0.5
o (fm™)

FIG. 4. Scattering lengths® anda? vs density(at zero tempera-
ture) with parameter sets | and Il: solid lines for the exact calcula-

ture) with parameter sets | and II: solid lines for the exact calcula-fion and dashed lines for the simplified calculation.
tion and dashed lines for the simplified calculation.

sigma mass drops to twice the in-medium pion mass. In th
second set of parameters the dengifyturns out to bepy

moderate density region below nuclear matter density acces-

~2.4p,. Once unitarization is don@ee Sec. Ythis density
goes down to aboyiy~2p, due to the presence of the two-

pion loop in the sigma propagator. We will come to this

Ill. SIMPLIFIED SCHEME

sible in thesr-27 experiment. For that purpose, we show in
?:ig. 5 the low density behavior of the scattering lengths.

Now we turn to the simplified scheme of our calculation,

important point in Sec. V since, as pointed out by Hatsudayhere we neglect the momentum dependence in all of above
et al.[20], the vanishing of the real part of the inverse Sigmaintegrals, i.e.l(p), K(p), andL(p) (we will state later in
propagator aE=2m, can be seen as a precursor effect ofthjs section the reason for such a treatieRtt before this
chiral symmetry restoration. However, the aim of this papefsimplified processing, we would like to check whether the
is not primarily to study the phase transition region but theyyeinberg limit is still kept at finite density and finite tem-
perature. First we want to see how these integ@tsl then
other related quantitigsbehave in the first order chiral ex-

= 200

100 -

-100

-200
0

0.1 0.2

a’, a*(m.™)

FIG. 3. Scattering amplitudeg vs density(at zero temperatuye
with parameter sets | and Il: solid lines for the exact calculation and
dashed lines for the simplified calculation.
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FIG. 5. Same as Fig. 4 but for a moderate range of density.
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pansion(expanding to the order dhf,). Keeping in mind

that we are always in the three-dimensional cutoff constraint

and following the regularization of Ref23], we find after
straightforward calculation that

PHYSICAL REVIEW (62 024604
2 2 1 2
K(p?=m?)=K(0)~ 5mZL(0),

5
L(p?=m?)= L(O)—gm 2150), 1D

wherel 35(0) is shown explicitly in the Appendix. With these
expansions, we get, from Eq&)—(9),

4i

N( 21(0)— %miK(O)—mi[K(O)— 1mf,|.(0)”

2

T,=1,,

L(O)—5m |32(0)}/2 2m [K(O) Lo L(O)H

l(p?=m )—I(O) 1m K(O)
|
']‘1:
I(0)+m
’]’3:

1 2
[—8m{l(0)—§m,27K(0)“
Ta=

N{ 21(0)— %miK(O)—mi[K(O)— %miL(O)H

1 1 2 4 1
(ZI(O)——m K(0)— [ K(0 )——m L(O)“ 2N[(4m127—4m2)[l(0)—§miK(O)}—mi[l(O)—§meK(O)“

2
(—Sm[ I(O)—mi[K(O)— %miL(O)“)

Ts= 2 : (12
1 2 2 1 2 2 2 1 2
21(0) = 3mZK(0)—mZ K(0) = 5mIL(0)|{ 2N} —4m?I(0)—mZ 1(0)— 3m7K(0)
|
Keeping to the first order ah? with the help of Eqs(3) and 2i
(10), one finds finally that T1=Tp= 73=W0),
o 1 7m? s 8im® 1 14
_3277mﬂ. _ffr ) 4 5—N|(0) k2—m(27' ( )
5 where m2=4m?+m? in the simplified calculation, which
2 1 —2m; 1y can be easily verified from Ref[22]. Since f2=
32mm,  f2 ' —2iNm?1(0) in the simplified calculation, the above ampli-

wheref _ is defined as in Ref22]. Note there that the func-
tions1(0), K(0), L(0), andl3,(0) are the integrals at finite

density and finite temperature. We thus recover the Wein-

berg limit (in the first order chiral expansipat threshold for
finite density and finite temperature.

In the simplified calculation, we neglect the momentum

dependence of all above integrals inside the formulaZfor
i.e., p2=m2=0, except that we keep? in Eq. (8) un-

tudes can be rewritten as

2i
2¢2 1
Ti=T= N0, (15)

with the orar coupling constant defined by Z\fz—m

changed as the momentum transfer in the two-pion mterac—m as in the linear sigma modédee, for instance, Sec 4
tion. Thus one gets of [10]) In other words, this simplified scheme yields ex-
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actly the amplitudes of the linear sigma model but with 1 1
f,, m,, andm_ being functions of densityand tempera- Gon(B Q)= 227 (19
wq wgtly

ture). The numerical results for the simplified calculation are
also displayed in Figs. 2—4 by dashed lines. We find that
these two calculations have not much difference from each Ignoring thet andu dependence in the denominators, the
other except for the high-density region. So the simplifiedpotential [Eq. (16)] reduces to a combination of separable
calculation is a rather good approximation to address in oupotentials. Taking parameter set Ing=1 GeV) imple-
region of interest the density dependencewf,_, m,, f.,  mented with a one-parameter form facter(k)=1/(1
and even the scattering amplitude and scattering length. +k?/64mZ2), one exactly recovers the potential usedif].

The phase shifts are correctly reproduced up to 800 MeV and

IV. IN-MEDIUM UNITARIZED T MATRIX th'e scattering Iengtha0=0.23m;1, is also in agrgement

with experimental data. It can be checked that, with such a
separable potential, the correction to the scattering length

ered as a irreducible potential into a Lippman-SchwingelIrom the umt_arlzatlon procedure is of hlgher ordermﬁ,,
(LS) equation to get the unitarize® matrix in the scalar- US preserving the chiral symmetry res(iVeinberg scat-

isoscalar channel. However, when solving the LS integraf€'ing length in the chiral limit.
equation, the use of the “exact”’ scheme with its full mo- From the underlying NJL quark model, the above results

mentum dependence turns out to be of hopeless complexitf" the T matrix, Egs.(16)—(19), can be generalized at finite

For this reason we prefer to use the potential from the “sim-denSity by simply replacing the pio_n mass, _the sigma mass,
plified scheme” which has been shown to be very close t@nd the pion decay constant by their in-medium values. With

the observablegpion decay constant, masses, scatterind@r@meter set Il, the pion mass does not change very much.
lengthg and their density dependences calculated with theot@rting from the vacuum valua,, =139 MeV, one finds at
“exact” scheme. Hence, the potential will be simply the half nuclear matter densitin,(po/2)=140.3 MeV and at
linear sigma potential. For simplicity we restrict ourselves toSaturation densityn,(po) =143 MeV. The variation of the
an interacting pion pair with zero total momentum. In thePiOn mass is usually expressed in terms of sheave pion

scalar-isoscalar channel, the potential reads, with the obviou%Otigal potential or in term of an effective scattering length

We now incorporate the previous-7- amplitudes consid-

notations, Am:=2m_V,n=—4m(bg)etip. Here we find Bg)esr~
—0.01 m;l which coincides with the experimental pion-
m2 — m?2 nucleon scattering length. In reality the pion optical potential
(k,—k|V(E)|k’,—k’>=v(k)v(k’)%f—” is more repulsive due to higher order rescattering effects but
m still giving a very small modification of the pion mass.

s—m2 t—-m2 u-—m? Hence, this modification of the pion mass, which simulates
s > 7. swave pion-nucleus interaction, is practically negligible. In
S—m, t—m, u-m, other words, the model does not give an unrealistically large

(16)  shift in the pion mass.
On the contrary, there is a sizable dropping of the sigma
The prescription for the Mandelstam variables to be used ifinass of 110 MeV at half nuclear matter density and 225
the LS equation are the ones used in Sec. [40f E=sis  MeV at normal density. Consequently, one finds a significant
the energy variable at which the unitariz&matrix is cal- réshaping of ther- strength function, as we will see in the
culated t andu are chosen according to their on-shell values:Next section, even gi=0.5, which is the typical density
reached inm-27 experiment16]. We now come to study
t=2mi—2wkwkr +2k-k’, u=2m727—2wkwkr —2k-Kk'. the dressing of the pion p(opagator byptgvave coupling in
(17) matter. As already stated in the Introduction, the direct use of
the standard NJL model for this problem would give totally

The form factorv (k), which is assumed to simulate the mo- unrealistic results since there is no repulsion and short-range
mentum dependence of the vertices, is to be fitted on experforrelation @’ parameter Hence, we turn to a conventional
mental phase shifts and scattering lengths in the free casBuclear matter description of thgwave self-interaction of

The unitarizedT matrix is the solution of the LS equation; the pion on top of the NJL approach for the basic pion-pion
potential. The pion propagator has the form

(K, —K|T(E)[K",—k')=(k, —K|V(E)|K",—K')
D, (k,0)=[w?-m>—k?®—S_(k,w)]" %, (20

10 dq
+5[ —k—Kvia-a) | |

(2m) where S_(k,®) is the conventional nuclear mattprwave

, , pion self-energy to be specified below. Notice that is the
X Gaq(E.q){a, —qlV[K',—k'), in-medium pion mass calculated in the NJL model. Accord-

(18 ing to the previous discussion, the smsllvave pion self-
energy is partially accounted for but this gives in practice a

where the two-pion propagator in vacuum i€)] negligible effect for the in-mediumr-7 T matrix. For this
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first work, mixing the effects from the underlying quark width. This can be incorporated through the replacement in
structure (modification of m, . ,f.) with those from pion the pion propagatdrEq. (23)]:

p-wave coupling, we use the simplest possible approach.

Hence, in the spirit of Ref[9], we assume that the pion ~Im ﬁo(k,ﬂj(k))

self-energy is dominated by virtual-h excitations in the Qj (k)= Q; (k) +i T 200(k) (26)
domain of energy of interest, namely, !

om0 oo . o where Imi1°, calculated along the ling takes into account
Sy(k, ) =KII7(K,0) =KII(K, 0)/[ 1= gy, IT7(K, @) ]. the delta width, corrected from Pauli blocking, together with
(21) extra two-particle—two-hol€2p-2h contributions which are
not reducible to a delta width piece. Details are given in Ref.

Heregj ,=0.5 accounts for the short-range screening of thet24]_ The imaginary part of the two-pion propagator is ob-
A-h polarization bubbld1°. The numerical calculations are tained through a spectral representation

performed in the framework of the two-level model already

used in Ref[9]. The main approximation of this model is to 1 (E

neglect the Fermi motion of the nucleons in theh bubble. ImG,(k,E)=— —f dw ImMD (k,E)ImD (k,E— ).
In addition we first neglect the width of the delta resonance. mJo

This last approximation will be relaxed below. The polariza- (27)

tion bubble has the form The real part is calculated with a dispersion relation.

2
1 1
— V. RESULTS
F(k)) p(a)—eAk-Hn w-l—eAk !

(22 To clearly illustrate the basic physical mechanisms, we
present the results for the in medium pion-pion scattering
with e, = Vk2+ MA2 —My andI'(k) is the 7NN form fac-  matrix in the simplified calculational scheme discussed in the
tor. It is a simple matter to show that the pion propagatomprevious sections, using systematically the second set of pa-
takes the very simple form typical of a two-level model: ~ rameters withm,=1 GeV. First, the treatment of collective
7NA configurations entering the two-pion propagator is

*
7NA

0 _4<f
Mok, 0)=g| —

ks

Z,(k,w;p) done in the extended two-level model summarized just

Da(k,wip)= 02— 0%K,wp)+i7 above. In addition we use the leading order term of the so-
called 1N expansion of the linear sigma model. In a forth-

Zy(k,w;p) coming paper we will incorporate the full linear sigma model

(23 potential together with a full calculation of the in-medium

two-pion propagator. However, we believe that the conclu-

where the eigenenergieQ,,(), and the strength factors sions concerning the relative weigh; of qollective_ pion_ic
Z,,Z, (Z,+Z,=1) are very simple functions of the density mode_s and _ch|ral symmetry restoration will remain valid.
which can be found in Ref9]. As explained in detail in this  The linear sigma model can be seen a®@+1) model

last reference, the pion strength function splits into two col-With N=3. It has been show{25,1§ that, to leading order
lective eigenmodes. Of special interest is the lower branci @ 1N expansion, one gets a consistent symmetry conserv-
(©;), sometimes called the pionic branch responsible for thé"g approach fulfilling Ward identities and all chiral symme-
softening of the pion dispersion curve. To calculate the melly constraints. The corresponding potential is obtained from
dium modifieds- T matrix, we have to solve the LS equa- EG. (16) by simply keeping thes channel pole term and

tion [Eq. (18)] with a modified two-pion propagator accord- dropping theu andt sigma propagators. In practice it has the
ing to great advantage of making the potential separable. Accord-

ing to[15], we take the potential as

w?—Q5(k,w;p)+in’

idk
GorlkE)= [ 52D, (K koD (~KE—kp). (24 E2-mi
2m (k,—k|V(E)|k",—k"y=60v(k)v (k')A =7 With
In the two-level model, its explicit expression is
, m2—m2
0,0 +9Q;(k) Mo (28)

GorlE)= 2. 50,000, 0
with a phenomenological form factonk) =g/(1+ kzlqﬁ)“.
% Zi(k)Z;(k) (25) It is important to note that the introduction of such a form
E2—(Q;(k) +Qj(k))2+i 7’ factor does not destroy in any way the chiral symmetry prop-
erties. Takingg=0.9, «=3, andgy=1 GeV one gets a
Obviously, in the absence gfwave coupling, one recovers reasonable fit to experimental phase sHitS]. With such a
Eqg. (19. In a more realistic description the main features ofseparable potential one easily obtains the explicit form of the
the two-level model survive but the modék, , acquire a T matrix:
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FIG. 7. Spectral function for the sigma meson at various densi-

FIG. 6. Strength function for the- interaction at zero density ties.(a) (upper panglcorresponds to a calculation with coupling to
(dot-dashed curveshalf nuclear matter densitgdashed curvgs  the pionic collective modes, keeping,, m,, and f_ at their
and normal nuclear matter densitgolid curves. (a) (upper left  vacuum values(b) (lower panel incorporates the in-medium modi-
pane) corresponds to a calculation with coupling to the pionic col- fication of m,, m_, andf, from the NJL model on top of collec-
lective modes, keeping,., m,., andf _ at their vacuum valuegb) tive pionic modes. We use the parameter set Il with=1 GeV.
(upper right panglincorporates the in-medium modification rof, ,
m,., andf_ from the NJL model, ignoring the effect of collective spectacular enhancement of the strength with increasing den-
pionic modes.(c) (lower panel incorporates both effects. We use sity which is roughly uniform in the energy domain consid-

the parameter set Il witm,=1 GeV. ered. The origin of this effect is mainly the dropping of the
sigma mass. However, it is less pronounced in the density
(k,—K|T(E)|k’,—k")=60v(K)v (k')A domain typical of ordinary nuclei than in the work of Hat-
s 2 sudaet al. [20] for at least two obvious reasons. First, we
X E*—m7 start with a vacuum sigma mass of 1 Géysed in our pre-
E2—m§—3)\(E2— mi)E(E) ' vious works to fit the phase shiftsignificantly larger than

the values of 550 MeV or 750 MeV used[ia0]. Second, the

@) coupling constank =m?—m?/2f2 slightly decreases
with 3 (E) given by at variance with the work of Hatsudet al. where it was
. density independent. We will come to a more detailed com-
d°q parison of the two works when discussing the sigma propa-
E(E):f (2m)3Y (2)G24(9,E). (30 gator itself. In Fig. c), we include simultaneously the two

mechanisms. We recover the typical low energy structure
In Fig. 6, we present the results of the calculation for theassociated with pionic collective modes but significantly re-
-1 strength functior(i.e., the imaginary part of the scatter- inforced by the effect of chiral symmetry restoration.
ing amplitude for zero density, half nuclear matter density  To study the evolution with density of scalar-isoscalar
(0.500), and normal nuclear matter densityof. We limit  modes, it is also very interesting to study the sigma meson
ourselves to the low-energy sectd<< 600 MeV) since it spectral function, i.e., the imaginary part of the sigma propa-
corresponds to the domain of validity of the low energy ef-gator. It is a simple matter to obtain the explicit form of the
fective theory and to the region experimentally probed forsigma meson propagator in this simple mofded|:
instance in the CHAOS experiment. In Figapwe keep the
sigma mass, the pion mass, and the pion decay constant at

their vacuum values and incorporate the effectp-ofave D,(E)= E2—m§—SU(E)’ (31)
7NA collective modes. We recover the well-known struc-

ture near the two-pion threshold originating from the soften-with the sigma self-energy given by

ing of the pion dispersion relation and extensively discussed

in [1,9,10. In Fig. 6b), we disregard the effect of these S (E) 6T2\?3(E) 32

pionic modes but simply replace in the vacudimnmatrix the
sigma mass, the pion mass, and the pion decay constant by
their in-medium value. In this way we isolate the effectsThe results of the calculation are shown in Fig. 7 for the
intimately related to chiral symmetry restoration. We see ahree previous cases: pionic collective modes offiyg.

T1-3\3(E)
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6(a)], chiral symmetry restoration onl\Fig. 6(b)], and both  ence of chiral symmetry restoration itself is visible by com-
[Fig. 6(c)]. It is also interesting to compare our results with parison of Fig. 7a) and Fig. 7b).
the calculation of Ref[18] where chiral symmetry restora-
tion is implemented by only dropping the sigma mass, ignor-
ing the modification of ther7# coupling constant. Since we
find in this present work thak is only slightly modified In this paper we have examined medium effects on the
(about 20% lower afp=p,), it is not surprising that the unitarized pion-pion interaction in the scalar-isoscalar chan-
reinforcement of the low energy enhancement is qualitativelynel and the sigma-meson spectral function. The new feature
similar in these two works, at least at normal nuclear matteof this work is the simultaneous treatment of chiral symme-
density. try restoration and the nuclear effect associated with the ex-
Until now we have considered the density regime accesistence of collective pionic modes. Starting from the standard
sible in experiments on ordinary nuclei such as the CHAOSNambu—Jona-Lasinio model generalized at finite density, we
experiments. It is, however, extremely interesting to go behave obtained an in-medium pion-pion potential. In particu-
yond, although the basics nuclear physics ingredients of thiar, we have shown that the NJL model regenerates the linear
calculation are less under control. We now follow for a while sigma model potential but with modified parametens,
the arguments 0off20]. Let us consider the spectral function m_, andf ). This modification of the parameters intimately

VI. CONCLUSION

of the sigma meson: related to chiral symmetry restoration strongly reenforces the
7rar strength function in the threshold region. Since the NJL
po(E)=— ilm D (E) model is not adapted to the calculation of collective pionic
7 T 7 modes, we have used the standard phenomenological nuclear
physics approach. When both effects are incorporated, the
1 Im S,(E) low-energy 7 structure resulting from the existence of
T [Ez—mi—ReS(,(E)]zwL[lm SU(E)]Z’ nuclear collective modes is significantly enhanced, in par-

ticular through the dropping of the sigma mass. This feature
(33) is obviously of considerable importance for the understand-

. . . . ing of the structure observed by the CHAOS Collaboration in
wherem,, is as usual the in-medium sigma meson mass ob-

tained here from the NJL model. As in the work of HatsudaW_ZW experiments on various nuclel.
et al.[20], this in-medium sigma meson mass has an evolu-

tion which follows linearly at low density the scalar conden- ACKNOWLEDGMENTS
sate. However, the precise law of evolution is different since
it comes from a nucleonic tadpole diagram[#0]. Near the
two-pion threshold the phase space factor yields to the wel
known behavior:

We are indebted to Z. Aouissat, J. Delorme, M. Ericson,
(J- Marteau, P. Schuck, and J. Wambach for stimulating and
enlightening discussions.

ImD,~ImS,~ (E?~4m2)"2. (34 APPENDIX
Before chiral symmetry restoration with complete- 7 de- We list below the various integrals appearing in the text:
generacy, there must exist a density at whichD'gé(E
=2m,)=0 or 4m2—mZ—S(E=2m,)=0. At such a den- Pk 1
sity pq4, ignoring the effect of pionic collective modes, the |(D):J , (A1
sp)écgt?al %nctio% behaves as P (2m)* [K*=m?][(k+p)*—m?]
1 1 4
pAE=2m;)=— — o =f Sl !
7 ImS,(E=2m,) K(p) (2m) (=Pl (ko p)P—m?]
~6(E—2m,)/(E?2—4m2)Y2. (35 (A2)

This implies that there arises a mild integrable singularity ok 1
just above the two-pion threshold in the medium. With our L(p):j '
set of parameters this precursor effect of chiral symmetry (2m)* [K2=m?]?[ (k+p)*—m?*]?
restoration occurs at a density slightly larger thaw, At (A3)
variance with20] where this density was found at 125 In
addition when collective pionic modes are included, there is d*k 1
strength below two-pion threshold due to the various sources lmn(P)= J _
of width (A-h, 2p-2h). As a consequence, the mathematical (2m)* [K*=m?]"[(k+p)?—m?]"
singularity disappears. However, a precursor effect still (A4)
manifests itself through a strong enhancement of the near-
threshold structure created by tpewvave pionic collective The above equations are strictly valid B&=0. The ex-

modes. This feature is illustrated in Fig. 7 where the influ-plicit expressions at finite temperature are giveflii] and
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can be straightforwardly extended at both finite density and Adk K2 1 12E2
temperature. Here we simply quote a few relevant results for —iL(pg)= — =33 5" 55
numerical calculation at finite density: kedm® AE°py | po—4E”  (po—4E%)
64E*
1 (py) fAdk k2 -1 _(sz)s’ (A5)
—i = —=—— _
PI= ) 2m? E p2_ag? Po
and the gap equation is
K (po) jA dk —k?| 1 8E? AK2dK M
—j - | == _ , _ M
Po kF27T2 4E3 p(2)_4E2 (pg—4E2)2 M m+4NCNfgij2W2 E" (A6)
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61

Hydrodynamique et brisure
de symétrie

Chapitre

Parmi tous les modes de desexcitation possibles d’'un fluide placé dans
une situation légérement hors équilibre, certains, les modes hydrodyna-
miques possédent un temps de relaxation qui tend vers l'infini dans la
limite des grandes longueurs d’onde. Ces modes jouent un role particu-
lier : ce sont eux qui gouvernent le comportement hors équilibre d’un
systéme. Pour un fluide normal, ils sont associés aux quantités conser-
vées. Pour un fluide avec brisure spontanée de symétrie, par contre, ils
ne sont pas limités pas a ces seules quantités conservées mais doivent
obligatoirement inclure les modes de Goldstone, qui, eux aussi, relaxent
lentement dans la limite des grandes longueurs d’onde. Aprés un bref
rappel de I’hydrodynamique d’un fluide normal et d’un fluide présentant
une brisure spontanée de symétrie, nous présenterons le cas d'un gaz de
pions (brisure de la symétrie chirale SU(2),xSU(2)x). Nous verrons en-
suite les conséquences expérimentales de la brisure de la symétrie chirale
sur I’évolution d’un gaz de pions tel qu’il peut étre produit dans des
collisions d’ions lourds ultra-relativistes. Nous terminerons enfin par le
calcul d’un coefficient de transport (la viscosité de cisaillement) dans le
cadre d’'un modéle microscopique.

2.1 Description hydrodynamique d’un systéme

Le comportement d’un systéme a grand nombre de particules est extrémement complexe
et son traitement & 1’échelle microscopique est a prior: impossible dans le cas général.
Cependant, il existe des situations particuliéres pour lesquelles des théories bien établies
existent. C’est notamment le cas pour les systémes proches de I’équilibre qui sont décrits
dans le cadre de ’hydrodynamique.

Plus précisément, 'hydrodynamique est une théorie permettant de décrire un fluide qui
se trouve dans le régime hydrodynamique, c’est-a-dire un régime dans lequel les phénomeénes
sont caractérisés par une échelle de longueur et une échelle de temps bien particuliéeres : il
faut en effet que la dimension typique sur laquelle varie une grandeur soit supérieure au
libre parcours moyen et que le temps caractéristique pendant lequel varient ces grandeurs
soit supérieur au temps entre deux collisions. Il faut donc que ’on puisse, a 'intérieur d’une
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F1G. 2.1 — Faible perturbation sinusoidale d’une quantité conservée.

cellule (mésoscopique) de fluide, définir des grandeurs d’équilibre local (telles que tempé-
rature, pression, etc...) qui aient un sens c¢’est-a-dire qu'’il faut que le systéme soit assez
grand et assez stable dans le temps pour étre effectivement a 1’équilibre. Le régime hydro-
dynamique correspond donc aux excitations de basses fréquences et de grandes longueurs
d’onde ; le nombre d’onde k et la fréquence w sont alors petits. On supposera donc toujours
qu’en chaque point, il existe un équilibre local : le systéme, qui dans son ensemble est hors
équilibre, est décomposé en cellules a I’équilibre thermodynamique [1|. Dans chaque cellule
il est donc possible d’appliquer les lois valables a 1’équilibre et, a nouveau, les parameétres
caractérisant le systéme (température, pression...) sont donc constants dans une cellule
mais varient d’une cellule a 'autre. Partant d’un état fortement hors équilibre, les colli-
sions assurent dans un premier temps la relaxation vers ’équilibre local. Et ¢’est une fois
cet équilibre local atteint que le traitement hydrodynamique du systéme devient valide.

Imaginons maintenant une perturbation extérieure sur un systéme dans le régime hy-
drodynamique. Pour la plupart des perturbations, le processus de relaxation est efficace,
c’est-a-dire que le systéme relaxe vers 1’équilibre avec un temps caractéristique tres court
(les processus collisionnels dans un gaz ont un temps caractéristique 7. ~ 10~ !2s). Cepen-
dant, a cause du grand nombre de constituants et des interactions entre ces constituants, il
est évident que des phénoménes collectifs peuvent également apparaitre. Ainsi si la pertur-
bation concerne une quantité conservée (énergie, impulsion, nombre de particules, etc...)
alors le processus de relaxation peut devenir extrémement lent dans la limite basse fré-
quence, grande longueur d’onde (limite hydrodynamique). En effet, un excés local en un
endroit du systéme est forcément compensé par un déficit (puisque ’on considére une gran-
deur conservée) qui peut se trouver a une distance de l'ordre de la taille du systéme; le cas
simple d’une perturbation sinusoidale est représenté par la figure 2.1 [2|.

Un mode collectif se met alors en place et assure le transport de la quantité excédentaire
vers la région déficitaire (sur une distance de l'ordre de L,/2) et le retour a I'équilibre
s’effectue en un temps trés long. L’origine profonde de la séparation des échelles de temps
provient du fait que les inhomogénéités spatiales d’'une grandeur conservée ne peuvent pas
disparaitre localement et donc instantanément. Le processus de relaxation se fait donc
uniquement par transport des régions de forte densité vers les régions de faible densité et
non par amortissement local, comme pour les autres perturbations.
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Par exemple, dans le fluide normal, les grandeurs conservées sont le nombre de parti-
cules, ’énergie et la quantité de mouvement. Comme a chacune des quantités conservées
dans un systéme on associe un mode hydrodynamique, cela signifie qu’il existe cinq modes
hydrodynamiques pour un fluide normal, c’est-a-dire cinq modes qui relaxent lentement
dans la limite basse fréquence, grande longueur d’onde. Plus précisément, on peut montrer
que la constante de temps est inversement proportionnelle au carré du nombre d’onde,
donc proportionnelle au carré de la longueur caractéristique des inhomogénéités spatiales :

TR X % x L} (2.1)
Dans la limite £ — 0, 7z devient donc infini : les excés associés aux quantités conservées
mettent un temps infini pour disparaitre et la durée de vie d'un mode hydrodynamique
devient alors infinie.

Le coefficient de proportionnalité de I’équation ci-dessus fait toujours intervenir ce
que l'on appelle un coefficient de transport, c’est-a-dire un coefficient phénoménologique
qui caractérise au niveau macroscopique ce qui se passe au niveau microscopique pour
la dissipation. Plus précisément, les coefficients de transport apparaissent dans des lois
phénomé-nologiques (macroscopiques) qui indiquent comment un systéme présentant des
inhomogénéités va relaxer vers son équilibre global. L’approche est ici purement macrosco-
pique et la détermination des coefficients de transport reléve uniquement de I'expérience,
si 'on s’affranchit de la mécanique statistique des phénomeénes hors équilibre. En effet,
du point de vue microscopique, méme lorsqu’un systéme est a l’équilibre, les grandeurs
permettant de le décrire fluctuent autour de leur valeur d’équilibre, et ces fluctuations sont
caractérisées par des fonctions de corrélation. De plus, que ces écarts aux valeurs d’équi-
libre soient dus aux fluctuations statistiques ou au contraire a des gradients parce que le
systéme est hors d’équilibre, est de peu d’importance. Dans les deux cas, le mécanisme de
relaxation est le méme (hypothése d’Onsager). Il y a donc une relation entre les coefficients
de transport et les fonctions de corrélation et il est par conséquent nécessaire, pour calculer
les coefficients, de calculer auparavant ces fonctions de corrélation. Pour cela, on dispose
du théoréme de fluctuation-dissipation (FDT), théoréme qui relie la fonction de réponse
du systéme & une perturbation (dont la partie imaginaire est liée a la dissipation), aux
fluctuations (fonctions de corrélation).

Il est donc possible d’obtenir les expressions des coefficients de transport en termes de
fonction de corrélation (formulation de Kubo). Par exemple, la viscosité de cisaillement
peut s’écrire :

n= ﬁ lim lim d4xei(°’t_gﬂ Z(Wab($)7rab(0)>

20 w—0k—0
ab

ou 7 est la partie de trace nulle du tenseur des contraintes : 7, = 7, — %5@7’}.

Le traitement de la dissipation par les fluctuations hydrodynamiques permet donc d’ex-
primer les coefficients de transport, introduits tout d’abord de maniére phénoménologique,
par les fonctions de corrélations. Ce type de formule est particuliérement important car
il permet leur détermination par des modéles microscopiques. C’est d’ailleurs en partant
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de la formule de la viscosité présentée ci-dessus et de considérations microscopiques pour
I'interaction pion-pion, que nous obtiendrons dans un prochain paragraphe des valeurs
numériques.

La généralisation au cas relativiste ne présente aucune difficulté de principe et ne modifie
en rien les raisonnements qui ont été déja présentés. Aussi, nous admettrons |3, 4] que tout
ce qui a été dit jusqu’a présent est également vrai dans le domaine relativiste, la seule
différence étant, par exemple, pour la formule de la viscosité, le remplacement du tenseur
des contraintes par la partie spatiale du tenseur énergie-impulsion. Le véritable changement
qui doit étre apporté au niveau de la théorie elle-méme concerne en réalité les systémes
présentant une brisure spontanée de symétrie, comme nous allons le voir maintenant.

2.2 Hydrodynamique et brisure spontanée de symétrie

De maniére générale, un systéme présente une brisure spontanée de symétrie lorsque son
état fondamental posséde une symétrie de degré inférieur a celui du hamiltonien associé et
donc aux équations qui régissent son évolution. Le nombre de degrés de liberté du systéme
est alors augmenté par rapport au cas ou la brisure est absente.

Lorsque la brisure spontanée est de plus associée a une symétrie continue, le théoréme de
Goldstone établit I'existence d’un ou plusieurs modes collectifs de basse fréquence (modes
mous), les modes de Goldstone. D'un point de vue physique, les modes de Goldstone
sont des excitations immeédiatement accessibles a trés basse température, au dessus du
fondamental. A température finie, on les observe sous forme de modes collectifs, cohérents
et a grande durée de vie. En physique nucléaire ou en physique des particules on leur
associe généralement des particules, les bosons de Goldstone, de masse nulle.

L’importance capitale des modes de Goldstone en hydrodynamique vient du fait que
leur temps de relaxation posséde une forme analogue a celle que I’'on a pu observer pour
les quantités conservées (cf paragraphe précédent). Donc, méme si, comme nous allons
le voir, l'origine physique profonde d’un tel comportement est complétement différente,
il n’en demeure pas moins qu’a la limite basse fréquence (w — 0) et grande longueur
d’onde (A — +00), le temps de relaxation caractéristique d’'un mode de Goldstone tend
vers l'infini.

Afin de comprendre le processus physique a 'origine d'un tel comportement, nous al-
lons prendre I'exemple du ferromagnétisme et donc de spins situés aux noeuds d’un réseau
avec une force entre plus proches voisins favorisant ’alignement. Méme si cette force agit
sur des distances microscopiques, elle parvient, pour une température suffisamment faible,
a créer une aimantation moyenne non nulle dans une direction. De maniére plus précise,
cela signifie que les spins sont orientés en moyenne dans une direction privilégiée. Mais
quelle direction? A priori, en "absence de champ extérieur et si 'on suppose que le ré-
seau n’exerce aucune influence sur l'orientation des spins, cette direction est totalement
arbitraire et quelconque. Cela signifie que cela ne cotite absolument aucune énergie de
faire tourner, globalement, le systéme. Et cela signifie par conséquent que cela ne cotite
quasiment rien de faire apparaitre une fluctuation sinusoidale transverse de grande lon-
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Y

F1G. 2.2 — Représentation d’une fluctuation d’orientation du paramétre d’ordre M sur la
longueur caractéristique A.

gueur d’onde comme indiquée sur la figure 2.2 (on a choisi la direction z comme direction
privilégiée). Le probléme est maintenant de savoir comment et en combien de temps cette
fluctuation va disparaitre. Dans la région R; les spins sont quasiment alignés entre eux. Pas
dans la direction z - mais qu’importe - puisque toutes les directions sont équivalentes du
point de vue des interactions microscopiques. Il n’y a donc dans cette région aucune force
capable de faire revenir le systéme dans son état d’équilibre, c’est-a-dire de faire revenir les
spins dans la direction z. En fait, la seule raison qui fait que 'aimantation dans la direction
y va finalement disparaitre est que, une demi-longueur d’onde plus loin, la direction d’ali-
gnement est différente (région R,). Les spins devront donc, quoiqu’il arrive, tourner pour
finalement atteindre I’état d’équilibre global. En ce sens, le processus permettant le retour
a ’équilibre nécessite le transport, sur une distance de I'ordre de A/2 de "I'information sur
la direction locale d’alignement des spins". évidemment, d’une part, ceci n’est possible que
grace aux corrélations a longue portée et, d’autre part, le temps nécessaire au transport de
I'information devient infini dans la limite A — oo.

Par conséquent, lorsque 1’on considére les effets de brisure spontanée de symétrie conti-
nue dans le traitement d’un systéme, le bilan général des modes hydrodynamiques doit
inclure non seulement ceux qui sont associés a des grandeurs conservées (cf ?7) mais éga-
lement, comme on vient de le souligner, ceux qui sont associés a la brisure spontanée de
symétrie elle-méme, du fait de I’existence de corrélations a longue portée. Plus précisément
le nombre de modes hydrodynamiques est égal a la somme du nombre de quantités conser-
vées et du nombre de modes de Goldstone issus de la brisure spontanée. Cependant, il est
important de remarquer que nous n’avons fait que dénombrer les modes hydrodynamiques
en donnant leur origine physique. Les arguments fournis ne nous permettent en aucun cas
de prédire la nature de ces modes (convectif ou diffusif). Afin d’accéder a cette information,
une étude plus précise des équations est indispensable.

Nous allons maintenant pouvoir décrire le principe de la mise en ceuvre de la théorie
hydrodynamique d’un gaz de pions. La symétrie spontanément brisée est dans ce cas la
symétrie SU(2),xSU(2) g.
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2.3 Hydrodynamique du gaz de pions

Afin de mieux comprendre quelles sont les modifications a apporter a la théorie hy-
drodynamique elle-méme, nous allons, tout au long des deux paragraphes suivants, nous
appuyer sur I'exemple de I’'He* superfluide.

2.3.1 Hydrodynamique sans dissipation

A la température T = 2.18 K, I’hélium liquide (pouvant étre macroscopiquement décrit
par les équations du fluide normal) subit une transition de phase vers un état possédant
plusieurs propriétés remarquables dont la superfluidité. Cette propriété se manifeste par
exemple par I’écoulement du fluide, a travers des fentes trés fines, sans viscosité. L’origine
de ces propriétés provient de la nature quantique du fluide a des températures aussi basses.
L’étude de la superfluidité peut étre abordée de fagon microscopique [2, 5|, mais il existe
néanmoins une théorie hydrodynamique macroscopique rendant compte des propriétés de
I’hélium : le modéle phénoménologique des deux fluides |3, 6]. Ce modéle considére que le
superfluide est constitué en réalité de deux fluides, I'un ayant un comportement "normal",
c’est-a-dire visqueux, et 'autre ayant un comportement superfluide. Il faut noter que les
deux fluides n’échangent pas d’impulsion comme le feraient deux fluides ordinaires : le
superfluide s’écoule a travers le fluide normal sans frottements. Pour chacun de ces fluides
on définit une densité et une vitesse d’écoulement, n, et v, pour la partie normale, ng
et vy pour la partie superfluide. En réalité ces deux fluides ne sont pas "physiquement"
distincts mais tout se passe comme s’ils I’étaient. On peut alors, a partir de cette descrip-
tion, construire une approche hydrodynamique tout a fait correcte du point de vue de la
phénoménologie, de I’hélium superfluide. Ce qui est intéressant de noter, toutefois, c’est
Iorigine de la vitesse superfluide vj.

En effet, au-dela de ces équations calquées sur celles du fluide normal, il faut égale-
ment se rendre compte que le passage fluide normal-superfluide a la température critique
s’accompagne d’une brisure de symétrie. Plus précisément le parameétre d’ordre de la tran-
sition de phase est la valeur moyenne dans ’état fondamental de I'opérateur de champ
< 1) >= 1)pe'?. Le fait que < 1) ># 0 peut étre considéré comme la définition du super-
fluide dans le méme sens que ’aimantation est différente de zéro pour la phase ferromagné-
tique. En ce qui concerne le magnétisme encore, la transition para-ferro s’accompagne de
la brisure de la symétrie par rotation. Pour la superfluidité, la symétrie brisée est la symé-
trie U(1) associée au nombre de particules. La brisure de cette symétrie étant par ailleurs
étroitement reliée au phénomeéne de condensation de Bose, le module ¢y est directement
proportionnel au nombre de particules condensées. Du point de vue de I’hydrodynamique,
si 'on se situe loin de la transition de phase, 1)y peut étre ignoré. Par contre la phase ¢
constitue un ingrédient essentiel : il est en effet possible de montrer que (h/m)§¢ n’est rien
d’autre que la vitesse superfluide ¥, que nous évoquions précédemment. L’incorporation
de la brisure de symétrie dans les équations hydrodynamiques va donc se faire via cette
vitesse superfluide. Par ailleurs, pour conforter ce qui a été dit dans la partie précédente
sur le lien entre brisure de symétrie, parameétre d’ordre et corrélations a longue portée,
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il est possible de montrer, en étudiant de maniére détaillée les fonctions de corrélation,
qu'une petite variation de phase en un endroit du systéme va influer sur la phase en un
autre endroit éloigné : la phase est cohérente a longue distance.

Pour le gaz de pions en présence de matiére nucléaire, la démarche reste la méme.
Le nombre de degrés de liberté hydrodynamiques, quatorze au total, est ainsi divisé en
deux catégories. La premiére rassemble les onze variables hydrodynamiques du fluide chiral
associées aux densités des grandeurs conservées, que sont la densité d’entropie s, la densité
de moment T%, la densité de nombre baryonique n et les densités de charge droite et
gauche, écrites sous la forme de matrices de SU(2), p, = pi7i/2 et pr = phri/2. La
deuxiéme catégorie de variables est, quant a elle, constituée par les modes de Goldstone
associés a la brisure spontanée. Dans le cas de la symétrie chirale, ces modes sont les
pions, au nombre de trois (7, my, m3 en coordonnées cartésiennes). Ces modes peuvent
donc étre représentés par une matrice de SU(2) (3 degrés de liberté car trois générateurs
infinitésimaux) : ¥ = e!™7//=appelée par abus de langage phase du condensat chiral car ¥
constitue la généralisation de la phase du condensat superfluide ¢ (¢ appartenant a U(1))
dans SU(2).

Pour Iétablissement des équations hydrodynamiques elles-mémes, on peut utiliser (les
principaux résultats sont rappelés dans [7]), une méthode générale, particuliérement bien
adaptée au cas des brisures de symétrie, et donc au cas du superfluide et du gaz de pions
[8]. 11 s’agit d’une démarche fondée sur la mécanique analytique |9], qui permet le passage
de I'espace de Hilbert d’une part, a 'espace des phases d’autre part dans lequel I'algébre
des crochets de Poisson remplace l'algébre de Lie des commutateurs. Les opérateurs de
premiére quantification redeviennent des quantités classiques. Les non commutations ne
sont alors plus de nature quantique mais de nature matricielle (I’algébre de SU(2) est
non abélienne). Ainsi, si I'on regarde par exemple les crochets de Poisson spécifiques de la
symétrie chirale, on constate que les composantes de p;, et pr forment, a 'instar de leur
homologues quantiques, deux algébres fermées, séparées (2% est le tenseur complétement
antisymétrique de Levi-Civita) :

(L@, 0(H)} = —epp(D)0°(F - 7)
{P(@).pp(@)} = —e" (@)@ - 7)
{rL(@),0%@)} = 0 (2.2)

En écrivant ensuite le hamiltonien le plus général, compatible avec la symétrie chirale,
on détermine alors, grace a ces crochets de Poisson, les équations hydrodynamiques du
systéme |7, 4|. Ces équations sont finalement réécrites sous forme covariante en imposant
I'invariance de Lorentz (le flux d’énergie est égal a la densité de moment) et en formant
des combinaisons particuliéres des variables [10].

2.3.2 Hydrodynamique avec dissipation

Les équations relativistes pour un fluide normal en présence de processus dissipatifs
s’établissent en déterminant la forme des termes supplémentaires dans le tenseur énergie-
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impulsion et le vecteur "matiére". Soient 7# et v, ces termes rendant compte de la dissi-
pation ; par conséquent, la conservation de ’énergie-impulsion et du nombre de particules
s’écrivent :

0, (T + ) = 0, (2.3)
=0.

Oy (nou +v,,)

A cause de ces termes dissipatifs, 'entropie n’est plus conservée. Il est ainsi possible de dé-
duire des équations hydrodynamiques ainsi que des relations thermodynamiques un terme
de production d’entropie. Ce terme de production apparait comme une forme bilinéaire
entre les flux et les forces thermodynamiques. On peut ensuite exprimer les flux linéaire-
ment (le systéme est dans un état d’équilibre local, donc proche de 'équilibre global) en
fonction de I'ensemble, a priori, des forces, les coefficients de proportionnalité étant bien
entendu les coefficients de transport.

Cependant, il existe des contraintes sur les termes dissipatifs. Celles-ci sont tout d’abord
lites au choix de la définition de la vitesse u*. En effet, en relativité, on ne peut plus
définir la vitesse d’aprés le flux de masse puisqu’il est lié au flux d’énergie. Le choix de
Landau [3] impose par conséquent que dans le référentiel au repos (u® = 1,u* = 0) les
densités d’énergie et d’impulsion soient données par les mémes formules qu’en 1’absence
de dissipation (7o, 7o; = 0) et que la composante temporelle du flux de particules coincide
avec la densité de particules ng (1 = 0) ; d’ou les relations (valables dans tout référentiel) :

Ty, =0, (2.5)

By,
uz/u_O.

Ces relations, combinées au fait que la production d’entropie doit étre une quantité positive
(deuxiéme principe de la thermodynamique), permettent d’éliminer certains termes, de
contraindre les signes des coefficients de transport et d’obtenir des relations d’ordre entre
eux.

Lorsque l'on est en présence d’un fluide avec symétrie brisée, il est bien entendu né-
cessaire de tenir compte de termes dissipatifs supplémentaires. Ainsi, par exemple, pour le
superfluide, il faut rajouter un terme de dissipation lié¢ a la brisure U(1). Techniquement,
prendre en compte un tel terme dans les équations ne pose pas de probléme [3]. Physique-
ment, cela implique I'existence d'un nouveau mode hydrodynamique associé a la nouvelle
variable hydrodynamique, la phase du condensat. Ce mode supplémentaire, par rapport
au fluide normal, est observable expérimentalement : c¢’est le second son. Il correspond a
un processus propagatif associé a des ondes de température. Pus précisément, cela signifie
que le transport de la température qui est un mode diffusif pour le fluide normal peut
étre maintenant de nature propagative. Ce phénoméne s’observe en refroidissant I’hélium
en ébullition (a la température de 4,2K) par pompage de 'hélium gazeux. La formation
de bulles lors du passage du liquide au gaz est une conséquence du transport diffusif de
la chaleur, processus lent qui crée des surchauffes locales. Lorsque 1'on atteint la tempéra-
ture de transition superfluide, les bulles disparaissent, le mécanisme du second son étant
évidemment plus efficace pour transporter la chaleur sous forme d’onde.
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Pour le gaz de pions, la prise en compte de la dissipation, bien qu’identique sur le
principe a ce qui a été fait pour le superfluide, est assez délicate [10|. Les raisons en sont
purement techniques (pour les calculs détaillés, voir [4]). Cela est di, en premier lieu, au
fait qu’il est impossible de partir d'un hamiltonien complétement général et qu’il est par
conséquent nécessaire de se donner une forme explicite ; ensuite, ceci est & nouveau di au
fait qu’il faut former des combinaisons linéaires particuliéres, propres a ce hamiltonien, pour
obtenir des équations covariantes ; enfin, la derniére raison est que la dissipation ne peut
s’introduire directement dans ces équations car ce ne sont pas les équations physiques : il
faut en réalité revenir a I'expression des lois de conservation des courants droits et gauches.

Le fait de considérer une (ou plusieurs) nouvelle variable hydrodynamique permet par
ailleurs d’avoir de nouveaux couplages entre, d’une part, les flux associés aux variables
hydrodynamiques "classiques" et la (les) force(s) associée(s) a la (aux) nouvelle(s) va-
riable(s) et, d’autre part, le(s) flux associé(s) a la (aux) nouvelle(s) variable(s) et les forces
associées aux variables "classiques". Ces couplages liés a la présence de la brisure de sy-
métrie se traduisent par conséquent par I'existence de nouveaux coefficients de transport,
a savoir, dans I’exemple du superfluide, deux autres viscosités volumiques. Cette augmen-
tation du nombre de coefficients de transport est tout a fait générale et est également
observée pour le gaz de pions puisque finalement une description des phénomeénes dissi-
patifs pouvant survenir dans un tel systéme nécessite en tout 39 coefficients indépendants
[10]! Bien str, une étude compléte devrait permettre d’identifier et caractériser ’ensemble
des modes hydrodynamiques et d’exprimer tous les coefficients de transport de maniére
isolée en termes de fonctions de corrélations (formulation de Kubo). Une telle étude se-
rait certainement trés importante sur le plan de la physique et permettrait peut-étre de
prédire de "nouveaux" phénomémes (comme le second son pour le superfluide) ou encore
de dégager une interprétation et une méthode de détermination des nouveaux coefficients
de transport en essayant de construire des configurations particuliéres pour lesquelles ces
coefficients pourraient avoir une influence importante. Cependant, étant données la durée
de vie particuliérement bréve et la taille particuliérement petite des systémes de pions,
cette étude revéterait un aspect formel assez prononcé. En effet, les mesures de coefficients
de transport, méme “habituels” (viscosité, conductivité thermique), sont trés délicats a
réaliser pour des systémes petits : par exemple, la viscosité de la matiére nucléaire dans les
collisions & basse énergie au GANIL, avec des systémes de plusieurs dizaines de nucléons
n’a pas encore pu étre mesurée. On peut par conséquent penser, qu’a plus haute énergie,
et pour des systémes a durée de vie encore plus courte, des valeurs précises pour tous ces
coefficients sont difficilement envisageables. Nous avons donc préféré nous limiter au calcul
d’un seul coefficient de transport, la viscosité de cisaillement 7, qui avait déja fait 'objet
de travaux antérieurs par des approches différentes [11, 12, 13, 14| et qui avait été percue
comme importante dans 1’évolution du profil de température observé dans les collisions
d’ions lourds ultra-relativistes. Nous allons donc insister sur ces deux aspects (calcul de 7
et profil de température) dans les paragraphes suivants.
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2.4 Calcul de la viscosité

Comme nous ’avons mentionné dans le paragraphe précédent, le calcul de la viscosité
que nous allons aborder ici n’a pas d’objectif prédictif en vue de mesures expérimentales
précises : il s’agit plus de "valider" notre méthode en comparant a des valeurs obtenues
dans la littérature par des approches différentes.

Méme si les termes dissipatifs contiennent des termes supplémentaires dis a la brisure
de symétrie, la structure demeure néanmoins la méme en ce qui concerne les termes relatifs
a la viscosité de cisaillement. Par conséquent, la formule de Kubo énoncée dans le premier
paragraphe pour un fluide normal demeure valable. Il suffit donc de calculer la fonction
de corrélation a partir d'un modéle microscopique, par exemple le modéle o non linéaire,
dont le lagrangien, a l'ordre quatre dans le champ de pion, s’écrit (dans une certaine
représentation) :

L =-0,70"% — —m? — (R + RROFOT A+ = (ROF)] . (26)

mfmur 1 , 1 1
—_— 7'r —_—
2 2 ™24

N | =
[N}

Le lagrangien ci-dessus a une partie identique & celui du modéle du champ scalaire \g?,
dans lequel le champ serait un vecteur a trois composantes scalaires et ou la constante de
couplage ) s’identifierait a 3m?2/f2. La seule différence réside en fait dans la présence d’un
terme d’interaction supplémentaire, le couplage dérivatif (7.0,7)(7.0"7) /2 f2. La définition
du tenseur énergie-impulsion étant :

oL
o= S grrger
aom) ¢ "I
oo Lo auae qua o[ Limpmz Moo Mmooy 1 Lo
= o'7.0 7r+—7z7r.3"7r7r.8 —g" 5(8”%) - ays +2—f7%( 0°T)

on voit immédiatement que ce couplage dérivatif va impliquer la présence de fonctions
de Green a quatre, six et huit points dans ’expression de la viscosité. Le calcul de telles
fonctions de Green est particuliéremet complexe. Aussi, méme si cela n’est pas satisfaisant
en vue d’obtenir des valeurs numériques extrémement précises pour la viscosité elle-méme,
nous allons simplement factoriser les fonctions de Green en produits de propagateurs a une

p-k p—k q

F1G. 2.3 — Représentation diagrammatique de la fonction de Green a quatre champs (&
gauche) et a six points (a droite).
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F1G. 2.4 — Résultats numériques pour la viscosité de cisaillement d'un gaz de pions.

particule. La fonction de Green a quatre points apparait alors comme une simple boucle
(voir figure 2.3) et celle & six points comme une correction de vertex (voir figure 2.3). Le
dernier terme (fonction de Green a huit points), quant a lui, est au minimum un graphe a
trois boucles et sera donc négligé.

On peut alors montrer que la fonction de corrélation, et par conséquent la viscosité, ne
dépendent que de quantités connues [4]. Il est alors possible de faire le calcul explicite (voir
figure 2.4).

Sur cette figure 2.4 est également représentée la viscosité de cisaillement issue d’un calcul
différent fondé sur I’équation de Boltzmann, vie un développement de Chapman-Enskog
[12]. On constate que le résultat venant de la fonction de corrélation (courbe en trait plein)
lui est directement comparable : les deux courbes ont le méme comportement croissant, se
croisent pour une température 7' ~ 160 MeV et différent 'une de ’autre d’environ d’environ
30% dans le domaine des basses et hautes températures. étant données les approximations
faites dans ce travail, on peut conclure que cette approche par la formulation de Kubo est
non seulement compatible avec celle mentionnée ici [12] mais également avec les autres
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calculs de viscosité de gaz de pions de la littérature [13, 14, 11]. La théorie cinétique et
I’équation de Boltzmann sont traditionnellement utilisées pour calculer les propriétés de
transport d’un systéme de particules que ’on peut traiter classiquement (excepté durant de
bréves collisions). Quand le systéme est a I’équilibre local, et évolue vers 1’équilibre global,
on peut déterminer une solution de I’équation via le développement de Chapman-Enskog
et ainsi obtenir une formule pour 7 [12]|. La physique statistique hors équilibre, quant a
elle, permet d’obtenir via la théorie de la réponse linéaire une formule de Kubo pour n
qui est une fonction de corrélation. La validité de I’équation de Boltzmann est a priori
plus réduite que I’hydrodynamique en général : elle concerne uniquement la physique des
systémes dilués ou les collisions sont rares et violentes. Mais dans ce cas précis, il doit
étre normalement possible de comprendre pourquoi les deux approches conduisent a des
résultats similaires. En fait, on peut montrer que les ingrédients physiques nécessaires a
la description d’un systéme dans ’approche boltzmanienne et dans notre approche sont
essentiellement les mémes et conduisent formellement aux mémes équations intégrales pour
le calcul de la viscosité [15]. D’un c6té nous avons en effet la section efficace pion-pion (dans
le terme de collision) et de 'autre 'amplitude de diffusion pion-pion (dans la largeur). En
fait, de nouveau, la “seule” différence provient du domaine de validité des deux approches.
Le domaine de validité de I’équation de Boltzmann est plus restrictif du coté des hautes
températures (le libre parcours moyen doit étre supérieur a la longueur d’onde de Compton)
et donc preés de la transition de phase. Donc a priori, méme si des améliorations peuvent
encore étre apportées au calcul, notre approche via les fonctions de corrélations semble
étre la meilleure et la plus prometteuse lorsque ’on approche la transition de phase (méme
si dans ce cas, comme nous ’avons déja mentionné, les fluctuations du paramétre d’ordre
doivent étre incorporées). Un travail en ce sens mériterait d’étre entrepris. Nous allons ce-
pendant terminer cette partie portant sur I’hydrodynamique du gaz de pions sur un aspect
moins formel en présentant une application aux collisions d’ions lourds ultra-relativistes.

2.5 Application aux collisions d’ions lourds ultra-relativistes

L’hydrodynamique relativiste est fréquemment utilisée pour décrire les collisions d’ions
lourds, lorsque 1'on veut reproduire 1’évolution spatio-temporelle de la matiére dense et
chaude créée dans de tels événements. En faisant I’hypothése de I'équilibre local, cette
approche donne directement une description de ce qui se passe jusqu’au "freeze-out", en
termes de température, pression, etc... On suppose également souvent que la matiére pro-
duite est idéale, c’est-a-dire que I’on considére un fluide normal, non dissipatif. Des modéles
simples ont été développés pour la description de la géométrie des collisions d’ions lourds
ultra-relativistes, dont le modéle de Bjorken qui a le grand intérét de fournir des solutions
analytiques.

Le modéle de Bjorken initial est un modéle hydrodynamique a (14 1) dimensions, valide
a trés haute énergie (Ecy > 100A.MeV) [16, 17, 18]. Dans ce modéle, les deux noyaux,
d’épaisseur négligeable a cause de la contraction de Lorentz, se traversent (dans cette
gamme d’énergie, ils deviennent transparents 'un pour l'autre) puis déposent une grande
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quantité d’énergie derriére eux. A (1+ 1) dimensions, seule I’expansion longitudinale est a
considérer et le systéme est donc contenu dans un cylindre. Avec ces hypothéses, la collision
se schématise comme suit :

B A A’ B’

F1G. 2.5 — Schéma d’une collision d’ions lourds ultrarelativistes, A et B, dans le modéle de
Bjorken, avant et aprés collision.

Les conditions initiales du fluide se spécifient sur une hyperbole de temps propre
constant 75. La coordonnée permettant de se repérer sur cette hyperbole est la rapidité
y. Les particules issues d’une collision sont caractérisées par un temps caractéristique 7. Si
'on suppose qu’elles ont été créées en (¢, z) = (0,0) et que 'on les assimile a des particules
libres, alors 7 = /2 — 22.

Le comportement du systéme peut se visualiser a ’aide d'un diagramme d’espace-temps
suivant :

fragmentation fragmentation
de la cible At du projectile

fregzout

phase hydrpdynamique

equili

NV

projectile cible

F1G. 2.6 — évolution dans I'espace-temps de la région centrale de rapidité dans le modéle
de Bjorken : hyperboles paramétrées par le temps propre 7.
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Ce diagramme d’espace-temps comporte différentes parties, délimitées par des hyper-
boles 7 = cte a I'intérieur du cone de lumiére [16| : pour 7 < 79, nous sommes dans la
zone d’existence éventuelle du plasma de quarks et de gluons; il y a thermalisation du
systéme jusqu’a obtention de 1’équilibre local puis hadronisation en 7 = 7y (pour fixer les
échelles de temps, si le plasma de quarks et de gluons n’est pas formé, 7y est au minimum
de 'ordre du me Pour 7 > 79, le régime hydrodynamique devient rapidement valide et le
gaz de pions évolue jusqu’a 7y, temps de "freeze-out", régime asymptotique correspondant
a la libération des pions : ces derniers s’échappent du milieu dense et deviennent libres.

Comme mentionné précédemment, les variables pertinentes nécessaires a la description
d’espace-temps de la collision ne sont pas t et z mais uniquement 7 car, par hypotheése, dans
le modéle de Bjorken, les grandeurs sont indépendantes de la rapidité (a4 (1+1) dimensions,
cette hypothése est réaliste pour 7 < R/c ~ 6fm/c, avec R, rayon des noyaux; au-dela,
un modéle & (3+ 1) dimensions est nécessaire [17]). La température, la pression, la densité
d’énergie ou encore ’entropie ne dépendent donc que de 7. Plus précisément, chacune
de ces grandeurs suit une loi d’échelle. Par exemple, pour la température, nous avons :

T(r) = T(m) (2)"°.

-

Lorsque 'on désire aller au-dela du fluide parfait, cette loi d’échelle n’est évidemment
plus valable. Nous avons ainsi chercher a estimer, d’une part, I'effet de la brisure de sy-
métrie, et d’autre part, l'effet de la dissipation. Pour la brisure de symétrie, nous avons
considéré les équations hydrodynamiques décrites dans les paragraphes précédents a 1’ordre
le plus bas dans le champ de pions et le systéme comme ultrarelativiste. Il a ainsi été montré
que, sous ces approximations, la loi d’échelle précédente, valable pour le gaz parfait ultra-
relativiste, était modifiée par un terme qui, quantitativement, était de ’ordre du pourcent
[19]. Pour la dissipation, par contre, les choses sont un peu plus compliquées. Il existe en
effet plusieurs niveaux "de précision" pour la prendre en compte. Ainsi, 'ordre un corres-
pond a I’hypothése de linéarité du flux d’entropie dans les quantités dissipatives (comme
pour les lois phénoménologiques de Fourier et Fick) : lorsqu’une inhomogénéité apparait
dans le systéme, ce dernier réagit, et un flux proportionnel au gradient se développe pour
restaurer ’équilibre. Le second ordre, quant & lui, correspond au cas ou le flux d’entropie
est supposé quadratique dans les quantités dissipatives. Ceci s’avére en fait nécessaire pour
remédier au probléme bien connu de I'instabilité du premier ordre (qui conduit notamment
a des temps de relaxation infinis). Il faut alors introduire alors un temps de relaxation
pour les flux (théorie de Miiller-Israel-Stewart). Leur détermination n’est absolument pas
directe. Il faut en effet commencer par calculer les coefficients de transport par le biais de
I’approche de la théorie cinétique fondée sur ’équation de Boltzmann via le développement
de Chapman-Enskog. Par suite, ce n’est qu’en lui adjoignant la méthode des 14 moments
de Grad, que l'on pourra accéder aux temps de relaxation [20]. En incorporant alors les
valeurs de la viscosité de cisaillement et du temps de relaxation associé tirés de [12], on
peut explicitement calculer I’évolution en température dans le cadre du modéle de Bjorken
avec dissipation au premier et au deuxiéme ordre (cf [19]). Les résultats sont présentés sur
la figure 2.7).

On peut observer que les premier et second ordres sont de méme amplitude mais environ
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F1G. 2.7 — Profil de température par rapport au temps propre pour le fluide parfait, le
premier et le second ordre de la théorie dissipative.

20% au-dessus du fluide parfait. Par exemple, pour une température initiale de 200 MeV,
la température passe de 110 MeV pour le cas idéal a 140 MeV avec les effets dissipatifs pour
7/19 = 6. Cela signifie que les effets dissipatifs induisent un refroidissement plus lent du
systéme, et par conséquent devraient étre pris en compte dans les simulations des collisions
d’ions lourds.

2.6 Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié les modifications au niveau de la théorie hy-
drodynamique elle-méme, dues a la brisure spontanée de la symétrie chirale. Nous avons
notamment pu mettre en évidence que les équations hydrodynamiques devaient contenir
les modes de Goldstone. Par ailleurs, lorsque la dissipation est incluse dans la théorie,
de nouveaux coefficients de transport apparaissent. Il serait bien évidemment intéressant
au niveau physique d’essayer de mettre en évidence des configurations géométriques dans
lesquelles ces nouveaux coefficients pourraient avoir de 'importance. Néanmoins, étant don-
nées les faibles dimensions et durée de vie du systéme, nous avons préféré nous concentrer
sur un coefficient particulier, la viscosité de cisaillement, qui avait déja fait I’'objet d’études
antérieures. Nous avons ainsi pu constater que les valeurs obtenues par notre méthode
(formulation de Kubo) sont tout a fait comparables aux valeurs de la littérature. Cette
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approche semble toutefois plus prometteuse dans le sens o, sous la condition expresse
d’inclure les fluctuations du condensat, il sera a prior: possible d’approcher la transition
de phase et donc de déterminer un exposant critique dynamique. Finalement, nous avons
essayer de déterminer si le modeéle du fluide idéal relativiste était justifié ou non pour la
description de la phase hadronique formée dans les collisions d’ions lourds ultra-relativistes.
Nous avons ainsi pu mettre en évidence dans le cadre d’un modéle géométrique simple, le
modéle de Bjorken a 1+ 1 dimensions, que 'effet de la brisure de symétrie était négligeable
sur le profil d’évolution de la température mais que 'effet de la dissipation était de ’ordre
de 20%.
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In this paper we consider dissipative hydrodynamic equations for systems with continuous broken symme-
tries. We first present the case of superfluidity, in which the symme(tyig broken and then generalize to the
chiral symmetry SU(2)X SU(2)z. The corresponding new transport coefficients are introduced.
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I. INTRODUCTION &ﬂ(nou“—VZ&“d)):O, (1)
Relativistic hydrodynamics has often been used as a start- 9 TH'=0 )
M 1

ing point in the field of heavy ion collisions in order to
reproduce single-particle spectra or multiparticle correlations
(see Ref[1], for example. However, the hot and dense had-

ronic phase created in such experiments is mainly constituted wv .
of pions and, until recentlf2], no care has been taken on the }/lvh_srgT 'tls fthethenergy-rrot_m_e?tulm t_?”SM? Is the fsu?her-
fact that the breaking of the chiral symmetry can affect the uid density in the nonrelativistic limit, angto=yp is the

theory of hydrodynamics itse[f3,4]. Among all the applica- qhemlcal.potentla(y is the Lorentz fa(;tor We h"’?"e to no-
tions of such a modification of the theory, two main direc-tice at th's. stage that the_ third equation is equivalent to the
tions emerge: first, it is highly wished to have a quantitativeOne contal_ned in the original two-f.lwd model of Landay
estimation of this effect when reproducing the experimenta\’vhen making the correspondence:
spectrd 5] and, second, the aim of this paper, it is important )
to complete the whole theory, that is, to include dissipation. _ . Us - -

In hydrodynamic regime, relevant variables are those #™ Brandad® 5"~ Un"Us:
whose variations in space and time are slow and relaxation
time becomes infinite in the long wavelength, small fre-where v,, is the spatial part of the four-velocity*
quency limit. Such variables are of two kinds: densities of_ (15 y andi.=(1/m)V ¢ is the superfluid velocity.

conserved quantities and Goldstone modes associated to con-\we can see that the presence of the new hydrodynamic
tinuous broken symmetry6]. The prototype of such a theory yariable ¢ manifests itself not only in the third equation but

which includes both types of hydrodynamic variables is thegisg in the first ondconservation of particle numbeand in
well-established theory of superfluidity associated to th§he second one since*” is equal to

breaking of U1) and developed many years ago by Landau
[7] in the nonrelativistic casésee also Refs[8,9] in the wy_ By 1Y Y4 \J2 h p Y

relativistic domain. The example of the superfluidity will be T (e+p)UAU"=pg™iViatdd"e. @
used in the first part as a guideline in order to show explicitlyS
how to include dissipation in hydrodynamic equations with
broken continuous symmetry. Then, in a second part, we wil
generalize to the case of SU(2y SU(2)g: starting from the
equations of ideal hydrodynamics, we will introduce explic-
itely new transport coefficients associated to the c:hira‘1y
charge densities and Goldstone modes.

U9, b=~ o, ®

ince we are dealing with an ideal fluid the entropy conser-
ation must be satisfied. Actually it is already contained in
he second above equation when projected along the direc-

tion of u”: u,d,T#"=0=4,(seu*) =0.

Now, we can go further and add dissipative terms in the

drodynamic equations. The method, described, for ex-

ample, in Ref[7], consists in introducing fluxes such as

Il. SUPERFLUIDITY 3, (Nou = V23 ¢+ 1) =0, (5)

Let us focus on our first example of hydrodynamics with
a continuous broken symmetry: the superfluidity. As men-
tioned in the Introduction, the spontaneous breaking of a
continuous symmetry implies that the Goldstone modes are utd, =~ o= ¢bo. (7)
hydrodynamic variables, i.e., relax very slowly to equilib-
rium in the long wavelength, small frequency limit. Concern- Moreover, our choice for the hydrodynamic velocity im-
ing the superfluid, one therefore has to introdgcevhich is  poses that,7#”=0 andu,»*=0 (the Eckart choice leads
the phase of the condensate which breaks ttle 8ymmetry  to other constraints, see R¢L1], for example.
associated to the particle number, in our theory. More pre- With these equations, we are now able to derive explic-
cisely, the equations for idedthat is without dissipation itely the new equation for the entropy. Writing,d, T*"
relativistic superfluid can be written %0] =0, we obtain

9,((e+PIUrU”—pgt’+ V2o  $a" $p+ 74")=0,  (6)

0556-2813/2003/61)/0149014)/$20.00 67 014901-1 ©2003 The American Physical Society
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(l), TOO:Eo(S,n,TOi)+€1,
8M(Sou“—$vﬂ)=—vﬂﬂ Bo L 20, (v2ang)

BTy T, , : ,
0 0 0 where ¢, is the “normal fluid” part ande; contains all the
v non ftrivial terms, at lowest order, compatible with chiral
+ .
T, a,u, (8  symmetry
. . . : f2 1-v2
This equation has the generic formS“= o, whereS* is e1=—| 8;— R tro;3 o3 "
the total four-flow entropy and the entropy productions 4 1-v20?

is a bilinear form between fluxes and thermodynamic forces.
In the hydrodynamic regime, we are by definition near the

2
global equilibrium so that we can express linearly the rela- + V2£2(1—02p2) tr(pL—=2pr2")
tion between these fluxes and these forces. The coefficients ! T
of proportionality are called the transport coefficients. Their 1 2
physical meaning is thus to characterize the magnitude of the t -3 tr(p +2pr2")2—i > B 7 >
response of the syste(flows) to a certain disturbanagher- yf, Y (l-v3v?)
modynamic forces Xoktr(p 203 T+ 30,3 pr),

Moreover, because of thermodynamiesmust be posi-
tive. This constraint when combined with the Onsager prinwherev ,=f/f, is the pion velocity and, f,, andf, are
ciple leads to functions to be determined by thermodynamics of the under-
lying fundamental theory, namely QCD.
We have fourteen hydrodynamics variables. Therefore we
©) must have fourteen hydrodynamics equations. With the
Hamiltonian density above, it is possible to shi®ythat the
equations can be written in a covariant way only if we make
some combinations of the initial variables. Finally the result

vﬂ=x(gﬂ”—uﬂu”>av(@),
To

2
= (g - uru) zlax<v2m¢>+(§z— 577)5AUA

is
N N v NV __ (A V "
+nl(g utut)a\u+ (gt —utu’)aut)], 3, (nou*) =0, (12)
(10
a9,T#'=0, (13
bo={10,U"+30,(V20* ), 11 1
d M+ z[A,a]=0, 14
where k is proportional to the thermal conductivity and wlatt®) 2[ @] 4

7.{1,{>,{3 are the shear and bulk viscositi@®tations are _ s )

those defined in Ref7]). The positivity of o implies that 10,(fF—fHUA+ 293 T)+[Aa]=0, (15
7.{»,{3 are positive and3<¢,¢5. The sign ofZ, has to be ) ) ) v o2 ~t
determined by physical considerations ofihere, it can be with Te7=(e+ p)uru”—pg+ (fs/A)tr(d*2.9"%

v T — t
checked by comparison with Ref7] that 7, is positive as 19 >9*%") andA=u*%q,3". . . .
well). The nine equations which are specific to chiral dynamics

(9,9*_L,R=0 and the first order equation far) are actu-
ally contained in the first order equatiqi4) for a=(p,
lll. CHIRAL DYNAMICS +3pr2N/y and in the second order equati¢h5) for 3
A. Ideal fluid constructed from the combinatiop(—3 pr3").
In thi . ina t Il th . Its of Once again, starting from E¢L3) and using all the other
n this section, we are going 1o recall the main results o (hydrodynamic and thermodynamiequations, it is possible
hydrodynamics with chiral S(2) symmetry spontaneously to deduce the entropy conservatiop(sou*) =0 as it should
broken[2]. The hydrodynamic degrees of freedom in achiralbe for a perfect fluid. At this stage Owe can already make
fluid are the densities of the conser(\)/ied quantities, namelysome comparisons w.ith the superfIL,Jid First of albifwas
entropy densitys, momentum densityf-', baryonic number - : : :
densityn, left and right-handed charge densities written a assoclated with the breaking ofU type symmetry, namely,

) - =¢e'? theniXa,>" would be equal ta),é. This means
SU(2) matricesp, =p| 7i/2 and pg=pr7/2 and finally the = 20,2 d T

. = T . .
variables associated to the Golstone modes. For chiral syrﬁt;?t ItEVEm plraiysnthbe trvc\)lle 2f t_;uperrl:lu:d VﬁloﬂtyhtT?ner;’ r?y ;
metry, these modes are actually the pions. Then, followin ect comparison betwee € energy-momentum tensors

2 .
Ref. [2], we can write the new hydrodynamic variables as “for U(f? .‘3”3 SutZ)] we see that/2 can be interpreted as
SU2) matrix 3=e'" ™= and, by analogy with the super- ~ Pc WG GENSIY.
fluid, denoteX as “phases.” The energy densif® is a

function of all these variables and of the first partial deriva- B. Dissipation
tives of 3, (assuming® varies slowly. Following again Ref. We are now in position to treat the dissipation case. As for
[2] we thus write the energy densify° as the superfluid, we add some dissipative flux densities to con-

014901-2
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servation equations: v* for baryonic number, j{'

=|{' g 7i/2 for chiral charges and“" for energy-momentum

PHYSICAL REVIEW C67, 014901 (2003

tensor; and we add also a dissipative term for the other non-

conserved variabled i) o= (i/2)%; /2.

Then, performing the same combinations as in the previ-
ous section, we can finally write after some calculations

d,(Nou¥+ v) =0, (16)

f2
3y (e+PIUFU"=pg+ tr(a#S9"S T+ S #ST) + 7

o a7
1 ) .
dulaut)+ [AO al=~a,it~29,ik3", (18

i9,[(f2— ) urA@+ 125 43 11+ [A®), 4]

Mo Mo
B (k' — uty” =0 : =
v*=(g utu”)| x4, T +K|_,|.(9,,( T, )
+KRi-ay(—” R""H, (22
y TO
. B Y Mo MLoj
jt=(g""—u*u”) KL,i(9V<-|—_O +[KLL]i,j(7V(-|—_O)
MRO,j
+[KLR]i,j5v(T_J) T, (23
0
. Y ” Mo HLo,
jrR=(g""—u*u") KR,i¢9V<T—O +[KLR]j,i¢9y<—TO )

MRO,j) - (24)

+[KRR]i,jav(T_0

with A=A©+(i/2)3{ which is the dissipative first order
equation fors. A© represents the nondissipative partfof
With these new equations, it is a simple task to express the
equation for the entropgnote that, since the expressions for
e and p must be given by the same formula as in the non-
dissipative casee and p depend actually only o\(®) and

ThY = (g:U«V_ ul’«uV)

2 A
{o— 37 d\u
2

f
+glvjax(§si(2(9"2*)j + [ (g** — ukuM) o u”

not onA):

Mo MLo. MRO .
M M M M
('7]# Sou TO 14 tr( TO JL+ TO JR)
Mo TH . MLo
=—vHy,| —|+ —trj{a,| =—
v ﬁ"(To T, du,—1r ]L&M< To)
’ 2
. MRO Eo fs.
® [t DT S A
+jR(9M( T, +2T0(9“< 5 129"% ” (20

where i g=2a/f>—iA® and uro=3"(2a/f2+iAO)3,.
The introduction of the above shorthand notatigng,

+(gM"—utu”)a,ur, (25)

where[Q] means thaQ is a 3x3 matrix. Due to the Onsager
reciprocity principle, all the matrices excdpt, g] are sym-
metric, 47,;={,4; and there are actually 39 independant co-
efficients. If we represent the quadratic form of the entropy
production by a 1X12 matrix, we can easily show that
all coefficients appearing in the diagonal should be positive
and that there exists inequalities between the 39 coefficients:
as for the superfluid, all the principal minors have to be
positive. We see that dissipative equations for SUY(2)
X SU(2)z symmetry implies new transport coefficients and

andu, o is motivated by the fact that they can be identified ascouplings between baryonic, left-handed and right-handed
chemical potentials but for the left and right chiral densitiescurrents. We also see that spontaneous breaking of the chiral

(they are thermodynamic conjugate variablepofandpg).

symmetry implies the existence of matricial transport coeffi-

Nevertheless, due to the fact that we are considering theient for, by instance, the bulk viscositigs and /5: the
SU(2) case and no more(W), new features appear, that is we thermodynamic forced,[(f2/2)i(2*=");] which is the
have now some couplings with the derivatives of thesesquivalent ofd, (V29" ¢) has now three components. These

chemical potentialggy and w o.

components are nevertheless all multiplied by the same fac-

On the right-hand side of the equation, the entropy protor £2/2 which is related to the amplitude of the order param-
duction is, as usual, a bilinear form between “thermody-eter of the chiral symmetry. Of course, near the transition

namic forces” and dissipative fluxes. Again, we can makephase this amplitude is not frozen as in our case and can
linear combinations with those thermodynamic forces angjyctuate. The dynamics of these fluctuations is such that the
introduce transport coefficients. Our choice for the hydrody-ympjitude of the order parameter has to be incorporated ex-
namic velocity imposes also thaf,j{*=0 andu,jz=0 and  piicitely in the approach since then it becomes an hydrody-
we have to make the entropy production positive. These prenamic variableg 12].

scriptions allow us to eliminate some coefficients and to ob-  Finally let us remark that, since it is known that dissipa-
tain some constraints on the remaining others. We get  tjon can affect the observablésee Ref[13] for the modifi-
cation of the temperature profile used to describe heavy ion
collisions, it will be of fundamental importance to determine

i (2D quantitatively the influence of these new couplings.

f2
20= g4,i[7p,u'u+[§3]i,j(9,u(Ei(Eé’MET)j)
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V. CONCLUSIONS AND OUTLOOK to know if this implies some noticeable modifications to the
conclusions drawn in Ref3] concerning the typical equili-
bration time of heavy ions collisions. It is well known that
Yhe way we introduced the dissipative effects in that paper

N leads formally to instabilities and cannot allow us to reach
recovered the nonrelativistic limit ¢¥]. For the SUW2) case, the underlying physics of the relaxation times. In order to

we introduced new transport coefficients associated to th . -
right and left charges and to the Goldstone modes. Since Wgolve that problem one has to introduce them explicitely. One

. oo Sonvenient way to do this is to use the 14 moments of Grad
know that transport coefficients can affect quantitatively ob—as done in Ref3]
servables, it would be interesting to express them with Kubo- '
type relations and then compute them explicitely from this ACKNOWLEDGMENTS

microscopic approach. This work is under stUdy]. An-

other extension of this paper is to determine the new relax- We thank G. Chanfray and D. T. Son for useful discus-

ation times with the effect of the symmetry breaking in ordersions.

We have treated in this paper the dissipation in the hydro
dynamic regime for relativistic systems with spontaneousl
broken symmetry () and SU2). For the superfluid, we
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Hydrodynamics with spontaneous symmetry breaking: Application to relativistic
heavy ion collisions
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In this paper we apply hydrodynamics for systems with continuous broken symmetries to heavy ion colli-
sions in the framework of (1) dimensional Bjorken model. The temperature profile with respect to proper
time determined in that context exhibits no differences with the ideal fluid. On the contrary, it is shown that the
profile obtained when Mier-Israel-Stewart second-order theory of dissipation is included on top of standard
hydrodynamics indicates a slower cooling of the system.

DOI: 10.1103/PhysRevC.67.057901 PACS nuni®er24.10.Nz

Relativistic hydrodynamics is a very useful tool in the where the energy-momentum tensbt” is given by T*”
field of heavy ion collisions when one wants to reproduce the= (e+ p)u”u”—pg**+ f2/4 tr (9*3 0"+ 97393 7).
space-time evolution of the hot and dense matter created in In the above equation$,(fs), which can be interpreted as
such events. Upon the hypothesis of local equilibrium, whichthe temporal(spatia) pion decay constant, are actually not
can be questionable for such small and short-lived systemgonstants but have a nontrivial temperature dependence.
this approach directly gives in terms of usual quantities suciNevertheless, in order to have an estimation of the effects
as temperature, pressure., an intuitive description of induced by the presence of the spontaneous breaking of the
what happens during the whole evolution of the system untithiral symmetry, we will adopt two simple approaches. The
the freeze-out takes place. Moreover, it is usually assumefirst one, for the sake of simplicity, is to consider tHat
that the matter under consideration is almost perfect, so that f =f_=93 MeV. Of course, at finite temperature, this is
standard hydrodynamics can be applied directly. Howevemot true and, for instance, for small temperatures, one knows
the hot and dense matter produced is mainly constituted qﬁatff andf? differ from f2 by a factor proportional td?

pions and, with the exception of RefL], no attention has  ile the correction fof 2~ f2 is of orderT#, so that(to first
been drawn to the fact that the breaking of chiral symmetryordeb ft2=f2=f2[1—T2/(6f2)] This second approach
S k. /1 )

can affect_the theofy of hydrod_yna_m|cs |.tself. One of they, o realistic, is based on this formula, extended to larger
aims of this paper is thus to give in a simple approach Qemperatures

guantitative estimate of this modification. More precisely, we Even if se;/eral important improvements concerning the
will determine the temperature profile with respect to time 'ngeometric description of a heavy ion collision have been

the framework of the (% 1) dimensional boost-invariant done since the pi ; : :
. : . pioneering paper of Bjorken, we will use
Bjorken model with and without the effect of the spontane-yg e thig simplified version. The Bjorken picture of a colli-

ous breaking (.Jf t.he symmetry. In a second step we also_'néion is based on the hypothesis that initial conditions are
troduce the dissipation process and compare the Previoys,aiant under Lorentz transformations throughout the cen-
results -with those obtained when Mer-Israel-Stewart o ranidity plateau. This implies that, for a one-dimensional
second-order theqry of dissipation is included on top of St@aNfow in the z direction, all the quantities depend actually not
dard hydrpdynamms. . on the timet and the positiorz but only on the proper time
Following Ref.[1], the hydrodynamic degrees of freedom 7= JtZ—Z2. The space-time evolution of the system can be

in a chiral fluid with chiral SU(2) symmetry spontaneously then represented by hyperbota cst If the hydrodynamic
broken are the densities associated to conserved quantitig;élocity U is taken asi” = x*/=(t/,0,02/7), the hydro-

namely, entropy density, momentum densitf®, baryonic : .
numbgr densify)ll, left- ar%d right-handed cha_rge dens)i{[ies thatdynamIC equations
can be written as SU(2) matrices, =p, 7/2 and pg 3,TH"=0 3
=pr7/2 and finally the variables associated to the Goldstone

modes introduced in the theory via a SU(2) matrixwith T#"=(e+p)u”u”—pg"” lead for an ultrarelativistic
S =e 7" If we focus on the central rapidity region of a 9as to the following differential equatioti8,4]:

heavy ion collision, we can neglect in a first step the bary- 5
S s

onic density. Thus, the hydrodynamic equations taken from 1220 (4)
Ref.[1] become ir T
aT 1T
d,TH'=0, 1) 773770 )
de 4 e
i0,[(f2—fururso,ST+1250m51=0,  (2) 5. 73.70 ©®
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whose solutions give the following scaling behavior: In order to fix the initial condition related to the value of
A, let us now consider the density matiix=exp #". The

s(r)=s(r )@ 7) part of the Hamiltonian relevant for chiral hydrodynamics
o degrees of freedom can be taken from R&f. An explicit
calculation with the Bjorken modelization of the collision
70| 13 gives
T(N=T(ro)| —| . ®
3 .
(777" 2
70|42 pzexp<—,8j d3xT% ocexr{—gf d®x >, (F) )
e(r>=e<ro>(;) : 9 - 19
And, sincep=€/3, Assuming isospin symmetry, we then have
4/3 2
70 3 A
p(T)Zp(To)(7) : (10) p“exr{—TBJ dSX(;) .

We first take into account the effect of the spontaneous, .- 70, We thus immediately see thatis Gaussian dis-
breaking of chiral symmetry where no renormalization of theyi, teq. Actually, if we callV,, the initial volume in the rest

pion decay constant occurs, i.é,=fs=f,=93 MeV. We a6 of the two colliding nuclei angl,,, the Lorentz factor
thus obtain from the hydrodynamic equatidi$ and(2) in heeded to go from that frame to the laboratory frame, we

the first nonvanishing order of the pion field, have
s s 2
—+==0, (11) p[ 3B Vo (A)
ar T To)xexpg —— —|—| | 19
p(70) > vl (19
aT 1T . . .
—+ = (12) We can easily estimat®/, by geometric argumentsy,

gr 371 7 =mR?27,, whereR is the radius of the colliding nuclei. If
we now put typical numbers on all these constarfs:

.
de TSm0 1 (077')2 =5 fm, ro=1 fm, Y., =10, andT (7o) =200 MeV, we can

arT 2 TSy \ a7 =0, (13 directly estimate the effect of the terms associated to the
spontaneous symmetry breaking sifé€) is simply related
o 1\om to the Gaussian distributiofA?) =T (7o) 7oYem/(67R?).
((9—7_4- ;)¥=0; (14 Numerically, using these inputs, we obtain a correction of
order=1% with respect to the perfect case.
and from the explicit expression of the pressprgiven in We now introduce the explicit chiral perturbatidhde-
Ref. [1], pendence fof, andf, i.e., f2=f2=f2[1—T?/(6f2)]. The
. - evolution of the temperature is then governed by the follow-
i i ion:
o—aTi+ 1 > al> 15 ing equation:
=1\ J7
(A"?)

-
=S(79) 7o (20)

4arTd- —————— —
1-T2/(615)]? 612

We see that there is no modification of the equation for the
entropy density and for the temperature; that is, the scaling

behavior is eﬁactly the samles(7)=s(7y) 7o/ 7 and T(7) ~ where now(A’2>=<A2>(1—T§/(6ffr)). The numerical re-
=T(70)(7o/7)™™. On the contrary, for the energy density g s 5re presented in Fig. 1. We can observe that the correc-
and for the pressure, one can observe a modification due oy, that induces a faster cooling of the system is of order
term proportional tey#'/d, which can be determined from 506
the last equatioril4). The solution for the time derivative is Even if the approach can be considered too simplistic, it is

| — H . . ,
dgmldT=AlT, whereA is a constant whose value is fixed by ot reasonably expected that an improved treatment can
the |n|_t|al condition forr= . If we now report m_the above modify noticeably the order of magnitude. One can thus con-
equations, we can solve analytically the resulting system tQy,,4e ‘that the effect due the spontaneous breaking of chiral

obtain symmetry is quite negligible and without any experimental
M g A2 5 consequences. N _
e(7)= E(TO)(E) _2 _(E) , (16) Previously, we have seen that it is possible to neglect the
2 7-% T effect of the breaking of the symmetry on the hydrodynamics

theory itself; that is, we can use “normal” hydrodynamics.

70\ %8 3 A2[ 7,2 Nevertheless, an important problem that has already been
p= p(TO)(—) > —2(—) (17  addressed in Ref5] is the effect of dissipation on the model
T o\ 7 of a perfect fluid.
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FIG. 1. Temperature profile with respect to proper time for two  FIG. 2. Temperature profile with respect to proper time for the
cases, withoutsolid line) and with (dashed lingthe effect of sym-  perfect fluid(solid line), first-order and second-order theories.
metry breaking.

that, contrary to what is claimed in R¢f], there ardin this

[ sibilities for dissipation”. .
There are two nonequivalent pos b simple approachno appreciable effects. If we would stop

to be taken into account. First, one can use the usual form . . .
ism and just say that when an inhomogeneity appears in | ere, we.could sagas in the first pgrt. ded|cat_ed_ to the brt_aak—
system, the latter reacts, and a flow proportional to the gralNd Of chiral symmetry that a realistic description of a pion
dient develops itself in order to restore equilibrium. This is9aS can be achieved with the perfect fluid model.

first order theory. However, it is well known that this ap- ~However, we stress that this conclusion only holds be-
proach presents instabilities, and that it is necessary to coffause of the hypothesis used in RES]. The temperature
sider a relaxation time for the flow. This goal is achieveddependences of the viscosityand of the relaxation time .
through Miller-Israel-Stewart second-order theory. In theare only valid for massless pions, and when the cross section
following, we will explore both methods. for -7 interaction is given by current algebra. If we take,

In Ref. [5], the author showed that only the dissipative instead, the realistic case of massive pions and the experi-
effects related to the shear viscosityplay a role for the mental cross section, these dependences are completely dif-
temperature profile in the (#1) dimensional Bjorken ferent. For instancey increases with temperatufé,7] in-
model. The main physical reason is that bulk viscosity vanstead of decreasing. With this realisficdependence for the
ishes for an ultra relativistic gas. He took the shear viscosityjiscosity and the relaxation time for the pions taken from
from Ref.[6] where the temperature dependenceqfois 7  Ref.[7], we obtain the curves plotted in Fig. 2. We can now
=7t%/(8T). Then, the differential equations to be solved observe that the first- and the second-order ones are still

for the energy densitg=3aT* are close but they are now around 20% above the ideal fluid
case. This means that dissipative effects imply a slower cool-
Je 4e P ing of the system and should be incorporated in the simula-

.- T37 T (22 tions of heavy ion collisions.

In the beginning of this paper we have examined in a
simple model an application of hydrodynamic equations with
where® is related to the stress tens@ee Ref[5] for fur-  spontaneous breaking symmetry. In order to get an estimate
ther detail$ and ®=0 for the ideal(perfec} fluid, and ® of the magnitude of the effects, we have used the one-
=3%(nl7) for the first-order theory and, (d®/d7)=—> dimensional Bjorken description of a heavy ion collision. We
+%(#n/7) for the second-order theory discussed before. Irhave shown that the model of the perfect fluid is almost
the last equationr . is the relaxation time associated dn correct; the effect of the breaking of the symmetry is to give

We now use Eq(21), using the same inputs as REb], a correction of about 1% when rodependence of the pion
namely, massless pions and current algebra cross section. Wecay constant is taken into account, and a few percents
can see in Fig. 2 that the correction due to viscosity comwhen we consider a crudg dependence. In a second part,
pared to the ideal case is totally negligible not only for thewe have considered another deviation from the perfect fluid
(nonphysical but usuglfirst-order case but also for the model, namely, the dissipation. The dissipative efféatsen
second-order case. Our results are different from those preaken into account in a simple descriptiph]) are not so
sented in the original papgs]. The difference lies, in fact, in important as claimed in this reference, but actually represent
a small computational mistake in R€g]. The main pointis a few percents. On the contrary, we have obtained sizable
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effects with a correc dependence for the shear viscosity ing. On the contrary, if we consider dissipative effects, the

and the shear flow relaxation time. For example, for an initialprofile can be substantially modified; that is, we have a
temperature of 200 MeV, the temperature goes from abouglower cooling of the pion gas.

110 MeV in the ideal case to 140 MeV with our dissipative

effects for7/7g=6. The whole conclusion of this paper is = We thank M. Ericson, Professor Emeritus at University

that the temperature profile generated from the perfect fluicClaude Bernard, and G. Chanfray for constant help and en-
approach and used in many simulations is almost correct iightening discussions. We also thank J. Serreau for many
one takes into account only the effects of symmetry breakdiscussions.
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Au-dela de l'activité purement phénoménologique développée dans la premiére partie,
je me suis interessé a des aspects plus formels concernant le traitement non-perturbatif de
systémes en interaction. Comme je I’ai deja mentionné dans I'introduction, cette séparation
n’est pas aussi nette que le découpage du manuscrit peut le laisser penser. Il s’agit en fait
d’une activité que nous menons en paralléle et qui est en réalité tout a fait complémentaire
de la précédente. Elle est en effet motivée par la nature non-perturbative des problémes
qui émergent de plus en plus a I’heure actuelle au niveau expérimental dans les expériences
d’ions lourds ultra-relativistes avec la matiére hadronique chaude et dense. Loin d’étre une
activité marginale, on comprend donc au contraire fort bien que de plus en plus, il va
falloir faire le lien, au niveau théorique, entre les théories effectives et la chromodynamique
quantique. Plusieurs approches sont évidemment possibles. Citons par exemple les calculs
sur réseaux qui permettent d’avoir accés a de plus en plus d’informations mais qui, malgré
tout nécessite un matériel informatique particuliérement important et des temps de calculs
toujours trés longs. Citons encore le groupe de renormalisation qui, par raccordement des
corrélateurs vectoriels et axiaux a une échelle de 'ordre du GeV permet de déterminer les
parameétres nus d’'une théorie effective.

Pour notre part, nous nous sommes attachés a essayer de développer des techniques
non perturbatives pour la théorie quantique des champs et en présence de symétrie brisée
(I'idée sous-jacente étant bien entendu le traitement de la symétrie chirale). Ces techniques
sont issues du probléme & N corps et ont déja été testées avec succés dans le domaine non-
relativiste en physique nucléaire et en physique de la matiére condensée. Nous nous sommes
particuliérement interessés a la RPA, méthode qui permet de traiter correctement les pro-
blémes liés aux symétries, et a ses extensions (RPA renormalisée notamment). Les résultats
que nous avons obtenus sont encourageants mais nécessitent tout de méme quelques amé-
nagements ultérieurs pour pouvoir étre appliqués a des théories plus complexes que celle
que nous avons abordée (champ scalaire en auto-interaction).

En premiére partie de ce second volet du manuscrit figure également un travail mené
conjointement avec un groupe expérimental de 'institut. Ce travail, qui s’inscrit dans la
problématique générale de ’aval du cycle électronucléaire, consistait a étudier au niveau
théorique la diffusion de I'iode (produit de fission) dans une matrice de zirconium (consti-
tuant principal de la gaine). La raison pour laquelle ce travail est inséré a cet endroit dans
le manuscrit est qu’il aborde de maniére "numérique" des aspects que nous traiterons de
maniére plus formelle dans le cadre de la RPA comme par exemple, le champ moyen ou
encore |’énergie de corrélation. Il peut donc étre percu d’une part, comme ce qu’il est réel-
lement, c’est-a-dire une collaboration étroite entre la théorie et I’expérience, mais d’autre
part également, comme une introduction aux concepts qui seront développés dans le second
chapitre.
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Diffusion de I'tode dans le
zirconium : approche par
des calculs ab nitio

Chapitre

Dans ce chapitre nous allons étudier la diffusion de I'iode dans le zirco-
nium par des techniques de calculs ab initio. Aprés avoir présenté rapi-
dement la problématique de ’aval du cycle électronucléaire dans laquelle
s’inscrit ce travail, nous décrirons briévement le principe de la Théorie de
la Fonctionnelle de la Densité (DFT) que nous avons utilisée pour traiter
le probléme. Nous présenterons enfin les caractéristiques essentielles du
pseudopotentiel du zirconium que nous avons mis au point ainsi que les
résultats obtenus, a savoir que la diffusion de I'iode est un processus de
type substitutionnel.

1.1 Problématique générale

Un réacteur nucléaire a eau pressurisée comprend de maniére schématique essentiellement
trois éléments, a savoir :

- un ceeur & base de combustible, qui contient les éléments lourds fissiles,

- un modérateur (eau) jouant le role de ralentisseur de neutrons et

- un caloporteur, ou fluide primaire, (eau) permettant d’évacuer la chaleur produite

au sein du combustible.

Le réacteur est ensuite associé a des équipements non nucléaires qui assurent 1’évacua-
tion et la création de ’énergie : le fluide primaire transfére sa chaleur a 'eau du circuit
secondaire dans des échangeurs de chaleur appelés générateurs de vapeur, vapeur qui en-
traine alors une turbine qui produit 1’électricité.

Le coeur du réacteur est composé d’assemblages contenant chacun 264 crayons de com-
bustible entourés d’une gaine. Ces derniers renferment un empilement de pastilles consti-
tuées, soit d’oxyde d’'uranium UQO, enrichi entre 3,25 et 4,5 % en 23°U, appelé combustible
UOX, soit d’oxyde mixte d’uranium et de plutonium (U,Pu)O,, appelé combustible MOX.

Les crayons restent, a 1’heure actuelle, 4 & 5 ans en réacteur puis sont entreposés en
piscine sur le site du réacteur. Ensuite, ils sont sortis du réacteur pour étre acheminés
vers le site de retraitement de la Hague. Tout le combustible usé qui arrive a la Hague
n’est cependant pas retraité (seuls sont retraités les combustibles UOs dont le plutonium
peut étre recyclé dans les REP). Ceci conduit a prolonger I'entreposage du combustible
usé excédentaire, vraisemblablement sur une longue durée.
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La gaine du crayon combustible, en Zircaloy-4, constitue la premiére barriére de confine-
ment du combustible, des actinides et des produits de fission. Elle doit, a ce titre, conserver
son intégrité durant les périodes de service et de stockage du crayon. La seconde barriére,
quant a elle, est soit I’eau dans le cas d’un entreposage sous eau, soit le conteneur en acier
dans le cas d’'un entreposage a sec. Il est clair que cette deuxiéme barriére n’est pas la plus
efficace contre la radioactivité. On comprend alors mieux que la faisabilité du stockage
a sec, voulu par la France pour prendre le relais de celui sous eau, dépend de maniére
cruciale de la migration des radionucléides dans la gaine. De nombreuses études ont alors
été menées pour déterminer la faisabilité d’un tel stockage. C’est en effet un probléme
particuliérement complexe car cette migration est fonction des conditions extérieures telles
que la température, les propriétés oxydoréductrices du milieu ou la radioactivité ambiante,
qui non seulement conditionnent le processus de migration mis en jeu mais générent une
évolution du matériau.

De maniére plus précise encore, si 'on considére la radiotoxicité potentielle, c’est a
dire intrinséque du déchet sans considérer 1'effet de barriéres ni le relachement de la ra-
dioactivité, c’est la radiotoxicité du plutonium qui domine. Par contre, si 'on regarde la
radiotoxicité résiduelle qui est liée aux propriétés physicochimiques des différents radio-
éléments et des milieux de I’environnement géologique, ce sont les produits de fission iode
et césium, qui dominent. L’iode et le césium sont donc particuliérement nocifs. Dans cette
étude, nous nous limiterons aux problémes liés a 'iode. De plus, le Zircaloy-4 n’est en
réalité qu'une matrice de zirconium dans laquelle ont été ajoutées différentes impuretés
afin d’améliorer les propriétés essentiellement mécaniques du zirconium. Ces impuretés,
Sn, O, Fe, Cr, sont présentes dans des concentrations massiques trés faibles (inférieures a
1%). 11 est par conséquent tout & fait pertinent de prendre comme matériau de référence
le zirconium et d’étudier la diffusion de I'iode & I'intérieur de ce cristal.

Cette étude a été menée au niveau expérimental par G. Carlot [1]. Elle a implanté de
I'iode dans un cristal de zirconium et étudié 1’évolution de la concentration de cet iode au
cours du temps. Elle a ainsi pu montrer entres autres que I'iode diffusait selon un processus
substitutionnel, phénoméne particuliérement surprenant si I’on prend en compte le fait que
I’iode est en réalité sous forme anionique. Pourquoi, en effet 'iode anionique occuperait-il
un site cationique du cristal de zirconium ? Le seul élément en faveur de ce résultat est
qu’il semblait en accord avec I’étude systématique de la diffusion de trés nombreux éléments
(mais pas 'iode!) dans le zirconium menée dans |2]. Le but a donc été de justifier ce résultat
au niveau théorique grace a des méthodes de calculs ab initio fondées sur la théorie de la
fonctionnelle de la densité. Nous avons donc été amenés a déterminer le site de fixation
préférentiel de I'iode dans le réseau hexagonal compact du zirconium. Le résultat obtenu,
que nous détaillerons dans les paragraphes suivants, est que I'iode diffuse dans le zirconium
suivant un processus qui est effectivement de type substitutionnel. Ceci implique alors un
coefficient de diffusion trés faible et donc un parcours moyen de l'iode dans le zirconium
également trés faible (inférieur au dixiéme de I’épaisseur de la gaine en dix ans). Si l'on se
limite & cette étude, 'entreposage a sec est donc tout a fait possible.

Pour mener ce travail a son terme, nous avons utilisé un code de simulation numérique
fonctionnant a I’aide de pseudopotentiels (FHI98MD [3]). Mais avant d’entrer plus dans
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les détails du code, nous allons d’abord déja rappeler succinctement les principes premiers
sur lesquels il s’appuie, a savoir la théorie de la fonctionnelle de la densité.

1.2 Théorie de la fonctionnelle de la densité

La théorie de la fonctionnelle de la densité est maintenant couramment utilisée dans
tous les domaines de la physique et de la chimie dans lesquels des propriétés relatives a
des systémes d’électrons doivent étre calculées. Dans 1’esprit, la DF'T est trés différente des
autres approches du probléme a N-corps pour lesquelles le but est en effet de mettre au point
des approximations systématiques et controlées que I'on cherche ensuite & améliorer afin
d’obtenir une meilleure précision sur les quantités a calculer. Ici, 'expression de théorie ab
initio prend toute sa signification car il s’agit d’obtenir des résultats a partir de paramétres
déterminés dés le départ par des considérations générales. En fait, le succés de la DFT vient
simplement de la qualité des prédictions numériques obtenues!

La DFT repose sur les théorémes d’Hohenberg et Kohn (1964) [4]. Ceux-ci stipulent tout
d’abord que la quantité pertinente nécessaire a la description d'un gaz d’électrons soumis a
un potentiel extérieur est la densité électronique p(7). Ensuite, ils indiquent que la densité
de I’état fondamental peut étre obtenue via un principe variationnel. Cependant, il faut bien
noter que méme lorsque cette densité py est déterminée, il est impossible en pratique, d’avoir
accés a l’énergie de ’état fondamental ou a d’autres quantités du systéme : les théorémes
d’Hohenberg et Kohn sont des théorémes d’existence mais ne fournissent pas de schéma de
calcul explicite. L’idée de base de ces travaux a sans aucun doute été ce qui est maintenant
considéré comme ’exemple le plus ancien de la DF'T et qui est connu sous le nom de modéle
de Thomas-Fermi (1927). Ce modéle a permis de décrire de maniére approchée 'atome
comme un systéme a plusieurs électrons plongés dans le potentiel coulombien du noyau.
Il avait cependant une portée limitée dans le sens ou I’énergie d’échange était négligée et
surtout la fonctionnelle de I’énergie cinétique calculée a partir de la distribution de Fermi
relative a des particules libres. Depuis lors, de nombreux progrés ont été effectués mais il
faut bien prendre conscience que ’application de la DFT & des cas concrets date des années
1960-70 et des travaux de Kohn et Sham [5].

L’expression de la fonctionnelle énergie E[p] pour un ensemble d’électrons dans un
potentiel extérieur est :

B[] = Fl] + / Vet (Pp(P) 7 (11)

avec F[p] = T'[p|+Vee|p] ou T'[p] représente 1’énergie cinétique des électrons et V.[p] le terme
d’interaction entre électron. En principe, il est possible de calculer la densité électronique
de I’état fondamental en minimisant directement cette fonctionnelle. Cependant, a ’heure
actuelle, il n’existe pas de formulation exacte pour exprimer ’énergie cinétique comme une
fonctionnelle de la densité électronique. L’une des méthodes pour résoudre ce probléme
consiste a utiliser la formulation de Kohn et Sham. Ces derniers ont montré comment
remplacer le probléme a plusieurs corps en interaction par un systéme simple de particules
sans interaction ayant la méme densité électronique p(7) a I’état fondamental. Ils ont extrait
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de F[p] la contribution de Hartree V en définissant la fonctionnelle G[p| suivante :

//)Vfg4 Fd*F ! + Gp) (1.2)

Glp] = Ts[p] + Exclp] (1.3)

ou Ts[p| est I'énergie cinétique du systéme d’électrons sans interaction de densité p(7) et
Excl|p] contient les énergies d’échange et de corrélation du systéme avec interaction.

Exclp] = Tp] = Ts[p] + Veelp] — Vi p] (1.4)

Cette derniére est par définition la différence entre la valeur exacte de I’énergie cinétique
Tp|] et Ts[p] ainsi que la différence entre le potentiel d’interaction électronique Ve.[p] et le
potentiel de Hartree Vy[p] définie par I'équation 1.8. L’énergie totale du systéme d’électrons
s’écrit alors :

=S <——v2> s+ [ Vo [ HA ) wrwr
+Exclp(r)] (1.5)

() étant la fonction d’onde monoélectronique du 7™

électron. Pour obtenir I'énergie
totale du systéme complet, c’est a dire constitué de N atomes situés aux positions Rg, on

doit rajouter a I’équation la répulsion internucléaire entre noyaux de charge Zy :

~ L2
ElY, Rg| = Z Z it (1.6)
K K>L |RK RL|
Les équations de Kohn-Sham s’écrivent alors :
h2
(= 9002 Vel + Vi) + Vel o)) () = el (1.7)

ol ¢ est la valeur propre de I'équation de Khon-Sham pour le ™€ électron. Vi[p(7)]
et Vxo[p(7)] sont respectivement le potentiel de Hartree et le potentiel d’échange et de
corrélation.

Vilo(P)] = & / E Tp(j;)|d3fd3f’ (1.8)
Vaelp()] = B0 (19)

La résolution de ce systéme d’équations conduit & un ensemble de monofonctions d’onde
i (7) & partir desquelles, la densité p(7) est calculée :

= > Sl (110
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ou f; est 'occupation de I’état i.

La forme analytique de tous les termes est connue a I’exception de I’expression exacte du
terme d’échange et de corrélation V. 1l existe plusieurs approximations pour ces termes :
I’approximation locale et I’approximation non locale de la densité.

L’approximation locale tout d’abord, connue sous le sigle LDA (Local Density Approxi-
mation) consiste a écrire que la densité d’énergie d’échange et de corrélation, exc[p], d'un
systéme réel est égale a celle d’'un gaz d’électrons qui aurait une densité uniforme, égale a
la densité locale p(7). Soit explicitement :

Exolp] = / p(P)exe(p()dF (1.11)

exc(p(7) = ex(p(r)) + ec(p(r) (1.12)

L’énergie d’échange ex (p(7)) s’écrit :

ex (p(F) = ——(3n%p)3 (1.13)

Pour I’énergie de corrélation, par contre, on ne dispose pas de forme analytique et on doit
donc utiliser une paramétrisation (voir par exemple Perdew et Wang [6]).

Dans "approximation locale de la densité, le potentiel d’échange et de corrélation dé-
pend uniquement de la densité électronique p(7). Il est possible d’aller au-dela et d’inclure
des corrections en gradient. On obtient alors 'approximation GGA (Generalized Gradient
Approximation) qui donne :

Exclpl = / n() e p(7), |9 p(P) ) &7 (1.14)

fxc étant la fonction d’échange et de corrélation dépendant de la densité électronique et
de son gradient. Le programme de simulation que nous avons utilisé, considére pour cette
fonction la formulation de Perdew et Wang [6]. L’approximation GGA est en principe plus
précise par construction méme. Cependant, son utilisation n’est pas toujours privilégiée
car elle est plus cotiteuse du point de vue du temps de calcul. Par ailleurs, la précision
gagnée par rapport a I'approximation LDA n’est pas toujours significative.

Nous avons travaillé avec les deux approches en comparant les résultats obtenus. Méme
si pour certains paramétres, I’approche GGA n’était pas forcément meilleure que I’approche
LDA, c’est néanmoins avec les corrections de type GGA que nous avons obtenu les meilleurs
résultats.

Tous les termes des équations de Kohn-Sham 1.7 sont maintenant connus et il ne
reste plus désormais, qu’a exprimer les fonctions d’onde d’essai (7). Ces fonctions sont
construites par des combinaisons linéaires de fonctions de base : orbitales atomiques, ondes
planes ou combinaisons des deux. Il faut bien comprendre a ce stade que tout ce qui va
étre fait par la suite n’est absolument pas requis par des considérations théoriques mais
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uniquement pratiques : seul le développement de techniques numériques sophistiquées a
permis l'utilisation pratique de la DFT. Par exemple, si ’on considére des ondes planes,
il est évident que le nombre de ces ondes planes nécessaires a la description des fonctions
d’onde d’électrons fortement liés est extraordinairement important. C’est pourquoi, afin de
réduire ce nombre de maniére trés significative, on est souvent amené a travailler avec des
potentiels effectifs pour les atomes : les pseudo-potentiels.

1.3 Pseudo-potentiels

Il est bien connu que les propriétés physiques des solides dépendent beaucoup plus des
électrons de valence que de ceux du coeur. Suivant cette idée on peut "modéliser" un atome
par un pseudo-atome qui serait composé de deux parties : d’une part, un ion positif qui
regroupe le noyau et les électrons considérés comme des électrons de cceur, et d’autre
part, I’ensemble des électrons restants considérés comme des électrons de valence. Une
spheére de rayon r. centrée sur ’atome délimite la région de cceur. Le rayon de coupure 7.
doit se situer apreés le nceud le plus extérieur des fonctions d’onde, de maniére a remplacer
toute la région contenant les oscillations, et avant le dernier extremum. Autrement dit, le
fort potentiel du noyau est remplacé par un pseudo-potentiel plus doux qui reproduit les
effets du systéme “électrons de cceur + noyau”. Ce qui nous améne a remplacer le potentiel
extérieur de I’équation 1.7 di aux noyaux par une somme de pseudo-potentiels ioniques :

Vear(F) = 3 V(7 = Ry) (1.15)

Les fonctions d’onde sont également remplacées par des pseudo-fonctions d’onde, qui par
définition ne présentent pas de noeuds a l'intérieur du coeur. Par contre & l'extérieur de
cette région, pseudo-potentiel et pseudo-fonctions d’onde de valence sont identiques a un
potentiel tous électron et aux fonctions d’onde correspondantes. Ceci est illustré par la
Figure 1.1. Le nombre d’ondes planes nécessaire pour décrire la pseudo-fonction d’onde est
ainsi beaucoup plus petit que celui nécessaire pour décrire la fonction d’onde associée au
potentiel réel.

Plusieurs types de pseudo-potentiels existent ; nous ne développerons ici que les pseudo-
potentiels dits "conservant la norme (Norm Conserving)", en particulier, ceux du type
Troullier et Martins. Les pseudo-potentiels que 1'on qualifie de "Norm Conserving" sont
définis par I’ensemble des conditions suivantes :

— la charge enfermée dans la sphére de rayon r. doit étre la méme qu’elle soit calculée
a partir de la pseudo-fonction d’onde ou de la fonction d’onde réelle.

| @ = [ ores (116
0 0

ou ¢!” et 1 sont respectivement les fonctions d’onde "pseudo" et "all electrons"
pour le niveau de valence 7 de ’atome.
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Fi1G. 1.1 — Comparaison entre le potentiel du noyau et le pseudo-potentiel et leurs fonctions
d’onde correspondantes.

— les dérivées logarithmiques de la fonction d’onde et de la pseudo-fonction d’onde
coincident pour r =r, :

ding?(7) _ dingg<(7)

1.17
dT r=r¢ d'F T=T¢ ( )

— la méme condition s’applique a la dérivée de cette quantité par rapport a I’énergie :

dE ai ), ~ dE a ), ‘

Le probléme des pseudo-potentiels est qu’il faut qu’ils soient transférables. Cela signifie
qu’il est possible de trouver énormément de pseudo-potentiels, tous différents au niveau des
paramétres, satisfaisant tous aux critéres mentionnés ci-dessus, mais ne permettant abso-
lument de reproduire les propriétés des atomes lorsque ceux-ci, par exemple, appartiennent
a un cristal. La grande difficulté de cette approche vient donc du fait qu’il faut pouvoir
reproduire aussi bien les excitations de 'atome seul, que les fréquences de vibration des
molécules ou les propriétés d’un cristal avec le méme pseudo-potentiel !

1.4 Reésultats pour le Zr

La difficulté pour la mise au point du pseudo-potentiel pour le Zr a été la présence
d’orbitales d qui ne sont pas trés localisées et ne permettent donc pas un découpage aisé
en "coeur-+valence". Le point fort de notre pseudo-potentiel (type Troullier-Martins |7])
est qu’il ne comporte que 4 électrons de valence (4d?5s%), ce qui limite évidemment le
temps de calcul. Nous I'avons testé avec succés sur deux ionisations 4d?5s? — 4d?5s°,
4d?55% — 4d'5s? et deux excitations 4d?5s? — 4d'5s%5p! et 4d%5s% — 4d?*5s'5pt qui sont
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les plus classiques. Nous avons ensuite construit le cristal de Zr a partir de nos pseudo-
atomes et déterminer plusieurs paramétres physiques essentiels dont le volume d’équilibre
par atome pour chaque phase cristalline ainsi que le module de compressibilité a 1’équilibre
a T=0 K. Pour ce faire, nous avons utilisé I’équation empirique de Murnaghan [8] qui donne
I’évolution de I’énergie totale par atome E(V') en fonction du volume atomique V' :

B} <1 - %) + <%> o 1] (1.19)

ou By et B sont respectivement le module de compressibilité et sa dérivée par rapport
a la pression au volume d’équilibre Vj. Le volume d’équilibre correspond & la position du
minimum de la courbe E(V) et le module de compressibilité a la courbure en ce point. La
encore, les résultats obtenus ont été en treés bon accord avec les données expérimentales.

Une fois ce travail numérique important de validation du pseudo-potentiel effectué, nous
avons pu ensuite construire des cristaux de Zr dans lesquels nous avons incorporé de l'iode
en différents sites (le pseudo-potentiel de I'iode est trés simple a construire). Le but est de
connaitre le site d’accueil préférentiel de fixation de I'iode dans le métal. Pour cela, nous
avons été amené a envisager ’ensemble des positions possibles et a déterminer celle qui
était la plus favorable du point de vue énergétique. Nous avons ainsi pu montrer que : en
présence de lacune dans le réseau de zirconium, l'iode se placera en site substitutionnel a
la place de la lacune; dans le cas d’un cristal de zirconium parfait (sans lacune), il faudra
fournir de I’énergie pour que l'iode prenne la place d’un atome de zirconium.

Nous avons également considéré la possibilité d’une position interstitielle de 'iode. La
figure 1.2 indique les deux types de site envisageables. A cause de la taille importante
de 'atome d’iode, le site octaédrique semblait a priori favorisé. Les calculs ont confirmé
cette hypothése en indiquant que lI’énergie d’incorporation de l'iode dans le cristal était
plus faible pour le site octaédrique que pour le site tétraédrique. Dit autrement, le site
octaédrique est énergétiquement plus favorable pour accueillir I'iode.

Si 'on compare ensuite globalement les différents sites d’accueil (substitutionnel et
interstitiel) on peut finalement conclure que, dans le cas d’un cristal de zirconium possédant
des lacunes, un atome d’iode se mettra préférentiellement dans un site substitutionnel a
la place d’une telle lacune et que dans le cas peu réaliste d’un cristal ne présentant aucun
défaut ponctuel, 'atome d’iode ira préférentiellement dans un site interstitiel octaédrique.

Toute I'étude que nous venons de mener est valable pour un cristal de zirconium pur.
Comme nous I’avons indiqué dans I'introduction, ceci correspond a une modélisation de la
gaine, qui elle, contient quelques pourcentages atomiques d’impuretés. Malheureusement,
au-dela des problémes liés aux impuretés, il existe d’autres facteurs limitant a prior: bien
plus la portée de ce travail. En effet, au cours de son fonctionnement la gaine subit de nom-
breux dommages : oxydation, hydruration, contamination par des radio-éléments. Tout ceci
a évidemment une influence sur les propriétés de la matrice de zirconium. Parmi tous ces
éléments, 'oxygéne est sans doute celui qui a le role le plus important (expérimentalement,
il existe une oxydation du zirconium qui conduit & un oxyde de stcechiométrie pouvant al-
ler jusqu’a 30% atomique). Nous nous sommes donc attachés a déterminer théoriquement

B,V

E(V) :E(VO)_'—W
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F1G. 1.2 — Cellules contenant 9 atomes construites pour les calculs d’énergie d’incorporation
d’un atome d’iode en site interstitiel octaédrique ou tétraédrique. Le point rouge est I’atome
d’iode, les points jaunes sont des atomes de zirconium qui entourent ’atome d’iode et les
points bleus sont les autres atomes de zirconium du cristal.
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I'influence de la présence d’oxygéne sur nos résultats.

Expérimentalement, nous n’avons pas pu mettre en évidence l'influence de la présence
d’oxygéne sur la diffusion de I'iode dans le zirconium. Nous avons donc estimé par calcul
I'influence de la présence d’oxygéne sur le site de fixation substitutionnel.

1.5 Influence de la présence d’oxygéne sur le site de fixa-
tion de l’iode

Les atomes d’oxygéne sont situés dans les sites octaédriques de la maille hexagonale
compacte du zirconium [9]. Les atomes d’oxygéne sont en solution solide jusqu’a 29%
atomique.

Pour accéder a I’énergie d’incorporation d'un atome d’iode situé en site substitutionnel
dans le réseau hexagonal compact du zirconium en présence d’atome d’oxygéne en site
octaédrique, nous avons simulé la réaction suivante :

ZT(Nfl),lacuneOM +1— (ZT(N—I)OMJ I)

(Zr(N-1)jacuneOnr) représente la cellule avec N — 1 atomes de zirconium, une lacune de
zirconium et M atomes d’oxygene en site octaédrique.

(Zr(n-1)Owr, I) représente la cellule avec N — 1 atomes de zirconium, M atomes d’oxygéne
en site octaédrique et un atome d’iode en substitution d’un atome de zirconium.

Nous accédons a I’énergie d’incorporation par la relation :

Eincorporation - E(ZT(N_UOM,I) - EZ?"(N—l,lacune)OM -k

En faisant varier le nombre d’atomes d’oxygéne de quelques pourcents a presque 33%,
nous avons pu montrer que les énergies d’incorporation de ’iode dans le zirconium dimi-
nuent légérement au fur et a mesure que 'on augmente le nombre d’atomes d’oxygéne.
Cela signifie concrétement que 'oxygéne a donc tendance a rendre le site substitutionnel
vacant moins favorable du point de vue énergétique pour accueillir I'iode.

1.6 Synthése des résultats

Cette étude théorique a permis de déterminer le site d’accueil préférentiel de 'atome

d’iode dans le réseau hexagonal compact du zirconium. Nous avons testé plusieurs sites
d’accueil : un site substitutionnel, un site interstitiel octaédrique et un site interstitiel
tétraédrique.
Nous avons mis en évidence que, en présence de lacunes dans le réseau de zirconium, le site
le plus favorable énergétiquement pour recevoir 'atome d’iode est un site substitutionnel
lorsqu’il est vide. Par contre, dans le cas ou le cristal de zirconium est parfait, c’est-a-
dire sans lacunes (cas peu réaliste), le site le plus favorable énergétiquement, pour recevoir
I’atome d’iode est un site interstitiel octaédrique.
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Le site de fixation préférentiel de I'iode est donc substitutionnel. Cela implique un
coefficient de diffusion trés petit et donc une possibilité de stockage a long terme.
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ABSTRACT

This paper is devoted to the determination of the energetically favourable sites
of iodine atoms in a zirconium crystal within the density functional framework
and using norm-conserving pseudopotentials. We show that the substitutional
sites are preferentially occupied compared with the interstitial sites. Our
conclusion is that the diffusion process of iodine inside zirconium is of
substitutional type in perfect agreement with an experimental study by Carlot.

§1. INTRODUCTION

Zirconium is a constitutive element of a great number of very important alloys
such as Zircaloy-4 in the context of the nuclear industry (cladding tubes). On the one
hand, Zircaloy-4 contains actually mainly zirconium and only a small amount of tin,
iron and chromium (less than I at.%) and, on the other hand, ab initio total energy
calculations with several elements are known to be quite an impossible task.
Therefore it makes sense to consider pure zirconium metal for numerical simulations
on that alloy.

In the nuclear fuel cycle, Zircaloy-4 (and therefore zirconium) is the first barrier
for fission products. Among these, 7 s probably one of the most problematic
because of its volatile character and its very long half-life (7 =1.59x10 years).
Therefore, one has to be sure that the diffusion of iodine inside zirconium is very
small. However, it turns out that computing a diffusion coefﬁment from molecular
dynamics is quite difficult; because of its smallness (D ~ 10 Pem?s ! at 600 C
(Carlot 2000)) the computational time would be too long (say, several years even
with the most efficient computers and algorithms). Nevertheless, what we can do is to
obtain some indirect information on the diffusion process itself (diffusion by sub-
stitutional or by interstitial mechanisms) by the determination of the preferential
occupied sites (substitutional or interstitial). Effectively an element in a substitu-
tional site (interstitial or respectively) will diffuse by a substitutional (interstitial or
respectively) mechanism. Many diffusion studies have been realized in zirconium.
Hood (1988) has carried out an analysis of these studies and defined field of sub-
stitutional diffusion coefficient values. So, if a substitutional site is energetically
favourable, we could have an idea of the value of the diffusion coefficient and the
value of the activation energy of the diffusion of iodine in zirconium.
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Therefore, we shall concentrate in this paper on the determination of the ener-
getically favourable sites of iodine atoms in zirconium crystal. The method used is
based on density functional (Born and Oppenheimer 1927, Hohenberg and Kohn
1964, Kohn and Sham 1965) and pseudopotential theories (Hamann et al. 1979,
Troullier and Martins 1991). The first part will be devoted to the description and
the validation of the pseudopotentials of zirconium and iodine elements. Then, in the
second part we shall focus on the main result of this paper, that is the location of
iodine atoms in zirconium.

§2_ CONSTRUCTION AND VALIDATION OF PSEUDOPOTENTIALS

2.1. Zirconium

The norm-conserving pseudopotential of Troullier—Martins (1991) type used in
this work has been generated for the zirconium with the FHI98PP code (Fuchs and
Scheffler 1999). We have started from a mixed configuration: the fundamental con-
figuration ([Kr]4d2552) and a ionized configuration ([Kr]4d2550'85p0'2). Moreover,
only the four external electrons have been treated as valence electrons. The cut-off
radii for s, p and d angular momenta are respectively 2.91, 3.06 and 2.58 Bohr. The s
component has been chosen as the local potential and a Kleinman—Bylander (1982)
form has been used. Finally, we have examined four approximations for the
exchange—correlation potential: the local density approximation (LDA), the general-
ized-gradient approximation (GGA), and both approximations with a core density
cut-off radius. In the case of LDA calculations, we have considered the Ceperley—
Alder (1980) parametrization and in the GGA case that from Perdew and Wang
(1992).

In order to validate this pseudopotential, we now turn our attention to the
construction of the zirconium crystal. We recall below several important sets of
experimental data (Jayaraman et al. 1963, Pascal 1963, Xia et al. 1990, Xia and
Parthasarathy 1990) and present the conventions used in this work.

Atroom temperature, zirconium exhibits an interesting crystal structure sequence:

0-Zr FOGR o 7. NGRa, g

The o phase displays a hexagonal close packed structure with ¢/a ratio equal to 1.593
(a= 32A and ¢ =5.1A). This structure has two atoms per unit cell. Following
Wyckoff conventions, the atomic positions are (';' '3, 4) and (‘%,é‘ ,f{). The space
group is P63/mmc. The ® phase displays a simple hexagonal structure with c/a
ratio equal to 0.625 and with three atoms per unit cell. The atomic positions are
(0, 0, 0), (‘%,%,‘ZL) and (%,‘;','ZL) and the space group is P6/mmm. Finally the  phase
displays a centred cubic structure (a = 3.54 A) with one atom per unit cell located at
(0, 0, 0). Its space group is Im3m.

We have now to reproduce some physical quantities. To reach this goal, we plot,
for each of the three phases, the energy per atom with respect to the volume. These
curves allow us to extract the equilibrium volume ¥V, (and consequently the cell
parameter @), the bulk modulus By and its first derivative Bo via an empirical fit

(Murnaghan 1944):
: V0> <V0>B”
—_ — _|_ —_— —
Bo<1 > ) 1 (1)

B(B,—1)
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In order to obtain an accurate estimate of these parameters, the number of k points
in the irreducible Brillouin zone (which determines the number of plane waves) and
the cut-off energy E. (which determines the largest value of k) must be adjusted.
Effectively, there is a compromise between a high accuracy of the result (which
involves in general a great number of k points and a very large value for E;) and
the required time to obtain this accurate result. In practice, we have fixed the number
of k points to a very large value and looked at the variations in the parameters with
increasing E.. The results are presented in figure 1. Then, for each value of E. the
convergence was obtained; we looked at the variations in the parameters with respect
to the number of k points (figure 2). Note also that we have chosen the & points
according to Monkhorst and Pack (1976).

The final result is the following: to obtain results available up to 0.01 eV, we have
touse a 18 X 18 X 9 k-point mesh for the o phase, a 8 X 8 X 16 mesh for the o phase,
and a 12 X 12 X 12 mesh for the B case. Concerning E., we fixed it at 30 Ry for the
three phases. The corresponding curves for the total energy with respect to the
volume are presented in figure 3 for each phase and for the four exchange—correla-
tion energy approximation schemes. Three of these schemes (GGA, GGA with
2.0 Bohr and LDA with 2.0 Bohr) exhibit the correct crystallographic sequence
o — o — B with decreasing volume. The values for equilibrium volumes and bulk
modulus are presented in tables 1 and 2. The comparison between our values and
experimental data (Jayaraman et al. 1963, Pascal 1963, Xia et al. 1990, Xia and
Parthasarathy 1990) or other values obtained by calculations in the literature
(Jomard et al. 1998) clearly indicates that the GGA pseudopotential generated
with a core density cut-off radius equal to 2.0 Bohr gives the best results. Also
deduced from the same curves and presented in table 3 is the transition pressure

a3 .
r » ! ]
ERV RS 3
o
2.94 -
274 | .
110 | : ; |
T 105} :
S . - Y
o 1.00 L .
3.25 } ; '
T 3.24 4
£
@ 323 .
[
< 32| —= & T
u k
3.21 i A 1 n 1
20 25 30 35 40

Cut-off energy (Ry)

Figure 1. The lattice constant a, bulk modulus By and the first derivative B(; of the bulk
modulus versus the cut-off energy E. for a fixed k-point mesh (18 X 18 X 9) for the o
phase.
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Figure 2.

Figure 3.
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GGA; (b) GGA with a core density cut-off radius equal to 2 Bohr; (¢) LDA; (d) LDA
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Table 2. Calculated and experimental data for the bulk
moduli for the o phase of zirconium.

By (GPa)
GGA LDA
with with
GGA 2 Bohr LDA 2 Bohr
This study 102 114 123 125
Other study 94 104
Experiment 95

Table 3. Calculated and experimental data for the transition
pressures of the o phase.

Py— (GPa)
GGA LDA
with with
GGA 2 Bohr LDA 2 Bohr
This study 9.2 5.8 — 5.1
Other study 24 5.7
Experiment 2-6

between the o phase and the o phase. For that parameter again the best agreement is
obtained for GGA with 2.0 Bohr. However, we should mention that, in our study, it
is impossible to determine the transition pressure between the ® phase and the 8
phase. This is a real problem if one wants to have an ‘absolute’ pseudopotential for
zirconium. However, in fact, what we want to do here is to incorporate iodine atoms
in a crystal of zirconium (o phase) and let the entire crystal relax. So, we have to be
sure that, during this period, the crystal does not relax to another crystallographic
phase. Since the o phase is the most stable phase (see figure 3), therefore it does not
matter whether the B phase is less stable than it should be. In any case, this problem
would disappear if one uses a pseudopotential with ten valence electrons (Jomard et
al. 1998). In conclusion, this problem of relative stability is not important from a
physical point of view for our aim and our pseudopotential is much less time con-
suming because it has only four valence electrons. So we shall use it in the following.

2.2. lodine

For the iodine ([Kr]4d10552 5p5) pseudopotential, we have used the same method.
Its main features are seven valence electrons (SSZSpS), local s component and LDA
and GGA approximations for the exchange—correlation energy with and without a
core density cut-off radius equal to 2.0 Bohr.

For the validation of this pseudopotential, we have worked on molecular iodine
(In) and tried to reproduce the following relevant physical quantities: the vibration
frequency (with a molecular dynamics simulation), the equilibrium bond distance (by
a relaxation run) and the dissociation energy. The first step was, as before, to adjust
the number of k points and the cut-off energy. We worked with a 10 < 10 X 10 k-
point mesh and £, = 30 Ry to obtain the same accuracy. The results are presented in
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Table 4. Calculation on molecular iodine: vibration
frequencies v, equilibrium bond distances d
and dissociation energies Fy.

v (THz) d (A) Eq (eV)
This study 5.6 2.66 —1.48
Experiments 6.4 2.67 —1.54

table 4. We can see that our calculations are in good agreement with the experi-
mental data (Pascal 1960, Handbook of Chemistry and Physics 1995-1996). Our ‘best’
pseudopotential is, as in the preceding section, the GGA pseudopotential with a
density cut-off radius.

We are now in position to include iodine atoms in the zirconium crystal (o phase)
in order to determine the preferential site for iodine. To access this result, we have to
build cells of various types. These cells will contain either N zirconium atoms or
N — 1 zirconium atoms and one vacancy or N — 1 zirconium atoms and one iodine
atom in a substitutional position or N zirconium atoms and one iodine atom in an
interstitial position. For each of these cases, we shall perform a total energy mini-
mization run. This will give us the vacancy formation energy, the impurity energy
and the incorporation energy. These energies calculations have been realized with the
FHI9SMD code (Kley et al. 1997) code. As recalled below, these energies give us
information on the preferential site for iodine.

§3 CALCULATION OF THE VACANCY ZIRCONIUM FORMATION ENERGY AND
INCORPORATION AND IMPURITY ENERGIES OF IODINE IN ZIRCONIUM

3.1. Definitions
The vacancy formation energy is defined by (Braun et al. 1995, Korhonen et al.
1995):
N1

o E Zry

T EZr(v-1) vacaney N

fuacancy

where Ez:(y—)) .y 15 the total energy of the cell which contains N — 1 atoms of

zirconium and one vacancy and Eyz,, is the total energy of the perfect cell which

contains N atoms of zirconium. It represents the energy required to move an atom
from the crystal to infinity.

The impurity energy is the energy necessary to substitute a zirconium atom by an

iodine atom in the crystal (Grimes ef al. 1989, Grimes and Catlow 1991). It is
determined by the relation

Eimpurity = E(Zr(N—l).I) + EZr - EZrN - EI

)

where E(z;,-, 1) is the total energy of the cell with N — 1 atoms of zirconium and an
iodine atom in the substitutional position and Ej (EZr) is the energy of the atom of
iodine (zirconium) alone. Eimpurity Tepresents the energy required to move an atom of
the crystal to infinity and to replace it by an impurity (iodine here) initially located at
infinity.

Finally, the incorporation energy is the energy required to place an iodine atom
at a pre-existing trap site (Grimes et al. 1989, Grimes and Catlow 1991). There are
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two possibilities. One is to put an iodine atom in a substitutional site:
Eincorporation — E(ze(y-0) ~ EZr(y-1)scaney — E1-
The other is to put the iodine atom in an interstitial site:
Eincorporation — E(zey ) ~ Ezry — Ep

where E(z;, ) is the total energy of the cell which contains N atoms of zirconium and
one atom of iodine in an interstitial position.

With these definitions, a negative value for the impurity or incorporation ener-
gies mean that the process is exothermic and thus energetically favourable.

3.2. Results with iodine in a substitutional site

From a practical point of view, we have carried out some total energy minimiza-
tion runs on cells with different configurations and with different numbers of atoms.
We have specialized to three sizes of cells composed of eight, 18 and 36 atoms
respectively. Let us note that a cell containing more that 36 atoms is too time
consuming. These cells consist of the repetition of the unit cell composed of two
atoms: for example the cell with eight atoms is obtained by a multiplication by a
factor of two in each direction. The three cells are presented in figure 4. For the

8 atoms

iﬁ
==

iW

3a

36 atoms

18 atoms

Figure 4. Cells composed of eight, 18 and 36 atoms built for computing the vacancy forma-
tion energy and the impurity and incorporation energies of an iodine atom in the
hexagonal close packed structure of zirconium: (®), a zirconium atom or an iodine
atom or a vacancy; (@), zirconium atoms allowed to move; (O) fixed zirconium
atoms.
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vacancy zirconium formation energy, we have used two different types of these cells:
one composed of N atoms of zirconium and the other composed of N — 1 atoms of
zirconium and one vacancy (N — 8, 18 and 36). The crossed circles represent either a
zirconium atom for a simulation with N atoms or a vacancy for a simulation with
N — 1 atoms. Full circles represent zirconium atoms allowed to move during the
calculation, and open circles atoms that remain fixed during the calculation. Some
atoms are not allowed to move in order to save computer time but, of course, we
checked that this does not affect the final result. Finally, for the case of incorporation
and impurity energies of iodine in a substitutional site, we used another type of cell: one
with N — 1 atoms of zirconium and one iodine atom (the crossed circle in that case).

In practice, it is impossible to work with a large cell and a large number of &
points. Therefore, we have adopted the following strategy to estimate the errors
produced by a ‘simplified’ calculations: firstly, we estimate the influence of the num-
ber of k points (table 5) on the smallest cell and say that the resulting error would be
of approximately the same order for another cell whatever its size (this statement has
been partially checked for different cells). Then, we estimate the influence of the size
of the cell for a given k-point mesh (table 6) and say that the error would be of same
order whatever the k-point mesh is. These errors are important because, on the one
hand, we have to work with a large cell to isolate the impurity or the vacancy and, on
the other hand, it is impossible to deal with a large number of k points when working
with a large cell.

Of course, we have, in the way described above, a crude estimate of the error
produced by the use of a small number of k points and/or a small cell. We shall see in
the following that this crude estimate is actually sufficient.

Table 5. Zirconium vacancy formation energies, incorporation energies and
impurity energies of an iodine atom substituted at a zirconium atom in a
cell of eight atoms for different k-point meshes.

Zirconium vacancy Incorporation energy Impurity energy
formation energy of iodine of iodine
Mesh (eV) (eV) (eV)
4X4X2 1.38 —2.85 2.35
4X4X4 1.37 —2.96 222
8§ X8gxX 1.36 —2.95 2.20
8§ XX 1.36 —2.95 221
10 <10 < 10 1.37 —2.97 2.19

Table 6. Zirconium vacancy formation energies, incorporation energies and
impurity energies of an iodine atom substituted at a zirconium atom versus
the number of atoms for a fixed k-point mesh (4 X 4 X 2).

Zirconium vacancy Incorporation energy Impurity energy
Number formation energy of iodine of iodine
of atoms (eV) (eV) (eV)
8 1.38 —2.85 2.35
18 1.33 —2.63 2.53

36 1.26 —2.78 2.28
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Table 7. Incorporation energies of iodine in inter-
stitial tetrahedral and octahedral sites versus
the number of k points in a cell with nine
atoms: eight atoms of zirconium and one
atom of iodine.

Incorporation energy of iodine
in interstitial site (eV)

Mesh Octahedral site Tetrahedral site
4X4X2 —0.77 1.61

The results presented in tables 5 show that the increase in the number of k points
induced an error of 1.5% for the energy of zirconium vacancy formation, 7% for the
impurity energy and 4% for the incorporation energy. In table 6, we see that the
induced error is in all cases less 10%.

If we combine all the values, we can say that the results obtained show clearly
that the impurity energy is, in all cases, positive and the incorporation energy nega-
tive.

3.3. Results with iodine in an interstitial site

The hexagonal close packed structure of zirconium presents several interstitial
sites. Considering the size of a iodine atom, we have considered the largest sites,
namely the octahedral and tetrahedral sites. We have then built some cells composed
of nine atoms: eight atoms of zirconium and one iodine atom in an interstitial site.

The results are presented in table 7. We see that the values for the incorporation
energy in octahedral and tetrahedral sites are of different signs. Taking into account
errors from the size of the cell and from the number of k points discussed in the
preceding section, these values have the same sign. Thus the process consisting in
putting an iodine atom in an octahedral (tetrahedral) site is energetically favourable
(unfavourable).

§4. CONCLUSION

In conclusion, it has been shown that the iodine and zirconium pseudopotentials
generated here accurately describe the experimental data.

For the energy calculations with iodine in a substitutional site, we show that in
the hexagonal close packed structure of zirconium with one vacancy, the incorpora-
tion energy must be considered and it is negative. We can conclude that the process
to replace a zirconium vacancy with an iodine atom is an energetically favourable
process. In a perfect crystal, the impurity energy must be considered; so the process
to replace a zirconium atom with an iodine atom is endothermic and energetically
unfavourable. For the energy calculations with iodine in an interstitial site, the
energetically favourable site is the octahedral site. Nevertheless, the value of the
incorporation energy of iodine in a substitutional site is more negative than in an
octahedral site. We can conclude that the energetically favourable site is a substitu-
tional site. Iodine diffusion in zirconium seems to be a substitutional process. This
result is in agreement with an experimental study (Carlot 2000) giving the diffusion
coefficient of iodine in zirconium and concluded to be a substitutional process.
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Another approach from Hood (1988), combined with this experimental study, is also
in agreement with this.

Although we believe that the main conclusions of this work would remain
unchanged, we should mention that some other effects have to be taken into account,
for example a multiple-diffusion process, that is a diffusion process that involve more
that two atoms (three atoms, two atoms and a vacancy, etc.). Moreover, it would be
interesting to compute explicitly the migration energy (part of the activation energy).
This work is in progress.
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118 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA RPA RENORMALISEE...

Applications de la RPA
renormalisée aux théories

de bosons

Chapitre

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de la RPA renormalisée,
dans le cadre du formalisme des équations de Dyson, a un modéle simple
de théorie quantique des champs avec symétrie brisée a savoir la théorie
A¢*. L’application d’une telle méthode issue du probléme & N corps
a un modéle de bosons relativistes a requis des adaptations que nous
présenterons. De plus, bien qu’ayant obtenus des résultats encourageants,
nous nous somimes heurtés a des problémes de principe inhérents a une
théorie bosonique. Aussi, afin de tenter de les résoudre, nous avons traité
le cas de l'oscillateur anharmonique a une dimension. Sur cet exemple,
nous avons alors pu mettre au point une approche permettant de rendre
compte de maniére précise des corrélations dans 1’état fondamental aussi
bien dans la phase symétrique (dite sphérique) que dans la phase de
symeétrie brisée (dite déformée).

2.1 Présentation générale

Dans de nombreux domaines de la physique, la théorie des perturbations s’avére insuffisante
pour rendre compte correctement d'un nombre important de phénoménes. Les états liés
ou encore les excitations collectives illustrent parfaitement ce point. Dans ces situations,
le probléme physique posé est de nature non-perturbative et il est donc indispensable de
disposer de méthodes fiables permettant de décrire de tels phénoménes. Dans le domaine
non relativiste, les techniques du probléme a N corps répondent dans la plupart des cas
a ce besoin. Dans le domaine relativiste par contre, et en particulier dans le domaine des
interactions fortes, la situation est différente. En effet, la description du monde hadronique
a partir de la chromodynamique quantique ou encore 1’évolution du vide brisé de la symétrie
chirale en fonction de la température ou de la densité constituent de vrais défis théoriques.
De plus, avec le développement des ordinateurs, ces quantités sont appréhendées dans le
cadre de la QCD sur réseaux ou des calculs type Monte-Carlo. Mais de "vraies" méthodes
théoriques permettant une approche systématique des problémes manquent encore. En ce
sens, une adaptation des techniques du probléme & N corps au domaine relativiste est sans
doute une voie prometteuse.

Parmi toutes ces techniques, la RPA semble assez séduisante car méme dans sa forme
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standard, elle est connue pour conserver les symétries : ainsi, dans le cadre du modéle o-
linéaire, il a été explicitement montré dans la référence |1] que les fluctuations RPA étaient
capables d’engendrer les modes de Goldstone associés a la brisure spontanée de la symétrie
chirale, ces modes mous n’étant pas obtenus au niveau du champ moyen. Malheureusement,
la RPA posséde également des défauts : elle ne satisfait par exemple pas au critére de Ritz.
Par ailleurs, elle n’est pas auto-cohérente dans sa forme simple : ainsi, toujours dans le
cas de la symétrie chirale, les états pioniques intermédiaires H F' sont massifs alors que les
modes RPA sont mous |2, 3|! (ce probléme a été résolu depuis grace a un développement
en 1/N [2, 3, 4]). Enfin il faut signaler que, méme si une version partiellement ou complé-
tement auto-cohérente (SCRPA) a déja été appliquée a des systémes fermioniques [5, 6],
la premiére tentative d’application a un systéme bosonique est récente [7]. Dans cette réfé-
rence, nous avons explicitement inclus des corrélations qui sont normalement absentes dans
I’état fondamental utilisé habituellement pour la RPA. Malheureusement nous montrerons
que malgré les résultats encourageants obtenus, la procédure mise en oeuvre, qui pour la
premiére fois permettait d’aller au-dela de la RPA standard pour une théorie de champs
bosoniques, n’a pas donné entiére satisfaction car certains principes fondamentaux, telle
la covariance en physique relativiste, n’étaient pas respectés. Aussi, non pas pour résoudre
ce probléme spécifique de covariance, mais plus pour comprendre les problémes inhérents
liés au traitement de systémes bosoniques, avons nous décidé de développer une approche
cohérente sur un systéme plus simple de mécanique quantique a savoir 1’oscillateur anhar-
monique a une dimension [8§].

Avant de présenter notre travail a proprement parlé, nous allons toutefois rappeler
briévement les principales caractéristiques du formalisme de la RPA.

2.2 Présentation rapide du formalisme de la RPA et de
ses extensions

Il existe deux méthodes pour parvenir aux équations caractéristiques de la RPA : celle
de 'équation du mouvement due a Rowe |9, 10| et I’approche par I’équation de Dyson [11].

On considére dans la suite un hamiltonien H quelconque et on appelle |v) ses états
propres, normalisés, |0) étant I’état fondamental (associé a ’énergie Ej).

Pour la premiére méthode (celle de Rowe), on définit alors un ensemble d’opérateurs
{QF} tels que Q}|0) = |v) et |0) soit le vide de ces opérateurs : @, |0) = 0. Formellement de
tels opérateurs existent puisque Qf, = |)(0] satisfait aux conditions ci-dessus. Evidemment
Q! est un opérateur & N corps trés compliqué : suivant la nature de |v), ¢’est-a-dire suivant
que |v) est un état excité contenant le méme nombre de particules que 1'état fondamental
ou au contraire un nombre différent, Q! peut étre une superposition d’opérateurs a un
corps, deux corps, etc... Dans le cas général, on exprime donc QI sous la forme d’une
combinaison de tous ces opérateurs :

QL= XyA, — YA, (21)
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oil a représente tous les nombres quantiques et ot Al, contient toutes les excitations que ’on
aura choisies d’inclure, exprimées en terme d’opérateurs création et annihilation b et bf. Le
choix des opérateurs d’excitation est fondamental : il doit étre guidé par des considérations
physiques portant sur le systéme que ’on étudie ; ¢’est donc lui qui conditionne la qualité du
résultat obtenu. Il est donc a priori possible d’améliorer la précision des résultats obtenus
en augmentant ’espace des excitations. Mais, comme nous le verrons par la suite, non
seulement les calculs deviennent rapidement totalement inextricables, mais nous sommes
également confrontés & des incohérences (cf paragraphe sur 'oscillateur anharmonique).

Les équations RPA & proprement parler sont des équations qui ont pour solutions les
amplitudes X2, Y et les énergies d’excitation F,. Elles sont obtenues par minimisation de
I'énergie E, = (v|H|v) par rapport a une variation §@), et s’écrivent de maniére explicite
comme :

(0] [6Qw, [H, Q]]] 10) = (E, — Eo)(0][6Q,, QF]]0) - (2:2)

En utilisant la forme explicite de Q7 (équation 2.1), ’équation ci-dessus se transforme en
un systéme matriciel aux valeurs propres :

Au Babeb]:QV[Nab 0 be]

tafb A*fafb }/b 0 _N—a—b }/b
(2.3)
ou 'on a utilisé les notations :
Aa = (0|[Aq [H, Af]]|0) (2.4)
Buy = —(0|[Aq, [H, A ]]|0) (2.5)
Na = (0[[Aq, AlJ[0). (2.6)

Malheureusement, 1’état fondamental |0) étant inconnu, il faut avoir recours a des approxi-
mations supplémentaires. La méthode de la RPA standard consiste & approximer |0) par le
vide de champ moyen pour le calcul des doubles commutateurs A, et By, et de la matrice
norme Ny. Ainsi, les valeurs moyennes qui étaient inconnues sont maintenant calculables
d’une maniére approchée. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle surestime souvent les
corrélations et par suite brise le critére de Ritz. Par ailleurs, I’énergie de I’état fondamental
n’est pas calculable directement par la formule Erps = (H) : on doit en effet avoir recours
a la "charging formula" [12| ou encore & d’autres techniques (voir par exemple [13] dans le
cadre de la bosonisation du hamiltonien).

Les versions qui vont au-dela de la RPA standard consistent a améliorer cette ap-
proximation portant sur le vide. On peut ainsi (RPA renormalisée) conserver les valeurs
moyennes a un corps exactes, et non plus celles calculées avec le champ moyen. Le systéme
final d’équations est alors obtenu en factorisant les valeurs moyennes & n > 2 corps. Par
exemple, on écrira : (abed) = (ab) (cd) + (ac) (bd) + (ad) (bc). Cette approximation ne porte
donc pas, cette fois, directement sur le vide lui-méme mais sur les factorisations des valeurs
moyennes pour ne conserver que celles a deux corps (= nombres d’occupation). Pour clore
le systéme, il est alors nécessaire de relier ces nombres d’occupation aux amplitudes (voir
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par exemple [6, 14]). Dans cette approche, le principe variationnel n’est pas respecté non
plus.

Il est également possible de conserver les valeurs moyennes exactes a trois, quatre, ...
opérateurs. Les calculs deviennent alors beaucoup plus compliqués et, ainsi que nous le
verrons dans le cadre de l'oscillateur anharmonique, nous serons confrontés a des incohé-
rences au niveau du formalisme lui-méme. En fait, ces contradictions peuvent en théorie
étre levées grace a la SCRPA (Self-Consistent RPA) dans laquelle toutes les corrélations
sont incluses. En pratique cependant, trés peu de systémes ont pu étre traités en SCRPA
[6, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21| du fait méme de sa complexité de mise en oeuvre.

Le second formalisme de la RPA est celui des équations de Dyson. Son principal inté-
rét est d’étre directement applicable en théorie des champs. De plus, les approximations
réalisées au cours du calcul peuvent plus facilement s’interpréter diagrammatiquement.

Pour établir les équations, il faut partir de la définition d’une fonction de Green a
I'équilibre a température nulle (la généralisation a température finie est directe) :

Gag(t, ) = —i(0|T (Aa(t) A;(t')) 0) | (2.7)

ou T est 'opérateur qui ordonne dans le temps et o les opérateurs A,(t) et A;g (') sont

les représentations de Heisenberg des opérateurs A, et A;g intervenant dans 1’expression
de l'opérateur d’excitation @, de la méthode précédente (avec les amplitudes) : A, (t) =
et A, (0)e " (H est ’hamiltonien complet). A Iéquilibre, la fonction de Green ci-dessus
ne dépend que de la différence des deux temps ¢ et t'. Par conséquent, la transformée de
Fourier ne va donc dépendre que d’une seule énergie F :

dE . )
Gasltst) = [ G e P Gop(E) (2.8)
2m
L’équation du mouvement (de Dyson) pour G,s(E) s’écrit alors [5, 22] :
EGup(E) = Nus + Y DCap Nyl Gra(E) (2.9)
By

avec

Nog = (0][4a, A5)|0) ,
DCos = (0][[Aa,H], Af][0) . (2.10)

Il est alors possible, a partir de ces équations de retrouver les schémas d’approximation
décrits pour la premiére méthode. Ainsi, 'approximation de la RPA standard consistera,
comme précédemment, a remplacer le vide exact par le vide de champ moyen. De méme,
pour la RPA renormalisée, on factorisera les fonctions de Green pour ne conserver que les
fonctions de Green a deux corps, la seule différence résidant dans la fermeture du systéme,
fermeture qui se fera via le théoréme spectral :

(BA) — lim ZzﬂeiwwGA,B(w). (2.11)

n—0+t ™
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En fait, il est possible de montrer que les deux méthodes décrites précédemment sont
équivalentes si [22] :
(OI[H, [Aa, AZ)NI0) = 0 . (2.12)

Evidemment, ces relations sont automatiquement satisfaites si |0) est I’état fondamental
exact, ce qui n’est plus forcément le cas dés lors que 'on effectue des approximations.
Nous les imposerons alors généralement comme contraintes. Lorsque [A,, AL] redonne un
opérateur appartenant également au spectre d’excitation (ce qui ne sera pas toujours notre
cas), ces équations correspondent a ce que l'on appelle les "équations du gap" généralisées.
On peut montrer qu’elles sont équivalentes & la minimisation de I’énergie par rapport
aux paramétres variationnels du probléme (cf paragraphe sur l'oscillateur anharmonique).
Mais, & nouveau, méme si les deux formalismes présentés sont équivalents, nous avons déja
signalé que ’approche par les fonctions de Green était en fait plus adapté a la théorie des
champs. C’est donc ce dernier formalisme que nous allons maintenant considéré dans notre
premier exemple d’application de la RPA & une théorie bosonique, & savoir la théorie A¢?.

2.3 RPA et extensions appliquées a une théorie de champs
scalaires \¢*

2.3.1 Potentiel effectif

Il est clair que le potentiel classique d'une théorie quantique des champs joue un role
crucial lorsque 'on se préoccupe du phénomeéne de brisure de symétrie. Cependant, il
arrive parfois que les corrections radiatives (et de maniére plus générale, les fluctuations
quantiques) puissent changer le comportement du potentiel classique. Le minimum du
potentiel classique peut alors devenir instable du fait méme des corrections quantiques.
Alinsi, une symétrie spontanément brisée au niveau classique peut étre restaurée au niveau
quantique et, inversement, une symétrie peut étre spontanément brisée au niveau quantique
alors qu’elle ne I'est pas au niveau classique. Pour cette raison, la quantité pertinente a
considérer n’est pas le potentiel classique mais ce que ’on appelle le potentiel effectif. Le
potentiel effectif est I’analogue du potentiel classique dans le sens ou c’est lui qu’il faudra
minimiser pour avoir les états stables du systéme. La seule différence est qu’il prend en
compte les effets quantiques. Ces derniers peuvent étre inclus ordre par ordre en théorie
des perturbations. Le potentiel effectif prendra donc une forme différente suivant que ’on
travaille a une ou plusieurs boucles. En ce qui nous concerne, nous le déterminerons dans
différentes approximations : champ moyen et RPA renormalisée.

2.3.2 Reésultats pour la théorie scalaire & 1+1 dimensions

Le but de ce travail est de disposer de théories non-perturbatives qui soient applicables,
dans un premier temps, au probléme de la symétrie chirale et, enfin, aux théories de jauge.
Afin de mettre au point ces approches non-perturbatives, nous allons commencer par un
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modéle simple de théorie quantique des champs, a savoir le champ scalaire en interaction,
dont la densité lagrangienne s’écrit (A > 0) :

2

L(®(z), 0"B(z)) = %aucp(x)au@(x) M) - 2@4(35). (2.13)
Afin de s’affranchir des difficultés techniques qui sont spécifiques a la théorie quantique
des champs et donc se concentrer uniquement sur ’aspect non perturbatif du probléme,
nous allons nous limiter au cas & 141 dimensions. La théorie A®* devient alors super-
renormalisable.

Ce modeéle a déja été étudié par d’autres techniques : théorie des champs sur réseau
[23, 24, 25| et développement en clusters [26]. Il sera par conséquent possible de comparer
nos résultats avec ceux obtenus dans ces travaux, a savoir qu’il se produit une transition
de phase du second ordre entre une phase symétrique ou le condensat s est nul et une
phase ou s est différent de 0 (le condensat est défini par : & = ¢ + s avec s = (0|P|0) et
(0]|¢|0) = 0). s joue donc le role de paramétre d’ordre.

2.3.3 Résultats dans le cadre de approximation de champ moyen

Partant du lagrangien 2.13, il est trés facile de construire le hamiltonien. Dans le cadre
d’une théorie de champ moyen, on introduit une masse m variationnelle, les opérateurs
création (b') et annihilation (b) correspondants et le vide |0,,) associé (b[0,,) = 0). De
maniére explicite, le hamiltonien prend alors la forme :

2 2
H = /da: E (I + (V)? + m?¢?) + Apt 4 Mgz ™ 4

4 2 2

avec
0@t = [ db [PHE) + ¢ T )
= [ dp [e77 (1) + ¥ (-.0)]
. . . dp
avec la mesure invariante dp =
2po(27)
et

Comme indiqué dans le paragraphe précédent, & 141 dimensions, la théorie est super-
renormalisable et il suffit en fait ici d’un seul contreterme de masse pour la régularisation.
En appelant p la masse renormalisée, on peut alors montrer qu’aprés renormalisation [7],
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F1G. 2.1 — A gauche : potentiel effectif gaussien en fonction du condensat s (I'échelle est
proportionnelle a la masse nue renormalisée p?) pour différentes valeurs de la constante de
couplage p. A droite : condensat au minimum du potentiel effectif gaussien, sq, tracé en
fonction de p et a température nulle. La transition de phase se produit pour p. = 2.56. s
est discontinu, la transition de phase est donc du premier ordre.

le potentiel effectif (gaussien) prend la forme indiquée sur la figure 2.1 pour différentes
valeurs de p = e Sur cette figure trois "catégories" de courbe apparaissent clairement :
1

la catégorie ne présentant pas d’extremum autre que s = 0 (correspondant a p < 2.3); la
catégorie possédant un minimum local différent de zéro (pour p € [2.3,2.45]) et enfin celle
possédant un minimum global différent de zéro (pour p > 2.45).

Cela signifie que lorsque p augmente, il se produit une transition de phase. Celle-ci est
du premier ordre car lorsque p augmente, le potentiel effectif développe un second mini-
mum (c’est-a-dire autre que s = 0) qui devient de plus en plus prononcé pour finalement
I'emporter pour p ~ 2.45). Le paramétre d’ordre effectue donc un saut pour cette valeur
de p. Il est possible de mieux visualiser le phénoméne en tracant directement sy, valeur du
condensat au minimum global du potentiel effectif, en fonction de p (voir figure 2.2) : la
courbe est en effet discontinue et le parameétre critique est p. ~ 2.56.

Nous avons donc mis en évidence le phénomeéne de brisure spontanée de la symétrie du
lagrangien. Trés souvent, quand ce phénomeéne apparait, par exemple dans le mécanisme
de Higgs, la brisure est explicitement contenue dans le potentiel, comme par exemple :
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V =-1p2®% + 29%. Ici, cette brisure est d’origine dynamique.

Au niveau du champ moyen, la transition de phase observée est du premier ordre.
Ceci est tout a fait en accord avec les résultats de Particle |[26] (qui utilise une méthode
différente, a savoir le développement en clusters pour les fonctions de Green) qui montre,
qu’a I'approximation gaussienne, la transition est également du premier ordre et que le
paramétre critique est p. = 2.568. Ces deux résultats sont donc en contradiction avec la
référence |27] qui montre, au sens mathématique du terme, I'impossibilité d’une transition
de phase du premier ordre pour ®* en 1+ 1 dimensions (il faut considérer ®* comme limite
du modele d’Ising généralisé). L’approche de champ moyen est par conséquent insuffisante
pour reproduire les propriétés du systéme au niveau de la transition de phase. Ceci n’est
évidemment pas surprenant et nous allons donc maintenant passer aux résultats obtenus

dans le cadre de la RPA.

2.3.4 Reésultats dans le cadre de la RPA et de la RPA renormalisée

Nous avons introduit dans la section 2.2 quatre types de fonctions de Green que nous
notons a nouveau sous la forme :

G = —i
Go b = —1
G ap = —1
Gab = —i

A,AD10),
A,A)|0),
AL, ADo),
AL A,)|0).

0|T
0|T
0|T
0|T

o o~ o~
A~~~ I/~

Nous nous limitons pour ce probléme a un espace a deux particules : ainsi, les opérateurs
mis en jeu seront b}, bLbL, et finalement b},b_, avec o # o pour les excitations du type
"particule-trou". Les raisons pour lesquelles on se limite a cette ordre sont uniquement
liées a la faisabilité, les calculs devenant beaucoup trop lourds a trois particules. Pourtant,
lopérateur de masse, a cause du couplage a quatre champs, devrait faire apparaitre des
graphes a deux boucles, c’est-a-dire en pratique des excitations a trois particules. Il est donc
évident, en se limitant & cet ordre dans les opérateurs d’excitation, que nous ne pourrons
générer directement l'opérateur de masse dans son entier. Ceci constitue effectivement
un probléme. Toutefois, pour simplifier, nous conserverons tout de méme cet ensemble
d’opérateurs.

Le calcul est relativement complexe. Techniquement, nous suivons la méthode exposée
dans le premier paragraphe, qui consiste, d’une part, a factoriser les différentes fonctions
de Green en ne conservant a la fin que les valeurs moyennes a deux champs et d’autre
part a utiliser, pour la RPA standard, le vide de champ moyen pour le calcul des double
commutateurs. Le systéme est donc fermé et, en théorie, soluble. Pour la RPA renormalisée,
le vide utilisé n’est plus celui de champ moyen et les valeurs moyennes a deux champs sont
calculées via le théoréme spectral.

Meéme si tout ce qui vient d’étre dit est parfaitement exact sur le principe, les choses
ne sont malheureusement pas aussi simples qu’il y parait a premiére vue et de nombreuses
subtilités sont en réalité nécessaires pour parvenir a effectuer le calcul jusqu’au bout. Tous
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les détails sont présentés dans [7, 28]. Dans ce manuscrit, nous allons juste insister sur
un probléme propre a la RPA, a savoir le calcul de I’énergie cinétique. Plus précisément,
les valeurs moyennes de ®,®! et I1,IT nécessitent la connaissance de valeurs moyennes
d’opérateurs qui ne sont pas directement données par le calcul RPA lui-méme. Il faut donc
recourir a ce que ’on appelle la "charging formula". Le principe est d’utiliser un artifice de
calcul en multipliant le hamiltonien d’interaction H;,,; par un paramétre arbitraire p € [0, 1]
(on modifie la constante de couplage). On a alors :

E(p) = (¥(p)|Ho + pHint| ¥ (p)) (2.14)

ou |¥(p)) est I'état fondamental du hamiltonien H(p) = Hy + pH;pi. On a alors :

dE 1
— = (¥ H;. |V (p)).
P p< (P)|pHint | (p))
que l'on intégre sur p :
1 dp
Blo=1) = Eepr+ [ L) |oHonl¥(0)) (2.15)
0

L’adaptation de cette formule, qui permet le calcul de I’énergie de corrélation, a la théo-
rie des champs relativistes a été particuliérement délicate |7]. Le point épineux a été de
construire un hamiltonien "libre" et "d’interaction" appropriés afin de pouvoir effectuer le
calcul. Le probléme a été résolu en incluant dans le hamiltonien libre ’ensemble des termes
du hamiltonien complet contribuant au champ moyen [7]. Nous avons alors pu déterminer
le potentiel effectif, dans le cadre de la RPA standard et de la RPA renormalisée. Les résul-
tats sont représentés sur la figure 2.2 (figure de gauche : RPA standard ; figure de droite :
RPA renormalisée).

En ce qui concerne la RPA standard (figure de gauche), nous obtenons une transition
de phase du deuxiéme ordre (pas de phase métastable). Cela signifie que les fluctuations
RPA ont été suffisantes pour générer le bon ordre de la transition vis a vis du champ
moyen. Il y a donc continuité entre la zone ot s = 0 et celle ou sq # 0. Le paramétre
critique, quant a lui, est égal a p. ~ 1,86. Cette valeur est plus basse que le résultat de
champ moyen et on s’éloigne donc du résultat calculé par les réseaux (2,56 dans [24]) mais
nous sommes en accord avec le résultat théorique qui interdit une transition de premier
ordre. Cependant, il faut signaler que cette courbe a été en réalité obtenue, suite & une
approximation supplémentaire, en éliminant une instabilité provenant d'un propagateur a
une particule (ce propagateur a di ainsi étre remplacé par son équivalent calculé en champ
moyen).

La présence méme de cette instabilité suffit & elle seule a justifier le fait qu’il est néces-
saire d’aller au-dela. En d’autres termes, il est intéressant d’inclure des corrélations absentes
dans le formalisme standard, afin de savoir si elles vont faire disparaitre 'instabilité. En
réalité, il faut également mentionner qu’a ce stade, le résultat est également non covariant
et que les relations spectrales ne donnent pas le bon résultat (ce point sera rediscuté dans
le cas de l'oscillateur anharmonique).
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F1G. 2.2 — Potentiel effectif RPA standard (& gauche) et RPA renormalisée (& droite).

En ce qui concerne la RPA renormalisée, nous observons une transition de phase du
premier ordre (en désaccord avec [27]) pour p. ~ 2.3. Cependant, cette valeur de p. se
rapproche du résultat calculé sur réseau [23, 24, 25|, ce qui est encourageant. De plus,
méme si la transition de phase n’est pas du bon ordre, la zone de métastabilité s’est
considérablement réduite par rapport au champ moyen (la barriére de potentiel entre la
phase stable et métastable est plus faible qu’en champ moyen). Les fluctuations de la
RPA renormalisée (fluctuations a deux corps, mais calculées sur le vide RPA autocohérent
contrairement & la méthode standard) diminuent donc le caractére premier ordre de la
transition de phase et améliorent la valeur du parameétre critique. De plus, I'instabilité de
la RPA standard a été éliminée.

A nouveau, ces résultats sont encourageants mais ne doivent pas faire oublier qu’ils
ont été obtenus a la suite d’approximations et qu’un certain nombre de problémes non
résolus subsistent, outre la non covariance. Prenons par exemple ['utilisation des relations

spectrales. Ainsi, si nous voulons calculer <b1b_2b3>, on obtient

. dE )
0142-3 <b{b_253> = 01123 tl_l)%}r <b{(t) (b_2b3)(0)> =d149-3 /Zﬁe En+Gb,2b3,bJ{(E) (2.16)

ou, en utilisant une autre décomposition,

. dE (2
G125 (bb 2by ) = 1z s lim (O3b2)(@5(0)) = 122 5 / e Gy, L (B) (217)
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La deuxiéme solution donne un résultat nul, contrairement a la premiére...

Plusieurs hypothéses peuvent étre avancées pour tenter d’expliquer les problémes que
nous avons rencontrés. On peut par exemple se demander si la facon de tronquer les équa-
tions en éliminant systématiquement les valeurs moyennes connectées a trois ou quatre
champs dans nos équations est légitime ou non (nous verrons d’ailleurs sur 'oscillateur
anharmonique comment il est possible de lever partiellement cette approximation). Il est
également possible d’objecter que I’espace des opérateurs d’excitation n’est peut-étre pas
en adéquation avec le probléme étudié, a savoir qu’il faudrait sans doute, ainsi que nous
I’avons déja mentionné, inclure les excitations a trois particules. La encore, nous verrons
comment nous pouvons les inclure dans la phase symétrique dans le cas de l'oscillateur
anharmonique. Ensuite, il faut remarquer que notre approche, contrairement a la méthode
originelle de la RPA, n’utilise pas la bosonisation des paires de bosons. Dans le cas de
fermions, cette "non bosonisation" s’est déja révélée avantageuse par rapport a 'approche
habituelle, en ce sens qu’elle permettait de mieux respecter le principe de Pauli [29, 30, 31].
Il n’y a donc aucune raison particuliére de croire que cela devrait poser un quelconque pro-
bléme dans le traitement de systémes de bosons. Enfin, en ce qui concerne la non-covariance
des expressions obtenues, une réflexion est menée quant a l'utilisation du céone de lumiére.

On le constate, de nombreuses pistes sont a ’étude pour essayer de pallier aux insuf-
fisances de notre approche qui, soulignons-le tout de méme encore une fois, a fourni de
nombreux résultats encourageants.

2.4 Application de la RPA a l'oscillateur anharmonique
a une dimension

Afin de sérier les problémes, nous avons décidé de considérer I’exemple de 1'oscillateur
anharmonique & une dimension. Evidemment, ce systéme reléve de la mécanique quan-
tique pure. Cela signifie que le probléme de la covariance ne sera pas résolu par ce biais.
Néanmoins, nous allons ainsi pouvoir isoler les spécificités des systémes bosoniques. Nous
allons tout d’abord commencer par présenter briévement ’approche par la RPA standard
puis indiquer, dans une seconde partie comment il est possible d’améliorer les résultats en
vérifiant & chaque étape la cohérence de notre approche.

2.4.1 Résultats pour la RPA standard et la RPA renormalisée

Notre hamiltonien de départ est :

2 X2
H:%+u27+gX4 (2.18)
avec pu? < 0 et g > 0. On peut alors introduire les opérateurs création et annihilation
habituels a' et a (a = (fi+ip)/v/2 avec ji = /|p2|) ainsi que le vide |V) associé (a|V) = 0).
Pour la mise en place du formalisme de la RPA, il est ensuite nécessaire d’effectuer une
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transformation de Bogoliubov :
|HF) = e*a'+3t"|7) (2.19)

L’opérateur b qui annihile le vide |HF') est alors facilement obtenu en fonction des para-
métres u et ¢ de la transformation de Bogoliubov :

b= (1—-1>)"Ya —ta! —u) (2.20)
On en déduit finalement :

_ _
r=X+s = ¢5®+W (2.21)

p = —%Vﬁgw——w) (2.22)

ou s et w s’expriment trés simplement en fonction de u et ¢. La raison pour laquelle nous
avons décider de considérer ces deux nouveaux parameétres est qu’ils ont une interprétation
physique particuliérement simple : s correspond a une translation et w a la fréquence
modifiée de l'oscillateur.

Le but d’une transformation de Bogoliubov est de sélectionner la meilleure base possible,
c’est-a-dire de déterminer les valeurs des paramétres variationnels qui minimisent ’énergie
FI'" = (HF|H|HF). s et w doivent donc vérifier : 0BT /9s = 0 et BT /0w = 0. Ce qui
est trés important, et c’est pour cette raison que nous avons donné beaucoup de détails sur
la transformation de Bogoliubov, c’est que les deux relations ci-dessus sont équivalentes a :

HF
agj =0 < (HF|[H,b]/HF) =0,
S
OB
5o =0 & (HF[[Hbb]JHF) =0 . (2.23)

En d’autres termes, l'origine profonde des équations du gap est la minimisation de I’éner-
gie par rapport aux paramétres variationnels de la transformation de Bogoliubov. Cela
implique que I'on ne peut donc pas choisir le spectre d’opérateurs que I’on souhaite ! En ef-
fet, considérer des opérateurs a trois particules est a prior: impossible : on ne pourrait pas,
par exemple, avoir (HF|[H, bbb]|HF) = 0 alors qu’il n’y a pas de troisiéme paramétre dans
la transformation de Bogoliubov. Il est donc a prior: nécessaire que cette transformation
soit, plus riche pour pouvoir élargir le spectre d’excitation.

Cette remarque importante étant faite, nous allons maintenant examiner les corrections
RPA par rapport au champ moyen dans le cadre d’un spectre d’excitation {b, b', bb, bTb'}.
Le calcul de EFP4 = (RPA|H|RPA) ! nécessite I’évaluation de termes (RPA|AB|RPA).

!Dans le langage habituel, I’énergie calculée dans le cadre de la RPA ne correspond pas a ce que
nous avons baptisé Ef'F4 mais nécessite I'utilisation, comme dans le paragraphe précédent de la charging
formula. Notre objectif, cependant, est de comparer les différentes valeurs de (gs|H|gs), quelque soit |gs)
(|JHF),|RPA), etc...)
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Dans le cadre du formalisme de I’équation de Dyson, ces valeurs moyennes sont données
par le théoréme spectral qui s’écrit, dans la limite ¢ — ¢’ :

E
(RPA|AB|RPA) = i Z—GAB(E) (2.24)
m

Dans le cadre de la RPA standard, les valeurs moyennes du membre de droite ne sont pas
calculées de maniére auto-cohérente mais a partir du vide |HF'). De plus, I'application
directe de cette formule & un cas simple indique par exemple que (RPA|2x?|RPA) doit étre
calculé a partir de G, c’est-a-dire une combinaison linéaire appropriée de fonction de
Green du type Gy, Gy, ete... Par conséquent, le spectre d’excitation étant limité a deux
particules, I'évaluation directe par cette méthode de (RPA|z*|RPA) est impossible. Nous
avons donc eu recours a une factorisation systématique afin de ne conserver que les valeurs
moyenne a deux particules. Par exemple :

(RPA|x*|RPA) ~ 3(RPA|2z*|RPA)? (2.25)

Le calcul explicite de tous les termes devient alors relativement aisé. Les résultats numé-
riques obtenus seront présentés a la fin, apreés la description des schémas plus élaborés que
nous avons mis en place (cf paragraphe suivant).

Pour la RPA renormalisée, nous avons suivi exactement la méme procédure de fac-
torisation que pour la RPA standard en ce qui concerne les valeurs moyennes. La seule
différence, mais qui est d’importance, est que les valeurs moyennes du membre de droite ne
sont plus calculées a partir du vide |H F) mais du vide corrélé |0). Chaque application du
théoréme spectral fournit donc une relation d’auto-cohérence qu’il s’agira de résoudre. Sur
le principe, ce schéma d’approximation est totalement identique a celui que nous avions
mis en place dans le cadre de la théorie des champs. Cependant, il n’est pas cohérent :
en effet, le calcul direct imposerait explicitement que (0[p?|0) = (0|z2|0) = 0, ce qui est
évidemment faux. Une telle contradiction apparaissait déja sous une autre forme dans le
cadre de la théorie des champs. La maniére dont nous avions alors contourné le probléme,
c’est que nous avions abandonné 1’équation du gap pour s. C’est en effet cette équation in-
troduite explicitement dans les autres, qui conduit a la contradiction mentionnée ci-dessus.
Ce faisant, on perd bien évidemment la symétrie des doubles commutateurs, puisqu’alors :

0[[b, [H, b"b]]]0) — (0[[bT0", [H, b]]|0) = (OI[H, b']|0) # 0 (2.26)

Or, cette symétrie est trés importante pour la stabilité du systéme. Nous avons donc décidé
de modifier notre approche en incorporant d’autres corrélations, afin de voir si ce probléme
pouvait étre résolu et les résultats numériques améliorés, par rapport a la RPA standard
et au champ moyen.

2.4.2 Reésultats dans le cadre de la RPA renormalisée étendue

La stratégie suivie pour améliorer le schéma décrit dans le paragraphe précédent a été
d’inclure les corrélations de plus bas ordre non nulles. De maniére plus précise, nous avons
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pris en compte les valeurs moyennes a trois particules pour s # 0 et a quatre particules
pour s = 0.

Ceci nécessite quelques explications. En effet, nous avons déja signalé que le calcul
de valeurs moyennes a quatre particules était impossible sans inclure les excitations a
trois particules et qu’inclure ces excitations a trois particules impliquait la présence d’'un
parameétre variationnel supplémentaire dans la transformation de Bogoliubov. Ceci reste
tout a fait exact dans le cas s # 0. Cependant, les relations qui devraient étre vérifiées
dans le cas ot l'on aurait trois paramétres variationnels (par exemple < [H,bbb] >= 0) le
sont automatiquement dans le cas s = 0. Cela implique, qu’il est possible, sans induire de
contradiction avec ce qui a été dit précédemment, d’inclure, pour le cas s = 0 uniquement,
les opérateurs d’excitation a trois particules. Les calculs deviennent alors plus complexes
mais parfaitement réalisables [8].

E, +u8

0 I 1 . . . . 1 . . . . 1 . . . .
-15 -10 -5 0

2
n/g
F1G. 2.3 — Solution exacte pour 'énergie de 1'état fondamental (trait plein), solution champ
moyen (tirets), solution RPA (pointillés) et solution RPA renormalisée étendue (traits-
points) en fonction de pu?/g avec g = 0.5. Pour avoir des énergies positives, nous avons
ajouté pu*/8.

Les valeurs moyennes a trois et quatre opérateurs ont été calculées explicitement et
de maniére auto-cohérente. Des progrés ont donc été réalisés vers 'application de la RPA
totalement auto-cohérente. Malgré tout, il faut signaler que nous n’avons pas encore pu
aller au-dela pour le moment. Des pistes sont encore a explorer plus en détails, comme
par exemple l'introduction de deux types de bosons dans la transformation de Bogoliubov
(bosonisation d’une paire de bosons) afin d’introduire un autre paramétre variationnel. Le
but serait évidemment de savoir inclure de maniére systématique un nombre quelconque
d’opérateurs d’excitation et donc de pouvoir traiter de maniére symétrique les deux do-
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maines s = 0 et s # (0. Ceci est en fait plus une question de principe qu’une question de
précision numérique. On peut en effet voir sur la figure 2.3 que les résultats obtenus dans
le cadre de notre approche sont excellents. Cela signifie que la plupart des corrélations qui
manquent dans le cadre du champ moyen et de la RPA sont en réalité contenues dans les
valeurs moyennes a trois et quatre particules. Le seul écart notable par rapport au résultat
exact est prés de la transition de phase (cf 2.3). Ceci est compréhensible dans le sens ot a
la transition toutes les corrélations doivent étre présentes. Par ailleurs, comme nous ’avons
déja mentionné, notre approche n’est pas symétrique dans les deux phases. Ceci explique
pourquoi la courbe est discontinue lors du passage s = 0 vers s # 0.

Pour terminer, signalons qu’un traitement identique a celui que nous venons de décrire
pour l'oscillateur anharmonique a été mis en oeuvre dans le cadre de la théorie A¢?*. Le
systéme d’équations tensorielles auto-cohérentes qui en résulte est cependant beaucoup
plus difficile a résoudre. Il est par conséquent difficile d’affirmer pour le moment que les
problémes décrits dans les paragraphes précédents seront tous résolus ou si, au contraire,
le probléme de la covariance subsistera ou non.
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Abstract. An application of a self-consistent version of RPA to quantum field theory with broken symmetry
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1 Introduction

One central aim of the relativistic heavy-ion program is
to produce highly excited hot and dense matter possibly
constituting a quark-gluon plasma. In such a phase
quarks and gluons should be liberated and chiral sym-
metry should be realized in its Wigner form. A central
theoretical question is thus to have a correct description
of the broken vacuum and of the progressive restoration
of chiral symmetry with increasing temperature and/or
baryonic density. This problem is highly non-perturbative
in nature and the usual perturbative loop expansion
techniques are certainly not sufficient by construction.
These features provide at least one important motivation
to develop tractable non-perturbative methods to be
applied in the context of (effective) field theories with
broken symmetries.

One hope is to try to adapt to quantum-field problems
very well-controlled non-perturbative methods from the
nuclear many-body problem possibly of variational nature.
A very popular method, known as the Gaussian approxi-
mation for interacting bosons, exactly corresponds to the
Hartree-Fock-Bogoliubov mean-field approximation which
constitutes the basic building block of the nuclear many-
body theory i.e. for fermions, see, e.g., [1]. This variational
method has already been applied to theories with a global
symmetry [2] as well as with a local symmetry [3]. Never-
theless, when this HFB approach is applied to a bosonic
O(N) model (i.e. to the linear sigma model) the pion ap-

# e-mail: hansen@ipnl.in2p3.fr

pears with a finite mass or, in other words, Goldstone the-
orem is violated as discussed in [4]. As demonstrated in
recent papers, RPA fluctuations are able to generate this
soft mode, known as the spurious mode in the context of
nuclear physics [5,6]. The RPA approach thus appears as a
very promising technique to treat non-perturbative prob-
lems in the context of quantum field theory. However, in its
simplest form, this method is not variational and its pre-
dictions are not always very well under control. In partic-
ular, it is well known that standard RPA has the tendency
to overestimate the attractive correlation energy, at least
in examples of nuclear physics. The purpose of this paper
is therefore two-fold: first, a complete presentation of the
RPA technique is given in the context of the simplest field
theory, namely the Ap? theory with a specific application
to the 141 dimensional case. The second goal is to develop
the formalism of more elaborated versions of the RPA ap-
proach, namely the so-called renormalized RPA (r-RPA),
which, to our knowledge, has never been done before. Let
us mention that there exist previous attempts to apply
many-body techniques for this specific problem. For in-
stance, Hauser et al. use the cluster expansion of Green’s
functions [7]. Of course other methods, such as lattice cal-
culation, have been employed, see, e.g., [8-10]. Our aim is
not really to compete with these numerical methods but
actually to develop a tractable approach allowing direct
physical interpretations in view of further applications in
the context of chiral or gauge theories. In this preliminary
work our aim is rather modest and limited to the presenta-
tion of the formalism and the discussion of the remaining
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problems to be solved such as the explicit covariance of the
obtained results. We also present the method to calculate
the RPA correlation energy in the context of a field theory
within a Green’s function formalism. One important point
of this paper is to adapt the so-called “charging formula”
method (see, e.g., [11]) for quantum field theory beyond
the standard RPA scheme. Some numerical results are also
obtained showing in particular how to cure the instability
of the standard RPA in the broken-symmetry region.

2 The ¢* theory
2.1 The Hamiltonian

We consider the Lagrangian density

1

L= 00() 0up(a) — 3 1R @)

- — ft@,

24

where p is a constant and the bare coupling constant
b= \/6 is positive for reasons of stability. We decompose
the scalar field p(x) in a classical part or condensate s and
a fluctuating piece ¢(x):

The presence of the condensate s indicates a spontaneous
breaking of the underlying ¢ — —¢ symmetry. Introduc-
ing the conjugate field IT(x), one obtains for the Hamil-
tonian (in d 4+ 1 dimensions)

1 b b
H:/ddx {E,u%sz + ﬁsél + (,uos + 683> o(x)

= [H2(;v) + (0i9)’ (x) + (ﬂﬁ - 382> ¢’2(”“")]
bs

%

CRETO1 ®)

Putting the system in a large box of volume V = L9, it
is convenient to work in momentum space and to expand
the fields according to

() = — —— 37 e 11,(1) . (4)

The hermiticity of ¢(x) and I1(z) imposes QS:; = ¢_g and

H;ﬂ = —II_z and canonical equal-time commutation rela-
tions translate into

[6g, ITL] = 674 - (5)
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The Hamiltonian can be rewritten as

_ L oo b 4
H—V<2u08 + 21 °

b
+VV Z (uos + 683) bq0g.0
7

+Z (HriH;L + 03 ¢q”¢£~) + % Z V12,3 ¢1 ¢2 ¢3
q

123

"‘i D> Viosad dadsda, (6)

1234

where ¢; is a shorthand notation for ¢4 and the three-
body and four-body interactions are given by

bs b
v3723 = \/17 6@3-%@5-%@5’ v372£l4 = i; 5@1-FQE-FQB-F§Z :

(7)
The bare single-particle energy appearing in the Hamilto-
nian is B
o§:q2+u3+552. (8)
In the following, we will call H3 and H, the three-body
and four-body interacting Hamiltonians.

2.2 The Gaussian approximation

In the Gaussian approximation the ground state is rep-
resented by a trial wave function which is a functional of
the field ¢(Z):

[U(p)) =

The optimal wave function is obtained by minimizing
(W(p)|H|Y(p)) with respect to h(Z — §). The resulting
function, which still depends on the condensate s, defines
the Gaussian effective potential. The various minima in s
correspond to the possible phases of the system. Working
in momentum space, one introduces the Fourier transform
of h(Z — ¢) according to

MZ—9y)= /ddq fTE N e, (10)
It is easy to show that the trial ground state is the vacuum
of the canonical destruction operator bg such that

I; = \/% (bq~ - bT_E> .

(11)
The single-particle excitation of this vacuum have energies
€q which differ from the bare energies O,4. In other words
we have rotated the original bare basis with single-particle
energies O, into a basis associated to the g,’s through a
Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) transformation. In this

¢q = %q (bq + bT_q~—>,
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Fig. 1. Left panel: Gaussian effective potential for various values of the dimensionless coupling constant p. Right panel: value
of the condensate s minimizing the Gaussian effective potential as a function of p.

HFB ground state the energy density is easily calculated
by using the Wick theorem

1 b
Eole,s) = §ug s? + ﬁs‘l

1 €q (92 b, 99
toy : (5 + 2%, +35697%,
where the scalar density (¢?) is given by

1 1 1 dig 1
2 = — = t = — _ = q _
%) =5 2 loroh) = 5 qu e _/(%)d =
(13)
Minimization with respect to £, gives the HFB quasi-
particle mass m:

(12)

=S PR (26 ()
It has been demonstrated in d = 3 spatial dimensions that
the above gap equation can be rendered finite by appro-
priate mass and coupling-constant renormalizations [12].
Here we concentrate onto the d = 1 case where the theory
becomes super-renormalizable and only requires a mass
renormalization. We eliminate po in favor of the renor-
malized mass p according to

b [T dg 1
Mg:M2—_/ T (15)
2 ) a 2m2\/q? + 12
where A is a ultraviolet cutoff. The gap equation becomes

m? = p? + g(s2 + (A¢%),) (16)

with

(A?) —/M@ ! o ! _
# 4 27 \ 2/ + m? 2/ + 12

(17)

which is independent of the cutoff A. Re-injecting the so-
lution for the mass m into the expression of the energy
density one gets the effective potential which is also finite,
once the energy of the perturbative vacuum of particles
with mass p is removed. The result is

= 132 +pst + L

m2 m2 m2
2 (—2 -1-— ln—2>
I 2 8r \ p I %

3p m2\ >
- m2)
1672 12

p = b/24

where

is the dimensionless coupling constant. At low p the effec-
tive potential has a minimum at s = 0: the unbroken phase
is thus stable. Increasing p, a new minimum develops at
finite s corresponding to a meta-stable broken phase. At
a certain critical p. = 2.57 the deformed phase becomes
stable and the system undergoes a first-order phase tran-
sition (see fig. 1) in agreement with [7]. The approach can
be straightforwardly extended to finite temperature using
the so-called statistical variational principle.
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One obtains for the finite-temperature effective poten-
tial (i.e. the grand potential)

M:Z/@lnofexp(iq))Jr}sQ+P54

12 uw ) 2w T 2
1 (m? m?  m? N2
+§ F—lfﬁlnﬁ — 3p(A¢ >u(T) (19)
with
(AG?)o(T) :/ dg (1 + n(eg/T) 1
M 2w 2 q2+m2 ) q2+/,62 )
(20)

where n(z) = 1/(exp(x) — 1) is the Bose-Enstein distribu-
tion and the gap equation (16) is unchanged once (A¢?),
is replaced by its finite-temperature expression given just
above. Some numerical results are shown on fig. 2. Choos-
ing p > p. the vacuum is in a broken phase. At a certain
critical temperature T, one gets a first-order transition
towards the symmetry restored phase.

3 The RPA approach
3.1 The equation-of-motion method (EOM)

The aim of the RPA method is to describe the excitation
spectrum of a Hamiltonian H. The excited states |v) and
the ground state |0) are defined by the conditions

v)=QL10),  Qul0)=0.

Minimizing E, = (v|H|v)/{v|v) with respect to the oper-
ators @, one gets the following set of equations [1,13]:

(01 [6Qu. [H,Q}]]10) = 2, (0] [6Qu, Q}]10),

(21)

(22)

where (2, = E, — Ey is the excitation energy. Equa-
tion (22) is supplemented by the conditions

(0|[H,Q.]]0) =0

which will determine the mean-field basis. Equation (23)
is a natural complement to eq. (22), since both equations
hold in the exact case [14]. In general in this EOM ap-
proach, the excitation operators are searched only within
a limited domain. They are usually taken in the form

(23)

QL= (XAl -YrAL,),

a

(24)

where the A, constitute a set of non-Hermitian operators
labeled by a set of quantum numbers a (for instance mo-
mentum or isospin state). The RPA equations (22) now
become matrix equations which allow to determine the
excitation energy and the X and Y amplitudes (summa-
tion over repeated indices is understood):

Aab 5 Bab be — Xg
(B*alﬂ Tab Yy) 2 Nay Yy
with the matrix elements given by the double commuta-
tors

(25)

Aab = <O‘ [Aa7 |:H7 AH:| ‘0>a
Bay = —(0] [Aq, [H, A_p]] |0) (26)
and the norm matrix is
t
[ ©An ] 100, (0140 2-4]10) o

(0] [, A-s] [0), (0] [4a, A]] [0)
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The previous conditions (23) translate into equations
having the form of gap equations:

(0|[H, Aq]|0) =0 . (28)

In practice the quality of the RPA scheme depends
on the approximation which are made. Firstly the
larger is the space of A, operators, the better is the
accuracy of the method. Here, in practice we will limit
ourselves to single- and pair-boson operators namely
Al = {bg7 bgb},, bgbqw}. Secondly, one crucial point is
the calculation of the ground-state matrix elements of
the double commutators and of the matrix elements
appearing in the gap equations. Calculating the matrix
elements on the true RPA ground state constitutes
the self-consistent RPA (SCRPA). In practice this is a
formidable task both formally and numerically which
only has been fully achieved in a very limited number of
simple model cases. In the most common approximation
(i.e. the standard RPA), the ground-state matrix ele-
ments entering the RPA equations are calculated on the
mean-field ground state. In our case it coincides with the
Gaussian or HFB ground state discussed above. There is
an intermediate approximation scheme, called in nuclear
physics renormalized RPA (r-RPA)[13,15-17], which al-
lows to incorporate part of the correlations in the ground
state. In sect. 4, we will propose the first application of
this method in the context of quantum field theory.

3.2 The Dyson equation approach (DEA)

We present an alternative but equivalent formulation
of the RPA scheme based on a Green’s function (GF)
approach [18]. Although equivalent in principle to the
equation-of-motion approach, this DEA method is more
convenient for quantum field theory. We define the time-
ordered Green’s functions:

Gt t') = =0T (Aa(t), AL(#)) 10),

Ga,-a(t,) = =0T (Aa(t), A-s(t)) [0)
G_aplt,t) = =i0IT (AL, (1), A}(2)) 10),
Goao(t,t) = —i0IT (AT, (1), Ap(t)) 10} . (29)

We introduce the energy representation of these GF ac-
cording to

and the matrix
_(Gas(B), GaslB)
Gap(E) = (Gal?b(E) , G—a,—b(E)) ’ By

The RPA equations have now the form of a set of coupled
integral equations for the various GF:
Ao, B -
BGus(B) = Nop + 3 (B* ) N Gap(E)
c,d

(32)

ac
*
—a—c? A—a—c

401

with
Aab
Bab

(0l [[40, 1], 4]] 10)

— (0 [[Aq, H], A—s]|0) . (33)

Notice that the double commutators are ordered differ-
ently from the ones obtained in the equation-of-motion
method. In practice, it can been shown that they are al-
ways identical.

4 The RPA and the renormalized RPA
applied to the ¢* theory

4.1 Solution of the RPA problem

We will limit ourselves to the case where the A operators
are only one-body and two-body operators. We introduce

creation b; and destruction operators bg depending on the
parameters kg according to

[ K3 / 1

or equivalently

oo vit)e w5 (i)

(35)
By construction they obey standard canonical commuta-
tion relation for boson creation and destruction operators:

(34)

[bg, bly] =05, [bg, bp] =0 . (36)
The B’s represent the quantum numbers of the created
boson state; here this is simply a momentum index and
—( represents the opposite momentum.

The excitation operators Al will be the one-body op-
erators b! and the two-body operators b;r; b;r;, and b;r; b_p
with 8 # (' for the “particle-hole” operators. The gap
equation ([H,bg]) = 0 will give the extrema in the con-
densate s of the vacuum energy. Since we will calculate
the effective potential giving directly the true minimum
(i.e. the stable phase) we will not use it here. The most
interesting non-trivial gap equation is ([H,bgb_g]) = 0
which constrains the basis, that is the xg parameters. This
gap equation gives ({...) stands for the ground-state expec-
tation value)

1
(11}) — <5 (@psh) = 5D (@36 @) conn Vio, 5
1,2

1 .
- Z <¢B¢J{¢£¢g>connvl,2,3,—ﬂy

1,2,3

(37)

(=)

where the suffix “conn” means connected operators which
contain exclusively correlated expectation values:
(ABCD)conn = (ABCD) — (AB)(CD)

—(AC)(BD) — (AD)(BC) (38)
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and eg is given by

=@+ + 55+ () (39)

\’Ql\')

with

(¢%) =

<l <I=

1
2— (1 + 2bLbg + bLbT - + bzb_g). (40)

LY 6
2

The £3’s can be seen as the generalized mean-field single-
particle energies. But at variance with the Gaussian case
these energies depend on the correlated self-consistent
scalar density ($?).

Standard RPA

In the standard RPA, we omit the connected parts. We
thus get from the gap equation (37)

(IITf) — €5 (50)) =0 (41)

and take for <q§gq§;> its value in the Gaussian HFB ground

state. This implies (see eq. (35))

Rp = €3 . (42)

The basis is fixed and coincides with the HFB basis. Sim-

ilarly all the matrix elements appearing in the calculation

of the double commutators and the norm matrix are sim-

ply obtained by using the Wick theorem on the Gaussian
ground state.

Renormalized RPA

In renormalized RPA (r-RPA), one still systematically
omits the correlated expectation values. Hence, the gap
equation (41) remains valid. However, the scalar density is
not yet fixed. It has to be determined self-consistently. The
problem of its evaluation (in a non-relativistic many-body
problem for Fermi systems it corresponds to the occupa-
tion numbers) is one of the subtleties of self-consistent
RPA (SCRPA). We will come to this problem later on.
The gap equation can be rewritten as
(k3—e3) (142bfbg) = (k5+e3) (b b1 45+ bgb_g). (43)
The basis kg is not yet totally fixed. However, we have
checked that the result of the r-RPA calculation does not
depend on its choice, provided the above gap equation is
satisfied. Thus, we can choose it as kg = €g, i.e. the gen-
eralized mean-field basis. This choice has the merit of sig-
nificantly simplifying the lengthy calculation of the double
commutators. In that case one has
(b b 5) =

(bgb_g) =0 . (44)
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In SCRPA this last property has to be always satisfied
because the b}j bi 5 operators are just linear combinations

of the genuine RPA excitation operators QJ, whose ex-
pectation values on the true RPA ground state vanish by
construction.

The many-body operator expectation values are also
calculated using the Wick theorem but the resulting two-
body operator matrix elements depend on the various oc-
cupation numbers. In other words all the ground-state ma-
trix elements entering the double commutators and norm
matrices are expressible in term of the fixed momentum

densities N3 = ((bgq%). We display here some examples:

2

— 5
(bgb_p) = ﬁ/vg,
1 K% + &2
T _ - B8 5
(bgbs) = —5 + 2, Ns,
(b1b3bsby) = (b1by)(bhbs) (01,3024 + 91,4 02.3)

+(bIbT ) (bsb_s) (J1,-2 3 —4) . (45)

We do not give the details of the calculation to obtain
the solution of the RPA problem (32). Even if we limit
ourselves to one- and two-body operators, it represents
quite a lot of algebra. The results for the various GF are
listed in the appendix. Here we give only the GF relative
to the field operator ¢ 5. For the one-particle GF, i.e. the
¢ particle propagator, one obtains

G¢ﬁv¢p/( ) 5P P G(Eviﬁ)v
- o\ -1
G(E,P) = (E2 €% — E(E,P)) , (46)
where the mass operator has the following form:
L b2g2 .
Y(E,P)= 5 I(E,P),
with
- o I(E,P
i(E,P) = % (47)
1 - 3I(E,P)

and the two-particle loop has the explicit expression

. = [ 4 0 (755

(2m)?
[61 + €9 €1N1 + EQNQ
2e182 E? — (o1 + &2)° +1in
81./\/1 — EQNQ :|

2e162 B2 — (g1 — 2)° +1in

€1 — €2

(48)

Notice that correlations are present in this expression
through the densities N; = <¢1¢I> We will see in sub-
sect. 4.4 how to calculate these densities in r-RPA. For
the 1p-2p and 2p-2p GF we give the particular combina-
tions which are directly relevant for the calculation of the
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1 idE 7. E,,,
24V / {Z Vi1 (Goay oo (B) = Clpay o} wﬂ
1234
_ ) . ) ~ ’ o )
i/ e / Dn e {bQ _SED e (LED G(E,P)} (51)
24 ) (2m) (2m) 1 - LI(E,P) 1 - YI(E,P)

effective potential

> Vi2-3Gy, 41 (E) =
123

v/ dP Y(E,P)G(E, P),

Z V1’2773’74 G¢3¢4 , ¢J1r¢7; (E) =

1234
_ o
V/—dpdb{2I(E,P) L TED
(2m) 1 - LI1(B,P)
I(E,P)

N 2
4022 | ——= 7 GE,ﬁ}.
3 (1—gI(E,P)> ( )

The reader may check that these results have a very clear
diagrammatic interpretation (see fig. 4 in the following).
From these expressions, one can get the expectation value
of the three-body Hamiltonian by taking the appropriate

t’ — ¢ limit of the GF
L [ dP [idE - 5
= [ — 2X(E,P)G(E,P) .
i | e | et 2EEPGEP
(50)
The correlated part of the four-body Hamiltonian is ob-
tained with the same technique but the uncorrelated GF

has to be removed. As we will see below, the expression of
the correlated energy will involve the following quantity:

(49)

(H3)/V =

see eq. (51) above

where the first-order term (i.e. the one-loop term I(E, P)
of eq. (49)) has been removed.

4.2 The effective potential

The starting Hamiltonian equations (6), (7) contains a
free Hamiltonian of bare particles with energy Oz and an
interacting Hamiltonian Hs + Hy. To simplify the writing
we now replace the momentum labels ¢ by integers ¢ and
omit the linear term in ¢ which does not directly play a
role in the formal manipulations:

b 4
H= V< [ 82 +24 >
+>05 (J:rlzzrlT + 0310]) + Hy + Hi. (52)
1

In the RPA approach, the contribution of the interact-
ing part of the Hamiltonian systematically transforms, in

the expressions of the various double commutators, the
bare single-particle energy into the generalized mean-field
single-particle energy (39) which is finite after mass renor-
malization in one spatial dimension:

—0? 1 2 (e*)n

672
1 2

(53)
where (¢?)r = (1/V) > (¢1 ¢J{> is in principle the corre-
lated vacuum density (see subsect. 4.4) except in standard
RPA where it is taken on the Gaussian ground state.
This suggests to rewrite the Hamiltonian as

H = Hy + Hint (54)
with
Huw = Hs + He = (00 3 2 016] e~V G (0
(55)

(¢?). is the expectation value taken on the ground state
of the mean-field quasi-particles with energies ; and

;e is the normal ordering with respect to this vac-
uum, namely:

1 @) = 1 ) — (61 1)

We use again the notation (¢?)r for the scalar density.
In renormalized RPA this scalar density is in principle
the correlated one. In standard RPA the quantity (¢?)r
appearing in Hj, is identified with the mean-field scalar
density (¢?). and ¢ refers to the Gaussian HFB mean field.
In that case, the interacting Hamiltonian reduces to

(56)

(Hint)standardRPA = H3+ :H4 e - (57)

The Hy Hamiltonian is obtained as H — Hjyy:

1 b 1 F 024 ol
HO:V(Q,uOs + 578 >+§1:§(H1H1+01¢1¢1)

b

b
g 321: L10] e +V g (67)2 (58)

Again in the case of standard RPA the self-consistent
scalar density (¢?) is replaced in the above expression by
the Gaussian HFB scalar density (¢?).. Ho can be rewrit-
ten as

Hy = E, +Z%(:H1HI e +er i hr ol ) . (59)
1

It has the form of a free Hamiltonian for quasi-particles
with mass m (see eq. (39)), i.e. m? = 5% — @2. In one
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spatial dimension, this mass is rendered finite by a simple
mass renormalization:

b b 4 qq 1
2 _ 2 22 e 2 _ e
m-=pu +2S +2<<¢>R [A 27r2/q2_|_u2>.
(60)

FEy is the generalized mean-field vacuum energy

Ey 1 454 b
7—2[1/08 +24$+

+Z(

? (%2
-+ O} g1 6]):) =

L oo b 1 &q (’)3 b oy _
2“03+24s+2vz<2+25q T =
1 m? m? . m?
2 2 4
“ES””*@GF“me>
2

We may notice that Ey/V is formally equal to the Gaus-
sian energy density (12), (18). However, the single-particle
energy €4 and the corresponding quasi-particle mass m en-
tering its expression now depends on the correlated scalar
density (¢?), in the self-consistent version.

(Hs) and (Hy) can be calculated once the RPA
2p-1p and 2p-2p GF are known (see the end of the previ-
ous subsection). But to calculate the total energy we also
need the expectation value on the RPA ground state of the
one-body operators ¢z ¢T and I1; A1z T which are not directly
given by the RPA calculatmn Th1s is the well-known dif-
ficulty of RPA, even in its simplest standard form, which
frequently appears in the context of nuclear physics. In
other words the calculation of the kinetic energy in RPA
needs further manipulations. One possible way to achieve
this is to use the so-called charging formula [11] for the
calculation of the correlation energy (i.e. the deviation
from the mean-field energy Ej) which has been histor-
ically introduced for the electron gas problem. Here we
will show how to adapt the charging formula beyond the
standard RPA, namely in the r-RPA case in the context
of a quantum field theory.

The idea is to introduce a Hamiltonian where the cou-
pling constant is varying between zero and its physical
value. We thus define the auxiliary Hamiltonian

H'(p) = Hy + pHint, (62)

The first thing to do is to solve the RPA problem for the
H'(p) Hamiltonian. For this purpose, one can notice that
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its explicit form is given by
1 b
4 _ 4
H(p)—V(Quos +24 >

+§1:%(H1H1T +0$¢1¢>§) -

+- p)(b Y ¢1¢15+V2<¢>>.

(63)
Up to constant terms, the Hamiltonian H'(p) can be
rewritten as

p(Hs + Hy)

H(p) =V (;

2 + —s ) +Z { I, 11
+5 (01 + 50 @) orol |+ o (112 + 0. 6

For what concerns the solution of the H'(p) RPA problem
(in practice for the calculation of the commutators and
double commutators entering the RPA equations) one has
to make the following modifications with respect to the H
problem:

H — H'(p),
b
07 — O%p:O% + 5(1 - p) (6*)r

Hs+ Hy — p(Hs + Hy). (65)
The single-particle energy occurring in the self-consistent
RPA GF will be thus modified according to

b
G =08+ 5 p (=

0% + 5 (1= D)) + o6

p):

b
el + 50 ((6%)mo — (8%)n) , (66)
where (¢?), is the scalar density in the correlated RPA
ground state of H'(p). Again the notation (¢?)p, is em-
ployed: in r-RPA, it coincides with the scalar density cal-
culated on the self-consistent ground state of the H'(p)
Hamiltonian, while in the standard RPA, it coincides with
the Gaussian density, i.e. calculated on the ground state
of Hy. The solution of the H'(p) r-RPA problem is ob-
tained formally from the solution of the H r-RPA problem
(eq. (46)-(51)) by simply replacing €; by €1,, the coupling
constant b by pb and N7 = (¢1¢J{>R by N, = (gblqﬁ];)zzp
calculated self-consistently with the H'(p) Hamiltonian.
In the standard RPA all the expectation values of ¢?
are taken on the Gaussian ground state. In this case the
energies €, remain identical to the Gaussian single-particle
energies e: standard RPA: <¢2>Rp =(¢*)r={(d?)e, €1,=61.
Once the r-RPA problem is solved one can calcu-
late the RPA ground-state energy relative to the starting
Hamiltonian. Since both Hy and H;,; are independent of



H. Hansen et al.: Random phase approximation and extensions applied to a bosonic field theory

p and since H'(p = 1) coincides with the original H one
can apply the charging formula. The RPA ground state
energy can be obtained as

1
d

Erpa = By + / & (p Hint)p »

0

) (67)

where Ej is the already calculated generalized mean-field
energy. Using the Wick theorem with respect to the vac-
uum of quasi-particles with energies ¢, the correlated part
can be rewritten as

(pHint)p = (pH3)p + (p : Hic,)p
VY (6,602 -V 2 (60 (6).,)

1 2
x (Vzljwmbp — (¢ >a> :

In this formula (¢?)r is as before the self-consistent
scalar density of the original H. (¢?). is the scalar density
on the generalized mean-field vacuum (vacuum of quasi-
particles with energy £4) in the H problem and (#?) ¢, COI-
responds to the equivalent quantity for the H'(p) Hamilto-
nian. The remaining expectation values noted (..), have
to be taken on the r-RPA ground state of H'(p). The cal-
culation of these latter expectation values are made using
egs. (46)-(51) where all the quantities are now relative to
the H'(p) problem as explained before.

In the particular case of the standard RPA the extra-
term in the expression of the correlation energy disappears
since, following eq. (57), one has

(68)

(pHint)p = (pHs)p + (p : Hy :c)p - (69)

As we will see explicitly in the next subsection the ex-
pectation value of the normal-ordered Hamiltonian will
involve an integration over the calculated Green’s func-
tions. In the case of the standard RPA the p integration
can be done analytically. This is not the case in the r-RPA
since these Green’s functions will involve the €,’s and the
self-consistent densities AV, which depend explicitly on p.

4.3 Results in standard RPA in 1 + 1 dimension
Single-particle mode

The RPA single-particle mode wp with momentum Pis
obtained as the solution of the equation see, e.g., eq. (46):

wh=¢% + X(E =wp, P) . (70)

In the standard RPA, the densities are simply taken as
Ni = 1/2¢y, where the €1’s are the Gaussian single-

particle energies. In that case I(E, P) (eq. (48)) and con-
sequently X' (E, P) (eq. (47)) are explicitly covariant in the
sense that they depend only on E? — P? and not on F and
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Fig. 3. Squared standard RPA mass (in unit of x*) as a func-
tion of s.

P separately. After a simple boost-like change of variables
one can show that

I(B,P)=I(E? - P?) =

/ @1 ! NN
(2m)d ey B2 — P2 —4e2 + ip
Consequently, the RPA mode has a dispersion relation
which is w% = M? + P2 The mass M of the single-
particle RPA mode is thus the solution of the equation

M? = m? + $(E? — P2 = M?) . (72)
In one spatial dimension the RPA mass operator is finite
and there is no need of further coupling-constant renor-
malization. In fig. 3 the result of the calculation for M in
one spatial dimension is shown for various values of the
dimensionless coupling constant p as a function of s. It is
apparent that for p larger than a certain value the RPA
equation may have an imaginary solution. Such a feature,
which can appear in RPA, simply means that the HFB
ground state is unstable. Hence for that particular the-
ory one has to go to a superior version of the HFB-RPA
approach.

Correlation energy
Although the standard RPA leads, in this particular the-

ory, to an instability in a certain range of coupling con-
stants, it is however interesting to look at the expression
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of the correlation energy at least at a formal level. We
divide the correlation energy density in three pieces

Eeore  ESl  EL)

v v Ty Ty

E.(4nc)

corr

(73)

According to egs. (50), (67), the piece corresponding to
the three-body Hamiltonian reads

Eéilr_/ dp/ dp /szevE,ﬁp b 5
Vo ) 6
X m )
1- 2 I(E,P
= —1
2 2 2
(2 b s I(bE,P)ﬁ (74)
2 1-2)[(E,P)

Notice that, as mentioned before, the p integration can be
performed analytically. It is convenient to transform the
energy integration into an integration on the imaginary
axis (Wick rotation) by making the change of variable
E = iz. In the usual RPA, the loop I(FE, ﬁ) and thus
the whole integrand hs actually depends only on E2 — P2,
After the Wick rotation it depends only on S = 22 + P2
and the momentum integration can be done analytically

in 1+ 1 dimension
[ s
o 21 ) (27) 0 ’
(75)

For what concerns the four-body interacting piece we
start from the explicit form of its normal ordering with
respect to the € basis

eiE‘T]Jr h3(E2 _ ﬁQ) _

(: Hy :e) =

b
—9
24V /I1, 2, 1424344

X (<b{ BEbLbY + by b b sb_s+4bl bbb,

+4b b ob_s3b s+ 60105 b_s b,4>) . (76)

where summation over repeated indices is now omitted.
As explained in subsect. 4.1, these matrix elements can
be evaluated as an energy integral of two-particle Green’s
functions whose explicit expressions are given in the ap-
pendix. Noticing that all the matrix elements (bTbTb1b) are
identically zero, it is convenient, after standard manipu-
lations, to split (: Hy :.) into two pieces:

(: Hy i) = (: Hy :E>(C) + (: Hy :8>(nc)7
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(: Hy )© =

b
S
24V /[, 2e; 0

x <<(b} b + b_1b_o) (b_3b_ys + DLDL))

-2 51+3 52+4 (1 + 2 <b]; b1>)> =

sz :

0
X(G¢3¢4,¢I¢2( ) - G%mw%)}

b
4 bibl b sb ) =
24V /I1. 22 <1 203 4>

b 'LdE ZE’I7+
317 @y s Gy ()]
(77)

(- Hy )™ =

where the suffices (c¢) and (nc) stand for covariant and
non-covariant in a sense to be discussed just below. It is
important to notice that the above result remains valid
even in the case of the r-RPA, where the occupation num-
bers (b'b) do not vanish. Using the results of the appendix
and the charging formula, the corresponding contributions
to the correlation energy can now be obtained:

Eééﬁﬁ / dp/
idE gt o4 B p
X/(zw)e (E, P)F(E, P, p), (78)
C;*?P dp
dE , p p
x/ mEn IW2(B, P)F(E, P, p), (79)
™

where the p integration can be again performed analyti-
cally, in standard RPA. F(F, P, p) has the explicit ex-
pression

The contribution Eéﬁﬁﬁ is explicitly covariant in the sense
that the integrand depends only on E? — P2 and the trick
of eq. (75) can be applied again. For what concerns Elne),
the explicit calculation is more delicate since

(1) = dEl dEZ §(d) (P - kl - kz)
10, P) = [ 5

1
x 9
E —¢e1 +e3+1in

2&‘1 262

(81)
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Fig. 4. Diagrammatic view of the correlation energy. In the actual calculation, the RPA one-particle propagator (thick line) is

replaced by the mean-field one.
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Fig. 5. Left panel: Effective potential for various values of the dimensionless coupling constant p in standard RPA. Right panel:
value of the condensate minimizing the standard RPA effective potential as a function of p.

appearing in eq. (79), depends separately on E? and P?.
However, as it is familiar in nuclear physics, E\an which
involves expectation values of the bTbTbb’s is of higher or-
der in the Y amplitudes than Eéfiﬁﬁ involving bbbb ground-
state matrix elements. Indeed, it can be checked analyti-
cally that to leading order in the interaction (i.e. replacing
F(E, P, p) by a constant value p2b?/24), (4nc)
vanishes.

Hence, we find that the correlation energy contains a

identically

piece, Eég?f), which is manifestly non-covariant even in
the standard RPA . This problem has not been pointed
out before, since, to our knowledge, the RPA correlation
energy has never been calculated in a case of a relativistic
theory for bosons. We have neglected this contribution in
our preliminary numerical estimate for the reasons given
just above. Nevertheless, we give the explicit result, involv-
ing a four-dimensional integration, of this non-covariant
contribution. After some manipulations and change of in-
tegration variables, one obtains

(4nc)
corr

[l s
Vi Jo p Jo 27
m/2

X de <5 cos?0.J*(S, 0) — 12(—5)> F(=S), (82)

S—

with
dt 1 1
s 0= [ o , (83)
2m g1 1/ 4e? 4 Ssin2g S T e
to be compared with
dt 1 1
I-S)=— | —— ——— . 84
(=5) /27r5t8+4ef (84)

As mentioned above there is an instability of the HFB
ground state against RPA fluctuations which makes the
correlation energy divergent. However, to have a first idea
of the influence of the RPA fluctuations we replace in the
above expressions for the correlation energy the RPA one-
particle propagator by the mean-field one. This is illus-
trated in fig. 4 where a diagrammatic interpretation of
the RPA correlation energy is shown. Adding this corre-
lation energy to the mean-field energy Ej one obtains the
RPA effective potential, i.e. the RPA energy wersus the
condensate s for various values of the dimensionless cou-
pling constant p. One gets a second-order phase transition
with a critical coupling p. = 1.8 (see fig. 5). This has to be
compared with the lattice result [9] and cluster expansion
technique [7] showing a second-order transition, respec-
tively, at p. = 2.55 and p. = 2.45. It is fair to mention
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that the neglected non-covariant contribution E2°_ is re-
pulsive and will likely push the critical coupling constant
to a higher value closer to the lattice result. Although this
result is encouraging, it is obviously needed to go beyond
the standard RPA to eliminate the unphysical instability

mentioned above and seen in fig. 3.

4.4 Results in renormalized RPA in 1 4+ 1 dimension
Single-particle mode

In view of the calculation of the correlation energy we
have now to solve the RPA problem for any value of p.
The main problem is thus to determine the self-consistent
Nz, = <¢§¢g> p- One very usual possibility is to calculate
it self-consistently according to

P 2m (85)

Np, = / WdE gyt G,(E,P),
where GP(E,ﬁ) is the one-particle propagator for the
H'(p) problem. One serious difficulty is that covariance
is now lost in the sense that the loop integral IP(E,ﬁ)
and consequently the mass operator ZP(E,ﬁ) depends
separately on F and P due to the presence of the den-
sity NV in its expression. This is certainly a weakness of
the present approach. However, as discussed above, even
standard RPA seems to have problems with covariance so
we think that this additional difficulty simply reflects the
fact that there is a general problem of RPA with respect
to covariance. Further work is needed to clarify this point.
On the other hand, one natural possibility to recover co-
variance consists in imposing that the correct I,(E, ]3) is
obtained through its CM expression according to

I(E,P) = I,(E? — P?) =
/ dt 2N,
2m B2 — P2 — 4e}, +in

(86)

Lets us call 2p, = {/M? + P? the RPA single-particle

mode which is the solution of the equation
2}, =ch, + 5,(E* — PP=M?). (87)

In the quasi-particle approximation, the solution for

Npp is

1
— (TN
J\/Pp - <¢P¢p‘>p - QQPp . (88)
The self-consistent equation for the density thus becomes
an equation for the mass of the RPA single-particle mode

which explicitly reads

232 2
pbs I, ) 2 _ p2 2

(E*—P*=M;) (89)
2 (1%1)19 g

2 _ 2
Mp—mp—i—
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Fig. 6. Squared r-RPA mass as a function of s.

with the generalized mean-field single-particle mass
given by

2 _ o, b o b 2 4 dg 1
m,=p +§s +§<<¢>_/_A %2 /7q2+,u2>
b
+ 22 (6% — (@) .

which follows directly from (66). Hence we see that the
equations for the generalized mean-field energy and for
the single-particle RPA mode are now coupled, due to the
presence of the self-consistent scalar density (¢?). They fi-
nally reduce to determine M,. The procedure to solve the
resulting equation at a given value of b and s is the follow-
ing. We first solve the equation for p = 1, which gives the
RPA mode mass M, the densities Np, (¢?) = >, Np/V
and the mean-field mass m. Once this is done we solve
for M, which allows to obtain m, and ¢,p = |/P? + m2.

We show on fig. 6 the results of the calculation for the
RPA mass M. We see that the instability problem has
now disappeared. This is a first important success of the
renormalized RPA.

(90)

Correlation energy

The calculation of the correlation energy can now be done
by assuming again covariance in the sense explained just
above. The results of eqs. (74), (75), (78), (79), (82) can
be applied by just making in the final expressions, the
replacements

[(=8) — I,(=8) = —/ dt 2N,

— 91
2n S + 4ei,’ O1)
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Fig. 7. Effective potential for various values of p in r-RPA.

dt 1

2T\ J4e2, + Ssin®
2N,
S +4ef,’

J(S,0) — J,(S, ) :-/
(92)

In fig. 7, we show the effective potential for various values
of the dimensionless coupling constant p, again neglecting
the non-covariant piece (82) for the reasons explained
above. For p below ~ 2 there is only one minimum
at s = 0, i.e. corresponding to a symmetry unbroken
phase. Beyond this value, a weakly pronounced minimum
starts to develop at finite s. The symmetry broken
phase becomes stable at p. ~ 2.3 indicating a very weak
first-order transition. It is satisfying to see that the value
of p. has moved in the right direction towards the value
given by cluster expansion [7] and lattice calculation [9].
It remains to calculate the non-covariant contribution
to see if it is able to transform this weak first-order
transition into a genuine second-order one. Work in this
direction is now in progress.

4.5 Towards full renormalized RPA

In the previous section we have presented a version
of r-RPA which incorporates RPA correlations in the
scalar density which are induced by the presence of a
non-vanishing condensate. However, in the usual non-
symmetry broken case this version is still equivalent to the
standard RPA. To go beyond standard RPA is, as already
stated, a difficult problem. One possibility is to introduce
the dynamical mass operator modifying the single-particle

409
propagator. This mass operator is of the form
ZO(8,1') = 2¢eq (=i T([H, ba) (1), [H, BL](E)))ier =
1
% Z Z Va,—l,—Q,—S
123 17273/
(=i T (pro2¢s(t), ¢1 ¢ 05 (1)) Va2 -3 . (93)

Applying the perturbation theory on top of the already-
calculated one-particle propagator, one obtains for the full
propagator

GaRPA (tv t/) =Gq (tv t/)

+/dt1 dty G (t, 1) XD (1, t2) Gu(ta, t') . (94)

Using a factorization approximation, one obtains:

DUIROEED D) DR AN

123 1/2/3/
X011 Gy (t,t") G¢1¢2,¢;¢; (t,t") Viy—1r,—2r —3r. (95)
The density N, can be in principle calculated as

No = (glda) =i lim GIPA(t1) =

[ e Gy (96)
2w

The solution of this problem, i.e. to find self-consistently
the scalar densities, is both formally and numerically very
involved. However, as shown in a separate publication [19]
at least in the symmetry-involved region of the anhar-
monic oscillator, this procedure reproduces to leading or-
der in Y? the correct occupation number from the exact
SCRPA ground-state wave function.

5 Further remarks and discussions on the
formalism

It is well known in non-relativistic many-body theory that
standard RPA corresponds to a bosonization either of
pairs of fermion operators or pairs of boson operators.
As a matter of fact, the RPA has first been invented for
Fermi systems and the bosonization of boson pair oper-
ators has appeared much later in the literature [20,21].
However, in any case the bosonization of boson pair oper-
ators (which are themselves NOT ideal bosons) goes along
the same lines as in the fermion case [22] and also the
generalization to relativistic field theory [6] presents no
particular obstacle (as a specific example, the bosoniza-
tion technics has extensively been studied in the case of
the NJL model, see, e.g., [23]). In doing so, one would
naturally replace the boson pair operators present in the
definition of the Green’s function (29) by ideal boson op-
erators, that is for example bq+bf1Jr — Byyt, with B,y ™
being an ideal boson operator. With such a bosonization
scheme the equation of motion for the Green’s function
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corresponding to eq. (29) would lead to an inhomogeneity
Ngp in the Dyson equation (32) which contains only unit
operators on the diagonal. Inspection of eq. (32), however,
reveals that N, contains in addition one-body expecta-
tion values. This fact stems from the particular feature
that in our approach we do not bosonise but stay with
the original boson pair operators. Contrary to the usual
two-body Green’s function technique, the boson pair op-
erators are, however, taken to be at equal times and not
at two different times. This means that we single out the
S-channel. It is not widely known that an exact integral
equation for such two-body two-time Green’s functions
can be established analogous to the Dyson equation in
the one-body case. The mass operator of this “two-body
Dyson equation” presents, as in the one-body case, an
instantaneous mean-field—type part and a truly dynami-
cal part depending on the energy. Neglecting the latter
leads precisely to the self-consistent equation (32). It has
turned out that in this way, working with pairs of fermion
or boson operators without bosonization, allows to bet-
ter respect the Pauli principle and in the case of fermions
this has given excellent results in a series of applications to
non-trivial models where comparison with exact solutions
was available [14,20,24]. There is no reason not to believe
that this advantage should not carry over to the case of
relativistic interacting boson fields. In the relativistic case,
however, our ansatz (29) for the Green’s function has the
disadvantage that it is not manifestly covariant and this is
certainly at the origin of some difficulties we encountered
in this respect and which we have discussed in the main
text. However, as we have shown in sect. 4, even standard
RPA has, in our model at least, some difficulties with co-
variance. Further studies are necessary to elucidate this
point and eventually to cure it. We believe nevertheless
that the results we have found in the present study are
encouraging and that we will be able to apply our theory
in future work as successfully to relativistic field theory as
we did already in the past for the non-relativistic many-
body problem.

6 Conclusion

In this work we have tried to make the first step in elab-
orating an extension of the RPA theory, which has been
very successful in the context of the non-relativistic many-
body problem [13,15-17,24], to relativistic field theory.
Applications of the standard RPA to the relativistic field
theory has emerged in the recent past and proven its great
potential interest [4-6]. The main quality of the RPA ap-
proach is to sum a certain class of diagrams (the rings) to
all order and by the same token to restore spontaneously
broken symmetries and to fulfill the conservation laws.
The drawback of standard RPA is to ignore, at a cer-
tain step of its derivation, correlations in the vacuum (the
quasi-boson approximation). This often entails a rather
strong overbinding of the ground state. To avoid this
approximation is the aim of the afore-mentioned exten-
sion of RPA leading to the so-called self-consistent RPA
(SCRPA). An intermediate but considerably less compli-
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cated version of this theory is the so-called renormalized
RPA (r-RPA) where, with respect to standard RPA, only
the occupation numbers are modified due to ground-state
correlations. It is this latter version which we have tried
to develop here in the context of relativistic field theory
with application to the ¢* theory in 1 + 1 dimension. We
have studied the transition to a symmetry broken phase in
varying the coupling constant. We have found a very slight
first-order phase transition and concluded that it will turn
to second order, as it is expected in this model, once fur-
ther correlations of the SCRPA are included. This opinion
stems from the fact that going from the mean-field the-
ory (Gaussian approximation) to the r-RPA solution the
first-order character of the transition has been very much
attenuated. We also point out a certain number of difficul-
ties with the extension of RPA to relativistic field theory
for bosons. This concerns for instance the fact that the ap-
proach is not manifestly covariant. Although the standard
RPA yields at the end a covariant solution for the single-
particle mode, surprisingly we found that it has difficulties
for the calculation of the correlation energy with respect
to covariance. Apparently this had not been noticed be-
fore. At the r-RPA level we find that covariance is violated
already for the single-particle mode and we have to restore
it by an ad hoc but natural assumption. It will be an inter-
esting further study whether SCRPA inherently violates
covariance or whether this is due to the approximations we
have been forced to introduce. Another open question to
be studied in the future concerns renormalization. In the
present model study this difficulty was absent since the ¢*
theory in 1 4+ 1 dimensions is super-renormalizable. How-
ever, in the general case, this problem has obviously to be
mastered. Finally, a detailed comparison of the diagram-
matic content of the RPA and the cluster expansion [7], in
the context of relativistic bosonic theories with a broken
symmetry, would be certainly of great interest.

In short we have applied for the first time an exten-
sion of the RPA theory, which turns out to be successful in
the non-relativistic many-body problem, to a relativistic
but schematic field-theoretic model. Although some prob-
lems are still present, we believe that our results are quite
encouraging. Studies for the resolution of the remaining
problems are under way.

We would like to thank Z. Aouissat for very useful discussions
concerning various aspects of SCRPA and its application to
field-theoretical problems.

Appendix A.

In this appendix we list the explicit expressions for the
Green’s functions. For this purpose we introduce various
quantities:

() 1 1 N +ep Ny
Lo (B) = 55 i’
g2 E — g — g + 1
1(2) (E) _ g — Epg E@Nﬁ - 65/./\/.5/
pB! 2epep E? — (eg —ep)? +in’
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1 1  egNg + ehNg
I§(B) = —— PRI (A
2e32e3 E + e + eg — i
We also introduce the loop integrals
19(E) =~ 15),(E)
« v a=f=p" Lppr\ )
BB’
I(E) = I{)(E) + IP(E) + IP(E) . (A-2)

—

In particular, for « corresponding to the momentum P,
one has the explicit expression

_ dEl d];z (d) = = -
I(E,P)=1I._5(E) _/ Gt (P i k2>
€1 + &2 g1 N + 2 N
2e169 E?2 — (g1 4 €2)> +in
_61 — &9 €1N1—82N2 (A3)
2e162 E?2 — (g, — e3)> +in '
For the one-particle Green’s functions one obtains
E +eq + 52
Goart (E) = 50&,0/ = GOA(E)v
2e4
_E +€a + Zoc(E)
Gfaffa’ (E) = 5a,a’ % 2o Ga(E) )
Yo(E
G_giai(B) = Ga—o (E) = ba,0r o(B) Go(E), (A.4)

where the full propagator is

-1
Gyogt (B) = b Gl ) = baar (B>~ = 5 (E)) .

(A.5)
The mass operator being given by
b2 s?  I,(E)
Yo(E) = . A6
(E) 2 1-%I1,(F) (4.6)

For what concerns the 2p-lh and 2p-2p Green’s
functions we introduces indices ¢ to label the destruc-
tion (creatlon) operators: 1 381,61, 2
(67 ﬂ/ )sym((ﬂ ﬂ )sym) and 3 = _ﬁT _ﬂ/T( ﬂa _ﬁ/)'

The results are:

Gl ot () = Gyl 55 (F) =
s

Gl —a(E) = G155 (B) =
()
bs Ig5 (E) —FE + €4
—= Oa—p-8 < ) G, i (E),
vV — S I.(E) 2€0 bada

G
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(i5)

BB Y (E)

+ 5,3“7’ 5,3’7)
(E)

= I$),(B) 815 (355 05y

Z bop 5/155,(E)5a o 7,IW
v -2 1.(E)

5(1_/3_5/]%,(]3) O—y w’féy)
4 ( - %IQ(E))

b? s? (E)

badh (E).

[0}

(A.8)
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Abstract. In this paper, we develop a consistent extension of RPA for bosonic systems. In order to illustrate
the method, we consider the case of the anharmonic oscillator. We compare our results with those obtained
in mean-field and standard RPA approaches with the exact ones and show that they are very close to these

ones.

PACS. 24.10.Cn Many-body theory — 04.25.-g Approximation methods; equations of motion

1 Introduction

In many domains of physics perturbation theory fails
to describe physical phenomena correctly. For example,
bound states or collective excitations cannot be described
perturbatively. In particular, in the low-energy regime of
strong interactions non-perturbative effects play an impor-
tant role. Although much progress has been made in un-
derstanding the hadronic world, it is still indispensable to
develop non-perturbative, symmetry conserving methods.

In the last few years much effort has been made
to apply non-perturbative techniques well established
in many-body theory to quantum field theory (see,
e.g., refs. [1-4]). In this article we will concentrate on
approaches related to the random phase approximation
(RPA). In its standard form the RPA is known to respect
symmetries. For example, in ref. [2] it has been demon-
strated within a linear o-model that the RPA fluctuations
generate the Goldstone bosons related to the sponta-
neously broken global (chiral) symmetry. At mean-field
level, on the contrary, these soft modes do not emerge.
Thus, the RPA seems to be a method very well suited to
treat non-perturbative systems with spontaneously bro-
ken symmetries. Nevertheless it has some shortcomings:
It is not of variational character and, therefore, does not
necessarily fulfill the Rayleigh-Ritz criterion. In addition,
it is not self-consistent, and therefore the intermediate
states (corresponding to the mean-field quasiparticles) do
not coincide with the final RPA particles. In particular,
even if the RPA states show up as massless Goldstone
modes, the intermediate states are massive. This has
been pointed out by Aouissat et al. [3,5] in the context
of pionic excitations in an O(N) model.

# e-mail: davesne@ipnl.in2p3.fr

It is obvious that this self-consistency problem can
be circumvented in 1/N expansions [3,5,6]. On the other
hand, a fully self-consistent approximation such as self-
consistent RPA (SCRPA) [7] is desirable. This method
has already been applied successfully to fermionic sys-
tems, e.g., to the Hubbard model [8] and the seniority
model [9]. For a bosonic field theory a first attempt in
this direction has been made in ref. [4]. There, some of
the correlations are included, which are not present in the
mean-field ground state used in standard RPA. This pro-
cedure, however, causes serious problems: In particular, it
does not preserve covariance, an essential ingredient of a
relativistic quantum field theory.

In order to establish a consistent method and to clearly
state the problems related to the treatment of a bosonic
system in an extended RPA formalism, we will reduce the
dimension of the system. Instead of a A®* theory as in
ref. [4] we will study a one-dimensional anharmonic os-
cillator. Of course this is a purely quantum-mechanical,
non-relativistic system and we cannot certainly tackle the
problem of covariance. Nevertheless, we can isolate some
of the inherent contradictions related to bosonic systems.
It has to be examined within a future work whether the
method presented here is able to preserve covariance.

Our toy model, the anharmonic oscillator, has the ad-
vantage that exact results are known and that we can
directly compare the results obtained in different ap-
proximation schemes with those obtained by solving the
Schrédinger equation. It has already been used as a test
ground, e.g., for coupled cluster techniques [10] or first
attempts within SCRPA [11].

The article is organized as follows: We begin with
presenting the RPA equations in sect. 2. In sect. 3, we
review the Hartree-Fock (mean-field) approximation to-
gether with the standard RPA. The renormalized RPA
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(r-RPA) and its problems are discussed in sect. 4. In
sect. 5, we present our extended r-RPA approach. Sec-
tion 6 is devoted to a discussion of the numerical results,
in particular for the ground-state energy, obtained within
the different approximation schemes. Finally, in sect. 7,
we will draw our conclusions.

2 The RPA equations

First of all, we have to state our starting point, the RPA
equations. There are mainly two different ways to derive
the RPA equations: the equation-of-motion method due
to Rowe [12] and the Dyson-Schwinger approach [13]. To
derive the former, we suppose that we can generate an
excited state |v) by the action of an operator Qf on the
ground state |gs): |v) = QF |gs), |gs) being the vacuum of
Q.. Obviously Q! is a highly non-trivial many-body op-
erator. Depending on the nature of |v) (excited state with
the same number of particles or excited state with a differ-
ent number of particles), Qf, can be seen as a superposition
of (non-Hermitian) one-, two- or more-body operators. In
general, QI is expressed in the following form:

Qj/ = ZXZAL ) (1)

where A contains all the chosen excitation operators ex-
pressed in terms of a; and a;r (annihilation and creation
operators) and « represents all quantum numbers. More-
over, minimization of the energy F, = (v|H|v) with re-
spect to a variation 0@, leads to a system of equations,
whose solution gives the amplitudes X and the excitation
energies

(gs] [0Qu. [H, Q})] lgs) = (B, — Eo)(gs|[6Q., Q) ]lgs) , (2)

where Ej represents the energy of the ground state |gs).
In the Dyson-Schwinger approach, which will be used
in this paper, one starts from the definition of a time-
ordered Green’s function at zero temperature in equilib-
rium (the generalization to finite temperature is direct):

Gap(t,t) = —ilgsIT (Aa(t) ALE) ) g5),  (3)

where T is the time-ordering operator and A and AT
depend on time via A(t) = eMA(0)e~ ™! where H is
the exact Hamiltonian. In equilibrium the above two-time
Green’s function! is a function of the time difference t — ¢’
so that the Fourier transform G(E) depends only on one
frequency. Our aim is to derive a Dyson equation for G(E).
If we define

E
Gop(t,t') = / C;— e
vy

1 Note that we deal with a two-time Green’s function. This
means that, if, e.g., A = afa’, both particles are created at the
same time.

—i E (t—t) Gaﬁ(E) 7 (4)

the result is

EGag(E) = Nag + Y DCag Nz Gra(E) |
By

()

with
Nap = (g5][Aa, AL]|gs) |

DCap = (gsI[lAa, H], Ablles) - (6)
It has to be noted that the operators entering the above
eq. (6) have to be taken at equal times since the truly
dynamical contribution has been omitted (see, e.g., the
derivation in refs. [8,14]).

One can show that the two methods mentioned above

are strictly equivalent, provided that [14]

(gs|[H, [Aa, Al]]|gs) =0 . (7)
Of course, if |gs) is the exact ground state, i.e., an eigen-
states of the Hamiltonian, this relation is automatically
satisfied. Within an approximation this needs, however,
not to be the case. Nevertheless, in most practical sit-
uations, including our treatment of the anharmonic os-
cillator, it can be shown that both methods are indeed
equivalent.

Obviously it is not possible to include the complete
Hilbert space of excitation operators in A and it is nec-
essary to restrict it. In principle the approximation can
straightforwardly be refined by enlarging the space of ex-
citation operators contained in A. But, in practice this of-
ten turns out to be a very difficult task because, on the one
hand, the dimension of the RPA matrix to be diagonalized
increases and, on the other hand, there exist consistency
problems for the theory itself (see the next section).

Another crucial point in solving the above RPA equa-
tions, eq. (5), is the way in which the expectation values
are determined since the exact ground state is not known.
It is, however, clear that it strongly influences the quality
of the approximation. In standard RPA the exact ground
state is usually replaced by a mean-field (Hartree-Fock)
one. But we will show in the next section, using as an ex-
ample the anharmonic oscillator, that it is possible to take
into account an important part of the correlations present
in the exact ground state in a fully consistent way.

3 The model in standard RPA

We start from the Hamiltonian of an anharmonic oscillator
with quartic coupling
2 X2

H=1 4,22 4 gx4 ®)
2 2
with constants pu? < 0 and g > 0. In the following sections,
it = +/|pu?]. This Hamiltonian can be rewritten as

2

X
H=%+ —|—(u2—1)7+gX4 (9)

pox
2 2
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and can be seen as a harmonic oscillator disturbed by a
potential V(X) = (u? — 1))(72 + gX*. We introduce the
usual destruction and creation operators a and af defined
by a = (X + ip)/v/2/i. The basis for standard RPA is
the mean-field approximation which is usually formulated
with the help of a Bogoliubov transformation. Thereby
the starting point is the following trial wave function (see,
e.g., ref. [10]):
T 1 12
[HF) = elve ate) |y | (10)
with variational parameters v and ¢. |V) is the vacuum of
the initial destruction operator a: a|V) = 0. The destruc-
tion operator of the Hartree-Fock vacuum b/HF) = 0 can
be expressed with the help of w and t:
b=1—t)"Y2(a—tat —u) . (11)
For later convenience we define w = (1 —t)/(1 +t) and
s = /2/fu/(t — 1). In terms of the new creation and
destruction operators, we then obtain

1
t=X+s=——(b+0b"),
%( )

p= —i\/g(b— oY) ,

which makes the role of the variational parameters ob-
vious: s simply describes a translation in space and w a
modified frequency of the oscillator. The Hamiltonian can
be cast into the following form:

(12)

p? 4 12gs>
4w

H:—%(b—bT)2+ (b+bh)?

su? + 4gs3
V2w

g T4 4 M
——(b+1b —_—.
+4w2(+ )+ gst + 9

(b+b') —

The aim of the Bogoliubov transformation is to select
the best basis in the sense that the parameters w and
s minimize the mean-field ground-state energy, EY =
(HF|H|HF). These two parameters are thus determined

OB OB .
by: =5%— = 0, —2— = 0. As can easily be checked by a
direct calculation, the above equations are equivalent to
the so-called “gap equations”:

HF
OBy oo (HF|[H, b]|HF) =0 ,
Js
HF
8?3 =0 < (HF|[H,bb]|HF) =0 . (14)

If |HF) was the exact ground state, the above gap
equations would be satisfied automatically. However, the
deeper origin of these equations (minimization of the
ground-state energy with respect to the Bogoliubov pa-
rameters w and s) implies that they have always to be
satisfied.

Let us now discuss the RPA corrections to the ground-
state energy. In standard RPA the excitation operator
A entering the RPA equations, egs. (5), is taken to be
A€ {b,b",bb,bTbT}. We define the RPA ground-state en-
ergy as follows:

ERPA — (RPA|H|RPA) . (15)
This expression involves expectation values of the type
(RPA|A B|RPA). These RPA corrected values can be cal-

culated from the RPA Green’s functions in the limit ¢t — ¢’

(RPA|A B|RPA) Zi/%GAB(E) : (16)

It is in this way that we introduce RPA fluctuations in the
calculation of the ground-state energy.

In standard RPA the Green’s functions on the right-
hand side of eq. (16) are not determined self-consistently,
i.e., the expectation values entering the Green’s functions
themselves are determined using the mean-field ground
state |HF). In our simple toy model we can obtain analytic
expressions for the Green’s functions.

Note that from egs. (5) we do not directly obtain
Green’s functions like G, ;2 or G),, for example, since
the operators z, 22, and p are not contained in our set
of excitation operators {b, b, bb, bTb}. Hence, in order to
apply eq. (16) to expectation values like (x3) or (p?), the
operators x and p are expressed in terms of b and bf (cf.
eq. (12)), and the resulting expectation values like (bbb),
(bTbb), (bb), etc., are obtained from the Green’s functions
Gubb, Got po, Gip, ete?. The short-hand notation G, or
G2 has to be understood as the corresponding linear com-
bination of Green’s functions like G pp, Gyt by, Go,p, €tc.,
needed for the calculation of (z3) or (p?).

To determine ESFTA we need, in addition to (z2), (p?),
and (x3), also the expectation value (z*). However, G4
contains Green’s functions of the type Gyt pyp, that is,
A € {b,bT,bb, bTbT} is not sufficient to calculate (z*) 2. We,
thus, approximate this term by a factorization:

(RPA|2*[RPA) ~ 3(RPA|22[RPA) . (17)
Finally, note that in the symmetric case (s = 0), the three-
operator expectation values vanish, which implies that the
Green’s functions are the Hartree-Fock ones

i / @Gzio(E) = (HF|2?|HF)

o (18)

Hence, in this case the RPA energy is equal to the mean-
field one.

In the literature the term RPA is used for a similar ap-
proximation to the Green’s functions as described above.

2 Note that there is an ambiguity in the assignment of the
time arguments to some of the Green’s functions. This does,
however, not influence the results (see appendix A for a more
detailed discussion).

3 Since the excitation operators have to be non-Hermitian,
two-particle operators of the form b'b are not allowed. Thus
we cannot use, e.g., Gyt 4, to determine G 4.
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But, it has to be mentioned that often the charging for-
mula [4,15],

dA

SOHLON . (19)

1
Eo:EHF+/
0

is applied to determine the ground-state energy. Thereby
Hing(A) = AHjyg and the state |A\) is defined as the ground
state with respect to H(A) = Hpare + AHine, where Hyy is
the interacting part of the Hamiltonian.

But, what we want to do is to compute directly
(gs|H|gs) with |gs) = |HF),|RPA) or |0) (see next sec-
tion) and compare the result obtained within the different
approximations. Thus again, E(PfPA is not the energy as
understood in standard RPA but directly (RPA|H|RPA).

4 The renormalized RPA approach

What we want to do now is to go beyond the standard
RPA approach and retain some of the correlations in the
ground state. The starting point will be again the Bo-
goliubov transformation described in sect. 3. In contrast
to standard RPA we will, however, not use the mean-field
ground state [HF) but a more complicated one denoted |0).
This new ground state, which will not be constructed ex-
plicitly in the following, contains some correlations. Since
we want to use the “best” one, the parameters w and s will
be again determined by the minimization of the ground-
state energy Fy = (0|H|0). This leads to the generalized
gap equations:

0FEy
s
OEy
Ow

=0« (0[[H,b][0) =0, (20)

— 0 (0[[H,bb]j0) =0, (21)
which are analogous to (0|[H, Q1]|0) = 0 with the formal-
ism introduced in sect. 2. We may note that the equiva-
lence between these formulas is no longer valid if we con-
sider three particle excitation operators (see sect. 5 for
further details).

More precisely, independent of the approximation
made to include correlations in the ground state, the above
equations will guarantee that the basis is the energetically
most favored one whithin this approximation.

In the remaining part of this article we will assume
that all expectation values of the type (0|bb|0), (0bbT|0),
(0[bbbT|0), etc. are real. This implies, for example, that
(0[pz]|0) = —i/2 or (0|pz?|0) = 0, independently of the
specific ground state used. Thus, the key point is to de-
termine the remaining expectation values in the a priori
unknown ground state |0). In renormalized RPA [12,16—
18] this is achieved with the use of Green’s functions in
the limit ¢ — t’. More precisely, we get self-consistency
conditions for expectation values with two operators, i.e.,
(0[22]0) and (0[p?|0) from

(0|A B|0) :i/@GAB(E). (22)

2T

In contrast to eq. (16), the expectation values entering
the Green’s functions on the right-hand side of the above
equation are determined self-consistently, i.e., not within
the Hartree-Fock ground state. The remaining expectation
values are approximated using a factorization, e.g.,

(0p®2?|0) = (0[p*|0)(0]2*|0) + 2(0|p[0)* . (23)
This means that the self-consistent procedure is limited to
expectation values with at most two operators and that
the correlated part of the expectation values with more
than two operators is neglected [4]. Moreover, since (x)
vanishes, it follows immediately that terms with three op-
erators such as, e.g., (z3) vanish.

As for the standard RPA analytic expressions for the
Green’s functions can be given in terms of (x2), (p?) and
(px) (see appendix A). The latter expectation values have
then, in principle, to be determined numerically via the
self-consistency conditions, eq. (22). With these values at
hand, we are able, in principle, to calculate the ground-
state energy Fy. However, renormalized RPA is known
to miss an important part of the correlation energy [19].
Besides, this method cannot be derived via a variational
principle and, therefore, the Ritz criterion is no longer
applicable. In fact, what happens in most cases, is that the
ground state obtains overbinding [19]. In our case it is even
worse since one can show that a contradiction with the
virial theorem and the Heisenberg uncertainty principle
occurs. To that end let us look at the explicit equation
for (p?), which is obtained by integrating G2 (E), given
in eq. (A.6), over E. The result is

dE
W) =i [ 5o G (E) =)
4(12s9)%(p? dE 1
w2 [y - 53).
where ¢, F1 and Es are defined in eq. (A.7). If we now
look at the explicit form (eq. (A.9)) of the gap equation
for w, we conclude that the second term on the right-
hand side should vanish. However, this is only possible
for (p?) = 0, implying a vanishing kinetic energy. This is
obviously not a physically reasonable solution as it is in
contradiction to the virial theorem. Even if we forget for
the moment this contradiction, the self-consistent proce-
dure cannot give the right values for the occupation num-
bers and consequently for the energy. A possible way to
circumvent that problem, that is to compute correctly the
energy, is to use the “charging formula” as developed, e.g.,
in [4]. It is applied in a similar way as in standard RPA
(cf. sect. 3) to compute the correlation energy. The main
difference is that we now have in principle a closed sys-
tem of equations which have to be solved self-consistently.
Following [4], one therefore replaces the gap equation con-
cerning s, eq. (20), by a minimization of the ground-state
energy obtained with the help of the charging formula (cf.
eq. (19)). This has, of course, one disadvantage: One loses
the symmetry of the double commutators, i.e.

([b, [H,6'b1]]) — ([bTo, [H,b]]) = (H,b1]) £ 0. (24)
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This symmetry property, however, is crucial for the stabil-
ity of the system [20]. We will therefore proceed in another
direction.

5 The extended r-RPA approach

Instead of using the charging formula, our strategy to in-
clude further correlations in a minimal way will be as fol-
lows: We will abandon the factorization approximation for
the lowest non-vanishing expectation values of products of
more than two operators.

For the deformed case (s # 0) this means that we will
keep the values of (2%) and (p?z) (these are the only non-
vanishing expectation values of three operators). Similar
to (x?) and (p?), their actual values are determined via
the self-consistency conditions, eq. (22). With these ex-
pectation values at hand the ground-state energy is then
obtained, as before, as the expectation value of the Hamil-
ton operator (cf. eq. (13)):

50 = L 0+

+9(3(x?)% + s* + 652 (z?) — 4s(z?)) . (25)

First of all we have to note that there is no longer any
obvious contradiction with the virial theorem. Moreover,
as we will see in the next section, as far as we are not too
close to the “phase transition”, our results for the ground-
state energy are very close to the exact ones, without any
further manipulation, like, e.g., the charging formula. This
means (z3) and (p? z) contain already an important part
of the so far missing correlations. This does not necessarily
imply that we also reproduce the exact values for, e.g.,
(x?) or (p?). But the correlations are combined in such a
way that the energy is determined very precisely within
this approximation.

If we try to go further and include, e.g., also the cor-
related part of expectation values with four operators, we
face serious problems. To obtain the Green’s functions
necessary to calculate (z2), (p?), (px), (z3) and (p?z) it
suffices to restrict the space of excitation operators to
A = {b,bT,bb,bTb'}, i.e., two-particle excitations. As long
as we stay in that space, the gap equations together with
the assumption of real expectation values for (bb'), etc.,
guarantees the symmetry of the double commutators. As
already discussed in sect. 3, we need Green’s functions of
the type Gyt 15 to obtain, e.g., (z*). That is, three-particle
excitation operators have to be included. In addition to
the (practical) computational problems we encounter an-
other difficulty: As mentioned in sect. 3, the Bogoliubov
transformation contains only two parameters and conse-
quently, including three particles implies a priori an ap-
proximation for the double commutators since there is no
relation to enforce their symmetry. For instance, to ensure
the following symmetry relation:

([bb, [H, bTpTb]]) — ([bTbTT, [H, bb])) = 6([H,bTbT0]) , (26)

we needed an equation which guarantees ([H,b'b7b]) = 0.
As mentioned above the Bogoliubov transformation does

not provide us with an additional adjustable parameter.
The assumption of a generalized gap equation of the form
(H,Q]) = 0 as used in many RPA approaches also did
not help. In this context boson expansion techniques [3,
5], mapping a pair of bosons onto one new boson, could
be helpful.

In the symmetric case s = 0, it is known that, by par-
ity, (z%) and (p?z) vanish. Following the same underlying
philosophy as in the deformed case, we are now led to in-
clude (z*), (p*) and (p? x2). This is, as stated above, a sub-
tle task since the double commutators need no longer to
be symmetric. Fortunately, this difficulty can be overcome:
Although in principle there are inherent problems with the
symmetry of the double commutators, one can explicitly
check that all non-symmetric terms disappear for s = 0.
This enables us to solve the Dyson equation without sym-
metrizing by hand (as it is often done in nuclear physics
[20]). The corresponding Green’s functions are listed in
appendix A. The expectation values (x2), (p?), (z*), (p*)
and (p?2?) are then determined self-consistently using
eq. (22). In this case the ground-state energy is given by

B0 = L T () 4 g(a?) .

2 2
) (27)
2 2

As can be seen in the next section, the numerical results
for the ground-state energy are in very good agreement
with the exact ones.

We have to emphasize that our approach is not fully
self-consistent in the sense of SCRPA, although the ex-
pectation values of up to three or four operators, respec-
tively, are calculated self-consistently. Let us mention one
point which enlightens the difference of our method to
the SCRPA approach used in ref. [11]. The authors use

the following form for the RPA excitation operator:

ot = %(/\bTbT — pbb) . (28)

This relation is easily inverted to give bb and bfb! in terms
of Qf and Q. Then the relation

Q|SCRPA) =0 (29)
can be applied to show that, e.g., (bb) vanishes. Our
excitation operator contains in addition one- and three-
particle operators, proportional to b, bT and bbb, bTbTbT, re-
spectively. This renders the inversion less obvious and we,
therefore, cannot directly make use of eq. (29). Thus, a pri-
ori, we have to calculate several expectation values which
can be shown to vanish within the SCRPA formalism of
ref. [11]. The SCRPA results for the ground-state energy
in the symmetric case are also in very good agreement
with the exact ones [11].

6 Numerical results

This section is devoted to a discussion of the numerical re-
sults. In fig. 1 the energy of the ground state is displayed
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Fig. 1. Exact solution for the ground-state energy (solid line),
mean-field solution (dashed line), RPA solution (dotted line)
and our extended r-RPA solution (dashed-dotted line) as a
function of u?/g with g = 0.5. Following [10], we added pu*/8
in order to have positive energies. In the region where s = 0
the mean-field and the RPA solution coincide (see text).

within the different approaches (exact result, mean-field,
RPA, and our extended r-RPA result) as a function of
u?/g. Of course, even the mean-field result is in reason-
able agreement with the exact results (10% at worst). The
largest discrepancy can be observed in the region near the
“phase transition” at p?/g ~ —6.8, i.e., where s jumps
from some value s # 0 to s = 0. This is also the case for
the RPA and our r-RPA approach. But the figure clearly
shows that the correlations incorporated in our approach
are important: The agreement with the exact result is
much better than in mean field or RPA and discrepan-
cies show up only in a very small region. Note that, the
curve obtained within our approach is not continuous at
the transition point. This is of course due to the differ-
ence in approximations made in the two domains: In one
case, s # 0, one has incorporated the effect of (z®) and
(p? ), whereas in the other case, s = 0, we have included
correlations in (x?), (p*) and (p? 22). Near the transition,
also higher-order correlations become important, and we
therefore miss the exact result near the transition point.

Before we come to the conclusion, we would like to
give one explicit example concerning the difference of
our approach to the SCRPA: For u?/g = —1, we obtain
(bTbbb) = —0.033 and (bTbTbb) = 0.026, i.e., both expec-
tation values are of the same order of magnitude. In the
SCRPA approach used in ref. [11] the former expectation
value vanishes identically.

7 Conclusion

We have considered an extended version of renormalized
RPA that yields values of high accuracy for the ground-
state energy of the anharmonic oscillator. Moreover, the
self-consistent procedure developed here removes contra-
dictions present in renormalized RPA, that is (z?) and

(p?) can be determined without evidently violating the
virial theorem or the Heisenberg uncertainty principle.

This means that the correlations included, (z%) and
(p? x) for s # 0 and (z*), (p*) and (p?22) for s = 0, rep-
resent the most important part of the correlations missed
in renormalized RPA. Furthermore, the systematics of the
method allow us to think that it can be easily applied to
quantum field theory and cure some of the problems which
emerged in the work of ref. [4]. One problem of our ap-
proach, on which we certainly should improve, is the fact
that we do not have a unified approach for the two cases
s=0and s #0.

Of course, it should be mentioned that there exist
other powerful methods such as CCM (Coupled Cluster
Method) [10] that describe very accurately the proper-
ties of the anharmonic oscillator. For problems concerning
quantum chemistry or solid state physics, this technically
and numerically very involved method and its extensions
(see [10] for further details) are probably the most precise
and well suited. Actually, the approach developed in this
paper probably cannot compete with CCM in all these sit-
uations. Nevertheless, it has the great advantage to iden-
tify clearly the underlying physics (correlations) and to be
very easy to use.
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Z. Aouissat and A. Rabhi. We also would like to thank
G. Chanfray and P. Schuck for their constant interest in this
work. One of us (M.O.) would like to thank the Alexander von
Humboldt foundation for financial support.

Appendix A. Explicit expressions for the
Green'’s functions

We present here the analytical results for the various
Green’s functions needed throughout the calculation. Note
that the Green’s functions listed below do not directly
emerge from the solution of the system of egs. (5) but we
have to re-express operators containing = and p with b and
bt, cf. eqs. (12). For instance

1
G:m4:(E) = EG:(berT)‘l:(E) =

1
m(be,bb(E) + Gitpt pipt (E) + 2Gypipt 5 (E)

4Gyt pop(E) + 4Gytpipt o (E) + 4Gyipt pp(E)) - (A1)
One point is worth noting: We are dealing (in configura-
tion space) with two-time Green’s functions and the no-
tation G 4 p(F) indicates that the time arguments for the
corresponding Fourier transformed quantity G4 g(t —t)
are assigned as A(t), B(t'). This means that there is an
ambiguity in the assignment of time arguments to the
Green’s functions which contain more than two operators.
In most cases this can be overcome by the fact that our ex-
citation operators are limited to non-Hermitian ones, i.e.
an operator like bf(£)b(t) cannot exist. But, Gy pp(F) as
well as Gy ppp(E) do exist and in general they do not lead
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to the same expression. We are, however, only interested The energies E? and E? are the solution of the following
in the limit ¢ — ¢’ to determine the expectation values at equation:
equal times. In this limit all functions coincide.

2
B 4 (180 (A — 0w®) — dasw® (X33 + €2))
. . dogw?
Appendix A.1. Symmetric case
+ 810% + 36w(n + v))(A — ow®)?
In the symmetric case, i.e., s = 0, we obtain 16a3ws (( 7 w(n+v)) o)
(B — 33) — 9(714:); + w’(360%(n — v) + 1603w X33)) =0 . (A4)
G2 (FE) =
w(E) (E? — E?)(E?—FE3) (z3) and (p? z) vanish because of parity. (: O :) denotes the
() O®o)? expectation value of the normal ordered product of the op-
(E? — X33) — 9]4T erator O. If |HF) is taken as ground state, those expecta-
Gp(E) = (E2 — E7)(E% _ E2) ; tion values obviously vanish and (%) =1/(2w), <p2> =w/2.
From the gap equations, egs. (20),(21), we obtain the fol-
1 2(\ — 29w + 3w3(azE + 02)) lowing condition:
¢ m4:(E) - m B ’U)S(E2 - E01E02)
. W2 ((p%) — €(a?)) + 39 — 12gw(a?)(1 — w(z?))
—4gw? (2t ) =0. A5
T ) g = 42
w? 2(\ — 29w + 3w3(az E + £2))
G (E)=— |- i
pt:(E) 1 ( (B2 — ForFog) Appendix A.2. Deformed case
_ T ) In the deformed case, i.e. s # 0, we obtain
403wl (E? — E3)(E? —E32) )’ B2 B
L) E+ E02 G$2 (E) — ) _
G.p2y2.(E) = 208 B2 — Fg Foy | (A.2) (E? — E?)(E? I E2)
where we have defined the following abbreviations: =53 ,
E2 — 2 4 2929 (B-r) 1
€ = p? +12g(z?) , wher  B-igiiaz
(p?) + w?(2?) 28852 1
N T Gy (B) = Gy (B) + ——"—

; d (BB
SEpPa® ) =3+ = ((p" ) +40%)w Cun (B) = 609 (03B + 4wk + 3E(k + 0sw))
+w? (2?) + Wt (2t 1)) o aw?(E? — E})(E? — E3) ,
o= p?) —w?(z?), 60g (03E? — E(k + apw))

Q3 —

G:pQ.'L'Z(E) = 2 2 2 2 3 (A.G)
)\:2g(—3<p2>(1—2w<x2>)+w(—2 ay(E? — B2)(E? — E2)
—6(: p’a? 5+ 3w (5(902) - 2w<:c2>2 al;(ta;snv;/fe have introduced in addition the following abbre-

#2021 ) ot = o & = +129(5 + (1%))

Sy = L0 B =4((p") + (2°)(€ + 12g(2%)) — 18gs(: 2° 1)) ,
3 §=2s(x?) — (- 2:),

n = ([bbb, [H, bTb1b1]]) , 2 , s oy
v = ([bbb, [H, bbb]]) , k=2((p") 1+ 02 12gs(: 27 1) + (w* + €°){(z*)
0= i()\—4w3(<p2>+62<x2>)+22gw g e

3 2 prs ),

+16w2g(—6(22) + 3w(z?)? — 2w(: 24 ;>)) : X . o

sta= @42 (2-2) s ) n
7 = 603 (9>\2cr F\(—2702 + 4(asE + 1+ v) 272 a3 a3 as
3 5 2
X(E - w))w’ + 200° (w (~4E(a3E + 1) + 90 In this case we end up with two gap equations, one deter-
12(asE + 0+ v)w) + 2(asE + 1 — V)€2) ) ’ mining the value of s,

2
Epi2 = Q + A 25;&) . (A.3) 3+ <3<l‘2> + ,u_) —(2*) =0, (A.8)
(%) (65199
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and another one concerning w,

(p?) = (x?) —12gs(: 2 :) . (A.9)

Note that the expression for G2 (E) given in eq. (A.6) can
be interpreted as a free “propagator” with an additional
“self-energy” depending on F. Similar interpretations are
possible for all the other expressions.
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Conclusion

Un sujet de préoccupation majeur de la physique nucléaire actuelle est de comprendre
le comportement de la matiére hadronique chaude et dense. Cette matiére, déja produite
au CERN et & RHIC lors de collisions entre ions lourds ultra-relativistes, va étre créée en
grande quantité dans un avenir proche avec I’avénement du LHC. De par sa densité et de par
la température qui y régne, elle est le siége de comportements différents de ceux observés a
basse énergie. Ainsi, par exemple, observe-t-on des modifications importantes des propriétés
des hadrons (masse, propagation, interaction) et des phénomeénes plus généraux tels que la
restauration (partielle) de la symétrie chirale. Beaucoup de données expérimentales comme
les spectres en dileptons (CERES) ou encore les spectres de pions (CHAOS) ont d’ailleurs
pu étre interprétées en ce sens.

La quantité importante a considérer pour I'étude de la restauration de la symétrie
chirale est sans conteste le paramétre d’ordre, & savoir le condensat de quarks (Gg). En
pratique, il s’agit de déterminer son évolution en fonction de la température et/ou de
la densité. Dans ce travail, nous avons pu montré que cette évolution était directement
conditionnée par celle de la densité scalaire de pions. Cette derniére avait déja été introduite
dans des travaux antérieurs dans ce que I'on appelle le mélange axial-vecteur a température
finie. Ce mélange a pour conséquence directe que la réponse d’un systéme a une sonde
vectorielle est contaminée par une composante axiale. Ici, le role de la densité scalaire a
été étendu pour prendre en compte les effets liés a la densité, les pions virtuels du nuage
nucléonique remplacant les pions du bain thermique. Nous avons ainsi explicitement relié
la densité scalaire de pions a la réponse de spin-isospin longitudinale. Il a alors été possible
de déterminer quantitativement l'effet simultané de la température et de la densité sur
le condensat de quarks. Le résultat principal que nous avons obtenu est que les pions
virtuels contribuent pour une part importante. Par ailleurs, nous nous sommes également
intéressés, dans le cadre de cette thématique sur la restauration de la symétrie chirale, a
la modification de I'interaction pion-pion dans le canal scalaire-isoscalaire. En effet, avant
de parvenir a une restauration compléte, c’est-a-dire a un état dans lequel les partenaires
chiraux doivent étre dégénérés, nous allons assister a une restauration progressive de la
symétrie qui doit se traduire par un adoucissement du mode collectif scalaire-isoscalaire,
c’est-a-dire du méson sigma. La fonction spectrale de celui-ci doit donc augmenter de
maniére significative au niveau de 1’énergie de seuil du canal de désintégration en deux
pions. Ce phénomeéne avait déja été observé en incluant uniquement les effets de modes
collectifs pioniques dans le milieu. Nous avons pu montrer qu’il était en réalité beaucoup
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plus prononcé lorsque 1’on prenait en compte les effets liés a la restauration de la symétrie
chirale comme par exemple la diminution de la masse du sigma dans le milieu. Du point de
vue pratique, nous avons généré, a densité finie, un potentiel pion-pion & partir d’'un modéle
effectif de quarks (modéle de Nambu-Jona-Lasinio) dans lequel les masses du pion et du
sigma ainsi que la constante de désintégration du pion variaient en fonction de la densité.
Ensuite, partant de ce potentiel, nous avons alors inclus les effets collectifs pioniques.

Tout ce qui vient d’étre décrit concerne la matiére nucléaire a 1’équilibre. Ceci constitue
une approximation relativement correcte dans la plupart des expériences dans le sens ou
le temps de vie des systémes créés est relativement important. Cela signifie que la matiére
évolue dans un état d’équilibre local. Mais, méme si les effets dynamiques sont donc négli-
gés avec une bonne approximation, il est important de souligner qu’ils peuvent également
contribuer a fournir des informations interessantes sur la matiére elle-méme. Par exemple,
la connaissance des coefficients de transport en fonction de la température donne des ren-
seignements sur ’exposant critique dynamique associé et par conséquent sur la transition
de phase. Dans ce travail, nous nous sommes attachés dans un premier temps a prendre
en compte explicitement les modifications de la théorie hydrodynamiques dues a la bri-
sure spontanée de la symétrie chirale. Il est en effet fondamental d’inclure au niveau des
modes hydrodynamiques non seulement les quantités conservées mais également les modes
de Goldstone. Nous avons ainsi pu montrer que la description hydrodynamique d’un gaz
de pion nécessitait quatorze équations et que I’analyse compléte des propriétés dissipatives
faisait intervenir un nombre de coefficients de transport bien plus important que pour le
fluide ordinaire ou méme le superfluide (brisure de la symétrie U(1)). Dans un schéma
relativement simple de description des collisions d’ions lourds ultra-relativistes (modéle de
Bjorken & 1-+1 dimensions), nous avons cherché a estimer quantitativement les effets de la
brisure spontanée de symétrie et de la dissipation sur I’évolution du profil de température.
Le résultat est que seule la dissipation modifie notablement la température, impliquant un
refroidissement plus lent de la matiére hadronique.

Comme je I’ai déja mentionné, la matiére hadronique chaude et dense produite dans
les collisionneurs, est le siége de comportements nouveaux par rapport a ceux observés a
plus basse énergie. Cela implique donc obligatoirement le développement de techniques, de
théories permettant de faire le lien entre les différentes gammes d’énergie. Une possibilité
est évidemment d’essayer d’étendre les modeles effectifs existant déja. Une autre possibilité,
peut-étre plus intéressante du point de vue de son champ d’application, est de développer
au niveau formel de nouveaux schémas de calcul issus du probléme & N corps afin d’obte-
nir des outils mieux adaptés. Dans ce cadre, je me suis interessé a différentes techniques
du probléme a N corps. En tout premier lieu, a travers I’étude de la diffusion de I'iode
dans le zirconium, j’ai utilisé la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT). Cette
théorie, fondée sur une description non relativiste de systéme de fermions en interaction,
nous a permis de déterminer que le coefficient de diffusion de I'iode dans le zirconium était
trés faible, ce qui rend a priori possible le stockage a long terme des déchets nucléaires.
Dans un second temps, avec le souci de pouvoir I'appliquer ultérieurement a la symétrie
chirale et a des théories de jauge, nous avons développé, a travers ’exemple simple du
champ scalaire en auto-interaction, un formalisme allant au-dela de la RPA standard. Cela
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signifie concrétement que nous avons inclu dans nos calculs des corrélations absentes dans
I’approche standard. Nous avons alors constaté que les instabilités présentes au niveau de
la RPA disparaissaient et que 'ordre de la transition de phase entre, d’une part, la phase
symeétrique et, d’autre part, la phase déformée, se rapprochait du résultat exact (transi-
tion du deuxiéme ordre). Malgré ces résultats encourageants, des problémes spécifiques
aux théories bosoniques sont apparus clairement. Afin de comprendre leur origine, nous
sommes revenus a un modéle de mécanique quantique habituel, ’oscillateur anharmonique
a une dimension. Nous avons alors pu construire explicitement une approche permettant
d’inclure exactement les corrélations a deux, trois, voire méme quatre champs dans la phase
symétrique, de maniére cohérente. Malheureusement, la transposition stricte de cette mé-
thode a la théorie quantique des champs pose pour le moment des problémes techniques
que nous n’avons pas encore résolus. Je pense néanmoins que de telles méthodes permet-
tant d’aborder de maniére non perturbative les différents problémes posés par la physique
hadronique actuelle sont trés prometteuses. Ainsi, dans cet esprit, il est prévu d’essayer
de construire une théorie qui, s’appuyant sur des contraintes phénoménologiques bien éta-
blies & basse température et/ou densité, permette d’obtenir des prédictions lorsque 'on
se rapproche de la transition de phase chirale. Plus précisément, le but est d’utiliser le
groupe de renormalisation pour raccorder des fonctions de corrélation issues d’une théorie
phénoménologique a la théorie fondamentale, la QCD et ainsi établir un pont entre les
différents domaines d’énergie et obtenir des informations de nature non-perturbative.



