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Résumé

Qu’est-ce qu’une carte 7 Quelle est son utilité ? Qu’est-ce qu’un lieu, un comportement ?
Qu’est-ce que naviguer, se localiser et prédire, pour un robot mobile devant accomplir une
tache donnée ?

Ces questions n’ont pas de réponses uniques ou évidentes & ce jour, et restent centrales
a de nombreux domaines de recherches.

La robotique, par exemple, souhaite y répondre en vue de la synthése de systémes
sensori-moteurs performants. Les sciences cognitives placent ces questions comme essen-
tielles a la compréhension des étres vivants, de leurs compétences, et au-dela, de leurs
intelligences.

Notre étude se situe a la croisée de ces disciplines. Nous étudions tout d’abord les
méthodes probabilistes classiques (Localisation Markovienne, PDMPOs, MMCs, etc.), puis
certaines approches dites « bio-inspirées » (Berthoz, Franz, Kuipers). Nous analysons les
avantages et inconvénients respectifs de ces approches en les replacant dans un cadre général
de programmation des robots basé sur l'inférence bayésienne (PBR).

Nous proposons un formalisme original de modélisation probabiliste de l'interaction
entre un robot et son environnement : la carte bayésienne.

Dans ce cadre, définir une carte revient a spécifier une distribution de probabilités
particuliere. Certaines des questions évoquées ci-dessus se raménent alors a la résolution
de problémes d’inférence probabiliste.

Nous définissons des opérateurs d’assemblage de cartes bayésiennes, replacant ainsi
les notions de « hiérarchie de cartes » et de développement incrémental comme éléments
centraux de notre approche, en accord avec les données biologiques. En appuyant I’ensemble
de notre travail sur le formalisme bayésien, nous profitons d’une part d’'une capacité de
traitement unifié des incertitudes, et d’autre part, de fondations mathématiques claires et
rigoureuses. Notre formalisme est illustré par des exemples implantés sur un robot mobile
Koala.

Mots-clés : robotique mobile, modélisation probabiliste, navigation, cartographie, lo-
calisation.
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Abstract

Title : The Bayesian map — A hierarchical probabilistic model for mobile robot navi-
gation.

Summary : What is a map? What is its utility 7 What is a location, a behaviour ?
What are navigation, localization and prediction for a mobile robot facing a given task ?

These questions have neither unique nor straightforward answer to this day, and are
still the core of numerous research domains.

Robotics, for instance, aim at answering them for creating successful sensori-motor
artefacts. Cognitive sciences use these questions as intermediate goals on the road to un-
derstanding living beings, their skills, and furthermore, their intelligence.

Our study lies between these two domains. We first study classical probabilistic ap-
proaches (Markov localization, POMDPs, HMMs, etc.), then some biomimetic approaches
(Berthoz, Franz, Kuipers). We analyze their respective advantages and drawbacks in light
of a general formalism for robot programming based on bayesian inference (BRP).

We propose a new probabilistic formalism for modelling the interaction between a robot
and its environment : the Bayesian map.

In this framework, defining a map is done by specifying a particular probability distri-
bution. Some of the questions above then amount to solving inference problems.

We define operators for putting maps together, so that « hierarchies of maps » and
incremental development play a central role in our formalism, as in biomimetic approaches.
By using the bayesian formalism, we also benefit both from a unified means of dealing
with uncertainties, and from clear and rigorous mathematical foundations. Our formalism
is illustrated by experiments that have been implemented on a Koala mobile robot.

Keywords : mobile robotics, probabilistic modelling, navigation, map building, loca-
lization.
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Chapitre 1

Introduction

P(BlesserHumain) = 0
P(Obéir | =BlesserHumain) = 1
P(SeProtéger | Obéir A ~Blesser Humain) = 1

Handbook of Robotics, 56° édition, 2058.

1.1 Situation

Notre recherche se situe au carrefour de deux disciplines : la robotique autonome et
I'inférence probabiliste. La robotique autonome pourrait se définir comme ’ambition de
réaliser des systémes sensori-moteurs complexes capables de travailler dans des environne-
ments naturels. A contrario, la robotique industrielle se concentrerait sur des taches ot les
conditions d’opération sont mieux maitrisées. Dans cette acceptation du terme « naturel »,
on congoit I'importance de 'incomplétude. Un monde « naturel » n’est t-il pas, en fin de
compte, un monde ou tout n’est pas dit ? Si 'on veut bien considérer cette posture phi-
losophique, il faut alors se pencher sur le probléme de cette incomplétude. La voie choisie
ici est celle des probabilités bayésiennes. Plus spécifiquement, notre recherche contribue
a un effort ayant pour objectif le développement d’un cadre formel permettant d’abor-
der I'incomplétude des modeles de représentation. La théorie bayésienne du raisonnement
plausible a été retenue comme fondement théorique et la robotique autonome comme un
des domaines d’applications possibles. En voulant construire des robots, notre équipe se
dote d'une méthode de synthése. Pour I’analyse, elle émet ’hypothése d’un fonctionnement
probabiliste des systémes vivants.

Pour mettre en ccuvre pratiquement cette vision et ses implications a l'analyse et a
la synthése des systémes autonomes, nous nous intéressons, comme beaucoup d’autres, au
domaine de la construction de cartes, de la localisation et de la navigation.



2 Chapitre 1. Introduction

1.2 Objectif

Notre objectif est d’étudier la notion de carte en apportant des éléments de réponses
aux questions suivantes :

Q1 Qu’est-ce qu'une carte? Quelle est son utilité ? !

Q2 Qu’est-ce qu'un lieu, pour le robot? Que sont les représentations topologiques et
métriques? Que sont les problémes de perceptual aliasing et de global connectivity?

Q3 Qu’est-ce que naviguer? Qu’est-ce qu'un comportement?
Q4 Qu’est-ce que se localiser?

Q5 Qu’est-ce que prédire?

Q6 Qu’est-ce que générer une loi de controle ¢

Q7 Comment s’élaborent les cartes 7 Comment en spécifier une ? Comment les assembler?
Comment les apprendre expérimentalement ?

1.3 Contribution

Notre premiére contribution est de proposer un formalisme basé sur la modélisation
probabiliste : la carte bayésienne. Définir une carte revient a spécifier une distribution
de probabilités particuliére. Dans ce cadre, certaines des questions évoquées ci-dessus se
rameénent a la résolution de problémes d’inférence probabiliste.

Notre deuxiéme contribution est la définition d’opérateurs permettant d’assembler des
cartes pour en créer de nouvelles. Cette opération nous permet de définir des hiérarchies
de cartes bayésiennes. C’est, selon nous, notre contribution la plus importante.

1.4 Plan de lecture

Le Chapitre 2 introduit les éléments mathématiques et le formalisme de base. Le docu-
ment s’articule ensuite autour de trois parties.

La premiére présente notre étude bibliographique. Elle est constituée de trois chapitres.
Les deux premiers, Chapitres 3 et 4, étudient les approches probabilistes et les approches
hiérarchiques de la représentation de ’espace et de la navigation en robotique. Le Chapitre 5
propose une synthése de ces différentes approches, et analyse une série de problémes clés
liés & la construction de cartes et a leur utilisation.

Dans la seconde partie, nous présentons notre formalisme pour répondre a ces différents
problémes : la carte bayésienne. Le Chapitre 6 définit une carte bayésienne et son utilisation,
et l'illustre sur un exemple. Dans le Chapitre 7, nous présentons I’éventail de possibilités
laissées au programmeur pour la définition de cartes bayésiennes individuelles. Dans les

Les labels (Q1, Q2, etc.) nous permettront de référer précisément a ces différentes questions, tout au
long du document.



1.4. Plan de lecture

deux chapitres suivants, Chapitres 8 et 9, nous définissons deux opérateurs permettant

d’assembler des cartes bayésiennes.
Enfin, la derniére partie présente les pistes de recherche envisagées pour I’avenir, et nos

conclusions sur ce travail.



Chapitre 1. Introduction




Chapitre 2

Environnement pratique et théorique

« Les représentations que nous construisons dans notre cerveau
sont, nous le verrons, des objets physiques, des « modéles réduits »
du monde extérieur et de notre propre monde intérieur. Ils ne
peuvent prétendre & une description intégrale, & I’épuisement de la
réalité du monde. Il existera toujours une marge d’incertitude, une
frange de remise en question pour toute avancée de la connaissance
scientifique. Est-ce une raison pour renoncer & en savoir plus? »

JEAN-PIERRE CHANGEUX, L’Homme de Vérité, 2002,
[CHANGEUXO02].

2.1 Présentation de la plate-forme expérimentale

Les différentes expériences présentées ont été réalisées avec un robot mobile développé
a 'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL) : le Koala (voir Figure 2.1(a)) *.

(a) Le robot mobile Koala. (b) L’emplacement des capteurs
sur le Koala.

Fi1G. 2.1 — Photo et schéma du robot Koala.

1Une partie de ce descriptif du robot Koala est inspiré de [COUEQO].
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Le Koala (longueur 32 cm, largeur 32 cm, hauteur 20 cm, poids 3 kg dans sa configu-
ration de base) dispose d’un processeur embarqué performant (M68331, 32 bits, cadencé a
16 MHz), associé¢ a une EEPROM de 128 Koctets et une RAM statique de 1 Moctets. Le
BIOS est le systéme bas niveau embarqué dans le robot. Il offre des capacités multi-taches
et permet la gestion de plusieurs modules logiciels : acquisition et conversion des données
sensorielles, asservissement des moteurs, controle de la communication entre différents mo-
dules du robot et 'extérieur.

La partie motrice est constituée de deux blocs de trois roues latérales commandés
indépendamment. Ils offrent en particulier au Koala la possibilité de tourner sur place. Le
Koala est donc quasiment holonome. Chaque bloc de roues est entrainé par un moteur
continu (M, et M), associé & un réducteur a vis sans fin et & un codeur incrémental. Ces
capteurs (PosG et PosD) fournissent une information sur I’ego-mouvement du robot. A
chaque moteur sont associés deux asservissements classiques de type PID permettant le
controle du robot en vitesse ou en position.

Les ressources systémes fournissent des ordres permettant de spécifier les valeurs des
vitesses de rotation des moteurs gauche et droit (V; et V). Nous avons préféré travailler
avec des variables homogénes aux vitesses de rotation (Vrot) et de translation (Vitrans)
du robot. Ces 4 variables sont reliées les unes aux autres par les relations :

Vy = Vitrans + Vrot
Vi = Virans — Vrot

Le Koala dispose d'un anneau de 16 capteurs infrarouges. Chaque capteur est composé
d’un émetteur de lumiére infrarouge et d’un récepteur. Ces capteurs permettent deux types
de mesure : une de la luminosité ambiante en mode récepteur (mode lumimétre, variables
Lm;), et Pautre de la réflexion de la lumiére par les obstacles en utilisant le mode émetteur
et récepteur (mode proximeétre, variables Px;). Cette derniére mesure permet d’obtenir une
information relative a la distance des obstacles pouvant varier entre 1 et 25 cm, dépendant
fortement de leur nature (orientation, couleur, matiére, etc.) et des conditions de luminosité
ambiante. Le positionnement des capteurs sur le Koala est montré Figure 2.1(b).

Dans la suite de ce travail, nous ne considérerons principalement que les capteurs de
proximétrie, excepté Section 8.2.1.3, ot un « simulateur de nez » sera utilisé (et décrit).

Dans nos expériences, nous plagons le robot dans un environnement simple, sorte d’en-
clos fermé constitué uniquement de murs et d’intersections (presque) perpendiculaires de
murs. Ces murs sont faits de planches de bois hautes d’une quarantaine de centimeétres,
et sont facilement déplacées pour créer des configurations différentes. Notre zone d’expé-
rimentation nous permet de créer des environnements d’environ 5 m sur 5 m. Il s’agit de
reproduire un environnement similaire a une piéce d’appartement, sans les obstacles tels
que les tables, les chaises, etc. Les obstacles de ce type seraient de toute facon difficilement
perceptibles par les capteurs de proximétrie du robot.



2.2. Concepts de base 7

2.2 Concepts de base

Nous présentons dans cette section le minimum théorique et mathématique pour la com-
préhension des expériences présentées dans les chapitres suivants. La suite de ce chapitre
est principalement reprise de [DIARD99).

2.2.1 Définitions et notations
2.2.1.1 Propositions logiques

Les objets que nous manipulons sont des propositions de la logique classique. Elles
possédent donc une valeur de vérité, et peuvent étres composées a 1’aide des opérateurs
usuels : AB dénote « les deux propositions A et B sont vraies » (conjonction ou produit
logique), A+ B dénote « au moins une des deux propositions A ou B est vraie » (disjonction
ou somme logique), enfin =4 dénote « A est faux » (négation). Tout I'attirail de propriétés
et de notations de I’algébre booléenne est donc & notre disposition.

2.2.1.2 Variables

Soit V' une variable, Dy = {vy,...,vx} un domaine de valeurs. V' est associée aux k
propositions logiques Vi, Vo, ...,V :

Vl = [V = Ul]
Vz = [V = UQ]
Vk- E [V = Uk].

Chacune de ces propositions indique la valeur prise par la variable; elles sont donc
exhaustives (V) + - - -+ V, = vrai) et mutuellement exclusives (Vi, j,i # j,V;,V; = faux).

Ainsi, nous définirons les variables en donnant leur domaine Dy et le cardinal de ce
domaine ky . Par exemple, pour la variable motrice Vrot :

Vrot : Dy.or = [—50,+50], kyrer = 101.

En présence de deux variables V; et V5 de domaines Dy, et Dy, , nous pouvons construire
la nouvelle variable V' = V; A V5, associée a toutes les propositions logiques du type :

V1iV2j =Vi=v]e= UQj],

1 et j variant dans les domaines respectifs des variables. Ces propositions dénotent « la
variable V; a pour valeur vy, et la variable Vs, a pour valeur vy, » ; nous remarquons qu’elles
restent exhaustives et mutuellement exclusives?.

2En revanche, cela ne se passe pas aussi bien pour la disjonction, car les propositions ne sont plus alors
mutuellement exclusives.
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2.2.1.3 Probabilité

La notion de plausibilité intervient lorsque nous ne sommes pas en mesure de connaitre
de maniére certaine la valeur de vérité d’une proposition. Intuitivement, nous définissons la
plausibilité comme le degré de certitude que nous avons dans la véracité d’une proposition.
Ce degré de certitude est fortement lié¢ & un ensemble de connaissances dont on dispose et
sur la base desquelles nous souhaitons juger de la véracité d’une proposition.

Les deux articles [BDL"98a] et [BDL198b| présentent de maniére trés détaillée la forma-
lisation de ces concepts que nous utilisons. Celle-ci se base sur la théorie du raisonnement
plausible, « Probability as Logic », proposée par la physicien E. T. Jaynes [JAYNES95]. Le
fondement de cette théorie est le théoréme de Cox, qui montre comment passer de la notion
intuitive de plausibilité a la notion mathématique de probabilité, au moyen de quelques
désidérata de base.

La probabilité d’une certaine proposition A sera dans ce cadre toujours dépendante du
fait qu’une autre, ou qu'un ensemble d’autres propositions soient vraies (faisant référence
aux connaissances de base mentionnées plus haut, qui nous permettent d’assigner une
probabilité & A). Nous noterons donc P(A | B) pour la probabilité conditionnelle que A
soit vraie, sachant que B est vraie (ou probabilité conditionnelle de A sachant B).

En pratique, nous considérons que la probabilité d’une proposition A ne peut étre
définie que relativement a une connaissance d’arriére plan (ou connaissance préalable) c.
Nous noterons donc P(A | ¢) pour la probabilité que A soit vraie conditionnellement a
toutes les évidences dont on dispose et que I'on résume dans c. C’est en ce sens que nous
parlerons de « probabilité subjective ». Toute probabilité qui n’est conditionnée que par c
est appelée alors « probabilité a priori », par opposition aux probabilités qui pourront étre
conditionnées a la fois par ¢ et par un ensemble de données D, par exemple.

Dans l'intention d’éviter des problémes impossibles, nous ne nous permettrons pas de
raisonner & partir de prémisses impossibles ou mutuellement contradictoires. Par consé-
quent, nous ne chercherons pas a définir P(A | B C) lorsque B et C sont des propositions
contradictoires. Quand de telles notations se présenteront, il sera implicitement compris
que B et C sont compatibles.

L’expression P(V | ¢) dénote la distribution de probabilité attribuée a priori a la variable
V', c’est-a-dire aux différentes valeurs que peut prendre cette variable. Dans le cas ot V' est
une variable discréte dont le domaine de valeurs est Dy, nous notons P(V | ¢) 'ensemble
des probabilités P(V; | ¢) :

VUZ‘ GDv,P(VZ‘ | C) :P([V:?}Z] | C).

Sachant qu’une variable ne peut prendre qu’une et une seule valeur a la fois, les ky
propositions logiques V; associées a une variable V' sont exhaustives et mutuellement ex-
clusives :
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2.2.2 Reégles de calcul

Les deux régles fondamentales sur lesquelles repose l'inférence probabiliste ? sont la
regle du produit et la regle de normalisation. De ces deux régles nous pouvons en dériver
d’autres, qui rendront les calculs plus aisés. Dans ce document nous ne faisons qu’énoncer
ces régles, les dérivations permettant d’y aboutir sont présentes dans [JAYNES95].

2.2.2.1 [R1] : Régle du produit

La régle du produit permet d’exprimer la probabilité conjointe de deux termes (propo-
sitions ou variables) comme le produit de deux probabilités élémentaires. Dans le cas de
propositions, [R1] prend la forme :

PAB|c) = PA|PB| Ac)
P(B| c)P(A| B o). (2.1)

Les deux formes possibles proviennent bien évidemment de la commutativité de la conjonc-
tion logique. Une dérivation élémentaire permet d’arriver a la forme de [R1] pour les va-
riables :

P(XY |¢c) = P(X|PY | X c)
= P(Y |o)P(X|Y o). (2.2)

Cette régle est également appelée le théoréme de Bayes.

2.2.2.2 [R2] : Régle de normalisation

La régle de normalisation est la deuxiéme régle fondamentale nécessaire pour l'inférence.
De fagon informelle, elle exprime le fait que la somme des probabilités de tous les cas
possibles d’un terme vaut 1. Dans le cas des propositions, [R2| prend la forme :

PA|c)+P(-A|c)=1, (2.3)
alors que pour les variables on écrit :

VX :Dx.kx,» P(X|c)=1. (2.4)
X

2.2.2.3 Autres régles dérivables des précédentes

Tout comme en logique ol les opérateurs de conjonction et de négation permettent
d’exprimer toute expression logique, les deux régles [R1] et [R2] forment la base sur laquelle

3Nous utilisons ici la définition de [HECKERMAN96| : « En général, le calcul d'une probabilité particuliére
au vu d’un modéle est connu sous le nom d’inférence probabiliste. »
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tous les calculs de probabilités se dérivent. En particulier, de ces deux régles, nous pouvons
dériver la regle de la somme :

VX Dx,kx,vy : Dy,ky,in S DX,Vyi c Dy,
PXi+Yi|lc)=PXi|c)+Pi|c)— P& Vi), (2.5)

ou, rappelons le, X; dénote la proposition [X = x;] et }; dénote [Y = y;]. Nous pouvons
aussi dériver la regle de marginalisation :

VX :Dx, kx,VY Dy, ky,» P(XY |c)=P(Y |o). (2.6)
X

2.2.3 Méthode

Dans cette section, nous présentons la méthode PBR (pour Programmation Bayésienne
des Robots) que nous suivons pour « programmer » le Koala dans les expériences suivantes.
Ces programmes se basent sur un objet formel, la description |LEBELTEL99, LBDMO3].
Programmer un robot a l'aide d’une description se décompose en trois phases :

— la phase de spécification des connaissances préalables c;

— la phase d’identification des valeurs des parameétres des distributions de probabilité ;

— enfin, la phase d’utilisation de la description.

Nous allons maintenant définir le concept de description et décrire plus précisément cha-
cune de ces trois phases. Tout au long de cette définition, nous utiliserons en exemple la
programmation sur le Koala d'un comportement relativement simple d’évitement d’obs-
tacles. Le comportement désiré est défini par la seule contrainte suivante : le robot doit
tourner en présence d’obstacles. Cela veut notamment dire que ’évolution du robot ne
doit pas étre contrainte s’il n’y a pas d’obstacles (on doit donc constater un mouvement
aléatoire).

2.2.3.1 Description (définition)

Une description est dénotée formellement par la probabilité conjointe P(V; ... V,, | D ¢)
d’un ensemble de variables Vi, ..., V,,, déterminée au vu des connaissances préalables c
spécifiées par le programmeur et d’un ensemble de données expérimentales D. Ainsi, I’en-
semble des connaissances devant étres fournies se trouve circonscrit par les connaissances
préalables c et le jeu de données D.

2.2.3.2 Spécification

La phase de spécification est la partie la plus délicate du travail du programmeur. Au
cours de cette phase, il doit énoncer clairement et explicitement les connaissances dont il est
a lorigine et celles qui résultent d’un processus adaptatif dépendant d’un jeu particulier de
données expérimentales. Ces connaissances se subdivisent en trois : le choix des variables
pertinentes, I’expression des dépendances entre les variables retenues sous la forme d’un
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produit de distributions élémentaires, et enfin la forme paramétrique associée & chacune
de ces distributions.

Connaissances préalables structurelles : le choix des variables pertinentes Nous
appelons connaissances préalables structurelles les connaissances permettant de définir ’en-
semble des variables Vi, ..., V, pour la description, et de spécifier pour chacune d’elles
son domaine de variation Dy, et le nombre ky, d’états possibles. Toutes les autres variables
sont ainsi supposées non pertinentes pour le probléme considéré.

En robotique, nous pouvons classer ces variables naturellement en trois sous-ensembles,
les variables sensorielles (par exemple les Pz; pour le Koala), les variables motrices (par
exemple Vrot), et enfin les variables internes, qui permettent de coder les états internes
du robot.

Dans notre exemple d’évitement d’obstacles pour le Koala, nous décidons de ne pas
garder les nombreuses variables sensorielles & notre disposition : nous faisons tout d’abord
le choix de n’utiliser ni la caméra, ni les capteurs de lumiére; de plus, nous décidons de
résumer 'information contenue dans les seize variables Pxy & Pxq5 par deux variables, Dir
et Prox, obtenues par les pré-traitements suivants :

90(P£L’12 — P.’134) + 45(P.%’11 — P.CE5) + 14(P$10 — Pl‘g)
Dir — +7(Pxg — Pxy) + (Pxs — Pxy)
( Pxy + Pxs + Pxy + Pz + Pxg )+1 ’
—|—P(L’8+PJZ9+PZE10+PI11 —|—Pl‘12

Prox = |max(Pxy, Px3, Pxy, Pxy, Pxo, Prs, P, Px1g, Px11, Pr12)/64] .

Ces variables correspondent approximativement a la direction et la proximité de ’obstacle
le plus proche. Sur le plan moteur, nous décidons que notre robot se déplacera a vitesse de
translation constante, ce qui ne nous laisse plus qu’'un degré de liberté, la variable Vrot.
Enfin, nous décidons de ne pas avoir de variables internes. Présentons donc les variables
retenues selon notre notation :

— Dir : Dpy = [—10,+10], kp;r = 21,

— Prox : Dproy = [0,15], kpros = 16,

— Vrot : Dy = [—50, 450], ke = 101.

Connaissances préalables de dépendance : le choix d’une décomposition de la
distribution conjointe Comme énoncé précédemment, la description sur les variables
Vi, ..., V, apour but la définition de la distribution conjointe P(V; --- V,, | D ¢). Cette
forme mathématique est une distribution de probabilité sur n dimensions, qui n’est souvent
pas facile a spécifier. La régle du produit [R1] nous permet de décomposer cette expression,
en l'exprimant sous forme de produit de distributions.

Dans notre exemple, si ’on considére les trois variables retenues précédemment, nous
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avons a notre disposition bien des décompositions (voir Section 7.2) :

P(Dir Prox Vrot | D c)
= P(Dir | D ¢)P(Prox Vrot | Dir D c)
= P(Vrot| D ¢)P(Dir Prox | Vrot D c)
= P(Dir | D ¢)P(Prox | Dir D ¢)P(Vrot | Dir Prox D c)

C’est la derniére expression ci-dessus que nous allons choisir dans notre exemple.

Dans cette seconde étape de la phase de spécification, nous allons simplifier davantage
I’expression choisie par des hypothéses dindépendance conditionnelle, qui permettent de
réduire fortement les dimensions des termes sur lesquelles ces hypothéses portent.

Par exemple, nous n’avons pas de raisons de penser — ou décidons d’ignorer ce fait pour
simplifier — que la proximité des objets que le robot rencontrera dépend de leur direction.
Nous écrivons alors P(Prox | Dir D ¢) = P(Proz | D ¢), ce qui nous donne :

P(Dir Proxz Vrot | D ¢) = P(Dir | D ¢)P(Prox | D ¢)P(Vrot | Dir Prox D c).

Connaissances préalables d’observation : le choix des formes paramétriques 1l
faut maintenant associer, a chacun des termes apparaissant dans la décomposition choisie
a l'étape précédente, une forme paramétrique. Par ces choix, nous allons fournir des a
priori sur les valeurs des distributions de probabilité et la maniére dont ces valeurs seront
modifiées par I'expérience. Ce dernier point est composé d’un ensemble de valeurs initiales
pour les parameétres, et d'un mécanisme de mise & jour au vu de données expérimentales
(ce mécanisme peut éventuellement étre vide si 'on veut figer la distribution lors de la
présente phase de spécification. Une description dans laquelle tous les termes sont ainsi
fixés est appelée spécification (description) a priori. Dans ce document, nous n’évoquerons
que quelques formes paramétriques simples :

Loi uniforme C’est une forme paramétrique & un paramétre, qui est le nombre de cas
de la variable sur laquelle porte cette distribution. Cette loi indique ’équiprobabilité
de tous les cas; elle sera choisie en général pour modéliser notre ignorance sur un
phénomeéne. Dans notre formalisme, la définition des variables est statique, donc
cette loi n’évoluera pas en fonction des données expérimentales. Pour une variable
V' : Dy, ky, nous notons :

PV |Dec)=PV |c) = U (V)
1
Yv; € DV7P<[V = Ui] | C) = —.
kv
Loi Dirac Cette forme paramétrique classique posséde un parameétre, qui est une valeur
particuliere n de la variable sur laquelle elle porte : pour cette valeur donnée, la
probabilité est 1, et 0 pour toutes les autres valeurs. Nous utiliserons la notation
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standard :

P(V|Dec) = 8,(V)
Yo € Dy, P(IV =0 | D¢) = {1QW=m

0 sinon.
Loi normale ou gaussienne Cette forme paramétrique classique correspond au choix de
ne mémoriser des données expérimentales que la moyenne des valeurs rencontrées et
leur écart type. Nous notons :

PV |Dc) = G, (V)

Vvi GDv,P([V:’Ui] | C) = / \/%

ol p est la moyenne de V' dans les données expérimentales D, et o est 1'écart type

de V dans D.

Loi de succession de Laplace Cette forme a autant de paramétres que de cas de la
variable sur laquelle elle porte; ces parameétres se calculent facilement au vu des
données expérimentales. La distribution résultat ressemble fortement a une norma-
lisation du nombre d’occurrences n; de chaque cas dans les données expérimentales.
Nous notons :

vite ] wepw?

e 202 dv,

P(VID¢) = Ly, (V)
N +ky’

ot n; est le nombre de fois ou [V = v;] dans les données D, et N est le nombre total
de données dans D.

Vo, € Dy, P([V =l | ¢) =

Dans le cas ou la loi de succession de Laplace est définie sur un terme de la forme
P(V | W D c¢) (ayant une variable probabiliste en partie droite), le nombre de para-
meétres a définir devient ky * ky,. Nous noterons :

P(V|W D¢)=L, . (V).

Question a une autre description Cette forme paramétrique, sans paramétres libres,
consiste & poser une question probabiliste a4 une autre description ¢ pour obtenir
un terme (voir Section 2.2.3.4 pour la définition d’une question probabiliste). Nous
notons :

Ny xkyy

PV |Dc¢) = PV ]e)=P\V|C)
Vo, € Dy, P([V =uv]|¢c) = P([V=uv]|).

Dans notre exemple courant d’évitement d’obstacles, nous définissons P(Dir | D ¢) et
P(Prox | D ¢) comme étant des lois uniformes sur leurs domaines, pour indiquer que nous
n’avons pas d’informations particuliéres ni sur la direction, ni sur la proximité des objets
que nous rencontrerons. En revanche, le terme P(Vrot | Dir Proxz D c) est défini comme
étant, pour chaque cas de Dir, Prox, une loi gaussienne dont la moyenne et 1’écart type
seront déterminés par les données expérimentales D.
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Récapitulatif Cette premiére étape dans la définition d’une description, la phase de
spécification, est maintenant terminée. Nous y avons inclus trois types de connaissances,
les connaissances préalables structurelles, les connaissances préalables de dépendance, et
enfin les connaissances préalables d’observation. Ce sont toutes ces connaissances que nous
groupons sous le terme connaissances préalables, et que nous notons par la proposition ¢
dans nos expressions mathématiques. L’on comprend maintenant que cette variable doive,
dans notre cadre, toujours apparaitre en partie droite des probabilités. En effet, différentes
descriptions seront identifiées par ces connaissances préalables ; on pourrait par exemple dé-
finir une autre description d’évitement d’obstacles, dans laquelle nous exprimerions d’autres
choix, que nous résumerions par la proposition co. Dans la suite de ce document, lorsqu’il
n’y aura pas d’ambiguité possible, et afin d’alléger les notations, nous omettrons cette
proposition en partie droite des probabilités.

2.2.3.3 Identification

Pour achever la définition de notre description, il faut encore fournir les données expé-
rimentales D afin de fixer les valeurs numériques des parameétres définis auparavant. C’est
cette phase qui constitue la période d’apprentissage * du robot. Plusieurs méthodes sont
disponibles :

Pas d’expérimentation Dans ce cas, les parameétres ne changent pas, et 1’'on se trouve
dans le cas d’une spécification a priori.

Programme professeur On peut, pour fournir des données, faire évoluer le robot sous
le contréle d’'un programme quelconque, de type Braitenberg ou autre. Il suffit alors
d’enregistrer les données pendant 1’évolution du robot pour créer le jeu de données D
dont nous nous servons ensuite pour compléter notre description. L’outil formel que
nous présentons peut alors étre considéré comme un langage dans lequel n’importe
quel programme robotique peut étre traduit. Le succes de cette traduction dépendra
bien str de la pertinence des choix faits pendant la phase de spécification.

Télé-opération Nous pouvons également piloter le robot, en essayant de lui fournir des
exemples d’'un méme phénomeéne. Piloter le robot consiste simplement & fournir pen-
dant son évolution des valeurs pour ses variables motrices. Ce pilotage peut se faire
en utilisant un joystick, mais on peut aussi imaginer d’autres méthodes, par interac-
tion avec un programme graphique, par commande vocale, par imitation d’un robot
professeur [RASPAIL02], etc.

Dans notre exemple, nous choisissons de piloter le Koala au joystick. Pratiquement, il
s’agit de le faire évoluer dans un environnement, et de lui faire éviter les obstacles, tout
en contraignant le moins possible son comportement loin de ceux-ci (pour correspondre &
la définition en frangais du comportement voulu). Expérimentalement, pour ce cas précis,
une télé-opération de quelques dizaines de secondes sera nécessaire, sous réserve d’explorer
relativement bien I'espace des configurations sensorielles.

4Pour une excellente introduction & Dapprentissage dans le domaine de Iinformatique, voir
[MITCHELLIT].
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2.2.3.4 Utilisation

Au terme des phases de spécification et d’identification, nous disposons d’une des-
cription complétement définie. La phase d’utilisation va consister a mettre en ceuvre les
descriptions par le biais de questions probabilistes.

Question (définition) Poser une question consiste a chercher la distribution de proba-
bilité d'un certain nombre de variables &, de la description, connaissant les valeurs d’autres
variables &, et éventuellement ignorant les valeurs d’un troisiéme groupe de variables &;.
Une question probabiliste est donc n’importe quelle expression de la forme :

PWVi ... Vil [Vim=vm] ... [Va =y, D c), (2.7)

ou & = {Viy.. ., i} # 0, & = {Vin,..., V), et & = {V,,...,V,} est Pensemble des
variables n’apparaissant ni dans &;, ni dans &,. Ces trois ensembles doivent bien str former
une partition de I’ensemble des variables considérées pour que la question ait un sens.

Si 'on veut restituer ’évitement d’obstacle que nous avons appris dans la phase précé-
dente, il est nécessaire de pouvoir tirer un état de connaissance sur la commande motrice
Vrot, sachant les valeurs courantes d et p des variables sensorielles Dir et Proz. La question
posée est donc :

P(Vrot | [Dir =d] [Prox =p] D c).

Inférence La connaissance de la distribution conjointe P(V;y --- V,, | D ¢) et Iapplication
des régles du produit (Equation 2.2) et de la marginalisation (Equation 2.6) nous permet
de répondre a toute question de la forme 2.7. Appliquons d’abord la régle du produit :

PWVi ... Vi|[Vim=vm] ... Va=wpn,] Dc)=
PV oo Vi [Vip =0, .. [Vn:vnjHDc)
P(Vim=vm,] - Va=wy,] | Dc)

(2.8)

En appliquant maintenant la régle de marginalisation, nous pouvons exprimer le dénomi-
nateur et le numérateur de ce quotient en fonction de la distribution conjointe que I'on sait
calculer :

PWVi ... VilVim=vm,] ... Va=wn]|Dc)
P(Vi = 0mi] - Vo =0a,] | Do) B
ZVO...V,,P(Vk o Vi Vi =] - [Vn:vn].] Vo ... Vo | Do) (2.9)
ka...vlvo...vp PV ... VilVim=wvm,] .. [Va= vnj] Vo ...V, De) '

Cette méthode de résolution d'une question est purement symbolique et ne tient pas
compte des simplifications que peuvent faire apparaitre les connaissances préalables four-
nies lors de la phase de spécification ainsi que les modes de décision que ’on veut appliquer
par la suite. Notons tout de méme ici le cas particulier qui survient lorsque la question
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probabiliste posée a une description est un terme de la décomposition. Par exemple, sup-
posons qu’une description ¢, portant sur les variables X, X5, X3 choisisse la décomposition
suivante :

P(X; Xo X5|¢)=P(Xy | o)P(X2 | Xy )P(X3 | Xy ©).
Posons a cette description la question P(X5 | X; ¢). Nous commengons 'inférence en nous
ramenant & la décomposition de la conjointe, puis simplifions symboliquement ° :
dox, P(X1 | )P(Xa | Xy ¢)P(X3 | X ¢)
dox, xs P(Xa [ )P(Xa | Xy ¢)P(X3 | Xy ¢)
P(Xy | c)P(Xa | Xic) Yok, P(X3 | X3¢
P(Xi] )Yy, P(Xa | Xi¢) Xk, P(X3 | X1 0))
P(X; | e)P(X2 | Xy ¢
P(Xy | ¢)
P(Xys | Xi¢) = P(X2| X5 0.

P(X2|X10) =

Remarquons que ce type d’inférence est toujours valide : si la question est un terme qui
apparait dans la décomposition, I'inférence restitue ce terme.

Il a été développé dans 1’équipe un moteur d’inférence probabiliste qui permet de ré-
pondre a toute question probabiliste. Ce moteur a pour ambition d’étre capable d’automa-
tiser les raisonnements probabilistes. Il peut étre, en cela, comparé aux nombreux moteurs
d’inférence qui permettent d’automatiser le raisonnement logique (tels Prolog, LogLisp ou
Lolita). Pour une question donnée, ’expression correspondante est tout d’abord simplifiée
symboliquement par le moteur; sa valeur numérique est ensuite estimée. La complexité
du calcul numérique vient évidemment des sommes. Il a été développé dans le moteur une
méthode trés performante d’estimation de ces sommes qui fait notamment appel a un al-
gorithme d’optimisation de type « génétique », et a une représentation des distributions
sous forme trés compacte et efficace, inspirée des Octree.

Dans 'exemple d’évitement d’obstacles, nous pouvons nous passer du moteur d’infé-
rence pour répondre & la question posée. En effet, cette question est un terme qui apparait
directement dans la décomposition choisie a 1’étape des connaissances préalables de dé-
pendance. Il suffit donc, pour avoir la réponse voulue, de lire la forme mathématique de
ce terme. Cependant, la méme description permet, grace au mécanisme d’inférence, de
répondre a bien d’autres questions :

— P(Vrot | [Proxz = p| D c) si le module de calcul du pré-traitement correspondant a

Dir tombait en panne (mode sensoriel dégradé),

— P(Dir | [Prox = p| D c) si on voulait remédier a la panne précédente en inférant les
valeurs probables de Dir,

— P(Prox | [Dir =d] [Vrot =wv] D c) si on voulait prévoir la valeur de Prox selon le
pilotage donné, pour la comparer a la valeur fournie par le module de calcul dédié
(diagnostique de panne, prévision sensorielle),

— etc.

5Un exemple détaillé d’inférence sera développé Annexe A.
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Décision Le résultat de I'inférence fournit une distribution de probabilité sur les variables
recherchées. Rendre effectif le résultat d’une question va consister a choisir les valeurs
particulieres pour ces variables. De nombreuses stratégies sont ici imaginables, mais les
plus simples restent de choisir les valeurs correspondant au maximum de probabilité, ou
encore de tirer les valeurs aléatoirement selon la distribution obtenue.

C’est cette seconde stratégie qui est employée dans notre exemple d’évitement d’obs-
tacles, et ce afin de restituer tout I’état de connaissance des formes gaussiennes utilisées
(moyenne et écart type) ; choisir le maximum de probabilité aurait pour conséquence de ne
prendre en compte que la moyenne des gaussiennes, sans traduire & 1’exécution les écarts
types. C’est aussi cette stratégie qui sera employée dans le reste de ce travail.

2.2.3.5 Résumé de la méthode PBR

( Variables Pertinentes
Dir : Dpj, = [—10,+10], kp;r = 21
Prox : Dprox = [0,15], kprox = 16

g Vrot : Dyrot = [—50,+50], kyror = 101
® .5 b= Décomposition
é & N P(Dir Prox Vrot | D c) =
R ] P(Dir | D ¢)P(Prox | D ¢)P(Vrot | Dir Prox D c)
éo 8 & Formes Paramétriques
A P(Di?“ ’ D C) = Ugl(Di’F)
P(Prox | D ¢) = Ujg(Prozx)
L P(VTOt ‘ Dir Prox D C) = G,u(DinProa:),a(Dir,Prox)(VTOt)

| Identification : Apprentissage par télé-opération
Question :P(Vrot | [Dir = d] [Prox = pl)

Fi1G. 2.2: Structure d'un programme PBR et exemple de I'évitement d’obstacles.

Nous montrons Figure 2.2 le programme bayésien correspondant & notre exemple d’évi-
tement d’obstacle. Sur cette Figure, nous rappelons d’une part la structure générique d’un
programme bayésien dans le formalisme PBR (les accolades a gauche), et d’autre part
les choix spécifiques a cet exemple (les contenus de chaque rubrique). Afin d’alléger les
notations dans le reste de ce document, nous omettrons les symboles de données D et
de connaissances préalables ¢ en parties droites des termes probabilistes, lorsque cela ne
générera pas d’ambiguité.
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Chapitre 3

Approches probabilistes

«[...] la supériorité de 'homme tient justement dans sa capacité
a juger, & raisonner sur des données floues, incomplétes, a évoluer
dans un monde ouvert et changeant et non sur les soixante-quatre
cases d’un échiquier. »

JACQUES DROULEZ, ALAIN BERTHOZ, RENE ZAPATA, Prédiction

et programmation des mouvements, [DBZ99].

Notre étude bibliographique n’a pas la prétention de couvrir les approches de naviga-
tion et localisation en robotique au sens large. Nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de
Borenstein, Everett et Feng [BEF95] ! pour une introduction assez compléte, qui donne
une vue d’ensemble du domaine. Dans notre travail, nous nous restreindrons d’'une part
a quelques approches probabilistes de la modélisation de ’environnement, et d’autre part
aux approches bio-inspirées de la navigation en robotique.

3.1 Relations entre formalismes probabilistes

3.1.1 Choix des approches présentées

Les approches probabilistes sont devenues inévitables en robotique mobile, grace & leur
capacité a traiter des données sensori-motrices incomplétes et incertaines. Bien siir, de
nombreux formalismes différents sont nés dans les trente derniéres années.

Certains auteurs se sont intéressés aux liens existant entre ces approches. Ils ont le
plus souvent constaté que ces approches différaient par les hypothéses qu’elles faisaient,
mais parfois, ils ont reconnu des approches identiques, mais appelées différemment. Il serait
illusoire de vouloir dresser une liste exhaustive des multiples noms que portent certains de
ces formalismes. Il est en revanche plus aisé, et plus intéressant, d’étudier leurs relations,
en les réécrivant dans un cadre commun.

1Ce livre est épuisé, mais un rapport technique identique [BEF96] est disponible sur le site de Johann
Borenstein, http ://www-personal.engin.umich.edu/~johannb/ .

21
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Ainsi, Padhraic Smyth [SHJ97, SMYTHI8| replace par exemple les Filtres de Kalman
et les Modeles de Markov Cachés dans le cadre des Réseaux Bayésiens. Kevin Murphy
[MURPHYO02], lui, replace ces deux approches, et un grand nombre de leurs variantes,
dans le cadres des réseaux bayésiens dynamiques. Il traite en détail des capacités de mo-
délisation, d’inférence, et d’apprentissage de chacune de ses approches. Pour un bon ré-
sumé de cette partie de sa these, voir [MURPHYO1] 2. Enfin, les travaux de Ghahramani
[GHAHRAMANI98, GHAHRAMANIOL, RG99| concernent les liens entre les Réseaux Bayé-
siens, les Réseaux Bayésiens Dynamiques, les Modeles de Markov Cachés, et certaines
variantes de Filtres de Kalman.

Dans ce chapitre, nous reprendrons I’ensemble des approches citées ci-dessus, y ajoute-
rons les Chaines de Markov, les Filtres Bayésiens et les Processus de Décision Markoviens
Partiellement Observables, et les réécrirons dans le formalisme PBR.

Cette réécriture aura tout d’abord l’avantage d’utiliser une notation et un cadre de
présentation unique, ce qui est assez rare dans la littérature. De plus, elle permettra d’offrir
au lecteur une vue d’ensemble de ces formalismes et de leurs relations. En explicitant les
hypothéses faites par chacune des approches, nous remettrons également en perspective
leurs nombreuses variantes, ce qui aidera le lecteur intéressé a en imaginer de nouvelles
(nous définirons et utiliserons par exemple une extension de la localisation markovienne au
Chapitre 8).

La liste des approches que nous traiterons donc dans ce chapitre est donnée Table 3.1,
ainsi que leurs traductions en anglais (pour les lecteurs qui — comme nous — sont plus
habitués aux acronymes anglais).

Noms frangais Acronymes | Noms anglais Acronymes
Programmation  bayésienne PBR Bayesian robot programming BRP

des robots

Carte bayésienne CB Bayesian map BM
Réseau bayésien RB Bayesian network BN
Réseau bayésien dynamique RBD Dynamic bayesian network DBN
Chaine de Markov CM Markov chain MC

Filtre bayésien FB Bayes filter BF
Modeéle de Markov caché MMC Hidden Markov model HMM
Localisation markovienne Loc Markov | Markov localization Markov Loc
Filtre de Kalman FK Kalman filter KF
Processus de décision marko- PDMPO Partially observable Markov POMDP
vien partiellement observable decision process

Processus de décision marko- PDM (Fully observable) Markov de- (FO)MDP
vien (totalement observable) cision process

TAB. 3.1 — Traductions des noms des formalismes abordés dans ce chapitre.

2Egalement disponible sur le site http ://www.cs.berkeley.edu/ murphyk /Bayes /bayes.html.
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3.1.2 Choix d’un ordre de présentation

Nous présenterons les différents formalismes en allant du plus général au plus spécifique.
La mesure de « généralité » que nous avons choisie tient compte du nombre de contraintes
posées par chaque approche : une approche sera plus générale qu'une autre si elle fait
moins d’hypotheses. Cependant, le nombre d’hypothéses n’est pas un critere suffisant, car
certaines hypothéses ne sont pas de nature comparable (par exemple, spécialiser une méme
approche en fixant un choix de décomposition ou un choix de variables) : ainsi, nous
n’obtiendrons pas un ordre total, mais partiel sur ’espace des approches probabilistes
possibles.

Cette relation « X est plus général que Y » entre les formalismes cités est présentée
Figure 3.1. Nous y faisons apparaitre notre contribution, la Carte Bayésienne, en pointillés.

Plus général

|||||||>

___________

<|||||||

Variantes Filtre de
de MMC Kalman

F1G. 3.1: Formalismes de modélisation probabiliste, et leur classement, du plus général (en
haut), au plus spécifique (en bas). Les acronymes utilisés sont définis Table 3.1.

Plus spécifique

Bien siir, les formalismes les plus généraux auront comme avantage un plus grand pou-
voir d’expression (plus de modéles probabilistes en sont des instances). En revanche, la
spécialisation permet d’utiliser des solutions efficaces aux problémes d’inférence et d’ap-
prentissage. Par exemple, les Filtres de Kalman permettent une inférence probabiliste
exacte, grace a une solution analytique. Les modéles de Markov cachés sont pour leur
part célébres, car leur choix de structure permet un apprentissage du modéle entier par
I’algorithme de Baum-Welch. Dans notre travail, nous choisissons de restreindre notre ana-
lyse aux capacités de modélisation de chaque formalisme, sans développer ces méthodes
d’inférence et d’apprentissage traditionnellement associées a chacun d’entre eux. En ef-
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fet, ces méthodes constitueraient des domaines d’étude a part entiére. Ne souhaitant donc
pas détailler les inférences faites par chaque approche, lorsque nous les réécrirons dans le
formalisme PBR, nous n’y détaillerons que la description correspondante, sans définir les
questions probabilistes posées aux modéles.

La suite de ce chapitre reprendra donc chacune de ces approches briévement, de la
plus générale a la plus spécifique ; pour chacune d’entre elles, nous les présenterons intui-
tivement, en fournissant au lecteur intéressé quelques pointeurs de lecture, et rappellerons
leurs définitions formelles, en les réécrivant dans le formalisme PBR.

3.2 Reéseaux bayésiens

Un réseau bayésien [PEARLIL, HECKERMAN96, LS88| est un modéle probabiliste por-
tant sur n variables quelconques, Xj, ..., X, définissant la conjointe P(X; ... X,), par une
décomposition satisfaisant la propriété suivante :

P(X1...X,) = ﬁP(Xi! Pa),

=1

ou Pa; est un sous-ensemble de {X7,..., X; 1}.

Nous comprenons donc qu’il s’agit ici de n’apporter une contrainte que sur le type
de décomposition possible. Les variables, leurs sémantiques, et les formes paramétriques
peuvent étre quelconques. C’est ce que nous résumons Figure 3.2.

( Variables Pertinentes
X1,...,X,, quelconques
Décomposition
P(Xl .. Xn) = H?:l P(X1| PCLZ'), avec Pa; C {Xl, R 7Xi—1}
Formes Paramétriques
quelconques
Identification : quelconque

Spécification

Description

F1G. 3.2: Le formalisme des réseaux bayésiens exprimé en PBR.

Se restreindre & de telles décompositions permet d’assurer qu'un réseau bayésien se
représente par un graphe, en associant un nceud a chaque variable X;, et en établissant
des arcs orientés de toutes les variables de Pa; vers X;. Cette représentation graphique
présente de nombreux avantages, dont une meilleure explicabilité du systéme, ou une plus
grande facilité a définir le modéle pour des experts non informaticiens par exemple.

Ce graphe permet aussi d’exploiter les « voisinages » des variables, dans la propagation
des calculs lors de I'inférence sur le modéle. Cela permet notamment I’écriture d’algorithmes
d’inférences exacts et efficaces, ainsi que la visualisation des flots d’information au sein du
graphe.
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Malheureusement, en restreignant la forme de la décomposition de la distribution
conjointe, on limite aussi le pouvoir d’expression de ce formalisme (voir [PEARLIL, SHJ97]),
car toutes les dépendances conditionnelles ne sont plus représentables. En revanche, le for-
malisme PBR n’impose aucune condition sur la forme de la décomposition, et garde le
pouvoir d’expression maximum. Par exemple, il y est possible d’écrire la décomposition
suivante :

PXY Z|C)=P(XY |C)P(Z|Y C).

Dans les réseaux bayésiens, la seule solution pour faire apparaitre deux variables X et Y en
partie gauche, comme dans P(X Y | ('), est de les agréger en une seule, (XY'). Le probléme
est qu'il est ensuite impossible de les dissocier, et 'on ne peut plus écrire P(Z | Y C),
mais seulement P(Z | (XY') C'). Nous venons donc d’exhiber une hypothése d’indépendance
conditionnelle particuliére exprimable en PBR, mais pas dans le cadre d’un réseau bayésien.
Nous avons également montré précédemment que tout réseau bayésien était définissable
en PBR; nous concluons donc que le formalisme PBR est plus général que les réseaux
bayésiens.

3.3 Réseaux Bayésiens Dynamiques

Les réseaux bayésiens dynamiques [BELLOT02, BMR97, DK89, KKR95, MURPHY(2,
RUSSELL98| sont une spécialisation des réseaux bayésiens a la modélisation de phénoménes
temporels. Ils supposent :

— que le temps se représente de maniére discréte, t =1,...,T;

— que les noeuds du réseau bayésien peuvent étre regroupés par « tranches » temporelles,

qui contiennent N variables identiques : Y;',... VN du temps ¢;

— que les variables Y;' d’une tranche ¢ ne dépendent que d’autres variables de la méme

tranche ou de variables de la tranche précédente t — 1

— enfin, que les distributions associées a ces dépendances sont indépendantes de la

tranche ¢ considérée.

Ces hypothéses sont classiques : le fait qu'une tranche ne dépende que de la précé-
dente est couramment appelée hypothése de Markov d’ordre 1 (d’ordre n pour le cas ou
une tranche dépend des n précédentes); le fait que les distributions de probabilités ne
varient pas selon t est [’hypothése de stationnarité (les modéles sont parfois également dits
« invariants au temps » 3 ou encore « homogenes » ).

Ces hypothéses permettent de définir un modeéle local (temporellement) P(Y) | Pa;),
qui décrit les dépendances entre les variables Y;' et leurs parents Pa;, indépendamment de
I'indice de temps, puis de les réutiliser pour tout temps ¢, afin de définir le modéle global,

3 Time-invariant.
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suivant la dérivation [MURPHY02] :
PYL ... Y{NYY vy YR YR

T N
= P(Y, YOO TTTT PO 12 YN Y0, Y

t=1 =1
T N

= Py . YOI PO | Pa),

t=1 1=1

ot Pa; est un sous-ensemble de {Y;*,,..., YN, Y0, ... Y/ "'} Il apparait alors clairement
que les modeéles locaux P(Y}' | Pa;) ne sont pas suffisants, et qu’il faut aussi définir 1'a
priori sur la tranche de temps initiale t = 0 (P(Yy ... Y7")), pour rendre cette description

globale fonctionnelle.

Nous comprenons donc que le modéle local de dépendance est un réseau bayésien, et
qu’il s’agit ici de « l’enchainer » dans le temps. Nous reviendrons sur la relation entre
le modele global et le modele local dans le cadre des chaines de Markov, ou les écritures
seront plus simples (Section 3.4).

( Variables Pertinentes

Yy ... YON A 2L CL Y:ﬁ) YjN,quelconques
Décomposition

PYY v YY oYY YR YR

T N i
= Py ... Y()N)thl || Y P(Yt,Z | Pa;),

avec Pa; C {Y,,....,Y N, Y0 ... Vi)
Formes Paramétriques

quelconques
Identification : quelconque

Description
Spécification

FiG. 3.3: Le formalisme des réseaux bayésiens dynamiques exprimé en PBR.

Nous réécrivons maintenant la structure du modéle global dans notre formalisme PBR,
Figure 3.3 (la réécriture du modéle local est identique & celle des réseaux bayésiens).

3.4 Chaines de Markov

Les chaines de Markov [RABINER89| sont I’exemple le plus simple de réseau bayésien
dynamique. Il s’agit en effet ici de n’étudier que 1’évolution d’une variable d’état discréte
L; unique. En ce sens, elles peuvent étre considérées comme des filtres bayésiens (voir
Section 3.6) dont I’état serait directement observable (donc des modeéles de Markov « ob-
servables »). En appliquant une hypothése de Markov de premier ordre, nous obtenons la
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décomposition suivante pour le modele global :
P(Lo)P(Ly | Lo)P(Ly | Ly Lo) ... P(Ly | Li—y ... L)
P(Lo)P(Ly | Lo)P(Ly | Ly) ... P(L; | Li—1)

t

P(Ly...Li) = P(Lo)[[P(Li| Lic).

=1

La simplicité de ce modéle n’empéche pas L; d’étre une conjonction de variables LI A ... A
LY, comme dans les réseaux bayésiens dynamiques. Mais le fait de suivre la décomposition
ci-dessus force 'écriture d’un modéle de transition de la forme P(L} ... LY | L}, ... LY ),
qui est plus contrainte que dans le formalisme des réseaux bayésiens dynamiques.

Nous disposons maintenant d’une décomposition pour le modeéle global, il faut encore
définir les formes paramétriques pour tous les termes y apparaissant. Le premier terme,
P(Ly), est I'a priori sur I’état discret du systéme, nous lui associons une loi de succession
de Laplace. Quant aux termes P(L; | L;_1), chacun est une question probabiliste a un
modeéle local, qui porte sur deux variables, L et L'.

Dans la littérature, ce modéle local consiste uniquement en la définition du terme voulu,
comme par exemple, dans notre cas des chaines de Markov, P(L' | L). Or, dans notre
formalisme PBR, si nous distinguons les modéles globaux et locaux, chacun doivent définir
la distribution conjointe sur I’ensemble de leurs variables. Dans les chaines de Markov, cela
implique que le modeéle local définisse P(L’ L). Par exemple en choisissant la décomposition
P(L' L) = P(L)P(L' | L), et en définissant P(L’ | L) comme étant le modéle de transition
qui nous intéresse. Mais il reste alors a définir P(L). En pratique, cela n’est cependant pas
utile, car le modéle local ne sera utilisé que pour en tirer P(L' | L), et pour intégrer cette
connaissance dans le modéle global.

Dans le modele global d’ailleurs, les connaissances sur P(L) ne sont pas quelconques.
En effet, elles sont tirées de I'estimation récursive de I'état, P(L; | L_1 ... Lo). Par abus
de langage, nous nous permettrons ainsi, lors de la définition du modéle local, d’attribuer
au terme P(L) une forme paramétrique dite « de récurrence ». Cette forme paramétrique,
dans un modéle probabiliste, indiquera

— que ce modéle est un modeéle local ;

— qu’on l'enchainera dans le temps, par l'utilisation d’'un modéle global (qui en général

ne sera pas détaillé) ;

— que le terme sur lequel porte cette forme paramétrique sera le résultat de I'estimation

récursive de cette variable au pas de temps précédent ;

— que le modeéle global inclura une définition de ’a priori initial correspondant a ce

terme.

Nous réécrivons le modele global des chaines de Markov dans notre formalisme PBR,
Figure 3.4, et le modéle local Figure 3.5, ot I'on voit apparaitre la forme paramétrique de
récurrence. Dans la suite de ce chapitre, nous ne définirons plus que les modéles locaux, la
relation entre ces modéles et les modéles globaux étant implicite.
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( ( Variables Pertinentes
Ly ... Ly, variables d’états discrétes au temps t,

Dr, ={1,2,...,k},Vie0...t
Décomposition

P(Lg... L) = P(Lo) TT._, P(Li | Li—1)
Formes Paramétriques

P(Lo) = Lnlw-,nkLO (Lo)

P(L; | Li—1) question au modéle local
Identification : quelconque

Description
Spécification

F1G. 3.4: Le formalisme des chaines de Markov exprimé en PBR (modéle global).

( Variables Pertinentes
L, variable d’état discréte au temps ¢ — 1,
L', variable d’état discréte au temps 4,
D =Dp ={1,2,...,k}
Décomposition
P(LL)=P(L)P(L'| L)
Formes Paramétriques
P(L) récurrence
P(L'| L) modéle de transition
Identification : quelconque

Description
Spécification

F1G. 3.5: Le formalisme des chaines de Markov exprimé en PBR (modéle local).

3.5 Filtres Bayésiens

Nous regroupons sous le terme « filtre bayésien » [SBC99| tous les réseaux bayésiens
dynamiques qui n’ont qu’une variable d’état, et qu’une variable d’observation P;. Dans le
cadre des filtres bayésiens, nous ne faisons pas d’hypothéses sur la nature des variables
(discrétes ou réelles) ; lorsque nous en ferons, nous parlerons alors de modéles de Markov
cachés. Les filtres bayésiens supposent de plus la décomposition suivante :

P(Ly Ly P) = P(Li_1)P(Ly | Li1)P(P | Ly).

Le terme P(L; 1) établit la récurrence, le terme P(L; | L;_1) est appelé « modéle de
transition », et P(P | L;) est le « modéle d’observation ».
Nous résumons ces informations Figure 3.6.

3.6 Modéles de Markov Cachés

Un modéle de Markov caché [AYCARD98, RABINERS9, RJ93, SK97, SHATKAY9S8| est
une spécialisation des filtres bayésiens, qui consiste & émettre une hypothése sur la nature

des variables.
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Variables Pertinentes

L; :variable d’état au temps ¢

L; 1 :variable d’état au temps t — 1

P :variable d’observation au temps t
Décomposition

P(Ly Ly—y P) = P(Li—1)P(Ly | Ly—1)P(P | Ly)
Formes Paramétriques

P(Ly—y) récurrence

P(L; | Li—1) et P(P | L) quelconques
 Identification : quelconque

Description
Spécification

Fi1G. 3.6: Le formalisme des filtres bayésiens exprimé en PBR.

Dans le MMC « standard », les trois variables L;_1, L; et P sont supposées discrétes.
Dans ce cas, les modéles de transition et d’observation prennent la forme de matrices, et
sont donc respectivement appelés « matrice de transition » 4 et « matrice d’observation ».
Le terme P(L; 1) étant une récurrence, cela implique l'existence de 1'a priori initial P(Ly),
qui lui aussi prend alors la forme d'une matrice. Cette a priori est, en général, noté .

Lorsque la variable de perception P est supposée continue, on parle alors de MMC semi-
continu [RABINER89, MURPHY(2|. Dans ce cas, le modéle d’observation est en général soit
un modéle gaussien, soit une mixture de distributions gaussiennes.

Les modeéles de Markov cachés ont été utilisés avec succeés dans des domaines variés
(reconnaissance de la parole, séquengage du génome, etc.), mais aussi dans la navigation
robotique [AYCARDI8, AMSO01]. Ils doivent notamment leur succés a 'existence d’algo-
rithmes d’inférence adaptés a leur structure de dépendance : I’algorithme de Viterbi estime
la séquence la plus probable d’états au vu d’une séquence d’observations, et I'algorithme
de Baum-Welch permet d’identifier les modéles d’observation et de transition a partir de
données expérimentales.

Nous présentons la réécriture du formalisme des MMC (discrets) dans la notation PBR
Figure 3.7.

3.7 Spécialisations des MMCs

3.7.1 Spécialisation de la structure de dépendance

Kevin Murphy, dans sa thése [MURPHY02|, présente de nombreuses variantes des mo-
deles de Markov cachés, en les replagant dans le cadre des réseaux bayésiens dynamiques.
Ces variantes ont pour point commun d’utiliser des structures de dépendances particuliéres.
Parmi ces nombreuses variantes, notons :

— les « auto-regressive HMMs », ou les variables d’observations aux temps t — 1 et

t ne sont plus considérées indépendantes, conditionnellement a la connaissance de

40u « matrice stochastique ».
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( Variables Pertinentes
L; : variable discrete d’état au temps t,
Dr, ={1,...,N},kr, = N,
Ly :variable discréte d’état au temps ¢t — 1,
Dr,,={1,....,N},kr,_, =N,
P : variable d’observation discréte au temps ¢
Dp=A{1,...,.M},kp =M,
Décomposition
P(L; Ly—y P)=P(L; | Ly—1)P(P | Ly)P(L—1)
Formes Paramétriques
récurrence pour P(L;_1)
\ matrices pour P(Ly | Li—1) et P(P | Ly)
Identification : a priori ou apprentissage (Baum-Welch)

Description
Spécification

F1G. 3.7: Le formalisme des modéles de Markov cachés exprimé en PBR.

I'état L;. Dans la décomposition, le modeéle d’observation P(P | L;) devient donc
P<Pt | L, Ptfl);

les « factorial HMMs », ou plusieurs chaines de Markov (sur les variables d’états
X1 ..., X™), supposées indépendantes, ne générent qu'une séquence unique d’obser-
vations P. Dans ce formalisme, il y a plusieurs modeéles de transitions (P(X} | X} ;),
.oy, P(X7 | X[1,)), et un unique modéle d’observation conditionné par toutes les
variables d’états (P(P | X} ... X"));

les « coupled HMMs », ot 'on représente l'influence que peut avoir un modéle de
Markov caché sur un autre, en supposant que la dépendance s’établit entre les va-
riables d’états X/ et X?. Les modeéles de transition deviennent P(X} | X} ; X? ;) et
P(X? | X!, X2 ). Bien sir, cette notion est généralisable au cas de n modéles de
Markov cachés couplés.

Nous aborderons les « input-output HMMs » Section 3.8, et les modéles hiérarchiques a
base de MMC Section 4.1.

3.7.2 Spécialisation des formes paramétriques : les Filtres de Kal-

man

Spécialisons les modeéles de Markov cachés en faisant les hypotheéses suivantes :

supposons que les variables d’état et d’observation soient continues;

supposons que les modéles de transition P(L; | L, 1) et d’observation P(P | L)
soient gaussiens;

supposons que les fonctions po(Li),00(L:) et pr(Li—1),0r0(Li—1) qui définissent les
moyennes et écart-types de ces modéles gaussiens soient linéaires ° ;

supposons enfin que I’a priori initial P(Lg) soit gaussien.

5Si elles ne sont pas linéaires, on en obtient une approximation linéaire par développement de Taylor,
et on parle alors de Filtre de Kalman Etendu (FKE).
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Nous obtenons alors le célebre « Filtre de Kalman » [BBM94, WB95|. Le point essentiel
a retenir, au sujet de ce modéle, est que ces hypothéses rendent possible I'inférence exacte
d’une distribution de probabilités sur les états au vu des observations, grace a une solution
analytique et récursive. Un des désavantages est que cette distribution de probabilités sur
les états est de forme gaussienne, donc unimodale. Elle ne permet donc de ne considé-
rer quune hypothése unique de localisation. On parle alors de suivi d’hypothése 6, par
opposition a la localisation globale (ou multi-hypothéses).

Les Filtres de Kalman ont été utilisés avec succes en robotique dans de nombreux
systémes : voir par exemple [CROWLEY89, LDC92].

Nous présentons la réécriture du formalisme des Filtres de Kalman dans la notation
PBR Figure 3.8.

Variables Pertinentes
L; :variable continue d’état au temps ¢
L; 1 :variable continue d’état au temps t — 1

g P :variable continue d’observation au temps ¢
.g = Décomposition
a QLE’ P(Ly Li_y P)=P(L; | Li—1)P(P | Ly)P(L¢—1)
g D Formes Paramétriques
A ) P(Li—y) = récurrence
P(P | Ly) = GuoLoo(wn(P)

P(Lt ‘ Ltfl) - GHT(Ltfl),O'T(Ltfﬂ(Lt)
avec o, 00, pur et or fonctions linéaires

| Identification : quelconque

F1G. 3.8: Le formalisme des filtres de Kalman exprimé en PBR.

3.8 Localisation Markovienne

Nous avons vu jusqu’a maintenant deux spécialisations possible des réseaux bayésiens
dynamiques : les chaines de Markov (modéles P(L; L;—1) = P(Li—1)P(L; | Li—1)), et les
filtres bayésiens (modeles P(P Ly L;—1) = P(Ly—1)P(Ly | Li—1)P(P | L;)). Continuons a
enrichir ces formalismes, en ajoutant une variable d’action A.

Dans la littérature, cette variable d’action est intégrée dans le modéle de transition
P(L; | Li_1), qui devient P(L; | A L;_1), et s’appelle donc parfois « modeéle d’action ».
Formellement, il faut également définir le terme P(A). Mais la variable A se trouve, dans la
littérature, toujours en partie droite des questions probabilistes. Ainsi, le terme P([A = a])
est toujours assimilable & la constante de normalisation, et les auteurs se passent de la
définition de ce terme.

Ce formalisme s’appelle parfois input-output HMM [BF95, CN94, GHAHRAMANIO1,
MJ96], mais nous l'avons étudié plus en détails sous le nom de localisation markovienne

S Hypothesis tracking.
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[ALC98, BFHS96, THRUNOO, TBF98|. Sous ce nom, il a été principalement développé et
utilisé a I’Université de Carnegie Mellon, bien que récemment, les mémes auteurs semblent
décidés a I'appeler « filtre bayésien » [THRUNO2|. Bien str, il ne faut pas confondre ces
filtres bayésiens avec ceux que nous avons défini Section 3.5, qui, eux, ne contiennent pas
de variable d’action A.

Variables Pertinentes
L; :variable discréte d’état au temps t,
Dr,={1,...,N},kr, = N,
L;_1 :variable discréte d’état au temps t — 1,
D, ,={1,...,N},kr, , =N,
P :variable d’observation au temps ¢
A :variable d’action au temps t

Description
Spécification

Décomposition

P(A Ly Ly P)=P(Ly | A Li1)P(P | Li)P(A)P(Li-1)
Formes Paramétriques

quelconques

Identification : quelconque

F1G. 3.9: Le formalisme de la localisation markovienne exprimé en PBR.

Sous le nom de « localisation markovienne », ce formalisme a connu des implanta-
tions sur des robots déployés dans des expositions, avec les deux robots Rhino [TBB*98,
BCF*99| et Minerva [TBB*99a, TBBT99b|, ce qui a également suscité de nombreuses
améliorations et extensions :

— pour la navigation active (choisir une trajectoire et I'orientation des capteurs pour
maximiser le gain d’information, et ainsi, réduire les risques de se perdre) [FBT98,
RBFT99] ;

— pour la localisation en environnements dynamiques (filtrer les données qui ne cor-
respondent pas a la lecture attendue — mais on perd alors la capacité de localisation
globale) [FBT99];

— pour la localisation de robots effectuant une tache en collaboration (lorsqu’un robot
en voit un autre, il peut l'aider a se localiser) [FBKT00] ;

— pour le calcul efficace de I'inférence, des méthodes de Monte Carlo ont été associées
au formalisme de la localisation markovienne (représentation des distributions par
des nuages de points) [FBDT99, TFBOO| ;

— et enfin, pour la construction de cartes en trois dimensions (basées sur des capteurs
lasers planaires) [TBF00, THRUNO2].

Ces nombreuses améliorations sont a l'origine du succes pratique de ce formalisme, notam-
ment les variantes dites de Monte Carlo. En effet, elles rendent I'inférence réalisable en
temps de calcul réduit (et méme en temps any-time), ce qui permet une implantation a
bord du robot.

Nous présentons la réécriture du formalisme de la localisation markovienne dans la
notation PBR Figure 3.9.
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3.9 Spécialisations de la Localisation Markovienne

3.9.1 Spécialisation des formes paramétriques : les Filtres de Kal-
man

Il existe une variante des Filtres de Kalman que nous avons défini Section 3.7.2, qui
consiste a ajouter une variable d’action A, tout en conservant les hypothéses linéaires-
gaussiennes. Ce formalisme conserve le nom de « Filtre de Kalman », et se place, dans
notre analyse, comme une spécialisation de la localisation markovienne.

Nous présentons la description PBR associée Figure 3.10.

Variables Pertinentes
L, :variable discréte d’état au temps ¢,
Dr, ={1,...,N},kr, = N,
L; 1 :variable discréte d’état au temps t — 1,
Dr,.,={1,...,N},kr, , =N,

5 P, :variable d’observation au temps ¢
_S = A; :variable d’action au temps ¢
=y = Décomposition
S \é P(AL Ly P)=P(L; | AL1)P(P | L))P(A)P(L_1)
- n Formes Paramétriques
P(4) = Ui, (4)
P(Li—1) = récurrence
P(P | L) = Guo(Leo(wy(P)

P(Ly | ALi—1) = GupaL, 1oL (Lt)
avec 1o, 00, bt et or fonctions linéaires
| Identification : quelconque

F1G. 3.10: Le formalisme des filtres de Kalman (avec variable d’action) exprimé en PBR.

3.9.2 Définition d’une fonction de récompense : PDMPO et PDM

Les Processus de Décision Markovien Partiellement Observables (PDMPO) [CKK96,
KLC98, KS96, SK95|, sont basés sur un modéle probabiliste identique 7 & de la localisation
markovienne, et on ajoute a ce modéle une notion de cotit ou de récompense. Formellement,
il peut s’agir d’une fonction R : L; — IR, qui associe & chaque état une récompense, ou
bien une fonction C' : L; x A — IR, qui associe un cott a 'exécution des actions [BDH99).
Parfois, et cette écriture est plus générale, ces deux fonctions sont assemblées en une seule,
R :L; x A— R |[KLC9g].

Cette fonction de récompense est la base des algorithmes de planification développés
dans les PDMPOs. Les récompenses servent a définir les buts et les endroits a éviter de

"On trouve parfois des variantes, notamment en ce qui concerne le modéle d’observation : il peut prendre
la forme P(P | A L;) [PT02], ou méme P(P | A L; L;_1) [BDH99].
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I’environnement. Le but de I’algorithme de planification est alors de maximiser une certaine
mesure, calculée a partir de la fonction de récompense. En général, c’est le gain moyen
discounted qui est choisi comme mesure : E(>".° ~'R;), out v est un facteur de discount,
R; la récompense obtenue au temps ¢, et E(.) est 'espérance mathématique.

Il faut donc déterminer, pour chaque état, quelle action est & choisir qui permettra
de maximiser cette mesure. Malheureusement, ’état du systéme n’est pas directement
accessible, et on ne dispose que d’'une connaissance sur cet état, par la distribution de
probabilité P(L;). La fonction 7 : P(L;) — A, qui associe a chaque distribution sur L,
une action, est appelée politique &. Plusieurs algorithmes existent pour trouver la meilleure
politique, les plus connus étant wvalue iteration et policy iteration. Ces algorithmes sont
itératifs : ils améliorent a chaque iteration la politique 7, et s’arrétent aprés convergence
numérique de la solution.

Le probléme majeur de ces algorithmes est le temps de calcul exponentiel (en la taille du
domaine de L;) pour arriver a une solution exacte ; en effet, une politique est une fonction
sur l'espace des distributions de probabilités possibles! Ceci réduit considérablement la
taille des environnements sur lesquels le POMDP peut étre défini : les approches les plus
récentes (2002) sont inapplicables au dela d’une centaine d’états [PT02].

Variables Pertinentes
L; : variable discréte d’état au temps t,
Dr,={1,...,N},kr, = N,
L; 1 :variable discréte d’état au temps t — 1,
Dr, ,={1,...,N},k, , =N,
A :variable d’action au temps ¢

Spécification

Décomposition
P(ALy Ly_1)=P(Ly | A Li_1)P(A)P(Li—1)
Formes Paramétriques
. quelconques
{ Identification : quelconque

Description

FIG. 3.11: Le formalisme des PDM exprimé en PBR. A ce modéle probabiliste, il faut
ajouter la définition de la fonction R : L; x A — IR de récompense.

Plusieurs solutions existent a ce probléme calculatoire ; nous n’en retiendrons que deux.

La premiére consiste a hiérarchiser des modéles de type PDMPOs, ce qui se comprend
trés bien intuitivement : souvent, il vaut mieux résoudre plusieurs problémes de petite taille
qu'un seul probléme de grande taille. Nous développerons plus en détail ces approches
Section 4.1.

La seconde solution au probléme calculatoire posé par un PDMPO consiste a supposer
que I’état du modéle est complétement observable. On parle alors de Processus de Décision
Markovien Totalement Observable, ou, plus simplement, de Processus de Décision Mar-

8 Policy.
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kovien (PDM) °. Dans ces modéles, la variable d’observation et le modeéle d’observation
disparaissent du modeéle probabiliste, et la fonction de politique devient une fonction sur
les états, m : Ly — A (voir Figure 3.11). L’application d’un algorithme tel que value ite-
ration devient abordable, mais nécessite tout de méme un temps quadratique en la taille
du domaine de L;. Pour des espaces de grande taille, cela justifie d'utiliser des algorithmes
approximés, ou de se rabattre une fois de plus sur des modéles hiérarchiques.

3.10 Questions « fil conducteur »

Pour conclure, nous reprenons nos questions « fil conducteur », et examinons les ré-
ponses classiquement fournies par les travaux mentionnés dans ce chapitre. Cela nous
permettra également d’aborder certains points de ces approches qui sont plus liés a leur
mise en ceuvre qu’aux formalismes eux-mémes.

Q2. Qu’est-ce qu’un lieu, pour le robot ? Classiquement, les systémes de robotique
mobile utilisant des cartes se classent en deux catégories, selon le type de la représentation
de I'environnement : la variable d’état L, peut avoir une sémantique métrique ou topologique
(voir |FILLIATO1] pour un bon résumé de ces alternatives). Les approches citées dans ce
chapitre n’échappent pas a la regle.

Q2. Que sont les représentations topologiques et métriques? 1l existe deux ap-
proches principales pour des variables d’états de nature métrique : les grilles d’occupa-
tion, ou les primitives géométriques 1. Deux exemples représentatifs et bien documentés
dans la littérature de ces approches sont les grilles d’occupation probabilistes de Thrun
[THRUNI8D], et les cartes basées sur des ensembles de droites infinies de Tomatis [TNASO1].
Comme noté dans de nombreuses analyses des approches métriques, celles-ci permettent
une représentation de bonne précision (trés bonne dans le cas des primitives géométriques),
mais sont coiiteuses en ressources (temps de calcul et mémoire), et s’accommodent mal de
la dynamique des environnements. Elles peuvent également étre difficile & mettre en ceuvre,
notamment lors de la fermeture de cycles dans I’environnement.

Le fait que la précision des approches métriques est grande se traduit par une variable
d’état L; ayant un grand domaine de valeur. Dans le cas des approches métriques & base
de grilles d’occupation, L; est typiquement la pose du robot, c’est-a-dire a la fois une
position z,y et une orientation #. Si la grille posséde des cases de 50 cm de coté, que 'on
souhaite une résolution angulaire de 10 °, et que ’environnement & cartographier mesure
50 m x 50 m, le cardinal du domaine de L; est 360 000. Cela est bien au dela des capacités
de planification dans les processus de décision markovien !

Ces formalismes (PDM et PDMPO) sont donc en général associés a des représentations
topologiques, ol ne sont représentés que quelques endroits d’intérét (typiquement faci-

9A Topposé, si le robot ne percoit rien de son état, il est en boucle ouverte, et on parle alors de
Processus de Décision Markovien Non-Observable (PDMNQO) [BDH99).
10 Features.
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lement distinguables), reliés par des notions d’adjacence (typiquement un graphe). Bien
str, formellement, les cartes métriques sont un cas particulier des cartes topologiques,
car une carte métrique encode elle aussi des endroits d’'intérét et leurs relations spatiales.
Mais en pratique, on parle de représentation topologique lorsque la variable d’état est de
« faible cardinalité ». On trouve cependant de grandes variations quant & la cardinalité
de la variable d’état dans les approches topologiques. On rencontre parfois les qualificatifs
« denses » et « épars » ! pour préciser le degré d’éloignement dans I’environnement des
neeuds du graphe topologique.

Le choix d’un formalisme (PDMPO, HMM, etc.) pour un systéme robotique est ortho-
gonal au choix d’une représentation ' (topologique, métrique a base de grille d’occupation,
etc.). Les associations citées ci-dessus, entre les approches et les représentations, sont plus
de nature « historique », ou liées & des contraintes calculatoires.

Q2. Que sont les problémes de perceptual aliasing et de global connectivity ?
Le perceptual aliasing, dans sa définition la plus courante, consiste a disposer d’une re-
présentation interne telle que deux lieux différents soient associés aux mémes perceptions.
Il devient alors impossible de localiser instantanément le robot au seul vu d’une donnée
capteur, car celle-ci peut correspondre a plusieurs lieux distincts. Le probléme inverse est le
probléme de global connectivity : il intervient lorsqu’un méme lieu peut générer des percep-
tions différentes. Il porte ce nom car il est li¢ a la fermeture de cycles dans I’environnement.
En effet, lorsqu'un robot parcourt un cycle de 'environnement, il revient a son point de
départ, mais ses données odométriques ne lui indiquent pas ce fait, car elles ont accumulé
des erreurs le long du parcours. Si les capteurs sont bruités, ou si ’environnement a légére-
ment changé, ou si le robot ne reprend pas exactement la méme trajectoire qu’au premier
passage dans cette section de I'environnement, alors ses lectures capteurs ne seront pas les
memes.

Ces deux problémes ont des solutions diverses dans la littérature. Le perceptual aliasing

se résout :

— soit en utilisant des capteurs suffisamment riches pour étre discriminants sur tous
I'environnement (caméra, capteurs lasers) ;

— soit en modifiant 'environnement (amers artificiels, codes barres) ;

— soit en utilisant I'historique de perception du robot pour désambiguiser sa position
réelle (I’histoire du robot peut étre assimilée & un capteur supplémentaire) ;

— soit enfin en utilisant une approche permettant de maintenir plusieurs hypothéses de
localisation, et en attendant que le robot rencontre une donnée perceptive discrimi-
nante.

La global connectivity se résout, au moment de la cartographie de I’environnement :

— dans le cas des approches probabilistes, par des algorithmes de type EM, qui réta-
blissent la structure topologique réelle de I’environnement (retrouvent les cycles) ;

— par des heuristiques de navigation, qui « testent » des hypothéses d’égalité entre

1 Dense ou sparse.
12Filtres de Kalman mis & part, car ils font hypothése d’une variable d’état continue.
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lieux, en explorant le voisinage de la position actuelle du robot, et en la comparant
au voisinage du lieu précédemment rencontré.

Q4. Qu’est-ce que se localiser 7 Cette capacité est bien analysée dans toutes les ap-
proches citées, car I'estimation de I’état au vu des données sensorielles est leur but premier.
Il s’agit donc, dans une formulation probabiliste un peu générale, d’estimer par inférence
une distribution de probabilités sur la variable d’état, sachant les variables perceptives
(et/ou d’actions) : ceci peut se traduire, dans le modéle local, par la question P(L; | A; P).

Q7. Comment apprendre expérimentalement les cartes? La construction auto-
matique de cartes est un domaine qui a généré de nombreuses recherches en robotique
mobile. Ce domaine a récemment re¢u le nom de SLAM, pour Simultaneous Localization
And Mapping en anglais, car il s’agit de construire une carte au fur et & mesure de l'ex-
ploration de I'’environnement, tout en se localisant dans la carte partielle déja construite.
Dans ce cadre, résoudre le probléme de global connectivity afin d’obtenir une carte to-
pologiquement correcte est crucial, mais rarement considéré. La communauté réalise ces
derniers temps que le choix d'une stratégie d’exploration peut considérablement aider a la
résolution de ce probléme.

Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Les formalismes cités sont des modéles liant variables
d’états, et/ou d’observation, et/ou d’actions. Les distributions de probabilités sur ces va-
riables représentent les connaissances que le systéme a de son environnement. En ce sens,
ces distributions sont la carte de cet environnement.

Cependant, peu d’auteurs choisissent cette définition du mot « carte ». En effet, les
connaissances probabilistes sont trop riches pour étre appréhendées intuitivement par I'uti-
lisateur. En conséquence, le mot « carte » désigne plutdt la partie des connaissances proba-
bilistes que 'on peut afficher sous forme graphique. Soit le modéle probabiliste mémorise
explicitement un ensemble de primitives géométriques facilement projetable en deux di-
mensions, soit cette projection est plus implicite, et traitée par une routine d’affichage (par
exemple, dans le cas des grilles d’occupation).
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Chapitre 3. Approches probabilistes




Chapitre 4

Approches hiérarchiques

« Les ouvriéres semblent apprendre les probabilités de trouver du
nectar, sur la base de la fréquence avec laquelle elles rencontrent
différents types d’états récompensants, et débutent leur vie de
butineuse sans en avoir aucune estimation préalable. »

L. A. REAL, Animal choice behavior and the evolution of cog-
nitive architecture, Science, n° 253, 1991, p. 980-986 [REALI1];
traduction en francais dans [DAMASIO95].

Dans ce chapitre, nous présentons quelques approches de la navigation et de la mo-
délisation de ’environnement qui se basent sur des hiérarchies. Nous développerons tout
d’abord les approches probabilistes, qui sont des variantes des modéles présentés au Cha-
pitre 3, puis les approches dites « bio-inspirées », ou « bio-mimétiques », qui ont pour
caractéristique principale de s’inspirer du vivant.

4.1 Modéles hiérarchiques probabilistes

Les formalismes du chapitre précédent n’incluent pas de hiérarchie : rien n’y est dit
sur la possibilité d’emboiter des modeéles d’environnements d’échelles différentes. Bien stir,
cela est normal si 'on considére que ces approches visent & une généralité, et notamment
une indépendance par rapport au domaine d’application. Mais dans le domaine de la robo-
tique, le besoin d’approches hiérarchiques de la représentation de ’environnement pour la
résolution des taches de navigation se fait de plus en plus sentir. Ainsi, des efforts se sont
développés trés récemment en ce sens. Nous en recensons ici quelques uns, et les classons
en deux catégories :

— mnous traiterons tout d’abord des modeéles hiérarchiques basés sur un seul formalisme,
comme par exemple les modeles de Markov cachés hiérarchiques et les processus de
décisions markoviens (partiellement observables ou non) hiérarchiques;

— nous aborderons ensuite les modéles hiérarchiques basés sur plusieurs formalismes,
comme les cartes a base de filtres de Kalman et de localisation markovienne de
Tomatis, et les cartes métriques-topologiques de Thrun.
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4.1.1 Modéles de Markov Cachés Hiérarchiques

Les modéles de Markov cachés hiérarchiques tirent leur inspiration du coté « auto-
mate » des modéles de Markov cachés . Ainsi, la structure de dépendance est formellement
la méme que celle présentée Section 3.6, mais c’est l'espace des états Dy, qui prend une
structure hiérarchique. En particulier, il s’agit de permettre & un état d'un MMC « d’in-
clure » dans un de ses états un autre MMC : a I’exécution, arriver a cet état provoque un
appel au MMC inclus, appel qui retourne lorsque celui-ci atteint un de ses états finals. Ce
MMC de plus bas niveau d’abstraction peut également inclure lui-méme d’autres MMC,
et ainsi de suite, récursivement.

Bien évidemment, ce formalisme tient plus de 'automate « probabilisé » que du mo-
déle probabiliste réellement hiérarchique. En effet, I'utilisation des concepts d’exécution
et d’état final n’'ont que peu de sens d’un point de vue probabiliste, ol le systéme n’est
jamais dans un état, mais ou le systéme connait une distribution de probabilités sur les
états. Dans un modeéle probabiliste, il est ainsi impossible d’étre dans un état particulier,
on peut au mieux avoir une grande probabilité d’étre dans un état particulier.

Il existe plusieurs variantes du formalisme des MMCH. Par exemple, dans sa thése,
Aycard emboite des modéles de Markov cachés portant sur des variables d’états de séman-
tiques différentes [AYCARDYS|, au contraire des MMCH ou la structure hiérarchique est
contenue dans le modéle de transition portant sur une seule variable d’état. Toutes ces
variantes s’appuient sur la notion d’état final des MMC.

4.1.2 Abstraction d’actions dans les PDM

Beaucoup d’auteurs ont noté que les processus de décision markoviens sont limités deés
que l'espace d’état est grand. Dans le cadre de la navigation robotique, cette limitation se
traduit en une limitation sur la taille de I’environnement que ’on peut représenter.
Une solution consiste & emboiter hiérarchiquement des PDM plus simples. Plusieurs
méthodes sont envisageables pour créer ces PDM emboités [HMK™98, LKO01b|. La plus
courante consiste a partir d'un PDM représentant ’environnement entier, a en tirer des
macro-états (régions) et/ou des macro-actions (sous-taches), et a planifier dans ce PDM
réduit.
Effectivement, les auteurs améliorent ainsi les capacités de représentation de I’environ-
nement des PDM, mais se heurtent aux problémes
— de trouver automatiquement une bonne décomposition de 1’espace en régions, c’est-
a-dire de trouver un moyen de générer automatiquement une bonne abstraction de
I'interaction entre le robot et son environnement ;

— et de générer, dans 'espace de base initial, un plan optimal. La représentation de
base étant métrique, cette optimalité prend le sens métrique, c’est-a-dire de générer
la plus courte trajectoire.

1Une présentation rapide de ce formalisme se trouve dans la thése de Kevin Murphy [MURPHY02], nous
renvoyons le lecteur aux références qu’il mentionne.
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Certaines variantes trés récentes de ces travaux visent a développer des formalismes
applicables en pratique dans des systémes robotiques réels. Or, les processus de décisions
markoviens, de par leur hypothése d’observabilité de 1’état, sont peu applicables. Ainsi, cer-
tains travaux étendent les concepts de macro-actions et macro-états aux PDMPOs [PT02].

4.1.3 Filtre de Kalman et PDMPO

Tomatis note que les formalismes probabilistes, et leurs utilisations classiques en navi-
gation robotique, ont des caractéristiques qui peuvent étre complémentaires dans une ap-
plication de navigation en intérieur structuré (bureaux et couloirs, par exemple) [TNASO1].
Il propose alors d’utiliser des formalismes différents dans les différentes régions de I’environ-
nement. En effet, dans la classe de taches qu’il considére, le robot a besoin d’une navigation
de grande précision dans les bureaux : les filtres de Kalman sont donc le formalisme ap-
proprié, car ils font I’hypothése d’un état L; continu. Un filtre de Kalman est donc utilisé
par bureau. En revanche, dans les couloirs, la tache consiste a aller de la porte d’un bureau
a l'autre : les erreurs de navigation peuvent étre plus importantes, tant qu’elle n’aménent
pas le robot a se tromper de porte. Il utilise donc, pour représenter le couloir, un PDMPO,
avec des transitions pour représenter l'arrivée dans un bureau.

Le probléme principal de ce modéle est qu’il ne s’agit pas réellement d’une hiérarchie
de représentation a différents niveaux, car 'auteur n’inclut pas la possibilité d’exécuter
simultanément les deux modéles : soit le robot sait qu’il se trouve dans le couloir, et
I’estimation de sa position est faite dans le PDMPO, soit il sait se trouver dans un bureau
particulier, et exécute alors le cycle de localisation dans le filtre de Kalman décrivant ce
bureau. Le probléme devient crucial & la transition entre le couloir et un bureau : dans
le PDMPO, le robot peut maintenir plusieurs hypothéses sur sa localisation, mais quand
il rentre dans un bureau, il ne peut activer qu’'un seul filtre de Kalman. Si le robot se
trompe & cet instant, et active un filtre de Kalman qui ne correspond pas au bureau oul
entre réellement le robot, la mission du robot sera un échec.

Dans une vraie hiérarchie de représentation, la multi-modalité du niveau PDMPO serait
conservée, et permettrait au systéme de mettre en compétition les filtres de Kalman des
bureaux les plus probables. Dans notre approche, une telle hiérarchie de modéles pourra
étre développée grace a notre opérateur d’abstraction de cartes (voir Chapitre 9).

4.1.4 Modéle probabiliste et graphe topologique

Une autre approche possible pour 'emboitement de modeles consiste a laisser les
couches de bas niveau d’abstraction traiter les incertitudes, et exprimer les couches de plus
haut niveau dans des formalismes déterministes. Dans le cadre de la navigation, il s’agit
par exemple de tirer des graphes de modéles de type localisation markovienne métrique
[THRUNI8b| ou processus de décision markovien [LKOla, LK02|. Ces approches espérent
ainsi pouvoir s’affranchir de la complexité de la gestion des incertitudes aux plus haut
niveaux d’abstraction. Ainsi, si 'environnement peut étre représenté par un graphe, il de-
vient facile et peu cotiteux de planifier une trajectoire (par I'algorithme A* par exemple),
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voire méme d’optimiser l'ordre dans lequel les sous-taches doivent se résoudre (par les
heuristiques traitant du probléme du voyageur de commerce [LKO01al).

Le probléme principal de ces approches est similaire au cas précédent de Tomatis :
est-il vraiment possible de s’affranchir des incertitudes, a quelque niveau d’abstraction
que ce soit, lorsque le systéme est plongé dans le monde physique ? Le fait méme que les
approches citées ici se cantonnent aux environnements statiques, ou dont la dynamique est
tres restreinte, tend a prouver que non.

4.2 Modéles hiérarchiques bio-inspirés

Nous basons cette section principalement sur les deux excellents articles synoptiques de
Franz et Mallot [FMO00], et de Trullier et al. [TWBM97|. Nous invitons le lecteur intéressé
a s’y reporter, ainsi qu’aux références bibliographiques s’y trouvant.

Les approches bio-inspirées ? critiquent trés tot dans leur analyse la conception classique
de la navigation robotique, héritée de la navigation maritime. Celle-ci peut étre résumée par
les questions de Levitt et Lawton [L190| : « Ou suis-je? », « Ou sont les autres endroits
par rapport & moi? », et « Comment aller & d’autres endroits & partir d’ici? » 3, ou,
alternativement, par celles de Leonard et Durrant-Whyte [LD91] : « Ou suis-je ? », « Ou
vais-je ? », et « Comment y aller ? » 4.

Ces questions font référence a une conception de la navigation qui implique un modéle
global de I’environnement, qui permet

— de se localiser (« Ou suis-je? »);

— d’inférer des relations spatiales entre la position reconnue et d’autres lieux (« Ou

sont les autres endroits par rapport & moi? »);

— de déduire de ces relations une suite d’actions a exécuter pour se déplacer dans

'environnement (« Comment aller & d’autres endroits a partir d'ici ? »).
Ces compétences constituent les deux premiéres phases du cycle de calcul « perception —
planification — action », trés classique en robotique.

Dans le monde du vivant, 'existence d'une représentation globale, unique, permettant
de résoudre ces trois sous-problémes est douteuse. Cela parait évident pour des animaux
comme les abeilles ou les fourmis, mais est également discutable pour 1’étre humain. Il
semble en effet que ses capacités de navigation se basent sur un type de représentation
interne de son environnement (carte cognitive), mais la nature, le nombre et la complexité
de ces représentations sont encore largement débattues [BERTHOZIT).

Les approches bio-inspirées préférent, elles, supposer d’emblée une hic¢rarchie de repré-
sentations.

2Dans la suite, nous emploierons les termes « bio-inspiré » et « bio-mimétique » de fagon interchan-
geable.

3Nos traductions des formulations originelles en anglais « Where am I ? », « Where are the other places
with respect to me ? », et « How do I get to other places from here ? »

4De nouveau nos traductions de I'anglais « Where am 17 », « Where am I going ? », et « How should
I get there 7 »
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Il s’agit donc de décomposer le probléme de la navigation en sous-problémes, et I'on en
vient a la question de la sémantique de la représentation de chaque couche de la hiérar-
chie. Nous avons abordé plus haut le modéle hiérarchique de [THRUNIS8b] : celui-ci extrait
un graphe déterministe d’une grille d’occupation métrique & grain fin. La représentation
métrique est la représentation de bas niveau d’abstraction, sur laquelle repose une repré-
sentation topologique. Ce choix est également celui suivi par de nombreuses approches
hiérarchiques, probabilistes ou non [HMK*98, KSLO96, LK01b, MAB98, SO98|.

Les approches bio-mimétiques remettent en cause cet ordre hiérarchique. Elles re-
marquent par exemple que les animaux possédant des compétences de raccourci et de
détour, qui requiérent une représentation métrique, sont des animaux évolués comme les
chiens ou les singes. En particulier, ces compétences semblent étre absentes chez tous les
non-vertébrés, ce qui n’empéche ni les abeilles ni les fourmis de réaliser des taches com-
plexes dans des environnements de grande taille. De plus, la représentation topologique de
Iespace semble étre la premiére créée par I'enfant dans son développement.

Les hiérarchies proposées par les approches bio-mimétiques placent donc les représen-
tations métriques en haut de la hiérarchie, & un niveau élevé de représentation, et de com-
pétence. Elles sont également associées a des représentations d’environnements de grandes
tailles. On retrouve d’ailleurs cette correspondance a tous les niveaux de la hiérarchie : les
plus basses couches sont associées a des compétences de navigation locales, et on y repré-
sente des environnements de petites tailles (sous [’horizon perceptif du robot, ¢’est-a-dire
dans les limites de ce que peut percevoir le robot & un instant donné).

En particulier, Kuipers propose une hiérarchie de représentations, nommée SSH pour
Spatial Semantic Hierarchy [KUIPERS96, KUIPERSO0|, qui a pour ambition de créer un
systéme robotique performant

— en s’inspirant de la cognition humaine ;

— en gagnant en robustesse par 'empilement de connaissances partielles ;

— en choisissant des représentations ancrées dans 'interaction sensori-motrice du robot

avec son environnement ;

— en basant son systéme sur une représentation topologique, et en repoussant I'inclusion

d’une représentation métrique a la fin du développement de son systéme robotique
(si nécessaire).
Cette hiérarchie est étonnamment proche de celles synthétisées par les deux articles synop-
tiques sur les approches bio-mimétiques en robotique [FM00, TWBM97]|. Dans la suite de
cette section, nous allons décrire les différents niveaux ou « couches » hiérarchiques de la
SSH [KuIPERS00|, en notant les différences et similarités avec ces deux articles synoptiques.

4.2.1 Couche « controle »

Cette couche, la plus basse de la SSH, consiste en un ensemble de comportements
réactifs. Ces lois de controles sont déduites d’équations différentielles, et sont de deux

types.

Remontées de gradients Les gradients sont générés par une mesure de « particula-
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rité » ° appliquée aux données sensorielles. Remonter ce gradient fait aboutir le

robot & un maximum local, qui définit un état discret de ’environnement « locale-
ment particulier » . Ces états correspondent donc & des lieux de 1’environnement
tels qu’il existe une mesure dont ils sont un maximum. La mesure est applicable
dans un voisinage autour du maximum. Par exemple, dans [KUIPERS00|, lorsque le
robot arrive dans une intersection, une mesure de particularité basée sur la distance
aux trois obstacles les plus proches est utilisée pour amener le robot au milieu de
I'intersection.

Suivis de trajectoires Ces comportements (suivi de mur, rester au milieu du couloir,
etc.), permettent de passer d'un état discret au voisinage d’un autre. Passer d’état
discret a état discret de cette maniére permet d’éliminer I'accumulation d’erreurs
odométriques, sans recourir & une carte métrique ni méme a un référentiel global.

David Pierce, dans sa thése [PK97|, explore les possibilités de sélection expérimentale
de gradients, et de comportements de suivis de trajectoires, par la détection d’invariants
dans le flot sensori-moteur. Il s’agit ainsi de faire le lien entre les capteurs et actionneurs
du robot et les compétences du niveau « contrdle » (ancrer les représentations).

Dans [FM00, TWBMS97], cette couche hiérarchique se nomme la couche de « guidage » 7.

Toutes les compétences décrites dans cette couche ne se basent que sur les données sen-
sorielles immédiates du robot. En ce sens, ces compétences sont locales : on dit alors qu’elle
restent sous « 1’horizon perceptif » du robot. Dans les couches suivantes, on s’intéresse a
la mémorisation de plusieurs lieux que le robot ne peut pas percevoir en méme temps, et
de leurs relations spatiales. Toutes les couches suivantes sont rassemblées sous le nom de
« way-finding » par [FM00] et [TWBM97|.

4.2.2 Couche « causale »

Cette couche de la SSH est une abstraction déterministe et discréte du niveau inférieur,

ou :

— les lois de controle sont abstraites en application d’« actions » A;

— et les états localement particuliers sont représentés par des « vues » 8 V, ou l'on
mémorise les données sensorielles associées a ce lieu de I’environnement. Cette repré-
sentation donne éventuellement naissance a du perceptual aliasing (sans que Kuipers
ne traite en détail du sujet).

Cette couche s’exprime en logique du premier ordre. Un schéma est un triplet (V, A, V'),

qui a deux sens :

— un sens déclaratif : « partir de la vue V et appliquer ’action A améne au bout d’un
certain temps a la vue V' » ;

— et un sens procédural : « si le robot se trouve en V, il doit appliquer 'action A.

5 Distinctiveness.

6 Locally distinctive state.
7 Guidance.

8 Views.
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Une liste de vues qui « s’enchainent », c’est-a-dire dont le point d’arrivée de 1'une est le
point de départ de la suivante, permet de définir une « routine ». Les routines permettent de
mémoriser de longs chemins, comme par exemple les résultats d’un calcul de planification,
ou des routes fréquemment employées.

Cependant, comme la logique du premier ordre n’est pas capable de représenter les
incertitudes nées de la navigation du robot, Kuipers ezige que les comportements de la
couche inférieure de « controle » assurent que le robot passe d’un état discret a un autre,
toujours le méme. Pour nous, cette « contrainte » n’est pas envisageable, ne serait-ce que
si 'on considére les environnements dynamiques : comment assurer qu’un comportement
ameénera le robot a l'intérieur d’un bureau, si sa porte est soudain fermée ?

Cette couche est équivalente, de par son aspect procédural, a la couche recognition-
triggered response de [FM00, TWBM97|, ou la reconnaissance d'un lieu V' est associée a
une action A. C’est dans cette couche que se placent les systémes de navigation a base
de champs de potentiels. Cependant, elles ne sont pas tout a fait équivalentes & la couche
causale de la SSH, car cette derniére représente de plus les vues d’arrivées (dans ses triplets
(V, A, V")). Cela permet de raisonner (planifier), et de se détacher d’un but unique, ce que
les champs de potentiels ne peuvent pas faire (on les classe d’ailleurs dans les approches
« orientées vers un but » ?).

4.2.3 Couche « topologique »

On crée a ce niveau une carte topologique globale, avec des nceuds et des liens, res-
pectivement appelés endroits et chemins '°. Ils sont définis par un ensemble de propriétés
exprimées par des régles de la logique, universellement quantifiées. Par exemple, pour éta-
blir le lien entre vues et endroits, on utilise la régle at(v, p), qui indique qu’'une vue v est
présente a I'endroit p. Etant donné un ensemble de régles de ce type, un processus d’abduc-
tion trouve le nombre minimum d’endroits et de chemins, a partir de la base de données
de vues et d’actions.

Il s’agit donc de structurer spatialement les vues et actions, par des prédicats indiquant
qu’une vue se trouve a un endroit (voir plus haut), mais aussi qu'une vue est présente sur
un chemin, a son début ou & sa fin, qu’un chemin est orienté, etc.

On trouve aussi a ce niveau la définition de régions : les endroits sont des points de
I’environnement, les chemins sont des sous-espaces de dimension 1, et les régions sont de
dimension 2. Ces régions sont également définies par des prédicats, utilisant les chemins
comme délimiteurs spatiaux.

Cette couche traite également du probléme de global connectivity, grace & une heu-
ristique de navigation, la « procédure de répétition » . Lorsque le robot explore son
environnement, et qu’il arrive a un lieu non-encore connu, le processus d’abduction crée un
nouvel endroit p’. Pour tester si cet endroit p’ n’est pas le méme que p qui se trouve déja

9 Goal-oriented.
10 Plgces et paths.
1 Rehearsal procedure.
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dans la carte, le robot explore les voisins de I’endroit p’. Il compare ce qu’il percoit avec
les voisins prédits par les connaissances sur p : si au bout d’un temps borné d’exploration
les prédictions sont toutes en accord avec les observations, alors p = p/, et le graphe topo-
logique est modifié en conséquence. Une fois de plus, cette heuristique, de par sa nature
déterministe, s’accommode a priori mal d’un environnement dynamique : si le voisinage de
p a changé d’aspect depuis le dernier passage du robot, il lui sera impossible de reconnaitre
p' comme un endroit déja visité. Les conséquences sur la correction de la carte topologique
d’une telle erreur ne sont pas mentionnés dans [KUIPERS00)].

Remarquons que Kuipers ne précise malheureusement pas comment sélectionner cette

hypothése particuliere p ~ P/, du moins ni dans [KUIPERS96| ni dans [KUIPERS00|. Cepen-
dant, le nombre d’hypothéses éventuelles a tester est réduit, car on ne posséde qu’un petit
nombre d’endroits dans I’environnement. Ceci est un énorme avantage sur les approches
métriques ou topologiques denses, ot le nombre de lieux représentés peut étre trés grand.
Vu sous un autre angle, on profite ici de la discrétisation de ’environnement de la couche
controle en vues, qui a géré les erreurs d’odomeétrie (voir Section 4.2.1). Les deux problémes
d’accumulation de ces erreurs et de la global connectivity sont ainsi découplés dans la SSH.

La carte topologique obtenue est utilisée pour la planification dans ’environnement,
par un simple algorithme de recherche dans le graphe, par A* ou I'algorithme de Dijkstra.

Finalement, la carte topologique peut étre utilisée pour créer d’autres cartes topolo-
giques de plus haut niveau d’abstraction. Notamment, les régions sont abstraites en en-
droits de plus haut niveau d’abstraction. Nous obtenons ainsi un empilement hiérarchiques
de cartes topologiques. Les cartes de plus faible granularité (le plus de détails), en bas de
cette hiérarchie, sont ancrées dans la couche causale. Les cartes de plus grande granularité
(le moins de détails), en haut de la hiérarchie, sont plus efficaces pour la planification, car
leurs zones sont moins nombreuses pour couvrir le méme espace. Cependant, ce gain se
paye en optimalité (au sens du plus court chemin géométrique) du chemin planifié.

Cette couche est également appelée « topologique » par [FMO00| et [TWBMO97].

4.2.4 Couche « métrique »

La derniére couche est la couche métrique, dans laquelle le graphe topologique est
projeté dans un référentiel unique. Nous avons déja détaillé plus haut certaines des critiques
faites a I’égard de cette représentation dans le cadre des approches bio-mimétiques. En plus
de ces critiques, Kuipers note que ce niveau est plus une possibilité technique (difficile a
obtenir), qu’un réel pré-requis a la navigation robotique. D’ailleurs, relativement peu de
systémes de navigation bio-mimétique incluent une couche métrique [FM00, TWBM97].

4.3 Questions « fil conducteur »

Pour conclure, nous reprenons nos questions « fil conducteur », et examinons les ré-
ponses classiquement fournies par les travaux bio-inspirés mentionnés dans ce chapitre.
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Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Le terme de « carte » fait ici principalement référence
a la notion de « carte cognitive ». Le but principal des approches bio-inspirées est d’ap-
porter des éléments de définition de ce terme. Nous en avons détaillé un aspect princi-
pal dans ce chapitre : il ne s’agit pas d’une représentation unique, mais d’un ensemble
de représentations, vraisemblablement organisées de maniére hiérarchique. Ces hiérarchies
sont & la fois des hiérarchies de compétence de navigation, d’échelle de I’environnement
représenté, d’échelle de temps associé aux déplacements, et de complexité des représenta-
tions. Ce dernier aspect repousse les représentations métriques hors du domaine du requis,
vers le domaine du perfectionnement. Il est possible de naviguer dans des environnements
complexes sans la moindre notion métrique, mais elle devient nécessaire pour accomplir
certaines taches (raccourcis et détour).

Q2. Qu’est-ce qu’un lieu, pour le robot ? Ainsi, dans une telle hiérarchie, un lieu
ne sera plus une seule coordonnées d’un référentiel unique, mais un ensemble de valeurs de
variables de différentes sémantiques.

Q2. Que sont les représentations topologiques et métriques? Dans ce contexte,
les représentations topologiques et métriques sont clairement séparées, et associées a des
compétences envisagées pour le robot. Il ne s’agit plus seulement de possibilités techniques
associées a des capteurs performants, ou des grandes capacités de calcul, ou encore des
environnements particuliers, comme souvent dans le cadre de la plupart des approches
classiques du Chapitre 3.

Q3. Qu’est-ce que naviguer ? Pour naviguer, un robot utilisant un systéme hiérar-
chique devra utiliser en méme temps toutes les abstractions a sa disposition. Il pourra par
exemple planifier & un niveau élevé d’abstraction tout en exécutant déja un plan partiel
de bas niveau d’abstraction, tout en estimant sa position dans toutes ses représentations
(localisation). Le contexte, c’est-a-dire les informations venant de plus hautes couches,
pourront lui servir pour désambiguiser sa localisation dans un certaine couche, aidant ainsi
a la résolution du probléme de perceptual aliasing. Ses compétences de navigation, tirées
de plus bas niveau d’abstraction, pourront aussi contribuer a la résolution du probléme de
global connectivity (procédure de répétition).

Q7. Comment spécifier une carte? Nous ’avons vu, la premiére étape dans la défi-
nition des systémes bio-mimétiques, c’est la définition des différentes couches de la hiérar-
chie. Il apparait clairement que cette définition est a la charge du concepteur du systéme.
Dans le domaine du vivant, déterminer si 1’établissement des niveaux hiérarchiques de re-
présentation de l'espace est de nature phylogénétique ou ontogénétique est une question
intéressante.
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Chapitre 4. Approches hiérarchiques




Chapitre 5

Synthése de notre étude bibliographique

« Je crois qu’on s’instruit contre quelque chose, peut-étre méme
contre quelqu’un, et déja contre contre soi-méme. C’est ce qui
donne, & mes yeux, tant d’importance a la raison polémique. »
GASTON BACHELARD, L’engagement rationaliste, Presses Univer-
sitaires de France, Paris, 1972 [BACHELARDT72].

Nous sommes maintenant préts a reprendre la liste de questions établie en introduction
de ce document, et a résumer les réponses que nous souhaitons, pour notre part, y apporter.

Une seule question n’a pas été abordée jusqu’ici par les approches que nous avons
étudiées : c’est celle de I'utilité d’une carte (elle est rarement traitée en détail, mais est
parfois abordée dans certains paragraphes de conclusion, voir par exemple [THRUN02]).

En effet, la plupart des auteurs ! font, trés tot dans la modélisation, une séparation
entre la localisation (dans la carte) et son utilisation (planification, contrdle d’exécution
de plan). Ils supposent alors que la phase d’utilisation nécessitera une description trés fine
de 'environnement. Ainsi, les représentations métriques fines ont été le but de nombreuses
recherches, et ont gagné en popularité et en intérét notamment grace a l'arrivée de cap-
teurs précis permettant leur réalisation. Cependant, les auteurs traitant a la fois de la
carte et de son utilisation (dans le cadre de produits de démonstration au grand public
notamment), se rendent vite compte qu’'une représentation trop précise est inutilisable en
pratique : trop d’espace mémoire requis, trop de temps de calcul associé, le tout difficile-
ment optimisable. Certains auteurs décident donc de dégrader la carte métrique (qu’ils ont
eu tant de mal a construire précédemment), et en extraient des cartes topologiques par
exemple [THRUN98Db|. Cet étrange retour en arriére, vers des cartes plus simples, conduit
naturellement a replacer la question de I'utilité (I'utilisation) de la carte au centre de notre
approche.

Ce constat est d’ailleurs également renforcé par de nombreuses remarques provenant des
approches bio-inspirées [FM00, KUIPERS00|, ou méme de certains domaines des sciences
cognitives, comme la neurophysiologie [BERTHOZ97].

I'D’autres ne considérent méme pas la question comme valide, car ’abstraction métrique, cartésienne
du monde leur parait tellement naturelle, qu’il est absurde de la remettre en cause...Nous n’aborderons
pas plus avant ce débat philosophique entre instrumentalistes et réalistes ici.
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5.1 A quoi sert une carte ?

Développons cette question, en la reformulant. Quelle est la bonne représentation de
I'interaction entre le robot et son environnement, pour réaliser sa tache? Dans la phrase
précédente, comment caractériser ce qu’est une « bonne » représentation ? Cette représen-
tation est elle unique (la bonne) ou existe-t-il plusieurs bonnes représentations ? Comment
caractériser ’ensemble des environnements dans lesquels évolue le robot ? Comment ca-
ractériser la tache a accomplir 7 Quelle sont les particularités de la structure physique du
robot (capteurs, actionneurs, agencement matériel), et comment influent-elles sur le choix
de la représentation ?

Nous souhaitons replacer ces questions comme éléments fondamentaux du travail du
programmeur roboticien. Il s’agira donc pour lui d’essayer de définir une abstraction du
monde pertinente pour faire accomplir & un robot défini un ensemble de taches définies
dans une classe définie d’environnements. Chacune des définitions ci-dessus (du robot, de
la tache a accomplir, et de la classe d’environnements) pouvant se faire :

— en extension : en listant les éléments d’un ensemble fini, ce qui est difficilement
applicable dans le cas de la définition des environnements ou le robot résout la tache
avec succes, par exemple ;

— en compréhension : en donnant des propriétés a satisfaire pour appartenir a 1’en-
semble, ce qui est plus envisageable ;

— ou approximativement : en donnant quelques exemples, en expliquant pourquoi cela
marche sur ces exemples, et en laissant la généralité émerger : c’est souvent cette
derniére option que l'on rencontre dans les articles qui décrivent des systémes robo-
tiques.

Par « abstraction du monde pertinente », nous voulons dire que le choix de la représen-
tation de I'interaction entre le robot et ’environnement est nécessairement un compromis
établi au vu de nombreuses contraintes :

— la contrainte de finesse de représentation, pour accomplir des taches complexes dans

des environnements variés ;

— les contraintes de temps de calcul et d’utilisation de I’espace mémoire disponible, pour
raisonner en temps réel sur le matériel informatique disponible (& bord du robot, ou
déporté) ;

— la contrainte de généralité, pour réutiliser la méme carte sur des robots différents;

— les contraintes dues a ’appareillage sensori-moteur utilisé, pour choisir des variables
qui ont du sens pour le robot ;

— les contraintes dues a Iinteraction avec un programmeur (phase de conception) ou
un utilisateur non-programmeur (phase d’exploitation), pour choisir des variables qui
ont du sens pour un interlocuteur humain (explicabilité) ;

— la contrainte de temps de développement du programme ;

— ete.

Dans les exemples que nous présenterons dans la suite de ce document, nous défini-

rons ainsi clairement le probléme posé au programmeur roboticien (nous), en définissant
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systématiquement :
— le robot utilisé (partie matérielle : ses capteurs, ses actionneurs, la puissance de calcul
a bord, etc.);

— la classe d’environnements auxquels le robot peut étre confronté;

— la tache & accomplir 2.

La travail d'un programmeur roboticien est donc de remplir la partie logicielle du robot,
par le biais de cartes bayésiennes, pour nos diverses taches de navigation, en choisissant
un représentation du monde pertinente pour le robot et répondant a toutes les contraintes
ci-dessus. Nous négligeons la partie logicielle dédiée aux protocoles de communications,
ou encore aux couches sensori-motrices de bas niveaux, comme les PID, mais idéalement,
leur influence sur la résolution d’un probléme robotique ne sont pas a ignorer (certains de
ces effets sont d’ailleurs pernicieux, et souvent cruciaux le jour de démonstrations, ce que
nombre de roboticiens apprennent & leurs dépends).

Cette définition initiale du probléme a résoudre en termes aussi précis que possible est
rarement présente dans la littérature. Dans la plupart des articles de notre connaissance,
les auteurs ont plutot tendance a essayer de résoudre une tache exagérément générale,
comme par exemple « naviguer d’un point quelconque A a un point quelconque B de ’en-
vironnement, lequel n’est caractérisé par aucune hypothése ». Or en pratique, un tel but est
irréalisable (ne serait ce que pour les cas extrémes — difficile de cartographier un environne-
ment possédant des escaliers pour un robot a roues, par exemple). On trouve donc souvent,
au fil des articles, des constats d’échec honnétes au meilleur des cas, ou alors des hypo-
théses s’ajoutent subrepticement sur certaines caractéristiques de ’environnement : 1'une
des plus classiques est celle d’angle minimum perc¢u pour considérer comme non-colinéaires
deux segments proches détectés par le robot [VAN ZWYNSVOORDEOO|. Si I'environnement
posséde réellement deux murs s’intersectant avec un angle en dessous de ce seuil, ils ne
pourront pas étre représentés par le robot.

Nous souhaitons, au contraire, expliciter autant que faire se peut les hypothéses simpli-
ficatrices que nous utilisons dans le modéle du monde, afin de mieux identifier les raisons
de réussite ou d’échec de nos expériences : c¢’est un des atouts que nous confére I’approche
PBR. Elle nous force a énoncer nos choix de modélisation, notamment lorsqu’on émet
des hypothéses d’indépendances conditionnelles, lorsqu’on choisit des variables plutot que
d’autres, etc.

Les quatre éléments

(robot (matériel), robot (logiciel), environnement, tache)

sont en relations fortes. Nous avons déja noté plus haut I'influence que les environnements,
les taches, et la structure du robot pouvaient avoir sur le choix de la représentation du
monde que le robot allait avoir. Cependant, toutes les autres influences imaginables entre
ces quatres éléments ne sont pas a négliger. Citons par exemple :

2En pratique, les définitions du robot et du type d’environnement que nous considérons seront les mémes
pour toutes nos expériences, et se trouvent Section 2.1.
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— Avila-Garcia, qui étudie la relation entre la complexité de I’environnement et la per-
formance de résolution d’une tache pour des architectures de controle ne variant que
par leur mécanisme d’arbitrage entre comportements [AHCO02] ;

— Kim, qui étudie la relation entre la quantité de mémoire allouée a un automate
programmé par évolution et la performance a la résolution d’'une tache de navigation
dans un environnement simulé [KH02|;

— Bongard, qui étudie I'effet de caractéristiques morphologiques d’agents simulés (taille,
masse, et configuration des segments du corps) sur la performance de locomotion de
ces agents [BP02];

— Damasio, qui note pour sa part la relation entre la complexité et la taille des diffé-
rentes régions du cerveau d'un animal, et la complexité et le « caractére imprévisible »
des environnements auxquels il est confronté [DAMASIO95].

Dans le cadre de nos expériences, puisque nous désirons principalement illustrer les choix
possibles de représentations du monde en fonction de la tache de navigation a accomplir,
nous essayons de nous affranchir des influences des deux autres éléments du probléme :

— le robot (matériel) : nous avons choisi un appareillage sensori-moteur simple, en
restreignant essentiellement nos capteurs aux seuls capteurs de proximité du robot
Koala, capteurs qui ne sont pas trés performants (au contraire d’un télémeétre laser,
par exemple) ;

— l'environnement : ici encore, nous nous restreignons a des environnements simples,
dont nous maitriserons la complexité.

Ainsi, nous pensons étre dans de bonnes conditions pour apporter un éclairage sain sur
la relation entre le choix d’une représentation du monde, et le succes ou ’échec de la
réalisation d’une tache. Un exemple flagrant d’une telle dépendance sera présenté dans le
premier exemple de carte bayésienne, Section 6.4. Dans cet exemple, nous définirons une
carte bayésienne, et nommerons une premiére tache que le robot peut effectuer grace a cette
carte, et une seconde téche (& peine plus complexe) que le robot ne peut pas effectuer avec
cette méme carte.

5.2 Les autres questions « fil conducteur »

Nous sommes maintenant parés pour donner quelques amorces de réponses aux ques-
tions restantes : certaines affirmations faites dans ce chapitre seront illustrées plus avant
dans les expériences qui suivent, nous indiquerons dans ces cas les expériences correspon-
dantes.

Nous souhaitons organiser nos réponses en fonction de trois remarques qui émergent
grace a la pratique du formalisme de Programmation Bayésienne des Robots.

5.2.1 Une forme paramétrique peut étre une question probabiliste

Nous avons vu Section 2.2.3.2 qu'un terme d'une description ¢! pouvait étre défini
comme étant une question probabiliste posée a une autre description ¢2. Cela permet de
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décomposer un probléme robotique en sous-problémes. Ainsi, programmer une tache ro-
botique, c’est tout d’abord imaginer une architecture de modules, puis les programmer
individuellement, et enfin, les agencer. Pour la description compléte d'une telle architec-
ture de controle possédant 42 variables et 4 niveaux hiérarchiques, dans le cadre de la
programmation d’une tache de surveillance, voir [LEBELTEL99).

Il en va de méme pour la navigation robotique a base de cartes. La premiére étape
de programmation est une analyse de la tache de navigation & résoudre, pour imaginer
des représentations intermédiaires, éventuellement hiérarchisées. Certains de ces modéles
intermédiaires peuvent étre des sous-cartes, éventuellement au sens spatial (cartes de sous-
parties de 'environnement) ou au sens des taches (cartes permettant de résoudre des sous-
taches). Cette premiére étape de modélisation est trés rare dans les approches probabilistes,
et répandue dans les approches bio-inspirées.

Cependant, les approches bio-inspirées que nous avons étudié expriment leurs sous-
modules dans des formalismes différents. Il devient alors difficile des mettre en relation
ces sous-modules, et de justifier la consistance de leurs méthodes de communications. Ce-
pendant, cette diversité des formalismes utilisés est considérée comme un avantage par
Kuipers, qui affirme [KUIPERS00, p. 4] :

La multiplicité des représentations dans la SSH confére a I'agent plus de
pouvoir d’expression pour traiter les connaissances incomplétes, et plus de ro-
bustesse pour gérer les incertitudes sensori-motrices et les contraintes de calcul,
qu'une quelconque représentation unique. 3

Nous prenons comme point de départ de notre approche que le meilleur formalisme
pour traiter 'incertitude et l'incomplétude en robotique est le formalisme probabiliste
(voir [BDL*98a, BDL*98b]). Cette approche bénéficie notamment de fondements mathé-
matiques clairs et rigoureux. Les distributions de probabilités y sont ’outil unique d’énon-
ciation et de manipulation de connaissances. Ainsi, dans le formalisme PBR, toutes les
communications entre modules s’effectuent par le biais de questions probabilistes, qui sont
des distributions de probabilités, et bénéficient ainsi d’une sémantique claire. A la lumiére
de ces considérations, nous reprenons a notre compte les termes de Kuipers, en les modifiant
un peu :

L’unicité des représentations dans la PBR confére a ’agent plus de pouvoir
d’expression pour traiter les connaissances incomplétes, et plus de robustesse
pour gérer les incertitudes sensori-motrices et les contraintes de calcul, que
n’importe quelle autre représentation.

Q7. Comment spécifier une carte? Ainsi, programmer une carte, ¢’est tout d’abord
spécifier la tache de navigation a résoudre, puis (si elle est trop compliquée) la décomposer.

3Notre traduction de :

The multiplicity of representation in the SSH gives the agent more expressive power for in-
complete knowledge, and more robustness in coping with sensorimotor uncertainties and com-
putational limitations, compared with any individual representation.
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Il s’agit d’imaginer ou de recopier du vivant des niveaux de détails (ou de compétence)
intermédiaires, pertinents. Chacun de ces niveaux peut ensuite donner lieu a la spécification
et la programmation de sous-cartes. L’étape finale consiste & intégrer ces sous-cartes dans
une architecture globale.

5.2.2 La modélisation commence par le choix des variables

Etant donné une décomposition du probléme global de navigation en sous-problémes,
il faut ensuite programmer chacun des sous-modules.

La premiére étape dans la modélisation d’'un tel sous-module, dans le formalisme PBR,
c’est le choix des variables (voir Section 2.2.3.2). Dans le cas de cartes, il faut choisir des
variables de perception et d’action, mais aussi une variable de lieu. Il faut donc trouver
un ensemble de lieux pertinents pour la résolution de la tache (voir Section 5.1 pour notre
définition du terme « pertinent » dans ce contexte).

La sémantique de ces lieux, qu’elle soit topologique ou métrique, est une considération
secondaire. Cela ne veut pas dire que le choix d'une représentation topologique ou métrique
n’a pas d’importance, nous souhaitons au contraire replacer ce choix comme primordial,
au vu de la tache a résoudre (et de environnement, et de la structure du robot, etc.).

Représenter I’environnement par une variable de lieux « pertinente » implique égale-
ment que ce modéle n’ait pas de perceptual aliasing tel que la tache ne puisse étre résolue.
En effet, selon nous, le perceptual aliasing n’est pas une caractéristique intrinséque de l’en-
vironnement : c’est une propriété de la représentation de 'environnement. La variable de
lieux choisie prend-elle parfois la méme valeur a des endroits géométriquement distincts ?
Si oui, cette représentation souffre par définition de perceptual aliasing. Mais, ces endroits
géométriquement distincts, représentés par la méme valeur interne, doivent-ils absolument,
pour résoudre la tache, étre associés a des ordres moteurs différents 7 Si oui, la résolution de
la tache avec cette variable de lieux est impossible. Le perceptual aliasing, dans ce cas, est
une réelle limitation. Dans le cas contraire, les ambiguités nées du perceptual aliasing n’in-
fluent pas la résolution de la tache, et cette représentation, bien qu’ambigué, est adéquate
pour la résolution de la tache. Dans ce cas, le perceptual aliasing n’est pas un probléme.

La situation est symétrique en ce qui concerne le probléme dual du perceptual aliasing,
c’est-a-dire la global connectivity : ’analyse de I'importance de cet effet lors du choix d’une
représentation n’a selon nous de sens que vis-a-vis d’une tache a résoudre.

De plus, dans le formalisme PBR, le choix des variables précéde le choix d’une structure
de dépendance (voir Section 2.2.3.2). Ainsi le choix d’une décomposition probabiliste par-
ticuliére est elle aussi secondaire. Or, les principales approches probabilistes (Localisation
Markovienne, HMM, etc.) se caractérisent principalement par le choix d’une décomposi-
tion, laissant libre le choix de la sémantique de la variable d’état. Nous préférons dans ce
travail repousser ce choix au second plan. Dans les exemples que nous présenterons, nous
ne nous restreindrons ainsi pas & une structure de dépendance prédéfinie.

Q2. Qu’est-ce qu’un lieu, pour le robot ? Dans ce cadre, un lieu pourra avoir des
sémantiques variées selon les sous-cartes. Dans nos exemples, nous définirons ainsi des
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cartes topologiques (voir par exemple, Section 8.2.1.3, ou Section E.2), des cartes métriques
de faible granularité (Section E.1), certaines de ces cartes définiront des zones connexes
dans Penvironnement (Section C), mais cette propriété sera parfois violée (Section 6.3).

5.2.3 La phase de description est indépendante de la phase d’uti-
lisation

Continuons de parcourir la méthode PBR, pour arriver a la fin de la phase de des-
cription. Une fois cette phase achevée, le modéle est complet, dans le sens ot toutes les
connaissances sont fournies, et la distribution conjointe est entiérement définie : la partie
déclarative du programme est terminée. La phase d’utilisation, qui vient ensuite, consiste
a restituer ces connaissances par le biais de questions probabilistes : cette phase constitue
la partie procédurale du programme probabiliste (voir Section 2.2.3.4).

Autrement dit, si les programmes en question sont des cartes, ce que 1’on va en faire est
indépendant de la facon dont elles ont été définies. Le programmeur a donc toute latitude
pour découpler les choix faits dans les deux phases, déclaratives et procédurales. Une fois
encore, cette indépendance cache en réalité une cause commune : la tache a résoudre. Le
programmeur pourra ainsi choisir une décomposition particuliére, et une question particu-
liére, au vu du probléme de navigation qui lui est posé.

Dans les approches probabilistes du Chapitre 3, cette « indépendance » n’est pas satis-
faite. En effet, la premiére étape classique dans la modélisation de séquences temporelles,
c’est de classer les variables en variables observées (perception et action), et variables ca-
chées (état). Voir par exemple a ce titre la thése de Murphy [MURPHY02], mais les exemples
dans la littérature sont innombrables. Dans cette optique, les termes qui apparaissent dans
les structures des différents formalismes sont déja choisis en fonction de I'inférence future.
Par exemple, les modéles d’observations de la forme P(P; | L;) ont la propriété d’étre
facilement intégrés au calcul de la localisation P(L; | P;). Cela est en contradiction avec
I'indépendance des phases déclaratives et procédurales notée plus haut : les approches
probabilistes classiques sont déja des choix de modélisation orientés vers 'utilisation des
modéles.

Q4.5.6. Qu’est-ce que se localiser, prédire, générer une loi de contrdle? Dans
notre cadre de programmation de taches de navigation, ce sont des compétences, des choses
que le robot fait, donc participant de la phase procédurale. Ces trois termes, « localiser »,
« prédire », et « controler », apparaitront donc dans notre formalisme du coté « infé-
rence », et non du coté « description ». Il en sera de méme pour la notion « d’appliquer
un comportement ».

Q3. Qu’est-ce que naviguer ? « Naviguer » sera pour nous relatif a I’application de
ces compétences dans le monde. Naviguer sera « résoudre le probléme d’aller a un endroit
de I'environnement ». Cela sera donc le résultat d’une phase de calcul, sur un ensemble de
connaissances, et fera donc également partie de la phase procédurale.



56 Chapitre 5. Synthése de notre étude bibliographique

Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Une carte sera, au contraire, I’ensemble des connais-
sances qui permettent de naviguer. Il s’agira donc de la partie déclarative d’un programme,
¢’est-a-dire une description. Les seules contraintes que nous définirons porteront sur le choix
des variables : nous supposerons disposer de variables de perception, d’action, et de lieux.
En revanche, nous ne contraindrons pas la sémantique de cette derniére.

Ne définissant pas de contraintes sur le choix de la décomposition, notre formalisme sera
plus général que les approches tels que la localisation markovienne et les filtres de Kalman
(lorsqu’ils incluent une variable d’action) ; cela justifie la position de notre contribution, la
carte bayésienne, sur la Figure 3.1.

5.3 Résumé

En conclusion, nous souhaitons résumer briévement les forces et faiblesses des approches
probabilistes et bio-inspirées que nous avons étudiées dans notre étude bibliographique, et
replacer dans ce cadre notre proposition. Les approches probabilistes :

— utilisent un formalisme clair et rigoureux pour le traitement des incertitudes;

— ont été largement étudiées dans le cadre de la navigation robotique a base de cartes,

et ont donné naissance a de nombreux systémes robotiques;

— imposent en général un type de décomposition, une structure de dépendance, et ce
quelle que soit la sémantique de la variable d’état considérée ;

— sont classiquement associées a des modéles « plats » (non-hiérarchiques) ;

— sont classiquement associées a des modéles métriques de haute résolution, espérant
atteindre une localisation tres précise dans l'espace cartésien.

Pour leur part, les approches bio-mimétiques :

— intégrent naturellement la notion de hiérarchie de représentations et de compétences ;

— proposent une réflexion sur la notion de « carte » (définitions parfois hétérogeénes
regroupées sous le terme de « carte cognitive »), et sur la sémantique des représen-
tations utilisées par le robot (topologique ou métrique par exemple) ;

— souffrent d’'un manque de réalisations techniques de grande ampleur;

— souffrent d’une hétérogénéité des formalismes utilisés, impliquant des problémes de
consistance et de communication entre modules.

Notre formalisme, la carte bayésienne, se situe a la croisée de ces deux domaines :

— nous ne contraindrons pas notre approche par un choix de décomposition, préférant
contraindre un choix de variables — mais pas de leur sémantique — en vue d’une
modélisation de l'interaction entre le robot et son environnement pour la résolution
d’une tache de navigation;

— nous ne contraindrons pas notre approche a des cartes monolithiques, et définirons
au contraire des opérateurs a la sémantique claire permettant d’assembler des sous-
cartes, donnant naissance a des hiérarchies de cartes bayésiennes ;

— en utilisant le formalisme probabiliste, nous bénéficierons de fondements mathéma-
tiques rigoureux, notamment en ce qui concerne la communication entre les sous-
cartes d'une architecture globale de navigation.
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Chapitre 6

Carte bayésienne : définition et exemple

«...En cet Empire, 'Art de la Cartographie fut poussé a une telle
Perfection que la Carte d’une seule Province occupait toute une
Ville et la Carte de 'Empire toute une Province. Avec le temps,
ces Cartes Démesurées cessérent de donner satisfaction et les Col-
léges des Cartographes levérent une Carte de 'Empire qui avait
le Format de I’Empire et qui coincidait avec lui, point par point.
Moins passionnées pour 'Etude de la Cartographie, les Généra-
tions Suivantes réfléchirent que cette Carte Dilatée était inutile
et, non sans impiété, ils 'abandonnérent & I'Inclémence du Soleil
et des Hivers. Dans les déserts de 1’Ouest, subsistent des Ruines
trés abimées de la Carte. »

SUAREZ MIRANDA, Viajes de Varones Prudentes, livre IV, chap.
X1V, Lérida 1658 ; cité par JORGE LUIS BORGES, Histoire univer-
selle de linfamie, « Et ceetera », Paris, Bourgeois, 1985 ; cité par

UMBERTO Eco, Comment voyager avec un saumon. Nouveaux
pastiches et postiches, Paris, Grasset, 1997, p. 221-229 [Ec097].

6.1 Définition de la carte bayésienne

6.1.1 Définition

Une carte bayésienne c est une description (au sens de la PBR) portant sur la distribu-

tion conjointe P(P L; Ly A), ou

— P une variable de perception (le robot lit les valeurs de cette variable a partir de ses

capteurs physiques),

— L; une variable de lieur au temps t,
— Ly une variable de méme domaine que L;, au temps t' (sans perte de généralité,

posons t' > t).

— et A est une variable d’action (le robot donne des consignes sur cette variable).
Pour qu’une carte soit utilisable en pratique, il faut de plus que la description proba-
biliste permette la création de comportements. Nous appelons comportement élémentaire
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toute question de la forme P(A; | X), ou A; est une partie de A ', et X une partie des
variables de la carte (sauf A;). Un comportement peut ne pas étre « élémentaire », par
exemple si sa réalisation implique I'alternance temporelle de plusieurs comportements, ou
la combinaison de comportements avec d’autres connaissances, etc.

Un « guide » pour s’assurer qu'une carte puisse créer des comportements, c’est qu’elle
réponde de maniére pertinente aux trois questions

— de localisation P(L; | P);

— de prédiction P(Ly | A Ly);

— et de controle P(A | Ly Ly).
Par « pertinente », nous entendons que les distributions de probabilités associées a ces
trois questions soit informatives, c’est-a-dire que leur entropie soit assez loin de son maxi-
mum (atteint rappelons le pour une distribution uniforme, [SHANNON48]). Bien que cette
contrainte soit assez peu formelle (notez le « assez loin » dans la phrase précédente), il
est tout de méme naturel de particulariser de la sorte ces trois questions probabilistes. En
effet, les trois capacités de prédiction, de localisation et de controle semblent étre les ca-
pacités nécessaires, bien identifiées dans la littérature, pour s’assurer de pouvoir naviguer.
Pour chaque exemple de carte bayésienne développée dans la suite, nous vérifierons que les
réponses a ces trois questions sont bien pertinentes : ceci nous « garantira » la possibilité
de tirer de la carte des comportements.

6.1.2 Les trois termes de localisation, prédiction, et controle

P(L; | P) est une des parties constituantes de la localisation. Ce terme peut méme
étre suffisant pour une localisation sans ambiguité, si la représentation de I’environnement
choisie ne présente pas de perceptual aliasing ?. Cette localisation « immeédiate » prend
alors le nom d’inférence directe de position [FILLIATO1].

En revanche, dans les environnements souffrant de perceptual aliasing, une seule don-
née sensorielle n’est pas suffisante pour localiser le robot, et il devient nécessaire de
prendre en compte ’historique de I’évolution du robot dans ’environnement, par la ques-
tion P(Ly | A Ly). Cette solution est couramment employée dans la littérature, notamment
dans les formalismes de localisation markovienne et les PDMPOs, voir Sections 3.8 et 3.9.2,
ot 'enchainement des deux questions P(L; | P) et P(Ly | A L;) pour la localisation sont
décrits. P(Ly | A L;) est parfois appelé matrice de transition, ou encore matrice stochas-
tique. Dans ce cas, ce terme est instancié « dans le passé » : L; correspond au lieu de
I'instant précédent, A est 'action qui vient d’étre appliquée (cela devient donc une lecture
passive, A peut ici étre considérée comme un capteur), et Ly décrit les connaissances sur
le lieu que 'on vient d’atteindre.

Mais ce terme, s’il est instancié « dans le futur », peut aussi servir a prédire le lieu d’ar-
rivée Ly, sachant I'action A qui va étre appliquée et le lieu de départ actuel L;. L'intérét
pour un tel anticipateur ou simulateur d’action est grandissant en robotique, notamment

'Nous verrons en effet au Chapitre 7 que la variable A peut étre une conjonction de plusieurs variables
d’actions.
2(est-a-dire ot il n’existe pas deux lieux différents qui générent les mémes perceptions.
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dans le domaine de la robotique bio-inspirée. En effet, la plausibilité de telles capaci-
tés dans les étres vivants a été soulignée par de nombreux auteurs en sciences cognitives
[BERTHOZ97, CHANGEUX02|. Dans notre travail, nous considérerons de plus le terme de
prédiction comme primordial pour réaliser la planification, sans aborder plus avant ce sujet
dans ce document.

La derniére question, P(A | L; Ly), permet, connaissant la localisation actuelle du
robot et celle que le robot doit atteindre, de choisir I’action & appliquer, générant ainsi une
loi de controdle a suivre.

6.1.3 Utilisation d’une carte bayésienne

Il existe plusieurs maniéres d’utiliser les réponses a ces trois questions dans le cadre
d’un programme de controle robotique.

La premiére maniére simple consiste a enchainer, dans le temps, les trois questions, dans
un algorithme déterministe, comme par exemple I’Algorithme 6.1. Dans cet algorithme, le
robot se localise tout d’abord, ensuite la question de prédiction est utilisée pour laisser a
I'utilisateur le choix du lieu d’arrivée Ly, puis, en fonction du lieu sélectionné comme but
et du lieu reconnu par la localisation, le robot choisit ’action appropriée. Ce programme
demande donc a l'utilisateur réguliérement un lieu consigne ou objectif, et s’efforce ensuite
de l'atteindre.

ALG. 6.1 Algorithme utilisant les trois questions de localisation, prédiction et controle.

/* lecture des capteurs */
p <- lire_capteurs();
/* localisation */
1t <- draw( P(Lt | [P = pl) );
/* pour chaque action, on prédit le lieu d’arrivée */
pour tout a dans A
proposer_objectif ( draw( P(Lt+Dt | [A = a] [Lt = 1t]) ) );
fin pour;
/* on demande a 1’utilisateur un but */
0o <- lire_but();
/* contrdle */
a <- draw( P(A | [Lt = 1t] [Lt+Dt = o]) );

Mais il est également possible de se passer de localisation explicite, et d’utiliser a la
place un controle sur la prédiction du pas de temps précédent. En effet, le calcul de la
localisation P(L, | P) a partir de la carte peut étre cotiteux, notamment s'il faut inverser
le terme P(P | L;). Dans ce cas, prédisons le lieu actuel par calcul au pas de temps précédent
t— At :

Iy — draw(P(L: | A Li_at)).
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Au temps ¢, nous lisons les capteurs (valeur p), et vérifions la probabilité du terme P([P =
pl | [Le = l]) : quelle est la probabilité de percevoir p sur les capteurs, en supposant
que nous soyons effectivement & I’endroit [; prévu au pas de temps précédent ? Si cette
valeur numérique est forte (plus haute qu'un seuil k, qui est dépendant de 'expérience
en question), c’est que tout se passe en accord avec les prédictions. Nous pouvons donc,
pour générer le controle, supposer que le robot se trouve effectivement en [;, et nous nous
passons ainsi du calcul explicite de la localisation P(L; | P). Nous résumons cette deuxiéme
possibilité de programme de controle robotique par 1’Algorithme 6.2.

ALG. 6.2 Algorithme privilégiant la prédiction et le controle.

/* supposons disposer d’une prédiction 1t de lieu,
générée par le pas de temps précédent */
/* lecture des capteurs */
p <- lire_capteurs();
/* calcul de la vraisemblance de 1’observation */
v <- P([P =p] | [Lt = 1tD);
/* comparaison avec le seuil k */
si (v < k) alors
/* relocalisation */
1t <- draw( P(Lt | [P = pl) );
fin si;
/* reste du contrdle (choix de 1l’action a), avec 1t comme lieu courant */
[...]
/* prédiction de 1t’ pour le pas de temps suivant */
1t’ <- draw( P(Lt+Dt | [A = a] [Lt = 1t]) );

Une autre possibilité d'utilisation d’une carte consiste a résoudre une tache, en posant
une question probabiliste a la description qui définit la carte. Rappelons que lorsque cette
question est de la forme P(A; | X), nous parlons de comportement élémentaire.

Nous verrons dans l'exemple qui suit Section 6.3 comment créer les comportements
élémentaires SeCacher, SeMontrer, et Longer par des questions probabilistes, et com-
ment définir un comportement plus complexe Patrouiller Bord, en alternant dans le temps
des comportements élémentaires. Ces comportements sont nommés symboliquement, et
peuvent servir de ressource a de plus hauts niveaux d’abstraction. Nous verrons ainsi, dans
I’exemple d’abstraction de cartes Chapitre 9, apparaitre des actions qui auront été extraites
de cartes de plus bas niveau d’abstraction (définies Annexe E).

La plupart du temps, pour générer un comportement élémentaire, nous fixons une
consigne I’ & atteindre, et posons donc la question probabiliste P(A | [Ly = U'] [P = p]).
Cette question peut se résoudre de deux maniéres.

La premiére maniére est apparentée au premier algorithme que nous avons exposé plus
haut (Algorithme 6.1). Nous enchainons les questions de localisation et de controle, en les
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faisant apparaitre explicitement dans la dérivation suivante :
P(A [Ly =UT [P = p])
P([Ly =] [P =p])

_ Zil P(A Ly =1 [P =p])

PA|[Ly =TT [P =p]) =

_ Zil ST P(A L [Ly =1 [P =p])

L ( Pl =1 [P = )P | [P=1)
M Gt Ty ")

PA|[Ly =T][P=p]) = ZizZP(Lt | [P=p)P(A | [Ly =T] Ly).

Dans ce calcul, les deux termes P(L, | [P = p|) et P(A | [Ly = U] L;) sont des ques-
tions probabilistes qui sont posées a la carte. Le choix de faire apparaitre ces termes est
intéressant, d’une part, car ces termes ont une sémantique évidente — ce sont les termes
de localisation et de controle — et d’autre part, car le terme de localisation permet par
exemple un affichage graphique de la connaissance du robot sur sa position. Cette infé-
rence peut étre vue comme une version probabiliste de I’Algorithme 6.1, ou le tirage sur
P(L; | [P = p]) est remplacé par une sommation sur la variable L;.

La seconde maniére pour répondre a la question globale P(A | [Ly = U'] [P = p])
ne fait pas explicitement intervenir les termes de localisation et de controle. Il s’agit tout
simplement de poser cette question probabiliste a la carte bayésienne. Or rien ne force cette
carte a faire apparaitre dans sa décomposition ces termes particuliers. Ainsi I'inférence ne
fera apparaitre que les termes qui apparaissent dans la décomposition, et il sera peut-
étre alors difficile de retrouver dans ce calcul quelque chose d’apparenté aux questions de

localisation, prédiction, ou controle. Par exemple, si la décomposition est P(P Ly Ly A) =
P(L;)P(P | L)P(A | Ly)P(Ly | L), poser la question P(A | Ly P) se résout selon :

P(A| Lo P) = 2 3" PLOP(P | LOP(A| L)P(Ly | L)

Cette méthode est la plus naturelle dans le cadre de la PBR — on résout une question
probabiliste en se ramenant systématiquement a la décomposition choisie — mais nous
perdons en explicabilité du calcul, en perdant par exemple la possibilité de visualiser la
connaissance du robot sur sa localisation.

Enfin, nous verrons Section 7.5 que les trois termes de localisation, prédiction, et
contrdle, ne sont pas les seuls a étre potentiellement intéressants.

6.2 Graphe induit par une carte bayésienne

Traditionnellement, les cartes sont représentées par des graphes. La théorie des graphes
est d’ailleurs tout naturellement liée aux problémes de planification de chemins, les deux
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problémes canoniques dans ce domaine étant la recherche du plus court chemin et celui
du voyageur de commerce. Si, dans notre formalisme, un graphe n’apparait pas directe-
ment dans la définition, nous pouvons cependant considérer qu’une carte bayésienne est
un modéele probabiliste qui représente les connaissances subjectives que le robot a de la
carte objective. Une telle carte peut étre formellement représentée par le graphe aux arcs
étiquetés (X, R, F), ou

— X est 'ensemble de sommets,

— R est une relation sur X, c’est-a-dire une partie P(X x X) (les arcs),

— F est une application F' : R — S, qui pour chaque arc lui associe une étiquette qui

est un symbole de ’ensemble S.
Se référer a [STOCKMEYERQ0| pour plus de détails sur les graphes étiquetés en général.

Il est possible de tirer de n'importe quelle carte bayésienne le graphe objectif corres-
pondant, simplement en posant :

— X = L; : les valeurs de la variable de lieux L; sont les noceuds du graphe;

— 8 =Ax|[0,1] : 'arc allant de I'état I; a I'état [y est étiqueté par une action a et une
valeur de probabilité p telles que P([Ly = I3 | [A = a] [Ly = 1]) = p (il faut donc
poser la question de prédiction a la carte).

Par exemple, supposons que nous ayons une variable de lieu L; ayant trois valeurs
ly, 15,13 possibles, alors le graphe a trois noeuds, portant les mémes noms [y, lo, 3. Supposons
de plus que P(Ly | [A = a1] [Ly = [1]) soit uniforme, alors le graphe posséde trois arcs,
issus de [1, qui vont vers [y, I et l3, et qui portent chacun I'étiquette (a, 1/3).

Cependant, si 1’on se restreint a cette définition du graphe induit, la plupart des graphes
que nous tirerons de cartes seront complets : les seuls arcs que nous pourrons légitimement
ne pas faire apparaitre traduiront des probabilités de transition égales a 0. En pratique,
comme nous souhaitons que les graphes fassent ressortir les informations les plus saillantes
des distributions de probabilités, nous n’y feront apparaitre que les arcs qui correspondent a
des valeurs de probabilités supérieures a un seuil € (pour un € donné, dépendant de la carte
considérée). Cette « limitation » de la traduction d’une carte bayésienne en un graphe est
la conséquence de la différence de richesse d’expression entre les formalismes probabilistes
et graphiques. De plus, nous ne ferons pas apparaitre les valeurs de probabilités associées
aux arcs dans nos figures, pour plus de lisibilité.

Une telle traduction automatique du modéle probabiliste vers un graphe aura de nom-
breux avantages :

— il sera souvent plus aisé de représenter graphiquement le graphe que le modéle pro-

babiliste complet ;

— il sera possible de tirer parti de la théorie des graphes, en calculant par exemple
le diamétre du graphe, en vérifiant si le graphe n’est pas fait de sous-composantes
connexes indépendantes, etc.

A Dinverse, il est également possible de traduire un graphe en carte bayésienne corres-
pondante, ce qui pourra étre une aide a la programmation intéressante : au vu du graphe, le
programmeur pourra identifier la variable de lieu pertinente, pourra tirer certaines valeurs
de probabilités pour le terme de transition (les arcs manquant seront traduits en 0), etc.
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6.3 Expérience : carte d’une piéce basée sur les capteurs
de proximétrie

Dans cette expérience, nous placons le robot dans l’environnement que nous avons
décrit Section 2.1. Rappelons qu’il s’agit d’une sorte d’enclos fermé, dont les murs sont des
planches amovibles, ce qui nous permet de définir diverses configurations expérimentales.
Ici, nous créons une aréne simple, avec des angles aigus proches d’angles droits. Un exemple
d’un environnement de ce type est présenté Figure 6.1(a) (les contours de la piece).

Dans cet environnement, nous souhaitons que le robot puisse naviguer jusqu’a en at-

teindre un des coins, quel que soit son point de départ. Nous appellerons cette tache
SeCacher.

6.3.1 Objectifs et protocole expérimental
6.3.1.1 Choix d’une variable de lieux

Afin que le robot réponde & cette tache dans cet environnement, nous devons lui fournir
une abstraction de cet environnement, qu’il puisse construire & partir de ses capteurs et lier
a ses actionneurs. Nous choisissons trois lieux a reconnaitre : « libre », lorsque le robot est
loin de tout mur, « mur », lorsque le robot est & proximité d’'un mur, et « coin », lorsque
le robot est & proximité de deux murs s’intersectant avec un angle aigu (les angles obtus
sont assimilés a des murs).

La Figure 6.1(a) présente une interprétation géométrique des lieux « mur », « coin » et
« libre ». Remarquons cependant que tous les coins de cette piéce sont bien indiscernables
pour le robot : a chacun de ces lieux, géographiquement distincts, ne correspond qu’une
valeur de la variable interne de lieux. Autrement dit, tous les coins seront représentés par
la valeur coin, tous les murs par la valeur mur, et tout ’espace vide par la valeur libre.

6.3.1.2 Graphe induit

On trouve Figure 6.1(b) un extrait du graphe pour la carte d’une piéce basée sur la
proximétrie : tous les noeuds sont présents, mais pas tous les arcs, afin d’alléger la figure.

6.3.2 Description
Nous présentons maintenant la carte bayésienne ™% :

1. Spécification des connaissances préalables ¢’"*

(a) Variables : La variable interne L, a trois cas, qui correspondent & chaque si-
tuation possible (mur, libre ou coin). Les capteurs utilisés sont les seize proxi-
meétres, et les actions possibles sont des comportements permettant de passer
d’une situation a 'autre, ou éventuellement de rester dans une situation. Nous
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@ coin
O mur
@ libre

(a) Interprétation des zones affectées aux va- (b) Un extrait du graphe induit.
leurs « mur », « coin » et « libre ».

Fi1G. 6.1: Exemple de carte bayésienne d'une piéce, basée sur les informations de proximé-
trie.

supposons pour le moment que ces comportements sont réalisés par des pro-

grammes, que nous ne définirons pas ici ®.

P Pxy, Pxy, ..., Pxy5. Chaque variable Px; est définie par son domaine
Dp,, = {0,1,...,15}, et son cardinal kp,, = 16. Pour alléger les écritures,
nous notons Pz leur conjonction : P = Px = Pxg N\ ... N\ Pxy5,Dp, =
Dpyg X ... X Dpyyo, kpy = 16,

L; Sity : Dgy, = {mur, libre, coin}, ks, = 3,

Ly Sitiiae : Dsitpar = {mur, libre, coin}, ksi,, ,, = 3,

A Aoy : Da,, = {Stop, ToutD, SuiviD, Eloigner Mur, PasserD},
ka,.. =5, ensemble des comportements pour les cas « mur », « coin » et
« libre ». Dans l'ordre, nous avons :

— Stop, ot le robot ne bouge pas;

— ToutD, ou le robot avance en ligne droite ;

— SwiviD, ou le robot suit un mur en le gardant sur son coté droit ;

- Eloigne’rM ur, ot le robot s’éloigne du mur le plus proche jusqu’a ne plus
le voir;

— et PasserD, ou le robot quitte un coin pour en suivre un des murs en le
gardant sur son coté droit.

(b) Décomposition : Nous choisissons la décomposition suivante :
P(P./L' Sltt Sitt+At Ap?“o:c)
= P(PI)P(Sltt | PZL’)P(Sl.tt_A'_At)P(AprOLE | Sitt—}—At S’Ltt)

3Nous verrons Chapitre 9 que ces comportements sont issus de cartes bayésiennes de plus bas niveau
d’abstraction.
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(c) Formes paramétriques :

P(Pz) A ce terme est associée une loi uniforme, car nous ne n’avons pas d’a
priori sur la répartition des données sensorielles.

P(Sit; | Px) Dans ce premier exemple, nous définissons ce terme par une loi
Dirac, qui vaut 1 pour la valeur de Sit; donnée par une fonction déterministe
f, qui prend en entrée les valeurs des seize capteurs de proximétrie. Cette
fonction f est définie par I’Algorithme 6.3, et commentée dans la partie
« identification » de cet exemple. Nous verrons Chapitre 9 comment nous
passer de cette fonction dans ce terme — en realité son inverse, P(Pz | Sit;) —
par la méthode d’abstraction de cartes. Nous notons :

P(Siti1at) A ce terme est associée une loi uniforme, car nous n’avons pas d’a
priori sur les consignes a atteindre.

P(Apror | Sitiiar Sity) La variable A,,.,, n’ayant pas de continuité entre ses
différentes valeurs, seule une loi de succession de Laplace a un sens pour ce
terme. Nous notons :

P(ApT’OJ: | Sitt—}—At S’ltt) — Lnl’.

A on *RSity , py*RSit ( pmx)

2. Identification : Nous allons supposer pour le moment que tous les termes sont fournis a
priori. La Figure 6.2 donne les tables de probabilités du terme P(Apop | Sitirar Sity),
et ’Algorithme 6.3 définit la fonction f, utilisée par le terme P(Sit; | Px). Dans cet
algorithme, les primitives booléennes AvG, AvD, ArG, et ArD, décrivent les conditions
que les capteurs doivent remplir pour considérer le robot dans un coin « Avant-
Gauche », « Avant-Droit », « Arriére-Gauche », et « Arriére-Droit », respectivement.
Par exemple, nous décidons que le robot est dans un coin AvG si les capteurs avant et
gauche du robot sont excités au dessus de seuils A,, et )\, et que les autres capteurs
sont & 0. Expérimentalement, ces conditions correspondent effectivement a une zone
dans un coin de notre environnement.

ALG. 6.3 Algorithme calculant la fonction f, utilisée par le terme P(Sit; | Px).

si max des pxi =0

alors Sit <- " libre "
sinon si AvG ou AvD ou ArG ou ArD
alors Sit <- " coin "

sinon Sit <- " mur "
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P(Apros | Sitirar Sity)

Sit, Mur Coin Vide
Sltt+At
A
0,96 1 0,96 —
Mur
0,326
001 001 4 R
Stop TD SD EM PD Stop TD SD EM PD Stop TD SDEM PD
A
0,96 0,96 —
Coin oass |
0’01 T 0’01 T ’_I—Y—Y—‘_‘ > 0’01 —  — — —
Stop TD SD EM PD Stop TD SD EM PD Stop TD SD EM PD
A
0,96
Vlde 0,485
0.2+
0,01 . 0,01 e—
Stop TD SDEM PD Stop TD SDEM PD Stop TD SD EM PD

F1G. 6.2: La spécification du terme P(Apop | Sitiyar Sity). Sur les graphiques, les actions
sont dénotées comme suit : Stop pour Stop, TD pour ToutD, SD pour SuiviD, EM pour
Eloigner Mur, PD pour PasserD. Les valeurs 0,01 ne sont pas a ’échelle.

6.3.3 Utilisation

Afin de conclure que les connaissances fournies sont bien une carte bayésienne, nous
devons nous assurer que les réponses aux trois questions de localisation, controle et pré-
diction sont effectivement informatives. Nous vérifions ensuite expérimentalement que la
carte permet la résolution de la tache définie.

6.3.3.1 Programme et question probabiliste

Commencons par la question probabiliste de localisation : dans notre expérience, elle
devient P(L; | P) = P(Sit; | Px). Nous remarquons que ce terme apparait dans la décom-
position que nous avons choisi. Ainsi, comme nous l’avions noté Section 2.2.3.4, I'inférence
ne fera que restituer ce terme. La présence ou non de signal pour la question de localisation
sera donc facilement vérifiée, au vu de la définition méme de ce terme.

Cela est également le cas pour le terme P(Ay.or | Siteinar Sity), qui correspond a la
question de controle : poser cette question probabiliste revient & lire la spécification du
terme correspondant, et nous vérifions facilement, Figure 6.2, la présence de signal sur les
distributions de probabilités.

Enfin, nous posons la question probabiliste de prédiction P(Sit,ias | Sity Aprox), qui se
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F1G. 6.3: Le résultat de l'inférence pour la question de prédiction P(Sitiia: | [Sity =
mur| [Apor = SuiviD)). La barre pour la valeur 0,008 n’est pas a 'échelle.
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1

— P(Apros | Sitipns Sity).

La réponse a la question de prédiction peut donc se déduire du terme de controéle, en le
lisant en « sens inverse » , ou « transversalement » : nous montrons comment lire le résultat
de la question P(Sitiins | [Sit: = mur] [Aprox = SuiviD]) sur la Figure 6.3. Les valeurs
numériques sont le résultat de la renormalisation des valeurs lues en « sens inverse » sur
le terme P([Ay 0 = SuiviD] | Sitiae [Sity = mur]).

Pour les autres parties droites possibles de la question de prédiction ([Sit; = coin],
[A,ror = Stop], etc.), nous invitons le lecteur a lire transversalement la Figure 6.2 : nous
vérifions ainsi aisément que le terme P(Sitiar | Sit: Aprox), pour toutes ses parties droites
possibles, est bien informatif.

4Nous réferrons le lecteur & ’Annexe A pour une dérivation plus détaillée et commentée.



70 Chapitre 6. Carte bayésienne : définition et exemple

6.3.3.2 Reésultats

Cette carte bayésienne peut donc maintenant servir a répondre a la tache SeCacher.
Mathématiquement, nous posons donc a la carte ¢?"°* la question :

P(Apror | [Sitipar = coin] [Pz = px]).

Nous vérifions expérimentalement que le robot résout bien la tache qui lui a été assignée.
Notons a ce stade que la carte est une représentation suffisamment riche pour répondre
a d’autres taches. Les deux taches évidentes sont celles qui consistent a retourner dans
I'espace vide (SeMontrer) ou auprés d'un mur (Longer), quel que soit le point de départ.
Ces deux taches se traduisent respectivement par les comportements élémentaires suivants :

P(Aproz | [Sitipar = libre] [Pz = px]),
P(Apop | [Sitizar = mur| [Pz = px]).

Ces trois comportements, SeCacher, SeMontrer, et Longer, sont les seuls comportements
¢lémentaires que 'on peut définir en fixant uniquement une consigne de lieu a atteindre
(puisque kgiz, = 3).

Il est également possible de générer d’autres taches grace a ¢’ par exemple en alter-
nant des buts, au moyen d’un programme déterministe simple. Nous avons ainsi programmé
le robot & explorer les bords de son environnement, en résolvant tout d’abord SeCacher,
puis en alternant les taches Longer et SeCacher. Cette tache est nommée Patrouiller Bord.

6.4 Discussion

Avant de discuter de nos questions « fil conducteur » au vu de notre formalisme de
carte bayésienne, replagons notre définition dans le cadre de la programmation bayésienne
des robots.

Dans ce chapitre, nous avons proposé de contraindre le schéma général d’'un programme
robotique bayésien pour le cas des cartes bayésiennes. Autrement dit, une carte bayésienne
est un programme robotique bayésien dont les choix des variables et les questions qui lui
sont posées sont restreintes. La Figure 6.4 donne la définition d’une carte bayésienne dans
le cadre du formalisme de la programmation probabiliste.

Reprenons maintenant certaines de nos questions définies Section 1.2.

Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Nous avons donné ici une définition formelle de ce que
nous appellerons par la suite une carte. Dans notre cadre, une carte est un ensemble de
connaissances, exprimées sous la forme d’une description probabiliste.

Q2. Qu’est-ce qu’un lieu, pour le robot ? Dans la définition d’une carte bayésienne,
les valeurs des variables L; et Ly représentent les lieux connus par le robot. Avoir ces lieux
a deux instants différents correspond au souhait de disposer :
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Variables Pertinentes
P :variable de perception
L, :variable de lieur au temps t
Ly : variable de lieur au temps t/, t' >t
A : variable d’action
Décomposition
quelconque
Formes Paramétriques
quelconques
\ Identification : quelconque
Questions (requises) :
P(A"| X),X C ({P,Li, Ly, A} \ A%) : comportements élémentaires
Questions (guides) :
P(Ly | P) :localisation
P(Ly | A L) : prédiction
P(A | Ly Ly) : controle

Description
Spécification

Programme

F1G. 6.4: La définition d’une carte bayésienne dans le formalisme PBR.

— de connaissances relatives a I’évolution dans le temps (la dynamique) de la position
du robot ;

— et des connaissances traditionnelles de reconnaissance perceptives (statiques) des
lieux.

Notre formalisme ne pose pas de contrainte sur la sémantique de la variable de lieux

L; choisie. Il est donc possible de définir des cartes bayésiennes métriques ou des cartes
bayésiennes topologiques. Mais, d’'une maniére plus générale, une carte bayésienne peut
aussi étre interprétée comme un modele de l’interaction entre le robot et un phénomene
donné, quel que soit le type de phénoméne considéré. Ainsi nous pourrons utiliser notre
formalisme pour décrire 'interaction entre le robot et I'’environnement statique, ce qui
justifie le nom de « carte », mais nous pourrons aussi avoir des cartes d’espaces abstraits,
pas forcément liés a la structure physique de I’environnement du robot :

— nous pourrions ainsi définir une « carte » d’obstacle dynamique, qui décrit comment
un tel obstacle est pergu et sait prédire ses positions futures, sachant son mouvement
précédent par exemple;

— nous pourrions définir une « carte » d’un ballon, qui décrit comment un ballon est
percu et comment les actions du robot influent sur sa relation avec le robot ;

— nous pourrions définir une « carte » de la consommation énergétique du robot, qui
décrit les sources pouvant alimenter le robot, et la relation entre les mouvements
du robot et son niveau d’énergie (certaines actions — boire, manger — font remonter
I'énergie, d’autres — se déplacer — font baisser 1'énergie) ;

— etc.

Dans la suite de ce travail, nous nous concentrerons uniquement sur des cartes ayant trait
a la description de 'environnement physique statique du robot, afin de ne pas diluer notre
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argumentation a force de I’étayer.

Q3. Qu’est-ce que naviguer ? Nous ’avons vu, une carte est un ensemble de connais-
sances. C’est donc un objet que I'on peut mémoriser. En revanche, la navigation est un
processus, une compétence, qui est issue d’une carte. Ainsi, dans ce travail, nous reprenons
la définition de Van Zwynsvoorde : « naviguer c’est |.. .| réaliser une tache dont le but est
de se rendre a un endroit donné de l'environnement. » [VAN ZWYNSVOORDEQ()].

La phrase précédente insiste bien sur le fait que naviguer, c’est faire quelque chose.
Naviguer, c’est restituer les connaissances contenues dans une carte, en agissant dans le
monde physique. Elle reste également imprécise sur la nature de ’endroit a atteindre et la
nature de I'environnement. Ainsi, nous englobons, avec cette définition, les navigations a
base de cartes métriques et topologiques. Enfin, cette citation ne dit rien sur la maniére de
résoudre cette tache de navigation : nous avons pour notre part présenté plusieurs maniéres
de le faire, soit par le biais des questions de localisation, prédiction, et controle, soit par le
biais de comportements.

Q4.5.6. Qu’est-ce que se localiser, prédire, générer une loi de contréle? Comme
pour naviguer, « se localiser », « prédire » et « controler » sont des compétences. Celles-ci
étant primordiales dans le cadre de la navigation, nous leur avons associé¢ des questions
probabilistes particuliéres, et la contrainte de disposer de suffisamment d’information sur
ces questions. Elles servent donc a wutiliser une carte, a restituer les connaissances de la
carte. Nous avons montré Section 6.1.3 quelques utilisations possibles de ces trois questions
probabilistes.

Q3. Qu’est-ce qu’un comportement ? Les comportements sont une autre maniére
de restituer les connaissances d'une carte en vue de la résolution d’une tache de naviga-
tion. Dans notre travail, un comportement est défini par une question probabiliste posée a
une carte bayésienne. Cette question est seulement contrainte par le fait de posséder une
variable d’action en partie gauche. La résolution de cette question peut faire intervenir
des termes particuliers (qui intéressent le programmeur), ou étre le résultat de 'inférence
générale sur la carte.

En général, une carte sert a définir plusieurs comportements élémentaires. Le pro-
grammeur choisit quel ensemble de taches il veut résoudre, et fournit, dans la carte, les
connaissances nécessaires a leurs résolutions. Une carte est donc un modéle qui n’est pas
indépendant de la tache & résoudre (il est plus ou moins optimisé pour la résolution de
certaines téches choisies), mais n’est pas non plus complétement dépendant d’une tdache
particuliére.

Q2. Qu’est-ce qu’un lieu, pour le robot? Nous ’avons vu, les choix faits lors de la
spécification de la carte ¢P°* étaient guidés par la tache SeCacher. Nous avons ainsi choisi
une représentation simple, avec une variable de lieu Sit; ne prenant que trois valeurs, dont
la sémantique est étroitement reliée aux situations a reconnaitre pour résoudre SeCacher.
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Chacune de ces valeurs n’est pas associée a un point de l’environnement, mais & une zone
compléte de 'environnement. Cet aspect peut étre rapproché de le représentation choisie
par Gaussier pour résoudre une tache de retour a la base [GJBRO00|, mais, au contraire de
cette approche, nos zones ne sont pas nécessairement connexes dans I’environnement (voir
Figure 6.1(a)).

Notre représentation est si simple, qu’elle souffre évidemment de perceptual aliasing au
sens métrique : il existe bien des endroits aux coordonnées cartésiennes différentes qui sont
représentées par la méme valeur de Sit; (voir Figure 6.1(a)). Cependant, au vu de la tache
a résoudre, la carte ™" ne souffre d’aucun perceptual aliasing, car la tache SeCacher ne
fait pas référence a rejoindre un coin particulier, mais a rejoindre un coin quelconque de
I’environnement.

Q7. Comment spécifier une carte? Ainsi la représentation choisie pour ¢ est
adéquate pour résoudre SeCacher, mais pas pour des taches plus complexes. Par exemple,
si le robot doit rejoindre un coin particulier, il faut alors résoudre le probléme de perceptual
aliasing. Pour cela, il est possible d’enrichir les capacités perceptives du robot :

— en utilisant le capteur d’odeurs et en distinguant le coin a atteindre par une caracté-
ristique odorante. C’est ce que nous ferons avec notre opérateur de superposition de
cartes, Chapitre 8 ;

— en utilisant 'odométrie pour caractériser les murs a proximité du coin a atteindre;

— ou encore, en utilisant de la mémoire pour désambiguiser les différents coins de 1’en-
vironnement. La plupart du temps, cette solution est utilisée dans la littérature, mais
elle est souvent coiiteuse a4 mettre en ceuvre, et la représentation obtenue souffre en
général de global connectivity (puisqu’il sera possible d’arriver au coin objectif par
plusieurs chemins possibles).
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Chapitre 7

Cartes bayésiennes possibles

« He walked up toward the Playground, planning the future. It
seemed you did more planning in autumn than any other season.
This had to do with dying, perhaps. You thought of death and
you automatically planned. »

RAY BRADBURY, The Playground, 1953.

Dans ce chapitre, nous allons explorer 1’éventail de possibilités a la disposition du pro-
grammeur, lorsqu’il définit une carte bayésienne et lorsqu’il 1'utilise. Nous parcourrons
ainsi les processus de spécification (choix des variables, décompositions, et formes paramé-
triques), d’identification, et enfin d’utilisation, puis conclurons par quelques remarques sur
le role du programmeur face a ces choix.

7.1 Variables possibles

Rappelons ici qu'une carte est définie sur quatre variables, P, L;, Ly et A, respective-
ment variable de perception, de lieu au temps ¢, de lieu au temps t’, et d’action.

7.2 Décompositions possibles

Dans notre formalisme de cartes bayésiennes, nous n’avons pas contraint le program-
meur quant au choix de la décomposition de la distribution conjointe P(P L; Ly A), au
contraire des approches classiques trouvées dans la littérature (voir Chapitre 3). Quelle est
exactement la latitude laissée au programmeur en conséquence ?

Pour répondre a cette question, nous avons développé 1’Algorithme 7.1, qui permet
de générer toutes les décompositions valides portant sur un ensemble de variables X =
{X1,..., Xy}

Par exemple, pour 3 variables X = {Xj, X3, X3}, la premiére étape consiste a générer
les partitions suivantes :

N {Xl}) {X2}7 {X3}7

- {X1}7 {X27 X3}7

75
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ALG. 7.1 Algorithme générant toutes les décompositions valides pour n variables.

~

pour i allant de 1 a n

générer les partitions de X en i sous-ensembles
pour chacune des partitions

générer les permutations ordonnées des sous-ensembles
/* on dispose maintenant de tous les produits de termes possibles */
pour chaque produit de terme

générer toutes les hypothéses d’indépendances conditionnelles
enlever les doublons

o {X2}7 {X1> X3}?

- {X3}> {X1> XQ}?

- {X1, X5, X3}

La seconde étape produit six éléments & partir du premier ci-dessus, deux pour chacun
des trois suivants, le dernier ne générant que lui-méme :

- XX ) { XY

- {X1}> {X?’}? {X2}7
{XQ}’ {X1}7 {X3}7
{X2}7 {X3}7 {Xl}’

{X3}> {Xl}v {XQ}a
{X3}> {X2}7 {X1}7

- {X1}> {X2> X3}?

o {X27 X3}7 {X1}7

o {X2}7 {Xh XS},

- { X1, X3}, { X},

- { X5}, { X1, Xof

o {X17 X2}7 {X3}a

- {X1, X5, X3}

A ce stade, chaque élément de la liste ci-dessus encode un produit de distributions
probabilistes, avec les conventions suivantes : chaque sous-ensemble correspond a la partie
gauche d’un terme, sa partie droite étant composée de tous les éléments des sous-ensembles
apparus avant ce terme. Par exemple le premier élément, {X;},{X>},{X3}, correspond
implicitement a la décomposition

P(X1)P(Xs | X1)P(X5 | X2 X1).

La derniére étape consiste, & partir d’un tel élément, & générer toutes les hypothéses
d’indépendances conditionnelles. Dans cet exemple, a partir du seul élément

P(X,)P(Xs | X1)P(X3 | X2 Xy),

nous obtiendrons (noter les parties droites disparaissant, dans toutes les combinaisons
possibles) :
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- P(X1)P(X2) P(Xa).

Au total, lorsque I’ensemble X contient 2 variables, il existe 4 décompositions possibles :
- P(X; Xy),

- P(X1)P(X3),

- P(X1)P(Xs | X),

P(X3)P(Xy | Xz).

Pour 3 variables, il y a 41 décompositions :

- P(X; Xy X3),

X1)P(Xy X3 | X1),
X1 | Xo)P(X2 X3),
X, | X3)P(X2 Xg),
X1 | Xo X5)P(X5 Xs),
X, Xg)P(Xg),



78 Chapitre 7. Cartes bayésiennes possibles

- P(Xy | Xo)P(X2) P(X3 | X),

- P(Xy | Xo)P(X5)P(X5 | X3),
~P(X) | Xo)P(Xa)P(Xs | X1 Xo),
- P(Xy | Xo)P(X; | X5)P(X3),

- P(Xy | X3)P(X2)P(X;),

- P(Xy | X5)P(X2)P(X3 | Xa),

- P(Xy | X3)P(X; | X1)P(X3),

= P(Xy | X3 P(Xs | Xa)P(Xs),

- P(Xy1 | X3)P(X2 | X1 X3)P(X3),
~ P(X1 | Xs X3)P(X2)P(Xs),
CP(X1 | Xs Xs)P(X3)P(Xs | Xa),

- P(X1 | Xo X3)P(Xs | X3)P(X3).

La croissance du nombre de décompositions parait exponentielle. Malheureusement, notre
algorithme de génération ne conduit pas a une formule de dénombrement, & cause des
doublons générés. Nous pouvons toutefois indiquer que pour 4 variables, il y a 1015 dé-
compositions possibles (voir Annexe B), et 59072 pour 5 variables.

Le cas « 4 variables » nous intéresse tout particuliérement, car c’est le nombre mini-
mum de variables qu’une carte bayésienne comptera (nous avons déja noté Section 7.6 la
possibilité d’en avoir plus).

Devant une telle panoplie de décompositions pour quatre variables, on comprend que
les modéles probabilistes évoqués au Chapitre 3 ne sont que quelques choix possibles parmi
tant d’autres. Il est donc préférable de laisser ce choix au programmeur, en fonction des
nombreuses contraintes qu’il doit prendre en compte. Ces contraintes dépendent du pro-
bléme particulier qu’il traite : certains termes peuvent faire apparaitre des hypothéses d’in-
dépendance conditionnelle intuitives, d’autres seront plus facile a définir ou a apprendre
expérimentalement, d’autres prendront moins d’espace mémoire, d’autre rendront les infé-
rences traitables en temps réel (ou en temps raisonnable si le but est de tabuler hors ligne
les réponses a certaines questions probabilistes), etc.

Il n’est cependant pas possible de définir une carte bayésienne qui inclurait a la fois le
terme de prédiction P(Ly | A L) et le terme de controle P(A | L; Ly) dans sa décom-
position, a cause d’une dépendance circulaire entre Ly et A. Rappelons que nous avons
établit une contrainte de présence de signal sur ces deux termes. Ainsi, si le programmeur
veut faire apparaitre un de ces deux termes dans la décomposition, il devra s’assurer que
I'inversion de ce terme, pour le calcul de 'autre, conserve du signal.

Enumeérons maintenant quelques exemples de décompositions potentiellement intéres-
santes.

Une décomposition qui permet d’obtenir des temps de calculs courts est :

P(P)P(Ly | P)P(A Ly | Ly).

En effet, dans ce cas :
— pour répondre & P(L; | P), il n’y a pas besoin de calculs, juste de la lecture du terme
spécifié dans la décomposition ;
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— pour répondre & P(Ly | A L), il suffit de « faire une coupe » de P(A Ly | L;) sur
une des dimensions de I'espace A A Ly ;
— pour répondre a P(A | Ly L;), il suffit également de faire une coupe du terme
P(A Ly | Ly).
Cette décomposition permet donc de répondre aux trois questions de localisation, prédic-
tion et controle de maniére trés rapide. On comprend cependant aisément que ce gain
en temps de calcul se paye. Un des désavantages est une plus grande difficulté a priori
pour spécifier un terme sur un espace de probabilités & deux dimensions, pour le terme
P(A Ly | Ly). Mais si la sémantique des variables en jeu, et le probléme a résoudre, per-
mettent une telle spécification, alors le programmeur aura tout intérét a tirer parti de cette
décomposition particuliére. Le second désavantage notable de cette décomposition est que
la récurrence temporelle sur le calcul de L; n’est plus possible '. Cette décomposition ne
peut donc s’appliquer que si une telle récurrence n’est pas nécessaire, c’est-a-dire dans
les modéles sans perceptual aliasing, ot le robot n’a donc besoin que d'une donnée pour
se localiser. Si le modeéle ne posséde pas cette propriété, alors le programmeur pourra se
rabattre sur la décomposition

P(Lt)P(P | Lt)P(A Lt’ | Lt)7

mais dans ce cas, répondre a la question de localisation P(L; | P) nécessitera une inversion
du terme P(P | L;), ce qui est bien sir plus cotiteux en temps de calcul.
Une autre décomposition intéressante est :

P(LOP(P | L)P(Ly | L)P(A | L, Ly).

Cette décomposition est proche de celle que nous avons utilisé dans notre exemple du
Chapitre précédent, Section 6.3, au terme P(Ly | L;) prés, qui remplace P(Ly). Ce terme
permet d’encoder des connaissances relatives a la structure de ’environnement. En un pas
de temps, sachant la position du robot, quelles peuvent-étre les positions suivantes? De
telles connaissances sont trés souvent faciles a spécifier, mais souvent ignorées dans les
modéles comme la localisation markovienne, ot le terme le plus proche est P(Ly | A L),
qui dépend a la fois des caractéristiques motrices du robot et de la structure de 1’espace,
et donc est plus difficile & mettre en ceuvre.

Dans la localisation markovienne, nous l’avons noté, le terme P(L;) est utilisé pour
mémoriser la localisation du pas de temps précédent (ce que nous noterons parfois par la
forme paramétrique dite de « récurrence »). Si, dans une carte donnée, le probléme de
perceptual aliasing ne se pose pas, alors le terme P(L;) peut étre remplacé par des termes
ayant plus de sens, comme par exemple dans la décomposition suivante :

P(AYP(L, | AYP(P | L)P(Ly | A Ly).

Le terme P(L; | A) a la signification suivante : sachant 'action que le robot est en train
de faire, dans quel lieu se trouve-t-il? Ce terme peut éventuellement contenir beaucoup

!Pour rappel, dans la localisation markovienne, on trouve un terme P(L;) qui permet justement cette
récurrence, c’est-a-dire de copier dans ce terme le résultat de la localisation du pas de temps précédent.
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d’information pertinente. Par exemple, dans le niveau sensori-moteur le plus bas, tourner
trés vite dans un sens ou l'autre est en général indicateur d’'un obstacle & éviter. A plus
haut niveau, ce terme peut établir la corrélation entre ’action « boire » et le fait d’étre a
proximité d’un point d’eau, ou « dormir » et étre au gite, etc.

Une derniére décomposition que nous souhaitons aborder ici est :

P(L)P(A | Li)P(P | A Li)P(Ly | A Ly).

Dans cette décomposition, le terme intéressant est P(P | A L;), qui lie les perceptions
non plus simplement & la localisation, comme nous l’avons fait jusqu’a maintenant (par les
termes P(P | L;) ou P(L; | P)), mais aussi aux actions : sachant la position courante, et
I’action appliquée, que doit-on percevoir ?

A notre connaissance, aucune des décompositions énumérées ci-dessus n’ont été utilisées
dans les systéemes robotiques décrits dans la littérature.

7.3 Formes paramétriques possibles

Nous préférons, dans le cadre de ce travail, nous restreindre aux formes paramétriques
simples évoquées Section 2.2.3.2. Quant a énumérer les formes paramétriques particuliéres
possibles dans I’ensemble des cartes bayésiennes possibles, notons que cela a peu de sens,
car ces formes paramétriques dépendent lourdement du probléme considéré. Nous n’irons
pas plus loin dans I'analyse de cette partie de la définition d’une carte bayésienne.

7.4 Identifications possibles

Nous l'avons vu, dans notre formalisme, ’apprentissage consiste a identifier les para-
métres de formes apparaissant dans la décomposition, a partir d’'un jeu de données expé-
rimentales. Pour identifier un terme P(X | Y), les données expérimentales doivent donc
contenir des valeurs de X et des valeurs de Y, ce qui correspond a la notion d’apprentis-
sage supervisé (pour un travail précédent concernant I’apprentissage en présence de données
manquantes, dans le cadre d’une hiérarchie de comportements, voir [DIARD99]).

Dans les cartes bayésiennes, nous laissons le choix de la décomposition au programmeur,
donc les termes & apprendre peuvent étre variés. Cependant, nous souhaitons donner ici
quelques exemples de termes intéressants a identifier par I'expérience. Faisons donc 1’hy-
pothése de la décomposition suivante :

P(L;)P(P | Li)P(A | Ly)P(Ly | A Ly).

Dans cette décomposition, définissons le terme P(L;) comme une loi uniforme. Nous allons
apprendre les trois autres termes, un a un.
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7.4.1 Identification de P(P | L)

Le premier terme que nous identifions est P(P | L;). Pour ce faire, il faut indiquer
au robot le lieu /; ou il se trouve, et collecter les données sensorielles p; correspondantes.
Expérimentalement, il s’agit de poser le robot & un endroit de I’environnement, d’enregistrer
des données sensorielles, et de leur attacher une valeur de la variable ;. Une fois ce terme
appris, il peut servir de base a U'inférence pour calculer P(L; | P). En effet, la question
P(L; | P) se résout par :

1

P(L | P) = Z Z P(L)P(P | Li)P(A | Li)P(Ly | A Ly)

.

= ZPL)P(P LQ%I P(A| Li)P(Ly | A Ly)

_ Zi P(L)P(P | L)Y P(A| L)Y P(Ly | A L)

A Ly

1

= 5 PLOP(P | L)
1

P(Li| P) = 5-P(P| L),

7.4.2 Identification de P(A | L;)

Maintenant que nous pouvons calculer P(L; | P), il est possible de tirer aléatoirement
des valeurs pour la variable L;. Ainsi, nous pouvons obtenir des données expérimentales sur
la variable L; sans avoir a lui donner explicitement des valeurs. Si nous pilotons le robot,
par exemple au joystick, nous collectons des données sur les variables de perception P et
d’action A, sous la forme de couples (p,a). Pour chacune de ces données, nous posons la
question probabiliste P(L; | [P = p]), et tirons sur la distribution obtenue. Avec les valeurs
[ tirées aléatoirement, nous obtenons des triplets (p, a,l), qui nous permettent d’identifier
le terme P(A | L;).

Cet apprentissage a été exploré en détail au niveau sensori-moteur par [LEBELTEL99|,
et nous 'avons appliqué, dans un travail précédent, a un plus haut niveau d’abstraction
(niveau « tache », voir [DIARD99)).

7.4.3 Identification de P(Ly

A L)

Nous disposons maintenant des termes P(L;), P(P | L;) et P(A | L;). Bien qu'il nous
manque encore le terme P(Ly | A L), nous pouvons tout de méme calculer P(A | P),
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grace a la dérivation suivante :

PA|P) = = 3 P(L)P(P | L)P(A| L)P(Ly | A L)

Zy
Lt Ly

_ Zil ST P(LYP(P | L)P(A | L) S P(Le | A L)

Ly

_ Zil N P(L)P(P | L)P(A| L)

P(A|P) = S P(P|L)P(A] L).

Répondre a cette question probabiliste, en pratique, donne au robot un comportement :
le robot est capable de calculer une distribution de probabilités sur les actions, selon les
données sensorielles. Afin de compléter ce modéle probabiliste et d’obtenir une carte bayé-
sienne, il nous faut maintenant identifier le dernier terme, P(Ly | A L;). Pour cela, nous
faisons appliquer au robot le comportement (par le terme P(A | P)), et collectons des
données (l;,a;). En considérant deux de ces données, l'une au temps ¢, 'autre au temps
t + At, nous disposons de données (l;, as, lyyar, Gr1at). En 0tant a;4a¢, nous obtenons des
triplets (l;, as, li+a¢) qui nous permettent d’identifier le terme P(Ly | A L;), ce qui com-
pléte la carte bayésienne. Quand une carte peut ainsi étre basée sur un comportement,
nous parlerons de « comportement générateur de cartes ».

7.4.4 Expérience

Dans une expérience préliminaire récente, nous avons utilisé un comportement d’évi-
tement d’obstacles pour apprendre le terme P(Ly | A L;). Le résultat est bon, et nous
obtenons dans ce terme des informations trés riches. Par exemple, la structure de I'espace
de la variable de lieux L; apparait clairement. En effet, dans I'espace de la variable L;, en
partant du point [L; = l;], appliquer 'action [A = a] :

— a de bonnes chances de nous laisser au méme lieu L; (si At est petit) ;

— nous améne au mieux a quelques lieux du voisinage de [; (selon 'action a).

Il est méme possible d’utiliser ce type « d’analyse aprés expérience » pour avoir une
meilleure idée des relations de voisinages entre lieux : seront voisins des lieux [; et [y
tels que la probabilité de transition P([Ly = ly]| | A [Ly = l¢]) est non-nulle.

Nous pouvons aussi voir dans la forme apprise certaines caractéristiques du comporte-
ment d’évitement d’obstacle. Par exemple, si un mur est sur la gauche, le fait de tourner
vers la droite ameéne le mur encore plus & gauche (ce qui est une manceuvre typique d’évi-
tement).

Enfin, nous avons comparé les termes P(Ly | A L;) appris sur la base de deux constantes
de temps différentes (At = 100 ms et At = 200 ms), et observé qu'un pas de temps a
200 ms faisait apparaitre plus de signal pertinent dans le terme P(Ly | A L;). En effet, avec
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cette constante, on obtient moins de données du type (l;, a;,ly = l;), qui sont identifiées
comme de 'auto-maintien. On vérifie aussi que le terme appris conserve suffisamment de
signal : en effet, a la limite ot At est trés grand, tout point de I'espace interne est attei-
gnable, et la probabilité de rester dans le méme état est tres faible, donc I'auto-maintien est
minimum. Etant donné ce critére (diminuer I’auto-maintien, tout en conservant une infor-
mation pertinente sur ’espace interne), nous pouvons envisager de chercher la constante de
temps At qui le minimise. Notons que 1'espace de recherche de cette minimisation est trés
petit, puisque nous pouvons a priori supposer que notre comportement a une dynamique
intéressante a identifier entre 1 et une dizaine de cycles (entre 100 ms et 1 s).

7.4.5 Conclusions sur 'apprentissage

Nous voyons qu’il est donc possible d’apprendre une carte en sa basant sur un com-
portement. Une fois une carte satisfaisante a disposition (aprés le choix d’un bon At, par
exemple), nous pouvons en exploiter la richesse comme toute autre carte. Par exemple,
nous pouvons en tirer le graphe induit, calculer sur ce graphe son diameétre, sa connecti-
vité moyenne, ses cliques, etc. Nous pouvons utiliser ce graphe pour guider un algorithme
de planification, ou méme planifier directement dans la carte probabiliste, ce qui est im-
possible si I'on a que le comportement. Il est aussi possible de caractériser la qualité de
la carte obtenue en analysant les entropies des formes qui y apparaissent. Par exemple,
si la distribution conjointe est proche de 'uniforme, nous comprenons que la carte aura
peu d’utilité. A 'autre extréme, si toutes les formes paramétriques sont des Diracs, nous
pouvons tirer du modéle probabiliste un modéle logique, et raisonner avec (par exemple,
trouver les points de convergence du phénoméne). Dans notre expérience préliminaire, nous
étions clairement situés loin de ces deux cas extrémes : la carte obtenue en se basant sur
le comportement d’évitement d’obstacles contenait beaucoup d’informations exploitables,
mais restituait également les incertitudes dues a la simplicité du modéle.

Pour finir, remarquons que les exemples d’apprentissage que nous avons présenté ici
ensemble peuvent étre utilisés indépendamment. Par exemple, dans la carte de la situation
« mur », seul le terme P(P | L;) est identifié expérimentalement, les autres termes étant
définis a priori. Nous pouvons aussi apprendre au robot un comportement par le terme
P(A | L;), méme si le terme P(P | L;) a été spécifié a la main. Il est également possible
d’essayer de transformer un comportement en carte en apprenant le terme P(Ly | A L),
méme si ce comportement est programmeé. Enfin, les exemples d’apprentissage détaillés ici
se basent sur des termes particuliers, mais la méthode s’applique également pour d’autres
décompositions possibles.

7.5 Questions possibles

Pour une description donnée, il existe de nombreuses questions probabilistes possibles
(voir Section 2.2.3.4 pour la définition formelle). Pour n variables, il y a 3" — 2" questions
différentes : 3" est le nombre de partitions de n variables en trois sous-ensembles, auquel on
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soustrait 2", le nombre de partitions de n variables en deux sous-ensembles, car la partie
gauche de la question ne doit pas étre vide. Pour une carte bayésienne, nous n’avons que
les quatre variables A, P, L; et Ly & considérer, et donc 81 — 16 = 65 questions distinctes.

Nous pouvons générer ces 65 questions avec I’Algorithme 7.2; le résultat pour quatre

variables est présenté Table 7.1.

ALG. 7.2 Algorithme générant toutes les questions valides pour quatre variables.

pour i parcourant {A P Lt Lt’}

placer i dans le sous-ensemble Search

pour toutes les autres variables
les placer soit dans Search, soit dans Known, soit dans Unknown,
selon toutes les combinaisons possibles.

fin pour
fin pour
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TAB. 7.1 — Les 65 questions pour une carte bayésienne a quatre variables.

Quelques unes de ces questions ont des interprétations évidentes. Ainsi nous voyons
apparaitre les trois questions de localisation P(L; | P), de prédiction P(Ly | A L;) et de
controle P(A | Ly Ly), qui sont partie intégrante de la définition d’une carte bayésienne.

Mais d’autre termes sont également remarquables, comme par exemple :
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— P(A | P Ly) est la question que nous poserons la plupart du temps a une carte, pour
définir un comportement élémentaire : ne connaissant que les entrées sensorielles et
la consigne a atteindre, quelle doit étre ’action & appliquer aux moteurs du robot ?

— P(A Ly Ly P) est la distribution conjointe elle-méme;

— P(P | L;) est parfois appelé le modeéle direct d’observation |[BFJT99|, voire méme
la carte de I'environnement [THRUN98a|. Nous 'appelons modéle capteur direct (par
opposition aux termes de la forme P(L; | P), que nous nommons « question de
localisation » dans le cadre de ce travail, mais que nous appelons modéle capteur
inverse d’'une maniére plus générale).

Notons que pour une décomposition donnée, certaines de ces questions sont résolues

par le méme calcul. Par exemple, si ’on se place dans le cadre d’'une décomposition de type
localisation markovienne

P(A P L L) = P(AYP(L)P(P | L)P(Ly | A L)

alors les deux questions P(Ly | A L;) et P(Ly | A Ly P) ont le méme résultat. En effet,

P(A P L, Ly)
>, P(AP L Lv)

P(A L)P(P | L)P(Ly | A L)
S, P(A L)P(P| L)P(Ls | A L)

P(A L)P(P | L)P(Ly | A L)
P(AL)P(P [ L) Sy, P(Le | A L)
P(A L)P(P | L)P(Ly | A L)

P(A L)P(P | L)

P(Ly | AL P) = P(Ly | A L)

P(Ly | AL P) =

Nous avons également déja évoqué Section 6.1.3 le fait qu'un programmeur va en pra-
tique utiliser plus d’'une question pour exploiter une carte. Il peut en effet soit enchainer
plusieurs questions dont la sémantique 'intéresse (nous avons vu le cas des questions de
localisation et de contrdle a ce sujet), soit utiliser une question quelconque & une carte
comme forme paramétrique utilisée dans une autre carte (des exemples en seront donnés
dans nos opérateurs d’assemblage de cartes, Chapitre 8 et 9).

7.6 Discussion

Avant de conclure ce chapitre avec nos questions « fil conducteur », nous souhaitons
revenir sur le choix des variables qui apparaissent dans une carte bayésienne.

7.6.1 « Explosion » des variables

En effet, jusqu’a maintenant, nous avons considéré les quatre variables P, L;, Ly et A
comme atomiques. Elles le sont rarement en pratique, et sont en réalité des conjonctions
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de variables. Dans le cas contraire, le robot n’aurait qu’un capteur et qu'un moteur! Dans
notre premier exemple de carte bayésienne (Section 6.3), cela n’était déja plus le cas : nous
considérions I’ensemble des seize capteurs de proximétrie comme variable de perception P.

Chaque variable P, L;, Ly et A peut donc étre « explosée », et le programmeur peut tirer
parti de ce pouvoir d’expression supplémentaire, notamment par le biais de décompositions
ou de questions particuliéres. Les possibilités étant quasi-infinies, nous n’aborderons ici que
quelques exemples.

7.6.2 Explosion de P

Supposons pour commencer que la variable P soit une conjonction de variables, P =
Py A...ANP,. Il est alors possible de poser a la carte bayésienne des questions particuliéres.
La question P(P3; | P, Py L;) par exemple, permet de calculer ce que devrait répondre
le capteur Ps, sachant les lectures des capteurs P, et P, et sachant la situation courante.
Cette question permet donc de faire du diagnostique sur les capteurs.

Il est aussi possible de profiter du fait que P soit une conjonction de variables au moment
de la décomposition. Par exemple, un terme P(P | L;) devient P(P; ... P, | L;), qui peut
étre décomposé plus simplement, par exemple en P(P | L;) = [[, P(P | L;). Notons
qu’une décomposition de ce type, P(V) [[, P(P; | V'), ou V est une variable non-mesurable
directement par un capteur, est une instance du schéma de fusion de modéles capteurs, pour
reprendre les termes de [LEBELTEL99|. De plus, cette fusion est une extension possible de
la localisation markovienne (voir Section 3.8), dans laquelle le modéle d’observation unique
P(P | L) est remplacé par une fusion de plusieurs modéles de la forme P(P; | Ly).

7.6.3 Explosion de A

De maniére similaire, nous utiliserons trés souvent, pour les couches de bas niveaux
moteurs, une conjonction de variables pour la variable A. Dans nos expériences sur le
robot Koala, en effet, nous controlons le robot par les vitesses de rotation et de translation,
donc A = Vrot A Virans. Ce fait sera exploité par certaines de nos cartes, ou Vrot et
Vitrans pourront étre considérées indépendantes (voir les exemples Annexe E).

7.6.4 Explosion de L,

Supposons maintenant que ce soit la variable de lieu L; qui soit une conjonction de
variables. Un exemple est I'explosion de L; en L; A L;_a;, qui correspond & une hypothése
de markov d’ordre 2 [AYCARDYS|. En effet dans ce cas, on peut exprimer des termes tels
que P(P | Ly Ly_as), ou encore P(Lyia; | Ly A Li_ay). 1l sera possible de cette maniére
d’écrire des cartes faisant des hypothéses de Markov d’ordre arbitrairement élevé.
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7.6.5 Explosion de Ly

Supposons enfin que la variable Ly soit une conjonction de variables 2. Par exemple, si
la variable de lieu porte sur un grand espace, il est possible que le robot ne puisse se rendre
de n’importe quel lieu & n’importe quel autre lieu en une période At. Il sera alors préférable
de diviser Ly en Liyar A Ly,,;, o0 Lyyar est la variable de lieu au pas de temps suivant, et
Ly, le lieu objectif & atteindre. Le programmeur pourra alors spécifier des connaissances
sur I’évolution & court terme de la variable de lieu, avec un terme P(L;a¢ | Ly), mais il
pourra aussi indiquer avec P(Ly,,; | Liya;) I'évolution possible de la variable de lieu a plus
long terme, sachant la direction choisie pour le pas de temps suivant. Bien stir, beaucoup
d’autres alternatives existent, comme par exemple de spécifier non pas P(Ly,,, | Liyas),
mais le terme inverse, P(Liya¢ | Ly,,,) : sachant le but a long terme, quel doit étre le lieu
suivant & atteindre ?

Nous touchons ici un probléme assez courant de désaccord entre le niveau de détail de
la carte et son échelle. En effet, les cartes cherchent en général a couvrir 'espace le plus
grand possible, tout en conservant une granularité qui soit en relation avec les capacités
motrices du robot. Typiquement, les cartes & base de grilles d’occupation ont des cases de
taille 50 cm par 50 cm, et couvrent une surface de ’ordre de 60 m par 60 m. Il est facile de
donner au robot un modéle local de transition P(Lyya; | A Ly), alors que ce qui est en réalité
cherché est un modéle global de controle P(A | L; Ly a¢) : sachant le lieu courant, sachant
le but a atteindre, quel est I'action & appliquer. Ce probléme est souvent résolu par un
mécanisme, éventuellement trés sophistiqué, de planification. Cependant, les algorithmes
comme ceux rencontrés dans les PDMPOs, ne s’appliquent que sur des espaces petits
(quelques dizaines d’états au mieux). En effet dans la planification, propager les incertitudes
le long de l'inférence en avant dans le temps provoque une explosion combinatoire.

Dans ce travail, pour traiter ce probléme, nous nous appuierons sur le fait d’établir
des hiérarchies de cartes. Cela rendra d’une part abordable les calculs, en considérant
un ensemble de petits espaces plutot qu'une seule grande représentation, le désavantage
étant la perte d’optimalité (au sens du plus court chemin dans I'espace métrique) des
plans générés. Malgré cela, cette solution gagne en popularité en planification, dans les
approches type Fil d’Ariane [MAB98| ou PPP [KSLO96, SO98] 3, ot I'on essaie de capturer
la topologie de I’espace par un graphe superposé a ’espace de travail du robot, mais aussi
dans les approches probabilistes hiérarchiques (voir Section 4.1).

De plus, grace a la décomposition en hiérarchie de cartes, les espaces de lieux que
nous utiliserons dans ce travail auront en général des cardinaux trés petits. Ainsi, les
variables correspondantes auront des sémantiques tellement intuitives qu’il sera plus facile
de résoudre ce probléme de planification directement au moment de la spécification de la

2En réalité les explosions des variables L; et Ly ne peuvent pas étre considérées indépendamment. En
effet, une carte bayésienne impose qu’elles soient définies sur le méme domaine de valeurs. Cependant, il
est toujours possible de satisfaire cette contrainte sans remettre en cause la généralité de ce qui est présenté
ici. Techniquement, il s’agira par exemple d’indiquer « 1’égalité » entre des variables probabilistes par la
définition de formes Diracs.

3PPP pour « Probabilistic Path Planning » ; [SO98]| est également disponible, sous la forme d’un rapport
technique du LAAS, a I'adresse http ://www.laas.fr/~jpl/book.html
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carte, par la définition de termes comme P(L;ya¢ | Lt,,,), ou la définition directe de lois
de controle P(A | Ly Ly,,;).

7.6.6 Questions « fil conducteur »

Q7. Comment apprendre expérimentalement les cartes? Nous avons présenté
Section 7.4 quelques exemples de cartographie que nous considérons dans ce travail (d’autres
aspects seront traités aux Chapitres 8 et 9, dans le cadre d’assemblages de cartes). Dans ces
exemples, nous avons présenté une méthode d’apprentissage de cartes « par étapes » : nous
apprenons d’abord le modéle capteur, puis le modéle d’action, puis le modéle de transition.

Nous n’aborderons pas dans ce travail les constructions de cartes automatiques, ni les
problémes de construction de carte et de localisation simultanée 4. Nous préférons en effet
ici centrer notre approche sur les choix de modélisation, et le travail du programmeur. Nous
pensons en effet que le choix d’'une bonne représentation de I'espace précéde la résolution
des problémes de perceptual aliasing et global connectivity éventuellement présents dans
la carte apprise — surtout si I’on considére que la présence méme de perceptual aliasing ou
de global connectivity est un mauvais point quant a savoir si la représentation en question
est « bonne » ou pas, dans le cadre de la tache a résoudre.

Q7. Comment spécifier une carte? Devant le grand éventail de possibilités que nous
avons couvert dans ce chapitre, nous voyons notre formalisme comme un canevas de base.
Le programmeur doit adapter ce canevas au probléme particulier qu’il traite. Spécifier une
carte va donc consister en un ensemble de choix, guidés par les nombreuses contraintes dont
nous avons énuméré quelques éléments au Chapitre 5, pour trouver, face a cette complexité,
une solution viable. De plus, souvenons nous que nous n’avons pas couvert la totalité des
possibilités : par exemple, le nombre de questions possibles que nous avons donné ne tient
compte que de quatre variables, alors que nous avons vu qu’elles étaient en pratique plus
nombreuses (voir 'explosion des variables en leur conjonction, Section 7.6).

4En anglais, SLAM, pour Simultaneous Localization And Mapping.



Chapitre 8

Assemblages de cartes : superposition

« Il nous faut remarquer d’emblée que la notion d’efficacité re-
couvre plusieurs significations. Il peut s’agir tout d’abord, d’une
capacité de prédiction ou de rétrodiction. Une théorie mathéma-
tique est dite efficace dans un domaine des sciences si elle peut
anticiper les résultats d’expérimentations ou reproduire les don-
nées obtenues précédemment. »

D. LAMBERT, Prédiction € probabilités dans les sciences, E. Klein

& Y. Sacquin éditeurs, Editions Frontiéres, 1998 [LAMBERT9S].

Dans les chapitres précédents, nous avons décrit un formalisme pour la définition de
cartes probabilistes, nous 'avons illustré sur un exemple, et avons détaillé ’éventail de
choix laissé au programmeur pour définir ces cartes bayésiennes. Dans ce chapitre et le
suivant, nous définissons des outils qui permettent au programmeur d’assembler des cartes
déja existantes. Ces outils sont deux opérateurs d’assemblage, nommés la superposition et
l’abstraction de cartes.

Intuitivement, le premier opérateur est un opérateur binaire qui assemble deux cartes
en superposant les lieux des cartes sous-jacentes : ainsi le robot se localise dans les deux
cartes simultanément, ce qui enrichit son vocabulaire de description de son interaction avec
I’environnement. Le second opérateur, 'abstraction de cartes, sera détaillée Chapitre 9.

Puisque nous allons manipuler des variables de perception, d’action, et de lieu ap-
partenant & des cartes différentes, précisons les notations que nous utiliserons. Lors de
'assemblage des deux cartes ¢!, ¢® pour obtenir la carte ¢, les variables provenant de la
carte ¢! (resp. ¢?) auront un 1 (resp 2) en exposant : P!, L}, Ll Al (resp. P%, L?, L%, A?).
Les variables P, L;, Ly, et A, sans exposant, seront systématiquement les variables de la
carte ¢ obtenue par assemblage.

8.1 Superposition de cartes

Soient deux cartes bayésiennes ¢! et ¢?, portant respectivement sur les variables P!, L}
Ly, At et P2, L7, L2, A?, et répondant de fagon pertinente aux trois questions de localisa-

89
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tion P(L} | P), de prédiction P(L}, | A* L}), et de controle P(A! | L} L}) (respectivement
P(L? | P?), P(L} | A% L2) et P(A? | L} L2)).

Supposons que les cartes ¢! et ¢? couvrent (approximativement) le méme espace phy-
sique. Les deux cartes savent donc décrire, mais en des termes différents (L} et L?), cet
espace. Elles savent aussi sélectionner des actions, dans les domaines des variables A! et
A2, pour accomplir des taches.

Nous allons envisager deux variantes d’écriture de l'opérateur de superposition, qui
difféerent par le choix de la variable d’action A de la carte superposée. Dans le premier
cas, nous Supposons que nous ne savons pas assembler les actions qui proviennent des deux
cartes : le robot peut appliquer un comportement qui provient soit de la premiére carte, soit
de la seconde, mais ne sait pas comment les mélanger. Dans le second cas, nous supposerons
le contraire, c’est-a-dire que le robot sait exécuter simultanément deux actions provenant
des variables A! et A2

8.2 A= Alq A2

Dans cette premiére variante, nous supposons qu’il est impossible d’exécuter simulta-
nément les actions des domaines de A' et A% En effet, dans le cas général, les actions
sont des symboles, décrivant des taches de plus bas niveau d’abstraction, et qui n’ap-
portent aucune garantie, aucune propriété (de convergence, de visiter les différents états,
etc.). Supposons par exemple que la variable A! contienne des actions de remontée et de
descente d’un gradient lumineux, ou d’arrét : A' = { Phototaxie, Photophobie, Stop}. Sup-
posons que la variable A? contienne des actions liées a la présence d’un mur & proximité :
A? = {SuiviGauche, SuiviDroit, Stop}. Dans ce cas, essayer de combiner la remontée du
gradient et le suivi de mur n’a pas forcément de sens : ces deux comportements peuvent
méme étre antagonistes, nous n’avons pas de garantie sur leur exécution simultanée. Il
pourrait en résulter des comportements absurdes, comme tourner en rond. Nous choisis-
sons donc de n’appliquer a un instant donné qu’une seule action, A' ou A2. Dans ce cas, la
variable d’action A est une nouvelle variable dont le domaine est I'union des domaines des
variables A et A%2: Dy = D41 UD 2. Nous notons A = A @ A2. Dans notre exemple, nous
aurions : A = A' @ A%, D4 = {Phototaxie, Photophobie, Stop, SuiviGauche, SuiviDroit }.

8.2.1 A= A'® A?, sans ajout d’information

Nous choisissons ici de superposer les deux cartes ¢! et ¢? sans ajouter d’informations.
Nous allons créer une nouvelle carte ¢ ne contenant que des formes paramétriques issues de
ct, de 2, et des distributions uniformes. Cela a 1’avantage d’étre simple & présenter, systé-
matique d’écriture, et laisse la possibilité ensuite au programmeur d’enrichir la superposée
c en ajoutant de 'information, possibilité que nous explorerons Section 8.2.2.

Nous commencons par décrire formellement la carte bayésienne superposée dans le cas
général, puis présentons un exemple d’application. Enfin, nous discutons de cette méthode
d’assemblage et des questions introduites Section 1.2.
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8.2.1.1 Description

1. Spécification des connaissances préalables ¢

(a)

Variables :

P P=P'AP?Dp="Dp1 x Dpa2,kp = kpikp2,

L, Li=L}NL? Dy, = Dpy X D2, kr, = kpikpe,

Ly Ly =LA Lf,,DLt, = DL; X DLf/’ kr, = kL%/k‘Lf/,
AA=A"DA? :Dy=DuUDys, ks =k + kg2 — kp 10D, !

Décomposition : Nous définissons la décomposition :

P(P L, Ly A)
= P(P'P2L!L? L) L2 A)
= P(L)P(L)P(P' | Ly)P(P* | LY)P(A)P(Ly | A Ly)P(L} | A L7).

A la maniére d’une modélisation de type localisation markovienne, nous choisis-
sons ici de particulariser les modeéles capteurs directs (P(P' | L}) et P(P* | L?)),
et les modeles de transitions (P(L}, | A L}) et P(L? | A L?)).

Formes paramétriques :

P(L}), P(L?) A ces deux termes sont associées des lois uniformes, car nous
n’avons pas d’a priori sur la position du robot.

P(P'| L}), P(P* | L?) Ces deux termes sont obtenus par des questions pro-
babilistes aux cartes ¢! et ¢?, respectivement.

P(A) A ce terme est associée une loi uniforme, car nous n’avons pas d’a priori
sur le choix de I'action que doit faire le robot.

P(L, | AL}, P(L? | A L?) Ces deux termes ne peuvent étre directement ti-
rés des cartes ¢! et ¢? sous-jacentes, en raison du domaine de valeur de A qui
est plus grand que les domaines de A! et A?. En revanche, pour les valeurs
de A tirées du domaine de A', le premier terme pourra étre tiré de la carte
¢! par la question probabiliste correspondante ; pour les valeurs de A hors
du domaine de A', on définira ce terme par une uniforme (et vice-versa pour
le second terme). Nous résumons ceci par la notation suivante :

P(Ly | [A'=a] L} ') sia € Dy
P(Ly|[A=d L;) = { Ukth (L},) sinon

P(L% | [A2=a] L? ¢®) sia € Dy
P(Ly | [A=a] L) = { UkL; (L%) sinon

2. Identification : Toutes les formes paramétriques sont déja définies, il n’y a pas de
phase d’identification.

!'Notons ici que les deux variables A! et A% peuvent étre totalement différentes (D1 N D42 = 0), ou au
contraire identiques (D41 = Dy2) ; nous étudierons ces deux cas particuliers par la suite, Section 8.2.1.4.
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8.2.1.2 Reésolution des questions de localisation, prédiction et controle

Nous vérifions ici que la carte superposée ¢ choisie répond bien de maniére pertinente
aux trois questions de localisation, prédiction et controle.

Commencons par la résolution de la question de localisation :

P(L | P) = P(L; Li | P' P?)
1 P(Ly)P(LY)P(P' | Ly)P(P? | L})
> )

ZA S, \ PAP(Ly [ A L)P(L | A L)
1 ( P(L)P(LY)P(P' | L) P(P* | L)
T 2\ Xy, PAPLY | ALYP(LE | A L)

1 PUHPUDPPY | LHP(P* | 1)
Zi\ Sa (PAYS, (PILY 1A L) S5 PLR | A L))

_ Zil P(LYP(L2)P(P' | LYP(P? | L2)

1
P(L | P) = —P(P'| L)P(P” | L7).
1

Nous remarquons que la question de localisation de la carte superposée ne fait intervenir
(a4 une renormalisation prés) que les résolutions des questions de localisation dans les deux
cartes c! et ¢2. Passons a la question de prédiction :

P(Ly | AL) = P(L, L3 | ALHLY

L ( PLOPI)PP | )PP | 12
7 = ( Paps | Amritah )

_ 1 ( P(Ly)P(L})P(A)P(Ly | A L) P(Lj | A Lf) )

Zy \ Xpr pe P(PY| LYP(P? | L})
1
= ZP<L%>P<L§)P(A>P(L%/ | AL)P(Ly | A L)
1
P(Ly | AL) = 7P(L§/ | ALH)P(L; | A LY).
2

Une fois de plus, cette question se résout simplement en posant les questions de prédic-
tion aux deux cartes sous-jacentes, puis en renormalisant. Terminons par la question de
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controle :

P(A| L, Ly) = PA|LHL? L, L?)
1 3 P(Ly)P(L{)P(P' | Li)P(P* | L)
T Zy &=, \ P(AP(LY | ALD)P(LG | A L)

_ 1 ( P(Ly)P(LY)P(A)P(Ly | A L) P(Li | A LF) )

T Zs\ X o P(PU LY)P(P? | L7)
1
= ZP(LDP(L?)P(A)P(@ | A Ly)P(Ly | A LY)
PA| Ly L) = —P(LL | A LYP(I2 | A 12)
t t Z/ t/ t t/ t/-
3

Notons que, bien que la résolution symbolique soit identique a la question de prédiction, les
formes résultantes ne seront pas les mémes, car nous utilisons ici un raccourci d’écriture.
En effet, dans la question P(A | L; Ly), il faut se souvenir que les variables en partie droite
ont des valeurs connues. Cette question et sa résolution s’écrivent donc :

P(A | [Le =) [Ly = ly])
= P1(A | [Ly = 4] (LY =] [Ly = 1) (Lo = 1))

= Z%P([Lt' =] | ALy = L)P([Ly = 1] | A L] =I7]).

Comparons avec la question de prédiction :

P(Ly | [A=a] [Ly =1]) = Z%P(Ltlf | [A=d] [L; = L)P(LF | [A= ] [L = 1))
Ces deux questions sont en réalité des « coupes » différentes dans la distribution conjointe
P(A L; Ly). En effet le terme P(Ly | A L;) calcule cette conjointe, puis la « coupe » en
fixant les valeur de A et L; pour considérer une distribution sur la variable Ly. Le résultat
sera donc mathématiquement différent du calcul pour le terme P(A | L; Ly) qui lui, fixe
les variables L; et Ly pour obtenir une distribution sur A.

Nous avions fait 'hypothése jusqu’ici de cartes sous-jacentes apportant effectivement
suffisamment d’information dans leurs questions de localisation, prédiction et controle. Les
résolutions de ces mémes questions dans la carte superposée se réduisent toutes a question-
ner les cartes sous-jacentes (grace a notre choix de décomposition). La carte superposée
disposera donc elle aussi de suffisamment de signal sur ces questions 2, et répondra & nos
critéres de définition d’une carte bayésienne. Nous pouvons résumer la méthode de super-
position de cartes, dans le cas A = A' @ A2, sans ajout d’information, Figure 8.1.

2Pas formellement en réalité. Des contre-exemples existent ot la résolution de ces questions sur la carte
superposée peuvent avoir une entropie arbitrairement proche du maximum. Mais ces cas, en pratique, ne
se rencontrent jamais.
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( Variables Pertinentes
P = P! A P?
Ly=L} NL?
Ly = L1 A L2
A=Al @AQ Da =Dy UDyo
Décomposition
P(P L Lu A) = P(LYP(L)P(P' | LHP(P? | L})
_ P(AYP(LY | A L}P(LE | A L)
g -% Formes Paramétriques
s )2 P(L}) — Up,, (L)
=12 )¢ P(Lf) = Ug,, (L)
2)a | @ P(P'| L}) = P(P'|L} )
: P(P? | L}) — P(P?| 1} &)
A P( ) = Uy, (A)
P(L; [Al—a] L ct)siae Dy
1y _
P(Ly | [A=d] L}) = Ukl( L) sinon
P(L2 [A%2 = a] L? %) sia € Dye
2 _ 2y _
P(L; |[A=a] L7) = U, 2 (L2) sinon
Identification : pas de paramétres & identlﬁer
Questions :
P(L/|P) = AP(P'|LHP(P*|L})
P(Ly | AL) = 5P(Ly | AL)P(L; | A L)
P(A| L Ly) = +P(L,|ALHP(L? | ALD.

FI1G. 8.1: La définition de la superposition de cartes bayésiennes (cas A = A' @ A?, sans
ajout d’information).

8.2.1.3 Expérience de superposition : cartes d’odeurs et de proximétrie

Nous développons maintenant un exemple d’application de I'opérateur de superposition
de cartes. Dans cette expérience, nous disposons de deux cartes, I'une basée sur un gradient
d’odeurs, 'autre basée sur les informations de proximétrie, qui décrit I’environnement en
termes de « murs », de « coins », et « d’espace libre ». Avant de présenter la carte superposée
obtenue, nous résumons briévement la carte basée sur les odeurs, référons le lecteur a
I’Annexe C pour la définition compléte de cette carte, et rappelons que la définition de la
carte de proximétrie se trouve Section 6.3.

Résumé de la carte d’odeurs c®®* Dans cet exemple, le robot utilise son capteur

d’odeur pour discrétiser ’environnement en zones grossiéres d’intensités odorantes égales.

Il s’agit, dans le « simulateur de nez », de fournir au robot un capteur supplémentaire

b ) b

lui permettant de détecter la position de sources odorantes virtuelles. Pour ce faire, le simu-
)
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lateur dispose d’un plan de ’environnement du robot, fourni par le programmeur. Celui-ci
place ensuite dans I'environnement simulé des sources « odorantes », et le simulateur gere
la propagation des odeurs virtuelles. Finalement, le programmeur place le robot dans 1’en-
vironnement virtuel, et le suivi de la position du robot se fait par calcul odométrique. Etant
donné la position calculée du robot et les positions des sources odorantes, le simulateur
fournit au robot le gisement a de la source la plus proche, et l'intensité d’odeur Odeur
correspondante.

La variable de lieu que nous choisissons est une discrétisation grossiére de l'intensité
d’odeur percue, en quatre valeurs « TF », « F » « f» et « tf » (pour Trés Fort, Fort,
faible et trés faible, respectivement). Nous montrons Figure 8.2(a) une interprétation géo-
métrique de ces lieux. Contrairement a la carte de proximétrie, pour I'environnement de
la Figure 8.2(a), chaque lieu de cette carte a une « unité géographique », autrement dit
chaque lieu correspond a un ensemble de points connexes.

Les actions pertinentes dans ce cadre seront soit de remonter vers une zone de plus
forte intensité (chimiotropisme positif, qui sera noté « -+ » par la suite), soit au contraire
de s’éloigner de la source d’odeur (chimiotropisme négatif, noté comportement « - »), soit
enfin de rester dans une zone d’intensité donnée (« = », patrouille aléatoire dans la zone,
ou méme plus simplement, arrét). Ces valeurs constituent la variable d’action A,geq-

; TF +, -
TF - +
F

F +, -
- +
f +, -
f - +
tf
tf +, -
(a) Interprétation des zones affectées (b) Le graphe
aux valeurs « TF », « F », « f» et pour la carte d’une
« tf ». piéce basée sur une

odeur.

FIG. 8.2: Résumé de la carte codevr.

Nous montrons Figure 8.2(b) le graphe induit par la carte d’'une piéce basée sur I'odeur.
Nous ne faisons pas apparaitre tous les arcs, notamment pas ceux étiquetés par le compor-

tement de patrouille dans une zone, afin de ne pas alourdir la figure.

odeur

La définition compléte de la carte ¢ se trouve Annexe C.
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Objectifs et protocole expérimental

FiG. 8.3: Interprétation géographique de la superposition des cartes d’odeurs et de proxi-
métrie.

Choix d’une variable de lieux Nous disposons d’une carte de la piéce basée sur
les proximeétres, et d’'une autre basée sur le capteur d’odeurs. La premiére, ¢, décrit
le monde en des termes liés & la présence des murs, par la variable Sit,, I'autre, c°%ur,
en des termes liés & la distance de la source d’odeur, par la variable Od;. La carte de
superposition ¢ a donc comme variable de lieu L;, qui est la conjonction des variables Sit,
et Od,. 1l s’agit donc de se localiser a la fois sur les deux cartes sous-jacentes, ce qui nous
fournira une richesse de description du monde plus grande (L; a pour cardinal le produit
des cardinaux de Sit; et Od;). Nous montrons Figure 8.3 une interprétation géographique
des lieux représentés par cette nouvelle variable L; = Sit; A Od;.

Graphe induit Le graphe induit par la carte superposée, traduit graphiquement le
modéle de transition P(Ly | A L;), donc dans notre exemple, P(Sit;a; Odying | A Sity Ody).
Puisque nous supposons I'indépendance des cartes dans la carte superposée, ce terme n’ap-
paraitra pas tel quel, mais devra étre calculé a partir des termes P(Sit;ay | A Sity P7°%)
et P(Odiiny | A Ody ®r). La résolution est (voir plus loin, page 99) :

: : 1 : :
P(SZtH_At Odt—i—At | A SZtt Odt) = ZP(SZtH_At ‘ A Sltt)P(Odt+At | A Odt)

Prenons l'action de remontée de gradient d’odeur (chimiotropie positive) pour exemple :
[A = +]. Le graphe traduisant le terme P(Odiat | [A = 4] Ody) se trouve Figure C.2,
Annexe C. La loi de probabilités associée est définie Table 8.1. Pour 'action [A = +] en
revanche, le robot ne saura rien prédire sur les variations de la variable Sit; : le terme
P(Sitiat | [A = 4] Sit;) est donc une uniforme, présentée Table 8.1.

Multiplions maintenant les deux termes P(Odiat | [A = +] Ody) et P(Sitiine | [A =
+] [Sit; = s]) : le résultat est présenté Table 8.2. Les régularités observées résultent de
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P(Odt+At ’ [A = +] Odt Codeur)

P(Sitt+At ’ [A = +] SZtt cprox)
SZtt —
. ¢ M L
L Sitipa
C 1/3 1/3 1/3
M 1/3 1/3  1/3
L 1/3 1/3  1/3

Od, —

| Odpn |TF 111
TF /2 0 0
F 1/2 1/2 0
f 0 1/2 1/2
tf 0 0 1/2

TAB. 8.1 — Les termes P(Sitiins | [A = 4] Sity ¢"™°%) et P(Odyyns | [A = +] Ody o%ur).
Une colonne représente une loi de probabilité sur la variable en partie gauche, et donc
somme & 1. Pour les variables Sit; et Sit; a;, C, M et L dénotent les valeurs coin, mur et

libre, respectivement.

P(Sitt+At Odt+At | [A = +} Sltt Odt)

—~ Y <3 - Y —~ - -
(Sity, 0dy) — S 88 S| %S OE S 5 s %

S < L g2 2 2 2|4 444

l <Sitt+At7Odt+At>

(C,TF) 1/3 1/6 0 0 |1/3 1/6 0 0 |1/3 1/6 0 0
(C, F) 0 1/6 1/6 0 | 0 1/6 1/6 0 | 0 1/6 1/6 0
(€, f) 0O 0 1/6 1/6| 0 O 1/6 1/6| 0 0 1/6 1/6
(C,tf) o o o0 1/6/ 0 0 0 1/6/ 0 0 0 1/6
(M, TF) 1/3 1/6 0 0 |1/3 1/6 0 0 |1/3 1/6 0 0
(M, F) 0 1/6 1/6 0 | 0 1/6 1/6 0 | 0 1/6 1/6 0
(M, f) 0O 0 1/6 1/6| 0 O 1/6 1/6| 0 0 1/6 1/6
(M, tf) o o o0 1/6/ 0 0 0 1/6/ 0 0 0 1/6
(L, TF) /3 1/6 0 0 |1/3 1/6 0 0 |1/3 1/6 0 0
(L, F) 0 1/6 1/6 0 | 0 1/6 1/6 0 | 0 1/6 1/6 0
(L, f) 0o 0 1/6 1/6| 0 0 1/6 1/6| 0 0 1/6 1/6
(L, tf) o o o0 1/6/ 0 0 0 1/6/ 0 0 0 1/6

TAB. 8.2 — Le terme P(Sit;yay Odying | [A = 4] Sit, Od;). Une colonne représente une
loi de probabilité sur la variable conjointe Sit;iar A Odyyng, €t donc somme a 1. Pour les
variables Sit; et Sit;ay, C, M et L dénotent les valeurs coin, mur et libre, respectivement.

I’hypothese d’indépendance conditionnelle entre Od; a; et Sitiia:. De ce tableau, nous
pouvons tirer le graphe induit par la carte superposée des cartes de proximétrie et d’odeur,
en établissant les douze noeuds correspondant aux douze valeurs possibles pour Sit;ia; A
Ody 1 Ay, et en dessinant un arc entre deux nceuds lorsque la Table 8.2 indique une probabilité
différente de 0; un extrait du graphe résultat est montré Figure 8.4.

Description

1. Spécification des connaissances préalables ¢

(a) Variables :
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A A

Coin
Mur

Libre

TF F f tf

F1G. 8.4: Le graphe pour la carte issue de la superposition des cartes de proximétrie et
d’odeur d’une piéce, dans le cas A = Aprop @ Avdenr, sans ajout d’informations. Sur cette
figure n’apparaissent que les arcs issus des quatre noeuds (coin, T'F), {(coin, F), (coin, f),
et (coin,tf).

P Les variables de perceptions sont celles issues des deux cartes sous-jacentes :
les seize proximétres, Pr : Dp, = {0,1,...,15} kp, = 166 et les in-
dications d’odeurs, « : D, = {—180,—170,...,170}, k, = 36, Odeur
Dodewr = {0,1,...,15}, kogewr = 16. On a donc P = Pz, «, Odeur;

Lt Lt = Sltt A Odt :

D1, = Dsi, X Dog, = {{coin, TF),{coin, F), ..., (libre,tf)},
ki ksit, * kod, = 12,

Ly Liyay = Sitpeae A Odyyng

Drivai = Dsityon, X Dodyyn, = {{coin, TF),(coin, F),. .., (libre,tf)},

kLt+At = kSitHAt * kOdH-At = 127
A A= Ap’/‘oac D Aodeur :

DA = DApro:v U DAcdeur

= {Stop, ToutD, SuiviD, EloignerMur, PasserD} U {+,—, =},
ka = ka + ka =9,

prox odeur

puisque les domaines de Ap,o; €t Apgeyr sont disjoints.

(b) Décomposition : Nous instancions ici la définition formelle, qui se trouve Sec-
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tion 8.2.1.1, en remplacant P par Pz, P? par «, Odeur, etc. :

P(P L, Ly A)
= P(L)P(L{)P(P | L) P(P* | L{)P(A)P(Ly | A Ly)P(Ly | A L)
= P(Sit,) P(Ody) P(Pzx | Sity) P(a Odeur | Ody)
P(A)P(Sitiinr | A Sity)P(Odyyne | A Ody).

(c¢) Formes paramétriques : Conformément a la définition formelle :
P(Sit;), P(Od;) A ces deux termes sont associées des lois uniformes.

P(Px | Sit;), P(aw Odeur | Od;) Ces deux termes sont obtenus par des ques-
tions probabilistes aux cartes c”°% et c°%¥" respectivement.

P(A) A ce terme est associée une loi uniforme.

P(Sitiins | A Sity), P(Odyiar | A Ody)

P(Sitt—i-At | [A = a/] S/Ltt)
. P(S'Z.tt+At | [Aproa: = a,] Sltt CpTO:E) sia € DA
- Uk, , n, (Siti+ae) sinon

prox

P(Odt+At ’ [A = CL] Odt)
B P(Odyiat | [Acdewr = a] Ody %) si a € Dy
- UkOde (Ody4a¢) sinon

odeur

2. Identification : Toutes les formes paramétriques sont définies, pas de phase d’identi-
fication.

Utilisation

Programme et question probabiliste Rappelons ici que les trois questions de
localisation, prédiction, et controle se résolvent par :

1
P(Ly | P) = ZP(Pl | Ly)P(P* | L)
1
= 7P(Px | Sity) P(a Odeur | Ody),
1
1

P(Ly | A L) = —P(Ly | AL)P(Ly | A L)
2
1 , .
= 7P<S/ltt+At ’ A S’&tt)P(Odt+At | A Odt),
2

1
P(A| L, Ly) = ZP(L; | ALHP(LY | A LY)

1 , .
= 7P<Sltt+At ’ A SZtt)P(Odt+At | A Odt)
3
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Résultats Par manque de temps, cette expérience n’a pas encore été implantée telle
quelle sur le robot. Nous avons tout de méme souhaité la présenter car elle apporte beau-
coup sur la compréhension intuitive de I'opérateur de superposition. Le choix méme de ce
terme de « superposition » devrait maintenant apparaitre plus clair au lecteur, au vu de
la Figure 8.3.

Rappelons que cette version de superposition, sans ajout d’information, ne fait que
rassembler dans une méme connaissance ¢ deux cartes sous-jacentes, et qu’'une telle mani-
pulation, qui n’est que symbolique, est toujours possible. Elle est tout de méme nécessaire,
et servira de base par la suite, lorsque nous décrirons Section 8.2.2 les maniéres de com-
plexifier la carte ¢ que nous obtiendrions par apprentissage.

8.2.1.4 Discussion

Commencons par quelques remarques, avant d’analyser ce que ce schéma de superpo-
sition nous apprend sur les réponses possibles aux questions énoncées Section 1.2.

Nous avons vu dans cette section la création d’une nouvelle variable par 'opérateur &,
qui fait I'union des domaines de deux variables A' et A%. Formellement, il existe deux cas
extrémes d’application de cet opérateur : les cas ou A! et A% sont totalement différentes
(Dar N D42 = ), ou au contraire identiques (D1 = D y2).

Da1 NDy2 =0 Le cas ou les domaines des variables sont disjointes a été développé par
I’exemple Section 8.2.1.3. Nous avons déja noté que I'assemblage de deux cartes de
cette maniére était toujours possible, grace a un opérateur purement syntaxique.

D1 =Dy Le cas ou les deux variables d’actions sont identiques nous raméne en réalité
a une extension de la localisation markovienne, en vertu de notre choix de décompo-
sition. En effet, dans ce cas, A = A' @ A? = A!, et la décomposition devient :

P(PL, Ly A) = P(P'P>*L! 1?1}, L} A"
P(L;)P(L{)P(P" | L;)P(P* | L)
P(AYP(L; | AV L)P(L; | A L?).

Nous nous retrouvons donc dans un cas de mise « cote a cote » des modeéles de tran-
sitions, la variable commune étant A'. Nous verrons un autre exemple de cette forme
particuliére de combinaison de termes probabilistes Section 8.2.2.4, ou les variables
communes seront L; et L.

Cependant, le cas général est celui ou l'intersection n’est ni vide, ni égale a I'une des
variables. En effet en pratique, les variables d’actions ont souvent au moins une action
commune, comme par exemple le comportement Stop, qui consiste simplement a arréter le
robot.

Dans notre exemple Section 8.2.1.3, nous avons supposé les domaines de A, €t Apgeur
disjoints. Ainsi, les deux termes P(Sit;in; | [A = a] Sity) et P(Odyyns | [A = a] Ody)
n’étaient jamais simultanément des questions probabilistes. Au moins 'un des deux était
une uniforme. Supposons maintenant que le comportement « = » de la carte ¢ s’im-
plémente par un arrét du robot. Dans ce cas, ce comportement peut se renommer Stop :
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Aprox et Apgenr ONt Maintenant cette action en commun, et les deux cartes cletc? peuvent
étre questionnées simultanément :

P(Sitt+At | [A = StOp] Sitt) = P(Sitt-i-At | [Aproa: — StOp] Sitt Cproa:)
P(Odyins | [A = Stop] Od)) = P(Odysns | [Aogeur = Stop] Od, %)

Nous comprenons que, dans ce cas, cet opérateur de superposition, méme simple, permet
d’ajouter de la richesse d’utilisation aux cartes. En effet dans ce cas, poser une question
qui fait intervenir [A = Stop| a la carte superposée ¢ engendre une réponse différente que
ce que donne chacune des cartes isolément.

Examinons maintenant certaines des questions définies au début de ce document.

Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Nous avons défini dans cette Section un opérateur pour
créer une nouvelle carte, a partir de deux cartes sous-jacentes, et nous avons vérifié que la
carte obtenue répond a notre définition d’une carte bayésienne. Les cartes peuvent donc
s’obtenir de maniére progressive, au fur et & mesure que le programmeur combine des cartes
de base entre elles.

Q7. Comment assembler les cartes? Nous avons vu dans cette premiére méthode de
superposition un opérateur systématique, car purement syntaxique, d’assemblage de cartes.
Bien que cet opérateur n’ajoute aucune connaissance a la carte superposée, du point de
vue des formes mathématiques, le fait méme de regrouper des informations venant de deux
cartes sous-jacentes est riche. En effet, une question probabiliste comme la localisation
P(L} L? | P! P?) ne prend un sens que dans le cadre de la carte superposée ¢, qui définit
la conjointe P(P* P* L} L? L}, L? A). Les questions que I'on peut poser a ¢ sont autant de
ressources utilisables par ailleurs (par d’autres programmes probabilistes, ou méme pour
le cas de la question de localisation ci-dessus, par un programme d’affichage graphique).

Q2. Qu’est-ce qu’un lieu, pour le robot ? Dans la carte superposée, la variable de
lieu L; est la conjonction des variables de lieux L} et L? des deux cartes ¢! et ¢®. Le
cardinal de L; est donc plus grand que les cardinaux de L} et L? pris séparément. La
superposition est donc un moyen d’enrichir les lieux que connait le robot. Son vocabulaire
de description interne des phénomeénes s’élargit, ce qui permet au robot d’étre plus précis
(d’étre moins soumis au perceptual aliasing). Par exemple, dans notre superposition de
cartes de proximétrie et d’odeur, nous voyons Figure 8.3 que la zone nommée (L, TF)
couvre un espace plus petit que la zone L de la carte de proximétrie (Figure 6.1(a)), et que
la zone T'F de la carte d’odeur (Figure 8.2(a)).

Ce principe de superposition n’est pas nouveau, et est bien connu des navigateurs. Lors
d’un repérage d’amers terrestre, plusieurs amers (en général trois) sont nécessaires avant
d’obtenir une localisation suffisamment précise. En effet, chaque amer — chaque carte —
définit un secteur angulaire dans lequel peut se trouver le bateau (en réalité relever une
demi-droite suffit, mais nous supposons ici que nous visualisons aussi les incertitudes sur
I'angle de cette demi-droite). Le recoupement de ces zones par superposition permet de
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réduire la zone de I’espace possible pour le bateau. L’analogie avec notre opérateur se pour-
suit lorsqu’on considére que le nombre d’amers nécessaire pour obtenir une précision donnée
dépend de 'orthogonalité des zones angulaires d’une part, et de leurs incertitudes d’autre
part. Dans notre cas de superposition de cartes, « 'orthogonalité » de deux cartes ne prend
pas un sens physique (géométrique), mais un sens informationnel. Deux cartes sont « or-
thogonales » lorsque leur superposition améne réellement des informations supplémentaires
sur I'environnement. Comme contre-exemple, imaginons la superposition d’une carte avec
elleeméme : bien que formellement, le nombre de lieux se trouve augmenté (ky, = kil),
en pratique le gain d’information est nul. Nous explorons dans la Section suivante des
méthodes d’apprentissage qui permettent de reconnaitre ces deux cas extrémes de gain
d’information minimum ou maximum.

8.2.2 A= A'® A?, avec ajout d’information

Dans cette Section, nous examinons les maniéres dont la superposée de deux cartes peut
s’enrichir par 'expérimentation. Nous commencons d’ailleurs par le cas simple d’identifi-
cation de parameétres de formes présentes dans la décomposition choisie, puis présentons
une décomposition plus complexe laissant une plus large place a 'apprentissage.

8.2.2.1 Description

Dans cette section, nous présentons progressivement les enrichissements que nous ap-
portons a la décomposition, en vue de I’ajout d’apprentissage. Rappelons la décomposition
choisie Section 8.2.1.1 :

P(P Ly Ly A) = P(L;)P(L})P(P" | L;)P(P* | L)
P(A)P(L}, | A L})P(L?% | A L?).

Premiére hypothése levée Dans le cadre de cette description, deux termes peuvent en
fait étre identifiés expérimentalement. Il s’agit des termes P(L}, | A L}) et P(L% | A L?).
P(L} | A L}) est en effet défini par une question a ¢! lorsque A est une action du domaine
de A'. Lorsque A est une action du domaine de A%, nous avons jusqu’a maintenant supposé
une ignorance compléte, traduite par une uniforme.

Or, il est en pratique peu probable que les variations de la variable de lieu de la carte
¢! soient indépendantes du choix d’une action dans la carte ¢?. Dans notre exemple de
superposition des cartes de proximétrie et d’odeurs d’une piéce, 'application du compor-
tement de chimiotropie positive (remontée vers la source) va certainement amener le robot
dans un coin, car la source odorante s’y trouve. Le terme P(Sit;in; | [A = +] Sit; ')
n’est donc pas uniforme, et peut étre appris expérimentalement, sur la base d’une loi de
succession de Laplace. Cette forme paramétrique est en effet adéquate si nous supposons
que les variables de lieux des deux cartes sont discrétes et sans relation de distance entre
leurs valeurs, ce qui est le cas dans nos exemples.
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Nous redéfinissons donc formellement les deux formes paramétriques, en utilisant notre
notation L pour les lois de succession de Laplace (voir Section 2.2.3.2) :

. . P(L; | [A'=a] L} ¢') sia € Da
P(Lt/ | [A = a] Lt) — Ln17...,nk o (Ltll) SiIlOIl
IR ¥

P(L% | [A2=a] L? ¢®) sia € Dy
P(L? | [A=ad] L[?) = { Lnl’.._ka2 g (L2) sinon
+ t

Expérimentalement, pour identifier la premiére loi de succession de Laplace ci-dessus,
il s’agira d’appliquer les différents comportements issus de la carte ¢? tout en observant
les variations de L;. Nous accumulerons ainsi des données expérimentales de la forme
{(1}, a, I}, avec a & D, qui permettent d’identifier la loi de succession de Laplace
P(L} | [A = d] [L} = 1}]). Bien str, la démarche est symétrique pour I'identification de
P(L? | [A=a] L}),a &€ D xe.

Seconde hypothése levée A la lumiére de ce qui vient d’étre présenté, nous compre-
nons que de nombreuses hypothéses d’indépendance conditionnelles que nous avions faites
ont de fortes chances de se révéler fausses en pratique. Il devient donc intéressant de le-
ver certaines de ces hypothéses, et de vérifier expérimentalement, par apprentissage, les
nouvelles dépendances.

Par exemple, levons I'’hypothése d’indépendance entre P! et L? (conditionnellement &
la connaissance de L}), et celle entre P? et L] (conditionnellement & la connaissance de
L?). Cela revient a remplacer dans la décomposition les termes P(P' | L}) et P(P? | L?)
respectivement par P(P' | L} L?) et P(P? | L} L?). Nous obtenons la décomposition
suivante :

P(P L, Ly A) = P(P'P?> L} L? L, L} A)
= P(L))P(L{)P(P' | Ly LY)P(P* | Ly L)
P(AYP(L} | ALHP(L% | A L?).

Nous n’avons ici lié¢ les deux cartes que par leurs modeles direct d’observation : P(P! | L})
est devenu P(P' | L} L?), et P(P? | L?) est devenu P(P? | L} L?). Ce choix est déja
important, car il permet d’enrichir considérablement ces modéles : ils pourront devenir
plus fins, représentant plus finement ’environnement, et, lorsqu’on les inversera pour ré-
pondre a la question de localisation, ces informations supplémentaires seront restituées (voir
Section 8.2.2.2 pour les dérivations). Le désavantage évident est qu’il faudra fournir ces in-
formations supplémentaires pour définir ces deux termes P(P' | L} L?) et P(P? | L} L?),
soit a priori, soit expérimentalement.

Troisiéme hypothése levée Ces deux termes conservent tout de méme 'avantage de
porter sur des espaces mono-dimensionnels, car ils n’ont qu’une variable en partie gauche.
Ils sont en réalité deux projections particuliéres, de I'espace conjoint P! A P?. Se ramener
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a cet espace plus grand permettra de lever ’hypothése d’indépendance entre P! et P2,
conditionnellement & la connaissance des variables L} et L?. Cela se traduit par le choix
de la décomposition suivante :

P(P L; Ly A)
= P(L)P(L{)P(P' P* | Ly L{)P(A)P(Ly | A Ly)P(L; | A L7).

Quatriéme hypothése levée De maniére similaire, il est possible symétriquement de
lever I'indépendance entre les modéles d’actions. Une premiére facon est de remplacer les
termes P(L}, | A L}) et P(L? | A L) respectivement par P(Ly | A L} L?) et P(L% | A L} L?).
Mais ici encore, il est possible d’aller plus loin et de lever 'indépendance entre Lj, et L2,
conditionnellement & la connaissance de A, L} et L?, en choisissant la décomposition :

P(P L; Ly A) = P(L})P(L?)P(P' P? | Ly LHP(A)P(L;, L2 | A Ly LY).

Décomposition retenue et formes paramétriques C’est cette derniére décomposi-
tion que nous avons choisi pour le reste de ce document :

P(P L; Ly A) = P(L))P(L?)P(P' P? | L} LHP(AP(L}, L? | AL} L?).

Elle s’accompagne bien évidemment de la définition des formes paramétriques suivantes :
P(L}), P(L?) A ces deux termes sont associées des lois uniformes.

P(P' P? | L} L?) Les variables en partie gauche étant des variables perceptives, elles pro-
viennent généralement, du moins pour les couches de bas niveau d’abstraction, de
capteurs physiques. Ceux-ci, pour la plupart, sont représentés par des variables pro-
babilistes qui possédent beaucoup de valeurs, et qui ont une notion de proximité entre
leurs valeurs (c’est notamment le cas des proximeétres considérés jusqu’ici). Dans ce
cas, le terme P(P! P? | L} L?) pourra étre associé a approximation discréte d’une loi
gaussienne multi-dimensionnelle. Cependant, & de plus hauts niveaux d’abstraction,
les variables perceptives pourront étre bien plus symboliques. Dans ce cas, seule un
ensemble de lois de succession de Laplace aura un sens. Nous notons donc :

P(P* P*| L; L) =Ly, .., P!, P%).

pl *kPQ*kL% *kL% (

P(A) A ce terme est associée une loi uniforme.

P(L, L2 | A L} L?) Les variables de partie gauche de ce terme, étant des variables de
lieux, sont souvent symboliques. Si tel est le cas, nous associons & ce terme un en-
semble de lois de succession de Laplace :

P(Ljy L | AL L) =L,y (L, L?).

1 %k o xkpxk _1xk_o
L™, L™ L2
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Identification des paramétres Pour finir la définition de notre description, il faut
indiquer une méthode pour obtenir les valeurs des paramétres des termes sélectionnés.

Dans notre cas, il s’agit d’identifier les termes P(P' P? | L} L?) et P(L), L? | A L} L?),
définis ci-dessus comme étant des lois de succession de Laplace. Ces termes peuvent étre
identifiés expérimentalement, en utilisant la carte superposée sans ajout d’information
comme base pour récolter des données. En effet, dans cette carte, il est possible de sélec-
tionner des comportements définis dans ¢! ou ¢2. Agir dans I'environnement en appliquant
un comportement défini dans ¢! permet d’obtenir des données sur les variables P!, L] et
L;,. Mais il est possible, simultanément, de lire les capteurs P? et les valeurs des variables
de lieux L? et L de la carte ¢?.

Résumons la méthode pour aboutir & une carte superposée avec ajout d’information :
1 truire d tes bayési Vet ?;

. construire deux cartes bayésiennes ¢ et ¢*;
2. superposer ¢! et ¢ pour obtenir cqs, la carte superposée sans ajout d’information ;

3. choisir des lois uniformes a remplacer par des lois de succession de Laplace, ou des
hypothéses d’indépendances conditionnelles & supprimer, dans cgu,s ;

4. collecter des données en naviguant dans l’environnement grace a Cgups ;

5. utiliser les données expérimentales pour identifier les parameétres des termes de la
carte avec ajout d’information, cgyec.

8.2.2.2 Reésolution des questions de localisation, prédiction et controle

Rappelons que la décomposition retenue est :
P(P L Ly A) = P(LYP(LYP(P' P* | L} L)P(A)P(LY L} | A L} L2).

Nous vérifions ici que la carte superposée ¢ choisie répond bien de maniére pertinente aux
trois questions de localisation, prédiction et controle.

Commencons par la résolution de la question de localisation :

P(Ly | P) = P(L; Lf | P* P?)
1

= 7 > PL)PLYPPP P* | Ly L)P(A)P(Ly L | A LY L)
ALl L2

1

= ZPL)PL)P(P P | L; L) Y. P(AP(Ly L | ALY L)

ALy, L2

1

= ZPL)PL)P(PL P | L L)
1

P(L,| P) = —P(P'P*|L} L.

Z/
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Passons a la question de prédiction :
P(Ly | AL) = P(Ly L} | AL} LY)
1
= — D PWHPLYHP(P' P | Lj L)P(A)P(Ly L | A Ly L)

Pl p2

1
= EP(L%)P(L%P(A)P(L%/ Li |AL LY Y P(P'P*| L L})
Pl p2
1
= ZPL)PL)P(AP(Ly Ly | A Ly L)
1
P(Ly | AL) = EP(L,}, LZ | AL L?).

Terminons par la question de controle :
P(A| L, Ly) = PA|LNL?L) L?)
1
= 3 > P(Ly)P(LE)P(P' P*| Ly L)P(A)P(Ly Ly | A Ly L)

Pl p2
1
= ZPUDPHPAPLY L | ALLLY) Y P(PYPY| L} L)
Pl p2
1
= SPL)PLY)P(AP(LY L | A L L)
1
P(A| Ly Ly) = EP(L; Li | AL L?).

Notons une fois encore que, bien que les résolutions symboliques pour les questions de pré-
diction et de controle soient identiques, elles aménent des réponses numériques différentes,
car elles correspondent en réalité a des coupes transversales différentes dans la conjointe
P(A L, Ly).

Les trois questions se résolvent simplement, en se basant sur les termes P(P! P? | L} L?),
pour la question de localisation, et P(L}, L? | A L; L?) pour les questions de prédiction
et de controle. Ces deux termes étant identifiés expérimentalement, il nous est impossible
ici de prouver qu’ils contiennent du signal : il reviendra donc a la charge du programmeur
de le vérifier expérimentalement.

Nous résumons cette forme finale de superposition, pour le cas A = A' @ A?, avec ajout
d’information, Figure 8.5.

8.2.2.3 Exemple

Au lieu de reprendre notre expérience de pensée de superposition d’'une carte de proxi-
métrie et d’une carte d’odeurs, nous souhaitons développer un exemple formel, simple, ol
I’on pourra vérifier numériquement les effets de I’ajout d’apprentissage dans la superposée.
Il s’agira de superposer deux cartes basées sur des gradients aux iso-potentielles rectilignes
(voir Figure 8.6), et nous étudierons 'influence de I’angle que forment ces iso-potentielles
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( Variables Pertinentes
P = P!\ P?
Ly=Li NL?
Ly=L5AL2
A=Alg A Dy =Dp1 UDy2
o Décomposition
% P(PL; Ly A) = P(L})P(L?)P(P* P? | L} L?)
= | 2 PAP(LY L3 | A L} L)
% £ Formes Paramétriques
1ERE; P(L}) )
§ S P(L?) = Ui, (L?)
bgo P(Pl p? | L% L%) = Lnlw-ynkpl*kPQ*kL%*kL% (P17P2)
a P(A) = Uy, (4)
P(L%’ L?’ | A L% L%) = Lnla“-ynkLl/*kLQI*kA*kL}*kLg (L%”L?’)
Identification b /
les deux termes P(P! P? | L} L?) et P(L}, L% | A L} L?)
sont & identifier expérimentalement
Questions
P(L|P) = AP(P'P?|LlL})
P(Ly | AL) = 2P(Ly Li | AL L})
| P(A| L Ly) = ZP(LL Ly | ALLLY).

FI1G. 8.5: La définition de la superposition de cartes bayésiennes (cas A = A' @ A2, avec
ajout d’information).

sur ’entropie des termes obtenus par apprentissage, en développant les deux cas extrémes
des gradients identiques et orthogonaux.

Afin de simplifier cette partie, nous n’allons dans la suite pas nous préoccuper des
variables perceptives, ni des termes de localisation. De plus, dans la carte superposée, et
pour des raisons de symétrie, nous ne présenterons que l'identification « expérimentale »
de I'un des deux modéles de transition. Nous ne traiterons également qu’une des actions
possibles, la remontée de gradient, la situation étant symétrique pour le comportement de
descente de gradient.

Définissons maintenant les deux cartes utilisées. La premiére carte ¢! se base sur un
gradient qui divise I’espace en trois zones, « 1 », « 2 » et « 3 », qui sont les valeurs possibles
pour les variables de lieux L] et L},. Les actions possibles dans ¢! sont de remonter ce
gradient, ou de le descendre, la variable A' a donc pour valeurs {remonter!, descendre'}.
De la décomposition choisie pour cette carte, ne retenons que le modeéle de transition
P(L}, | A' L}), défini par une loi de succession de Laplace, et les autres termes ne sont que
des uniformes. Dans cette carte, 'application de I’action remonter! a des effets garantis :
de la zone 3 on passe a la zone 2 obligatoirement, de la zone 2 on passe systématiquement
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1 A 1 A 1
2 B 2 B 2
3 c 3 C 3
A B C

Fig. 8.6: Cas de figure pour la superposition de gradients rectilignes : il peuvent étre
orthogonaux (& gauche), obliques (milieu) ou colinéaires et identiques (& droite). Les noms
des zones (« 1 », «2», «3» et « A », « B» « C») font référence aux deux cartes ¢! et

2.

a la zone 1, et de la zone 1 on reste toujours en zone 1. Les formes paramétriques associées
a cette actions sont donc des Diracs, centrés sur la zone ou le robot est certain d’arriver.
De plus, ce comportement se réalise en déplagant le robot perpendiculairement aux iso-
potentielles : le robot naviguera donc en allant droit vers la zone a atteindre.

La deuxiéme carte ¢? suit la méme structure que la précédente : les valeurs des variables
L? et L% sont « A », « B » et « C », les actions possibles sont {remonter?, descendre®}, et
la décomposition singularise le modeéle de transition, laissant des uniformes sur les autres
termes. Dans ¢?, les résultats des actions sont également garantis : en appliquant le com-
portement remonter?, on passe de la zone C' a la zone B, de la B a la A (toujours en
suivant des trajectoires directes), et lorsqu’on est déja en A, on y reste. Les définitions
complétes de ces cartes se trouvent Annexe D.

Gradients identiques Nous appliquons la méthode de superposition que nous avons
présenté, et obtenons une premiére carte superposée ou la variable d’action est A =
{remonter!, descendre®, remonter?, descendre®}, et ou il y a deux termes de prédiction,
P(L, | AL})et P(L?2 | A L?) (notons également que l'espace L} A L? dispose de neuf cas
possibles). Ces deux termes sont des questions aux cartes ¢! et ¢? lorsque les valeurs de A
correspondent, sinon ce sont des uniformes.

Identifions maintenant par apprentissage le terme P(L}, | A L}), pour remplacer les cas
uniformes, c¢’est-a-dire lorsque le robot applique un comportement de la carte c?. Il s’agit
donc, expérimentalement, de laisser le robot naviguer dans ’environnement, en appliquant
le comportement remonter?, et de mesurer les variations de L;. Nous collectons des données
de la forme {(l}, A,, remonter?, [})}]_, et les utilisons pour identifier une loi de succession
de Laplace sur la variable L},.

Etant donné que les zones des gradients ¢! et ¢ sont identiques, ’application du com-
portement remonter?, par exemple a partir de la zone 2, améne systématiquement le
robot en zone 1, car celles-ci sont respectivement identiques aux zones B et A (voir Fi-
gure 8.7(a)). Ainsi, chaque fois que L} vaut 2, L}, vaut 1, et on a la donnée expérimentale
(1,remonter?, 2). La forme paramétrique P(L}, | [A = remonter?] [L; = 2]), aprés collecte
de k données de ce type, devient (voir Section 2.2.3.2 pour la formule d’une loi de succession
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B

remonter!,
remonter?
|

~

|
C 3
descendre!,
descendre?

A B C
(a) Superposition de gradients identiques : (b) Graphe induit dans la carte
les zones 1, 2 et 3 sont superposées aux superposée, apres apprentissage.

zones A, B et C.

F1G. 8.7: Superposition de gradients identiques.

de Laplace) :

P = 1) | [A = remonte’] (1} = 2) = £

P([L; = 2] | [A = remonter?] [L; =2]) = %H%
1

P([L}, = 3] | [A =remonter?] [L; =2]) = et

Sachant que le robot se trouve zone 2 et qu’il applique le comportement remonter?, la
probabilité qu’il arrive en zone 1 est trés grande (tend vers 1 lorsque k — o0), et les
probabilités qu'il reste en zone 2 ou arrive en zone 3 est trés petite (tend vers 0 lorsque
k — o0). Cette distribution de probabilité est d’ailleurs trés proche du Dirac spécifié
pour le terme P(L} | [A = remonter'] [L} = 2]) : il serait donc possible de détecter
automatiquement la similitude des résultats des actions remonter! et remonter?, par une
mesure de distance entre les distributions de probabilités. Cette redondance, si elle était
détectée, pourrait remettre en cause la pertinence de la superposition des cartes ¢! et ¢?
(ce qui est effectivement inutile dans notre exemple de gradients identiques).

Nous avons donc appris expérimentalement une partie du terme P(L}, | A L}). Levons
maintenant ’hypothése d’indépendance conditionnelle entre ¢! et ¢?, et identifions le terme
P(Ly L? | A L} L?). Prenons encore une fois I'exemple du robot en zone 2 (donc zone B),
et qui remonte le gradient avec le comportement remonter?. Le résultat de 'apprentissage
sera encore une fois trés proche d’'un Dirac, avec une probabilité trés forte pour la valeur
P([L}, = 1] [L?2 = A] | [A = remonter?] [L} = 2] [L? = B]), et trés faible pour toutes
les autres valeurs (voir Figure 8.8(a)). Nous montrons Figure 8.7(b) le graphe induit dans
la carte superposée, aprées apprentissage. Sur cette Figure, nous ne montrons que les arcs
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issus de noeuds ayant été rencontrée expérimentalement (les autres sont restés sur leurs
formes a priori, c’est-a-dire des uniformes, donc des arcs menant potentiellement a tous
les autres nceuds), pour les actions remonter!, remonter?, descendre' et descendre?.

P(L,' L2 | [A=remonterA2] [L,! = 2] [L,2= B]) P(L,'L2)
Ay y 4
- -
A AY | [ c
VAR AR D A
A EAY WA .
(a) Identification ex- (b) Calcul de P(L}, L%).
périmentale du terme

P(L}L L% | [A=remonter?] [L} = 2] [L? = B]).
F1G. 8.8: Apprentissages et inférence dans la superposition avec ajout d’information.

Cependant, nous aurions pu prévoir ce résultat expérimental, car ce n’est rien d’autre
que ce que nous obtenons, si nous supposons l'indépendance, et utilisons la forme para-
métrique identifiée un peu plus haut. En effet, dans ce cas (et en remplacant les formes
apprises qui sont arbitrairement proches de Diracs, par des Diracs, pour simplifier) :

P(L}, L? | [A = remonter?] [L} = 2] [L? = B))
= P(L} | [A =remonter®] [L; = 2]).P(L} | [A = remonter?®] [L? = B))
M2 81(LY).6a(L2)
k—oo
=" Sy (Ly, L}).

Il est également possible de détecter la corrélation entre L} et L? d’une part, et L},
et L? d’autre part. Pour ce dernier cas, cela se fait en posant la question P(L}, L?) a la
carte superposée. Avec le modéle de transition que nous venons d’identifier, cela s’infére en
sommant sur les variables A, L} et L? : quelle est la distribution de probabilités sur les états
suivants, ne sachant ni les points de départs, ni ’action appliquée ? Nous ne détaillerons
pas ici la dérivation, mais le résultat est bien celui attendu intuitivement : les états sur la
« diagonale » sont équiprobables, et toutes les autres combinaisons ([L}, = 3] et [L? = B,
par exemple), ont des probabilités trés faibles, et mémes nulles si I'on considére les formes
apprises comme des Diracs (voir Figure 8.8(b)).

En conclusion, nous avons montré comment identifier expérimentalement les dépen-
dances entre variables dans le cadre de la carte superposée. Nous avons vu que toute
I'information que nous identifions nous permet surtout de détecter des redondances. Re-
dondances entre les variables d’actions, mais également entre les variables de lieux. Il est
donc possible, automatiquement, de reconnaitre que les deux cartes que nous superposons
sont en réalité identiques (et dans ce cas, il est inutile de les superposer).
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Gradients orthogonaux Examinons maintenant le cas des gradients orthogonaux, en
procédant de la méme maniére que dans le cas précédent : identifions tout d’abord la forme
paramétrique P(L}, | [A = remonter?] L}), puis levons 'hypothése d’indépendance entre
P(LL | ALl et P(LZ | AL?).

T

2
r
1 2 2

remonter!
/ r
N (P « 2
r
A

T

remonter?
1 rl il

2 o) 2 O 3
A B C
B C
(a) Les zones 1, 2 et 3, A, B et C créent 9 (b) Graphe induit dans la carte
zones d’intérét. superposée, aprés apprentissage.

F1aG. 8.9: Superposition de gradients orthogonaux.

Placons de nouveau le robot en zone B, faisons lui appliquer le comportement remonter?,
et étudions les variations de la variable L} : nous remarquons Figure 8.9(a) que, quelle que
soit la zone du gradient ¢ de départ, elle sera inchangée par application du comportement
remonter?, car il déplace le robot parallélement aux iso-potentielles de ¢'. Par exemple, si
le robot commence en case (B, 1), remonter le gradient ¢® ’aménera en case (A, 1), systé-
matiquement. Nous comprenons donc que les données expérimentales que nous collecterons
seront systématiquement de la forme (I, remonter?, 1), pour tout valeur [ € Dy L’identifi-
cation des parameétres des formes P(L}, | [A = remonter?] L}), pour les différentes valeurs
de L}, fera apparaitre, comme précédemment, des lois de succession de Laplace qui tendent
vers des Diracs :

P([Ly =1 | [A = remonter®] [L; =1]) = :—i;
Wj £ 1 P(LL = j] | [A = remonter?] [L} =1]) = ;@%3
Il suit :
kh—{go P(L}, | [A = remonter®] [L; =1]) = 6&,(L})
khjgo P(L}, | [A = remonter®] [L; =2]) = &:(L})

2
lim P(L; | [A = remonter®] [L} =3]) = &3(L}).

k—o0
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Il est donc possible d’identifier beaucoup de signal sur ces formes paramétriques : la version
« sans ajout d’information » de la superposition indiquait des uniformes, nous avons main-
tenant des quasi-Diracs! Et, au contraire du cas des gradients identiques, ces informations
apprises ont un sens exploitable, ceci apparaitra encore plus clair maintenant, quand nous
allons lever I'hypothése d’indépendance entre Lj, et L.

1l s’agit donc d’identifier le terme P(L}, L% | A L} L?). Le résultat sera un ensemble de
lois de succession de Laplace trés proches de Diracs, et que nous représentons Figure 8.9(b),
par le graphe induit de la carte superposée apprise : un noeud pour une valeur des variables
de lieux L; A L, et un arc dés qu'une action améne avec une probabilité non-nulle d’un
nceud & 'autre. Nous ne faisons apparaitre dans cette figure que les arcs associés aux
actions remonter® et remonter? (dénotées par r! et r?). Nous remarquons donc que non
seulement 'identification a permis de retirer beaucoup de signal de ’expérience, mais les
formes apprises ont aussi beaucoup de sens : le robot a acquis une réelle structuration de
l'espace L} A L% sur laquelle le raisonnement (planification) devient maintenant possible,
grace aux actions remonter!, remonter?; . ... Résoudre la tache rejoindre la case (C,1),
par exemple, prend maintenant un sens, qui n’était inclus ni dans la carte ¢!, ni dans
la carte c?, mais qui peut étre identifié, nous I’avons montré, dans le cadre de la carte
superposée de c! et c?.

Gradients obliques Sans trop détailler cette section, notons juste ici que le cas des
gradients obliques sera bien stir intermédiaire entre les deux précédents. Selon 1’angle entre
les gradients, ils seront plus ou moins semblables, et il sera ainsi possible d’identifier plus
ou moins d’informations nouvelles par apprentissage. Grace au formalisme probabiliste,
nous pourrons identifier les incertitudes nées de l'ignorance de cet angle qui existe entre
les gradients.

8.2.2.4 Discussion

Commencons par quelques remarques, avant d’analyser ce que ce schéma de super-
position avec ajout d’informations nous apprend sur les réponses possibles aux questions
énoncées Section 1.2.

Dans la plupart des cas, nous pensons qu’'une phase d’apprentissage permet d’identifier
des nouvelles dépendances, car en pratique il serait étonnant d’avoir deux cartes dont
les modalités sont réellement indépendantes. Nous 'avons vu sur I'exemple des gradients
identiques, il est également possible de vérifier apres coup la pertinence de ces dépendances,
en calculant les entropies des distributions obtenues expérimentalement, ou la similitude
entre des distributions apprises.

Par exemple, on peut détecter que les deux gradients sont identiques. Dans ce cas
particulier, cela revient a poser L} = L?. Dans ce cas, superposer comme nous l’avons
présenté devient inutile, car on se place dans un espace redondant (L; = L} A L}).

Cependant, dans nos exemples sur les gradients, nous ne considérions pas les variables de
perception. Méme si les variables internes sont les mémes, il peut étre intéressant d’assem-
bler deux cartes P(P' L} Ly, A | ') et P(P? L Ly, A*| ¢*). Nous fusionnons tout d’abord
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les modeles capteurs (au sens de [LEBELTEL99|), et écrivons P(P! | L}) et P(P? | L}) dans
la carte c. Les modéles de transition peuvent aussi s’assembler, toujours grace a une nou-
velle variable A = A' & A?, avec le terme P(L}, | A L}), défini de la maniére suivante :

Pk t=ah = { o el a e e e ny

(L{ | [A*=a] L; ¢®) sia € Dye
Cette forme d’assemblage de cartes, que nous n’explorerons pas plus avant ici, peut étre
vue comme une extension de la localisation markovienne, pour le cas ou 'on dispose de
plusieurs modéles capteurs, et de plusieurs modéles de transitions (nous ’avons montré
pour le cas d’assemblage de deux cartes, cela s’étend trivialement pour n cartes). Cela
sera particuliérement utile lorsque le programmeur souhaitera développer indépendamment
deux cartes du méme espace, utilisant la méme variable de lieu, mais basées sur des capteurs
différents. Il sera ainsi possible de les superposer, par exemple si I'un des capteurs est moins
discriminant / performant sur un certain sous-domaine de L;, mais que I'autre capteur peut
pallier cette faiblesse, etc. La mise « cote & cote » des modeéles de transitions est aussi un
choix intuitif, si par exemple le robot dispose de commande référencées par chacun des
capteurs disponibles.

Examinons maintenant certaines des questions définies au début de ce document.

Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Les phases expérimentales détaillées plus haut peuvent
s’effectuer alors méme que la carte superposée est utilisée pour résoudre des taches (du
moins une version de cette carte supposant encore I'indépendance de ¢! et ¢?). Dans ce
cas, la carte « sans ajout d’information » peut étre vue comme un canevas de base, qui
sert a réaliser des taches initialement. Pendant que le robot les réalise, il navigue dans
I’environnement, et peut donc collecter des données servant a l’identification des termes
P(P* P?| L} L) et P(Ly, L | A L} L?) de la carte superposée (phase de cartographie).

Les cartes peuvent donc non seulement s’obtenir de maniére incrémentale, au fur et
a mesure de la programmation, mais elles peuvent aussi s’affiner, s’adapter, au fur et a
mesure de la vie du robot dans son environnement.

Q7. Comment apprendre expérimentalement les cartes? Nous avons vu, dans
la Section précédente, une méthode automatique, car syntaxique, de génération de carte
superposée. Nous avons présenté dans cette Section une extension de cette méthode, dans
laquelle 'apprentissage vient complémenter la structure générée automatiquement (carto-
graphie). Nous avons également présenté, plus ou moins formellement, des outils rendant
possible la détection de certaines propriétés de la carte superposée. Par exemple, il est pos-
sible de détecter la similitude entre deux cartes que I'on superpose (indice de redondance),
ou au contraire, leurs différences (indice d’orthogonalité des cartes). Ces outils de détec-
tion de cas extrémes peuvent étre mis a profit par le programmeur, pour le guider dans
sa conception. Par exemple, s’il dispose de n cartes probabilistes et de ressources informa-
tiques limitées, quelles sont les deux cartes les plus intéressantes a superposer 7 Dans notre
approche, cela se résout en vérifiant a quel degré les cartes sont orthogonales. Mais cette
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analyse ne nécessite pas l'intervention du programmeur. Nous pouvons imaginer en effet
que le robot génére toutes les superpositions possibles des n cartes (grace a notre opérateur
syntaxique), collecte des données, identifie les formes grace a ces données, et ne retienne
que les cartes superposées les plus riches en information ajoutée. Un tel mécanisme, qui
génére des hypothéses, sait les évaluer et rejeter les plus mauvaises, n’est pas sans rappeler
les « générateur de diversité », dont ’existence a été supposée et soulignée par de nombreux
auteurs en sciences cognitives [BERTHOZ97, DAMASI095, DC91].

83 A=AlAA°

Dans cette seconde variante, la variable d’action A de la carte superposée ¢ est la
conjonction des variables d’actions Al et A?. Contrairement au cas précédent, on sait agir
en appliquant en méme temps un comportement A' du domaine de A!, et un comportement
A? du domaine de A%. Deux hypothéses sont possibles dans ce cas.

Ces comportements peuvent par exemple agir sur différentes parties du robot : suppo-
sons que nous ayons d'une part une carte ¢! qui permette de réaliser une tache de suivi
visuel, & l'arrét, et d’autre part, une carte ¢® réalisant une tache pour le corps du robot.
Superposer ces deux cartes permettra d’identifier I'influence entre les réalisations de ces
deux taches qui, bien que s’appliquant sur des parties du robot séparées, ont des dépen-
dances fortes (le mouvement du robot induit par la carte ¢? influe sur la tache de suivi
visuel dans c').

Les comportements peuvent également s’appliquer simultanément par exemple :

— si 'on suppose connaitre des propriétés sur les actions, qui permettent de les assem-

bler;

— ou si l'on suppose l'existence d’un programme « arbitre » a un plus bas niveau

d’abstraction, qui fera cet assemblage.
C’est le cas par exemple lorsque les actions sont des remontées de gradients, s’exprimant
a plus bas niveau par des vecteurs, que 'on peut assembler par sommation vectorielle (cas
en particulier dans les approches & bases de champs de potentiels).

8.3.1 A= A'A A%, sans ajout d’information

Nous suivrons ici une présentation calquée sur la Section 8.2.1 : nous commencons
par superposer les deux cartes ¢! et ¢ sans ajouter d’informations, puis explorerons Sec-
tion 8.3.2 la possibilité d’enrichir cette premiére carte.

8.3.1.1 Description

1. Spécification des connaissances préalables ¢
(a) Variables :
P P=P'AP?
L, Ly=L} NLZ,
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Ly Ly =1L, AL,
A A= AN A%
(b) Décomposition : Nous choisissons la décomposition suivante :
P(P L Ly A) = P(P'P? L} L? L} L? A" A%
= P(P'L} L; AYP(P* L} L} A%).

Cette décomposition revient a supposer une indépendance totale entre les deux

cartes ¢! et 2.

(c) Formes paramétriques : Les deux termes s’obtiennent par des questions aux

cartes sous-jacentes :
P(P'L; L, A" = P(P'L; L, A" | ¢'),
P(P?L? L2 A*) = P(P*LI L% A% | Y.

2. Identification : Toutes les formes paramétriques sont définies, il n’y a pas de phase

d’identification.

8.3.1.2 Reésolution des questions de localisation, prédiction et controle

Nous vérifions ici que la carte superposée ¢ choisie répond bien de maniére pertinente

aux trois questions de localisation, prédiction et controle.
Commencons par la résolution de la question de localisation :

P(L;| P) = P(Ly L | P* P?)
Sa a1y, 1z, P(PYLL Ly AYP(P? L L A4%)
2oar ey 1z o, 1z, P(PY Ly Ly AYP(P? LY L, A?)
Yoy P(PUL; Ly AY) 3 2 P(P? LY L A?)
>4 L} L, P(PY Ly Ly AY) 34 L? 12, P(P? L} L} A?)
P(P' L}) P(P*L?)
P(PY) = P(P?)
P(Le| P) = P(Ly | PYP(L | P?).
Passons a la question de prédiction :
P(Ly |AL) = P(L, L} | A' A L] L)
L pe P(PY LY L, AYP(P? L? L2 A2
Pl p t t Ly
o1 a1y 2 P(PYLE L) ADP(P? LF 1, %)
, P(PY L] L}, A . P(P? L? L2 A*
P t Ly P t L
Spi o POPU LT LY A S P(P? LT LG A2)
P(L; L}, AY) P(L? L? A?%)
P(Ly AY) ~ P(L; A?)
P(Ly | AL) = P(L,| A" L)P(L} | A* LY).
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Une fois de plus, cette question se résout indépendamment sur les deux cartes sous-jacentes.
Terminons par la question de controle :
PA' A% | L, Ly) = PA"A* | L] L? Ly L?)
S pi g2 P(P! LY Ly AYP(P? L} L3 A

dopt p2oar a2 P(PY Ly Ly AY)P(P? L Lj A?)

2 P(PY Ly Ly AY) - 3 pe P(P? L Liy A%)
Yopr PPV Ly Ly AY) 3o p g2 P(P? LY L, A?)
P(L} L}, AY) P(L? L% A?)

P(L; Ly) — P(Lf L)
P(A* A% | L, Ly) = P(A'| L} LL)P(A? | L2 12).

Nous remarquons que ces trois questions se résolvent indépendamment dans les cartes
sous-jacentes, ce qui est bien évidemment da & notre choix d’indépendance totale entre les
deux cartes.

( ( Variables Pertinentes

P = P' A P?
Ly=L} NL?
Ly=LLNIL2
A=Al N A?
Décomposition
P(P Ly Ly A)=P(P' L} L}, AYP(P? L} L? A?%)
Formes Paramétriques
P(P' L} L%, AY = P(P'L} L%, Al
{ P(P? L} L% A%) = P(P?L} L% A%|cP)
Identification : pas de paramétres & identifier

Description
Spécification

Programme

Questions :
P(Ly| P) = P(L} | PYP(L} | P?)
P(Ly | AL) = P(L,|A' LHP(L% | A% L)
P(A| Ly Ly) = P(A'|L} LL)P(A% | L} L2)

FI1G. 8.10: La définition de la superposition de cartes bayésiennes (cas A = A! A A2, sans
ajout d’information).

Selon notre hypothése, les cartes sous-jacentes apportent effectivement suffisamment
d’information dans leurs questions de localisation, prédiction et contrble. Puisque les ré-
solutions de ces mémes questions dans la carte superposée se réduisent tous a questionner
les cartes sous-jacentes (grace a notre choix de décomposition), alors la carte superposée
disposera elle aussi de suffisamment de signal sur ces questions, et répondra donc & nos
critéres de définition d’une carte bayésienne. Nous pouvons donc résumer la méthode de
superposition de cartes, dans le cas A = A' A A2, sans ajout d’information, Figure 8.10.

Comme dans la variante A = A' @ A2, cette version sans ajout d’information a l'intérét
de regrouper, dans une description, deux cartes différentes. Si I’hypothése d’indépendance
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entre les cartes est valide (par exemple, controle de deux parties indépendantes du robot),
alors la superposition de cartes que nous avons présenté permet de les exploiter simulta-
nément, par des questions comme la localisation, la prédiction ou le controle.

Etant donnée la simplicité de cette variante de superposition, nous ne la discuterons
pas plus avant, et passons tout de suite aux ajouts d’information dans cette carte, par
programmation a priori ou par apprentissage.

8.3.2 A= A!' A A%, avec ajout d’information

Contrairement & la variante de superposition A = A! @ A%, nous ne disposons ici que
d’une méthode pour complexifier la carte superposée. En effet, il n’y a, dans cette version
ou A = A' A A%, qu'un seul type d’indépendance conditionnelle & lever, par le biais de
la décomposition (puisque toutes les formes paramétriques sont différentes de I'uniforme).
Pour appuyer notre présentation, nous allons supposer que les cartes sous-jacentes sont
décomposées une fois encore selon une localisation markovienne.

Nous présenterons tout d’abord la définition formelle de cet opérateur de superposi-
tion, vérifierons ensuite que la carte superposée répond correctement aux questions de
localisation, prédiction, et contréle, présenterons un exemple formel, puis conclurons par
une discussion, notamment en mentionnant les réponses que cet opérateur suggére a nos
questions « fil conducteur ».

8.3.2.1 Description

Si les cartes ¢! et ¢ ont une structure de type localisation markovienne, leur superpo-
sition selon le schéma A = A' A A2, sans ajout d’information, s’écrit :

P(PL, Ly A) = P(P'L; L}, AYP(P* L? L A?)

P(P* | L)P(A*)P(L; | A* L)
P(L{)P(P' | Ly)P(P* | Lf)
AYP(A?)P(L} | AP LHP(LY | A% L?).
La derniére égalité ci-dessus n’étant qu’un réarrangement des termes.

De maniére identique a la Section 8.2.2.1, nous pouvons lever tout d’abord I’hypotheése
d’indépendance entre les modeéles capteurs P(P! | L}) et P(P? | L?) :

P(P L, Ly A) = P(Ly)P(L{)P(P' | L; L})P(P* | Ly L)
P(AY)P(A*)P(Ly | A L) P(Ly | A* L),
puis passer de ces termes mono-dimensionnels & des termes portant sur I'espace conjoint
PY A P2
P(P Ly Ly A) = P(LYP(L)P(P' P* | L} 1)
P(AY)P(A*)P(Ly | A Ly)P(Ly | A* L),
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Nous nous éloignons maintenant de la Section 8.2.2.1, car nous allons a présent consi-
dérer les termes liés aux actions.

Notons tout de suite qu’il serait peu intéressant de trop imiter ce que nous avions fait
dans le cas A = A! @ A%. En effet, nous passerions par les étapes suivantes :

1. levons I’hypothése d’indépendance conditionnelle entre L}, et L?, sachant A' et L}
(et le symétrique pour 'autre terme) :

P(P Ly Ly A) = P(L)P(L{)P(P" P*| L; L)
P(AYP(A*)P(Ly | A' Ly L)P(Ly | A* Ly L),

2. levons 'hypothese d’indépendance conditionnelle entre L}, et A% sachant A') L] et
L? (et le symétrique pour lautre terme) :

P(P Ly Ly A) = P(L})P(L))P(P' P* | Lj L})
P(ANYP(AYP(L, | A A Ly LHP(L; | A A* Ly L),

3. finalement, passons a ’espace conjoint en levant I’hypothése d’indépendance condi-
tionnelle entre L, et L7, sachant A', A% L} et L7 :

P(P L, Ly A) = P(L,)P(L{)P(P' P* | L; L)
P(ANYP(AHP(Ly L | A A* Ly LY).

Malheureusement, ce dernier résultat n’est rien d’autre qu’une carte bayésienne, sur ’espace
L} ANL?, avec les variables de perception P! A P? et d’action A' A A% structurée comme une
localisation markovienne. Cette carte peut étre intéressante en soi, mais si nous supposons
maintenant obtenir les modéles capteurs et de transition par apprentissage, alors ce modéle
ne contient plus aucune information des cartes sous-jacentes ¢! et ¢?. Certes, dans le cadre
du cycle de programmation, rien n’empéche un concepteur d’écrire tout d’abord ces deux
cartes, puis, s'il en est satisfait (par exemple si elles confirment que les variables de lieu L}
et L? choisies sont bien pertinentes en pratique), d’essayer d’écrire une carte directement
dans ’espace conjoint. Mais cet opération ne reléve plus de la superposition de cartes.

L’option que nous souhaitons conserver dans la définition de notre opérateur de super-
position la suivante : il s’agit d’observer les résultats des actions A! et A2 sur les variations
des variables de lieu L} d’une part et L? d’autre part, puisqu’on peut les appliquer simul-
tanément par hypothése. Ceci correspond a la décomposition suivante :

P(P Ly Ly A) = P(L))P(L;)P(P" P*| L; L})
P(AYP(A*)P(L, | AY A> LHP(L? | AY A* L?).

En effet, ce choix permet d’identifier, au sein de la carte superposée, les effets qu’ont
I’application simultanée des actions provenant des deux cartes sous-jacentes, information
qui n’est évidemment contenue dans aucune d’entre elles.

Les formes paramétriques liées & cette décomposition sont soit des uniformes, soit des
lois de succession de Laplace, comme Section 8.2.2.1 :
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P(L}), P(L?) A ces deux termes sont associées des lois uniformes.

P(P' P? | L} L?) Dans le cas ou les variables de partie gauche ont peu de cas, ou pas
d’hypothése de distance entre leurs valeurs, seule une loi de succession de Laplace
aura un sens. Nous notons :

PP P*| L} L}) =L,, P!, P?).

,,,,, nkplkPQkL%kLg (

Dans le cas contraire il sera possible de tirer parti de représentations plus compactes,
comme par exemple des gaussiennes multi-dimensionnelles.

P(AY), P(A?%) A ces deux termes sont associées des lois uniformes.

P(L} | A A% L}), P(L% | A' A% L?) Nous associons a ces termes des lois de succession

de Laplace :

P(L; | At A L}) = L,

( ; )
L ’
7777 nkLg/ kAl kAQ kL% o

P(Lg’ | Al A7 L;) = Lnl ----- ng

2)
2k, 1k 0k 1(Lt"
L2 "Al"A2 L

8.3.2.2 Résolution des questions de localisation, prédiction et controle

Nous vérifions ici que la carte superposée ¢ choisie répond bien de maniére pertinente
aux trois questions de localisation, prédiction et controle.

Commencons par la résolution de la question de localisation :

P(L.| P)

= P(LL I} | P PY)

L Lxo ((PUDPUDR(P P LIPS

7 P(LL | A A2 LYP(L2 | A A? L2)
Al A2 Ly, L2

L ( P(LDP(DP(P P2 | I} ?)
= Z\ S e 0y 1 PAYPOAYP(LY | A A2 PG | A A2 )
= ZPUHPIP(P P | L} 1)

1
= 7P(Pl P?| L} L}).
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Passons a la question de prédiction :

P(Ly | AL) = P( L, L? | Al A2 L} L?)
Z P(LE)P(P' P* | Ly L{)P(A")P(A?)
-z | AV A2 LHP(L? | AY A% L)

Pl P2
1 P<L§>P<L3>P<Al>P<A2>P<L; AL A L)
= Z\ P(LE| AV A2 L)Y o PP P2 | L} L)
1

— ZP(L1)P(L,?)P(Al)P(AQ)P(L; | AV A2 LHP(LY | AY A® L)

P(Lo | AL) = —P(LL| A" A2 LY)P(L2 | A" A% I2).

Z'

Une fois de plus, la question de controle aura la méme dérivation symbolique, mais avec
un résultat numérique différent.

Les trois questions se résolvent simplement, en se basant sur les termes P(P! P? | L} L?),
pour la question de localisation, et P(L}, | A' A* L}) et P(L? | A A% L?) pour les questions
de prédiction et de controle. Ces trois termes étant identifiés expérimentalement, il nous
est impossible ici de prouver qu’ils contiennent du signal : il reviendra donc a la charge du
programmeur de le vérifier expérimentalement.

Nous résumons cette forme finale de superposition, pour le cas A = Al A A2, avec ajout
d’information, Figure 8.11.

8.3.2.3 Exemple

Développons un exemple proche de celui Section 8.2.2.3, qui permet d’illustrer 1'opé-
rateur de superposition dans le cas A = A' A A2, et ses limites. Reprenons nos gradients
a trois valeurs, mais donnons leur une géométrie circulaire, autour d’un point d’attraction
p1 pour le gradient de la carte ¢!, et py pour le gradient de la carte ¢2. Cette situation est
représentée Figure 8.12.

Comme précédemment, ces gradients créent trois zones chacun, 1, 2 et 3 pour ¢!, et
A, B et C pour % Les variables d’actions associées sont remonter® et remonter? (nous
laisserons une fois de plus de coté les comportements de descente de gradients), et nous
porterons encore une fois notre attention sur les modéles de transitions, P(L}, | A' L}) et
P(L? | A* L?). Dans les cartes ¢! et ¢?, ces derniers aménent toujours systématiquement
au but (Diracs).

Il faut également nous soucier de quelques caractéristiques du modéle qui combine les
actions remonter! et remonter?. Une maniére simple d’écrire ce modéle est de se placer
dans le cas de sommation vectorielle dans un espace 2D. Il faut supposer que l’action
remonter! (resp. remonter?) est traduite a plus bas niveau par une consigne a un modéle
qui calcule un vecteur pointant vers la source p; (resp. ps), et dont la norme est fonction
de la distance a p; (resp. ps). Typiquement, ce vecteur est la dérivée d’une fonction po-
tentielle £y (resp Es). Une fagon simple d’appliquer simultanément les deux actions est de
sommer leurs vecteurs correspondants. L’effet, en terme de bassin d’attraction de la carte
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Variables Pertinentes
P =P AP?
Li=L NL?
Ly =LLNL2
A=Al N A2
Décomposition
P(P Ly Ly A)
- = P(LYP(L)P(P' P? | L} L3)P(AV)P(A%)
= P(L} | A A2 L})P(L% | Al A% L?)
'5 & Formes Paramétriques
2% P(L}) = Uy, (L)
=127 P(L}) = Uy, (L)
;% - P(Pl p? | L% L%) = Lnly---ankpl*kPQ*kL%*kL% (P17P2)
S 1 _ 1
:  n
P(LL | AV A2 L)) = L - (L)
t/ t n1,~~-7nkLt1/*kA1*kA2 *k-L% t/
L P(L?, ’ Al A2 L%) - Lnl,“.’nk[/% *kAl *kAQ*kL% (LtZ/)
Identification t
les termes P(P' P? | L} L?), P(L; | A" A? L}) et
P(L% | A' A% L}) sont a identifier expérimentalement
Questions :
P(Li| P) = P(L}|PYP(L} | P?)
P(Ly | AL) = P(L,| A LHP(L% | A% L)
P(A| L Ly) = P(A'|L} L,)P(A?| L} L?)

\

FI1G. 8.11: La définition de la superposition de cartes bayésiennes (cas A = A A A2, avec
ajout d’information).

superposée, de la sommation des deux puits de potentiels de ¢! et 2, est dépendante des
potentiels E; et Ey. Prenons comme exemple deux potentiels quadratiques en fonction de
la distance a la source attirante. Plagons nous dans le repére centré en p;, notons (k,0)
les coordonnées de p, dans ce repére (voir Figure 8.12), et écrivons : Fy(z,y) = 22 + y* et
Es(x,y) = (x — k)? + y*. Si nous sommons ces deux fonctions potentielles, nous trouvons
le potentiel qui sera utilisé par la carte superposée :

E(z,y) = By + By = 22° — 2kz + k* + 2y°,
et dérivons le pour trouver le champ de gradient résultant :

OE(x,y)
ox

OE(z,y)

— 4z — 2k ;
x oy

= 4y.
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Nouveau lieu d’intérét .~

F1G. 8.12: Création d'un nouveau lieu d’intérét par superposition de deux cartes basées
sur des gradients circulaires.

Le point d’attraction sera donc aux coordonnées :

0E(r,y) _ /9. _

Nous comprenons donc qu’appliquer simultanément remonter! et remonter? fera converger
vers ce point de coordonnées (k/2,0).

L’existence de ce nouveau point d’intérét de ’espace, qui n’a de sens ni dans ¢!, ni dans
¢?, pourra étre identifiée grace aux termes P(L}, | A' A? L;) et P(L? | A A* L?). Le robot
pourra en effet apprendre que, par I'application conjointe de remonter! et remonter?, la
zone 1 n’est plus un point d’arrivée, alors qu’elle I’était dans c¢!. En effet, si le robot passe
par la zone 1, il continue ensuite a se déplacer vers le nouveau point d’intérét, ce qui crée
des données expérimentales telles que

P(L}, | [A* = remonter'] [A? = remonter?] [L} = 1])

n’est plus un Dirac centré sur L}, = 1. Sachant qu'on se trouve en zone 1, sachant qu’on
remonte les deux gradients, on ne reste plus systématiquement en zone 1.

Cependant, pris individuellement, les termes P(L}, | A A% L}) et P(L? | A' A% L?) ne
vont pas pouvoir capturer la nouvelle structure de Pespace. Ceci est normal, L} ou L? ne
sont pas des représentations assez riches pour ce nouveau phénomeéne. Dans la carte super-
posée, le produit de ces deux termes induira le graphe présenté Figure 8.13(a). Certains
éléments présents dans ce graphe n’ont aucun sens par rapport a la situation présentée
Figure 8.12, comme par exemple :

— le nceud (1, A) n’existe pas physiquement, aucun arc ne devrait y arriver;

— aucun arc ne devrait sortir de (2, B), puisque ce lieu est le nouveau point d’attraction ;

— etc.
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i\
(22)

(a) Graphe identifié expérimentale- (b) Le graphe identifié dans une
ment dans la carte superposée. carte bayésienne portant sur l’espace
conjoint L} A L3.

F1G. 8.13: Les limites de l'opérateur de superposition : le graphe de gauche contient des
erreurs par rapport au graphe « réel », a droite.

Finalement, si I'on calcule le graphe induit par le terme P(Ly, L? | A A? L} L?) appris
expérimentalement, plutot que le produit de P(L}, | A A% L}) et P(L% | A A% L?), nous
obtenons le graphe Figure 8.13(b). Celui ci est plus conforme a la topologie réelle de la
situation courante. Cet exemple illustre donc bien les limites qu’apportent les hypothéses
simplificatrices faites dans le cadre de l'opérateur de superposition.

Avant d’aborder la discussion, nous souhaitons revenir un instant sur I'exemple des
gradients rectilignes orthogonaux que nous avions défini précédemment (Section 8.2.2.3).

Supposons que le programmeur ait superposé les cartes de gradients rectilignes, avec
A = A'® A% puis qu'il ait appris les dépendances P(P' P? | L} L?) et P(L}, L2 | AL} L?)
avec succes. Constatant que cette derniére forme ne présente pas de redondance, et qu’au
contraire elle permet une description intéressante de ’environnement pour le robot, il teste
sur celui-ci la réalisation de taches qui était auparavant impossibles dans ¢! ou ¢?. Par
exemple, il demande au robot de rejoindre la case (1, A). Grace a la carte superposée ob-
tenue par apprentissage, le robot pourra résoudre cette tache, mais seulement en alternant
les consignes remonter! et remonter? car A' et A% ne peuvent étre appliquées simultané-
ment. Si le programmeur trouve ce comportement insatisfaisant, il peut alors chercher a
re-superposer les cartes ¢! et ¢, dans la variante A = A! A A%, Dans ce cas, il sera possible
d’apprendre les termes P(L; | A' A% L}) et P(L7 | A' A% L?) avec succes, ce que nous
ne développerons pas ici. Une fois ces termes appris, le robot pourra appliquer simulta-
nément les actions remonter! et remonter?, ce qui créera une trajectoire « diagonale »,
plus plaisante a I'ceil. Le cotit de cette amélioration étant bien évidemment le probléeme de
définir, pour le programmeur, a un niveau d’abstraction inférieur, un modéle permettant
de combiner (au sens de [LEBELTEL99]) les actions remonter! et remonter?.
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8.3.2.4 Discussion

Nous avons déja discuté dans les Sections précédentes de points généraux relatifs a la
superposition de cartes. Nous souhaitons maintenant apporter un élément de réponse a la
question suivante :

Q7. Comment spécifier une carte? Nous avons vu dans la premiére section de ce
chapitre que le cas le plus simple de superposition était la variante A = A! @ A?. Nous
avons développé un exemple de gradients orthogonaux dans lequel, aprés expérimentation,
le programmeur pouvait se rendre compte que la carte obtenue avait de bonnes propriétés.
En l'occurrence, la carte apprise, qui contenait de nouvelles informations, permettait de
résoudre des taches nouvelles, par rapport aux deux cartes sous-jacentes. Grace a ce succes,
nous avons noté que le programmeur pouvait tenter d’améliorer le résultat, en passant a
la variante A = A' A A%. Le prix & payer était I’écriture d'une description qui permette de
combiner, & plus bas niveau, les actions a' et a. Nous avons ensuite vu que le programmeur,
par l'expérience, avait un moyen de constater les limites de la carte superposée obtenue. Si
la tache ne peut se résoudre a cause de ces limites, il faut passer a une carte dans ’espace
conjoint L} A L?. Notons que dans ce cas, les étapes précédentes ont fourni des outils pour
écrire cette carte bayésienne sur cet espace plus complexe. Notamment, tout ce processus
de développement incrémental aura permis au programmeur d’identifier la pertinence de
certaines hypothéses, mais lui aura aussi fait écrire des éléments qu’il pourra réutiliser pour
obtenir la carte finale (le module de combinaison d’actions, certaines termes de localisation,
etc.)

L’opérateur de superposition peut donc étre vu non seulement comme un moyen d’ob-
tenir des cartes plus riches, mais aussi comme un moyen de vérifier si la carte superposée
obtenue est satisfaisante. Cet opérateur s’intégre donc de maniére intéressante, comme un
guide dans le cycle de développement d’un programme robotique : a la fois comme outil
pour obtenir des cartes, mais aussi comme outil pour évaluer leur validité, leur intérét, leur
richesse.

8.4 Conclusion sur la superposition de cartes

Pour conclure, nous présentons quelques extensions possibles de 'opérateur de super-
position.

Dans ce chapitre, nous avons présenté des superpositions pour deuz cartes sous-jacentes.
Mathématiquement, 'extension des superpositions sans apprentissage pour le cas de n
cartes est trivial. Cependant, il pourrait s’avérer difficile, dans les phases d’apprentissage,
de tester la suppression de plusieurs hypothéses d’indépendances conditionnelles en méme
temps. Cependant, un cycle de développement par étapes, avec superpositions de cartes
deux a deux, est envisageable.

Une autre extension possible concerne le choix des décompositions intervenant dans les
cartes superposées. Dans nos exemples, les cartes sous-jacentes et les cartes obtenues par
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superposition suivaient des décompositions de type localisation markovienne. Ce choix a
I’avantage d’étre simple & présenter, mais il ne doit pas faire oublier le fait que, in fine,
notre formalisme ne contraint pas le choix de la décomposition. En effet, dans certaines ex-
périences, certaines dépendances, autres que celles de la localisation markovienne, peuvent
se révéler cruciales & identifier. Il peut donc étre intéressant de choisir dans la carte super-
posée, une décomposition différente de celle de la localisation markovienne. Le fait de coller
—ou non — a la lettre a notre opérateur de superposition devient un critére supplémentaire
a prendre en compte par le programmeur : si d’autres critéres I’y poussent, il peut s’écarter
de notre choix d’écriture, et réaliser une superposition de cartes différemment, pour peu
qu’il ait bien compris ce que I’on nommait ici « superposition ».

Finalement, notons que, bien qu’ayant présenté un opérateur d’assemblage de cartes,
nous ne pouvons encore parler de hiérarchies de cartes. En effet, bien que la carte superposée
sans ajout d’information utilise les cartes sous-jacentes en tant que ressources, cela n’est
plus tout a fait le cas si 'on inclut de apprentissage. Dans ce cas, certaines connaissances
identifiées expérimentalement peuvent remplacer les cartes sous-jacentes. Nous aborderons
donc au chapitre suivant un opérateur d’assemblage de cartes qui répondra a ce point.
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Chapitre 9

Assemblages de cartes : abstraction

« I would often ask Miss R. what she was thinking about.
"Nothing, just nothing’, she would say.

'But how can you possibly be thinking of nothing ?’

'It’s dead easy, once you know how.’

"How exactly do you think about nothing 7’

’One way is to think about the same thing again and again. |[...]
...And then there are maps.’

"Maps ? What do you mean ?’

"Everything I do is a map of itself, everything I do is a part of itself.
[...] I think of a map; then a map of that map; then a map of
that map of that map, and each map perfect, though smaller and
smaller. . . Worlds within worlds within worlds within worlds...’ »
Dialogue (réel) entre le Docteur Sacks et Miss R., patiente atteinte
d’encephalitis lethargica; OLIVER SACKS, Awakenings, First Vin-

tage Books Ed., New-York, 1999, pp. 75-76 [SACKS99].

Au chapitre précédent, nous avons montré différentes maniéres d’assembler des cartes
décrivant le méme espace géographique, qui se superposaient sur cet espace. Nous allons,
dans ce chapitre, expliquer comment assembler des cartes qui décrivent des espaces géogra-
phiques différents. Nous appellerons cet opérateur d’assemblage 1’abstraction de carte, car,
intuitivement, il s’agira de créer une carte de plus haut niveau d’abstraction, dont chaque
lieu représentera une carte de plus bas niveau d’abstraction, et dont chaque action sera un
comportement défini dans une carte sous-jacente.

9.1 Description

Nous supposons disposer de n cartes bayésiennes, ¢! ...c", qui portent sur les variables
P', Li Li et A%, pour i allant de 1 & n, et qui répondent de maniére pertinente aux
trois questions de localisation P(Li | P?), de prédiction P(L{ | A' L), et de controle
P(A" | L L%). La carte abstraite ¢ a pour variable interne L;, une variable possédant n
cas c'...c" représentant chacun une carte sous-jacente. Sa variable de perception P est

la conjonction de toutes les variables qui apparaissent dans les cartes sous-jacentes. Quant

127
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a la variable d’action, A, elle rassemble I’ensemble des k comportements {ai,as, ..., ax}
issus des cartes sous-jacentes.

La carte ¢ décrit I’environnement a un niveau de détail plus petit que les cartes sous-
jacentes. Nous disposons dans ¢ d’autant de lieux qu’il y a de cartes sous-jacentes, donc
nous avons un petit nombre de lieux. Pour relier ces lieux entre eux, nous ne retenons que les
comportements définis dans les cartes sous-jacentes, qui sont également en petit nombre.
Ainsi, la carte ¢ est I'abstraction a la fois des cartes et des comportements qui y sont
définis. Elle sera donc d’une part facile a définir, car portant sur des petits espaces, mais
d’autre part elle sera trés riche (I’application d’un mouvement & ce niveau d’abstraction se
traduira par ’exécution d’un comportement, éventuellement complexe, a plus bas niveau
d’abstraction).

Nous définissons maintenant le schéma général de la description c.

1. Spécification des connaissances préalables ¢
(a) Variables :

PP=N_(PNLANL,NA"),Dp = [[;_, Dpi X Dy x DL; X Dyikp =
[T, kpikpikp: kai. Notons que certains des P ou A’ peuvent étre iden-
tiques, si par exemple deux cartes sous-jacentes utilisent les mémes capteurs,
ce qui est courant en pratique. En revanche, cela ne sera généralement pas le
cas pour les variables internes L! et L!,, car des cartes différentes décrivent
des phénomeénes différents avec des « vocabulaires » internes différents. S’il
arrive donc que certaines variables apparaissent plusieurs fois dans les va-
riables P’ ou A’ nous les considérerons tout de méme distinctes (elles seront
indicées par la carte dont elles proviennent).

L, Ly :Dg, ={c",?....c"}, kr, =n,
Ly Ly Dy, ={c",& ....c"} ki, =n,
A A :Dy=A{ay,as,...,a5}, ks =k.
(b) Décomposition : Nous choisissons la décomposition suivante :
P(P L, Ly A)
— P(P'LYLL A ... PP LM LN A" L, Ly A)

= P(L) (ﬁP(Pi Li i/ A’ | Lt)) P(Ly)P(A | Ly Ly)

Ici, nous avons choisi d’exprimer une hypothése d’indépendance conditionnelle
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forte. En effet, le produit des termes P(P* L! L!, A’ | L;) provient de :

[[PP L L, A" | Ly
i=1
= P(P'L} L, A" | Ly
P(P? L} L} A*| Ly P' L} L}, A")

P(P" Ly LA™ | Ly Pt Lpt Lt At P LY L AY).

Nous faisons ’hypothése que, si I'on connait le lieu L; dans la carte ¢, alors les
variables P' L} L}, A' n’apportent aucune connaissance supplémentaire sur les
variables P? L2 L2 A? (et ainsi de suite pour les autres termes).

(c) Formes paramétriques :
P(L;) A ce terme est associée une récurrence.
P(P' L L, A" | L;) De maniére similaire & la définition du terme P(L}, | A L})
de la Section 8.2.1, ce terme est soit une question probabiliste & la carte
sous-jacente, soit une uniforme. Nous notons :

P(P' L L, A | [L, = c])
PP LI Li, A | &) sic=¢
N UkpikL%k’Li/kAi (Pla LZE, Lé/, AZ) sinon

P(Ly) A ce terme est associée une loi uniforme, car nous n’avons pas d’a priori
sur la consigne a atteindre.

P(A | Ly Ly) Comme ce terme porte sur un espace discret de faible cardina-
lité, nous lui associons un ensemble de lois de succession de Laplace. Nous
notons :

P(A ’ Lt Lt/) = Lnl,...,nkAkLtkLt/( ).

2. Identification : Il reste a définir I’ensemble des lois de succession de Laplace pour le
terme P(A | L, Ly). Grace au mécanisme de I’abstraction, on ne retient des cartes
sous-jacentes que leur nom, et les noms des comportements qui y sont définis, ce qui
représente une réduction d’information tres importante. Donc le terme P(A | Ly Ly)
est de taille trés réduite.

Il sera donc en pratique assez aisé de spécifier ce terme & la main (spécification a
priori), car le programmeur a en général une idée des zones couvertes par les cartes
qu’il assemble. Il est également capable d’estimer leur agencement relatif, donc il
sait approximativement le résultat d’application d'un comportement d’une carte,
notamment pour juger si tel comportement maintient le robot dans la zone dune
carte, ou, s’il I’en fait sortir, vers quelle autre zone le robot va se diriger.
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Alternativement, la petite taille de ce terme nous permet de 'apprendre expérimen-
talement : en effet, il sera possible, dans une phase exploratoire, de laisser le robot
tester toutes les transitions possibles. Selon la carte courante, seul un petit nombre
de comportements est applicable. On en choisit un, A = a, on 'applique, et on col-
lecte des données expérimentales sur les variables L; et Ly, ce qui permet d’identifier
P(A | Ly Ly). Le nombre de cartes assemblées étant également réduit, le nombre
de combinaisons possibles en partie droite est petit, ce qui permet de les explorer
expérimentalement de maniére exhaustive.

9.2 Reésolution des questions de localisation, prédiction
et controdle

Nous vérifions ici que la carte ¢ choisie répond bien de maniére pertinente aux trois
questions de localisation, prédiction et controle.
Commencons par la résolution de la question de localisation :

P(L, | P) = P(L, | P' L L, A" ... P" L} L}, A"

1 o
= D PL) (HP (P Li L, A’|Lt)> P(Ly)P(A | Ly Ly)
1
A Ly
— —P (Ly) (HP(Pi LiLi, A" Lt)> > P(Ly)P(A| Ly Ly)
i=1 A Ly

= —P (L) [ PP Li Li, A" | Ly)
=1

n

1 S )
P(L| P) = - [P Li L AT L)

3 =1

Nous voyons que cette inférence inverse les termes P(P' L} L!, A" | L;). La présence ou non
de signal dans le résultat est surtout dépendante de la pertinence des cartes par rapport a
I’endroit courant ot se trouve le robot. Si aucune carte ne décrit correctement le phénomeéne
que vit le robot, chacun des termes P(P" Li Li, A" | L;) a une probabilité¢ égale, et le
robot est incapable de choisir un lieu plutét qu'un autre (P(L; | P) proche de I'uniforme).
En revanche, si I'une des cartes est pertinente, le modéle bayésien associé a une forte
probabilité, et le lieu le plus probable est celui qui correspond a cette carte. En ce sens, cette
inférence met donc en compétition les cartes, ce qui peut également s’interpréter comme de
la reconnaissance de modéle probabiliste : pour une situation donnée, chacune des cartes
essaie de « l'expliquer », en ses termes, et la carte qui explique le mieux cette situation
est considérée comme la carte la plus pertinente. Nous renvoyons le lecteur intéressé a
[DIARDI9| pour nos travaux précédents qui incluent aussi cette notion de reconnaissance
de modéle, mais dans une expérience d’apprentissage hiérarchique.
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Pour le programmeur, nous comprenons donc qu’il doive fournir des cartes pertinentes,
qui couvrent tout ’espace ou le robot peut se trouver. Rappelons tout de méme que les
cartes en question ne sont pas juste de « modéles d’endroits », mais des modeles de [’inter-
action entre le robot et l'environnement. 11 faut donc que les cartes décrivent les endroits
ou va le robot, mais en tenant compte de la maniére dont il y va. Le robot reconnait les
endroits non seulement par ce qu’il y percoit, mais aussi par ce qu’il y fait. Si nous insistons
sur ce point, ¢’est notamment car il est toujours oublié dans la littérature, ot les modéles
de perception de 'environnement (cartes, modules de localisation) sont systématiquement
développés indépendamment des modules de contrdle (planification, navigation). Si I'on
oublie ce point, une solution, tres utilisée dans la littérature, est de se rabattre sur des
modeéles de I’environnement tres précis, donc métriques, mais qui sont tres lourds a mettre
en ceuvre et a maintenir.

Le terme de controle est déja présent dans la décomposition, donc il n’y a pas d’inférence
a faire, et la présence ou non de signal sur ce terme dépendra de sa définition (spécification
a priori ou phase d’apprentissage).

De méme, le calcul du terme de prédiction dépend de la définition du terme de controle,
ce que nous constatons au vu de I'inférence suivante :

P(Ly | A Ly)
1 - i oTi oTi 0 Ad
- 3 Hm(HPWI%gA|m)HmWMLmu>

Pt L} Li, Al

= S PILIPLIPA|L L) Y (ﬁHPMi%Wm>

4 Pi Lj Li, A¢ \i=1
1
- 7P(Lt>P(Lt/)P<A | Lt Lt’)
2
1
- ZP(A | Lt Lt’)

Nous résumons 'opérateur d’abstraction de cartes Figure 9.1.

9.3 Expérience

Dans cette expérience, nous reprenons une variante du premier exemple de carte bayé-
sienne définie dans la Section 6.3. Il s’agit de décrire I'environnement du robot, percu
par les proximétres, en utilisant des termes tels que « mur », « coin », ou « libre ». Or,
dans cette expérience, nous avions donné un algorithme déterministe pour déterminer la
situation courante du robot (voir 1’Algorithme 6.3). Nous présentons ici une méthode pour
réaliser cette détection de situation, par abstraction de cartes.

Pour ce faire, nous écrivons tout d’abord une carte bayésienne pour chacune de ces
situations. Ces trois cartes, ¢, ¢ et ¢, que nous allons briévement résumer dans
les sections suivantes, sont définies complétement Annexe E.
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( Variables Pertinentes

P=N\L, (P'ANL; AL, NAY)

Ly :Dp, ={c',c? ..., kp, =n

Ly :Dp, = {c', ... "} kL, =n

A :Dy={ar,a9,...,a},ka=k
Décomposition

P(P* L} L, A ... P" L} L} A" L; Ly A)

= P(Ly) [, P(P' L Li, AV | L)P(Ly)P(A | Ly Ly)

Formes Paramétriques

PL) = U, (L)

P(P' L Ljy A [ [L; = )
{ PP L L, A" | ) sie=c

Description
Spécification

Programme

Lot v s (P, Lt L, AY) sinon

Pifritri, kpi ¢
P(Ly) = Uy, (Lo)
P(A| L Ly)
= Ln17---7nkA*kLt*kLt,( )

| Identification : Programmation a priori ou apprentissage de P(A | Ly Ly)
Questions :

P(Ly | P) = 5 IIiL P(P* Ly Ly, A" | Ly)

P(Ly | A Ly) 7 P(A| L Ly)

P(A| Ly Ly) = P(A| L Ly).

F1G. 9.1: La définition de I'abstraction de cartes bayésiennes.

9.3.1 Les trois cartes ¢, ¢ et (libre

9.3.1.1 Reésumé de la carte du mur ™"

Dans cette expérience, nous plagons le robot en présence d’un mur, que nous supposons
suffisamment long par rapport au robot pour qu’il n’en voit pas les extrémités. Les com-
portements que nous souhaitons réaliser grace a la carte ¢™" sont de suivre le mur, sur la
gauche ou la droite, s’en écarter, ou atteindre quelques positions particuliéres par rapport
au mur (par exemple, trés proche et face au mur, ou trés proche et dos au mur, etc.).

Nous choisissons de décrire le mur par deux variables internes, un angle ©, et une
distance Dist; (voir Figure 9.2(a)). Bien que ces variables aient une forte connotation
« géométrique », nous décidons de nous passer d’une forte résolution sur ces variables. En
effet, nous n’avons pas besoin d’une représentation trés fine pour les taches a accomplir
dans cette situation.

Grace a ¢™, nous pouvons générer différents programmes de controle robotique, en
fixant des valeurs consignes pour les variables O;, o; et Dist;, a;. Par exemple, pour obtenir
un suivi de mur ou le robot garde le mur sur sa droite (comportement SuiviD), nous fixons
comme consigne O, a; = 90 et Dist; oy = 1, afin que le robot cherche a atteindre cette
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[0 =———Tableau de bord 2] =]

theta-t dist-t

theta-t @ —108 ; dist-t : 2
eta-ohj : 30 } dist-ohj 1
theta-prad @ 150 ; dist-pred @ 2

Theta =-90 Theta = 90

(a) Variables retenues pour la description d'un (b) Copie d’écran du mo-
mur. dule de visualisation pour la
carte c™"".

F1a. 9.2: Carte bayésienne ¢™"".

situation, ou I'angle du mur pergu est de 90°, et la distance est modérée. Cela correspond
a poser et résoudre la question probabiliste suivante :

P(Vrot Vtrans | [©par = 90] [Distiine = 1] Px).

De maniére similaire, nous définissons un comportement SuiviG de suivi du mur sur la

gauche (consigne O,y = —90, Dist;,a; = 1), un comportement Eloz’gner]\/[ ur (consigne
©iar = —180, Distyyny = 2), un comportement Face AuMur (consigne ©;, 5, = 0,
Distyar = 0), un comportement DosAuMur (consigne ©;,n; = —180, Dist; ay = 0),

et enfin, un comportement SuiviGD de suivi du mur dans un sens puis dans l'autre, en
changeant de sens toutes les 20 secondes (alternance des consignes qui définissent SuiviD
et Suivi@).

Nous rapportons ici des résultats expérimentaux trés satisfaisants : cette carte contient
suffisamment d’informations pour réaliser les comportements cités ci-dessus. Nous mon-
trons Figure 9.2(b) une copie d’écran du module de visualisation des variables internes ©y,
Dist; (angle et distance au mur a U'instant t), O, et Disty,; (angle et distance au mur
donnés en consigne au terme de controle), et ©ppeq, Distyreq, (angle et distance au mur
prédit pour le pas de temps suivant).

9.3.1.2 Résumé de la carte du coin "

Nous choisissons ici une représentation grossiére des coins, en n’utilisant qu’une variable
symbolique, C'oin,, qui représentera quatre situations caractéristiques : AvG lorsque le coin
est devant et a gauche du robot, AvD lorsque le coin est devant et & droite du robot, ArG
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R 1/4-tour G Lozl ol

1/2-tour
1/4-tour D

F1G. 9.3: La variable retenue pour la description d’un coin, ses valeurs, et un extrait du
graphe induit.

lorsque le coin est derriére et a gauche du robot, et ArD lorsque le coin est derriére et a
droite du robot. Ces différentes situations sont présentées Figure 9.3. Cette figure présente
également un extrait du graphe induit, ou les labels « 1/4-tour G », « 1/2-tour » résument
en réalité des commandes sur Vrot et Virans.

La carte ¢ permet d’obtenir, par les comportements élémentaires qui ne consistent
qu’en une consigne a atteindre pour la variable C'oin, (il y en a 4 possibles), les comporte-
ments suivants :

— nous obtenons un comportement qui permet de « passer » le coin et longer le mur

gauche en posant la consigne [Coingar = ArG| au robot (comportement PasserG);

— de maniére similaire nous obtenons un comportement PasserD :

— enfin, nous obtenons deux comportements ot le robot s’arréte dans le coin, en posant

les consignes [Coingay = AvG] et [Coingay = AvD.

9.3.1.3 Résumé de la carte de I’espace libre c/*"°

Dans cette carte, il s’agit d’identifier les cas ol le robot est en espace libre, c¢’est-a-dire
ou aucun de ses capteurs de proximétrie n’est excité. Malheureusement, ce phénomeéne est
tellement simple qu’il ne varie jamais : nous ne pouvons pas différencier plusieurs aspects de
ce phénomeéne « espace libre » (alors que c’est effectivement le role des variables internes des
cartes bayésienne en général : les variables ©; et Dist; permettent de caractériser différentes
facettes du méme phénoméne « mur »). Nous choisissons donc ici de représenter I’espace
libre, par opposition a l’espace encombré. Nous nous donnons une variable Espace;, qui
prend les valeurs {vide, encombré}.

Dans cette carte, nous résolvons les taches Stop et Tout Droit, qui consistent respecti-
vement a s’arréter et aller tout droit.
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9.3.2 Objectifs et protocole expérimental

9.3.2.1 Choix d’une variable de lieux

mur - ccoin et clibre . dafinissons la carte

Nous disposons maintenant des trois cartes c
abstraite ¢P"°*, qui se base sur ces trois cartes.

Rappelons a ce stade du document que nous allons abstraire les trois cartes, qui modé-
lisent trois situations particuliéres : soit le robot ne percoit rien sur aucun de ses capteurs
(cas vide de la carte 7€), soit il pergoit un phénoméne qu’il reconnait comme étant un
mur (carte ¢™""), soit il pergoit un phénomeéne qu’il reconnait comme étant un coin (carte
™). La variable de lieux L; aura donc trois cas possibles, {c¢™, ¢, clire}. De ces trois
cartes sous-jacentes, nous tirons un petit nombre de comportements : de ™" nous retenons
les comportements Stop, SuiviD et EloignerM ur, de ¢ nous gardons PasserD, enfin,
de la carte ¢, nous conservons ToutDroit et Stop. Ces comportements constituent les

cas de la variable d’action A,,,, de la carte abstraite.

9.3.2.2 Graphe induit

ToutD PasserD

SuiviD

EloignerMur

ToutD

F1G. 9.4: Un extrait du graphe induit par la carte abstraite ¢’"°*.

Rappelons qu’'un extrait du graphe induit par la carte ¢”*

(nous le reproduisons ici, Figure 9.4).

est montré Figure 6.1(b)

9.3.3 Description
Nous appliquons notre opérateur d’abstraction pour définir la carte cP™*.

1. Spécification des connaissances préalables "
(a) Variables :

P Cette variable regroupe l'’ensemble des variables qui apparaissent dans les
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cartes c™"", ¢ et clibre .

P = Pz™" A Pz A Prl®e A ©, A Dist, A Coin, A Espace,
AOias A Distiiny A Coinginy A Espacesiny N Vrot™ "
AVtrans™ " A Vrot®™ A Virans©™ A Vot A Virans'®re,

Dp = Dpymur X Dpyeoin X Dpyiisre X Do, X Dpist, X Dcoin, X DEspace,
XDeo,, n; X Dpisterne X Pooingsnr X DEspacern; X Pvrotmur

XDV”.ansmur X ,Dv,rotcoin X ,DVtTQNSCOin X ’Dvrotlibre X thranslibre,
kp = 16" % (12 %3 x4 % 2)? 1016,

Lt Sltt :DSitt — {Cmur Ccoin libre} kSitt — 3’
Ly Sitt+At DSth—At = {Cmur } kSZtH»At = 3=

A Aoy DApm = {Stop, ToutDroit, SuiviD, EloignerMur, PasserD?},
ka

Ccozn libre

prox

(b) Décomposmon : Nous appliquons la décomposition choisie :

P(P L Ly A)
Pxmur pgeein pglitre 9, Dist, Cooin, Espace;
= P | Ounas Distyyny Cotngny Espaceging Vrot™ " Virans™"
Vrot®m Viransem™ Vot Virans'®eSit, Sitiiar Apros

Sltt)
Px™" ©, Dist; Oy ny Distying Vrot™ ™ Virans™ | Sit,)

= P
(
(Px™ Coing Coing,ay Vrot™™ Virans®™ | Sit;)
(
(

T U™

Pz Espace, Espace,,ny Vrot™™ Virans™ e | Sit,)
P SZtt-i—At) (Aprox | Sltt SZtt-‘y—At)

(c) Formes paramétriques :

P(Sit,) A ce terme est associée une récurrence.

P(Px™" ©; Dist; Oy n¢ Distyony Vrot™" Virans™ " | Sit;) Ce terme est soit
une question a la carte ¢™"", soit une loi uniforme, selon la valeur de la partie
droite Sit; :

P(Px™" O, Dist, Oyyny Distying Vrot™" Virans™" | [Sit, = c])
B { P(Px ©; Dist; ©yyn Distyyny Vrot Virans | ¢™7) si c = ™"
a Ujgi6.36251012 (P, Oy, Disty, Oy ag, Distyyag, Vrot, Virans) sinon

P(Pz™ Coing; Coinggay Vrot®™ Virans®™ | Sit;) De maniére similaire au
terme précédent :
P(Pz" Coiny Coingpy Vrot®™™ Virans®™™ | [Sit, = c])

B P(Pz Coiny Coinginy Vrot Virans | ¢™7) si ¢ = ¢«
Uigi6,4241012 (P, Coing, Coingag, Vrot, Virans) sinon
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P(Pze Espace; Espacein; Vrote Virans®re | Sit;) Ce troisiéme terme
fait le lien avec la carte de I'espace libre :

Pz Espace, Espaceiyn; Vrot™™ Virans'™® | [Sit, = c])
B P(Px Espace; Espaces,an; Vrot Virans | ™) si ¢ = clre
a Ujgi640241012 (Pxo, Espacey, Espacegyag, Vrot, Virans) sinon

P(Sitiar) A ce terme est associée une loi uniforme.

P(Apop | Sity Sitiyn:) Ce terme est défini par un ensemble de lois de succession
de Laplace. Nous notons :

P(Aproa: | Sltt Sitt+At) - Ln1,...,n6*3*3 (A)

2. Identification : Nous trouvons Figure 6.2 les lois de succession de Laplace que nous
avons spécifié a priori pour le terme P(A,.o; | Sity Sitiyat).

9.3.4 Utilisation
9.3.4.1 Programme et question probabiliste

Rappelons tout d’abord que les trois questions de localisation, prédiction et controle se
résolvent par :

P(L | P) = —[[P(P' L L}, A"| Ly)
=1

P(Px™" O, Dist, ©yny Distyny Vrot™" Virans™" | Sit,)
= — | P(Pz®™ Coin; Coinggas Vrot®™ Virans®™ | Sit;)
P(Pz Espace; Espacei,n; Vrot'™e Viranst®re | Sit,)

1
P(Lt/ | A Lt) - —P(A | Lt Lt/)

- _P(Aprom | Sltt Sitt_;,_At)
P(A | Lt Lt/) - P(Apro:r: | S/Ltt Sitt+At).

Afin d’illustrer la premiére inférence sur la reconnaissance de modéle, supposons que
le robot se trouve a l'instant considéré en espace libre : tous ses proximeétres sont ainsi a
0. Dans cette situation, supposons que le robot applique comportement ToutDroit, qui
fixe Vrot proche de 0 et Virans proche de 40 (par des gaussiennes trés piquées !). La
question de localisation dans la carte abstraite met en compétition les différentes cartes.
Dans la carte ™", cette situation sensorielle a peu de sens : en effet, dans ¢”**", nous faisons
I’hypothése qu’il y a un mur & proximité du robot. Ce mur doit donc vraisemblablement

mur

LC’est-a-dire des gaussiennes & écart-types trés faibles.
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exciter au moins 'un des capteurs. Le contraire, que tous les proximeétres soient a 0, n’est
pas impossible, mais fortement improbable. Bien qu’improbables, la carte décide tout de
méme d’'un angle et d’une distance pour le mur dans cette situation. Les buts courant,
venant de plus haut niveaux d’abstraction, sont alors traduits en un angle et une distance
consigne a atteindre, afin de choisir une valeur pour les variables motrices Vrot et Vitrans.
Le robot se base sur une hypothése ©;, Dist; qui a peu de sens, il choisit donc un ordre
moteur improbable. Au final, la probabilité conjointe :

P(Px™" ©; Dist; Opn Distying Vrot™™ Virans™" | Sity),

dans cette situation sensori-motrice, est une valeur trés faible, notons €;. Le raisonnement
est similaire en ce qui concerne la carte ¢, En revanche, la carte ¢/ verra toutes ses
hypothéses vérifiées : rappelons que dans sa définition (voir Section 9.3.1.3 et Annexe E),
ses termes P(Pz; | Espace;) sont tous des Diracs sur 0 (lorsque [Espace; = videl), le
terme P(Vrot | Espace; Espace;ia;) peut étre une gaussienne trés piquée sur 0, et le
terme P(Vtrans) une gaussienne trés piquée sur 40. Le produit

(Hil P([Pz; = 0] | [Espace, = libre]))
P([Vrot = 0] | [E'space; = libre] [Espacesnr = encombré])
P([Vtrans = 40] | [Espace; = libre] [Espaceiar = encombré))

vaut donc une valeur G trés grande. L’inférence se poursuit en multipliant les trois valeurs
G, €1 et €5 par les uniformes, dont l'influence est égale sur les trois termes, et que nous
négligeons donc dans la suite. Aprés normalisation (constante Z;), la question de localisa-
tion vaut G/Z; pour [Sit; = €], ¢,/Z; pour [Sit; = ¢™"] et e3/Z; pour [Sit; = ",
avec G > €; et G > €. Nous voyons ainsi qu'un tirage sur cette distribution rend quasi-
systématiquement la valeur [Sit; = /"] : le robot reconnait que dans la situation sensori-
motrice courante, la carte ¢! est, de loin, la plus pertinente.

9.3.4.2 Reésultats

Grace a la question de localisation, nous pouvons estimer expérimentalement les zones
couvertes par les cartes ¢, c®™ et ¢, Nous déplacons le robot dans l’environnement,
et pour chaque position du robot, nous posons la question P(Sit; | P) que nous avons
détaillé ci-dessus, puis tirons aléatoirement sur cette distribution une valeur pour Sit;. Le
résultat est montré graphiquement Figure 9.5 (cette figure est identique a Figure 6.1(a))

Notons que les zones qui apparaissent ont deux interprétations : ce sont & la fois les
zones de validité des cartes sous-jacentes, mais aussi les zones correspondantes aux valeurs
cmur o et clitre de la, variable Sit,. Rappelons de plus que les zones « blanches »
sur cette figure ne servent qu’a la rendre plus lisible. En réalité, la variable Sit; prend une
valeur en tout point de I’espace, tirée sur une distribution de probabilités. Dans une grande
majorité de ’espace, une seule carte sous-jacente est clairement reconnue, ce qui permet de
dessiner des zones simples sur la figure. En revanche, les « frontiéres » correspondent & des
distributions de probabilités sur Sit; qui ne sont plus aussi tranchées. Le tirage aléatoire
devient dans ces zones moins catégorique, ce qui rend les frontiéres imprécises, « floues ».
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coin

F1G. 9.5: Projection en deux dimensions des zones de validité estimées des modeles ¢*"
Ccoin et Clibre

)

Nous n’utilisons pas la carte ¢?”* que pour répondre aux trois questions de locali-

sation, prédiction et controle : comme Section 6.3, nous générons aussi les comporte-
ments SeCacher, SeMontrer, et Longer (en fixant des consignes pour Sit;;a;), ainsi
que Patrouiller Bord (en alternant les comportements SeCacher et Longer).

Oo=—————— Tableaudeboi—————————— [ H

Selection de la situation

e s w @) W g |l g el W g | s el

Coin & pos—t @ Avants Mur & theta-t § -6 § dist-t : @

=

F1G. 9.6: Copie d’écran du module de visualisation de la variable Sit; (le gros point n’ap-
parait que sur la carte correspondante a la valeur de Sit;). On peut également y voir les
valeurs des variables internes de chaque sous-carte.

Nous rapportons ici des résultats expérimentaux satisfaisants : le robot résout la tache
Patrowiller Bord avec succés. Nous montrons Figure 9.6 une copie d’écran du module de
visualisation que nous avons développé pour cette tache. Cette figure est constituée de
trois cadres, et nous y visualisons ce que chaque carte évalue pour ses variables de lieux.
Nous voyons par exemple que le modeéle ¢, & gauche, indique que, dans ’hypothése ou
le robot serait dans un coin, ce coin serait en position AvG (avant-gauche). Au centre, le
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modéle ¢™" indique un mur sur I'avant et la gauche du robot. A droite, la carte ¢! pense

étre en espace encombré. Le point au centre de ce cadre central indique que la variable
Sity vaut la valeur ¢ : c’est la carte du mur la plus pertinente, selon le robot. En effet,
expérimentalement, le robot est bien en présence d’un mur, et 'angle et la distance indiqués
par ™" sont corrects.

9.4 Discussion

Nous commencons cette partie par quelques remarques concernant les aspects tech-
niques de notre opérateur d’abstraction, avant de discuter de son interprétation par le
biais de nos questions « fil conducteur ».

9.4.1 Prédiction et contrdle dans une carte abstraite

Commencons par noter que cet opérateur concerne principalement la définition des
termes liés a la localisation dans la carte abstraite. Mis a part le choix de la variable
d’action A, nous n’avons quasiment rien dit sur les aspects de controle et de prédiction. En
conséquence, il est tout a fait envisageable, dans la décomposition donnée, de remplacer les
termes P(Ly)P(A | Ly Ly) par toute autre structure de dépendance concernant ces termes

(par exemple, P(A)P(Ly | A L )).

9.4.2 Flot d’information global

Une deuxiéme remarque que nous souhaitons développer ici est liée au flot d’information
global s’écoulant entre les différentes cartes, et notamment entre les différents niveaux hié-
rarchiques. En effet, au Chapitre 6, nous n’avions qu’une carte, et faisions I’hypothése que
la consigne a atteindre était soit donnée par 'utilisateur, soit fonction du comportement,
et 'utilisateur choisissait alors le comportement a réaliser.

Maintenant que nous disposons de plusieurs niveaux d’abstraction, il apparait, grace au
choix fait pour la variable A, que la carte abstraite est le « pilote » des cartes sous-jacentes.
Dans la carte abstraite, la réalisation de taches se fait comme précédemment, en interaction
avec |'utilisateur. En revanche, la résolution de cette tache se traduit par 'application de
comportements dans les cartes sous-jacentes.

Par exemple, résoudre la tache SeCacher dans ™" se fait en posant la question pro-
babiliste P(Apror | P [Sitizar = coin]). Si le robot se trouve prés d'un mur & linstant
considéré, l'inférence sélectionnera donc le comportement SwuiviD pour rejoindre le coin
le plus proche. SwuiviD est donc transmis a la carte ¢™", qui résout ce comportement,
notamment en fixant comme consigne (O = 90] et [Distyyar = 1].

Le paragraphe précédent pose un probléme : en effet, le terme P(Apop | P [Sttiiar =
coin]) contient la variable P en partie droite (donc de valeur connue). Cette variable est la
conjonction de toutes les variables qui proviennent des cartes sous-jacentes. En particulier,
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P inclut ©;, 4 et Distyyay. Leur valeur est donc encore inconnue, puisqu’elle sera choisie
en fonction du résultat de cette inférence !

La solution que nous avons choisi est de baser l'inférence P(Apop | P [Sitiyar = coin])
non pas sur les valeurs de P les plus récentes, mais sur celles du pas de temps précédent. Si
nous explicitons les indices de temps, nous écrivons donc P(Ay, . | Pi—a¢ [Sitiyar = coin]).
Cette solution résout effectivement le probléme cité. En pratique, elle a aussi une seconde
conséquence, car elle induit un léger retard dans la carte abstraite, puisque celle-ci base
ses calculs sur des valeurs sensorielles vieilles d'un cycle. Mais cela n’a en pratique que
peu d’importance, car la dynamique a ce niveau d’abstraction est plus lente, ce qui est
naturel en réalité. En effet, nous nous intéressons ici a la navigation entre des zones de
I’environnement dont les tailles correspondent aux zones couvertes par les cartes sous-
jacentes. Ces zones sont en pratique grande, et le robot ne change pas tous les cycles de
carte sous-jacente! Il est donc peu génant d’évaluer avec un cycle de retard le terme le
comportement de haut niveau & appliquer.

Expérimentalement, nous pouvons abaisser la fréquence de calcul dans ™" 4 1 Hz
(At = 1 s), sans perte de performance pour le robot, si ce n’est de parfois traverser les
coins sans les reconnaitre (ce qui n’est pas critique dans notre tache Patrouiller Bord).
Malheureusement, nous n’avons que cette observation empirique unique comme donnée,
au sujet de la dépendance entre les tailles des zones représentées par les lieux d’une carte
et le choix d'un At.

9.4.3 Chevauchement des zones

Nous abordons ici un point concernant les zones couvertes par les cartes sous-jacentes.
Chaque lieu de la carte abstraite correspond & une zone couverte par une carte sous-
jacente. Que se passe-t-il si ces zones se chevauchent ? Supposons que deux cartes ¢’ et ¢/
aient ainsi une zone en commun. Si I'une des deux cartes décrit mieux cette zone, alors
le chevauchement aura peu d’influence, car, dés que le robot entrera dans cette zone, la
meilleure carte prendra le dessus, et elle sera le lieu reconnu dans la carte abstraite. C’est ce
qui se passe par exemple dans la carte ¢P"°* : bien que la carte ¢™"" s’applique dans les coins,
la carte ¢® décrit bien mieux ces zones. La variable L; prend donc pour valeur ¢®" dés
que le robot passe dans un coin. De maniére similaire, la carte "¢ s’applique partout, mais
est une description des espaces encombrés trés inadaptée, et est donc systématiquement
perdante face aux modéles plus fins que sont ¢™*" et ¢

En revanche, que se passe-t-il si deux cartes décrivent une zone de chevauchement
aussi bien 'une que l'autre ? Dans ce cas, lorsque le robot passe dans la zone ambigué, les
valeurs de la variable L, risque d’osciller entre les deux valeurs ¢ et ¢/. Si les comportements
dictés par ces deux cartes sont (suffisamment) en accord, alors le robot pourra sortir, tant
bien que mal, de cette zone d’incertitude. Malheureusement, il est possible que les actions
indiquées par ces deux cartes soient antagonistes. Ainsi le robot pourra se mettre & avoir
des comportements absurdes, comme par exemple de tourner sur place, ce qui présente le
risque de ne jamais le faire sortir de la zone posant probléme.

Expérimentalement, il est possible d’abaisser la fréquence de calcul dans la carte abs-

coin
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traite pour résoudre le probléme. Le robot passe les zones de chevauchements sans remettre
en question trop souvent la carte qu’il est en train d’utiliser pour se guider. Ainsi, la dyna-
mique est plus « lisse », et, si les zones de chevauchements ne sont pas trop grandes (ce qui
était notre cas), alors le robot ne s’y trouve plus piégé. Malheureusement, de nouveau, nous
n’avons que cette observation empirique unique comme donnée, au sujet de la dépendance
entre les tailles des zones de chevauchements entre carte sous-jacentes et le choix d'un At.

9.4.4 Agencement des zones

Enfin, nous abordons I'indépendance entre les cartes sous-jacentes. Il serait tentant de
penser que celles-ci peuvent étre développées indépendamment, puis ensuite assemblées
facilement, mais ce n’est pas le cas. En pratique, il faut s’assurer que les comportements
définis dans une carte aménent bien le robot dans la zone voulue. Par exemple, dans notre
carte P le robot arrive la plupart du temps dans un coin en ayant longé le mur qui arrive
dans ce coin. Il faut donc que le comportement de suivi de mur SwiviD, a ’approche d'un
coin, positionne le robot a un endroit effectivement reconnaissable comme un coin. Dans
nos expérimentations, nous avions ainsi fait 'erreur de développer une carte du coin dont
la zone était trop petite, par rapport au suivi de mur, qui se faisait a une distance trop
grande : le robot « ratait » les coins. Nous avons résolu ce probléme en comprenant que la
carte du coin ne pouvait étre développé complétement indépendamment de celle du mur,
qui définit le comportement SuiviD.

Cette contrainte n’est pas propre a notre approche. Elle apparait également dans les
travaux de Kuipers, o un comportement de suivi de trajectoire doit assurer d’arriver
au voisinage du lieu suivant. Dans les travaux de Kuipers, cette contrainte est forte, car
au niveau topologique, il utilise la logique du premier ordre comme formalisme : il doit
donc traduire en prédicats des propriétés du niveau d’abstraction inférieur. Dans notre cas,
grace a l'utilisation des probabilités, nous pouvons étre plus souples, car nous pourrons
représenter numériquement la probabilité que le comportement de suivi de mur nous ameéne
a reconnaitre le coin. Dans notre approche, cette probabilité n’a pas besoin d’étre 1 (et n’a
méme pas besoin d’étre connue a priori, car elle peut étre identifiée expérimentalement).

9.4.5 Questions « fil conducteur »

Reprenons maintenant les questions que nous avons défini au début de ce document.

Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Nous avons vu dans ce Chapitre un opérateur d’assem-
blage de cartes qui, au contraire du précédent, inclut réellement les cartes sous-jacentes, par
le biais de questions probabilistes. Elles sont donc, pour la carte abstraite, des ressources.

Q7. Comment apprendre expérimentalement les cartes? L’opérateur d’abstrac-
tion concerne principalement le choix des variables, et la maniére d’obtenir des valeurs de
la variable de lieu, a partir des variables des cartes sous-jacentes. Nous n’avons pratique-
ment pas évoqué la relation entre les actions de la carte abstraite, et sa variable de lieu, si
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ce n’est pour mentionner les faibles cardinalité des variables en jeu, et donc la possibilité
d’explorer exhaustivement ’espace pour I'apprentissage. Si ces variables ont une si peu de
valeurs, c¢’est justement gréce a la réduction d’information associée a 'opérateur d’abstrac-
tion. Abstraire, c’est oublier les détails, résumer une carte sous-jacente en n’utilisant qu’un
symbole (le nom de la carte), et qu'une méthode pour estimer la pertinence de cette carte
(la reconnaissance de cartes).

Q7. Comment assembler les cartes? Dans notre opérateur d’abstraction, nous avons
défini des questions probabilistes qui lient la carte abstraite aux cartes sous-jacentes. Ces
questions portent sur les distributions conjointes P(P* L Li, A’ | ¢') des cartes sous-
jacentes. Une interprétation que nous pouvons donner & ce calcul est qu’il s’agit de re-
connaissance de modeles : la carte ¢* dont la probabilité (conjointe) est la plus haute est
reconnue comme étant le lieu courant. En ce sens, nous utilisons pleinement le pouvoir de
représentation de connaissances du formalisme probabiliste, en utilisant aussi les valeurs
numériques des probabilité comme indice. Cette valeur numérique peut aussi étre interpré-
tée comme une confirmation ou une infirmation des hypothéses faites par chaque carte sur
le monde. En effet, un modéle est reconnu comme le lieu courant s’il décrit adéquatement
la situation sensori-motrice vécue a l'instant donné par le robot. Si ce modéle fait des hy-
pothéses qui ne sont pas pertinentes, la valeur de probabilité de la conjointe sera faible.
Nous avons illustré ce point dans le cas ou le robot se trouvait en espace libre : le modéle
du mur donnait bien une valeur d’angle et de distance, mais qui se trouvait étre trés peu
probable. En réalité, et a cause de la contrainte de normalisation, nous nous intéressons en
général peu aux valeurs numériques de probabilités. Mais nous voyons ici qu’elles prennent
tout leur sens lorsqu’on les compare les unes aux autres. C’est ce que nous exploitons dans
notre opérateur d’abstraction.

Nous comprenons aussi que les zones couvertes par les cartes ne prennent également
sens que grace a la comparaison de cartes entre elles. Nous 'avons évoqué, la carte de
I’espace libre par exemple est « valide » dans tout ’environnement, mais est un moins bon
modeéle des situations « mur » et « coin » que les cartes ™ et ¢®". La zone couverte par
la carte ¢ que nous avons dessiné Figure 9.5 n’est donc pertinente que dans le cadre de
la carte abstraite ¢”"°*. Ceci ce comprend aisément si nous considérons une carte comme
un « modéle de l'interaction entre le robot et I’environnement ». En tant que modéle, une
carte traduit donc un ensemble d’hypothéses sur le monde. Et une hypothése unique n’est
jamais « fausse », elle peut au mieux étre reconnue comme « moins bonne » qu'une autre
(c’est pourquoi nous avons mis le mot « valide » plus haut entre guillemets).

Q7. Comment assembler les cartes? Dans des travaux précédents [DIARD99|, nous
avions, dans le cadre de l'apprentissage hiérarchique, interprété une de nos inférences
comme de la reconnaissance de comportements. Dans notre opérateur d’abstraction, nous
avons mentionné la reconnaissance de cartes. Est-il possible de combiner ces deux concepts ?

Dans notre exemple d’abstraction, nous avons utilisé trois cartes, c™", ¢, et c
Or cette derniére est si simple, qu’elle est a la limite de notre formalisme. Que se passerait-
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il si cette carte était encore simplifiée, et remplacée par un simple comportement (un
modele probabiliste sans la variable Ly : peut-on abstraire ensemble deux cartes et un
comportement ?

La réponse est « oui ». En effet, rien dans notre écriture probabiliste ne force les modéles
a étre des cartes. Les modéles que nous assemblons peuvent étre de natures variées. Dans
le cas ol I'un des modéles est un comportement, défini sur des variables P, L et APt
il suffit d’inclure la définition du terme P(P%* L A" | ¢) dans la carte abstraite, comme
une question au comportement en question lorsque [¢ = ¢pt], et comme une uniforme sinon.

Ainsi nous pouvons abstraire des comportements entre eux, des cartes entre elles, ou des
cartes et des comportements mélangés. Cette derniére combinaison n’est pas sans rappeler
les travaux de Kuipers |[KUIPERS00|, ol les représentations de bas niveau se classent en
deux : les remontées de gradients (qui couvrent des zones en deux dimensions de 'environ-
nement), et les suivis de trajectoires (qui sont représentés par des lignes). Dans les travaux
de Kuipers, I’hétérogénéité de ces modeles induit des contraintes, par exemple qu’ils doivent
s’alterner. Ceci permet, lors du passage a ’abstraction topologique, de considérer les zones
de gradients comme des nocuds, et les suivis de trajectoires comme des arcs. Cette restric-
tion n’apparait pas dans notre approche, ot la nature des modéles (carte ou comportement)
n’influe pas dans la maniére de les abstraire, si ce n’est au niveau syntaxique.

RejoindrePiece,

EntrerPiece SortirPiece

RejoindrePiece

QuitterInter

Rejoindrelnter
Rejoindrelnter

Entrerinter

nter

Fi1aG. 9.7: Exemple de carte abstraite qui inclut des cartes et des comportements.

Q1. Qu’est-ce qu’une carte? Supposons que nous incluons des comportements dans
une carte abstraite. Par exemple, décrivons deux lieux de ’environnement (une intersection
de couloirs et une piéce) par deux cartes ¢ et P mais supposons qu’on ne sache re-
lier I'un & 'autre que par deux comportements, Rejoindrelntersection et RejoindrePiece.
Ces deux comportements ne sont définis ni dans ¢, ni dans c”*“*, et sont applicables
sur toute la largeur du couloir qui relie la piéce a l'intersection. Ainsi, le méme espace
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géographique sera décrit par deux modéles, qui seront deux nceuds différents dans la carte
abstraite. Cette situation est présentée Figure 9.7. Nous comprenons donc ici un intérét
de l'utilisation de cartes, au lieu de simples comportements. En effet, une carte est un
moyen de décrire une classe d’interaction entre le robot et son environnement, qui soit re-
lativement indépendante de la résolution d’une tdache particuliére. De tels modéles ne sont
pas toujours nécessaires, comme nous l'avons vu dans 'exemple précédent, ot des com-
portements pouvaient suffire, et se mélanger a des cartes. Mais la création de cartes sera
souvent avantageuse, notamment car elles permettront une meilleure interaction avec 1'uti-
lisateur. Dans notre exemple, il aurait été en effet plus intuitif de n’avoir qu’un nceud dans
la carte abstraite pour le couloir, indépendamment du comportement utilisé pour le traver-
ser. Cependant, les cartes elles-mémes ne peuvent étre complétement indépendantes de leur
utilisation (d’ou I'utilisation ci-dessus de la formule « classe d’interaction »). Nous invitons
le lecteur & s’imaginer traversant son appartement les yeux fermés pour se convaincre de
cette derniére affirmation.

En résumé, une carte est un modeéle (probabiliste) qui décrit U'interaction entre le ro-
bot et I'environnement, et permet de résoudre un ensemble de taches. En revanche, un
comportement est un modéle orienté vers la résolution d’une tache unique (dans ce travail,
nous utilisons des cartes pour définir des comportements, mais il est bien évidemment aussi
possible de les définir directement, en se passant de cartes).

9.5 Conclusion sur ’abstraction de cartes

Pour conclure, nous présentons quelques extensions possibles de 'opérateur d’abstrac-
tion.

Dans ce chapitre, contrairement au chapitre précédent, nous n’avons présenté que le cas
ou les cartes sont supposées indépendantes : la levée d’hypotheéses et I'identification expé-
rimentale de nouvelles dépendances est cependant possible. Ainsi, dans notre expérience,
nous avons levé ’hypothése d’indépendance entre les cartes, et identifié la dépendance
entre les variables ©, Dist de la carte ¢™ et Coin de la carte c™. En effet, lorsque le
robot se trouve dans un coin, le modéle de la situation « mur » ne répond pas n’importe
quoi. Par exemple, ¢™"" donne systématiquement [©; = —60] ou [©; = —30] si le robot se
trouve dans un coin avant-gauche, [Coin; = AvG]. C’est ce type de dépendance que nous
pouvons identifier expérimentalement.

Dans notre expérience, nous avons obtenu une carte abstraite, ¢”"°*, qui se base sur
trois cartes sous-jacentes, ¢™", " et !¢, Nous avons donc construit une hiérarchie
de cartes, & deux niveaux. Il est bien str possible d’envisager des hiérarchies de cartes
possédant plus de niveaux, car une carte abstraite peut devenir carte sous-jacente du niveau
suivant. Par exemple, assembler ¢?"*  qui décrit une zone couvrant une piéce entiére, avec
une carte décrivant un couloir, et avec une carte décrivant un hall, nous permet d’obtenir
une carte de plus haut niveau d’abstraction décrivant un étage de batiment. Cette méme
carte, assemblée avec des cartes des autres étages, et des cartes décrivant les escaliers ou
ascenseurs, permet d’obtenir une carte d’un batiment entier. Et ainsi de suite. ..
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Chapitre 10

Perspectives et Conclusion

« Je considére donc qu’un organisme posséde un fonctionnement
mental & partir du moment ot il élabore des représentations neu-
rales [...], lesquelles peuvent subir un traitement dans le cadre
d’un processus appelé pensée, et finalement influencer le compor-
tement, dans la mesure ou elles peuvent permettre de faire des
prédictions sur l'avenir, de former des plans en fonction de ces
derniéres et de choisir la prochaine des actions. »

ANTONIO R. DAMASIO, L’Erreur de Descartes, 1995,
[DAMASIO95].

10.1 Perspectives

Nous souhaitons rappeler certaines des pistes de recherches futures évoquées tout au
long de ce document en les organisant par thématique.

10.1.1 Développements applicatifs

Nous avons illustré nos concepts sur des environnements expérimentaux simples. Cepen-
dant, la généralité et I’homogénéité théorique de notre approche nous rend confiant sur la
possibilité de leur application & plus grande échelle. Deux axes nous semblent prometteurs.

1.

Le premier consiste en une implémentation a caractére « technologique », ou il
s’agirait d’implanter notre formalisme sur un robot doté de nombreux capteurs et

confronté a un environnement de plus grande taille. Notre approche subirait ainsi
une mise a I’échelle, dont nous avons déja noté quelques aspects :

— la superposition d'un grand nombre de cartes;

— D’abstraction de plusieurs cartes;

— et la construction d’une hiérarchie a n niveaux, n > 2.

Une telle implantation permettrait de valider notre formalisme en tant qu’outil de
développement. Elle montrerait sa facilité d’utilisation par un programmeur robo-
ticien. Nous souhaiterions enfin considérer I’étude de la construction de cartes sur
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des robots dotés de capteurs et d’actionneurs de natures variées : par exemple, notre
concept de cartes s’applique-t-il & des bras manipulateurs? Nous pensons que oui.

2. Le second axe concerne les sciences cognitives. Il consiste en une étude sur la plausi-
bilité biologique de notre formalisme. Pour le moment, le monde du vivant constitue
pour nous une source d’inspiration. Notre modéle peut-il devenir source d’analogies,
voire méme source de compréhension et de modélisation pour I’éthologie ou la neu-
rophysiologie 7

Certains de ces aspects applicatifs font l'objet de notre projet de recherche post-
doctoral, dans le cadre d'une collaboration entre roboticiens (Laboratoire GRAVIR et Uni-
versité NUS de Singapour) et neurophysiologistes (Laboratoire LPPA, Collége de France,
Paris).

10.1.2 Développements théoriques

D’un point de vue théorique, certains aspects de notre formalisme peuvent étre ap-
profondis, notamment — nous l’espérons — dans le cadre des implantations considérées
ci-dessus.

Le premier domaine est celui de la planification. En effet, disposer de hiérarchies de
représentations est un point clé pour de nombreuses techniques de planification : que ce soit
dans les formalismes & base de processus de décision markoviens [HMK™*98, LK02, PT02| ou
dans les approches dites de « roadmap », comme le Fil d’Ariane [MAB98| ou PPP [SO98].
A notre connaissance, toutes ces approches décrivent l’environnement en n’utilisant que
deux niveaux hiérarchiques.

Au contraire, notre formalisme permet la spécification de hiérarchies plus profondes.
Dans notre approche, la dérivation formelle d’un algorithme de planification peut éven-
tuellement donner naissance a des extensions ou des généralisations de ces travaux.

Un second domaine théorique prometteur est celui de 'apprentissage. Pour l'instant,
nous nous sommes restreints a des méthodes d’apprentissage supervisé. Ces approches
nécessitent 'intervention d’un opérateur pour améliorer les performances du robot. Il est
également possible de considérer I'inclusion de méthodes d’apprentissage semi-supervisé ou
non-supervisé a notre formalisme.

L’utilisation de telles méthodes d’apprentissage permettrait d’envisager de franchir un
pas supplémentaire vers I'autonomie en robotique mobile.
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10.2 Conclusion

Nous avons proposé un formalisme original de modélisation probabiliste de I'interaction
entre un robot et son environnement : la carte bayésienne. Nous avons illustré cette
approche par des exemples implantés sur un robot Koala.

Dans ce formalisme, nous avons pu étudier et définir certaines notions de navigation
pour les robots mobiles. Une carte est représentée par une distribution de probabilités :
c’est notre fagon de décrire une interaction. La définition de cette carte correspond a la
phase déclarative de notre approche. Naviguer, se localiser, prédire, et générer une loi de
controle sont en revanche des compétences, donc du domaine procédural. Il s’agit alors de
restituer les connaissances contenues dans la carte, par le biais de questions probabilistes.

Nous avons détaillé ’éventail des choix de modélisation laissés au concepteur lors du
cycle de développement, a la fois pour la programmation et ’apprentissage.

Notre formalisme s’enrichit de la définition de deux opérateurs permettant d’assembler
des cartes pour en créer de nouvelles : I'opérateur de superposition, et celui d’abstraction.

Le premier permet d’enrichir le vocabulaire pour décrire I’environnement du robot, en
fusionnant des modéles disponibles. La carte obtenue dispose de plus de lieux que les cartes
initiales. Cela donne au robot une plus grande finesse de représentation de I’environnement.

Le second opérateur permet de construire des hiérarchies de cartes. Grace a cet opé-
rateur, nous obtenons une carte abstraite qui résume de maniére considérable les cartes
sous-jacentes. Cette réduction d’information permet d’obtenir une carte portant sur un pe-
tit espace, donc facilement manipulable (spécification, apprentissage, planification), mais
néanmoins fortement ancré dans le niveau d’abstraction inférieur (reconnaissance de mo-
deéles).

Ce dernier point souligne la sémantique originale que nous associons a nos cartes : ce
sont des modeles de la dynamique de l’interaction entre un robot et son environnement.
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Annexe A

Un exemple détaillé d’inférence

Dans cette annexe, nous développons les calculs correspondant a l'inférence pour le
terme P(Sitiins | Sity Apror), dans le cadre de la carte ¢?°* (voir Section 6.3.3.1). Les
calculs présentés ici sont généraux, et s’appliquent presque toujours de cette maniére. En
effet, le terme P(Sitiiar | Sity Apror) posséde des variables en partie droite et une variable
inconnue, Pz.

Nous commengons par appliquer le théoréme de Bayes (voir Section 2.2.2.1).

: : P(Sitiyar Sity Aprog
Pt 5t ) =
-ProxT

Si nous utilisons la notation qui fait apparaitre les propositions en partie droite, nous
voyons sur

P(Sitiyar | [Site = 8] [Aprox = a]) = P(S]‘i it[gittt[imz] TAjo[on;]): !

que le dénominateur est un constante, indépendante de la variable Sit,, A, en partie gauche.
Nous renommons cette constante de normalisation 7 :

1
P(Sitt+At ’ Sztt Aprox) - 7P(Sl.tt+At Sltt Aprox)-
1
Appliquons ensuite la régle de marginalisation (Section 2.2.2.3), afin de faire apparaitre
la distribution conjointe :
1

P(Sitt+At | Sltt Aproa:) = 7 ZP(P:L‘ Sitt—i—At S'Ltt Aprow)-
1 Pz

Nous comprenons donc maintenant que savoir calculer la distribution conjointe est
la clé de l'inférence, car on y raméne systématiquement. Remplacons la conjointe par la
décomposition employée :

. . 1 . . . .
P(Sityns | Sity Aprog) = 72P(Pm)P(Sztt | Px)P(Sityns)P(Apros | Siteins Sity).
Lp
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Sortons de la somme les termes qui sont indépendants des indices de sommation :

: : 1 : : : :
P(Sltt+At | Sltt Aprow) = 7P(Sltt+At>P<Aprox ‘ SZtt+At Sltt)ZP<PSU)P<S’ltt ‘ PQJ)

1 Px

Le terme P(Px) étant défini comme suivant une loi uniforme, sa valeur numérique est
1/(kps), quelle que soit la valeur de l'indice de sommation courante. Ce terme peut donc
étre sorti de la somme et intégrée dans la constante de normalisation, qui devient Z5. Nous
obtenons :

. . I . . .
P(Sitrar | Sity Apros) = - P(Siteear) P(Apros | Sitrar Sit;)»  P(Sit, | Px).

2 Px

Le terme P(Sit; | Px), quant a lui, a une valeur fixée en partie gauche, donc la somme
sur Px de P([Sit; = s| | Px) est également indépendante de Sit;;a;. Cette somme peut
donc étre intégrée a la constante de normalisation :

. : 1 : : :
P(S’Ltt+At | S'&tt Ap?"ox) = 7P(52tt+At)P(Ap7’ox | SZtt-i—At Sztt).
3

Enfin, comme le terme P(Sit; ;) est défini dans ¢#™°® comme étant une uniforme, il
peut également étre absorbé dans la constante de normalisation. Finalement, nous obte-
nons :

1 . .
7P(Aprom ‘ SZttJrAt SZtt)a
4

ou, avec la notation indiquant les propositions en partie droite :

P(Sitt+At ’ SZtt Aproz) -

: : 1 : :
P(Sltt+At | [S'Ltt = S] [ApTO:E = a]) = ZP([APTOI = CL] | S/Ltt—&-At [S'Ltt = SD



Annexe B

1015 décompositions...

Nous présentons dans les pages suivantes les 1015 décompositions possibles pour une
description portant sur quatre variables. La décomposition

P(A)P(L)P(P | L) P(Ly | A Ly),

qui correspond a la localisation markovienne (voir Section 3.8) se trouve page 167.

P(APL;L,,),
P(A|P)P(PL¢Ly/),
P(A|PLt)P(PLtLt/),
P(AlPLtLt/)P(PLtLt/),
P(AP)P(LyL,/|P),
P(ALt)P(PL,/|A),
P(ALf/)P(PLf)

P(AL /)P(PLHALt/),
P(ALtlp)P(PLt/)
P(AL/|L¢)P(PLy),
P(ALt/|PLt)P(PLt),
P(APLf,)P(Lt/|P),
P(APLt)P(Lt/|ALt),
P(APLt/)P<Lt),
P(APL,)YP(L¢|Ly),
P(APLt/)P<Lt|PLt/),
P(AL¢L,)P(P|A),
P(ALtLt/)P(PLALt),
P(ALtLt/)P(PlALtLt/)
P(ALrLtllp)P(P),
P(A)P(P)P(L¢Ly/ | P),
P(A)P(P|A)P(L¢Ly/|A),
P(A)P(P|L¢)P(L¢Ly),
1:’<A)P(1:’|Ltl)1:’<LtLt/|A)7
P(A)P(P|ALy)P(LtLys),
P(A)P(P|Lt+L)P(LtLy|A),
P(A)P(PLt)P(L/),
P(A)P(PLy)P(Ly/|Lt),
P(A)P(PLt)P(Lt/‘PLf),
P(A)P(PL,)P(Lt|A),
P(A)P(PLt/)P(Lt\AP)
P(A)P(PLf/)P(Lf‘APL,/)7
P(A)P(PL¢|A)P(L/|P),
P(A)P(PLflA)P(Lt/lALf),
P(A)P(PLflLt/)P(Lt/),
P(A)P(PL,/|A)P(Lt|A),
P(A)P(PL,/|A)P(Lt|AP),

P(A)P(PLtr [A)P(Lt|APLy/),

P(A)P(PLflALﬂ)P(Lt/)
P(A)P(PL,/|AL¢)P(Lt|A),
P(A|P)P(P)P(LtLy |P),
P(A|P)P(P|Ly)P(LtLys),
P(A|P)P(PLyt)P(Ly/|A),
P(A|P)P(PLt)P(Lt/ |AP),
P(A|P)P(PLt)P(Lt/ |[APLy),
P(A|P)P(PL,/ )P(Lt|P),
P(A|P)P(PLH)P(L1\AL{/),
P(AlP)P(PLtlLt/)P(Lt/)
P(A|Ly)P(P)P(L¢L,/|P),

P(A)P(PL¢Ly),
P(A|Lt)P(PLiL,),
P(A|PL,)P(PL¢L,),
P(AP)P(L:L,/),
P(AP)P(L¢L,/|AP),
P(AL{)P(PL,/|Ly),
P(AL,;)P(PL¢|A),
P(AP|Ly)P(LtL,),
P(AL¢|L,/)P(PL,),
P(AP|L¢Ly)P(LitLys),
P(APLy)P(L,/),
P(APL{)P(L,/|Ly),
P(APLy)P(L,/|PLy),
P(APL,;)P(L¢|A),

P(APL, )P(L¢|AP),
P(APL,)P(Lt|APL,),
P(AL,L,,)P(P\L,),
P(ALyL, )P(P|AL,),
P(APL|L,/)P(L,),
P(A)P(P)P(L¢Ly),
P(A)P(P)P(LtL,/|AP),
P(A)P(P|A)P(LyL/|P),
P(A)P(P|L¢)P(L¢Ly|A),
P(A)P(P|ALt)P(L+L,/),
P(A)P(P|AL, )P(LyL|A),
P(A)P(P|ALtL,)P(LtL,/),
P(A)P(PLy)P(Ly|A),
P(A)P(PL¢)P(L,/|AP),
P(A)P(PLt)P(Lt/lAPLt),
P(A)P(PLy)P(Ly¢|P),
P(A)P(PL, )P(L¢|AL,),
P(A)P(PLt|A)P(L,),
P(A)P(PL¢|A)P(Ly/|Ly),
P(A)P(PLt|A)P(L,/|PLy),
P(A)P(PLy|L, ) P(L,|A),
P(A)P(PL,/|A)P(L¢|P),
P(A)P(PL,/|A)P(L¢|AL,),
P(A)P(PLy/ |Lt)P(Ly),
P(A)P(PLt\ALt/)P(Lt/\A),
P(A|P)P(P)P(L¢L,),
P(A|P)P(P)P(LiL,/|AP),
P(A|P)P(P|LyLy)P(LtLys),
P(A|P)P(PLy)P(Ly|P),
P(A|P)P(PLy)P(L,/|ALy),
P(A|P)P(PL,/)P(Ly),
P(A|P)P(PL,/)P(L¢t|L,/),
P(A|P)P(PL,/)P(L¢|PLy),
P(A|P)P(PLy/|L¢)P(L¢),
P(A|Lt)P(P|A)P(LtL,s),
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P(A)P(PLtL,/|A),
P(A|L,)P(PLiL,),
P(A‘LtLt/)P(PLtLt/),
P(AP)P(LtL,/|A),
P(ALt)P(PLt/)7
P(ALt)P(PLt/‘ALt),
P(ALt/)P(PLt‘Lt/),
P(AP|Lt/>P(LtLt/),
P(ALt/‘P>P(PLt),
P(AL{|PL,,)P(PLy,),
P(APLt)P(L /|A),
P(AP'LJ,)P(L,/‘AP)7
P(APLt)P(Lt/‘APLt),
P(APLt/)P(Lt‘P)
P(APL,,)P(Li|AL,),
P(ALtLt/)P<P)
P(AL{Ly)P(P|L,.),
P(ALL,))P(P|LiL,),
P(APLt/lLt)P(Lt),
P(A)P(P)P(L¢Ly|A),
P(A)P(P|A)P(L¢Ly/),
P(A)P(P‘A)P(LtLt/\AP),
P(A)P(P|L,)P(LtL,),
P(A)P(P|ALt)P(LtL,/|A),
P(A)P(P|L¢Ly)P(LtLy),
P(A)P(P|AL+L /)P(LtLt/|A),
P(A)P(PL,)P(LMP),
P(A)P(PLt)P(Lt/lALt)
P(A)P(PL,/)P(Ly),
P(A)P(PLH)P(LHLH),
P(A)P(PLt/)P<Lt|PLt/)
P(A)P(PL¢|A)P(L,/|A),
P(A)P(PLHA)P(L /|AP),
P(A)P(PLf‘A)P(Lt/‘APLf),
P(A)P(PL ./ |A)P(Ly),
P(A)P(PL 1|A)YP(Lt|Lys),
P(A)P(PL /‘A)P(Lf\};‘Lf/)7
P(A>P(PLt/\Lt)P(Lt|A)
P(A)P(PLt/‘ALf)P(Lf),
P(A|P)P(P)P(L¢Ly/|A),
P(A‘P)P(P‘Lt)lz’(LtLt/),
P(A\P)P(PL{)P(L,/),
P(A|P)P(PLt)P(Ly/|Lt),
P(A‘P)P(PLf)P(Lt/‘PLt>,
P(A|P)P(PL,/)P(L¢|A),
P(A|P)P(PL,/)P(Lt|AP),
P(A\P)P(PLt/)P(Lt\APL,/),
P(A|Ly)P(P)P(LyLys),
P(A|Lt)P(P|Ly)P(LtLys),
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Annexe B. 1015 décompositions...

P(A|Ly)P(P|Ly)P(LtLys),
P(A|L¢)P(P|L¢Ly)P(L¢Lys),
P(A|Ly)P(PL¢)P(Ly/|A),
P(A|Ly)P(PL¢)P(Ly/ |AP),
P(A|Ly)P(PLy)P(Ly|APLy),
P(A|L{)P(PLy)P(L¢|Ly),
P(A|L¢)P(PL,/|A)P(Ly¢),
P(A|Ly)P(P)P(LtLy),
P(A|L/)P(P|L¢)P(LiLys),
P(A|Lt/)P(P\ALt/)P(LtLt/),
P(A|L,/)P(PLy)P(L,,),
P(A|Ly)P(PLy)P(Ly/|PLy),
P(A|Ly)P(PLy )P(Lt|P),
P(A|L,/)P(PL,/)P(L¢|AL,s),
P(A|Ly )P(PL¢|A)P(Ly),
P(A|Lt/)P(PL,\ALt/)P(Lt/),
P(A|PLy)P(P|Ly)P(L¢Lys),
P(A|PL¢)P(PLt)P(Ly/),
P(A|PL¢)P(PL¢)P(Lys|Lt),
P(A|PL¢)P(PLy)P(Ly/|PLy),
P(A|PLy)P(PLy/)P(L¢|P),
P(A|PL¢)P(PL¢|Ly)P(Ly/),
P(A|PL,,)P(P)P(L¢L/|P),
P(A|PL,)P(P|L¢Ly)P(LtLy),
P(A|PL,/)P(PL¢)P(L,/|Ly),
P(A|PL,/)P(PL,/)P(L¢|A),
P(A|PL,,)P(PL,)P(L¢|AP),
P(A|PLt/)P(PLt/)P(Lt\APLt/),
P(A|L¢Ly)P(P)P(L¢Lys),
P<A|LtL YP(P|L)P(L¢Lys),
P(A|L{Ly/)P(P|AL,/)P(L¢L,/),
P(A|L¢Ly)P(PL)P(Ly),
P(A|LtLt/)P(PLt)P(Lt/IPLt),
P(A|L¢Ly)P(PLy)P(L¢|Ly),
P(A|L¢Ly/)P(PLy/|L¢)P(Ly),
P(A|PL¢L,/)P(P|L{)P(L¢Ly/),
P(A|PLtLt/)P(PLt)P(Lt/),
P(A|PL¢L./)P(PL¢)P(L,/ |PLy),
P(A|PL¢L,/)P(PL,/)P(Lt|L,/),
P(A|PLtLt/)P(PLt/ILt)P(Lt),
P(AP)P(Ly)P(Ly |P),
P(AP)P(L¢)P(Ly/ |ALy),
P(AP)P(L¢|A)P(L,/),
P(AP)P(L¢|A)P(Lys|Lt),
P(AP)P(L¢|A)P(L,/ |PLy),
P(AP)P(L¢|P)P(Ly/|A),
P(AP)P(L¢|P)P(L,/ |AP),
P(AP)P(Lt|P)P(Lt,\APL,),
P(AP)P(L¢|Ly ) P(Ly|P),
P(AP)P(L{|AP)P(L t/\A)
P(AP)P(L{|AP)P(L,/|AP),
P(AP)P(L¢{|AP)P(L,/|APLy),
P(AP)P(L:,|ALt/)P(Lt/IP),
P(AP)P(L¢|PL;)P(L;/|A),
P(AP)P(L{|APLy)P(L,),
P(AP)P(L¢{|APL,/)P(L,/|AP),
P(ALy)P(P)P(Ly/ |P),
P(ALy)P(P)P(L,/|ALy),
P(ALy)P(P|A)P(L,/),
P(ALy)P(P|A)P(Ly/|Lt),
P(AL{)P(P|A)P(L/|PLy),
P(ALy)P(P|L¢)P(Lys|A),
P(AL¢)P(P|Ly)P(L,/|AP),
P(ALt)P(P|Ly)P(Ly|APLy),
P(AL¢)P(P|Ly)P(Ly/|Ly),
P(AL)P(P|ALy)P(L/|A),
P(AL¢)P(P|ALy)P(L,/|AP),
P(ALy)P(P|ALy)P(L,/|APLy),
P(ALy)P(P|ALy)P(Lys|Le),
P(AL¢)P(P|L¢L,/)P(L,/ |A),
P(ALy)P(P|AL¢L,)P(Ly),
P(ALy)P(P|AL{L,/)P(Ly/ |ALy),
P(AL,/)P(P)P(L¢|P),

P(ALy )P(P)P(L¢|AL,,),
P(AL, )P(P|A)P(Ly),
P(AL,;)P(P|A)P(L¢|Ly/),
P(AL, )P(P|A)P(L¢|PL,/),
P(AL,/)P(P|Ly)P(L¢]A),
P(AL,)P(P|L,/)P(L¢),
P(AL,)P(P|Ly)P(L¢|Lys),
P(AL ,)P(P|L,,)P(Lt|PLt,),
P(ALt/)P(P|ALt)P(Lt\A)
P(AL, )P(P|AL,/)P(Ly),
P(AL,/)P(P|AL/)P(L¢|Ly),
P(AL,/ )P(P|AL,/)P(Lt|PL,/),
P(ALt,)P(P|LtLt/)P(Lt|A),

P(A|Lt)P(P|ALt)P(LtLy/),
P(A|Ly)P(P|AL{L,)P(L¢Ly),
P(A|L)P(PLt)P(Ly/ |P),
P(A|Ly)P(PLt)P(Ly/|ALy),
P(A|Ly)P(PLy/)P(L¢),
P(A|L¢)P(PL,/)P(L¢|PL,),
P(A|Lt)P(PL,/|Ly)P(Ly),
P(A|L, )P(P)P(L¢tLy/|P),
P(A|Ly)P(P|Ly)P(LtLy),
P(A|L,/)P(P|L¢L,/)P(LtLy),
P(A|L, )P(PL¢)P(L,/|P),
P(A|Ly)P(PLy)P(Ly),
P(A\Lt/)P(PLt/)P(Lt\Lt/)
P(A|Ly)P(PLy)P(L¢|PL,/),
P(A\Lt/)P(PLt|Lt/)P(Lt/),
P(A|PL¢)P(P)P(L¢Ly,/),
P(A|PLy)P(P|Ly)P(LiLy),
P(A|PLy)P(PL¢)P(L/|A),
P(A|PLy)P(PLy)P(Ly|AP),
P(A|PL¢)P(PLt)P(L,/|APLy),
P(A|PL¢)P(PL)P(L¢|L,),
P(A|PLy)P(PLy/|L¢)P(Ly),
P(A|PL,)P(P|L¢)P(LtL,),
P(A|PL,/)P(PLy)P(Ly),
P(A|PLy/)P(PL¢)P(L,/|PLy),
P(A|PL,)P(PL,/)P(L¢|P),
P(A|PL,/)P(PL,/)P(L¢|AL,),
P(A|PL,/)P(PL¢|Ly)P(Ly),
P(A|L¢Ly)P(P)P(LtLy/|P),
P(A|L¢Ly)P(P|Ly)P(LtLys),
P(A|L¢Ly)P(P|L¢Ly)P(L¢Ly),
P(A|L¢L)P(PL)P(L,/ |P),
P(A\LtLt/)P(PLt/)P(Lt)
P(A|L¢Ly)P(PLy)P(L¢|PLy),
P(A\PLtLt/)P(P)P(LtLt/)
P(A|PL¢L,;)P(P|Ly)P(L¢Ly),
P(A|PLyL,)P(PL)P(L,/ |P),
P(A\PLtLt/)P(PLt/)P(Lt),
P(A|PLyL, )P(PLy)P(L¢|PLys),
P(AP)P(Lt)P(L,),
P(AP)P(L¢)P(Ly/|Lt),
P(AP)P(L¢)P(Ly/ |PLy),
P(AP)P(L¢|A)P(L,/|A),
P(AP)P(L¢|A)P(L,/|AP),
P(AP)P(Lt\A)P(L'/\APLt),
P(AP)P(LHP)P(L,/IP),
P(AP)P(L¢|P)P(L,/ |ALy),
P(AP)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(AP)P(L¢|Ly)P(Ly|AP),
P(AP)P(Lt\AP)P(Lt/IP)
P(AP)P(L¢|AP)P(L,/|ALy),
P(AP)P(L¢|ALy )P(Ly/),
P(AP)P(L¢|AL,)P(L,/|AP),
P(AP)P(L¢|PLy)P(Ly |P),
P(AP)P(Lt\APLt/)P(Lt/IA),
P(ALy)P(P)P(L,),
P(ALy)P(P)P(Ly/|Ly),
P(AL¢)P(P)P(L,/|PLy),
P(ALy)P(P|A)P(L,/|A),
P(ALt)P(P\A)P(Lt/\AP)
P(AL{)P(P|A)P(Ly/|APLy),
P(AL¢)P(P|L¢)P(Ly | P),
P(ALt)P(P|Lt)P(L,/|AL¢),
P(ALy)P(P|L,)P(Ly/),
P(AL¢)P(P|Ly/)P(L/|ALy),
P(ALy)P(P|ALy)P(Ly/ | P),
P(ALt)P(P|ALt)P(L,/|ALy),
P(AL¢)P(P|AL,/)P(L,s),
P(AL{)P(P|AL,)P(L,/|ALy),
P(AL¢)P(P|L¢L,)P(L,/|Ly),
P(AL{)P(P|AL¢L,/)P(L/|A),
P(AL,)P(P)P(Ly),
P(AL,/)P(P)P(L¢|Ly/),

P(AL )P(P)P(L¢|PL,/),
P(AL,/ )P(P|A)P(Lt|A),
P(AL,)P(P|A)P(L¢|AP),
P(AL )P(P|A)P(L¢|APL,,),
P(ALt/)P(P\Lf)P(Lt\Lt/),
P(AL,/)P(P|L, )P(L¢|A),
P(AL,)P(P|L,/)P(L¢|AP),
P(AL ,)P(P\Lt,)P(Lt\APL,/),
P(ALt/)P(P\ALt)P(Lt\Lt/)
P(AL,/)P(P|AL, )P(L¢|A),
P(AL, )P(P|AL, )P(L¢|AP),
P(AL, )P(P|AL, )P(L¢|APL,),
P(ALt,)P(P\LtLt,)P(Lt\Lt/),

P(A|Lt)P(P|AL,/)P(L¢L,/),
P(A|Ly)P(PL¢)P(Lys),
P(A|L)P(PL¢)P(Ly/|Ly),
P(A|L¢)P(PLy)P(Ly|PLt),
P(A|Ly)P(PLy ) P(Lt|P),
P(A‘Lt)P(PLt‘Lt/)P(Lt/),
P(A|Ly)P(PLy|ALy)P(Ly),
P(A|L,,)P(P|A)P(LiL,,),
P(A\Lt/)P(P|AL¢)P(LtLt/),
P(A‘Lt/)P(PIALtLt/)P(LtLt/),
P(A‘Lt/)P(PLt)P(Lt/‘Lt),
P(A|L )P(PLy/)P(L¢|A),
P(A‘Lt/)P(PLt/)P(Lt‘AP),
P(A|Ly)P(PLy)P(Li|APL,),
P(A‘Lt/)P(PLt/lLt)P(Lt),
P(A|PLy)P(P)P(L¢L,/ |P),
P(A‘PLt)P(P|LtLt/)P(LtLt/),
P(A|PL¢)P(PLt)P(Ly|P),
P(A\PLt)P(PLt)P(Lt/\ALt),
P(A‘PLt)P(PLt/)P(Lt),
P(A‘PLt)P(PLt/)P(Lt‘PLt/),
P(A‘PLt/)P(P)P(LtLtl),
P(A‘PLt/)P(P‘Lt/)P(LtLt/),
P(A\PLt/)P(PLt)P(Lth),
P(A‘PLt/)P(PLt/)P(Lt),
P(A‘PLt/)P(PLt/)P(LtlLtl),
P(A|PL,)P(PL,)P(Lt|PL,/),
P(A‘PLt/)P(PLt/‘Lt)P(Lt),
P(A‘LtLt/)P(P|A)P(LtLt/),
P(A‘LtLt/)P(PlALt)P(LtLt/),
P(A‘LtLt/)P(PLALtLt/)P(L{,Lt/),
P(A|LtL,)P(PLt)P(L,s|Ly),
P(A‘LtLt/)P(PLt/)P(Lt|P)7
P(A|L¢L /)P(PLt\Lt/)P(Lt/),
P(A‘PLtL /)P(P)P(LtLt/‘P)
P(A‘PLtL /)P(P‘Lth/)P(Lth/),
P(A|PL:L /)P(PLt)P(Lt/‘Lt),
P(A‘PLtLt/)P(PLt/)P(LHP),
P(A|PLyLys)P(PLy|Ly)P(Ly),
P(AP)P(Lt)P(Ly/|A),
P(AP)P(Lf)P(Lt/|AP),
P(AP)P(Lt)P(Lt/lAPLt),
P(AP)P(L¢|A)P(Ly/|P),
P(AP)P(Lt‘A)P(Lt/‘ALt),
P(AP)P(L¢|P)P(Ly/),
P(AP)P(Ly|P)P(Ly/|L¢),
P(AP)P(Lt‘P)P(Lt/‘PLt),
P(AP)P(Lt‘Lt/)P(Lt/‘A),
P(AP)P(Lt‘AP)P(Lt/),
P(AP)P(Lt|AP)P(L,/|Lt),
P(AP)P(Lt|AP)P(L,/|PLy),
P(AP)P(Lt‘ALt/)P( t/‘A),
P(AP)P(Lf‘PLt/)P(Lt/),
P(AP)P(L¢|PLy,)P(Ly/|AP),
P(AP)P(Lt‘APLt/)P(Lt/|P),
P(ALy)P(P)P(Ly |A),
P(ALt)P(P)P(L 1|AP),
P(ALt)P(P)P(Lt/lAPLt),
P(ALt)P(P‘A)P(L /| P),
P(ALt)P(P|A)P(L,/|AL¢),
P(AL,)P(P\Lt)P(Lf,),
P(ALy)P(P|L¢)P(Lys|Ly),
P(ALy)P(P|L¢)P(Ly/|PLy),
P(AL¢)P(P|L,)P(Ly/ |A),
P(AL¢)P(P|ALt)P(Ly),
P(AL¢)P(P|ALy)P(Lys|Lt),
P(ALt)P(P‘ALt)P(Lt/|PLt),
P(AL,)P(P‘ALt/)P(Lt/‘A),
P(AL)P(P|LL ’)P(Lt')’
P(ALt)P(P‘LtLt/>P<Lt/|ALt),
P(AL{)P(P|AL; L, )P(L,/ |Ly),
P(AL )P(P)P(L¢|A),
P(ALt/)P(P)P(LtlAP),
P(ALt/)P(P)P(LtIAPLt/),
P(AL,/ )P(P|A)P(L¢|P),

P(AL /)P(P\A)P(LHALH),
P(ALy)P(P|Lt)P(Ly),
P(ALt/)P(P‘Lf)P(LHALt/),
P(ALt/)P(P‘Lt/)P(Lt‘P),
P(AL,/ )P(P|L,/)P(Lt|AL,),
P(AL /)P(P‘ALt)P(L{),
P(AL, ) P(P|ALy)P(Lt|AL,),
P(AL./)P(P|AL,))P(L¢|P),
P(AL,)P(P|AL, )P(L{|AL,/),
P(ALy/)P(P|L¢L,s)P(Ly),
P(AL,)P(P|LyL,)P(L{|AL,),



167

P(AL,/)P(P|AL{L,/)P(Ly),
P(AL,;)P(P|ALyLy)P(L¢|AL,/),
P(AP|L¢)P(Lt)P(Lys|P),
P(AP|L¢)P(L)P(Lys|AL¢),
P(AP|Lt)P(Lt|L,/)P(L.),
P(AP|L,/)P(L¢|A)P(L,/),
P(AP|L,)P(L¢|AP)P(L,),
P(AP|L,)P(Lt|APL, )P(L,/),
P(AL¢|P)P(P)P (L, |P),
P(ALt|P)P(P)P(L,/|AL¢),
P(AL¢|P)P(P|L,)P(L,/),
P(ALt|Lt/)P(P'\A)P(Lt/)7
P(AL¢|Ly )P(P|ALt)P(L,/),
P‘(ALt|Lt/)P’(P\ALtLt/)P(Lt/)7
P(AL, |P)P(P)P(L¢|P),

P(ALy/ |P)P(P)P(Lt|ALys),
P(ALy/ |P)P(P|Ly)P(Ly),
P<ALt/|Lt)P(P\A)P(Lt)
P(AL,/|L¢)P(P|ALy)P(L¢),
P(AL,/|Lt)P(P|ALyL,)P(L¢),
P(AP|LyL,/)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(ALt|PLt/)P(P|Lt/)P(Lt/),
P(AL,/|PLy)P(P|L{)P(L¢),
P(A)P(P)P(Ly)P(L/|P),
P(A)P(P)P(Lt)P(Ly|ALt),
P(A)P(P)P(Lt|A)P(Ly),
P(A)P(P)P(Lt|A)P(Ly/|Ly),
P(A)P(P)P(Lt|A)P(Ly/|PLy),
P(A)P(P)P(Lt|P)P(L/|A),
P(A)P(P)P(Lt|P)P(L,|AP),
P(A)P(P)P(L¢|P)P(L,/|APLy),
P(A)P(P)P(Lt|Ly)P(Ly | P),
P(A)P(P)P(Lt|AP)P(L,/|A),
P(A)P(P)P(Lt\AP)P(L//|AP),
P(A)P(P)P(Lt|AP)P(L,/|APLy),
F‘(A)P(P’)P(Lt\ALt/)P(Lf/\P)7
P(A)P(P)P(Lt\PLt/)P(Lt/|A)
P(A)P(P)P(Lt|APL,)P(L,),
P(A)P(P)P(Li|APL,)P(L,|AP),
P(A)P(P|A)P(Lt)P(Ly|P),
P(A)P(P|A)P(L)P(Ly/|ALy),
P(A)P(P|A)P(L¢|A)P(Ly/),
P(A)P(P|A)P(L¢|A)P(Lys|Lt),
P(A)P(P|A)P(L¢|A)P(Ly/ |PLy),
P(A)P(P|A)P(L¢|P)P(Ly/|A),
P(A)P(PIA)P(LtIP)P(LwIAP)»
P(A)P(P|A)P(Lt|P)P(Lt/|APL¢),
P(A)P(P|A)P(L¢|Ly)P(Ly|P),
P(A)P(P|A)P(L¢|AP)P(Ly/|A),
P(A)P(P|A)P(Lt|AP)P(L,/|AP),
P(A)P(P|A)P(Ly|AP)P(L,/|APLy),
P(A)P(P|A)P(Lt|AL, )P(L,/|P),
P(A)P(P|A)P(L¢|PL,,)P(L,/|A),
P(A)P(P|A)P(L¢|APL,)P(L,),
P(A)P(P|A)P(Lt|APL,/)P(L,/|AP),
P(A)P(P|L¢)P(L¢)P(Ly/|P),
P(A)P(P|Lt)P(L¢)P(Ly|ALt),
P(A)P(P|Ly)P(L¢|A)P(Lys),
P(A)P(P|Ly)P(L¢|A)P(Lys|Le),
P(A)P(P|Ly)P(L¢|A)P(Lys|PLy),
P(A)P(P|L¢)P(L¢|Ly)P(Lys|A),
P(A)P(P|Ly)P(Lt)P(Ly),
P(A)P(P|Lt/)P(Lt)P(Lt/\ALt),
P(A)P(P|Lys)P(L¢|A)P(Lys|Ly),
P(A)P(P|Ly)P(L¢|P)P(Ly/|A),
P‘(A)P(P|Lt/)P’(LdAP)P(Lt/)7
P(A)P(P|Ly )P(Lt|AL)P(L,/|A),
P(A)P(P|Ly/)P(L{|APL)P(L,),
P(A)P(P|ALy)P(L¢)P(Lys|A),
P(A)P(P|AL)P(L¢)P(Ly/|AP),
P(A)P(P|AL1,)P(Lt)P(Lt/|APLt),
P(A)P(P|ALy)P(L¢|A)P(Ly/ |P),
P(A)P(P|AL¢)P(Lt\A)P(Lt/\ALt),
P(A)P(P|ALy)P(L¢|Lyr)P(Lys),
P(A)P(P|ALt)P(Lt|AL,/)P(L,/|A),
P(A)P(P|AL1/)P(Lt)P(Lt/\Lt),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|A)P(L,/|A),
P(A)P(P|ALt/)P(Lz,|P)P(Lt/)7
P(A)P(P|ALt/)P(L”Lt/)P(Lt/|A),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|AL,/)P(L/),
P(A)P(P|AL /)P(LdPL,/)P(Lt/\A),
P<A)P(P|LtL 1)P(L¢)P(Lys),
P(A)P(PlLth/)P(Lf)P(Lfl‘ALf)v
P(AYP(P|Ly Ly )P(L¢|A)P(Ly/s|Lt),
P(A)P(P|LyL;)P(L¢|Ly)P(Lys|A),
P(A)P(P|ALtLt’/)P(Lt)};‘(Lt/)7

P(AL,/)P(P|AL¢L,/)P(L¢|A),
P(AP|LL)P(Lt)P(Lt/),
P(AP|Lt)P(Lt)P(Ly/|L¢),
P(AP|L¢)P(Lt)P(Ly/|PLy),
P(AP|L,)P(Lt)P(L./),
ID(A]:’lLt/)1:’<Lt|13)1:’([1t/)7
P(AP|Lt/)P(L”ALt/)P(Lt/),
P(AL¢|P)P(P)P (L),
P(AL¢|P)P(P)P(Ly/|Ly),
P(ALt‘P)P(P)P(Lt/IPLt),
P(AL¢|L,/)P(P)P(L,),
P(AL¢|Ly)P(P|Lt)P(Lys),
P(AL¢|L,/)P(P|AL/)P(L,),
P(ALt/‘P)P(P)P(Lt),

P(ALy |P)P(P)P(L¢|Lys),
P(ALﬂ‘P)P(P)P(LthLt/),
P(ALy/|Ly)P(P)P(Ly),
P(ALt/‘Lt)P(PlLt)P(Lt),
P(ALt/‘Lt)P(P|ALt/)P(Lt),
P(APlLtLt/)P(Lt)P(Lt/),
P(AL¢|PLy)P(P)P(Ly/),
P(ALt/‘PLt)P(P)P(Lt),
P(A)P(P)P(Lt)P(Ly),
P(A)P(P)P(Ly)P(Lys|Lt),
P(A)P(P)P(Lt)P(L/|PLt),
P(A)P(P)P(Lt|A)P(L,/ |A),
P(A)P(P)P(Lt|A)P(Ly/|AP),
P(A)P(P)P(Lt|A)P(L,/|APLy),
P(A)P(P)P(L¢|P)P(L,/ |P),
P(A)P<P)P(Lt|P)P(L /|ALy),
P(A)P(P)P(LHL,/)P(LH),
P(A)P(P)P(L¢t|L,)P(L,/|AP),
P(A)P(P)P(Lt|AP)P(L,/|P),
P(A)P(P)P(LHAP)P(Ltl\ALt),
P(A)P(P)P(Lt|AL )P (L),
P(A)P(P)P(LHAL,/)P(LH|AP),
P(A)P(P)P(Lt|PL,)P(L,|P),
P(A)P(P)P(Lt|APL,/)P(L,/|A),
P(A)P(P|A)P(Lt)P(Ly),
P(A)P(P|A)P(Lt)P(L,/|Lt),
P(A)P(P A)P(Lt)P(Lt/lth),
P(A)P(P|A)P(L¢|A)P(Ly/|A),
P(A)P(P|A)P(Lt|A)P(Ly/|AP),
P(A)P(P A)P(Lt‘A)P(Lt/ |APLy),
P(A)P(P|A)P(L¢|P)P(L./|P),
P(A)P(P A)P(Lt‘P)P(Lt/ |ALy),
P(A)P(P|A)P(Lt|Ly)P(Lyr),
P(A)P(P‘A)P(Lt‘Lt/)P(Lt/‘AP),
P(A)P(P|A)P(L¢|AP)P(L/|P),
P(A)P(P A)P(Lt\AP)P(Lt/ |ALy),
P(A)P(P A)P(Lf‘AL,/)P(L,/)7
P(A)P(P‘A)P(Lt‘ALt/)P(Lt/‘AP)
P(A)P(P|A)P(L¢|PL,/)P(L,/|P),
P(A)P(P A)P(Lt‘APLt/)P(Lt/ |A),
P(A)P(P|L¢)P(Lt)P(Lys),
P(A)P(P|L¢)P(L)P(Lys|Lt),
P(A)P(P|L¢)P(L)P(Ly/|PLt),
P(A)P(P|L¢)P(Lt|A)P(Ly|A),
P(A)P(P Lt)P(Lt|A)P(Lt/|AP),
P(A)P(P Lt)P(Lt|A)P<Lt/|APLt),
P(A)P(P Lt)P(LflALf/)P(Lt/)7
P(A)P(P|L;)P(L¢)P(Lys|A),
P(A)P(P|L,/ )P(Lt|A)P(L,/),
P(A)P(P‘Lt/)P(LL‘A)P(Lt/‘ALt),
P(A)P(P|L /)P(Lt‘Lt/)P(Lt/),
P(A)P(P\L,,/)P(Lf\AP)P(LHLA),
P(A)P(P‘Lt/)P(Lt‘PLt/>P(Lt/)
P(A)P(P|L,/ )P(Lt|APL,/)P(L./|A),
P(A)P(P|AL¢)P(Lt)P(Ly/|P),
P(A)P(P|ALt)P(Lt)P(L,/|AL¢),
P(A)P(P|AL¢)P(L|A)P(Ly),
P(A)P(P|ALt)P(Lt|A)P(L,s|Ly),
P(A)P(P‘ALt)P(LtlA)P(Lt/|PLt),
P(A)P(P‘ALt)P(Lt|Lt/)P(Lt/‘A),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt)P(L,s),
P(A)P(P\ALt/)P(Lt)P(Lt/|AL1,),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|A)P(L,/|L¢),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|P)P(L,/|A),
P(A)P(P‘AL“)P(LHAP)P(LU),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|AL, )P(L,|A),
P(A)YP(P|AL,,)P(Li|APL, ) P(L,),
P(A)P(P|LtLys )P(Lt)P(Ly/|A),
P(A)P(P‘Lth/)P(Lt‘A)P(L,/),
P(A)P(P|LyL,/)P(Lt|A)P(L,/|AL¢t),
P(A)P(P‘LtLt/)P(Lt‘ALt/)P( t/>7
P(A)P(P‘ALtLt/)P(Lt)P(Lt/|A)7

P(ALt/)P(P‘ALtLt/)P(LHLt/),
P(AP|Lt)P(Lt)P(Lys|A),
P(AP|L¢)P(L¢)P(Ly |AP),
P(AP|L¢)P(L¢)P(L,/|APLy),
P(APILt/)P(Lt)P(Lt/‘Lt),
P(AP|Lt/)P(LtlLt/)P(Lt/),
P'(AP’lLt/)P’(LtIPLt/)P'(Lt/)7
P(ALy|PYP(P)P(Ly/|A),
P(AL¢|P)P(P)P(L,/|AP),
P(ALt‘P)P(P)P(Lt/‘APLt),
P(AL¢|L,/)P(P)P(L,/|P),
P(AL¢| Ly )P(P|Ly ) P(Lys),
P(ALt‘Lt/)P(PlLtLt/)P(Lt/)
P(AL/|P)P(P)P(L¢|A),
P(ALU\P)P(P)P(LHAP);
P(ALt/‘P)P(P)P(Lt‘APLt/),
P(ALy/ |Ly)P(P)P(Lt|P),
P(ALt/‘Lt)P(PlLt/)P(Lt),
P(AL/|Ly)P(P|LyL,/)P(Ly),
P(APlLtLt/)P(Lt)P<Lt/|Lt),
P(ALt‘PLt/)P(P)P(Lt/lp),
P(AL/|PLt) P(P)P(L¢| P),
P(A)P(P)P(Lt)P(Ly |A),
P(A)P(P)P(Ly)P(L,/|AP),
P(A)P(P)P(Lt)P(Ly|APLy),
P(A)P(P)P(L¢|A)P(L,/|P),
P(A)P(P)P(Lt|A)P(Ly/|ALy),
P(A)P(P)P(Lt|P)P(Ly/),
P(A)P(P)P(L¢|P)P(L,/|Lt),
P(A)P(P)P(L¢|P)P(Ly/ |PLt),
P(A)P(P)P(L¢|Ly)P(Lys|A),
P(A)P(P)P(L¢|AP)P(L,/),
P(A)P(P)P(Lt|AP)P(Ly/|L¢),
P(A)P(P)P(Lt|AP)P(L,/|PLy),
P(A)P(P)P(Lt\ALt/)P(Lt/|A)
P(A)P(P)P(Lf‘PLt/)P(Lf/),
P(A)P(P)P(L¢|PLy)P(L,/|AP),
P(A)P(P)P(Lt‘APLt/)P( t/‘P),
P(A)P(P|A)P(Ly)P(Ly/|A),
P(A)P(P|A)P(Lt)P(L,/|AP),
P(A)P(P|A)P(L¢)P(L,/|APLy),
P(A)P(P|A)P(L¢|A)P(Ly/|P),
P(A)P(P|A)P(Lt|A)P(Ly |ALy),
P(A)P(P|A)P(L¢|P)P(Ly/),
P(A)P(P|A)P(L¢|P)P(Ly/|Lt),
P(A)P(P|A)P(L¢|P)P(L,/|PLy),
P(A)P(P|A)P(Ly¢|Ly)P(Lys|A),
P(A)P(P‘A)P(Lf|AP)P(Lt/),
P(A)P(P A)P(LdAP)P(Lt/‘Lt),
P(A)P(P A)P(L”AP)P(Lt/‘PLt)
P(A)P(P|A)P(L¢|AL,/)P(L,/|A),
P(A)P(P|A)P(Lt|PL )P (L),
P(A)P(P|A)P(L¢|PL,/)P(L,/|AP),
P(A)YP(P|AYP(L|APL, ) P(L,/|P),
P(A)P(P|Lt)P(Lt)P(Lys|A),
P(A)P(P Lt)P(Lt)P(Lf/ |AP),
P(A)P(P|L¢)P(Lt)P(Ly/|APLy),
P(A)P(P|Ly)P(Lt|A)P(Ly | P),
P(A)P(P|Ly)P(Lt|A)P(Lys[ALt),
P(AYP(P|L¢)P(L¢|Lyr)P(Lyr),
P(A)P(P|Lt)P(Lt|AL,)P(L,/|A),
P(A)P(P|Ly)P(L¢)P(Lys|Lt),
P(A)P(P|Ly)P(L¢|A)P(L,/|A),
P(A)P(P|Ly)P(L¢|P)P(Ly/),
P(A)P(P|L /)P(Lt‘Lt/)P( t/‘A)
P(A)P(P\Lf/)P(Lf\AL,/)P(Lt/)7
P(A)P(P|L,)P(Lt|PL,/)P(L,/|A),
P(A)P(P|AL¢)P(Lt)P(Ly),
P(A)P(P‘ALt)P(Lt)P(Lt/‘Lt),
P(A)P(P|ALt)P(Lt)P(Ly/|PLt),
P(A)P(P|AL)P(L¢|A)P(L,/|A),
P(A)P(P|ALt)P(Lt|A)P(L,/|AP),
P(A)P(P‘ALf)P(Lf|A)P(Lt/|APLf),
P(A)P(P|ALy)P(Lt|ALy ) P(Lys),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt)P(Ly/|A),
P(A)P(P|AL./)P(L|A)P(L,/),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|A)P(L,/|AL¢t),
P(A)P(P‘ALt/)P(Lf‘Lt/)P(Ltl),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|AP)P(L,/|A),
P(A)P(P‘ALt/)P(Lt‘PLt/)P(Lt/),
P(A)P(P|AL,/)P(Lt|APL,/)P(L,/|A),
P(AYP(P|Li Ly ) P(Lo)P(Lyy |Lo),
P(A)P(PILiLy ) P(Ly|A)P(Ly | A),
P(A)P(P|Ly Ly ) P(Ly| Ly ) P(Ly0),
P(A)P(P|LtL,/)P(Lt|AL, )P(L,|A),
P(A)P(P|ALyLy)P(Lt)P(Ly/|Lt),
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P(A)P(P|ALyL,/)P(Lt)P(L,/|AL¢),
P(A)P(P|ALy Ly ) P(Lt|A)P(Ly/s|Lt),
P(A)P(P|ALtL,/)P(Lt|L,)P(Ly|A),
P(A|P)P(P)P(Lt)P(Lys),
P(A|P)P(P)P(Ly)P(Ly/|Ly),
P(A|P)P(P)P(Ly)P(Lys|PLy),
P(A|P)P(P)P(L¢|A)P(Lys|A),
P(A|P)P(P)P(Lt|A)P(Ly/|AP),
P(A|P)P(P)P(Ly|A)P(L,/|APLy),
P(A|P)P(P)P(Ly| P)P(Ly/ |P),
P(A|P)P(P)P(Lt|P)P(Lys|ALt),
P(A|P)P(P)P(L¢|Lyr)P(Lyr),
P(A|P)P(P)P(Lt|L,/)P(L,/|AP),
P(A|P)P(P)P(Ly|AP)P(Ly/|P),
P(A|P)P(P)P(Lt|AP)P(L,/|AL¢),
P(A|P)P(P)P(Lt|AL,)P(Ly,s),
P(A|P)P(P)P(L¢|AL,)P(L,/|AP),
P(A|P)P(P)P(Lt|PL,/)P(L.|P),
P(A|P)P(P)P(L{|APL,)P(L|A),
P(A|P)P(P|Lt)P(Lt)P(Lys),
P(A|P)P(P|L¢)P(Lt)P(Lyr|Lt),
P(A|P)P(P|Ly)P(Lt)P(Ly/|PLt),
P(A|P)P(P|L,)P(Lt)P(Ly),
P(A|P)P(P|Ly)P(L¢|P)P(Ly/),
P(A|P)P(P|Ly )P(Lt|AL,/)P(L,),
P(A|P)P(P|L¢Ly)P(Lt)P(Lys),
P(A|L¢)P(P)P(Lt)P(Lys),
P(A|Lt)P(P)P(Lt)P(Lys|Le),
P(A|Lt)P(P)P(Lt)P(Lys|PLt),
P(A|Ly) P(P)P(L¢|P)P(L,/|A),
P(A|L¢)P(P)P(Lt|P)P(Ly/|AP),
P(A|L¢)P(P)P(L¢|P)P(Ly/|APLy),
P(A|Lt)P(P)P(L¢|PLy)P(Lys),
P(A|Lt)P(PIA)P(Lt) P(Lys|A),
P(A|Lt)P(P|A)P(Lt)P(Lys|AP),
P(A|Lt)P(P|A)P(L) P(Lys|APLy),
P(A|L¢)P(P|L¢)P(Lt)P(Lys|A),
P(A|L¢)P(P|Lt)P(Lt)P(Lys|AP),
P(A|Lt)P(P|Ly)P(Lt)P(Lys|APLy),
P(A|Lt)P(P|Ly)P(Ly)P(Lys|A),
P(A|Lt)P(P|Lys)P(Lt| P)P(Lys),
P(A|Lt)P(P|AL)P(Lt)P(Lys),
P(A|Lt)P(P|ALy)P(Lt)P(Lys|Lt),
P(A|L¢)P(P|ALy) P(Ly) P(Lys |PLy),
P(A|Lt)P(P|AL)P(Lt)P(Lys),
P(A|L)P(P|AL, ) P(Lt)P(Ly/|ALy),
P(A|L)P(P|LyLy)P(Ly)P(Lys|A),
P(A|L¢)P(P|LyL,)P(Lt|L,)P(Lys),
P(A|Ly)P(PIALt Ly )P(Le) P(Lys|Lt),
P(A|Ly)P(P)P(Lt)P(Lyr),
P(A|Ly)P(P)P(Ly)P(Ly|PLy),
P(A|Ly/ ) P(P)P(L¢|P)P(Ly/),
P(A|Lt/)P(P)P(Lt|P)P(Lt/\PL,,),
P(A|L,/)P(P)P(Lt|AP)P(L,/),
P(A|L,)P(P)P(Lt|AL/)P(L,/ |P),
P(A|L,/ )P(P)P(L¢|APL,)P(Lys),
P(AILy ) P(PIA)P(Le)P(Ly| L),
P(A|L,)P(P|A)P(L¢|L,/)P (L),
P(A|Ly )P(PIA)P(Lt|PLy)P(Lys),
P(A|Ly/)P(P|Lt)P(Ly)P(Lys | P),
P(A|Ly/ ) P(P|Ly)P(Ly|A)P (L),
P(A|Lt/)P(P\Lt/)P(Lt)P(Lt/),
P(A|L.)P(P|L)P(L¢|P)P(L,/),
P(A|L,)P(P|L)P(Lt|AL,)P(L,s),
P(A|L,/)P(P|ALt)P(Lt)P(L,s),
P(A|L, )P(P|ALy)P(Ly|L, )P(L,),
P(A|L,/)P(P|AL,/)P(Lt)P(L,/|Lt),
P(A|Lt/)P(P\ALt/)P(L,\Lt/)P(Lt/),
P(A|L,/)P(P|AL,/)P(Lt|PLy)P(L,s),
P(A|L,)P(P|LtLy)P(Lt)P(L,/|Lt),
P(A|Ly )P(PILy Ly )P(Le| ALy )P(Lyr),
P(A|Ly ) P(PIAL{ L, ) P(Li|AYP(L,),
P(A|PLy)P(P)P(Ly)P(Ly/),
P(A|PLy)P(P)P(Ly)P(Lys|Lt),
P(A|PLt)P(P)P(Lt)P(L,/|PL¢),
P(A|PLy)P(P)P(Ly|P)P(Lys|A),
P(A|PLt)P(P)P(Lt|P)P(L,/|AP),
P(A|PLy)P(P)P(L¢|P)P(L,/|APLy),
P(A|PL)P(P)P(Lt|PLy)P(Ly),
P(A|PLy)P(P|Lt) P(Lt)P(Lys|A),
P(A|PLy)P(P|Ly)P(Lt)P(Lys |AP),
P(A|PLt)P(P|Lt)P(Lt)P(Lt/|APLt),
P(A|PLy)P(P|Lyr)P(Lt)P(Lyr|Ly),
P(A|PLy)P(P|Ly)P(L¢|PL,)P(Ly),
P(A|PLt)P(P|LtL,)P(L¢|L,)P(Lys),
P(A|PL,)P(P)P(Ly)P(Ly/|Ly),

P(A)P(P‘ALtLt/)P(Lf‘A)P( t/)’
P(A)P(P‘ALtLt/)P(Lt‘A)P(Lt/‘ALt),
P(A)P(P|ALtL, )P(Lt|AL,/)P(L,),
P(A|P)P(P)P(Lt)P(L,/|A),
P(A|P)P(P)P(L¢)P(Ly/|AP),
P(A‘P)P(P)P(Lt)P(Lt/‘APLt),
P(A|P)P(P)P(L¢|A)P(L/|P),
P(A|P)P(P)P(Lt|A)P(L/|ALy),
P(A|P)P(P)P(L¢|P)P(Ly),
P(A|P)P(P)P(L¢|P)P(Ly/|Ly),
P(A|P)P(P)P(Lt|P)P(L,/|PLt),
P(A|P)P(P)P(L¢|Ly)P(Lys|A),
P(A|P)P(P)P(Lt|AP)P(L,/),
P(A|P)P(P)P(L¢|AP)P(Ly/|Ly),
P(A‘P)P(P)P(LtlAP)P(Lt/|PL¢),
P(A|P)P(P)P(Lt|AL,/ )P(L,/|A),
P(A‘P')P(P')P(Lt|PLt/)P(L':/)7
P(A‘P)P(P)P(Lt|PLt/)P(Lt/‘AP),
P(A\P’)P(P)P(Lt|APLt/)P(Lt/‘P’)7
P(A|P)P(P|L¢)P(Lt)P(Ly/|A),
P(A|P)P(P|L¢)P(Lt)P(Ly/|AP),
P(A|P)P(P|Ly)P(L¢)P(Ly|APLy),
P(A|P)P(P|Ly)P(Lt)P(Ly/|Ly),
P(A|PYP(P|L, ) P(Lt|L, ) P(Lys),
P(A‘P)P(P‘Lt/)P(Lt‘PLt/)P(Lt/),
P(A|P)P(P|L¢L;)P(Lt)P(Ly|Lt),
P(A|Ly)P(P)P(Ly)P(Ly/|A),
P(A|L)P(P)P(Lt)P(Ly/|AP),
P(A|L¢)P(P)P(L¢)P(Ly/|APLy),
P(A|Ly)P(P)P(L¢|P)P(Ly |P),
P(A|L¢)P(P)P(L¢|P)P(Lys|AL¢),
P(A|Ly)P(P)P(Ly¢|Lyr)P(Lys),
P(A|Lt)P(P)P(L¢|PL,1)P(L,/|P),
P(A|L¢)P(P|A)P(Ly)P(L,/|P),
P(A|L¢)P(P|A)P(Lt)P(Ly|ALt),
P(A|L¢)P(P|A)P(L¢|Ly)P(Ly/),
P(A|Lt)P(P|Lt)P(Lt)P(Ly|P),
P(A|Ly)P(P|Ly)P(L)P(Lys|ALg),
P(A|L¢)P(P|Ly)P(Le|Ly)P(Lys),
P(A|Ly)P(P|Ly)P(Le)P(Lys|Ly),
P(A Lt)P(PlLf/)P(Lf‘Lfl)P(Lt/)’
P(A|Lt)P(P|ALt)P(Lt)P(Ly|A),
P(A|L¢)P(P|AL¢)P(L¢)P(Ly/|AP),
P(A Lt)P(P|ALt)P(Lt)P(Lt/|APLt),
P(A|Lt)P(P|AL,/)P(Lt)P(Ly/|A),
P(A|L¢)P(P|ALy)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(A|Ly)P(P|LyLy ) P(Lt)P(Lys|Lt),
P(A|Lt)P(P|ALtL,/ )P(L¢)P(L.),
P(A‘Lt)P(P|ALtLt/)P(Lt)P(Lt/|ALt),
P(A|Ly )P(P)P(Lt)P(Ly/|P),
P(A|L /)P(P)P(Lf‘A)P’(L,/)7
P(A|L)P(P)P(L¢|P)P(Ly/|P),
P(A‘Lt/)P(P)P(Lt‘Lt/)P(Ltl),
P(A|L)P(P)P(L¢|AP)P(Ly/ |P),
P(A‘L )P(P)P(Lt‘PLt/)P(Lt/)
P(A|L /)P(P)P(Lf‘APLt/)P(Lf/lp),
P(A\Lt/)P(PlA)P(LtlA)P(Lt/),
P(A|L,)P(P|A)P(L¢|AP)P(L,/),
P(A|L)P(P|A)P(L¢|APL)P(Ly),
P(A|L,/)P(P|Lt)P(Lt)P(L,s|Ly),
P(A|Ly)P(P|L¢)P(Lt|Ly)P(Lyr),
P(A‘Lt/)P(PlLt/)P(Lt)P(Lt/‘Lt),
P(A‘Lt/)P(P|Lt/)P(LHLtl)P(Lt/),
P(A‘Lt/)P(P|Lt/)P(L”PLt/)P(Lt/),
P(A|L,)P(P|ALt)P(Lt)P(Ly/|L¢),
P(A|Ly )P(P|ALy)P(Li|ALy )P(Lys),
P(A|L,)P(P|AL, )P(Lt|A)P(L,/),
P(A‘Lt/)P(P|ALt/)P(LHAP)P(Lt/),
P(A‘Lt/)P(P|ALt/)P(L”APLt/)P(Lt/),
P(A|L,)P(P|LtLy )P(Lt|A)P(L,s),
P(A\Lt/)P(P‘|ALtLt/)P'(Lt)}:'(Lt/)7
P(A‘Lt/)P(PlALtLtl)P(LtlLt/>P(Lt/),
P(A|PLy)P(P)P(L¢)P(Lys|A),
P(A|PLy)P(P)P(L¢)P(Ly/|AP),
P(A‘PLt)P(P)P(Lt)P<Lt/|APLt),
P(A|PL¢)P(P)P(L¢|P)P(L/|P),
P(A‘PLt)P(P)P(Lt‘P)P(Lt/|ALt),
P(A|PL¢)P(P)P(L¢|L,)P(Ly),
P(A|PL¢)P(P)P(Lt|PL,)P(L,|P),
P(A|PL¢)P(P|Lt)P(Lt)P(Ly/|P),
P(A|PL¢)P(P|Ly)P(Le)P(Ly/|ALy),
P(A|PL¢)P(P|Lt)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(A‘PLt)P(P‘Lt/)P(Lt|P)P(Lt/),
P(A‘PLt)P(P‘LtLt/)P(Lt)P(Lt/),
P(A‘PLt/)P(P)P(Lt)P(Lt/>,
P(A‘PLt/)P(P)P(Lt)P(Lt/‘PLt),

P(A)P(P|ALyL,/)P(Lt|A)P(L,/|A),
P(AYP(P|AL¢Ly )P(L¢|Lyr)P(Lys),
P(A)P(P|ALyL,)P(Lt|AL, )P(Ly/|A),
P(A|P)P(P)P(L¢)P(Ly/|P),
P(A|P)P(P)P(L¢)P(Lys|ALy),
P(A|P)P(P)P(L¢|A)P(Ly/),
P(A|P)P(P)P(L¢|A)P(L,/|Ly),
P(A|P)P(P)P(L¢|A)P(Ly/|PLy),
P(A|P)P(P)P(L¢|P)P(L./|A),
P(A|P)P(P)P(L¢|P)P(L./|AP),
P(A|P)P(P)P(L¢|P)P(L,/|APL),
P(A|P)P(P)P(L¢|Ly ) P(Ly/ | P),
P(A|P)P(P)P(L¢|AP)P(L./|A),
P(A\P)P(P)P(Lt\AP)P(L /|AP),
P(A\P)P(P)P(Lt\AP)P(Lt/|APLt),
P(A|P)P(P)P(L¢|AL,/ )P(L,/|P),
P(A|P)P(P)P(L¢|PLy)P(Lys|A),
P(A|P)P(P)P(Lt|APL,/)P(L,),
P(A\P)P(P)P(Lt\APL,/)P(Lt/|AP),
P(A|P)P(P|L¢)P(Ly)P(Ly | P),
P(A|P)P(P|Ly)P(L¢)P(Ly|ALy),
P(A|P)P(P|L¢)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(A|P)P(P|Ly/)P(L¢|A)P(Lyr),
P(A\P)P(P\Lt/)P(LHAP)P(L,//),
P(A|P)P(P|L,/)P(Lt|APL,)P(Ly,/),
P(A|P)P(P|LyLy)P(L¢|Lyr)P(Lys),
P(A|Ly)P(P)P(Ly)P(Ly | P),
P(A|Ly)P(P)P(Ly)P(Ly/|ALy),

P(A Lt)P(P)P(L,«|P)P(Lt/),

P(A L) P(P)P(L¢|P)P(Ly/|Ly),
P(A|Ly)P(P)P(Ly|P)P(Lys|PLy),
P(A|Ly)P(P)P(L¢|Ly)P(Lys|P),
P(A|Ly)P(P|A)P(L¢)P(Ly),
P(A|Ly)P(P|A)P(Ly)P(Ly/|Lt),
P(A|Ly)P(P|A)P(Ly)P(L,/|PLy),
P(A|Ly)P(P|Ly)P(Li)P(Lyr),
P(A|Ly)P(P|L¢)P(Le)P(Lys|Lt),
P(A|Ly)P(P|Ly)P(Lt)P(Lys|PLy),
P(A Lt)P(P\L /)P(Lt)P(L 1),

P(A Lt)P(P\Lt/)P(Lt)P(Lt/|ALt)
P(A|Ly)P(P|L,)P(L¢|PL,,)P(L,),
P(A|Ly)P(P|ALy)P(Ly)P(Ly |P),
P(A|Ly)P(P|ALt)P(Ly)P(Ly/|ALy),
P(A|Ly)P(P|ALy)P(Ly|Lys)P(Lyr),
P(A|Lt)P(P|AL,/)P(Lt)P(L,/|L¢),
P(A|L)P(P|L¢ Ly )P(Li)P(Lys),
P(A|Lt)P(P|LtL,/)P(Lt)P(L,/|ALt),
P(A|Ly)P(P|ALyLy)P(L)P(Lys|A),
P(A Lt)P(P\ALtLt/)P(Lt\Lt/)P(L,,/),
P(A|L )P(P)P(L¢)P(Lys|Lt),
P(A|L;)P(P)P(L¢|A)P(Ly/|P),
P(A|Ly)P(P)P(L¢|P)P(Ly/s|Ly),
P(A\Lt/)P(P)P(L,\Lt/)P(Lt/\P),
P(A Lt’)P(P)P(Lt‘ALt/)P(Lf,/>7
P(A|L,,)P(P)P(L¢|PLy)P(L,/|P),
P(A|L,)P(P|A)P(Lt)P(L,/),
P(A|L /)P(P|A)P(Lt\P)P(Lt/)
P(A\Lt/)P(P|A)P(Lt\ALt/)P(Lt/),
P(A Ltr)P(PILt)P(Lt)P(Ltr),
P(A|L;)P(P|Ly)P(L¢)P(Lys | PLy),
P(A ,,/)P(P|L1)P(Lt\AL1/)P(Lt/),
P(A|L,)P(P|L,)P(Lt|A)P(L,),
P(A\Lt/)P(P|Lt/)P(Lf|AP)P(Lt/),
P(A|Ly)P(P|Ly)P(Le|APLy )P(Lys),
P(A|L,/)P(P|ALt)P(Lt|A)P(L,/),
P(A|L /)P(P’|ALt/)P’(Lt)P(Lt/)7
P(A|Ly)P(P|ALy )P(L¢|P)P(Ly),
P(A\Lt/)P(P|ALt/)P(Lf|ALt/)P(Lt/),
P(A|Ly)P(P|LyLy)P(Lt)P(Lys),
P(A|Ly)P(P|LtLy)P(Lt|Ly)P(Lys),
P(A|L /)P(P’|AL1Lt/)P(Lt)P(Lt/|Lt)7
P(A\Lt/)P(P|ALtLt/)P(Lt\ALt/)P(Lt/)
P(A|PLy)P(P)P(L¢)P(Ly/|P),
P(A|PLy)P(P)P(L¢)P(L,|ALy),
P(A|PLy)P(P)P(L¢|P)P(Lys),
P(A|PLy)P(P)P(L¢|P)P(Ly/s|Ly),
P(A|PLy)P(P)P(L¢|P)P(Ly/|PLy),
P(A|PLy)P(P)P(L¢|Ly)P(Lys|P),
P(A|PLy)P(P|L¢)P(Ly)P(Lyr),
P(A|PLy)P(P|L¢)P(Ly)P(Lys|Le),
P(A|PLy)P(P|L¢)P(Ly)P(Lys|PLy),
P(A|PLy)P(P|Ly)P(L¢)P(Lys),
P(A|PL¢)P(P|Ly)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(A\PLt)P(P|LtLt/)P(Lt)P(Lt/\Lt),
P(A|PL,)P(P)P(Ly)P(L,/|P),
P(A\PLt/)P(P)P(Lt\A)P(Lt/),
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P(AlPLt/)P(P)P(Lt‘A)P(Lt/‘P),
P(A|PLy)P(P)P(Ly|P)P(Ly/|L¢),
P(AlPLt/)P(P)P(Lt‘Lt/)P(Lt/‘P),
P(A|PL,L/)P(P)P(Lf,\ALt/)P(Lt/)7
P(AlPLt/)P(P)P(Lt‘PLt/)P(Lt/IP),
P(AlPLt/)P(P|Lt)P(Lt)P<Lt/),
P(A|PLy)P(P|L¢)P(Lt)P(Ly|PLt),
P(AlPLt/)P(PlLt/)P(Lt)P(Lt/‘Lt),
P(A|PLyYP(P|Ly )P(Le|Ly ) P(L,),
P(AlPLt/)P(PlLt/)P(LtIPLt/)P(Lt/),
P(A|PL /)P(P|Lth/>P(Lf)P(Lt/|Lt),
P(AlLLLt/)P(P)P(Lt)P(Lr'|P),
P(A|LtLy )P(P)P(Lt|P)P(L,s),
P(A|L¢L /)P(P)P(Lt\P)P(LthLt),
P(AlLtLt/)P(P)P(Lt‘PLt/)P<Lt/)7
P(A|L¢Lys)P(P|A)P(L¢)P(Lys|Ly),
P(A|L¢Ly)P(P|L)P(Lt)P(Ly/|P),
P(A|LtLy/)P(P|Lt)P(Lt|Ly)P(Lys),
P(A|LtLt/)P(P\Lt/)P(L”P)P(Lt/),
P(A|L¢L;s)P(P|ALt)P(Lt)P(Lys),
P(A|LtLt/)P(P‘ALt/)P(Lt)P(Lt/),
P(A|L¢Ly )P(P|LyLy)P(Le)P(Lys),
P(AlLtLt/)P(P‘ALtLt/)P(Lt)P(Ltl>,
P(A|PLtLt/)P(P)P(Lt)P(Lt/),
P(AlPLtLt/)P(P)P(Lt)P(Lt/‘PLt),
P(A|PL¢L;/)P(P)P(L¢|P)P(L,/|L¢),
P(A|PLtL,/)P(P)P(Lt|L,/)P(L,/|P),
P(A|PL¢Ly/)P(P|Ly)P(L¢)P(Lys),
P(A|PLtL /)P(P|Lt)P(Lt)P(L /|PLy),
P(AlPLtL /)P(P|L /)P(Lt)P<Lt/|Lt)
P(A|PL¢L /)P(P|L,/)P(L{‘PLt/)P(Lfl),

P(A|PLtLt/)P(P|LtLt/)P(Lt\Lt/)P(Lt/)A

P(A‘PLt/)P(P)P(Ltlp)P(Lt/),
P(A|PL,)P(P)P(L¢|P)P(Ly/ | PLy),
P(A‘PLt/)P(P)P(LtlAP)P(Lt/),
P(A\PLt/)P(P)P(LHALt/)P(Lt/|P),
P(A‘PLt/)P(P)P(LtIAPLt/)P(Lt/>,
P(A|PL)P(P|Lt)P(Lt)P(L,/|P),
P(A|PLy/)P(P|Ly)P(L¢|Ly)P(Lyr),
P(A‘PLt/)P(P‘Lt/)P(Lt‘A)P( t’)’
P(A|PLy)P(P|Ly ) P(Ly|APYP(Ly/),
P(A‘PLt/)P(P‘Lt/)P(Lt‘APLt/>P(Lt/),
P(A‘PLt/)P(P‘LtLt/)P(LHLt/)P(Lt/),
P(A|L¢Ly)P(P)P(Ly)P(Lys|Ly),
P(A|L¢Ly)P(P)P(L¢|P)P(L,/|P),
P(A\LtLt/)P(P)P(Lt\Lt/)P(Lt/),
P(A‘LtLt/)P(P)P(Lt‘PLt/)P(Lt/|P),
P(A|LtL,)P(P|A)P(L¢|L,)P(Lys),
P(A|LtL,)P(P|Ly)P(Lt)P(Ly/|Lt),
P(A‘LtLt/)P(PlLt/)P(Lt)P(Lt/),
P(A|Ly Ly )PP Ly YP(Li Ly ) P(Lyr),
P(A|LyLy)P(P|ALy)P(Ly)P(Lys|Le),
P(A|L+L /)P(PlALt/)P(Lf)P(Lt/‘L{),
P(A|L+L /)P(P|LtLt/)P(Lt)P(Lf/|Lt),
P(A‘LtLt/)P(PlALtLt/)P(Lt)P<Lt/|Lt),
P(A|PLyL /)P(P)P(Lt)P(Lt/|P),
P(A‘PLtLt/)P(P)P(Lt‘P)P(Lt/),
P(A‘PLtLt/)P(P)P(Lt‘P)P(Lt/|PLt),
P(A‘PLLLt/)P(P)P(Lt‘PLt/)P(Lt/),
P(A|PL¢Lys)P(P|Ly)P(Ly)P(Ly|P),
P(A|PLy Ly, ) P(P|L)P(Lt| Ly ) P(Ly)),
P(A‘PLtLt/)P<P‘Lt/)P(Lt‘P)P(LH),
P(A‘PLf,Lt/)P(P‘LtLt/)P(Lt)P(Lt/),

P(A|PL,/)P(P)P(L¢|P)P(L,/|P),
P(AIPL,)P(P)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(A|PL,/ )P(P)P(Lt|AP)P(L,/|P),
P(A|PL,)P(P)P(Lt|PL,)P(L),
P(A\PLt/)P(P)P(Lt\APLt/)P(Lt/\P),
P(A|PL,/)P(P|Lt)P(L¢)P(L,/|Ly),
P(A|PLy)P(P|Ly)P(Le)P(Lys),
P(A|PL,/ )P(P|L,)P(Lt|P)P(L,),
P(A|PLy)P(P|Ly)P(Lt| AL ) P(Lyr),
P(A|PL,)P(P|LtL,/)P(Lt)P(L,s),
P(A|LtL,/)P(P)P(Lt)P(L,/),
P(A|LtLy)P(P)P(Ly)P(Lys |PLy),
P(A|LtLy)P(P)P(L¢|P)P(Ly/|L¢),
P(A|Lt Ly ) P(PYP(Ly|Lyr) P(Lys | P),
P(A|LtLy)P(P|A)P(Lt)P(Ly/),
P(A|Lt Ly )P(P|L) P(Lt)P(Lyr),
P(A|LtL,/)P(P|Lt)P(Lt)P(L,/|PL¢),
P(A|LtL,/)P(P|L, )P(Lt)P(L,/|Lt),
P(A|L4 L) P(P|Lys ) P(Le|PLy ) P(Lys),
P(A|LtLy)P(P|ALy)P(L¢|Ly)P(Lyr),
P(A|Lt{L,/)P(P|AL/)P(L¢|L,/)P(L,s),
P(A|L{Ly)P(P|LiLy)P(Le|Ly)P(Lys),
P(A|LtL,/)P(P|ALtL,/)P(L¢|Ly)P(Lys),
P(A|PLyL, )P(P)P(Lt)P(Lys|Ly),
P(A\PLtL /)P(P)P(Lt\P)P(Lt/lP)
P(A\PLtL,/)P(P)P(L,\Lt/)P(Lt/),
P(A|PLyL, )P(P)P(L¢|PLy)P(L,|P),
P(A|PLtL,/)P(P|Lt)P(Lt)P(L,/|L¢),
P(A|PLyLy ) P(P|Ly ) P(Lt)P(Lys),
P(A|PLtL,/)P(P|L,)P(Lt|L.)P(L,s),
P(A|PLtL,/)P(P|LyL,/)P(Lt)P(Ly/|L¢),
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Annexe C

Expérience : carte d’une piéce basée sur
les odeurs

Dans cette expérience, le robot utilise son capteur d’odeur pour discrétiser ’environ-
nement en zones grossiéres d’intensités odorantes égales. Les comportements pertinents
dans ce cadre seront soit de remonter vers une zone de plus forte intensité (chimiotropisme
positif, qui sera noté « + » par la suite), soit au contraire de s’éloigner de la source d’odeur
(chimiotropisme négatif, noté comportement « - »), soit enfin de rester dans une zone
d’intensité donnée (« = », patrouille aléatoire dans la zone, ou méme plus simplement,
arrét).

C.1 Objectifs et protocole expérimental

C.1.1 Choix d’une variable de lieux

N

tf

Fia. C.1: Interprétation des zones affectées aux valeurs « TF », « F », « f» et « tf ».
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L’abstraction que nous choisissons ici est une discrétisation grossiére de l'intensité
d’odeur percue, en quatre valeurs « TF », « F » « f» et « tf » (pour Tres Fort, Fort,
faible et tres faible, respectivement). Nous montrons Figure C.1 une interprétation géomé-
trique de ces lieux. Remarquons qu’il n’y a pas, pour cet environnement particulier dans
cet exemple d’endroits différents de I'environnement ayant la méme valeur, au contraire de
I'exemple de la carte de proximétrie.

C.1.2 Graphe induit

FiGc. C.2: Le graphe pour la carte d'une piéce basée sur une odeur.

Nous montrons Figure C.2 le graphe induit par la carte d’une piéce basée sur 'odeur.
Nous ne faisons pas apparaitre tous les arcs, notamment pas ceux étiquetés par le compor-
tement de patrouille dans une zone, afin de ne pas alourdir la figure.

C.2 Description

1. Spécification des connaissances préalables co%eu

(a) Variables :

P « :D, ={-180,—170,...,170}, k, = 36, Odeur : Dogeur = {0,1,...,15},
kOdeur = 167

Lt Odt . DOdt = {TF, F, f?tf}akOdt :47
Lt’ Odt+At : DOdtJrAt = {TF, F; f7 tf}v kOdt+At = 47
A Aodeur : DAodeur - {+7 Ty .. ’}7 k:AodeuT - 3

(b) Décomposition :

P(a Odeur Ody Odyipt Avdeur)
= P(Odt)P<Oé OdGUT ’ Odt)P(Aodeur)P(Odt—l-At | Odt Aodeur)
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(c) Formes paramétriques :

P(Od;) 1l s’agit du résultat de la question de localisation posée a ce méme
modéle, mais au pas de temps précédent.

P(Augeur) A ce terme est associée une loi uniforme.

P(a Odeur | Od;) Supposons, dans le cadre de cet exemple, que nous disposons
d’un tel modeéle capteur direct.

P(Odiyne | Ody Apdgenr) La variable Odyy a; ayant peu de valeurs possibles, seule
une loi de succession de Laplace a un sens pour ce terme.

2. Identification : Le seul terme qui reste a définir est P(Odya; | Ody Apgenr), que nous
pouvons apprendre expérimentalement.
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Annexe D

Cartes de gradients

Nous trouvons ici les définitions complétes des cartes probabilistes se rapportant aux
gradients rectilignes et circulaires utilisés respectivement Section 8.2.2.3 et Section 8.3.2.3.

D.1 Description du gradient rectiligne c!

1. Spécification des connaissances préalables c!
(a) Variables :
P P!
L, I} Dy ={1,2,3}ky =3
Ly L Dy, = {1,2,3},ky, = 3
A A' Dy = {remontert, descendre'}, ky = 2
(b) Décomposition : P(P' L; L}, A') = P(P' L} AYP(L}, | A* L})
(c) Formes paramétriques :
P(P' L} AY) A ce terme est associée une loi uniforme.

P(L; | A* L}) Ce terme est défini par un ensemble de Diracs, traduisant les
transitions suivantes : et appliquant remonter!, de la zone 1 on est sfirs
d’arriver en zone 1, de la zone 2 on est strs d’arriver en 1, de la zone 3 on
est strs d’arriver en 2 (et inversement pour le comportement descendre!).
Nous notons donc :

P(L}, | [A' = remonter'] [L} =1]) = &.(V),
P(L} | [A' = remonter'] [L} =2]) = &,(V),
P(L; | [A' = remonter'] [L} =3]) = &5(V),
P(L}, | [A' = descendre'] [L} =1]) = 82(V),
P(L} | [A' = descendre'] [L} =2]) = &5(V),
P(L} | [A' = descendre'] [L} =3]) = &3(V).
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2. Identification : Toutes les formes paramétriques sont définies, pas de phase d’identi-
fication.

D.2 Description du gradient rectiligne c?

1. Spécification des connaissances préalables c?
(a) Variables :
P p?
L, L} :Dp>={A,B,C}, k=3
L, L2 : Dz, = {A,B,C’},kL?/ =3
A A? : Dy = {remonter? descendre?}, k2 = 2
(b) Décomposition : P(P? L? L% A?) = P(P? L? A?)P(L% | A® L?)
(c) Formes paramétriques :
P(P? L? A?%) A ce terme est associée une loi uniforme.

P(L% | A% L?) Ce terme est défini par un ensemble de Diracs, traduisant les
transitions suivantes : et appliquant remonter?, de la zone A on est sirs
d’arriver en zone A, de la zone B on est siirs d’arriver en A, de la zone C on
est stirs d’arriver en B (et inversement pour le comportement descendre?).
Nous notons donc :

P(LZ | [A* = remonter?] [L? = A]) = 4(V),
P(L? | [A? = remonter?®] [L? = B]) = &5(V),
(Lf, | [A2 = remonter?] [L} = C]) = 8o(V),
P(L} | [A* = descendre®] [L? = A]) = é5(V),
P(L? | [A? = descendre®] [L2 = B]) = 6¢(V),
P(L? | [A* = descendre®] [L? = C)) = 6da(V).

2. Identification : Toutes les formes paramétriques sont définies, pas de phase d’identi-
fication.

D.3 Description du gradient circulaire c!

La description associée a cette carte est strictement identique a celle du cas rectiligne,
Section D.1.

D.4 Description du gradient circulaire ¢?

La description associée a cette carte est strictement identique a celle du cas rectiligne,
Section D.2.



Annexe E

Expériences : cartes ¢MU" ¢Con et clibre

E.1 Exemple 1 : carte du mur

Dans cette expérience, nous placons le robot en présence d’un mur, que nous supposons
suffisamment long par rapport au robot pour qu’il n’en voit pas les extrémités. Le modéle
que nous allons construire de ce mur pourra donc faire référence & un mur « infini ». Les
comportements que nous souhaitons réaliser grace a la carte ¢™" sont de suivre le mur,
sur la gauche ou la droite, s’en écarter, ou atteindre quelques positions particuliéres par
rapport au mur (par exemple, trés proche et face au mur, ou trés proche et dos au mur,
etc.).

E.1.1 Objectifs et protocole expérimental

E.1.1.1 Choix d’une variable de lieux

Nous choisissons de décrire ce mur « infini » par deux variables internes, un angle ©;
et une distance Dist; (voir Figure E.1). Bien que ces variables aient une forte connotation
« géométrique », nous décidons de nous passer d'une forte résolution sur ces variables,
car, d'une part, les proximeétres du robot ne nous permettraient pas d’obtenir une grande
précision, et d’autre part, nous n’avons pas besoin d’une représentation trés fine pour les
taches a accomplir dans cette situation.

Notons qu’il est difficile de représenter graphiquement une projection en deux dimen-
sions des valeurs des variables ©; et Dist; de cette carte : en effet, pour une méme valeur
de Disty, les lieux correspondants a différentes valeurs de ©; se trouvent au méme endroit
géométrique (mais correspondent a différentes orientations du robot).

E.1.1.2 Graphe induit

L’espace abstrait que le robot va utiliser est représenté Figure E.2; nous ne faisons
apparaitre que peu d’arcs, encore une fois pour plus de lisibilité. Les labels sont des résumés
des actions choisies pour passer d'un état a un autre : par exemple, « avancer » correspond
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Theta = -90 Theta = 90

F1G. E.1: Variables retenues pour la description d’un mur.

2180 0 150 ¢
Dist = 0 CO 0 0 0 0 0 O 0 O 0
Dist=1 | 0 0 0 0 o o d)o o CO 0
Dist = 2 c@o O 0 0 0 0 0 0 0 0

F1G. E.2: Le graphe pour la carte « mur ».

a des gaussiennes sur Vrot et Virans centrée sur 0 et 40, respectivement. Les boucles sur
les états ©, = 90, Dist; = 1 et ©, = —180, Dist; = 2, qui portent les labels « avancer »,
permettent de réaliser les comportements SuiviD et E’loigneTM ur, respectivement. Le
label « stop » sur la boucle de I'état ©, = —180, Dist; = 0, permet d’arréter le robot
lorsqu’il résout la tache DosAuMur.

E.1.2 Description

Nous illustrons sur cet exemple la possibilité de définir séparément les modules de
localisation et de contréle du robot. Nous présentons donc tout d’abord ces deux modules,
puis la maniére de les intégrer dans la carte bayésienne du mur.

E.1.2.1 Carte du mur : module de localisation

1. Spécification des connaissances préalables C' P, _ioc
(a) Variables :
P Px ,Z)pm = {0, 1, ey 15}16, k)px = 1616,

L; Nos deux variables pour décrire la position du mur relativement au robot :
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0, : Do, = {180, —150,. .., 150}, ko, — 12,
- DiStt : DDistt = {07 17 2}7 kDiStt = 3.

(b) Décomposition : nous appliquons un schéma de fusion capteur :

P(©, Dist, Px) = P(©, Dist,) [ [ P(Px; | ©, Dist,).

(c) Formes paramétriques :

P(©; Dist;) A ce terme est associée une loi uniforme, car nous n’avons pas d’a
priori sur la position du mur par rapport au robot.

P(Px; | ©; Dist;) Nous associons a chacun de ces 16 termes une loi gaussienne,
dont les moyennes et écart-types sont paramétrés par la valeur des variables
@t et DiStt . G,u(@,g,Distt),o'(@t,Distt)(P:Ei)-

2. Identification : Nous identifions expérimentalement les gaussiennes. En pratique, il
s’agit de poser le robot dans ’environnement & un angle et une distance donnée, d’in-
diquer ces valeurs au robot, et de lui faire enregistrer un ensemble de lectures capteurs
(dans notre expérience, nous enregistrons 50 données par capteur). Les triplets col-
lectées sont donc (pz;, 6, dist pour chaque capteur, ce qui permet l'identification des
moyennes et écart-types des gaussiennes.

E.1.2.2 Carte du mur : module de contréle

1. Spécification des connaissances préalables C'P,,ur—cont
(a) Variables :

L,; Nous reprenons nos deux variables pour décrire le mur :
— 0 :Dg, ={—180,—-150,...,150}, ke, = 12,
— Dist; : Dpist, = {0,1,2}, kpist, = 3.
Ly Les mémes a un pas de temps ultérieur :
~ Oua¢ 1 De,,,, = {—180,-150,...,150}, ke, 5, = 12,
- Distt+At : DDiSttJrAt = {O, 1, 2}, kDiStt+At = 3.
A Les deux variables de controle moteur du robot :
— Vrot : Dy,o = {—50,—49,...,50}, ky o = 101,
— Vitrans : Dyirans = {—50,—49,...,50}, kyrans = 101.
(b) Décomposition : Nous choisissons ici de baser notre décomposition sur le terme
de controle :

P(©, Dist; Oy ¢ Distyyny Vrot Virans)
= P(©; Dist; Oy ny Distying)
P(Vrot | ©; Dist, ©piny Distiing)
P(Vitrans | ©; Dist; Oy ny Distyyng).
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(c) Formes paramétriques :

P(©; Dist; ©,.a: Distiiny) A ce terme est associée une loi uniforme, car nous
t t Dirae t+AL )
n’avons pas d’a priori ni sur les angles et distances percues par le robot, ni
par les angles et distances consignes que le robot aura.

P(Vrot | ©; Disty ©4a¢ Distiar) Nous associons a ce terme un ensemble de
lois gaussiennes, dont les moyennes et écart-types sont paramétrés par les
valeurs de @t; DiStt, ®t+At et Distt+At :

Gp‘(ei 7Di8tt 1®t+At 7Di5tt+At)va'(®t 1Di5tt 7®t+At ,DiStt+At) (VTOt) .

P(Vitrans | ©; Disty O Distiiat) De maniére similaire, nous définissons ce
terme par des lois gaussiennes, dont les moyennes et écart-types sont para-
métrés par les valeurs de ©,, Dist;, Oy ay €t Distyiay :

Gu‘(et 7Di5tt 7®t+At 7Di5tt+At)vo'(®t ,Disty 7®t+At ,DiStt+At) (Vtran5> .

2. Identification : Programmation a priori des moyennes et écart-types des gaussiennes,
afin de faire réaliser au robot les taches spécifiées.

E.1.2.3 Carte du mur : intégration

1. Spécification des connaissances préalables ¢
(a) Variables :

P Px :Dp,={0,1,...,15}6 kp, = 161°,

L; Nous reprenons nos variables de lieux, communes aux modules de localisa-
tion et controle :
— 0 : D, = {—180,—-150,...,150}, ke, = 12,
- DiStt : DDistt = {07 17 2}7 kDistt = 3.

Ly Les mémes variables a un pas de temps ultérieur :
— Ot : Do, = {—180,-150,...,150}, ke, 5, = 12,
o DZStt+At : DDiStt+At - {O’ ]'7 2}7 k;DiStt+At = 3

A Les variables de controle qui apparaissent dans C' Py, —cont :
— Vrot : Dy, = {—50,—-49,...,50}, ky,or = 101,
— Vtrans : Dyirans = {—50,—49, ...,50}, kvirans = 101.

(b) Décomposition :

P(Px ©; Dist; ©yyny Distyiny Vrot Virans)
== P(PI)P(@t D’istt | Px)P(@t—i-At D?;Stt+At)
P(VTOt ’ @t DiStt @t+At D?;SttJrAt)P(Vt?"anS | @t D?;Stt @t+At Distt+At)

(c) Formes paramétriques :
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P(Pz) A ce terme est associée une loi uniforme.
P(©, Dist; | Px) Nous définissons ce terme comme étant une question proba-
biliste posée au module de localisation.
P(O.1a¢ Distiin;) A ce terme est associée une loi uniforme.
P(Vrot | ©; Disty ©pa¢ Distiiar) Ce terme est une question probabiliste au
module de controle.
P(Vitrans | ©; Disty Oy Distiiny) Ce terme est une question probabiliste
au module de controle.
2. Identification : Pas de paramétres libres.
Ceci termine la définition de la description de la carte de la situation « mur ». Nous

allons maintenant voir comment utiliser cette description dans le cadre d’'un programme
de controle robotique, puis nous discuterons des résultats obtenus expérimentalement.

E.1.3 Utilisation

E.1.3.1 Programme et question probabiliste

Grace a ¢™, nous pouvons générer différents programmes de controle robotique, en

fixant des valeurs consignes pour les variables ©;, as et Dist; o;. Par exemple, pour obtenir
un suivi de mur ou le robot garde le mur sur sa droite (comportement SuiviD), nous fixons
comme consigne O;,a; = 90 et Dist;a; = 1, afin que le robot cherche a atteindre cette
situation, ou I'angle du mur percgu est de 90°, et la distance est modérée. Cela correspond
a poser et résoudre la question probabiliste suivante :

P(Vrot Vitrans | [Oipar = 90] [Distiynr = 1] Px).

De maniére similaire, nous définissons un comportement SuiviGG de suivi du mur sur la

gauche (consigne Oy, = —90, Dist;iay = 1), un comportement EloignerM ur (consigne
Opae = —180, Distiony = 2), un comportement FaceAuMur (consigne O, n; = 0,
Distiiar = 0), un comportement DosAuMur (consigne ©;,n; = —180, Dist;ar = 0),

et enfin, un comportement SuiviGD de suivi du mur dans un sens puis dans l'autre, en

changeant de sens toutes les 20 secondes (alternance des consignes qui définissent SuiviD
et Suivi@).

E.1.3.2 Reésultats

Nous rapportons ici des résultats expérimentaux trés satisfaisants : cette carte contient
suffisamment d’informations pour faire atteindre au robot n’importe quel lieu dans ’espace
des angles et distances représentés. Nous montrons Figure E.3 une copie d’écran du module
de visualisation des variables internes ©,, Dist, (angle et distance au mur a 'instant ),
Oopj, €t Disty,; (angle et distance au mur donnés en consigne au terme de controle), et
Opred; Distpreq, (angle et distance au mur prédit pour le pas de temps suivant). Enfin, nous
pouvons également, en combinant cette carte avec des connaissances simples supplémen-
taires, générer les comportements SuiviD et Ecarter Mur.



T

182 Annexze E. Expériences : cartes ™", ¢ et clibre

[0 =————Tableaude hord=—-=0H

theta-t dist-t

theta-t = -188 ; dist-t @ 2
theto—obj : 38 ; dist-obj : 1
theta-pred @ 198 ; dist-pred 3 2

%

Fi1G. E.3: Copie d’écran du module de visualisation pour la carte C,,,,.

E.1.4 Enseignements et discussion

Si nous n’avons pas utilisé de terme de récurrence dans cette carte bayésienne du mur,
c’est qu’il n’est pas besoin de mémoriser la localisation du pas de temps précédent pour
aider a se localiser a l'instant t. En effet, les données capteurs sont suffisamment riches, et
le module de localisation suffisamment précis, pour que le robot se relocalise sans mémoire
a chaque instant. Cela est plus simple & mettre en pratique, et est satisfaisant expérimen-
talement dans ce cas.

E.2 Exemple 2 : carte d’un coin

E.2.1 Objectifs et protocole expérimental

Dans cette expérience, nous souhaitons donner au robot la capacité de reconnaitre et de
naviguer en présence d’un coin, c¢’est-a-dire deux murs s’intersectant avec un angle proche

de 90°.

E.2.1.1 Choix d’une variable de lieux

Nous choisissons ici une représentation trés peu fine de ce type d’environnement, en
n’utilisant qu'une variable symbolique, C'oin;, qui représentera quatre situations caracté-
ristiques : AvG lorsque le coin est devant et a gauche du robot, AvD lorsque le coin est
devant et a droite du robot, ArG lorsque le coin est derriére et a gauche du robot, et ArD
lorsque le coin est derriére et a droite du robot. Ces différentes situations sont présentées
Figure E.4. Rappelons ici que dans notre premier exemple de carte bayésienne, Section 6.3,
nous avions défini par programme déterministe un détecteur pour chacune de ses situa-
tions. Ces détecteurs ont été repris pour définir a priori les termes P(Pz; | Coin) qui
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Fi1G. E.4: La variable retenue pour la description d’un coin, ses valeurs, et un extrait du
graphe induit.

apparaissent dans la carte C,,;,. Les inclure ainsi dans le cadre de la carte bayésienne a
I'avantage de pouvoir ensuite lier ces représentations au actions (ici Vrot et Virans).

E.2.1.2 Graphe induit

Nous montrons Figure E.4 un extrait du graphe induit par la carte bayésienne de la
situation « coin » que nous allons définir.

E.2.2 Description

coin

1. Spécification des connaissances préalables ¢
(a) Variables :
P Les capteurs habituels Pz : Dp, = {0,1,...,15}!% kp, = 16,
Ly Coing : Deoin, = {AvG, AvD, ArG, ArD}, kcoin, = 4.
Ly Coingear = Deoing, ny = 1AVG, AvD, ArG, ArD}, kcoin,, o, = 4

A Les variables d’action habituelles Vrot : Dy, = {—50,—49,...,50}, kypor =
101, et Vtrans : Dyirans = {—50,—49,...,50}, kvirans = 101.

(b) Décomposition :
P(Pz Coiny Coingay Vrot Virans)
= P(Coin,) (H P(Px; | Comt)> P(Coingyae | Coing)
P(Vrot | Coznt Coingyng) P(Vitrans | Coing Coingag).

(c) Formes paramétriques :
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P(Coin;) A ce terme est associée une loi uniforme.

P(Pzx; | Coing A chacun de ces termes est associé un ensemble de lois gaus-
siennes, dont les moyennes et écart-types sont paramétrés par les valeurs de

COint . Gu(Coim),a(Coint)(PIi)'
P(Coingay | Coiny)

P(VTOt | COint COint—&-At) Gu(Coint,C’oint+At),0'(C’oint,CoinH_At)(VTOt)'
P(Vtrans | Coing Coingar)) GuCoine,Coings ar)o(Coing,Coingia) (VETANS).

2. Identification : Programmation a priori.

E.2.3 Utilisation
E.2.3.1 Programme et question probabiliste

La question probabiliste est P(Vrot Vitrans | Coingar Pr).
La carte ¢®™ permet d’obtenir, par les comportements élémentaires qui ne consistent
qu’en une consigne a atteindre pour la variable C'oin, (il y en a 4 possibles), les comporte-
ments suivant :
— nous obtenons un comportement qui permet de « passer » le coin et longer le mur
gauche en posant la consigne [Coingyan; = ArG] au robot (comportement PasserG);
— de maniére similaire nous obtenons un comportement PasserD :
— enfin, nous obtenons deux comportements ot le robot s’arréte dans le coin, en posant

les consignes [Coingar = AvG] et [Coingar = AvD.

E.3 Exemple 3 : carte de I’espace libre

E.3.1 Objectifs et protocole expérimental

E.3.1.1 Choix d’une variable de lieux

Dans cette carte, il s’agit d’identifier les cas o le robot est en espace libre, c¢’est-a-dire
ol aucun de ses capteurs de proximétrie n’est excité. Malheureusement, ce phénoméne est
tellement simple qu’il ne varie jamais : nous ne pouvons pas différencier plusieurs aspects de
ce phénoméne « espace libre » (alors que c’est effectivement le role des variables internes
des cartes bayésienne en général : les variables ©; et Dist, permettent de caractériser
différentes facettes du méme phénomeéne « mur »). Nous choisissons donc ici de représenter
I’espace libre, par opposition a I’espace encombré en général. Nous nous donnons donc une
variable Espace;, qui prend les valeurs {vide, encombré}.

Dans cette carte, nous résolvons les taches Stop et T'out Droit, qui consistent respecti-
vement a s’arréter et aller tout droit.
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E.3.1.2 Graphe induit

E.3.2 Description

1. Spécification des connaissances préalables ¢

(a)

libre

Variables :

P Px :Dp,={0,1,...,15}¢ kp, = 16'°,

L, Espace; : Dgspace, = {vide, encombré}, kpspace, = 2,

Ly Espaceiinr : DEspace,a, = {vide, encombré}, kpspace,, o, = 2,

A Nos deux variables habituelles de controle :
— Vrot : Dy, = {—50,—49,...,50}, kv = 101.
— Vitrans : Dygrans = {—50, =49, ...,50}, kvirans = 101.

Décomposition :
P(Px Espace; Espaceiiny Vrot Virans)

= P(Espace;) (H P(Pz; | Espacet)> P(Espaceat)
P(Vrot | Espace; Espacesiat) P(Vitrans | Espace; Espaceiat).

Formes paramétriques :
P(Espace;) A ce terme est associé une loi uniforme.

P(Pz; | Espace;) Pour les cas ou [Espace, = wvide], ces 16 termes sont des
Diracs qui valent 1 lorsque le proximétre rend 0 : P(Px; | [Espace, =
vide]) = do(Pz;). En revanche, nous ne souhaitons pas contraindre la situa-
tion [E'space; = encombré], donc nous définissons les termes correspondant
par des uniformes : P(Px; | [Espace; = encombré]) = Uy, (Px;).

P(Espaceiiat) A ce terme est associé une loi uniforme.

P(Vrot | Espace; Espacein:) Ce terme est soit une loi uniforme, soit une loi
gaussienne, selon la valeur de la partie droite : lorsque [Espace; = vide]
et [Espacesianr = encombré], c’est une loi gaussienne (de moyenne 0 et
d’écart-type 2), sinon c’est une uniforme.

P(Vtrans | Espace; Espaceiin:) Ce terme est soit une loi uniforme, soit une
loi gaussienne, selon la valeur de la partie droite : lorsque [Espace; = vide]
et [Espaceiar = encombré], c’est une loi gaussienne (de moyenne 40 et
d’écart-type 2), lorsque [E'space; = vide] et [Espaceiay = vide], ¢’est une
loi gaussienne (de moyenne 0 et d’écart-type 2), sinon c’est une loi uni-
formes.

2. Identification : Nous avons inclus les définitions des paramétres libres dans la phase
de spécification, pour plus de lisibilité.
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E.3.3 Utilisation

Nous réalisons les comportements élémentaires Tout Droit et Stop en posant les ques-
tions probabilistes

P(Vrot Vtrans | [Espaceiar = encombré] Pzx),

et
P(Vrot Vitrans | [Espaceiar = vide] Px),

respectivement.



