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Introduction

L’un des objectifs principaux de ce travail de these est d’étudier des problémes d’es-
timation de signaux contaminés par un bruit, ceci a I’aide de décompositions en onde-
lettes.

Les bases d’ondelettes permettent de bien approcher sur un petit nombre de coeffi-
cients les signaux réguliers par morceaux. Ces bonnes capacités d’approximation non
linéaire conditionnent I’efficacité d”un débruitage du signal par seuillage des coefficients
d’ondelettes. De plus, pour des signaux échantillonnés de maniere discréte sur une grille
réguliérement espacée, une transformée en ondelettes orthogonales s’implémente par
un algorithme rapide a I’aide de cascades de filtres miroirs conjugués, permettant ainsi
d’obtenir des algorithmes de débruitage dont la rapidité est suffisante pour les applica-
tions.

L’échantillonnage régulier est une hypothese réaliste pour la plupart des applica-
tions en traitement du signal, mais une telle hypothése est bien moins naturelle dans le
cadre de la régression. En effet, en régression monodimensionnelle il est rare d’obser-
ver le régresseur sur une grille réguliere et équidistante et une utilisation telle quelle
de procédures classiques de débruitage peut entrainer des résultats décevants, comme
nous le verrons au cours de cette these. Nous nous concentrerons donc par la suite sur
le débruitage de signaux contaminés par un bruit aléatoire et observés sur une grille non
réguliere. Mais avant de poursuivre notre introduction dans ce sens, revenons un ins-
tant sur les motivations de I’utilisation classique de décompositions en ondelettes pour
I’estimation non paramétrique.

En restant dans le cadre de la régression non paramétrique, les informations a priori
sur le signal f a restaurer s’expriment par une condition d’appartenance de f a un espace
S de signaux Vvérifiant certaines conditions. Selon les propriétés géométriques de S, il est
alors possible d’utiliser des méthodes d’estimation linéaires ou non linéaires permet-
tant de minimiser I’erreur quadratique moyenne. Lorsque S est constitué de fonctions
“lisses”, le recours a des méthodes basées sur les décompositions d’ondelettes est moins
justifié que dans le cas ou les fonctions de S possedent certaines formes de régularité par
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morceaux et sont spatialement peu homogeénes. C’est dans ce contexte que les méthodes
de seuillage d’ondelettes sont performantes a cause de leur pouvoir adaptatif d’approxi-
mation et c’est le cadre que nous avons choisi pour ce travail. Néanmoins I’optimalité
de ce type de méthodes a été principalement étudiée dans le cadre d’un échantillonnage
régulier.

Nous cherchons ici des méthodes d’ondelettes pour I’estimation non paramétrique
de fonctions de régression a échantillonnage aléatoire. Les méthodes classiques de dé-
bruitage par ondelettes donnent des résultats insatisfaisants quand les points X; du plan
d’expérience ne sont pas équidistants (voir chapitres 2 et 6). Diverses méthodes ont
été proposées pour remédier a cet inconvénient. L’ idée commune d’une grande partie
d’entre elles est de se ramener & une estimation sur grille réguliere. Nombre d’entre elles
interpolent ou moyennisent les données initiales aux points d’une grille équidistante. On
obtient ainsi un nouvel ensemble de données, disons de taille 27. Nous citons ci-dessous
quelques références de travaux ou les auteurs choisissent cette voie.

- Dans [40], les auteurs proposent d’appliquer aux nouvelles données (obtenues soit
par interpolation soit par moyennisation), un algorithme classique de débruitage par
seuillage dur des coefficients d’ondelettes. Le seuil est choisi globalement, identique
pour tous les coefficients. Les auteurs évaluent le risque L2 d’un tel estimateur pour
des fonctions C" par morceaux lorsque la densité de I’échantillonnage est continue par
morceaux et bornée inférieurement par une constante strictement positive. Ce risque de-
vient optimal si le rapport n/N converge vers I’infini, quand n — +oo, avec une certaine
vitesse.

- L’interpolation sur une grille équidistante apparait aussi dans [46]. Ici le seuil
n’est plus choisi globalement, il est adapté a chaque coefficient de détail. Les calculs
de ce seuil tiennent compte de la matrice de covariance de ces coefficients. Les auteurs
donnent un algorithme rapide pour le calcul de cette matrice.

- On trouve dans [22] une méthode linéaire de reconstruction des fonctions a partir
de valeurs non bruitées. Les valeurs sur une nouvelle grille, équidistante, sont construites
par interpolation polynomiale locale. Les auteurs évaluent les erreurs d’estimation par
projection sur des espaces d’approximations de niveau moins fin, pour des fonctions
appartenant a des espaces de Besov.

Les trois méthodes suivantes sont reliées aux précédentes par le fait qu’on se ramene
toujours a un probléme sur grille équidistante.

- Dans [1], les auteurs choisissent une grille équidistante de taille N suffisamment
grande, puis ils “déplacent” chacune des valeurs Y; a I’abscisse k(i)/N la plus proche.
Si N est relativement grand par rapport a la taille n de I’échantillon, I’erreur produite
par ce déplacement est petite. Ensuite ils appliquent une méthode de moindres carrés
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pénalisés pour estimer le vecteur des coefficients d’ondelettes.

- La méthode présentée dans [5] consiste en un préconditionnement des données,
suivi d’un algorithme de débruitage par seuillage individuel de chaque coefficient, ceci
pour une régression dont le plan d’expérience est déterministe. Nous y reviendrons dans
le chapitre 2, ou nous généraliserons cette méthode a des échantillonnages aléatoires.

- Dans [2], on part en sens inverse : au lieu d’interpoler les valeurs initiales sur une
grille équidistante, on évalue les fonctions d’échelle aux points du plan d’expérience.
Puisque les valeurs de ces fonctions sont la plupart du temps connues uniquement aux
points dyadiques, les auteurs de [2] proposent pour ce faire un algorithme récursif basé
sur un théoréme de Chui ([8]).

L’avantage des méthodes basées sur I’interpolation ou la moyennisation réside dans
le fait qu’on se ramene aux algorithmes d’ondelettes classiques et donc a des outils
théoriques bien établis. Cependant, le principe n’est pas sans inconvénients, comme
illustré dans I’exemple suivant.

ba §

La figure ci-dessus représente les points (X, Yx) dont les abscisses se trouvent res-
pectivement dans les intervalles [ti_1,ti[, [ti, tix1[, [ti+1,ti+2[. Dans chacun de ces inter-
valles nous devons définir un seul nouveau point, dont I’ordonnée sera utilisée pour la
construction de I’estimateur. Dans le premier de ces intervalles il n’y a aucun point.
En mettre un semble quelque peu artificiel. Le second intervalle contient au contraire
beaucoup de points. Réduire tous ces points a un seul risque fort d’entrainer une perte
d’information.

Les bases d’ondelettes adaptées au plan d’expérience tentent d’éviter cet inconvéni-
ent. Si I’on renonce a la condition qui stipule que les ondelettes soient engendrées
par une seule fonction, on peut construire des AMR (analyse multirésolution) sur des
intervalles compacts, ou adaptées aux échantillonnages non équidistants. Ce sont les
AMR (et les ondelettes) dites de “seconde génération”. Leur construction et la preuve
des résultats théoriques sont néanmoins plus difficiles car la transformée de Fourier,
systématiquement utilisée dans les preuves du cas classique, n’est plus adéquate.
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Geénéraliser en ce sens la base de Haar est simple: il suffit de considérer des fonc-
tions indicatrices d’intervalles de longueurs différentes, pondérées de maniere a obte-
nir des bases orthonormales. Pour construire des AMR plus complexes, ayant des pro-
priétés particulieres, on pourra éventuellement partir d’une analyse multirésolution tres
simple, comme celle de Haar généralisée, pour ensuite I’enrichir graduellement. Ceci
peut se faire par une opération algébrique appelée schéma de relevement (voir [65]).
On construit ainsi des filtres, qui permettront de construire les fonctions de base par un
algorithme itératif appelé schéma de subdivision (voir chapitre 4).

Nous sommes ainsi amenés a étudier des schémas de subdivision associés a des
grilles non régulieres. La difficulté vient du fait que ces schémas sont a la fois non uni-
formes et non stationnaires, et donc on ne peut pas leur appliquer les méthodes usuelles.
Comme cas particulier on trouve les schémas de subdivision sur grilles semi-régulieres,
pour lesquels nous renvoyons a [71]. Dans [16] et [17] les auteurs font une étude des
schémas de subdivision sur grilles non réguliéres, et ils montrent la convergence d’un
schéma particulier, le schéma interpolateur de Lagrange non régulier de degré respecti-
vement 3 et 5. On peut penser & montrer la convergence par comparaison avec un autre
schéma, dont on sait qu’il converge. C’est notamment la démarche choisie dans [36],
pour déduire la convergence des schémas de subdivision uniformes mais non station-
naires, la grille associée étant par contre supposée réguliere. Citons également le travail
plus récent de [47], dans lequel les auteurs généralisent le schéma a quatre points in-
troduit dans [34]. Sous certaines conditions sur la grille, ils montrent la convergence de
leur schéma par comparaison avec le schéma uniforme et stationnaire correspondant.

Les fonctions fondamentales d’un schéma de subdivision, éventuellement multi-
pliées par des constantes, peuvent devenir les fonctions d’échelle d’une AMR. Les onde-
lettes seront définies comme combinaisons affines de fonctions d’échelle du niveau plus
fin. A cette étape algébrique s’ensuit une étape analytique, qui consiste @ montrer qu’on
a bien construit une AMR et des bases d’ondelettes stables pour I’espace fonctionnel
considéré. Les résultats sont assez incomplets et peu généraux. On peut citer I’exemple
de [14], ou les auteurs s’intéressent au cas des ondelettes-splines sur I’intervalle, et celui
de [58] qui traite de la stabilité des bases obtenues par le schéma de relevement. Dans ce
dernier article, les auteurs donnent des conditions suffisantes sur les matrices du schéma
de relévement de fagon a aboutir a des bases stables a une échelle. L’étude de la stabilité
multi-échelle semble plus difficile.

Dans le méme contexte d’ondelettes adaptées a des grilles non régulieres, on peut
également choisir de se placer dans des espaces L?(X, Z, 1), o X est un espace métrique,
> une o-algebre et 1 une mesure non-atomique. C’est, par exemple, I’approche adoptée
dans [39], ou les auteurs généralisent la base de fonctions de Haar, en obtenant une base
stable de L2(X, 2, ). lls I"appellent la base d’ondelettes de Haar non équilibrées.
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Une extension de ces AMR de Haar non équilibrées est présentée dans [21]. Les
auteurs utilisent le schéma de relévement pour obtenir des bases dont les fonctions sont
plus lisses et les ondelettes duales ont plus de moments nuls. Ils définissent un estimateur
de débruitage et ils montrent que celui-ci a de bonnes propriétés de convergence pour la
norme de I’espace L2(dFy), Fx étant la fonction de répartition empirique de I’échantillon
X1,...,Xn. Cependant, ils n’étudient pas I’existence effective des fonctions de I’AMR,
ni la stabilité. La norme dans lequel le risque est calculé est la norme usuelle de I’espace
L?(dF). Soit X(1); - - -» X(n) la statistique d’ordre obtenue en ordonnant les X; dans I’ordre
croissant de leurs valeurs. Utiliser comme mesure la fonction dF revient a donner la
méme importance a tous les intervalles [X(j), X(i11)[, indépendamment de leur taille.
Toute méthode aura tendance a se comporter moins bien sur des intervalles [Xi), X(it1)
relativement grands, que sur le méme type d’intervalles relativement petits. Ce choix
de la norme réduit I’influence négative de ce phénomeéne sur le résultat final. Il serait
intéressant, mais plus difficile, de calculer I’erreur en moyenne quadratique par rapport
alamesure dF, F étant ici la fonction de répartition théorique de I’échantillon. En effet,
moyennant des contraintes faibles sur F, on arriverait ainsi a rendre la norme de I’espace
L2(dF) équivalente a la norme L2 usuelle.

Les bases d’ondelettes adaptées a la grille sont également étudiées dans [67] et
[70]. Dans [67] on peut trouver des algorithmes de décomposition en ondelettes de se-
conde génération qui utilisent le schéma de relévement. Les auteurs discutent en parti-
culier le cas des ondelettes interpolatrices et des ondelettes interpolatrices en moyenne,
construites respectivement par le schéma de subdivision interpolateur de Lagrange et le
schéma de subdivision interpolateur en moyenne. Une étude empirique plus approfon-
die des ondelettes interpolatrices est présentée dans [70]. Les auteurs y remarquent que
le conditionnement d’une telle base est tres sensible a la non homogénéité de la grille.
IIs proposent alors des méthodes pour stabiliser la transformée en ondelettes.

Dans le méme contexte citons également [56], ou les auteurs comparent quatre
méthodes pour généraliser I’AMR de Haar. L’une d’entre elles, qui utilise des “fonctions
de Haar isométriques”, équivaut a traiter les points comme s’ils étaient équidistants. La
deuxiéme, qui utilise des “fonctions de Haar asymétriques”, entre dans la catégorie des
ondelettes interpolatrices en moyenne. La troisiéme méthode consiste a interpoler par
une fonction constante par morceaux les valeurs initiales sur une grille équidistante,
puis a utiliser la base de Haar usuelle. La quatriéme méthode s’appelle intégration
exacte. Elle peut étre considérée comme un cas particulier de la méthode présentée dans
[3]. Dans le cas des fonctions similaires a la fonction de Haar, les essais numériques
suggerent une performance équivalente entre ces quatre méthodes. Nous pensons que
cette équivalence n’est plus aussi claire quand on considere des bases dont les fonctions
sont lisses. En particulier, on sait que la premiére des quatre méthodes ne donne pas de
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treés bons résultats (des exemples se trouvent dans le chapitre 6).

Les échantillonnages uniformes (i.e., de loi uniforme) sont un cas particulier inté-
ressant d’échantillonnages aléatoires. On montre (voir [4]) que si I’on utilise les esti-
mateurs classiques par seuillage des coefficients d’ondelettes, en considérant les points
équidistants, pour des classes de fonctions holderiennes, le taux de décroissance de I’er-
reur quand la taille de I’échantillon tend vers I’infini est a un facteur logn du taux op-
timal. Citons également [23], autre référence traitant de ce type de plan, mais pour des
fonctions moins réguliéres appartenant a des espaces de Besov. Aprés élimination des
valeurs marginales, les auteurs y définissent des estimateurs empiriques pour les coef-
ficients a I’échelle la plus fine. Un algorithme de débruitage par seuillage est ensuite
appliqué, le seuil étant propre a I’échelle.

Dans cette thése, nous avons choisi de développer trois méthodes d’estimation de
fonctions de régression échantillonnées sur des grilles non équidistantes, sur I’intervalle.
La premiére consiste a généraliser la procédure de [3] a des échantillonnages aléatoires.
La deuxiéme utilise la régression polynomiale locale pour estimer la fonction en des
points équidistants dans le but d’utiliser des ondelettes classiques. La troisiéme méthode
suit I’idée de [67], et propose donc la construction de bases d’ondelettes adaptées a la
grille. Cette derniére méthode est liée a la convergence des schémas de subdivision sur
des grilles non réguliéres.

Le plan de la thése est le suivant. Le premier chapitre contient un passage en revue
des AMR et des ondelettes classiques, dites “de premiere génération”. Nous rappelons
les définitions et propriétés qui nous semblent importantes pour la suite. Nous rappe-
lons également certaines notions concernant le débruitage par seuillage dans une base
d’ondelettes.

Le second chapitre généralise la démarche de [3]. Nous traitons le cas d’une grille
d’échantillonnage aléatoire, de fonction de répartition inconnue. Nous estimons la fonc-
tion de répartition a partir de I’échantillon, en utilisant le modéle log-spline d’estimation
paramétrique d’une densité de probabilité ([62]). Nous définissons un estimateur pour
la fonction de régression et nous étudions ses propriétés asymptotiques. Nous montrons
que le risque L2 d’estimation converge en probabilité vers 0, quand n — oo, sur la classe
de fonctions holderiennes sur I’intervalle.

Dans le chapitre 3, nous utilisons la régression polynomiale locale pour estimer des
valeurs sur une grille de 27 + 1 points équidistants. Une condition nécessaire est alors
de disposer d’un nombre suffisant de données initiales, dans un certain voisinage de
chacun de ces points. Nous montrons que la probabilité de cet événement tend vers 1
quand n — oo, si 2 ~ n/logn. Nous montrons que le risque L? de I’estimateur que nous
définissons tend vers 0, quand n — oo, avec une vitesse presque optimale.
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Le chapitre 4 traite de la problématique des schémas de subdivision sur grilles non
régulieres (mais déterministes). Si la grille est du type Xjx = G‘l(Z‘jk), la fonction G
satisfaisant certaines propriétés relativement peu contraignantes, nous montrons que les
schémas de subdivision interpolateur de Lagrange et interpolateur en moyenne définis
sur cette grille sont convergents. La démonstration se fait par comparaison du schéma
non régulier avec le schéma régulier de méme degré. Nous étudions les propriétés des
fonctions fondamentales qui s’en déduisent ainsi que I’ordre d’approximation de ces
schémas. Pour une approche un peu plus générale, applicable éventuellement a d’autres
schémas de subdivision, le lecteur pourra consulter [51].

Les schémas de subdivision permettent de construire des fonctions candidates a étre
les fonctions fondamentales d’une AMR de seconde génération. Nous nous y intéressons
de plus prés au cours du chapitre 5. Ce chapitre commence donc par un rappel sur les no-
tions d’AMR et ondelettes de seconde génération, et sur le schéma de relévement. Nous
montrons que les fonctions d’échelle du schéma interpolateur en moyenne, pondérées en
accord avec la grille, sont les fonctions d’échelle d’une AMR. Pour cela, nous montrons
la stabilité uniforme des bases a chaque niveau d’approximation. Nous construisons
un systéme biorthogonal, formé des fonctions d’échelle primales et duales et des “on-
delettes” primales et duales. La stabilité multi-échelle de ces bases, qui manque pour
pouvoir réellement considérer ces fonctions ondelettes, reste un probléme ouvert.

Dans le chapitre 6 nous nous intéressons au comportement des méthodes que nous
proposons dans les chapitres 2 et 3 quand elles sont appliquées a des échantillons de
taille “raisonnable”. Cet étude vient compléter I’étude asymptotique menée dans les
chapitres 2 et 3. Nous verrons que dans cette situation la méthode proposée au cha-
pitre 3 ne peut pas étre appliquée telle quelle et nous suggérons des modiffications a
apporter. Cependant, ces modifications entrainent des difficultées du point de vue du
calcul du risque d’estimation, et ce calcul reste pour I’instant un probléme ouvert. Nous
présentons des illustrations de simulations numériques pour chacune de ces méthodes,
ainsi que pour un algorithme utilisant les “ondelettes” adaptées a la grille que nous
étudions au chapitre 5. Nous effectuons une étude comparative en prenant en compte

~ 1/2
I’erreur quadratique (% Sil f(ti) — f(ti)|2> :
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Chapitre 1

Notions générales concernant les
ondelettes

Nous rappelons dans ce chapitre des notions et quelques résultats qui nous serviront
dans les chapitres suivants.

1.1 Base orthonormée et base de Riesz d’un espace de
Hilbert

Soit A un espace de Hilbert, i.e., un espace vectoriel muni d’un produit scalaire,
complet par rapport a la métrique induite. Soit 7 un ensemble d’indices. On appelle
systéme orthogonal une famille E = {e, : n € I} d’éléments non nuls de # telle que
(ei,ej) =0, pour touti, j € I, i+ j. Un systéme orthonormé est un systéme orthogonal
dans lequel ||j|| , = 1, pour tout i € 1. On appelle base orthonormée de # un systéme
orthonormé E tel que

X% =S I(x.e)f?.
el
pour tout x € #. Les espaces de Hilbert séparables admettent toujours des bases ortho-
normées et celles-ci sont toujours dénombrables.

Soit I un ensemble au plus dénombrable. On appelle base de Riesz de # un en-
semble E = {en: n e I} d’éléments de # qui vérifie les propriétés:

(i) span E est dense dans #/, ou span E dénote le sous-espace vectoriel engendré par
E;
(if) il existe deux constantes finies 0 < C1 < C telles que pour toute suite (xj)ic de
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support fini,

CIY NP <Y x| <Ca S |xil? (1.1.1)

Les bases de Riesz sont une généralisation des bases orthonormales, pour lesquelles
onaCy =Cy = 1. Si E est une base de Riesz, la relation (1.1.1) reste valable pour des
sommes infinies, et elle implique qu’il existe deux constantes C5 > C; > 0 telles que:

CalIxll3 < > [(x.€0)|* < CalIx%- (1.1.2)
| €274
La relation (1.1.2) est plus faible que (1.1.1). En effet, si I’on considére I’application

T: (Xiier — ZIX i€i, (1.1.3)
IS

la relation (1.1.1) équivaut a dire que T est un isomorphisme de ¢2( ) dans . L’appli-
cation duale de T est donnée par

T X ((X,&))ier, (1.1.4)
et larelation (1.1.2) refléte seulement I’inversibilité a gauche de T *. Une famille {e;}ic;
qui vérifie (1.1.2) s’appelle un frame. Elle assure le fait que tout x € 4 peut étre recons-
truit & partir des produits scalaires (x,ej) mais cette reconstruction n’est pas unique, les
frames sont donc généralement redondants. Par contre, tout x € # admet une représen-
tation unique dans une base de Riesz: x = Y-/ Xiej, et I’ordre de sommation ne compte
pas. De plus, on aura (xi)ics € £2(1).

Soit E une base de Riesz de #/. Il existe une unique base de Riesz pour #/, E = {&; :
i € I}, qui est duale de E, i.e., (ej,€j) = & j, pour tout i, j € I. Si I’on connait la base
duale E, les coefficients x; d’un élément x € # dans la base E peuvent &tre obtenus par
la formule x; := (x,&j). On peut donc écrire:

X = er. er.

i€l icl

1.2 Analyse multirésolution “de premiére génération”

Nous faisons ici un court rappel concernant les analyses multirésolution (en abrégé,
AMR) et les ondelettes classiques, dites “de premiére génération”. Nous nous contente-
rons de rappeler des résultats qui nous semblent utiles pour la suite. Le lecteur intéressé
par plus de détails peut consulter par exemple [49], [9], [15].
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Définition 1.2.1 [49] Une analyse multirésolution est une suite (V) jez de sous-espaces
fermés de L? = L2(R), telle que

(i) La suite est emboitée : pour tout j,
Vj CVjt1.

(i) f €Vjsietseulementsi f(271.) € Vj.
(iii) La réunion de ces espaces est dense dans L2 : pour tout f dans L2,

lim [[f — P9 |2 =0, (1.2.1)
e

ou PJp représente la projection orthogonale sur Vj.
(iv) L’intersection de ces espaces est I’espace nul : pour tout f dans L2,

lim |[POf]]2 = 0. (1.2.2)
jo—oo

(v) Il existe ¢ € Vo telle que la famille {¢(- —k) : k € Z} est une base Riesz de Vj.

On appelle fonctions d’échelle les translatées et dilatées de ¢,
Ojx:=229(2)-—k), keZ, jeZ. (1.2.3)

Nous appellerons parfois la fonction ¢ “la” fonction d’échelle, ou fonction d’échelle
génératrice. Pour tout j € Z, la famille {¢jx : k € Z} est une base de Riesz pour Vj;,
avec les mémes constantes C; et C, que pour la base {¢(- —Kk): ke Z}.

L’inclusion Vo C V1 permet d’exprimer ¢ dans la base de V1. Grace a la relation
(1.2.3) on obtient la relation a deux échelles (ou encore relation de raffinement) :

=2 S hed(2- —k). 1.2.4
¢ é;kw ) (1.2.4)

Les coefficient hy s’appellent coefficients de raffinement. La stabilité de la base de V;
assure le fait que la suite (h )k est dans ¢2(Z). La relation de raffinement joue un role trés
important dans la construction de la fonction d’échelle ¢, qui souvent n’est pas connue
explicitement. Ses valeurs sont calculées par récurrence dans les points dyadiques par
un schéma de subdivision, a partir des coefficients de raffinement. Nous y reviendrons,
dans un cadre plus général, au cours du chapitre 4.

La condition (ii) implique que toute fonction dans L2 peut &tre approchée aussi
prés que I’on veut par sa projection sur I’un des sous-espaces fermés Vj, j € Z. Cette
projection existe et elle est unique. On dit que la fonction @ € L2 est L2-stable si la
famille {@(- —k) : k € Z} est une base de Riesz pour le sous-espace fermé qu’elle



20 1.2. Analyse multirésolution “de premiére génération”

engendre dans L2. La condition (v) dit alors que la fonction ¢ d’une AMR est L2-stable.
Généralement, on étudie la stabilité d’une fonction a I’aide de sa transformée de Fourier.

Une AMR de fonction d’échelle ¢ est dite orthonorméesi {¢(- —Kk) : k € Z} est une
base orthonormée pour Vj.

L’exemple classique le plus simple d’AMR est celle de Haar,
Vi={f eL?: VKEZ, flpiy-is1y CONStante}, VjeZ

et ¢ = g 1;. L'AMR de Haar est orthonormée. Elle est trés simple, et les algorithmes qui
I’utilisent sont trés rapides, mais dans certaines applications on souhaite que la fonction
¢ soit plus lisse. On utilise alors par exemple les AMR orthonormées construites par
I. Daubechies ([15]). Leur inconvénient est d’avoir un support un peu plus grand (mais
toujours compact), et surtout de ne pas étre symétriques. L’AMR de Haar est la seule
AMR orthonormée dont la fonction ¢ est a support compact et symétrique. Pour pallier
ce défaut, on peut se contenter des AMR non orthonormales.

Soient @, @ € L2 deux fonctions qui vérifient des relations de raffinement du type
(1.2.4). Les fonctions @et ¢ sont dites duales I’une de I’autre si pour toutk,l € Z on a:

(o(- —Kk),@(- —1)) = &, (1.2.5)

le produit scalaire étant celui de L2. Nous dirons que deux AMR, de fonctions d’échelle
¢ et ¢, sont duales I’une de Iautre si les fonctions ¢ et § sont duales I’une de I’autre.
Nous appellerons fonction d’échelle primale la fonction ¢ et fonction d’échelle duale la
fonction ¢.

Remarquons que la famille {¢(- —1): | € Z} n’est pas nécessairement la base duale
(unique) de {¢(-—1) : | € Z} dans Vp. La fonction duale n’est pas unique et elle ne se
trouve pas toujours dans Vo. Un résultat de [48] montre que si la fonction ¢ € L2 est
raffinable, & support compact et L2-stable, alors il existe une fonction § duale de ¢, qui
est elle aussi dans L? et & support compact.

Citons le cas des fonctions d’échelle interpolatrices i.e., ¢ € L2NCP, telle que
¢ (k) = o, pour tout k € Z. Une telle fonction admet comme “duale” la distribution de
Dirac. En effet, § = & vérifie la relation de raffinement (-) = 2¢(2-) et ¢ et ¢ Vérifient
la relation (1.2.5), mais au sens d’un produit de dualité.

Comme pour la fonction d’échelle primale ¢, on note

i =221 —k), jkez, (1.2.6)

les fonctions d’échelle duales et Vj := span {$ : k € Z}.
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Comment construire une AMR? La démarche est en général I’inverse de ce que
nous avons présenté jusqu’ici: on choisit d’abord la fonction ¢ qui sera la fonction
d’échelle de I’AMR, puis on construit cette derniére comme suite des sous-espaces Vj =

span {jk: ke Z}.

Ainsi, si ¢ et ¢ sont deux fonctions raffinables, a support compact, duales I’une de
I’autre, et si

t)dt k) =1, 1.2.7
([ 300 5 otx—k) (127

presque partout dans R, avec ces deux fonctions on peut construire deux AMR duales
I’une de Iautre. La propriété (1.2.7) est la propriété de reconstruction des polynémes
constants. Si ¢ est raffinable et L2-stable, (1.2.7) est automatiquement vérifiée.

Remarquons qu’en intégrant sur [0, 1] la relation (1.2.7) on obtient :

(/q)(x)dx)(/di(x)dx) _1. (1.2.8)

On peut donc normaliser les fonctions ¢ et ¢ de sorte que :

/d)(x)dx = /$(x)dx =1 (1.2.9)

1.2.1 Les sous-espaces de détails et les ondelettes

Soit une AMR de fonction d’échelle ¢. Soit Wy un complément de Vg dans Vi, i.e.,
V1 =VodWp.

Supposons qu’il existe une fonction Y telle que {Y(- —k) : k € Z} soit une base de Riesz
de Wp. Nous désignerons parfois la fonction ¢ du nom d’ondelette-mére. Si I’AMR
est orthonormée, il existe un unique complément orthogonal Wy de Vg dans Vi et une
fonction  telle que {W(- —k) : k € Z} est une base orthonormée de Wp.

Nous appellerons ondelettes (primales) les fonctions :
Yjx:=22p(2) k), jkez,

et sous-espaces de détails (primaux) les ensembles :

Wj:=span{Pjk: keZ}, jeZ.

Le nom vient du fait que les sous-espaces W; contiennent les différences d’information
entre deux résolutions successives, Vj et Vj;1. Pour tout j € Z on a Vj;1 = V& W;j et
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{Pjk : k€ Z} est une base de Riesz de Wj. De plus, nous demandons que pour tout
jo € Z I’ensemble

Ejo .= {djok: KEZ}U{Wjk: J,KEZ, j > jo}

soit une base de Riesz pour L2. 1 existe alors une unique base de Riesz de L?, duale de
Ejo-

De maniére similaire, on définit des sous-espaces de détails duaux Wj et des onde-
lettes duales Qj, j,k € Z, qui forment des bases de Riesz pour les sous-espaces de
détail duaux. Nous demandons que pour tout jo € Z I’ensemble

Ejo = {Bjok: ke ZIU{Bjx: J.keZ, j > jo}
soit une base de Riesz pour L.

Nous imposons la condition que (¢, $, W, P) soit un systéme biorthogonal, i.e.

(9,9(- —K)) = (Y, P(- —k)) = ok (1.2.10)

et
(W, 8(-—k)) = (B, 9(- —k)) =0, (1.2.11)

pour tout k € Z. Pour tout jo € Z, les bases Ej, et Ej, seront alors duales I’une de I’autre.
Nous appellerons les ensembles E j,, respectivement Ej,, la base d’ondelettes primale et
la base d’ondelettes duale, de niveau jo. On pourra se réferer a [10] pour un étude des
bases biorthogonales d’ondelettes.

Puisque Wo C V1 et Wo C V4 on peut écrire::

P = ﬁkgzgkw —k) et § = ﬁgz@ktﬁ(z -—k) (12.12)

avec les suites de coefficients de raffinement (gx )kez, (Gk)kez € £2.

On montre que si (¢, $, Y, P) est un systéme biorthogonal alors :

S hihiian =3 Giiszn = Sop (1.2.13)
kKeZ kKeZ
et
hGk+2on =) hkGkyon =0 (1.2.14)

pour tout n € Z. Soient H, H, G, G les matrices bi-infinies respectivement de compo-
santes Hj x = hx—21, Hix = hk—21, Gi k = Ok—21, Gi x = Gk—21, pour tout k, ¢ € Z. Alors les
relations (1.2.13) et (1.2.14) s’écrivent :

HHT =GG' =1 et GH' =HG' =0. (1.2.15)
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En particulier, on peut choisir gx = (—1)"h1_k et gk = (—1)"ﬁ1_k, pour tout k € Z.
Quand I’AMR est orthonormée on aura alors hy = hy et gx = gk = (—1)"h1_k, pour tout
keZ.

1.2.2 Ladécomposition et la reconstruction

Soient deux AMR duales I’une de I’autre et le systéme biorthogonal (¢, $, W, ).
Toute fonction f € L2 peut &tre approchée aussi prés que I’on veut par sa projection sur
un sous-espace V; suffisamment fin :

Projy, f = Z CakPaks (1.2.16)
kKeZ

avec ¢y := (f, k). Cette décomposition est unique et stable. Plus utile pour nous est
la décomposition qui exploite la relation

L2 =V}, oW, oWj,115..., (1.2.17)

avec jo € Z quelconque. Si jo < J, du fait que Ej, est une base de Riesz pour L2 on
obtient la décomposition multi-échelle (unique) :

1-1
Projy,f = > Cioxdiok+ D > djkWjk, (1.2.18)
KEZ j=JokeZ

avec Cjk = (f,§jk) etdjy = (f,Yj).

Dans la pratique, les coefficients de la décomposition (1.2.18) ne sont pas calculés
comme produits scalaires, mais par des convolutions-décimations successives a partir
des coefficients de la décomposition (1.2.16). C’est I’algorithme de décomposition en
ondelettes. 11 utilise les formules:

Cjk = Zrﬁ|_2k0j+17| et djm= Z O1—2kCj+1,1- (1.2.19)
lez, le7,

Inversement, a partir des coefficients multi-&chelle on calcule les coefficients a I’échelle
fine J par I’algorithme de reconstruction. 11 est basé sur la formule:

Ci+rl = » Mi—aCjk+ ) gi-adjx- (1.2.20)
keZ KEZ

SiI’on note ¢j = (¢« )kez le vecteur colonne des coefficients des fonctions d’échelle au
niveau j et dj = (djk)kez le vecteur colonne des coefficients des ondelettes au méme
niveau, les opérations de décomposition et reconstruction s’écrivent :

Cj=Hcj;1 et dj=Gcjya,
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respectivement
Cjt1 = HTCj —I—Gde.

Ces deux algorithmes ont été introduits par S. Mallat, dans le cadre des AMR or-
thogonales de premiére génération. Ils s’inspirent du schéma de codage en sous-bandes,
utilisé depuis longtemps en traitement du signal : on décompose un signal ¢j;1 en deux
composantes, I’une qui contient les basses fréquences, cj, I’autre qui contient les hautes
fréquences, d;. Par similarité avec ce schéma on peut appeler le filtre H, filtre passe-bas,
et le filtre G, filtre passe-haut. Pour la reconstruction, on utilise les filtres H et G. Le
diagramme suivant représente le schéma de codage.

G d G |

J
Cj+ 1H C?H Cj+1

H c H'

FIG. 1.1 — La transformée en ondelettes représenté comme schéma de codage.

En imposant la condition que la reconstruction soit exacte, on obtient que
HTH+G'G=1. (1.2.21)
Les relations (1.2.15) et (1.2.21) donnent alors

H

G

H

G

I 0

0 = 1. (1.2.22)

[ HT GT]:{ ] et [HT G|

Si les matrices H, G, H et G vérifient la relation (1.2.22), on dit qu’elles forment un
systéme biorthogonal de matrices de filtrage. Si I’on note @ := (¢ )kez et Wj =
(Wjk)kez, les relations de raffinement s’écrivent:

Pj=HDjy; et Wj=GWj,1. (1.2.23)

Inversement, les fonctions au niveau fin s’expriment par rapport aux fonctions au niveau
moins fin par la formule:
Py =H @+ G"W;. (1.2.24)

On dit d’un filtre H qu’il est de longueur finie si sa matrice a sur chaque ligne et
chaque colonne un nombre fini de composantes non nulles. Si les filtres H, H, G et G
sont tous de longueur finie, alors la complexité des algorithmes de décomposition et de
reconstruction est d’ordre O(n), inférieur & la Transformée de Fourier Rapide, qui est
d’ordre O(nlogn).
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1.3 Pourquoi une décomposition multi-échelle?

Les coefficients de détails d; x d’une fonction f € L2 sont trés petits dans les régions
ou la fonction est réguliére. Leur valeur devient non négligeable dans le voisinage des
points de discontinuité ou des points critiques de f, ce qui permet la détection de ces
points. De plus, ils décroissent rapidement vers 0 quand j croit vers I’infini. Dans la
compression de données, il suffit alors de garder les coefficients cj, x a une échelle jo
petite (qui sont peu nombreux lorsque la fonction f est a support compact), ainsi que les
coefficients de détails significatifs, qui sont, eux aussi, peu nombreux. On élimine les
coefficients de détails a des échelles hautes. A la reconstruction, en remplacant par zéro
les coefficients manquants, on obtient une bonne approximation de la fonction originale.
Dans le cas de fonctions bruitées, on peut espérer éliminer les petites oscillations haute
fréquence parasites par simple seuillage des coefficients de détails. On garde la structure
“grossiere” de la fonction, et les grands coefficients de détails (qui appartiennent avec
une grande probabilité & la fonction) et on élimine les petits coefficients de détails.

1.4 L’ordre d’une AMR et le nombre de moments nuls
des ondelettes

Définition 1.4.1 On dit que I’ordre d’une AMR est r si, pour tout j € Z, tout polyndme
P de degré strictement inférieur a r peut étre écrit sous la forme :

P= Ezcj,kd)j,k-
ke

Une définition similaire existe pour I’ordre 7 de I’AMR duale.
On dit d’une fonction f qu’elle a r moments nuls si pour tout ¢ =0,...,r—1
‘
X" f(x)dx = 0.
[X500

Un calcul simple montre que I’ordre de I’AMR primaire coincide avec le nombre de mo-
ments nuls de I’ondelettes duale  et, réciproquement, I’ordre de I’AMR duale coincide
avec le nombre de moments nuls de I’ondelette primale .

1.5 Adaptation a I’intervalle

Nous ne présentons pas ici d’exemples de bases d’ondelettes et d’AMR de premiére
génération. Le lecteur pourra consulter par exemple [15], [50], [9]. Nous supposerons
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disposer d’une telle AMR, de fonctions d’échelle ¢« et d’ondelettes y; , et nous al-
lons brievement rappeler certaines méthodes permettant de la transformer en une AMR
adaptée a I’intervalle.

Dans la pratique, un signal (ou une image) est toujours de dimension finie. Sans perte
de généralité, nous supposerons que les fonctions qui nous intéressent sont définies sur
I’intervalle [0,1]. Une premiére idée est de les prolonger par zéro en dehors de leur
domaine de définition. Cette méthode introduit artificiellement des discontinuités aux
bords, donc des grands coefficients d’ondelettes qui ne sont pas justifiés par I’allure
de la fonction. Son avantage est sa simplicité — elle ne nécessite aucune modifica-
tion des algorithmes. D’autres stratégies existent, chacune ayant des avantages et des
inconveénients. Le choix est donc a faire en fonction de I’application.

1.5.1 Ondelettes périodiques

Une solution simple, facile a utiliser aussi bien dans les calculs théoriques que dans
les algorithmes, est de prolonger par périodicité les fonctions a tout I’axe réel. Etant
donnée une fonction f € L?(0,1), on la prolonge d’abord hors de [0, 1] par la fonction
f: R — R, donnée par:

.| F(t) site[0,1]

ft)= { 0  sinon,
puis on la périodise par :

fPrt)y =y f(t+4¢), teR.

=/

Nous créons ainsi des discontinuités aux bords. Nous pouvons néanmoins espérer
qu’elles seront moins grandes que celles introduites par la premiere méthode que nous
avons mentionnée. Prenons I’exemple extréme d’une fonction qui est constante sur
[0, 1], de constante trés grande. Si nous la prolongeons par périodicité, nous récupérons
une fonction constante sur R, donc elle ne perd pas de régularité. Au contraire, nous
créons des grandes discontinuités aux bords si nous la prolongeons par 0 en dehors de
son domaine de définition.

Prolonger par périodicité les fonctions revient a construire une base d’ondelettes
pour L?(0,1) comme suit. On définit les fonctions :

o7k = ;Zd’j,k(- +0), JkeZ. (15.2)
S

Pour j € N fixé, dans I’ensemble {0} : k € Z} il existe 2/ fonctions différentes, car

elles sont périodiques de période 1 et ¢}, , = ¢y (- — 271). Choisissons les fonctions
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indexées par 1 < k < 21, Pour 1 < k < 2/, notons ¢, := ¢} 0. Remarquons que
si 1 <k < 2! et lesupport de ¢k est inclus dans [0,1] alors ¢?ﬁk(t) = ¢ (t) pour
tout t € [0,1]. Nous gardons donc les fonctions qui ont le support dans [0, 1] et nous
ignorons celles qui ont leur support dans I’extérieur de [0,1]. Nous coupons en deux
composantes disjointes les fonctions dont le support intersecte I’intérieur et I’extérieur
de [0, 1], comme le montre la figure suivante.

FIG. 1.2 — La restriction a I’intervalle d’une ondelette périodique.

Par le méme procédé on construit les ondelettes ljJE)k, jEZetk=1,....2]

Dans les algorithmes de décomposition utilisant cette méthode il ne faut pas des-
cendre en dessous du niveau jint, le plus petit entier tel que le diamétre de I’ensemble
suppd ji.¢,0 soit inférieur a 1. Ces algorithmes restent des algorithmes de filtrage, dont
les filtres sont construits par périodisation des filtres classiques.

Cette méthode a le désavantage de créer de grands coefficients de détails pres des
bords, a cause du manque de moments nuls pour les ondelettes dont le support touche
les bords, mais elle est facile a appliquer. Nous I’utiliserons dans le chapitre 2.

1.5.2 Symétrisation par rapport aux bords

Cette méthode nous évite d’introduire des discontinuités aux bords. On définit le
prolongement de f a tout I’axe réel par symétrisation par rapport a I’axe x = 0, puis
périodisation:

f

/\W

0 1

FIG. 1.3 — Prolongement de f par symétrie.

La base d’ondelettes de L2(0,1) construite par cette méthode ressemble & la base
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d’ondelettes périodiques, mis a part que I’on symétrise I’ondelette par rapport a I’extré-
mité 0, avant de périodiser le résultat. Nous gagnons ainsi la continuité aux bords, mais
les coefficients de détails seront quand méme plus grands aux extrémités qu’a I’intérieur
de I’intervalle, car la nouvelle fonction n’est pas dérivable aux points entiers. Pour ap-
pliquer cette méthode il faut que les ondelettes initiales soient symétriques ou anti-
symétriques. La seule base orthogonale avec cette propriété est la base de Haar. Si I’on
veut des bases d’ondelettes plus lisses, ayant plus de moments nuls, il faut s’affranchir
de la condition d’orthogonalité.

Ce type d’algorithme est parfois utilisé en traitement d’images, quand le manque
de dérivabilité aux bords n’est pas trop génant. Mais I’implémentation est plus difficile
comparativement a la méthode précédente.

1.5.3 Ondelettes orthonormées adaptées aux bords

Nous avons vu gue le principal inconvénient des méthodes précédentes est le manque
de moments nuls des ondelettes duales qui ont été modifiées a cause des bords. Ceci fait
que les coefficients de détails dans le voisinage des bords sont d’ordre de grandeur
plus élevé que les coefficients de détail intérieurs. Dans un algorithme de compression
on sera alors amené a utiliser inutilement beaucoup de ressources pour enregistrer les
bords d’une image, et dans un algorithme de débruitage on devra seuiller differemment
les coefficients intérieurs et les coefficients affectés par les bords.

Considérons désormais une base orthonormée d’ondelettes. Dans ce cas, les fonc-
tions d’échelle et les ondelettes duales se confondent avec les fonctions primales. Le
nombre de moments nuls coincide avec le degré maximal des polynémes qui peuvent
étre écrits comme combinaison linéaire de fonctions d’échelle d’un méme niveau. On
construit alors les fonctions d’échelle aux bords comme combinaison linéaire de restric-
tions a [0, 1] des fonctions d’échelle sur R, de sorte que les nouvelles fonctions d’échelle
vérifient les conditions de Strang-Fix [38] pour la reproduction des polyndmes. Cette
méthode a été utilisée dans [11] et dans [52], pour construire des bases d’ondelettes
adaptées aux bords, a partir de bases d’ondelettes orthonormées de Daubechies.

Rappelons ici le procédé de [52]. Supposons que ¢ soit une fonction d’échelle de
support de longueur L telle que les conditions de Strang-Fix soient vérifiées jusqu’a
I’ordre N, c’est-a-dire, telle que :

£
%:ZPZ(k)q)(X—k), 0=0,...,N—1, XeR,
a keZ
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avec
14
Cﬁ—n n

Pg(x):Z) P xeR,
n= )

Cm = /R%d)(x)dx — Pn(0).

Les coefficients Cry peuvent étre calculés par récurrence.

et

On construit d’abord une base pour [0, +oo[. Pour ¢ =0,...,N — 1, on note:
N—1—a

Be(x)=" > Pe(k)O(X—K)To 4o (X),
k="N+1

ou a est un parametre qui vaut 0 ou 1. Grace a cette définition, on peut écrire :

‘

T =00+ PN —a)o(x— (N—a)) +....
pour tout x € [0, +oo[. Les fonctions §, et ok, £ =0,...,N—1,k > N, sont indépendantes
et elles permettent la reconstruction des polynémes jusqu’au degré N — 1. Aprés or-
thonormalisation, on obtient un systéme de fonctions d’échelle du sous-espace fermé
V£O’+°°[ qu’elles engendrent. Les fonctions d’échelle aux niveaux plus fins sont des
contractées des fonctions d’échelle du niveau 0. Au bord droit, en 1, la construction
est symétrique. Les ondelettes se construisent par le méme procédé. Le parametre o
permet de construire des fonctions qui vérifient des conditions de type Dirichlet sur les

bords.

Puisque I’on peut décrire avec des fonctions d’échelle du méme niveau les po-
lyndmes jusqu’au degré N — 1, I’ordre de la nouvelle AMR est N, comme pour I’AMR
initiale. Les ondelettes construites par cette méthode ont toutes le méme nombre de mo-
ments nuls. Les algorithmes sont plus compliqués, du fait que les filtres changent selon
que I’on est a I’intérieur de I’intervalle ou pres d’un bord. Un autre inconvénient que
nous avons remarqué dans les tests numériques est que les fonctions affectées par les
bords sont trés oscillantes. Un estimateur construit par seuillage sera donc oscillant dans
le voisinage des bords. Nous utilisons cette méthode dans le chapitre 3.

1.5.4 Ondelettes biorthogonales sur I’intervalle

On peut construire des bases d’ondelettes sur I’intervalle, ondelettes ayant toutes le
méme nombre de moments nuls, qui ne sont pas issues d’ondelettes orthonormales. 1l
suffit de trouver des filtres adéquats, de sorte que les fonctions d’échelle vérifient les
conditions de Strang-Fix. Dans [67] on trouve I’exemple des ondelettes interpolatrices
de Lagrange et les ondelettes interpolatrices en moyenne. Certains résultats théoriques
se trouvent dans [27].
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1.6 Approximation des coefficients

Un algorithme de décomposition en ondelettes recoit en entrée le vecteur des coef-
ficients a une échelle fine, et le transforme dans un vecteur contenant les coefficients a
une échelle moins fine ainsi que les détails entre les deux niveaux. La transformation
se fait par convolutions successives avec des filtres (généralement de longueur finie).
La principale difficulté est alors de calculer les coefficients a I’échelle fine, qui sont des
produits scalaires entre f, la fonction & décomposer, et les fonctions d’échelle du niveau
fin. Méme si I’on veut faire les calculs avec une grande précision, dans une situation
réelle c’est souvent impossible puisqu’on dispose uniquement d’un échantillonnage de
la fonction f. On est alors amené a utiliser des formules de quadrature et on se pose la
question de savoir dans quelle mesure cette approximation affecte I’algorithme.

Soient deux AMR duales I’'une de I’autre, dont les fonctions d’échelles respectives
¢ et §, sont a support compact et vérifient la relation (1.2.9). Notons tjy := k/21, pour
tout j,k € Z. On suppose que I’origine se trouve dans le support des fonctions ¢ et (.
Pour les bases d’ondelettes usuelles cette condition est vérifiée.

On peut caractériser certains espaces de fonctions par I’amplitude des coefficients
de détails de leurs éléments et vice-versa. C’est le cas en particulier des fonctions
holderiennes.

Pour tout o € R, nous noterons |a | sa partie entiére inférieure, i.e., I’entier positif
tel que o’ :=a — |a] €]0,1].

Définition 1.6.1 Soit Q un intervalle réel. Etant donné a > 0 et m un entier positif,
nous dirons que la fonction f : Q — R est holderienne d’ordre o par morceaux sur Q,
avec au plus m discontinuités, si :

(i) il existe | <m pointsa; < ... < a dans Q tels que f ait |a| dérivées continues,
sauf éventuellement en les points a;, et tels que toutes les dérivées (y compris f)
soient bornées en valeur absolue sur leur domaine de définition ;

(i) pour toutintervalle I de laforme ]aj,aj+1[, | —,a1] N Qou ]an, [N Q, il existe
des constantes positives L;, i = 0,1,...,1, telles que pour tout x,y € I,

100 — 118D y) < Lifx -y
Sim =0, nous dirons que f est hélderienne d’ordre a sur Q.

Nous dirons que f appartient & A®(L,m) si elle est holderienne d’ordre a par mor-
ceaux et si toutes ses dérivées (sur Q, sauf en les I < m points de rupture), ainsi que les
constantes L;, sont bornées en valeur absolue par une constante positive L.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons Q := R. La vitesse de décroissance
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de I’amplitude des coefficients de détails pour les fonctions de A®(L,m) dépend du
nombre de moments nuls de I’ondelette duale. Nous rappelons ici ce résultat.

Proposition 1.6.2 Soit a,L > 0, m > 0 un entier et f une fonction de A%(L,m). Si
I’ondelette duale { est bornée, a support compact et admet r moments nuls, il existe une
constante C indépendante de f, de j et de k telle que :

(i) SisuppW; ne contient aucun point de rupture de f, alors
Idj| < C2~J(3/2+min(a,r)) . (1.6.1)
(i) Sisuppjk contient au moins un point de rupture de f, alors
dj k| <C27/2, (1.6.2)
Démonstration : (i) Soit p = min(|a,r —1). Puisque { admet r moments nuls, on a:

./R[f(tj’k> 4.t (t_pM f(p)(tj,k)]mj,k(t)dt -0

Le point tj x est intérieur au support de U x. Puisque la fonction f n’a pas de points de
rupture dans I’intérieur de ce support, nous pouvons en écrire un développement limité
au point tj :

t—tjy )Pt .
f(t) = f(th)+..._|_((p17’k])-)lf(p—1)(tj7k)
t—tj)P 1 - B
7(“0_]1()). /o (L—8)P P (tj+B(t—tjx))dB, t € supplijk.

Les deux derniéres relations nous permettent d’écrire:

e = [ 1Bt = [ 110~ (10 - I 00100t

p!
/ (Ep_tjlk)) Pilt )/ (L—8)PHFP)(tj+O(t —tjx)) — F(P)(t; )] ddt.
Si p=|a], alors

[F P a4 B(t —tjp) — P (1] < LIB(E— ;0"
Sip < |a], alors
[Tt +B(t —tjj) — F Pt 40| < LIB(E —tj)].

Donc
|f(p)(t1k+9(t—t1k)>—f( (tix)| < LIB(t—tj, ) min(@=p2)
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et

djx| <

p—1gmin(a—p,1) . .
L/ = 6 6 de/R|t—tj,klm'”(“’p“)lfﬁj,k(t)Idt

<cf |t—t,-,k|m'” “’”|w,-,k<t>|dt.
R

Du fait que { est a support compact et bornée on obtient alors la relation (1.6.1).

(if) Dans ce cas, nous pouvons utiliser uniquement le fait que f est bornée et que
||Wj k|1 est de I’ordre du 271/2:

djul < /le(t)l Pk (t)[dt < L||P|l27 /2

Nous avons supposé que I’origine se trouve dans le support de la fonction @, ce qui
implique que le point tj se trouve dans le support de la fonction ¢ ;. Quand j tend
vers Iinfini, la longueur du support de ¢« tend vers 0. Une approximation pour cj x est
alors

cjx ~ 272§ (27 k).

Le résultat suivant donne une estimation de I’erreur d’approximation de c j i par f(2- k),
pour les fonctions hdlderiennes par morceaux :

Proposition 1.6.3 Soit a,L > 0, m > 0 un entier et f une fonction de classe A%(L,m).
Si la fonction d’échelle duale ¢ est bornée et a support compact, il existe une constante
C indépendante de f, de j et de k telle que :

(i) si supp;k ne contient aucun point de rupture de f, alors
IN~Y2f(tjx) — cjx| < C27I(t/ZFmin(a.1)), (1.6.3)
(ii) si supp®;x contient au moins un point de rupture de f, alors
In~Y2f(tjx) —cjx| < C27V/2, (1.6.4)
Démonstration: (i) De la relation (1.2.9) on tire:
N2t el = | [ ftodiktidt— [ 108t
< [ It = FO- Fix0ldt.
La fonction f étant hdlderienne d’ordre o sur le support de ¢ x, on en déduit:

R el <UL T U oot
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Etcomme §y = 21/2¢(21. —k) et puisque  est bornée et & support compact on obtient
la relation (1.6.3).

(ii) La démonstration est similaire :

(g0 el = | [ ftpodiltidt— [ 108t

< 19t = O] [Fult) ot
2L[18ull2 < 2LB)227 V2

A

Le résultat précédent évalue I’erreur d’approximation, quand on utilise une formule
de quadrature d’ordre zéro. On peut obtenir de meilleures approximations pour cjx en
utilisant des formules de quadrature d’ordre supérieur. Si f est de classe C*, avec s > 0,
on peut remplacer f sur le support de ¢ x par un polyndme de degré | <s. Par exemple
soit Py le polyndme d’interpolation de Lagrange qui interpole f en les points 2~ J(k+n),
n=0,...,1.On peut alors estimer c; x par

(k> Cjk =272 Zown J(k+n)), (1.6.5)
avec les poids
Wi :/ La()B(t)dt, (1.6.6)
R
ol Ly sont les polyndmes de Lagrange qui interpolent les valeurs Ln(n') = &, v, pour
n,n" =0,....l. Les résultats classiques sur I’interpolation de Lagrange montrent alors

que
ICik—Cikl < [®jxllie sup  [F(t) —Pi(t)]
tesuppﬁjyk
< C2I 2|1l os(upps, o) (1.6.7)

Le calcul des poids wy, réside dans le calcul des moments

My = /tkiﬁ(t)dt

En utilisant la relation de raffinement on obtient

_ (1 _ o—ky=lo—k-1 haCKRE=") M.
My = (1—27%)712 gk(;c M,

Sachant que Mo = 1, on peut calculer la valeur exacte de tous les moments ([66]).
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1.7 Latransformée invariante par translations discrete

La transformée discréte en ondelettes n’est pas invariante par translations. Si on
translate la suite de données discretes issue de I’échantillonnage d’un signal, les co-
efficients d’ondelettes ne sont pas simplement translatés mais complétement modifiés.
Ceci entraine des artefacts visuels (dits phénomenes de Gibbs), au voisinage des discon-
tinuités. Une méthode pour obtenir I”invariance par translations est le “cycle spinning”,
introduit par R. Coifman. La méthode consiste a calculer la moyenne, sur un ensemble
de translations, des transformées suivantes : on translate les données, on enléve le bruit
et on re-translate le résultat pour revenir a la position initiale. Si on note avec Sy, la trans-
lation circulaire de h pas et avec T I’opérateur d’estimation (dans notre cas, I’ensemble
d’opérations : décomposition en ondelettes, débruitage, reconstruction), on peut décrire

le “cycle spinning” par :
1

card(#H) hez}[

ou # est I’ensemble des pas de translations. Dans le cas particulier ou # est I’en-
semble de toutes les translations possibles du signal échantillonné a traiter, on obtient
une transformation invariante par translations. Au cours de la décomposition en onde-
lettes on effectue toujours une décimation. La transformée invariante par translations
ne fait pas la décimation, elle garde toutes les variantes possibles pour les coefficients
d’échelle et pour les coefficients de détails. Coifman et Donoho montrent dans [13] que
les algorithmes classiques, mais qui ne font pas la décimation, sont invariants par trans-
lations et de complexité O(nlogn). Le lecteur intéressé peut trouver plus de détails et
des exemples dans [13]. L’ensemble de programmes WaveLab ([28]), implementé par
D. Donoho et al. contient ces algorithmes.

S_nhTSh,

1.8 Le seuillage

Les estimateurs non linéaires que nous définirons dans les chapitres suivants utilisent
des procédures de seuillage. Nous rappelons ici deux procédures traditionnellement em-
ployées. Le nombre réel strictement positif A désignera le seuil.

Le seuillage dur
Le seuillage dur est défini par:

(1.8.1)

X si |X|>A
Boo={ 5 5 o

0 si |x| <A
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Le seuillage doux

Il est défini par:
X—A si X>A
Ny(X) =< X+A si X<A (1.8.2)
0 si Xx[<A

Ce seuillage minimise la distance quadratique aux données, pénalisée par une norme 2.
En effet, si xm, m=0,...,n—1, sont les données, alors le vecteur y qui minimise :

N—1 N—1
> [Ym —Xm|? + 22 > lyml
m=1 m=1

a pour composantes ym = N3 (Xm)-

Choix du seuil

Dans le cas des ondelettes classiques, et quand le bruit est indépendant et identique-
ment distribué suivant une loi normale centrée, on peut choisir pour le seuil la valeur
A := a4/2(logn)/n, ol n est la taille de I’échantillon et 62 est la variance du bruit [29].
Ce seuil est asymptotiquement optimal, mais il semble trop grand en pratique. Le risque
peut étre diminué en choisissant un seuil adapté aux données, avec la méthode SURE
(Stein Unbiased Risk Estimate [60])

Quand le bruit est corrélé, il est plus judicieux de choisir un seuil spécifique a
I’échelle, dépendant de la variance des coefficients de détails a I’échelle donnée.

La variance du bruit, o, n’est pas toujours connue. On peut en calculer un estimateur
robuste a partir de la médiane des valeurs absolues des coefficients de détail a I’échelle
la plus fine (voir [29]). En effet, un signal non-bruité a relativement peu de coefficients
de détails significatifs, la plupart étant d’amplitude négligeable. Aprés un premier pas
de décomposition, on évalue My, la médiane des valeurs absolues des coefficients de
détails, qui sera donc peu influencée par le signal original. Si I’on considére un ensemble
de variables aléatoires gaussiennes, de moyenne nulle et de variance o2. Si M est la
médiane de leurs valeurs absolues, on montre que

E(M) ~ 0.67450.

On peut donc estimer la variance du bruit avec la formule :

My

0= 06745

(1.8.3)
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Chapitre 2

Estimation de fonctions holderiennes

Dans ce chapitre nous proposons un algorithme pour le débruitage de fonctions ob-
servées sur une grille aléatoire. Nous montrons que I’estimateur issu de cet algorithme
est presque optimal lorsque les fonctions a estimer appartiennent a la classe des fonc-
tions hélderiennes, ceci au sens du risque L2-minimax et conditionnellement  la grille
d’échantillonnage.

2.1 Leprobleme

Soit X1, ..., Xn un échantillon aléatoire issu de la loi d’une variable aléatoire X, ayant
comme fonction de répartition la fonction inconnue G : R — [0, 1]. Puisque nous allons
toujours considérer que supp G = [0, 1], par abus de langage G désignera également la
restriction de G a [0,1]. Soit Xy, ..., X(n) la statistique d’ordre obtenue en ordonnant
les Xi dans I’ordre croissant de leurs valeurs. Nous considérons le modéle de régression

Yi=f(X3)+0Z, i=1,...nn=2 (2.1.1)

avec 0 > 0, Zy,...,Zy étant un échantillon aléatoire issu d’une loi normale N\((0,1).
Nous noterons Z le vecteur du bruit et nous supposerons que Z est indépendant du plan
d’expérience X.

Le cas de I’échantillonnage équidistant, X; = i/n, i = 1,....n, a été traité dans
des nombreux travaux. Donoho et Johnstone proposent un algorithme non linéaire de
débruitage, par seuillage des coefficients d’ondelettes, et ils montrent que le taux de
convergence de leur estimateur est presque optimal ([29]). Nous faisons une présentation
sommaire de leur méthode dans le paragraphe 2.3. Le méme algorithme pourrait éventuel-
lement étre utilisé dans le cas d’échantillonnages non équidistants, mais les résultats ne
sont pas satisfaisants, comme on peut le voir dans I’exemple suivant.



38 2.1. Le probléme
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FiG. 2.1 — Exemple de fonction de répartition, G(x) = x+ ﬁsin(?nx—l— D).

-15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
FIG. 2.2 — Comparaison entre deux méthodes d’estimation, sur une grille non
équidistante.

Le plan d’expérience, représenté avec des astérisques, est déterministe : Xj = G=1(i/n),
i=1,...,n. Lafonction G est celle de la figure 2.1. La ligne continue est la fonction
f. A partir des valeurs (non bruitées) de cette fonction aux points d’échantillonnage,
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on construit deux approximations: en pointillé celle obtenue en considérant les points
comme étant équidistants et en ligne brisée celle calculée avec une méthode adaptée que
nous développerons plus tard. On remarquera les artefacts de la premiére méthode.

Un grand intérét a été porté ces derniéres années aux méthodes adaptées pour le
débruitage des fonctions observées sur des grilles non équidistantes. Un exemple dans
ce sens est la méthode développée par T. Cai dans [5] et dans [3]. Elle traite le cas d’un
plan déterministe, Xj = G~1(i/n), i = 1,...,n, la fonction G étant supposée connue.
Nous allons rappeler ses résultats et les étendre au cas non déterministe. Dans notre
cas la fonction “grille” sera inconnue. A sa place nous utiliserons une estimation lisse,
notamment I’estimation log-spline. Cette substitution fait que les résultats de conver-
gence que nous obtenons sont plus faibles que dans le cas déterministe : le risque sera
controlé conditionnellement & la grille. 11 sera montré que, pour la classe des fonctions
holderiennes sur I’intervalle [0, 1], I’ordre en probabilité de ce risque est presque op-
timal. A la lumiére des résultats concernant I’estimation log-spline, la convergence en
probabilité semble le mieux que I’on puisse faire. Comme on le verra dans les exemples
numériques, I’algorithme donne des résultats satisfaisants méme pour des fonctions
présentant des irrégularités locales.

2.2 Préliminaires

La méthode que nous proposons est fondée sur la décomposition en ondelettes. Dans
la suite nous allons considérer une base d’ondelettes périodisées (pour leur définition,
voir le paragraphe 81.5 du premier chapitre). Supposons qu’elles proviennent d’une base
d’ondelettes définie sur R a support compact, orthonormées et r-régulieres (r étant un
entier positif). Par r-régularité on entend que les fonctions ont r dérivées continues et
que les ondelettes ont r moments nuls. Soit ¢ la fonction d’échelle génératrice et soit
I’ondelette-mére. Nous supposerons que la fonction d’échelle est de moyenne 1:

/q)(x)dx =1

Pour j € Z etk =1,...,21, notons par ¢« les fonctions d’échelle et par g« les onde-
lettes périodisées. Soient les sous-espaces d’approximation

Vj:=span{¢jy: k=1,...,2]}

et les sous-espaces de détails

Wj = span{Wjx: k=1,...,21}.
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On sait alors que pour tout j € N, Vj;1 =Vj@&W;j et Vj L Wj. Nous noterons Proj, la
projection orthogonale sur le sous-espace fermé V.

Nous supposerons que la régularité r des ondelettes est supérieure a la régularité
holderienne 3 des fonctions a reconstruire (voir la définition 1.6.1). Nous allons no-
ter par /\%(L,O) I’ensemble de fonctions f : [0,1] — R ayant la propriété suivante: si
on prolonge f par périodicité sur I’axe réel, la fonction que I’on obtient appartient a
I’ensemble AP(L,0) (sur R).

Dans tout ce chapitre, sauf autre mention, nous désignerons par /\B(L, m) I’ensemble
de fonctions holderiennes de rang 3 avec au plus m points de rupture, sur I’intervalle
[0,1].

Pour je Zetk=1,...,2], les coefficients de la décomposition d’une fonction f €
L2(0,1) dans la base d’ondelettes sont les produits scalaires dans L2(0,1):

Eik=(F.0j0 et Bju=(f,Pju), (2.2.1)
et f s’écrit:
2io 2]
f=73 &oxbiok+ Y > Bjxljk, (2.2.2)
k=1 j>Jok=1

pour jo € N quelconque.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous considérerons que la taille des échantillons
est de la forme
n=2), JeZ.
Soit ty :=k/n, k =1,...,n, un échantillonnage équidistant de I’intervalle [0, 1]. Quand
la fonction f est inconnue, sauf en les points tx, on peut I’approcher par :

n
fr=n""25 f(t)dak. (2.2.3)
k=1

Le théoréme suivant rappelle la vitesse de convergence de f; vers f. Pour la démon-
stration on utilise les propositions 1.6.2 et 1.6.3 du premier chapitre et la relation (2.2.2),
avec J a la place de jo.

Théoréme 2.2.1 Soient B et L des constantes strictement positives. Si f € AB(L, m) sur
[0, 1], il existe une constante C qui ne dépend ni de f ni de J telle que :

|| — f3)|3 <cn=2MinBY) L c(m+2)n~2.

Remarque 2.2.2 Le nombre de points de rupture peut croitre avec une vitesse polyno-
miale quand n croit, sans dégrader I’approximation. Si le nombre de points de rupture
m est inférieur & cnY, ol ¢ est une constante positive etou 0 <y < 1/(1+2pB), alors

2B
If — 313 = o(nT+26).
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Rappelons qu’utiliser des ondelettes périodisées équivaut a prolonger par périodi-
cité la fonction f a tout R. Ceci fait que les bords se rajoutent a I’ensemble de points
de rupture (d’ou le terme C(m + 2)n~1). Si la fonction qui prolonge f & I’axe réel tout
entier est de classe AP(L,0) sur R alors la convergence est plus rapide :

|f—fill2 < Cn—min(B.1) (2.2.4)
et on a le méme taux pour la norme L” :

|f — fi]0 < Cn~MiNED), (2.2.5)

2.3 Echantillonnage déterministe

Nous rappelons ici la méthode utilisée dans [5] pour estimer une fonction a partir
de ses valeurs bruitées en les points non équidistants Xy = G~1(ty), G étant une fonc-
tion connue. Nous montrerons également pourquoi cette méthode est inadéquate quand
I’échantillonnage est aléatoire.

Le probléeme d’estimation a résoudre est celui décrit en (2.1.1), a la différence que
I’échantillonnage est déterministe :

Xi=G7Yt), ti=i/n, i=1,...,n

Nous supposerons que G~ € AY(M, 0) sur [0, 1]. Du fait que G est continue et croissante
on déduit qu’elle est dérivable presque partout sur [0,1], et donc sa dérivée g, la ou
elle existe, est bornée inférieurement par 1/M. Nous cherchons un estimateur pour les
fonctions de classe AP(L,m) sur [0,1], dans une base d’ondelettes ayant les propriétés
décrites auparavant.

Notons y; une réalisation de Yj, i = 1,...,n. L’algorithme de reconstruction est :
Algorithme

Etape 1. On considére les points comme étant équidistants. On construit
n
hy :=n~1/2 ZlYiq)J,k ;
i=

Etape 2. Retour a la grille initiale :

fJ Z:hJOG;
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Etape 3. Projection de fy sur I’espace d’ondelettes et application d’un seuillage, pour
obtenir I’estimateur f;.

La complexité est d’ordre O(n), puisqu’on peut considérer les deux premiéres étapes
de I’algorithme comme un préconditionnement des données initiales par une matrice
creuse avec O(n) composantes non nulles. Par contre le calcul de cette matrice est as-
sez long. Une amélioration peut étre envisagée, si les données proviennent toujours du
méme échantillonnage, car on peut alors calculer une fois pour toutes la matrice de
préconditionnement.

L’ordre d’approximation

Nous considérons ici le probléme (2.1.1) avec o = 0. Nous disposons donc d’un
échantillon de n = 27 valeurs exactes de f :

Yi=f(Xi), i=1,...,n
Soit
n
hy :=n"Y25 Yidy,. (2.3.1)
2
La fonction
fJ = PI'OjVJ(hJ o G), (2.3.2)

va nous servir d’approximation de f dans V;. Le théoréme suivant mesure I’erreur d’ap-
proximation.

Théoréeme 2.3.1 Soit f /\B(L, m). Il existe alors une constante positive C, qui dépend
uniquement de la base d’ondelettes choisie, telle que :

H f_ fJH% < CLZ(l—I— M1+2min([3,1)>(n—2min([3,1) + <m+2>n—1>.

Démonstration : Soith = f o G=1. Par définition || f — f;]|2 = || f — Projy,(hyo G)||2 ce
qui permet d’utiliser la majoration:

If=falle < || =Projy, fll2+ [Projy, (f —hy o G)]l2

<
< |If =Projy, fllz+|[hoG—hyo G2, *)

la projection étant un opérateur linéaire et contractant. Du lemme 1.6.2 il résulte que:

| f —Projy, f[|3 < CLZ(n=2MInBN) 4 (m 4 2)n71). (2.3.3)
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La fonction f o G~* est dans A™N(BL(LMMN(B.L) m). En appliquant le théoréme 2.2.1
a la fonction f o G=1, on obtient::

n

[h=hof} = [[foG™" =5 (foG™)(t)dal}
k=1
< cL2M2Min(B.L)(p-2minB1) | (m 4 2)p-1y.

Comme G est dérivable presque partout et que sa dérivée g est bornée inférieurement
par 1/M, on obtient alors:

Iho G —hjyoG||3 < CL2ZMIH2min(BL)(n=2min(B1) 4 (m 1 2)n=1), (**)
De (*), (2.3.3) et (**), il résulte que:

H f_ fJH% < CLZ(l—I— M1+2min([3,1:)>(n—Zmin(B,l) + (m + 2>n—1>_

Remarque 2.3.2 Sile nombre de points de rupture mest inférieur a cnY, avec c constante
positive et 0 <y < 1/(1+2pB), alors

_2[3
If = f2ll3 = o(nT+3).

Le taux de convergence est le méme que dans le cas de points équidistants.

Le risque d’estimation

Quand les données sont bruitées, on décompose d’abord f; = hy o G en ondelettes,
en descendant jusqu’a un certain niveau jo :

2o _ -1 2
=73 CokPiokt > > BjkWik, (2.3.4)
k=1 j=lok=1

ou
~ n _ n
Ejok i=n"1/? ZlYi<¢J,i 0G,0jok), Ojx:=n"1/2 ZlYi<¢J,i oG,Pjk).  (2.35)
i= i=

Puis on seuille les coefficients de détail, en choisissant ici un seuillage doux, décrit dans
le premier chapitre au paragraphe 1.8. On estime donc les coefficients de détails 6 x par

é\j,k = ns(éj’k’)\j’k% jo<j<d k=1,. ..,Zj, (2.3.6)
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et les coefficients d’échelle par les coefficients d’échelle empiriques:

5107 z,mk, k=1,...,20

On estime la fonction f par:

2o J-1 2i
ZEJo,kd)Jo, )+ 3 S Bikbik(x) (23.7)
j=lok=1

Il reste & trouver le seuil adéquat. Pour tout j = jg,...,J—1letk=1,...,2] les coeffi-
cients de détails 8 suivent des lois normales: 6;x ~ A(8jk, 0? ), avec

ij—nl/zzlf i)($3i°oG, Wjk),

et : - o2 2
Ok = var(jy) = — _Zl(<¢3,i °G,Pjk))”
I=
Avec les notations :
1 , o1 ,
Jjk'= Ssup —, Ujyx:= —/—w-’k(x)dx, (2.3.8)
! sesuppw,kg() J n.J g(x) .
T. Cai montre que:
02gj,k

oy <udy < (2.3.9)

n
La seconde inégalité est évidente. Pour montrer la premiere, on tient compte de I’ortho-
normalité de la base d’ondelettes, ce qui donne:

n n

3 (920G = 3 ([ (4sio G000

) Z(/ m”’”°G‘1><V>¢J,i<y>dy>2

1 _
W(‘“Lkoe 1))”%-

Du fait que la projection est un opérateur contractant, un changement de variable permet
d’écrire:

= |[Projy,(

n

3 (63196, 030)° < I g (Wi 6B = [ oo

Donc oik < uik. Quand n — +oo, la premiére des inégalités (2.3.9) se transforme
asymptotiquement en une égalité, puisque la projection approche de mieux en mieux
la fonction projetée.
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Pour supprimer le bruit du coefficient 8 x on choisit alors le seuil :

29, 4]
ik = o,/w. (2.3.10)

Quand la fonction G est I’identité (les noeuds sont alors équidistants), le seuil devient
constant par rapport a j etk et il coincide avec le seuil de la procédure WaveShrink de

Donoho et Johnstone ([28]) : o4/2logn/n.

Avec ce choix du seuil, T. Cai montre que le risque d’estimation est optimal a un
facteur logn prés:

Théoréeme 2.3.3 [3] Soit0 < B < r, L,M > 0 et m < cnY, avec ¢ constante positive et
0<y<1/(1+2B).SiG~t e AY(M,0) sur[0,1] alors:
28

R e
sup E||f—f|3<cC (mﬂ> - (2.3.11)
feAB(L,m) n

La démonstration de ce théoréme se trouve dans [5] et [3]. Elle sera reprise et complétée
dans un cadre plus général par la suite. Citons un autre résultat portant, lui, sur I’estima-
tion ponctuelle.

Théoréme 2.3.4 [3]Soit0 < B<retL,M>0.Si Gt < A(M,0) sur[0,1] alors:

2
~ 1+2B
sup  sup E(fy(t)—f(t))2<C (mﬂ) -
fenl(L,0yt€l0.1] n

Conclusion

On a vu que si la fonction qui caractérise la grille satisfait certaines propriétés
et si le seuil est défini par la relation (2.3.10), la méthode permet I’estimation d’une
fonction holderienne par morceaux a partir de données bruitées avec un bruit gaussien
indépendant et identiquement distribué, sans dégrader I’erreur par rapport au cas des
points équidistants. Mais dans le cas ou les points de la grille sont aléatoires, on ne peut
pas appliquer directement ces résultats. En effet, si G;* est I’interpolation affine des
points (0,0), (i, X)), i=1,...,n, la fonction G, * est dans A'(Mn,0), oli My est une
variable aléatoire. Aussi,

(G;l)’(x) <My, presque partout.

Mais on ne peut rien dire sur le comportement asymptotique des variables M, notam-
ment s’il existe M > 0 tel que M, < M, pour tout n et pour tout échantillon de taille
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n. Donc le facteur indépendant de n de tous les théoremes précédents n’est plus une
constante, puisqu’il dépend de My. Il se peut notamment qu’il prenne des valeurs tres
grandes quand la grille est inhomogene, en particulier on peut choisir des échantillons
pour lesquels My converge vers I’infini.

Cela explique pourquoi il est important de développer une méthode basée sur une
meilleure estimation de la fonction de répartition. Nous nous proposons dans la suite de
procéder a I’estimation de G par des méthodes de type log-splines.

2.4 Le modéle log-spline

Le modele log-spline est un modéle paramétrique d’inférence statistique, qui consiste
a chercher, a partir d’un échantillon aléatoire issu d’une loi admettant une densité,
une estimation de cette densité de probabilité inconnue sous la forme de I’exponen-
tielle d’une fonction spline. Par cette méthode, la fonction obtenue est automatiquement
strictement positive et on peut la construire aussi réguliere que I’on veut. Sous cer-
taines contraintes, si le nombre de paramétres tend vers I’infini avec une certaine vitesse
dépendant de la taille de I’échantillon, I’estimation atteint un taux de convergence opti-
mal.

L’estimateur log-spline est obtenu en maximisant la fonction de log-vraisemblance
d’une famille dépendant d’un vecteur de paramétres. Cependant il existe des cas ou la
fonction de log-vraisemblance n’admet pas de maximum, donc I’estimateur log-spline
gn de g ne peut pas étre construit. La probabilité de cet événement tend néanmoins vers
zéro quand n — oo,

Dans ce paragraphe nous allons faire une courte présentation de la méthodologie
et nous allons rappeler quelques résultats théoriques qui nous seront utiles par la suite.
Nous renvoyons a [62] pour une présentation des propriétés statistiques liées a ce modéle.
Dans [44] on trouve une discussion sur I’implémentation de I’algorithme. Les auteurs
y prévoient certaines modifications par rapport au modéle théorique, qui améliorent les
résultats numériques mais qui sont difficiles a étudier théoriquement. Citons également
[45] et [63], références plus récentes sur ces aspects.

Soit 9 un compact dans R et Y une variable aléatoire de support 9 et de densité
g inconnue. On suppose que g est strictement positive et continue. Soit (Y1,...,Yn) un
échantillon aléatoire de taille n de méme loi que celle de Y. On considere pour la densité
de'Y un modéle paramétrique, y(-; 6), ou 6 est un vecteur Kn-dimensionnel de paramétres
inconnus. On trouve une estimation © de ce parameétre en maximisant la fonction de log-
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vraisemblance, i.e., ]
((8):= _leog(y(Yi;e)), 0 € On. (2.4.1)
=

Cette estimation est particuliérement intéressante quand le modéle paramétrique pour g
est issu d’une famille exponentielle.

Pour construire une telle famille, on part d’un espace vectoriel S, de fonctions sur
9, de dimension K, tel que la fonction nulle sur 9 soit la seule fonction constante
presque partout qui appartienne a Sn. Soit Bn1,...,Bnk, une base pour S,. Pour tout
vecteur colonne 8= (6y,...,6k,)" € RK, on définit

Kn

<0) =Y 6B, 0) =1 :0))dy].
(10):= 3 8Bas et c(6) og[/y exp(s(y; 8))dy]

Alors O := {8 RKn : ¢(8) < =} est un sous-ensemble convexe de R*n, qu’on suppose
ouvert et non vide. On choisit la famille d”approximation

y(-;0) :=exp(s(-;8) —c(6)), B¢€ .

Le terme c est un terme de normalisation pour avoir [y(x;8)dx = 1 pour tout 8. On
remarque que Y(+;0) est strictement positive. Soit Hn(8) = (a%(e)/ae,-aek),-,kzl,,__,Kn,
0 € Oy, la matrice hessienne de c. Cette matrice est définie positive, donc c est stric-
tement convexe sur ©,. La matrice hessienne de la fonction de log-vraisemblance ¢,
définie en (2.4.1), est —nH,(0), donc la fonction de log-vraisemblance est strictement
concave et son maximum, s’il existe, est unique. Si on note par S la fonction score, dont
les K, composantes sont :

0! oc .
—(0)=bj—n— =1,....K

avec bj := ¥iBn,j(Yi), alors I’équation de maximum de vraisemblance est S(8) = 0.
D’un point de vue pratique, elle peut étre résolue par la méthode de Newton-Raphson.
Soit B, la solution, si elle existe, de I’équation de maximum de vraisemblance. La fonc-
tiongn := y(-,@n) représente I’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance
pour la densité de probabilité g.

Examinons plus en détail le cas ou S, est un espace de splines polynomiales, le
modele présenté ci-dessus étant alors appelé modeéle log-spline. Sans perte de généralité,
par la suite nous supposerons que 9" = [0, 1]. Soit g un entier positif. Soit n > 1 la taille
de I’échantillon issu de g et J, un entier positif. On partitionne 9" en sous-intervalles de
méme longueur :

9 = [(i—1)/In. §/3n), L < | < In et %, 1= [(In— 1)/, 1]. (2.42)



48 2.4. Le modéle log-spline

Soit S, la collection de fonctions s de classe C4=2 (si g > 2) sur & qui sont polynomiales
de degré strictement plus petit que ¢ sur chaque ;. Alors Sy est I’espace des splines po-
lynomiales d’ordre q et de noeuds j/Jn, pour 1 < j < J,. Quand g prend respectivement
les valeurs 1, 2, 3, 4, S, est respectivement I’espace des splines constantes par mor-
ceaux, linéaires, quadratiques, cubiques. La dimension de S, est K, := Jy + g — 1. Soit
{Bnk : 1 <k <Ky}, labase de B-splines pour cet espace. Parmi les propriétés de ces
fonctions rappelons notamment le fait qu’elles sont positives et qu’elles constituent une
partition de I’unité: s By k() = 1 pour tout x € 9 ([20]).

Comme dans le cas général, a partir de la base de B-splines on définit les fonctions
s(-;0) et y(-;0). La famille de fonctions y(+;0) n’est pas identifiable, puisqu’en rajou-
tant une constante a toutes les composantes du vecteur 8, y(-;8) ne change pas. Pour
cette raison, on se restreint au sous- espace (Kn — 1)-dimensionnel G, de ©, formé
des vecteurs 8 = (8y,...,6k,) tels que T, 8; = 0. La fonction de log-vraisemblance
étant strictement concave sur Op, elle I’est sur ©p o aussi. En la maximisant, on trouve
8 € O, .0, I’estimateur du paramétre . On note gn :=Y(+; Gn) I’estimateur Iog spllne de
la densité de probabilité g, Gn la fonction de répartition associée a g, et Qn = G lla
fonction quantile. Soit

An(0) := E(log(y( /Iog /S(-;G)g—c(ﬂ), 0 € On.

La matrice hessienne de A est —Hy, Hy étant la matrice hessienne de c. La matrice Hy
étant définie positive, A, est strictement concave sur Oy, o. Si 6 € Oy, o est un vecteur non
nul, alors An(t8) = [s(-;8)g — log( [ exp(ts(-;8))) tend vers —eo quand |t| — oo, parce
que s(-;0) n’est pas constante presque partout. Donc il existe un unique 6}, € ©n o qui
maximise Ap dans cet ensemble. Il maximise aussi I’espérance de la fonction de log-
vraisemblance. La fonction gy, := y(-; 6},) sera appelée I’approximation log-spline de
g. On notera respectivement Gy, et Qy, la fonction de répartition et la fonction quantile
associées a g;.

La fonction g étant supposée continue et strictement positive sur le compact 9, la
fonction log(g) est bornée. Soit

8n := inf [ls —10g(g) |-
n = Inf s —log(g)l|

Si Kn — o quand n — oo, alors &, = 0(1), et si g est holderienne d’ordre p alors &, =
O(Kn_p) (voir [20]). Par la suite, Ky, sera supposé satisfaire a:

Kn = 0(n%°7¢), (2.4.3)
pour un € > 0 arbitrairement petit.

Le théoreme suivant concerne I’erreur d’approximation par g;,.
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Théoreéme 2.4.1 [62] Si g est une densité de probabilité strictement positive et continue,
alors:

(i) 19n — 9l = O(Sn);
(i) IGh = Gllee = O(3n/Kn);
(iii) 1Qn — Qlleo = O(8n/Kn).

Rappelons ici la définition de I’ ordre en probabilité:

Définition 2.4.2 [53] Soit (Xn)n>1 Une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans
(R™ R™) et soit f(n) une fonction positive sur N.

(i) Ondira que X, est d’ordre o[ f(n)] en probabilité et on notera X, = op[f(n)] si

P
Xn
— 0.
f(n)
n— o

(if) Ondira que X, est d’ordre O[f(n)] en probabilité et on notera X, = Op[f(n)] si

X
ve>0,dMeg >0 : P(’]‘c(:]’)‘ < Me> >1-—-¢g,VneN.

Le théoréme 2.4.3 donne des bornes supérieures pour la distance entre les approxi-
mations log-spline et les estimateurs log-spline.

Théoreéme 2.4.3 [62] Si g est une densité de probabilité strictement positive et continue,
alors:

(i) By, existe sur un événement A, dont la probabilité tend vers 1 quand n tend vers
I’infini;

(ii) Z|9nj 9; 1/2 OP(Kn/\/ﬁ);
(i) max (B~ 8}, = Op(+/KnTog(Kn) /n):

) 1n — ghll2 = Op(+/Kn/n);

) 1Gn — 9alleo = Op(+/Knlog(Kn)/n);
(vi) IGn — Gillw = Op(1/v/N);

i) IQn — Qille = Op(1/ /).

Nous utiliserons également le résultat suivant (voir [62], lemme 10), valable sous I’hy-
pothese (2.4.3):

o0 [[1og (-6 +1t(8n— 83) 1 = O (1). (2.4.4)
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En particulier, pour t = 1 on en déduit:
[ 10gGn]|w = Op(1). (2.4.5)

Notons par a, ~ by le fait qu’il existent deux constantes positives C1 et C, et un entier
positif No tels que C1bp < an < Czhby, pour tout n > No.

Remarque 2.4.4 Supposant que &, = O(Ky P) , avec p > 1/2, soitv = 1/(2p+1) et
r=p/(2p+1). En choisissant K, ~ n", on obtient ||g—gn|l2 = Op(n~"). En choisissant
Kn ~ (n/logn)¥, on obtient ||g — Gn|l = Op((logn/n)~"). Ce sont les taux optimaux
de convergence pour I’estimation non paramétrique. Si d,/Kn = O(1/4/n), on a |G —
G|l = Op(1//M) et |Q — Qnll« = Op(1/+/N), qui est le taux optimal de convergence
pour I’estimation paramétrique et non paramétrique.

Dans la pratique, I’estimateur 8, existe dés que chacun des intervalles 9], définis
en (2.4.2), contient un nombre suffisant de points y1,...,yn. Par exemple, s’il s’agit de
splines cubiques, il suffit que chaque intervalle contienne au moins quatre points parmi

y]_,...,yn.

Pour les simulations numériques que nous présenterons au chapitre 6, nous avons
utilisé un ensemble de programmes appelé LOGSPLINE, réalisé par C. Kooperberg et
C. J. Stone, accessible sous le logiciel R. Il utilise des splines cubiques. L utilisation
des splines de rang supérieur pose des problémes dans la pratique, liés a I’évaluation
de la fonction c et de ses dérivées partielles qui nécessite des intégrations numériques
codteuses.

Pour des données multidimensionnelles on peut envisager une méthode utilisant des
produits tensoriels de B-splines ou certains espaces de fonctions liés aux éléments fi-
nis. Mais dés qu’on dépasse la dimension 2, I’implémentation de I’algorithme devient
difficile.

Dans LOGSPLINE les auteurs font certaines modifications par rapport a la méthode
théorique, notamment dans le choix des intervalles 9. Dans la variante implémentée les
intervalles ne sont plus construits a partir de noeuds équidistants, mais a partir de noeuds
sélectionnés parmi les données, ou proches d’elles. Le choix du nombre de noeuds ainsi
que leur position se fait de maniére automatique. Cette méthode dépendante des données
pour le choix des noeuds donne visuellement des meilleurs résultats, mais son étude
théorique est plus délicate.

Le modele log-spline existe dans un cadre plus général, qui consiste a laisser libres
les noeuds des splines. Ils seront eux aussi des paramétres, estimés avec la méthode
du maximum de log-vraisemblance. Les propriétés théoriques de la modélisation sta-
tistique avec des splines a noeuds libres et leurs produits tensoriels sont étudiées dans
[63], dans le contexte de la modélisation linéaire généralisée. La fonction recherchée
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est modélisée comme élément d’un espace vectoriel de dimension finie ou infinie et
elle est estimée a partir des données avec une méthode de maximum de vraisemblance.
Dans [63], I’espace d’approximation dépend d’un vecteur de parametres non linéaires,
appartenant a un certain ensemble M. On considere une collection G x, TTE My, d’es-
paces linéaires d’approximation (en I’occurrence, des espaces de splines cubiques de
noeuds 1), ayant tous la méme dimension Ky, qui peut varier avec n, la dimension de
I’échantillonnage. Le meilleur estimateur est construit en deux étapes. Dans un premier
temps, on maximise la fonction de vraisemblance sur chaque Gn r, TT€ Iy, et on obtient
pour logg les estimateurs :

Ani= max (n(y). (2.4.6)
YeGnn

Dans un deuxieme temps on maximise la fonction de vraisemblance pour ces estima-
teurs et on trouve le paramétre Ti, ayant la propriété :

Oo(Mns) = Trtgia_lef(ﬁn,n)- (2.4.7)

Le lecteur trouvera dans [45] un algorithme pour implémenter cette méthode. Il est
beaucoup plus colteux que I’algorithme LOGSPLINE et les auteurs remarquent que les
améliorations qu’il apporte ne sont pas significatives.

2.5 Echantillonnage aléatoire

Dans ce paragraphe nous donnons une méthode de débruitage quand le plan d’expé-
rience est aléatoire. L’algorithme de débruitage que nous utiliserons est calqué sur celui
du cas déterministe. La fonction G étant maintenant inconnue, nous allons lui substituer
une estimation:

Etape 1. Calcul de Gn, I’estimation de G : on choisit comme Gy, I’estimation log-
spline si celle-ci existe, et sinon la fonction identité de I’intervalle [0, 1].

Etape 2. On considére les points comme étant équidistants. On construit :

n
hy:=n""25 yida,.
I; | |

Etape 3. Ajustement & une grille proche de la grille initiale :
f:] = hJ o én.

Etape 4. Projection de f; sur I’espace d’ondelettes et application d’un seuillage, pour
obtenir I’estimation f;.

Nous garderons les mémes hypothéses qu’au paragraphe §2.2 en ce qui concerne la
base d’ondelettes utilisée.
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Les modifications apportées a I’algorithme imposent des hypotheéses plus restrictives
pour les fonctions a débruiter ainsi que pour la fonction de répartition de la grille. Nous
supposerons que la fonction f & débruiter est holderienne sur [0, 1], et non plus seule-
ment holderienne par morceaux. La nécessité s’en fait sentir dans la troisiéme étape
de I’algorithme. En effet, pour certains indices i, les points X; et égl(ti) peuvent se
trouver d’un cOté et de I’autre d’une discontinuité. Les résultats dont nous disposons
concernant I’estimation log-spline ne nous permettent pas de contrdler le nombre de ces
indices, par conséquent nous ne pouvons pas contrdler I’erreur ainsi produite.

Pour pouvoir utiliser le modéle log-spline il faut que la densité g := G’ soit conti-
nue et bornée inférieurement par une constante strictement positive. Cette hypothese,
déja plus forte que I’hypothése G~ € A1(M,0) du cas déterministe, est encore insuf-
fisante. En effet, une partie de I’erreur provient du fait que (dans la troisiéme étape de
I’algorithme) on associe aux points @;1(ti) les valeurs Yi mesurées aux points X;y. Pour
que cette erreur ne dégrade pas I’erreur globale, nous allons donc devoir supposer que
G € C?([0,1]) et que, pour un M > 0 fixé, G—1 € A1(M,0). Ceci implique en particulier
que g est bornée inférieurement par 1/M.

2.5.1 Majoration de la distance entre les points X;, de la grille et les
points estimés G- 1(t;)

Cette distance est majorée par ||Gy! — Gi1||w, ol G5 est une interpolation affine
de la fonction quantile empirique. Soit G, : [0,1] — [0,1] la fonction de répartition
empirique de X i.e.,

G = HEX =X
et soit N B
On = ||G(t) — Gn(t)||eo- (2.5.1)

Si g est continiment différentiable et bornée inférieurement par une constante stricte-
ment positive, le théoreme de Glivenko-Cantelli permet d’affirmer que :

O = O(n‘l/zlog logn), presque siirement. (2.5.2)

Par similarité avec la fonction de répartition empirique, on note par G;*: [0,1] —
[0, X(ny] I"interpolation affine des points (ti, X)), i =0,...,n (on note X(q) :=to := 0). La
notation G5! est une notation convenable pour souligner la relation entre cette fonction
et la fonction G, et elle ne signifie pas ici I’inverse d’une fonction Gy,. L’inverse de
Gt est I’application multivoque Gy, : [0, Xy — 2P([0,1]) définie par:

Gn(x) := {t: G 1(t) =x}.
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Evidemment, t € Gy(G;(1)).

X t
1+ 1+
Xn T / /
X, 1 t |
ty !
XAW
X2:X3, - t2”
t. L
X, L 1
1
0 t‘l t‘z t‘3 e tn‘-l 1 t 0 X‘l X2£X3 ‘X4 Xn»‘l Xal X

FiG. 2.3 — La fonction G5! (& gauche) et I’application multivoque G, (a droite).

Dans la pratique il semble naturel de considérer des points d’observation distincts.
Sous I’hypothese 0 < Xy < ... < X(ny < 1 (C’est-a-dire, si les observations sont dis-
tinctes et différentes du bord gauche de I’intervalle), I’inverse de la fonction Gt est
une application univoque. Cette hypothese n’est cependant pas nécessaire sur le plan
théorique.

On généralise la distance d : L” x L* — R, d(f,g) := ||f — 9]/ par I’application
0 qui, a une fonction f et a une application multivoque g, bornées et définies sur un
ensemble E, associe le nombre réel positif

o(f,g) :=sup sup |f(u)—v|. (2.5.3)
u€Eveg(u)

Le lemme suivant donne une borne supérieure de 0(G, Gy), en fonction de la distance
entre la fonction de répartition théorique G et la fonction de répartition empirique Gy, :

Lemme 2.5.1 Siladensité g est dans C1[0, 1] et bornée inférieurement par une constante
strictement positive, sur E =[0,X(y] ona:

+ 1
0(G,Gp) < on+ o+ Ppresque sirement. (2.5.4)

Démonstration : Puisque la mesure de I’ensemble
A= {00: Hi,j € {0,...,”}, I;é j, X(i) = X(j)}

est nulle, il suffit de montrer (2.5.4) sur AS. Dans ce cas, Gn(X) est un singleton pour
tout x € [0, X(n)]. Soit x € [0,Xn)] quelconque, soit t := Gn(x) et soit i € {0,...,n} tel
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que t € [ti_1,t]. Alors Gn(x) € {ti—1,ti} et, pour tout x € [0, X)),

G() ~ Ga(x)] < [G(x) ~ Ga(x)| +[Gn(x) ~ Gn(X)| <Bn -

A cause des discreétisations, il peut arriver que des observations soient égales entre
elles. Supposons qu’il existe deux entiers i € [1,n] et £ > 0 tels que X(j_1) < Xy =+ =
X(i40) < X(i4041)s ou X(k) est I’observation de X(k)» pour k=1,...,n, avec la convention

X(n+1) '= 14 1/n. Si X =X, 0N @ encore sup;cg, () |G(X) —t] < Sn+1/n.
Effectivement, dans ce cas Gn(x) = [ti, ti;¢] etona:

sup [G(x)—t] = sup [G(x)—t| <max(|G(x)—ti],|G(X) —tits])
teGn(x) te(titig ]
= max(|G(x) —ti|,|G(Xirs) — Gn(Xizs)])-

Par ailleurs, pour tout h suffisamment petit,

G06) ~tl < 160) ~ti-1] + + = G() ~ Golxi )| + -

< [606) ~ Gl(xi — )|+ G ) — Gnlxi )| +
< 1G(X) = G — )|+ 3n+ %

Quand h — 0, du fait que G est continue, on obtient |G(x;) — tj| < B+ 1/n, donc

~ 1~ = 1
sup |G(x)—t| <max(dh+ =,0n) =&+ —.
tEGn(X) n n
Le probleme reste ouvert lorsque X = Xg = - -+ = Xy, avec £ > 0.

Venons en maintenant aux fonctions quantile. Nous voulons évaluer la distance
IGht — G;Y|leo. Le lemme 2.5.1 nous permet pour I’instant de montrer que :

Lemme 2.5.2 Siladensité g est dans C1[0, 1] et bornée inférieurement par une constante
strictement positive,

IG™t — Gy Y| = O(n~Y2l0glogn), presque stirement. (2.5.5)

Démonstration : Si G est dérivable et sa dérivée est bornée inférieurement par 1/M > 0,
pourt €[0,1]jona:

G(G™H(1)) = G(GF (1) = 9(8)IGTH(1) = G (1)] = |G ™H(t) = G H(1)].

1
M
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D’un autre coté,

IG(G™H(t)) = G(Gy (1)) = t—=G(G (1) < sup  [v—G(Gr (1)) < 9(G,Gn).
VEGH(Gr (1))

On obtient alors que ||G1(t) — Gy 1(t)||e < MO(G,Gp). La conclusion est maintenant
immédiate, grace au lemme 2.5.1 et a la relation (2.5.2). .

Proposition 2.5.3 On suppose d’une part que g € C([0,1]) et qu’elle est bornée inféri-
eurement par une constante strictement positive, d’autre part que la dimension K, de
I’espace de splines utilisé pour I’estimation log-spline vérifie K, ~ n*, avec 1/4 <K <
1/2. Alors:

IGt = Gyt = Op(n~Y/?loglogn). (2.5.6)

Démonstration : On commence par la majoration:
167" =Gt < 1G7* = Gl + 1B — Gy o *)

Le lemme 2.5.2 implique I’existence d’une constante C1 et d’un entier positif N tels que
IG;t — G| < C1in~Y2loglogn presque siirement pour tout n > Nj. La fonction g
étant contindment différentiable sur le compact [0, 1], elle est aussi holderienne d’ordre
1 sur cet intervalle. Avec les notations du paragraphe 82.4, ceci implique que o, =
O(K;1). Puisque Ky ~ n¥, avec 1/4 < k < 1/2, on obtient 8,/K, = O(n~%/?) et la
remarque 2.4.4 montre que :

167! =Gyl = Op(n~1/2). (25.7)

Il existe alors un entier positif N, tel que pour tout € > 0, on peut trouver une constante
Mg telle que, pour tout n > Np,

P(|G™ Gyl <Min~Y2) > 1 &,
Soit N = max(N1,N2) et Mg = C1 4+ Mg et soient les événements :
An:={w: ||G;t -G}l < Cin~?loglogn},
Bne = {w: |G1=G;Ylw < Min~1/21,

Dés que n > N, on a donc a la fois P(An) = 1 et P(Bn¢) > 1 — €. Par conséquent, pour
n> N,
P((AnNBne)) < P(A7) +P(BRe) <&

Compte tenu de la relation (*) on obtient, toujours pour n > N :
1—e<P(AnNBne) < P(|G7t— Gy Yl < Men~*2loglogn).

La définition de I’ordre en probabilité conduit a (2.5.6). .
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2.5.2 Etude de I’approximation linéaire
Nous allons considérer d’abord le cas o = 0. Les résultats obtenus nous permettront
ensuite d’étudier le cas général que nous nous sommes posés au début de ce chapitre.

Dans le cas 0 = 0 le seuillage consiste simplement & éliminer les coefficients de
détails aux niveaux qui sont plus fins qu’un certain j. Soit

n
hy:==n"Y2' Yedsx,
2

et soit
fj :=Projy (hyoGn), j<J. (2.5.8)

Nous voulons attirer I’attention du lecteur sur le fait que fj dépend de n, méme si cela
n’est pas mentionné explicitement.

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant. Rappelons que r désigne
la régularité des ondelettes utilisées.

Théoréme 2.5.4 On suppose d’une part que g € C1([0,1]) et qu’elle est bornée inféri-
eurement par une constante strictement positive, d’autre part que la dimension K, de
I’espace de splines utilisé pour I’estimation log-spline vérifie Kn ~ n%, avec 1/4 <k <
1/2.SoitL>0et0O<PB<r.Onaalors:

sup || f — fjll2 = O(27P)) + Op((n~*2loglog n)min(B.1)y, (2.5.9)
feNB(L,0)

La preuve de ce théoreme nécessite quelques résultats préliminaires:
Lemme 2.5.5 Pour 0 < B < retL > 0, toute fonction f € AP(L,0) satisfait :

n

1 ~ n ~ ) .
- fo G—l t; ¢J7' _ f(X: ¢J 112 S L2 G—l _ G—l gomm(B,l).
n” IZ( n )( l) I i; ( (I)) 71”2 ” n n H

Démonstration : La démonstration est immédiate, compte tenu du fait que la base d’on-

delettes est orthonormée et que la fonction f est holderienne d’ordre 3. .
Soit 1 L
Mn = Hg—y\w = G (2.5.10)
n xe[0,1] "

Puisque @y est par sa définition continue et strictement positive sur [0, 1], la variable Mn
est finie.
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Lemme 2.5.6 Si K, satisfait (2.4.3), la variable aléatoire M, est bornée en probabilité,
ie.,
Mpn = Op(1).

Démonstration : A partir de (2.4.5) on obtient || 10gQn|l~ = Op(1). Il existe donc un
entier positif N tel que pour tout € > 0, il existe Mg > 0 pour lequel
P(|[10gGnle < Me) > 1 -,

pour tout n > N. Puisque |[10gGn||o < Mg implique ||Gn |l < eMe et ||1/Gn|| < eMe, on
a, pour toutn € N:
P(||Gn]l <€) > 1—¢,

et
P(]|1/Gnllo <eMe) >1—¢

De la définition de I”ordre en probabilité on déduit alors que ||Gn||» = Op(1) €t ||1/Gnl|c =
Op(1). .

Lemme 2.5.7 Sous les hypotheses du théoréme 2.5.4, ona:

n . ; \
(i) sup |[foGyt—nt? > f(X())Pa k|3 = Op((n"/2loglogn)2™n(B-1);
feNB(L,0) K=1

n - N
(ii) sup ||f— n-1/2 Z f(x(k))¢37koGn|‘% — Op((n_l/z |Og|ogn)2m|n([3,1)).
fEAP(L,0) K=1 '

Démonstration : (i) Soit f € AP(L,0) sur [0,1]. Il est évident que

IfoGrt—n _1/sz ¢JkH2 < 2|foGrt— _1/sz (1) da kI3

_1|\Z[f X(i) = F(G™(t)]da k13-

Le lemme 2.5.5 fournit une borne supérieure pour le second terme du majorant. Etudions
le premier terme de la somme. La fonction G est dans A*(My,0) sur [0,1] et f o G5
est dans AMN(BL (LM ®Y 0 sur [0, 1]. Du théoréme 2.2.1 on déduit que :

[foG-t—n —1/221‘ Gl ()03 < CL2NIZ™BLn-1,

ou le nombre C dépend uniquement de la base d’ondelettes choisie. On a alors, pour
tout f € AB(L,0):

n
fol-l_pn-l2% ¢ X )02 < 2L2 G-1_g-t gomin(Bl +2C|_2,v|2mm(l31) -1
n (k))¥JIklI2 n n
k=1
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Par conséquent :

sup |[foGyt—n=1/2 Z F(X)bakl3 < 212|165t —Gyamn P
feNPB(L,0)

—|—2CL2M2mm(B 1) -1
Le lemme 2.5.3 nous dit qu’il existe un entier positif N1 tel que pour tout € > 0, il existe
M/ > 0 tel que, pour tout n > Nj :

P(|Gyt— Gy lw < MIn~Y2loglogn) > 1 —¢/2.

Notons An ¢ := {w: ||G; 1 =G, 1|l < MLn~1/2loglogn}. Gréace au lemme 2.5.6, on sait
qu’il existe un entier positif Ny tel que pour tout € > 0, il existe M{ > 0 tel que, pour
toutn > Ny:

P(My < M) >1—¢g/2.
Soit I’événement By ¢ 1= {w: My < M/} Soit Mg := 2L2(M2™MNBD 4 cppr2min(B.1)y
On aalors

1—g < P(AneNBng)

< P[ sup ||foGyl—n ‘WZf Doakl3
fENB(L,0)
< 2L2(Mé2m'”(ﬁ’1)+CM§’2m'n(B’1))(n_1/2Ioglogn)zmin(ﬁ’l)]
n
P[ sup [[foGyt—n"2 S £(Xu)dakl3
feNB(L,0) k=1
< Mé’(n_l/zIoglogn)zmi”(ﬁ’l)],

IN

ce qui, d’apreés la définition de I’ordre en probabilité, conduit a (i).

Pour montrer (ii) on utilise (i) ainsi que la majoration:
n—1/2 Z f(Xk))Pak 0 Gnll3 < Mn||f o Gt —n~%/2 Z f(x)bakll3.

Le lemme 2.5.6 garantit I’existence d’un entier positif Ny tel que, pour toutn > Nj :
P(Ang) >1—¢/2,

avec Ang :={w: My < ML}. D’aprés (i), il existe un entier N, tel que pour tout € > 0 il
existe M > 0 tel que, pour toutn > Nj:

P(Bne) >1—¢/2,
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avec
n

Brei={w: sup [foGrl-n"2 Y f(Xu)daxld < M (n~Eloglogn)2mn(BL)}.
feNB(L,0) k=1

En conclusion, pour tout €, il existe Mg := M{M¢ tel que, pour tout n > max(N1,N2)

1 —& S ]P)(An’gm Bn@)
n - N
< P( sup ||f-n" %Zf 10)03.0 Gnl3 < Me(n~2loglogn)2mn(B-Ly ),
feNPB(L,0) k=1

Ceci montre (ii). -

Le résultat qui suit est similaire au lemme précédent, a la difféerence prés qu’il
concerne la norme L.

Lemme 2.5.8 Sous les hypotheses du théoréme 2.5.4, ona:

(I) Sl[.BJp H fo é;l —1/2 Z f ¢J kHOO — ((n—l/Z |Oglogn)min(|3,1)> ;
feAp(L,0)

(ii) sup n-1/2 Z (X)) (Paxo Gn)Hoo ((n—l/z |Og|ogn)min(g,1))_
fE/\,E(L,O)

Démonstration : (i) Soit f € /\%(L,O). Ona:

n

n
IfoGrt — 25 f(Xug)baklle < [fo Gt =n"H2 S (oGt () daklle
k=1 k=1

n
S (F0 Gy (1) — F(X9))Paklle: *)
k=1
Nous allons majorer chacun des deux termes de la somme du second membre ci-dessus.
Du fait que f o G e AMnBL (LT P 0y sur [0, 1] on sait que :

n . R ) .
sup[[foGrt =2 Y (fo Gat)(t)daklle < OV PHn=mnBL, - (xr)
feNp(L,0) K=1
ou la constante C dépend uniquement de la base d’ondelettes choisie. Pour majorer le
second terme, on utilise le fait qu’en chaque point il y a un nombre fini, disons N,
de fonctions d’échelle de niveau J qui ne s’annulent pas. Sachant également que f est
holderienne, on obtient :
n
sup | Y (F(GRH(t)) — (X)) daklles < 272Ny [0]|eo]| G * — G H 2P,
fenbLo) k=1
(***)
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A partir de (*), (**) et (***), et compte tenu de la proposition 2.5.3 et du lemme 2.5.6
on obtient (i).

La propriété (ii) est une conséquence immédiate de (i) et du fait que Gy est stricte-
ment croissante et bijective. .

On peut donner maintenant la preuve du résultat central de ce paragraphe:

Démonstration du Théoréeme 2.5.4. L’inégalité triangulaire permet la majoration:

sup |[f—fjllz< sup ||f —Projy,fllo+ sup |[Projy,(f—hyoGn)]2.
feAB(L,0) feNB(L,0) feAB(L,0)

D’aprés le Lemme 1.6.2, le premier terme est de I’ordre O(2~ ™"y, Puisque la pro-
jection est un opérateur contractant, le lemme 2.5.7 conduit a:

sup ||Projy, (f —hyoGn)|3 = Op((n~*/?loglogn)2™"(B-1)).
feNB(L,0)

La conclusion est alors immédiate. "

Pour j < J mais grand, le terme en 2-PI de (2.5.9) est négligeable par rapport au
terme en (n—/2loglogn)™n(B:Y), donc la qualité d’approximation est plus faible que
dans le cas de I’échantillonnage équidistant. Le corollaire suivant donne I’ordre maximal
pour j tel que les erreurs d’approximation soient du méme ordre.

Corollaire 2.5.9 Soit C une constante positive. Si 2J < C(n/2/ loglogn)™n(-.1/B) alors

sup || f — fjll2 = Op(27P). (2.5.11)
feNB(L,0)

Le corollaire qui suit donne la condition pour obtenir un ordre d’approximation égal au
risque L2-minimax pour la classe de fonctions hélderiennes considérée.

Corollaire 2.5.10 Soit C une constante positive. Si 1/2 < B < r et 21 > Cnt/(2B+D)
alors: |
sup || f — fjllo = Op(nP/(1+2R)y,
feNB(L,0)

En particulier, sup ;s o I f — fall2 = Op(n~B/(1+28)),

2.5.3 Le risque d’estimation

Revenons au probléeme (2.1.1). Considérons maintenant le cas des données bruitées
avec un bruit blanc de moyenne nulle et d’écart-type o > 0, sur une grille aléatoire.
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Rappelons que le nombre de données est de la forme n = 27, ol J est un entier positif.
Soit

n n
fy:=hyoGn=n"1/2 21 f(X(i))9ai o Gn+an~*/2 leiq)“ oG, (25.12)
i= i=

On décompose fj dans la base d’ondelettes. Pour appliquer une procédure de seuillage
sur les coefficients de détails nous avons besoin de quelques informations sur ces coef-
ficients, a savoir :

Bik = (fwjn), k=1,....21 j=jo,...,9-1,

jo < J étant un entier positif. On a:

"~ n N n N
Bjx=n"1/? 3 1(Xw) (021G thjp) + n~*g 2 ZifaioGn. Wi
i= i=

Désignons par 8  la partie de cette somme qui est indépendante du bruit, soit:
n
Bjx:=n""/? > F(X0)(631° G (2.5.13)
i:

Alors, conditionnellement a X, la variable 6j x suit la loi normale N(ém,&? i), avec

~ (e) ~
6%y = Y ({3, 0 Gn, Wjx))2.

Soit

Ojk:= sup —=——.
sesuppyj  In(S)

En remplacant G par Gn dans le raisonnement qui, au paragraphe 2.3 a conduit a la
double inégalité (2.3.9), on obtient maintenant :

2/\ 2 AN
0°Qj
ik o 9 Mn. (2.5.14)

~2
o5, <
k=" n

Remarque 2.5.11 ([5]) En général, les coefficients ’éLk sont corrélés, mais pour I’ap-
proximation asymptotique considérée ici cette corrélation n’est pas significative.

Pour supprimer le bruit, nous appliquerons aux coefficients de détails le seuillage
doux n®(-,Aj), avec le seuil variable

26 k1
Ak =0/ w (2.5.15)
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Soient, pourk =1,...,21:
/\. . s ~. ) - - < B
Bk :=1°(0jk:Ajk), stlo= i< J-1 (25.16)
Bjk:=0, si j>1J,

les estimateurs des coefficients de détails. Nous estimons les coefficients a I’échelle la
moins fine jo par:
EJO7 EJO7k - <fJ7¢JO7 > (2517)

Nous étudierons le risque d’estimation sup g, o) E(]| fy — f||3]X), pour I’estimateur

20 J—1 2i
f:= Z EiokPiok+ 3 Z BjkWjk- (25.18)
j=lok=

Soient &,k et 0k les coefficients de la décomposition de f dans la base d’ondelettes

choisie, i.e.:
2lo o 2]

f= Z Ejo,k¢]07k+ Z Z ejkwlk

i=lok=
Le théoréeme suivant montre que ce risque est de méme ordre, en probabilité, que le
risque d’estimation pour un échantillonnage équidistant.

Théoréme 2.5.12 On suppose d’une part que g € C1(]0,1]) et qu’elle est bornée inféri-
eurement par une constante strictement positive, d’autre part que la dimension K, de
I’espace de splines utilisé pour I’estimation log-spline vérifie K,, ~ n¥, avec 1/4 <K <
1/2.SoitL>0et0O<PB<r.Onaalors:

2
~ logn 28
sup  E(||fy — f[3IX) = Op <i>

fEAB(L,0) n

Au cours de la démonstration de ce théoreme, nous ferons en particulier usage du
résultat suivant, dont la démonstration figure dans [5].

Proposition 2.5.13 [5] Soit Y ~ A((8,02) et A = ac, avec a > 1. Si 8= n5(Y,A) est le
résultat de I’application du seuillage doux sur la variable Y, alors

(i) E((8—8)?) < (a2 +1)0?
(i) E((6—0)?) < 262+ g%e~1/2",
Démonstration du Théoréme 2.5.12. Grace a I’égalité :

2lo 0
E(||fs - f131X) = 2 B Ex—E? )+ 3 ZIE (8jx — 0j1)2IX),
i=Jok=1
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il nous suffira de montrer successivement que :

2 logn %3
sup S E((&jok— Ejok)?|X) = Op <i> : (2.5.19)
fEAB(L,0)K=1 n
et
@ 2 ~ 2 Iogn 1+28
sup Z Z E((Bjk —0jk)°|X) =Op (—) . (2.5.20)
feAPB(L,0) j=Jok=1 n

1) Preuve de (2.5.19). La forme explicite des coefficients /E\jo’k est:
n
EJo k= n=1/2 Zl f(X ¢J i© Gn7¢Jo k) +on ~1/2 lei<¢3,i © Gn,¢jo,k>-
i:

On se sert de I’identité E(V 2) = Var(V) 4+ (E(V ))? pour majorer les deux termes de la
somme ci-dessus. Le terme de variance s’écrit sous la forme:

2 n 2 n

~ o o $jok°Gp 2
Var(&; k—&ik|X) = — oG, — KT by

(E.Jo,k Ejo,k| ) n £ <¢J| n ¢Jo,> n i:< g\nOGrTl ¢J,l>

2 ~—1

o . 0jokoGrtL )

= — PrOJ —_ s
Prol (2

puisque la base d’ondelettes est orthonormée. La projection étant un opérateur contrac-
tant, la variance peut étre bornée par o°Mpn—1. Du fait que

[E(E ok — Ejok| X)) [n—l/ZZlf (630G, djok) — (F,0 0112,

par un raisonnement similaire a celui utilisé ci-dessus pour majorer la variance on
trouve:
2lo
2 n—1/2 2
S [E€jok—EjoxlX)]? = / ;f ))03i°Gn— . 9jok)

k=1

— |Projy, 1/sz )431°Gn— )3

IN

Hn_l/zzlf ¢J,oen_fH2

Par conséquent :

2lo
sup Z ((5-107 E-Jok) X) <2]00 Mnn ‘|‘Hn_1/22f ¢J|OGn— sz
feNB(L,0)k=1
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Les lemmes 2.5.7 et 2.5.6 donnent alors :
2io0

Sup 3 E((&jok — Ejok)IX) = Op(n"% + (n"H/2loglogn)2mn(BL)),
feNB(L,0) k=1

Pour > 1/2, un calcul simple montre qu’on obtient alors (2.5.19).

2) Preuve de (2.5.20). Soit f € AP(L,0). Remarquons d’abord que

o 2
> Y E(( ((Bjx — Bjk)2X) < li+ 2+ 13, (2.5.21)
i=lok=1
ou
J-1 2i
lp:=27% ZE Bk — Bj1)21X),
i=Jok=1
J-1 2i o0 2'
i=lok=1 k=1
D’aprés le lemme 1.6.2,
I3 < CL?(n=2Mn(Br) 4 n=1y, (2.5.22)

la constante C dépendant uniquement de la base d’ondelettes choisie. Majorons I,. Par
définition méme,

Bjk—Ojx= <n‘1/2_zl £(xi) (930 Gn) — f,Wjx)- (2.5.23)

La base d’ondelettes étant orthonormée et la projection étant un opérateur contractant,
on peut écrire:

2 = ZHProJ —1/2;fx. CHEIESEDIF

i=lo

< ||Projy,(n 1/Zzlf )(93,0Gn) — 1)]3
< Hn_l/zzf ¢J|OGn —sz (2.5.24)

Le lemme 2.5.7 donne alors :

sup I = Op((n~*2loglogn)?™n(®:L) jogn). (2.5.25)
feNAB(L,0)
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Majorons maintenant I1. Suivant I’indice j, on choisira de majorer la quantité IE((@Lk —
B8jx)2|X) par I’'une ou I’autre des inégalités suivantes :

~ = 2 OZMn
E((Bjk —0jk)°IX) < - (2logn+1) (2.5.26)

o’Mh,
n2 -

E(Bjx —8jx)2X) < 28j,+ (2.5.27)

Ces inégalités sont conséquences directes de la proposition 2.5.13, appliqué aux va-
riables 0k qui, conditionnellement a la grille, suivent des lois normales de moyenne
6 k et de variances bornées comme dans la relation (2.5.14).

Les termes affectés par le bord dans 11 doivent étre traités séparément. Soit Bj I’en-
semble des indices k pour lesquels supp Y x contient I’un des bords. Puisque les onde-
lettes que I’on considere sont a support compact, card B; est constant. Compte tenu de
(2.5.26), la partie de 11 affectée par les bords peut donc étre bornée par CMnoz(log n)2/n.

Pour les coefficients des ondelettes dont le support n’intersecte pas les bords de I’in-
tervalle, on sait qu’il existe une constante C, dépendant uniquement de la base d’onde-
lettes choisie, telle que |8 x| < CL2~(1/2+minBr)i " pour tout j et k = 1,...,21. Soit
cj := CL2-(/2+B)J, Pour trouver une borne supérieure de Iy, nous choisirons pour
chaque terme de la somme le meilleur majorant entre (2.5.26) et (2.5.27). Puisque
Bjk=6jk+(8jk—8jx), un calcul simple montre que, lorsque j est grand, la meilleure
majoration est donnée par (2.5.27), et lorsque j est petit, elle I’est par (2.5.26). Pour
cette raison, on prend les majorants :

o 3Mno2logn .
B((@—807%) < =90 pour o < j< Jyet (2.5.28)
Mino?

E((8jx —8jx)%X) < 4c3+4(8jx—0jx)*+

7 pourJ; < j<J, (25.29)

ou Ji est choisi de sorte que :

1 1

328 128
BN Y] i (2.5.30)
logn logn

Soit Ij I’ensemble des indices des ondelettes au niveau j dont le support ne contient
aucun bord. La partie 17 de I; contenant que des termes intérieurs peut étre majorée en
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utilisant (2.5.28) et (2.5.29), comme suit :

3-1 o -1

=235 E((Gj,k—ej,k)2|x)+22 > E((Bjx—8jx)%X)
j=Jokel; j=J1ke T

J-1 2 J-1

e 27

l\//|\ 2 -1 :
SHOTI0NS 31 goL? S 2l s M
=

i=lo
6M,0?logn
n

2

IN

- M, 02

+16CL%272P 4 4], 4-2
o 2 a2 G 2

~ ogn\ +2B 0 (0)

< 12Ma0° (%) —|—16L2< gn ) 41420

Puisque le terme en 1/n est asymptotiquement négligeable par rapport aux autres, d’apres
le lemme 2.5.6 et la relation (2.5.25) :

2B
B . . | 2
sup |1 = Op (lOﬂ) 142 n OP(<n—1/2 Ioglog n)2m|n([3,1)> + OP (M) .
feNB(L,0) n n

(2.5.31)
En rassemblant les relations (2.5.21), (2.5.22), (2.5.25) et (2.5.31) on aboutit a I’égalité
(2.5.20). .

L’erreur conditionnelle & X de I’estimation ponctuelle est du méme ordre que celle
de I’estimation en moyenne quadratique :

Théoréme 2.5.14 Sous les hypothéses du théoréme 2.5.12, on a:

~ logn &=z
sup  sup E(|fy(t)— f(t)[/X)=0p — . (2.5.32)
fenb(L,0)tel0.1]

Démonstration : Rappelons d’abord que [E(V )]? < E(V 2), pour toute variable aléatoire
V,etque, siVi, i=1,...,n,sont des variables aléatoires, on a [5] :

E(ivi)Z < (i(EviZ)l/Z)Z. (2.5.33)

A partir de I’identité:

20 _
E((fy(t) — f(1)?IX) = E([k;(ijo,k—Ejo,k)¢jo,k(t)
J_l 21 o 2i

ZZ(ejk Ok )Wjk(t +ijejkw1k ]|X)

i=Jok=1
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on peut appliquer deux fois I’inégalité (2.5.33), ce qui aboutita:
E((T3(t) = £(1))[X) < (S1(t) + Sa(t) + Sa(t))?,

avec les notations :

2lo ~

Si(t) = kz(E((Ejo,k—Ejo,k)2|X))1/2|¢jo,k(t)I, (2.5.34)
J-1 2] N

Sat) = kZ(E((ej,k_ej,k)2|x))1/2|wj,k(t)|a (2.5.35)
J=lok=1

Sa(t) = (E((j;k;19j7kwj7k(t))2|)())1/2:|J;k§19j7klpj7k(t)|. (2.5.36)

Dans la suite nous allons souvent utiliser le fait que pour chaque j il existe un nombre
fini Ny d’indices k tels que les fonctions ¢  x, respectivement s x ne s’annulent pas en
t. Ceci nous permettra de “remplacer” la somme sur k par une constante.

1) Majoration de S;. Comme dans la démonstration de la proposition 2.5.19, a
I’aide de I’identité E(\iz) =Var(V) +E(V )2, nous allons séparer les calculs en deux
parties. Le terme Var(&j, k — &jok|X) a été majoré dans la démonstration du théoréme
2.5.12 par Mna?/n. Par ailleurs,

o~ n o~
E(€jok—EjokIX)| = |<n—1/2_zlf<x(i)>¢3,ioen—f,¢,-0,k>|
1=
n
< Hn‘”z_zlf(x(n)%,ioen—fHooH¢jo,kH1-
1=
On trouve alors :
~ M . ~ n N
(E((Ejok — Ejok) X)) <oy 7”+2 /2] 1] UZ_Zf(X(i))q’J,ioGn_ f{|oo,
1=
ce qui implique:
. M ~ n N
sup Si(t) < N¢H¢Hoo(2‘°/20\/—”+H¢H1Hn 1/221f(x(i)>¢3,i06n— flleo)-
te[0,1] n =
A I’aide des lemmes 2.5.7 et 2.5.6 on obtient:

B
sup  sup Si(t)=0p ((IO;‘?H> ZB+1) . (2.5.37)

tenp(L0) €]
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2) Majoration de S,. Du fait que 8 x — 8 x = (8jk — 8jk) + (Bjx — ©jx), par appli-
cation du lemme 2.5.33 on obtient :

(E((8jk — 8j)7X)) "% < (E((Bjx — 8j4)X))"/* + Bk — Bjkl-
La quantité S, peut donc étre majorée par la somme
Sz < Sa1+ S22,

ou

J-1 21 R .
Saoi= S Y (E(Bjx—8i)%X)) 2 |Wil,
j=Jok=1

J-1 21

Sy = Z Z|ejk 91k||llJJk|

i=Jok=1

Compte tenu des observations précédentes, on montre que :

31 2i
sup Spo(t) = ("2 f(X i0Gp)— f
22(1) szok , Zi ) (9, )= Wi Wi k()]

t€[0,1]

< No||®][e Z zi/Zz—i/ZHn—l/ZZlf )(93,©Gn) = fle
i=lo

n
< Nolldlloln ™% £(X(i)) (@30 Gn) — flwlogn.
i=1

Grace au lemme 2.5.8, on obtient:

B
2B+1
sup  sup Sp(t) =Op <|Oﬂ> . (2.5.38)
tenb(L,0)te0d n

Pour ce qui concerne la quantité Sy, I’entier J; étant défini par la relation (2.5.30), les
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majorations (2.5.28) et (2.5.29) donnent :

Ji—1 2i

sup Sa1(t) = sup S 3 (E((Bjk — 8102 X) A |Wik(t)]
te[0,1] te[0,1] jSjok=1

J—1 2i

ta Zk21<E<<6j,k—5j,k>2|x>>1/2|wj,k<t>|

te0,1] j

3Mn0 logn 1/2

IN

J-1 v .
Nop || oo ( Z ZJ/Z—I—ZCL Z 2i/29—(1/2+B)]

i=lo

- _
. (Mn_20>1/2 Z 21121 42 sup Sp(t)
n =) tef0,1]

IN

A 2
N [0l[9(2% 0100172 gy -8 5

+2 sup Spa(t)
t€[0,1]

B
| 1428
< N0/l (210M1/2+8CL)<Ogn> " 12 sup Sxlt).
n te[0,1]

Donc supco 1) S21(t) est du méme ordre que sup;¢g 17 S22(t) et

B
| 2B+1
sup  sup Sp(t)=0p (ﬂ) . (2.5.39)
tenB(L,0)tel01] n

3) Majoration de Ss. En ce qui concerne Sz, hous pouvons écrire :

o 2
sup  sup Sa(t) —supZ Z 18] |Wjk(t)] <C 221/22 i(1/248) < cLn=P,
fe/\%(Lp)tE[O,l]
(2.5.40)

On obtient (2.5.32) en utilisant (2.5.37), (2.5.39) et (2.5.40) . .

2.6 Conclusion

La méthode présentée dans ce chapitre nous permet de reconstruire une fonction
a partir des observations bruitées avec un bruit blanc gaussien, la fonction étant ob-
servée sur un plan d’expérience aléatoire de loi de probabilité de fonction de répartition
C?([0,1]) et de densité bornée inférieurement par une constante strictement positive.
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Pour estimer la loi, que nous avons supposée inconnue, nous avons utilisé I’estima-
teur log-spline. Nous avons montré que I’erreur d’estimation possede les taux asymp-
totiques établis pour le cas de la grille uniforme, ceci pour un risque mesuré tant par la
norme L2 que par la norme L®, et lorsque la fonction & débruiter est supposée appartenir
anB(L,0) (respectivement/\%(L,O)), avec 1/2<B<r.

Le procédé présenté perd sont intérét quand on sait que la grille est homogéne, c’est-
a-dire quand il existe des constantes strictement positives A1 et A, telles que

Xjk+1—Xjk
A < supsup —2ETHC <,
Dans ce cas la fonction G- vérifie les hypothéses de [5] et elle est le meilleur choix

pour remplacer la fonction inconnue G~1. Mais quand la grille n’est pas homogéne,
I’erreur d’estimation en utilisant G* ne peut pas étre bornée.
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Chapitre 3

Estimation dans des espaces de Besov

Dans le chapitre 2 nous nous sommes intéressés au probléme de I’estimation d’une
fonction de régression, quand le plan d’expérience est aléatoire, le bruit est gaussien,
indépendant et identiquement distribué, et la taille de I’échantillon est un nombre dya-
dique, n = 2, J € N. Nous avons construit un estimateur et nous avons montré qu’il
a de bonnes propriétés pour les fonctions de classe hdlderiennes. Ces conditions sont
assez restrictives. Nous avons cherché alors une méthode qui puisse a la fois traiter un
nombre de données non dyadique, du bruit ayant une distribution plus générale, et des
fonctions moins réguliéres.

Ce chapitre concerne I’estimation des fonctions supposées appartenir a un espace de
Besov, quand les observations dont on dispose sont faites sur des grilles aléatoires. Le
bruit qui contamine les observations n’est pas nécessairement gaussien.

Nous commencerons par définir le modele de régression auguel nous nous intéres-
serons par la suite, et par une présentation sommaire des espaces de Besov et de leurs
propriétés. Les estimateurs linéaires sont sous-optimaux pour des fonctions apparte-
nant a certains espaces de Besov, raison pour laquelle on cherche des estimateurs non
linéaires. Nous proposons un tel estimateur et nous montrons que le risque L2 qui lui est
associé converge vers 0 avec un taux pres de celui minimax, a un facteur logn.

3.1 Enoncé du probléme

Soit f une fonction a support compact, contenu dans I’intervalle [0, 1], dont on dis-
pose de n observations :

Yi= f(Xi)+o(Xi)&i, i=1,...,n. (3.1.1)
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Les variables aléatoires de bruit €; et les variables aléatoires X; du plan d’expérience
sont supposées étre toutes indépendantes entre elles. Nous supposerons que la fonction
o(-) est positive et majorée par X.

Nous supposerons que les € sont centrées (F(g;) = 0) et de variance F(e?) = 1.
Les moments d’ordre supérieur seront supposés vérifier, pour tout ¢ entier, ¢ > 2, la
condition :

E(jei|") < 01C.72, (3.1.2)

ou Ce est une constante positive.

En ce qui concerne le plan d’expérience, nous supposerons que les variables X; sont
identiqguement distribuées suivant une loi de probabilité de densité g, a support inclus
dans [0, 1] et continue sur [0, 1], telle que

0<a<g(x)<h, WVxelo0,1]. (3.1.3)

Nous nous proposons d’estimer la fonction f a partir de ces observations, lorsque cette
derniére appartient & une boule d’un espace de Besov B}, ([0,1]), avec 1 <p <2, 1<
q < oets>1/p. Comme dans le chapitre précédent, par abus de notation g désignera
également la restriction de la fonction g a [0, 1].

3.2 [Espaces de Besov

En examinant les coefficients d’une fonction dans une base d’ondelettes suffisam-
ment réguliére, on peut décider si elle appartient a un certain espace de Besov, car ces
coefficients permettent la définition d’une norme équivalente a la norme Besov.

Une autre raison de s’intéresser a la classe de ces espaces est qu’elle est suffisam-
ment riche pour “contenir” (parmi ses éléments ou comme sous-espaces) des espaces
classiques, parmi lesquels on compte les espaces de Holder, de Sobolev et I’espace BV
des fonctions a variation bornée ([69], [30]).

Parmi les caractérisations existantes pour les espaces de Besov nous avons choisi
celle qui utilise les oscillations. Elle consiste a mesurer la régularité d’une fonction par
comparaison avec le polyndéme “localement le plus proche”. D’autres caractérisations,
équivalentes, utilisent des différences finies ou une décomposition spectrale (voir [69]).
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3.2.1 Oscillations

Pour x € [0,1] ett > 0, soit:
B(x,t) :={y€[0,1]: |x—y| <t},

la partie de la boule de centre x et rayon t contenue dans [0, 1]. Notons |B(x,t)| le volume
de cet ensemble.

Pour tout entier M > —1, nous noterons Py I’ensemble des polyndémes de degré
inférieur ou égal & M, avec, par convention ?_; := {0}.

Définition 3.2.1 [69] Soit M un entier, M > —1 et soit u un réel, 0 < u < c. On appelle
oscillation (locale) d’une fonction f € LY([0,1]), la fonction :

PPy

" 1/u
f = inf
ose F(x0) 1= it (gt o 100 PO )
pour tout x € [0, 1] ett > 0.

Le résultat qui suit montre I’existence d’un polyndme “meilleur approximant local”,
pour lequel I’erreur d’approximation de f reste bornée indépendamment de la fonction
approchée et de la boule sur laquelle est faite I’approximation.

Proposition 3.2.2 [69] (Polyndmes optimaux) Soit M un entier, M > —1et 1 <u < oo,
I existe deux constantes positives c; et ¢, telles que, pour tout f dans LY([0, 1]), x € [0, 1]
et j € N, il existe un polynéme P € Py tel que:

1/u )
oscM f(x,271) < <|B 2] |/ - —P(y)| dy) < croseh f(x,c027)).
(3.2.1)

Le résultat suivant en est un cas particulier :

Corollaire 3.2.3 Soit M un entier, M > —1 et 1 <u < o, Il existe alors une constante
positive C; et un entier j; tels que pour tout f € LY([0,1]),x € [0,1]et j €N, j > ji, il
existe un polyndme P € Py tel que :

1/u
M ~
osc f0:27) < (i oy T~ POIEY)
< CposcM f(x,2-U—1)), (3.2.2)

Démonstration : Soit j; € N tel que 2/1=1 < ¢, < 211, ¢, étant la constante de la propo-
sition 3.2.2. On a:

- Ju
. 2—(j—j1)+1 o
oscM f(x,c27 1) < (W) osch f(x,2- (= 1)),
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On obtient (3.2.2) grace a la la proposition 3.2.2, avec Cy := c14/Y. .

3.2.2 Définition

Comme il est usuel, nous noterons [s| la partie entiére de s i.e., le plus grand entier
inférieur ou égal a s. Suivant les théorémes 3.5.1 et 5.2.1 de [69], on peut définir I’espace
de Besov B}, sur [0,1] de la maniére suivante::

Définition 3.2.4 Soient0 < p,q<o,1<r <o, s> (——1) .Soit0<u<retMeN

r
tel que M > [s]. On appellera espace de Besov sur [0, 1] I’ensemble :

: 1
Biq(10,1]) 1= (£ € L0, 1)) 15+ ( | o 1330 < 0},
(3.2.3)
pour g < oo, et

B} ((0,1]) := {f € L™PN([0,1])) : || f[|p+ sup (t~*[losc! f(-,t)[[p) < @}, (3.24)
0<t<1

muni des quasi-normes équivalentes :

1,— .

f 1fllp+ (i t=9|oscM £ (-, t)[|SL)L/a, sig < oo, -

I llBgqu =19 |[flp+ sup (t=SoscM(-,t)]|p),  sinon. (3.25)
0<t<1

On a les inclusions continues suivantes :
Proposition 3.2.5 [68] Soits,s’ >0, 1<p<p' <wetl1<g<g <o,
(i) Sie>0,alors

Byt ([0,1]) € By ([0,1]) € Bg([0,1]) € B ([0,1]) € BYer([0,1]) € B ([0, 1]);

pg’
( ) B?)mln p2)([0 1]) Ws p(o 1) C B?)max ([0 1]);
(iii) B3q([0,1]) CBS,([0,1]), quand s’ — 2 <s—1;

(iv) Sis> £, alors B}, ([0,1]) € C([0, 1]).

Remarque 3.2.6 Un cas particulier de la Proposition 3.2.5 (ii) est le cas p=q =2
et k € Z, k > 0, pour lequel I’espace de Besov B, ([0,1]) coincide avec Iespace de
Sobolev W*2(0,1) = HX(0,1) ([69]).

Pour R > 0, nous noterons:

Bspa(R) 1= {T € Bpq([0,1]) : [ flBgqu <R}, (3.2.6)
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la “boule” centrée de rayon R, dans I’espace B}, ([0,1]), par rapport a la quasi-norme
|| l|B3q,u- Pour simplifier les notations, soit

IfllB5q = IllBgqe €8 Bspa(R) i= Bopq(R).

par®

Pour tout j > 0 entier, nous noterons tjy := k2=, pour k= 0,....2], les points d’une
division équidistante de [0, 1].

Lemme 3.2.7 Soit0 < p,g< oo, 1 <r<ocoets> (——1> .Soit0<u<r, MeN,
+

r
M > [s] et j > 1 un entier. Pour tout f € Bg,,(R) et toutentier 2</< j+1,0na:

_g/ad
HOSCD/I (tj,.yz_'g)Hp < Cosc2 SH", (3.2.7)
avec Cosc 1= 225+2/u+2/(UP)+1/PR i p < oo, et Cogc 1= 225F2/UR, sinon.

Démonstration : Nous donnons la preuve pour le cas p < o et q < oo, les autres cas
étant similaires, et plus simples. Soit f € ﬁg‘pq(R). Puisque

dt
[ esposct(-1 ;/ 9 oscll ()3T

on en déduit en particulier que :
27 s M 1/
(5 [y osel T 0IB<R @28)
1=

Soit i un entier, i > 0. Pour tout t € [2~(+1) 2= ona:
osch f(-,t) > 272/oscM £ (-, 27 (D),
ce qui implique:

() 2—i ~ dt o g o
i;,/z—(iﬂ)t SQHOS,C{\,/If(.,t)H%T > igzsm ZQ/UHOSCD/'f(-,Z (H_l))H?)- (3.2.9)

La relation (3.2.8) montre que, pour touti > 0:
lloseM f(-,271)||p < R2~S(=1+2/u, (3.2.10)

Soient j,k € Z, j > 0et0 < k < 21, Pour tout x € B(tj,k,z—(j+1)) ettout0<i<j, la
boule B(x,2~') contient la boule B(tj,2~(+1), d’ol

oscl f(x,271) > 272 ¥osch £ (t ., 27 (1Y), (3.2.11)
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Puisque
. 2J 2i_1 k+ 1y 21
losc f(-,27")||p = / losc f(x,271)[Pdx + Z/ |osc f(x,27)[Pdx

+/ |osc! f (x,271)|Pdx,

2J+1

les relations (3.2.10) et (3.2.11) impliquent, pour tout 0 < i < j:

RP2-SP(-1)+2p/u > 11oscM (. 2-1)|1B

= p
2—2/u (i) 2i-1 —2/u (i+1')
2 2H‘1 |OSC f(tJ 7 |p+ Z |OSC ft] 7 >|p
2-2/u —
+ 2 loscl (2704 0)P

_ 2l o
> 2‘1‘%‘1Z)|osch"f(tj,k,2‘('+1))|p.
k=

Il suffit maintenant de remplacer i+ 1 par ¢ dans cette relation pour obtenir le résultat
du lemme. .

Pour tout ¢ € Z, tel que ¢ > 1, notons:
OM(-) :=oscMf(-, 277, (3.2.12)
pour tout ¢ entier. Une conséquence immédiate du lemme précédent est alors :

Lemme 3.2.8 Soit 0 < p,q < ets> < SoitM € N, M > [s] et j > 1 un entier. Pour
tout f € Bspg(R) ettoutentier2< /< j+1,0na:

_g/ad
Hey(tj,k)Hp < Cosc2 SH", (3.2.13)
avec Cosc 1= 225+1/PR,

Soient1 < p,q< wet f € LP(0,1). Notons
i(s4i_1 1
[Ifllspq := Ho‘jo,-Her(_; (21278 |IB) o)), (3.2.14)
J1zJo

ou aj, k sont les coefficients d’échelle et 3 x sont les coefficients de détails de la décom-
position en ondelettes de la fonction f. Si les ondelettes sont suffisamment régulieres
(i.e., si le nombre r de leurs dérivées continues est plus grand que s) alors || f||spq €st
une norme équivalente pour I’espace B, ([0, 1]) (voir [41]). Ce résultat est valable aussi
pour des ondelettes adaptées aux bords (voir [12]).
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3.3 Rappels de quelques résultats concernant le risque
d’estimation

Soit © une classe de fonctions. Soit f € © une fonction inconnue et f, = fo(Y1, ..., Yn)
un estimateur de f basée sur la suite de variables aléatoires indépendantes Y1,...,Yn.
Pour 1 < p < o, le risque LP de fy est défini par:

ro(fa,n) = fggEHfAn — flp.

Le plus petit risque par rapport a I’ensemble des estimateurs possibles est :

Ro(©,n) :=infrp(fa,n),

fn
et est appelé risque LP-minimax. Quand I’infimum est pris sur I’ensemble des estima-
teurs linéaires en les observations, on parle de risque LP-minimax linéaire:

Kgi”(e,n) = infrp(ﬂi”,n).

ﬂln
On dit d’une suite d’estimateurs f, de f, qu’elle atteint le taux optimal de convergence,
ou le taux LP-minimax, si:

Des résultats concernant le risque d’estimation quand © est un espace de Sobolev
ont été montrés dans [54]. Nous faisons ici un court rappel du résultat concernant le
risque minimax, en se ramenant au cas p = 2 qui nous intéressera par la suite. Ces
espaces et les espaces de Besov sont liés par des relations d’inclusions continues. En
effet, comme nous I’avons vu dans la proposition 3.2.5, quand p € [1,+o]ets>0o0na
BS (pz)([o, 1]) c W*P(0,1) C B® (pz)([o, 1]).

pmin pmax

Soient L > 0, 1 < p < 4o et soit k un entier strictement positif. Notons par QS’l\(Np(L)
la boule de rayon L centrée en 0 de I’espace de SobolevW"’p(O, 1) pour sa norme habi-
tuelle. Supposons que les observations Y;j sont faites aux n points d’une division réguliere
de I’intervalle [0, 1], et que le bruit est indépendant et identiquement distribué, de densité
fe.

Théoréeme 3.3.1 [54] Soient C1,0,Vv,L des constantes strictement positives, de sorte
que si p=k=1alorsv > L. Supposons que la densité f¢ du bruit satisfait la condition :
fe(t)

t )2
/fe(t) Iogmdtﬁ <8> ;<.
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Pour tout p € [1, +oo], tout entier k > 1 et tout n suffisamment grand, on a:

2k
2\ &+
W (0}
o Bl L)) = C1t? ()
Par analogie avec ce résultat, en appliquant le lemme d’Assouad et en s’inspirant
d’un résultat analogue sur les densités, di a L. Devroye [26], on obtient la proposition
suivante :

Proposition 3.3.2 Si la densité fg¢ des termes d’erreur satisfait la condition :

1—/\/fg(x)fe(x+h)dx§ K-h2, quandh— 0,

ona:
Ro(Bspq(L),n) = Cn~ 21,

Donc, le taux optimal auquJseI on peut s’attendre quand © est une boule centrét\eNdans un
espace de Besov, est Cn™ zs+1, Dans [59], P. Speckman montre que pour © = Q%kp(L), les
estimateurs linéaires atteignent ce taux. Ce n’est plus le cas quand la fonction est moins
réguliére. Dans [54], 1. Nemirovskii montre que ces estimateurs ne peuvent pas atteindre

. n
le taux optimal quand © = GBl\(Np(L) et1< p<2 Soit fiN(x):= T YWi(X,X1,...,Xn) un
i=1
estimateur linéaire de f, basé sur des observations bruitées indépendantes (Y1,...,Yn),

en des points X1, ..., Xy, issus d’une loi de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue.
On peut montrer que :

Proposition 3.3.3 Si la densité g est bornée, si p <2 ets > % alors il existe une
constante C telle que :

. 2d

Ry (Bspq(L),n) > Cn~ 29+,
S o 1 1
ous'i=s+3— 1.

On en déduit que, pour p < 2, les estimateurs linéaires ne peuvent pas atteindre le taux
minimax, calculé par rapport & la norme L2. Par conséquent, les méthodes utilisant des
estimateurs a noyau, des splines, la transformée de Fourier, ou celles utilisant des on-
delettes mais restant linéaires, sont sous-optimales. Cela nous conduit a estimer f de
maniere non linéaire.

L’estimateur que nous proposons a un taux de convergence de I’ordre de (logn/n) 2,
Il est donc a un facteur logn pres du taux optimal, ce qui est généralement appelé dans
la littérature taux presque optimal. Remarquons que ce taux est meilleur que celui at-
teint par les estimateurs linéaires, et que, au vu des résultats de [30], le taux optimal ne
peut pas étre atteint par aucun estimateur non linéaire sous nos hypothéses: s > 1/p,
1<p<L2etp=2.
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3.4 Construction de I’estimateur

Dans ce paragraphe nous décrivons la construction de I’estimateur. A partir des
données, nous définissons des coefficients empiriques pour les coefficients d’ondelettes
de la fonction f au niveau le plus fin. On applique ensuite la transformée en ondelettes
discrete a ces coefficients, on seuille les coefficients de détail et par la transformée in-
verse on obtient un estimateur (non linéaire) de la fonction recherchée.

3.4.1 Formule de quadrature

Soient 7, Kj et Ej, j € 7, des ensembles d’indices. Soit M une AMR orthonormée,
d’ordre D, de fonctions d’échelle ¢« et d’ondelettes Yjk, j € J et k € Kj, a support
compact. Soit

Cp :=sup sup (Z‘jdiamsupp¢j7k). (34.1)
jeTkex

Notons par ok == [ f(X)9jk(x)dx, j € J etk € Kj, les coefficients d’échelle théoriques
d’une fonction f. Nous cherchons les coefficients bj i, j € 7, k € Kj eti € Ej, tels que
la formule:

| i
27125 bjkif(57)
|

soit une formule de quadrature pour ok, qui est exacte pour les polyndmes de degré
inférieur a D + 1. Soit I« I’ensemble des entiers i tels que i/2) € suppd j k.

Définition 3.4.1 Nous appellerons suite de matrices de quadrature associée a I’AMR
M, une suite (Bj)jes de matrices, Bj = (bjki)kex; ick; (Eventuellement bi-infinies), qui
vérifient les hypotheses suivantes :

(i) il existe un entier positif Dg tel que pour tout j € 7,k € Kjeti € Ej,
igljkoulk—i|>Ds = bjki=0; (3.4.2)

(if) pourtout{=0,...,D, je Jetke Kj,ona:

N4
ng)j k(x)dx = 2-1/2 bjk,i <L> X (3.4.3)
/ iezj,k 2/

iii) lasuite ||Bj|| := sup,sup; |bjk.i| est bornée par une constante Cg.
] k i IM]K,

Soit (Bj)jes une suite de matrices de quadrature. Pour tout j € 7 etk € Kj, notons:

- ; [
ajk = Z_J/Zzbj,k,if(§>- (3.4.4)
|
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Alors 0 est un approximant de o j i, qui est exact pour les polyndmes de degré stric-
tement inférieur a D + 1.

Regardons comment on peut construire une matrice de quadrature dans deux cas
représentatifs, la droite réelle entiére et I’intervalle [0, 1].

Cas de la droite réelle

Le cas d’une AMR sur R a été traité dans [22]. Les éléments de la suite de ma-
trices de quadrature sont des matrices bi-infinies Bj = (bj ki) jkez. Trouver le vecteur
(bjk,i)iez solution de (3.4.3) revient alors a trouver le vecteur 3 := ([3j)icz tel que:

/x%o,o(x)dx: Bi!, ¢=0,...D. (3.4.5)

icloo

Si on utilise la base des Coiflets avec D moments nuls pour la fonction d’échelle (¢ =
1,...,D), on peut choisir B := d,.. Si on utilise la base d’ondelettes de Daubechies, a
D + 1 moments nuls pour I’ondelette, on peut choisir B; := ¢(i) (voir [22]). Pour j € Z
quelconque, la matrice Bj aura alors ses composantes b j := Bj_x si i € 'k, pour tout
keZetjeN.

Cas de I’intervalle

Nous avons vu dans le paragraphe 1.5 qu’il y a plusieurs modalités pour construire
des bases d’ondelettes adaptées a I’intervalle. Une possibilité est de considérer des on-
delettes périodiques, et de se ramener au paragraphe précédent pour le calcul de la suite
de matrices de quadrature.

Une deuxiéme possibilité est d’utiliser des ondelettes orthonormées adaptées aux
bords, comme nous I’avons présenté au paragraphe 1.5.3. La base est alors construite a
partir d’une base orthonormée d’ondelettes sur R, de sorte que les ondelettes sur I’inter-
valle héritent due nombre de moments nuls des ondelettes sur R, a I’intérieur de I’inter-
valle comme sur le bord. Dans une telle AMR, la suite de sous-espaces d’approximation
Vj est indexée sur I’ensemble 7 :={j € Z: j > jp}, I'indice de départ jp, étant choisi
de sorte que le diamétre du support d’une ondelette sur R, au niveau j, soit inférieur a
la longueur de I’intervalle considéré.

Des méthodes de construction des AMR sur I’intervalle sont proposées par exemple
dans [11] et [52]. Dans [52], les auteurs donnent les formules permettant le calcul pra-
tique des matrices de quadrature Bj := (Djk;i)k=o.. 2i—1=0..2i- Ces matrices auront
les D + 1 premieéres et les D + 1 derniéres lignes avec des formats différents, mais les
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lignes centrales vont se ressembler: la ligne D 4+ 1 + i sera la rotation vers la droite
de i — 1 positions de la ligne D + 2. Si I’on considere des ondelettes de Daubechies,
un choix possible pour la définition de ces lignes centrales est alors, pour tout j > jp,
k=D+1,....2l—D—2eti=0,...,21:

bjki:=o(i—k).

Il n”est pas difficile de vérifier qu’une suite de matrices (Bj)j> j, ainsi construites est
une suite de matrices de quadrature, au sens de le définition 3.4.1.

3.4.2 L’estimateur

Pour n fixé, taille du plan d’expérience, choisissons un entier strictement positif J tel
que N := 27 < n. Dans un premier temps, nous utiliserons une régression polynomiale
locale pour estimer les valeurs de f aux points tym = m2=), m = 0,...,N. Dans un
deuxiéme temps, a partir de ces valeurs nous définirons des estimateurs @ pour les
coefficients d’échelle ajx, k=0,...,N — 1, du niveau le plus fin.

Soit m un entier, 0 < m < N. La valeur estimée f(t;m) sera calculée a partir des
données qui se trouvent dans I’intervalle

[Zm—l 2m—+1
Im::

11.
| oA

On note Ep, I’ensemble d’indices de ces données, Ey, :={i: X; € In} et |Em| le cardinal

de I’ensemble En. Remarquons que |Ey| est alors une variable aléatoire, somme de
variables aléatoires de Bernoulli indépendantes,

n
Eml =Y el (3.4.6)
2

Soit M un entier positif, le degré du polynéme local. Nous le choisirons de sorte que
M < min(D, [s]). Pour tout i € Em, on note zm i :=N(Xi —tym) et Zmi = (1,zmji, ..., z;) "
Soit Vi la matrice carrée (M + 1) x (M +1),

V=S ZmiZpi, (3.4.7)
icEm
et soitu:= (1,0,...,0)T, vecteur constant de RM+1,

Remarque 3.4.2 Si la matrice Vy, est définie positive, I’approximation locale polyno-
miale de degré M de f entym,

f(tym) := Z UV 1 Zmi f (%),
i€Em
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est unique. Remarquons que si f est un polyndme de degré au plus M, alors f(ty;m) =
f(t‘Lm).

Soit ca > 0 une constante qui sera choisie plus tard, et soient les événements :

Am = {w: Vi, définie positive et u" V- tu < ca/|Em|}. (3.4.8)
et soit
N
A= An (3.4.9)
m=0

Une premiére estimation de f(tym), par régression polynomiale locale, sera:

ftym) = Z UV 1Zm iYida. (3.4.10)
i€Em

Soit une AMR de [0, 1] de sous-espaces d’approximation Vj, ol j > jp. Soit (Bj)j>j,
une suite de matrices de quadrature pour cette AMR. Soit f le vecteur colonne de com-
posantes f(tym), m=0,...,N, et soit:

oy 1= 279/2B,f, (3.4.11)

un estimateur de oy := (0 k)k=0,..N—1, l& vecteur des coefficients d’échelle de f, au
niveau d’approximation J.

Comme il est usuel de le faire, a partir de ces coefficients nous effectuerons une
décomposition en ondelettes discrete,

HJ = W;aj, (3.4.12)

W; étant la matrice orthogonale de la décomposition, et on aboutit aux vecteurs de co-
efficients multi-échelles o’jq, B; . - . .. B;_1. Soient

ajo,k = 0ok k = 0,...,2j0 -1,
les coefficients d’approximation a I’échelle grossiere et soient
Bj,k = nS(BLka)\j)v J = j07' : '7‘J - 17 k= 07' : 721 - 17

les coefficients de détail apres seuillage doux selon un seuil variable A j. L’entier positif
Jo et le seuil Aj seront définis plus tard.

Finalement, on construit I’estimateur :

2l J-121-1_
fii=3% Tjkdiok+ > > BixWik (3.4.13)
k=0 =]o k=0

a I’étude duquel le paragraphe suivant est consacré.
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3.5 Reésultats théoriques

Nous montrons ici que I’estimateur défini dans le paragraphe 3.4 est asymptotique-
ment non trivial et nous calculons son risque d’estimation, en norme L2

3.5.1 Pertinence de la régression

Dans ce paragraphe nous calculons la probabilité de I’événement A défini en (3.4.9).
Intuitivement, une premiére condition pour que la régression en tj , soit pertinente est
que le nombre de points du plan d’expérience proches de t; m soit suffisamment grand.

Supposons que la taille du plan d’expérience est n > 3. Pour tout n, choisissons un
entier positif N := 27 tel que:

n
L <Cpni= <c*, 35.1
Ce = Cn Nlogn =¢ ( )

pour deux constantes réelles c* > ¢, > 0. Avec cette hypothese, quand n tend vers I’in-
fini, n/N tend aussi vers I’infini, ce qui fait qu’il y aura de plus en plus de points dans
les intervalles Iy, donc plus de chances qu’ils soient suffisamment nombreux pour en-
gendrer une bonne estimation par régression polynomiale locale en les tj m.

Soient les constantes :
Ko=KnN:=2 et Kp:=1, 1<m<N. (3.5.2)

Un réel strictement positif K, étant choisi (nous reviendrons sur ce choix plus tard),
considérons, pour m=0,....N, les événements:

Rm:={w: |[Em| > K. }. (3.5.3)

KmN

Proposition 3.5.1 Soit T > 0 et soit a > 0 celui de (3.1.3). Il existe un c, > 0 tel que
pour toutn € Z,n > 3, ettoutme {0,....,N}, ona:

P(Rp) > 1 —n~&m.

Pour la démonstration nous utiliserons la généralisation suivante du lemme 1 de [61] :

Lemme 3.5.2 Soient Iy, v € ¥/, une suite généralisée de variables aléatoires de Ber-
noulli indépendantes, telles que | := S Iy a une moyenne finie M. Si M’ et g sont deux
réels, g €]0,1[,ona:

P(I<M') < q Me M-, (3.5.4)
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Démonstration : (i) Puisque

Bew <™ =g'q™™,

en intégrant on obtient :
P(1<M) <q ™E("). (35.5)

Soitv € /. Pour la variable de Bernoulli I, on a:
E(q") = o°(1—E(ly)) + qE(l) = 1 — (1 — q)E(l),
d’ou, grace a I’indépendance des variables I, v e V/,

E(q') = |—\|/(1_ (1—q)E(ly)) < e L-DLEW — g=(1-0)M
ve

On obtient alors le résultat en utilisant (3.5.5). .

Remarque 3.5.3 Ce lemme est intéressant seulement pour des valeurs de M’ plus pe-
tites que M(1—q)/log(1/q) (puisqu’une probabilité est toujours majorée par 1).

Démonstration de la proposition 3.5.1: Soit m € {0,...,N} fixé. On sait que la va-
riable aléatoire |En| est somme de variables de Bernoulli indépendantes (3.4.6). Les
variables X; sont toutes de loi de densité g, ce qui implique :

E|Em| = n/ g(x)dx.
Im

On en déduit que: "

N (3.5.6)

E|Em| > a

Soit q €]0,1[. Le lemme 3.5.2 donne, avec M := k.

n ) < (q—K*e—a(l—q)>ﬁN - exp(_i

P(|Eml < K,
(| m|_ KmN KmN

(Kilogg—a(1—q))).
On choisit q €]0,1[ et ¢, > 0 de sorte que :
c.[a(l—q)+Kilogg] > 1. (3.5.7)
Puisque n/N = cplogn, on obtient:
n T

P(|Em| <K, <n Km,
(Enl <Kigy) <

Donc
P(Rm) >1-—n"«m,
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Considérons les intervalles Jyn :=[-1/2,1/2], quand 1 <m < N, Jo :=[0,1/2] et
N :=[—1/2,0]. Pour 0 < m < N fixé, soit Vi := |Em|~ Vi la matrice de composantes

n .
L > INCXe = tom)] e,

vij IN(X —ty )] = =

= 0<i,j<M, (358)
| m|£€ m

b

n
Z ]'IX£€|m
/=1

si |Em| #£ 0, lamatrice nulle (M +1) x (M +1) sinon. Soit Vi 1= (Vij)i,j=0,...m la matrice
de composantes
Wiy i= [ X*ign(x)dx
ou: (1 tym)
Oing Tlm
gm(X) 1= Ng .
J3,9(x +tym)du
Lemme 3.5.4 Soitc, qui satisfait (3.5.1) et b qui satisfait (3.1.3). Pour toutm=0,...,N
eti,j=0,....M,ona:

(3.5.9)

P(([Vij — Vij| > €) NRm) < 20", (3.5.10)
ou
w:=¢e’K?c,/ (g + %sK*> .

Démonstration: Soient i et j deux entiers quelconques entre 0 et M, fixés. Sii= j =0,
conditionnellement a Ry on a vjj = Vjj, donc

P(([vij —Vij| > €)NRm) =0< 2n%.
Considérons maintenant le cas i+ j > 1. Posons, pour £ =1,...,n,

&= (INOXe = tym)]H = ) I, e

Pour toute >0ona:

P(([% —%ij| 2 €)NRm) = P((| 3 & > €|Em|) NRm)
=t (3.5.11)
< P(| 3 Ul z ekl

Nous allons utiliser I’inégalité de Bernstein [55] (voir Annexe 3.6, lemme 3.6.1). Pour
cela nous vérifions que les variables (indépendantes) ¢, sont de moyenne nulle :

E(ly) = /ol[N(X—tJ7m)]i+j]jX€|mg(X)dX—\7ij/01].lxe|mg(X)dX

1 iy ~ 1 y
= 5y +omay i [ o+ timay =0
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ceci d’apres la définition de Vjj. Il est facile de montrer que |{,| < 1 (plus précisément,
12, <211 pourtout 0 < i, j <M, i+ j > 1). En ce qui concerne les variances des y,
¢(=1,....n,0na:

Var(ly) = E(F) =E(N(X, —tym) 2D a,er,) — BiE(Ix, ely,)
< b 1
= 22(i+i) kyN”
Donc 0 0
n n
V < =
Z ar(¢y) < 22(i+) KyN = 4KpN

Nous pouvons maintenant appliquer I’inégalité de Bernstein, avec

n b n
N B N 4KnN’ ’
et, compte tenu de (3.5.11) et (3.5.1) on obtient (3.5.10). .

Lemme 3.5.5 Pour toutm=0,...,Neti,j=0,...,M, quand N tend vers I’infini, Vjj
tend, uniformément par rapport a i, j et m, vers

Vij 1= Km/ xxJdx. (35.12)
Jm

Démonstration: Soient m=10,...,N et i,j =0,...,M fixés et soit la suite de fonc-
tions hy(x) := x"Igm(x), définies sur Jn. Nous allons montrer que cette suite converge
uniformément vers la fonction h : Jy, — R, définie par h(x) := kpx'*1. Comme Jp, est
compact, ceci implique la convergence de la suite des intégrales vers I’intégrale de la
fonction limite.

|9 +tm) —Km f3, 9(f +tom)dul

hn(X) —h(x)| =[xt X) — K| <
lhn (X) —h(x)| X |gm(X) — Km| < [ 9(E+ bo)du
K2, X u
’y Ig( +tim) — 9 +tom)[du. (3.5.13)

Puisque g est uniformément continue sur [0, 1], pour tout € > O il existe N¢ un entier
strictement positif tel que, pour tout N > Ng:

X u a€
|g(ﬁ+t37m)_g(ﬁ+t3,m)| SK_7 X,UEJm.

m

De (3.5.13) il résulte alors que pour tout € > 0 il existe N¢ un entier strictement positif,
indépendant de i, j, m, tel que, pour tout N > Ng :

Ihn(x) —h(x)| <&, x€&Im,
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d’ou le résultat annoncé. "

Chaque matrice Ym, m = 0,...,N, de composantes vjj définies dans (3.5.12), est
définie positive. Parmi toutes les valeurs propres de toutes ces matrices, la plus petite
est donc strictement positive. Nous la noterons .

Proposition 3.5.6 Supposons que, pour un plan d’expérience de taille n, on choisisse N
de sorte que (3.5.1) soit vérifiée. Si ca > ﬁ pour tout T > 0 il existe c, > 0etunng >0
entier tel que, pour toutn >npet0 < m<N::

P(Ap) > 1— 60" &m.

Démonstration : Nous faisons la preuve en deux étapes.

1) Soit m un entier fixg, 0 < m < N. Les lemmes 3.5.4 et 3.5.5 impliquent que pour
tout € > 0 il existe Ng tel que pour toutN > N¢ eti, j=0,...M,ona:

Vij —vij| < ¢
et
P((IVij —vijl = 2€) NRm) < P(([%j — Vij| = €)NRm) < 2n"&m, (3.5.14)
ou
2"3

Si les entiers N sont choisis de sorte que N = n/(cnlogn), ol la suite (cn) est bornée
inférieurement par c., il existe un ng tel que si n > ng alors N > Ng.

b 2
w=e’Kc,/ (— + —sK*) .

Notons um la plus petite valeur propre de Vi, et e, un vecteur propre unitaire associé.
Onaalors:
er Ve = . (3.5.15)

La plus petite parmi les valeurs propres des matrices Yy, que nous avons notée |, vérifie:
U< enYmen. (3.5.16)
De (3.5.15) et (3.5.16) on obtient alors :
Hm 2> 1= [em(Vim — Ym)en|. (35.17)
D’un autre coté, le fait que el.e,, = 1 implique
en(Vim = Ym)en| < (M+1) max 7ij —vij|. (35.18)
De (3.5.17) et (3.5.18) on tire:

Hm > U—(M‘|‘1)”i“’jlx|vij—Vij
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et donc,

_r
2(M+1)"
Compte tenu de (3.5.14), pour € := p/[4(M+1)]etn>ng:=ng 0na:

P(pm < g) < P(I’Ti]?.XWij —Vij| >

P((n < 5)Rm) < 2077,
ou
o WK, ) <9 LK >
S 16(M+1)2"\2 6M+1)/)°
On peut toujours choisir les constantes K, et c, de sorte que w > T et que (3.5.7) soit
vérifiée. En particulier, les valeurs suivantes sont admissibles:

1 a 16(M+1)? /b UK, 4
==, Kii=m—— = = —]. (35.19
=2 ™ T g2 & Tmax( 12K2 (2 sv+1))a) G
Onaalors:

P((im < g)mRm) <o2n~@, m=0,...,N.

Par ailleurs, du lemme 3.5.1 on obtient:

P((Mn< £)NRE) <P(RS) <n7fm, m=0,....N.
Les deux derniéres relations nous permettent d’écrire:
P (um < g) =P((km < g) NRm) +P((km < g) NRG) < 3n %, (3.5.20)

2) Considérons les événements
S1 :={w: Vpy n’est pas définie positive }

et
Sy :={w: u"V-tu>ca/|Em|}.

Pour majorer la probabilité de S, on tient compte du fait que si puy > 0 est la plus petite
valeur propre de la matrice Vi, alors 1/(um|Em|) est la plus grande valeur propre de
VL. Donc

1

Ty, —1

uv,ou<

™ "= Um|Em|

et

1
P(S2nSY) = P((u"Viptu>ca/[Em|) N (Hm > 0)) < TP’((“— > Ca) N (Hm > 0))
m
< Pn<3)
Finalement,

P(AS) = P(S1US5) = P(S1) + P(S21SS) < 2P (i < g).

On utilise ensuite (3.5.20) pour obtenir le résultat recherché. .
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3.5.2 Le risque d’estimation

Rappelons le contexte du probléme de régression que nous nous sommes posé. Nous
avons supposé que le plan d’expérience est aléatoire, de loi de densité g, 0 < a <
g(x) < b. Les variables aléatoires o(X;)ei sont centrées et ont des variances bornées
supérieurement par une constante 2. Leurs moments d’ordre supérieur sont majorés sui-
vant (3.1.2).

Nous divisons I’intervalle [0,1] en N + 1 = 27 + 1 intervalles disjoints I, de lon-
gueur 1/N, sauf les deux intervalles extrémes, de longueur 1/(2N). Si n est la taille de

I’échantillon, nous choisirons
n

" cplogn’

(3.5.21)

ol cp est supposé appartenir a un intervalle [c,,c*] C R,

Pour m=0,...,N, nous utilisons la régression polynomiale locale pour estimer la
valeur de la fonction au point ty m = m2~1, & partir des valeurs du plan d’expérience qui
se trouvent dans I’intervalle Iy,. Ces valeurs nous permettent de définir des estimateurs
pour les coefficients d’approximation o jx, k =0,...,N —1, a I’échelle fine J. Nous uti-
lisons pour cela des formules de quadrature, dont les coefficients forment une matrice
Bj. Quand n croit, J croit aussi, et les matrices Bj sont choisies pour qu’elles forment
une suite de matrices de quadrature, au sens de la définition 3.4.1. En particulier, nous
supposons I’existence de deux constantes positives Cg et Dg telles que toutes les compo-
santes de toutes les matrices B; soient bornées par Cg et si by i # 0, alors [k —i| < Dg.
Les matrices B; sont donc des matrices-bande.

Une fois les coefficients d’approximation a I’échelle J estimés, on leur applique un
algorithme de décomposition en ondelettes. On obtient ainsi des coefficients d’approxi-
mation a une certaine échelle inférieure jo et des coefficients d’ondelettes aux échelles
intermédiaires j = jo,...,J — 1. Pour enlever du bruit, nous appliquons un seuillage
doux aux coefficients d’ondelettes, le seuil Aj dépendant de I’échelle. Par transformée
en ondelettes inverse nous obtenons I’estimateur f; défini par (3.4.13).

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que cet estimateur est asymptotique-
ment bien défini.

Le théoréme ci-dessous est le résultat central de ce chapitre. Il concerne I’estima-
tion du risque pour I’estimateur f;, quand la fonction a estimer appartient a une boule
Bspq(R) de I’espace de Besov B}, ([0,1]), 1 <p<2,1<g<wets>1/p.

Théoréme 3.5.7 SoientR >0, 1>2—-1/(2s+1), cp > ﬁ Supposons que 210 ~ Nz
I—Jot+ o K est une constante,

et que le seuil de la procédure de seuillage est Aj := KJ_\}ON
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K > 2Cg(2Dg + 1)1/2C,1A/2 max(8Ce, ?’C%). Il existe une constante c, telle que si (3.5.1)

est vérifiteetsil<p<2,1<qg<oets>1/p,ona:

2s
A logn\ z+1
sup 1E(|\f3—f”%):0<<—g> )
f€Bspq(R) n

Nous allons d’abord montrer quelques résultats intermédiaires.

Lemme 3.5.8 Soit cp la constante de la relation (3.4.8). Pour toutm=0,...,N,
() 3 0"V Zoni P2 < e/ [Enl
(i) 3 0V Znilta < ch/?.

Démonstration : (i) La démonstration est immédiate, en utilisant les définitions:

U™V 1Zm |21 = Z UV ZmiZn i (Vin 5 T ulla = uT Vi tulla < ca/[Eml.
i€ m i€ m
(ii) On utilise I’inégalité de Cauchy-Schwartz et le point (i). .

Soit Q := (m)m=0,... 22 l€ vecteur colonne de composantes

Om = Z UV 1Zmio(Xi)gida, (3.5.22)
i€cEm

et soit B le vecteur colonne des oscillations 6 (tym), m = 0,...,2J. Rappelons que
nous avons noté oy = (03 k)k=o,... 201 l€ vecteur colonne des coefficients d’approxima-
tion au niveau J, et f = (f(tym))m=0... N le vecteur colonne des estimations de f dans
les points tj m.

De (3.4.11) et (3.4.10) on obtient, pour 0 <k <N —1:
N
(@x—ay)ly = 27972 > bakm Z UV tZmio(Xi)eila +
m=0 i€Em

N 1
277 3 baien 3 WV Zni ) - [ 100ax)e0,
= 277(ByQ)+ T, (3.5.23)

ou:

N 1
Tei= (Y bikm Z uTVnleme(Xi)—ZJ/Z/ f(X)dgk(X)dx) L. (3.5.24)
m=0 |€ m /0
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Notons T := (Tk)k=0,..,N—1. S0it Cy la constante définie dans le lemme 3.2.3 et Cy, la
constante définie par (3.4.1).

Lemme 3.5.9 Sous les hypotheses du théoréme 3.5.7, il existe un entier positif jc qui
dépend uniquement de la base d’ondelettes choisie et du degré M de la régression lo-
cale, tel que si n est suffisamment grand pour que J — jc > 2, pour tout 0 <k <N -1
ona:

Tl < CaBYL . (tag), (3.5.25)
0l Cq 1= C1(CaDgcy/* +Cy).
Démonstration : Soit k un entier fixé, 0 < k < N — 1. Soit P un polyndme quelconque
de degré au plus M. Le terme Ty peut s’écrire sous la forme::

Te = [%ob”’m-i UV 1Zim i (F(Xi) = P(Xi)) +
m= I€Em

N
3 basm( 3 TV ' ZmiP(X) = Pltym)) +

N 1
(mgob37k7mp(t3,m) _ )2 /o P(X)03x (X)dx) +

Puisque la régression polynomiale que nous utilisons est exacte pour les polynémes de
degré au plus M et puisque la formule de quadrature est exacte pour les polyndmes de
degré au plus D > M, on obtient :

N 1
Te= [3 ok ¥ 0TV Zni(F(6) ~POX0) 27 [P — F(0) 034 (0330
m=0 icEm 0
Soit js le plus petit entier tel que, pour touti=0,...,N:

(U Im)Usuppdyi CB(ty,277Fs). (3.5.26)
{m:/k—m|<Dg}

Si la base d’ondelettes est comme celles des exemples donnés au paragraphe 3.4.1,
I’entier js existe et il est indépendant de J.

Conformément au lemme 3.2.3, il existe une constante positive C1 et un entier positif
J1, qui dépendent uniqguement de M, et il existe un polynéme optimal Py de degré au plus
M, tel que

sup (%) = Pu(x)] < C18YL (ta ), (35.27)
XEB(tyx, 27 Is)
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ou jc := js+ j1. De (3.5.26), pour tout m tel que |k —m| < Dg et tout i € Ey on a
X € B(t\]7k,2_‘]+js>. En remplagant P par Py dans I’expression de Ty on obtient :

N
Tl < C18Y.j (ta)) (5 [bagom
0

m=

1
TV, Zm 1| T+ 2°/2 /o 1034(x)]d).
icEm

Gréce au lemme 3.5.8 et du fait que fol |03k(X)]|dx < Cy27Y/2, on obtient:
172 O
Tl <Calca ™S [bskml +Co)OYL j(tik)-
m=0

Comme By est élément d’une suite de matrices quadratiques, de la définition 3.4.1 on
déduit (3.5.25). .

Notons Wj ; la (i+ 1)-iéme ligne de la matrice de la transformation en ondelettes Wj.
De (3.5.23) on obtient :

(Bik—Bix)Ta=2""2W, 5oy 41BaQ+ T, (3.5.28)
pour tout j = jo,...,J—1letk=0,...,21 —1, et
(o — Qo) Ia = 277 2Wy kBIQ + T . (3.5.29)
pourtoutk =0,...,2J0— 1, ol

Tiii= 27 W imiopa T et Thoyi=27Y2W,T. (3.5.30)

Lemme 3.5.10 Sous les hypotheses du théoreme 3.5.7, pour tout j = jo,...,J —1 et
k=0,....,21—1 ona:

T =o(n %) et T/, =o(n?.
Démonstration : Soient jo < j < J et 0 < k < 21 fixés. Du lemme 3.5.9 il résulte que

pourtout { =0,...,21 —1,
ITe| < CaBL (1),

ou jc est une constante entiére positive. Soit p’ > 2tel que 1/p+1/p’ =1 etsoit 0 <
i < N un entier quelconque. Puisque la transformée en ondelettes est orthonormée et
que p’ >2ona:

—J/2 -J/2
Wa,T | < [Waill 1T lp < a2 2 Wa il |65 1 llp < Ca2™/(|65 I
Le lemme 3.2.8 garantit I’existence d’une constante Cosc telle que

183, llp < Cosc2 =TI/,
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On obtient alors:

(cnlogn)s—1/p+1/2

_1/2
n .
ns—l/p

2_J/2|WJ,iT| < CoscCo2~ W Ie)sHI/P=3/2 — ¢ C 21

Le facteur n'/P=S(c, logn)s—1/P+1/2 est de I’ordre o(1), car ¢, < c* ets > 1/p. .

La proposition suivante donne la moyenne de I’erreur d’estimation des coefficients
de la décomposition en ondelettes, avant seuillage :

Proposition 3.5.11 Sous les hypotheses du théoréme 3.5.7 on a:
(i) E((Tjok — Ajok)*Ia) =O(n™1), pour toutk =0,..., 200 —1;
(i) E((Bjx—Bjx)?1a) = O(n~1), pour tout j = jo,...,J—1letk=0,...,21 - 1.

Démonstration : (ii) Soient j et k fixés. Intégrons I’égalité (3.5.28) successivement par
rapport au bruit et au plan d’expérience. Puisque Tj’k ne dépend pas du bruit, que ce
bruit est de moyenne nulle et du lemme 3.5.10, on obtient que :

E((Bjx—Bix)?la) = E(277 (W) i-ior1,BiQ)*1a) +o0(nH)
= 27Wj gi-io+1 14, 1BIE(QQT ]JA>B}WJT2j—jo+1+k +o(n™Y).
Rappelons que Q est le vecteur colonne défini en (3.5.22). Les X; et les &; sont tous

indépendants et les ensembles Ep, sont disjoints. Donc E(QQT) est une matrice (N +
1) x (N +1) diagonale, ce qui nous permet d’écrire :

((Bjk_Bjk ]JA Z 3,21~ Jo+1+k+1BJ> E(qﬁ])—l—o(n_l). (3.5.31)

Les variables o(X;)e; étant indépendantes et de moyenne nulle, grace au lemme 3.5.8 on

E(qh) = E(( Z UV Zmi0(Xi)€i)?3n) = E Z (U Vi 'Zm,i0(Xi))?1a)
i€Em i€Em
< ZPE(UTVtula) < CaZ?E(|Em| ). (3.5.32)

Puisque A = (ANRm)U(ANRS,)),

E(dn) < CcaZ’E(|ln| " lanry,) + CAZ’E(|Im |_1:HAOR%)

caZ?N

< — 4 caS?P(RS).
-~ K* n+A (m)

La proposition 3.5.1 garantit I’existence d’une constante c. > 0 telle que:

T

P(RS) < nm,
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Il existe donc un entier ng > 3 tel que pour toutn >ngona:

2caZ2 N
2 A
< —.
E(Qm) — K* n
De (3.5.31) il résulte alors:
_ 120,32 2 _
E((Bj,k - BLk)leA) S ﬁ K Z (W‘]72j—jo+l+k+1BJ)% + O(n 1). (3533)
*  m=0
2.J

Nous allons montrer maintenant que le facteur S (W; ,B;)3 est borné, indépendamment
m=0
deJetde ¢ € {0,...,N}. La définition 3.4.1 montre que :

min(m+Dg,N—1) min(m+Dg,N—1)

(WyBa)g < ( (Z (Wy0)P)( (Z b3 im)
i=max(0,m—Dg) i=max(0,m—Dg)

min(m+Dg,N—1)
< (2Dg+1)C3 (W,e)7
i=max(0,m—Dg)

Par sommation sur m on obtient :

N N min(m+Dg,N—1)
> (Wy/By)f < (2D +1)C 5 Sy (Wy)f <(2De+1)°CE. (3534
m=0 mM=0 i=max(0,m—Dg)

De (3.5.31) et (3.5.34) on obtient (ii). La preuve de (i) est similaire a celle de (ii). =

Comme il est usuel de le faire, nous essayons de réduire le bruit par seuillage, et
nous choisirons ici un seuillage doux. Dans les estimations théoriques ce choix n’est
pas essentiel. 1l suffit en fait de choisir un seuillage qui vérifie la relation (3.5.35) :

Lemme 3.5.12 [23] Soit B un nombre réel, & une variable aléatoire et soit B := B+ &.
Soit n le seuillage dur ou doux et A un seuil positif fixé. 1l existe une constante C > 0
telle que :

(N(B.A) — B)* < C(min([B|,A)% + &g n/2)- (3.5.35)

Lemme 3.5.13 Sous les hypothéses du théoréme 3.5.7, pour tout j,k € Z, tels que jo <
j < Jet0<k< 2!, ilexiste une constante C > 0 telle que :

_ o 3
B((Bjx—Bik) Vg, —pjui>r; 20) < CAjexp(—(j = Jo+ 1) max(1, gc2))

Démonstration : Fixons j et k deux entiers ayant les propriétés de I’énoncé. De (3.5.28),
avec Tj”k défini en (3.5.30), on a:

(Bjk—Bik)Ia = 277y 5iiger 1 1BIQ + T
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Le lemme 3.5.10 nous dit que T} est de I’ordre o(1//n). Soit
Un = 2_3/2(W372j—j0+1+k+1BJ)mCIm, m= 07"'7N’
ol Om = Sice, U Vi 1Zmio(Xi)€ila.

Nous montrerons que les variablesUp, m=0,...,N et Tj’7k vérifient les conditions de
la proposition 3.6.2. Les variables g; et X; sont toutes indépendantes, et les ensembles Ey,
sont deux a deux disjoints, ce qui fait que les variables Uy, sont indépendantes. Puisque
le bruit est de moyenne nulle, il en est de méme pour les variables Uy,. La relation
(3.5.32) implique, pour 0 < m < N

E(Uf%> < CAZZ(WJ,Zi—i0+1+k+1BJ)%N_l-
Notons o7, := CAZ? (W pi-ot1yc41Ba)N " et Ky := (D +1)*C§caZ?N~*. De (3.5.34)
ona:

N
> 02, < Kp.
m=0

On veérifie maintenant la condition sur les moments d’ordre supérieur. Soit £ > 2 un
entier. Grace a I’inégalité de Holder on a:
E(lam|") < E( Y |u'Vy'Zmilo(Xi)[eil1a)’
i€Em
< ZE((CY Ve ZmilT) Y TV Zmil[Eil) n)
icEm i€Em
De (3.1.2) et du lemme 3.5.8 on tire:
E(am|") < Z'OC2R((Y [TV Zmi]) 1) < 01C250c)?

i€Em
Donc:
E(Unl®) < 27772|(W, 5imigra i 1Bo)nl 01CE25"c) 2
= (102 (3CeCp(2Dg + 1)2cy/*N=1/2)/=2,
Puisque

N
E((By—Bjk)?ls _q: 1) =E Un+T")21 :
((Bjk—Bix) IBj k—BikI>Aj/2 A) ((mgo m ) |m§0Um+T">Ai/Z
nous pouvons maintenant appliquer la proposition 3.6.2 (voir Annexe 3.6), aux variables
aléatoires Un, m=0,...,N et T/, , avec ¢ := 2C¢Cg(2Dg + 1)M2¢/2N-12 et Cg o= 1.
On obtient :
_ )\2. 4 )\'V
2 i 2 i
E((Bj,k - Bj,k) ]J|Bj7k—[3j7k|>)\j/21lA) < 2 max(l, m) eXp(UV) eXp(_l - |1 - 7|)>7
(3.5.36)
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ol p = o(n~/?) et

:=min( A 1 )= :
V=M 2e! ~ 2
Puisque
1/2 1/2 3Dg
MY o - Jo+12CaDg ey * max(8Ce, Be)VN
4 = N 85C.CaDy °cy/?
- 3D
= - 1 1,—)>1,
on trouve : 4
max(l,—)=1 3.5.37
135y (3537)
o A A 3D
oMY A B
1= l=—— =—(i—Jo+1)max(l, 8C2> (3.5.38)

Comme p = o(n~/2), ona py= o((logn)~/2) et exp(ut) = O(1). De (3.5.36), (3.5.37)
et (3.5.38), nous déduisons I’existence d’une constante C telle que :
E((Bjj—Bik) U, —p; g>r;/208) < CATEXD(=(] = o+ 1) max(L, oz %).
|
Démonstration du Théoreme 3.5.7 : La base d’ondelettes étant orthonormée, on peut

écrire;

E(||fy—f13) = E(|f)— f|32)+ | fI3P(A°)

2lo—1 J-12i-1
= > E((@jok—%joi)’la)+ Y Z E((Bj — Bjx)?Ta)
k=0 i=1Jo k=0
211
+; Z IBjx|22a+ || FlI3P(AC). (3.5.39)

De la proposition 3.5.11 et du fait que 210 ~ N¥/(25+1) on obtient :

(o k — o)) =O <(IO%> m) : (3.5.40)

Puisque 1 < p < 2, on sait par la proposition 3.2.5, que B},([0,1]) C Bg’q([o, 1]), ou
s':=s+41/2—1/p. Il existe donc une constante C; telle que || f||;¢+ < C2R, pour tout
2q

f € Bjq([0,1]). De la définition de la norme || - || ;¢ on obtient:
2q

If]l2 <C2R, (3.5.41)
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La norme définie dans (3.2.14),

(o]

1]lspg := <;|ak|p>%+[ zo<2“s+%‘%)<;|B,-,k|p>%>q1%,
=

est équivalente a la norme Besov. Il existe donc une constante Cg telle que || f ||s2q < CsR.
En particulier, on en déduit:

Z |Bj k|2 < CqR272I(+1/2=1/p), (3.5.42)
et N .
12 —23(s+1/2-1/p;
J; 2 Pkl < CoR T oteraaim ( g (3.5.43)
Puisque s > 1/p, on obtient qu’il existe une constante C, telle que :
- logn
> Z Bikl?a < C4Tg. (3.5.44)
=

De la proposition 3.5.6 on obtient que :
N
P(A) < Y Am<4(N—1)n""+8n""/2
m=0

Compte tenu de I’hypothése T > 2 —1/(2s+ 1) et de (3.5.41), la relation précédente

implique: | "
ogn
I1£|2P(AC) = O ((%) ) . (3.5.45)

Grace au lemme 3.5.35, appliqué pour chaque j et k, avec B := ELk]JA, A= Aj,
B= Bj,k:uA’ ona:

et o ) J-12i21 ,
E((Bik—Bjx)?l) < CaS Y min(BjlAj)
j=JO k= J=JO &
J—12-1 )
' C4J’=Zjo k= E((Bix — Bix) ]J|[§’j,k_[3j,k|>)\j/2]JA)'
Notons |
J—-12/-1 ' ,
et |
J—12l-1

. ) 2
S2:= Z kzo E((Bjx —Pjx) ]Jllgj,k—Bj,k|>?\j/2]JA)'
1=lo K=
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On déduit de (3.2.14) que Sy |Bjx|P < RP27IP(s=1/p+1/2) ce qui permet la majoration
suivante :

J-12i-1 - - 201
S1 < Z Z |Bjk|p)\ P = Z)‘ P Z |Bjk|p
i=Jo k=0 i=lo

< k¥ PRPNE-1 S (i- jo -+ 1)2-P2-itp+E-1)
i=lo

< K2~ PRPN 19— Jo(sp+5-1) iEZ—pz—ﬂ(sp-i-g_l).
(=1

Une série de type zzzlﬁaéz, avec 0 < & < 1 et a quelconque, est convergente. Notons

Cs = Z (2—Po—L(sp+5-1)
/=1

Du fait que 2o ~ N1/25+1 on obtient :

sp+5-1
Sy < K2—DR931N§—1N—1—rs§ — k2 PRPC5N~ 7571

S, =0 (("%) m) . (3.5.46)

donc:

Le Lemme 3.5.13 implique :

J-1 3Dg
2
S2 < CjZZJOZJ)\jexp( (j— jo+1)max(1, 8C2))
— c:N—lej i — jo+1)2 1 1, 3De
= 2 2=+ 1) exp(=(j = Jo+1)max(L, o=7 )

i=lo

C 3D
i 1 2 By\\/
< 22 ON~ Z 09(2exp(—max(1, 8c2 1))
= ; %8,
ou 3
0:=2 — 1, — 1.

(o]
La série 5 (28" étant convergente, ona:

/=1
S,— 0 ((@) m) . (3.5.47)
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De (3.5.39), (3.5.40), (3.5.44), (3.5.45), (3.5.46) et (3.5.47), on obtient:

E(Hﬂ—fr\@:o(("’%)m)-

3.6 Annexe

Nous rappelons ici I’inégalité de Bernstein et nous donnons un résultat technique
que nous avons utilisé dans ce chapitre.

Lemme 3.6.1 (L’ inégalité de Bernstein, [55]) Soient Y1, ..., Yy des variables aléatoires
indépendantes, de moyenne nulle, telles que |Y;| <A, pour tout i =1,...,n. SoitV >
Y i, Var(Y;). Pour toutn >0ona:

P( ivn > ) < 20— 307/ (V + 3AN)]

La proposition suivante a été utilisée dans la démonstration du lemme 3.5.13.

Proposition 3.6.2 SoientU;, i = 1,....n etV des variables aléatoires qui vérifient les
propriétés suivantes :

1) Uj sont indépendantes, centrées, de variance E(U?) < a?;
2) E(|Ui|") < Colla?c’=2, pour touti=1,...,net £ > 2, avec les constantes stricte-
ment positives Cy et ¢ indépendantes de i et /;

3) VI<h
n
Soit Kn > i:z10i2 ety:= min(m, 5-). Pour tout seuil A > 0 et pour tout entier
positifr, ona:
E(| S Ui+V]1 ) < 2A"max(1 ' )" exp(py) exp( 1(r—|—|r AY)))
S S o) S ) P exp(—3 vI))-

Démonstration : Soit Sy = i, Ui+ V. Puisque

E(ISn|" Ys,>n) = E(Spls,52) + E((—Sn) 1_g,>2)

et les variables —U;, i = 1,...,n et —V satisfont les mémes hypotheses que U; et V, il
sera suffisant de montrer que E(S, 15 ) est majoré comme dans I’énoncé, au facteur 2
pres.
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Soit a arbitraire strictement positif. De I’inégalité :

r F\" ox—r
a

valable pour r > 0 et x > 0, on déduit:

r\r
lE(S,ﬁJan>A) < (E) E(exp(aSn—r)dg ).

Pour 3 > 0 quelconque, on aura la suite de majorations:

IN

(é)rE(exp(GSn —r)exp(B(Sn— 1))
(é) ' exp(—r —BA)E(exp((a+B)Sn))
() exp(=r—BN)exp((cc + BE(exp((o + B) ._i“i”

E(Sh 15,52

IN

IN

la derniére résultant de I’hypothése 3). Les variables U; étant indépendantes,
n n
E(exp((a+B) S Ui)) =[] E(exp((a+B)Ui)).
(exp(( )i; i) .I:l (exp((a+B)Ui))

Soit 0 < s <1/(2c). Pour majorer E(exp(sUi)) on utilise le développement limité de la
fonction exponentielle et les hypothéses 1) et 2):

o 2:2 00 k
(O
E(exp(sU)) < 1+ E(US))S W <15+ Z E(|Ui ) Vi
k=1
0252 - s 0252 © 1
< 1‘|‘T+C00' S Z CS <1—|— +Co()' Z 2—
1 1
= 1+ (5 +Co)ofs” < exp((;, +Co)afs’). (3.6.1)

Pour o > 0 et 3 > 0 quelconques, tels que a + 3 < 1/(2c), appliquons (3.6.1) a s :=
a -+ 3. Compte tenu du fait que Y7, 0? < Kp, on aura alors:

B(Sh3s,50) < (=) expl(a+ B exp(—r — BN exp(( +Co)(a+ BKn). (36.2)

Le nombre y défini dans I’énoncé de la proposition vérifie en particulier y < 1/2c. Dans
(3.6.2) nous pouvons donc utiliser :

oor
= mln(X,y),
= y—a.
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Si0<)\<m alorsy= et

A
— (1+2Co)Kn

r ' AY
r < -
E(Sndisi>n) < <min(§,y)> exp(Hy) exp(— Ir+Mnm(A ¥.0)+ =)

r 1
= ATmax(L, )" exp(uy) exp(— 5 (r +[r = AYl)).

Ay

(1+2c )Kn
SiA> 0fn alors y = 2 o et

r
r r . r 1 Kn
E(Spls,sn) < <W) eXp(UV)EXp(—r+)‘m'n(X—V70)+(§+C0)4—Cg)

<y max(l, %/)rexp(uv) exp(—%(w [r—=AvD))-

Donc 1
E(Spls,>1) < max(1, Ay) exp(Hy) exp(—3(r+|r —Ayi)),

pour tout y > 0 et tout r entier positif. Par symétrie, on a aussi :

BI(=S0)M5,50) <V max(L, ) exp(iy) expl—5(r+ 1= M),

ce qui conclut la preuve. .
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Chapitre 4

Schémas de subdivision et grilles non
regulieres

4.1 Introduction

Les schémas de subdivision sont des méthodes classiques de construction de courbes
et de surfaces. Nous nous limiterons ici au cas des courbes dans RY, le principe général
s’étendant a des variétés de tout ordre.

Le principe général en est le suivant. Partant d’une suite bi-infinie fo = (foﬁk)kez de
points de I’espace RY, on construit par récurrence, a chaque niveau j > 0, une nouvelle
suite bi-infinie fj = (fjx), ., de points de RY, que nous appellerons sommets du niveau
j. Les sommets du niveau j + 1 se déduisent de ceux du niveau j grace a une opération
h; dite de subdivision:

fiva=hj(fj), >0, 4.1.1)

ou encore .
fi=hj_10...0hp(fo), j=>0. 4.1.2)

Si, au niveau j, on note Zj la ligne polygonale de sommets les points f;, k € Z, on
espere que, lorsque j tend vers I’infini, cette ligne polygonale “converge” vers une
courbe limite ¢ de RY, aussi réguliére que possible, ceci quelle que soit I’initialisation
fo.

Quelques remarques préliminaires sur un tel schéma de subdivision. 11 est intuiti-
vement clair qu’une telle convergence vers une courbe lisse ne peut étre obtenue qu’en
augmentant indéfiniment le nombre de sommets. Supposons par exemple, que les som-
mets fjy1 0k et fj 1 ok41 duniveau j+ 1 soient “affiliés” au sommet fj du niveau j au
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sens ou ils ne dépendent que d’au plus un nombre fini N;, indépendant de k, de sommets
f; », d’indices centrés autour de k. Ceci se résume sous la forme:

fitik =hjk [(fj’£)|k—21|gNj]’ keZ, j>0. (4.1.3)

Le schéma sera alors dit binaire: on “double” le nombre de points en passant d’un
niveau au suivant.

Par ailleurs, d’un point de vue modélisation géométrique, il est essentiel qu’une mo-
dification “locale” de la suite initiale fy (par exemple la modification d’un seul sommet
initial fp) n’entraine qu’une modification locale de la courbe limite C. Pour cela nous
demanderons au schéma binaire décrit en (4.1.3) d’étre également local en imposant que
I’entier N; soit indépendant du niveau, i.e.,

fj+17k = hjvk[(fjvé)|k—2£|gN]’ keZ,j>0. 4.1.4)

On pourrait de la méme facon envisager des schémas de subdivision locaux “triplant”,
..., le nombre de sommets a chaque niveau : il suffirait pour cela de remplacer |k — 2/| <
N par |k—3¢| <N, ....

Examinons maintenant comment donner aussi simplement que possible un sens a la
relation géomeétrique
C= lim ;. (4.1.5)

J— o

L’idée la plus élémentaire est de décrire chaque ligne polygonale par une représentation
paramétrique Fj : R — RY, et de définir ensuite la relation (4.1.5) comme la conver-
gence de la suite (Fj:)j>o vers une fonction F : R — RY, représentation paramétrique
de la courbe limite C. Ce passage naturel du cadre géométrique au cadre fonction-
nel a I’avantage de permettre I’utilisation d’outils classiques simples de convergence.
De plus, en travaillant composante par composante, nous pourrons nous limiter au cas
d =1, ce que nous ferons désormais. Cependant, ce passage présuppose deux choix:
celui, a chaque niveau, d’une paramétrisation de la ligne polygonale £j, et celui d’une
notion de convergence dans I’ensemble des fonctions de R dans R.

Du fait du caractére binaire imposé, le plus naturel peut sembler de paramétrer a
chaque niveau j la ligne polygonale £; par la fonction Fj définie par :

Fi(27 k) = fjx, Fj estaffine sur chaque 270k, 27 (k4 1)]. (4.1.6)

Quant au deuxiéme choix, étant attachés a la régularité de la courbe limite, il est naturel
d’utiliser la convergence uniforme, et pour cela de se placer dans I’espace des fonctions
continues et bornées de R dans R, muni de la norme

||F||e := sup|F(x)]. (4.1.7)
XeR
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Pour ne pas sortir de cet espace, il est essentiel d’imposer au schéma (4.1.1) d’étre
borné, au sens ou, lorsque la suite bi-infinie initiale fo est bornée, il en sera de méme de
toutes les suites successives fj, j > 0. Sous ces hypotheéses, la convergence du schéma
de subdivision décrit en (4.1.1) sera définie comme la convergence uniforme de la suite
Fi, ] > 0, introduite en (4.1.6), ceci pour toute initialisation bornée f.

Nous avons donné une breve description du principe général des schémas de subdi-
vision. De fait la plupart du temps on s’intéresse aux schémas linéaires, auxquels nous
nous restreignons maintenant. Le passage d’un niveau au suivant est donc désormais
supposé linéaire. Un schéma de subdivision linéaire peut alors étre compris comme une

suite S = (Sj)j>0 de matrices bi-infinies Sj := (Sjk ), ,., Les caractéres binaire et

local d’une part, et borné d’autre part, que nous avons imposés aux schémas de subdivi-
sion se répercutent sur les matrices sous forme des exigences suivantes :

(SS1) il existe un entier ng tel que, pour tout j > 0, et tous k, ¢ € Z,
Sike#0 = |k—2/ <nj. (4.1.8)
(SSy) il existe un nombre M < +oo tel que, pour tout j >0,
ISl == Sup{[Sjk.l, k,£ € Z} < Mj. (4.1.9)
Le passage d’un niveau au suivant est alors décrit par :
fit1:=Sjf;, j>0. (4.1.10)

Observons que cette égalité donne un sens a fj;1 quel que soit le vecteur fj du fait de
I’hypothése (SSy).

Une autre hypothese naturelle concernant les schémas de subdivision est qu’ils re-
produisent les constantes :

Définition 4.1.1 On dira qu’un schéma de subdivision S reproduit les constantes si, dés
que fox =a € R pour toutk € Z alors f; = a pour tout j > 0 et toutk € Z.

Le schéma § reproduit les constantes si et seulement si les matrices Sj satisfont
[%SLM =1, VKeZ,Vj>0. (4.1.11)
€

Appliquée dans RY, la reproduction des constantes signifie que fitik € RY est obtenu
comme combinaison affine d’un certain nombre de points du niveau précédent.

Illustrons ces définitions par quelques exemples bien connus.

Exemple 4.1.2 Algorithme de de Rham. L algorithme le plus ancien que nous citerons
est I’algorithme de de Rham. Dans cet exemple, le passage de la ligne polygonale £; a
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la ligne polygonale £j,1 se fait en plagant sur le segment [f; k., fj k1] les points fj;1 ok
et fj+12k+1 dans les proportions 1,y,1, pour uny > 0 donné, comme indiqué dans la
figure 4.1. On a donc

firsoc = (1=B)fjk+ Bfjs, (4.1.12)
fj-|-1,2k-|-1 = ij,k +(1-B) ka+17

avec 3:=1/(y+2). Il est connu que la courbe limite est continue et qu’elle est tangente
a chaque coté du polygone initial £y en son milieu. Nous voyons sur la figure 4.1 com-
ment la courbe limite varie suivant le parametre y. Pour obtenir une courbe fermée, les
sommets du polygone initial Lo sont ici définis par fox = fo k49 pour toutk € Z.

fﬂ,(] = f[],9 f0,3 f[].6

o

s
oo

@

@

FIG. 4.1 — Un pas de I’algorithme de de Rham (figure de gauche) et les courbes limite
pour quelques valeurs de y (figure de droite). Le paramétre y prend les valeurs entieres
entre 1 (ligne continue) et 4 (courbe en pointille).

Exemple 4.1.3 Subdivision spline. Lorsque le paramétre y vaut 2, I’algorithme de de
Rham devient:

firtok = Sfix+ ke, (4.1.13)

firtoket = 2 Fjk+ o Fjket. o
Ce cas particulier est connu sous le nom d’algorithme de Chaikin [7]. C’est en fait I’al-
gorithme classique de subdivision des splines polynomiales de degré deux avec noeuds
simples équidistants. On sait que la courbe limite est alors le graphe de la spline C* de
degré deux dont les sommets du polygone initial sont les p6les. Dans la figure 4.1 la
courbe qui correspond a I’algorithme de Chaikin est représentée en ligne continue.
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Exemple 4.1.4 Le schéma a quatre points [34]. |l est également appelé “butterfly
scheme”, a cause de la forme de la courbe limite quand il est appliqué a des vecteurs
bi-dimensionnels. A la différence des schémas des exemples précédents, ce schéma
est interpolateur: les valeurs calculées & un niveau j sont gardées inchangées au ni-
veau supérieur j+ 1. Plus précisément, fj 1 = fjk, pour tout j > 0 et k € Z. Entre
fit10k := fjk et fjp10kq2 := fjks1 Oninsére la valeur:

1
fj+172k+1 = (E + w)( fj7k+1 + fj7k+2) —w( fj7k + fj7k+3), (4.1.14)

ou w est un parametre réel. Il a été montré que le schéma a quatre points est uni-
formément convergent (en un sens que nous préciserons plus loin) pour |w| < 1/2,
et pour 0 < w < (—14+/5)/8 il produit des fonctions C*. Le schéma est d’ordre 3
uniquement pour w = 1/16. Par contre, ces schémas de subdivision ne produisent pas
forcément des fonctions C2.

Exemple 4.1.5 Le schéma interpolateur de Lagrange ([24], [31]) rejoint dans un cas
particulier celui de I’exemple 4.1.4. Soit un entier N > 0 et un vecteur initial fp. Pour
J > 0le vecteur fj; se déduit du vecteur f; de la fagon suivante. Pour k € Z quelconque,
soit Pj x la fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2N + 1 satisfaisant :

Pik(l27)) = fj;, k=N</<Kk+N+1,
et soit fj;1 le vecteur de composantes :

fj+172k = ka, fj+172k+1 = PLk((Zk—I— 1)2_(j+1)). (4.1.15)

FIG. 4.2 — Construction du point milieu & partir des points voisins, quand N = 1.

Nous dirons alors que le schéma de subdivision est de degré 2N + 1. Les compo-
santes de la matrice S = Sj, j > 0, du schéma de subdivision de Lagrange sont calculés
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ligne par ligne comme il suit. Soient L, les polyndmes de Lagrange de degré 2N + 1
basés sur les points —N,....N+1, ie.,

N+1

t—i
Ly(t):=[1—, -N</<N+1, (4.1.16)
il_—lNE_l
i/
pour tout t € R. Puisque
N+1 _
Pik = Z Lg(ZJ -—k) fM? (4.1.17)

i=—N
la relation (4.1.15) peut s’écrire sous la forme fj;, = Sfj, avec

Li_i(1/2) si =N <l—k<N+1,

2K0 K0 S2k+1/ 0 sinon.

(4.1.18)

Le schéma de Lagrange S s’identifie alors & la matrice S. Le schéma de degré 1 est le
schéma d’interpolation linéaire. Une partie de sa matrice de subdivision est :

O O N
O NI = N
RNk O O

0

Pour N = 1 on obtient le schéma de subdivision interpolant quadratique, qui coincide
avec le schéma a quatre points pour w = 1/16. Une partie de la matrice de ce schéma
est:

1 9 9 1
% 1 1w ~—1 90 0 0
0 0 1 0 0 0 0
1 9 9 1
0O % % w® % 0 O
0 0 0 1 0 0 0
1 9 9 1
0 0 % % 1w 1 O
0 0 0 0 1 0 0
1 9 9 1
0 0 0 -% % 1w 1

Remarquons que le schéma étant interpolateur, la composante d’indice (2k,k) est la
seule composante non nulle sur sa ligne, pour toutk € Z.

Exemple 4.1.6 Schéma interpolateur en moyenne[27]. Soit un entier N > 0. En par-
tant du vecteur initial fo, on construit la suite ( f;j)j>o comme suit. Supposons connu le
vecteur f;j. Soit k € Z fixé et soit Q;x I’unique fonction polynomiale de degré au plus
2N satisfaisant :

27 (041)
21/ CQikdx =iy, =K—N,... kN (4.1.19)
2=1L
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Les coefficients du polyndme Qj sont combinaisons linéaires des valeurs fj,, ¢ =
k—N,...,k+ N. Les composantes du vecteur fj1 seront définies par:

i1 271=1(2k+1)
firrax = 2 / . Qjk(x)dx,
2-ik
i1 2-1(k+1)
fir1041 = 2/ / Qjk(x)dx
J+1,2k+ -t 2 (x)dx,
et ils sont, eux aussi, des combinaisons linéaires des valeurs fj,, £ =k—N,...,k+N.
L’algorithme est donc bien un schéma de subdivision, local et borné. Si I’on note avec

A sa matrice, pour tout k € Z et tout vecteur foon a:

fie=> Acsfor,
7

la somme étant évidemment finie. Soit i € Z fixé. Si I’on considére dans la relation
précédente fop := ;. on obtient

Aci=fik, VkeZ,

relation qui permet de déterminer la matrice A.

En particulier, pour N = 0 nous obtenons la matrice dont toutes les composantes
sont nulles, sauf celles de la forme Ay et Axxy 1 qui valent 1:

O - O
O O O

o O O -

Pour N = 1 la matrice de subdivision est de la forme:

-5 1 & 0 0 00

0 § 1 -3 0 0 0

0 —3 } 3 o1 0 0

L T

0 0 0 L 1 -1o

0 0 0 -1 1 I o
8 8

Rappelons maintenant la raison pour laquelle le schéma s’appelle interpolateur en
moyenne. Pour tout j > 0, considérons les fonctions constantes par morceaux Fj: R —
R,

Fi() = fix, vte[27k27)(k+1)], ke Z.
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On voit sans difficulté que pour tout j > O ettoutk € Z ona:

2-i(k+1) 2-i(k+1)
F-tdt:/ o a(t)dt. 4.1.20
[, Fiwd= [ Fa (4.1.20)

Donc le schéma conserve les moyennes, sur chaque intervalle [271k,27J(k 4 1)]. En
particulier, si les données initiales ( fok)kez représentent les moyennes d’une certaine
fonction f sur les intervalles [k.k + 1], k € Z, on retrouve a chaque pas j ces moyennes
par la formule:

K+l kel
/k f(t)dt:fo7k:/k Fi(t)dt, keZ.

Ceci suggere que, si la fonction limite F de la suite Fj existe, alors on aura pour tout
keZ, [fFHt)dt = [EHF(t)dt.

4.2 Schémas de subdivision uniformes et stationnaires

On s’apercoit que dans les exemples ci-dessus les coefficients de la récurrence sont
invariants en temps (par rapport a j) et en espace (par rapport a k).

Un schéma de subdivision S = (Sj)j>o est dit stationnaire si toutes les matrices S
sont égales entre elles. S s’identifiera alors avec une unique matrice S = (Sk / )k ¢ez.-

Le schéma § est dit uniformesi Sj ;2 41 = Sjx ¢, pourtout j >0, k,/ € Z: a chaque
niveau j > 0 toute colonne est la translatée de deux positions vers le bas de la colonne
précédente, ou encore, chaque paire de deux lignes consécutives est translatée d’une
position vers la droite par rapport a la paire précédente. Nous retrouvons I’invariance en
espace des coefficients de subdivision des exemples précédents. En effet, la récurrence
s’écrit:

fitiok =3 Sjuefjr =3 Sjor—kfje=3Sjorfjrk,

! l l (4.2.1)
fivr2kt1 =3 Sjakr1fje =3 Sj1-kfje =3 Sjaefjrtk,

[ / /

et les coefficients des lignes 2k et 2k 4+ 1 de I’algorithme de subdivision ne dépendent
pas de k.

Dans la suite de ce paragraphe, S désignera un schéma de subdivision a la fois
uniforme et stationnaire et S désignera sa matrice. Nous supposerons toujours que ce
schéma est local (donc ici automatiquement borné). Rappelons que nous nous limitons
a d = 1. Nous avons déja mentionné dans I’introduction une fagon naturelle de définir
la convergence d’un schéma, que nous rappelons ici :
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Définition 4.2.1 ([33]) Un schéma de subdivision est dit uniformément convergent si
pour toute suite initiale fo € £%, il existe une fonction continue (que nous noterons S fp)
telle que

lim ||Fj— Sfo|l =0, (4.2.2)

joteo

ou la suite Fj, j > 0 est définie en 4.1.6.

Dans la littérature, la convergence est en général introduite en faisant appel a I’une ou
I’autre des définitions suivantes :

Définition 4.2.2 ([33], [6]) Un schéma de subdivision est dit uniformément convergent
si pour toute suite initiale fo € £%, il existe une fonction continue S fq telle que

lim sup|fi . —(Sfo)(271k)| = 0. 423
j%wkegl jk— (Sfo)(277k)| (4.2.3)

Définition 4.2.3 ([32]) Un schéma de subdivision est dit uniformément convergent si
pour toute suite initiale fo, il existe une fonction continue $ fo telle que pour tout com-
pact Q C R et tout € > 0 il existe J(g,Q) tel que

[Tk — (Sfo)(277K)| <&, pourtout j > J(e,Q) etk € ZN2Q. (4.2.4)

Définition 4.2.4 On dira d’un schéma de subdivision qu’il est non dégénéré s’il existe
un vecteur initial fo pour lequel la fonction limite S fo existe et n’est pas identiquement
nulle.

Il est facile de se convaincre que la convergence uniforme d’un schéma de subdivi-
sion au sens de la définition 4.2.1 implique sa convergence au sens de la définition 4.2.2,
qui, a son tour, implique la convergence au sens de la définition 4.2.3. Plus surprenant
semble le fait que la convergence uniforme au sens de la définition 4.2.3 implique celle
au sens de la définition 4.2.1, des lors que le schéma est non dégénéré. Nous y revien-
drons.

Comment étudier la convergence? Intuitivement, pour qu’un schéma de subdivision
soit uniformément convergent, il faut que les distances f;y,, — fj tendent vers zéro
quand j — oo, afin que la fonction limite soit continue. Soit A := (A ¢ )k ¢se7 la matrice
définie par :

Dypi= Oky1,0 — Ok . (4.2.5)
Avec cette notation, pour tout niveau j > 0, le vecteur Afj a pour composantes les

différences d’ordre 1, i.e., (Afj)x = fjxs1— fj pour tout k € Z. Il est classique (voir
[6], [33]) d’associer & un schéma de subdivision S le schéma aux différences D de
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matrice D, pour permettre de calculer par récurrence la suite Afj par une formule du
type:

Afj 1 =DAfj, j>0. (4.2.6)
Les composantes de la matrice D doivent s’exprimer par rapport aux composantes de la
matrice S a travers la relation:

Dk,l = Z (Sk-i-l,i - Sk,i>7 kvﬁ €Z, (427)
i>l+1

avec la convention y2; = 0siip <.

Le schéma 92 (uniforme et stationnaire) de matrice D est bien défini puisque S est
local, mais il n’est pas nécessairement local. Par conséquent, sans restriction sur fo,
le second membre de (4.2.6) peut ne pas avoir de sens. Par contre, lorsque le schéma
S reproduit les constantes, on peut vérifier que le schéma 2 devient local. Par suite,
I’égalité (4.2.6) est satisfaite quel que soit le vecteur initial fo.

De facon évidente, un schéma qui reproduit les constantes est non dégénéré. Qui
plus est, on sait que dés qu’un schéma de subdivision est uniformément convergent (au
sens le plus “faible” de la définition 4.2.3) et non dégénéré, il reproduit les constantes

([32]).

Le schéma aux différences est un outil efficace pour montrer la convergence, et ceci
grace au théoreme suivant :

Théoreéme 4.2.5 ([33]) Soit S un schéma de subdivision qui reproduit les constantes.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) Le schéma S converge uniformément (au sens de la définition 4.2.3).
(if) Le schéma aux différences © converge uniformément vers zéro, i.e., il converge
au sens de la définition 4.2.3 avec comme limite la fonction nulle).
(iii) 1 existe un entier K > 0 et un réel p < 1 pour lesquels :

1D < b (4.2.8)

Grace a I’inégalité (4.2.8), le résultat précédent permet de constater que, lorsque
le schéma reproduit les constantes, s’il est uniformément convergent au sens de la
définition 4.2.3 il I’est aussi au sens de la définition la plus forte 4.2.1. En effet, quel que
soit le vecteur initial fo € £, la fonction continue définie en (4.2.3) est automatiquement
la limite uniforme de la suite de fonctions affines par morceaux définies par (4.1.6). On
peut méme majorer la vitesse de convergence et montrer que les limites obtenues sont
“plus que continues™:

Théoréeme 4.2.6 ([32], Corollaire 3.3). Soit § un schéma de subdivision qui reproduit
les constantes et qui est uniformément convergent (au sens de la définition 4.2.3). Soient
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K et p les constantes du théoréme 4.2.5. Pour un vecteur initial fo € ¢ on note par F;
la fonction affine (4.1.6) et par S fp la fonction continue limite. On a:

IFj =S olle < Culkl, (4.2.9)

ou la constante C qui dépend uniquement de § et de ||Afg||w. De plus, la fonction limite
est holderienne d’ordre v = —(log, ) /K, i.e.,

(STo)(x) = (STo)(Y)| <TIx=yI", xyeR, |x—y|<1, (4.2.10)
la constante I > 0 ne dépendant que de S et de ||Afp]|c.

Le procédé utilisé pour étudier la convergence uniforme peut étre réutilisé afin de
déterminer la régularité de la fonction limite. Pour ce faire, on se sert des schémas
dérivés SIP) et de leurs schémas aux différences DPT1. Pour p = 0 on note 5% := .
Pour p > 0 on définit les matrices DIP! et SIP! des schémas DIP! et SIP!, respectivement
par les formules de récurrence:

1] (4.2.11)

pour tout k, ¢ € Z. Comme nous I’avons remarqué pour le schéma DI = D, tant que
le schéma SIP~1 reproduit les constantes, les schémas SIP! et DIP! sont bien définis et
locaux. Les schémas SIP et DIP! sont des schémas de subdivision pour le vecteur des
différences divisées d’ordre p, fj[ﬁ’(] = ZjAfJ[ﬁ(_l], respectivement pour le vecteur des

différences d’ordre p, Afj[p_l] (avec la notation fj[o] = f)).

La question qui se pose est: pour un schéma donné $, jusqu’a quel ordre est-on sar
de pouvoir définir les schémas aux différences et les schémas dérivés? Pour tout p > 1,
nous définirons les schémas SIP! et DIP! sj et seulement si le schéma SP~2) reproduit les

constantes. On dira alors que le schéma S est d’ordre supérieur ou égal a p.

Un schéma de subdivision est dit interpolateur si pour tout j > 0 etk € Z, fj 1« =
fj k. Soit P I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a P. On dit d’un
schéma de subdivision qu’il reproduit les polyndmes jusqu’au degré P si pour tout vec-
teur initial de composantes gy := 1(k), 1€ Pp, k€ Z,0n a

fix =m27Jk), pourtoutj>0,keZ.

En particulier, un schéma interpolateur qui reproduit les polynémes jusqu’au degré P
est d’ordre supérieur ou égal a P + 1 ([35]).

Un schéma de subdivision interpolateur convergent, qui produit des fonctions CP
et qui est non dégénéré reproduit les polyndmes jusqu’au degré P ([35]). Ce résultat
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est la généralisation, pour P > 1, du fait qu’un schéma de subdivision uniformément
convergent et non dégénéré reproduit les constantes. Si un schéma de subdivision quel-
conque (non nécessairement interpolateur) est convergent et il produit des fonctions
dans CP, alors I’ensemble P est inclus dans I’ensemble des fonctions limites du schéma

([eD).

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour qu’un schéma soit conver-
gent et qu’il produise des fonctions CP. Elles deviennent nécessaires dés que le schéma
est interpolateur. Pour la démonstration, voir le théoréme 4.2 dans [33] et le théoréme 4
dans [35]. Rappelons tout d’abord que pour toute matrice A = (A ¢) on note:

|A||e := sndp; Az

Théoréeme 4.2.7 ([33],[35]). Soit .S un schéma de subdivision d’ordre supérieur ou égal
a P+ 1. Soient les assertions :

(i) Le schéma S est uniformément convergent et produit des fonctions dans CP.
(ii) Pour tout 0 < p < P, le schéma S[P! est uniformément convergent et produit des
fonctions dans CP—P.
(iii) Le schéma D[P+l est uniformément convergent et dégénére.
(iv) Il existe un entier K > 0 etun réel p < 1 tel que

IO o < . (42.12)
On a (iv) = (iii) = (ii) = (i). Si de plus S est interpolateur, les quatre affirmations
sont équivalentes.

Le nom de schéma dérivé vient du fait qu’il produit les dérivées des fonctions produites
par le schéma initial :

Théoreéme 4.2.8 ([35]). Soit § un schéma de subdivision d’ordre supérieur ou égal a
P + 1 tel que S est uniformément convergent. Pour un vecteur initial quelconque fo
et pour tout 0 < p < P, on note S[P! f([)p] la fonction limite obtenue par I’algorithme de

subdivision S/ & partir du vecteur f([)p]. Soit 5 fo 1= SO f([)o]. Ona:

(Sfo)P = PP, p=o,...P (4.2.13)

Exemple 4.2.9 Schéma interpolateur de Lagrange de degré 1. L’ordre de ce schéma
est exactement 2. On peut donc définir les matrices DI et SIU :

0

w
=

D -

O O ON-
N, O O O
o O O -
_ O O O

1
1
0

O NN O
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On remarque que ||DM|| = 1/2 < 1, donc le schéma est uniformément convergent.
Puisque le schéma S reproduit les constantes, on peut construire le schéma D2 :

0
pl2 -

o O O -
o+~ O
o O O o

mais la norme infinie de cette matrice, ainsi que de ses puissances est égale a 1, donc le
schéma linéaire ne produit pas des fonctions C1.

Exemple 4.2.10 Schéma interpolateur de Lagrange de degré 3. Quand N = 1 on
retrouve le schéma a quatre points avec w = 1/16. Ce schéma est d’ordre 4. Nous don-
nons des exemples de découpages dans les matrices des schémas aux différences et des
schémas dérivées jusqu’a I’ordre 2:

-% 3 & 0 0 0 0
0 & 5 —% 0 0 O
0 - 3 1% 0 0 O
Dt o o0 & I X o0 o0
0 0 —f % % o1 0
S e
16 2 16
/_% 1 § 0 0 00
0 § 1 -3 0 0 0
o -3 1 5 0 00
sf:f o o I 1 -1 o0 o0
0 0 -3 1 § 00
0o 0 0 § 1 —%0
\o o 0o -1 1 } o
o -1 3 _1 9 o0
8 4 8
0o % % 0 0
S I
0 0 _41 g _1
8 4 8

La norme infinie de cette matrice est 1, mais la norme infinie de son carré est % <1,
donc le schéma est C1. 1l a &té montré dans [18] que les fonctions limites sont C2 sauf
dans les points dyadiques k2=1, k € Z, j > 0, et qu’elles sont hélderiennes d’ordre 2 —¢,
pour € > 0 arbitrairement petit.
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Remarque 4.2.11 Il existe d’autres méthodes qui permettent I’étude de la convergence
d’un schéma de subdivision uniforme et stationnaire. Le calcul des matrices des schémas
aux différences et des schémas dérivés peut se faire en utilisant les polyndmes de Laurent
[32]. Des résultats de convergence plus précis s’obtiennent en utilisant une technique
matricielle basée sur une étude des valeurs propres et I’analyse de Fourier [25], [18].
Nous avons choisi de rappeler ici uniqguement la méthode et les résultats qui peuvent
s’étendre aux schémas non uniformes et non stationnaires.

4.3 Schémas de subdivision non réguliers

Dans le paragraphe 4.2 nous avons implicitement utilisé le fait que la valeur f;j
“se trouve” & I’abscisse k2~1. En effet, si I’étude de la convergence se fait & partir de
certaines matrices, sans que la paramétrisation soit directement impliquée, les schémas
dérivés sont des schémas de subdivision pour le vecteur des difféerences divisées, qui,
eux, sont définis par rapport a ces abscisses.

Dans certains cas nous savons que les composantes du vecteur initial fy sont des
mesures dans certains points xox € R, k € Z, non nécessairement équidistants (voir
chapitres précédents). Nous voudrons alors extrapoler ces valeurs a des points Xk € R,
j >0, k € Z. Pour I’instant nous supposerons que I’ensemble X := {x;x € R: j >
0, k € Z} est une grille (binaire) au sens suivant:

e X est dense dans R,

e les points a chaque niveau j sont ordonnés en ordre strictement croissant, i.e.,
Xjk < Xjk41, pour toutk € Z, et

e X est imbriqué au sens ol X112k = Xjk, pour tout j > 0 etk € Z.

Une telle grille est réguliére s’il existe une constante a > 0 telle que Xj k1 —Xjk =
a2~ pour tout j > 0 etk € Z. Sans perte de généralité nous allons désormais systéma-
tiqguement identifier les grilles régulieres a la grille X := {Xjx :=k27): j >0, ke Z}.

Nous utiliserons une définition de la convergence d’un schéma de subdivision si-
milaire a la définition 4.2.1, mais adaptée a la grille non réguliere dont on dispose. Si
S ={Sj: j >0} estunschéma de subdivision local et borné et X est une grille, a partir
d’un vecteur initial fo nous définirons la suite de fonctions Fj : R — R par:

Fi(xjk) = fjx, Fjaffine sur chaque intervalle [X; x,Xj k+1], (4.3.1)
ou fj41 :=S;fj, pour tout j > 0.

Définition 4.3.1 Un schéma de subdivision § = {S; : j > 0} est dit uniformément
convergent (par rapport a la grille X) si pour toute suite initiale fo € £, il existe une
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fonction continue que nous noterons S fo, telle que

lim ||Fj— Sfolle = O, (4.3.2)

joteo

ou les fonctions Fj, j > 0, sont définies suivant la relation (4.3.1).

4.4 Le schéma de subdivision de Lagrange non régulier

Les schémas de subdivision interpolateurs de Lagrange se généralisent facilement a
des grilles non régulieres. Un entier N > 0 et une grille X étant fixés une fois pour toutes,
nous allons étudier le schéma de subdivision de Lagrange de degré 2N + 1 relativement a
cette grille X. Nous le noterons §. Il est défini comme suit. Supposons connu le vecteur
fj, pour un certain j > 0. Pour k € Z fixé, soit Pj la fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal a 2N + 1 satisfaisant les conditions d’interpolation:

Pik(Xi)=fis £=K—N,. . ktN+1, (4.4.1)

et soit ;1 le vecteur de composantes :

firro = fik,  fianake = Pik(Xjp1,2041)- (4.4.2)
0.7
0.6

*
05 ® N
® ®
*
0.4F .
® ®
0.3r *
*
02f ® R
*

0.1

*

0 0.1 0.2 0.3 0.4 015 &6 0.7 0.8 0.9 1

FIG. 4.3 — Un pas de I’algorithme de subdivision interpolateur de Lagrange sur grille
non réguliére. Les points initiaux sont marqués avec des cercles et les points insérés
avec des .
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0.7

0.6

05~

04r-

031

021

0.1r-

FIG. 4.4 — La fonction limite de I’algorithme de subdivision, pour les points de la figure
précédente.

Pour j>0,keZetl{=k—N,....k+N+1,soientL; , les polyndmes de Lagrange
de degré 2N + 1 basées sur les points Xj k. . ., Xjk+N+1, I.€.,

k+N+1 t—in
Ljwo(t) = Ot eR. 4.43
A= 1155, (443
o,
Puisque
k+N41
Pj,k: Z Lj7k7gfj7g, (4.4.9)
/=k—N

la relation (4.4.2) peut s’écrire sous la forme matricielle fj, 1 = Sjfj, avec Sj la matrice
de composantes :

Like(Xje1ke1) Sik—N<2<k+N+1,

4.4,
0 sinon. (4.4.5)

Sj2ke =0ks Sjoky1ls = {

Le schéma de Lagrange S s’identifie alors & I’ensemble de matrices {Sj: j > 0}.

Remarque 4.4.1 Le schéma de Lagrange est évidemment local, avec ng = 2N + 1. Du

fait que :
K+N+1
Z (X k)L jks(t) = W), VtER, VIE Ponyr. (4.4.6)
/=k—N

il résulte que le schéma de Lagrange reproduit les polyndmes jusqu’au degré 2N + 1
(par rapport a la grille X), au sens suivant : pour tout vecteur initial fo de composantes
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fox := TXok), TE Pony1, k€ Z, 0na:
fijx= T[(Xj’k), Vj>0,VkeZ.

Si, de plus, le schéma est uniformément convergent, la densité de la grille et la continuité
des fonctions S fo et Ttimpliquent Sfo = 1t

Remarque 4.4.2 Le schéma de Lagrange sur la grille réguliere X coincide avec le
schéma de subdivision uniforme et stationnaire de I’exemple 4.1.5. Nous le noterons
désormais S, et par S sa matrice de subdivision. Il n’est pas difficile de montrer que
18]} = 1.

Dans tout ce qui suit nous rajouterons un tilde aux notations pour signaler tout ce qui
concerne soit la grille réguliére soit le schéma de subdivision de Lagrange régulier S.

4.4.1 Ordre d’un schéma de Lagrange

Par analogie avec le cas uniforme et stationnaire, nous utiliserons dans I’étude de
la convergence du schéma de subdivision § les schémas aux différences DIP! et les
schémas dérivés SIP!. Pour les introduire, nous adopterons les définitions de [16].

Par souci de cohérence des notations, nous noterons S[jo]

donc logiquement, S0 := s.

:=§j, pour tout j >0, et

Nous avons montré dans la remarque 4.4.1 que tout schéma de Lagrange $ reproduit
en particulier les constantes. De maniére équivalente, nous traduirons ce fait en disant
que S est d’ordre supérieur ou égal a 1. Le schéma S étant également local, nous pou-
vons construire le schéma aux différences de .S que nous noterons DI := {D[jl] : j> 0}
Il reproduit les vecteurs des différences d’ordre 1, Afj, i.e.,

Afjy1 = DA, (4.4.7)

Rappelons que les composantes des matrices D[jl] s’expriment par rapport aux compo-

santes des matrices du schéma initial § par la formule:

D[j%]kvg = Z (Sj’k+17i - Sj7k7i)' (448)
i>7F1

Le schéma de subdivision D! est local puisque .S est d’ordre supérieur ou égal & 1.

Pour tout j > 0, soit fj[o] ;= fj et soient fj[p], p > 1, les vecteurs des différences

divisées d’ordre p, i.e., les vecteurs dont les composantes sont :
f[p—l] _ f[p—l]
=2 j>oetkez (4.4.9)
’ d
jk

bl
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Nous n’utilisons pas ici la méme notion de différence divisée que dans le paragraphe
4.2. En effet, dans le cas des grilles régulieres il est possible de faire des simplifications
qui ne sont plus permises dans le cas des grilles non réguliéres. Les différences divisées
introduites dans (4.4.9) correspondent aux différences divisées des paramétrisations Fj,

définies dans la relation (4.3.1) :
fj[?k] = [XLk? . .,Xj7k+p]|:j.

De la relation (4.4.7) on déduit qu’il existe un schéma de subdivision S := {S[jl] :
j > 0} tel que

1] 1] ]
i — sl (4.4.10)
et les composantes de ses matrices sont donnees par la formule:
dis 1 djs
st , = pt , =~ Sjkati— Sjki)- 4.4.11
J7k7/ d]+1 Kk Jak7g dj+17k IZ;_]-( s +17| IE 7') ( )

Le schéma S est local, puisque D est local.

Si le schéma S est d’ordre supérieur ou égal a 1 (on dira alors que .S est d’ordre
supérieur ou égal a 2), on pourra définir un schéma de subdivision local D12 := {D[jz]
j > 0} tel que

Af[”1 = D7atf, (4.4.12)
et un schéma de subdivision 512 := {S : j >0}, également local, tel que
2] _ ql2¢[2
fil, =S (4.4.13)

Soit P un entier positif. Si les schémas SIP/, 0 < p < P —1, existent et si sFP~1
reproduit les constantes (nous dirons alors que le schéma de subd|V|S|on S est d’ordre
superleur ou égal & P), nous pouvons construire les schémas D[P {D[P] j>0}et

= {Sj : j >0}, tels que:

Aflhs =g, (4.4.14)

1 _ pPlafP-1  ¢IPl
it =plaf] fl

’ J+1 -

Les composantes de leurs matrices de subdivision sont données par les formules de
récurrence :

P P-1 P—1
D[j,ll,z:_ > (S[j,k+i,i_s[j7k7i])a (4.4.15)
i>/+1
respectivement
[Pl dj) [P] 5 P-1]  g[P-1]
C— Js _ IR — —
Siie = Pl Pike = g~ 2 i S ) (4.4.16)
1k ALk 126
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Ces schémas sont locaux et on peut montrer par récurrence que :
DI, #0 = —ng<20—k<ns—p. (4.4.17)

Nous appellerons schéma aux différences les schémas DIP!, et schémas dérivés les
schémas SIPl. De la relation (4.4.14) on déduit que pour tout 1 < p<2N+2et j>0
les matrices des schémas aux différences et des schémas dérivés vérifient la formule de
commutation:

D\Pla = aslP~Y, (4.4.18)

Par analogie nous noterons SIP! les schémas dérivés et DIP! les schémas aux diffé-
rences associés a la grille réguliere. Ces schémas sont tous uniformes et stationnaires.
Pour tout entier p, 1 < p < 2N + 2 les composantes de la matrice SIP! du schéma S[P!
s’écrivent:

-1 -1
SPi=2 Y (PSR, keez, (4.4.19)
k>7+1
puisque aﬁpk] = p2-1.
Théoréme 4.4.3 Le schéma de Lagrange S est d’ordre supérieur ou égal a 2N + 1.

Démonstration : On sait (voir remarque 4.4.1) que S reproduit les polynémes jusqu’au
degré 2N + 1. Nous renvoyons a [16] pour la preuve du fait que ceci implique le résultat
annoncé. .

442 Lagrille

Désormais, nous allons considérer un type particulier de grille non réguliere, qui
est I’image réciproque de la grille réguliére X par une fonction suffisamment lisse. Les
éléments d’une telle grille X seront définis par :

Xjk:=GXjx), Vi>0,kez, (4.4.20)
ou la fonction G : R — R est une fonction qui vérifie les deux propriétés suivantes :
(G1) G est holderienne d’ordre a > 1,

(G2) sa dérivée g := G’ satisfait 0 < m < g(x) < M, pour tout x € R.

Les propriétés (G1) et (G2) englobent une large classe de fonctions. Un exemple
simple (par rapport auquel nous prendrons plus tard nos illustrations numériques) en
est fourni par la famille de fonctions Gp y(X) = x4 psinnx, quand p,n sont des réels
positifs tels que pn < 1.
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Notons qu’une fonction G : R — R qui satisfait (G1) et (G2) est toujours bijective.
En effet, elle est strictement croissante (car g > 0), donc injective. L’ensemble G(R ) est
un intervalle ouvert. Supposons que G(x) < A, pour tout x. Le théoréme des accroisse-
ments finis permet de trouver pour tout x > 0 un &y € [0, x] tel que G(x) — G(0) = g(&x)x.
On obtient alors que:

AZ G(x)— G(0) = g(Ex = mx, Vx>0,

ce qui est faux. La fonction G ne peut pas étre bornée supérieurement, et un raison-
nement similaire montre qu’elle ne peut pas étre bornée inférieurement. Elle est donc
surjective. Ceci justifie la définition (4.4.20).

L’ensemble X est dense dans R (comme image d’un ensemble dense dans R par la
fonction bijective et continue G=1: R — R), imbriqué et les points & chague niveau j
sont ordonnés en ordre strictement croissant. C’est donc bien une grille, au sens donné
au début de ce paragraphe.

Adopter des grilles du type (4.4.20) nous permettra de montrer la convergence des
schémas interpolateurs de Lagrange associés, par comparaison avec le schéma de La-
grange uniforme et stationnaire de méme degré (que nous désignerons par schéma de
Lagrange régulier).

Notons que cette définition de la grille n’inclut pas une catégorie de grilles trés
simples, les grilles semi-réguliéres: quand les points Xg k, k € Z, sont non équidistants,
mais pour tout k € Z le point Xj;1 k41 est le milieu de P’intervalle [x;,Xjk+1]. Une
étude de la convergence pour ce type de grille, dans les cas particuliersN =1 et N = 2,
a &té menée dans [71].

Le lemme qui suit est une conséquence immédiate des propriétés (G1) et (G2).

Lemme 4.4.4 Si lafonction G satisfaita (G1) et (G2) alors il existe une constante A > 0
telle que :
‘w — 1‘ <AMu—v|®1 VuveR,
g(v)
avec a1 ;= min(a —1,1).

Démonstration : La propriété (G1) implique que |g(u) — g(v)| < C|u—v|t et la pro-
priété (Gz) implique que g(v) > m > 0, pour tout u,v € R. Il suffit maintenant de diviser
la premiere de ces deux inégalités par la seconde. .

Pour tout j > 0, k € Z et p entier strictement positif, nous noterons:

1
A% = Xikp—Xjks dji= i (4.4.21)

les distances entre deux points de la grille éloignés de p positions (respectivement d’une
position).



Chapitre 4. Schémas de subdivision et grilles non régulieres 123

Lemme 4.4.5 Soit X la grille définie en (4.4.20).

(i) Pourtout j>0,keZetp>0ona:

1. 1,__;

27lp< dif < ~27p. (4.4.22)

ii) Soit n > 0 un entier fixé. Pour tout p > 0O il existe une constante y, > 0 telle que
P

I’on ait : o

P

djs

[p]

di 1k

pour tout j > Oetk,l € Ztelsque —n<2/—k<n—p,ouag:=min(a—1,1).

— 2| <yp27o, (4.4.23)

Le premier point de ce lemme montre que les distances convergent vers zéro quand
j — oo, uniformément par rapport a k, avec une vitesse de I’ordre du 21 Le deuxiéme
point met en évidence le rapprochement entre cette grille et la grille réguliére. En effet,
la relation (4.4.23) peut s’écrire aussi sous la forme:

d[p] dfp] _
J7Z Jvl —a
- < yp2
Ay i

Rappelons que rajouter un tilde signifie que la notation se réfere a la grille réguliére.
Démonstration : (i) Soient p > 0, j > 0 etk € Z fixés. Le théoréme des accroissements

finis montre qu’il existe E[jpl]( € [Xjk, Xjktp) tel que:

1o 1 1 L
dEﬁl =G 1(Xj,k+p> -G 1<Xj,k> = TZ Jp.
g(Ej,k)
La relation (4.4.22) est alors une conséquence immédiate de la propriété (Gy).

(i) Soit p > 0 fixé. Comme au point précédent, pour tout j > 0 et k € Z il existe

[Jp|]( € [Xjk Xjk+p) tel que:
2-1p
difl = ==,
jk
a(e¥)
Par application du lemme 4.4.4 on obtient que :
gl [p]
-2 =2 LE‘E"‘) —1) <onell P, (4.4.24)
div1k 9(&57)

Puisque E[Jp; € [Xjz, Xje+p) €t E'[J'F-)I]-Lk € [Xj+1,k: Xj+1k+p), ON @ la majoration :

p p r
|§[jil,k - E[j,;| < dH.Lmin(k,za)v
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avec
r = max(k+ p,2¢+2p) —min(k,2¢) = max(p,2¢ —k+2p) —min(0,2¢ — k)
< max(p,n—p+2p)—min(0, —n) = 2n+ p.
Du point (i) il résulte que

2n—|—p
|E+1k | —2 = 1

et grace a (4.4.24) on obtient (4.4.23), avec yp := 2)\[(2n +p)/(2m)]9e. .

4.5 Comportement asymptotique

Désormais, S = {Sj: j > 0} désignera le schéma de Lagrange de degré 2N + 1
relatif & la grille non réguliere définie en (4.4.20) et S désignera la matrice du schéma
de Lagrange uniforme et stationnaire § de méme degré.

Pour montrer la convergence I’idée essentielle sera de comparer d’une part le schéma
S et ses schémas dérivés S[P! aux schémas S et a ses schémas dérivés SIP!, et d’autre
part la grille X a la grille réguliere X.

451 Equivalence asymptotique avec le schéma uniforme et station-
naire

Nous allons tout d’abord montrer que le schéma S est “asymptotiqguement proche”
du schéma de Lagrange uniforme et stationnaire § au sens suivant :

Proposition 4.5.1 Il existe une constante X > 0 telle que :
IS;— S]] < z2=%i, vj>o0, (45.1)
avec a1 ;= min(a —1,1).
Pour la démonstration nous utiliserons le lemme suivant:
Lemme 4.5.2 Pourtout j >0, ke Zetk—N </ <k-+ N+ 1, on peut écrire :
Liks(GH(t)) = Cjks(t)Ljks(t), VtER. (45.2)
La fonction cj  , verifie :
k() — 1] <C27 Yt e [Xjpon, K ka1l (45.3)

avec une constante C indépendante de j,k, 7 ett.
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Démonstration: Soit j >0, k€ Zetk—N < ¢ <k-+ N+ 1 fixés. Les relations (4.4.3)
et (4.4.20) impliquent que :

R Gt - G-1(x)

s W vteR.
G-1(Xj,) - G~1(Xj,i)

Like(GTH(t) =

i=k—N

40
Soitunentieri # ¢, i€ [k—N,k+ N +1]. Le théoréme des accroissements finis appliqué
a la fonction dérivable G~ assure I’existence d’un &;i(t) entre G=1(t) et G=1(Xj,) et
d’un pjis entre G~1(Xj ) et G=1(Xj,i) pour lesquels :
Gt -G '(Xji) _ 9(Pjis) t—Xji
G (Xj) =G (X)) 9(&ji(t) K —Xji

On obtient alors (4.5.2) avec

kK+N+1 ..
Cike(t) = T 9Piis) g (4.5.4)

i=k—N 9(&ji(t))’
£l

Du lemme 4.4.4 il résulte que pour tout entier i £ ¢/, k—N <i<k+N-+1ona:

‘M—l‘ <Npiis— &t VteR. (4.5.5)

9(&j,i(t))

Sit € [Xj k=N, XjkN+1] alors pjis, &ji(t) € [Xj k=N, Xjk+N+1] €T On obtient par applica-
tion du lemme 4.4.5 que:

N1 .
- (4.5.6)

1P, = &1i(0)] < IXjkpnN+1 — Xjk=N]| <

Les relations (4.5.5) et (4.5.6) impliquent que pour tout entieri £ ¢/, k— N <i <k+N+1
et toutt € [Xjk—n,Xjk+N+1] ONa:

9(Pj,ir)

L) < A2ma,

‘g(ﬁj,i(t)) ‘ N

avec A:=A((2N +1)/m)%1, Compte tenu de cette inégalité pouri=k—N,... . k+N+1,
i # (, et de (4.5.4), on obtient (4.5.3). .

Démonstration de la Proposition 4.5.1: Soit j > 0, k,£ € Z. Quand ¢/ < k—N ou
£>Kk+N+1onaSjxkt1s=Sjxk+1,=0.Quand k—N <2 < k+ N 41, les relations
(4.4.5) et (4.5.2) impliquent que :

1Sioki1e—Sjakitsl = |Ljke(GT (Kjsrke1)) — Ligo(Rjs1oken)]
= [Cjke(Xjr12k+1) — L|Lj ke (Xj1,2¢41)]-



126 4.5. Comportement asymptotique

Il suffit maintenant de remarquer que |’|:j7k7g(Yj+172k+1)| <lquandk—N</<k+N+1
et d’utiliser la relation (4.5.3). .

Remarque 4.5.3 La proposition 4.5.1 implique en particulier que tout schéma de La-
grange défini sur une grille de type (4.4.20) est borné. Le premier point du lemme 4.4.5
permet alors de montrer que tous ses schémas dérivés et leurs schémas aux différences
sont bornés.

45.2 Lesschémas aux differences

Nous allons maintenant comparer asymptotiquement les schémas dérivés S[PI et
leurs schémas aux différences DIP*1] avec les schémas SIP! et DIP+ du cas régulier.

Proposition 4.5.4 Pour tout entier p < [0,2N -+ 1], il existe deux constantes > et X,
indépendantes de j telles que :

IS 8P

IN

Sp27% et (4.5.7)
. o
IDIPFH _BlPHl) < 5 j2mel, (4.5.8)

pour tout j > 0.

Démonstration : Le schéma S est local et ng = 2N + 1 (remarque 4.4.1). Pour p = 0,
la relation (4.5.7) a &té montrée dans la proposition 4.5.1. La méthode de la récurrence
permet alors de réduire la preuve a deux implications:

1. si ||siP — 8lPl)| < zp2-oud, alors | DPHH — BIPH|| < =1 2701 avec 3, =
(2ng = p+1)Zp.

2. si ||DIP! - BIF)|| < =42~ alors ||s\P — STPI| < £p2-%1], avec 5 1= 2MZp /m +
1By,

1. Soit un entier 0 < p < 2N +1 et supposons que ||SP — 817 < 5,2-91, De la
relation (4.4.15) on obtient que:

+1]  x[p+1 0
D[j?k,f] - DI[(E)K b= (S[j?l](+1,i - S[j?l](,i) - (éﬂlﬂ - éikﬂ)
i>7F1 i>7F1
p p p p
o (S[J,I]<+1,i o §|[<+]1,.) + (S[j,l]@i - gL.)
i>/+1 i>/+1

Chacune de ces deux sommes a au plus ng — (p—1)/2 termes non nuls (relation (4.4.17)),
ce qui implique que:

D+ 5P+ < (205 — p+ 1)) - 7.
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Il suffit maintenant d"utiliser I"hypothese ||S\” — SIPI]| < z,2-4l.

2. Soit 1 < p < 2N + 2 et supposons que HD[jp] — DIP|| < =12-911. Soient k, ¢ € Z
quelconques fixés. Si 20 —k < —ng ou si 2¢ —k > ng — p, la relation (4.4.17) montre
que

sh,—SP=0. (45.9)
Supposons maintenant que —ngs < 2¢ —k < ng — p. De la relation (4.4.16) on obtient :
W gl 9 e
9y p N
|Sj?k,l - Sk?l| = [pj] Dk, — 2Dk
dj1k
dl” . d
= |~ (Dfi, ~ B + (o= —2)D)
dlP! dlP!
Lk +1k
dl” . d\” .
< IO B | 2Bt
j+1k j+1k

Le schéma de subdivision D[P! est uniforme, stationnaire et borné, donc || DIP!|| < oo,
Compte tenu de I’hypothese et du lemme 4.4.5 on obtient pour toutk,/ € Z, —ns <
20—k < ng—p, ettout j > 0 la majoration:

2M i ~ —a4j
IS[J-?|](7Z—§L%| < Wzlpz o1 4y, ||DIPY[ 291, (4.5.10)

Les relations (4.5.9) et (4.5.10) impliquent que :
IS — 8P| < zp2,
Par récurrence, on obtient que les relations (4.5.7) et (4.5.8) sont vérifiées, pour tout
p €[0,2N +1]. .
Corollaire 4.5.5 Pour tout 1 < p < 2N + 2 et tout k > 1, il existe une constante Cp x
indépendante de j telle que:
P Pl (Rlplk —agj

DD = (B4l < Cpr2=, (4511)

pour tout j > 0.

Démonstration : Nous montrerons (4.5.11) par récurrence sur k. Au rang k = 1 elle est
vraie, car grace a la relation (4.5.8) ona:

DI — B[, < ng||DIP - BIPI| < ngzf2-aul.
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Supposons (4.5.11) vraie au rang k > 1. Pour simplifier les calculs nous noterons B[Jpl]( =

D[j'ﬂk_l...D[-p] et ﬂp] .= (DIP))K, Alors
B[Jp|]<+1 _ |§1er _ D[ﬂkB[p] 5[p]~[p]
= (O, — DPhB + DBl — 8.
Les schémas de subdivision @k = {BJ (- 1 >0} et GB& Pl sont locaux et bornés, dés

lors que PP et DIP! le sont (voir la remarque 4.5.3). L’hypothése de récurrence et la
q
proposition 4.5.4 nous permettent alors la majoration :
p p i A p 5 ol glp
1Bk = Bilalle < 1Dy — Dol B o + | Do BLE — B
< (nsZp2%n N 501 M 0o +Cp k[ DIPcr)27 1.
On obtient la relation (4.5.11) avec

. ok ~
Cpkp1:=NngZp2” % N oM o +Cp /| DIP!][eo.

4.6 Convergence du schéma de Lagrange non régulier

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent nous permettront de montrer la
convergence du schéma de subdivision de Lagrange non régulier § par comparaison
avec le schéma régulier S. Nous montrerons également que les fonctions produites par
S ont le méme nombre de dérivées que les fonctions produites par S.

Désormais, nous supposerons que :

le schéma S produit des fonctions CP, pour un entier 0 < P < 2N + 1. ()

Le théoreme 4.2.5 nous permet alors d’affirmer I’existence, pour tout entier 0 < p < P,
d’un entier Ky et d’un nombre i, €]0, 1] tel que

[(DIPFH S|, < . (4.6.1)

La comparaison asymptotique avec S et ses schémas dérivés conduit alors au résultat
suivant :

Proposition 4.6.1 Sous I’hypothése (&), soit p un entier fixé, p < P. Choisissons un
nombre pp €]0, Hp[ et soit Kp := Kp. Il existe alors un entier J, > 0 tel que

[p+1] +1 .
DRy D e <pp, V>3
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Démonstration : Avec Ies notations du lemme 4.5.5, on veut justifier I’existence d’un
entier Jp > 0 tel que [|Bj [p+1] 5 lleo < Hp pour tout j > Jp.

Le corollaire 4.5.5 |mpI|que qu’il existe une constante Cp..1 k,, indépendante de Jp,
telle que
[p+1]  glp+1]
1B — B Y]l < Cpya 2~

Il existe alors un entier J, > 0 tel que

,Kp Mo <Mp—Thp, ¥ Jp,

donc HB Hoo < WUp, pour tout j > Jp. .

Théoréme 4.6.2 Sous I’hypothése (&), pour tout p < P, le schéma SIP! converge uni-
formément au sens de la définition 4.3.1.

Lemme 4.6.3 Supposons I’hypothése (&) vérifiée pour un certain P > 0 et soit p < P.

Pour tout fo € £* notons ( fj)j>o la suite construite par la relation fj 1 := S[jp] fj. Avec

les notations de la proposition 4.6.1 on a:
1AF]lw < Hollh P ||Afy Jle, V> Jp, Vo€ €7, (4.6.2)

avec fip 1= u%,/ “p et

L =Kyt p+1 [p+1] p+1
Hy == i " max(1, D0 e, [IDPTR 5. DY)
Kp+1l Kp 1

o)

< P P max(1,M
Démonstration : Par itération de la relation (4.4.7) on obtient que :
, [p+1] [P+ A ¢
ce qui implique, en utilisant I’hypothése, que pour tout j > Jp on a:
[p+1] plP+1
[Bfjsplle < [PV 1 DF | Afj o < ppllAf o
L’itération de la derniere inégalité donne, pour tout q > 0, la relation:

Tout entier j > Jp s’écrit sous la forme j = Jp+gKp+ 1, avec 0 < r < Kp. Puisque
Hp €]0,1[etq > (j—Jp —Kp+1)/Kp on obtient que :

K+1A J
1Al < 81 A s 4rllo < Bp P 1S ATl
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En utilisant encore une fois la relation (4.4.7) on trouve que

p+1 p+1 p+1
18834l < max(1, DY e, .., [DPHL 5. DPY|lw).
La relation (4.6.2) résulte maintenant de deux derniéres relations. .

Démonstration du Théoréme 4.6.2 : Fixons un entier p € [0, P]. Soit fg = (fgk)kez un

vecteur fixé dans /% et soit (f;)j>o la suite d’éléments fj 1 := S[jp] fj. La fonction affine

par morceaux Fj, définie dans (4.3.1), peut &tre écrite sous la forme :
Fj= ;Z fM/\j’g, (4.6.4)
€

ou, pour tout £ € Z, A\j, : R — R est la fonction affine sur chaque intervalle [X; x, Xj k+1]
qui satisfait les conditions d’interpolation:

Nig(XjK) =Bz K LEZ. (4.6.5)

Pour montrer la convergence uniforme de la suite Fj, j > 0, nous évaluons d’abord la
différence:

Fiti—Fj= Z itk Nj+1k— Z LINZAN WA (4.6.6)
kKeZ LET

Il n’est pas difficile de vérifier que pour tout entier ¢ on peut écrire:

Nje= EZUj,k,K/\j-{-l,k, (4.6.7)
ke
ou
djr120—2/djp—1 Sik=20—-1,
1 sik=2¢
Uiks =Nis(Xiz1k) = ) ’
e i 1) djr12041/dj,  Sik=20+1,
0 sinon,

sont les composantes des matrices du schéma de subdivision €, le schéma de subdivi-
sion de Lagrange de degré 1 sur la grille X. Utilisant I’égalité fj., = S[jp] fj et larelation
(4.6.7), larelation (4.6.6) devient:

. - [p . . :
Firr=Fi= > [ (Siks —Yika) fie Ajrik.
KEZ (€
Cette fonction est affine par morceaux et bornée (car fo € £% et les schémas S et U sont
bornés), donc le maximum sur chaque intervalle [X 41k, Xj+1,k+1] est atteint dans I’une
ou I’autre des extrémités. Ceci implique que:

IFjs1—Fille =sup| S (SF, —Ujio) fiel = ISP = Up) fi o (4.6.8)
KEZ [en
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On peut écrire:
sP_uj=Ajp, Vj>0, (4.6.9)

les composantes de la matrice Aj étant définies par :

Ajkt = 3 (Uiki -~ Sh)-
&

Rl

Les schémas SIP! et 71 sont locaux et reproduisent les constantes. Donc, en particulier,
les quantités Aj | sont bien définies. De plus, pour 2¢ > k4 max(ngs,nq) ona:

Ajk) = _;Uj,k,i — ;S[Jpﬂ“ —1-1-—0.
1€/ 1€/

Puisque, quand |k — 2i| > max(ng,n¢;), ona S[Jpl]( i =Ujki=0, le schéma de subdivision
A:={Aj: j >0} estdonc local etonang < max(ng,ng). Le schéma 4 est également
borné, puisque S/ et 71 sont bornés et locaux. Par suite, (4.6.8) donne:

IFj+1 = Filloo < [|Aj][e0 [|AF ][0 (4.6.10)

Le lemme 4.6.3 nous dit qu’il existe une constante Hy telle que I’on soit assuré que
| ATl < Hpﬁf)_JpHApr ||, pOUr tout j > Jp, avec fip €]0, 1[. Il existe alors une constante
H}, == Hp(ng +1)M4 (indépendante de j et de fo) telle que:
)3 .
IFjr1—Fillo < Hpfip PlAfylle, V2 Jp.
Il résulte alors que
j—J .
|IFi+q — Fillo < CHip pllAprHoo, Vi>Jp, q=>0, (4.6.11)
avec C:=Hy/(1—{ip), ce qui implique la convergence uniforme de la suite de fonctions
(Fj)j>osur R. .

Soit SIP! fo la limite de la suite (Fj)j>o0. Une conséquence immédiate de la relation
(4.6.11) est que: _
5 fo = Filles < CRty " [[AT3p ], (46.12)

pour tout j > Jp.

Corollaire 4.6.4 Sous I’hypothése (&), pour tout entier p € [0, P] et pour tout vecteur
initial fp € /*, ona:
15 folleo < Cp|l oo (4.6.13)

ou la constante Cp, est indépendante de fo. De plus, pour p=0ona:

| folleo < IS fol|eo- (4.6.14)



132 4.6. Convergence du schéma de Lagrange non régulier

Démonstration : L’inégalité (4.6.14) résulte du fait que S est interpolatrice. Fixons un
entier p € [0, P]. Avec les notations du lemme 4.6.3, de (4.6.12) il résulte:

18P o les < [[Faplleo +2C | f3plle0 = (14 2C)[[ 3, [oo-

On obtient alors (4.6.13) du fait que f;, = S[J‘;]_l ... £ et que le schéma STP! est local
et borné. .

La densité de la grille X nous permet d’utiliser le résultat suivant, pour la preuve
duquel nous renvoyons a [16] (lemme 5) :

Lemme 4.6.5 ([16]). Soit 7 = 7% un schéma de subdivision local et borné. Supposons
que ‘T estd’ordre supérieur ou égala P+1 > 1, par rapport a la grille X, et que 7 ainsi
que ses schémas dérivés 7IP!, p < P, convergent uniformément (au sens de la définition
4.3.1). Alors le schéma de subdivision 7" produit des fonctions CP. Partant d’un vecteur

fo = £ € =, notons 7P £P! 1a fonction limite produite par le schéma de subdivision

710 en partant du vecteur initial f\"). Les dérivées de 7 f vérifient la relation

(TT)® =prPeP, 1<p<p (4.6.15)

Y

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour montrer le théoréme qui conclut ce
paragraphe :

Théoréme 4.6.6 Sous I’hypothése (&), le schéma de subdivision de Lagrange S de
degré 2N + 1 est uniformément convergent et produit des fonctions CP.

Démonstration : On applique le théoréme 4.6.2 et le lemme 4.6.5. .

De fait on peut montrer que les fonctions limites obtenues sont plus que CP.

Théoréme 4.6.7 Sous I’hypothése (&), pour tout vecteur fg € ¢ la fonction limite S fo
du schéma de subdivision de Lagrange § satisfait la condition:

- - 1
(5f0) P (x) = (Sf0) P (y)| <T|Afolles[x=Y]", XY ER, x—y| < ==, (4.6.16)

M2Jp’
avec une constante I" indépendante de fo et avec v := —log, fip4+1.
Démonstration : Grace au lemme 4.6.5 on sait que (5fo)® = P1sPIfIP. Pour tout
j >0, soit Fj[P] la fonction affine sur chaque [Xj x, Xj k+1] telle que Fj[P](ka) = fJ[Pk], pour
toutk € Z.

Soitx,y € R, [x—y| < (M2%)~1, Soitu:= G(x) et v:= G(y). Ona:

u—v| = [G() ~ G(y)| < MJx—y| < 2.
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Lintervalle |0, 2~7] étant la réunion disjointe de tous les intervalles |2=1=1, 2=, j > Jp,
il existe un unique j1 > Jp tel que

27 cqu—v| <27k, (4.6.17)
Avec ce j; particulier on peut écrire:

(SPH0 —(TFHmI < 18P0 —F )

J1

+ ISPy -Fl )l (46.18)

1

+ FPo0) —FlP ).

J1

La deuxiéme inégalité de (4.6.17) montre qu’il existe un entier ko qui est tel que u,v €
(X, kos Xjpko+2]- La fonction G étant strictement croissante, ceci implique que X,y €
[Xjyko» Xj1,ko+2]» CE Qui permet d’écrire:

P ~ P
F 0 —FPy)] < 2817 |l < 2HRpS AT o,

1
grace au fait que la fonction Fj[lp] est affine par morceaux et au lemme 4.6.3.

De la relation (4.6.12), appliquée au schéma SIFI et au vecteur f([)P] on obtient que

|(SIP] f([)P])(x) — Fj[lp](x)| et |(SIP! f([)P])(y) ( )| sont bornées par CAJl JF’HApr | o
De la relation (4.6.18) il résulte alors que :

|(5[P] f([)P])( ) ( [P] )( )| < L’\Jl JPHAf\gE]H"%
avec L :=2C +2H.
De I’inégalité gauche de (4.6.17) on obtient que :
ﬁg} = (Z_jl)_logzﬁp < (2|u-v|ﬁ)_|092ﬁp < (2|\/||X_y|)—|092ﬁp.

On obtient alors (4.6.16) avec I := PILi, P~ '°%2M =4 pP 1 pl™+H),. .

Remarque 4.6.8 Sous I’hypothése (&), up Vérifie :
27KP <pp < 1. (4.6.19)

En effet, supposons que pp < 2~%P. Du théoréme 4.6.7 on obtient alors que toute fonc-
tion limite $P £ serait lipschitzienne d’ordre v > 1, donc 51 £i serait constante sur
R. Ceci est en contradiction avec des résultats qui concernent les fonctions fondamen-
tales et que nous montrerons plus loin, dans la propriété 4.7.2.
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Corollaire 4.6.9 Soit P un entier, 0 < P < 2N + 1 et une grille définie par la relation
(4.4.20). Si le schéma de subdivision de Lagrange uniforme et stationnaire S de degré
2N + 1 converge uniformément et produit des fonctions dans C” alors le schéma de
subdivision de Lagrange S de méme degré produit des fonctions holderiennes d’ordre
P+ v, pour tout v € ]0, — - log, fip .

Dans [16], les auteurs ne se sont intéressés qu’aux cas N = 1 et N = 2. Ici notre
résultat est valable pour N arbitraire. Néanmoins, pour N = 1 les hypothéses sur la
grille utilisées dans I’article cité ci-dessus sont moins restrictives. A une grille X on
peut associer les quantités :

max(d; dik_ . .min(d; ,d; 1
ik djx ik djx

Pour une grille définie par (4.4.20) on trouve y < M/m et 3 > m/(2M). Dans [16] les
auteurs montrent que si y < +oo (ce qui implique 3 > 0), le schéma interpolateur de
Lagrange de degré 3 converge et produit des fonctions C*. Qui plus est, pour 1 <y < yg,
avec yp ~ 2.4, les fonctions limites sont holderiennes d’ordre 2 — € pour tout € > 0, qui
est I’ordre optimal dans le cas régulier (voir [25]). Quand yp < Y < +oo, les fonctions
limites sont holderiennes d’ordre 1+ [log(1 — )][logB] — € pour tout € > 0. L’ordre
dépend maintenant de (3, donc de la grille. Pour B = 1/2 (grille réguliére), ils obtiennent
ainsi I’ordre optimal 2 — €. Le résultat devient faible quand [3 est proche de 0. En nous
limitant & des grilles définies par (4.4.20) nous obtenons I’ordre 1+ v, indépendamment
de lagrille, car cet ordre est dérivé du cas régulier (v > 1.65). Par notre méthode nous ne
pouvons pas espérer obtenir I’ordre optimal, puisque méme dans le cas régulier il n’est
pas atteint par le théoréme 4.2.7. Pour N = 2, dans [16] il est montré que le schéma de
Lagrange est convergent et produit des fonctions dans C? si y est suffisamment proche
de 1.

4.7 Les fonctions fondamentales

Soit N un entier positif. Désormais P désignera un entier positif tel que le schéma
de subdivision interpolateur de Lagrange de degré N, uniforme et stationnaire, soit uni-
formément convergent et produise des fonctions CP. Fixons un entier jo > 0. D’aprés le
théoréme 4.6.6, le schéma de subdivision Sj, := {Sj: j > jo} (de sorte que Sp :=.5) est
convergent et produit lui aussi des fonctions C”. Pour s’en assurer, il suffit de considérer
que la grille est celle définie dans la relation (4.4.20), en prenant la fonction

Gj, :=2"G (4.7.1)
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a la place de G. Notons que la fonction G, satisfait les propriétés (G1) et (G»), avec
mj, = 2/om et Mj, = 2/oM.

On notera Sj, fo la fonction limite du schéma de subdivision S, en partant de la suite
fo et en utilisant la grille définie par Gj,.

Notons, pour k € Z donné, & . le vecteur dont toutes les composantes sont nulles,
sauf celle d’indice k qui vaut 1 (i.e., le vecteur de composantes dy j, i € Z) et par ¢, k
la fonction limite générée par Sj, a partir des données &y . au niveau jo, i.e.,

Gjok -=Sjo0k,. - (4.7.2)

Les fonctions ¢ j, . k € Z, seront appelées les fonctions fondamentales du schéma de
subdivision § au niveau jo.

Proposition 4.7.1 Les fonctions fondamentales sont de classe C” et pour tout j > 0 et
toute suite initiale fog € £ on a:

Sifo= 5 foxdjk- (4.7.3)
keZ

Elles vérifient de plus les propriétés suivantes :

(i) elles sont uniformément bornées par B := supsup [|§ k|lo < o ;
j>0keZ

(ii) elles sont a support compact, supp¢jk C [Xjk—n,,Xjk+n,], pour tout j > 0 et
keZ;

(iii) pour tout j > 0 et k € Z on a la relation de raffinement :

Dik= Y Sizkdisiss (4.7.4)
(e
(iv) pour tout j >0ona:
§Z¢j,k =1, (4.7.5)
ke
(v) elles sont interpolatrices, i.e., pourtout j >0etk € Zon a:
djk(Xje) =0, VIELZ. (4.7.6)

Démonstration : Le schémas Sj produisant des fonctions CP, les fonctions ¢k sont
CP. La relation (4.7.3) vient du fait que tout fo € £ s’écrit aussi sous la forme: fo =
S kez foxOk... On applique maintenant le schéma de subdivision S au vecteur fo.

(i) Du corollaire 4.6.4 il résulte que B := sup||¢ox|lo < Co < . Pour j >0 on
keZ

applique le méme corollaire au schéma S, avec la fonction de grille Gj. Les constantes
sont les mémes dans les deux cas, sauf Jo qui décroit vers 0 quand j croit.
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(if) 1l suffit de montrer le résultat pour j = 0, car pour tout j > 0, §; est le schéma
de subdivision de Lagrange sur la grille définie par la fonction Gj.

Soit k € Z fixé, fo := & et soit (fj)j>o la suite dont les éléments sont définis par
fi+1 := Sjfj. Notons (Fj)j>o la suite de fonctions affines par morceaux définies en
(4.3.1). Nous montrerons d’abord, par récurrence, que pour tout j > 0:

fii 20 = 2k—(2)-1nyg<i<2k+(2) 1), (4.7.7)
Aurang j = 0 on obtient:
foi#0 = k<i<k

ce qui est évidemment vrai. Supposons (4.7.7) vérifiée au rang j et soit £ € Z un entier
tel que fj;1, # 0, ou encore tel que

Z Sjvlal fJ7| = Sjalvl fJ7| # 0'
i€z 1—3T<n

Il existe alors un entier i, |¢ — 2i| < ng tel que fj; # 0. A partir de (4.7.7) et de |¢ — 2i| <
ns, on Vvérifie facilement que

21+ — (21t _1)ng < ¢ < 21k 4 (241 — 1)ng.

Du fait de (4.7.7) on obtient :

SUPPFj  C  [Xj 2ike(2i—1)ng—15Xj2ik4(2i—1)ns+1]
= [G7Hk—ng+(ns—1)27)),G7 (k4 ns — (ng— 1)27)]
C [GTHk—ns),GTH(k+ns)] = [Xok-ng: Xokng]:

pour tout j > 0, la derniére inclusion étant une conséquence de la croissance de la fonc-
tion G. La fonction ¢g étant la limite uniforme de la suite (Fj);>o, Son support sera
inclus dans [Xo k—n, X0 k+ng]-

(iii) Soient j > 0 et k € Z fixés et la suite fo := d .. Soit f = Sjfy. Pour tout £ € Z
ona:

f10:= %Sj,é,i foi =Sjrks
ic”,

d’ol on obtient que f1 = 3,7 S, kd,.. Enappliquant le schéma de subdivision Sj;1 au
vecteur f1, on obtient d’une part:

Sirtfr =Y SjruSiaad. = Y Sjnidjess
LeZ LeZ
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et d’autre part:
Sirifr =Sjfo=9jk-
Les deux derniéres relations impliquent (4.7.4).

(iv) est le cas particulier de (4.7.4) correspondant a fox = 1, pour tout k € Z. Dans
ce cas Sjfo = 1, car Sj reproduit a chaque pas les constantes et I’ensemble X est dense
dans R.

(v) résulte directement du fait que les schémas de subdivision $j sont interpolateurs.

Considérons maintenant les schémas dérivés. Pour tout jo > 0et0 < p<2N+2,0n
peut définir les schémas 51[5] = {S[jp] 1 > jo} (desorte que 5 := SIP)). Quand p <P,
ces schémas de subdivision sont convergents. Pour toute suite bornée fo, on notera par
51[5] fo la limite obtenue par application du schéma de subdivision 51[5] a la suite fp.
Comme nous I’avons déja fait pour les schémas §j,, pour tout 1 < p < P nous pouvons
définir les fonctions fondamentales du schéma de subdivision SJ[p] ;

[#p] . clpl
¢jo,k a 5]0 O,.»

pour tout jo > 0 et k € Z. Mis a part qu’elles ne sont plus interpolatrices, elles satisfont

des propriétés analogues a celles listées dans le cas p = 0.

Proposition 4.7.2 Pour tout entier p € [0, P] les fonctions fondamentales du schéma de
subdivision Sj[p] sont de classe CP—P et pour tout jo > 0 et toute suite initiale fo € £ on
a:

SPo = foudtl. (4.7.8)
kKeZ

Elles vérifient de plus les propriétés suivantes :
(i) elles sont uniformément bornées par By, := supsup Hd)[jﬁl'f]Hw <o
i>0kez 7

(ii) elles sont & support compact, suppq)[-ﬁﬁ] C [Xjk=ns+p>Xjksng), PoUr tout j > 0 et

j
keZ;

(iii) pour tout j > 0 et k € Z on a la relation de raffinement :
[£p] (] 4lip] .
i = [Ezsj,é,k¢j+1,é 1 (4.7.9)
€

(iv) pour tout j >0ona:
(4.7.10)

<
==
~5,
I
H
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Si on applique le schéma SJ['O], p <P, alasuite f([,p] des différences divisées d’ordre

p d’une suite bornée fq, on obtient la fonction limite Sj[p] 1P = 1/p1(Sjfo)(P (grace au
lemme 4.6.5). Cette fonction peut étre écrite maintenant de deux fagons, en utilisant soit
les fonctions fondamentales du schéma §, soit les fonctions fondamentales du schéma

S[p]:
EZfqu)ﬁ = Zfqu),k)(p (4.7.11)
g,

Pour tout p < P, conformément aux notations du théoréme 4.6.5, on notera ¢[Jp|]( la

limite produite par le schéma 51[ Pl 3 partir des données 6 ' (différences divisées d’ordre
pded.):

¢'F =55, (4.7.12)

Comme cas particulier de I’égalité (4.7.11), on obtient pour fg := &, :
ol = gzé[k%[ﬁﬁ] - ~off. (4.7.13)
Par exemple, pour p = 0 on trouve:

o1% = 0\% =0y

etpourp=1:

m_ 1 1 [
Ok =~ Piko1— d[1]¢1k—¢'j,k-
ik

4.8 L’ordre d’approximation

Soit n > 1 un entier et F € C", bornée. Supposons qu’on dispose du vecteur fj, de
composantes fj, x ;= F(Xj, k), kK € Z, de valeurs de F dans les points Xj, x, k € Z, de la
grille X, pour un jo > 0 fixé. Nous cherchons une approximation de F. Pour ce faire,
choisissons un entier N > 0 tel que n < 2N + 2 et soit .§ le schéma de subdivision de
Lagrange de degré 2N + 1. Soit P le plus grand entier tel que S produit des fonctions CP.
Choisissons comme approximation de F la fonction Sj, fj,, construite par le schéma de
subdivision interpolateur de Lagrange, a partir de la suite fj, € /. Le théoréme suivant
donne une majoration de I’erreur d’approximation ponctuelle de F et de chacune de ses
dérivées F(P), pour tout p < P, par Sj, fj,, respectivement p!SJ[E] fj[('?], c’est-a-dire, en un
point x, la quantité:

(FP — prs P ).

Jo Jo
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[p]

Notons que, au niveau de départ jo, les composantes du vecteur f;* sont

Pl ._ 1y, _
fJ'oJ( = [XJoJ(a .- -aXJo,k+p] F,

les différences divisées d’ordre p de F par rapport aux points X x, k € Z.

Théoréme 4.8.1 Pour tout entier p, 0 < p < P et tout x fixé dans R, il existe une
constante Cr,p telle que :

(F® — (Siotio) P)(x)] = [(FP — prstPelPhy )| < Cy 2P0, (4.8.2)

Jo Jo
pour tout jo > 0.

Démonstration : Soit p un entier fixé, 0 < p < P, et x un réel fixé. L’égalité de gauche
dans (4.8.1) provient simplement du lemme 4.6.5. Soit

_x\n-1 ‘
() = R+ LR o LR

le polyndme de Taylor de degréen—1deF enx.Ona, pourH :=F —T:
HO(x)=0,0<i<n-1, et HMW=FM (4.8.2)

L’erreur d’approximation au point x est linéaire puisque le schéma Sj, est linéaire. Elle
est nulle sur la fonction T puisque le schéma Sj, reproduit les polyndmes jusqu’au degré
2N +1 > n— 1. Donc I’erreur d’approximation de F(P)(x) par (S, fj,)(P)(x) est égale
a celle de F(P)(x) par (Sj,hj,)P)(x), ou

hjo 1= (H(on,k))keZ
En tenant compte de (4.8.2) et de (4.7.8), on obtient :

FP)(x) — p!SJ[E] fj[(‘)’](x) — _p|(51[§]h[|0] Z plhjo k¢10k( ). (4.8.3)

Drapres la proposition 4.7.2, la fonction ¢ j, x @ pour SUPPOrt [Xjo k—ns+psXjo,k+n] €t est
continue. Le point x se trouve a I’intérieur de ce support si et seulement si

k €]21°G(x) — ng,21°G(x) +ns — p|,

soit au plus 2ns — p possibilités. En utilisant la proposition 4.7.2, (i), I’égalité (4.8.3)
conduit donc a la majoration:

FP) — (S fio) P ()] < (205 — p)BopIL |, (4.8.4)
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pour un certain entier k, €]21°G(x) —ng, 20G(x) 4+ ns — p|. Puisque

Pl g :
Nioke = Xioks -+ Xjok+ppH:
les propriétés des différences divisées impliquent Iexistence d’un & € [Xjokys Xjo kp+p]
tel que :

p!h[-p]

Jkap =

HP)(E,). (4.8.5)
Par ailleurs, grace a (4.8.2), un développement limité d’ordre n— p de H(P) en x donne::

_ [&p—x"P

n—p) FM(yp)], (4.8.6)

IHP)(Ep)]

le réel y, étant situé entre &, et x. Du fait que kp €]21°G(x) — ng, 210G(x) 4-ns — p[, on
déduit que:
Xjoko > GH(G(X) — 27 Jong) =x—27long(G1)(¥),

Xjokptp < G H(G(X) +27¥ng) = x+27Jons(G71)'(n),

pour certains réels &, . Par conséquent, I’intervalle [ZjOG(X) —nNg, ZjOG(X) +ng— p]est
tout entier contenu dans I’intervalle

n n
I::[x S 5},

B mZJ'O’XJr m2lo

et le point yp lui-méme est dans I. En tenant compte de (4.8.5) et (4.8.6) la majoration
(4.8.4) donne donc facilement:
(2ng—p)n§ P |

S sup|F™(y)].

(P)(x) — (s f: \(P) —(n—p)io
|F (X) (510 f]O) (X)| <2 Bp mn_p(n_ p)| yer

Notons que si la dérivée F(" est uniformément bornée, alors la constante Crx,p Ne
dépend pas de x. En augmentant le degré du schéma de subdivision jusqu’a ce que P >
n—1, on obtient que Sj, fj, approche F, et ses dérivées jusqu’a I’ordre n — 1 approchent
les dérivées de F.

Ci-dessous nous donnons quelques exemples d’approximation d’une fonction F par
la fonction Sj, fj,. En fait, nous utilisons la variante adaptée a I’intervalle du schéma
de subdivision de Lagrange (voir [67]). La fonction F est représentée en pointillé. Les
points (Xs k, fe k) sont représentés avec des “+”, sur le graphe de la fonction. L’approxi-
mation Sg fg est dessinée en ligne continue.
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FIG. 4.5 — Approximation construite en utilisant le schéma de degré 3 et la fonction de
grille G(X) = X+ g5=sin(7mx + T0).
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FIG. 4.6 — Approximation construite en utilisant le schéma de degré 5 et la fonction de
grille G(X) = X+ g5=sin(7mx + ).
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FIG. 4.8 — Approximation construite en utilisant le schéma régulier de degré 5.

La fonction que nous avons considéré ici est discontinue, ce qui nous permet de voir
comment le schéma se comporte au voisinage des discontinuités. On voit que I’approxi-
mation peut y étre de mauvaise qualité, alors qu’elle est trés bonne dans les régions
lisses de la fonction, méme en utilisant un nombre relativement petit de points d’inter-
polation. Cette perte de qualité d’approximation au voisinage d’une discontinuité est
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accentuée si la discontinuité est proche d’un bord de I’intervalle ou si la grille présente
a cet endroit une grande inhomogénéité (i.e., des valeurs soit grandes soit proches de 0
pour les rapports d;x/d;x+1). Elle augmente avec le degré du schéma de subdivision.

4.9 Leschéma de subdivision interpolateur en moyenne
non régulier

Dans cette section nous revenons au schéma de subdivision que nous avons introduit
dans I’exemple 4.1.6 et nous rappellerons comment il peut étre généralisé a des grilles
quelcongues. Nous montrerons que si la grille est du type (4.4.20), alors le schéma non
régulier est convergent.

Soit X une grille quelconque au sens de la section 4.3 .

Soit un entier N > 0 et un vecteur initial fo. Supposons construit le vecteur fj. Pour
un k € Z fixé, soit Qj la fonction polynomiale (unique) de degré au plus 2N définie
par:

1 Xj,t+1
7/ Qjk(x)dx = fj,, pourl=k—N,...,k+N.
Xj e+l = Xje Ixje
On assigne a fj 1 o et fj;12¢4+1 les moyennes pondérées de cette fonction polynomiale
sur les sous-intervalles [X 41,2k, Xj+1,2k+1] €t [Xj+1,2k+1, Xj+1,2k+2) A€ [Xjk, Xj k1] -

1 Xj+1,2k+1
fittok = — : / Qjk(x)dx
Xj+1,2k4+1 — Xj4+1,2k /X1,
1 Xj+1,2k+2
firioker = — _ / Qjk(x)dx.
Xj+1,2k+2 = Xj4+1,2k+1 /Xj41,26+1

On construit ainsi le vecteur fj,1 et, par récurrence, la suite (f;);j>o. Puisque chaque
fi+1k est une combinaison linéaire des valeurs fj,, £ =k —N,...,k+ N, I’algorithme
que nous venons de décrire est bien un schéma de subdivision, que nous appellerons le
schéma de subdivision interpolateur en moyenne de degré 2N, relatif a la grille X. Nous
le noterons par 4 := {Aj: j > 0}. Pour jo > 0 etk € Z fixés, la colonne ¢ de la matrice
Aj, peut étre calculée par la formule:
firs =Ajfj,

appliquée au vecteur fj, := ;.. On obtient:

Ajoks = Tjor1k. VKEZ. (4.9.1)

La composante Aj,  , de la matrice Aj, est non nulle seulement si

v o
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Ou encore,
_ON—-1<2¢(—k<2N. (4.9.2)

En particulier, ceci implique que le schéma 4 est local, avec n4 = 2N.

Notons que si I’on part des données initiales

1 X0 k41
fox= ———— / nx)dx, VkeZ, (4.9.3)
X0,k+1 — X0,k /g
ou Ttest une fonction polynomiale de degré inférieur ot égal a 2N, alors Qj x = Tt pour
tout j > 0 et k € Z. Notons par Fj: R — R la fonction constante par morceaux telle
que
Fix)=fjk, ,YXE XjkXjkt1]: (4.9.9)

Pour tout j > O etk € Z, on obtient alors:

Xj k+1 Xjk+l
/J ’ T[(x)dx:/ e Fj(x)dx.
Xik Xk

Cette égalité nous fait penser que le schéma interpolateur en moyenne reproduit les
polynémes jusqu’au degré 2N, a partir des moyennes, i.e., pour tout L€ Py, Si g est
défini par (4.9.3) alors 4 fg = 1t Nous y reviendrons.

4.9.1 Lien avec le schéma de Lagrange

Le schéma interpolateur en moyenne est étroitement lié au schéma de Lagrange,
comme le montre le résultat suivant, prouvé pour la cas uniforme dans [27], et pour le
cas des grilles quelconques dans [57].

Théoréme 4.9.1 Le schéma de subdivision interpolateur en moyenne de degré 2N,
coincide avec le schéma dérivé St du schéma interpolateur de Lagrange de degré
2N + 1.

Démonstration: Soit jo > 0 fixé. De (4.9.2) et (4.4.17) on en déduit que Aj, ks =
S[jz],k,l =0, pour tout k,? € Z tels que 2¢ —k < —2N ou 2/ —k > 2N + 1. Nous mon-
trerons dans ce qui suit que I’égalité précédente est également vraie pour k, ¢ € Z tels
que —2N — 1 < 20—k < 2N, donc que Aj, = S,

Fixons k et 2. Soit fj; := &, .. De (4.9.1) il résulte alors que Aj k¢ = fjo+1k- Soit

p = [k/2] et soit Qj,,p le polyndme de degré au plus 2N défini par:

1 X+l )
/ Qjo,p(X)dx =08, pouri=p—N,...,p+N.
X

djo,i Ny
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Soit Pj, p la primitive de Qj, p pour laquelle Pj, p(Xjo,p—n) = 0. Puisque I'ona p — N <
£ < p+N, Pjy,p est le polyndme de degré au plus 2N + 1 défini par:

Pio,p(Xji) = 0, pouri=p—N,....0,
Pio.,p(Xji) = djor pouri=~£+1,....p+N+1.

Donc
p+N+1

Pjo,p(x) = Ljo,p,i(x)djolv
i=771

ou Lj,,p,i sont les polyndmes de Lagrange de degré 2N + 1 basés sur les points X j, p—n;
.+, Xjo,p+N- On obtient:

1 Xjo+Lksl 1
Ajoke = 7 / Qjo,p(X)dXx = q (Pjo,p(Xjo+ 1.k+1) — Pio,p(Xjo+1.k))
Jo+1k I Xjgr1k jo+1k
djoz p+N+1
Torre 2, (Liopiliot1k1) = Liopi (Xig+1)):
0 ) |: +1

De (4.4.5) et (4.4.11) on obtient alors :

p+N+1

djos ] ] B
Aokt = e 2 Blort = Sioki) = Siokr

4.9.2 Convergence et propriétés

Désormais, nous allons supposer que la grille X est définie par la relation (4.4.20).
Le théoréme précédent, ainsi que les résultats &tablis pour les schémas interpolateurs de
Lagrange, nous permettent de montrer que:

Théoréme 4.9.2 Soit un entier N > 1. Sous I’hypothése (&), le schéma de subdivision
interpolateur en moyenne 4 de degré 2N est uniformément convergent et produit des
fonctions CP~1,

Démonstration : On applique le théoreme 4.6.2 et le lemme 4.6.5. .

En particulier, pour tout N > 1 le schéma interpolateur en moyenne est uniformément
convergent. Pour N = 0 nous obtenons le schéma de subdivision qui, pour tout vecteur
initial fo, produit I’interpolation constante par morceaux des points (Xok, fok), k € Z.
Ces fonctions ne sont évidemment pas toujours C°, donc le schéma de degré 0 n’est pas
uniformément convergent.



146 4.9. Le schéma de subdivision interpolateur en moyenne non régulier

Remarquons que pour tout N > 0, si fox = a, k € Z, a une constante réelle, alors
Afy = a. Plus généralement, si Tt PN et fp est donné par la relation (4.9.3), alors
Afy = 1t En effet, soit N > 1, I une primitive de Tt et soit f([,_l] le vecteur de compo-

santes f([)_kl] :=M(Xoxk), k € Z. De la remarque 4.4.1 on déduit que Sf([)_l]

_11.01]
(£

Dans la pratique, nous calculons toujours un nombre fini, petit, d’itérations de I’al-
gorithme de subdivision. Trés vite, on ne percoit plus & I’oeil nu la différence entre
deux itérations successives. Dans le cas du schéma interpolateur en moyenne, d’un pas
a I’autre on conserve les moyennes. Pour cette raison, les fonctions F;, définies par
(4.9.4), sont mieux adaptées que les fonctions F; définies par (4.3.1) pour représenter
graphiquement les itérations de I’algorithme. Ce changement n’a aucune influence sur
la convergence (quand N > 1), car

=M. Puisque
= fy et S = 4, du lemme 4.6.5 on obtient Afg =M’ =T

IFj =Fillo < [[Afjllo,  §20,

donc ||Fj — Fjlle — 0 quand j — co.

Les fonctions fondamentales du schéma interpolateur en moyenne de degré 2N >0
sont les fonctions fondamentales ¢ U du schéma s4 de degré 2N + 1, et leurs propriétés
découlent des résultats du paragraphe 4.7. Généralisons (4.7.2) pour couvrir le cas N =
0. Soient jo > 0 etk € Z fixés et soit fj, := &,.. Soit

(#1] .
¢j0,k = jo<IjIT+°0FJ (4.9.5)

Cette définition ne change pas la définition (4.7.2) quand N > 0, mais elle permet de

définir les fonctions fondamentales du schéma interpolateur en moyenne de degré N = 0.
Nous obtenons:

1

¢[ﬁ ]

jo.k = XjgkXjg kel

La proposition 4.7.2 donne certaines propriétés des fonctions fondamentales pour N > 0.
Il n’est pas difficile de vérifier les propriétés (i)-(iv) pour N = 0.

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de fonctions fondamentales du sché-
ma interpolateur en moyenne de degré 2N = 2. La grille est générée par la fonction
G(x) =x+ ﬁsin(?nﬂ— ). Nous avons marqué par des cercles les points x4, et par
des “+” les points xg ,. Nous avons effectué 5 itérations dans I’algorithme de subdivision.
5.



Chapitre 4. Schémas de subdivision et grilles non régulieres 147

1.4 T T T T T T T T T 14

J @ o s
~04 L L L L L L L L L ~0.2 L L L L L L L L L (
0

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

-

FIG. 4.9 — Les fonctions ¢£fi] et ¢£fls].

FIG. 4.11 - Les fonctions ¢%] et d)%]-

Quand le degré du schéma augmente, les fonctions fondamentales deviennent plus
oscillantes. En voici un exemple, pour N = 2:
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-0.6

FIG. 4.12 — La fonction ¢%].

Grace au fait que le schéma SF! coincide avec le schéma 4(P~1, le théoréme 4.6.7
nous donne une estimation plus fine de la régularité des fonctions limites en termes de
continuité holderienne.

Le schéma interpolateur en moyenne permet de construire une approximation d’une
fonction dont on connait les valeurs moyennes sur une partition de R. Plus précisément,
soit un entier n > 0 et soit F une fonction dans C". Notons par F(~1 sa primitive. Soit
Jo > O et soient fj,, respectivement fj[o_l], les vecteurs de composantes :

Xi _
fiok 1= / Jo,k+1|:(x)dx, -1 _ FOU(xj,x), VKeZ.

, jok —
Xjo.k

| 1
Onauraalors F = (F(=DY et fj, = (fj[o_l])[ ! Le théoreme 4.8.1, appliqué a la fonction

F(=1 e ¢! implique I’existence d’une constante Crx telle que:

(F — 4, fjo) (X)] < Cpx2™", (4.9.6)

4.10 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que sous I’hypothése (4.4.20) sur la grille X,
les schémas de subdivision de Lagrange de degré arbitraire, définis par rapport a X,
sont uniformément convergents et satisfont a des propriétés similaires a celles satis-
faites par les schémas de Lagrange réguliers. Les schémas de subdivision interpola-
teurs en moyenne sont les schémas dérivés des schémas interpolateurs de Lagrange.
En conséquence, les résultats obtenus pour ces derniers montrent que les schémas in-
terpolateurs en moyenne de degré 2N > 0 (comme dans le cas régulier) sont eux aussi
uniformément convergents.



Chapitre 4. Schémas de subdivision et grilles non régulieres 149

Si dans le cas régulier les fonctions limites sont toutes dans CP, alors les fonctions
limites du schéma de méme degré sont toutes dans CP.

Les fonctions fondamentales des schémas non réguliers ne sont plus des translatées
et des dilatées d’une fonction particuliere, comme dans le cas régulier (¢ := $do,., pour
le schéma interpolateur de Lagrange). Néanmoins, elles sont toujours uniformément
bornées, a support compact et elles satisfont des relations de raffinement.

Nous avons montré que I’ordre d’approximation des fonctions C", n > 1, a partir
des valeurs aux points X, x, kK € Z, par des fonctions limites d’un schéma de Lagrange
de degré suffisamment grand, est 2~"o. |’ordre d’approximation des dérivées d’ordre
p < max(n—1,P), par des dérivées des fonctions limites du schéma de Lagrange est
2-(n=P)jo, |_e schéma interpolateur en moyenne permet d’approcher, avec le méme taux
2~No toute fonction de C", n > 0, & partir du vecteur des moyennes sur une partition
de R.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus pour des schémas de subdivision définis
sur I’axe réel entier. Comme il est connu (voir [67]), les schémas de subdivision de
Lagrange, ainsi que les schémas interpolateurs en moyenne, s’adaptent facilement a des
intervalles bornés. Les résultats que nous avons montrés restent valables dans ce cas.
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Chapitre 5

Ondelettes de seconde génération

Le cadre présenté dans le premier chapitre s’avére contraignant dans les situations
réelles, ou I’on doit traiter des signaux échantillonnés sur une grille non réguliére. Nous
pouvons aussi &tre amenés a traiter des fonctions sur des domaines a géométrie spéciale.
Pour, a la fois, pouvoir bien adapter la décomposition sur les bords du support du signal,
traiter le cas des données manquantes, les données non équidistantes, ou les données
dans un espace a géométrie plus complexe, nous avons besoin d’une définition plus
générale de I’analyse multirésolution et des fonctions d’échelle et ondelettes. Nous gar-
derons les propriétés qui semblent les plus importantes : le caractére multi-échelle, I’im-
brication des sous-espaces et la stabilité. Nous n’exigerons plus par contre que les fonc-
tions d’échelle et les ondelettes soient des translatées et dilatées d’une seule fonction
mére (respectivement ¢ et ).

5.1 Ondelettes de seconde génération et schéma de
relevement

Nous présentons ici la notion d’analyse multirésolution de seconde génération telle
qu’elle a été introduite dans [65], ainsi que les schémas de relévement associés.

5.1.1 Définitions et notations

Puisque par la suite nous nous intéresserons uniquement aux fonctions définies sur
des intervalles X € R et & I’espace L?(X) classique, nous ne donnons pas la définition
de I’AMR dans toute sa généralité, comme elle se trouve dans [65].
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Définition 5.1.1 [65] Une analyse multirésolution (de seconde génération) M de LZ(X)
est une suite (V) jes, J C Z, de sous-espaces de L2(X), qui vérifie les propriétés :

(i) La suite est imbriquée : pour tout j € 7,
Vj CVji1;
(ii) La réunion de ces sous-espaces est dense dans L2(X) :
UjesVi = LX) ; (5.1.1)
(iii) Pour tout j € 7, Vjadmet comme base de Riesz une famille {¢x : k€ K(j) CZ}.

De plus, si J = Z, on rajoute la condition

(iv) NjesVj={0}.

Les sous-espaces V; portent le nom de sous-espaces d’échelle et les fonctions ¢ le
nom de fonctions d’échelle.

Deux AMR M et M sont dites duales si les fonctions d’échelle ¢ jx et & vérifient
les conditions:

(Djk:®jr) =01, VK€ K(j) (5.1.2)
Une AMR donnée peut admettre plusieurs AMR duales.

Du fait que Vj C Vj,1 et Vj C Vj 1 on obtient les relations de raffinement (ou encore
relations a deux échelles) :

dik=3 hjxidia et Fjx= 5 hjbi, (5.13)
leK(j+1) leX(j+1)

pour tout j € 7 et k € K(j). Les coefficients hjy et rﬁj7k7| s’appellent coefficients de
raffinement. La stabilité des bases de V; et Vj assure le fait que les suites (hj ) et
(hj k)i appartiennent a (2( K (j+1)).

Nous supposerons toujours que les filtres sont de longueur finie, au sens suivant.

Définition 5.1.2 On dit que le filtre {hj, | : j€ 7, ke K(j),1 € K(j+1)} est fini
si les ensembles {I € K(j+1) : hjx # 0} et {k € K(j) : hjk, # 0} ont le cardinal
uniformément bornée par rapport a j, k et I.

Ceci implique en particulier que le support de chaque fonction d’échelle est lui aussi
fini). Il est facile de voir que ces définitions généralisent celles du premier chapitre. Si
I’on pose ¢y := 21/2¢(21- —k) et hj := hy_z on retrouve le cadre des AMR clas-
siques.
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Pour tout j € 7, nous appellerons sous-espace de détail primal un sous-espace fermé
Wj, complément de Vj dans V1 :

Vijz1=V;BW;j. (5.1.4)

Si les ensembles {Yjx : k€ M(j)} sont des bases de Riesz pour les espaces Wj, de
sorte que pour tout jo € J I’ensemble :

Ejo :={djok : k€ K(jo)}U{Wjm: j €T, j>jo, me M(j)} (5.1.5)

soit une base de Riesz de L(X), nous appellerons les fonctions Y m ondelettes primales
et nous dirons que Ej, est une base d’ondelettes de niveau jo pour L%(X).

Nous définissons de la méme facon des sous-espaces de détail duaux Wj et des on-
delettes duales Qjm, j € 7 et m € 2 (), de sorte que pour tout jo € 7, les bases d’on-
delettes, primales et duales, de niveau jo, soient duales I’'une de I’autre. Le systeme
constitué par les fonctions d’échelle et les ondelettes, primales et duales, est alors un
systeme biorthogonal, i.e., ces fonctions vérifient les égalités:

<Ojk:bjw >=0, <Pjmdjk>=0,

o, ~ 5.1.6
< qu,m7qu’m/ >= 6m’m/, < ¢j,k7qu,m >= 07 ( )

pour tout j € 7, k,k" € K(j), m,m’ € M(j).

Par abus de langage, on appelle parfois ondelettes des fonctions dont on ne sait pas
montrer si les ensembles E j, sont des bases de Riesz de L2(X). En particulier, nous le
ferons dans le paragraphe 5.2.

Puisque Wj C Vj11 et Wj C Vj11, nous avons les relations de raffinement pour les
ondelettes :

Yim= >  Gjum®jsr1 €t Wjm= ; Gitm® 1, (5.1.7)
le K(j+1) le K(j+1)

pour tout j € 7 etm e M(j).

Les relations de biorthogonalité (5.1.6) et les relations de raffinement (5.1.3) et
(5.1.7) impliquent :

> e = Sk, > hjixGjim=0,

leK(j+1) B le K(j+1) _ (5.1.8)
> giamGjim =0mm, > Gjimhjik=0,

le K (j+1) le K (j+1)

pour tout j € 7, k.k' € K(j) etm.m’ € M(j).
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On peut écrire ces égalités sous forme concentrée. Pour tout j € 7, on note par Hj
I”opérateur qui a la suite (ay); € £2(X(j+ 1)) associe la suite (by )k, d’éléments :

bk = ; hj,k7|a|.
leX(J+1)

L’opérateur H; va de /2(%(j+1)) dans ¢?(K(j)). En effet, soit (ay); € (K (j +
1)). Du fait que la base choisie pour \7j+1 est une base de Riesz, la fonction f :=
Siex(j+1)jra, est dans L2(X). La base de Vj est elle aussi base de Riesz, donc
la suite (by)x d’éléments by = (f, k), pour tout k € %(j), est dans £2(K(j)). Le fait
que Hj(ay); € £2(K(j)) résulte maintenant de I’égalité :

le K(j+1) leK(j+1) meK(j+1)

= > hjwa=(Hjak
leX(J+1)

Les opérateurs Hj, respectivement G; et Gj, sont définis de la méme fagon, & partir
des coefficients de raffinement des fonctions d’échelle duales, des ondelettes primales et
des ondelettes duales. Nous les appellerons opérateurs de filtrage ou filtres, par similarité
avec les filtres utilisés en traitement du signal. La biorthogonalité s’exprime alors par
les égalités:

HiH] =GjG] =1 et GjH[ =H;G] =0, Vje J. (5.1.9)
Soit f € L?(X). Notons ¢ := (f,§jk), j € 7 etk € K(j), ses coefficients d’échelle
et djm = (f,Ujm), j €7 et me M(j) ses coefficients de détail. L’algorithme de

décomposition en ondelettes utilise les formules:
CMZZMM%HJEt%m=Z%mMHJ (5.1.10)
et I’algorithme de reconstruction est basé sur la formule:

Ci1k = Zhj,k,lcj,l + 5 gjmadjy. (5.1.11)
m

Quand les filtres sont finis, les deux algorithmes sont de complexité O(n), n étant
le nombre de données. Ils sont quand méme plus colteux que dans le cas classique,
puisque les filtres changent pour chaque coefficient. Si I’on note avec c;j le vecteur co-
lonne des coefficients d’échelle et avec dj le vecteur colonne des coefficients d’onde-
lettes, les opérations de décomposition et reconstruction sont :

Cj=Hjcjy1 et dj=GjCjy1,
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respectivement
. Hie 1 otd.
CJ+1—HjCJ+doJ.

J ]

G d G' i

-
H; G H;

FIG. 5.1 — Le schéma d’un pas de la transformée en ondelettes rapide.

En imposant la condition que la reconstruction soit exacte, nous obtenons :

HIHj+G]Gj=1. (5.1.12)
Les conditions 5.1.9 et 5.1.12 donnent alors
Hj T ot 0 T g7 Hj
G, [ H; Gj]:[o |] et [Hj Gj|] g =1. (5.1.13)

Nous dirons alors que ces opérateurs forment un systeme biorthogonal d’opérateurs de
filtrage. Soit ®; le vecteur colonne de composantes les fonctions d’échelle ¢ j x et soit
W; le vecteur ligne de composantes les ondelettes s k. Par abus de notation, les relations
de raffinement s’écrivent

®j=Hjdj 1 et Wj=GjWj1. (5.1.14)

Inversement, les fonctions au niveau fin s’expriment par rapport aux fonctions au niveau
moins fin par la formule:
®j1 =H] ®;+G]W;. (5.1.15)

Comme dans le cadre des AMR de premiére génération, on définit la notion d’ordre
d’une ’AMR:

Définition 5.1.3 On dit que I’AMR M est d’ordre r si, pour tout j € 7, tout polynéme P
de degré strictement inférieur a r peut &tre écrit sous la forme :

P(X): Z Cj7k¢j7k(X), X € X.
ke K(])

Une définition similaire existe pour I’ordre i de I’AMR duale. Un calcul simple montre
que I’ordre de I’AMR primale coincide avec le nombre de moments nuls (section 1.4)
des ondelettes duales et, inversement, I’ordre de I’AMR duale coincide avec le nombre
de moments nuls des ondelettes primales.
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5.1.2 Leschéma de relevement

Le schéma de relévement est une technique pour construire des bases d’ondelettes
et pour factoriser les filtres d’ondelettes déja existants en des filtres tres simples. Cette
technique algébrique, introduite par W. Sweldens dans [64], ne fait pas appel a la trans-
formée de Fourier, donc elle est applicable dans le contexte des AMR de seconde
génération. Le schéma de relevement ne fabrique pas des bases qui ne peuvent pas
étre construites par d’autres méthodes, mais elle réduit la complexité des algorithmes de
décomposition et de reconstruction.

Dans le cas classique (les ondelettes de premiere génération), il est montré dans [19]
que toute transformée en ondelettes peut étre factorisée en une transformation initiale
trés simple suivie de plusieurs pas de reléevement élémentaires. Ce résultat a pour base
I’algorithme d’Euclide de factorisation des polynémes. En effet, les filtres peuvent étre
représentés comme polyndmes de Laurent et la convolution des filtres comme produit
des polyndmes.

Description intuitive

La décomposition en ondelettes tient compte de la corrélation qui existe dans la
plupart des données réelles, afin de créer des représentations creuses. Typiquement cette
corrélation est localisée en temps et en fréquence, ce qui permet de donner, dans chaque
point, une “esquisse” du signal et un coefficient d’erreur, qui est en général petit. Soit
X = (Xk)kez avec Xk € R un signal discret. Soit par exemple la composante d’indices
pairs, Xe = (Xok )kez I’*“esquisse” du signal. A I’aide de cette esquisse on peut prévoir
les valeurs correspondant aux indices impairs. Soit P I’opérateur qui prédit les valeurs
dans les positions impaires a partir des valeurs dans les positions paires. Les détails
représentent la différence entre les vraies valeurs Xo = (Xak+1)kez €t celles prédites:

d = Xo — P(Xe). (5.1.16)

Un exemple est I’opérateur P qui prédit pour xox+1 la valeur moyenne arithmétique de
ses deux voisins. On obtient alors :

A = Xos1 — X2k -|-2X2k+2.
On voit que si le signal x est linéaire, les coefficients de détail seront nuls. On voit
aussi que le prédicteur P ne fait pas la difféerence dans cet exemple entre une suite
formée uniquement de 1 et une suite qui prend la valeur 1 pour les indices pairs et
la valeur O pour les indices impairs. On dit alors que P introduit des aliasing. Pour
les éliminer, on introduit un pas supplémentaire qui consiste a rajouter a xe le résultat
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de I’application d’un opérateur S a la suite d. Ce pas s’appelle pas de relevement et
I’opérateur S s’appelle opérateur de mise a jour. On a donc:

S = Xe+S(d). (5.1.17)

On voit des relations 5.1.16 et 5.1.17 que le schéma de relévement est toujours inver-
sible. Pour I’exemple que I’on a pris, le deuxiéme pas peut étre:

dk—1+ dk

Sk = Xok + 7

| o (®) i d
X —= Split

| ¢ é .

FIG. 5.2 — La diagramme de la décomposition en ondelettes, avec un pas de relévement.

Description théorique

Soit un systéme biorthogonal d’opérateurs de filtrage H'¢, ﬁf'd,G‘J?'d,G‘J?'d, jeyg.
Si x est un signal que I’on veut décomposer, le premier pas consiste a lui appliquer les
opérateurs H?'¢ et GS'¢ pour obtenir I’esquisse X et les détails d. Dans un deuxiéme
temps on corrige I’esquisse par le terme S(d). Le théoréme suivant assure que I’on peut
associer un systéme biorthogonal de filtres a cette nouvelle transformation :

Théoréme 5.1.4 ([65]) Soit un systéme biorthogonal d’opérateurs de filtrage H{'d, H!7,
G9d, G99, j € 7. Le systeme Hj,Hj, G, G, j € 7, défini par :

. Id 7. _ jold | < .~old
HJ:HJ? , HJ:HJQ +S,G‘j’ ,

Gj =G _gtHold  G; = Gold (5.1.18)
] ) R j o

avec Sj un opérateur de ¢2(M(j)) dans ¢2( K(j)), est lui aussi un systéme biorthogonal
d’opérateurs de filtrage.

La modification des filtres entraine la modification des fonctions de base. Ainsi les nou-
velles fonctions, si elles existent, vérifient:

0 =09, §j=H )14 55, (5.1.19)
b=y -sies', =G99,
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Il est possible que les fonctions de la nouvelle base ne soient plus définies. On voit que
les fonctions d’échelle primales ne changent pas et que les ondelettes primales changent,
mais peu: si I’opérateur S est a support compact, les nouvelles fonctions sont toujours
bien définies. Par contre, la base duale change radicalement. Les nouvelles fonctions
d’échelle, construites avec des nouveaux filtres, ne semblent plus avoir des liens avec les
fonctions de départ. Pour les ondelettes duales, les filtres restent les mémes, mais elles
changent quand méme puisque les fonctions d’échelle ont changé. Il semble difficile
de trouver des conditions générales sur I’opérateur S pour assurer la convergence de
I’algorithme de subdivision qui produit les nouvelles fonctions d’échelle duales. Aussi,
il est difficile de prévoir la stabilité de la nouvelle base, a partir des opérateurs de filtrage
et de I’opérateur S. Dans [58], J. Simoens et S. Vandewalle trouvent des conditions
nécessaires pour assurer la stabilité a une échelle, liées a la norme de ces opérateurs. Ils
donnent aussi des conditions pour assurer la stabilité multi-échelle, mais qui sont moins
faciles a vérifier.

On peut faire un paralléle entre le relévement a chaque niveau et le passage d’un
couple de sous-espaces orthogonaux (ou presgque orthogonaux) Vjo'd et Wjo'd aun couple
de sous-espaces non-orthogonaux (ou encore moins orthogonaux) V; et Wj. Le cosinus
de I’angle entre les deux sous-espaces devient plus grand. L’une des conditions pour
que la nouvelle base soit stable est que ce cosinus reste uniformément borné a tous
les niveaux, par une constante p < 1. Par ce passage on obtient des degrés de liberté
que I’on peut utiliser pour imposer des autres propriétés, par exemple plus de moments
nuls pour les nouvelles ondelettes duales, ce qui assure une convergence plus rapide de
I’approximation.

Le schéma défini par le théoréme 5.1.4 est le schéma de relévement primal. Le
théoréeme suivant définit le schéma de relevement dual.

Théoréme 5.1.5 ([65]) Soit un systéme biorthogonal d’opérateurs de filtrage Hf'd, ﬁf'd,

G99, G9!, j € J. Le systéme Hj, H;j,G;, G}, j € 7, défini par :
. __pHold , &.old [g._ Jold

Hj= Hjld +SjG%, Hj= Hled’ g (5.1.20)

avec Sj un opérateur de /(M (j)) dans £2(K(j)), est lui aussi un systéme biorthogonal
d’opérateurs de filtrage.

La nouvelle base est donnée par les fonctions:
_ poldg . Sl . _ old
Oj=H %1 +Sjwj, =077,
. _ oldg . m. — mold _ gt gold
Pj=Gi"j, Pj = g7 —Sj05',
Les mémes questions se posent quant a I’existence des fonctions primales et a la stabilité
de la nouvelle base.

(5.1.21)
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Des algorithmes de décomposition et reconstruction, utilisant le schéma de releve-
ment, sont présentés par exemple dans [65]. Il semble que I’utilisation de cette tech-
nique multiplie par un facteur 4 la vitesse des algorithmes. Néanmoins, nous n’avons
pas la certitude que le systeme biorthogonal de fonctions construit par cette méthode
soit constitué par des fonctions d’échelle et des ondelettes. 11 nous manque des informa-
tions concernant la stabilité. Il existe des conditions suffisantes simples qui assurent la
stabilité a une échelle (voir [58]), mais la stabilité globale semble difficile a montrer.

5.2 Duschéma interpolateur en moyenne aux ondelettes

Notre but dans ce paragraphe est de construire une AMR de seconde génération,
qui conduit a des algorithmes d’ondelettes capables de traiter les échantillons de fonc-
tions sur des grilles non réguliéres, sans préconditionnement ou regroupement préalable
des données. Pour ce faire nous utiliserons les fonctions fondamentales du schéma de
subdivision interpolateur en moyenne.

5.2.1 L’analyse multi-résolution

Soit X une grille non réguliere, du type (4.4.20), soit N > 0 un entier et soit 4 le
schéma de subdivision interpolateur en moyenne de degré 2N, relatif a X. Soient ¢[jﬁi],
Jj > 0, k € Z, les fonctions fondamentales de 4. Rappelons qu’elles sont définies par :

] . 1
ol = ;8 = sl

Désormais, pour tout j > 0, k € Z, nous noterons :

1 1
¢J,k = \/ﬁd)j’k’ qjj,k = ﬁﬂ[xjyk,xjykﬂ[a (5-2-1)
et
Vi:=vect{dpjx: kKEZ}, Vj:=vect{®jx: ke Z}, (5.2.2)

I’adhérence étant considérée par rapport a la norme L2. Rappelons que les fonctions
Tix; 1% 4l SONE les fonctions fondamentales du schéma de subdivision interpolateur en
moyenne de degré 0. Les relations de raffinement (voir proposition 4.7.2)

2k+2N+1 J+1£
j k = Z j £ k¢j+1 £ (5-2-3)
i=Fon | ik
et
djt1,2 djt1,2k+1
Pjk= Okt =0 jr1,2k+1, (5.2.4)

djx djx

bl J7
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impliquent que les suites de sous-espaces (V) j>o et (Vj) j>o sont emboitées. Nous mon-
trerons qu’elles sont deux AMR duales I’une de I’autre.

6 T

L L L L L L L L L
(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIG. 5.3 — Quelques fonctions d’échelle primales. De gauche a droite nous avons
représenté les fonctions g4, k=4,...,7.

°)

Soit Q un intervalle et 7 un ensemble d’indices. Nous dirons que la suite d’en-
sembles de fonctions {@jx : k € Z} C L%(Q), j € 9, est uniformément stable s’il existe
deux constantes strictement positives Cq et C; telles que pour toute suite ¢ € £2(X(j))
I’on ait :

Cillelz< 1l Y c@jullz <Calcll2, Vi€,
ke K(J)
Nous noterons P,_1(Q) I’ensemble des restrictions & Q de polyndémes de P,_1.

Proposition 5.2.1 [14] Soit Q un domaine ou une variété de RY. Supposons que les en-
sembles @ :={@jk: ke K())}, Pj:={@jx: ke K(j)}, j € 7, vérifient les propriétés
suivantes :

@) (i, @j1) = S, pour tout k, I € K(j); N N
(b) Ilexiste deux constantes B et B telles que ||@j k| 2(q) < B et || /[.2(q) < B, pour
tout j € Jetke K(j);
(c) Il existe une constante D telle que le cardinal des ensembles :
{l € K(i): supp@j i Nsupp@jx# 0} et {I € K(j): supp®j) NsuppQjx # 0}
est borné par D, pour tout j € 7 etk € K(}j).
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Alors :

(i) Les ensembles {®j: je 7} et {&:,- . j € 7} sont uniformément stables;
(if) Si Ph_1(Q) C vectdj alors il existe une constante C telle que :

inf_|Iv—vjll2q) < hjIIVIlHn), veHY(Q), (5.2.5)

VjEvectd;

ol H"(Q) est I’espace de Sobolev usuel et

hj:= sup max(diam(supp(pjﬁk),diam(supp(ij,k)).
keX(J)
La proposition 5.2.1 appliquée aux ensembles {¢ ;i : k€ Z} et {¢jx: k€ Z} nous
donne:

Théoréme 5.2.2 Les suites emboitées (Vj)jso et (Vj)j>o sont deux AMR de seconde
génération de L2, duales I’'une de I’autre.

Démonstration : Nous montrerons que les fonctions ¢ i et §;  vérifient les propriétés
(a) — (c) de la proposition 5.2.1. Puisque le schéma interpolateur en moyenne conserve
les moyennes, de la définition des fonctions fondamentales on déduit :

1 [11] 1

01810 = ——— [ T ol 00ax = ———
(@iso®ic) Vdjkdje Jxi i) V3jxdje
pour tout j > 0 et k,£ € Z. L’hypothése (b) résulte du fait que ||§;k|l> = 1 et que
Hq)LkH% < bB1/a(4N + 1), pour tout j,k € Z (on utilise la propriété 4.7.2). Le cardinal
des ensembles du point (c) est 8N + 1, respectivement 1. Il résulte alors que les suites
d’ensembles {¢ji: ke Z} et {§ji: k € Z} sont uniformément stables. La condition
iii) de la définition 5.1.1 est donc satisfaite.

(iii)

Xj e4+1

djxd =0  (5.2.6)

Pour montrer que la condition (ii) de la définition 5.1.1 est également satisfaite, nous
utiliserons la conclusion (ii) de la proposition 5.2.1, avec Q = R. Ici hj < 27J(4N +
1)/a. De plus, nous avons vu que Poy C Vj pour tout j > 0. Si Cj est I’ensemble de
fonctions infiniment dérivables et a support compact, on sait que Cg est dense dans L2
et que CZ C W' C L2, pour tout n > 0. Donc W.! est dense dans L2,

Soit v € W', quelconque. Du point (ii) de la proposition 5.2.1 il résulte que
- AN+1._ Nt 2N+1
Iv—Projy, |l < ——2 EEDT IV lgznen, v e WL,

Quand j — 4o on obtient :
W2NHL W
j20
Le point (ii) de la définition des AMR résulte alors du fait que W.2N+1 est dense dans
L2. La démonstration du fait que Uj>oVj = L? en est similaire. .
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5.2.2 Les ondelettes

Nous disposons maintenant de deux AMR duales I’une de I’autre, de fonctions
d’échelle ¢ et ;. Nous cherchons maintenant un systeme biorthogonal, suscep-
tible de donner une base d’ondelettes pour L2. Les “ondelettes primales” Pjk, sont
déterminées & un coefficient multiplicatif prés par les relations (W, $;i) = 0. Nous
faisons le choix suivant:

djt1,2k+1 dj+1.2k
=4 | T ok — 4 | T O Lok, (5.2.7)
djx djx

Exemple 5.2.3 Pour N = 0 on obtient la généralisation pour grille non réguliére du
systeme orthogonal de Haar :

1
H H ]J

ko= Jk_ _ (X kX kel 2

d d

H H—l 2k+1 j+1,2k+1

e = Bf= /50 de ——= 1, 2k+1-
V ik

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de fonctions “ondelettes”. La grille est
générée par la fonction G(x) = X+ 5-sin(7Tx+ 1) et le degré du schéma de subdivision
est 2N = 2.

o8|

06

o5

0.2

-051
-0.41

-0.61

_os8l

FIG. 5.4 — Les fonctions Y43 et Ya 4.
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0.8
0.6
0.4+
0.2
-0.2
-0.4
0.6
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o] 0.1 0.2 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
FIG. 5.5 - Les fonctions Ya 5 et Ya 6.
1 1
08
0.6 1 05
0.4
0.2
0.4
0.6 ~ -1r
10 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 7150 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIG. 5.6 — Les fonctions (14 7 et Y4 .

Quand le degré du schéma de subdivision augmente, les fonctions ondelettes de-
viennent plus oscillantes. Voici un exemple pour 2N = 4.

0.5

-05

-15
0

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIG. 5.7 — Les fonction Y48, pour N = 2.
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Considérons les relations de raffinement pour les “ondelettes duales” :
Dj = ;91,5,@1%57 (5.2.8)
pour j > 0 etk € Z. Nous allons déterminer les coefficients g ,  de sorte que le systéme

de fonctions ¢k, §jk, Wjk et Pjk soit un systeme biorthogonal.

Soient j > 0 et k € Z fixés. Calculons les coefficients gj .k, £ € Z. La relation de
biorthogonalité entre les fonctions ondelettes donne, d’une part:

<l‘|Jj7£7 mj7k> = 6k7£
D’autre part, de (5.2.7) et (5.2.7) on a:

2k+2N+1
e djs12041, djy120, T 5
(Wi, 0jk) = d%dhu,zg— a4 Gjr1,2041, g Ojmkdjr1m)
it Jt m=2Kk=2N
djt1,2041 djt1,00
= ng,%,k— q Oj,2041k-
Jt it

Nous trouvons ainsi les équations :

dj 1,2/41 d; 1,2¢
\/ J+rf 020k Jd+_ 9j2e41k =Oke, LEZ. (5.2.9)
174 J,Z

De la condition de biorthogonalité entre I’ondelettes primaires et les fonctions d’échelle
duales,

<¢j,ﬁ7 mj,k> = 07
on obtient, grace a (5.2.3) et (5.2.8) :

N djt1.2i dj+12i+1
; ( ’d+ ZAj 21 2k + %Ajmugj,em,k):o’ VieZ. (5.2.10)
i=7—N it it

La condition de biorthogonalité entre les fonctions d’échelle,

<¢j,€7$j,i> = 6i,la

implique, grace aux relations de raffinement (5.2.3) et (5.2.4), que :

diir o dist o
i+12i j+1,2i+1
j2i + —m———=Aj2it1/ = Ois,
\/djidj/ \/djidj
ou encore . |
j+1.2i j+1,2i41
Ajaip =iy — —===RAjai+1,- (5.2.11)
djidje v/djidj
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De (5.2.9) on obtient :

d: . d 2i
S g2 = [ Gk B (5.212)
I N

En multipliant les deux dernieres relations on trouve pour tout ¢ € Z et i # k les égalités:
djt1,2i4/dj+1,2i+1 dji12i
Aj2ir9j2ik = Oiy g Jizi+lk

djiy/djs ji

djt1.2i+14/djt1,2i

A o .
— _ §,2i41,£9j,2i+1 k
de' V dlvg

Aprés simplification on obtient :

j+1,2i j+1,2i+1 Jyl
Aj2irQj2ik+ | ———Aj2i+1,9j2i+1k = Oir4 | T——0j2i+1k
d
dj. dj j+1,2i4+1

(5.2.13)

pour tout £ € Z et i # k. L’équation (5.2.10) se transforme alors dans:

dis1 0 djt1.2i+1
T 'Aj2is9j2ik + MAj,2i+1,egj,2i+1,k =0, VI€Z.(52.14)
icfks) dje dje

En particulier, quand 7 # k on trouve :

d: d: d:
j+1,2k j+1,2k+1 it
Aj2k 9 2kk T4 | = Aj2kt+1,9j 2k+1k + 4 [ m———0j 2041k = 0.
d d;
dj, i j+1,2041

(5.2.15)

Quand [¢ —k| > N, Ai ks = Ajokr1, = 0 et larelation (5.2.15) devient:
J7 bl J7 + k)
Oj2+1k=0, VL€Z, k=] >N. (5.2.16)

De (5.2.9), (5.2.14) et (5.2.13) on obtient le systeme de 4N + 2 équations et autant
d’inconnues:

Tz 0
z }< BN 9ot/ TEERA o110 2ik1k) =0,
ie{k,/
\/mg 26k ng 2041k =&, (5.2.17)

¢{=k—=N,....,k+N.

Ecrivons le systéme (5.2.17) sous forme matricielle. Considérons les vecteurs colonne

bi=(Sianr2)iny e €t Qjx = (O] it2k—2N-1k)ins -
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Soit V|« la matrice des coefficients du systéeme (5.2.17). Elle est creuse, de dimensions
(4N +2) x (4N + 2), et elle a la structure:

A A 0 0 O 0O AAO 00 O
d -d 0 0 O 0 00O 00 O
0O 0 A A DO 0O AAO 00 O
0 0 d —d 0 0 00O 00 O
0O 0 0 0 O 0AAD 0 A A
0O 0 0 0 O 0 00O 0 —d

Les composantes non nulles des lignes impaires sont :

jk2i+12i+1 = T djitkeN 1:2(i+k=N),i+k—N—-1>
d. '
S . _ J4L2(+k=N)+1 A N
Vikaisrai = A/ TG ALK +LN (5.2.18)
A _ /aj+1,2k L
Vj,k,2|+1,2N—|-1 = dj}H_k_NAJ,Zk,H-k—Na
o _ dit1,2ke1p .
Vj,k,2|-|-1,2N+2 = mAJ,Zk-{-l,I-I-k—Na
et ceux des lignes paires sont :
Vi . . _ dj+1,2(i+k—N)+1
j,K2i4+22i+1 — W
(5.2.19)
Vi . . — dj+1,2(i-|-k_N)
j,K2i4+22i+2 = — Tij,wk—N s
pour touti =0,...,4N + 1. Alors le systeme (5.2.17) devient:

Exemple 5.2.4 Pour N =1, j et k fixés, la matrice de ce systeme est:

dip12k-2 p dit12k-1p dit12k p
V s Ai2k-2k-1 Gn Piak-1k=1 /a0y Ai2kk-1
djy1ok—1 _ [djp10k2 0
djk-1 djk-1
dit12k p
V d Piakk

0
dj+1,241
dj

0
0 0
0 0 v/ ﬁAsz,kH
0 0 0
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\/ 7j&fl;2_kflAj,2k+1,k—1 0 0
0 0 0

d.
Ve Ak Lk 0 0
— 0 0

djy1,¢
jk
[dj+1,241 p dis1.2k42 o di+12643 5
WAJ,Zk—{—l,k-{—l djk-l-l 12k+2,k+1 WAJ,Zk-{—&k—{—l
0 dj+12k+3 _Jdj+1,0k42
Jk+1 E"j,k+1

] i+12k—2 /[ djp12k dik a.
9j2k-2k = \/ i1 \/o|,+12k+1\/o|J P21

. dj41,21 dJ+12k dik .
j2k-1k = \/ GtV Graoar @ i2kk-1

Jj2kk = 1/ +d LA k41K

d (5.2.21)
j+1 2kA
0j2k+1k = — i, 2k k
dJ+12k+2 djy1,2¢ dik p.
9j2k+2k = \/ Gar V GraoerV Ggn ikt
. _ dJ+1,2k+3\/ dj+1,2¢ \/ dik .
9j2+3k = \/ G V TV Gal h2kt1:

Dans le cas uniforme, le vecteur solution est:

111, 11
gj,k_\/g 83 8)) 7878 )

ce qui donne la relation de raffinement

et la solution,

1 1 1
Pik = —=|—-20jr1.k2— =Pjr1.2k-1+ Bjr1.2k — P j1.2k41
Vv2\ 8 8

1 1
+§5j+1,2k+2 + §$j+1,2k+3>

1 1
= —§$j,k—1 + LTJ'j_fk + gfﬁj,k+1-

La solution du cas général ressemble a la solution (5.2.21) du cas N = 1. En résolvant
le systéme (5.2.17) a partir du milieu, on trouve:

dj11,2641
Oj2kk =1/ ’—+dj’k—+Aj k+1.k

1,2k
Ojokt1k = =1/ ~g = Aj 2Kk

dj 12| djy1,2¢ 'k (5.2.22)
Jizik = — J+ i+ gk A i
bet, 1121 J,2Kii
L _ dJ+12I+1 dJ+1,2k dikp.
Oj2i+1k = _\/ Trrzer V @50 Aj2k,i»
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pourtoutie {k—N,....k+N}\ {k}. Remarquons que dans le cas de la grille uniforme,
le vecteur g solution du systeme (5.2.20) ne dépend ni de j ni de k. Nous le noterons
g.

Proposition 5.2.5 Soit un entier N > 0, X une grille et 4 le schéma de subdivision
interpolateur en moyenne de degré 2N relatif a la grille X. Soient ¢[jﬁi], Jj>0,keZles
fonctions fondamentales de 4. A des constantes multiplicatives prés,7il existe un unique
systéme biorthogonal de fonctions d’échelle ¢k et §;, respectivement définies dans
(5.2.1). Les ondelettes primales W « sont définies par (5.2.7) et les ondelettes duales U i
sont définies par (5.2.8), avec les coefficients g; , « de (5.2.16) et (5.2.22). Les ondelettes
duales ont 2N + 1 moments nuls et le support

suppPj k = [Xj k2N Xjk+2N+1[s

et les ondelettes primales ont un moment nul. Les vecteurs de coefficients g;  vérifient
les inégalités :
1)k~ Gl < C2~ ML), (5.2.23)

ou a est la régularité holderienne de la fonction G de la grille.

Démonstration : Pour la derniére inégalité on utilise la proposition 4.5.4 et le lemme
4.4.5. n

Un calcul simple mais technique montre que I’ondelette duale peut s’écrire sous la
forme:

d; d; d;

~ ~H j+1,2k ik A H Bk A H

Pjk = Wjk— 1 1 Ajokk—b®jk_p+ -+ T Ajokk-197 k1
j+1,2k+1 j,k—D jk—1

—(1=Aj 2005k

_|_

djk H djk H
—Aj2kk1Pj k1Tt = AjkksDP" . (5.2.24)
dj,k-{-l J,2K K+ qu,k—i—l dj,k+D J,2K,K+D¥ j k+D

Pour N > 1, on peut construire le systéme biorthogonal par le schéma de relévement de
[64]. Par exemple, si on applique le relevement dual au systeme biorthogonal construit
a partir d’un schéma de subdivision de degré 2N — 2, en imposant la condition que I’on-
delette duale ait deux moments nuls de plus, on trouve un systéme biorthogonal dont
les fonctions d’échelle primales sont les fonctions fondamentales du schéma interpo-
lateur en moyenne de degré 2N. Par relevement dual, les fonctions d’échelle duales ne
changent pas, ni les relations de raffinement pour les ondelettes primales. Les ondelettes
duales auront la forme:

. ld ,—Ngold 0 xold N xold
Pjk:= mcj),k — 8 E[5cj),k—N - aj,kfﬁ?,k - aj,k$cj),k+Na
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Les coefficients ailﬁ‘,...,a'ﬁk sont définis par la condition de moments nuls. La pro-
position 5.2.5 nous garantit que ce systéme existe et que les ondelettes duales sont,
éventuellement & une constante multiplicative prés, les fonctions définies dans (5.2.7),
avec les coefficients (5.2.16), (5.2.22). La complexité d’un algorithme qui utilise le
schéma de relevement est réduite par rapport a un algorithme direct, qui calcule les
matrices Aj.

5.3 Conclusion

Ce chapitre concernait les AMR de seconde génération. Des algorithmes issus de ce
type d’AMR peuvent étre utilisés dans le débruitage et la reconstruction des fonctions
échantillonnées sur des grilles non réguliéres. Ils sont plus codteux, car a chaque pas de
I’algorithme le filtre utilisé dans la convolution change. Mais ils évitent tout regroupe-
ment de données et préconditionnement, opérations également codteuses.

Dans les AMR de premiere génération les fonctions d’échelle sont toutes des trans-
latées et des dilatées d’une seule fonction. Ceci permet d’utiliser I’analyse de Fourier,
dans la construction de ces fonctions ainsi que pour déduire leurs propriétés. Dans le cas
des AMR de seconde génération nous sommes obligés de renoncer a cette technique, et
des nombreux points concernant ce type d’AMR restent encore des problémes ouverts.

Nous avons donné un exemple d’AMR de seconde génération. Nous avions montré
dans le chapitre 4 que (sous certaines hypothéses sur la grille) le schéma de subdivision
interpolateur en moyenne est convergent. Nous avons montré ici que les fonctions fonda-
mentales de ce schéma sont les fonctions d’échelle d’AMR de seconde génération, dont
I’AMR duale est I’AMR de seconde génération de Haar avec les fonctions d’échelle
adaptées a la grille. Une fois les fonctions d’échelle choisies, il nous reste a trouver les
ondelettes. C’est ce que nous essayons, en définissant un systéme biorthogonal. Nous
avons montré qu’un tel systéme existe, et de plus qu’il est unique, modulo la multipli-
cation par des constantes. Il reste @ montrer que les “bases d’ondelettes™ ainsi définies
sont des bases de Riesz pour L2.

Tout ce que nous avons montré dans le paragraphe 5.2 reste valable si I’on consideére
le schéma de subdivision interpolateur en moyenne sur I’intervalle (adapté aux bords),
et une AMR de L?(0,1) avec les fonctions d’échelle et les ondelettes modifiées en
conséquence.
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Chapitre 6

Illustrations numeériques et étude
comparative

Dans ce chapitre nous illustrons par des exemples les méthodes d’estimation présen-
tées dans les chapitres 2 et 3. Nous proposons des modifications a apporter aux al-
gorithmes, suggérées par les tests numériques. Nous étudions également une méthode
d’estimation utilisant les “ondelettes” de seconde génération que nous avons décrit dans
le paragraphe 5.2. Nous comparons les résultats par rapport a I’erreur quadratique entre
I’estimation et la fonction a estimer.

Dans les simulations nous utiliserons les fonctions HeaviSine, Blip et Corner de
la boite a outils WaveLab ([28]). Le plan d’expérience sera un échantillon aléatoire
issu de la loi d’une variable aléatoire ayant comme fonction de répartition la fonction
G: R — [0,1] définie par G(x) = (X+ 5= Sin(7TX+ T0) I0.17 (X) + H1 4.

6.1 L’algorithme d’estimation de fonctions hélderiennes

Nous reprenons ici la méthode décrite dans le chapitre 2. Elle est prévue pour I’es-
timation de fonctions hélderiennes, mais nous I’appliquons ici & des fonctions moins
lisses. Nous pouvons ainsi observer son comportement dans des régions ou la fonction
est lisse, mais aussi dans des régions ou cette derniére présente des discontinuités ou
des points de rebroussement.

Dans les simulations numériques nous avons utilisé un algorithme dérivé de celui
décrit dans le paragraphe 2.5. Il généralise I’algorithme de [3]:
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Etape 1. Estimation de G,, & partir de I’échantillon (Xi)i=1,... n.

Etape 2. Calcul de la matrice de préconditionnement P et préconditionnement
des données:
Yp=P.n"1/2y,

Etape 3. Décomposition dans la base d’ondelettes.
Etape 4. Seuillage des coefficients de détail.

Etape 5. Reconstruction & partir des coefficients débruités. On obtient
I’estimateur f;.

La matrice de préconditionnement P est une matrice creuse de dimension n x n,
dont les composantes sont (¢j o Gn,¢37k>. Elle peut &étre calculée avec la précision
souhaitée en utilisant I’algorithme en cascade de I. Daubechies ([15]). Néanmoins,
d’aprés le lemme 1.6.3 on peut approcher le produit scalaire (¢ o é\n,¢37k> par la va-
leur (¢ 0 Gn)(k/n), et utiliser comme matrice de préconditionnement la matrice de
composantes :

Pei := &(nGn(k/n) —i). (6.1.1)

En effet, dans les simulations numériques nous n’avons remarqué aucune différence
entre I’algorithme qui utilise la valeur exacte et celui qui utilise la valeur approchée. Par
contre, cette approximation réduit beaucoup le codt de calcul.

Nous avons utilisé pour les simulations une version invariante par translations (voir
paragraphe 1.7) de I’algorithme décrit ci-dessus: au dernier pas nous calculons une
moyenne de tous les estimateurs obtenus pour toutes les translations possibles des donnés
Yp.

P

Comme il avait &té remarqué auparavant, dans le cas de I’échantillonnage régulier, le
seuil suggéreé par les considérations asymptotiques semble souvent trop grand quand la
taille de I’échantillon est finie. Nous avons observé le méme comportement dans notre
cas, et en conséquence nous avons utilisé dans notre algorithme le seuil (2.3.10) divisé
par 2.

Dans les figures qui suivent, nous avons représenté en haut les observations et en
bas le résultat de I’algorithme d’estimation. La fonction initiale est représentée en ligne
continue en haut et en ligne pointillée en bas. Le plan d’expérience, aléatoire, est fi-
guré par des + sur I’axe des x. Nous avons ajouté aux donnés réelles du bruit gaussien
indépendant et identiqguement distribué, avec le rapport signal-sur-bruit indiqué pour



Chapitre 6. Illustrations numériques et étude comparative 173

chaque cas particulier. Comme il est courant, nous appelons rapport signal-sur-bruit et
nous le noterons SNR, le rapport entre I’écart-type du signal et I’écart-type du bruit.

Dans le premier exemple nous comparons les résultats obtenus par remplacement de
la fonction de répartition inconnue G avec respectivement Gn et la fonction affine par
morceaux G,. Nous pouvons remarquer que dans le deuxiéme cas le résultat est moins
bon pour I’intervalle [0.8,0.9]. Ceci s’explique par les valeur petites prises par la dérivée
de Gy, dans cet intervalle. Nous reviendrons sur ce point dans la comparaison des erreurs
d’estimation, a la fin de ce chapitre.

1.5 T T T T T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 038 0.9 1

FIG. 6.1 — Estimation de la fonction HeaviSine a partir d’un échantillon bruité de 512
points, utilisant d’abord I’estimateur log-spline Gy, puis I’estimateur Gp. Le rapport
signal-sur-bruit est ici SNR = 2.
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(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ]:

FIG. 6.2 — Fonction HeaviSine, n = 512 points, SNR = 5.

(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ]:

FIG. 6.3 — Fonction HeaviSine, n = 512 points, SNR = 7.
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1.4

1.2 1

(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ]:

FIG. 6.4 — Estimation de la fonction Blip a partir d’un échantillon bruité de 512 points.
Le rapport signal-sur-bruit est ici SNR = 2.

0.8
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0.4

0.2

0.6 .
04f 7

0.2

O RS- L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIG. 6.5 — Fonction Blip, n = 512 points, SNR = 5.
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(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ]:

FIG. 6.6 — Fonction Blip, n = 512 points, SNR = 7.

1.4

1.2 1

(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ]:

FIG. 6.7 — Estimation de la fonction Corner a partir d’un échantillon bruité de 512
points. Le rapport signal-sur-bruit est ici SNR = 2.
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(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ]:

FIG. 6.8 — Fonction Corner, n = 512 points, SNR = 5.

(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 ]:

FIG. 6.9 — Fonction Corner, n = 512 points, SNR = 7.
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Dans les trois figures relatives a la fonction HeaviSine nous pouvons observer que
la discontinuité de la fonction en 0.3, cumulée avec le faible nombre de points dans le
plan d’expérience a cet endroit, produit une oscillation locale assez forte de I’estimateur.
Par contre, dans cet exemple la deuxieme discontinuité, située entre 0.7 et 0.8 est bien
reconstituée. Mé&me dans les régions lisses de la fonction, I’inhomogénéité de la grille
peut entrainer un léger décalage entre I’estimateur et la fonction a estimer.

La fonction Blip est plutdt bien reconstituée dans les régions lisses. On remarque
quelques petits artefacts causés par le bruit.

Dans les exemples avec la fonction Corner, le deuxiéme point de rebroussement, en
0.8, est mieux reconstitué que le premier, en 0.5.

Nous donnons ci-dessous un exemple pour comparer cette méthode (résultat en ligne
continue) avec la méthode qui consiste a considérer les points comme étant équidistants
(résultat en ligne brisée). Le plan d’expérience est déterministe.

o
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o
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©
[

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIG. 6.10 — Fonction Corner, n = 512 points, SNR = 2.
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6.2 Estimation dans des espaces de Besov

Dans le chapitre 3 nous avons présenté une méthode de reconstruction qui atteint
un taux de convergence presque optimal pour des fonctions appartenant a des espaces
de Besov. Cependant, pour des échantillons de taille raisonnable cette méthode semble
difficile a appliquer, sans lui apporter quelques modifications, comme nous le verrons
par la suite.

Pour simplifier, nous considérons dans nos essais que n est un entier dyadique. Les
ondelettes adaptées aux bords qui contiennent dans leur support I’un ou I’autre des bords
de I’intervalle [0, 1] nous ont semblées trop oscillantes, ce qui induit des oscillations si-
gnificatives de I’estimateur obtenu aprés seuillage. Pour cette raison, nous avons préféré
une base d’ondelettes périodiques, la Symmlet 8 (les ondelettes de Daubechies ortho-
gonales, a support compact, avec maximum de moments nuls et les moins asymétriques
[15]). Nous notons lg la réunion des intervalles lg et Iy (par abus de langage, nous dirons
que g est un intervalle de centre 0).

La premiére étape de I’algorithme consiste a répartir les n données dans les N =
2 intervalles lo,...,In_1 et & estimer par régression polynomiale locale la valeur de
la fonction au centre de chacun de ces intervalles. Nous avons vu qu’une condition
asymptotiquement suffisante pour que ce calcul soit réalisable et qu’il donne des valeurs
pertinentes, avec une probabilité qui tend vers 1 quand n — +oo est que
L
~ cplogn’

et que la suite (cn) soit minorée par une certaine constante strictement positive c,.
Comme on peut le voir dans (3.5.19), la constante c, est minorée par une valeur in-
versement proportionelle a a, le minimum de la densité g, et par une valeur inversement
proportionelle a |, la plus petite parmi les valeurs propres des matrices Yy, m=0,...,N,
définies page 87. Par exemple, pour la densité g(x) =1+ 1locos(7nx—|— ) et pour M = 2
onaa=0.3etp=0.0055.

En prenant la fonction de répartition G(x) = x + 1/(1071) sin(7T + 1), nous avons
observé que I’on peut espérer trouver un estimateur (c’est-a-dire, qu’il existe au moins
2 points dans chaque ensemble Iy) si n > 16N. Les chances sont cependant faibles dans
le cas limite n = 16N.

Dans la deuxiéme étape nous décomposons en ondelettes la nouvelle suite, de taille
N. Si I’on utilise la base d’ondelettes Symmlet 8, dont le filtre est de longueur 16, le
niveau le plus bas, jo, ne devrait pas étre inférieur a 4. Raisonnablement, N devrait étre
au moins 27, ce qui fait que n doit &tre plus grand que 2! = 2048.

Les matrices Vi, (3.4.7) peuvent étre mal conditionnées, ce qui est génant quand
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nous calculons les valeurs f(t;m) (3.4.10). Dans la régression polynomiale on évite
cet inconvénient en utilisant une méthode de régularisation appelée “ridge regression”
([43], [42], [37]). L’estimateur obtenu par cette méthode est biaisé mais de risque L2
plus petit que I’estimateur non biaisé sans régularisation.

Nous avons testé plusieurs algorithmes, variantes de la méthode théorique, qui nous
permettent de calculer un estimateur méme si la taille du plan d’expérience est relative-
ment faible.

Nous nous sommes inspiré de la “ridge regression” et nous avons remplacé chaque
matrice Vi, par Vim -+ Al, ou A est le paramétre “ridge” et | est la matrice identité. Dans
tous les tests qui suivent nous avons fixé A = 0.2. L’algorithme va calculer un estimateur
seulement s’il y a au moins 2 points dans chaque ensemble I,, m=0,...,N — 1. Sur
100 essais, ceci s’est produit 91 fois, pour n = 2% = 512 et N = 2% = 32, 67 fois, pour
n=210=1024 et N = 25 = 64, et 99 fois, pour n = 210 = 1024 et N = 2° = 32.

Afin de pouvoir prendre en compte des valeurs “petites” pour N (rappelons-nous la
contrainte imposée par la deuxieéme étape de I’algorithme initial), nous avons construit
un algorithme “circulant”, de la facon suivante. Considérons les n/N — 1 translations
périodiques des ensembles Ig, ..., Iy_1, de sorte qu’a la i-éme translation on ait

|,§P:|m+%, m=1,.. . N-1,

Iy 5L Iny Iy
F | | | | T
C [ [ I T ]
0 & a L
FiG. 6.11 — Les ensembles initiaux.
(1) (1) (1) (1)
[0 Il IN 1 [0

F | | | | T
C I I T T ]
0 &+l A+l SR R

FIG. 6.12 — La premiere translation.

Nous estimons par régression polynomiale locale les valeurs de la fonction au centre
de tous ces intervalles, si cela est possible. Nous obtenons ainsi un vecteur a n com-
posantes. Si parmi les n/N — 1 translations il existe au moins une pour laquelle la
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régression échoue, et au moins une pour laquelle la régression réussit, nous gardons
le vecteur de longueur N produit par le premier pas avec succes. Avec le vecteur issu
de cette étape, nous passons a la deuxiéme étape, qui consiste en un débruitage par
ondelettes.

Sur 100 essais, cette méthode nous a permis de calculer un estimateur 100 fois,
quand n = 2° et N = 25, 99 fois, quand n = 219 et N = 28, et 100 fois, quand n = 210 et
N = 2°. La premiére étape a produit un vecteur de longueur n dans respectivement 45,
23, 99 cas.

Une troisiéme méthode possible, que nous n’allons pas illustrer ici, est une méthode
“multirésolution”. On calcule d’abord les coefficients d’échelle empiriques a_gl) d’abord
pour N = 27 suffisamment petit, de sorte que cela soit possible. On calcule, sur deux
fois plus d’intervalles, les composantes du vecteur ﬁgi)l pour lesquelles le nombre de
points du plan d’expérience est suffisant. Les places restées libres dans le vecteur O(_Si)l

Lo _(1 _(1
sont complétés par des composantes du vecteur ag +')1, obtenues du vecteur cxg ) par la

transformée en ondelettes inverse. On peut continuer ainsi jusqu’au pas P quand il n’est
plus possible de calculer directement des valeurs du vecteur GSF;)P_T Cet algorithme
semble mieux adapté aux plans d’expérience aléatoires, car il permet de raffiner les
calculs dans les régions ou I’on dispose d’un grand nombre de points.

Nous donnons quelques exemples pour illustrer les deux premiéres variantes que
nous avons décrit plus haut. Nous avons groupé les exemples par paires, afin de mieux
comparer les deux méthodes. Nous avons choisi des exemples dans lesquels a la premiere
étape du deuxiéme algorithme nous avons obtenu des suites de longueur maximale, n.
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FIG. 6.13 — Fonction Blip, 512 points, SNR = 2.
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FIG. 6.14 — Fonction Blip, 1024 points, SNR = 2.
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FIG. 6.15 — Fonction Corner, 512 points, SNR = 2.
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FIG. 6.16 — Fonction Corner, 1024 points, SNR = 2.
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FIG. 6.17 — Fonction Corner, 512 points, SNR = 7.
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FIG. 6.18 — Fonction Corner, 1024 points, SNR = 7.
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De ces exemples nous pouvons déduire que la deuxiéme méthode est plus sensible
au bruit que la premiére, dans les régions ou le nombre de points est faible (par exemple
dans I’intervalle [0.5, 0.65]). Elle semble donner des meilleurs résultats que la premiére
dans les régions ou le nombre de points du plan d’expérience est grand, et pour recons-
truire le point de rebroussement x = 0.8 de la fonction Corner.

6.3 Estimation par des ondelettes adaptées a la grille

Ce type d’ondelettes évite la perte d’information causée par le regroupement des
données et le calcul des valeurs moyennes sur une grille réguliere. Par contre, une telle
base d’ondelettes est d’autant plus mal conditionnée que la grille est inhomogene, ce
qui a été mis en évidence par exemple dans [70]. Nous avons montré que sous certaines
contraintes sur la grille I’algorithme de subdivision permettant la construction de telles
bases converge, et nous pensons que ces mémes conditions permettent de montrer que
la base ainsi obtenue est stable.

Cette transformation en ondelettes étant biorthogonale, et non pas orthogonale, elle
transforme le bruit indépendant en un bruit corrélé sur les coefficients d’ondelettes.
Rajouté au mauvais conditionnement, ceci fait que les irrégularités du signal sont plus
difficile a détecter a travers les coefficients d’ondelettes, par un seuillage global.

Il semblerait donc nécessaire de mener une étude plus approfondie dans deux direc-
tions : d’une part réduire I’instabilité par homogénéisation de la grille (voir par exemple
[70]), et d’autre part trouver une maniére adéquate pour seuiller.

Nous donnons quelques exemples concernant des plans d’expérience non équi-
distants, mais déterministes. On peur remarquer les oscillations dans le voisinage des
discontinuités et parfois dans les régions ou le nombre de points est faible (dues au
conditionnement de la base d’ondelettes).
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FIG. 6.19 — Estimation avec des ondelettes interpolatrices en moyenne de la fonction
HeaviSine, a partir d’un échantillon bruité de 512 points.



190 6.3. Estimation par des ondelettes adaptées a la grille

1.4

1.2 -

SNR =2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 i

SNR =7

FIG. 6.20 — Estimation avec des ondelettes interpolatrices en moyenne de la fonction
Blip, a partir d’un échantillon bruité de 512 points.
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FIG. 6.21 — Estimation avec des ondelettes interpolatrices en moyenne de la fonction
Corner, a partir d’un échantillon bruité de 512 points.
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FIG. 6.22 — Estimation avec des ondelettes interpolatrices en moyenne de la fonction
HeaviSine, a partir d’un échantillon bruité de 1024 points.
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FIG. 6.23 — Estimation avec des ondelettes interpolatrices en moyenne de la fonction
Blip, a partir d’un échantillon bruité de 1024 points.
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FIG. 6.24 — Estimation avec des ondelettes interpolatrices en moyenne de la fonction
Corner, a partir d’un échantillon bruité de 1024 points.
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6.4 Comparaison entre les differentes méthodes

Pour comparer les différentes méthodes que nous avons décrit dans cette thése nous
avons calculé I’erreur en norme L2 entre I’estimateur et la fonction initiale, pour 100
essais. Nous donnons par la suite les boxplots pour chacune des méthodes, pour les
trois fonctions, HeaviSine, Blip et Corner, pour SNR égal respectivement a 2, 5, 7, et
pour des échantillons de taille respectivement 512 et 1024. La correspondance entre
les numéros des boxplots et la méthode se trouvent dans les deux tables suivantes. La
premiere concerne les &chantillons de taille 512 et la deuxiéme concerne les échantillons
de taille 1024.

Table pour n = 512 points:

| Nr. | Méthode
1 | Algorithme du paragraphe 6.1
2 | Régression "ridge” + ondelettes, n =512, N = 32
3 | Régression "ridge” circulante + ondelettes, n = 512, N = 32
4 | Algorithme de T. Cai, pour un plan d’expérience déterministe
5 | Algorithme naif, considérant les points comme étant équidistants.
Plan d’expérience déterministe.
6 | Ondelettes interpolatrices en moyenne. Plan d’expérience déterministe.

Table pour n = 1024 points :

| Nr. | Méthode
1 | Algorithme du paragraphe 6.1
2 | Régression "ridge” + ondelettes, n = 1024, N = 64
3 | Régression "ridge” + ondelettes, n = 1024, N = 32
4 | Régression ridge” circulante + ondelettes, n = 1024, N = 64
5 | Régression "ridge” circulante + ondelettes, n = 1024, N = 32
6 | Algorithme de T. Cai, pour un plan d’expérience déterministe
7 | Algorithme naif, considérant les points comme étant équidistants.
Plan d’expérience déterministe.
8 | Ondelettes interpolatrices en moyenne. Plan d’expérience déterministe.

Pour les échantillons de taille 1024, si I’on compare les boxplots 2 et 4 avec respec-
tivement les boxplots 3 et 5, on se rend compte de I’importance du rapport n/N dans
la méthode utilisant la régression. Si I’on élimine ces deux boxplots, on peut remarquer
que I’algorithme naif est dans toutes les situations le moins performant.
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Nous avons vu que la méthode présentée dans [5] donne en moyenne les meilleurs
résultats, mais pour des plans d’expérience déterministes et de fonction de répartition
connue. Pour un plan d’expérience aléatoire on peut toujours se ramener au cas précédent
en prenant comme fonction de répartition la fonction Gy, I’interpolation affine par mor-
ceaux de la fonction de répartition empirique. Nous avons vu dans I’exemple du para-
graphe 6.1 que ce choix ne semble pas tres bon. Ci-dessous nous montrons une étude
comparative concernant I’erreur L2. Pour des échantillons de taille finie et fortement
bruités, cette méthode semble effectivement moins bonne. Quand le bruit est faible,
c’est I’erreur introduite en déplacant les observations qui semble dominer, car on ob-
serve un comportement moins bon de la méthode utilisant I’estimateur log-spline.

Par rapport aux comparaisons précédentes, pour n = 1024, nous avons éliminé les
boxplots 2 et 4 qui correspondaient a N = 64.

‘ N, ‘ Méthode

Algorithme du paragraphe 6.1

Régression "ridge” + ondelettes

Régression “ridge” circulante + ondelettes

Algorithme de T. Cai, pour un plan d’expérience aléatoire

Algorithme de T. Cai, pour un plan d’expérience déterministe
Algorithme naif, considérant les points comme étant équidistants.

Plan d’expérience déterministe.

7 | Ondelettes interpolatrices en moyenne. Plan d’expérience déterministe.
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Conclusion

Nous étudions des méthodes d’estimation de fonctions observées sur des plans
d’expérience aléatoires ou déterministes non équidistants.

Dans les chapitres 2 et 3, nous proposons des estimateurs asymptotiquement presque
optimaux, respectivement pour des fonctions hélderiennes et pour des fonctions appar-
tenant a des espaces de Besov.

Dans le chapitre 4, nous montrons que le schéma interpolateur de Lagrange et le
schéma interpolateur en moyenne non régulier sont convergents sous certaines contraintes
sur la grille. Ceci nous permet en particulier de définir dans le chapitre 5 une base d’on-
delettes adaptée a des grilles non régulieres, mais nous laissons comme probléme ouvert
I’étude de la stabilité de cette base.

Dans le chapitre 6, nous regardons le comportement des estimateurs issus des cha-
pitres 2, 3 et 5 pour des échantillons de taille finie. Nous proposons des modifications a
apporter dans cette situation. Nous donnons de nombreux exemples, et nous comparons
nos méthodes entres elles et avec deux autres méthodes, du point de vue de I’erreur L2
entre I’estimateur et la fonction.
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