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1
 !� 
������'� �� 6���:�������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;


1
1
 ����
� <=��
���� ������ +'
���
���>��? 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
)

1
1, ����
� �7��+��8�'+�>�� � 
������'���� ���� 3'@ ���'� ���3� 1 1 1 1 
)


1, $���
��� �� �' ��'���'���� �/����+���'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
,

1- #��+���� �7����>��� �+����'��� ���� �' ���
������� �� ������� ��� 
������'�� 
	


1-1
 �������'� A ��+���'���� ����� � ��'��>�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
	

1-1, �������'� A ��+���'���� ����� � �/�'����� ����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
B

1-1- �������'� A ��+���'���� ��� ����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
C


1	 �'�'
�����'���� �� 
������'� �� �� ��'3� �7��+�>�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,-

1	1
 !� �8��9+� ���+'3���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,-

1	1, ��'�8�� ����� �+'3� �'� '��������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,B

� �� ����� �������� � �!
,1
 $���
��� �� ���3�'3� +'3����>�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,�
,1, $�93� ��  �D�:$���
7'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,C

,1,1
 �7'+� >�'������'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,C
,1,1, �7'+� �����'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,;
,1,1- �7'+� ���'� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,;
,1,1	 $�93� +'3����>�� ������'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,;
,1,1E ��+����'���� �� ��'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -)
,1,1B !�+���� ��� ��93�� A ������� <
�'���>���? 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -)
,1,1� !�� ��������� '�����'��.�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -

,1,1C ����� �������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -


,1- !����
���'�+'�� A ��8'� =����+'3����>�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -

,1-1
 ���+����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -

,1-1, ��+�������� ��� ����� �� �� �' 
��'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -,
,1-1- 0��7��� �� 
�+����'���� �� ��'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -,
,1-1	 !�� ������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 --
,1-1E ��'������ �� 
�������� ��� 
7'+� 
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -	
,1-1B �D�� �� �����'3� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -	
,1-1� ��+����'����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -B



� ����� ��	 
����
�	

,1-1C �����'3� �� ��93� +'3����>�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -B
,1-1; ���
���� �� 
�++'��� ��� 
���'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -�
,1-1
) �/�+��� �� 
8
�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -;
,1-1

 ���
������ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 	,

" ����������� 
� 
��
������ 
��� �� ������ �������
����� "���� $"
-1
 ��>���
� �/����+���'�� ��'��'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 	-

-1
1
 !�� $0�G �'�4 ����G +��'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 		
-1
1, ��'��=��� '� ��93� +'3����>�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 	B
-1
1- ��>���
� �� 
�+�������� �� ���.'���'���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 	B

-1, H�'�
7����+��� �� ����� � ��
���
7�+��� ����
���'����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 	�
-1,1
 �����.'���� ��� ��
���'����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 E)
-1,1, #���� >�'���'��.� ��� ��
���'����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 E)
-1,1- #���� >�'����'��.� ��� ��
���'����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 E,
-1,1	 ���
������ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 EB

-1- �'����'���� �� ��'������ ��� �'�'+9���� �� ��93� �� ��� 
������'�� 1 1 1 1 1 1 EB
-1-1
 0����� ��� =��>���
�� �� ��93� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 EB
-1-1, �'����'���� �� ��+��� ��'��+�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 E�
-1-1- ��'������ �� �������
�������� ��� �'�'+9���� ��� 
������'�� 1 1 1 1 1 1 B)

-1	 #���� �� ���I� �� ������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B,
-1	1
 ���������� �/����+���'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B,
-1	1, ������� �/����+���'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B,
-1	1- $��I� �� 
������'� � 
�+�'�'���� '.�
 �7�+'�:H��+� 1 1 1 1 1 1 1 1 B-
-1	1	 ������� �� 
������'� � �D��� �� ������3�� 
�����>�� �'��'�� 1 1 1 1 1 1 BE
-1	1E ������� �� 
������'� � �D��� �� ��'3� �7��+�>�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 �-
-1	1B ���
������ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 �C

$ % ����
��
������ �� ����
��� 
� �� ��� �� 
�� & 
� ������ 
� �'��� (�
	1
 !�� ��D������ �
��'���� �� �' ��'������� .��� �� ��3�+� 
� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 C,

	1
1
 J��'������:�:�� ��+��� 
� K 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 C,
	1
1, �'@ ���'� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 C-
	1
1- �'@ �� �����'
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 C	

	1, !�� >�'��:
������'�� � ���3��� �� ��'3�����
 ��� L�
��'����� �� �7'�� 1 1 1 1 CE
	1,1
 ����'����� �� L�
��'���� �� �7'�� �� �� ������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 CE
	1,1, ����� ��� �/
��'����� -� �� 
� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 CB
	1,1- H��
���� �� 
�����'���� �� ������������ �� �+������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 C�
	1,1	 ��'��3�� '.�
 �� �'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 CC
	1,1E H��
��'����� �� �7'�� �'�� �� ��93� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 CC
	1,1B H��
��'����� �� �7'�� ���� >�'��:
������'� �� �/�'����� 1 1 1 1 1 1 ;,
	1,1� ���
������ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;-

	1- ��D�'
���� �� 6�'33G ��'������� A 2 �7����� ����
��.� �� .������ 1 1 1 1 1 1 1 ;	
	1-1
 $���
��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;	
	1-1, #>�'���� �� �
7�M���3�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;E
	1-1- �������� � �8��9+� A ���/ ��.�'�/ �>��.'���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;B

	1	 �/������� '�/ ��'�������� A 4 �7����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;;
	1	1
 H��>���
� �� �'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;;



����� ��	 
����
�	 �

	1	1, ��������� �� �����'�
� �� '+������� �� 
����'3� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
))
	1	1- ��+�'�'���� ��� ���
���� A , �� 	 �7����� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
))
	1	1	 �����'���'���� A �� '��+� A ��������� ��.�'�/ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
))
	1	1E $���>��� ��'�����'���� <��D�'
���� �� 6�'33? 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
)


	1E �����
'���� A �' +����� �� �' ������������ ��� .������� ���3������'��� ����

������'� �� 6���:�������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
)

	1E1
 $����
��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
)

	1E1, !�� ��D������� 
������������ '� ���
��� �� 6�'33 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
),
	1E1- ��+�'�'���� �� �' ���
����
���� �'�� �� ��93� �� 7��� �� ��93� 1 1 1 
)	

) *�� �� 
� �� 
�����+ ���� 
�� ,������� 
- � � ����
��
����� ��� ���
����
�
���� 
� ����� �.!
E1
 ���������= �� 
'�'
�������>��� ��� �'���� �� 6�'33 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
)�

E1
1
 ������ ���'�'��� � ��'� ������� ��� '��+�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
)�
E1
1, H��>���
� '������G �����'�
� ��� �'���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
)C
E1
1- ��'�������� +���� �� (�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
);
E1
1	 ��'������ �� ���'

��� � �� ��(�� 
��
�'� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 



E1
1E ��='�� ��'��3��+��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

E
E1
1B �����:��L�/��� � ���/ ���� �� ��D�'
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

B

E1, �
>�������� �� ����+��'���� ��� ���
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

�
E1,1
 ��>���
� ��'
>�������� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

�
E1,1, 0����� �� ���N
'
��� �� ��D�'
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

�
E1,1- �/�+��� �� ���
��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

�
E1,1	 �7��/ �� ������'�� �� �' ��D�'
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

�
E1,1E ����+��'���� �� �' ����� ��'����
'���� ��� �'���� �� 6�'33 1 1 1 1 1 1 

C
E1,1B ���
������ ��� �' ��'������ ��� �'���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
,,
E1,1� ��
���'����� ����������� ��� >�'��:
������'�� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
,,
E1,1C 0�8���'3� ��
���'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
,E
E1,1; ������� I�'��� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
,B

E1- ��'�8�� ��� ���
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
--
E1-1
 $��I� ��� ���
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
-E
E1-1, !'�3��� ��� ���
���� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
-E
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������ ���� ���+�9�� ��'���'���� �� 
;;E O
G ,G -℄G ��� 
������'�� �� 6���:�������� �� 3'@
����� ��� ='�� ����(�� �� ��9� ��+����/ ��'.'�/ �/����+���'�/ �� �7����>���1 H�� ,)), ����
�� 	) �/������
�� '8'�� ������ �� 
������'� ��'���� ��
������G '.�
 ��� '�
'���� Q87��G
7!�G 23�'G 1�G 85��G 412 �� 133��R �� �� 3'@ �'�� �'�� �� ��'� +��'��'��� Q4��∗R1 !� ���/
����� �� �78��>�� ,))
G ��
���� A �1 �1 �������G S1 2������� �� �1 �1 S��+'� <���� �'
��'���'���� �� �' 
������'���� �� 6���:�������� �'�� ��� ��'3�� 3'@��/ ��'��+�� '�
'����G
'���� >�� ���� ����� ������ ������9��� =���'+���'��� ��� ��� ���������� �� 
������'�?G
��+��3�� �3'��+��� �� �' ������ ��� ���+���� ������'�� ������� �'�� 
� ��+'���1

��� ��� �'����� �� �8�'+��+� �� 
� ��+'��� ��� ��� 
'�'
�9�� ��������
�����'���1 !��

������'�� �� 3'@ ��'��+�� ������ �� ������� A �' =�����9�� �� �' �78��>�� '��+�>��G �� �'
�78��>�� �� �' +'��9�� 
�������� �� �� �' �78��>�� ��� ����� �� +'��9��1

$'� �/�+���G �' �����L������G ��� .����/G ��� �/
��'����� �� �' �7��+��8�'+�>�� ���

������'�� ���� ��� �79+�� ������ '� ��+'��� ��� L����� >�'���>���1 !�� ���������� ��

�7����
� ��� 
������'�� ���� �'.'��'3� �'��'
7��� '� �79+� ��� ����� �� +'��9��1 J�'��
'�/ �����'
����� �����'��+�>���G A �' �7���'���
�'����G ���� ����� ���9.� �� �' �78��>��
'��+�>��1

!' +����� ��� L�
��'����� �� �7'�� �'�� ��� 
������'�� ��9� '����3�� �����
��� �'�� 
�

'��� ��������
�����'���1  � ��'3�� �� �D�� ����� 
����������� A ������� �� �' 
������'����
�'�� ��� �8��9+�� �� �'��� ��+������G +'�� '���� A ������� ��� ���������� �� 
�7����
�
��� 
������'��1 �'�� �' ������
��.� �� ��'����� ��� �/������
�� ������>�� '��+�>�� 3�����G
������ >�� �������=���+9����G �' 
�7����
� ��� 
������'�� ��� �� ����� 
��
�'�1

�'�� �� 
'� �� 
������'�� ��� '����������G �' 
�7����
� �� ���+��� �����G �� 
�7����
�
�� �7'��G ' ��� ��+������ �'� �����=���+9���� O	℄ �� �'� ���
����
���� �� 6�'33 OE℄1 ���� '
�3'��+��� ��� +��� �� �.����
� ���� ��� 
������'�� A ��+���'���� I���G 
����:A:���� ����
��� ��'3�� ���� �' =�'
���� 
�������� ��� ='���� OB℄1 ������ 
�� �/������
�� ��� +�����
>�� ��� 
������'�� A ���>������� ��� 7'��������+��� ��� �7'�� ���=��+�1 ���� '���� 
���G ��
3����� �� 51 �1 01 S'��'.�� ' +�� �� �.����
� ��� L�
��'����� �� �' �7'�� ���� 
������'�
��� '��������� �� =��+'���� O�℄G 
��� 7��� ���>������� �'� ��� 
������'���� ����'��1 �� ���

������'�G �� �7'�� ��� ���=��+� ��� '����� >�'��:
������'�1

!� 
'� ��� 
������'�� ��9� '����3��G �� ����� �� .�� �� �' 
�7����
� �� �7'��G ��� �'�:
��
�����1 �� �D��G +T+� A ���>�������G ��� ���.��� ��������� ��� L�
��'����� �� �7'��G >�� ��



� �������
����

����'�'������ >���� ������� ����� 
���'��� ��+���'���� 
'�'
�������>��G '������ ��+���':
���� �� �7'��1 ��� L�
��'����� ��� ���� ���3��� ��� =���� �����'���� �7��+�>�� ��� +����
���/
��'���� �� �'��� ����3��G �����+����������G �� 
������'�1

!' �����
���� �� 
� �7���+9�� ' ='�� ����� '�/ ��'.'�/ ��� �' 
������'���� A 
�
Q��� ��+������R1 $��� �� 3'@ ���'�G �� ' ��'���� ��� +����� >�� �' 
������'���� �'��
�� ��93� 7'�+���>�� A 
� ����� �'� �������� A �' ��+��� �7��+��8�'+�>�� OC℄1 $��� S1
2������� �� �1 51 .'� ������ ��� ��'��� >�� �' 
������'���� ��'�� ��������G ���� �� 3'@
���'� ������'�� �� ��+��� I�� ��'��+��1 0'�� ��� �����'
����� ����� '��+�� +���I���
���=����+��� �� 
�+�����+��� ���.� �'� 
�� +��9��� ���� �� 3'@ ���'�1 ����� �1 �1
$����.G �1 "1 �7�8'���4�. �� 51 �1 01 S'��'.�� O;℄G ����� 
��������� A ��� ��'�������
�� ���/ ��+��G A +����� >�� �' ��+���'���� �'����1 �� ������� ����� ��+���'���� ��
��3������
��
� TdG ��� =�'
���� ��'��+�� 
�������� '��'�'U� '� 
����� �� ��'3�G �V ���
L�
��'����� �� ������� ���� ������+���1 0'�� 
�� '��+�� 
�������� �� 
���������� >����
>�'��:
������'�G '8'�� ��� +T+�� ���������� �� ������� >���� 
������'�G +'�� ��� �7'��
��� ���=��+�G �� L�
��'���1 W +����� >�� �' ��+���'���� ��+����G �' �7'�� �����=��+���G ��
L�
��� �� +���� �� +����1 !���>�� ���� '������ ��� '���� ��+���'���� 
'�'
�������>�� TphG
���� �'��� >�� TdG ��� L�
��'����� �� �7'�� ���� A ���� ���� ������+���1 �� ������� �� TphG
'������ ��+���'���� �� �7'��G ��� '��+�� 
�������� 
���������� ���
 �� .�'� 
������'�G
�'�� L�
��'����� �� �7'�� �� �� �������1

�� 
�+�����+��� ' ������� ��� ������ �'� ��� +T+�� '������ '�/ 
������'�� -�G +'��
��9� '����3��G ���� ��� +���� �� �'��� ����3�� ��� �� 
�+�����+��� 
� O
)℄1 !�� 
������'��
-� ��9� '����3�� ���������� ���
 ��� 
'�'
�������>��� �� �8��9+�� �� �'��� ��+������1

!� 3����� �� S1 ���+�� ' ��+����� ���/�����
� ��� >�'��:
������'�� �'�� �� ��'3�
-� ��9� '����3� O

℄1 ����� ����� ��'�� �'��� ��� �' 
��.������ �� �/�'����� ����� ��� L�
:
��'����� �� �7'�� �� L�
��'����� �� �������1 ���� ��'�� �� '

��� >�'���'��= '.�
 ��� �����
:
����� �7����>���G +'�� �������'�� �� ���'

��� >�'����'��=1 ��� ����� ������+���'��� ���
L�
��'����� �� �7'�� ��+��'�� '���� ��
���'���1 ����� �'�� 
� ��� >�� ���� '.��� ��'����
���/������
� �� ���
����
���� �� 6�'33 ��������� �'�� 
� +'���
���1 ���� .�������G 3�X
�
A 
���� ��
7��>�� ��D������ �� 
���� �+���8�� �'� �� 3����� �� S1 ���+��G ������� ���
+����� >�'����'��.� ��� L�
��'����� �� �7'�� �'�� ��� 
������'�� ��9� '����3��1

/��� 
 �������

�� +�+���� ��� ��3'���� �� 
��> 
7'������1
• �'�� �� ���+��� 
7'�����G ���� ���������� ��� ������� 3����'��� ��� ��� 
������'��
�� 6���:�������� �� 3'@ ������1 ���9� '.��� ���9.�+��� ��
��� 
� >����� �� 
�����:
�'�G ���� ���������� �� �
7�+' 3����'� �� ���/������
�G ���� ��� ���+���� �7����>���
���������'���� A ���/�����'���� ��� ������'�� �/����+���'�/1

• !� ��
��� 
7'����� ��� 
���'
�� A �� ���+��� 
��
�'� �� +���'3� �/����+���'� �
�����
���'�+'�� A ��8'� =����+'3����>�� >�� ���� ' ���+�� ��������� ��� 
������'��
��9� '����3��1

• !� ������9+� 
7'����� �������� �' ��'���'���� �� �' 
'�'
�����'���� ��� 
������'�� >��
���� ��������1 J���>��� �'���
��'����� �� ��N
����� �/����+���'��� ����� A ��'�������:
��� �� 
������'� ���� ���'������1

• !� >�'���9+� 
7'����� '����� �' ���
����
���� �� 6�'33 ��� >�'��:
������'�� �'�
��� '���
�� �7����>���1 ���� 8 ���'8��� ��� ���
������� �7����>�� ��� L�
��'����� ��



�������
���� �

�7'�� �� ��� ��'�������� +�����7�����>��� ����
��.�� �� .������1
• !� ������� 
7'����� �������� �' ��'���'���� �/����+���'�� �� ��� ������'�� �� �' ���
:

����
���� �� 6�'33 ��� >�'��:
������'��1
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!�� 
������'�� �� 6���:�������� �� 3'@ ����� ���������� �' �'���
��'���� �� ����.�� A �'
=��� �� �' �78��>�� '��+�>�� �� �� �' �78��>�� �� �' +'��9�� 
�������� Q������R1 ����� ='Y��
3����'�� ��� ��
7��>��� �/����+���'��� �+���8��� ���� ���� ��'���'���� �� ���� �����G ������
>�� ��� +'�����'����� �'� �'���� �� �'� 
7'+�� +'3����>���G ���� 
����� �� �' �78��>��
'��+�>��G �'���� >�� ��� ������ �7����>��� �� ���
������� ��� 
������'�� ���� �'.'��'3�
����� �� �' �78��>�� �� �' +'��9�� 
�������� Q�����+ �����L����111O
,℄R1

�� ���+��� 
7'����� .��� A ���������� ��� '���
�� ���������� �� �' ��'���'���� �� �� ����:
���.'���� ��� 
������'��1 ���9� ��� ��9.� �������
���� A 
� >�� ���� '������ �� 
������'�
�� 6���:��������G ���� ���������� �� ���������= �/����+���'� �'�� ��� ����+���1 �'�� T���
�����>�� �
7�+' ��������G �� ��� '���@ �'�3�+��� ������� �'�+� ������ ��� �/������
�� ��

������'���� �'�� �� +����1 J���>��� ���+���� �7����>��� <�� �'��?G ���������'���� A
������� >�'����'��.� ��� 
������'�� ���� ������� ����������1 $��� I���G �' +��7��� ���+':
3���� �'� '��������� ��� �/���>���G �� ���'++���G ��������'���� ��� ������'�� ��� +��9���
�7����>��� <�� �'��? ���� ��'�'�8�� ��� �+'3��1

��� �� 
�����	
� �� ��	�
���	����

!� 
������'� �� 6���:�������� ��� �� ��(�� >�'���>�� +'
���
���>��G �� ���
 '�/ ���:
������� ��7'��������� �� ��
7��1 ����� �� ������'� ���� �D�� �7��+��8�'+�>�� ��� 
�'���>��G

'�'
�������>�� �� �' ��'�����>�� >�'���>�� �� 6���:�������� >�� ��'����>�� '�/ �'���
����
�� ���� ������ Q��� ������R1
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!� 
������'� ��� �� ����+��� �� ������ ���3��G >�� ���� ���� �'�� �� +T+� ��'� >�'�:
��>��1 �� 
� ='�� 
���� �� ��(�� �����������+��� 
�7�����1 ����� ��'�'��3�� �� �'���G >�� ���

�������� �� �7����� >�� ���� ���� �'�� �� +T+� +��� �� 
7'+� ���
���+'3����>��1

�� ���+�9�� �� �� ����� '����/�+'����G �� ���� T��� ��
��� 
�++� ��� =��
���� ������
+'
���
���>�� Q.��� �' ��
���� 
1-1
 ���� ���� �� ���'���R ψ(�r) =

√
N0φ(�r)G �V N0 ��� �'

�����'���� �� +��� �� 
������'�G �� φ(�r) ��� �' =��
���� ������ �� ����'� ����.����� ���
'��+�� Q��'� =���'+���'� �� ��93� �� ��� '��+�� �������'3������ �'�R1

!�� '��+�� '8'�� ��� ����
���� ������� 
�+���/�G 
�� ��'� >�'���>�� ���>�� +'
���
�:
��>��+��� �

��� ���� T��� +'������ �'� ��� ����� �'���:=��>���
�G �'� ��� �'����G �'��
����� �� 
�7����
�G �'�� >���� ��8 ' �'�G �� �'���
�����G �� �7���+9�� ���+������ �����'���1
 � ���� ���
 T��� ��'��=��+� ��9� ='
���+��� �� �������������� ����'���� ����'�� �/������ ��
�������� ��D������1

,+,+1 ����
� �&�� �#2�% �/!� 3 
��#���%���� #�!� )%4 �#*%" ��*)*

����������� �� ����+��� �� N ������ ������>���G �'�� �����'
�����G A ��+���'����
T G ���3�� �'�� �� ��������� 7'�+���>�� ��I�� �� ����'����� ωi '.�
 i ∈ {x, y, z}1 �'�� ��
=��+'���+� 3�'��:
'����>��G �' �����'���� N(Ek,l,m) ���� ��'� �� ��93� ������3�� Ek,l,m =
�(kωx + lωy + mωz) ���� ��� ������������ �� 6���:�������� �

N(Ek,l,m) =
ze−βEk,l,m

1 − ze−βEk,l,m
, Q
1
R

'.�
 β = 1/kBT G �� �V z = eβμ ��� �' =�3'
��� �� �8��9+�1 !� ��������� 
7�+�>�� �� �8��9+�
μ ��� �����+��� �� �3'�'�� �� ��+��� ���'� ��'��+�� A �' ��++� ��� �����'����� �� ����
��� ��.�'�/ ������3�� �

N =
∞∑

k,l,m=0

N(Ek,l,m). Q
1,R

�� �D�
��'�� �� ��.������+��� �� �����

N =
∞∑

k,l,m=0

∞∑

p=1

zpe−βpEk,l,m , Q
1-R

�� ������� I�'��+��� O
-℄ �

N =

∑∞
p=1 zp

∏
i∈{x, y, z}

(1 − e−βp�ωi)
. Q
1	R

!� �7���+9�� �� �' 
������'���� ���� '���� T��� +�� �� �.����
�G �� 
'�
��'��G ��+�:
��>��+���G A ��D������� ��+���'�����G �� ��������� 
7�+�>�� �� �8��9+� �� �' �����'����
�� ��.�'� =���'+���'� N0 = z/(1 − z)1 !' ���1 
1
 +����� �' �����'���� �� ��.�'� =��:
�'+���'� �� �� ��������� 
7�+�>�� �� =��
���� �� �' ��+���'����1 �'���� >�� �� ���������

7�+�>�� ���� .��� ) ����>�� T ���� .��� ��� ��+���'���� TcG '������ ��+���'���� 
����>��G
�� �����.� ��'

�+��'���� �'���� �� ���� ��� ������ �'�� �� ��.�'� =���'+���'� �� �������
�� Tc1
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�� ������� ��� �/��������� '�'�8��>��� '����
7��� ���� N0/N �� TcG �� 
�������'�� �'
��+��� �7��+��8�'+�>��G >�� ������� N → ∞ �� ω → ∞ ���� �� 
�����.'�� Nω3 I��G '.�

ω = (ωxωyωz)

1/3 O
	℄1 �'�� 
���� ��+���G �� ���'�'�� �' �����'���� �� ����'� =���'+���'�
�� �' �����'���� ��� ��'�� �/
���� �'�� ���>1 Q
1	RG �� ����.� �

N =
z

1 − z
+ g3(z)

(
kBT

�ω

)3

, Q
1ER

�V gp(x) =
∑∞

n=1 xn/np ��� �� ���8��3'���7+�1 �� �� ���� �' ��+���'���� 
����>��G ��
I/'�� N0 = 0 �� z = 1 �

Tc =
�ω

kB

[
N

g3(1)

]1/3

, Q
1BR

�� �' =�'
���� 
��������G >�'�� T < TcG

N0

N
= 1 −

(
T

Tc

)3

. Q
1�R

�� ���� .���I�� ��� �' ���1 
1
 �� ��� '

��� ����� 
���� �/�������� '����
7�� �� �'
=�'
���� 
�������� N0/N �� �� 
'�
�� A �'���� �� �' =�3'
���G �����+���� �'� ���>1 Q
1	R1 ��
�����' �� �������� A �' ��=����
� O
-℄ ���� ��� ����� ���'����� ��� �D��� ���� '� ��+��� I��
�� �'���
����G A - �� 
 ��+�������G >�� �+���� ��� 
����
����� '�/ ������'�� ������� A �'
��+��� �7��+��8�'+�>��1

!' ����� �� 
�+��� ��� �����'
����� ����� '��+�� +���I� ��39��+��� 
�� ������'��
Q.��� ��
���� -1-1,RG +'�� ��'������ �'� �� 
7'�3�+��� >�'���'��= '� �7���+9�� �� 
�
>�� 
��
���� �' ��+���'���� 
����>�� �� �' =�'
���� 
��������1
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$��� ������� �� 
������'� �� 6���:�������� A �'���� ���� 3'@ �����G �' 
�������� A
��'����� ��� ������ �'� ���>1 Q
1BRG >�� ����� �' ��+���'���� A '�������� '� ��+��� ��'��+��
�� ���
7'�������G �� ���� ���
���+��� A �' �������1 ����� 
�������� ���� ���/���+�� ��
=��
���� ���� ���� �'�'+9���G �' ������� '� 
����� �� �����'
� ��� �7'���G ��
��� '�����
�'�'+9��� �� ��3������
��
�G >�� ���� '�������� ��� .'���� 
����>�� ���� >���� 
������'�
'��'�'���� O
E℄ �

n(0)λ3
T = 2.612, Q
1CR

�V λT =
√

2π�2/mkBT ��� �' ���3���� ������ �� �� 6��3��� �7��+�>��G �� n(0) �' �������
'� 
����� �� 
������'�1 �� 
�+�����G '.�
 
� 
���9��G >�� ���� ���� 
7��
7�� A ��=������ ��
A �����I�� �� ��'3� ��'��+��G (��>��A '�������� �� �'�'+9��� �� ��3������
��
� 
����>��1
!' ��+'�
7� ���� ������� �� 
������'� ��� ���� ��������� �'� �� �
7�+' �� ���������=
�/����+���'� O���1 
1,℄G �V ���� ���� ���.�� �� �'�
���� ��� '��+�� �� ='Y�� 
7������3�>��1

!� ���������= >�� ���� ����������G >�� ������� ��� 
������'�� �� �������+ Q�������
C�R ��� ��
��� �� ���'�� �'�� ��� �79��� O
BG 
�G 
C℄G '�/>������ �� �����' �� �������� ����
���� �� ���
������1
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!' ����
� ��'��+�� Q�� =���R ��� ��� .'���� �� �������+ =������ �'� �� �������+
��>���� A 
,) Z�1 ��� =�'
���� ��� '��+�� �� 
���� .'���� ���� �� =��� �'� �� ���� ��

����+'����G ���� =��+� ���� (�� �7��+�>�� ����� .������ +�8���� �� -))+[�1 �'�� �� =���
�' ���3���� ������ �� �� 6��3��� �7��+�>�� .'�� λT = 10−11 +G �� �' ��� ��� 3'@ �'�='��� A
�������� �� .'���� �'���'��� ����� ��� ������� �� ������� �� 1013 '�[
+3 O
;℄1 ���' �����
�� �'�'+9��� �� ��3������
��
� ����.���� 10−14 Q'���� >�� ���� .��� '�������� 2.612 \R1

�� ������� �����,����

W �' ������ �� =���G �� (�� ��� ��=����� ��'��.���'��+��� �'� �'���G �'� ��� +��'��� �������
A , ��+�������G '������ +��'��� ��'��.����1 ���' ���+�� �� +���/ 
����+'��� �� (��G �� '����



�(� )���
�� � '� �&�'�"�����  *�&��+ ���' ��

��'�3+����� �� L�/ '� 
�����1 �� ��'��>�� �' +��'��� ��'��.���� ���+�� �� ��+����� ��
��+�� �� 
7'�3�+��� �� ��93� +'3����:����>�� Q.��� 
�:�������R ���� ='
���� ,1

�� ���������� � 2�����

��X
� A �������'
���� ������'��� ��� '��+�� �� (�� '.�
 �� �'��� �� ����'3�'�� ��
���� ������G �� (�� ��� �'����� (��>��A ��� .������ +�8���� �� >���>��� ��@'���� �� +9����
�'� ��
����1 ����� .������ ��� '���@ ='���� ���� T��� �'�� �' ��'3� �� 
'����� ���� ��93�
+'3����:����>�� Q$0�RO,)℄1 $��� >�� �������'
���� '��+��:�'��� ���� ������'��� ���� '�
���3 �� ���� �'�
���� �'�� �� ���� �� �'��������+���G �� 
7'+� +'3����>�� ��7�+�39��
��� '����>�� �� ���3 �� ����1 �����G �' .'��'���� �� ���D�� ������� ��� A �' ��
����'���� ���

�+������ �'� �D�� ]��+'� O,
℄1

�� ����� ������������� �3 �� ������� ����� �

!�� '��+�� �'������ ���� 
����
���G �'�� ��� 
������ �� �8��/ G �'� �� ��93� +'3����:
����>�� Q$0�R1 �� ��93�G ������'��=G ���+�� ��������� �� >���>��� ��
����� ��� �
7'��������
�� 108 A 109 '��+��G A >���>��� 
���'���� �� μ2G ���� ��� ������� ����.���� 1011 '�[
+31
!� �'�'+9��� �� ��3������
��
� ��� '���� �� ������� �� 10−71 !' +����� �� 
7�+�� �'��
�����'
� ��� �7'��� ��� ���
 �'�
����� A 
� ��'��1

�� ����� �������� �

!�� '��+�� 
'������ �� ��=������ �'� �� $0�G '��9� ��� ��'�� �� ��=��������+��� ���:
������� �'� ��� +��'��� ���8�7� O,)G ,,G ,-℄ ���� '�������� ��.���� 100 μ2G ���� ��'��=����
�'�� �� ��93� +'3����>�� 
��� �'� �� 
7'+� +'3����>�� ��'��>��1 ���� ��� �'���� ����
������� ����'�� 
���� �7'��G ���� �.���� ����� ��D����� �� �7����� �'� ��� '��+�� ���3��
+'3����>��+���1 !' ��D����� �� �7����� 
7'�D��'�� �� ��'3� ���3� +'3����>��+���G ��
��'��=����'�� ��� '��+�� .��� ��� ��'�� �������� ��� ���3�'���1 !� ��93� +'3����>�� ��'��

�����.'��=G �' �����9�� �7'�� �� ��=��������+��� A �D�
���� �� ='�� 3�X
� A �� 
7'+� +':
3����>�� �'���:=��>���
�G >�� �/����� �� ��93� ��� '��+�� ��� ���� ����3���>��� O,	℄1 !��

��������� ����� ��� '��+�� ����'��� ���+������ �' ���7��+'���'���� �� ���
7'������� A ���
��+���'���� ���� �'���1 �� ���
�����G '����� ��=��������+��� �.'���'��=G ���+�� ��'�'��:
��� �' ��+���'���� ���� �� '�3+���'�� �' ������� �� ��'3�G +'�3�� ���(�
���� 
�������
��� '��+�� �� <3�'���? ����3��1 �� �'�.���� '����G '.�
 106 '��+��G 1013 '�[
+3G A ���
��+���'����� ��=�������� '� μ2 Q�8��>��+��� E)) �2RG �� ���� ������� �� 
������'� ��
6���:��������1

���
������ � � �� ,�
�

������ 
�� ����'����� �� ���3�'3� �� �� ��=��������+��� �� ���� ��������� >�� ����>��
��� 
��������� ����� ��� '��+�� �� 87��G =�����G �� ��� +���
���� �� 3'@ �������� �� ����
�����
A .���G A ��+���'���� '+��'���G ���� <�'���?1 ��� =��� >�� �� $0� 
������� �� +'/�+�+
��'��+�� ��������G �� (�� ��� =��+�1 W �'���� �� 
� +�+���G �' ����� 
'�'
�������>�� ��
���/������
� ��� �� -) ��1 J�'���'��.�+���G �� ����+� ���
 ��
���'��� >�� �� �'�/ �� ������

������ �� ����	
�
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� �� ���� �� 
	��
�
	
� �����
���� �
��� ��	���
�
����� ��
 ��� 
���� �
����� �� ����� ��
� 
	� 
	
�
�
	
��



�, ������� � ! ���� �"����� � ��" #���"� �� $ ������" %&�&��' "

��� '��+�� �� ��93� ���� �����+��� ���� ����� >�� 
[-) �−11 �� �� �'�/ �� ������ ����
'�/ 
��������� ��� �� ������� �� �'�/ �� 
���������1 �� �D��G �'� 
���������G ��� +���
����
�� 3'@ �������� A ,;E2 
�++���>���� '�/ '��+�� ���3�� ��� ����3�� 
�����>�� �����+���
���� 3�'��� >�� �' ���=������ �� ��93� +'3����>�� >�� ��� �� >���>��� +21 ��� 
��������
����'U�� ���
 ��� �����1 �� 
'�
��� >�� ���� ������� ��� ����� �� .�� ��N�'���G �� .��� ����
T��� ��=������ A 10−10 +�'� O
;℄1 �� .��� ��� '������ 3�X
� A ��� ��+�� �����:+���
��'���
Q,
) �[�R '� ��.�'� �� ����
����� ���+'���G �� ���/ ��+��� ����>��� �� -) �[� Q.��� ���1 
1,R1
�� �����+'���� �� ���'�� ���� T��� ������� �� ����G +'�� ����� �'� ���������'���1

�� ����G �� ���� ���'�'�� ��� ��
������ ���+'��� �� ��
���'��� ��� ���3 �� �) 
+G ����
�� ��'+9��� ��������� �� 
 
+1 ��
� ���+�� ����'���� �� .��� ��D�������� ����� ��� ���/
��
������ O,E℄G �� ����� >�� �' �������� �� ����
����� ��
���'��� ��� 
)) =��� ���� ='���� >��

���� �� ����
����� ���+'���1  � ��� ����+� A >���>��� 10−11 +�'�1

��� �������	 ���������	 ������
��	 ���� �
 ��	
������� ��
������� ��	 
�����	
�	

���� ������������ �'�� 
���� �'���� ��� ���+���� �� �7������ ���������'���� A ��'�'�8��
��� �/������
�� ���������� �'�� 
� +'���
���1 !� ��� ����� �'� �� ��� ��.������� �� �� ���
������� �� ���=������ +'�� �� =������ ��� ������� ��
���'���� A ����� ��'.'�� �/����+���'�1
$��� 
7'>�� ��(��G ���� ���.�8��� A �� �� ��������� '���
��� �� ��=����
�1

,+5+, 	��#���%� 6 �� �*�%�!�� �!""� 3 ��%��/!�

�-�� ����� 
� 4�����/����,�5��

�� 
������'� �� N0 '��+��G A ��+���'���� �����G �'�� �� ��������� �� ���3�'3� V (�r)G
���� T��� ��
��� �'� ��� =��
���� ������ '������ �'�=��� =��
���� ������ +'
���
���>�� ��
�'�'+9��� �������G >�� ����� A ��� �>�'���� �� �
7�M���3�� ���:����'���G '������ �>�'����
�� �����:$��'�.�4�� O
	℄ �

[
−�

2
�∇2

2m
+ V (�r) + g|ψ(�r)|2

]
ψ(�r) = μψ(�r). Q
1;R

�'�� 
���� �>�'����G �� ���� ��� ���+�� ������ ������3�� 
�����>�� �� ����������� �'�� ���
�>�'���� �� �
7�M���3��G �� ����.� �� ���+� ��� ����'��� ���������'�� ������3�� �������'
:
����G ������������� A �' ������� '��+�>�� |ψ(�r)|21 !' 
����'��� �������'
���� g = 4π�

2a/m
������ �� �' ���3���� �� ��D����� a �� ��������� �������'
���� ����� '��+�>��1 �� ='�� �� �'
������
� �� 
� ���+� ��� ����'���G �� +�+��� �� ������ �� ���>�'���� ����� �'� �������������
A ������3�� �'� �'���
��� +'�� '� ��������� 
7�+�>�� �� �8��9+� μ1 !� ��������� 
7�+�>��
��� ��� A ������3�� ���'�� �'� �' ���'���� μ = ∂Etot/∂N01  � ��� �+����'�� �� ����� >�� �'��

���� =��+��'���� �� ���>�'���� �� �����:$��'�.�4��G �' ���+'���'���� 
7����� �� �' =��
����
������ ���

∫
d�r |ψ(�r)|2 = N01

��� �����1�������� 
� 
���� �� �����

$��� �'�.���� A 
���� �>�'����G �� ������� >�� ���� ��� '��+�� �� 
������'� ���� �'��
�� +T+� ��'� A ��� �'���
��� φ(�r)G ���+'���� A 
1 !' =��
���� ������ A N0 
���� ���
���
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��� �"��" ��

'���� Φ(�r1, ..., �rN0) =
∏N0

i=1 φ(�ri)1 W �'���� �� ���'+�������� �� �8��9+�

H =

N0∑

i=1

�∇2
i

2m
+ V (�ri) +

1

2

∑

i

∑

i�=j

Vint(|�ri − �rj |), Q
1
)R

�V Vint ��� �� ��������� �������'
���� ����� '��+��G �� �����+��� '���� �' =��
���� φ ��
+���+��'�� ������3�� �� �8��9+� E[φ] = N0

∫
d�rφ∗Hφ1 !' +���+��'���� �� ������3�� ��

�8��9+� 
������ A ���>�'���� �� �����:$��'�.�4��1 ����� +��7��� ��� �/���>��� �� ���'��
�'�� O,B℄1 ���� ���� 
����������� �
� �� +��������� ��� ��D������� '����/�+'����� ��
��:
�'���� ���� �'�.���� A Q
1;R1  � ��� �+����'�� �� ��+'�>��� ���� ��'���� >�� ���>�'����
�� �����:$��'�.�4�� Q
1;RG >�� ��� ���� �' =��+� 7'��������G �� ����� �'� ��� �' =��
����
������ A ��� �'���
��� φ +'�� ��� �' =��
���� ������ �� 
������'�G >�� ��� ������ A φ �'�
ψ(�r) =

√
N0φ(�r)1

	�������6�
57 ��++� ���� ��'.��� +��������G ���� ��� '��+�� ���� �������� �'�� ��
+T+� ��'� A ��� �'���
��� |φ〉1 !���'� �� 
������'� ��� ���
 �� ������� ���������
|Φ〉 = |φ(1)...φ(i)...φ(N0)〉1 ����� ��� '����/�+'���� �� �8�� �'�����:H�
4G �V 
7'>��
'��+� �.���� �'�� �� ��������� 
�+���'�� �� ��������� �� ���3�'3� �� �� ��������� ��

7'+� +�8�� �^ '�/ �����'
����� '.�
 ��� N0 − 1 '����� '��+��1

��������� � ����� �7 �� ������'�� >�� ���� ��� '��+�� ���� �'�� �� +T+� ��'� A ���
�'���
���G ��'����/�+'���� �� �'�����:H�
4 
������ A ��3��3�� �' ��������� >�'���>�� �
�� ��'����G +T+� A ��+���'���� ����� �' �����'���� ��� ��.�'�/ �/
���� �� �8��9+�
����� �'� ����
��+��� �����G �'� �� �D�� ��� �����'
�����1 �'�� ��� 
��������� �/����:
+���'��� �8��>���G �' ��������� >�'���>�� �� ��.�'�� �'� �/
���� >���>��� ����
����
O
	℄1

/�� 
����������� 
� 
����
�7 !� ��������� �������'
���� ����� '��+�� ��� +������� �'�
�� ��������� �� 
���'
� Vint = gδ(�r − �r ′)1 ����� =��+� ��� �� �'���� (����I�� �'� �'
='���� ����3�� 
�����>�� ��� '��+�� � ��� 
��������� �� =��� �'�� ������ sG 
'�'
�������
�'� ��� ���3���� �� ��D����� a ��9� ������ ��.'�� �' ���3���� ������ �� 6��3��� ���
'��+�� ���
7�� �� �' ��+���'���� �� 
������'����1 �� �D��G a = 5.32 �+G ���� ��
87�� �'�� ����'� |F = 1 , mF = −1〉G �� �' ���3���� ������ �� �� 6��3��� �8��>�� ����
��� '��+�� �� 87�� A 1 μ2 ��� �� 500 �+1


����1������� 
� 8'�����6����

��9� ���.���G ���� ��� 
������'�� ��'��+�� ���� ��� �����'
����� ���� �������.��G ��
���+� ������3�� 
�����>�� �� ���>�'���� �� �����:$��'�.�4�� Q
1;R ��� ��3��3�'��� ��.'�� ��
���+� �������'
�����1 !�'����/�+'���� �� �7�+'�:H��+� ����� '���� �

V (�r) + g|ψ(�r)|2 = μ. Q
1

R

����� �>�'���� ��� �/��T+�+��� ��'��>��G ����>�� �' �������� ��� �++���'�� �

|ψ(�r)|2 =
1

g
[μ − V (�r)]. Q
1
,R

����� �������� ��� ���� �^� .'�'��� �'����� �V μ > V (�r)G �� |ψ(�r)|2 = 0 '�������1 !' �������
'��+�>�� ' ���
 �' =��+� �� ��������� �� ���3�'3� ��.����� �� ����>���1 �'�� �� 
'� ����



�� ������� � ! ���� �"����� � ��" #���"� �� $ ������" %&�&��' "

��������� 7'�+���>��G �� ����'����� ωiG �� ���� �' +����� ���� �' =��+� �

|ψ(�r)|2 = max

[
μ

g

(
1 − x2

R2
x

− y2

R2
y

− z2

R2
z

)
, 0

]
, Q
1
-R

�V Ri =
√

2μ/mω2
i ��� �� �'8�� ��� �� �7�+'�:H��+� �� 
������'�G 
���� A ���� �� �����

�� 
7'>�� '/� ������ �� ��93� �V �' ������� �� 
������'� ��'�����1 !' 
�������� �� ���:
+'���'���� �� ψ ����� �' ���'���� ����� μ �� N0 �

μ =
�ω

2

(
15

N0a

aoh

)2/5

, Q
1
	R

�V ω = (ωxωyωz)
1/3G �� �V aoh = (�/mω)1/21

,+5+1 	��#���%� 6 �� �*�%�!�� �!""� 3 �7�%����� "�8��

���� '.��� (��>���
� ����� ��� �>�'����� ���+���'�� �� �����+���� �' ������� ��'��'��
�� 
������'� A ���>������� �'�� ��� ��93�1 $��� ��'�'�8�� ��� �/������
��G �� ��� ���������'���
�� 
���'U��� ���.������� �� 
���� ������� '��9� �' 
������ �� ��93� 7'�+���>��1 �� �D��G
�� 
������'� ����� '���� ��� �/�'�����G ��� ����
��'��+��� A �' 
��.������ �� ������3��
�������'
���� �����'�� �� ����3�� 
�����>��1 ����� �/�'����� ��� ���+����'�� ���� ���+'3����
�� 
������'� ����>������ ��� ���+�� ��'�������� ��� �'���� ���������� A �' ��+��� �� ����������
�� �8��9+� ���+'3����1

$'� �/�+���G �'�� ��� �/������
�� ��
����� �'�� 
� +'���
���G ��� ��+������� �'�� ��
��93� ��'���� �� ������� �� 130 × 1 × 1 μ+G �� '��9� �� ��+�� �� .�� �8��>�� �� ,E+�G ��
������� �� 130 × 100 × 100 μ+G �� �' ���������� �� �8��9+� ���+'3���� �� ������� �� 6 μ+G
���� ��� ���3���� ������ �� �C) �+1

�� +��9�� ���/�'����� '�'�8��>�� ���� �� 
������'� �'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+�
' ��� ��'���� �'�� O,�℄ �� O,C℄1 ���� �� ����+��� �
� ��� ������'��1

������+ ���� ��������

�� ���� +������ >�� ���/�'�����G ���� �� 
������'� �����'��+��� �'�� �� ��3�+� ��
�7�+'�:H��+�G ��� ��� ���'�'���� ����G '���������1 !' ������� ��'��'�� �� =��
���� ��
��+�� ���
��� �

|ψ(�r, t)|2 =
1

λ1λ2λ3
|ψ(

ri

λi
, 0)|2, Q
1
ER

�' ������'�
� ��+������� ��'�� 
������� �'�� ��� 
��N
����� λi1 $��� ��� 
������ ����'�:
�'��� �� ��93�G 
���� A ���� �� �� ��+�� ��9� 
���� ��.'�� 1/ωiG 
�� �'�'+9���� ���
7����
λi �'���=��� �� (�� ���>�'����� �

d2λi

dt2
=

ω2
i

λiλ1λ2λ3
, Q
1
BR

�V ��� ωi ���� ��� ����'����� �����'��� �� ��93�1 ���� ���.��� ���
����G �� �������� 
��
�>�'����� �'�� ��� 
��������� �� ����� �/������
�G �V �� ��93� ��� �� �8+����� 
8������>�� ��
��9� '���������1 !�� ����'����� �'��'�� ω⊥ �� '/�'�� ωz ���� ������ >�� �� �'����� ǫ ≡ ωz/ω⊥
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��� ��9� ����� ��.'�� 
1 �� ������'�� �� ���� �' .'��'��� τ = ω⊥tG ���.������� ��� �'�'+9����
���
7���� λ⊥ �� λz ��.���� �

d2λ⊥
dτ2

=
1

λ3
⊥λz

,

d2λz

dτ2
=

ǫ2

λ2
⊥λ2

z

. Q
1
�R

!' �������� A ������� ) �� ǫ �����

λz(τ) = 1,

λ⊥(τ) =
√

1 + τ2, Q
1
CR

�' �������� A ������� ���.'�� ���� �' ����
���� '/�'�� ��'�� λz(τ) = 1 + ǫ2(τ arctan(τ) −
ln
√

1 + τ2)1

������+ ���� 
�� ,�������

�'�� �� 
'��� �� 
� +��9��G �� ���� �����+���� ��+���+��� �' ������������ ��� .�������
���3������'��� '��9� �' 
������ �� ��93�1 !' ���'�'���� ���� ���/���+�� �� �' ='Y�� ���:
.'��� � �� .���+� ���+���'��� �� ��'3� 
����� '� ����� R(t) �� ����'
� ��� ��� ��'(�
�����
Ri(t) = λi(t)Ri(0), i ∈ {x, y, z}1 �� ����.'�� �'� �'����� '� ��+�� 
���� ���'���� �� ��:
���� ����
��+��� �� 
7'+� �� .������ �� ��'3� vi(�r, t) = riλ̇i(t)/λi(t)1 �� .��� >�� vi(�r )
��� ����'��� �� riG �� �'� 
����>���� >�� �' ������������ �� .������ ��������� �' ��������:
���� ��'��'��1 �'�� �� 
'� �� ����.������ ����'��'��� �� ��93�G ��� =��� '������ �� ��3�+�
'�8+�����>�� t ≫ 1/ω⊥G �� ������� '���� �' ������������ �� .������ ���+'����� �

D(vx, vy, vz) =
15

8πVxVyVz

(
1 − v2

x

V 2
x

−
v2
y

V 2
y

− v2
z

V 2
z

)
, Q
1
;R

'.�
 Vx = Vy = ω⊥R⊥ �� Vz = π
2 ǫ2ω⊥Rz1 �� �� ������ ��� ������������� �� .������ A ���

��+������

D(vi) =

∫ ∫
D(vi, vj , vk)dvjdvk

=
15

16Vi

(
1 − v2

i

V 2
i

)2

. Q
1,)R

!' �'�3��� ∆Vi �� �' ������������ ����� ��'/� i ��� ���
 ��������������� A Vi1 �� �� ������
>�� ∆Vz/∆Vx ∼ ǫ1 $'� 
����>����G ���� �� ��93� ��� '���������G ���� �' =�'
���� ������3��
�������'
���� 
��.����� �� .������ ���3������'�� ��� ='����1

���
� ����

��� ������'�� ���+������ �� ��+����� ��� ���������� ��� 
������'�� �+'3�� '��9� ��
��+�� ���/�'����� ����� '�/ ���������� �� 
������'� �'�� �� ��93�1 �� ���� '����G �����



�0 ������� � ! ���� �"����� � ��" #���"� �� $ ������" %&�&��' "

'�����G ��� 
�+�'��� '�/ �����
����� �7����>��� �� ���>�'���� �� �����:$��'�.�4�� �'��
��'����/�+'���� �� �7�+'�:H��+�G �� ������ �' .'������ �� 
� +��9�� ���� �' ����'����
�/����+���'�� ������1

��I�G ���� 
��
����G ���� .�8��� >�� ���� �� ��93� ��� '���������G ���� ���/�'�����
'/�'�� ��� ='����1 ����� A ���� >�� �' ������������ ��� .������� '/�'�� �'�� �� ��93� ��� ���
+���I�� ����'�� ���/�'�����1 ����� ��� ��������� �+����'��� ���� ���/������
� �� ���
:
����
���� �� 6�'33 ��
���� �'� �' �����1

,+5+5 	��#���%� 6 �� �*�%�!�� ��� �!""�

$��� ��������� '���
�� ��� �/������
�� ���������� �'�� �' �����G �� ��� �+����'�� ��
��������� �3'��+��� ��� �'��� �� �' ���
������� ��� 
������'�� �� ������
� ���� ��'3�
�7��+�>��1 �� ����.��' �'�� ��� ��=����
�� O,;G 
	G -)℄ ��� ����� ���'����� �� ��(��1

���� 
���������� �'�� 
���� ��
���� �� 3'@ �� N '��+�� ������>��� ���3�� �'�� �� ��:
������� 7'�+���>�� ��'��>�� V (�r)G �� ����'���� ωG �� ������� �� �' ��+���'���� �� 
�����:
�'����1

9� ����� 
� 	�����+���

!' ���
������� �� 
������'� �� ��� ��'�� �/
���� ����'���� �� �'�'��9��G A �'���� �� ���>�':
���� �� ���������3 ���� ������'���� 
7'+� ψ̂(�r, t) �

i�
∂ ψ̂(�r, t)

∂t
=

[
−�

2
�∇2

2m
+ V (�r) − μ + g ψ̂†(�r, t) ψ̂(�r, t)

]
ψ̂(�r, t). Q
1,
R

�'������� >�� ψ̂†(�r, t) �� ψ̂(�r, t) ���� ��� ����'����� �� 
��'���� �� ��'���7��'���� �����
�'���
��� '� ����� �r1 �� ���� ��� +����� ���� �' =��+� ψ̂(�r, t) =

∑
j ψj(�r, t)β̂j G �V ��� ψj(�r)

���� ��� =��
����� ������ A ��� �'���
��� �� ��� β̂j ��� ����'����� ��'���7��'���� '���
���1

���������� :������� 
� �� :��
���� 
��
�����

�� ������
� ����� =�'
���� ��'��+�� 
��������G �� ���'�� ������'���� 
7'+� �� ���/

������������ �

ψ̂(�r, t) = ψ0(�r) + ψ̃(�r, t), Q
1,,R

�V ψ0(�r) ��� �� +��� �� 
������'�G 
�������� 
�++� �� 
7'+� 
�'���>�� �� �7'�� ��
��'+������� ���� ��I����1 ����� 
� >�� ���� '.��� '����� ���
���++��� �' <=��
���� ������
�� 
������'�?1 !' �����'���� ��� ��'�� �/
����G >�� ���� ����������� �'� ������'���� ψ̃(�r, t)G
=��+� �� ��'3� �7��+�>�� ����>�� �� 
������'� ��� '� �����1

!�'�����'���� <��'3� �7��+�>��? ���� �'���� �� ������+��� ��� �/
��'����� ����� �'�
��3�������+��� 
����
��G 
'� ������ ��� �/
��'����� �� ���� �'� �����3��� �7��+�>��G ���

���'��� �'�� .��'�� �� �' ��������� >�'���>��1 ������'�� ���� ��������� 
� ���+� 
'� �'
��������� >�'���>�� ��� ���� ='���� �'�� ��� 
��������� �/����+���'��� ���� ���.��� T���
+������1 ���� ���' ��3��3��1
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����1������� 
� 
'��� ��;��3 �� ������ 
 �� ,�����

�� ��(�
�'�� Q
1,,R �'�� Q
1,
RG �� �� '����>�'�� ��� '����/�+'����� �� $���. �� ��

7'+� +�8�� Q
'�
�� ��� ���.�'�G .��� O-
G ,;℄ ���� �' �'���� �� 
�� '����/�+'�����RG ��
'������ A ���>�'���� �� �����:$��'�.�4�� ���� �� 
������'� �

{
−�

2
�∇2

2m
+ V (�r) + g[n0(�r) + 2nth(�r)]

}
ψ0(�r) = μψ0(�r), Q
1,-R

�� ���� ��� ��'�� �/
����G A ���>�'���� �

i�
∂ ψ̃

∂t
=

[
−�

2
�∇2

2m
+ V (�r) − μ + g ntot(�r)

]
ψ̃(�r, t) + 2g n0(�r)ψ̃

†(�r, t). Q
1,	R

�� ' ���� �' ������� �� ��'3� �7��+�>�� nth = 〈ψ̃†(�r)ψ̃(�r)〉G �' ������� �� 
������'�
n0(�r) = |ψ0(�r)|2G �� �' ������� ���'�� ntot = n0+nth1 !' +�8���� 〈 〉 ����3�� �' +�8���� ��':
�����>��G ��� ������+��� ��� ��'�� A N �'���
���� ���������G ���� ��� ������������ �7��+�>��
��� �/
��'�����1 ����� +�8���� ����� ��� =��+� ��9� ��+��� �'�� �' �'�� ��� �/
��'�����
������� �� �8��9+� Q.��� ���>�'���� Q
1,CRR1

��� ���/ �>�'����� ���� 
�������G �� ���.��� T��� �������� ����+���1 0'�� �� .��� >��
Q
1,	R 
������� A �' =��� ψ̃ �� ψ̃†1  � 
��.���� ���
 �� �' �������� �� +T+� ��+�� >�� �'

�+���/� 
��(�3���1 �'�� 
� ���G �� �D�
��� �' ��'��=��+'���� �� 6�3������.1

8����:�������� 
� ������ +�,

!' ��'��=��+'���� �� 6�3������. 
������� A �
���� ψ̃ �� ψ̃† ���� �' =��+� �

ψ̃(�r, t)_
∑

j

[
uj(�r) α̂j e−iǫjt/� + v∗j (�r) α̂†

j eiǫjt/�

]
,

ψ̃†(�r, t)_
∑

j

[
u∗

j (�r) α̂†
j eiǫjt/� + vj(�r) α̂j e−iǫjt/�

]
,

Q
1,ER

α̂†
j �� α̂j ��'�� ��� ����'����� �� 
��'���� �� ��'���7��'���� �� >�'��:�'���
���� ������3�� ǫj 1

�� ���� '������� ��� ���'���� �� 
�++��'���� �� ������G [α̂i, α̂
†
j ] = δij 1 uj �� vj ���� ���

=��
����� ������ ��� +���� �� >�'��:�'���
����1 �����G ���>�'���� Q
1,	R �� �' 
��(�3���
���� �'���='���� '.�
 ��� 
��������� ���.'����G '������� �>�'����� �� 6�3������.G ��� uj G vj G
�� ǫj �

Ĥ0uj(�r) + gn0(�r)vj(�r) = ǫjuj(�r),

Ĥ0vj(�r) + gn0(�r)uj(�r) = −ǫjvj(�r),

Q
1,BR

�V Ĥ0 = −�
2 �∇2

2m + V (�r) + 2 g ntot(�r) − μ1 !�� '+�������� uj �� vj ��������� �� ���� A �'

�������� �� ���+'���'����

∫
d�r [u∗

i (�r)uj(�r) − v∗i (�r)vj(�r)] = δij . Q
1,�R
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!' ������� �� ��'3� �7��+�>��G ��(A ��I��� 
�++� nth = 〈ψ̃†(�r)ψ̃(�r)〉G ���� +'�����'��
T��� �/���+�� �'�� �' �'�� ��� >�'��:�'���
���� �

nth(�r) =
∑

j

[
|uj(�r)|2 + |vj(�r)|2

]
〈α̂†

jα̂j〉 + |vj(�r)|2 Q
1,CR

�'�� 
���� �/�������� �� �' ������� �� ��'3� �7��+�>��G �� ���+�
∑

j |vj(�r)|2 ���������� �'
��������� >�'���>�� Q���+� ��� ��� A �_)G +'�� ���(���� ��9� ='����R1  � ���' ��3��3� �'��
�' ����� �� 
'�
��1 !� ���+� 〈α̂†

jα̂j〉 ��� �' �����'���� �7��+�>�� ��� �/
��'����� ������3���

ǫj 1 !' ��'�����>�� �� 6��� ����� 〈α̂†
jα̂j〉 = 1/[exp(ǫj/kBT ) − 1]1

������ �� � � ��� � ���������
 ��� �

• !�� >�'��:�'���
���� ���� ��� +���� ������� ���/
��'���� �� L���� >�'���>�� >�� ����

����������1

• !��/������
� �� 3����� �� S1 2�������G ��
���� �'�� �' ��=����
� O-,℄G +�� �� �.����
�
�/����+���'��+��� �' ��
�+�������� �� α̂† ��� ψ̃† �� ψ̃G �'�� �����'
� �� H������1 �����
A ���� >���� 
��'�� ��� �/
��'���� Q>�'��:�'���
���R ���+������� �k Q�'� ��D�'
����
�� 6�'33R �� ='���� ����3��G ��� �����.��� Q�'� ���
����
���� �� 6�'33R >������ ���

��������� �� �'���
���� ���+������� �k �� −�k1


����1������� �����
������ �

$��� �������� ��+���+��� ��� �>�'����� �� 6�3������. Q
1,BRG ���� ='����� ��'����/�+':
���� ��+�:
�'���>�� O,;℄1 ����� A ���� >�� ���� '��������� '�/ >�'��:�'���
���� ��� �+�������
�p ���� ��I���G ����

uj(�r) → u(�p, �r)eiϕ(�r),

vj(�r) → v(�p, �r)eiϕ(�r),

∑
j

→ 1
(2π�)3

∫
d3p

Q
1,;R

!' �7'�� �� ���+������� ���� ����� �'� �p = ��∇ϕ1 !' ��'��=��+'���� �� 6�3������. Q
1,ER
��.���� Q�� ��
��'�� �� ���+� �� �7'�� �'�� u �� v ���� ���� �� 
�'���R �

ψ̃(�p, �r)_u(�p, �r)α̂(�p, �r) + v∗(�p, �r)α̂†( �−p, �r),

ψ̃†(�p, �r)_u∗(�p, �r)α̂†(�p, �r) + v(�p, �r)α̂( �−p, �r),

Q
1-)R

����� '����/�+'���� ������� p ≫ �/aHOG �V aHO = (�/mω)1/2 ��� �' �'���� �� +���
=���'+���'� �� ��93�G �� ��
������ kBT ≫ �ω1 �� ����.��' ��� ���
������ ���� ���
��� ���

��������� ��'����
'���� �� 
���� '����/�+'���� �'�� O,;℄ �� O
	℄1 ���� ��.���� A 
���������
�� ��'3� 
�++� ��
'��+��� 7�+�39��G ��G A 
� �����G ��� (����I�� ����>�� �' ���3���� ������
�� �� 6��3��� �8��>�� ��� �'���
���� ��� ������ ��.'�� ���
7���� �� ���3���� �� .'��'���� ��
�' ������� �� ��'3� O-)℄1 �� ��3��3�'�� ��� ����.��� ���+�9��� �� u �� vG �� ��
���� �� ϕG
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�������  � '/&��� � " 
��� �"��" ��

�� �8��9+� ���>�'����� Q
1,BR ��.���� �

[
p2

2m + V (�r) − μ + 2gntot(�r)
]
u(�p, �r) + gn0(�r) v(�p, �r) = ǫ(�p, �r)u(�p, �r),

[
p2

2m + V (�r) − μ + 2gntot(�r)
]
v(�p, �r) + gn0(�r) (�p, �r) = −ǫ(�p, �r) v(�p, �r),

Q
1-
R

��� ���� 
�� �� ������ 
� ������ +�,

!' ���������� ��� �>�'����� �� 6�3������. �'�� ��'����/�+'���� ��+�:
�'���>�� Q
1-
R
����� �� ���
��� �� ����3�� ��� �/
��'�����G .'�'��� ����>�� ǫ ≫ �ω �

ǫ(�p, �r) =

{[
p2

2m
+ V (�r) − μ + 2gntot(�r)

]2

− g2n2
0(�r)

}1/2

. Q
1-,R

�� ��� '+�������� ��� >�'��:�'���
���� �� ��������� �� �

u2(�p, �r) = 1
2ǫ(�p,�r)

[
p2

2m + V (�r) − μ + 2gntot(�r) + ǫ(�p, �r)
]
,

v2(�p, �r) = 1
2ǫ(�p,�r)

[
p2

2m + V (�r) − μ + 2gntot(�r) − ǫ(�p, �r)
]
,

u(�p, �r)v(�p, �r) = −g n0(�r)
2ǫ(�p,�r) .

Q
1--R

���.'�� ������3�� ��� �/
��'�����G �� �� ����� �r �V �� ��� 
�����9��G ��� �/��������� ����
�/���
����G +'�� +���� 3����'���G �� ���� ���
��� �� �� ���� '+������� ���.��� T��� �
�����1
����� 
� >�� ���� '����� .��� �'�� ��� ���/ 
'� �'���
������ ���.'���1

�7 �1
�������� 
��� �� 
��
�����

$��� ��� �/
��'����� A ����������� �� 
������'�G �'�� ��'����/�+'���� �� �7�+'�:H��+�G
�� �����'�� ���/�������� �� μ ������� �� ���>1 Q
1,-R �'�� Q
1-,R �� ������� �� ���
���� �

ǫinterne(�p, �r) =

√
p2

2m

(
p2

2m
+ 2gn0(�r)

)
. Q
1-	R

�� ���� ��+'�>��� >�� 
���� �/�������� �� 
������� ���� �' ������� �� ��'3� �7��+�>��G >��
�����+��� ����� ��� �>�'����� Q
1,-R �� Q
1-,R1 $��� ��� �/
��'����� �� ='���� ����3�� 
�����>��
Q+'�� �����
�'�� ���(���� �' 
�������� ǫ ≫ �ωRG �� ����.� �� ���
��� �� �8�� �7���� �

ǫphonon(�p, �r) = c(�r)p Q
1-ER

'.�
 c(�r) =
√

gn0(�r)/m �' .������ ��
'�� �� ���1

��� �������� ���� �������
� ��	���

� ��� �� 
��
�� �� ���
��� �	�� �
 
	
��
��� �	�	��
� ���℄� ��
�
������

��
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�
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�7 ������ 
�� <'� ���= ��������3 �����1������� 
� 	�������6�
5

�'�� �' ��+��� �V ǫ ≫ μG �� ���
��� Q
1-,R ����� �' =��+� ���.'��� �

ǫHF(�p, �r) =
p2

2m
+ V (�r) − μ + 2gntot(�r), Q
1-BR

>�� ����� '���� >�� �� ���
��� ��+�:
�'���>�� ����� �'���
��� �'�� �� ��������� �D�
��=
+���I� �'� �� 
7'+� +�8�� Veff(�r) = V (�r) + 2gntot(�r)1 ���' ��.���� A ��� '����/�+'����
�� �'�����:=�
4G '���
��� A ��'����/�+'���� ��+�:
�'���>��1 ����� ��+��� ��� ��9� ����� ����
��
���� �� ��'3� �7��+�>�� �'�� �� 
'� �V kBT ≫ μG 
� >�� 
��������� ��9� ���.��� '�/
����'����� �/����+���'��� �������'�� �� ��'3� �7��+�>�� .������ �'� �+'3���� ��'��'��1

����� '����/�+'���� ��.���� �3'��+��� A ��3��3�� �' 
�+���'��� v(�p, �r) ��� �/
��'�����
�'�� ��� �>�'����� �� 6�3������. Q
1-
R1 !�� '+�������� ��� �/
��'����� Q
1--R ��.�������
���
 �

u(�p, �r) = 1,

v(�p, �r) = 0.
Q
1-�R

!' ������� �� ��'3� �7��+�>�� ��� '���� ������� �� Q
1,CR �� ��� '����>�'�� ��� '����/�:
+'����� ��+�:
�'���>�� �� �� �'�����:H�
4G ���� �

nth(�r) = 1
(2π�)3

∫
d�p 〈α̂†(�p, �r)α̂(�p, �r)〉,

= 1
(2π�)3

∫
d�p

[
exp(ǫHF(�p, �r)/kBT ) − 1

]−1
.

Q
1-CR

�� '������ I�'��+��� A ���>�'���� �+���
��� �

nth(�r) =
1

λ3
T

g3/2

[
e−(Veff(�r)−μ)/kBT

]
, Q
1-;R

'.�
 �' ���3���� �� �� 6��3��� �7��+�>�� λT =
√

2π�2/mkBT �� �' =��
����� g3/2(x) =∑∞
n=1 xn/n3/21 ����� �>�'���� ��� �+���
��� ����>�� nth �����.���� �'�� Veff 1

������ �� � � ��� � ���������
 ��� ��

�'�� ��'����/�+'���� �� �'�����:H�
4G 
����:A:����G �'�� �� 
'� �� >�'��:�'���
����
������3�� 3�'��� ��.'�� �� ��������� 
7�+�>�� �� �8��9+� Qǫ ≫ μRG ��� >�'��:�'���
����
��������I��� '�/ �'���
����1 ���' ��3��I� >����� �/
��'���� �� 7'��� ����3�� ���� T��� 
����:
����� 
�++� ��� �'���
��� �(�
��� �� 
������'�1 $��� ���� 
��.'��
��G �� ��N� ���
���� ��
�8��9+� Q
1-)R '.�
 u = 1 �� v = 0G 
� >�� ����� ψ̂ = α̂1  � ��� '���@ �������= >�� ��� �7���:
+9��� 
����
��=� QA �����3��� �� �' ������
���� ����� �'���
���� �� >�'��:�'���
����R ��.�������
��3��3�'���� ���� ��� ����3��� 3�'���� ��.'�� ������3�� �8��>�� �������'
����1

�!� ���� "��� ��
�� �� ���	
� ��� 
���� �	

�
	
 ��� �
 ����������	
��� 
	�����
� �	�� ��� 
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�(, ����
�&��"����� �� 
��� �"��  � �� ���% �� �+�.� ��

���
� ���� �� ���'�
� 
� ����� ����

$��� 
��
����G ��'����/�+'���� ��+�:
�'���>�� �� ��'����/�+'���� �� �'�����:H�
4 ����
��� �/
��'����� 
��������� A ��
���� �� 3'@ �� ������ ��3����� �'� �� �8��9+� ���>�'�����
���� ��� 3�'������ ψ0(�r) �� nth(�r) �

{
−�

2 �∇2

2m + V (�r) + g[n0(�r) + 2nth(�r)]
}

ψ0(�r) = μψ0(�r),

nth(�r) = 1
λ3
T
g3/2

[
e−(Veff(�r)−μ)/kBT

]
.

Q
1	)R

�'������� >�� n0(�r) = |ψ0(�r)|2 �� Veff(�r) = V (�r)+2g[n0(�r)+nth(�r)]1 !' +��7��� ��'��'��
���� �������� 
�� �>�'����� ��� ��� ���
����� '���:
������'��� ����'��.�1 ���� 
������� A
�������� '�����'��.�+��� ��� ���/ �>�'����� �� �8��9+� �� 3'��'�� I/� nth ���� �' ���+�9��
�� n0 ���� �' ��
����1 !' ���
����� ��� ���'����� �'� �/�+��� �'�� O,;℄1

��� �
�

����	
���� �� 
�����	
� �� �� ��
 � ���������

��� ����� �/������
� �������.'���� ���� 
������'�G �� ���� 3����'��+��� ���� ��'3� ��
�������+ �����G �� ='�� �'� '��������� ���� �'���1 � �'���� �� ���+'3� �� <���+���? ��

������'� ��� �� ='��
�'� ����� A �����'�
�G �� ��� �� �D�� 
'�'��� �� +������ �' �������
��'��'�� �� ��'3�G >�� A ��� ���� ����� '

9� A �' ��+���'����G ��� ��+��� ��'��+��G ��
1

,+9+, �� �2��( � #�� %)����

!� �8��9+� ���+'3���� >�� ���� ��������� ��� �� �8��9+� 
�'���>��G A ��'������ ���+'3�
Q���1 
1-R1 !� ��'������ ���+'3� ��� '����� �'� , ��������G A �' ��+��� �� ��D�'
����G 
����3��

nuage d'atomes

laser sonde

doublets de transport d'image objectif de microscope CCD

f 2f f

θ

cellule

���� ���� +
)��� 	
 ����
��
 	� ������
 	�����
��
 ��� �&��������� ������
 θ = 11,�
����
��
 �


������
�� 	
 ������
 
���
 �
 ���
� ���	
 
� ���!
 ���� 	� ��-�
 ���������
� �� ���������� 	
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�� 	
 6μ� ������
 ��� �����
����
 	
 ���&.

��
�

��� '����'����� ��7���>��� �� ��
��� �����G �� -1C 
+ �� ��'+9��� �� 
E 
+ �� =�
'��1
!��+'3� ��� ������� '3�'���� �'� �� ��(�
��= �� E 
+ �� =�
'�� �� C++ �� ��'+9���1 �'
���������� A �' ��+��� �� ��D�'
���� ��� �� Bμ+1 !� 3�'������+��� �� �8��9+�G I/� �'� 
��
��(�
��=G ��� 
'����� �� ='��'�� ���+'3� ����� +��� 3�'���� ����� ��� �' ='
� �� �' 
������
�� ������ �� �'��� ����� ���� ��� �' ='
� ��������G �'�� 
7'�3�� �' +��� '� ����� �D�
����
��� �� ��'3� ��'��+��1 �� ����.� �� 3�'������+��� ������>�� ��� ��� �+'3�� ��� ���/



�, ������� � ! ���� �"����� � ��" #���"� �� $ ������" %&�&��' "

='
�� �� �' 
������1 �� �� ������ �� 3�'������+��� 
����'�� ����� ='
� A ��'���� �� �'

������G ��� >�� �'�� �� ��'� �� �' ��� ���
7���� ��� ���3����� .'�� 5.5(1)μ+[��/�� '����
���� 7���@���'��+��� >�� .����
'��+���1 �� ��/�� ��� ���
 A ��� ��9� �3'� A �' ��+��� ��
���������� �� �8��9+�1

�-�������� ��� �+��������

!�'��������� �� �'��� ����� ����������� I(x, y, z)G ����3� ��� ��'/� OxG �'� �� ��'3�
��'��+� �� ������� n(x, y, z)G ���� �' ��� �� 6���:!'+����

dI

dx
= −n(x, y, z)σI, Q
1	
R

�V σ ��� �' ��
���� �N
'
� ��'��������� ��� '��+��1 $��� ��� ��������� ='���� ��.'�� �������:
���� �� �'���'���� �� �' ��'������� ��������G σ �� ������ �'� �� IG �� ������3�'���� �� 
����
��� ��� ����'������ �� ��'3� ����� ����������� ��'��+��� Itrans �� =��
���� �� �����������
��
������ Iinc

Itrans(y, z) = Iinc(y, z) exp[−σ

∫
n(x, y, z)dx]. Q
1	,R

�� ����'�� ���/ �+'3�� 
����
���.�� ���'���� ����.���� 
))+�G ����� '.�
 ��� '��+��G
��'���� �'�� Q
� >�� ���+�� �� +������ IincRG �� ' ���
 '

9�G '��9� ��.����� ����� �'�
����� ��� ���/ �+'3��G A ��� >�'����� �� ������'�� >�� �� �' ������� '��+�>�� �� ��
�' ��
���� �N
'
� ��'���������1 �� ����'�� �� ��3'���7+� �� ���+'3� ��.���� �� ������� ��
��3�'� σ

∫
n(x, y, z)dx1 �'�� �� 
'� �V σ ��� 
����� Q������'���� ����� ��'������� =��+�� '.�


��� '��+�� ���'�����RG �� +����� '���� �� ='Y�� '������ n(x, y, z)1

��
���� �>
�
� 
-�+��������

��� ����� ���������= σ ����� �'� 
���� ' ������1 ����� �'��� ����� ��� ������'�� '.�
 �'
��'������� F = 2 → F ′ = 3G �� ���'���� ����'���+���1 �� �' ����
���� �� 
7'+� +'3����>��
�������� ��� ��
����� ���� �� �' ����� �� ���+'3�1 ��� '+�������G >�'�� A ����G ��� .�'���+��':
���+��� '� +'/�+�+ �� ������� �� �'���G ��'��9� ��� +������ �� 
�+����'���� �� 
7'+�
��+'���� �D�
����� ��� �����
���'�+'��1 �� ���+�9�� '����/�+'����G ���D�� ]��+'� ����
���
 T��� ��3��3�1 �� ���� ��� '��+�� �����'��+��� ���3�� �'�� ����'� |F = 1, mF = −1〉
��� ��� ����+��� ���� ������� ���+'3� �'�� �� ��.�'� F = 2G �� ' ������ �'�� ���� ���
����:��.�'�/ mF = ±2,±1, 0G �'�� >�� ���� �� 
���'���� ��� �����'�����1 �� ����'�� ��'/�
�� �' ���'���'���� ����'��� �� �'��� 
�++� '/� �� >�'���I
'����G �� ���� '���� ����+�� ���
��
���� �N
'
� +�8���� '����
7�� σ1 �'�� 
���� �'��G ��� ��'�������� ����>��� ���� πG ��
���� >�� ��� ����:��.�'�/ ]��+'� �� ������ �'�G ' ������G ��� ��'�� ��'�����'����G �� ����
���� '�������� ��� �����'���� �D�
��.� p(mF ) ����'�� ��'����
'���� �� �'��� �����1 ��
������� �

σ = σ0

∑

mF

p(mF )c2(mF , mF ), Q
1	-R

�V ��� c(mF , mF ′) ���� ��� 
��N
����� �� �����
7:����'� ��� ��'�������� |F = 2, mF 〉 →
|F ′ = 3, mF ′〉G �� σ0 ��� �' ��
���� �N
'
� ��� ��'�������� =��+��� mF = ±2 → mF ′ = ±3

σ0 =
3λ2

2π

1

1 + 4δ2/Γ2
. Q
1		R
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� δ ��� �� ���'

��� �� �' ����� �'� �'����� A �' �����'�
� Q�� �� ��'
� A δ = 0 ��
��'��>��R �� Γ = 5.90�@ ��� �' �'�3��� �� ��.�'� �/
���1

!�� 
��N
����� �� �����
7:����'� ��� ��'�������� +���� �� (�� ���� ����>��� ��� �'
���1 
1	1 �� ���� ��
'���� σ ����� ��� .'����� �/��T+�� ���� ��� ��'�������� π� �
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���� ���� /�
0
�
��� 	
 /�
&�
)12��	�� 	
 �� ���������� F = 2 → F ′ = 3�

1

3
<

σ

σ0
<

3

5
. Q
1	ER

�� ����'�� �' .'���� +���'�� �� ����
'���+��� Q
1	ERG �� ���� ���
 �� 
���� ='Y�� ����+��
�' ��
���� �N
'
� �� ��D����� +�8���� ��� '��+�� �

σ

σ0
= 0.45 ± 0.15 . Q
1	BR

�� ����+�G ���� ��� 
��������� ���.'���� �
` �'��� ����� ���'���� ����'���+���
` �D�� ]��+'� ��3��3�'���
` I ≪ Isat

` �'� �� ����+�'3� .��� F = 1G
�� ' ��� ����+'���� �'�� 
'����'���� �'���
���9�� �� �' ��
���� �N
'
� +�8����G �� ���
 ��
��+��� ��'��+�� �� ��'3�G A -)a ��9�G >����� >�� ���� �' ����
���� �� 
7'+� +'3����>��
��������G �� �' ���'������� ��� '��+�� �'�� ��� ���� ��.�'�/ �� F = 21

�� '���/�G ���� �/������ ��� ����������� �� 
��I3��'���� ���+'3���� �'� '���������G
�V ���� �����'��G �� ����
���G 
���'U��� ' ������ �' ��
���� �N
'
� �� ��D�����G �'�� '.��� A

���'U��� �' ����
���� �� 
7'+� +'3����>�� '� +�+��� �� �' ����� ���+'3�1 ����� +��7���
��� �'��� ��� �' �8+����� �� �' ��'������� F = 1 → F ′ = 0G ���� ���� ��� 
��N
����� ��
�����
7:����'� ���� �3'�/1 $��� >������ =��
������G �� 
7'+� +'3����>�� ��.�'�� T���
='����G ��=������ '� �'���G ���� >�� �� ��
'�'3� ��� ����:��.�'�/ =���'+���'�/ �'� �D��
]��+'� ���� ��3��3�'��� ��.'�� �' �'�3��� �� ��.�'� �/
���1

�#��

 $ #� %������������� &� %� '
	� �� (� )� �	� �	�� ����	
� ��
� ���� �� 
���� ���
���
	
 �� σ�



�� ������� � ! ���� �"����� � ��" #���"� �� $ ������" %&�&��' "

,+9+1 ��%"2�� #�!�� � %)� �%� %8��������

���� '.��� .� >����� �+'3� �'� '��������� =������G '��9� ��.����� �� =���G �� ��3�'�
������������� A �' ������� 
������

∫
n(x, y, z) dx1 ��G �� 3����'�G �' ������� �� ��'3� ���

�' ��++� �� �' ������� ����� 
�+���'��� �7��+�>�� QnthR �� ����� 
�+���'��� 
��������
Qn0R1 ���9� �/�'�����G 
�� �������� ���/���+��� O--℄ �

nth(�r, t) =
1

λ3
T

g3/2

[
exp

(
μ

kBT
−

3∑

i=1

x2
i

2X2
i (t)

)]
, Q
1	�R

n0(�r) = max

[
n0(0)

(
1 −

3∑

i=1

x2
i

R2
i (t)

)
, 0

]
, Q
1	CR

'.�


X2
i (t) =

kBT

m

1 + ω2
i t

2

ω2
i

, Q
1	;R

Rx,y(t) = Rx,y(0)
√

1 + ω2
x,yt

2, Q
1E)R

Rz(t) = Rz(0). Q
1E
R

"��� �' ��
���� 
1-1, ���� ��� �/��������� 3����'��� �� Ri(t) �� ��� 
��������� �� .'������ ���
'����/�+'����� Q
1E)R �� Q
1E
R1 �'������� �3'��+��� >�� λT =

√
2π�2/mkBT �� gn(x) =∑

i x
i/in1 �� ��'��>�� �� ��3��3� ���D�� ��� �����'
�����G '� ���� �� ��'3� �7��+�>��G ��� �'

�������G 
� >�� ��.���� A ����� μ/kBT = 01 $'� ����3�'���� ��� ��'/� �� �'��� ����� �������
�
� �'��'�G �� ������� ��� =��
����� �� I� ���� ��� �������� 
������� �

ñth(y, z) = ñth(0)g2

[
e−

y2

2Y 2 − z2

2Z2

]
Q
1E,R

ñ0(y, z) = max

[
ñ0(0)

(
1 − y2

R2
y

− z2

R2
z

)3/2

, 0

]
. Q
1E-R

�� ��'��>�� ���� ��� �'�'+9���� �� I� ���� ��������'���G +'�� �� ��������� �' @��� ��
I� �� ��'3� �7��+�>�� '�/ '���� �� �' ������������G �A �V �� ��8 ' �'� �� 
������'�G ����
+���+���� ��� ������� �� ���'�'���� ����� ��� ���/ 
�+���'���� �� ��'3� ���'�1 �� ������'��
��� �/��������� Q
1	;R A Q
1E
RG �� ���� ��+����� A �' ������� '��+�>�� �'�� �� ��93�G A �'
��+���'���� ��
1 !� ��'3� ��� ���
 �� ����
��� <
�+��9��+���? 
'�'
������1

���� .������ �'� �' ����� >�� ��� '����/�+'����� ��������� ���� ������� 
�� =��
�����
�� I�G ������ >�� ��'����/�+'���� �� �7�+'�:H��+�G �� �� ='�� �� ��3��3�� ���D�� ��� �����:
'
����� �'�� �� ��93� ����� ��'3� �7��+�>�� �� 
������'� ��� �' ������� �7��+�>�� '��9�
��+�� �� .��G �� ���� �'� ���'��+��� (����I��� �'�� ��� 
��������� �/����+���'���1 !' +�:
�7��� ��'�'�8�� ��
���� �
� ����� 
�����'�� �� ��9� ���� ������ �� 3�'����� ��� >�'������
+�������1



��

����
	�� �

�� �
��� �����	
���

�� ��� ���+���� 
��
�'�/ �� +���'3� �/����+���'� ��� �� ��93� +'3����>��1 ����� �'��

� ��93� >�� �� �'��� �' �����9�� ��'�� �� �' ��'���'���� ���� 
������'�G �� ��=��������+���
�.'���'��=G ���� �.��������+��� ��.����� +'�����'����� �� 
������'�1 !� ���.��� 
��I�'��
�� ��93� ��� �+����'�� ���� ������� �� ��=��������+��� �'�� �� ������ 
���������G 
���� A ����
'.�
 �� �'�/ �� 
��������� ���.�G ���� '������ ��� �7��+'���'���� �'���� �� ��'3� '��+�>��
O
BG 
�℄1 !� ��93� ���� �3'��+��� T��� ��9� ��'���G 'I� �� +'U������ �� ��+��� ��'��+�� ��
�' ��+���'���� �� ��'3� I�'�1 �� ����G �' ����
� �� 
7'+� +'3����>��G >�� ���� T���

��������� ��'�+'��� ���+'����� O-	℄G �� �� �������G ���� ������.�� '� +'/�+�+ ��'

9�
����>�� '� .���+� �

��� �'� ��� '��+��1 ��
� ��� �+����'�� ���� 
����
��� ��'�
���
��'��+�� �'�� �� $0�G +'�� '���� ���� ���.��� ='
���+��� +'������� �� 
������'� Q�'�
�/�+��� ='��� �� �' ���
����
���� �� 6�'33RG �� �� ������� ��� �+'3��1 ��I�G �' =��+� ��

������'� ������ ������ ��� ������������ �� ��93�1

����� 3����� ' 
7���� ���������� �� ��93� +'3����>�� 
�������� �� ������� ������'��
��� ����� =����+'3����>��� ���� 3����� �� 
7'+� (��>��'�/ '��+��1 �����G �� ��93� ��������
��� '.'��'3�� ���� =��� 
��I��+���G �� ���'��.�+��� ='����� 
���'��� �� =��
������+���G
(��>��A -)�G �� ���� '

9� ����>�� 
����
�1

$�������� 3����'����� �� 
� ��93� ��� ��� ��������� O
BG 
;℄1 !� ���������= ��.������ '�

���� �� �' �79�� �� "1 6�8�� O
�℄G �� >�� ���� '.��� +�� �� ��'
� ��� ���/������
�G ����
�������� �� =��� 
��I��+��� �'�� ���/ ����
�����G �� ='���� �'�� �' ������9+�G 3�X
� A �'
+��7��� ������� �� 
�+����'���� �� ��'�� Q�1�1 �� 
7'+� '� 
����� �� ��93�R1  � ���+��
'���� ��������� ��� 
������'�� ��9� '����������G ���� >�� ���3����[��'+9���∼ ,))1 ���� ��
���������� ��� ����
��'��� 
'�'
�������>��� �'�� 
� 
7'�����1

��� ����
��� �� ��� �
 � �
 �������

!� ���3�'3� +'3����>�� ��'��+�� ������� ������ ��� ���� +�+��� �����'��� +'3����>��
���+'���� �μ = −gF

μB
�

�F G �V gF ��� �� ='
���� �� !'���G �� μB �� +'3����� �� 6�7�1



�0 ������� � ! � ��1% +�%�&��.� 

�'�� �� 
7'+� +'3����>�� �B ������3�� ����������� �� ��'��+� Ep = −�μ · �B ���
��� ���

Ep = gF mF μBBG �V mF ��� �' ���(�
���� �� �F ��� �B1 ��++� �� �� ���� 
���� �'�� �� .���
>���� +���+�+ ��
'� �� BG ����� ��� '��+�� ���� >�� gF mF > 0 �������� T��� ���3��1 ��
�
A �' 
�������� >����� =��� �'�� �� ��93�G �� '��+� �� 
7'�3� �'� �� ���� ��.�'� mF � �� ����
���.�� '��'�'��>��+��� �� 
7'+� +'3����>��1 $��� 
��' �' ���'���� �� �B �'�� �� ��=��������
�� ��'��+�G �� +��.�+��� �'�� �� ��93�G ���� T��� ����� ��.'�� �' ����'���� �� ���
������

�� !'�+�� �� �μ '����� �� �B � ωLa = �μ· �B
�

1 !���>�� �' 
�������� �� ���.� '��'�'��>�� ���
��+���� O-E℄G ������3�� ����������� �� ������ �'� �� �' ����
���� �� 
7'+�1 ����� �' .'��'����
��'��'�� �� ��� +����� >�� ���+�� ��������� �� ��93�1

������ >�� �'�� �� 
'� �� �������+ �'�� �� ��'� =���'+���'�G �' 
�������� gF mF > 0
��� ��+���� ���� |F = 1, mF = −1〉 
'� gF=1 = −1/2 �� ���� |F = 2, mF = 1, 2〉

'� gF=2 = 1/21  � ��� ���
 �������� �� ���3�� �� +T+� ��+�� ���/ ��'3�� ���
���'����
��'��+�� �� ��������� ���/ 
������'�� A �' =��� Q.��� O
C℄R1 !�� �/������
�� ��
����� �
�G ��
��.'�
7�G ��� ������ ��� ��'������ '.�
 ��� '��+�� ���3�� �'�� ����'� |F = 1, mF = −1〉1
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!� ��93� ��� 7'�+���>�� �'�� ������ �� ����
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�'��'��+��� ����>�� ���� ���� ����3��1
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������� �� ='��'�� ='
� �� �� ='�� >�� �∇ · �B = 0G �� ���� �
���� ����
��+��� �� 
7'+� ����
�' =��+� .'�'��� '� ���/�9+� ����� �� x, y, z �

�Bquad =
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−Gx
Gy/2
Gz/2

⎞
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−Gx/2
Gy

−Gz/2

⎞
⎠ =

⎛
⎝

−B′x
B′y
0

⎞
⎠ Q,1
R

!� 3�'����� ���/���+� 
�++� B′ = 9
2μ0NI R2D

(R2+D2)5/2 G '.�
 N �� ��+��� �� ����� �'�

������ �� I �� 
���'�� >�� ��� ��'.����G R ���� �'8�� �� 2D �' ����'�
� ����� ������� ��
='��'�� ='
�1
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!� 
7'+� �����'��� ��� 
��� �'� ���/ ������� Q.��� ���1 ,1
 Q�RRG �� ���/���+� 
�++� �

�Bdip =

⎛
⎜⎝

−B′′xz/2
−B′′yz/2

B0 + B′′

2

(
z2 − x2+y2

2

)

⎞
⎟⎠ Q,1,R

!� 
7'+� '� 
����� B0 = μ0NI r2

(r2+d2)3/2 ��� '����� �� ��'�� Q+'3����>��R �� ��93� Q� �� �

���� ��I��� 
�++� �'�� �� 
'� �� >�'�������R1 !' 
������� ���
��� B′′ = μ0NI 3r2

(r2+d2)7/2 (4d2−
r2)1

1+1+5 	&% � ���%"

��++� �� ' ��� +�������� ���
���++���G �� ='�� �� ���.� '��'�'��>�� �� 
7'+� �'�
�� +�+��� +'3����>�� ��� '��+��G ������3�� ����������� ��� ��+���+��� ��������������� '�
+����� �� �B1 !� +����� �� �B ��� ��'
� ��� �' ���1 ,1,G �'�� �� ��'� xOy �� ����� ��'/� @1
�� .��� >�� �'��'��+���G �� ��93� ��� 7'�+���>�� '� 
����� ���� ����'���1 �� ��.'�
7�G ��
���3 �� ��'/� zG �� ��� 7'�+���>��1 �� �8�� �� ��93� ��� ��� ��+�:����'���1

$'� �� ��.������+��� '� ���/�9+� ����� �� B = | �Bdip + �Bquad| �� ����.� �

B = B0 +
1

2

(
B′2

B0
− B′′

2

)(
x2 + y2

)
+

B′′

2
z2. Q,1-R

�'�� �� ��'� �'��'�G �� �'8�� r0G ��� ��>��� ��'����/�+'���� 7'�+���>�� ��� .'�'���G ���
����+� 
�++� �� ����� �V �' ����.�� �� ���>1 Q,1-R ��� �3'�� A B′G 
����:A:����G r0 = B0/B′1

1+1+9 ��()�  %)�*��/!� �*�!"�%��

!�� =��>���
�� �'��'�� Qω⊥R �� '/�'�� QωzR �� ��93� '���
�� A 
� 
7'+� +'3����>�� ����
�����+����� �� ��(�
�'�� ���>1 Q,1-R �'�� ���/�������� �� ������3�� ����������� �

1
2mω2

zz
2 = gF mF μB

B′′

2 z2

1
2mω2

⊥ρ2 = gF mF μB
1
2

(
B′2

B0
− B′′

2

)
ρ2,

Q,1	R

ρ ��'�� �' 
��������� 
8������>�� �'��'��1
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1+1+: 	� ����%���� #! 8�%��

!��>1 Q,1-R +����� ��� ��������� �+����'��� ��� ��93�� �� �8��  �D�:$���
7'��1 !'

������� �'��'�� ��� ��.����+��� ��������������� A B0G �'�� �' ��+��� �V B′2/B0 ≫ B′′/21
��+����� �� ��'�� �D�� ���
 �� +�8�� ��+��� ��'�3+����� �' =��>���
� �'��'�� �� ��93�
�� ���
 �� ���.��� 
��I�'�� �� ��93�G ='
����'�� '���� �� ��=��������+��� �.'���'��=G ��
���+���'�� ��������� �� ��93� ��9� '���������G ��9� '����3�1

!' ��
7��>�� ���� 
�+������ �� ��'�� ��� ��9� ��+���1  � ��N� ��'(����� ��� ��'/� ��
������ ��� �'��� �� �������G '������ <'���:������?G �'�
������ �'� �� 
���'�� ������ A

���� ��� ������� 
��'�� �� ��93�1 $'� �/�+���G �� 
��I3��'���� ���+7���@ Q����'�
� �����
������� �3'�� A ���� �'8��RG �� 
7'+� 
��� ��� ��'/� ��� ������� ��� �� >�'���9+� �����G
�� .'���� '� 
����� ��� ����� � �� ���� '���� 
�+������ �� ��'�� �'�� ��+����� �' 
�������
'/�'��1

�� '���� �����T� �� �' 
�+����'���� �� ��'�� ��� ��'+�����'���� �� �' ��'������ '������1
�� '��+���'�� ��� ������� �� ������ �� �� ��'���:������ �� �����G �� ����� �� ��'�� 
��� �'� ��
������G ��+��� �� ��'��>�� �'� ��� L�
��'����� �� 
���'��G ��� �� �'���� 
�+����� �'� ��
+T+� ����� ��� �� 
7'+� ������ 
��� �'� ��'���:������1 �� ��'����� ���+�� �� ���� �
����
Bdip = αI �� Banti−dip = −βI '.�
 α, β > 01 !� 
7'+� ������'�� '� 
����� ��� '����
B0 = (α − β)I �� ��� L�
��'����� ���� ���������������� A α − β ≪ αG �� ��� A α 
�++�
�'�� �� 
'� �� ������ ����1 !' ��'������ �� ��'�� ��� ��9� �+����'��� ���� �� ��=��������+���
�.'���'��=G �V ���� ' ηkBT = (�ωRF−gF mF μBB0)G '.�
 T �' ��+���'���� ��� '��+��G ωRF

�' �'���:=��>���
� >�� =��
� ���.'���'���� �� η ��� 
����'��� >�� ��� �� 3����'� 
�+�����
����� B �� 
)1 $��� ��� =��>���
� ωRF ������G ��� L�
��'����� '������� �� ��+���'����
���� ���
 ���������������� '�/ L�
��'����� '������� �� ��'�� QA 
�������� ���� �^� >�������
������ ���� ������ >�� �� ��+�� �� �7��+'���'����R1 !' 
�+����'���� �� ��'�� ���+�� ���

��'+������� �� 
������� �� �' ��'������ �� �' ��+���'���� A �' I� �� ��=��������+��� �.'���'��=1
$��� ��� ����+'���� >�'����'��.� �� �' ��'������ �� ��'�� �� �� �' ��+���'����G .��� �' ��
����
-1-1-1

1+1+; �� ���� #�� ��()�� 6 8�8���� -
"%���/!��0

!�'

9� ����>�� +���+�+ ��
���'��� A �' ��'���'���� ���� ��93� +'3����:����>�� ����3�
A ��'
�� ��� �������G �� ��+������� 
����+9���>���G A ��� ����'�
� �� >���>��� 
����+9����
�� 
����� �� ��'3� ��'��+��1  � ��� '���� ��N
��� ��������� �� =��� 
��I��+���1 ��� ��������
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�����+��� 3 ��4�� 5 ���+�%�&��.� ��

��� ��'��+����� ��� ������� �'� �� =��� 
���'��G '��'�� �� >���>��� 
���'���� A �� +������
��'+�9���1 �'�������+���G �� ���� 
���'��� ���� ��������'���� 
����'�3�'���G �� ���+� ��
������'���� �� 
7'����G �� 
�++��'���� O-B℄111  � ��� ���'++��� ��
���'��� �� ='��� 
��
����
�� ���'� ���� �������� A ����������� +T+� ��� �������1 $'� �/�+��� ��� ���/������
� ��

������'���� �� ��7����+ +��'��'��� �� ����� 3�����G ��� 
���'��� +'/�+�+ �������� ����
����.���� ,E)� ���� ,)"1 !�� E 4S �������� �'� �D�� 5���� ���� �������� �'� �� ���'� ����
��� �������� �� 
E �'��G 
��
��'�� �'�� ��� ������� Q���� �� 
��.�� �� ,1E++ �� ��'+9���
���������R1 !� 3�'����� ������ ��� �� ������� �� CE�[
+ �� �' 
�������G ����.���� ,)�[
+21

1+1+< ��� ��"!����� %"����%��=��

��� �������� ��9� ���+������� ������� �� 
7'+� +'3����>�� �� +�
��:I�� 3�'.�� ���
�� ������'� �� �8�� ����
��+ �� 
�+���'���� '.�
 �� 
7'+� �� ������� �/������ O-�G -C℄1
�����G ���� >���>��� '+�9��� �'�
���'�� ��� +�
��:I�� �� >���>��� ��@'���� �� �'��� ��

7'+� �/�����G ��� 3�'������ �'��'�/ �� ��������� 4�[
+ ���� �������1 ��� ��� ��N
�����
�� 
���� ��
7��>�� ��� ��� '� ����� .���+� �� 
'����� �� ��93� +'3����:����>�� �� ='��
�� �' ���/�+��� �� �' ���='
� ����'�� ��� I��G >�� ��+��� �� ��+��� ��'��+�� �'�� �� ��93�
+'3����>�� A >���>��� 1061 !' ���='
�G �� ����7�+�3������ ��� I��G �'�� 
���'��� 
'�G
��=��+� �3'��+��� �� ��93� +'3����>�� (��>��A =�'3+����� �� 
������'�1 ��'����� �8���
�� ��93�� ��� ��� ��.����� ���� ������� ��� 
���'��� ��
���'����G +'�� �'�� 
7��
7�� ��

��I��+��� �'���
���9��+��� ���.�G ���� >�� ��� ��93�� ���
 O-;℄ >�� 
����� ��� 3�'������
�� ,)) �[
+ Q
������� �� ,E)�[
+2R ���� �� 
���'�� �� ,E�1

1+1+> ����� ��"!����

!' �������� >�� ' ��� 
7����� ���� �� �' 
������
���� �� ����� �/������
�G ��� �� 3�����G
�'�� ��� �'���'�/ �� =��G �� 
7'+� +'3����>�� 
��� �'� ��� ������� (��>��A ���/�+��� ���
'��+��1 !� 
7'+� ����� .���+������ ������ �� ��������� ��@'���� �� ����� �� I� 
���/
���� �� 
���� ='Y�� T��� 3���� �'�� �� �'���'� ���� �� ���/ 
����+9���� �� ��'+9���G 
�
>�� ���+�� A �' =��� �� 
��I��+��� �+����'�� �� �� '

9� ����>�� ��9� �'�����'���1

��� �����
���
��
�� $ ��%
� &�����
 �������

�'�� 
���� �'���� ���� ���������� �'����+��� �� ����
��� �� ��� 
'�'
�������>��� �+:
����'���� �� �����
���'�+'�� �� ����� �/������
�1 �� ����.��' �'.'��'3� �� ���'��� ���
�' �7����� �� ��'����� ��� =����+'3����>��� �'�� �' �79�� �� 61 ��������� O
B℄G �� ��� ��
��.������+��� �� �����
���'�+'��G �� 
���'���'���� '.�
 01 !�
��.'�� �� !�� � Q>�� �� '
�3'��+��� '����� �' 
������
����RG �'�� �' �79�� �� "1 6�8�� O
�℄1 ���� ��������� �������
��� �� =��
������+��� �� �����
���'�+'�� ���� ���� 
8
�� ���� �� �����
���� ���� 
������'�1

1+5+, ?*� *����

!� ��93� ��� ���������� �
7�+'��>��+��� ��� �' ���1 ,1-1  � ��� 
�������� �� (�� ��
������� ������������ ���1 ,1
G 
7'
��� ������ ������'�� �� ���� =����+'3����>��1 $��� >��
��� ���
��� ��� ��3��� �� 
7'+� ������ 3������ ��� ����������� �� ���� ���3����G ��� �����
>������� 
����
���� ���� ������ �'� ��� 
��'��� =����+'3����>��1
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1+5+1 	� �������� #�� ��"�� �� #� "% 
!"%���

!�� ����� ���� 
��������� �� �'+����� �� =�� ��� �� 100 μ+ ����'������ �� �' 
��'���
�� =������� �� =��:����
��+ �� 50 μ+ ����'������1 !� =�� ��� ' ��� 
7���� ���� �' 7'���
���+�'������ +'3����>��G (��>��A 104G �� ��� =��� 
7'+� �� �'���'����G ��.���� 2�G ����
2 × 104 �1 !� =�������'3� ���� A '�3+����� �' �������.��� �� +'����'� ���� '������� ���

���'��� �� H��
'��� >�� �� ��.�������� A �' 
������ �� 
���'�� �'�� ��� �������1 ���

���'��� �'�'����� ��'��������� �'���������� �' ��
�����'�
� �� 
7'+� +'3����>�� O
;℄1 ��G
�� ����.������ �� ��93� +'3����>�� 
�����'�� ��� '��+�� ��� ���� ����� ���� ���.��� T���

��������� 
�++� ����'��'��� Q.��� ��
���� 
1-1,RG �� ��'3� ��'��+�� ��� ��=��+�G �� ���
�+'3� ��� ��N
���+��� ���������'���1

1+5+5 A*�&�#� #� 
� ����%���� #! 8�%��

��++� �� ' ��� +�������� ���� �� �' ���
������� �� ��93� ��  �D�:$���
7'��G �� ���
��������'�� �� ���.��� 
�+������ �� ��'�� +'3����>�� �� ��93� �'�� �� '������ �' 
��������1
��� �� ��93� A ������ 
�'���>��� ���� '.��� .� >�� ���� ���.'�� 
�+������ �� ��'�� ��

7'+� �����'��� �� '(���'�� ��� �'��� �� ������� '���:�������1 �'�� �� 
'� ���� 
7'+�
3���� �'� �� ���� =����+'3����>�� �� �� ���� �� 
�������� ��'(����� ��� �'��� �� �������
�/
��'���
�� ��� ��� ����� ��+���+��� 
8������>���G ����>�� �' 3��+����� �� 
7'+� ����� ���
�����G >�� ���� ��� 3����� +'3����>���G �� ������ >�� �� ���� =��+� �� �� ���� �
'���+���G
�� ��� �� �' =��+� ��� �������1 !' �������� ��� ����������� ��� �' ���1 ,1	G 
���� �� ����

�+���� O	)℄1
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'���� ������ <'���:������?RG �'���� >�� �' �'���� ����������G >�� 
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������� '/�'��G ���
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�+����'���� �� �' ������ <������?1 �� 
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7'+� 
��� �'� �' �'���� ���������� �� ����1 �� 
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��+'�>�� �+����'��� � �� ������ �� ��'���:������ ���� 
������ +'3����>��+���G �����
�'���'����� �� ���� �'� ��������'����1 �� �� ���� �'� 
����>���� 
��������� >�� �����

7'+�� ��'(������ ��+���+��� �� ��� �7���+9��� ��78�������� ���� 
�+���>���1  � �� ��N�
���
 �'� �� ��'�
7�� ��'���:������ ���� 
�+������ �� ��'��1  � ���� '.��� ��� '
���� ��.����1
��� �D��� ����� �'� ��� ������� �8���+'��>��+��� �'�� ��� 
��������� �/����+���'��� �������G
�� ='�� ���
 ='��� ��������� ����'��.�� ���� ������� �� ��93� '�/ 
'�'
�������>��� .������1
$��� 
��' �� ='�� �� ���.���� >�� ��� 
8
��� ����������� �
7�+'��>��+��� ��� �' ���1 ,1E ��
���� �'� �>��.'�����G +T+� ���� �� ='����� 
���'���1 !� ���+��� �8�� �� 
8
�� Q�� 7'�� ���
�� �
7�+'R ��� 
���� >�� ���� ' ���+�� ��������� ��� ��93�� ��� ���� '����������1

1+5+9 ��� 8�8����

!�� ������� �� >�'������� ���� 
���������� �� EE ����� �� I� �� 
��.�� 
���/G A ��
:
���� 
��
��'���G ��=������� �'� 
��
��'���� ���'� Q�'�� 
�+��������R1 ����� ���� 
��Y��� ����
��������� (��>��A 40�G �� ��� ��.���� ,+� ������
�'�
�1 !�����
�'�
� >�� ���� +��:
�������� ��� �� ����� �� 3�'�����G +����� �� ������
� �� �'���'� =����+'3����>��G 7���
�� ��3�+� �� �'���'����1 !�� ������� �� ������ 
�+������� 
,) ����� �� I� �� 
��.�� ��
1++ �� ��'+9���G ���� ��� ����
�'�
� �� -+�1 ����� ���� ��=������� �'� 
���'
� '.�
 ��
����G ��� +T+� ��=����� �'� 
��
��'���� ���'� �'�� �� 
'���� >�� ������� ��� �/���+��� Q.���
���1 ,1	R1 !��� 
���'�� +'/�+�+ ��� �� 6�1 !�� ������� �� 
�+����'���� �� ��'�� ���
'���� ��� 
���'��� �� �����G �� ���� �3'��+��� ��=������� �'� �� ����1 �� ���� ��� �������
��� ���� ����
��.�� QE+�R1
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� ��� �' ���1 ,1B ��� 
'�'
�������>��� ��� 
7'+�� �� ������ �� �� >�':
������� �� =��
���� �� 
���'�� ���/
��'����1 ��� 
������ ���+������ �� ������ ��� ����
�� �' �'���'���� ��� ����� �� ������+�� �' ������'�
� �� 3�'�����G �� �' 
������� �� ��
��'�� .��:A:.�� �� 
���'�� �'�� �' @��� ����'���1 ��� .'�����G ���� �� ��3�+� ����'���G ����
��3������� �'�� �� ��	1 ,1
1 ����� �� ���� ���� .'�'���� '� ������ �� ,)� ���� �� 3�'�����
�� ����.���� ,1E� ���� B′′ �� B0 �� ='�� �� �' �'���'���� ��� ����� +'�� ������� ��'�+����
�� ��� ����� �� 3�'�����1

1+5+; �B�� #� 8"��#%)�

!�� '.'��'3�� �� ��������'���� �� ����� =����+'3����>��� �� �� ��+����� �'� A �' �����
:
���� �� 3�'������ �� �� 
�������� �� 
7'+�� ���.���1 �� �D�� �� �����'3� �'� �����
���'�+'��
.��:A:.�� �� 
7'+�� �/������ ' ��� 
����'��G �'�� '.��� ��� ���.�1 ��� ���������'���� ���:
����� �� 
��' ��� �� 3���'3� �� 
7'+� �/����� �'�� �' 
��'���G 
� >�� ��� ='�� 
���������
�� 
����� �� �����
���'�+'��1 ����� �� '���� ��� ��3��3�'���G 
'� 
��' ���+�� �� 3'�'����
��� ����� ��'������ �� ��'�� �'�� '.��� A ����'���� �� �����'3� �� μ:+��'� ������+���'���
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�'���G 
��� �'� ��� ������� �/��������� ��� ������ �'� �� ='
���� E ����>���� ��� �'�'��9��
'� ������G �� �'� �� ='
���� 1.7 ����>���� ��� A 45◦ ��� '/�� �� >�'�������1 !� �����'3�
�'��'� ��� ���
 �� +���� =���G +'�� 
���� '���� �� +���� 
��
�'�1 �� �D��G �� 
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�����1 ��� +����� �� �' ��'������ �� ��'�� ��� ��
���� A �' ��
���� -1-1-1

1+5+< 	� ����%�����

�� ��� ��
��.������� +'(��� �� �����
���'�+'�� A ��8'� =����+'3����>�� ��� �� 
7'+�
��+'���� >�� �������� '���� >��'�
�� 
���'�� �� �'�
���� ���� ��� �������1 �� �� �/����
��� �7'��� �� ���/������
�G ������� �� ��=��������+��� �'��� +'�� '���� �� .�� ����� �� ��'3�
��'��+�� '.'�� ���+'3�G >�� ��
�������� ��� 
7'+�� Q��'��G 3�'������ �� 
��������R ='�����1

!' 
�+����'���� ��� 
7'+�� ��������� ��� ='��� '� +�8�� �� �'���� �� ������� ��'
���
��� ��� �����G �'�
������ �� ���+'���
� �'� �� 
���'�� ������ '� 
���'�� ��� �������
����
��'��� 
��'�� �� ��93�1 $��� 
7'>�� '/� �� >�'�������G ��� �'��� �� ������ '����� ��
3�'����� ��������G �� ��� �'��� 
�+����� �' 
������� ����������G >�� ���.���� �� �' �8+�����
�+�'�='��� �� �����
���'�+'��1 �� +T+�G ��� ����� �� ������ ���� +���� ����� �'��� ��
������ ���� �' 
�+����'���� �� 3�'�����G �� �� ���/ �'���� ���� ���+���� �� 
7'+� 
����'��
�� �' 
������� Q�'�� ����� 
�+����� ��� ����� �'��� '��'�� ��N� ���� �� ��'�� �� �' 
�������G
����>�� 
���� �' =��+� �� ���� >�� I/� '���� �� �'����� ��� ���/R1

�� ��'��>��G ��� 
���'��� �� ������ 
�� ������� ���� '(����� �� �����.'�� ���/�������
����� +��'��� ����>�� ��� ���'

�����G >�� ���� �.'��� A ������G �� >�� ���� T��� ��������
�� �'� ���� �'�����G �� ���� �� ��3'��'�� ���.������� �� ��93� +'3����:����>�� ���� �� �'
��+������� ���3�����.� �� ��� 
7'+� +'3����>��1  � ��� ��N
��� ������+�� �' ���
����� ���

�+����'����� '���� ��������G +'�� ����� ���+������ ��������� ��� ��+���'����� �� +��'���
�� ������� �� 
))μ2G �� �� 
7'�3�� �� ��93� +'3����>�� ��N�'++��� =���� �� ����� ����
������� �� ��=��������+��� �.'���'��=1

1+5+> 	����%)� #! ��()�  %)�*��/!�

�.'�� �� ��
���� �� ���'�� �� 
8
�� +'3����>�� 
�+����G �� ����� A �/���>��� ��� �����9��
��N
���� ���.��'�� ���� �� �' ����
���� �� �' 
������� '/�'�� ���� ������� ��� 3�'���
'�����������1

�� ����� ��='�� �� �8+����� �'�� ��'���+��'3� �� �����
���'�+'�� ��3����� �� 3�'�����
b′ ��� ��'/� �� ������G ������������� '� 
���'�� �'�� �� >�'�������1 !' �������� �� 
�����
�� ��93� ��� '���� �����+���� �'� �� �'����� 2b′/B′′ Q.��� ���1 ,1�R1

$��� Iquad = 30� 
� 3�'����� '������ 8�[
+ ` �� ��� A ����� >���� ��� 3�'����� �'�'����
���� ���/���>��� �'� �� '�3�� �� �����+��� 5+�'� ����� �' ���+'�� '� ��'� �� >�'�������
�� ��'/� �� ������1 �'�� 
�� 
���������G �� �'��'3� �� B′′ = 100�[
+2 A B′′ = 50�[
+2

��
'�� �� +���+�+ �� 
7'+� �� 1.6++G ���� �� ��������� =��� �' �'���� �8��>�� ���� ��'3�
�7��+�>�� (���� '� ������ �� ����� �� 
������'����1

�� ����'
�+��� �� 
����� �� ��93� ��� �� �����9+� �'�� �' +����� �V �� ���� ��
���
7��
��� ��
���'����� �� 
����� �� +'��� �� ��'3� ��'��+��G >�� ��'+��������� �����+��� ����>��
�� ��93� ��� 7'�+���>�� �� �� =��>���
� �'���1 �� ����G �� ��93� ��� 7'�+���>�� ��9� ��
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����>�� ���� ��'����
7� ��� ����� Q'� ���A �� E++ �� 
����� ��.����RG ����'�� �� ���������
�� ���3�'3� �� =��+� >���
��>��1

$��� '������ 
� 3�'����� �'�'����G ��� �'��� ������+���'��� �� �������G '������ <��'�:
����?G ' ��� ��'
�� ��� ��� ����� �� ������1 ����� ���� '��+������ �� ����� �� �� ���� �������G �'�
��� 
���'��� �� ������� �� 1.5�1 !�� 
���'��� �'�� 
7'>�� ������ ���� ��39��+��� ��D������

'� �� 3�'����� A 
�+������ ����� �'� 
����� �� z = 01 ��I�G ���� >�� �' 
�+����'����
���� .'�'��� ����'�� ���� �� 
8
��G ���� 
���'�� ��� ������������� A 
���� �� >�'�������G
����>�� b′ ∝ Iquad1

1+5+C 	��
!��� #� 
�  %�#� #�� 
�!�%���

���/ 
��
���� �� 
�++'��� ������
��G +'�� '���@ ��+��'����G �������� ��� ������� ��
������ �� �� >�'�������1  �� ���� ����������� ��� �' ���1 ,1C1 !���� =��
����� ���� ���
���.'���� �

` ��++���� �'����+��� �� 
���'�� �'�� ��� ������� �� ����� �� 
8
��1 $��� 
��' ��

������'���� �� 5 μH ��� 
7'�3� '�/ ������ ����� '��+���'���� 7'��� �������G ����
��
7'�3� �'�� ��� ������� �� �� >�'�� �� ������� ����
���'���� �� 
��
��� LCcG ����
τ = π

2

√
LCc ≃ 175 μ�1 !' ������� �� 
7'�3� U ��� 
������'����� �����+��� �� 
���'��

I �'�� ��� ������� A �' I� �� �' ��
7'�3� ����� �' ���'���� CcU
2/2 = LI2/21 �� 
7�����

���
 U ���� >�� I ���� �� 
���'�� ������ �� ��3�+� ��'�����'���G����>�� ��� ����
��
�� 
���'�� �������� �� ���'�� ��� 
������'����� ���� '��+����� ��� �������1

` H������ �� 
���'�� ��'�����'���G �� �����+��� .'��'���G ����'�� ����������� �� 
8
��1
` ������ �'����+��� �� 
���'�� ��� �������1 !' 
����'��� �� ��+�� ��� ��
��� ��:

���+���� �'� �� 
������'���� Cd Q5 μH ���� �� ������ �� 2 μH ���� �� >�'�������RG
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���� �.���� ��� ���������� ���� �+����'��� '�/ ������ ��� ������� �'�� �� 
'� �����
��.������ ���� �'���� �� 
��
���1 !� 
������'���� �� ��
7'�3� ������� �'�� �� �����:
�'�
�1
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!' 
������ ��� 
���'��� ��� ���� 
�������� �'� ��� 
������'����� �� ��
7'�3�G >��
������� ��� ��+�� �� ��
�����'�
� ����.���� 100 μ� ���� �' >�'������� �� 200 μ� ���� ��
������ Q���� '���:������R1 ���� '.��� �D�
��� ��� +������ �� 
7'+� +'3����>�� >�� ���
+����� >�� ��� 
���'��� �� H��
'��� ���� ��3��3�'����G �� >�� �� 
7'+� +'3����>�� ��

���� '.�
 �' +T+� 
����'��� �� ��+�� �8��>�� >�� ��� 
���'���1 "��:A:.�� ��� =��>���
��
����
���'���� �� ��93� ω⊥ = 2π × 760�@ �� ωz = 2π × 5�@G �' 
������ �����' ���
 T���

���������G �� ����� '����/�+'����G 
�++� ����'��'���1

1+5+,D �7� �"� #� 
2
"�

"��
� �� ���'�� �� 
8
�� +'3����>�� 
�+����1 !�� =��>���
�� ���� �������� ��� +������
��� 
7'+�� '�/ ��'��� , �� -G ����� ��� ���'����� Q,1	RG �� ��.����+��� '�/ ��'��� E ��
B1 !�� .'��'����� ��� 
���'��� �� ��� 
7'+�� ���� �3'��+��� ����������� ��� �' ���1 ,1;1
�'������� �3'��+��� >�� <��'� ����? ����3�� �' �'��� �� ������� �������� A 
�+������ ��
3�'����� 
��� �'� �� >�'������� ��� ��'/� �� ������1

����� . �'���� 
�� 
��
������ ��
J�'������� � UCond ≃ 100"
������ � UCond ≃ 135"
����:������ � ��'
��=
��'�:���� � ��'
��=

����� � ��
'���� 
�� 
��
������ ��
J�'������� � 
���'�� 0 − 4.8� �� τ ≃ 150 μ�
������ � 
���'�� 0 − 3.8� �� τ = 150μ�
����:������ � ��'
��=
��'�:���� � ������ 
 � I ր 480+�G ������ , � I ր 680+�

����� � 
������ � �'������������ 
�� ������
J�'������� � 4.8�
������ � 3.8�
����:������ � ��'
��=
��'�:���� � ������ 
 � I = 480+�G ������ , � I = 680+�
��93� �'��'� � B′ ≃ 260�[
+ ω⊥ ≃ 2π × 17�@
��93� '/�'� � B0 ≃ 127� ωz ≃ 2π × 17�@

B′′ ≃ 375�[
+2

����� " /������� 
�����������

J�'������� � ր 30�
������ � ց 1.26�
����:������ � ��'
��=
��'�:���� � ������ 
 � I ր 1.04�G ������ , � I ր 1.38�
��93� �'��'� � B′ ր 1460�[
+ ω⊥ ≃ 2π × 178�@
��93� '/�'� � B0 ց 55� ωz ≃ 2π × 11�@

�)� ��
	��	�
�
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B′′ ց 138�[
+2

����� $ �� 1���� 
�����������

J�'������� � 30�
������ � 1.26�
����:������ � ր 1.26�
��'�:���� � ������ 
 � I = 1.04�G ������ , � I = 1.38�
��93� �'��'� � B′ ր 1460�[
+ ω⊥ ≃ 2π × 415�@
��93� '/�'� � B0 ց 6.8� ωz ≃ 2π × 7�@

B′′ ց 61�[
+2

����� ) 
������ � �,��������� ��
7
J�'������� � 30�
������ � 1.26�
����:������ � 1.26�
��'�:���� � ������ 
 � I = 1.04�G ������ , � I = 1.38�
��93� �'��'� � B′ ≃ 1460�[
+ ω⊥ ≃ 2π × 415�@
��93� '/�'� � B0 ≃ 6.8� ωz ≃ 2π × 7�@

B′′ ≃ 61�[
+2

����� 0 6�
 �����: � ���?
'����� 
 
��@������ �1���
J�'������� � 30�
������ � ց 0.72�
����:������ � ց 0.72�
��'�:���� � ������ 
 � I = 1.04�G ������ , � I = 1.38�
��93� �'��'� � B′ ≃ 1460�[
+ ω⊥ ր 2π × 760�@
��93� '/�'� � B0 ց 3� ωz ց 2π × 5�@

B′′ ց 31�[
+2

����� ! 6�
 �����:3 � ��� � @� 
� �-�,���������
J�'������� � 30�
������ � 0.72�
����:������ � 0.72�
��'�:���� � ������ 
 � I = 1.04�G ������ , � I = 1.38�
��93� �'��'� � B′ ≃ 1460�[
+ ω⊥ ≃ 2π × 760�@
��93� '/�'� � B0 ≃ 3� ωz ≃ 2π × 5�@

B′′ ≃ 31�[
+2

����� ( 
� � �� 
 �����
J�'������� � ց 0�
������ � ց 0�
����:������ � ց 0�
��'�:���� � ������ 
 � I ց 0�G ������ , � I ց 0�
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1+5+,, 	��
"!����

!�� �D��� ��78�������� �� �� �'���'����G �� 
����'3� ����� ��� ��D������ ����� ��� �����
��
���'��� ��� ���3�� +��� '� �����G �� 
��=9���� �'�=��� '� ��93� +'3����>�� �� 
�+:
�����+��� ��N
���+��� ���.������1 �� ��.'�
7�G ��� 
�+�����+��� ��� ��9� �������
�����1
!����
���'�+'�� A ��8'� =����+'3����>�� ���� ���+�� ��������� ��� ��93�� +'3����>���
'.�
 ��� �'������ ��'���
� ���������� A 
))G '.�
 �� 
���'�� +'/�+�+ �� -)�1 �� ���� ��
���
��� �� �����'3� +'3����>�� ��� ��3��3�'��� .��:A:.�� ��� 
7'+�� �/��������1
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��X
� '� ��93� +'3����>�� �������� '� 
7'����� ���
�����G ���� '.��� �� ��'�����
��� 
������'�� �� �'������ ��'���
�� Q��+�:���3����[�'8��R �/��T+��G 
����:A:���� (��>��A
��.���� ,))1 �� ��3�+� ���+�� ��������� ��� >�'��:
������'��G +'�� �� ���� ��� ����� ��
��N
����� ��'��>���G ����� A ��'���������� �� ��93�G >�� ���� '����� ���'����� �'�� 
� 
7'�����1

���� '����� .��� >�� ���� ��� �'+��� ���.'���'���� ���� �'�����G �� 
������'� �� =��+�
7��� ���>�������G �� ��
���� �'�� �� ��93�G �'�� �� +��� �� 
�+��������1 �� �7���+9��
' �3'��+��� ��� �����.� �� ������ �'� �� 3����� �� 51 �1 01 S'��'.�� O�℄1 ��'���� �'��G
��� '����/�+'����� ��������G 
�++� ��'����/�+'���� �� �7�+'�:H��+� �'� �/�+���G >��
��+���I��� 
�������'���+��� ��'�'�8�� ��� �+'3��G �� ���� ���� .'�'���� �'�� ��� 
���������G
>�� �� ������� �'�� �' ��'������� ����� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+� -� �� �� ��3�+� 
�1

$��
����� �3'��+��� >�� 
� >�� ���� '������� <
������'��? �'�� 
� 
7'����� ���� ��
��'���� ��� >�'��:
������'��G �������'�� ��� L�
��'����� �� �7'��1 ������'��G ���� ��
���� ����������� �'�� 
� 
7'����� >��A ����� ���������� �� �������G >�� ����G �� ����
���G
��+��'���� A 
����� ��� .�'�� 
������'�� O
)℄1 !' >������� ��� L�
��'����� �� �' �7'��G >��
���� ���������� �'�� ��� 
7'������ ���.'��� ��� ���
 ' ������ ��
������ ��� >�������� >��
���� '������� �
�1

��� '�����
� ����������
�� 	�
��
��

���� ��
��.��� �'�� 
���� ��
���� �� ���3�'3� �� �� ��=��������+��� ��� '��+�� (��>��'�
����� �� 
������'���� �'�� �� ��93� ��9� '���������1 !�� ���+�9��� ��'��� �� ��=��������+���
�'��� �� ���������� �'� �� �'���
��'����� ���� A ��'���������� ��
7��
7��1 ����� A ����'�� ��

�+�������� �� ��93� +'3����>�� >�� >���>��� ���
'������ ���� ��
���'���� 'I� >�� ��
��'3� �� ���� �'� ���� '����3�G �� >���� �� ���
7� �'� ��� ����� �� �' 
������1
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!� ���3�'3� �� �� ���:��=��������+��� ��� '��+�� ����� �� �'���������� ]��+'� '.'��
���� ��'��=��� �'�� �� ��93� +'3����>�� 
�+����� ����� �7'��1

/���� *�������A���� � B/*AC

!�� '��+�� ���� ���� ��'���� ���3�� �'�� �� $0� Q.��� �
7�+' ��� �' ���1 -1
RG 
7'�3�
�'� �� L�/ ����'�� �� �'���������� ]��+'�1

pôle du quadrupôle

bobine du PMO

cellule

vue de côté vue de dessus

Piège + repompeur 2

Piège + repompeur 2

Piège + repompeur 1

atomes piégés
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!� 
7'+� +'3����>�� >�'������'��� ��7���>�� ��� 
��� �'� ���/ ������� ����� >���:
@'��� �� ������G �� 
��I3��'���� '���:���+���@G �'�
������ �'� �� 
���'�� �� ,�1 �����

����� �� 3�'����� '/�'� �� ,C�[
+ �� �� 
	�[
+ ���� �' ����
���� �'��'��1

!�� ='��
�'�/ �'���� ��93� ��� �� b'��� ����.���� 1 
+G ��� ��������� ����.���� Isat =
1.6+S[
+2G �� ���� ���'

����� �� −140�@ �'� �'����� A �' ��'������� F = 2 → F ′ = 3
Q.��� ���1 -1,R1

�.�
 
�� �'�'+9����G �� 
7'�3� ���� �� 109 '��+�� �� �8��>��+��� E�G '.�
 ��� �������
'� 
����� �� ��'3� �� ������� �� 3× 1011 '�[
+3 �� ��� ��+���'���� ���������� A E))μ21

D�
������ 
 ������� �

!� �'��� ��93� ��� ���'

���� �� �' ��'������� 
8
�'��� F = 2 → F ′ = 3 �� :
	0�@G .���
�� ���3�1  � ��� ���
 A ,E-0�@ �� �' ��'������� F = 2 → F ′ = 2 O���1 -1,℄1 �� �� ��.�'�
F ′ = 2 ��� '���� 
����� �'� �+������ �����'��� '� ��.�'� F = 1 >�� ��� 7��� �����'�
�
.��:A:.�� ��� �'���� �� $0�G �� ���
 ��� ���3�1

!' ��
���� �N
'
� ����� ��'������� ��� ��������������� A 1/(1 + 4δ2/Γ2)G �V δ ��� ��
���'

��� �� �'��� A �' ��'�������1 !� �'����� ��� ��
����� �N
'
�� �� ��D����� ��� ���/
��'�������� �� >������� ��� ���
 �� ������� �� 10−3G �� 
�������'�� ��� ='
����� �� 
����'3�
����� ����:��.�'�/ 78���I�� ���
7�� �� 
1 !� �'�/ �� ��D����� �'�� �� $0�G ��� �' ��'�:
������ 
8
�'���G ��'�� �� ������� �� 1 μ�−1G �� �'�/ �� ����+�'3� ��� �� ������� �� 
+�−11
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��++� �' �7'�� �� $0� ���� >���>��� ��
�����G �� 
�+����� �' ��
������ ���������� ��
�'��� ���� ����+��� ��� '��+�� �� ��.�'� F = 1 .��� F = 2G �� �'��'�� �'� ��� ��.�'�/
�/
���� F ′ = 1G �� F ′ = 21

���5 ����

!�� �'�'+9���� �� ����'�� �� ���:��=��������+��� A ����+���� ���� �� ��+��� ��'��+��G
�' ��+���'����G �� �' ������� �� ��'3�1 ��� =���� ������� .' '�3+����� ���N
'
��� �����'��
�� ��=��������+��� �.'���'��= �'�� �� ��93� +'3����>��G 3�X
� A ��� �7��+'���'���� �'����1

�� �' ������� �� $0� ��� ��+���� �'� ��� �7���+9��� �� ��D����� +������� O	
℄G >��
��������� �� ��� =��
� �������.� A ���3�� ������1 ��� +��7��� ���� 
��������� 
� ���:
��9+� ��� �� �� �'� ����+��� ��� '��+�� �� 
����� �� ��'3�G >�� ��+���� �'�� �� ��'�
��� ������'�� F = 11 !' ������� ����>�� '� 
����� �� ��'3� ��� ���
 ��+�����G �� �'�

����>���� �' ��D����� +������� �3'��+���1 ����� +��7��� O	,℄ ��� '������ �'�4 ����G ����
<�'�4 �����'�����:=��
� ����
'� ��'�?1

$��� �' +����� �� ���.��G �� �+'3� '� 
����� �� $0� �� ���>�� ���� �� E++ �� ��':
+9���G ��'
� '� 
����� �� ='��
�'� ����+���� 
 Q.��� ��� -1
R1 �����G ����>�� �� ����+����
, ��� 
����G �� 
����� �� ��'3� ����� ���� ����+��G �� ���� ������� �� �'�4 ����1 $��� T���
��
��� ���� �N
'
�G �� ��������� �� ='��
�'� ����+���� '� 
����� �� ����+���� 
1 �����

� >�� ���� '������ �� ����' �'�4 ����1 ���9� 
���� �7'��G >�� ���� �� ���� ��.���� 
,)+�G
�� ������� ��� ������� ����.���� 5 × 1011 '�[
+3 �� ��� ��+���'���� �� 
)) A ,))μ21
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*������

W 
� ��'�� �� ���� 
����� �� 
7'+� +'3����>�� �� $0� �� ���'

����� �'.'��'3�
�� �'��� ��93�G (��>��A :		0�@ �� �' ��'������� 
8
�'���G ���� �D�
���� �� ��=��������+���
���:�������G �'� +�
'���+� ���8�7� O,,G ,-℄1 �� -+� �' ��+���'���� ���
��� �� �������
�� 
))μ2G �� �' ������� ��.���� �� ������� �� 1011 '�[
+31

��� 
��������� ���� ��N�'���� ���� ��+'���� �� ��=��������+��� �.'���'��=G '��9� ��'��:
=��� �'�� �� ��93� +'3����>�� �� 
�+��������1

5+,+1 ��%��.��� %! ��()�  %)�*��/!�

!� ��'��=��� �� �' +��'��� .��� �� ��93� +'3����>�� ��� ��9� ��+��� � �� 
���� ��� �'����G
�� �� ��'�
7� ��� ������� �� �����
���'�+'�� ��9� �'����+��� Q≃ 100 μ�R ���� >�� �� ��'3�
��'�� �'� �� ��+�� �� ��+��� �� �� ���������1

$��� 
7'�3�� �� ��93� +'3����>�� '.�
 ��� '��+�� �'�� ����'� |F = 1, mF = −1〉 ��
='�� 
����� �� ����+���� 
 Q�� ����+���� , ��� ������ ������ �� �'�4 ����R (���� '.'��
Q+���� ����� +������
����R �� �'��� ��93�1 ��� �'���� ��� '��+�� ��� '���� ����+��� .���
����'� F = 1G ���� �� '����>�� �� ����� �� ����+���� >�� '
79.� �� ����+�'3�G (����
'.'�� �� ��'�
7�� �� ��93� +'3����>��1 ��
�� 
7'+� ����
���� ����'�� '����>�� ����'��

���� �7'��G ��� '��+�� ���� ' ������ ���=��+�+��� ���'���� �'�� ��� ����:��.�'�/ |F =
1, mF = 0,±1〉1 �� ����+� ���
 �� ��'��=��� +'/�+�+ �������� �'�� ����'� ���3�'�� A
-)a1 ������'�� �� �� 
���'U� �'� �/'
��+��� �� ��+��� ��'��+�� ��'��=����G 
'� �� 
8
��
+'3����>�� �� �����
���'�+'�� ���� 
�+������� ��� �7'�� �� 
�+�������� ���� >�� ��

7'+� ��+'���� I�'� ���� 
�+�����1  ������+��� �� 
8
�� A +�:�'�
���� ���� �����.�� ���
'��+�� (���� '��9� �� ��'��=��� �+���>�� >�� �� 
7'+� ��+'���� ��� ��9� +'� 
�+�����1 �'��

�� 
��������� �' ��
���� �N
'
� �� ��D������ ��� '��+�� ��� ��D������G �� �� ���+�� �'�
�� 
�+�'��� '.�
 I'������ ��� ��+���� ��'��+�� +������1 !' +����� �� ��+��� ��'��+��
'��9� 
�+�������� ����� ��� ����� ��=������� '� ��+��� ��'��+�� ��'��=���� �� 8 × 107

'��+��G �'���� >�� �'�� ��78���79�� �V �' ��
���� �N
'
� ����� �'� +���I��G �� ����.�
2 × 108 '��+�� ��'��=����1

!�� =��>���
�� �� ��93� +'3����>�� '� +�+��� �� ��'��=��� ���� 
'�
����� ���� ��'�'�:
��� A �' ��+���'���� �� �' �'���� �� $0�1 ��� =��>���
� ω .���I'��

ω =
1

σ

√
kBT

m
Q-1
R

���+�� �� 
�����.�� �' �'���� �� �' ��+���'���� �� ��'3� ��'��=��� Qσ ��� �� �'8�� �� $0�
�� T �' ��+���'����R1 ���' 
��������� A �� ��'��=��� '.�
 �� +���+�+ �� ������ �� �������
�'�� �����'
� ��� �7'�� Q.��� O-B℄ ���� ���� �� ���'���R1 �.�
 ω = 2π × 17�@G ����� ��93�
��� '�'��� ���� �� $0� A 80 μ2 �� )1C++ �� ��'+9���1

����� '�'��'���� ����� 
�����'�� �'� 
����>�� �'�� ����� 
'� �� ��' �'� ��� �'���
���9:
��+��� ����+����1

5+,+5 �*/!��
� #� 
� �������� �� #�*=%���%����

��� =��� �� ��93� +'3����>�� 
7'�3�G �� �� 
�+���+�G ���� '�3+����� �� �'�/ �� 
����:
����� 'I� �� ��=������ �N
'
�+��� �'� �.'���'����G �� ���� ������� I�'��+��� �� 
������'�
��9� '���������1
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!' ��>���
� �� 
�+�������� ��� ����>��� ��� �' ���1 -1-1 ���� 
��������� '�/ ��'���
- �� 	 �� 
8
�� ���'���� �'�� �' ��
���� ,1-1
)1 ���� '.��� 
����'�� �/����+���'��+���
>���� ��� �+����'�� ���������� ��� �'+�� �'���:=��>���
� ����'�� 
���� ��'��1 �� �7�����G
�� 
7'�D'3� �^ A �' 
�+�������� 
������ A ��� ���3���� �� ������� �� 
[	 �� 
[- ��
�' �'�3��� �� �' 
������1 �� ��'��>��G �� ��'����
� �� �'+�� �HG ��� =�'
���� �� �������
�� �' +����� ��� '��+�� �� ��93� ��� ������G ���� T��� �'� ��� 
��������� '.�
 ��� �'����
�� �' 
������1 �� ����G 
���� �.'���'���� ���+�� �� 
�++��
�� A ��=������ �� ��'3�1 !��

����'���� �� ��+�� ���� ����+����� �+����>��+���G �� ='Y�� A ������� �� ��'3� �� ����
����� �� I� �� 
�+��������G �� �� ��������� �'� ���>��+��� �� �' ����� �� .�� �� ��93�
+'3����>�� �� �� 
���9�� ��'��'�'��
��� �� �' 
�+�������� O-B℄1 W �' I� �� �' 
�+��������G
�� ' ω⊥ = 2π × 415�@ �� ωz = 2π × 7�@G 
� >�� 
��������� A �� �'����� ��'���
� �� B)1

9,���������

����� 
�+�������� ����� ��� 
��������� �����'��� ���.'���� ���� ������� �� ��=��������+���
�.'���'��= ������+��� ��� � 8×107 '��+�� A T = 390μ2G ���� �� �'�/ �� 
��������� ����.����
,)) �−11 !� �������+��� �� ��=��������+��� (��>��A ���/�+��� �� ����� �� 
������'����
��� ���������� ��� �' ���1 -1	1 !� �'�'+9��� η �� ���.'���'����G ��I�� �'� η = (hνRF −
gF mF μBB0)/kBT G .'��� ����� B �� � '� 
���� �� �' �'+��1

/����� 
� ����
� �����������

$��� ������� ��� 
������'�� �� �'������ ��'���
� ���������� A B)G �� '�'���� �' 
�������
�� �� ��'�� +'3����>�� '��9� ; A 
) � ���.'���'����G �� +'�����'�� �' �H 
����'��� A C0�@1
����� �7'�� ���� , �1 $��� �� �������� ���.'���'���� (��>��A �' 
������'����G �� B � ��.����1
$��� �� ��93� ��� >�� ω⊥ = 2π × 760�@ �� ωz = 2π × 5�@G �� ����� ��� '������ '����� ��
E)) �2G '.�
 6 × 105 '��+��1

��� (�
�
��		����� �� 	���� ) ��
���
������ ���	
���
����	

�� ��
7��
7'�� �' �'+�� ���.'���'���� ����+�+G ���� '.��� ��+'�>�� >����� �.'���':
���� �'���� '� =�'�
7����+��� �� Tc ��
���
7'�� ��� ��
���'����� �� �' ���3���� �� 
������'�1
�� ��� �7���+9�� ' ��� �����.� ��+���'��+��� �'� �� 3����� �� 51 �1 01 S'��'.�� O�℄1

���� '.��� +����� >���>��� 
'�'
�������>��� �� 
�� ��
���'�����G �� ���� '.��� 
7��
7�
A ��� +���+����1 �� �D��G 
�� �����.'����� ��� �� ���� ���� �� �' +����� �� �' ������������
�� .������ '/�'�� ��� L�
��'����� �� �7'��1 !�� ��
���'����� ��'���� ��� �������'���� �+:
����'��� �� 
�� +������G ���
������� ���� �� +'�>��� ���'��+��� �� ��3�'�G ���� ��'(�����
��� ������� �8���+'��>���1

��3�'���� >�� 
� �8�� ���/
��'���� 
����
��.� �� 
������'� ' ��� ������ ���
���++���
�� +����'�� �� ��93� +'3����>��G A ��9� �'��� ��+���'���� O	-G 		℄G �� �� ������
� �� ��'3�
�7��+�>�� O	EG 	B℄1
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5+1+, �8���=%���� #�� ��
�""%�����

!' +����� ��� ��
���'����� ��� ��+��� A ��'����� �/����+���'��+���1 �� ������� ��

������'�G >�� ���� �'���� ��
����� �'�� �� ��93� ����'�� �� ��+�� 
7����G '��9� �' I� ��
�' �'+�� ���.'���'����1 $��� �� ��93� ��� ��.���G �� '��9� ,	+� �� ��+�� �� .�� �� �����
��� �+'3�1 ����� ��>���
� ��� ������� ���� ��������� ��+�� ����
���'���� �'�� �� ��93�1
!�����+��� ��� �+'3�� ���+�� '���� �� ��'
�� �' ���3���� �� 
������'� �� =��
���� ��
��+�� ����
���'����1 �(������ >�� ����'�� ��'������ I�'�� �'�� �� ��93� �� ���
���� �H ���

�����.� QA �' .'���� �� �' I� �� �'+��RG ���� �.���� �� 
7'�D'3� ���� �+����'��1 �� ����G
�' I� �� �'+�� ���.'���'���� ��� 
7����� �� ='Y�� A �'����� ��� =�'
���� �7��+�>�� .������G
�� ������� �� -)aG ���� T��� �^� >�� �� 
����'� �H ��� '���@ 7'��G �� �� �������� �'� ��

������'�1

5+1+1 ��!#� /!%"��%��=� #�� ��
�""%�����

��� ��
���'����� ��� ��� +������� �'�� ���/ ��93�� ��'����������� ��D�������1 !� ��93�
�� =��>���
�� ωz = 2π × 3.9�@ �� ω⊥ = 2π × 810�@ ���' '����� ��93� Q R �� 
���� ��
=��>���
�� ωz = 2π × 5�@ �� ω⊥ = 2π × 760�@ ���' '����� ��93� Q  R1

!' ���1 -1E +����� ��� 
����� ����
���'����� ���� 
7'
�� �� 
�� ��93��1 !� ��+���
��'��+�� �'�� �� 
������'� N0 ��+���'�� ��3��I
'��.�+��� '� 
���� �� ��'������ �'�� ��
��93�G ��.���� �� +����� ��� ���
7���� ��� 3�'�7��G �� ��' �'� ��'
� ����
��+��� �' ���3����
+������ L(t)G +'�� Cste×L(t)/N

1/5
0 (t)1 !� ��� ��� �� �'������� �' ���3���� +������ A �'

���3���� �� �7�+'�:H��+� Rz 
���������'�� A N0(t)1 $��� �� ��93� Q R ���� �� ����������
�'� �� 
'����'���� '������ �� N0G �' 
����'��� ' ���
 ��� 
7����� ���� 
������ ��� ��
���'�����
��� 11 �� ��.'�
7�G ���� �� ��93� Q  RG �' 
���'���'�
� '������ �� N0 ' ���+�� �� ��'
��
������+��� L(t)/Rz(t)G >�� ���� �3'��+��� .��� 
G ��� �' 
�����G >�'�� t '�3+����1

!� �'���'� ��	1 -1
 ����+� ��� ������'�� ��� '(����+���� �� 
�� 
������ �'� �' =��
����
C + Atdv sin(Ωt + φtdv)× exp(−t/τ)G ���������'�� ��� ��
���'����� '+������ �/�����������:
+���1

��������������

���� ��'.��� �'� ������ 
�� ��
���'����� �� ='Y�� �8���+'��>��G 
7��
7'�� ������ A ���
���+����1 ���� �� ��++�� �'� 
����>���� �'� �� +����� ���� ��+������ �����3���1 ��'�:
+����G �����������'���� >�'���'��.� ��  1 �7.'�
7�
4 �� �
� O�℄G �� ���+�� �� 
������'����
7��� ���>�������G ���� ��'����>��� �'�� ����� 
'�1

#
'����� ���� ��'���� ��78���79�� ���� ����� ��
7��>��G ����� ����'������ �� ��93� +':
3����>��G �� �� ���/
��'���� �� ��'3� ���� �� �' �����9�� ��=��+'���� �� ��93�G '.'�� �'

������'����1 �� �D��G �' ���
����� +T+� �� +����� �� 
�� ��
���'�����G 
7'>�� ����� ��:
�������'�� �� 
8
�� �� 
������'���� 
�+����G +����� >�� ���� �7'�� ����� �'� '��'�����1
�� ����G ���� '.��� .���I� >�� ��'+������� ��� ��
���'����� ��'�� =��
���� �� ��+�� �����
�� =�'�
7����+��� �� ����� �� ����.������ �� ��93�G �� ��� �� ��+�� ����� �' �����9�� +�:
��I
'���� �� ��93� +'3����>�� Q���X
7�+��� �� 
��I��+��� '/�'� �� 
�+�������� �'��'��R
�� ����.������ �� ��93�1

!�� ��
���'����� ��+����� ���
 ����� A �' �8�'+�>�� �� �' 
������'����G >�� ���� T���
���� �'���� ���� T��� �� >�'��:�>�������1 $'� �/�+���G ���� 
7'
��� ��� ���/ 
������G �'
=�'
���� 
�������� ��� �� ���� �� E)aG '���� >�� �� ��+�� ���'�'�� �� =�'�
7����+��� ��
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�� ������� � ! 
&�'�"����� � 
��� �"��" ���" ' �&%�+ ��� �+&����� ��#��

����� �� ��'��T� �� �' �'+�� A ��� .'���� 
����'��� ��� �� +���� ����� ������� ����
���'����
'/�'�� �� ��93�� Q2π/ωzR1 !����������'���� �������� �'�� O�℄ ��� �' ���.'���1 !� ��+��
�� �7��+'���'���� ��
'� ��'�� ��=������ A 1/ωzG �� '������ �� �>������� �7��+�>�� ��
'�
<��'��������?G .'��'�� ����� ��'/� zG �� >�� ���'/� .��� �� �>������� �7��+�>�� 3���'� �� ��
��+�� �� ������� �� 1/ωz1 ��
� ' ���� 
����>���
� >�� �' ��+���'���� ��
'�� T (z) ����
T��� ��=������� A Tc(z) ��� ��� ���3���� ����� >�� �� 
������'� >�� �� =��+� ��� ��'�
���
���� ���3 >��A �' �������� ���>�������1 !� 
������'� ���'/� '���� .��� �' ���3���� ���>�������
�� �D�
��'�� ��� ��
���'����� >�� ���� �����.�1

$��� ���
���+���G �� �'�/ �� 
��������� γ '� 
����� �� ��'3� �7��+�>�� '� ����� ���
����� �'� γ = n(0)σvrelG �V n(0) ��� �' ������� '� 
����� �� ��'3�1 !' .������ ���'��.�
+�8���� ��� ���� A �' .������ +�8���� �'� vrel =

√
2 × vG '.�
 v =

√
8kBT/πm1 �.�


��� �'�'+9���� '� ����� N = 6 × 105 �� Tc = 500 �2G �� ����.� γ = 1000G ���� γ/ω⊥ ≃
0.2G �� γ/ωz ≃ 301 !� ��+�� �8��>�� �� ���7��+'���'����G �� ������� �� 4/γ O	�G -B℄ ���
�'� 
����>���� ��'�
��� ���� 
���� >�� �' ������� ����
���'���� '/�'�� �'�� �� ��93�1 !�
��'3� ��� ���
 78����8�'+�>�� '/�'��+���1  � 8 ' ���
 ��� 
���'��� 3'++� �� .�������
�� �'+�� Q�'�� �'>����� ���� ��++��R �V �� ��=��������+��� �.'���'��= ���� T��� �N
'
�
Q�7��+'���'���� �'���� 
'� γ ��� 3�'��RG ���� �� 
������'�� A ��� ��+���'���� ��
'�� �����
��'/� ���3������'� Q�7��+'���'���� ��
'�� 
'� ωz ≪ γR1

��� +������ 
�+���+���'���� '��'���� '���� �'�� 
� ����G +����'�� >�� ���� ��� �'+��
���.'���'���� ���� ����� Q< 50 4�@[�R �'�� �� ��93� Q RG ��� ��
���'����� ����'���� ����
+����'����1

5+1+5 ��!#� /!%����%��=� #�� ��
�""%�����

�� ��+����/ ��'.'�/ �7����>��� ��� ��� +���� ����
���'���� ��� 
������'�� ��� ���
������� Q.��� O	C℄ �� ��� ��=����
�� �� 
�� '���
��R1 ���� '.��� ���
 ��� +��9���G >�� ����
�/������ �
�G A 
�+�'��� A ��� +������G ���� >����� �� �������� �'� �� 
�+��� ��'+�����:
��+���1

*�
��� �'����� �

�1 �����3'�� ' 
'�
��� ��� +���� ����
���'���� �� �'���� ����3��� �� 
������'�� �'�� ���
��93�� ��9� '���������� '.�
 �� +��9�� 78����8�'+�>�� O	C℄1 ����� 
� 
'�
��G ��� +����
�� =��>���
� Ω ≪ ω⊥G �� +�+��� '�3��'��� '/�'� ���G ���.��� �� +����� ���� �' =��+�
n(�r) = n0(�r) + δn(�r)G '.�


δn(�r) = δn0(z) + ǫ2r2
⊥δn1(z) + ..., Q-1,R

�V r⊥ ��� �' 
��������� �'��'�� �� ǫ = ωz/ω⊥1 �� ���+��� ����� �� ǫG �' �������'���� ��
������� ��� ���
 ��������'��� �� r⊥1 $��� 
���� �'����G ���� �� ���
����� �'�� �' �����
>�� �' �8�'+�>�� '/�'�� �� 
������'�1

!�� '+�������� �� =��>���
�� ������� �� 
�� +���� ���� ������� �'�

δn
(k)
0 (z) = αzk + βzk−2 + ... Q-1-R

Ωk =

√
k(k + 3)

4
ωz. Q-1	R

�:	�� ���	
� 
��� 
�� 
	�� ��	
� ������ �� ������

� �� �� ����� ��
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��"" + �� �� " ��' $ �&
' �
� + �� �/�"
�''�����" ��

�� �� +��� >�� ���� �����.� 
�����.� �� ���I� �'�'����>�� �� 
������'�1  � ���� ���
 T���

�+�'�� '� +��� k = 2G ��� >�� Ω =

√
5/2 ωz1 �� +��� ���� T��� ��
��� �'� �� +��9�� ��

�'���� �� ��+ O,�℄ Q.��� �3'��+��� ��
���� 
1-1,R 
�++� ��� ���'�'���� '/�'�� �� ��'3�G
'.�
 �� ='
���� ���
7���� λz ��
���'�� �'�� �� ��93�1 �� +��9�� ���+�� �3'��+��� �� 
'�
����
�' �8�'+�>�� �� ���/�'����� �� ��'3� ��
���'�� '��9� 
������ �� ��93�1

A�
��������� 
��� �� �����

!�� ��
���'����� �'�� �� ��93� ���.��� T��� ��
����� �'� �� ='
���� ���
7���� λz(t) �� �'
=��+� O,�℄ �

λz(t) = 1 + A sin(Ωt + φ), Q-1ER

�V Ω =
√

5/2 ωz �� A ��� ��'+������� �� ����
���'����1 �� >�� ����� �' ������� �� 
������'�
�� =��
���� �� ��+��

n(r⊥, z, t) = n(r⊥,
z

λz(t)
, 0). Q-1BR

�� �� ������ >�� �� 
7'+� �� .������ '/�'�G ����� �'� vz = zλ̇z(t)/λz(t) O,�℄G ���
���G
���� ��� ='���� '+������� ����
���'����G vz(z, t) = zAΩ cos(Ωt + φ)1 ���' �+���>�� ���
������������ �� .������ '/�'�� �� �' =��+� Q.��� ��
���� 
1-1,R

D(vz) = C

(
1 − v2

z

[RzAΩ cos(Ωt + φ)]2

)2

, Q-1�R

�� ��+�:�'�3��� A +�:7'�����

∆vz(t) ≃ 0.54 Rz A Ω| cos(Ωt + φ)|, Q-1CR

Rz ��'�� �' ��+�:���3���� �� 
������'� '� �����1

�1������� ��+�� 
- � 
��
����� ������������ ��
������

�� ��3��3� �
� ���/�'����� '/�'�� ��� A ������3�� �������'
����G ��9� ='���� �� �'���� �� �'
3�'��� '���������� �� 
������'�G '���� >�� ���/�'����� ��� A �' �'���� I���1 !' ������������
�� .������ '/�'�� ��� A ����
���'���� ��� '���� 3���� A ����.������ �� ��93� Q����'�� t0RG ��
���
 λz(t0 + t) ��� ��+���+��� ����� �'� O,�℄

λz(t0 + t) = λz(t0) + t

[
d

dt
λz(t)

]

t=t0

, Q-1;R

>�� �� +�� ���� �' =��+� �/���
���

λz(t0 + t) = 1 + A
√

1 + Ω2t2 sin(Ωt0 + φ + φ0), Q-1
)R

'.�
 φ0 ��I�� �'� cos(φ0) = 1/
√

1 + Ω2t21
!���
���'���� �����.�� '��9� ��+�� �� .�� ��� ���
 ���7'��� �� φ0 �'� �'����� A ����:


���'���� �'�� �� ��93�G �� ��� '+������� ��� '+���I�� ���� ='
����
√

1 + Ω2t21



�, ������� � ! 
&�'�"����� � 
��� �"��" ���" ' �&%�+ ��� �+&����� ��#��

����������� 
�� :��� ��
��

!� +��9�� >�� ���� .���� �� ��
���� ������ Ω/ωz =
√

5/2G ���� Ω/ωz ≃ 1.581 !�� ���/

������ �� �' ���1 -1E ���� ���
 �� '

��� �'�����'���G ����>������� ������� �����
��.�+���
Ω/ωz = 1.53(1) �� Ω/ωz = 1.56(1)1 !�� �/������
�� �'�������� �'�� O		G 	B℄ '.'���� ��(A

��I�+� �' =��>���
� �� +��� 
����
��= >�� ���� '.��� �����.�1 0'�� ���� ��� ������'��
�/����+���'�/ ���� ��=������� �� >���>��� ����
���� A �' .'���� �7����>�� Q��� +������
���� 
�����'�� ���� ��++'���� ���� T��� 
'��3���>���R1 ���' ��� ���� T��� �^ ' �' =�'
����
�7��+�>��G >�� ' ����'�
� A ��+����� �' =��>���
� �� 
� +��� O	B℄1

E ������ 
�� ����� 
-�������������

!�� ��+�� ��'+�������+��� >�� ���� �����.���G 2.6(7) � �� 0.73(10) �G �'������� A �'
������� ����
���'����G ���� �� ������� �� 3�'����� ��� ��+�� ��'+�������+��� +������ '.�

��� �� ��'3� �7��+�>�� �'�� O	EG 	B℄1 0'�� �� 
'�
�� '�'�8��>�� '����
'��� A 
�� �/������
��
O	;℄ ����� �'� .'�'��� �'�� ��� 
���������G 
'� �� ������� kBT ≫ μG '���� >�� ���� '.���
kBT ≃ μ1

*�� �� 
� �� 
�����+ ���� 
�� ,�������

���� '.��� �3'��+��� +����� �'� ���
����
���� �� 6�'33 �' �'�3��� �� �' ������������
��� .������� '/�'��� �'�� ��� 
��������� �� ����
���'���� �� �' ���1 -1EG �'�� �� ��93� Q  R1 !'
+��7��� �� ���' �'� ���'����� �
�G ='��'�� ����(�� ��� 
7'������ ���.'���1

0���������� ��+���+��� >�� 
���� +��7��� +����'�� ∆vz(t) ≃ 0.54 Rz A Ω| cos(Ωt)|
Q.��� ���>�'���� Q-1CRRG ���� ����� �� ��3�'� �� .'���� '������ �� ������c��1 ���' ��� ��+:
���+��� �^ '� ='�� >�� �' ������������ ��� .������� �� 
������'� �� �7'��� ���/�'����� ��
�� 
����'
���� Q��
'���� �� πR ��� ������>��G ���� >�� 
� �� ���� �'� .�'� ���� �� 
7'+� ��
.������ vz(z, t)1

!' ���1 -1B +����� 
���� +����� �� ����
���'���� �'�� �����'
� ��� .�������1 !� 
7��/ ��
�' =��
���� ��'(����+��� �� 
���� 
����� ��� 3���� �'� ���>�'���� Q-1CR �� �'� �������.'����
�� ��'+�������+��� �/��������� ��� ��
���'����� �� �' ���1 -1E1 !' =��
���� �� I� 
7����� ���
���


C + 0.54RzAexpΩ| cos(Ωt + φexp)| × exp(−t/τ), Q-1

R

'.�
 CG AexpG Ω �� φexp 
�++� �'�'+9���� ������1 !� ��+�� ��'+�������+��� ��� I/�
A �' .'���� +������ ���
���++��� Q��	1 -1
R τ = 735+�1 �� ��.'�
7� �� ��3��3� �'
.'��'���� �� �'8�� �� �7�+'�:H��+� ��� ���
7���� �� ��+�� �� 
� 3�'�7�G �� �� �����
�' .'���� +�8���� Rz = 190μ+1 �� ����.� '���� C = 70(33)μ+[�G Aexp = 0.30(5)G
Ω/ωz = 1.43(5) �� φexp = 5.8(1.3)1 !' =��>���
� +������ ��� ���
 �� ��� �'��� �'�
�'����� A �' .'���� 
1EC >�� ���� '�����1 ��� �
'�� ��� ���� T��� �^ '�/ ����� ��������
������ �� �' 
�����G >�� ��+����� �� ��� ���7'���1 �� '(����+��� �'�� ����� 
�+��� ��

�� ������ ����� Ω/ωz = 1.5(5)G ���� ���
7� �� 
1EC1 !' .'���� ��� ����� �� CG >�'�� A
����G ���� T��� �/���>��� �'� �' ��+��� �� ���������� �� ����� +�����G '���� >�� �'� �' �'�3���
�� �' ������������ �� .������ ��� A ���/�'����� >�� ���� '.��� ��3��3�� �'�� �' +������'����
��� ��
���'�����G �� >�� ���� ����+� A ��.���� ,)μ+[�1



�(� 6���
��"" + �� �� " ��' $ �&
' �
� + �� �/�"
�''�����" ��

500

400

300

200

100

940920900880860840

Δ
v z

(μ
m

/s
)

Temps d'attente (ms)

���� ���� (
��1����
�� 	
 �� 	�����&����� 	
 ���
��
 �!���
 
� 
��
���� 	� �
��� 	����
��
 	���
�
 ��-�
� �
 ����� 
������ 
�� �� �.���
�
�� 	
� ������ 
!�����
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��� 	���������
�
�� τ = 735�� 
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�
N � ���.���
�
�� 	���
 A = 0.30(5)� Ω/ωz = 1.43(5) 
� C = 70(33)μ�D��

����������� 
�� ��� ����� 
�� � �;��� 
� ��� ��

 � ��� ��������'�� �� 
�+�'��� ��� ������'�� ��� ���/ +������ ��������'���� �D�
�����G
�' ���+�9�� �'�� �����'
� ��������� +'�� '.�
 ��� 
����������� �� �' ������������ �� .������
�� ='�� �� ��+�� �� .��G �� �' ��
���� �'�� �����'
� ��� �+��������1

��'��9� ��� �>�'����� Q-1;R �� Q-1
)RG ��'+������� ��� ��
���'����� +������� �'� �+'3����
��� ���'��� �'� �� ��+�� �� .�� tG ����� �' ��� Atdv = A

√
1 + Ω2t21 !� ��+�� �� .�� ���������

�3'��+��� �� ���7'�'3� φtdv ��� >�� cos(φtdv) = 1/
√

1 + Ω2t21
�� ��.'�
7� �'� �' ������������ ��� .�������G >�� ��� 3���� ���� �� ����.������ �� ��93��G

�� ������� ����
��+��� ��� +������ �� ��'+������� A �� �� �' �7'�� φ ��� ��
���'����� �'��
�� ��93�1 !�� .'����� +������� ���� ������ Aexp �� φexp1

�� '����� ���
 Atdv/Aexp =
√

1 + Ω2t2G �� φtdv − φexp = arccos(1/
√

1 + Ω2t2)1 !��
.'����� ���� ��������� �'�� �� ��	1 -1,1 ����� +������� >�� �� +��9�� ��+��� >�� ' ���
�/���� ���+�� �� ='��� �� ���� ����� ��� ������'�� ��� , �/������
��G A �' =��� �� 
� >��

��
���� ��'+������� �� �' �7'�� ��� ��
���'�����1

Atdv/Aexp

√
1 + Ω2t2 φtdv − φexp arccos(1/

√
1 + Ω2t2)
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√
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5+1+9 	��
"!����

���� '.��� �����.� ��� ��
���'����� �� �' ���3���� �� 
������'�G ��
���
7��� ���� ��
=�'�
7����+��� �� ����� �� 
������'����1 $��� �� ��+�� 
'�'
�������>�� �� 
������'����
�� ������� �� ω−1

z G �� ��=������G ��� ��
���'����� ���� �+����'����1 $��� ��� �'+��� ���.':
���'���� ���� ������G ��� ��
���'����� ���� �� ���� ='���� '+�������1

��� ��
���'����� ��� ��� 
'�'
�������� �'� ���/ +��7���� � �+'3���� �� 
������'�G '��9�
��+�� �� .��G �� +�����G �'� ���
����
���� �� 6�'33G �� �' ������������ �� .������ '/�'��1
!�� ������'�� �� 
�� ���/ �/������
�� ���� �� ��� '

���G ����� �� +��9�� �� �' ��=����
�
O,�℄1 !�� =��>���
�� +������� ��� ��
���'����� ���� �� '

��� '.�
 �' ���.�����

√
5/2 ωzG '.�


��� ����'�
� A T��� ��39��+��� ��=��������G >�� ��
�������'�� ��� +������ ���� '����=������
���� T��� 
��I�+��1

����� ����� ���� ' ���+�� �� 
7����� �� ������ 
��������� ���� ��� +������ �� �' ���:
��������� �� .������ ��� L�
��'����� �� �7'��1 $��� �.���� '��'�� >�� �������� ��� 
�����:
������ ��� ��
���'����� '� 
7'+� �� .������ '/�'��G ���� 
7�������� �� ��93� Q  RG �������'��
�� ��+�� ��'+�������+��� �����+��� ���� 
���� >�� �� ��93� Q R1 �'� �' .������ �8��>�� '�:
������ '���
��� '�/ L�
��'����� �� �7'�� ��� �� 
))μ+[�G A 
�+�'��� '�/ ��
���'����� ��
�' �'�3��� �� �' ������������ �� .������ �����.���G ����� '+������� �� 500 μ+[�1 ��� �'+��
I�'�� ���.'���'���� ��/ =��� ���� ����� >�� 
���� �������� �
� Q���� �� ��93� Q  RR �� �� ��+��
�� +��� A ���>������� �� �8��9+� �� ���� �� E � Q'.�
 ���
���� �HR ���+�������G 
�++�
���� �� .������ '� ������� 
7'�����G �� ������� ��N�'++��� ��'+������� �� ���/
��'����1

��� �
��*�
���� �� 	�
*����� ��	 �
�
�!���	 �� ��! � �� ��	

�����	
�	

5+5+, A��!�� #�� .�*/!��
�� #! ��()�

6��� ��
� ������ 
�����

$��� +������ �' =��>���
� ���3������'�� �� ��93�G �� ���.�>�� ��� ��
���'���� �� 
�����
�� +'��� ���� 
������'� �� ��'�
7'�� ����'�� >���>��� +������
����� �� 3�'����� ��

7'+� +'3����>��G �� >���>��� �[
+G 
��� �'� ��� ������� �� $0�1 ��� ����� ��
���'����
�� ='�� A �' =��>���
� �� ��93�G �� ����� �'� 'D�
��� �'� ��� �����'
����� '� ���� �� 
������'�
O	CG -)℄1 �� ��� +����� ��+���+��� ��� ��� �+'3�� ��'���������� ������ A �� ��+�� ��
.�� I/�G �� ='��'�� .'���� ����� �+'3� A ��'���� �' �7'�� �� ����
���'���� A �'>����� ��
��.�� �� ��93�1 ��� ����� +����� ��� ����������� ��� �' ���1 -1�1 �� ������� �� 
���� ='Y��
ωz = 2π × 5.00(5)�@1

6��� ��
� ��
����

$��� �� ��93� �� �8��  �D�:$���
7'��G �' =��>���
� �'��'� ������ �� 3�'����� �� 
7'+�
�'��'� B′ �� �� ��'�� B0 �

ω⊥ =

√
μB

2m

B′
√

B0
. Q-1
,R

����� �/�������� ��� �� 
'� �'���
����� �� ���>�'���� Q,1	RG .'�'��� ���� ��� '��+�� �'��
����'� |F = 1, mF = −1〉G �� ���� B′′ ≪ B′2/B01
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 " �� '� ��� ��
 ������L	
 �� �&��
�� �� ��������� ωz = 2π × 5.00(5) ���

���� '.��� 
'����� ω⊥(B0)G ���� �� 3�'����� B′ 
����'��G �� +����'�� ω⊥ �'� 
7'�D'3�
�'�'+����>�� O
�℄ ���� ��������� .'����� �� B01 !' +����� �� B0 �� ='�� �� '�'���'��
���3�����.�+��� �' =��>���
� I�'�� �� �' �'+�� ���.'���'����G (��>��A 
� >�� ���� ���
'��+�� ������ �(�
��� �� ��93�1 W 
���� =��>���
�G �� �'�� >�� νrf = μBB0/2 d �'.'��'3�
�� ���'��� ��� �� ����
��� �� 
���� +����� ���� =������ �'�� �� �'�'3�'�7� ��� �' +����� ��
�' ��'������ �� ��'��1

���� '.��� ������ �� 
���� ='Y�� �

ω⊥ = 2π × 1320(5)√
B0

Hz. Q-1
-R

�� ������'� �+���>�� B′ = 1461(5)�[
+G 
� >�� ��� �� �'�='�� '

��� '.�
 �' +����� ��

7'+� +'3����>�� �D�
���� '.�
 ��� ����� A �D�� �'�� ���� �� �' +��� '� ����� �� �����
:
���'�+'��G >�� ����'�� B′ = 1460�[
+G ���� ��� +T+�� 
��������� �� =��
������+���G

���� A ���� �� 
���'�� �� 30� �'�� ��� ������� �� >�'�������1

!�� �/������
�� ��
���� �'�� 
� +'���
���G �'�= +������ 
����'���G ���� ��'������ A ��
��'�� B0 = 3.00(4)�G 
� >�� 
��������� A ��� =��>���
� ω⊥ = 760(10)�@1

5+5+1 	%"�8�%���� #! �� 8�� #�%�� ��

!' ��
���� �N
'
� �� ��D����� ��� '��+�� '� +�+��� �� ���+'3���� ����'�� �'� ���
�:
��+��� 
����� �'�� ��� 
��������� �/����+���'��� Q.��� ��
���� 
1	1
RG A 
'��� �� 
7'+�
+'3����>�� �������� ��� +T+� �� ����
���� ��
�����G �� ��� ��
���'��� �� 
'������ �' +�����
�� ��+��� ��'��+�� �'� ����� �8��9+� ���+'3���� �'� '���������1

��� +��7��� ���� 
��' ��� �� +������ �� ��������� 
7�+�>�� ���� 
������'�G >�� ���
������������� A N

2/5
0 �'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+� Q.��� ��
����
1-1
R1 ���(���� �'��


� ��3�+�G �� �'�� �� ��93� '����3�G �� +��9�� ���/�'����� �������� �'�� O,�℄ +����� >��
�� ��������� 
7�+�>�� �'�� �� ��93� ��� '���� ����� '� �'8�� R⊥�� 
������'� '��9� �� ��+��



�0 ������� � ! 
&�'�"����� � 
��� �"��" ���" ' �&%�+ ��� �+&����� ��#��

���/�'����� t �'� �

μ =
m

2

ω2
⊥

1 + ω2
⊥t2

R2
⊥(t). Q-1
	R

�� ���� ���
 '

���� A μG �� ���
 A N0 �� ���� 
���'U� ��� =��>���
�� �� ��93�1
����� +��7��� �������� ����
��.������ �� ��
������� ��T��� �'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:

H��+� -� 7'������G 'I� >��A �' =��� �' ���'���� Q-1
	R ����� μ �� R⊥(t) �� �' ���'���� Q
1
	R
����� μ �� N0 ������ .'�'����1 �� >�� ����� �'� ����� 
'�G 
�++� ���� �� .������1

���� '.��� ���
 
7���� ��� '���� +��7���G �'��� ��� �' +����� �� �' ��+���'����

����>�� Tc1 �� ���+��� �����G Tc ∼ N1/3G �� �'� 
����>���� 
���� +��7��� �� 
'����'����
�� N ��� +���� �������� >�� �' +����� �� μ1 $��� ���
���+���G �' ��+���'���� 
����>��
������ �� ��+��� N ��'��+�� �� �8��9+� 
�++� OE)℄ �

Tc = T 0
c (1 − 0.73

ω̃

ω
N−1/3 − 1.33

a

aoh
N1/6). Q-1
ER

'.�
 kBT 0
c = 0.94�ωN1/3G ω̃ = (ωx + ωy + ωz)/3G ω = (ωxωyωz)

1/3G aho =
√

�/mω �� a
�' ���3���� �� ��D�����1 T 0

c ��� �' ��+���'���� 
����>�� �� 3'@ ���'� �'�� �' ��+��� �7��:
+��8�'+�>��G �� ��� ,� �� -� ���+�� �� +�+��� �� ������ ������������ �����
��.�+��� �'

����
���� ��� '� ��+��� I�� �� �'���
����G �� �' 
����
���� ��� '�/ �����'
����� �� 
7'+�
+�8��1 !' ���1 -1C �������� �' ���
����� �� �' 
'����'����1 $��� ��D������� ���=������� ��
��93� +'3����>�� '����� �� ����� �� 
������'����G I/��� �'� �' .'���� I�'�� �� �' �'+��
���.'���'����G �� +����� �� ��+��� ��'��+�� ���'�G �� ��+��� ��'��+�� 
�������� �� �'
��+���'���� �� ��'3�1 ��� ��+���� ��'��+�� �� ���� .�'�� >���� .'���� ���'��.�G ����>�� ��
��� �� �' ���
����� ��� �� 
���'U��� ���� .'���� '������1 �� ��+'�>�'�� >���� ������� ��
����� �� ��+��� ��'��+�� 
�������� N0 .'��� >�'��+��� ����'���+��� '.�
 �' ���=������ ��
��93� Q>�� ���� ���� P RG �� ���� ����+�� �' ���=������ 
����>��G �V �� 
������'� '��'�'U�G
�'� ��� �/��'���'���� ����'��� �� N01 �� ����.� �' ���=������ 
����>�� Pc = 116(2) 4�@1

�� �' +T+� ='Y��G �' ��+���'���� �� ��'3�G '� ������ �� �����G .'��� ����'���+��� '.�

�' ���=������1 �� ������ ���
G 3�X
� A �� '(����+��� ����'��� �� T (P )G �' ��+���'����

����>�� Tc = 491(35)�21 !���
�������� ����+�� ��� Tc ��� �' ��++� ��� 
������������ ��
����
�������� ��� Pc Q∼ 2 %RG �� ���
'�� ����� ��� ��+���'����� +������� ��� ��� ����
�����
'/�'��� �� �'��'��� �� ��'3� Q∼ 1 %G 
'� �� ���+���� �'� ��� ��+���'���� ������>�� ����� ���
���/ '/�� �'�� �' =��
���� ��'(����+���R �� �� ����
�������� ��� �� 3�'������+��� �� �8��9+�
���+'3���� Q∼ 2 %G 
� >�� ='�� 4 % �������� ��� �' +����� �� T G ����>�� �' ��+���'���� ���
��������������� '� 
'��� �� �'8�� �� ��'3� '��9� �/�'�����R1 ����� .'���� �� Tc ����>��G
��'��9� Q-1
ERG >�� �� ��'3� 
������� N th

c = 6.2(1.4) × 105 '��+��1
!' �����9�� ��'�� 
������� A ����+�� �� ��+��� ��'��+�� �� �8��9+� A PcG +����� ��

������'�� σ = σ01 !' 
����� Ntotal(P ) �������'�� ��� ��L�/��� '����� �� PcG �' +��7���
�' ���� ��+��� ��� ������������ ����'���+��� Ntotal(P ) ����� ��� ������ ������ (���� '� ������
�� (���� �� ������� �� �����1 �� ����.� Nc(σ = σ0) = 1.55(5) × 1051

���
 ����� �� 
��
� ����

�� ����.� I�'��+��� >�� �' ��
���� �N
'
� �� ��D����� �D�
��.� σ = N th
c /Nc(σ = σ0)

��� >�'��� =��� ���� ������ >�� σ01 $��� ���
���+���

σ0

σ
= 4.0(8). Q-1
BR
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��+'�>���� >�� 
���� .'���� ����� �'� �'�� �������.'��� ����+� A ���>�'���� Q
1	ERG �'���
��� ��� .'����� �/��T+�� ��� 
��N
����� �� �����
7:����'� +�� �� (��1 ��
� ���� T���
�/���>�� �'� �' �'�3��� ���
��'�� ��� ����� �� �'��� �����G >�� 'D�
�� �' +����� �� σ1 !'
���
������ '8'�� 
������ A Q
1	ER ����'�� ��� �' ��
���� �N
'
� �� ��D����� A �����'�
�G >��
��� ��������'��� �� ���
��� �� �' �����1 �� �� �'��� ����� ' ��� �'�3��� ���
��'�� ∆ ���
�����G 
� >�� ��+���� ��� '��������� A �����'�
� ���� ='
���� (∆ + Γ)/Γ �'� �'����� '�

'� ∆ = 0G �� ������'�� �� ���
��� �� �'��� !�����@���1  � ='�� ���
 +��������� �'� 
� +T+�
='
���� �' ��
���� �N
'
� +�8���� +������ �� ������'�� ∆ = 0 ���� ������� �' <.�'��?
��
���� �N
'
� +�8����G '���� 
����3�� �� ���D�� �� �' �'�3��� ���
��'�� �� �'��� �����1
��� �'�3��� ���
��'�� �� �' ����� �� ,0�@G 
� >�� ��� �� '

��� '.�
 ��������� +������
�� ���I�� ��'��������� >�� ���� '.��� �D�
�����G ���� �/���>��� ���
'�� ����� �� ������'�
Q-1
BR �� 
� >�� ���� ���.��� Q
1	ERG ����>�� 
��' 
����3� �' +����� ���� ='
���� 4/31

5+5+5 ��%8�"��* �� �����#!
��8�"��* #�� �%�% (���� #�� 
��#���%��

$��� �� 3�'�� ��+��� ���/������
��G �� ��� �+����'�� >�� ��� 
������'�� ������ ���:
����� �� +'��9�� I'��� �� ��'���1 ����� A ���� >�� ���� ��� ���=������ �� ��93� ������G
I/�� �'� �' I� �� �' �'+�� ���.'���'���� �'���:=��>���
�G �� ��+��� ��'��+�� �� �' ��+��:
�'���� �� ��'3� ���.��� T��� 
����'��� ����� ��'���'���� A ��'����1 ���/ ='
����� ����
��'�/
���.��� ����������G ' ������G ��� L�
��'����� � ��� 
'�'
�������>��� �� ��'3� �����'��+���
��'��=��� �'�� �� ��93� +'3����>�� Q��+��� ��'��+�� �� ��+���'����RG �� �� ��'�� �� ��93�
+'3����>��1 �� ��'��>��G 
� ���� ��� L�
��'����� �� ��'�� �� ��93� +'3����>�� >�� ���� ��
='
���� ��+��'�� �� �' ��'������ �� ���/������
�1

���+����� 
 +����

����� �' =��>���
� �� I� �� �'+�� νrf G �� ��'�� �� ��93� +'3����>�� B0 �� �' ��+���'����
�� ��'3�G �� ' �' ���'���� �

ηkBT = hνrf − gF mF μBB0, Q-1
�R

�V ηG �' ���=������ �� ��93� �� ����� �� kBT G ������ �� �' .������ ���.'���'����G ��
gF mF = 1/2 ���� |F = 1mF = −1 〉1 W �' I� �� �' �'+��G '��9� >���>��� ��
�����
��'������ A =��>���
� I/�G ���� '.��� �8��>��+��� η = 101 ���� �� ��������� ��� .'��'�����
�� T �� =��
���� �� 
����� �� B0G ∆T/∆B0 ≃ 3.4 �2[+�G �� ��
��� ��.���� E �2[4�@1

$��� �.'���� �' ��'������ 
��� ��� 
��� �� ��'�� +'3����>��G ���� '.��� +����� ��
��+��� ��'��+�� ����'�� �'�� �� ��93� �� ��+���'�� ���3�����.�+��� �' =��>���
� I�'��
�� �' �'+�� νrf 1 !���>�� ���.'���'���� �� 
��
���� >�� ��� '��+�� �� ��'3� �7��+�>��G ��
��+��� ��'��+�� ����'�� �'�� �� ��93� .'��� �����+��� '.�
 νrf 1 0'�� ����>�� ηkBT � μG
�� 
����'� �= 
����� 7��� �� ��93� ��� '��+�� �� 
������'�G >�� ���� ���� �'�� ��� �'���
������3�� ����������� ��9� �������G ���� �' �'�3��� ��� �� ������� �� μG ���� >���>��� 4�@1 !�
��+��� ��'��+�� ����'�� �'�� �� ��93� .'��� '���� �'����+��� '.�
 νrf G �� ��'����� ����>��
hνrf ≤ μBB0/21 !� ����
��� �� �' 
����� �/����+���'�� �� 
���� +����� ���� �����������
��� �' ���1 -1;1 �'�� �� 
'� ���� ��'�� L�
��'�� �� α 4�@ 
�T�� A 
�T��G �� ��+��� ��'��+��
+������ ��� �' ��'3� νrf = μBB0/2h ± α/2 ���� .'���� ����� 0 �� �� ��+��� ��'��+�� �'��
�� 
������'� �� ��������� 
7�+�>�� μ = hνrf − (μBB0/2 − hα/2)1 �����+��� ���G ���
��� ��'3� �� =��>���
� �� ������� �� α 4�@G �� ��+��� ��'��+�� ���'G ����� +����� ���
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��'����G ���� >�'�� ���G ���� ��3��I
'��.�+��� ��� ���1 ��� �' 
����� �/����+���'�� O���1 -1;
Q�R℄G �� ����+� ������� �� 3�'����� ��� L�
��'����� �� ��'�� A 	 4�@1 !�� L�
��'����� ��
��+���'���� ���� �� 
����>���
� �� ������� �� ,) �21

�� ����G 3�X
� A 
� �8�� �� 
����� �� ��� 
'�'��� �� ��
'����� �� =��� �� ��93� A 	 4�@
��9�1 �� ���� '���� ���.�� ��� ����.�� ������ �� ��'��G 'I� �� 
�����.�� ��� ���=������ ��
��93� 
����'����1 �� ���� ���
 
�������� �' ��+���'���� �� ��'3� A ,) �2 ��9�1

��I�G �� ���� ����� >�� ��� L�
��'����� �� ��'�� ���� �� ������� �� B+� Q���� ��
��'�� B0 ≃ 3�R1 !� �����'3� +'3����>�� �D�
��= ���
��� �'� �����
���'�+'�� Q.��� ��
����
,1-1BR ��� .�'���+��'���+��� ����� ���� '�������� 
���� ��'������1 �� �����'3� �� μ:+��'� '
�3'��+��� ��� ����'��� '����� ����� ��+�� ����>�� ����'��� ����.���� E) 
+ �� 
����� ��
��93�G +'�� ���� ��'.��� �'� +����� ���
���+��� ��� L�
��'����� �.��������� �� ��� 
7'+�
+'3����>��1

������ ����	�� �	�� ������� �� �	
� �� �
���� �
 ���
���
� ��	�����
����
� �� �
 �� �� ������ ����


��	��
�� �
� ������ ������ �8������
��� ��� �� �	�
�
	
 ���	��� 4��� $ �� ������� �� 
	������ �� ���
�������5� ����
��
�� 


� 
	�� ��
���
�	
� �
 ������ �����
� ��� ����	�� �� �	
� �� �
���� �� 
���� ����	��

	
�
�
� �	�� $ ��
��



�� ������� � ! 
&�'�"����� � 
��� �"��" ���" ' �&%�+ ��� �+&����� ��#��
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 ���+�� 
-������

!' ��'�����'���� �� ��+��� ��'��+�� A �' I� ����� �'+�� ���.'���'���� ������ '

�������111 A ��'������� �' =��>���
� �� �'��� ����� '� +�+��� �� ���+'3�1

�� �D��G ���� �� ����.������ �� ��93� +'3����>��G �' =��
� +'3����>�� ����� ��� ����� ��
�����
���'�+'�� 
7��� ����'��+���1 !� ������ '� <�����? �� �' ����
���� �� �����
���'�+'��

�++���>�� ��� .���'����� A ������+��� �� �' �'��� ����>��1 ��� .���'�����G '(������ A 
�����
���� A ��D������ �����'����� +�
'��>��� Q�� �8�� <
��
:
�'
?RG �������'���� ='
���+��� ��
�'��� �����G �'� ��� ��L�/��� ���.��'�� �� ������'���� ����>��1 !' �������� ' 
������� A
��'>��� ������+��� ������'���� ��� �' �'��� �'� ��� ����� ����'�1

��� =��� 
� �����9+� ������G �' ��.�'���� ��'��'�� �� ��+��� ��'��+�� �'�� �� ��'3�

������� �� ���
7� �� �����G ��� ��.���� ,) �+'3��G ��� �� E A 
)aG ���.'�� ��� (����1

��� ����� �� ���+� �� ���	���

���� '�'�8���� �
� �� ���I� �� ������� �� 
������'�� A ��D������� 7'������ �� I� ��
�'+�� ���.'���'����1 �� ='��'�� .'���� 
� �'�'+9���G �� 
7'�3� A �' =��� �' ��+���'����G
�� ��+��� ��'��+�� ���3��G �� �' =�'
���� 
��������1

!������ ��������� �
� ����� �'� ��� ����� �8���+'��>�� �� ���I� �� ������� ���� ��
��'3� �� ������� �� Tc �'�� �� ��������� ��9� '���������1 !� ��� ��� �� 
�+�������G
'� +���� �� �'����G �' ������������ ��'��'�� ��� ��'3�� ���� �� +����� �' ������������
��� .������� �'�� ��� ���
7'��� 
7'������1 �� �'���
�����G �' ������� 
� ���3������'�� ���

������'�� ��� �� �'�'+9��� ��9� �+����'�� �'�� ������� ��� L�
��'����� �� �7'��1 ����
��.��� ���
 .���I�� >�� ���� ��++�� 
'�'��� �� �' +������ 
����
��+��� ��� ��� �+'3��
��'���������1 $��
����� >�� ��� ������� �/�������� �
� ����� �'� ��� '
>����� ���
�I>��+���
���� 
���� �����1 �� ���� ��� �+'3�� �������� ���� ��� �/������
�� �� ���
����
���� ��
6�'33 �� ��� 
��������� ��'
>��������� ��� ��� ��
���� �'� ��� ������� �� �' ���
����
���� ��
6�'331

!� ����� 
�� �� �����9+� ��� >�� ��� '����/�+'����� �������� �� �7�+'�:H��+�G �� ����
3'@ ��+�:���'� OE
℄Q
������'� ��� �������� �'� �� ��'3� �7��+�>��RG �� ���� �'� .'�����G
A 
'��� �� �'����� ��'���
� �/��T+� �� ����� ��93� +'3����>�� Q
E)R �� ��� ���'��.�+���
='����� ��+���� ��'��+�� 
��������1

5+9+, 	��#������ �7�*�� ���%"��

!� ��93� ������� �
�G �� ����'����� ωz = 2π × 5.00(5)�@ �� ω⊥ = 2π × 760(10)�@G ��� ��
������'� �� 
�+���+�� ����� 3�'��� '���������� �� +���+��'���� ��� ��
���'����� ��
���
7���
'� =�'�
7����+��� �� ����� �� 
������'���� Q.��� -1,1
R1

!� ��+�� ���/�'����� �� ��'3� '.'�� ���+'3���� ��� �� ,	+�1 ����� �� ��+�� �� .��
+'/�+�+ '������� �'� �' 7'����� �� 
7��� ����.���� E++1 !�����+��'���� �� �' ���
���:
�
���� �� 6�'33G 
�++� �� �� .���' ���� �'��G ' +���.� 
� 
7��/1

5+9+1 ����*�� �7�*�� ���%"��

!�� ������� >�� ���� ���������� 
������������ A >�'��+��� ����� �' 3'++� �� ���:
=������� I�'��� �� ��93� �/�����'����G ����� ,) �� C) 4�@1 ���' 
��������� A ��� =�'
����
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�������� .'��'�� ����� �)a �� 
)a1 $��� ��� I� �� �'+�� ���� 7'���G �' =�'
���� 
�����:
��� ��� ��9� ='���� Q< 10aRG ��N
��� A ������3��� �� ��'3� �7��+�>��1 $��� ��� I�� �� �'+��
���� �'���� �� ��'3� �7��+�>�� ����� ���� +����'��� 
'� �� 
������� ��� ��'��+�� Q+���� ��
2.5 × 104RG �� �� ��� ����
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) �' ��+�:���3���� LG �� �'8�� R �� �� �'����� ��'���
�
L/R +������G 
�+�'��� '�/ �����
����� �'�� �� ��3�+� �7�+'�:H��+� <��'��'��? Q.���
��
���� 
1-1
G 
�1 Q
1
-RR1 $��� ����� 
�+��� �� ���/�'����� �� 
������'� ����'�� �� ��+��
�� .��G �� 
�+��9�� �� 
'�
�� �� �7�+'�:H��+� �'� �� +��9�� ���/�'����� �� �'���� ��
��+ O,�℄1 $��� ��� =��>���
�� �� ���3�'3� �� ����� ��+�� �� .��G ��� �'�'+9���� ���
7����
���3������'�/ �� �'��'�/ ���� λz = 1.00(1) �� λ⊥ = 116(1)G 
���� A ����

L(t = 24+�) ≃ L(t = 0)

R(t = 24+�) ≃ 116 × R(t = 0).
Q-1
CR

�� 3�'�7� +����� 
�'���+��� >�� �' �7����� �� �7�+'�:H��+� A ��+���'���� ����� ��
��
��� �'� ���
���+��� �� ���I� �� ������� �� 
������'� �'�� ��� 
��������� �/����+��:
�'���1 !' ���3���� +������ ��� ���� ������G �� �'8�� ���� 3�'��G �� �� �'����� ��'���
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��� �����+��� ���� �����G +'�� �� .'��� '.�
 �� ��+��� ��'��+�� �� �' =�'
���� 
��������G

����'���+��� A 
� >�� ������ �� 
'���1 $�������� �/���
'����� ���� ���������1 ���� ��'����G ��
��������� 
7�+�>�� 
'�
��� '.�
 
���� �7����� .'��� ����� 2�ω⊥ �� 3�ω⊥1 !' ��+��� μ ≫ �ω⊥G
��
���'��� ���� ���.��� ��3��3�� ������3�� 
�����>�� �'�� ���>�'���� �� �����:$��'�.�4��G
����� ���
 �'� �'�3�+��� ��+����G �� ��'����/�+'���� �� �7�+'�:H��+� ����� ���� T��� �'�
.'�'���1

$��� >�'���I�� 
��'G �� ���� �������� �� 
���9�� ��I�� �'� �1 0������ �� �1 �����3'��
OE,℄1  �� +������� >�� �' ��
'���'���� ���� �8��9+� �'�� �' ��'������� ����� �� ��3�+� -� ��

� ��� ��I��� �'� �� �'�'+9��� χ = Nλa/a⊥G '.�
 N �� ��+��� ��'��+�� 
��������G a �'
���3���� �� ��D�����G a⊥ �' �'���� �'��'� �� +��� =���'+���'� �'��'� �� ��93� 7'�+���>��
�� λ �� �'����� ��'���
� �� ��93�1 $��� χ ≫ 1 �� 
������'� ��� �'�� �� ��3�+� -�G �'����
>�� ���� χ ≪ 1 �� ��� �'�� �� ��3�+� 
�1 �'�� ��� 
��������� �/����+���'���G ���� '.���
χ �� ������� �� 
1 ���� ��++�� ���
 ����G ' ������G �'�� �� ��3�+� �����+���'��� ����� -�
�� 
�1

�������G �' =�'
���� 
�������� ��� ��=������� A E)a ��� E ��� � ������ �� 3�'�7�1 ��3��3��
��� �����'
����� '.�
 �� ��'3� �7��+�>�� ���� �� 
'�
�� �� ���I� �� 
������'� ���� ���


������� A ��� �������1 !� ��'3� �7��+�>�� ��� '���� ���
������� �� +���I�� ���/�'�����
�'��'��1

���� '����� .���G �'�� ��� �'�'3�'�7�� >�� ���.���G 3�X
� A ��� 
'�
��� ��+���>���G
��� 
����
����� '�������� '� ���I� �� �7�+'�:H��+� �'� �' ����� �� 
�+��� �� ������3��

�����>�� �'��'�� �� �� ��'3� �7��+�>��1 ���� ���
����� �3'��+��� �� �' .'������ �����
'����/�+'���� '�'�8��>�� �������� �'� �1 !1 ]��'��. �� &1 �1 2�+ OE-℄G ���� +���I��
���>�'���� �� �7�+'�:H��+� �� ='Y�� A ����� 
�+��� �� ������3�� 
�����>�� �'��'��G ���� ��

�����.'�� ��� �>�'���� ������� '�'�8��>��+���1

5+9+9 ������* #! 
��#���%� 3 �B��� #� "�*���)�� 
��*��/!� �%#�%"�

�'�� 
���� �'���� ���� ��3��3���� �� ��'3� �7��+�>��1  � ��� �+����'�� �� �����G '.'��
����G >�� �' ����� �� 
�+��� �� ������3�� 
�����>�� �'��'�� �'�� �� 
'�
�� �� �' ������� ��

������'�G �� ='Y�� �/'
�� �� '����
7��G +���I� �� ���I� ���3������'�1 �� �D��G >�� 
�
���� �'�� ���>�'���� �� �7�+'�:=��+� Q
1

RG �� �'�� ���>�'���� �� �����:$��'�.�4�� Q
1;RG
��� ��3��� �� ������� �'��'�/ �� ���3������'�/ ���� 
������1

��� �7����� '�'�8��>�� '����
7�� ' ��� =��+���� �'� �1 !1 ]��'��. �� &1 �1 2�+ OE-℄
���� ��
���� �� ���I� �� ������� ���� 
������'� A ��+���'���� �����G ����� �� ��3�+� ��
�7�+'�:H��+� �� �� ��3�+� 
�1 �'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+� ������3�� 
�����>�� ���
��3��3�'��� ����� ���� ��� '/�� �� ��93�1 �� >�� ���� '������� �
� ��3�+� 
� 
���������
'� 
'� �V ������3�� �������'
���� ��� ��3��3�'��� ��.'�� ������3�� �� +��� =���'+���'� ��
����
���'���� 7'�+���>�� ��'��.���� Q'����� �'�=��� +��� ����
���'���� �� ����� @���R1 �����

�� ���/ ��3�+�� �� ='�� ����� 
�+���G �� ����
���G �� �� ������3�� 
�����>�� ��'��.���� ��
�� ������3�� �������'
����1

!����� �� �'�� �� ]��'��. �� 2�+ ��� ������������ <A �' +'��? �� ���+� ���������'��
������3�� 
�����>�� �'�� ���>�'���� �� �7�+'�:H��+�G ���� �� ��� 
�����.'�� ��� 
'�'
�9��
'�3����>��G '.�
 ��� �������� '�'�8��>��1
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+�8��G �'� �' +���+��'���� �� ������3�� �� �8��9+� �

E = 〈ψ|
3∑

i=1

Hi|ψ〉 +
g

2

∫
|ψ|4d3r, Q-1
;R

�V ψ ��� �' =��
���� ������ �� 
������'�G ����� >��
∫
|ψ|2d3r = N G '.�
 � �� ��+���

��'��+�� 
��������G ��

Hi = − �
2

2m

∂2

∂x2
i

+
1

2
mω2

i x
2
i , Q-1,)R

�' ���'���� xi ����3�'�� xG y �� z1

	���������� �����
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� 8'�����6����

�'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+�G �� ���� +���+���� ������3�� ������ �'� ���>1 Q-1
;R ��
��3��3�'�� �� ���+��� ���+� �� 7'+�������� H1 �� ������� '���� ��� �/��������� 7'��������� �

μTF(ωx, ωy, ωz) =
1

2
(
15

4π
ωxωyωzm

3/2gN)2/5, Q-1,
R

ETF(ωx, ωy, ωz) =
5

14
N(

15

4π
ωxωyωzm

3/2gN)2/5 Q-1,,R

nTF(ωx, ωy, ωz;�r) = max

{
μTF

g

[
1 −

3∑

i=1

(
xi

RTF
i

)2
]

, 0

}
, Q-1,-R
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RTF
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√
2μTF

mω2
i

Q-1,	R
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H̃i =
�ωi

2

√
γi +

1

2
mω2

i (1 − γi)x
2
i . Q-1,ER

!� ���+��� ���+� .��� A ������ 
�+��� �� ������3�� 
�����>��G �� �� ��
���G A ������� ��

�+��� �� ='�� >�� �' �������� >�'���>�� �������� '� 
��I��+��� �'��'� �� 
������'�1 !��
�'�'+9���� γiG ���� >�� 0 ≤ γi < 1G ���� �3'�/ A ) �'�� �' ��+��� �� �7�+'�:=��+�1 �.'��
�� .��� 
�++��� ��� �����+����G .�8��� �' �������� �� ���>1 Q-1,ER1
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���� �� ������3�� �� �8��9+� '.�
 H̃ ����� �

μ =
3∑

i=1

�ωi

2

√
γi + μ̃TF, Q-1,BR

E = N
3∑

i=1

�ωi

2

√
γi + ẼTF, Q-1,�R

n(�r) = ñTF(�r), Q-1,CR

��

R̃TF
i =

2μ̃TF

mω̃2
i

. Q-1,;R

�� ' ����
√

1 − γi ωi = ω̃iG �� XTF(ω̃x, ω̃y, ω̃z) = X̃TFG X ���������'�� μG nG EG ��
1
!� ���I� �� ������� Q-1,CR ��� ���
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�� ' ���(����G ∀ψG 〈ψ|Hi − H̃i|ψ〉 ≥ 0 ����>�� ) ��� �' .'���� ������ �� +��� =���'+���'�
�� Hi − H̃i1 $'� 
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√
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���+���G
'.�
 �' ��+���'����G �' 3�'����� ���������� �'�� ��� �7���+9��� �� L�
��'���� �� �7'��
�� 
������'�� '����������1 ����� ������'���� �� ��'����/�+'���� �� ]��'��.:2�+G ���� ��
��'�� '���@ ������
��.�G �������� ���
 �� ���� �����T� ��'��>��1

!�'���� ��N
���� +'(���� �� 
� ��3�+� �����+���'��� .���� �� ��'����
� ���� +��9��
���/�'�����1 �'� ���� ��� ���(���� �������� �� 
'�
���� '����/�+'��.�+��� ��� �'�3���� >�':
��'��>��� +�8����� �� 
������'� '�������� '��9� ��+�� �� .��G �'� 
�����.'���� �� ������:
3�� �� 
��.������ �� ������3�� �������'
���� �� ����3�� 
�����>��G 
�++��� �����+���� ���.�:
������ �� �' ������� K $'� 
����>����G 
�++��� 
�+�'��� �' ������� �'�� �� ��93� A �'
������� +������ '��9� �/�'����� K !�� ��������� ������� A ����.��1 �� 
� >�� 
��
���� ���
������� >�� ���� '�'�8����G �' ��N
���� ��� �� �'���� 
��������� 
'� ��� �+'3�� ��� ���
������ '��9� �� ��+�� ���/�'����� ���� 
���� ���� >�� �' ������� �.���� '/�'��+���G 3�X
�
'� 3�'�� �'����� ��'���
� �� ��93�1 �� ���� ���
 ����+�� 
����
��+��� �' ������� 
�
'/�'�� �� 
������'� �'�� �� ��93� A �'���� ��� �+'3��G �'� ����3�'���� ��� ��� ����
�����
�'��'���1

������'��G ���� ��� 
�+���7������ 
�+��9�� ��� �+'3�� �/����+���'���G �� 
��
����
��� �����������'���� �� ��� �������G �� ��� ��
���'��� �� ����� �3'��+��� 
�+��� ��� ��.���
�D��� �� ��'3� �7��+�>��1
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!' ������
� ���� ��'3� �7��+�>�� '����� �� 
������'� 
�+���>�� ��'�
��� �������:
����'���� ��� �+'3��1 ����� �'�� �� ��'3� �7��+�>�� �� �� 
������'� �� ��
��.���� ��':
��'��+���1 !� ���+��� �����9+� 
������� ���
 A ='��� �' �'��G �'�� �' @��� 
����'��G ���

������������ �� 
7'>�� 
�+���'��� �� ��'3� 3���'�G 
� >�� ����� �������� �'� �� I� >��
���� ���� 
���'U� ���� <=��+�? ' ������1 �'�� �� 
'� ���� 3'@ �'�� �����'
�����G ��� ��������
�7����>��� �'�� �� ��93� �� �� �/�'����� ���� ���� 
������1 0'�� ��� �����'
�����G �'��
��� 
��������� �/����+���'��� �������G �� ���.��� T��� ��3��3���1 ����� �' ������� �� ��'3�
�7��+�>�� ��� 'D�
��� �'� �' ������
� �� 
������'� �� ��
����>��+���1 �'�� �� ��93�G ��

'�
�� ��+���>�� ��� �������� �� ���� �'� �� 3����� ��N
����G +'�� ���� �.������� �� ��+��
�� .�� ��� �����+��� ���� 
�+���>���G �� 7��� �� �' ������ �� ����� �����1

����� ���� � ����� � 
�� �� ������ 
� �����

$��� 
'�
���� ��+���>��+��� �' ������� �� ��'3� '��+�>��G ���� ��������� �' +��7���
��
���� �'�� O,;℄ �� OE	℄1  � ��'3�� ���
 �� �������� ���>�'���� �� �����:$��'�.�4��G �� ���>�':
���� ���� �� ��'3� �7��+�>��G �� +'��9�� '���:
������'��� Q.��� �>1 Q
1	)R �� ����� �'
��
���� 
1-1-RG �� ����'�� �� 
�+��� �'�� 
7'
��� ��� �>�'����� ��� �����'
����� �� 
7'+�
+�8�� ����� �� 
������'� �� �� ��'3� �7��+�>��1  � ��� �������� �� �������� �� �8��9+� ��
I/'�� ���� �� ��+��� ��'��+�� 
�������� N0 �� �' ��+���'���� T G ���� �� ��+��� ���'�
��'��+�� Ntot �� T 1 �'������� >�� 
� 
'�
�� 
������� ��� '����/�+'����� ���.'���� �

` '����/�+'���� ��+�:
�'���>�� >�� ��>����� kBT ≫ �ωz,⊥1 $��� �' ����
���� '/�'��G

���� 
�������� ��� '���@ ���� .���I�� �'�� �� (�� �� ������� �� ��	1 -1-G +'��
�'��'��+��� �' 
�������� ����� �'� ��9� �'�3�+��� ��+���� 
'� 2.5�ω⊥ < kBT <
10�ω⊥1 ��'��9� O
	℄ ���� ����� 
�����'�� �'� ��9� ������
��.�1

` '����/�+'���� �� �'�����:H�
4G .'�'��� ����>�� kBT ≫ μ1 ����� 
�������� ����� �'�
��� ���� ��9� �'�3�+��� ��+���� Q
'� �8��>��+���G μ = 3�ω⊥RG +'�� ���� ��� +T+��
�'����� >�� ��'����/�+'���� ��+�:
�'���>��G ���� ����� �'� ��� ���� ��9� ������
��.�1

��� �����

!� ��+��� ���'� ��'��+�� ��� ' ������ +����� �� ='Y�� ���� �^�� >�� �� ��+��� ��'��+��

��������G ����>���� ������� ����� ��+��� ����3�'���� ��'��'�� �� ����'������ ����>�� �����
�+'3�G �� ���'�� 
�+��� �� �' 
'����'���� �� �' ��
���� �N
'
� ��'���������1  � ��� ���

�'�����G ���� 
�+�'��� ��� ������'�� ��� 
'�
��� '�/ �������G �� 
'�
���� ��� �������� ��

������'� �� �� ��'3� �7��+�>�� �� I/'�� ��� .'����� �� Ntot �� T '�/ .'����� �������
�'�� �� ��	1 -1-1 !�� ������'��G �� ���+�� �� =�'
���� 
�������� �� �� ��������� 
7�+�>��
���� �������� �'�� �� ��	1 -1E1

!' =�'
���� 
�������� 
'�
���� ��+���>��+��� ��� >�'�� �3'�� A �' =�'
���� 
��������
������ �'� O
	℄G 
'�
���� �'�� ��'����/�+'���� ��+�:
�'���>�� �� �'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:
H��+� �

N0

N
= 1 − t3 − 2.15

(
a

aoh

)2/5

N1/15t2(1 − t3)2/5, Q-1--R

'.�
 t = T/T 0
c G�V T 0

c /kB = 0.94 �ωN1/3G ω = (ωxωyωz)
1/3G a ��� �' ���3���� �� ��D�����G

�� aoh = (�/mω)1/21 ��� '

��� ����� �� 
'�
�� ��+���>�� �� 
���� �/�������� '�'�8��>��
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����
�
�� ����
��� ���� 
����������� �� 
��
���� 
��	
���
 �
����
 Fmes

c �

����� �'� �������'��G +T+� �� ��� �D��� �� �'���� I��� O
-G 
	℄ ���� ���� �� 
�+��� �'�
�' ��+��'���� +'�� �'� �'� ���>�'���� Q-1--R1 �'�� �����'
�����G ��� �D��� �� �'���� I��� ��
���'���� �'� ��3��3�'����G �� ����'U���'���� ��� �'���� �� ������� �� 
)a �� �' =�'
����

�������� �'� �'����� A �' ��+��� �7��+��8�'+�>��1 0'�� �� ��+��� >�� ��� �����'
�����
'���� ����'�
� A ������+�� ��� �D��� �� �'���� I��� O,;℄G �'�� �' ��+��� �V ����� 3��.������
�' ������� �� �� ��������� 
7�+�>�� �� 
������'�1 �� ���� >�� ��� ������'�� �� �' ��+��'����
+������� ��� ��.�'����� �'� �'����� A �' ��+��� �� �7�+'�:H��+�G ��� ���� ����G �� ���+��
�� ��������� 
7�+�>�� �� �� �������G �� 
� >�� ���� '����� ���� �� 3'@ ���'�1

�� ��.'�
7�G �' =�'
���� 
�������� 
'�
���� ��� �����+��� ���� ���.�� >�� �' =�'
����

�������� +������1 $�������� �'����� ���� ���������1

���� ��'����G 
�++� ���� ��'.��� ��(A +��������G �� 
�++� ���� ���.��� �� .���I�� '
���������� ��� ��� ������'�� �� �' ��+��'����G �' 
�������� kBT ≫ μ (����I'�� ��'����/�+'����
�� �'�����:H�
4 ����� �'� ��9� ���� .���I��G ����>�� ���� ' 0.7 < kBT/μ < 2.81 0'��
�D�
���� �� 
'�
�� �'�� 
���� '����/�+'���� ��� ��'�
��� ���� �����G �� ���� ��� ��(�
��=�
�� 
���� �����1

!� ����� �'�� ����� �� ���� �+����'�� 
��
���� �� ���I� �� ������� �� ��'3� �7��+�>��G
�� ��� �.������� ����'�� �� ��+�� ���/�'����� '.'�� �� ������� ���+'3�1 �'�� �� ��93� �'
������� .���+�>�� �������� �� <����? '� 
�����G 
�++� �� �� .��� ��� �' ���1 -1
	1 ��G
��'�'�8�� ��� �+'3�� ��� ='��� �'� �� '(����+��� ������'�� ��� =��
���� �� 6��� ��'��'��
Q.��� ��
���� 
1	1,R1 �� ��'���+��� ��+��� (����I� ���� ��� 3�'��� ��+�� ���/�'�����G ����
>�� ���� .���'���� ��� ���+'3� �' ������������ ��� .�������1 !' 
�������� ���� T��� �'�� 
�
��3�+� ��� ��+���+��� texp ≫ ω−1

z,⊥1 �'�� ��� 
���������G ���� '.��� ���� ω⊥texp = 116G
+'�� �� ��.'�
7� ωztexp = 0.81 !� ��+�� ���/�'����� ��� ���
 '���@ ���3 ���� .���'�����
�' ������������ �� .������� �'��'���G +'�� ���� 
���� ���� �' ������������ �� .������� '/�'���1
0'�� ��'���� �'��G 
�++� ωztexp ≃ 1G �� �� ���� �'� ��� ���� 
��������� >�� �' �������

� '/�'�� ��' �'� �.����1 W 
�
� �� ='�� '(�����G 
�++� ��
����� �'�� ���/�'�����G ���D��
��� �����'
����� ����� �� ��'3� �7��+�>�� �� �� 
������'�1

��� �/������
�� ���� 
��������� 
�� ��N
����� ��� ��� �����������1 !� ����
��� ��� ��
���'��� ��'��'��+��� �� ��'3� �7��+�>�� �� �� 
������'� '��9� ����.������ �� ��93�G ����
+������ �'�� '+��3�c�� ���� ������� �����
��.�1 $��� 
��'G �� 
������'� ��� ����9��+���
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��'��=���G �'� ��'������� A , �7����� ����
��.� �� .������G �'�� �� ��'� ���+������� 2�kLG �V
�kL ��� ���+������� ��� �7�����1 !' ��
7��>�� ��� ���
7� �� �' ���
����
���� �� 6�'33G +'��
'.�
 �� 
����'3� '���@ �'�3� �� ������� ���� 
��.��� ����� �' ������������ ��� .������� ��

������'�1 !� ��'3� �7��+�>�� ����� �� ��.'�
7� >�� ��� 
�����G ����>�� �' ������������
�� .������ ��� �� , A - ������ �� 3�'����� ���� �'�3�1 �'�� �� 
'� �� 
������'�� +����
'����������G �' 
�+�'�'���� �� �' +��7��� ��'��'�� �� +����� �� �' =�'
���� 
��������
�'� �� '(����+��� A ������ ����
����G �� �� 
���� ��
7��>�� �� ���'�'���� ��� , =�'
�����G
��+��� ����>��� >�� �' +��7��� 7'�������� �� ��'(����+��� A ������ ����
���� ' ����'�
�
A ���� ����+�� �' =�'
���� 
�������� ���� T � 0.5Tc1 $��� ���� �� ���'���G �� �������� A �'
�79�� �� H1 ������� OEE℄1

�(������ ��
��� >�� ���
'�� ����� �' =�'
���� 
�������� ����� �� �' ��+��'���� ��+���>��
�� �' =�'
���� 
�������� +������ ���� T��� �3'��+��� �/���>�� �'� ��� ������ �� ������� ��

Ea ��� �' ��+���'���� ���� ��� ������ ���� >�� Fc ≤ 60 %1 ��� ����� ������ ��� ��'������G
���� >�� �' ��+���'���� ���� +������ ��� ��� ����� �� ��'3� �7��+�>��G ��� 'D�
��� �'�
�� ������
� �� 
������'�1

$��� 
��
���� ��� 
� �����G ���� '.��� �
� �����.� ���� �� >�������� >�� ���� ���� '.���
��������1 0'�� �' ����'���� �/����+���'�� ��� �� ��7��� �� ���� ��� 
'� ��+���� �V ���� �������
���/��������� '�'�8��>��� ���� �' ������� �� ��'3�G �'�� �� ��93� �� '��9� �/�'�����1  �
��� .�'���+��'��� >�� ����� 
7��/ ��� =��
����� ��'(����+��� ���������� �� ��'�� �'�� ���
+������ >�� ���� �/��'�� ��� �+'3��G +'�� ���� �� ��������� �'� ��'�����'��.� ��(�
��.�+���
+��������G ���� �� +�+���1 �� ������� �'� �� .�� ��� ���� >�� ��� ������'�� �� �' ��+��'����
�� ���� �'� ��� <.�'�� .'�����? >�� ���� ���� ������.�� �'� ��� '�'�8�� 
����
�� ��� �+'3��1
�� �'���
�����G ��� 
'�
��� ���� +���� ���� ��� ��+���'����� +�������G �����������+���
��(����� ����� '���� A ��� ������� �8���+'��>���1 0'�� ��� ��� �� +����� ����
���� A 
7��
7��
��� +��7��� ���� I�� �� ��'���+��� �� �������1

���� ���.��� ���� �� +T+� �/������� �'.'��'3� �' ��+��'���� ��+���>��1 �� �'���
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RG ��� ��3��� �� ������� '/�'�/ �� ���3������'�/ ���� '���� ��
������1 ��
� �� �������
����>�� ������3�� �������'
���� �8��>�� �'�� �� 
������'�G �� ������� �� μG ��� �����+���
��=������� A ������3�� �� ���+��� ��'� �/
��� ��'��.���� ������3�� �ω⊥1 !� ���I� �� �������
�� 
������'� ��� '���� +���I� �'� �'����� '� ��3�+� �� �7�+'�:H��+� 7'������ Q-�R1 !��
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�'�� �� ��93� 7'�+���>�� A 
�1 ��
� ��� .�'� A �' ��+��� �7��+��8�'+�>��G +'�� S1
2������� �� �1 51 .'� ������ ��� +����� >�� ���� �� �8��9+� 
�+����'�� �� ��+���
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�����'�� �'� ��� ��'�������
�� �7'�� '� ���� ����
� �� ���+�G ����>���� ����'�'U� A �' ��+��� �7��+��8�'+�>��1
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1	RG .'�'��� >������
>�� ������ ��� =��>���
�� �� ��93� 
��������G �� A �� ��'
�� �'�� ��� ��+���� kBT ≪ �ωx,y ��
kBT ≫ �ωz1 ��� 
��������� ��3��I��� >�� ��� ��3��� �� ������� ��'��.����� ���� 3����G +'��
�'� �� +��.�+��� ���3������'�1 �� ������� '���� �

N =
kBT1D

�ωz
ln(

2kBT1D

�ωz
), Q	1
R

�V T1D ��� �' ��+���'���� 
'�'
�������>�� �� �' 
������'����1 �� ���� .���I�� �
� >�� �'
��+��� �7��+��8�'+�>�� N → ∞ '.�
 Nωz = cste ����� ���� T1D → 01 ����� �/��������
���� '���� ����.����� �� ='Y�� '����
7�� ���� �/���+�� T1D(N) �

kBT1D ≃ N�ωz/ ln(2N). Q	1,R
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$��� �� ��93� '��������� �����G ��� ��+���'����� �� 
������'���� A 
� �� -� .'�����
��D���++��� '.�
 N 1 �� �D�� T1D ∼ N/ ln(2N) �� T3D ∼ N1/3 Q.��� �>1 Q
1BRG �V T3D ���
����� TcR1 ��� 
����>���
� �� 
��' ��� >�� ���� ���� '.��� ���� T3D < T1DG ���� T3D > T1D

OB�℄1 ��� �' ���1 	1
G �� 3�'�7� �/��'�� �� OB�℄ ����+� ��� ��D������ �
��'���� ���������G ��:
�'����� 
�:�������1 �� 3�'�7� +����� >�� ����� ='Y�� 3����'��G ��� �D��� �� �'��� ��+�������
�����.������� A ='���� ��+��� ��'��+��G �� A 3�'�� �'����� ��'���
�1
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7�� '���� >�� �� ��'3� �7��+�>�� ��� ���(���� -�1  � �� �� �'���
���
 ���� A 
���� ��+���'���� �� �' 
������'���� �� ='�� A T3DG ����� �� �
7�+' 
�'���>��1
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7�� T3D '.'�� T1D1 $��� �ω⊥ < kBT3DG �� �� �'��� '���� ���

������'���� �� , ��'���G ��'���� ��� ��3��� �� ������� ��'��.����� �����G ���� ��� ��3���
�� ������� ���3������'�/1 �� �� ��.'�
7� �ω⊥ > kBT3DG ��� ��3��� �� ������� ��'��.�����

�++��
��� A 3����G ����>�� kBT < �ω⊥G �'�� >���� 8 '�� 
������'����G ���� �� ��'3�

������� ���3������'��+��� A T1D1

!������.'���� �� 
� �7���+9�� ��� ��N
��� ���� ���/ �'�����1 !' ���+�9��G ���������:
��+��� ��
7����3�>��G ��� >���� ��� ��N
��� �� ������� ��� �+'3�� �/�����'���� �� ��'3��

�����'�� +���� �� 104 '��+��G 
'� �' ������� ����>�� �� ���� ��'3�� ��� ='���� ����>��
����� ��+������� ���+������ �� ��� �������� 
����
��+����1 �� ��� ��+��� ��'��+� ��
��:
���� ��� '���������� ω⊥/ωz ���������� A -)) ���� T��� �'�� ��� 
��������� �� 
������'����
�� , ��'��� O����1 	1
℄1 ����� '���������� ��� A ���/��T+� ��+��� ��� ������������ �� �����
��93� +'3����>��1 �� ��'��>��G ���� ��++�� �'�.��� A ω⊥/ωz ≃ 200G �'�� ��
7��
7�� �'
��+���1 0'�� 
���� 3'++� ��'����������G .���� ��� '����������� �����������G �����'�� T���
���� ='
���+��� '������� �'� ��� ��93�� �� +�
��:I�� O-�℄G �� �'�� ��� ����'�/ ����>��� OBB℄1
!' ��
���� �'���� ��� >�� ��� �����'
����� ����� '��+�� +���I��� ���'���+��� �� 
�+:
�����+��� ��� 3'@ 
� A �'��� ��+���'����G '���� >�� �' ��'������� ����� ��3�+�� -� ��

�1
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� >�� ���� '.��� .� ���� �� 3'@ ���'� 
�G �' ��'������� ����� ���:
��������� �7��+�>�� 
�'���>�� �� 
������'� �� 6���:�������� ����� �'� ����'�� �� ������
�
�������'
�����1  � ��'3�� ������ ���� �'��'3� 
������ �� ���� A ��'���� A +����� >�� �' ��+:
���'���� ��+����1

����� ��'������� �� ='�� �� ���/ ��+�� � �� ������� ����� ��+���'���� Td ≃ N�ωzG ���
L�
��'����� �� ������� ���� ���3�����.�+��� ������+���1 ���' ��3��I� >�� ��
'��+��� ��
��'3� ���� T��� ��
��� �'� ��� =��
���� ������ +'
���
���>��1 !� ��'3� ������ ����9��
'���� ��� +T+�� ���������� �� ������� >���� 
������'� �� 6���:��������1 ������'�� �'
�7'�� �� ��'3� ����� �'� ��
��� ���=��+�1 $��� 
���� �'����G �� ��� '����� >�'��:
������'�1
�� +����� >���� ='�� '�������� ��� ��+���'���� ���� �'���G Tph ≃ Td�ωz/μG ���� >�� ���
L�
��'����� �� �7'�� ������ A ���� ���� ������+��� O;℄1
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��3�+� -� �� 
�1 !���>�� ��'���������� �� ��93� ��� ��N�'��� Q���� �� ��+��� ��'��+��
�����RG �� 3'@ ���'� �'��� �'� ��� �7'�� �� 
������'���� �� ���/ ��'���G �'��'�� ���� ���3�:
�����'��1 !� 3'@ �� �'���
���� �� �����'
���� �'�� �� ��93� ��9� '����3�G �� ��.'�
7� �� 
�+:
����� >�'���'��.�+��� 
�++� �� 3'@ 
�1 �� ���� ��'.��� ��� ��+���'���� �� 
������'����
�'��'�� T3DG �� ��� ���3������'�� T1DG �� ' ��� ��+���'���� �� ����������� ��� L�
��'�����
�� ������� Tc ≃ T3DG �� ��� ��+���'����G ���� �'���G �� ����������� ��� L�
��'����� ��
�7'�� Tφ1 !' ��+������� �� 
�+�����+��� ����� ��3�+� -� '��������� �� 
� .���� �� 
� >��
��� �/
��'����� 
����
��.�� �� ��'3� >�� 3��.������ 
� 
�+�����+���G 
�++� ���� '�����
�� .���G ���� ��� �/
��'����� �� �'���� ����3���G �� �'���� 
� +T+� ����>�� �� 
������'� ���
-�1

����� ���
���+��� 
� ��3�+� >�� ���� ���������� �/����+���'��+��� �'�� �� �������

7'�����G '��9� '.��� �/���� ���� �� ���'�� �����3��� ��� L�
��'����� �� �7'��G �� ��� +�:
�7��� ���� ��� +������1

��� ��	 ��
	�

�����	
�	 ) ��� ��� �� ��
 ��	��
 ��	 .�
��


����	 �� ��
	�

�� ���� �'�'�� ��� �' �79�� �� �1 �1 $����. OBC℄ �� ��� O
)℄G ���� ���������� �� 
'�
�� ���
L�
��'����� �� �7'���G '���� >�� ���� ��L���
� ��� �' =��
���� �� 
�����'���� �� �' ���3����
�� 
�7����
� ��� >�'��:
������'�� �'�� �� ��3�+� -�1 ���� '.��� ����� ���� ='��� ���
�������'���� ��+���G �� ������'�� ��� ��� '�3�+���� �78��>��� >�� ��������� �' ��+'�
7�1
�� ����.��' 
�� ������'�� ��.�������G �� (����I�� �� ='Y�� ���� ��3������� �'�� �' �79�� ��
H1 ������� OEE℄1

9+1+, ��*�%��!�� #� $!
�!%���� #� �&%�� �� #� #�����*

�� ���� ��
�+����� ������'���� 
7'+� Ψ̂ �� ����'����� �� ������� �� �� �7'��G ���� Ψ̂ =

eiφ̂
√

n̂ �� Ψ̂† =
√

n̂ e−iφ̂ OBCG 
)℄1 ��� ����'����� ���� ����� �� ���� ���'���� �� 
�++��'����
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��� [n̂(�r), φ̂(�r ′)] = iδ(�r − �r ′) 1 !��>�'���� �� ���������3 Q
1,
R �� ������'���� 
7'+� ��
��'��=��+� �� �� 
����� ���>�'����� �� �8�� 78����8�'+�>�� �

�
∂n̂

∂t
+

�
2

m
�∇(�∇φ̂n̂) = 0, Q	1-R

�
∂φ̂

∂t
+

�
2

2m
(�∇φ̂)2 − �

2

2m

�∇2
√

n̂√
n̂

+ V (�r) + gn̂ = 0. Q	1	R

�'�� �� 
'� �� ='����� L�
��'�����G �� ���� ��.������� ������'���� ������� �� n̂ = n0 + δn̂
�� ����'����� ��� �>�'����� 
�:������ '����� �� �' �������� ��'�����'��� n̂ = n0 �� �∇φ̂ = �01 W
������� @���G �� ������� ��+���+��� ���>�'���� �� �����:$��'�.�4�� ���� n0(�r)1 �� ���+���
�����G �� ����.� �

�
∂(δn̂/

√
n0)

∂t
= (−�

2

m
�∇2 + V (�r) + gn0 − μ)(2

√
n0φ̂), Q	1ER

−�
∂(2

√
n0φ̂)

∂t
= (−�

2

m
�∇2 + V (�r) + 3gn0 − μ)(δn̂/

√
n0). Q	1BR

��I� �� ��
�+���'�� 
�� ����'����� ��� �' �'�� ���/
��'����� ���+���'���� f±
ν G ������3��

ǫν G ���� �

δn̂(�r) = n0(�r)
1/2

∑

ν

if−
ν (�r)e−iǫνt/�âν + h.c., Q	1�R

φ̂(�r) = [4n0(�r)]
−1/2

∑

ν

f+
ν (�r)e−iǫνt/�âν + h.c., Q	1CR

�� �� ����� >��A �������� ��� �>�'����� 
������� ���� ��� '+�������� f+
ν �� f−

ν �

(−�
2

m
�∇2 + V (�r) + gn0 − μ)f+

ν = ǫνf
−
ν , Q	1;R

(−�
2

m
�∇2 + V (�r) + 3gn0 − μ)f−

ν = ǫνf
+
ν . Q	1
)R

��+'�>���� >�� 
� 
'�
�� ��� L�
��'����� �� �7'�� �� �� ������� ��� �>��.'���� '�/ �>�':
����� �� 6�3������. Q
1,BRG +'�� �'�� �' �'�� ��� =��
����� ������ f±

ν = uν ± vν '� ����
�� �' �'�� ��� �/
��'����� �� �8�� <�'���
���? uν �� <����? vν 1

9+1+1 ��"�� #�� �7
��%����� 5� �� ,�

!�� �/
��'����� -� �� 
� (����� ��� ����� >�'���'��.�+��� ��D������G >�� ���� ���
�����
���9.�+��� �
�1

!�� L�
��'����� �� ������� ���� ����
��'��+��� ���� '�/ �/
��'����� ������3�� �� �������
�� μ O
)℄1 ��++� μ > �ω⊥ 
�� �/
��'����� ���� -�G �� ���� �'����+��� ������+��� ��
������� �� Tc1 ���� ���.��� ���
 ��� ��3��3�� ����>�� T ≪ Tc1 !�����'���� 
7'+� ���
���
���
G �'�� 
�� 
���������1

Ψ̂ =
√

n0e
iφ̂ Q	1

R

���
���'�� ��� L�
��'����� �� �7'��G �� ='�� �3'��+��� ������3��� ��� 
������������ ���
�/
��'����� 
� Qǫν < �ω⊥R �� -� Qǫν > �ω⊥R1 ��� �����9��� �� �'���
����� >�� ��� '�/
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L�
��'����� �� �7'�� O
)℄OEE℄1 ��++� �'�� �� 
'� ���� 
������'� ��� '��������� 7'������G
��� �/
��'����� -� �� ��'3� �7��+�>�� �� ���������� �'� �' 
�7����
� �� 
������'�1 ��
���� ��� �/
��'����� �� �'��� ����3��G ���� �' ���3���� ������ ��� ���� 3�'��� >�� �� �'8��
�� 
������'�G >�� �+���+��� ��� L�
��'����� �� �7'��1 ��� �/
��'����� ���� ����+��� 
�
O;℄G 
� >�� �/���>�� >�� 
���� ����� �� 
�7����
� �� 
������'�G ��'���� ���.�� ���� ���
�8��9+�� 
�G �� �������� �3'��+��� �'�� �� �8��9+� -�G +'�� ��9� '��������� �� ���
 '.�

��'�
��� �� +���� ���/
��'���� 
�1

9+1+5 ���
���� #� 
���*"%���� �� #�����8!���� �� � �!"����

��++� �� ����>��G ��� L�
��'����� �� �7'�� 'D�
���� ����
��+��� ��� 
�����'����� ��'+:
������� �� 
7'+�1 �� �D��G �' +'���
� ������� A �� 
���� ρ(�r, �r′ ) = 〈Ψ̂†(�r)Ψ̂(�r ′)〉G ��
���
'������ =��
���� �� 
�����'���� �� ���+��� �����G ���� �� +����� ���� �' =��+� O
)℄ �

ρ(�r, �r′ ) =
√

n0(r⊥, z)n0(r′⊥, z′)e
−∆2φ(z,z′)

2 , Q	1
,R

�V ∆2φ(z, z′) = 〈[φ(z)−φ(z′)]2〉 �� ������ >�� �� z �� z′ ����>�� ��� L�
��'����� �� �7'��
��������� ���/
��'����� 
�1

6��
���� 
� 
���������� ��;����

W �'���� �� �' +'���
� ������� A �� 
����G �� ��I��� �' =��
���� �� 
�����'���� ��'��'��
+�8���� C(�s) 
�++� �

C(s) =

∫
d3r ρ(�r +

s�uz

2
, �r ′ − s�uz

2
). Q	1
-R

������+ ���� �� ��� �����

W �'���� �� ������'���� 
7'+� �'�� �����'
� ��� �+��������

Ψ̂(�p) =

(
1

2π�

)3/2 ∫
d3r Ψ̂(�r)e−i�p·�r/�, Q	1
	R

Ψ̂†(�p) =

(
1

2π�

)3/2 ∫
d3r Ψ̂†(�r)ei�p·�r/�, Q	1
ER

�� ������� �++���'��+��� �� ���� ����� �' ������������ �� �+������� P (�p) = 〈Ψ̂(�p)† Ψ̂(�p)〉
�� �' =��
���� �� 
�����'���� C(�q)G '.�
 �q = qx�ux + qy�uy + s�uzG ��I��� �� Q	1
-R �'�� �� 
'�
�'���
����� �q = s�uz �

P (�p) =

(
1

2π�

)3 ∫
d3q C(�q)e−i�p·�q/�. Q	1
BR
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�� �AG �� ���� �' ������������ �� �+������� ���3������'�� P (pz)G ����3��� ��� ��� �+��������
�'��'��� px �� py �

P (pz) =

∫
dpx dpy P (�p), Q	1
�R

=

(
1

2π�

)3 ∫
dpxdpy

∫
d3q C(�q) e−i�p·�q/�,

=
1

2π�

∫
d3q C(�q) δ(qx) δ(qy) e−ipzs/�,

=
1

2π�

∫
ds C(s) e−ipzs/�

!' =��
���� �� 
�����'���� +�8���� C(s) ��� ���
 ��+���+��� ������ A �' ������������ ��
�+������� ���3������'�� P (pz) �'� ��'��=��+�� �� H������1 ���� '����� �������� 
���� ���:
������ ���� +������ ��� L�
��'����� �� �7'�� �� 
������'�� '����������1 !' ���
����
����
�� 6�'33G ���� �� ����
��� ��� ��
��� �'�� �� ��
���� �'���� �� 
� 
7'�����G ���+�� �� +�:
����� ����
��+��� �� ������������ �� �+������� ���3������'�� ��� >�'��:
������'��1  � ���
���
 ��
���'���G ���� ����������� ��� ������'��G �� 
'�
���� �' ������������ �� �+������� ����
>�'��:
������'�1

9+1+9 ��%"�)�� %=�
 !� "%���

!�'�'��3�� ��� ��+��� � �� >�'��:
������'� ���� T��� 
�������� 
�++� ��'�'��3�� �����
�+������� �'��� ���� ��� L�
��'����� �� �7'�� ���� ������ >�� �' �'�3��� ���
��'�� ��� ��:
�������� A �' ��+��� �� H������1 �� 
����'���G �� 
������'� ��� ��'�'��3�� ����� �+�������
�'��� A �' ��+��� �� H������1

9+1+: �"!
�!%����� #� �&%�� #%�� "� ��()�

��++��Y��� �'� �� 
'� ���� 
������'� �'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+� -�G �'�� ��
��93� 7'�+���>��1 !� ���
��� ��� �/
��'����� �� �'��� ����3�� ' ��� 
'�
��� �'�� O	C℄G ��
.'�� ǫj = �ωz

√
j(j + 3)/41 J�'�� '�/ =��
����� ������ �� 
�� +����G ����� ���
��.��� O
)℄ �

f±
j (�r) =

√
(j + 2)(2j + 3)

(j + 1)8πR2L

(
2gn0(�r)

ǫj

)±1/2

P
(1,1)
j (z/L), Q	1
CR

�V ��� P
(1,1)
j ���� ��� ���8��+�� �� 5'
���G �� L �' ��+�:���3���� �� >�'��:
������'�1 !��

L�
��'����� �� �7'�� ∆2φ(z, z′) ���� '���� ������� �'� Q.��� ��I������ A ���>�'���� Q	1
,RR �

∆2φ(z, z′) =
∑

j

μ(j + 2)(2j + 3)

15(j + 1)ǫjN0

[
P

(1,1)
j (z/L) − P

(1,1)
j (z′/L)

]2
Nj , Q	1
;R

'.�
 Nj �' �����'���� �7��+�>�� �� +��� j1 �� ���� �� ����� '����/�+'���� �������
Nj = kBT/ǫj G ����>�� ���� ' kBT ≫ �ω⊥ �� ���
 kBT ≫ ǫj 1 �� �D��G �' ��++� ��� j ����
T��� ��+���� '�/ +���� A 
'�'
�9�� 
�G 
���� A ���� '����/�+'��.�+��� '�/ +���� ������3��
ǫj < �ω⊥1 ����� �/�������� ��� 
�����'�� ��N
��� A +'�������G �� �� �'���
�����G �� ���+��
�'� ��������� ��� =��+���� '�'�8��>��� ���� C(s) �� P (pz)1

0'�� ���� '����� .��� >���� ��� �������� �'� ��� '����/�+'���� �� ������� ��
'�� ��
�������� 
� �����9+�1
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 �����

�� 
����� �� ��93�G 
���� A ���� ���� z, z′ ≪ LG ��� L�
��'����� �� �7'�� ��� ��

�+�����+��� ����'���� O;℄ �

∆φ2(z, z′) ≃ T

Tφ
|z − z′|/L, Q	1,)R

�V kBTφ = 15N0(�ωz)
2/32μ1 !' =��
���� �� 
�����'���� ρ(�r, �r′ ) '� 
����� �� ��93� ��� ���


��� =��
���� �/�����������+��� ��
�����'��� �� |z−z′|G ����>�� T ≫ Tφ1 �� �D��G ���� 
����

��������G �' =��
���� �� 
�����'���� ��'����� >�'��+��� ��� �' @��� �� .'������ �� Q	1,)RG ��
' ���
 �� 
�+�����+��� �����������+��� �/���������G ��+��� �'� ��� L�
��'����� �� �7'��1
���� �� �'��� 
�++� �� �' ������� ��'�� 
����'��� ��� ���
7���� �� ����'�
� �� ��'����'����
�� �' =��
���� �� 
�����'���� '� 
����� �� ��93�1 �� ��I��� �' ���3���� �� 
�7����
� ��
'��
2×Lφ 
�++� �' ���3���� �� ��
�����'�
� A 1/e �� �' =��
���� �� 
�����'����1 �� >�� �����
Lφ = LTφ/T 1  � ��� ��������'�� �� ����� >�� ���� ���� �/���+�� Lφ ���� ��� '���� =��+�G
�� ������'�� >�� �� �' ������� 
� '� 
����� �� >�'��:
������'� �� �� �' ��+���'���� �

Lφ =
�

2n1D(0)

mkBT
Q	1,
R

�V �' ������� 
� ��� ��I��� �'� n1D(z) =
∫

dx dy n0(�r)1


����1������� 
� 
������ ��
���

$��� T ≫ TφG �� 
'�
�� +��'�� A �' ��I������ �� Lφ ���� T��� 3����'���� A ����� ��������
���3������'�� z �� ���3 �� >�'��:
������'�1 �� ����.� '���� ��� ���3���� �� 
�7����
�
��
'��G >�� �� ������ >�� �� �' ������� ��
'�� n1D(z) �� �� T 1 �� ������'� ���� �3'��+���
T��� ������.� �'� ��� '����/�+'���� �� ������� ��
'��G '���
�'�� '�/ +���� ���/
��'����
'.�
 j ≫ 1 Q>�� �������� ��� �+����'�
� 
�����'��� ����>�� T '�3+����R ��� '+�������
�� �� .�
���� ������ ��
'�/G �� ������'�� >�� ��� +T+�� 3�'������G n1D �� T 1 �� 
'�
��
��� ��.������ �'�� �' �79�� �� H'���
� ������� OEE℄1

!� ������'� �+����'�� ��� ���
 >�� ���� 3����'���� �' ������ �� ���3���� �� 
�7����
�
��
'�� A ������+��� �� >�'��:
������'�G �� ��+��'Y'�� ��+���+��� n1D(0)G �'�� Q	1,
RG �'�
n1D(z)1 �� ������� '���� �' ��+�:���3���� �� 
�7����
� ��
'�� Lφ(z) �

Lφ(z) =
�

2n1D(z)

mkBT
, Q	1,,R

�� ���� ��
���G

Lφ(z) = Lφ
n1D(z)

n1D(0)
. Q	1,-R

�.�
 Q	1,,R �� Q	1,-R ���>�'���� Q	1,)R �� 3����'���� A ������+��� �� 
������'� Q�'�= ��9�
��9� ��� �����G �V �' ������� .'��� .���RG �� ����� �

∆2φ(z + s/2, z − s/2) =
s

Lφ(z)
. Q	1,	R

�� �����' .���I�� ��� �' ���1 	1, >�� ��'����/�+'���� �� ������� ��
'�� ��� �D�
��.�+���
��9� .'�'��� �9� T/Tφ � 81

��� �������� ��	��
�
� �
 ���
�
� �� �	��� ��8���	�
��� ��� �	�8
���� �� &�
	�
 P
(1,1)
j ���
 j ≫ 1� !�


���� ��� �	�
���
� ����
 
����
�� ��� 
� ��
 ��� �
� ��
� �>℄�
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4������������� H  � ���@� � ��
��� � B��� 8'�����6���� "�C

!� 
'�
�� �� Lφ(z) �'�� ��'����/�+'���� �� ������� ��
'�� ���+�� �3'��+��� �� +������
>�� �' ������'�
� �� n1D(z) ����� �'� �����+��� .'�'��� �'�� �� 
'� �� ��3�+� �� �7�+'�:
H��+� -�G +'�� >��� >�� ���� �� ���I� �'��'�G �'�� >�� ��� �/
��'����� 
���������� ���� 
�1
�����+��� ���G �� 
��' ' ��(A ��� ������� �'�� OE,℄G O	C℄ �� OB;℄G ��� +���� ���/
��'����� 
�
���.��� T��� 
'�
���� A �'���� ���>�'����� 78����8�'+�>��� 
�G �� ='��'�� �����.���� >��
ωz �� n1D(z)G ����L���
� �� ���I� �'��'� ��'�� ����9��+��� 
������� �'�� �' ������� 
�1

�� ����� ��� �+����'��G ����>���� �+���>�� >�� ���� ���� 
'�
���� Tφ �� LφG ���� ��� ���:
���� �/����+���'���G A �'���� �� �' ������� 
� �� >�'��:
������'�1 �� ��� >�'��:
������'�
>�� ���� ���������� ���� �'�� �� ��3�+� �����+���'��� ����� �7�+'�:H��+� �� �� ��3�+� 
�
<
7'+� +�8��? Q.��� ��
���� -1	R1 �'�� 
�� 
���������G 
���� �' ������� 
� >�� ���� +�����
'.�
 �� +���� �������� �8���+'��>�� ��� A ���+���=�
���� �� �' =��
���� �� I� �������� Q
����
���
������ ' ��� ��.������� �'�� �' ��
���� -1	R1

6��
���� 
� 
����������

�'�� ��'����/�+'���� �� ������� ��
'��G �' =��
���� �� 
�����'���� +�8���� C(s)G ���
���
���
G �� ������'�� Q	1
,RGQ	1
-R �� Q	1,	R �

C(s) =

∫
dz

√
n1D(z + s/2)n1D(z − s/2) exp

(
− s

2Lφ(z)

)
. Q	1,ER

!� ���+� ���� �' �'
��� 
'��� ��� �' 
����������� �� ����.������ �� ������� A �' ��
����:
�'�
� �� �' =��
���� �� 
�����'����1 $��� T ��� 3�'��� ��.'�� TφG ���� �' ������'�
� �� s
�� 
� ���+� ��� ��3��3�'��� ��.'�� �' .������ �� ��
�����'�
� �� ���/�����������G �� �� ����
T��� ��+��'
� �'� n1D(z) ����>�� T ≫ Tφ1 ���' �����G �� ��+��'Y'�� �3'��+��� Lφ(z) �'�
��� �/�������� �� =��
���� �� T/Tφ �

C(s) =

∫
dz n1D(z) exp

(
− Tn1D(0)s

2Tφn1D(z)L

)
. Q	1,BR

!' ���1 	1, 
�+�'�� 
� ������'� �� �' =��
���� �� 
�����'���� �/'
�� 
'�
���� A �'����
�� ���>�'���� Q	1
;R1 !�� 
������ ���� T = 0G T/Tφ = 4 �� T/Tφ = 8 ���� ������������

�'�� �� 
'� ���� ���I� �� �7�+'�:H��+� -�G 
���� A ���� ���� n1D(z) = 15N0
16L (1 − z2

L2 )21
$��� T = 0G �' =��
���� �� 
�����'���� �� ������ >�� �� �' ������� �� 
������'�G ��
��� �/'
��+��� ������ �'� Q	1,ER1 �� .��� ������� >�� ��'

��� ����� �� 
'�
�� �/'
� ��
��'����/�+'���� �� ������� ��
'�� ��� ��9� ��� �9� T/Tφ = 81

�� ����G ���� '.��� 
����'�� >���� '(����+��� �� �' =��+� exp(−αs/Lφ) ���������'��
��9� ���� ��'����/�+'���� Q	1,BR ����>�� T/Tφ > 8G ����'�� �� 
��N
���� α = 0.64(3)G .':
��'�� ��9� ��� '.�
 T/Tφ1 !������� ����>��� ��� �' .'���� �� α 
��������� A ��� '+�������
�� .'��'���� ��� ��� '(����+��� �� 
������ ��'
��� ���� 8 < T/Tφ < 301 !� +T+� '(����:
+��� ��� �' =��
���� �� 
�����'���� �/'
�� ��� '���� ��� �� ����� ��� ='
���� α ������>��
A +���/ >�� Ea ����>�� T/Tφ > 81

�� ������'� ��3��I� >�� �' +�8���� ��� �/������������ ��
�����'���� >���/���+� ���>�':
���� Q	1,BR ��� ���� +T+� ��+��'��� A ��� �/����������� ��
�����'���G 
���������'�� A �'
���3���� �� 
�7����
�� Lc = Lφ/0.641

�'�����	
� ��� Lφ ��� �� ���
+�	
����� �� 
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�
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�� ������'� ������ ��� �� n1D(z)1 �� ���� ='��� �� +T+� �� I� �/��������� �� �' 
�����
������ �'� Q	1,BR �'�� �� 
'� �V �� >�'��:
������'� ��� 
�G 
���� A ���� >�� �'��'��+���
��� +��� ��� �� +��� =���'+���'� �� ��93�1 �' ������� 
� ��� '���� �� �' =��+� OB-G E,℄
n1D(z) = 3N0

2L (1− z2

L2 )1 �� ����.� '���� Lc ≃ Lφ/0.621 !� ='�� ��(A �.�>��G >���� ��'��>��G
��� >�'��:
������'�� >�� ���� �������� ���� �'�� �� ��3�+� ����� �� �7�+'�:H��+� -� ��

� �� ���� ���
 �'� '.��� ���D�� �+����'�� ��� ���� =��
���� �� 
�����'����1

������+ ���� �� ��� �����

����� ��
�����'�
� �/����������� �� �' =��
���� �� 
�����'���� +�8���� C(s) �������� ��
3�'�� �����T� ��'��>�� � 
��' �+���>�� >�� �' ������������ �� �+������� ���3������'�� P (pz)
��� ���� '����/�+�� �'� ��� ������@�����G �� +�:�'�3��� A +�:7'����� ∆pφ = 0.64pφG '.�

pφ = �/Lφ1

J�'�� A �' ��'��=��+�� �� H������ �� Q	1,BRG '����/�+�� �'� 
���� ������@�����G �� ����
�' ��+���I�� '�'�8��>��+���1 ���� �� +�� ���� �' =��+� �

P (pz) =
1

2π�

∫
dz n1D(z)

∫
ds exp

(
− s

2Lφ(z)

)
e−ipzs/�, Q	1,�R

>�� ��� �' +�8����G �������� �'� n1D(z)G ��� ������������� �� �+������� 
���������'�� '�/
���3����� �� 
�7����
� ��
'��� Lφ(z)1 ��� ������������� ���� ��� ������@����� �� +�:�'�3���
A +�:7'����� ∆p = �/2Lφ(z)1 ���' ����� �

P (pz) ≃
n1D(0)

2πpφ

∫
dz

[
n1D(z)
n1D(0)

]2

[
n1D(z)
n1D(0)

]2 (
pz

pφ

)2
+ 1

4

. Q	1,CR

 � ��� ��������'�� �� ����� >�� ���� �� 
������'� �'�� L�
��'����� �� �7'���G �' ��������:
���� �� �+������� ���3������'�� ��� ��� 
����� �� 
��
7� �'�� '����G ��9� ��D������ �����
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������@�����G �� ��+�:�'�3��� A +�:7'����� ∆p ≃ 1.8�/L OE℄G �'�� �� 
'� �7�+'�:H��+�
-�1 $'� 
����>����G ��� L�
��'����� �� �7'�� ��� �����+��� ��'�3������ �' ������������ �'�
�� ='
���� �� ������� �� L/4LφG +'�� 
7'�3��� �3'��+��� �' =��+� �� ��� ���I�1

9+1+; �"!
�!%����� #� �&%�� #�!� /!%��'
��#���%� �� �7�%�����

$��� ��� �'���� ��'��>���G �' +����� �� �' ������������ �� �+������� ���� �� ='��� '��9�
'.��� ���X
7� �� >�'��:
������'� �� ��93� Q.��� �' ���
������ A �' I� �� 
7'�����R1  � ���
���
 ��
���'��� ������+�� ���.������� ��� L�
��'����� �� �7'�� ����'�� �� ��+�� ���/�'�:
���� ���
��'�� �' +�����1  � ='�� �3'��+��� ����+�� �' +���I
'���� �� �' ������������ ��
�+������� �� ='�� �� ���/�'�����1

9,�� ���� 
�� & 
� ������ 
� �'���

!��.������� ��� L�
��'����� �� ������� ����'�� ���/�'����� ����� �� >�'��:
������'� '
��� ������� �'� $����. �� �� 3����� �� �'���.�� �'�� O

℄ �� OEB℄1 ����� �� ��'�����'�� �� ����
����� L�
��'����� �� ������� '��9� �/�'����� �� L�
��'����� �� �7'�� �����'��� >����� ���
�� +����� �� �.����
� �/����+���'��+��� ���/�����
� �� >�'��:
������'�� ���� �' ���+�9��
=���1

$��� ����� �'��G ���� ��.��� ����+�� ���
7���� �� ��+�� ���.������� ��� L�
��'�����
�� �7'�� 7��� �� ��93�1 $��� 
��'G �� �� ��'
� �'�� ��'����/�+'���� �� ������� ��
'��G ��
���� ��
�+���� ��� �/
��'����� �� �'��� ����3�� ��� �' �'�� ��� ����� ��'���1 !' �������
�� >�'��:
������'� �.���� ����� �' ��� ���
7���� ��
���� A �' ��
���� 
1-1,G ���� n0(r⊥, t) =
n0(r⊥/λ⊥, 0)/λ2

⊥G '.�
 λ⊥ =
√

1 + τ2G �V τ = ω⊥t1 �� �� ��'
� �'�� �' ��+��� t ≪ ω⊥/ω2
z G

�V ���/�'����� '/�'�� ��� ��3��3�'���1 !' ���'���� �� ���������� ��� �/
��'����� ��� �' ��� ��
6�3������. 7'�������� ωB

k (t) =
√

ωk(ωk + μ/λ⊥)G �V μ ��� �� ��������� 
7�+�>�� �����'� ��

������'�1 W �'���� �� ���.������� ��� L�
��'����� �� �������G �� ������'�� ���>�'���� ��

���������G �� ������� ���� ���.������� �� �' �7'�� �� +��� �� .�
���� ������ k �

φk(z, τ) ≃ φk(z, 0)τ−(ωB
k /ω⊥)2 cos(ωkt). Q	1,;R

$��� �' ���� 3�'��� �'���� ��� �/
��'����� '/�'��� 
� ωB
k /ω⊥ ≪ 11 !' .'��'���� �� �' �7'��

��� ���
 ��+���� �'� �� 
������1 ���� .������ >�� ���� �D�
����� ��� +������ ��� ���
��'3�� '��9� ��.���� -+� �� ��+�� ���/�'�����1 !�� +���� <3����?G ���� >�� ωkt ≪ 1 ���
'���� ��� ���3����� ������ 3�'���� ��.'�� 
μ+1 ���� �������� .���I�� ' ���������� >�� ���
���3����� �� 
�7����
� +������� ���� �����+��� ����������� A 
���� ��+���1 $'� 
����>����
��� L�
��'����� �� �7'��G �'�� ��� 
���������G �������� T��� 
���������� 
�++� 3����� A
����.������ �� ��93�1

$��� ���� �� ���'��� ��� 
� 
'�
��G �� ��� �' 
��.������ ��� L�
��'����� �� �7'�� ��
L�
��'����� �� �������G .��� OEB℄ �� OEE℄1

������+ ���� �� ��� ����� 
- � � ��� 
��
����� �� �1�������

���� .����� �� .��� >�� ��� L�
��'����� �� �7'�� ��'���� 3����� �'�� ��� ���+���� ��+��
�� ���/�'�����1 ������'��G ��� �'���� �� ������3�� �������'
���� �'�� �� ��93� ��� 
��.�����
�� ����3�� 
�����>�� ���3������'�� Q.��� ��
���� 
1-1,R1 ����� 
��.������ �� ='�� ���� �' =��+�
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���� 
7'+� �� .������ ���3������'� >�� �� ��.������ �� �� ��+�� �� ������� �� ω−1
⊥ 1 ��

���� �
����G �'�� >�� ���/�'����� ���3������'�� ��� ��3��3�'��� �

vz(z) = Vz
z

L
Q	1-)R

�V L ��� �' ��+�:���3���� �� >�'�� 
������'� �� Vz = π
2 ǫ2ω⊥L Q.��� ��
���� 
1-1,RG '.�


ǫ = ωz/ω⊥1
��G ���� '.��� .�G ���'++��� '.�
 ���>�'���� Q	1,�RG >�� �' ������������ �� �+�������

���'�� �� >�'�� 
������'� ��'�� �' ��++� �� ������������� �� �+������� <��
'���? �� ��+�:
�'�3��� A +�:7'����� ∆p(z) = �/2Lφ(z)G ��
���'�� �� �' ���3���� �� 
�7����
� ��
'��
Lφ(z)G ��������� �'� �' ������� 
� n1D(z)1 !��D�� �� 
7'+� �� .������ ���/�'����� ���
'���� ��+���+��� �� 
������ �' ������������ �� .������ ��
'�� '����� �� �' .������ ���/�'�����
��
'�� vz(z)1 !' ������������ �� �+������� ���'�� ��.���� ���
 �' ��++� �� ������@������
�� �'�3���� �� �� 
������ ������'�� �� z1 �� '������ ���
 A �

P (pz) =
1

2π�

∫
dz n1D(z)

∫
ds exp

(
− s

2Lφ(z)

)
e−i[pz−pexp(z)]s/�, Q	1-
R

�V pexp(z) = mvz(z)1 �� >�� ���� �� +����� ���� ��� =��+� ����
��+��� 
�+�'�'��� A
Q	1,CR �

P (pz) ≃
n1D(0)

2πpφ

∫
dz

[
n1D(z)
n1D(0)

]2

[
n1D(z)
n1D(0)

]2 [pz−pexp(z)
pφ

]2
+ 1

4

. Q	1-,R

��� '���� =��+��'����G

P (pz) =
n1D(0)γ

2πpexp

∫
dz

[
n1D(z)
n1D(0)

]2

[
n1D(z)
n1D(0)

]2 (
pz

pexp
− z

L

)2
+ γ2

4

, Q	1--R

���+�� ���/���+�� P (pz) �� =��
���� �� γ = pφ/pexpG '.�
 pexp = mVz1
!� �'�'+9��� γ �����+��� �' �����+��'�
�G �'�� �' ������������ �� �+�������G �� ���+:

������� �� ���/�'����� ��� '� 
7'+� +�8�� �� �� 
���� ��� L�
��'����� �� �7'��1 $���
γ → 0G �� ������.� �' ������������ �� �+������� A T = 0 Q
1,)R1 �� ��.'�
7�G ���� γ > 3G �'
������������ �����'�� ����� >�'��+��� �'� 'D�
��� �'� ���/�'�����G �' �'�3��� �� 
7'�3�'��
�'� �� ���� �� >���>��� ����
���� ����'�� ���/�'����� O����1 	1-℄1

9+1+< 	��
"!����

����� ����� +����� >�� �' ������������ �� �+������� ��� ��� ��9� ����� �����.'��� ����

'�'
������� ��� >�'��:
������'�G +T+� ���� �� >�'��:
������'� �� �/�'�����1 �� ����G

�++� ���� '����� �� .���G �' +��7��� �� ���
����
���� �� 6�'33 ��� ��9� ���� '�'���� A

���� +�����G �� ����� ����
��+��� '

9� A �' >�'����� �78��>�� >�� ���� .��� +������1
�����+��� ���G �' ��N
���� ����������� �� 
���� +��7��� ��� ��������� �' ������������ ��
.������ '.�
 ��� ��������� �8���+'��>��� Q�� ��� ������� ���� +'U�������R �� ��� �� �����1
0'�� ������� �����������'���� ��� ��3�'�/ ���' ��+���1

"��
� A ������� �' ���
������� �7����>�� �� �' +����� �� �' ������������ �� .������ �'�
���
����
���� �� 6�'331
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�!
���
��� 	� �����-��
 γ = pφ/pexp� >��� �� 
����������� 
��
� ���� ���������
 " # 
� pz = 0�
�� 
���&
 ��

 γ = 0 ��� ���� ������
 
���
����	 " �� 
��	
���� ���� %�
�������� 	
 �)��
� ��

���&
 " γ = 3 �����
 ��
 	�����&����� 	�����
 ��� �
� %�
�������� 	
 �)��
� ?��
 
�� ������
��
��	��

���&�
 	
 �� ���
����
��
 ����������� 	
 ����
�� 0.64 pφ 
� 	��
 ������
�� �	
�����
 " ��
	�����&����� 	��� �
 ��-�
�

��� -�#�

���� �� ��
  / ��
�	����� $ 2 ������	 	���
��,� ��
,���		�

�'�� 
���� �'����G ���� �/������ �� ����
��� �� �' ����
���� �� .������ ��� '��+��1
!����������'���� �� ���+� �� ��D����� ���+���� A , �7����� ��� ���� ��'���� ���������G
���+���'�� ��� '����
7� >�'����'��.�1

9+5+, ����
���

!� ����
��� ��� �� ���.'�� � �� '��+� ��� �
�'��� �'� ���/ �'���� a �� b �� .�
�����
������� kL�uz �� −kL�uz �� �� ����'����� '���
���� ωa �� ωb1 �� ���� p �' ���(�
���� ��
���+������� �����'�� �� ��'��+� ��� ��'/� ��� �'����1 !��+������� ���7�3��'�� '�/ �'���� ���
��� 
����'��� �� +��.�+���G >���
��>��1 �7'
�� ��� �'���� ��� >�'��:������'�� '.�
 �'
��'������� '��+�>�� �� ����'���� ω01 !� ��'3�'++� �� �' ���1 	1	 +����� ��� ��.�'�/
������3�� �� ��'��+� �� ���� 
����'3�1  � '��'�'U� ��� 
� �
7�+' >�� ���� ���� 
7����� ���
���'

���� ∆ ≃ ω0 − ωa �� ωab = ωa − ωb �� ����� >�� ��'��������� ���� �7���� �� �'���
a �� ���+������ ���+���� ���� �7���� �'�� �� +��� �� �'��� b ���� �� ���
����� ������'��1
�� ���� ���
 �
���� ���>�'���� �� �
7�M���3�� �� ��'��+� �'�� �� 
7'+� ��� �'����G ��

�������'�� �� �8��9+� A ����� ��.�'�/ �� �' ���1 	1	1 �� ��3��3� '���� ���+������ �����'���G

� >�� ��>����� ∆ ≫ ΓG �V Γ ��� �' �'�3��� �'������� �� ��.�'� �/
���1 !�� ����� ��.�'�/

������G ��++�� |g, p〉G |e, p + �kL〉 �� |g, p + 2�kL〉 ��� �� �
7�+'G ���� 
'�'
������� �'�
����'� ������� �� ��'��+� Q|g〉 ��'�� ����'� =���'+���'� �� |e〉 ����'� �/
���R �� ��� �+�������G
+'�� ���� ���� �� ��+���
��� ��� ������ �����
��.�+��� ����3��� �'�� �' ����� �'� |1〉G |2〉 ��
|3〉 �� ���� ����3�� �'� E1G E2 �� E31

!������ >�'����'��.� ��� ��'�������� A , �7����� ��������� +'�����'�� ��� ���'����� �'��
O�)℄G A ������ �� ��'�������� �'+'�1 �����'���+��� '�/ ��'�������� <�� 6�'33? ��'����� �
�G
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pωa, hkL ωb, -hkL

ωb, -hkL p+2hkL
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ωa

Δ            ∼7 GHz

δ ∼100 Hz

|g,p

|e,p+hkL

Impulsion (∗ hkL)

E
n

e
rg

ie

|g,p+2 hkL
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∼15 kHz
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��� ��'�������� �'+'� 
������� , ��.�'�/ =���'+���'�/ �������� �� ��'��+�1 !� =��+'���+�
��� 
�����'�� ������>��1

9+5+1 �/!%���� #� �
&�I#��)��

����������� �� '��+� �'�� ��� 
7'+�� �Ea �� �Eb ��� �'���� a �� b �

�Ea(z, t) =
�Ea

2

[
e−i(ωat−kLz) + c.c.

]
Q	1-	R

�Eb(z, t) =
�Eb

2

[
e−i(ωbt+kLz) + c.c.

]
. Q	1-ER

�� �
��� ����'� ψp �� ��'��+� ���� �' =��+� �

〈1|ψp〉 = C1(p, t)e−i p2

2m�
t

〈2|ψp〉 = C2(p, t)e−i(
(p+�kL)2

2m�
+ω0)t Q	1-BR

〈3|ψp〉 = C3(p, t)e−i
(p+2�kL)2

2m�
t,

'.�
 �' 
�������� �� ���+'���'���� 〈ψp′ |ψp〉 = δ(p − p′)1
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	���������� ������ �

�'�� 
���� �'�� ����'��G ��7'+�������� '��+�>�� HA ���
��� �

HA =
p2

2m
|1〉〈1| +

[
(p + �kL)2

2m
+ �ω0

]
|2〉〈2| + (p + 2�kL)2

2m
|3〉〈3| Q	1-�R

	���������� 
-������
����

!�7'+�������� �������'
���� �����'��� ���
���>�� ��� �3'� A HI = −�d · ( �Ea + �Eb) O�
℄G
�V �d ��� �� +�+��� �����'��� ���
���>�� �� ��'��+�1 �� 
�����9�� >�� �Ea �� 
����� >�� ���
��'�� |1〉 �� |2〉 �� �Eb ��� ��'�� |2〉 �� |3〉G 
� >�� ��� (����I� ����>�� �δ ≪ E1 −E31 �� ='��'��
��'����/�+'���� >�'��:������'��� Q�� '����/�+'���� �� 
7'+� �����'��RG �� ���� '����
�
���� �

HI = �
Ωa

2
e−iωat|2〉〈1| + �

Ωb

2
e−iωbt|2〉〈3| + h.c. Q	1-CR

!�� =��>���
�� �� �'�� Ωa,b ���� ��I���� �'� Ωa,b = −〈e| �d·�Ea,b

�
|g〉1 ����� �� ���� >�� �'

�93�� �� ����
���� ��� ��� �+�������� ��� ��'�� 
������ �'� HI ��� ��(A ����� �� 
�+��� �'��
���>1 Q	1-CR1 !� ='
���� e±ikLz =

∫
|p〉〈 p ± �kL|dp �� ���/�������� ��� 
7'+�� ���
���>���G

>�� ������ 
���� �93�� �� ����
����G ��'��'�'U� ���
 �'� �'�� Q	1-CR1

9� ����� 
� �
'�I
�����

!��>�'���� �� �
7�M���3�� ������'��� �� ��+�� ����� '���� ��� �>�'����� ���.�������
��� 
��N
����� Ci(p, t) �

dC1

dt
= −i

Ω∗
a

2
e−i∆tC2

dC2

dt
= −i

Ωa

2
ei∆tC1 − i

Ωb

2
ei(∆+δ)tC3 Q	1-;R

dC3

dt
= −i

Ω∗
b

2
e−i(∆+δ)tC2,

�V ∆ =
�k2

L
2m + kLp

2m + ω0 − ωa ���������� �� ���'

��� �� ωa A �' ��'������� |1〉 ↔ |2〉G ��
δ = −2�k2

L
m − 2kLp

m + ωa − ωb �� ���'

��� �� ωab A �' ��'������� |1〉 ↔ |3〉1

9+5+5 ��"!���� 3 �2��( � 6 #�!7 ��=�%!7 */!�=%"���

�;����� H 
� 1 ��,�� 1 �� �,�����

�'�� �� 
'� >�� ���� ���������G �V ∆ ≫ |Ωa|, |Ωb|, δG �� ���� ���+���� '��'�'��>��+���
�� ��.�'� �����+���'��� |2〉 �� ������'�� >�� ���.������� �� C2 ��� ��9� �'���� ��.'�� 
���� ��
C1 �� C3 �� ���
 �� ��3��3�'�� �' ������'�
� ��+������� �� 
�� 
��N
����� �'�� ���>1 Q	1-;R1
�� ��3��3� �������G �'�� ���/�������� �� C2 �������G ��� ���+�� ��
���'�� �'����+��� '�/
=��>���
�� ∆ �� ∆ + δG ���� �' 
����������� A ���.������� �� C1 �� C3 �� +�8���� A 01 ��
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������� I�'��+��� ��� �>�'����� ���.�������� �>��.'������ A �� �8��9+� A ���/ ��.�'�/ �

dC̃1

dt
= i

Ω

2
ei(

|Ωb|
2−|Ωa|2

4∆
+δ)tC̃3 Q	1	)R

dC̃3

dt
= i

Ω
∗

2
e−i(

|Ωb|
2−|Ωa|2

4∆
+δ)tC̃1, Q	1	
R

'.�
 C̃1 = C1 e−i|Ωa|2t/4∆G C̃3 = C3 e−i|Ωb|2t/4∆ �� �' =��>���
� �� �'�� �D�
��.� ���� 
�
�8��9+� A ���/ ��.�'�/ �

Ω =
Ω∗

aΩb

2∆
. Q	1	,R

���
����� 
� �������
� �� :��+�� 
� �����

�� ������ ��� �>�'����� Q	1	)R �� Q	1	
R �' 
�������� �� �����'�
� δ + |Ωb|2−|Ωa|2
4∆ =

0G �V ��� ���+�� |Ωa,b|2/4∆ ������������ ��� ����'
�+���� ��+����/ ��� ��'�� |1〉 �� |3〉
�����
��.�+���1

�'�� �' ��+��� �� ='���� 
����'3�G ����� ���� �' ���
����
���� �� 6�'33G �� ���� ��3��3��
��� ����'
�+���� ��+����/1 !' 
�������� �� �����'�
� ��� '���� ������ �'� �

ωa − ωb = 4ωR +
2kLp

m
, Q	1	-R

'.�
 ωR = �k2
L/2m1 !� ���/�9+� ���+� �� 
���� �>�'���� ��� �� ���+� 
��
�'� ���� �'

���
����
���� �� 6�'33G ����>���� 
�������G ���� =��+� ���D�� �������G �' ������'�
� ��
.������ �� ��'��+�1 ������ ��I� >�� ���� ������.� �' 
�������� �� �����'�
� �� �
��.'��
��+���+��� �' 
�����.'���� �� ���+������� �� �� ������3�� ���� �' ��'������� A ���/ �7�����1

���(���� �'�� �' ��+���� �� ='���� 
����'3�G �� ���� �������� �������'��.�+��� ��� �>�':
����� Q	1	)R �� Q	1	
R ���� �� �8��9+� �����'��+��� �'�� ����'� |1〉G ���+�� A ��� �+�������
�'��� �� ����� I���1 ���' 
������� A 3'���� 
����'��� �' �����'���� �� ����'� �����'�1 !' .':
��'���� ��+������� �� ����������� ��� �'���� ��� ���������� �'�� �' =��>���
� �� �'�� �D�
��.�
Ω = Ω(t)G >�� ���� 
7����� ������ ���� ��+���I�� ��� ���'�����1 !' �����'���� N3 = |C3|2 ��
����'� |3〉 ���
��� ��+���+��� �

N3(δ) =

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

Ω(t)

2
e−iδtdt

∣∣∣∣
2

. Q	1		R

!' �����'���� ��'��=���� �'�� ����'� |3〉 ��� ���
 ��������������� A �' ������� ���
��'�� ��
�����'�
� �� Ω(t) A �' =��>���
� δ1

���
��� 
� ����� ����
�� H  �� <��� ����� 
����� =

$��� ��� �+������� �� =��+� �� 
����'� �� ����� T �� ��'+������� Ω �� ������� ��
����� 
'����'� �

N3(ωab; p) =

(
TΩ

2

)2
[

sin T
2 (ωab − ωc)

T
2 (ωab − ωc)

]2

. Q	1	ER

�� ' ���� δ = ωab−ωc '.�
 ωc = 4ωR +2kLp/m1 !' 
�������� �� .'������ �� 
���� ��������
�������'��.� ��� TΩ/2 ≪ 11
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!' 
����� �� �����'�
� ��� ��'
�� ��� �' ���1 	1E1 !' ���������� ����� +����� �D�
:
���� �'�� 
�� 
��������� ���� T��� ��I��� �'� �' �'�3��� �� 
���� 
�����G �'�������+���
��������������� A 1/T 1

N3 (TΩ/2)2

2π/T
ωc 2.782/T

(TΩ/2)2/2

ωab

���� ���� 5������

 	
 �� ���������� " I �)����� ���� ��
 ��������� 	
 	���
 T � 	
 
����
�

 	

5�&� 
@

���
 Ω� ��

 ωc = 4ωR + 2kLp/m� �= p 
�� ����������� �������
 	
 ������
� �� ����
�� "
��1)���
�� 
�� 	����
 ��� 2.782/T � 
� �� 
����
�

 

�����
 ωc = 4ωR + 2kLp

m �

������ 
� 
 ��� ��@���

 � ��� ����� ���� �' ����� �� 
��������� �' ��+��� T → ∞ � �'�� 
���� ��+��� (1/Tπ)[sin(Tx)/x]2 →
δ(x)G '.�
 δ(x) �' =��
���� ����' �� ���'
1 !��>1 Q	1	ER ����� '���� �' =��+� �

N3(ωab; p) =
Ω

2
πT

2
δ(ωab − ωc). Q	1	BR

�� ������'� ��3��I� ��+���+��� >�� ���� �� 
����'3� �� ����� ��I���G �' ����
���� �� ����3��
��� ��I��+��� I�� Q�� �' 
�����.'���� �� ������3�� �/'
��+��� �����
���R1

���
��� 
� ����� 
- � ��� �� 
-��
�

!�� ������'�� ���
������ ������� ��� ���
���� �� 6�'33 ������� ���� ��� ���� �� ��
6��3��� ��'��G 
���� A ���� ���+������� �'�='���+��� ��I���1 !' 3����'���'���� A �� �'>���
������ ��� �++���'�� O�)℄1 !� �'>��� ������ |ψ(t)〉 �� ��
�+���� ��� ��� ��'�� |ψp(t)〉
��I��� �'� ��� �>1 Q	1-BR Q�� �.���'�� ��������'++��� ��� ��� ��� '�����RG ����� |ψ(t)〉 =∫

f(p)|ψp(t)〉dp �V �' ������������ �'�� �����'
� ��� �+������� |f(p)|2 ��� ���+'�����1 !�
���
��� �� 6�'33 ����� '���� �' =��+� �

N3(ωab) =

∫
|f(p)|2 N3(ωab; p)dp, Q	1	�R


� >�� ���������9�� 
�++� �' 
��.������� �� �' ������������ ��� �+�������� |f(p)|2 �'� �'
<=��
���� ��'��'����? �� �' +����� N3(ωab; p)1 !' �'�3��� �� ���
��� ������ '���� A �' =���
�� �' �'�3��� �� �' ������������ ���+������� �� �� �' �'�3��� �� �' <=��
���� ��'��'����?G ���

������������ �����
��.�� ������'�� �� �' =��+� �� 
7'
��� ��� =��
�����1
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$��� ��� �+������� �� ����� ��I��� �' =��
���� ��'��'���� ��� ��I��+��� I�� �� �� ���
���
�� 6�'33 ��������� �' ������������ ���+�������1 �� ������� N3(ωab) ∝ |f [ m
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n
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7���� Ωa,b �������1 �'�� �� 
'� �������G ���/�������� ��.���� �

Ω =
(ΩaΩb)

2

25∆2ωR
, Q	1E)R

�V ���� ' ������� ∆3 ≃ ∆1 ≡ ∆ ≫ ωRG �� ∆2 = 4ωR1

9+9+1 	��#����� #� �*���%�
� �� % �"��!#� #� 
�!�"%)�
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�������� �� �����'�
� ���
��� 
�++� '��'�'.'�� δ = 01 0'�� �� ���'

��� .��:A:.��
�� �' �����'�
� ��� �
� ����� �'� �

δ = 2(ωa − ωb) − 16ωR − 4kLp

m
, Q	1E
R
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� >�� ����� 
�++�
�����'���� �� ����'� ���+������� 4�kLG ���� ��� <�+������� 
����'�? �� ����� T �

|C3(ωab; p)|2 =

(
TΩ

2

)2 [
sin T (ωab − ωc)

T (ωab − ωc)

]2

, Q	1E,R

�V ωab = ωa − ωb ��� 
�++� '��'�'.'�� �� ���'

��� ����� ��� �'���� �� ωc = 8ωR + 2kLp
m

��� �' =��>���
� �� �����'�
� A 	 �7�����1
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 � ��� ��������'�� �� 
�+�'��� ���>1 Q	1E,R A ��� '�'��3�� Q	1	ER ��� , ������ �


1 ���� ��'����G �� .��� >�� ��'�3�+��� �� ����� 
'����'� .'��� '.�
 �� ���'

��� ���
�'���� 
�++� Tωab �� ��� ���� Tωab/21 ���' ' 
�++� 
����>���
� �+����'��� >��
����'�3����+��� �� ���
��� �'� �' ����� I��� �� 
����'� ��� ��.��� �'� ���/ Q.���
���1 	1�R1 �� ���� ������ 
��' '� ���.��� ���'�'���� ���� ����'� �� ����>��G >�� ���
���/ =��� +������� ���� ��� ��D�'
���� '� ��
��� �����1

,1 �� ��.'�
7�G �' ������'�
� �� ωc �� p ��� ������>��G 
� >�� ��3��I� >�� �' �����������
�� �' +����� A p ��' �'� 
7'�3�1 �� �'���
�����G �'�� �� 
'� ����� �+������� �� �����
��I���G �� ������.� �/'
��+��� �' ���'���� Q	1	CR1

!� ���
��� ������ �'� ��'�������� A >�'��� �7����� Q���� ��� ������������ ���+�������
�� �' =��+� δ(p)R ��� ���
 �� =��+� ��+��'��� A 
���� �� ���
��� ���������� ��� �' ���1 	1EG
+'�� ��� 
����� ��� ��
'�� �� 4ωR �� �' �'�3��� ��� ��.���� �'� ���/1
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'� ���� '��+�� A ��������� ��.�'�/ �/
����G �' =��>���
� �� �'�� 3����'����
���� ��� ��'�������� A 	 �7����� ��� �' ��++� ��� =��>���
�� �� �'��
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i

n∑

j

Ω∗
1iΩ2iΩ

∗
2jΩ3j

25∆i∆jωR
, Q	1E-R

�V i �� j ���� ���/ ��'�� �/
���� ��'��������� �'�+� n ���������G �� �V ��� =��>���
�� ��
�'�� ���� ��I���� �'� Ω∗

ij = −〈i|�d · �Ea|j〉/� �� Ωij = −〈j|�d · �Eb|i〉/�1 !�� ���'

���� ∆i ����
��I��� >�'�� A ��/ �'� h∆i = Ei − �ωa1
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�� ωc = 8ωR + 2kLp
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�� '������ ���.��� 
�� ��'�������� +�����7�����>��� '.�
 ��'��=��� ���+������� <��=:
=�'
����? ��'��+�� �'� �' ��+�9��1 �� �D��G �� '��+� �'�� �� 
7'+� �� ���/ �'����

�����:����'3�'�� .��� �� ��������� �������>��G >�� ��D�'
�� ������ �� �� 6��3��� '���:

��� A ��'��+�1 ����� '�'��3�� ����>�� ���+�� �� ����.�� ��� 
��������� �� ��D�'
����G >��
���� ������>��� '�/ 
��������� �� �����'�
� ��� ��'�������� A n �7�����1
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��� �/���
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��� �' ��>���
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����>���
� ���
��� ���
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������'� 7��� �� ��93�1
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�
���.'��� �

��� ����� ������ J ��� =��� �� 
������'� ������G �� '����>��G ���� '.'��G ���� '��9�
��.������ �� ��93� Q.��� �+���
'����� ���� ����RG ��� �+������� �� ���/ �'���� 
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����'3�'��G �� .�
����� ������� ±kL ���'

����� ���� �'� �'����� A ��'���� �� ωab1
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���� �� �' �����'���� �� �' 
�'��� ���+������� ������'��� p �� 
������'��

��� ��D�'
��� �'�� �� ��'� ���+������� p + 4�kL1 �� +��� ��� �����'��+��� .��� 
'�
�kL ��� ��9� 3�'�� ��.'�� �' �'�3��� �� �+������� �� 
������'�1

���������� �������� J ��� =��� �� ��93� 
����G �� +��� �� 3�'��� �+������� �� ���'��
��'��'��+��� �� 
������'�G ����'�� �� ��+�� ���.������� �����1

�����3 *�� �� J �� ����� ��� �+'3� �'� '���������G >�� +����� ��� ���/ ��'3�� ��'��+��
���'���1 �� +����� �' =�'
���� ��'��+�� >�� ' ��� ��D�'
���1
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���� �� ωab1
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������ 
� 6� ����
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�������� �� �����'�
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!��D�� �� ��������� �� 
7'+� +�8��G �^ '�/ �����'
����� ����� '��+��G ��� ����� �'����
=���'+���'��+��� ��D������ �� 
���� �� ��������� +'3����>��1 ����� ��D����
� .���� ��
='�� >���� �'���
��� �'�� �� +��� �� 
������'� .��� �� ��������� �� 
7'+� +�8�� ���/
=��� ���� ='���� >����� �'���
��� 7��� �� +��� �� 
������'�G 
�++� �� '��+� ��D�'
�� �'�
�/�+���1 ���� ���������� �
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7'�3�+���� >�'���'��=� >�� �� ��
������1

!������ �7����>�� �� �' ��D�'
���� �� 6�'33 ���� 
������'� ���3� ' ��� +���� �'��
O�-℄1 ���� '�'����� �
� ��� ������'�� �� 
���� ��=����
� A �' ���
����
���� A 	 �7����� >�'��:
������'���G '.�
 ��� ����� ��I��� �� ���+������� �'��� ���� ��'D�'�
7�� �� ����'�3����+���
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��� �'� ��'��=��+�� �� H������1
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����� '������� J �� 
�����9�� ���� ��'���� �' ���
����
���� ���� 
������'� 7�:
+�39�� �� ������� n1 �� �� ��'Y'�� �'�� �� 
'��� �� �' �7����� �� 6�3������. O
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������'� 7�+�39��G �' ��D�'
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������'� .��� ��� ��'�� �/
���� ������3��� �ωB

q G ���� �' ���'����
�� ���������� ��� ������ �'� �

�ωB
p =

√
q2

2m

[
q2

2m
+ 2gn

]
, Q	1E	R

�V q ��� ���+������� �� ���/
��'���� �� g = 4π�
2a/mG a ��'�� �' ���3���� �� ��D�����1

�� ��'��>��G ������3�� ��� �/
��'����� 
����� ��� ��+���� �'� �� ���+� q2/2mG A 
'���
�� �' 3�'��� �+������� ��� �7����� ����>���1 �'�� 
���� ��+��� �� ' �'� 
����>����
�ωB

q = q2/2m + gnG 
� >�� ��339�� ��'�����'���� <�/
��'����� �� �8�� �'���
���?1 !'
=�'
���� �� �' �����'���� �� 
������'� ��D�'
��� .��� �� +��� ���+������� q = 4�kL

.'�� O�-℄ �

Ndiff(ωab, n) =
16ωR

ωB
q (n)

Ω
2
πT

4
δ(ωab −

ωB
q (n)

2
), Q	1EER
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 �ωB
q (n) = 16�ωR + gn1 �� ���� ���� ��'���� .���I�� >�� ���� ������.� ���� ��
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����� +���I��� A �' =��� ��'+������� ��
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7'>�� ���+��� �� ������� n ������� �'� ���>1 Q	1EERG ���� �

Ndiff(ωab) =

∫ n0

0
Ndiff(ωab, n)N(n)dn, Q	1EBR

�V N(n) = (15n/4n0)
√

1 − n/n0 ��� �' ������������ �� ������� ���+'�����G ���� ��
���I� �� �7�+'�:H��+� OE℄G '.�
 n0 �' ������� '� 
�����1 �� ='��'�� ��'����/�+'����
16ωR/ωB

q (n) = 1G �� ������� ���/�������� �/���
��� �

Ndiff(ωab) ∝
2�(ωab − 8ωR)

gn0

√

1 − 2�(ωab − 8ωR)

gn0
. Q	1E�R
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��� .����� �� 
7'+� +�8�� ��� ���1 �� ��'����� ���+��G �A �V ��

7'+� +�8�� ��� ���G �� ��8 ' �'� ��'��+�� A ��D�'
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A +�:7'����� ∆ωG ���� ���/ ����'���� .��:A:.�� �� �' ������� �

〈ωab〉int =
2

7

gn0

�
Q	1ECR

∆ωint ≃ 0.37
gn0

�
Q	1E;R
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����� �'�� �� 
'� �� ��'�������� A 	
�7�����G �� ���� A +��������� �'� , �'�� �� 
'� ��'�������� A , �7�����1

�� ��'��>��G ���� ���� ��'
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7'+� +�8�� ������ ��3��3�'����1
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������� ��
��U��� '.'�� ��'����>��� ��� �'���� �� 6�'331 ���� 
�+�'���� �
� ��� ��D�������

������������ '�/ ���
���� �'�� ��� ���/ ����'�����G �'�� ��� 
��������� �/����+���'���
�8��>���1 !�� �'�'+9���� ���� ��� ���.'��� �

` =��>���
� �'��'�� �� ��93� � ω⊥ = 2π × 760�@
` =��>���
� ���3������'�� �� ��93� � ωz = 2π × 5�@
` ��+��� ��'��+�� 
�������� � N0 = 5 × 104

` ���3���� �� ��D����� � a ≃ 5.31 �+
` ��
���� �N
'
� �� 
�������� � σ = 8πa2

` ��+�� ���/�'����� �.������ � τexp = 2+�
` ��+�:���3���� �� 
������'� �'�� �� ��93� � L0 ≃ 130 μ+
` �'8�� �� 
������'� �'�� �� ��93� � R0 ≃ 0.8 μ+
` ��+�:���3���� �� 
������'� '��9� �/�'����� � Lexp = L0

` �'8�� �� 
������'� '��9� �/�'����� � Rexp ≃ 8 μ+
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��� '8'�� ��� .������ ���������� A �' .������ 
����>�� ���� �' �����L��:
����G ��� ��������� ��� 
��������� '.�
 ��� '��+�� �� 
������'�1 ��� 
��������� ��� �����+���
���������� ��� '��+�� ��D�'
��� �� �� 7'��G 
� >�� ���� ���� 
�+��'3� ��N
���G +'�� ��
���� ��D����� ��� '��+�� �� 
������'�G +��'�3�'�� '���� '��+�� ��D�'
��� �� '��+�� ��+:
���+��� ��D���� 
�++� �� +����� �' ���1 	1C1 �� ����+� �� ��+��� +�8�� �� 
���������
Ncoll ���� �� '��+� ��D�'
�� ��'.���'�� ���� �� 
������'� ���.'�� ��� '/� ���3������'� �'�
Ncoll ≡ σ

∫
n(0, 0, z)dz ≃ 0.4N0σ/R2G �V n(x, y, z) ��� �' ������� ��'��'�� �� 
������'� �

` �'�� �� ��93� � Ncoll ≃ 18G
` '��9� �/�'����� � Ncoll ≃ 0.181
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���� ��� ����
��'��+��� ����
� ���� ��'�3����+��� �� ���
��� Q
= �>1 Q	1E;RRG ���� ∆νintG
���������������+��� A �' ������� '��+�>��1

` �'�� �� ��93� � ∆νint ≃ 300�@
` ���9� �/�'����� � ∆νint ≃ 3�@
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�'�� �� ��93�G �' ������������ ��� .������� ��� ����
��+��� ���� '�/ L�
��'����� �� �7'��1
!' �'�3��� 
'�'
�������>�� 
���������'��� ��� ������ '� �'�'3�'�7� ���.'��1

!� ��93� ��'�� ��9� '���������G �' ������������ ��� .������� ���3������'��� ��� ��� '=:
=�
��� �'� ���/�'�����G 
'� ����������� �� ������3�� �� 
7'+� +�8�� ��� ������ �'�� ��� ��:
��
����� �'��'���1 W �'���� �� +��9�� ���/�'����� �� &1 �'���� �� �1 ��+ O,�℄Q.��� ���
�'����� �7����>��� ��
���� 
1-1,RG �� ���� �����+���� �' ������������ ��� .������� ���3�����:
�'��� '��9� �' 
������ �� ��93�1 �'�� �� 
'� �� ����.������ ����'��'��� �� ��93�G ��� =���
'������ �� ��3�+� '�8+�����>�� t ≫ 1/ω⊥G �� ������� '���� �' ������������ �� .������ ���:
3������'�� ���+'����� D(vz) = (15/16Vexp)[1− (vz/Vexp)

2]2G �� ��+�:�'�3��� A +�:7'�����
∆vz = Vexp(1 − 1/

√
2)1/2G '.�
 �' .������ 
'�'
�������>�� ���/�'����� Vexp = π

2
ωz
ω⊥

L0ωz1
!���'�3����+��� ������� ������'�� ��� �

∆νexp
Dop ≃ 2kL

2π
∆vz ≃ 60 Hz.

6� 
� ������ 
� �'���

�� .��� +������ �' ������������ �� .������ ���3������'�� '���
��� '�/ L�
��'����� ��
�7'�� �'�� �� ��93�1 ���� '.��� .� A �' ��
���� 	1,1B >�� �� ��+�� 
'�'
�������>�� ��
���� �.������� 7��� �� ��93� ��'�� ��9� 3�'�� ��.'�� ���� ��� ��+�� ���.������� '

��������
A ����� �/������
� � �� ��+�� �� 
7��� +'/�+�+ '������� ��� �� ������� �� ,�+�1 ����
'.��� �3'��+��� ����+� ������� �� 3�'����� �� �' ���3���� �� 
�7����
� >�� ���� ��� '���
���
Lφ ≃ L0/10G ���� ��� �'�'+9����1 ���� �� ��������� ������� �� 3�'����� �� ����'�3����+���
�� ���
��� �

∆νfluct ≃
2kL

2π

�

mLφ
≃ 150 Hz.
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��'��9� 
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�+�'�'��=G �� ��8 ' �'� ����
��.������ A �D�
���� �' ���
����
���� ��� ��

������'� �� �/�'�����G ����>��A �' =��� ��� L�
��'����� �� �7'�� �� ���.��� �'� �.�����
����'�� 
� ��+�� �� .�� ��
���'���G �� ���� ��3�'���� ���
��'�� �� ��.�'�� �'� T��� ��8��
�'� ����'�3����+��� �^ A ���/�'����� ���3������'��1 �� �.��� '���� �� �����9+� ��� 
���������
����� '��+�� ��D�'
��� �� '��+�� �� 
������'�1

������ ��'�+���� >�� ����'�3����+��� ���
��'� �^ A ���/�'����� �� ��'3� 7��� �� ��93�G
'���� >�� ����'�3����+��� �� H������G �� ���� �'� ��3��3�'���� ��.'�� �' 
����������� ���
L�
��'����� �� �7'��1 ���� �� ��������� 
�+��� �'�� ��� =��
���� ��'��'����G >�� ��
���'
��'����� ����
�� ����'�3����+��� ���.��'�� ��� �+���=�
����� �� �' +�����G >�� ���� '�����
.��� �'�� �� ���
7'�� 
7'�����1 �� ������� 
7'����� ��
��� �' ���
����� ��'
>�������� ���
���
����G �� ���� '�'�8��1
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7'����� ���� ���������� �' ��'���'���� �� �' +����� �� �' ������������ ��
.������ ���3������'�� ���� >�'��:
������'�1 ���� ��
��.��� ���� ��'���� �� +���'3� ���
�'���� �� 6�'33G �� ��� 
7��/ >�� ��� ��� ='��� ���� ������� �' +������� ��'������ �������� ��
���� ���'

��� ���'��=G �' ���������� ���
��'�� ��
���'��� ��'�� �� ������� �� 
))�@1 �������G
���� ���'������ �' ��>���
� �/����+���'�� ��'
>�������� ���� ���
��� �� ��� �'�'+9���� A

7����� ���� ����+���� �' ����������1 �� �'���
�����G ���� ���
����� ��� ��D������� ����
�� ��
����� A 
���������G �� �� +�8���'3� >������� �+���>����1 ��I�G ���� '�'�8���� ��� ������'��
�������G �� ��� 
��=������� A �' �7����� �/����� '� 
7'����� 	1
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����	�����	 ��	 �
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:+,+, ����*� ��*%"%8"� 3 *�%� ������� #�� %�� ��

!� 
������'� ��� ������� �'�� ����'� |F = 1 , MF = −1〉 �� ����� �'�� 
�� ��'� ���� ��
�' 
������ �� ��93� 
'� �� +�+��� 
�����>�� ��� '��+�� ���� '��'�'��>��+��� �� 
7'+�
+'3����>�� ��������1 ���� �'.��� 
�
� �'� �/������
� � ����>�� ���� ��'��=9�� �'� �'���:
=��>���
� ��� =�'
���� �� 
������'� �'�� ��� ��'�� |F = 1MF = 0〉 �� |F = 1MF = 1〉
(���� '.'�� ����.��� �� ��93�G ����� ��'3�� ������
�� ���� ������� '��9� ��+�� �� .��1 ��
��'����
� �� ��'��=��� �'���:=��>���
� '.'�� ����.������ �� �������.� >���� ���� ��'3�G
��3�� �� ���.� '��'�'��>�� �� 
7'+�1

�� ��.'�
7�G �� �� 
���'U� �'� �' ����
���� �� 
7'+� +'3����>�� ��
'� '��9� ����.������
�� ��93� �� ���
 �� �� 
���'U� �'� ��'/� �� >�'���I
'���� '���
�� A ����'� |F = 1 , MF =
−1〉1
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���� �� 6�'33 ��� �� 
�+�������� '.�

�' ��D����� �� �7����� �'� �+������ �����'���1  � ='�� 
7����� �� ���'

��� �'� �'����� A �'
�����'�
� �� �' ��'������� '��+�>�� �� ����������� ��� �'���� �� ='Y�� A ='.������ �'�3�+���
��� ���
����� ���+���� A 	 �7�����1

���� '.��� A ����������� ��� ���/������
� ��� �'���� '

����� ��� �' ��'������� |F =
2〉 → |F ′ = 3〉 �� �' �'�� �2 �� �������+ Qλ ≃ 780 �+RG ���� ���� ���.��� �����.�� ���
�'���� ���� ��� ='��
�'�/ �� 6�'331 ���' ���� ���+��G �� ��'�� ���'

���� ����.���� ���@
�� ������� ��� ��'�������� |F = 1〉 → |F ′ = 0, 1, 2〉G �� ��+���� ���+������ �����'���1

$��� �.'���� ��3�������+��� �� �'�/ ���+������ �����'��� �� �� ��D�'
���� �� ���'�� ��:

���'��� �� ����� 
�+��� ��� ��D������ ��.�'�/ �/
����1 0'�� �' ����
���� �� 
7'+� ��������
������� A ������'�� �� �' ��D�'
���� ��'�� �������+����G �� ��� ��N
��� ���.'���� ���
���:
+��� ��� �'�/ ���+������ �����'��� �� �� ��D�'
���� '�������G ����>���� 3�'�� ��+��� ��
��'�������� ���� ���+���� Q.��� ���1 E1
R1

���� 
'�
����� ���
 �
� ��� ������ �� 3�'������ �8��>��� ��� ���/ ���
�����G �'�� �� 
'�
���� �8��9+� A ���/ ��.�'�/1 ���� .���I����� ������� �/����+���'��+��� >�� ���+������
�����'��� ��� ���� ��3��3�'���1

�� �� ��'
� �'�� �� �8��9+� A ���/ ��.�'�/ ������ A �' ��
���� 	1	1 �� ������� �� ����
>�� ��� ���/ �'���� ��� �' +T+� ���������G 
� >�� �� ��'���� �'� Ωa = Ωb ≡ Ω1

8� 1 
-�������� ���������

!� �'�/ ���+������ �����'��� ������ �'� 
7'>�� �'��� ���
��� �

γsp =
Γ

2

s

1 + s
, QE1
R

�V �� �'�'+9��� �� �'���'���� s ��� ��I�� �'� �

s =
Ω2/2

∆2 + Γ2/4
, QE1,R

��G �� ='Y�� �>��.'�����G

s =
I/Isat

1 + 4∆2

Γ2

, QE1-R


'� �' =��>���
� �� �'�� ��� ���� A ����������� �� �'��� �'� �

2
Ω2

Γ2
=

I

Isat
. QE1	R

��++� ∆ ≃ 7��@ �� Γ = 5.90�@G '���� ∆ ≫ ΓG �� γsp �� +�� ���� �' =��+� ��+���I�� �

γsp ≃ ΓΩ2

4∆2
. QE1ER

!� �'�/ ���'�G ���'�� 
�+��� ��� ���/ �'���� .'�� γtot
sp = 2γsp1
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!' ����'���� �� �'�� �D�
��.� A 	 �7����� ��� ������ �'� Q	1E)R �

Ω =
Ω4

25∆2ωR
, QE1BR

'.�
 ωR = �k2
L/2m1 ��G �'�� �� ��3�+� �� ='���� 
����'3�G �V ���� 
�����9�� �' �����'����

�� ����'� �����'� 
����'���G �' ����'���� �� �'�� ���������� �� ='�� �� �'�/ �� ��'�������� A 	
�7����� Q.��� Q	1	)R �� Q	1	
RR1 ���
 �� �'����� Ω/γsp ���� T��� 3�'�� ���� >�� �� �8��9+�
�� ���� �'� �������� ���+������ �����'��� ����'�� �' ��D�'
����1

������� ����������� H $ �'����� G �������� ���������

!� �'����� ��� �'�/ �� ��'������� A 	 �7����� �� ���+������ �����'���G �� =��
���� ��
����������� ��� �'���� ���
��� �

Ω

γtot
sp

=
Γ

8ωR

I

Isat
. QE1�R

$��� �� �'����� I/Isat = 1G 
� >�� ��� ������� �� 3�'����� �� 
� >�� ���� �����+���
�+����>��+��� ���� ��D�'
��� A �����'�
� ��.���� ,)a �� 
������'�G �� ����.� Ω/γtot

sp ≃
2001 �� ��'����� ���
 �'�� 
�� 
��������� A ���.��� ��3��3�� ���+������ �����'���1

L���@
����� �1�����������

�� ��'��>�� ���� �������.��� �'� �� ������ ��'��+�� �'�� �� 
������'� ����>���� ���
���+�� '�/ �'���� �� 6�'33 7��� �� �' �����'�
� A 	 �7�����1 !��+������ �����'��� �����
���
 �'� �� �����9+� ���� ���/������
�1

:+,+5 ��%��������  ���� �� J�!

0T+� �� ���� �� ���� 
���'U��� ���� ����� ���'��= �'�� �� ���
����� �� ��D�'
����G ��
��� ��������'�� �� ���
���� ��� ��D������� ��'�������� '���������1 �� �'���
�����G �� ����� �'�
�.����� ' ������ >�� ����'� ������� I�'� ��� ��'�������� A 	 �7����� ���� ������>�� A ����'�
�����'�1 �� �D��G �' ���'���'���� >���
��>�� ��� �'���� �'� �'����� '� 
7'+� +'3����>��
�������� '������� ' ������ ���� ��� �8��� �� ��'�������G σ+G σ− �� π1

�� ��.'�
7�G 
�� ��'�������� �� ���� �'� ��3�������G A 
'��� �� ���D�� ]��+'�1 ����
���.��� ����+�� ��� ����� ��=������� �� ���� �
'�� �� ����3��G �� 
�������'�� >�� �� 
7'+�
�������� ����� ��9� .�'���+��'���+��� �'� 
�+����� A +���/ >�� E)+�1 !� ��
'�'3� ]��:
+'� ����� ��� ����:��.�'�/ �� ����'� =���'+���'� F = 1 ��� ���
 '� +���� �� ������� ��
±30 4�@ ����>���� ��� ����� �'� ∆E = gF mF μBBG '.�
 gF = −1/2 �� μB = h × 1.4
0�@[�1 �� ������� ���
 - 
��������� �� �����'�
�

ωa − ωb = 8ωR +
2kLp

m
+ ǫ

2π∆E

2
, QE1CR

�V ǫ = 0, +1, +2 ���.'�� >�� �' ��'������� 
��������� A ∆mF = 0, +1, +21 �� �' �'�3���
'������� ��� ���
���� ��� �� ������� �� >���>��� 
���'���� �� �@G ���� ��'�
��� +����
>�� ���
'�� ����� ��� ��'�������� e �'� 
����>���� �� +����'�� �� ���
��� '.�
 �' 
��������
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�
�� 	����� ���� 	�
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� 	
 ∆E > 30 *�� ��� 
@
� Q

��� 	
� �����������
�
����
���
�� ���� 	
 &
��
��� ���� ��
 �� ����
�� 	��� ��
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 G���� ���
� 

�����
� 	
 �� � 
�
���� 	��
 ���� 	
 �������

�

ωa−ωb−8ωR ≪ 2π∆E/2G ������ ��� ��'�������� ����������� A ���D�� ]��+'� Q�1� ∆mF = 0R
���� ������'����1 ����� ���� ������������ ��� �' ���1 E1
1

�� ��'��>��G ��� ���'���'����� ��� �'���� 
�����:����'3�'��� ��� ��� 
7������ ����'����1
!� +'/�+�+ �� ��D�'
���� ��'�� '���� ������ ����>������� ��'���� �'�'��9���1 ���' ����
���/���>��� >�'���'��.�+��� �� 
�������'�� >�� ���� ��� ��'������� A ���/ �7����� ��
�8�� 6�'33G �� ��8 ' �'� �� ��'��=��� �� +�+��� 
�����>�� '�/ '��+��1 �� '����� ���

�� +'/�+�+ �� ��D�'
���� ����>�� �' ���'���'���� �� �'��� �'�� ��>��� ��� �7����� ����
'������� ��� ������>�� A �' ���'���'���� �� �'��� �'�� ��>��� ��� �7����� ���� �+��1 ���
'���� ='Y�� �� �� 
�+������� ��� >�� �' ��D�'
���� �� 6�'33 �� ='�� ��� �� ����'� �����������G
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���� ��'+������� ��� +'/�+�+ ����>�� ��� �'���� ���� �� +T+� ���'���'����1

:+,+9 ��%8�"��* #! #*�%

��# 3 !� ��J�! 
�!
�%"

�� ��'��>��G �� �� ���� �� ����'�3����+��� ���
��'� �'� �' ��+��� �� H������G �� �����
��� �� ���'

��� ���'��= ��� ='��
�'�/ 
�����:����'3�'�� �� ��'���� ����
��+��� �'� ��
��'�3����+��� �� �' �����'�
� �� ��D�'
����1

!' ='���� ��D����
� �� =��>���
�� ��
���'��� ����� ��� ='��
�'�/ ���+�� �� ��� 
���� A
�'���� ����� ����
� �'��� ���>��1 !�'.'��'3� ����+� �� 
���� ����'���� ��� >�� ��� ���/
='��
�'�/ ���� '���� �������9>��+��� 
�7������ �� �7'��1 �� ���
 �� ���'

��� ���'��= ���
�++��� A ���� ����� ��� �' =��>���
� �� �' ����
� Q�'� ��(�
���� �� +��� 
�++��R1 ��
�����'�� ��� +����'����� '
�����:����>��� Q�� ���� 
7'>�� ='��
�'�R '.�
 ��� �8��7��������
�'���:=��>���
� �� ���� 
7����� 
� ���'

��� ���'��= '.�
 ��� I�����G �� ��� ��'������ ���
���
7���� ����� (������G +��������� >�� 
�@1

*������ ����� �

�� ��.'�
7�G �� ='�� �'�.���� A 3'���� ��� 
�7����
� �� �7'�� ��N�'��� ����� ��� ='��:

�'�/ '� 
���� �� �' ����'3'���� (��>��'�/ '��+��1 $��� ��� ='��
�'�/ �� ���'

���
�'�='���+��� ��I��G ��� L�
��'����� �� �7'�� ���'��.� .��� �'� ��� '��+�� �� ���.���
.���� >�� �� .'��'����� �� �' ��D����
� ��� 
7�+��� ����>��� �����
��=�1 ��� .'��'�����
�� 
7�+�� ����>�� ���� �����������+��� ���� '�/ .���'����� ��� +������G >�� ����'
���
�� ='Y�� '��'����� �' ����
� �'� �'����� '� ����� �V �� ����.��� ��� '��+��1 �����G
�� +����� .���'��G �� .������ v(t)G ��
'�� �'� �D�� ������� �' =��>���
� .�� �'� �� ��:
���.'���� I/� �'� �'����� A �' ����
� �� δωDop ∝ kLv(t) Q.��� ���1 E1,R1  � ��� ���


dL(t)

v(t)

ωobs(t)=ω0+ 2 kLv(t)

t

t+dt

Miroir

Laser

���� ���� ?@
� (����
� ��	��� ��� �� ��&������ 	��� ������� �
 
)
��� ������
 
���
 �� ����

 ���
�

� ���&�
����
�� ����
 " �� ���
��
 dL/dt =

√
2v(t)� ��
@
� (����
� ��� �� 
����
�

 �
����
 ����

����� δωDop(t) =
√

2kLv(t)�

�+����'�� �� 
7����� ���3�����+��� �� �8�� �� +���'3� ����>�� ��� ='��
�'�/ 
�����:
����'3�'��1 !' ���1 E1- +����� ��� ���/ +���'3�� �� �'�� ���������1 $��� �� +���'3�
Q'RG �� ���'

��� ��� �'���� �� =��>���
�� ωa �� ωb .� �'� ��� '��+��G ��� ����� �'�
∆ω(t) = ωa−ωb+

√
2kL(−v1+v2+v3−v4)1 !� �
7�+' Q�R +����� �� +���'3� �����:��L�
7�

��'�
��� ���� ������� ����>���
� ∆ω±(t) = ±(ωa−ωb)+2kLv2 �V ��� ���/ �/��������� <f?
�� <:? �� ∆ω(t) ���.������� ��� ���/ �'���� �� ='��
�'�/ 
�����:����'3�'�� �� ���'

���
��� ��� 
����� �'� �' �����:��L�/��� Q�� �� 
�����9�� �'� ��� �'���� =��+��� ���� ='��
�'�
�� �� �' ������ ��L�/���R1
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v3(t)v2(t)

v1(t) v4(t)

δωDop(t)= 2 kLΔv(t)ωa

ωb ωa

ωa

ωb

ωb

v1(t)

v2(t)
(a) (b)

δωDop(t)= 2kLΔv(t)

M1

M2
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 &����
���� ∆ω 
�� ∆v(t) = v2�

�/����+���'��+���G ���� '.��� 
����'�� >�� ��� +������ ��� ��� +������� �'��'�� �8��
I/��� A ��� ����� �� �'���� +'���=G A ��.���� 10 
+ �� 7'����� �'� �'����� A �' �'��� ����>��
.���'���� �� ='Y�� ��3��3�'���1  �� ���+������ ��������� ��� �'���+���� ����� ���/ �'����
�� >���>��� ��@'���� �� ����@ �� �'�3�G A �' ��+��� �� �' ���������� �� ��'�'�8���� �� ���
���
��������1 0'�� �� 
������'� ��� -E 
+ '� ������ �� �' �'��� ����>�� �� �� ��� ��N
��� �����+����
��� .���'����� �� �������� '���� 7'���1 ���� '.��� ���
 �^ I/�� ��� +������ �� 7'����� ���
��� ��'>��� �� +��'� Q���'�RG 
�++� ������� ��� �' ���1 E1	1 !' ���3���� ��� ��'>���
'����� ��� 3�'��� ��3����� ����� ��'/� ��� ='��
�'�/ �� +���+��� '���� ��� .���'�����1 ����
'.��� I/� 
�� ��'>��� A �' �'��� ����>�� �� �����
'�'�� ��� I�� ��'������ �� ������7'��1

 � ='�� ���
���� >��' ������ ����� �' ��'>�� �������'�� �� +����� �� �����:��L�/��� ���
����� ���� ���/������
�G 
�++� �� +����� �� �
7�+' �� �' ���1 E1-Q�R1 !�'���� ��'>�� ' ���
����'���� ���� �� ���
����� ������+��'���� �� +���'3�G �� �' ��
7��
7� ��� ����
�� �� �����1
�� �D��G ���� '.��� 
7��
7� A +���+���� �' �'�3��� �� ���
��� �� ��3�'� �� �'���+��� �����
�� ='��
�'� ����� ��� ��0 �� �� ='��
�'� �'��� �'� ���+��'
�+��� �� 
������'�1 �� �
7�+'G
�������� ��� �' ���1 E1	Q�RG ����� �� ��3�'� �������� '�/ ���/ +������ �� 7'����� Q0
R ��
Q0,RG �� �'���
���9��+��� '� +����� Q0,R ����>�� �� ='��
�'� ��8 ��L�
7�� ���/ =���1 0'�� ��
��3�'� ���� ��L���� �� 
�+�����+��� �� +����� �� �����:��L�/��� Q0
R �� ��� ���>��+���

���� �� +����� Q0,R ��� 
����>�� ���� �' ��D�'
���� �� 6�'331  � ='�� ���
 �.���� >��
�� +����� Q0,R �� .���� ����G �� +'�>�� ����� 
����������� �� Q0
R A ����'�3����+��� ��
���
��� ��� �'���+����1

�� 3�'�� ���� ' �3'��+��� ��� '������ A ������'���� �� �' �'��� ����>�� ��� ����
��
�� .���'�����1 $'� �/�+���G �' ��+�� ���+'��� �� �' ��+�� �����:+���
��'���G ���� �'
�'��� ����>��G ' ��� ��'
�� ��� ��� �'
� �� �'���G ���� �.���� �� ��'��+����� �'� �� ��� ���
.���'���� A �' �'��� ����>��1 ���' ' ���+�� �� ������+�� ��� �'���� �'���'��� A ,E�@ ���
�� ���
��� ��� �'���+����1

$��� ��������� ��������� ��� ��'>��� �� ���'� 
�++� �������� �� +�����G ���� '.��� ��:
�������� ��� �' ���1 E1E ��� ���
���� �� �'���+���� �� 
E+�G +������ �'�� �' 
��I3��'����
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Configuration de diffraction du condensat

Configuration de mesure des battements entre lasers de Bragg
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����>�� ������+���'���� ���� A �����
���'�+'�� .��� ��'(����� '�/ .���'����� ���+'������1
��� ���
���� ��� �'���+���� I�'��+��� ������� �'�� ��� 
��������� �/����+���'��� �� �'
���
����
���� �� 6�'33 ���� ��������� ���1 E1

G �� ���
���� A �' ��
���� E1,1E1 ���� .������
>����� ���� ��+���� �'� ��'��=��+�� �� H������ (��>��A ��� ������ �� ,+�G 
� >�� 
���������
A ��� �'�3��� �� �����'�
� A 	 �7����� �� 

E�@1

������ � � � �-������������� 
� �� :��
���� 
-��������

�����'���+��� A ����'�3����+��� �'� �' ����� I��� ��'����
'���� ��� �'����G ����'�3����:
+��� �� �� =��
���� ��'��'���� �^ '�/ .���'����� ��� +������ Q�� ����� +'��9�� 3����'�� '�
����� ��� ∆ωR ��� �� +T+� ���� ��� ��'�������� A , �� 	 �7�����1 �� �D��G ���� '.��� ��(A
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�� ��'�������� '.'���� �' +T+� ����������� A ���D�� ������� Q.��� ��� 
��������� ��
�����'�
� Q	1	-R �� Q	1E
RR1

L�������

�� ���� ���������� ���/ '
�����:����>��� ���� ������� ���/ ='��
�'�/ �� =��>���
��
��D�������G �� ���� ���� �������� >���� ����G ����.� >���� ���� '��+���� �'� �� 
7'+� �'���:
=��>���
� >�� 
�������� ��� ���/ =��>���
�� ��������1 !������T� ����
��'� ���� ��� +���'3�
��� >��A '�
�� +�+��� ��� ���/ =��>���
�� �� ���� ���'���� ��'��'��+���G 
� >�� ��+���I�
��� ��3�'3�� �� '�3+���� �' ��'������1

������'��G ���� ��'.��� �'� ������ 
���� �������� ���� ��������� �'�����1 !�� ��D������

�+���'��� ��� 
��
���� �HG ���� >�� �b��
7�G '+���I
'�����G �� 
�+������ �� =��>���
��
���� ���� ���������� �� 3����'���� �'� ��� ��++� ��9� ����G �������'�� ��� 7'�+���>���
A ωa±n(ωb−ωa)G A :,) �6 ���� n = 2G �'� �/�+���1 ��++� ���� '.��� .� >�� �� +���'3�
A ���/ '
�����:����>��� ��'�� ��N�'++��� ��'���G ���� ��'.��� �'� 
7����� 
���� .'��'���
��9� 
�+�'
�� +'�� �� ��� ���� ��
���'���1

:+,+: �*.%!� #�%"�)�� ���

 � ��� �+����'�� >�� ��� �'���� �� 6�'33 ������ ���� �'�'��9��� A ��'/� ���3������'� ���
>�'��:
������'��G ���� +������ �D�
��.�+��� �' ������������ �� .������ ���3������'��1 ����
�.'����� �
� ��� 
����>���
�� ���� ��='�� ��'��3��+���1

����� ='Y�� 3����'��G �� ���+� ������� �'�� �' 
�������� �� �����'�
� A 	 �7�����G
���� ��� .�
����� ������� �ka �� �kb ���
��� 2(�ka − �kb) · �v1 �'�� �� 
'� ���'�G ��� �'���� ����
�'�='���+��� '��3��� ��� ��'/� ���3������'� �� 
������'�G �uzG �� �' ������������ �� .������
�'��'�� �� 
������'� �� 
�������� �'� '� ���
���1

$�'Y���:���� �'�� �' ����'���� �V ���� ' �� ����� ��='�� ��'��3��+��� ��� >�� (�ka −
�kb) · �uz ≃ 2kL cos α �� (�ka − �kb) · �ux ≃ 2kL sin α1 ����� �� ��
'�'3� ������� �� �' �����'�
�
Q�� �@R ��.���� 2kL(vz cos α + vx sin α)/2πG �� ����'�3����+��� ������� �� ���
��� Q�� �@R
2kL(∆vz cos α + ∆vx sin α)/2π ���� ��� ������������� �� .������ ���3������'��� �� ����� �ux

�� �'�3���� ∆vz �� ∆vx1
�� �' ���
����
���� ' ���� '��9� ��.������ �� ��93� +'3����>��G ��� �� 
������'� ��

�/�'�����1 !' ������������ �� .������ ��� �� '/� �'��'� ��� 
'�'
������� �'� ��� ��+�:�'�3���
A +�:7'����� ∆vx ≃ 0.54 ω⊥R0G �V R0 ��� �� �'8�� �� �7�+'�:H��+� �� 
������'� �'��
�� ��93� Q.��� ��
���� 
1-1,R1 �����G ���� ω⊥ = 2π × 760�@ �� R0 ≃ 0.8 μ+G �� ������� ��
��'�3����+��� ������� �� ���
��� �� ������� �� E�@[+�'�G �'�� �' ��+��� ��� ������ '�3���1

�� ��'��>�� ��'��3��+��� ��� ='��
�'�/ ��� ��'/� �� ������ ��� '���+'��>��+��� '�����G

�++� �� +����� �' ���1 E1B1 !�� ����� '�/ �/���+���� �/������ ��� ����� �� ������ ��� ��
��'+9��� �� E++G �� ���� ����'��� �� 	))++1 �� ����G �� ��'+9��� ��� ='��
�'�/ .������
A ������G �� '� .����� ��=�'���3�G ��� �� ������� �� -++1 �� ����+� ���
 >�� ���� ����

������ ��� ='��
�'�/ ��� ��'/� 
����'� �� ������ A +���/ >�� 
++1 �� ��� ���
 �� +�����
��������� �� '�3�� ����� ��� ='��
�'�/ 6�'33 �� ��'/� �� ������ ��=������ �� �3'� A ,+�'�1
$'� 
����>���� �' 
����������� �� �' ������������ �� .������ �'��'�� '� ���
��� ��� �� �������
�� 
)�@1 ����� ����
� ����'�3����+��� ��� ��3��3�'��� ��.'�� ����'�3����+��� �� 

E�@ �^
A �' ����� I��� ��'����
'���� ��� �'���� �� 6�'33 Q,+�R1
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faisceaux de Bragg
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:+,+; �*���'�*$�7��� 3 #�!7 ���� #� #�B�%
����

!� �
7�+' '.�
 ='��
�'�/ �����:��L�
7�� 
��� ���/ ����� ��'�����'���� +��.'����G ��
.������� ���������1 �� 
������'� ���' ���
 ��D�'
�� �'�� ���/ ���� ������� O���1 E1�℄G
'.�
 ��� 
�������� �� �����'�
� ���� 
7'>�� ����G >�� ���/���+� �

ωa − ωb = 8ωR ± 2kLv. QE1;R

ωa

ωa

ωb

ωb

2kL∗v
+
init = (ωa − ωb) − 8ωR

ωa < ωb

temps de vol

2kL∗v
-
init = − [(ωa − ωb) − 8ωR]

temps de vol

+

ωaωb

temps de volωa ωb

=

condensat condensat
atomes diffractés

4vrecule∗ tvol

v
+
init

v
-
init

ωa < ωb

ωa < ωb
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������ F#�μ��

������ �9� A ������� >�� �� �� 
������'� ' ��� .������ �� 
����� �� +'��� ��� ����� v0G
�' �����'�
� �� ��D�'
���� �'�� 
7'>�� ���� ��� ������ �'� ωres = 8ωR ± 2kLv01 �'�� 
�

'� ��� ���
���� 
���������'�� A 
7'>�� ���� �� ���� ���
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� ��'
>�������� ���� ���
��� �� 6�'33 Q.��� 	1E1
R1 � 
7'>�� 
8
��
�� ���/������
�G �� 
������'� ��� =��+�G ���� �


1 ��.������ �� ��93�1

,1 ��+�� ���/�'����� Q>���>��� +�RG 'I� �� ��+����� �' ������� �� ��'3�

-1 ��D�'
���� �� 6�'33 Q>���>��� +�R �'� ��� , ����'�/ �� .������� ��������1

	1 ��+�� �� ���'�'���� ��� ��'3�� ��D�'
��� Q��.���� ,)+�R1

E1  +'3� �'� '���������1

B1 ��'�8�� � +����� �� �' =�'
���� ��'��+�� ��D�'
���1

�1 �� ��
�++��
� ���� �� '���� ���'

���G '.�
 �� ���.�'� 
������'� ��
111

���� '.���G '� .� �� 
� �����
���G ���/ �'�'+9���� A ����+����G 'I� ��������� ��
���������= �/����+���'� ��� ���������� +'/�+�+ � �� ��+�� ���/�'����� '.'�� �' ��D�'
����G
�� �� ��+�� ��'����
'���� ��� �'���� �� 6�'331 ���� �/���>���� �'�� �' ����� ��� 
7��/ >��
��� ��� ='���1

���� .������ �3'��+��� ��� ��D������ �8��� �� ������ �����.��'�� �'�� ��� ���
����G ��
��� +�8���'3�� >����� �+������1

:+1+1 A��!�� #� "��K
%
��* #� #�B�%
����

��� 
7'>�� �+'3� �� ��D�'
���� �� ='�� �����+���� �� +���/ �������� �' =�'
���� ��'��+��
��D�'
���1 !� ����
���G �
7�+'���� ��� �' ���1E1CG ��� �� ���.'��1

�� +�8���� �� ����+��� ���+'3�� �� ���
��� >�� ���� ��'���1 !�� , @���� �V �� �������
��� '��+�� ��D�'
��� ���� '���� 
�'���+��� .�������G �� ���� ���� ��� ����+���� '� ���� ��9�
�'� ���/ 
'���� ��
�'�3��'����1

!� ��+��� ��'��+�� �'�� 
7'>�� 
'��� ��� ����3��1
!� ��+��� ��'��+�� ��D�'
�� ��� ������� �'������ '� ��+��� ��'��+�� 
��������G 
����:

A:���� '� ��+��� ��'��+�� �'�� �� 
������'� ����'�� ���� �� ��+��� ��'��+�� ��D�'
���1

:+1+5 �7� �"� #� ���
���

�I� �� I/�� ��� �����G ���� ���������� �9� +'�����'��G ���1 E1;G �� ���
��� <����?G �'��
'�
�� +�8���'3�G �� ����+��'���� �'���
���9��1 � 
��� ��� �3'��+��� +������ ��� �+'3�
'��9� ��D�'
����G A �'���� �� �'>����� ������ ��� ��=��+'����� ���� ������1

��� 
� 3�'�7�G ��� ���
���� 
���������'�� A 
7'>�� ����'� �� ��D�'
���� ����� �'� ��
+T+� 
����� 
'� �� 
������'� ' ��� .������ ��� �����G >�� ���� �/���>���� �'�� �' �����1
�7'>�� ���
��� ��� ���
 
����� ��� 8ωR ± 2kLv0G v0 ��'�� �' .������ �� 
������'�1

:+1+9 	&��7 #� "�����%�� #� "% #�B�%
����

���/ 
����'����� ����
��'��� 3������ �� 
7��/ �� ��+�� �� .�� '.'�� �' ��D�'
����1 ����
��'���� �' ������� �� ��'3� ���� T��� '���@ ='���� ���� >�� ��� 
��������� ����� '��+��
��D�'
��� �� '��+�� �� ��'3� �����'� ������ ��3��3�'����1 ���� '.��� .� A �' ��
���� 	1E1-
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����
���� T��� �� ���� 3�'�� �������� 'I� �� ���� ���'��� ��� ��'3��G ������� �'�� �� 
'� ��
3�'���� =�'
����� �7��+�>���1

!� 
7��/ �� ,+� �'���='�� 
�� ���/ 
���9���1  � ���+��G 
�+��� ���� �� �' 7'�����
�� 
7��� ��+���� A ��.���� E++G �� ��+�� �� ���'�'���� �� ,,+�G ���� �� ��� ���� ��
E
)μ+1 !' ���3���� ���'�� �� 
������'� ��'�� �� ������� �� ,E)μ+ �� ��'3� ��D�'
�� �� ���
�'�3�+��� ���'��G +'�� �'�� �� 
'� ����� �+����'��� =�'
���� �7��+�>�� ��� ����� ���'�'����
��� �'�� ����� 
'� �� +���+�+ ��>���1 �� �D��G ���� �' ��+���'���� +'/�+'�� A �'>����� ��
��.��'3� �� ='��� �' ���
����
����G ���� ��.���� 350 �2G �� ��'3� �7��+�>�� '��9� �/�'�����
+����� ��.���� 330 μ+ �� ��+�:���3����1 ���
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���� ��+���'����G +T+� '��9� ,,+� ��
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�� �� �� ��'3� �7��+�>�� �� ���� �'� �'�='���+��� ���'���G 
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'
��� �� ��D�'
����1
�� �D��G �'�� 
� 
'� �� ��� ���� ��N
��� �� +������ ���
���+��� �� ����� ��+��� ��'��+��
��D�'
��� ���������� A �� ��'3� �7��+�>�� �����1

:+1+: ���� ��%���� #� "% #!�*� #�%��"�
%���� #�� "%���� #� ��%))

!�'�'�8�� �� �����G �� ��� L�
��'����� �� =��>���
�G ��� �'���+���� ����� ��� �'���� ��
6�'33 ���� T��� +���� ����� ���/ ������ �� .�� 
�+���+���'���� � �.������� ��+������� ��
'�'�8�� ���
��'��1



�(� �
.��"�����  � =���+�"����� � " "� 
�� " ���

20

10

0

E
ff

ic
a

c
it
é

d
e

d
if
fr

a
c
ti
o

n
(%

)

31.030.530.029.529.0
Désaccord (kHz)

direction +
direction -

���� ���� ?!
���
 	
 ��

��
 8&���9� ��
0
�
��� 	
 	�@��
���� 	��� 
)���
 �
�� 
�� ���
�
 
� 
��
1
���� 	� 	���

��	 	
� ���
�� (ωa −ωb)/2π� �
� 
���&
� 
� ����� 
������ ���� 	
� �.���
�
��� ����1
��
�� 	
 

� ��

��
�� ���� ���	
� ���
���


���;�� ���������� 
�� +���������

!' ���
����� ��'�'�8�� ��� �' ���.'���1 !��� ����� ��>���
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���� �� 
������'��G �� ����3�����
��� �'���+���� ����� ��� �'���� �� 6�'33 ��� ��� ������ ����� , �� 	+�G A ������'�� �� �'
��D�'
����� O���1 E1
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�� �'���+���� �� ��
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� >�� ��� ����������
��� �' ���1 E1
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� 3�'�7�G >�� ��� L�
��'����� �� =��>���
�
���� ��+'�>�'���+��� �������
������G ��'
>�������� ��� ��D������� ������ �� ������� ��'��
��'��� ��� �� >���@'��� �� +������1 �� ��+'�>�� ������� >�� �' =��>���
� ��� ��'�
���
���� ��'��� ����'�� ��� ���/ ���+�9��� +������
����� >�� ����'�� ��� ���/ ���.'����1

�� �����'�� ���/������
� �'�� ��'�
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'�
���� A �'���� ����� ����� '
>�������� �� 	+� Q
���������'�� '�/
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��� ������ �� �' ���1 E1
)RG +'�� ����>��� ���.'�� �' ����� .�����1 ���� 
�� ���
����
���� ���+'����� A ��� +T+� '���1 �� �����.� ��� 
�� 3�'�7�� ��� ����>�� ��'������� �����
��� ���
���� ���� �'���+��� �� ,+� �� �� -+�1 �� �D��G ���� ,+� �� ��� ��9� ���
7� ��
�' ��+��� �� H������ � ��'(����+��� �'� �� 
'��� ���� ����� 
'����'� ����� ��� ��+�:�'�3���
A +�:7'����� �/����+���'�� �� ,,CQ
R�@G ���� -a �� ���� >�� �' �'�3��� �� H������ Q,,
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7�G ���� ��� ��+�� ���� ���3� �� ���/�9+� ��
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���
A +������ �'� �+'3����G �� �� ������� �� ����� �����������1 !' =��>���
� +������ �'� ��
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'(����+��� ������c�'�G E�@G ��� ���� �' =��>���
� �� ��93�G �����+���� �'� '������� ��� ���
��
���'����� ��'��'��� �� 3�'��� '+�������G ����
�'���� �� �+'3����1

!�� L�
��'����� �� �' �7'��G �� �� ��'+�������G �� 
���� ��
���'���� �� 
������'� �'��
�� ��93�G ����� ��D�'
���� A ��'����G ���� ��� 
'��� ����������� ����'�3����+��� ��� ���
����
�� 6�'331 !' +��� �� �.����
� �� ����
���'���� +����� >�� �' �7'�� �� ��� '+������� �� ����
�'� '��'������ ����� ��'���'���� ���� 
������'� A ��'����1 �'�� �� 
'� ����� �7'�� '��'�����
���� 
��� A ��'����G 
7'>�� ���
��� �� ���'�� �'� ��
�����G +'�� �����+��� ��'�3�1 ������'��

���� +����� �� ���+�� �'� �� 
��
���� >�'�� A �� ��'�3����+���G >�� ����� �������� +'�3��
��� �7'�� �� ��� '+������� +�8���� ��� ��
���'����� ���� ��I����1 �� �'���
�����G '�
���
������'�
� �8���+'��>�� �� �' �'�3��� �� ���
��� �� =��
���� �� ��+�� ��'������ �����
����.��1

����� �����9�� 
����'�'���� ���� '���� T��� ������ '� �����9+� ��� ��
���'����� �� �'
���3���� �� 
������'�G ���
��� A �' ��
���� -1,1 ���' +����� >������� ��� ���� ��N�'++���
'+������ ���� �� ���� T��� +����'����1 �� �D��G 
� �8�� ����
���'���� ��� 
'�'
������ �'�
�� 
7'+� �� .������ �� �' =��+� vz(z) ∝ z cos(ωt)G '.�
 z �' 
��������� ���3������'�� ��
ω �' ����'���� �� ����
���'���� Q.��� ��
���� -1,R1 �� '������'�� ���
G �� �' ������
� ���
.'��'���� ��+������� �� �' �'�3��� ��� ���
���� �� 6�'33G ��+��'��� A 
���� >�� ��� ������� '�

7'����� -1 ������'�� ���+����������� ���� +������ ��'+������� �����+��� �'� �' �����������
����� 
�����������G ���� �� +���� L�
��'���G A �' �'�3��� ��� ���
���� �� 6�'331
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"����� �� A �' .'���� 
����'�� �� ����
���'���� �� �' .������ �� 
������'�G >�� ��� ���
�����G �� ���� ���
���+��� �� ;Bμ+[�1 ���� ��'��������� A ��� ��9.� '

����'���� �� 
�����:
�'� ����'�� �' 
������ �� ��93�G >�� ���� '������� <4�
4? +'3����>��G �� >�� ���� ��
������� �� 
))μ�G '���� >��A ��� '

����'���� ���� ='���� ��� '�/ 
7'+�� +'3����>��� ����:
�����G >�� ��� ��������� ����'�� ���� �� ��+�� �� .�� ���
��'�� �' ��D�'
����G ���� ���������
+������
�����1

����� ='���� '

����'���� ���� T��� �����+���� �� +����'�� �' .'��'���� �� 
����� ���
���
���� �� =��
���� �� ��+�� �� .�� '.'�� �' ��D�'
���� Q�� ���� �� ��+�� ��'������ �'��
�� ��93� I/�R1 �� ���� 
�+������ 
�� �D��G �� ������'�� ��'

����'���� 
����'���G �'� ���
.'��'���� ����'��� �� ���'

��� ��� �'���� �� 6�'33G �3'�� �� ������� A �' ����.� �� ���D��
������� �� 
����� �� ���
���1 ���' ��.���� A ��'
�� ��� �'���� �'�� �� ��=�������� '

����� ���
'��+��1 ���� '.��� ����� 
���� +��7���G �� '����>�'�� ��� �'+�� ����'��� A �' =��>���
�
�� ���� ��� +����'����� '
�����:����>���G �'� �������� �� +����'���� '�'��3�>�� �� �8�:
�7������� >�� �� ������1 !�� .������� �� �'+�� >�� ���+���'���� �� 
�+������ ��'

����'����
��'���� �8��>��+��� �� 100�@[+�G 
� >�� �� 
7'�3�'�� �'� �' �'�3��� +������ ��� ���
����1

����� ����>��� ���� ��'.��� I�'��+��� �'� ������� 
� ���
��� �� 
�+����'���� ��
��'

����'����1 !' 
����
���� '������� ���� ��+��'�� ���� ������ ���� �' 
�+���/��� '(�����1
!' >�'���� ��� ������� I�'��� .'�����' 
� 
7��/ ' ����������1

��� �' ���1 E1
	 ���� '.��� ��'
� �� ���
��� �7����>�� �� �' �����'�
� A 	 �7����� Q
=
	1	1,R ���� ��D������� .������� �� �'+�� ������ C1 !� ���'

��� ��� �'���� ��� '���� �����
�'� ν(t) = ν + CtG �� �� ���
��� ��� �'���+���� �

P (ν) ∝ |
∫ T/2

−T/2
e−i2[2π(ν+Ct)t]dt|2, QE1

R



�(� �
.��"�����  � =���+�"����� � " "� 
�� " ���

100 200 300 400 500 600 Hz

1

0.75

0.5

0.25

0

0 Hz / ms Δν=111 Hz

80 Hz / ms Δν=113 Hz

115 Hz / ms Δν=116 Hz

150 Hz / ms Δν=122 Hz

���� ����� +�

��
 	��� &���
�
�� 	
 I��� ��

 	�@��
��
� 	����
� �������
� 	
 
����
�

� 
���
 �

� #F���D���

!' .������ ��� '��+�� ��� �������� 
����'���G 
� >�� ��3��I� >�� ���� C = 0G 
����:A:����
���� �� ���'

��� 
����'�� ����� ��� ='��
�'�/ 6�'33G �� ������.� �� ���
��� >�� ��� ��

'��� ���� ����� 
'����'�1 �'������� >�� 
� ���
��� ���������� �' <=��
���� ��'��'����? ��
�' ���
����
���� �� 6�'33G 
�������'�� ��� ������������ �� .������ ��� '��+�� ��I��+���
�������1 �'�������+���G �� ������� �/'
��+��� ��� +T+�� ���
���� �'�� �� 
'� �V ��� '��+��
���� '

������ Q����.� �� ���D�� ������� CR �� �V �� ���'

��� ��� �'���� ��� 
����'��1 ���'
���+�� ���
 ���.'���� ���+����'�
� �� �' ��=��+'���� �� ���
��� ����>�� ���� �� 
�+�����
�'� ��'

����'����1 �� 
����'�� ��� 
� 3�'�7� >�� �� ��
 
����'� ����'�3�� '���@ ��� �'��

���� 3'++� �� �'+���G �� ;a '� +'/�+�+1

:+1+> A�2���%)� �*
���%���

���� .����� ��������I�� ��������� ����
�� ��������� �� ����� �� +�����1 ���� ��'.���
�� 
�����'�� ������� >�'����'��.�+��� ���� 
7'
��� ������ �' 
����������� A ����'�3����:
+��� ���
��'�1 ���� '����� ���
 '������ ��� ���
����� ���+���'�� �� +�8����� ��� ������
�.�������G ���� ��� �D��� ������ ������� ���� �� 
�+��� �'�� ��� =��
���� ��'��'���� ���� ��
��'�'�8�� ��� ���
����1

�� ��'��>��G �' ��
������ �� +�8����� ��� +������ ��� +��� �� �.����
� �'� ��� ���
����
�� 6�'33 ��������� (��>���
�G ���1 E1; �� ���1 E1
-G >�� +������� �' ���������� ��� ������
�/����+���'�/1 ���� ���������� �
� ��� ��D������ �8��� �� +�8���'3� A ��.��'3��1

*�;������ � � �-�
'���� 
� ����� 
-�
� ������� 
- � ���
���

!� ���+��� +�8���'3� ���D�
��� ���� �� ��'
>�������� ���� ���
���1 $��� 
7'>�� ���'
:

��� ����� ��� ='��
�'�/ 6�'33 ��������� +������ ���.��� T��� �D�
�����1 $��� 
��' ����
'����� �� ='�� '
>����� ��������� ���
���� A �' �����G �� ��� +�8�����1 !� ���
��� +�8��
������ ��� '����� �'�� �' ����� <���
��� ���+���'���? O��� 1E1
℄G 
'� ���� .������ >���� ���
����(�� ��'����� +�8���'3��1
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$��� �.'���� �� ��+��� ����+�+ �� +������ ������>��� �'� ���
��� ���+���'���G ����

���������� ��� ����� �� +������ ���N
'
��� �� ��D�'
���� ���� ��� �'�'+9���� �/����:
+���'�/ 
����'��� Q8 
�+���� �� ���'

��� ��� �'����R1 ���� 
'�
����� ������� �' .'����
+�8���� �� ���N
'
��� �� =��
���� �� ��+��� N �� ������G '���� >�� ��� �����.'��� ��

��I'�
� σN G >�� ���� ��I��� 
�++� �

σN =

[
1

N(N − 1)

N∑

i=1

(Xi − XN )2

]1/2

, QE1
,R

�V Xi ��� �' .'���� �� �' ième +�����G �� XN �' ��D�'
���� +�8���� ��� N ������ 
���������1
���� '.��� ��'
� ��� �' ���1 E1
E �� ������'� �� 
� ��'���+��� ���� ���/ ������ ����.����
,) +������1 ��� ���/ ������ ��� ��� ������ A ��� 7���� �������.'���G �� �'�� ��� +T+��

��������� �/����+���'���1 ���� ���� ���
 
�+�'�'���� >�'����'��.�+���1 �� 
��
��� ��

�� 
������G �� ��'����� 
������ ��� ������������ �
�G >��A �'���� ����.���� � +������ �'
.'���� +�8���� XN �� ��� �
'��:�8�� σN ��� '���@ ��'�����'����1  � ��+��� ���
 >�� �
+������ ���� �� ��� 
�+���+�� ����� ���
����� �� ��+�� ��'
>��������1 �� �� ���� ��
�D�� �� ���+����� �� ��+��� ��9� ���.� �� +������ ���� 
7'>�� ���'

��� ���� ���
���G

'� 
7'>�� +����� ����� 	) �G �� ���� �
7'��������� ��.���� 
- ���'

����1 ���' ����������
���
 ��(A ����>�� ��� 
���'��� �� +������ �'� ���
���G �� �� ��+�� ����.���� ��� 7����1
$��� ��� ������ � �� 6G �� ������� �����
��.�+���G '� ���� �� � +������G ��� ��D�'
���� ��

E1-Q;Ra �� 
B1EQ
1-Ra1 ��� .'����� ���� ���� 
�+�'������G �� ���� ���
����� ���'��.� �����
B �� Ca ���� ��+��� ��N�'��� ���� ������� ��� ���
���� ���������'��=�1

��++� ���� �� �' +����� ���� ���
��� ���+���'���G ���� +������� �� ��'���� ��.����
� ���
���� A �' �����G >�� ���� +�8������G �' ���
����� ���+�� �� +�8����� A �' =��� ���
L�
��'����� �� �' +����� ���� 
��� ��� ��'���� �� ��� L�
��'����� ��� ���
7���� �� ��+��
��'
>�������� ���� ���
��� ���+���'���1

*�;������ � � �-�
'���� 
� ����� 
-�
� ������� 
� �� � ��� ���
����

���� '.��� 
7���� �� +������ �' ������������ �� .������ �� 
������'�� ���� � ����+����
��� - �'�'+9���� Q��+���'����G =�'
���� 
��������G ��+��� ��'��+� ���'�R I/�� �'� �
.'����� I�'��� �� �' ���=������ �� ��93� +'3����>��G ����� ,) �� C) 4�@ Q�
'�� �� ����3��
����� �� 
����'� �H �� �� =��� �� ��93�R1 $��� 
7'>�� ���=������ �� ��93�G ���� '
>������
�� ���
��� A ��������� ��+�� ��'������ �'�� �� ��93� ���� �
7'���������� ����
���'���� ��

����� �� +'��� �� �' �������� ��
���'���� �� ���3���� ���������� Q
=1 E1,1�R1 !' +����� ��
������+��� ��� ���
���� ���D�
��'�� ��� ��������� (����G ��� ��D������ ���
���� ���� ���
+T+� I� �� �'+�� �� ���� �'� ���� �� +T+� (����1 ���� ��� '.��� ���'���� ��� ��� (����
��D������ ���� +�8�����G ���� 
7'>�� I� �� �'+��G ��� L�
��'����� �� �' +����� A ���
7����
��� >���>��� (�����1

:+1+C ����*�� G�%"��

$��� �/���>��� �' ���
����� '�������'�� A �� ���
��� I�'�G ������� ���/�+��� �����
���=������ �� ��93� �'���
���9��G �'� �/�+��� 	) 4�@1 �.�
 
���� ���=������ �� ��93�G �'
��+���'���� �� ��'3� ��� �� T = 177(5) �2G �� >�'��:
������'� 
������� 4.80(22) × 104
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'��+�� ���� ��� =�'
���� 
�������� �� 		1EQCRa1 ��� .'����� ���� ��� +�8����� ���� ��
����+��� ����� >�'�'��'��� ���+'3�� ������ �'�� ��� +T+�� 
���������G ��� ��
���������
����>���� ��'�� �' ��.�'���� ��'��'�� ��� +������1

���� ���
���� ��� ��� ����3������ ���/ �'� ���/ Q�� �'� ����'� �� 6�'33RG A >�'���
��+�� ��'������ ��D������ �'�� �� ��93� ����� BE))+� �� BE�E+� '��9� �' I� �� �' �'+��
���.'���'����1 $���'�� 
���� '������G �� 
����'� �H ��� +'������ A �' =��>���
� I�'�� ��
���.'���'����1 �7'
�� �� 
�� ���
����G >�� ���� '������� <���+���'����?G ��� 
�������� �� �'
+����� �� ���N
'
��� �� ��D�'
���� ���� ��.���� 
E ���'

���� ��� ='��
�'�/ 6�'331 $���

7'>�� ���'

��� ��.���� � +������ ���� �D�
�����G �� +�8������1 ��
� ����� ������+���
��� ���
���� �� �' ���1 E1
B Q'R1

� ����������� 
�� ���
����

�� ��� ������ 
�� �� ��'���+��� ��� ������� ��� �� ���������� ������+��� �� 
�� ���
����
<���+���'����?G �� ='Y�� A ������� �� <���
��� +�8��?1 ��� ���I� �� �' �'�3��� ���.�������
A �' =��� �� �' ������������ �� �+������� �� <>�'��:
������'� +�8��? ���� 
���� ���=������
�� ��93�G �� ��� L�
��'����� A 
���� �� ���3 ���+� �� �' +�����1 $'� 
���� ���+� ����
����3���� ���
7���� �� ��+�� ��'
>�������� ���� ���
���G ���� ��.���� ��� 7����G �� �'� ���3
���+�G ���
7���� �� ��+�� ��'
>�������� �� ������+��� ��� ���
���� ���� >���>��� (����1

$��� ��'����� 
���� �������������G �� ��
����� 
7'>�� ���
���G �� �� ���+'���� A ��� '���
����'���G �� �� ������'�� �� =���1 !� ��
����'3� ���+�� �� ��'D�'�
7�� ��� ����.��G ����
���
��� A ��'����G �� �' .������ �� 
����� �� +'��� ��� >�'��:
������'��G >�� ���.��� T���
���� A �� ���7'�'3� �� ����
���'���� �� 
����� �� +'��� �� A ��� +���I
'���� �� ��'

�:
���'���� �� ��'3� A ����.������ �� ��93�1 !' ���+'���'���� �� ��'��� ���+�� �� 
�+������
��� ����.�� ����������� ��� �'���� �� 6�'331 ��I�G �' ������'
���� �� =��� �� 
7'>�� ���
���

����3� ����� ������ �8���+'��>�� ��� �' +����� �� �' =�'
���� ��D�'
���1 ����� ������ ���
��� '� ��'3� �7��+�>�� >�� �� ����.� ���� �� ��'3� ��D�'
��G �� >�� ���� ������'�� �+�'�:
='���+���1

!� 
�����G ��'��� �� �� =��� ��� ���
���� ���� �����+���� �'� �� '(����+��� ������@���G
A >�'��� �'�'+9���� Q
�����G 7'�����G =���G �'�3���R1 �� 
7��/ �� =��
���� ��� (����I� �'��
�' �����1

��� ����

!' ���1 E1
B +����� ��� C ���
���� +������ ���� ��� ���=������ �� ��93� �� 	) 4�@G
�� ���� �������������1 0'�3�� ��'����� ����'�'�� ��� ���
���� ���+���'����G �' �������������
����� �� ���
��� ���� ���I� ��3�����1


���;�� 
�� ���
���� ������������ � �����
��
�

!�� ���
���� ���+���'���� �� �' ���1 E1
BQ'R ��� ��� =��+�� �� ��� �'�3���� .'�����1
!���� 
'�'
�������>��� ���� ������� �'�� �� ��	1 E1
1  � ��� ��3���+� �� �� ��+'���� �� ���
.'��'����� ��� 
������ ��� ���
���� �� �� ���� �'�3��� ���� ���� ���� �����
��.�+��� A ���
����.�� �� �' .������ �� 
����� �� +'��� ��� >�'��:
������'��G �� A ��� ��
���'����� �� �'
���3���� ��� >�'��:
������'��1

�'������� >�� �' .������ v0 �� 
����� �� +'��� �� 
������'� ��� ������ '�/ 
������ ν±
0

��� 
������ �� ���
���� �'� ν+
0 −ν−

0 = 4kLv0/2π �� >�� �' �'�3��� ��� ���
����G �� ������
�



�(� �
.��"�����  � =���+�"����� � " "� 
�� " ���

10

0

31.030.029.0 31.030.029.0

10

0

31.030.029.0 31.030.029.0

10

0

10

0

10

0

10

0

E
ff
ic

a
ci

té
d
iff

ra
ct

io
n

(%
)

5

4

3

2

1

0

10-1

E
ff
ic

a
ci

té
d
iff

ra
ct

io
n

(u
.a

.)

Désaccord (kHz)

Recentrage, normalisation, soustraction du fond

Superposition

τ=0 ms

τ=25 ms

31.030.029.0 31.030.029.0

10

0

10

0

τ=50 ms

τ=75 ms

31.030.029.0 31.030.029.0

10

0

10

0

Désaccord (kHz) (a)

(b)

���� ����� ��� ?��
�&�
 	
� ��

��
� ����
�����
� �
����� " ��
 ���
��	
�� 	
 ��-�
 	
 �� *���
��
0
�
��� 	
 	�@��
���� 
�� 	����
 
� ����

����
 	� ���&�
 	�����
� 	��� �
 �����1
��	
�����
�
� ��

��
� �
����� ����������
�� ���7

 ��! 	
�! ���
��! 	
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"� 
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��� � ���%%

τ Q+�R y0 QaR A QaR ν0 Q4�@R ∆ν Q�@R
f : f : f : f :

) 
1)QER 
1	Q-R 
CQ
R 
�1	QBR -)1,�Q
R ,;1E�Q
R 
;BQ,	R ,-
Q
	R
,E ,1)Q-R )1CQ,R 
,Q,R �1EQER -)1);Q
R ,;1��Q,R 
EEQ	
R ,C,Q-ER
E) ,1-Q	R 
1EQ-R 
)Q
R C1EQ�R -)1
	Q,R ,;1E�Q,R ,	-Q	�R ,BCQ	-R
�E -1
Q�R 
1BQ	R 
EQ,R 
E1,QCR -)1
)Q,R ,;1B	Q
R ,	BQ-;R ,E-Q,	R

���� ���� 5�������� 	
 ���.���
�
�� 	
� ��

��
� �
����� ���� ��
 ���
��	
�� 	
 ��-�
 	
 �� *��
��� ��
 ���
����
��
 	
 �� 
���
 y0 + A/[(ν − ν0)

2/∆ν2 + 1]� �
 �
��� 	����
��
 	��� �
 ��-�
 τ

�� 
����� ���-� ��
 �)
����������� 	
 6.5 �� �
� �
���
� " � 
� $F�� ���� 	� �E�
 .���� 
� �
�
�
���
� " IF 
� F��� ��� ��� 
@

���
� F .���� ���� ���	� �
� ��

��
� 	��� �
� �����-��
� ����
����� 8X9 
���
����	
�� " ���� 	
� �
�� 	
 	�@��
����� 
� �
� ��

��
� 	
 �����-��
� ����� 819� "
������
 �
��� �
� 
)�@�
� 
���
 ���
��)-�
� ��	���
�� �
� 	��������� ����	��	� 	����
� ��� �
 '� ����

)���
 �����-��
� y0 
� A ���� 	����� 
� ����

����
 	� ���&�
 	�����
� 	��� �
 
��	
�����

����
���'����� �� �' ���3���� ��� ��'3��G �� 
�+����� 
�++� Q.��� 
7'����� -G ��
���� -1,R
∆ν(t) = ∆ν0 + A| cos(Ωt + φ)|G '.�
 Ω ≃ 1.58ωzG ���� Ω ≃ 2π × 7.9�@1

!�� 3�'�7�� Q'R �� Q�R �� �' ���1 E1
� +������� �����
��.�+��� ��� 
������ �� ��� �'�3����
�� ���
���� �� =��
���� �� ��+�� τ ��'������ �'�� �� ��93� '.'�� ��� ��.������1 �� �� ����
'N�+�� +������ ����� �� ��'���� ��� ��
���'����� ���������G A �' .�� �� 
�� 3�'�7��1 ��
�D��G �� �� ���� �� 
��.'��
�� >�� ν+

0 (t)−ν−
0 (t) �������� �� 
�+�����+��� ��
���'�� A ���

=��>���
� �� E�@1 ������'��G �' ��D����
� ��� 
������ ��� ���
���� .'��� �����+��� ����
>�� �' ���
����� '.�
 �'>����� �� I� ���.'���1 ��
� ���� T��� �/���>�� �'� ��� ��
���'����G
���� �' �7'�� ����� �'� 
�����.�� ��� ��� E (���� ���'�'�� ��'
>�������� ��� ���
���� A τ = 0
�� �E+� ��� ���
���� A τ = 25 �� E)+�1

J�'�� '�/ �'�3���� ��� ���
����G ∆ν+ �� ∆ν−G '�
��� ������'�
� �'���
���9�� ��
=��
���� �� ��+�� ����� .������1 0'�� ��� ����
'���� ��� �+����'��� � ���
'�� �8��>�� �����
��� �'�3���� �� ���/ ���
���� +������ ��+���'��+��� ��� 
�+�'�'��� A ���
'�� �8��>�� �����
���/ ���
���� >���
��>��� �� ������+��� ��� ���
���� ���+���'���� G 
����:A:���� �� �������
�� -)�@1 �� ���/ ���
���� +������ ��+���'��+��� ��.�'���� T��� 'D�
��� �� �' +T+� ='Y��
�'� ��� ��
���'����� �� �' ���3���� ��� >�'��:
������'��1 �� ���� �' ���������� ��� �'�3����
+������� ��� �� ������� �� �' ���
����� �� �' +����� �� 
7'>�� �'�3���G >�� ��� �� +�8����
�� --�@1

�� '

��� '.�
 
���� �����.'����G �' ���������� ��� �'�3���� ���� T��� �/���>��� ��+���:
+��� �'� �� ��.�'� �� ����� �� �' +�����1 $��� ������ 
��' >�'���'��.�+���G �� ' <��+���?
��� +�����1 �.�
 ������+��� {δn} ��� ���'

���� �� <���
��� +�8��? �� ��
�������� ��
���
��� S(δn)G ��++� ����� ������@����� �� ���� ����� 
����'�� �

S(δn) =
A

δ2
n

∆2 + 1
+ f(δn), QE1
-R

�V ��'+������� A �� ���
���G �� �' �'�3��� ∆ ���� 
7����� �3'�/ '�/ �'�'+9���� ������
�'� �� I� �� <���
��� +�8��?1 f(δn) ��� �� ����� 
����'��G 3����� �'� �' =��
���� 
���� ��
��3�
��� 0'��'�G �� +�8���� �����G �� ���� �' .'��'�
� ��� 
7����� �� ����� >���� '(����+���
������@��� �� ���
��� S(δn) ����� �� +T+� χ2 >�� �� I� �� ���
��� �/����+���'�1 ��
���� .���I�� >�'���'��.�+���G ��� �' ���1E1
CG >�� �� ���
��� ������ ' �� +T+� '���
� >��
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 8������9 ��� ����� �
!�
 � W� '�
���
����
� 	
 

� 	
�! ��

��
� 	���
 �
� �E�
� �����-��
� " ��
�! ��
 FN ��-�� 
� �
 �E�
 χ2

" �N ��-��

�� ���
��� �/����+���'�G �� >���� ����� 
����'��G ����+� �'� �� χ2 ��� ��� �������
����
>�'���'��.�+��� 
����
�� �� ����� �/����+���'�1

�������G �� ���'�� �� ���
��� <��+���? �� C ���
���� ���+���'���� S({δn}i)G �V {δn}i

��� ������+��� ��� ���'

���� �� ���
��� �/����+���'� ���+���'��� �o �1 ����� �� ���������
�� ����+��� �� ���
���� ���+���'���� ���� �
7'��������'3� �� =��>���
� �>��.'���� A 
����
��� ���
���� �/����+���'�/1 ��I� 
7'>�� ���
��� ���+���'��� ��+��� ��� '(���� �'� ���
������@�����G �� ���� 
�+�'�� �' ���������� ��� �'�3���� �� ��� 
������ �������G '.�
 �'
���������� ��� �'�3���� �� ��� 
������ ��� ���
���� +������1

!' �'�3��� ��� ���
���� ��+���� .'��� ����� 160(33) �� 258(41)�@G �'���� >�� 
���� ���
���
���� +������ �� ����� ����� 155(41) �� 282(35)�@1 ��� '+�������� �� .'��'���� ����
���� 
�+�'�'����1  � �� ��� �� +T+� ���� �' ���
����� ��� �'�3���� ������� �'� ��� I��G >��
��� �� ������� �� -E�@ '���� ���� ���� ��� ���
���� ��+���� >���/����+���'�/1 �� ����.�
'���� >�� ���
'��:�8�� ��� �'�3���� ��� ���
���� ���+���'���� ��+���� σsimul. = 28�@G ��� ��
������� �� 3�'����� �� ���
'��:�8�� ��� ���
���� +������ σmes. = 40�@1 !� ����� �� +�����
��������'�� �� ���'

��� >�� ���� �����.� ��� �� <���
��� +�8��? ��N� ���
 A �/���>���
��� L�
��'����� ��� �'�3���� ������� �'� ��� I�� ��� ���
���� ���+���'����1

�����G �� ���� ���� >�� �� ='�� �� +������ ��� ���
���� A ��������� ��+�� ��'������ �'�� ��
��93� �������� ' ������ ���/ �����T�� � +�8����� ��� L�
��'����� �� �' �'�3���� ��� ���
����
���� A ��� ��
���'����� �� �' ���3����� ��� >�'��:
������'�� �� +������ �� 3�'�� ��+���
�� ���
���� 'I� ��'+������� �� �'����� ��3�'�[�����1 !' 
�+�'�'���� >�� .���� ��T��� ='���
����� ���
���� �/����+���'�/ �� ���
���� ��+���� +����� >�� ��'����� +'(��� �� 
� 
7��/
�� ����� �� ������� ��� �� 3�'�� ��+��� �� ���
����G ���V �� ��� �'����� ��3�'�[����� ���
��� ���
���� I�'�/1

J�'�� '�/ 
������ ��� ���
���� ��+���� �� +������G �' ���
����� ������ �'� �� I� ����

7'>�� 
����� ��� 
�+�'�'���G �� ������� �� ,)�@1 �� ��.'�
7�G �' ���������� ��� 
������
���� ��� ���
���� ��+���� ��� 
'�'
������� �'� �� �
'��:�8�� �� ,)�@G >�� ��� ���
 �� '

���
'.�
 ��� ������� �� I�G �'���� >�� ���� ��� ���
���� +������G 
�� �
'��:�8�� ��� �����+���
��������� ����>���� ��� �� ;)�@1 ��
� ����>�� >�� 
����'���+��� '�/ �'�3���� ��� ���
����G
��� L�
��'����� ��� 
������ +������ �� ���� �'� �����+��� ���� '�/ �+���
������ ��� I��G
+'�� 
������������ ���� A �� ������� L�
��'����� A ���3 ���+�G ���� ���
��� ���+���'��� A
��'����G ��� 
������ ��� ���
����G ���� A �' .'��'���� �� �' .������ �� 
����� �� +'��� ���
>�'��:
������'��1
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����� 
���� '�'�8�� ' ���+�� ���.'���� ����L���
�G ��� �' +����� ��� ���
����G ��� ��=:
=������ +��.�+���� ��� >�'��:
������'�� �� �� ����� .'��'����� A ���3 ���+�1 ������'��

��' �� ����� '�
��� ��=��+'���� ��� ����� L�
��'����� ��� ���
7���� �� ��+�� ��'
>����:
���� ���� ���
��� ���+���'���1 ��� ������'�� ���/
����� ���
 �� '�
�� 
'� �� ��'�3����+���
��� ���
���� �/����+���'�/ �^ A 
�� L�
��'����� �'�����G +'�� ��� ��3��I��� >�� ��� �.��:
������� .'��'����� �� 
�� ��'�3����+��� ���� ���
��� A ��'���� ���� ���� ������� ���� >��
���� ��������� ��� +������1

�����+�� 
�� ���
���� @�� 1

!�����+��� ��� ���
���� I�'�/G +������ A ��D������� ���=������� �� ��93��G ��� �����:
����� ��� �' ���1 E1
;1 �� 3�'�7� +�� �� �.����
� ��� '�3+���'���� �� ���� �'�3��� '.�

�' ���=������ I�'�� �� ��93�G 
����:A:���� ����� '���� '.�
 �' ��+���'����1 ���� '�'�8����
+'�����'�� 
� 
�+�����+���G '���� >�� �� ���I� �� 
�� ���
����1

0�� 1�
�%	� ��	 	��
���	

���� ��� �D���� ���� ��� +���� A ��� ���
���� �������'�� �� ��� �'����� ��3�'� A
�����1 0'�� +'�3�� 
��'G �� �� ���� ����������� ��� ���
���� +������ ��������'++��� ��
����� �7����� ���� ���/ �'�����1 !' ���+�9�� ��� >���� .'��'�� �' ���=������ �� ��93�G ��
='�� .'���� �� +T+� ��+�� �' ��+���'���� �� ��'3�G �� ��+��� ��'��+�� �� �' =�'
����

��������1 �� �� ���� ���
 ������ ���D�� ��� ��� ���
���� �� 
7'
�� �� 
�� �'�'+9����G ��
�� �'�'+9���� ���+���'���� ���� >�� �' �������111 !' ��
���� �'���� ��� >�� ���� �� 
���'U�
�'� �' =��
���� ��'��'���� '.�
 �'>����� �� +����� ��� ���
����1 �� �� �'�� ���
 �'� ��
������� ����
��+��� �' ������������ �� .������ ��� >�'��:
������'�� �������1

���� '����� ���
 '�'�8��� 
�� ������� ����� ��� ���
����� ��33���� �'� �' �7�����
��������� '� 
7'����� 	1 �'������� ���� 
��' ��� ������'�� >�� ���� ����������� �
�1

$��� ��� >�'��:
������'�� ���� �' ������������ �� .������ ��� ��+���� �'� ��� L�
��':
����� �� �7'��G �� '����� ��� ������������ ������@�����G �� ��+�:�'�3��� A +�:7'����� ∆p �

∆p = α
�

Lφ
, QE1
	R

�V Lφ ��� �' ��+�:���3���� �� 
�7����
� '� 
����� �� ��93�G ������ �'� �

Lφ =
�

2n1D(0)

mkBT
, QE1
ER

'.�
 n1D(0) �' ������� 
� ���3������'�� '� 
����� �� >�'��:
������'�1 Lφ ��� ���� A �'
��+���'���� �� �7'�� Tφ �'� Lφ = LTφ/T 1 !� �'�'+9��� α �'�� ���/�������� �� ∆p
������ �� �' =��+� �� n1D(z)G +'�� ��9� +����+���1 �'�� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+� -�G
7'������G α = 0.64G �'���� >�� �'�� �� 
'� 
�G α = 0.621 �'�� �� 
'� ����� +����� ���'�G
��� ���
���� �� 6�'33 
���������'�� A ��� ����� ������������ �� .������ ���.��� ���
 '.���
��� �'�3��� α∆νφG '.�
 �

∆νφ =
2�kL

2πmLφ
. QE1
BR

�'������� >�� ���� �� 
������'� �'�� L�
��'����� �� �7'��G �� '����� ��� ������������
�� .������ �'�� '����G ��+���� �'� �� 
7'+� �� .������ ���/�'�����1



��,
������� � ! 
 "�� � '� ��"���7����� � " ;�� "" " �/�� .��"�#
��� �"�� ���

"� 
���"
��� � ���%%

3210-1-2

Désaccord (kHz)

E
ff
ic

a
c
ité

d
e

d
iff

ra
ct

io
n

(u
.a

)
profondeur : 80 kHz

profondeur : 60 kHz

profondeur : 50 kHz

profondeur : 40 kHz

profondeur : 30 kHz

profondeur : 20 kHz

profondeur : 70 kHz

T= 90 nK

T= 216 nK

T= 261 nK

T= 286 nK

T= 347 nK

T= 177 nK

T= 124 nK

���� ����� ?��
�&�
 	
� ��

��
� ��3
��� ���������� ���� 
)���
 ���
��	
�� 	
 ��-�
� 	
 �� ���
���1
������ 	
 C " #I ��

��
� ����
�����
�� �
� �
��������
� ���� ����
�
�� ��	����
�� H��� �
� ��

��
�
	
 

��
 '���
 ��� �� �E�
 ���
� ���� 
�
����
� �� 
����������� �
� ����
� ���������
� ��	���
�� ��
����
�� " ��1)���
�� 	
 
)���
 ��

��
� ;� 
������
 
����
�
�� �� ��������
�
�� 	
� ��

��
� ��


�� �
��������
�



�(� ���'4" � " "� 
�� " ���

:+5+, ���G" #�� ���
����

!' ������
� ��'���� ��� ��� ���
���� �� �' ���� E1
; ��339�� >����� ����� �'� �� ���I� ��
�8�� 3'������G +'�� ������ ������@���1 $��� +������ 
��'G ���� '.��� ��'
� ��� ������� ����
'(����+���G �'� 
7'
��� �� 
�� =��
�����G �� ���
��� +����� A �' ���=������ �� ��93� ��
B) 4�@1

a

d
iff

ra
ct

io
n

(u
.
a
.)

desaccord δ (kHz)

0 1 2 3-1-2

0

1

2

3

d

-0.4

0.0

0.4 c

desaccord |δ| (kHz)

re
si

d
u
s

(u
.
a
.)

0 1 10 22 33

3

2

1

0

3210-1-2

desaccord |δ| (kHz)

desaccord δ (kHz)

re
si

d
u
s

(u
.
a
.)

b

d
iff

ra
ct

io
n

(u
.
a
.)

���� ����� +�

��
 ����
��	
�� 	
 ��-�
 	
 �� *�� � �.���� ��� ��
 ���
����
��
 ���� 
� ��� ��

������
��
 ���� �
� 5���	�� 	� '� ���
����
�� ��� 5���	�� 	� '� ������
�� �
� ����	�� ���� 8�
�����9
������ 	� 	���

��	 ���� 
� ������ ��� ��
 ��3
��
 ��������
 	
 � �������

�� 3�'�7� +����� �'�� '+��3�c�� >�� �� ���I� ��� ���
���� ��� ���� ��������� �'� ���
������@����� �� ��� �'� ��� 3'��������1 �� ������'� ��� �� '

��� '.�
 ��� �����
����� ��

7'����� 	1 �'�� 
� 
7'�����G ���� '.��� +����� >�� �' =��+� �� ���
��� ������'�� ��
�'�'+9��� γ = pφ/pexpG �V pφ = �/Lφ ��� ���+������� �8��>�� '���
��� '�/ L�
��'����� ��
�7'�� �� pexp ��� ���+������� �8��>�� '���
��� A ���/�'�����1 �� ���� .��� �'�� �� ��	1 E1,
>�� �� 
��N
���� γ .'��� ����� )1BB �� E1E ���� ������+��� ��� ���
����1 �� �' ������������
�� �+������� ���� >�'��:
������'� �� �/�'�����G ������ �'� ��� �>�'����� Q	1-,RG �� Q	1--RG
��� �����
���'��� ����� ������@����� ���� ����� 
���� 3'++� �� .'����� �� γ1 �� 
�
� ���
.�'� ���� >�� �� �'�3��� �� 
���� ������@����� ������� �� γ ����>�� γ < 31 $��� γ >
3G �' ������������ �� �+������� �� >�'��:
������'� �� �/�'����� ��� �����
���'��� �� �'
������������ �'�� �� ��93�1 ����� A ���� >�� ���/�'����� �� 
������'�G ����>������ �����
�'� ���'��+��� ��3��3�'���G A ���� �D�� ����
��'� �� 
7'�3�� �' �'�3��� �� �' ������������
�� .������ ��� L�
��'����� �� �7'��G �'�� 
7'�3�� �' =��+� �� ���I�1  � ����� ���
 �'�
�������'�� >�� ���� ��� ���
���� +������ ���������� �� ���I� ������@���1

:+5+1 �%�)�!� #�� ���
����

��� �' ���1 E1,
 ���� '.��� ��'
� �' ��+�:�'�3��� A +�:7'����� ∆νM ��� ���
����
�/����+���'�/ �� =��
���� �� ∆νφ1 $��� 
7'>�� ���=������ �� ��93� '���
��� A �� ���
���G
∆νφ ��� 
'�
��� A �'���� �� �' +����� �� n1D(0) �� �� T ��� ��� �+'3�� �� 
������'��1 !'
������'�
� �� ∆νM .��:A:.�� �� ∆νφ ����� 
�'���+��� �'� ���� ���������� �'� ��� =��
����
�� �' =��+� α∆νφ1 �� .��� �� �D�� >�� �' �'�3��� ��� ���
���� ��+��� ��+���� '����� ��
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,))�@ ���� ��� ='����� .'����� �� ∆νφ1 ����� �'�3��� ���� T��� ����������� 
�++� ���

����>���
� �� �' ��+��� �� ���������� �� ����� +�����1 !���'�3����+��� �� H������ �^
'�/ ,+� ��'����
'���� ��� �'���� �� 6�'33 ��� A ��� ���� �� 

	�@G '�>��� �� ='�� '(�����
��� '����� ����
�� ����'�3����+��� �� �� ����� ��(A ���
�����G ������ >�� ��� ��
���'�����
����������� ��������� �� �' ���3���� �� �� 
����� �� +'��� ��� >�'��:
������'��1

���� +��������� ������+��� �� 
�� �D��� �'� ��� =��
���� ��'��'���� 3'��������G ��
��+�:�'�3��� A +�:7'����� wG1 !' 
��.������� �� 
���� =��
���� '.�
 �� ���
��� ������@���
�� �'�3��� α∆νφG ����� �� ���I� �� "��3�G >�� ���� ���
����� �'�� �' �����G �� ��+�:�'�3���
A +�:7'����� ∆νV �

∆νV =
α∆νφ

2
+

√

w2
G +

(
α∆νφ

2

)2

. QE1
�R

�� '(����+��� ��� ������� �� �' ���1 E1,
 �'� 
���� =��
����G �� 3'��'�� wG �� α 
�++�
�'�'+9���� ������ ����� wG = 176(6)�@ �� α = 0.64(5)G ��� ��
��������� ��'�� �' ��.�'����
��'��'�� �� I�1 !' 
����� �� ��'�� 
������G ��� �' ���1 E1,
 +����� 
�� '(����+���1 !�'
:

��� '.�
 ��� ������ �/����+���'�/ ��� ���G A ���/
������ �� ����� �� ���� 3�'��� �'�3���G
�����+��� '� ������ �� �' 
����� �� ��'(����+���1 !' �'���� �� 
�� �
'�� ��� ���� T��� ���
>�'���� ���� ='���� �� ���
��� 
���������'��1 �� �D��G �� ���� .��� ��� �' ���1 E1
; >��
�� �'����� ��3�'�[����� ��� �� ���
��� �� ���� �'�3�G 
���������'�� A 
� �����G ��� ��3��I
':
��.�+��� ���� ����� >�� ��� ��� '����� ���
����1 ���� '.��� .���I� >���/
���� 
� ����� ��
��'�'�8�� �� 
7'�3� �'� ��� ������'�� ��� α �� wG1

$��� ���� ������ �'�� >��� ��3�+� �� L�
��'����� �� �7'�� ��� +������ ��� ��� �D�
�����G
���� '.��� ������� �'�� �� ��	1 E1, ��� �'�'+9���� 
'�'
�������>��� ��� >�'��:
������'��
������� � �' ��+���'���� T G �' =�'
���� 
�������� FcG �� �'����� T/Tφ �� �� 
��N
����
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γ = pφ/pexp1

���= Q4�@R T Q�2R Fc QaR T/Tφ γ
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) ,C E1E

���� ���� >����-��
� 
���
���������
� 	
� �����1
��	
����� ���	��� V ���
��	
�� 	� ��-�
 �*�� �
�
��������
 ��� � 
��
���� 
��	
���
 �N � �������� T/Tφ 
� γ = pφ/pexp�

���� � � 
� 
�'����
�

���� '.��� ��I��G '� 
7'����� 	G �' ���3���� �� 
�7����
� Lc ��� >�'��:
������'�� �'�
Lc = Lφ/α1 ����� ��I������ ���� �3'��+��� �� +����� ���� �' =��+� Lc = �/∆p1

��X
� A �' 
���'���'�
� �� wGG �� ���� �D�
���� ��� ��
��.������� ��� ���
���� �/����:
+���'�/G ���� ������� �' �'�3��� �� �' 
����������� ��� L�
��'����� �� �7'��G ������@�����1
�� ������� '���� ��� +�����G ������
��G �� �' ���3���� �� 
�7����
� L

mes
c = �/∆pmes '���:


��� A 
7'>�� ���
��� �

L
mes
c =

2�kL

2πm∆νmes
Lor

, QE1
CR

�V �' �'�3��� �� �' 
����������� ������@����� ∆νmes
Lor '�/ ���
���� �/����+���'�/ ��� ������

�'� ��.������ �� �' =��+��� E1
� �

∆νmes
Lor =

∆ν2
M − w2

G

∆νM
. QE1
;R

!' ���3���� �� 
�7����
� '���� ������� ' ��� ��'
�� �� =��
���� �� ∆νφ ��� �' ���1 E1,,G
'���� >�� �' 
����� �7����>�� Lc = Lφ/α1 �� 3�'�7� +����� >�� �' ��+��� �� ����������
���
��'�� A 
�B�@ 
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���1 E1,
G ����>��� �� �'� ���������� ����
��+��� ���� '(����� ��� ���
���� �/����+���'�/ K
!' ��N
���� ��� >�� 
� ���I� ��.���� �'����+��� ���
7� ����� ������@����� ����>�� �'
�'�3��� �� �' 
�+���'�� ������@����� ����� �'� ��9� ������ ��.'�� �' �'�3��� �� �' 
�+���'���
3'�������� �� ���I� �� "��3�1 !� �'����� ��3�'� A ����� ��� ���
���� �� ���+�� �'�G �'��

�� 
��������� �� ������3��� �� ���I� ������@��� ��� ���� ���I� �� "��3�1 �� ��'��>��G ����
��� 	 ���
���� ��� ���� �'�3��G �� I� �'� �� ���I� �� "��3� �� =��
������ �'�G ����'�� ���

7'
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�����'�� �' �'�3��� �� �' =��
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Longueur typique du quasi-condensat :

2L=240 μm
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))a �� �' .'���� +�8����G �� �� ���+�� ���
 �'� ���� ������� ��� =��
����
��'��'���� 3'��������1

������'��G �� ���� �D�
���� �� '(����+��� �'� �� ���I� �� "��3� �� I/'�� �' �'�3���
�� �' 
����������� 3'�������� A �' .'���� �����+���� �'� ��'�'�8�� �� 3�'�7� �� �' ���1 E1,
1
!� ������'� ��� ������� ��� �' ���1 E1,-G �V ���� ��'
�� ��� ���
���� �/����+���'�/ +������
A ��� ���=������� �� ��93� �� -) 4�@ �� B) 4�@1 �� ���� ���/ ���
���� �� �'�3���� ��9�
��D�������G �� '���@ ��� �������1 �� 3�'�7� +����� ��� '(����+���� �� 
�� ���
���� �'�
��� ������@�����G �� �'� �� ���I� �� "��3� ���� �� ' I/� �' 
����������� 3'�������� A
wG = 176�@G >�� ��� �' .'���� �����+���� ���
���++���1 $��� �� ���
��� B�CG �' �'�3���
�� �' 
����������� ������@����� '� ���I� �� "��3� ��� �� 
)EQCR�@G ���
 +���� �'�3� >�� �'

����������� 3'��������G �� ���� �� ���
��� B+CG ,-EQ
,R�@1 �� ���� 
7'
�� ��� ���
����
��� ���/ �8��� �� =��
���� ������������ ���� �� ���I�G �� χ2 �� I� �� .'��'�� �'� �� ����
�� Ea ����� ��� , �8��� �� =��
���� �� I�1 ��� ����� .'��'���� �� χ2G ���� �� I� ������@���
�� 
�� �������G 
��������� A ��� .'��'���� �� �' �'�3��� �� ���
��� �� 
 A , ��.�'�����
��'��'��1

�(������ �3'��+��� >�� ��78���79�� ����� =��
���� ��'��'���� ������>�� ���� 
7'>��
���
��� ��� 
��
�'�� ���� ��'�'�8��1 ���� ��'.��� �'� �+'3���G �� ������I�G �� +�
'���+�
������'�� �� �' ��+���'���� �� �� ��+��� ��'��+�� 
�������� >�� ��.'�����'�� 
���� 78:
���79�� ' ������1 ���� .����� �� .���I�� >�� 
���� 78���79�� ����'�� �'� ��� ���� ��.'�����
' ���������� �'� �' =��+� �� ���I� ��� ���
����1

!�78���79�� ���� ���I� �� "��3�G ���� �' 
����������� 3'�������� ��� �� �'�3��� 176�@
���� ���� ��� ���
���� ��� ���
 ���� A ='�� 
�+�'����� '.�
 ��� ���
���� �/����+���'�/1



�(� ���'4" � " "� 
�� " ���

3

2

1

0

3210-1-2

5

4

3

2

1

0E
ff

ic
a

c
it
é

d
if
fr

a
c
ti
o

n
(u

.
a

.)

-2 -1 0 1 2

désaccord (kHz)

E
ff

ic
a

c
it
é

d
if
fr

a
c
ti
o

n
(u

.
a

.)

désaccord (kHz)

(a)

(b)

���� ����� +�

��
� 
!�����
����! ��! ���
��	
��� 	
 ��-�
 	
 K� *�� ��� 
� �� *�� ���� �
� ����
�

������
� ���� 	
� '�� ���
����
��� �
� ����
� ���������� ���� 	
� '�� ��� �� ���'� 	
 J����� 	��� ��
����
�� 	
 �� 
�����&����� ������
��
 
�� '!�
 " #$���� �
��� �
 �������� 	� '� 	
� 	����
� 	
 ��
���� F�I#� >��� �
 ��

��
 ���� �� ����
�� 	
 �� 
�����&����� ���
����
��
 �� ���'� 	
 J���� 
�� 	

#�F�C ��� 
� ���� �
 ��

��
 ���� IKF�#I ���



�,�
������� � ! 
 "�� � '� ��"���7����� � " ;�� "" " �/�� .��"�#
��� �"�� ���

"� 
���"
��� � ���%%

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-2 -1 0 1 2

désaccord (kHz)

C
o
u
p
la

g
e

(u
.
a
.)

���� ����� ?!
���
 	
 
��
���� 	������
�� �����&�
� ?� ����� 
������� 
��
���� 	������
�� 
��
���
 ���
�� 
���������� 	� ��

��
 	
� &���
�
��� 
���
 ���
�� 	
 G����� ������ ��� �����
���� 	
 �����
��
	
 �� 	�����&����� 
� ���
��
 ����
��
 " ��
!������� 
� 	���
 ������
��
 �
����
����� �
� &����� 	

�
���
� ?� ����������� '� ������
� 	
 

��
 
��
����� 	���
 	
��1����
�� " ��1)���
�� 	
 #$����
;� � 
)���� ��
 ����
�� 	
 ##F�� ���� �� ������
��
 �3�&������� �
� &����� 	
 �
���
 ���� ��
 ��
����
�� 	
 

 '� ���� ���
)
 	
 wG�

���
 ����� 
� �-';���'��� 
- �� :��
���� 
-�������� �� �������

!' ���
������ ����:T��� ������� �� ��� ���� ����1 ���:�� .�'���+��'��� >�� �' =��
����
��'��'���� ���� 3'�������� K

6��� >�� ���� �� �' 
���'������� �'� 
�+��9��+���G ���� �� 
���'������ >���>���
���+����1 ���� 
�+����� �' 
����������� �� ����� 
'����'� ����� ��+�:�'�3��� A +�:7'�����
�� 

E�@ ��� A �' ����� I���G �� ,+�G �� ��'����
'���� ��� ='��
�'�/ 6�'331 �� 
���'U�
�3'��+��� �� ���I� '���
�� A �' ������������ �� �+������� ��� A ���/�'�����G ����� �'�3���
����.���� 60�@1 ����� �'�3��� �� .'��� >�� ����.���� 
E�@ ��� ������+��� ��� ���
����G A

'��� �� �' .'��'���� �� ��+��� ��'��+�� 
��������1 $��� �' 
�+���'��� ��
�����G '���
���
'�/ ������ �� +�����G ���� ��������� ��� 3'��������1

!' =��
���� ��'��'���� ��� �' 
��.������� �� 
�� ����� =��
�����1 !� 
7��/ ����� ��+�:
�'�3��� A +�:7'����� �� 

E�@ ���� �' 3'�������� '���
��� '� �����G ���+�� �� ������.��
��� =��
���� ��'��'���� ����� �'�3��� �� 
�)�@G �>��.'����� A wG1 ���� ��� ����������� ���
�' ���1 E1,	G '���� >�� ��� I� 3'������1 �� 3�'�7� +����� >�� �' =��
���� ��'��'���� >��
���� '.��� +�������� ��� ���� ���������� �'� ��� 3'��������1

��
� ����� ���� �^� �'� ��� ��+�����'���� >�� �' =��
���� ��'��'���� ������ ��� 3'��:
������G +'�� >�� ��� 
����������� >�� ���� 
���'U� �� ���� �'� ��
�+�'������ '.�
 
����
78���79��1

$��� I���G ���
����� >���� ����� ��3���� �' ������������ �� .������ ���� >�'��:
������'�
�� �/�'�����G ����� �'� �' 
��.������� ��� ������������� �� .������ ���� A ���/�'����� �� '�/
L�
��'����� �� �7'��1 !' 
�+���'���� 
����
�� �� 
�� ���/ ������������� ��� ������ �'�
��� �>�'����� Q	1-,R �� Q	1--R1 ������'��G �� ������
� ��� '����� 
������������ ���
��'���G

��' �� 
7'�3� �'� �� ������'�1
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�K��� �;�������� ��

���� '.��� .�G '.�
 ��� ���'����� QE1
ER �� QE1
BR >�� ∆νφ ��'�� ������������� A 1/Lφ ��
���
 A T/n1D(0)1 ��G ����� ���
����� �� I� ��� ���I�� ��� >�'��:
������'��G ���
���� '�

7'����� -G ������� �� ���I� �'�'����>��1 !' ������� 
� '� 
����� �� ��'3� ��� ���
 �����+�:
��� �'� �� ��+��� ��'��+�� 
�������� N0 �� �' ��+�:���3���� L �� >�'��:
������'�G �����
�� ���'���� n1D(0) = 15N0/16L1 !�� ��
��������� �8���+'��>��� ��� n1D(0) ���.�������
���
 ��� ��
��������� ��� N0 �� L1

$'� 
����>����G ��� ��
��������� �8���+'��>��� ��� �' �����+��'���� �� T G N0 �� LG
>�� 'D�
���� ∆νφG ���.��� T��� ������ �� 
�+��� �'�� �' �����+��'���� �� α �� wG1 ���
��
��������� ���� �� ���/ ������1

 � 8 ' ��� ��
��������� ��� T G N0G �� L >�� ���.������� ��� ��
��������� ��� �' 
'����':
���� �� 3�'������+��� �� �8��9+� ���+'3���� Q±2aR �� �� �' +����� �� ��+��� ��'��+��
Q±20aR1 �� ���'�G 
�� ��
��������� '���������� A ��� ��
�������� �8���+'��>�� ��� ���
7����
��� ∆νφ �� +20 %

−12 %1 �� ���'�'�� ∆νφ ��� 
���� ��'3� ��������G ���� �� �D�
��'�� �� I� �����:
����� ��� �' ���1 E1,
G �� ������� ��� ��
�������� �8���+'��>�� �� 
Ba ��� α1 H��'��+���G
�� ������'�� �3'��+��� ��� ��
��������� ��'�����>��� �.'����� �'� �� I�G �� ' �

α = 0.64(5)(10). QE1,)R

J�'�� A wGG �� ����� �'� 'D�
�� �'� 
�� ��
��������� �� 
'����'�����1
 � 8 ' �3'��+��� ��� ��
��������� ����� A �' .'������ �� ����� ���
����� �� I�G ���
���� '�


7'����� -1 ����� ���� ��'�
��� ���� ��N
���� A ����+��1 �'������� >�� �' >������� ��� ��
�'.��� �� �� I� >�� ���� ��������� ���'�� 
����
��+��� ��� �������� �� ��'3� �7��+�>�� ��
�� >�'��:
������'�G �� ���
 ����� �' ����� =�'
���� 
�������� Fc1 �� �'���
�����G ���� ���
��D������� ���=������� �� ��93� '�/>������ ���� '.��� �D�
���� �' ���
����
���� �� 6�'33G
��� ����+���� �� �'�'+9���� +������ QNtot, T, FcR ����'���� �'� �� '

��� '.�
 ��� ������'��
����� �� �' ���������� ��+���>�� ��� �>�'����� 
������� Q
1	)R ���� �� 
������'� �� �� ��'3�
�7��+�>��1

�� +�8�� ���.'���� �' +'�3� �������� >�� 
��' ����'U�� ���� ∆νφG ��� �� �������+����
αG �� ��
'�
��'�� ∆νφ ���� ��� .'����� �� N0G T �� L ������� �'� �' ��+��'���� ��+���>��
�'�� ���/ 
'� ���������1 !� 
'� �V ���� I/� '�/ .'����� +������� Ntot �� T G �� �� 
'� �V
���� I/�G �3'��+��� '�/ .'����� +�������G Ntot �� Fc1 H�/�� T �� Fc ����� �'� �� ��� 
7��/
����>�� 
���� �' +����� �� Ntot >�� ��� �' ���� I'���1

�'�� �� 
'� �V ���� I/� �'�� �' ��+��'���� ��+���>�� Ntot �� T '�/ .'����� +���:
����G �' =�'
���� 
�������� ������ �'� �' ��+��'���� ��D9�� �� -)a A E)a �� �' =�'
����

�������� +������ Q.��� ��	1 -1ER1 �� ��� �
'�� �����'�� T��� �/���>�� �'� ��� ������� ��
��'3� �7��+�>�� >�� '��'�� ��
��� �� <���.����? �� 
������'� �� ��� 
����� �'�� �� ��93�G

����'���+��� A 
� >�� ������� ����� ���
����� ��'(����+��� ��� �+'3��1 !�� ���.�����
.'����� �� ∆νφG '.�
 ��� �������� 
� ������� �'� �' ��+��'����G 
��������� A α = 1.00(8)1
����� .'���� ��� '���@ ��D������ �� 
� >�� ���� ' �����+��� ���
���++���1 ��� �
'�� ���
����
��'��+��� �^ A �' ��D����
� ����� ��� =�'
����� 
��������� 
'�
����� �� +�������1 ��
��.'�
7� �� ���� I/� Ntot �� FcG �� ������'�� ���
 >�� ���� +����� +'� �' ��+���'����G ��
������.� ��� .'���� �����+��� ���� ���
7� α = 0.67(5)1

��� .'����� �� α ������������ ��� ����+'���� �� �������� >�� ���� ���� 
�++�����G ��
='�� �� ����
����� ��� �' �8�'+�>�� �� ���/�'����� �� ��'3� '��9� �' 
������ �� ��93�1
�'�� �� ���������� '� ������'� QE1,)RG ��� �� ���
����� ��� 
��������� �� .'������ � 
� ������'�
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������� �' .'������ �� ����� +��7��� ��'�'�8�� ��� �+'3��G >�� ��� �' +��7��� ��'��'��
'
������1 �� ���� '.��� ����>��G '� 
7'����� -G >�� 
���'���� ��� 78���79��� >������ ��
������
�� ���� �'� ���� .���I��� �'�� �� ��3�+� �'���
����� �� ��� �/������
��1 �'�� �� 
'� �� �'
��+��� �� 
'���G �� 
��.�����'�� �� ������������� ��� ������� A �' ��+�9�� ����� ���.����
+��7���1

���
� ����

!�� ������'�� �� 
���� '�'�8�� ��� ������� ���� �� '

��� '.�
 ��� �����
����� �� 
7'�����
	1 �� �D��G �' =��+� ������@����� �� �' ������������ �� .������ ���3������'�� ' ��� +��� ��
�.����
� �/����+���'��+���1 �� ����G ���� '.��� �3'��+��� +����� ��� �'�3��� �� �'
������������ �� .������ ��������������� A α/LφG �V �' .'���� +������ �� α ��� �3'�� A �'
.'���� '�������G '�/ ,)a ����
�������� �� �' +����� ��9�1 �����=���G ��� .'���� �� α
'����� �� 
 ����� �'� ���'��+��� �/
��� �'� ��� +������G �'�� �� 
'� ���
�� �V ��� ������
�+����'��� ���'�� 
�++��� ���� �� �' +����� �� �' =�'
���� 
��������1

$��� I��� '(������ >�� 
�� ������'�� ���� �3'��+��� 
��
���'�� '.�
 
��/ >�� ��� ��:
����� ��+���'��+��� �'� �� 3����� �� S1 ���+��G A �'���.��G �� +����'�� �' =��
���� ��

�����'���� �'� ��� +��7��� ��9� ��D������ �� �' �����G �����=���+����>��G �'��� ��� ���

�����'����� ����������� OB,℄1
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�� +�+���� �������� ��� +����� �'� ���
����
���� �� 6�'33 ��� L�
��'����� �� �7'��
�'�� ��� 
������'�� ��9� '����3��1

$��� ������� �� ������'� >�'����'��=G ��� 3�'��� '�������� ' ��� ������ '� +���'3�
�/����+���'�G >�� ' ���+�� ��������� ��� ���������� ���
��'�� �� +���� �� ,))�@G 
� >��
��.���� A ��� ���������� �� .������ �� 80 μ+[�1 !�� �
7����� �� ��+�� +���� �� (�� �'�� 
����
�/������
� ���� +�������� � �' ��D�'
���� ���� ,+�G ���
'�� ����� ���/ ��D�'
�����G ��+��� �'�
�� ��+�� �� �����
���� ���� 
������'�G ��� �� ������� �� 	) �G �' ����� ��'
>�������� ����
���
��� ��� ����� 7����G �� ��'
>�������� �� ���� ��� ���
���� ����� ��'��� ��� ��� ��+'���1
���� '.��� �^ ����.�� ��� ���
����� ��'
>�������� ��� ���
���� �� ��'�'�8�� >�� ���+����
�� ����� 
�+��� 
����
��+��� ��� L�
��'����� �� ���/������
� A ������ 
�� �
7����� �� ��+��1

��� +������ 
��I�+��� �� ='Y�� >�'����'��.� �' ����� �� 
�7����
� �'�� ��� 
������'��
��9� '����3��G �� '

��� '.�
 �� +��9�� �7����>�� �� �1 �1 $����. �� �
� O
)℄1 ��� ������'��
���� �3'��+��� �� '

��� '.�
 
��/ �� 3����� �� S1 ���+��G ������� �'� ��� +��7��� ��

�����'����� ����������� OB,℄1 �� ����G ��� ���I�� �� ������� ��� >�'��:
������'�� �����.�� ��
���
���� �'�� 
� +'���
��� ���� 
�+�'������G '�/ ��
��������� �� �' +����� ��9�G '.�
 
� >��
���� '������'�� ���� ��� 
������'�� �'�� L�
��'����� �� �7'�� 
�+����'�� �� +T+� ��+���
��'��+��1 ���' ��3��I� >�� �' ������
� ���+����'���� L�
��'����� �� �7'�� �� ��+��� �'�
'D�
��� �� ���I� �� ������� ��� >�'��:
������'��1 ����� �����.'���� ��� �3'��+��� ���.��
�'� �' ���
������� �7����>�� ��� >�'��:
������'��1

�� 
� >�� 
��
���� �� ���I� �� ������� ��� 
������'�� ��9� '����3��G ���� '.��� �3'��:
+��� ���
��� ��� ��N
����� ��'��>���G ���� ��'�'�8�� ��� �+'3�� �'� '���������G >�� ����
�� ��3�+� �����+���'��� ����� �� ��3�+� �� �7�+'�:H��+�G �� �� ��3�+� 
�G �� ������
�
���� ��'3� �7��+�>�� �+����'��1 �� �D��G �'�� 
�� 
���������G �� �� ������� �'� ����
��'���+��� �7����>�� �� ���/�'�����G >�� ������'�� ��� ���I�� �� ������� �� 
������'� ��
�� ��'3� �7��+�>�� '� +�+��� �� ���� ����� ���+'3�1 �� �����9+� ����� ��.���1

!�� ������ ��������� �� 
� ��'.'�� ���� +��������1
���� '.��� .� >�� �' ��+��� �� ���������� �� �' ���
����
���� �� 6�'33 ��� ����� �/:

������
� �� ���+���'�� �'� �� +������ ��� ���3����� �� 
�7����
� ����������� A ��.����
30 μ+G ���� ��.���� 1/8 �� �' ���3���� ���'�� �� >�'��:
������'� O���1 E1,,℄1 0'�� �� ��:
�'�� ��9� ��������'�� �� ���.��� +������ ��� ���3����� �� 
�7����
� ���� 3�'����G (��>��A
�' ���3���� �� >�'��:
������'�G �� ��������� '���� �' ��'������� ����� >�'��:
������'� ��

������'�1 $��� ��'����� 
��'G �������=���+9���� ��+��� ���� '�'���� >�� �' ���
����
����1



�,, ���
'�"���

�� �D��G �������=���+9���� ���+�� �� +������ �' =��
���� �� 
�����'���� ����� ���/ 
�����
���� >�'��:
������'� �'� �� 
����'��� �� ����� �����=����
��1 �� 
� 
����'���G >�� ��� ��
��3�'� �/����+���'�G ��� ��'��'�� ���� 3�'�� >�� �' 
�7����
� ��� 3�'���1 �� 
�+�����
'���� >�� 
���� ��
7��>�� ��� 
�+���+���'��� �� �' ���
����
����G ���� �� ��3�'� ��� �' �'�:
3��� ���
��'��G ��'��'�� ���� ='���� >�� �' 
�7����
� ��� 3�'���1 ��� ����� �/������
�G A
�' ��'������� ����� 
�7����
� 
�+��9�� �� �'�������G ' ��� +���� A �' ����� �� ���/������
�
��
���� �'�� 
� +'���
���1 ���� ��� �� 
���� ��'�'�8��1

��� '���� ����� ��.��'3��G '
������+��� �������G ��� ��'����
'���� �� �' ���
����
���� ��
6�'33 A �� 
������'� �� =��+'����1 !�� ������ ���������� �'�� O�℄ ��339���� >��A �' =��� ��
���I� �� ������� �� �' �7'�� �� �' =�'
���� 
�������� �'����� �'� �� ��3�+� ��'��������G ����
�� �' ���'/'���� ���� ��'3� �7��+�>��G +�� 7��� ���>�������G .��� �� ��'3� �'�������+���

�������1 �� �����.�G '.'�� ����'� ���>�������G ��� ��
���'����� �� �' �������G 
�++� 
�����
>�� ���� '.��� +������� �� ���
����� '� 
7'����� -G '���� >�� ��� L�
��'����� �� �' �7'��
O�℄1 ���� ������� >�� �' ���
����
���� �� 6�'33 ���� ���+����� �� ���.�� ���.������� ���
L�
��'����� �� �7'�� �'�� 
�� 
���������G �� '���� �� +���/ 
�+������� �� 
'�'
������� �'
=��+'���� ��� 
������'��1
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F = 1

F = 2

6.834 682 610 9 GHz
5S1/2

F = 2

F = 1

816.7 MHz5P1/2

F = 2

F = 1
F = 0

F = 3

72.2 MHz

157.0 MHz

266.6 MHz
5P3/2

R aie D1

λ
=

7
9

4
.9

8
n

m

g
F
=1/2

g
F
=-1/2

g
F
=2/3

R aie D2

λ
=

7
8

0
.2

5
n

m

g
F
=1/6

g
F
=-1/6

���� 
��� M��
��! �������
� 	
� ���
� D1 
� D2 	� 875&� �
� �����
��� 	���	
 ���� 	����
� 	���
�
 ��	
�

•  ������� ����
��'�/ � 85�� Q�, aRG 87�� Q,C aR
• 0'��� ���� '��+� �� 87�� � m = 1.44316 × 10−25 kg
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• �'�'
�������>��� �� �' �'�� D2 �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ = 2π × 6.06 MHz
ν = 384.22THz

λvide = 780.24 nm
λair = 780.03 nm

Isat = 1, 6 mW/cm2

kL = 8.05(1) × 106 rad/m
vrec = 5.88(1) mm/s

kLvrec = 2π × 7.53(3) kHz
ωrec = 2π × 3.7710(5)kHz

• !��3���� �� ��D����� � a = 5.31(1) �+
�� ����.��' �� 3�'�� ��+��� �� ������� ��+���>��� ��� ��� ���������� �78��>��� ��

����>�� �� �������+ �'�� O�E℄1
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 � ���'�� ��������G +�8���'�� ��� 
��I3��'���� �� �'���� �� ��� ���� ������ >���� ��+���
�'��� �����G �� ��'����� ��� �+'3�� ��'��������� '.�
 ��� ��
���� �N
'
� 
����� '���� >��
�' ����
���� �� 
7'+� +'3����>�� ��� ��
�����1 ���� ��������� �
� 
���� +��7��� �'��
��'.��� ������G 
'� ������ �� ��� '��'��� ����'�� �' ���'
���� �� 
� +'���
���1 ���� ���
��'�����G +'�� 
����'�3�'���1 6��� >�� ������ �� �'�� ���� ��+���G ��� ����� ���� ���
���
+9�� A ��� ������
����� '�/ ��'3�� A �8+����� ��7���>�� �� A ��������'���� �� <L'�7��? ��
�'���� �� ������� �� 1 μ�1

����� +��7��� �����'�� �3'��+��� T��� �������� ���� ��+���+��� �� ������
� ���� 
7'+�
����
���� 
����G +'�� ='����G 
�++� '�����'��.� '� ��+�'3� ����>��G >�� ��� ��� �N
'
�
���� ��� ��'3�� '��+�>��� ����>��+��� ������ O�BG 
�℄1

�'��1 
� �� ����������

!����� A �' �'�� �� 
���� +��7��� ��� ���������� ��� ��'������� ����� ��� ��'�� |5S1/2, F =
1, mF = 0,±1 〉 �� |5P3/2, F ′ = 0 〉1 ������ ��� ��'�������� ����� 
�� ��'�� ��� �� 
��N
����
�� �����
7:����'� �� 1/

√
3G 
�++� ����>�� ��� �' ���1 61
1 �� ����G 
���� �� �8��9+�

=��+�G ����>�� ����'� |5P3/2, F ′ = 0〉 ����� �'� 
����� A ����'� =���'+���'� |5S1/2, F = 2〉
�'� ��'������� �����'��� ���
���>�� �� >��G �� ����G �� �'�/ �� ��'������� 7��� �����'�
� .���
����'� F ′ = 1 ��� ��.���� 
))) =��� ���� ='���� >�� �� �'�/ �� ��'������� .��� F ′ = 0 A
�����'�
� Q�'�� �'���'����R1

$��� ��� �����'����� �3'��� �'�� ��� ����� ����:��.�'�/ =���'+���'�/G �� ���� ��
��
'�'3� ]��+'� ��3��3�'��� �� 
�� ����:��.�'�/G �� 
�+�����G �� ���� '����� �� +������G
>�� �' ��
���� �N
'
� �� ��D����� +�8���� �� ������ �'� �� �' ���'���'���� �� �'��� �����
��
�����1 ���� .������ >�� �' ��
���� �N
'
� +�8���� A �����'�
� ��� '���� ������ �'�
σ = σ0/91 ����� .'���� �� ��
���� �N
'
� ��� ������G �' +����� �� 
� >�� ���� +����� ���
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0 1-1

0F'=0

F=1

1
3

1
3

1
3

���� ���� /�
0
�
��� 	
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&�
)12��	�� 	
� ����������� 
���
 �
� ����� |5S1/2 F = 1mF = 0,±1 〉

� |5P3/2 F ′ = 0 〉�

����� �/������
�G +'�� �' ������� ����>�� ��� 
������'�� �� ��� ��'3�� ��'��+�� (���� '�
������ �� ����� �� 
������'���� ��� '���@ 3�'��� ���� >�� 
��' �� ���� �'� ���7��������1
����� �' ��N
���� ��� ���
 �� ���'���� ���=��+�+��� ��� '��+�� �'�� 
�� ����:��.�'�/G
'.'�� �� ����'�� ��'��������� �� �'��� �����G �'
7'�� >�� �� ��'3� ��� �����'��+��� �'��
����'� mF = −11 ����� 
� >�� ���� '������� �' <�����'���'���� ����>��?1

�������������� ����� �

�'�
����� ���� ��'���� ����'� ��'�����'��� ���� ����+��� �� Ntot '��+�� ���+�� A ��

7'+� �'��� 
�����'�� ��� ���'���'����� σ± �� πG ���� ���� ������ ��� ���������� '���:

���� Iσ±,π1 ��� ���������� ���� ��������� ��9� ='����� ��.'�� ����������� �� �'���'����1 ��
��3��3�'�� ��� 
�7����
�� Q��� ����:��.�'�/ ���� 
������ �'� �+������ �����'���RG �� ��
���+��'�� '��'�'��>��+��� �' �����'���� �� ��.�'� �/
���G ��� �>�'����� �8�'+�>��� ����
��� �����'����� ���
��.��� �

dN1

dt
=

Γ

2

(
−2

3

N1Iσ+

3Isat
+

1

3

N2Iπ

3Isat
+

1

3

N3Iσ−

3Isat

)
Q61
R

dN2

dt
=

Γ

2

(
−2

3

N2Iπ

3Isat
+

1

3

N1Iσ+

3Isat
+

1

3

N3Iσ−

3Isat

)
Q61,R

dN3

dt
=

Γ

2

(
−2

3

N3Iσ−

3Isat
+

1

3

N1Iσ+

3Isat
+

1

3

N2Iπ

3Isat

)
, Q61-R

�V N1G N2G N3 ���� �����
��.�+��� ��� �����'����� ��� ����:��.�'�/ mF = −1, 0, +1G
���+'������ �'� N1 + N2 + N3 = 1G �' �����'���� �� ��.�'�/ �/
��� ��'�� ��3��3��1 ��
��'���� 
� �8��9+� A �'���� �� �'�/ �� ��D����� ���� 
7'>�� ��'������� �3'� A Γ

2 Ipolar/(3Isat)G
�� ='
���� 1/3 ��'�� �� 
��N
���� �� �����
7:����'� ��� ��'��������G �� �� ������'�� �� ='��
>�� �' ����/
��'���� �'� �+������ �����'��� .��� ��� - ����:��.�'�/ =���'+���'�/ ���
�>������'���1

!' �������� ��'�������� �� 
� �8��9+�G '.�
 ��� 
��������� �����'��� N1(0) = 1G N2(0) =
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N3(0) = 0 �� ���� Iσ+ = Iσ− = Iπ ��� �

N1(t) =
1

3

(
1 + 2e−t/τ

)
Q61	R

N2,3(t) =
1

3

(
1 − e−t/τ

)
, Q61ER

'.�
 �� ��+�� ��'+�������+��� ��� �����'���� �3'� A ����.���� �� �'�/ �� ��D�����G ����
τ = 3

I/Isat
2
Γ 1 �� �' �������� ��'�����'��� ���� ��� ���������� >���
��>��� ��� ������ �'� �

N1 =
Iσ−Iπ

Iσ+Iπ + Iσ−Iπ + Iσ+Iσ−

Q61BR

N2 =
Iσ+Iσ−

Iσ+Iπ + Iσ−Iπ + Iσ+Iσ−

Q61�R

N3 =
Iσ+Iπ

Iσ+Iπ + Iσ−Iπ + Iσ+Iσ−

. Q61CR

�� ������.� ���� >�� Ni = 1/3 ����>�� ��� ���������� �� 
7'>�� ���'���'���� ���� �3'���1  �
='�� ���
 ����.�� ��� 
��I3��'���� �� �'���� �� �����'���'���� ����� >�� >��� >�� ���� ��

7'+� +'3����>��G �� '�� Iσ+ = Iσ− = Iπ1

���@� ������ 
�� ������ 
� 
�������������

!' ��++� �� ����� 
7'+�� �� ���'���'����� ����'����G ���3'��� ����������G ���+�� ����:
����� Iσ+ = Iσ− = Iπ >����� >�� ���� �' ����
���� �� 
7'+� +'3����>��G +�8���'�� ���/

��������� � ���'���'����� ���/ A ���/ ���7�3��'���G �� �� ���� 
7'+� �
�'��'�� ��� '��+��
A �' =���1 $��� +������ 
��'G 
���������� ����� �'���� ���'����� ����� - ����
����� ���7�:
3��'��� OxG Oy �� Oz1 !�� 
7'+�� ���
���>��� 
���������'�� ���� ����� Ex �uxG Ey �uy ��
Ez �uz1 !�'/� �� >�'���I
'���� ���� ��� ��.�'�/ '��+�>��� ��� ��'/� �� 
7'+� +'3����>��
�������� �BG �� ����
���� >���
��>�� ��I��� �'� ��� '�3��� (θ, φ) �� 
���������� ��7���>���
Q.��� ���1 61,R1 �� 
�������� �� ��
��� ���9��� ����
� (�uX , �uY , �uZ)G ��� >�� �B = B�uZ G ��
>�� �� ���(���� ��� (�ux, �uy, �uz) '���� �

�uX =

⎛
⎝

− sin φ
cos φ

0

⎞
⎠ �uY =

⎛
⎝

− cos θ cos φ
− cos θ sin φ

sin θ

⎞
⎠ �uZ =

⎛
⎝

sin θ cos φ
sin θ sin φ

cos θ

⎞
⎠ Q61;R

��++� �uσ± = (�uX ± i �uY )/
√

2 �� �uπ = �uZ G ��� .�
����� ������� �� ���'���'���� ���
��.���G
�'�� �' �'�� (�ux, �uy, �uz)G �

�uσ± = 1√
2

⎛
⎝

− sin φ ∓ i cos θ cos φ
cos φ ∓ i cos θ sin φ

±i sin θ

⎞
⎠ �uπ =

⎛
⎝

sin θ cos φ
sin θ sin φ

cos θ

⎞
⎠ . Q61
)R
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θ
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z
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Z
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k2

k3

O

���� ���� /��'�������� 	
� ���
�� 
� 	� 
)��� ���������
� ;� 	�����
 ����� ���
�� 	
 
�:�� "
����� ����� 
)���� ��

�����
� 	
 ������������� ���)������
� 	
�! " 	
�!� 	�'������� �
 ���-	�

(Ox,Oy,Oz)� �
��� �

�
��� 	���	
 ���� ��	����� ��� �ki 
� ����� ��� 	���������

 �����
���-�
�
�
 
)��� ���������
 �B 	
 	��

���� 	�'��
 ��� (θ, φ) 
�� �
����
��� 
� ����������� 
� ��� �
�-�

����
�� (OX,OY,OZ) 
� �����

�� ���(��'�� �� 
7'+� ���
���>�� ��� 
���� �'��G �� ������� I�'��+��� �

2 × |Eσ± |2 = E2
x(sin2 φ + cos2 θ cos2 φ) Q61

R

+E2
y(cos2 φ + cos2 θ sin2 φ)

+E2
z sin2 θ

−2ExEy sin2 θ cos φ sin φ

−2ExEz cos θ sin θ cos φ

−2EyEz cos θ sin θ sin φ,

��

|Eπ|2 = E2
x sin2 θ cos2 φ Q61
,R

+E2
y sin2 θ sin2 φ

+E2
z cos2 θ

+2ExEy sin2 θ cos φ sin φ

+2ExEz cos θ sin θ cos φ

+2EyEz cos θ sin θ sin φ.
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�� ����.� ���
 �D�
��.�+��� >�� ���� ��� 
7'+�� �� +T+� '+������� E0G +'�� ��������
�� �'� �� �� '�����'�
�G �� ����� >�� ��� ���+�� 
������ EiEj ������ ���� �� i �= jG �� '
|Eσ+ |2 = |Eσ− |2 = |Eπ|2 = |E0|2 ���� ���� 
����� (θ, φ)G �� ���
 Iσ+ = Iσ− = Iπ1 ��
������'� ��� �� ='�� 
�'���>�� � ����>�� �' +'���
� {EiEj} ��� ��'3��'�� �� ��������������� A
�' +'���
� �������� �'�� �' �'�� ��I��� �'� ��� ���'���'����� ��� �'����G ���� ��� ��.'��'���
�'�� ����� ���'���� �� 
���� �'��1

������ >�� �� θ = 0(π)G ��� ���+�� 
������ ���� ���(���� ����1  � ����� '���� �'� ��
���'���
��'���+�� ��� �'���� '�����'��.�+���1

���� '����� .��� A ������� �'�� >����� +����� ��'�����'�
� ��� ='��
�'�/ +���I� �'
�8�'+�>�� �� �' �����'���'���� ��
���� �'� ��� �>�'����� Q61	R �� Q61ER1

/������ 
�� ������ � � 
'��� �������� � ��
��� 

$��� '������ ��� ���+�� 
������ �'�� ���/�������� ��� 
7'+�� σ± �� πG �� ������� ��'�
+���� ��� ��������G ��(A �.�>���1  � ��'3�� �� ���
�'���� ��� '��+�� >��'.�
 �� �'��� A �' =���G
�� ��'������� �'����+��� ��� ='��
�'�/1 �� 
���� ='Y��G ��� ���+�� 
������ ���� ����
��+���
����1 ������'��G 
7'>�� �+������� ���� �'��� ���� 
����������� A ��'�
��� +���� �� 

�7���� �
7'�3� �'� '��+� �� +�8����1 ����� ��� �����'����� ��� ����:��.�'�/ ��'����3����
�'� ���>������� ���� 
7'>�� �+������� �'��� +'�� ���� ���
�'���+��� +�8��G ������'�� �� �'
���+��'���� ��� �'����1 !' ���1 61- +����� ���.������� �� N1G �' �����'���� �� ����'�
mF = −1G ���� ��� �����'���'���� '�����'�� ��� ���'���'����� σ+G σ− �� πG ���� ���/

����'���� �� ��+�� ��'�����'�
�1 !�� ���������� ��� �'���� ���� 0.015Isat ���� ��� ���/

1.0

0.8

0.6

0.4

N
1

150100500

temps de dépompage (μs)

���� ���� /��
�� ��������
 	
 ����������� 	
 �� ���������� N1 	
 ������ ������� 	
� ����
� ������
(mF = −1)� ���� 	�@��
��
� ����
�

� 	
 	�������������� >��� ����
� 
���&
�� Iσ+ = Iσ− =
Iπ = 0.015 Isat� �H��
�� 
�� �	���� ���� �
� ���
�� 	��������
�� ����������
��� �����
 
������
 
�
� ������������� ���
��
�� ����
� �
� 0.54μ� ����F �)���� �
)���� ��� ����
 
� ��3
��
 ���
��������� 	
 
)���
 ������������ � �>��������� �	
� ���� ��

 �� �
��� 	����
����

 	
 5.4μ�
���F �)���� �
)���� 
� ��3
��
 � �� 
���&
 )���������
 N1 = 1/3 
�� �� �����
 ���� �� �
���
��'�� 	
 	�������������� >��� ������
� �
� ����������� 	��� �
� ���� ���
��! 
��	��
����! " ��
�!
��
 KN ��-� ���3
��
 ��� ��
 �
��������� 	
� ������������� � #F �)����� �
)����� ��� ����

���� ��

�����
��


������1 !' 
����� �� ��������� 
��������� A ��� �+�������� �� 5.4 μ� ���� )1E �7���� ��
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+�8���� �
7'�3� �'� '��+�1 �� .��� >�� )1E �7���� �
7'�3� �'� '��+� �'� �+������� ��N�
A ����'U��� ��� ��
���'���� �� N1 ����.���� -)a 
�T�� A 
�T��G ��� A �' ���'/'���� �'�������
��� �����'����� A 
7'>�� �+������� �'���1 $��� +���+���� 
���� ��
���'���� A ��������� �3'��G
�� ='�� '������� ��� �'���� ���� �'����+���1 !�� �+�������� ���� �' 
����� �� ��'�� 
������
���� �� 0.54 μ�G �� )1)E �7���� �
7'�3�1 !�'+������� ����
���'���� �� N1 ���������� ��� '����
��.���� 
) =��� ���� ='����1

�� ���'� �� ��+��� �� �7����� �
7'�3�� �'� '��+� ��� �� ������� �� 
E ���� �>��������
��� - �����'���� A ��.���� -a ��9�1 $��� 
�� ���/ 
'�G �' �����'���� �� N1 ��
���� '�����
����� �/����������� ��
�����'���G ���� �' 
����'��� �� ��+�� ��� ������ �'� τ̃ = 3τ G �V
τ ��� �� ��+�� ��'+�������+��� ��� �����'����� �'�� ��� �>�'����� Q61	R �� Q61ER1 �����
��D����
� ���� ='
���� ����� ��� (����I�� �'� �� ='�� >�� �� �'�/ �� ��D����� +�8�� �'�
'��+� ��� ����� =��� ���� ='���� �'�� �� 
'� �V ��� - �'���� ���� '�������1

!' 
����� �� ������ +����� �� +T+� 
'�
�� +'�� �'�� �� 
'� ���'�G '.�
 ���� ��� �':
���� �������� �� +T+� ��+�� �'�� �����=����
��G ���� ��� +T+� ��������� �'�� 
7'>��
���'���'����1 !' 
����'��� �� ��+�� �� �����'���'���� ��� '���� ������ �'� τ 1

�� ��'��>��G ���� �� 
7'+� +'3����>�� >���
��>��G ��'�����'�
� ��� �'���� ����� �'�
����
��+��� ��� '�����'�
� ��� ���'���'����� Q
7'>�� �'��� 
�����'�� ��������� ���'���':
����� �������RG +'�� �� ������'� �� ���� �'� 
7'�3��G >�� 
� ���� �� ���+� �� ��+�� ��
�����'���'���� �� �� ��+��� �� �7����� �
7'�3�� ��
���'���1 �� ���� ��� 
'�'
�������>���
���
���� ��� ��
���'����� ��� �����'����� ����� A ��'�����'�
� ��� �'���� >�� ���' 'D�
���G +'��
��� �� ��+�� �� ���'/'���� ��� �����'�����1

����� ��
7��>�� ���� '������ ��� ���+�� 
������ ��� �>�'����� Q61

R �� Q61
,R �� ����
�'� �� �����9+� �� ��'���'����G +'�� ��
������ �� ������������ �'���� ��� 
7'>�� ='��
�'�

�++� �'� �/�+��� �� +����'���� '
�����:����>��1

�� 1���� 
�� ������ � � 
'��� �������� � 
��� 

����� +��7��� ���+'3���� �����'�� �3'��+��� T��� ����� �'�� ��� ����'���� �V �� 
7'+�
+'3����>�� ��� 
����1 �� �D��G �'�� �� 
'� ���� ��'3� ��'��+�� ����>��+��� �����G ��
��+�'3� ����>�� .��� �� ����:��.�'� 
7����G '.'�� ���� ������� ���+'3� �'� '���������G
����� �'� ��9� �N
'
� �� ='�� ��� ��D������ +��������1 !' �����'���'���� �����'�� ���

�� ��+��'
�� '.'��'3����+���G �� ���� .��� 
���'U��� �' ��
���� �N
'
� ��'��������� ���
'��+�� �� ��'3� ' ������1 ���� ���
����� >�'���'��.�+��� �'�� �' ����� ���D�� ��� ��D������
+�������� ��� ���N
'
��� �� �' �����'���'����1

!' 
���'���'�
� �� �' ����
���� �� 
7'+� +'3����>�� ��+���I� ���'���+��� ���3'��
���'������� ��� '��+�� �'�� ��� ����:��.�'�/ =���'+���'�/G 
'� �� 
7������'�� θ = 0 ��
'����� ��� ���+�� 
������ ��� �>�'����� Q61

R �� Q61
,R �'�� '.��� A '������� ��� ='��
�'�/
�'����1

�'��1 
 :���
�� ���
�

�I� �� �� �'� ��������� ��� �����'����� NiG �� ���� ��+��� ��� ���������� ���� ��� ='��:

�'�/ �� �����'���'���� 
�++� �����G �� ��'
>����� ���+'3�G ���� �� 
������'�� ��� 
8
���
�� �����'���'����1 �(����� �� �'��� ����� ��������'�� �� ��+��� �'� ='
���G 
'� ��� �����:
���� ���� T��� ��9� ='���� ��.'�� 
���� ��� �����'�������G >�� ���� ���� +T+� T��� ='����G �'��
�� 
'� �V �� 
7'+� +'3����>�� ��� ��
����G ���� �� �'� '.��� A 
�++���� ��� �'���� ����
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�'����+��� Q
� >�� ����'U�� �� ��'�3����+��� �� H������ �� ���� ���
��� ��
R1
!���'3� 
�++� ����� ���� ��� �����'������� �������� �� '���� '.'��'3� � 
��' ������

�' ����������� �� �' ��
���� �N
'
� +�8���� ��� '��+�� σ .�� A .�� ���� ����>������� �����
��� ���������� ��� �'����1

$��� +������ 
��'G 
���������� ��� �����'������� ������������ IxG Iy �� Iz Q�' ������ ��
����
� ���������'�� �' ����
���� �� ���'���'����R1 !' ���(�
���� �� ���� 
7'+� ���
���>��
��� �' �'�� ��� ���'���'����� ������� ������ �'� ��� �>�'����� Q61

R �� Q61
,R ����� ���
���������� ������'���� Iσ+ G Iσ− �� Iπ1 !�� �����'������� ���� '���+�� �'� �����+�����
�1 ��
����G ���� 
7��������� 
�++� ����� �� �'��� ���'���� ����� Ox1 �� ���� '���� ��I��� ���
��
���� �N
'
� ��'��������� +�8���� .��:A:.�� �� ='��
�'� �����G σG >�� ���
��� �

σ =
σ0

3

(
N1

Iσ+x

Ix
+ N2

Iπx

Ix
+ N3

Iσ−x

Ix

)
, Q61
-R

�V Iσ+x = Iσ−x = Ix(sin2 φ + cos2 φ cos2 θ)/2 �� Iπx = Ix cos2 φ sin2 θ .������� �� �'
��
�+�������� �� ���� 
7'+� Ex ��� ��� ���'���'����� �������G �� ��� �����'����� ����
������� �'� ��� �>�'����� Q61BR A Q61CR1

$��� Ix = Iy = IzG �� ' Ni = 1/3 ��G �'� 
����>����G σ = σ0/91 0'�� ������� �'�
�/�+��� �� 
'� ���� ����� ����>������� ����������� ��� ='��
�'�/G ��� >�� Ix = I0 + dI ��
Iy = Iz = I01 ����� �' ��
���� �N
'
� +�8���� ��'��������� �� �'���� ����� ������ ' ������
�� �' ����
���� �� 
7'+� +'3����>��G 
� >�� ���� �/���+� �'� σ = σ(θ, φ)1 $��� ����+��
�' ������'�
� �� �' ��
���� �N
'
� +�8���� .�� A .�� �� dI/I0G �� ���� 
'�
���� ���
'��
+'/�+�+ �� σ(θ, φ) A σ0/9 �� =��
���� �� dI/I01 �� ����.� >�� ���
'�� ����� σ(θ, φ) ��
σ0/9 ��� +'/�+�+ ���� (θ = π/2, φ = 0 (π))G 
� >�� ����� �

σ(π
2 , 0) − σ0/9

σ0/9
≃ 1 +

2

3

dI

I0
. Q61
	R

�'
7'�� >���� ����� �'� ��N
��� ���3'����� ��� ���������� �� �'���� A +���/ >�� 
)aG ��������
��� �' ��
���� �N
'
� +�8���� ��� '� ����>������� ��� ���������� ��� �����'������� ����
�'�����'���+��� T��� ������� A +���� �� Ea1

/��+���� 
� �� 
�K ���� � ������

!' ��D����� +������� ��� �� �����9+� �+����'�� �� ��+�'3� ����>�� �'�� �� +�����
����>��+��� ����� O�B℄1 !�� '��+�� '�������� ��� �7����� �+�� �����'��+��� �'� �����
.������1 ��� �7����� ����� �'�G ' ������G �' ���'���'���� 
����
�� ���� �� ��+�'3�1 $��� �'
���'������� ��� '��+�� �'�� ���� ��� ����:��.�'�/ �� F = 1 ����� �� �
7�+' >�� ���� ���
�:
����G ��� 
����'����� �� ���� �'� ��� +T+�� >�� ���� �� ��+�'3� ����>�� ���� ����(�
��= ���
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