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II.� Optimisation�
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b.� Variation�des�courbes�d’absorption�acoustique�en �fonction�des�
paramètres�d’optimisation�

����'��	�
���������	��	���	���������	���������&�	�
��������	�1��	���	���������	�����

�� �� ��� ��� �������	� �� &�	� ��� �����	� 
�� ������ ���� �����	� �����	��	� ���� �	�� ����������

������&�	�� 
�� ��������� �� ���	� 
	� ����	�� ��	��	��� �	� �������	� 2� �� �	����� 
	� 
�'�'	�� �	��

��������	�����	�����	�������
	���������
����������������������
	���'��	�1��	����������	��

����
	������	�'������&�	� �	������������������
��	��������.���	����	�����
	�������������α∞ �


	�������������	��	�ϕ �
	������	����
	����	�"�	��"� �	��
	����������	����	�����
	�#��
	�	�����

	��
	������'	��J	��	���	����'�	����������������&�	��Λ�	��Λ��
��	�
	���
�������!�
	������	� �

���� ��	� �	������ 
	� ������������� � 	�� ���� ����� ��	��� �	�� �������� ΛK!� 	�� Λ�K!�� #���

����&�	�� ��	����������	���������	�	���
������
�������&�	�������������	������
	������	���

=�����	���'�	�� ��	������
	������
	���
��	��
	�������������	������	��	������	����������	� �

����� ���� ������� ���� ��� ��� �����	�� 	�� ���� �'��	���� �	� ��������	�1� ��� ���������� 
��

�������	�2�	���	���������	�	������	���	�	$�����	����	�
	������������������������������	����'���

��	������	�
	����
	���
��	������	����������	�	�� ��	�&�����'����	��	��	����������������

#���������	�������������������&�	�
���������� �������������	����	��	����������	�	���	��


��	������ ��������&�	� � ������ &�	� ��� 
��	����� 
�����
	��	� 
	� ���
	� ������&�	�1� ����

�����������
	��	�	����������
	��	������	 �	���	����������	�����������
��������	��(�	���'�
	�

���������	���������������
	���������	�1�����������������������	������	��������	������	����� �

	������������	��������	�����	�������
���	�	�����������	�����
������������+������������	��! ���

	���
���������	�
	����
��	������������������&�	�
	����	���������� 
6��	������
	�
��	����	��
�	�
	����������	�
��� �������	�
����������������&�	��	��

�������
	�������&�	��	"�����	���	���	��
	�$��������	���+���
���������	$	���	���������
	�

����	�� ��$� �!� L� �� ���� ��� ��'��	� 0��� ����	� �	�� ����	�� 
���������� ������&�	� �	��� ���

���	���
	���������	�����.�

�



� � ���7

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 1000 2000 3000 4000 5000

Fréquence�(Hz)

A
bs

or
pt

io
n�

ac
ou

st
iq

ue

1,5�cm 2�cm 3�cm 4�cm 5�cm

�

������� �	���� ����������� �����������

����� ���� ����� ��� ������ 
� �� � �����

��!!�������������������������������

�

6�� ������M�� ��� �� 
	�$� ����� ���� ���&�	� ����	 � �	� ��	��	�� ���� ������������ 
	�� ����	��

���&�	��	��&���
���������	���
�������������'�	��	��������&�	��	�
������������$����	�	���

���	��	�	�����������	��	��� ��������	���
���������� �	���	��������	�����	����	����������

�����	�.� �� 	��� 	�� ����	��	� 
���� �������	� 
	� �������	 � 	�� ����������� 	��� ��$����	�

���&�	���������	���
��������������	���
����&�����
	������'�	���
��
	�������&�	�
�����	�

����������

��� ��������� ��	�� �	� ����� 	��� ����� �����	� �� ���	�����	��� ��� ��'��	� 0�2� �	����	��	� �	��

����	�� 
���������� ������&�	� ���� 
�����	���� ������ 
	� ����	� � ���� ��	� ������	��� �� 
	� ��

���.�

�

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 1000 2000 3000 4000 5000

Fréquence�(Hz)

A
bs

or
pt

io
n�

ac
ou

st
iq

ue

0,5�mm 0,7�mm 1�mm 2�mm 3�mm

�

��������	"������������������������������

��������� ������������ �� ��� �����

��!!����������������������



� � ���N

�

#��� 
	� '���
	�� ����	� � �	� ���� 
���������� 	��� ���	-� ����� � ����� &�	� ���� 
	� �	���	��

����	� � ����������� 	��� ����� ������	�1� ���� ����	� ��� ������� 
�� ���� ����'	� ���	-� �	���

�������������$����	�	��� ��	��	�������	� �����	�
	�����	� ���	���
����	������� ������	� �����

��������	���	��	������	�	�������
	��	���	������	� ��	������������	�$�
	�	�����������	��

�	������	���������'	�
	�����
	�	��	��5������ ���
	�������&�	�
�	���	��
�����	����������	��


��� 
�����	�� 
	� ����	�'�	 � 	�� �	� �����	�	��� ���� 
	� '���
	�� ����	� � ���� �	�&�	��	��

��������	���
	��������	������	�	��������	��������������������
	��������	 ��	�&������	���
���

��	�
�������������'����	��

����	���
������'��	��&�	��������������
�����������������������&�	���
���	 �
����

�	� ����
�� ��	���	� ���������
	� ���&�	��	 � �� ������� ��������	���
����������� 	�� �������
	� ���

���&�	��	��������	� ��������
��	����	���	������
	�����	�������������	��	�������	���
	�����	��

3�����	�����
����	���	���	�
� ��������������	�	��������5�������������	������	�
	�����	�����	��

����� �	���	� ���� /�	�� ���� ��� ����� '���
	� ���'	��� 
��������� � ��� ������� 
�� ���� ��������

&����	���������	����
�	������

c.� Optimisation�acoustique�pour�le�spectre� étroit�
6�� 	��� 
�������	 � ����� ��������	 � 
	� 
��	�� ��	� 	$��	����� �������&�	� 
�� ����� 	�� 
	�

��������	���������	������	���	���	���	�
��1������	���	���	��������	��	�����	�����'	���	�����

��������	��������������	�	����������� �	� ������;���� �
���� ����	���	�:� ����
����	�
��

�
��	� '������� &����� 	��� �����	� 
	� ��'����	�� 
���� ��� �
����	�� � �� �	��� 	�����'	�� ��	�

�����������������&�	��	��	������
���	�����	�����	����
	���	��!����������������������	��

+	�	�
��� � �	��	� ��	� ��	��� ���� ����� 	$��	����	 � ���� �� �'��	� 
���� &�	��	� �	���	� 
�����	��

��������&����F������	��	$���	����

G��� ����� ���� ���� ��� ������� 	$�������� 
	� ����������� ������&�	� ���� ���	� ��	�

'���	� 
	� ���	���� 
	� �� 	��! � �	� &��� 	��� �	�� �O�	�$� 	�� �	���� ���� ��� �
����	��� 
	� ���	���

����
��
� �	������ &�	�&�	�� �	��
	�" � 	�� 
	� �	����	��	�� ��	� ����	� 
	� ����
��	� 
����������

�0��"�	���������
	���	��!��

P�������	$	���	�
	�����	������	�����
�������	�������2�>A- �	�����	��	��'�������&�	�.�

�



� � ���Q

�

��������	#���$������������������������������������������������������������� ����!�����������������

���� ����� %��� ��������� ��� ��� �&����'� ��� ��� ����������� ��� ��������� %��� ��������� ��� ��� �&���'� ���

������ ��������������� �������������������������(� ��)����������)����� �����������������������

�������������������

�

��� ����	�R��� ���� ��� ��'��	� 0�4� &�	� �	�� ���������� ������	�� ���	���
	��� �� 
	��

������	����&�����	���
������	� �	���	��������	�
	��������	��	����
���������	��������	������

&�	��	��-�	��
����������������	������	�
	������-����	�	�����	��������	����
��	���
���

5��	������	����������	�� ������&�	��	����$�
	���������	�
	�����	��	�������������	��������������

���������������������

�����	����	�-�	�������	����	���
��� ��L�� Q����	����!�L�� �������	������L�8 NQ �

��������	��	$���	�
�����	����
	��������	����&�����������$������	�	���
	���������	��������	��


	������	����	�������	���1����������
	�$���	�-�	����	���
�����L�� �����	��!�L�2 0��� ���	��

����L�8 N7��+	��
	�$�-�	�����	���
	�����$�����	��
�����������������	��.�

�



� � ��78

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 1000 2000 3000 4000 5000

Fréquence�(Hz)

A
bs

or
pt

io
n�

ac
ou

st
iq

ue

première�zone deuxième�zone

�

��������	����$�������������������������

��� ����� �����&���� *����� ���������

�������������

�

���������	�&�	����
	�$���	�-�	�������	������	����������	��!�	������
�������������


���������������������&�	����������	����	�-�	 ��	�&�����'����	�&�	��	����$�
	���������	���


���5��	� �������	�������
	����������	��	�
���
���	���������� �����	����	�-�	�
����������

������&�	��+	�����
��������������	���	���	���	���������
	����������	��������	�.�

�

0,0001

0,001

0,01

0,1

1

2900 2950 3000 3050 3100

Fréquence�(Hz)

In
te

ns
ité

�(
un

ité
�a

rb
itr

ai
re

)

spectre�initial spectre�absorbé

�

������� �	+��� ,������� ������� ��� ��������

���&�� ����������� ���� �� ���������

���������� ����� �� �����&��� *����

������� ��������������-�������������

�



� � ��7�

+��	�������
�/����'���� �����
��	�
	��	�������	�
	�������������������������8 NQ ��	�

&������	���
�����	�
�����������	��	�
����	������������	���
	��	�����
	�S�8�'�8��S8 NQ"�

L�Q 0�
T��G��	����������	���
��������������	�	����
������������������
��������������

d.� Optimisation�pour�le�spectre�large�bande�
����5�	�
������	��	���5��	������&��	������	���	����'	����
	���������	�
������������


	�����
��	�����	�������������	�.�

�

�

��������	.���$����������������������������������������������������������������� ����!�����������

���������������%�������������������&����'������������������������������%�������������������&���'�

�������������������������������������������������(���)����������)����������������������������

�������������������

�

6�� 	��� �����	��	� &�	 � ���	� ���� ���������� � ��������	��� 	��� �	������ �����

��������	�
�����	���� ����������
��	�
	��	�������	�������	�������L�8 0N������������	�	����

����&�	� ��������	��� ��
���
�����	�� �	��	�������	 � 	��&�	� �	� �����
	������	��
���5��	��������

	���	�	������8 2����	����	����	�������	��	�
�������������'���
	�&�	���������	���	��������	�

	���'���
	���	��
	�$���	����	��-�	��������	��&�	������	���
�����'�	���������	���
	�����!�

L�8 0����������L�� 0��� �	��!�L������������L�4 �������	������	��
���������������	��

�������	��.�

�



� � ��7�

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 1000 2000 3000 4000 5000

Fréquence�(Hz)

A
bs

or
pt

io
n�

ac
ou

st
iq

ue

première�zone deuxième�zone

�

������� �	/��� $������� �������������

����������� �������������� ���� �����

�����&����*���������������������������

�

��� ����� 
��� 
	�� ��	���	�� ������ ����������� ����� 
�����	���� 
���� �	�� 
��	��� ����� �	�

�	�����	��� 
	� �	�������	����� ������� ��� ��$����� 8 0N � �� �� ��	� ��
������ ������	� 
	�

F�8�'�8��S8 0N"�L�2 7�
T�	����	��	������	���	���	��

e.� Généralisation�de�l’approche�par�carte�
��� 
������	� &�	� ���� ����� ����	���	� �	� '��������	� �����	��� �� ���� ����	� ���	� 
	�

��	���	� 
����	������ �� �����	��1� �� �	��� �'��	�	��� �����	�� ������ 
	�� ��
��	�� 
	� �	�������	�


�����	����
���(��	���	���	�
�����	����������$ �
������������	�:����	$���	���	�����������&�	�

�	��	������
	�������	������
��	�
	��	�������	��	�	������������
	����������	��'������&�	��
��

����������

#��� 	$	���	 � ��� 	��� �����	� 
	� ������	�� ������
���	� 
	� ������	� 
�� �������� � 	�� ��� ����

������	� ��������	�� ��	�� ������
���	� 
	� ������	� ��	� &��� �	��	�� �����	��� 
	� ����'	�� 
	�


��	�����
�����
	��	 �
�������������	�
���������������������������	" �����������
	�
����������

��
��	���������	���	�8�	����	���������
	����
�&������
�������������������	�	��������� �

	�����
������	��	��	�������	��

��� ������ �'��	�	��� �����	�� 
��	��	�� �������� ��������$� ��� ���� ����M�� �	��

��������	�� 
���� �
��	� 
	� ��� ����������	� &��� �	��	�� 
	� �	�
�	� ����	� 
	� �	�� ����������.� ���

�	�����������������	�
	������	�����	������������
�����	����������$�������&�	�����	��	��

��
��
���	���	��������&�	���

f.� Conséquences�pour�la�suite�de�l’optimisation�
�	�� ���� &�	� ���� �� ��	��	�� ��� �������	� 4� ���� �	�� ���������� ������&�	�� 
��	�
	���

���&�	�	���
	��K!�	��
	�K!�1���������&�	�� ��	������
	���$	��!�����������	���	������������

������&�	���	������	������	��������������
�������	���	������������������&�	���

#����	���	���	�����	�������������
��������� ��������������	�����'���
	��	����������
	�

����������� ������&�	� �� ��������	��� 
�� ���������1� ��	��� ����� ����� ���� �	� ��	���	� ��	�
� �

����� 
���� ��	� �	�����	� �	���	� �� �	��� ����
��	�� &�	� ��	$���	��	� 
	� -�	�� 
����������

������	��
�����	������
	����������	����	��!��	�
�����$	����������	����



� � ��72

��� �	��� 
��� ��������	�� �	� ������	� 
������������ '������� 	�� ����
������ &�	� �	��

��������	��!�	����������$��������������������������&�	 �	����������	����	��������������	��

�	�� ���������� ������&�	��� +	� 
������'	� 
��� �	�	�
���� 5��	� ����
���� ���	� ��	�

����$����������
	 �	������������/��������'	����	��!�����������������
	��������	��


	�������������
	������	���	���

3.� Optimisation�mécanique�
6������	���
	�����	�	�������	��	$��	��������	��	������ 	���	��σ	 	���
�����	��������	�4��

#����	��
��	�
�U��' ���	$��	�����	���.�

�

�

	��

� �

0 �4 � �8 0N7 � �8 ��N

28 � �V��8 0 �V�8 N��

   �

 ! ! !

  �

! ! !

� �� �= + +� �� �� �� �� �

� �� � � �+ −� �� � � �� �� � � �� �

� �0�0"�

;����&�	�������������	�������&�	 �
��������	��
��	�
	�J��
	���	��@����������?J@�C" ���

��.�

�

� �2

	 	��

	

� �8
�

!

σ
θ

σ
� �= � �
� �

� �0��"�

:�θ �	$������	��
	'��� �	����	������K!�����.�

�
�� �

���
��



!

θθ
θ
−= + � �0�7"�

����	������	��	���	��	�
	�����	������	 �	��	$���������	�������������'������&�	��	��

�������
	�����θK�"�1��������	��������.�

�

� �
�

�������
�

�


  ! �

 ! ! !

!

θ
� �

� �� � � � � �= = + + � �� � � � � �� �� � � �� �� �−
� �

� �0�N"�

:������������������
��	���	�	���������������
�	�
	�$�
	�θ�
���������������	����	���	��	�

&�	��W�����K!�H�8 �������	���
����������	�����������	�	���%#	
"#'�����������	�.�

�

� � �2

	 	��

	

� �8 8 00
  �

! ! !

σ
σ

� �� � � �= +� �� � � �� �� � � �� �
� �0�Q"�

a.� Optimisation�des�cols�de�soudure�
����	���	����	����	�����$������������	��&�	��������	�
�����������	�����
��	�
���	�


	���������	�
	������
	���
��	 �
��������	���	�:��	�����	�
	������
	���
��	�	�������������	�

������������������	�
	���&�	��������&�	���#�������&�	�� ���'�	��	����������	�
	�������	�

�������	� ���� �	� ��������� 	�� �	��	� 
	� ����	�� ��� ��� 	��� �����	������ 
	� �	���&�	�� &�	� �	��

	$��	�������0�0"�	���0�Q"�������������	���������������K!�
�������'���	�
	����	�����	�	��	��


���� ���	� ���
	 � �	� &��� ��'����	� &�	� ���� �� �����5�� �� ��'�	��	�� ��� 
��	����� 
	�� ���� 
	�

��
��	�������$�������������'	���	������	���	��
	���'�
����	��
	����
�����3�����	���� ����	���

���������	� 
�������	�� ��� �����	� 
	� J��
	��� 	�� @����� ���� �	� �
��	� 
�U��' � &��� �� ����


��	�����	����������
	������������������&�	���������������
	�����	�����������	��	��
	�K! ������

����	�
	��0�0"��+	��	�	$��	������������������.�



� � ��74

�

( )
8 �7N

	��

� 27

�

8 8�0� � 4

 

 �

!

θ

θ
−−

=
� �− + � �
� �

� �0��8"�

6������M�����������	�
	��	�	������	����	�����$����	�
	�θ�L�289 ����	���������&�	��	��	��

����
	���
��	�����	����	���������������	���&��������0��"�	���0��8"�
	��	��	��������.�

�

� �2

	 	��

	

2 2
�

!

σ
σ

� �= � �
� �

� �0���"�

	��.�

�

8 Q�

	�� � Q
 �

 !

� �= � �
� �

� �0���"�

b.� Y�a-t-il�une�astreinte�m écanique�limitante�?�
���&�	�����&����	���	�	���
	�������&�	��	�����	���	�������&�	�	�����������	�	���	��0��"�

	���0�2"�1������	�� �������'���
	������	��σ	 	���	��ε��$ 	�� ����������	���	�&��������������������	�

����	�������������������
�����	�����������	����.�

�
	 	�� ��$

	 	�� 	

  

 

σ ε
σ σ

< � �0��2"�

�	�� &��������� 
�� ��	��	�� �	���	� 
	� �����'������ �0��2"� 
��	�
	��� ���&�	�	��� 
	��


���	��'������&�	���K!��	��K! ������������
��	�����������
	������	���$����	" ������&�	�

�	��	��
��	���	�
��	�
����&�	�	���
�����$�
����������������	����������	��	��	��&������

��	���	��	$��	�������0���"�	���0���"�.�

�

8 ��

��$

	

� 7
 �

!

ε
σ

� � <� �
� �

� �0��4"�

#����	��������	����	���	��������&�	������	��������&�	�����	���	�48�D��	���88�D��	��!�

	���	���	��0���" ��	���������	��K!�����	�	���	�8 8N�	��8 � ��	�&�����
�����������	��	���	���	�


	��0��4"���������	���	�� 8��	��� �4�����
�	�
	�'���
	���
��������� Kσ	���������������	���

����	������&�	�	���	���	��88�	���888�
�������������	�?+=JC�1����ε��$�	���
	����
�	�
	�8 �W���

�W��	�&���	��������	������	 ��	��	��
��	���	�	���
���5�	��
�	�
	�'���
	���&�	��	���	��	��

�	���	������	��	���
�������������	����	�	�&�	�����	�
	������	���	��	��� ��������	�.� ���	���

���	�����	�
�	�����'	���	��
	�$�����������	���

c.� Astreinte�de�solidité�limitante�
��� �����	� 
���� ��� ��	��	�� �	���� &�	� ������	���	� 
	� ���
���� 	��� ��������	�� ��� 
���

��	���	�� �� �����	�� ��� ��$����� �	� ��
�� 
�� ��������� ��	���� +��	� �������������

������&�	�����$��� ���	��
�
����&�	����/	�����	���
	��������	��.�

� �φρ � �0��0"�

6�� �����
���	$����	��φ� 	���������
	��K!�	��K!�1�	����	����	�����$������ ����	���

����
��	��&�	�φ�	�����������	��	����K!�	����
��	�
���	�
	�K!�.��	����	��	�������'��'	�����

����	�
	�������&�	�� ��� ����� ��	� 	��	��� ������	��	� ��8 �W�
���� ���	� ���'���	�
	����	����

����
���	"�	��������
��	��&�	���������	���
	�����&�	�	����	���	�
	������	������
	������	������


���
����������	��.�

� �

�

!
ρ � �0���"�

+	��	�������������
����	�����	�	���	��	������������	���	��0�2" �����.�



� � ��70

�

� �2

	2 2
� �

�
� !

σ� �< � �
� �

� �0��7"�

#���������������
��� ���������	�����
���	�
���������	��.�

�

�

� �2

	 2 2

�� �

� !σ
� �

<� �
� �

� �0��N"�

	�����	���	$��	������0���"�	�����������	���������������K! � ���������
	���
��	������	����


�������&�	��K!������������	���
����	��	���	���	�
	��0��N" �
�:�����
�
�����	���	����R����

�K� �2�����8 NN"�.�

�

8 NN

�
� 8 NN

	

���
2 2�

!

� ��

! �

ρρ
σ

� �� � =� � � �
� � � �

� �0��Q"�

�	���	��	������	���
���	��
��	���	�
��	�
����&�	�	���
	��
���	��
��������	�	��


	� ������������� ������&�	 � 	�� �	� 
	���	�� 	��� �����	��	� 
���� ��
��	� 
	� �	�������	� 
��

���������� ��� �� 
��� �����5�� �� ������� ��� ������ ��$�������� ����
��	� 
	� �	�������	�

#����L�σ	
8 NN

Kρ���

d.� Astreinte�de�rigidit é�limitante�
��������	������	�����&�	���	���������	���	�
	����
����&���	�����������	��+��	�������F

����'����	������
	�� ���
����������	���0���"��+	��	�������������
����	�����	�	���	��	������

������	���	��0��" �����.�

�

8 Q�

��$� Q
� �

�  
� !

ε� �< � �
� �

� �0��8"�

#���������������
��� ���������	�����
���	�
���������	��.�

�

�

8 Q�

	 ��$� Q

�� �

 � !σ ε
� �

<� �
� �

� �0���"�

	�����	���	$��	������0���"�	�����������	���������������K! � ���������
	���
��	������	����


�������&�	��K!������������	���
����	��	���	���	�
	��0���" �
�:�����
�
�����	���	����R����

�K8 Q������� 8Q"�.�

�

� 8Q

�
� � 8Q

��$

���
� Q�

!

� ��

! �  

ρρ
ε

� �� � = � �� �
� � � �

� �0���"�

�	���	��	������	���
���	��
��	���	�
��	�
����&�	�	���
	��
���	��
��������	�	��


	� ������������� ������&�	 � �	� 
	�$���	� 
��	�
� ���&�	�	��� 
	� ��� �������	� ����	� K!� 	�� �	�


	���	��	��������	��	�
������
��	�
	��	�������	�
������������

�����
��������5����������������������$������������
��	�
	��	�������	�#����L� 
� 8Q

Kρ���

4.� Application�
�����������	������&�	�ε��$������8 0W ���������(��
��������	��������
����������G���

���� �	�������
	� ������	�
	�
���	����������$�+=J� ����� ?+=JC"��+	��	����	�
	�
���	� 	���

'���������	 � 	�� 	�� �����&�	� �� ����� ������	�	��� �����5�� �� ������	�� ��	� ���	� 
	� 
���	��

����������	�
�����	����������$��������&�	��������	��	��������	 ������	��	��	������������	�����

���������������

3�����������
������	�����
�	�	���
	����	��	������������	� ������������	����������$�

�������&�	� ��	�$�&����	�������	��������	����������	��	������	�	����	��1���� �����	����������

������	��������	 �	���������	������	�������$�
�������	��������	���$����	�
������������	���



� � ��7�

������	��	�����888�X��#�����������	�����
�������� ����	�������
��	��&�	��	���	��	���	���	�


	��0��4"������� � ��	�&�����'����	�&�	�������
����	�����������	����.�

�
	

� �
��8

8 880

 

σ
= < � �0��2"�

��� �����	� ����� �	�� ��������$� ���� �	�&�	��� ��	��� ��� ���
���� &��� 	��� ��������	 � 	�� �	��

��������$� ���� �	�&�	��� ��	��� ��� ��'�
����� 3���� �	� ��	��	�� '���	 � �� ������� �	� ���������

������� ���F�F���� 
	� ����
��	� 
	� �	�������	�#��� � 	�� 
���� �	� �	��
� '���	� �� ������� �	�

�������������������F�F����
	� ����
��	�
	��	�������	�#����.��	��Y����������Z��	��	������


	������	���	��
	�$�'���	��	���	�	�$��

+��	�������	�
	�
���	��+=J�
��	�
	�������	��	��
	���������� ����	��	�
��������	��

���	������	��	��
	�����	�����	���������
�����������	��
	�$����������
���������������	�

+=J� ��� � 
���	� ����� �������'	� ���>	�� ������ ����	� Y�E36[=<� 788�Z � ��	�� #���� L� 04�

[#�
8 NN�

��
2�

'
S�

 �	��
�����	�������	�����
��	���	������	��#����L�0��@#�
� 8Q�

��
2�

'
S�

��+	��
	�$�

��������$���
���	�����
	������	�������
�����	��	���=��	��	� �
��������0��Q"��	���
����������

	��� ��������	�� �� �K�2 2
8 NN
#���"� ���� �	�� ��������$� 
�� ��	��	�� '���	 � ����	�

�K�8 880
� 8Q�

� Q
� 8Q
#���"������	����������$�
���	��
�
��������0���"��#����������'	�E36[=<�

788������	���
��������
����������	����� 0
�
�8

S2
�����	�� N������	�����
��	��6���	������


�������
	�
��	�&�	��	���	���	������������$�
����	��	��'���	�����'����	�	��� �	�������

�	����������

�	�� ���'�� �	���	���� �����$� 
�� ��	��	�� '���	� ���� ������� 
���� �	� ����	��� 0���� 6�� 	���

�����	��	�&�	��	���	���	���������$�����	��	���	��	�	���
	�������'	��
	����>	� ���	��&�	�����

����	� &�	�&�	�� ���	��� 	�� �	� ����
��	� ��� ��	����� 6�� ���� �� ��	�� 
��������� �� �	�� � ���� �	��

�����'	�� 
	� ���>	�� ���� ����� ��������� �� ���	��	� ����	��	� 
���� �	�� �����	�� ����
	�� 
	��

����������	���

�

G�� 6�
��	�#����

;����'	�G��>	�F+����F+���	 �\E36[=<�788\� 04�

;����'	�7QG�F4[F,	�������������
� 0��

;����'	�G��>	��+���������� 0��

;����'	�G��>	�F+���	F+���� �\[;]F[�4��\������ 0��

;����'	�G��>	�F,	��\;����'	��;\ �������������
� 4Q�

;����'	�G��>	�F+���	F+���� �\6GF72N�+\ ������ 4Q�

;����'	�G��>	�F+���	F+���� �\G6[�G6+���0\ ��������

��	���&�	�	���
4Q�

;��	����$�
���	����������&�	���'� �;6J6��8�� 4N�

;��	����$�
���	����������&�	���'� �;6J6��8�� 4N�

;����'	�G��>	��+����� 47�

;����'	�G��>	�F����	F�����F����
��	 �]	�	�4� �J<;� 47�

;��	����$�
���	����������&�	���'� �;6J6�28� ����������	���&�	�	��� 47�

;����'	�G��>	�F+����F+���	 �\E36[=<�088\� 47�

;����'	�G��>	�F+����F+���	 �\G6[�G6+��80\� 4��

;����'	�G��>	�F+����F+���	 �\6GF�88\ ������ 4��

[���
��	 �#��	���+��	�����	� 4��

;����'	�G��>	�F+���	F+���� �\6GF���\ ������ 40�

;����'	����>	�F����	 �6���	��7�2+ ������ 40�

;����'	�G��>	�F+����F+���	 �\TF�Q88\ ������ 40�

0�������	
���1����������������!�������������������&����������������������&������������

��������$2,�



� � ��77

�

5.� Contrainte�de�fabrication�
������������ 
	� ��������	��� �	�����	� ������	� ���	���
���� �� �������'	� E36[=<� 788�

'�^�	� �� �0��N"� ��
��� � ���� �� L� �� � � �� L� �� ���� 	�� �� L� � Q� ��� ����	��� �����	� ����

�������������������&�	"���
����������������
�������	����	�����	��K!�L�8 8�� ����	������&�

���� ������	��	� �� ��������	��� �	�����	� �������	� &�	� ���� �	��� �����&�	��� +	��� ��
���� ��

����
��	��&�	�����
	����������$������������
��	�
	��	�������	�#������	�� ���
����������

��������	����� ���������	���	�������	����� �	� �����!� ���	���
���� �� ���������������&�	��

;��� ����	�������'�����/����
	��������	���0���" ���	��������	��	�
	����
	������&���
	��	���

����
��	� 
	� �	�������	� �	����	���� #����� �	�� �����$� �	�	����� 
���� �	� ����	��� 0�� � ��	���

�������'	� 6GF�88� &��� 	��� �	� ����� 
	��	� ��	�� ρ�� L� 7 70� '
�
��

S2
 � 	�� �� ������ �	� ����
��	��

���	����	$�	��	������
�
����

6.� Synthèse�
�������������������&�	��	��	��
	�
��	����	����������	�����	���	������!�
	������	��
��

��������������� �	�����������	�����������	���	�
����	���������	��������	�� ��������	�����

������
���	����&�	��	�������	���������������
����
��
���������� �����	F�	���
�����������


	��������������������&�	�	��
	������	���	��������&�	� ���
�&�	�&�	��	����
	���
��	�
���

5��	��	������'���
�������	 �	���
�	������&���������&����	���������	��	��
���	�
�������
	�

��	�������&�	������	����'�������
	�����	��������������	��	"�����
����'��	�	�������������

������ ������	� 
	� �	���� �� ����	� �	��������	� ��	�� ��� ��
��	� 
	� �	�������	�#���� ��#����

��	���&�	��	�����	��� ������������� �����'�
������������
���"����������	���'���
�����&�	��	��

����	���	��������&�	����	�����/�����������	�������	��������	����
	�����	�����������	��1�������

�	�������$ ����	��	�
����������'	��	������
	��	 �	����������	�����
	������	��
���5��	������	�

�������	��

�

�

�



� � ��7N

� Conclusion�de�la�partie�IV�
�

�	� �������	� 0� �� ������ ���	��� �� ������� ����
�	� ��� ������	� ���������� 
	�

���	�����
����������������������������&�	�	����������������������
	������������
	�������	��66�

	��666��

G���������������������	��������$��������
	��������'	����������� �
	���������	�	��
	�

��������	���
	������	� �
	� ��� �����	�
	������
	� ��
��	 �	�� 	�����
	� ��������	���
	������������

�	���	�	������	�
������	������	��T�	�����
	��	�� ����������	���
�����	����	��	��������������


��	� ����� ����	$	�.� ���� ������� ���� �	��� ����	� 
���� �	������ ����	� 
	� �������	��

������&�	�����	��������'�	 � �	�����'	 � ��$�
���������������� ����
	��������	��	�
����

'��
�	��� ��	���&�	�&�����������������������	��������&�	�&��������&�	�1� ���'������	�
	����

��������	�������&�	�����
���	�	����'��	�	�����������������	��

6�� ����� 	�� �	�	���� ��� 
������	� �
���	 � &��� /������	� �	� 
��	���	�	��� 
	�� ������

������&�	��
	����
������&�	��������������
����
�����	���������	�������
	��� �������&�	����

�������	�
	�� ����������������&�	��	��	$��	�������������&�	������������	���+	��	�
������	�

	��� ��	� ���	� ������	��	� 
	� ���	����� 
	� ��������	� &��� �	��	�� 
	� ����
�	� ��� ������	�

����	�� 
	� ������	� ������	� ����� �	� �����	�� �� 
	�� �������� ������&�	�� �� ��������	�� &���

������	����	������	�����F������	������
���
���	���	�����
	�������'	��

�

� Conclusion�g énérale�et�perspectives�
�

����������
	��	��	� ����	�������
	�����	��
	���������	��	������ 	�� �	���
�������	�����

����������������&�	���	�$������	�
	� �����	�� ��	��	� � ��R������ �����	�� �	������� ���� 	��

������ ������	� 
	� ������	�� 
	�� ����'	�	���� ������&�	��� 6�� �	� ���� ����M�� ���� 	$�'����


�������	��&�	��	���������	��	�����	������������	���
	��	��	���������������������	�������&�	 �

����&�	��	��	�����	�����
������
��	���	������
	�
	��������������&�	%
�
�����$�����	�$�

��	�$�����
�&�	��	��'�������	�������	��	�	�����
	��	����	�	����
	������	����	��	�%&�����

�	�����
	�
��	����	��
	�������	����
�����	� �	� �����	�	��� ������&�	�
	����	��������� �

������ &�	� 
	� 
��	�� ��	� 	$��	����� �������&�	� 
	�� '���
	���� ������&�	�� ��������&�	�� ���

�����������	�$�����������	�
�����
��	�
	��������������	���	����������	���	���������
���	��

��	$����	��	��

�����	���������&�	�
��������	����������
��
��������5�	����&�	 �	���	������������	���

	��� ��� �
��	� ����	�� 
	�� ���������� ������&�	�� 
�� ��������� 	�� ������� 
	� �	�� ��������	��

'������&�	��� ��� ���������� ��	�� ��	$����	��	� 	��� ����� ���	� &�	� 
���� �	� ���� 
	��

���������� ������&�	� � ������	�	��� ����� ���	���	�� ���� �	�� 
������� 
	� ��� ��������	�1�

�������� �����	F�	���
	��������
������	�	���	���	������	�
	�������������
���������� �

��� 	��� �����	������	� &����	� ���	� �����	� 
�� 
������
� ����	��	� 
	� �����
�&������ 
	� ���

'������	��������	�	��
	����'������	��
�����	 �	��&�����	��	��������	�	��	����	�	�����	����

����������������	�
������������
��������������	� ���	�����������������&�	�����	�����


	�� �������	�� 
	� ����
������ ���&�	� 
�5��	� ���	� 	�� 
������ ��� ���� �	��� �	���� ����	� 
	��

���	��	������ 
	� ��� ��������	�� =���� � ��	�� &�	� ���� ������ ���� ��� ���	�� /��&����� ���� 
	� ���


������	 ��������������
������	�������	����
�����	�
	���������	�
������������
���������� �

&����	��	���'��	�	���
	�
��	��	���	�������������	��
	������������	���	��	��

#��� �������	�� �������5�� 
	� �	�� ��������� � ���� ����� ������ ���	��� �� ������� �	��

������	��
������	�������	�
	�������	���
�����	��1������ ����������������	�
	����������������	�
	��

����	� ��	���������	�� ���������	�
	������
	���
��	��	����������	���
	������������	�$������� �



� � ��7Q

����� �'��	�	��� �������'	� �
���� ���� ������	�� ��� ��������	� 
���	� �����	� ���������	� 
���� �	�

�	��	���
��������	��
	������'	���

[��'������ �����	��	�
	�����	��	��&�	��������	��	��&��������	��������	������+	�����	��

�������
���&�	� �
�����	����������������	��������
�����	���

• <��� 
����
 � �� �	��� ��	���	�� �� ������	�� �����
	� 	�� ������ 
	� &�	�&�	��

�����	��.�����	$	���	 � �������	��	�
	���� �����	�
�����
	���
��	�	��������&�	���

����������	 �	��������
	����
������������
����	��
	������	����������'	���
������1��	�


����	�
	����������
	����������	��'������&�	� ����	���������	���
	������	��

��	��	���� ��� �����	�
	�� ����
	� ��
��	 � �������� 5��	� ��	�
��1� ��� ��������	�+,+�

�������� �'��	�	��� 5��	� �	������	� ���� ��	� ��������	� �	$�'���	� ������	�� =��

������ � ��� �	���	� ����������
	�����'	�� �����
	�
	� �����������������������
	� ���

�	�	��������	��	��

• +	�����	�� �������	� � ��� ��/	�� �����	��� 
	�� ����
	�� 
���'��������� �

�����	���	��� 
�5��	� ���
��	�� ����� ����
��	���.� ����� � ���������	�


�������	���������� ����	� 	�� ������&�	 � &��� 	��� ��	� ����&�	��	� 
�� �������


���'��������� � �������� 5��	� �	���	� 	�� ����	� 	�� ����	��	� 
	� ����� ��	��

���������
�����	������	����	��	��1������
�������$������	���������	����	�
������	��

��	�$� �����	����� �'��	�	��� ��� ������
���	�	���� =�� �	� &��� ���	��	�

������������ � ��	� ������	��� 
	� &�	�&�	�� �	�������	�� ��	�� 
	�� ����	�� 
	� &�	�&�	��

���������	��
	�
������	��	����	���	���������	����	������	�����������
����	��	 �	��

�����������5��	����	�����	�
	�����	����	��	������	������	����	��	��	�
	������	�$�


	�+��	��������������	�����
	���������������&�	�
������������

• E�	�����������	��	���	��	�
	�������
	��	����	���������	�����
�&�	�
	����������$�

���
����1� ��� �	����� ����� &������	� 
�����
���	� 
�����	�� ����
	�� ���� �����	�� 
	��

��������$�����������	��������	�
	�������	����
�����	��

• +	������� �������	�� ��� ���� ��'��'�� � ���	� �	� ����'	 � �� �	� �����	�	��� 
	��

�&�	��	��������&�	�1������	�����	��������&�	����������������
������������=��

������&�	 ���	��	������	�
����
	�
	��������	��	�
����'��
�	�����	���&�	������	�

�	�����	�� &�	������ &����� �� ��� ��	���	�� 	��	�� ��	��������&�	� &��� ��	��� �������

���	���	$�����	����	�	����+	��	��	���	�
	�����	��	������
	��	��� ��
��	�����

�����	���������������

• ��� �	��� ��	�� ��	� &�	����� �	�����	�	��� ������	��	�.� &�	��	� 	��� ��� '������	�

����	��
���	�������������	��
	������'	��
���"�_�6���	���������&�	��	������
	��


���������������'�&�	�&����	�
��	���	�������	��	�	��������	���
��	��
	��

�����	�� ���������&�	��1� 
�����	� ���� � ��� ���
����� �	� 
	���
	�� &�	��	�� ���� �	��

��������	�� ��	��	�� &�	� ���� �	��� 	��	����	�	��� �����	�� ��� �	��� �	�	��	�� �	��

��
�� 
���	���	� � �	�� �	���	� � �	�� ����	�� �������&�	� � �� �	�� 	����	�	���� 
	�

�����	� �������	��F��	�����'��	��
�����	��_"��

• =���� � �	� ��������	� ����� �����&�	� 
	� �	��	� ����	� ����	� ��� ���&�������'	�

	$�����	���� � 	�� ���������	�� 	�� ������&�	� :� �������� 	���	� ��� �����	� 	��

��	$����	��	� 	��� �	� ����� �����	��	�� +	��� ��� 
	� ����	� ��	�� ������������� 
	��

�	����&�	�� 
����������� 
�� �������� � �����	��� ���� �	� ����(�	� 
	�� ���� 
	�

��
��	��

`�	� �	� ��������� ��������	��� ���
��� 
���� �	��	� ����	 � ��	����	�	��� 
	� �����	�� ��	��	��

�������&�	����
�	� ���������'���
����
	������	�������	��
	�����������	����&�	��	��������

����	� ��������� ��	�$ � �	�� ����
	�� ����
���	�� 
���� �	��	� ����	� 
	����	��� 5��	� ����	�� ��

����'���	�����������&�	�
����������	�����
	��	�5�	�	����������&�	�������������

�



� � ����

� Annexe�A�
�

Compl éments�sur�l’acoustique�
�

��� ��		
��
� ���	� �
��
� ���
�
� ��
��
	� ������
��	� ��� ����	����� ���� �
��
��
���

���������������
�����	������	��
����
�����
������
�����	
�����������	
��
�
�����
��
	����
	��

��	���
���������
�
����
������������	�����������������	�
��������������������������
� ��
��

��������
��� ��� �� ����
� 
������
�
��� ��� ����� �
� �
�	���� 
��
���!
� 
�� �
� �����
		�������


��
���!
�� ��� 	
������ ��� ����
� ��
� ����!������ ������
� ��� ����� �	���������
� "� #���
�

�����
��
��
� $�#�	��������������� ���
�	���� 
��
���!
���
	� 	
�����	� ���� 
�� �%� ��		
��
��� 
	�

����	� ����	� !���������
	� �
��
������ �
� �����
���� �
	� ����
	� 	��� �� ������	���� 
�� 
	�

�
���������	�����	
������%�����������
�������	�
�#��
���
���
	����
	������
	������
��
��

�����
���� ��
��
	� ���������	� �����
		���
	� �
� �� �
�	���� 
��
���!
� 
�� �
� �� �����
		�������


��
���!
��&��������	
������%��
	����
���	��		����	�����!��������#�	���
��
��#���'����	������

���������
�����#�����
�(��

I.� Modèle�des�tubes�
�
�����
��
	����
	�
	���������
�	���
��
����
�����
��������
��
�
	���������	��
�

�����'���������	���	����������
�
�����	���
���������
�
��� ��
���	����
	��"�����	
��
���

��������
	�����
	��
������������
������
��	������
�'������	������"��
	��������������
����
�

�����'�
�������
��
��

�
	�#����#�	
	��
�
��
	�	�����

	�����#�����
���)�����
�����	����
�����	
������'
�
	��

�
�����
��������
���
������
��
���
� ������	
�� 
	���������	��
� �����	����
� � �����
�
���


	��	����	�� �������
		��
�"� ���#

� ���
�� �
������
��
���
�	����
�� 
	� �����
�
��	��
� ��

�����
� ��������
� 
�� �
� �� �����
� �#
�����
� ��� ������
� � 
����� 
	� �����	� 	���� 	����	�
	�

�	��#
��
	�
����!��
		
�	�������
��

1.� Equation�de�la�dynamique�

a.� Problème�à�résoudre�
���	
����
����	�
���	����������
�
�������	����
����	����������
���������
��
�������

��������
		����
	��	����	�
����
���
������
�
����
������������
�����
��� ��
���	
�*�	����
�

���	� �� �
	��
� �+� ���� ���	����
� ��� ���
� �
� 	
������ ���	����
�� ����� 
��
� 
� ��'��
�

������
�
��� 	����������
� ������� ���� 	������
� �
� ����	������ ��� �#���� �
� !��
		
	�


		
���

�
���#���,�������������������������	��������������
�����
����	���
������#
���
�

���� �������� "� ��� '����
��� �
� ��
		���� �'�
�
��� #���,����� � ��� !�����
��� 	
����
�� ��
� 
�

�#�����
���
		���� 	����'�
��
���
� �
��
� ����
�
�� ��
� �����
�����'�'
�� 
�'����
��� ������

���	�����
������'���������

���������
������������
�����������
��������
		��
�)�

� � '��� � 	 �ρ ω µ= − + ∆ � -.��/�

��� ���	����
� �'�
�
��� ��
� �����
�
��� 	
� ����� 
		
���

�
��� 	��!���� ���
� ���

������
�)� �
��
�#����#�	
�����
	�����	���
�
������ ������������#�������
�
��������� 	��	�

�����	���
� �����
�� !�����
� ����
	� 
	� ��������	� ����	�
	� ��	� ��	� ��
� �����
�
��� 
	��

�������
		��
������
���������������
���
����������	�������
�)�

� � � �

	
 � � � ��

�
ρ ω µ ∂− ∆ = − ≡

∂
� -.�0/�



� � ����

�
� �����
�� 
�� ���������
	� ���������
	��
��� 	������
� 
������
�
���� 
���
� �
�������	�

�����
��
	�����!�
	�������������"������������
���'����
����	����
	��
��+������#
��#
���
�

	�������	��������
��
���!�������)�

�
0 0

� 0 0

� � � � 	
 �

� � � � �
ρ ω µ� �∂ ∂ ∂ ∂− + + = −� �∂ ∂ ∂ ∂� �

� -.�(/�


�� ����
��� ��'�'
�� 
� �
��
� 	��!���� �� ��� �����
��� 	��	� ��	
�!
� �
� �����1
�� �� !������� �
�

�
��
�#����#�	
�)�

�
0

� 0

� � � 	
 �

� � � �
ρ ω µ� �∂ ∂ ∂− + = −� �∂ ∂ ∂� �

� -.�2/�

b.� Résolution�
3
��
����������������
���

�
	���
����
�������
�"���
�����
��	�����������������
��������

�#
��#
����
�	�������
��	���
�
�����
��4���	������
�����
��	
�	�
	��
��
	�
�����		���
�����
�

�
���!�������
�!
����)�

� ( )
0

0 0 � 0 0

0
� � �

� 0 � 0 0 �� � �

� � �

� � �

� �
� � � �� � � � � �

� �

− −

≥ ≥ ≥

∂ ∂≡ = = −
∂ ∂� � � � -.�5/�

&����*
�������
��
�	����������	�-.�2/���������!
�"�)�

� ( ) ( )( )0 0 � 0

� � �

� � �

0 0 0 0 0 �� � �

� � �

� � �

	
 � � � � � � � � �

� �

µρ ω µ+
+ +

≥ ≥ ≥

∂− + − + + = −
∂� � � � -.�6/�

4�����
�������������
��
�"��
��
����!�
�����
�����������
�������
��
�	���
	���
�����
��	�

�
���	���
�
�����
�)�

�

( )

� � �

0

� �

2

2 � �� �� �

	
 � �

�

 � � � �

ρ ω µ

ρ ω µ +

∂− = −
∂

− + = ∀ ≥
� -.�7/�

��� ��	
� ���� η2
� 8� ρ0ω/�� � �� ������
��
� �
� -.�7/� �
��
�� �
� ����
�
��� ����
�� 
	�

��
�����
��	������!
���
�
���
��	���
��
���)

�

�

( )

0

� �

0 0 0�

� �0 � 0
�

�

2 2

2 92 �

��

� �
�

	
� �

�

� � �
��

η
µ
η η −−

−
=

∂= +
∂

= =
+

∏
� -.��/�

�������!
������"�)�

� ( )( ) ( )
0 0 0 0

�
� � � � �� 0 0 0 0

� �

2
� �

2 9 0 9

� � �

� �
� �

�� �
� � � � � � � �

� �

η η
η

−

−
≥ ≥

= + = + − ≡� � � -.�:/�

�+� �� ��������� ��� 
	�� �� ��������� �
� ;
		
� �������
� �
� ��
����
� 
	���
� 
�� ������
� ,����

<=�����>�� �� �
� �
	�
� ��	� ���"� ����
� ���
�!
���� �� ���������� ��������#�'
�� ��
	�?"?���
�

������������
����������8��������!
������	���
����������
��
���
�����
������)�

�
( )
( )

�

� �

�
�
� � 	

�
 � � �

η
ρ ω η

� � ∂= − −� �� � ∂� �
� -.���/�

c.� Densité�effective�
���!��
		
����
��
�	�����
�	
�������
������	�@��
����
�����
���������'�������)�



� � ���0

�

( )
( ) ( )

( )

�

0
�� �

0

� � �

�

�
� � 0

0

�

�

� �
���

� � �� �	 	 �
�

 �  � � � �
���

η
η η

ρ ω ρ ω η η

� �
−� �� � � �∂ ∂� �= − = − −� �� �∂ ∂ � �

�

�
� -.���/�

�+����
	��������������
�;
		
��������
��
���
����
�
	���
�
��������
����<=�����>���������
���

������������)�

� ( ) ( ) ( )
0 � 0 0

� �0 0 0 �� �
� �0 9 0 9 � 9

� �
� �

� �
� �

� �
�� � �� �� �� �

� � �

+ +

+
≥ ≥

= = ≡
+� �� � � -.��0/�

�
���	�����-.���/��
��
�������
�������
�	����
��
���!
�)�

� ( )
( )

�

�� 
��

�

�

�
0

�

	
 �

� ��

� � �

ρρ ω ρ
η

η η

∂= − ≡
∂

−
� -.��(/�

2.� Equation�de�la�thermique�

a.� Problème�à�résoudre�
��� ��	��		���� 	��� 
� ������
� ��������
� �
��� 	
� �
��
���
� 
		
���

�
��� ����� 
��

��������"����	����
�������������
����#
�����
�
�����������
	����������
	�)�

�
0

� 0

�
	 � �  	

� � �

τ τρ ω τ ω� �∂ ∂− + =� �∂ ∂� �
� -.��2/�

b.� Résolution�
��� �
����!
� ����� ��
� ��������� 	������
� "� �
��
� �
� �� !��
		
�� �!
�� �� ���������� ����

����
	���
�����
��4������	���
������	�������
	������

�
������@�
����	�������
��
����
��

��������	
?�
��
��
�'����
����
���
		����ω	�)�

�
( )
( )
�

�

�

4�
�

4�
	

� �
�  	

� �

η
ρ ωτ ω

η

� �
� �= −
� �
� �

� -.��5/�

�+�4��
	��
������
��
�4���������'�,�)�

� 4�
	�

�

µ
= � -.��6/�

3.� Equation�de�propagation�

a.� Dérivation�
.� ������� �
� �
���
		���� �
� �� �
��������
� -.��5/�� ��� ������� ��
� 
���
		���� �
� ��

��!
�'
��
��
���!��
		
�"���������
������������
����	
�!�������
�����		
�)�

�

( )
( )

( )
( )

�
�

� � � � � � �

�

� �

4��
��! � �

4�

4��
� �

4�

	

� ��	 	
�    

� � � � � � �

� �	

� � �

ηξ τω ω ω ω
ρ ρ η

ηγω
γ η

� �� �
� �� �= − = − = − − −
� �� �� �

� �� �

� �� �−� �� �= − − −
� �� �� �

� �� �

� -.��7/�

�������
����
�����
����
�)�



� � ���(

�
0 0 0

� � �

0 0 0
��! ��! ��!

� � �� �
� ���� ��� ���� �

� � � � � �

∂ ∂ ∂≡ = = = ≡
∂ ∂ ∂� � � � -.���/�

.!
���
��
��
����������!�����!�������
����
������!
�'
��
��
���!��
		
����
��
�)�

�

( )
( )

( )
( )

�

� �

�

� �

�
� �

� 0
� �

� � �� 	


� � � � �

� � �	

� � � � � �

ηγω
γ η

ηγω
γ η η

� �� �∂ −
� �= − − −� �

� �� �∂ � �� �

� �� �−= − − −� �� �� �� �
� �� �

� -.��:/�

&�� ���� ������������
������
		�������
��
���!
��
� ���@�
�������
���
������ ���
�	����


��
���!
�)�

�
( )
( )

�


�� 
��

� �

� � 0
� � �

� � ��
 	

� � � � � � �

ηγωχ χ
γ η η

� �� �∂ −= − ≡ − −� �� �� �� �∂ � �� �
� -.�0�/�

4��� ��������	��� �!
�� �� ��!
�'
��
� ��
� ���� ����
��� ���� ���������� �
� �� ��������
�

-.��(/��������
����������
�����������
�A
�#��,�)�

�
0 0

0

0 0


�� 
��

�
��

	
	 �

� �

ω
ρ χ

∂ + = =
∂

� -.�0�/�

��� �����'������ 	
� ����� �!
�� ��
� �������� ����
�
�� �
� ���� ���������	
� ��� �#������
�

��		�����������
����������������������	����
���
��
���
�����
�������	��������������
�β "�����
�

�
����
�������
���	�
�	����ω�8����)�


��

� �
B
 � ��

� � �

ωβ� � � �= = −� � � �
� � � �

�

b.� Limites�simples�en�fr équence�et�en�taille�
.� �� ����
� �
	� ��		
	� �����
��
	� ��� �
	� �
���	� �����	�� ��� �
��� 
��
���
�� ���

��!
���
�
��� ������ �
	� ��!
�	
	� ��������	�� 
�� ����	���� �� ��������� �
��������� 4������� ���

��!
���
�
���
��	���
��
	���������	��
�;
		
��������
	�-.�:/�
��-.��0/��
���!
���
�
���

�
�C�����
	�����������)�

� ( ) ( ) ( ) ( )
0 2 (

5 2

� �� �
2 62 0 �6

� � � �
� � 
 � � � 
 �= + + + = + + � -.�00/�


���������
���)�

�

( )
( )

( ) ( )


�� 
�� � 0

�

0�

��

�

� � �
�

0
�

0


 �



� ��

��
� 
 � 


� �

η
χ ρ ρ

ηη

ω µωω β ω
µ

� �+ � �
� �= = + � �� �� �� �

= + = +

� -.�0(/�

����
����!
�����������������
��	��#
��
��
�������	�������������������������χ��������#
�

�
��D���� ����������������
�������
������
��
� �� �����
��
�����	����
� ���	�������� ��
���	� ��

�
�	���� 
��
���!
� "� �����
��
� ��
� ����
	����� "� ��� ����
�
��� �
� 4��	
��
�� ����
� ��

���!�
���)�

�
0

�

� 	
�

�µ
∂= −
∂

� -.�02/�

�
� �#���� �
� !��
		
	� 
	�� ��� ���
� �
� �
��� ����� ����
�
��� �
� 4��	
��
�� �� !��
		
�

!�����������
�
�����������������!
�����������������
���
�������
��3���
����
��������
�

	�������@�
����������������
���

��	��!���������
	����
�����
��



� � ���2

&��#���
	������
��
	����'����	������	���������	
��������!�
����
	���������	��
�;
		
�

���������	�<=�����>�)�

� ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )� �


�� 
��
� � � � � � B
 �

0 0

� �
� � 
 � � 
 �

� �π π
= + = + > � -.�05/�

3
	���!
���
�
��	��
��
��
��������
����)�

�

( )

( )


�� 
�� �

�

0 �
� �

0 � �
�

� �
� � �

0



� �



� � �

� � 
 

� � � �

γγ ρ ρ
γ η η

η η

γ µω ωβ
γ∞

� �� �
= = + +� �� �− � � � �� �− + � �

� �

� �−� �= + = − + � �� � � �� � � �

� -.�06/�

����
����!
��������
�����	��������������������
��!
�������������χ����8�χ∞����!��
		
����

	��� ���	� ��� 
	���
� ���� �������� �∞�� 
�� ��� �
����!
� ��
� ��		�������� 
�� �����
� �����
� �
� ��
�����
��
�����	��!
�������
�����
�����	�����
��

�
��#�����
�!��
		
	�
	��������
��
��
������������
�
����
�A
�#��,����
	�?"?���
����

�������
�!��
		
	��������
�
������	����������
�
�	
������������
�
����
�����
����������	����

	�����
�����
�����#
�����
����!��	���'
��
����������
������
��
�ωEF
��
���
��@�
��������

�
��������
�� C���� 
� �#������
� ��		������� 
	�� ����� ������� ���	� �
��
� ����#
� �
� '�����

��	��
�
���
���
��������#��'
��#
�����
��

c.� Interpr étation�
�� ������G�� ���	� ���������� �
� ���
�'�
� ���
��
� ��
� �� !��������� ����
�'�
� ���
��
�

����
	����� ��� ���!��� �
	� ����
	� �
� ��
		���� -��� ��
� ������
� �� ��!
�'
��
� �
� �� !��
		
/�

����
�����
�����#
����#�
���������
�����������������#
�����
�-
��
��
�
�������
���
���

�
��������
/�� ��� �#�
��� ���
� ���� !�	��	���� ��	� ��� ��	��
�
��� 
���
� �
��� �������
	� �
�

����
	� 
	�� ��'�'�
� ���	� �
� ����
		�	� ���� 

� �����
�!�
��� ���� ������ 	
����� ����
��3
��� �
�

	�'����
���	���������������
�
��1
��
���!�	��	����
	����
�������������
�

��
��
���
����
��
�

���#�	�'
� ���
		���
� 
���
� �� �
��������
�� �� ��
		���� 
�� 
� !���
� �
� �#���
� �������
� �
�
����
�����!����	���
��
����!����
�����
		�����������	�����
�������
����
	�?"?���
���������
�

�#
�����������
�������
����
�
������!
�	
���������
����

.� ��		
� �����
��
�� �
��
� ����	���������� 	�
��
���
� ��� !��	���'
� ����
� ����	����������

�	��#
��
������
	���#��'
	��
��#�
�������
��
��	��
�	
�����
�)����	�������'����
���
		���E

!���
��

����������
�������
�
��	
�������������	
'�
����
��������
��	��#
��
����8�������

H
� �@�
�� "� #���
� �����
��
� �� ����	���������� ������� ��
� 
��	
� ������� �
� �� �����
�

����������
���
γ 8������ �
	���#��'
	��
��#�
����������
��������!��	���'
��
�������������	���

����
�����#
�����
���������
	���������������
	�!��
		
	��

��� ����!
� ���	� �� ���������
� ����
������ �
� �
� ��� ��� ��!�
���� ��
���"��� 
�

��������
� 	��	� ���
�	���� IηI�� ���� �
� �
���
�� ������
� �����
� �
� '����
��� �
� �� �����
�
��
���

� �
� ���������� �
� �� ��������
� ���� �������� "� �� �����
� !�	��
�	
�� 3
��� �������� 
��

��'�'
� �
� ��������
�� �
	� ����
	� ����
����������� ������
��
�� ���	��
� �� ����
� 
�� ��		
�

�����
��
� ����
	����� "� ��� �����
� �
� B
����	� ����	����
� ����
�� ����� ��� ����
�
���

�������������!�	��	�����
����#���
������
��
�
	��
���'��
��
�����
�����������!
�����
��
���
�

����#
�����
������������	�����
���
��������
��
�
	���
!�
��



� � ���5

4.� Vérification�a�posteriori�des�hypothèses�

a.� Mécanique�

-�/� %��
		
������
�

&���!��	� �
���
		���� �#
�����������
� -.��7/� �
� �� ��!
�'
��
� ��� �#�����
� !��
		
��

�������������
��
�
�����	����	���
�
����#����#�	
��
��
���
	��
����������	��
��
��������
�
��

��
		����)�

� ( ) ( )
( )

�

� �

4�� �
��! � �

4�

� �� 	
� �# 

� � � � � �

ηγω
γ η

� �� �∂ ∂ −� �� �≡ + = − −
� �� �∂ ∂ � �

� �� �

� -.�07/�

�+�#�
	���������	���
������
��
���!��
		
��	����)�

� ( ) ( )
( )

�

� �

4��
� �

4�

� �	 �
�#  � �

� � �� �

ηγω
γ η

� �� �∂ − ∂� �� �= − − −
� �� �∂ ∂� �

� �� �

� -.�0�/�

�
� �#���� ������ 
	�� ��� ���	� 
� ��	� ����� ����
�
��� 	����������
�� ���� ��� �� ���	� ���

����
�
����
�4��	
��
��������������@��
���'�'
��
�������
	������
��
	��		
,�����
	������

�
	����	��	��
�������������H��	��
���	������
����!��
�� ��!��
		
�����
�����
�	�� ��!��
		
�

�����
���������
�)�

�
( )
( )

( )
( )

� �

� � � �

�
� �
� � � �	 	

�
 � � � � � �

η η
ρ ω η ρ η

� � � �∂≈ − − = − −� � � �� � � �∂ � � � �
� -.�0:/�

�+� ������ �
��������
��
� �� �
�������
���	�
�	����ω�8���� ���� ��*
��
��
��
�
���
		�������	�

-.�0�/�)�

� ( ) ( )
( )

( )
( )

� �

0

� � ��

4��
� � �

4�

� � � �	 	
�#  �

� � � � �� �

η ηγω
γ ρ ηη

� �� �� � � �∂ −� �� �� �≈ − − − −� �� �� �� �� �∂ � �� �� �� �� �� �

� -.�(�/�

3
��
�
���
		�����
���	�����'�
���
������	�����������
�-.��0/�)�

�
( )

( )
( )
( )

� �

0

� � ��

0 4� 0�
� � �

0 4� 4�

� � � �� 	 	
# 

� � �� ��� �

η ηγω
γ ρ η ηη η

� �� �� � � �−� �� �� �≈ − − − −� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� -.�(�/�

�������������
����
������
��
�ω�D��
���
��
��
�!��
		
������
�
����!��
		
�����
�����
��

�������
�������
��'����������
�������'�'
���!��
		
������
�)�

� � �ω << � -.�(0/�

H��	� 
� ��	� �
� ��		
	� �����
��
	�� ������
	� ���� η�� ������
��� "� ��� 	���� ��
� �����
��
�

������
��
�"���
��
	�#
��,����������������
����������
�������
�	�'����
�)�

� ��ω
µ

<< � -.�((/�

���+���
������
��
��������
��
������
����'�'�#
��,���
�����
	����*"���'
�
������	�
	�#���
	�

�����
��
	������������������	��	����
��
�������
�
��#���
	������
��
	�)�

� ��

�
ω << � -.�(2/�

3
��
�����
�����
	�����������	�#���
	������
��
	����	�
���
������
����������
�5��JA,�

���������������
�����������
�����������	����
����
������
�
���
	����������	��
�	
��
�

���������
������
��
��
�����
��?@��
�����#���
	������
��
	����	�
���	��
������	�	�����
��	�



� � ���6

"�������&����������
��� ����� 
	���		
	� �����
��
	� �#����#�	
� 
	�� ��'���
�	
�
���!������
��

3
��
�����
�����
	�����
������������	��+�����'�
��������
��
�����
�	����
�
	���
������
��
�

�����
�������
��

-0/� K����
����������
�����
		����

.���������
������������
�����������
�����������
��������!��
		
������
�����
������
����


� '����
��� ������ �
� �� ��
		���� � �
��?��� 
	�� �����������
� ��� �#���� �
� !��
		
	� �����
	��

���	���
�
�'����
��������
	�����1�������������
�����#�����
�!��
		
	�����
	���
������
��
��

�
� ������
���
� ����
		�����
����
�����
��
� ��� �!
�� 
��@�
�������
���
��������'�'
�� ��

!��
		
������
��

��
	�������
		�����
��
�����
����
��
��
�����������
	����
�������
����	�
���	��
��
	��
	�

����	����
	��!
��������
��
�L����������'��
�����		���
�
	�����	�
�	��!����)�����������	
�

����
		����	��!������
���	
��
���������	��
	�
������ 
	����������	���������
	� ����	�
	�����


	�����	�������
��"�	�!������
�!��
		
���
���������	� �
���	�����
�	
�����������
�
	��������	�

����
� "� �����
��� ���	��
� �
��
� ��	
� ��
	�� ����
� ��
� �� ��	
� �
� �� �������	������ 
�� 	���
� �
�

M����
��	���
	������	���
	���
��!�-��	
���	����
/�
���
�������	�����������
�M����
��	��!������

-��	
��������
/����������	���
����#�'���
��
���!��
		
������������������
�������
�����
�

	��!������
��!� ����	
���
�����
��
���	���	�	��!�����
	���
	���
�!
��
��������
������
��
�

πD��� �+��� 
	�� 
� �1��� ��� ������� 4���� �����
� �

� ���
� ���� ���
� ���		
� 	
� �����'
��� �� 
	��

���
		���
� ��
� 
� !
��
��� �����
� ���	� 
� ���
� 	���� ������
��� "� �� !�
��� ������
� �
	�

�����	���
	�
����
��!��4������	���
����
����
���������
�!�
������!
��
��������
��8ωD����

�������!
�����@�
�������
���
�
�������
����

-(/� K����
����
�����!
�'
��
��
���!��
		
�

3���
����!�
����
� 
�!����� ��!��
		
� �����
� 
	�� ��'�'
��
��4��� ���	���
���� ����
���

�����
��������	���
����'����
����
�����!
�'
��
��
	�!��
		
	�	
������
����������
�)�

� ( )
0

0
'��� ��! �

�
� �

�

∂⋅ =
∂

� -.�(5/�

N�������������
���
	�!��
		
	�������)�

�
0

0

�� �
� �

� � � �

∂ ∂ ∂� �∆ = + � �∂ ∂ ∂� �
� -.�(6/�

�
��@�
�������
�	�����������"������
����
�
������
��	
���	��
���������!�
	������
	�
��

��
�
�'����
����
�����!
�'
��
��
���!��
		
�
	����'�'
��
���������
���������
��������!�
�

����
��!
���������������)�

�

00

0

� 
� �

� �

ω ρ ω
µ

∂ � �= − <<� �∂ � �
� -.�(7/�

�
0�ρω

µ
<< � -.�(�/�

.�����		
	������
��
	���
�������
��
!�
���)�

� �
0

�

0

>>
µ

ρ ��
� -.�(:/�

�
�����
	��!�������������
	������	�������
��	�"���
��
	�����.�#���
	������
��
	����������1��)�

�
µ

γω ��<< � -.�2�/�

�
�����
	������	��������
	������
��
	��
���
��
	�KA,��H��	����������
���
��
�#����#�	
�
	��

����� ���*���	� !������
�� 	���� �
��?@��
� ����� �
	� ���
	� ����� 
� ������ ���
���� ��	�
��	�

�������
	��
��	
�
�
���"���		
������
��
��=��	����	��
���	������
������
����
�
	�!��������	�



� � ���7

�����
	� 	���� �
��
�
��� ��	� ���������
	� ��
� 
	� !��������	� ����
� ���� 	���� �
� �����
� �
� ��

��'�
��������
������

?���!���
�����
����!
�	
��
��������
������
��
��������
��
�������

��!
�'
�"���		
������
��
��
���������	���
����#����#�	
��������	�	�
�"���'�'
��
�'����
����
�

�� ��!
�'
��
� 
�� "� �
� �
�
���� ���	� 
� �����
�� ��
� 
	� �
��
	� 
�� ����!�
� �����
� ���	� �
��

����
�
�����	����������
�
	�����*���	�!���
��

-2/� �������	������

��� �� ���*���	� ��'�'�� 
	� �
��
	� ���� ������
	� ���	� �
���
		���� �
� ������������� ���

����
��3
��
�#����#�	
�
	��!���
���������!��
		
��������
�
	��	����	���
�������
�������
	��

����
��
�!������
���!��
		
���������

�
��
��
�
������!�
��
����

�
	���'������
��
�����

������
���*�������
��
	�����
���
�������)�

�
� �

�
� �

∂ ∂≈
∂ ∂

� -.�2�/�

	���� ���	� �#����#�	
� ����
� ���
� �
�� �������
� ���� �� ���?��������� 
�� �		�����
� "� ��
�

	���	�O�
�)�

�  � ���ω ≈ � -.�20/�

�
	� �
��� �
��
	� 	���� ����@�
� ����
� �
� '����
��� ��	��
� �� !��
		
� 
	�� ����#
� �
� ��

���������
�����
�����	����
��4������	���
�����������
������
�	�������#
���	��
��������������

	��� ���	� 
����������� �� ������	������ 
	�� ��		��
�� &�� ����	���� ��� ����
� �
� '����
��� �
� ��

!��
		
��������
������
����
�����
���
�������
��!
������
		����)�

�
�

	
� �

�ρ ∞
∞

≈ ≈ � -.�2(/�

	����)�

� 0

� �	 � �ρ γ∞≈ = � -.�22/�

H��	���
� ����
��
�#���
	� �����
��
	���
��
� ����
�����
	�����"������������
�!�����0���

�;��4�����
	������
��
	���	���		
	������
����
	�
���
�"��7���;��!
������������
���������

3
��
�#����#�	
�
	���������	���
���*�	�����
���	���	���
�����������	���������������������

b.� Thermodynamique�
P
�
� �� ������	������ 
	�� ���� "� !�����
��� ��� �
��� ����
�� �
���
		���� �
	� �
��
	� ����

������
	��
������������
����#�
���)�

�

( ) ( ) ( )0

0 0 0

��! '��� '��� ) '��� '���
0

0

� �
$ � � � �

� � �

� � �

µλ

λ µ µ

+ + +

∂ ∂ ∂� � � � � �= + +� � � � � �∂ ∂ ∂� � � � � �

� -.�25/�

��	��'����
�������
���
	��
��
	��!
��
��
��
�
����
		����)�

� ���!
�

� � �
�

∂=
∂
� -.�26/�

�
	�����!�
	�����
	�	��������
	�"���'�'
���������	�������������
�)�

� 0 0

�� � � ��µ � � -.�27/�

	����
����
�)�

�
0

� ��� � �

� 	

ρω
µ µ

≈� � -.�2�/�

4��������������
�0����;����������	���
� ����
������ 
	�#���
	� �����
��
	��
���	�
��	�

KA,�)� �
��
� ���������� 
	�� ���*���	� !������
� 
�� �������
�� B
	�
� 
� �
��
� 
�� ����!�
� �����
��

K��		���
�
��������
��������
�)�



� � ����

�
�

�� 	

� � � �ρ
∂ ≈ ≈
∂

� -.�2:/�

3
��
����������������
��
���������
�
�������
��
�����������
���������
�	��!���
�)�

�

0
0

�

0

� �
� �

�

�

	�

� � 	�

� 	 � �
� � �

� �

µµ ρ µ
ρ ω

ρ

� �∂� �
� �� �∂� � � �≈ ≈∂

∂

� � -.�5�/�

���+�)�

�
0

�� �	
ρω

µ
� � -.�5�/�

	���������������
�������
��
����	�
���
�����	����
������������������
������
��
������;�����

	
��
����!
����	�
��@�
�����
��
�'����
�����
�������
��
��������������
�����������
�
��

!��
		
��

c.� Résumé�
�
	� #����#�	
	� ����
	� 	���� !���
	� ��	� ��	� ��
� 
� ������ �����
���� ��	� ��
� ���
�	���� �
�

�����
��
��7���;��&���������
���
	����		��
���
��������
�'�
��
��
�!�
������	���
������
���
�

�����
�
��
�����	
��#����#�	
��
�������	�������
	���������	��Q�������
�
�����������	�����
�

�
�M����
���
!�
������	�	��	�����
���
������
��

II.� Asymptote�haute�fréquence�de�la�densité�effecti ve�
�����
��
�$�#�	����������
	���
��
�
�����
��
�����
�'�
�����	����
������������
��
��	�"���

������		���
� 	�����
� �
� ����
� ����	����
�� 4���� �
��� ��� ���	����
� ��
� ���
�

�����#��������
�� �����	������
�
��� ���
� 
�� ���������
� 	�����
�
��� #���'��
�)� 
�

!
��
��� �����
� �� ����
� �

� ���
� 
	�� ��
�� ���	� �� ��		�������� ����
�'�
� �������� "� ��
�

������		���
�
����
���

����	�
��
��	�)�

� ( ) ( )
� �

� �B
 � B

 �  �

� � � � 	 	 � �
ω ω

θ θ
� � � �− −� � � �
� � � �

� � � �
= =� � � �

� � � �
� � � �

� -.�50/�

����
�'�
�����	����
�
	�����	�)�

�
( ) ( ) ( )

( )

0
00 00

0 � �0 0 0

� ��� 0 0

� �

B
�
B


0 2

�
 �

 �
	 � 		 �

� � � � �
� �

ωθ
ω

ρ ρ

−

∞ ∞

+
= + = + + � -.�5(/�

P�� ���
��
� �
����

� 	��� ��
� ������
� 
	�� ������ 
�� 	����	���� ��
� �� ������		���
�


����
���

�
	��
��
�)�

�
( )

0
0

0 �

��� 0

�
2

�

	�
� �

�

θ

ρ

−

∞

= + � -.�52/�

����
�������
����!����������
����

��
������
��
���������
	�������
����
����	�	�
�"�

����!
�����
��
�
���-.�5(/�)�



� � ���:

�

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0
00 0

0 � �0 0��
� � 0

�

0 0

�0 0

� 0

�

B
0
B


2

B
 0
B
 0

�
 �

 �

 �

 �

	 � 	� �
� � �

� �

 	 �
 � �

�

ωθ
ω

ω
ω

θ ρ

ω
ω

ρ

−

∞

∞

� �+∂ � �= − + +
∂ � �

� �

� �
� �+ +
� �
� �

� -.�55/�

	����
�����
��
�	�����
�������
�)�

�
( )

0
0

0 ���
� ��0

�

0 0

2

�

	� �
� �

� �

θ

θ θρ

−

∞

� �∂
� �= − + = −
� �∂ � �

� -.�56/�

3
��
� ��
����
� �
������ �
��
�� �
� ����
�� 
� �
��	� ���������	����
� θ� 
�� ������		����

���
�'�
�����	����
�
��	��!����������
����

��������
�������
��
�����
�� ������!�
��
�����

����	
�
	���	�������!
�
����&��
���!
�
��������
�����������
�)�

� ( )��
� � 0

�

'��� ��!
� � 	 	

� � 	 � 	 �
� � � �

ρ ρ µ
ρ ∞

∂ ∂ ∂= ⋅ + = ⋅ − + ∆ −
∂ ∂ ∂

� -.�57/�

���������	��������������������
��������������	���
����'��
�����������
���
������
!�
���"�

	����	
����
� 
� ����
��
�����������	� ���#�
��� � ��
	���������
��
���
	����	� 
���	����	� 
�

����
� ��
�� ���	� ���	� �� �
	��
� �+� 
	� ��������	� �
� �� �#
�����
� 
�� �
� �� ��������
� 	����

�������
	� ���	� �#����#�	
� ���������
		������� 
�� ��
� ���� �#
��#
� "� ���
���� �� �
�	����


��
���!
�� ��������� �����
�
��� ������
� ���� 
� ������
� ��������
�� 
� ��	����� �
� ����� ��	�

���
���
��
������������������������
����
	��������'����
��
�����
��
��#�����

�����������-.�57/��
���	
�	������
��
���
�����������
�)�

� ( )
( ) ( )

��
� ��! ��!

��! ) '��� ��!

��! '��� '��� ) '���
�

�
� 	 �

�

� � 	 �

� � � �

ρ σ

σ σ

σ µ

∂ = ⋅ −
∂

= ⋅ − −

= ⋅ − +

� -.�5�/�

���
��
��
��
���!
�'
��
�����
	�����"���
�����'��
��
�	�����
������
!�
�����'�'
��
�

	���������
��
�	������!���
�	����	���
���'����� �����������
����	����
������
�����

�������
���
��	������	�����
���
		����������
��
�)�

� ( ) ( )��
� '��� '��� ) '��� '���

0

� ��
� � � �

�

µρ ∂ = − + +
∂

� -.�5:/�

&����*
������-.�50/����	�-.�5:/��������
���)�

�

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0

��
� � � ��

0

0

� � � �

� � � �

B
 '��� '��� ) B
 '��� '���
0

B
 '��� '��� ) '��� '���
2

'��� '��� ) '��� '���

�
� � �  �  �  �

�
� � �

� �

�
� � � � � � � � �

�

� � � � � �

� � � �

ω ω ω ωθ

ωθ

µρ

µ

−

−

∗ ∗

∂ = − + +
∂

	 
= − + +
� � �

+ + +

� -.�6�/�

	��������	����
���'
�	�����
�������
�)�

� ( ) ( )
0

��
� � � �� '��� '��� ) '��� '���

2

�
� ��

� � � � �
�

θµρ
− ∗ ∗∂ = − + +

∂
� -.�6�/�

4�������
����θ�����
��
	�
���	����"�����
�
����������!
�����
�'�
�����	����
����
��
��

����

?����
���@��
������
�	��	�����
����
�!
��������
		�������
��
�)�
��
��
�������
������



� � ��:�

���	������ �
	� !��������	� �
����

	� 
		
���

�
��� 	���	�O��
	� �
� �� !��
		
� 
�� �
� ��

��
		����� �� 
�� 
	�� �
� �@�
� ����� 
��	� !�
��	� ���
��
	� ���	� ��� !���
�� ��� ���
�'�
�

����	����
��
�!���
���	����	������
�
���
�����	
��
�����
�����
���		����������������	���
���


	��������
	����	���������
� ���
�'�
���������
�
���
� ���
�'�
����
���

� 	���� ��
�����
	�

�����
��
������
������
�'�
�����	����
����
��
��
��������	������
�)�

�
( )

0 0
0

0 �

��� 0

�
0 0

� �

	� �
� �

�

θ θ

ρ

− −

∞

= = � -.�60/�

.��	���
����
���������
����
��'������
�-.�60/������
�������
��θ�����)�

�

( ) ( )
0

�
��

��
� � � �

�

20

'��� '��� ) '��� '���
� �

��

� � � � �
�

θ µ
ρ

∗ ∗
= − =

∂ + +
∂

� -.�6(/�

��� ����*
��
����	� �� 	������� ����������	� -.�6(/�
�� �������
�������������
���
� �
��	�

���������	����
��3�
	��
		
���

�
���������
��
���	���
�$�#�	�����������@�#
����������
��
�

��'�
���� ���� �� 	������� ������� 
	�� �'�
�
��� "� �� ��	
� �
� �� 	������� �
� R#��� 
��P#
�'�����

	��!��
�������
��
�	
���<.C>� ���������	��
��
���������
�����
�������
�	��������

����
������	������
������
��
������
�)�

�

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0

� � � �

�

2

'��� '��� ) '��� '���
� �

�

� � � � � � � �

θ µ
ρ

∞

∗ ∗∞ ∞ ∞ ∞
=

− + − − + −
� -.�62/�

�
��������
����
���
��
��
��	
�����
��
����
�������!��
		
�����!�	��
�	
�-����
	����
�

�����������

/��"���
�����
�������
�	�����
����	�����
	����'�'
��
�����#���
	������
��
	��
��


����������
����
��� 	
� ��	����
�"� ��������
��
� 
���
� 
��#�����
�!��
		
� ��
�
�� 
��#����

����!�	��
���� ���	��
� �
	� '����
��	� ����� ���
�!
���� �
���	���� 
�� ����
��� �
� �� ���
�ζ� ���	�

�
���
		���� �������� 
�� �
�� 
���	���� �����
� 
	� ����
	� �
��
	� ���� #���
	� �����
��
	������
�

���	����
����������
�
	�'����
��	��
	�������
��
	��
�!��
		
	��

�
� ����� ��� '����
��� ����
�� 
�� ���	�������� ��
� ���	� �� ����#
� ����
� �� !��
		
� ����

!�	��
�	
�
	�����	����
�)�

� ( ) ( ) ( )
! !

� �

�

!

�
'��� '���

 
� � � � � � �

ζ ζ
δ δ

ζδ
− + − +

∞ ∞ ∞� � +− = − = ⊗� �
� �
� �

� -.�65/�

H��	�
	��������	�����
�
������������	��
�-.�62/�����������������������
��
	�!
��
��	�

�ζ�
���∞��	����	������
������	�
���	�������������������'����
���
�����������	��	���
�'����
����

	���� �����!
�� �����
� ��	��
� 
��������� ����� ���
�!
�����
���'����
��	�����
��� ����	��	�	��
�

'����
��	������
	�!
��
��	�	�������#�'����������	��
���!��
		
�����!�	��
�	
�
	�����'
���

�

"� �� 	�����
� Σ� ��� 	���
� � �� �
� �
	�
� ����� ���"� ���	����
�� �
��� �������	�� ���� �
� ��	� 	����

��
�����
	�)�



� � ��:�

�

( ) ( )

( )
!

!

0

�

0

0
� 0 0

� !

0

00

0

� !

2

0 '��� ) '���

0

�

0

0

�



�

� � � �

�


� � �

�

� �

ζ
δ

ζ

ζ
δ

θ µ
ρ

µ
ρ δ

µ
ρ δ

∞

∗∞ ∞

∞

− +
∞

∞

−
∞

=
− −

=
+

=

� -.�66/�

�
	� ���
��
	� �
�!
��� @��
� �������
	� 
�� �
��
� ������'��
� !������
�� H���
� ������ 
�

�������
����
���	������
�)�

�
0 0

(�
� � �

∞ ∞

Ω

= Ω
Ω ���

� -.�67/�


�������
��
�������������
���
	��)�

� ! !

0 00 0
(�

� � � � �

ζ ζ
δ δ

− −
∞ ∞

Ω

= Ω
Ω ���

� -.�6�/�

������'��
� !������
� �
� -.�6�/� �
��� @��
� �����
� 
�� ����'����� 	��� �� �����	���
�

�����
�"���	�����
��	����	�
����	��
������
�������������"������		
����
�������#
�����
�"�

�� ����
� �
	� #���
	� �����
��
	�� ������'������� 	��� ζ� 
	�� ��
���
� *�	���"� �������� ���	��
�
�����'����� 
	�� 
����
���

�
��� ������		���� 
�� ��'�'
��
� ��?�
"� �
� ��
��
	� δ!�� ���
����
���)�

� ! !

0 00 0 0
!

�

� �

0
� � � � ��� � �

ζ ζ
δ δ δ+∞− −

∞ ∞ ∞

Σ Σ

= Σ = Σ
Ω Ω�� � �� � -.�6:/�

&����������	����
���������
�Λ���������
���������
���
		�����
�θ�)�

�

0
(

! �

0
!

0

� !

0

0 �

0

� �

� �

δ ρθ δµ µ
ρ δ

∞

Ω

∞

Σ

Ω
Ω Λ= =

Σ
Ω

���

��
� -.�7�/�

3
��
��	����������	����
��
���@��
��
���"���
���'�
������������	����
���������
��������
�

�
���������������
����
�����	����
����	�
����
�����
����&��
��
���	�������
����	����
���
�

�
	��
��
	������'��
	�!�	��
�	
	��
	�����	���������	����'�,�����������������
	���������������

'�,�
	�������
�����)�

� 0 �


��

�
�

γ
ρ

= � -.�7�/�

�������		��������
�������
��
��	����������	����
�θ�	�����
��	�"��������
����'�����
��
���
������������)�

� ( ) ( )B
 ��

�� � �  � �ω

θ
+ = = + � -.�70/�

�+���
	��
�!
��
��������
���
��
�����
����
������������)�



� � ��:0

�
( )

( )
B


��

�

�
θ

ω
= � -.�7(/�

��������
���

��
�����������
	������
�"�
	���
�����	��
����
�	����
��
���!
��
���!
�	���

�
�	�������'�,��������
�������������	���������
�������
������!
���
�
����������
�-.�7�/�
��

��'�'
����������
�������
����
�	����
��
���!
��
!����	������
�"�#���
������
��
�)�

� � 
�� � � 
�� � � 
��

� � � � � �

B
 ��
� �

0 0 0

� � �
� 

γ ρ ρ α γ ρ ρ α γ ρ
ρ α ρ α ρ α ρ α ρ α ρ α

∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

� � � �− −= − = − −� � � �
� � � �

� -.�72/�

H
�-.�72/��-.�7(/�
��-.�7�/�������
����	������
��
������
�)�

� ! � �


��

0

��

δ ρ ρ αθ
µ ω ρ

∞Λ= =
−

� -.�75/�

	��������
�
���)�

� !

�� ���

δρ ρ α∞= −
Λ

� -.�76/�

&�� 	����	���� ��
� 
� �
��
� ����
����� 	���� �����������
� "� ��
� ���		���
� �
� ω�� ��� �
���

������
���������
���

��
���������!
�"���	������
�	��!���
���������
�	����
��
���!
�)�

� ( ) !

�� �

�
� �  


δρ ρ α
ω∞

� �� �= + − +� � � �Λ� � � �
� -.�77/�

��� ���������� ���� ��
� ���		���
� �
� ω� �
��� @��
� *�	�����
� ���� �
	� ���	���������	� �
�

���	�����
���	�
	�����#�����
�0�"��������
���	
����������
�������������
����
�	����
��
���!
�

	������
������������������
����	�
��
��?��������
�
�������
����

III.� Méthodes�variationnelles�pour�la�tortuosité�

1.� Méthode�variationnelle�classique�
���������������
� �� ������	��������#�����
�0� ����� ���
�!
�����������
� �������
		��
�����

!�	��
����4�	������	��
����	�����
���	
��
�
��#�����
�!��
		
�������
�����
��
��	�	����
		����

����	����
�������)�

� � '��� � ��! �� � � 	 � � �ρ ω
Σ

= − = ⋅ = � -.�7�/�

�+�
�'����
����
���
		�����������
���
������
�#���'��
�������
�	�����
����
����������
�

���	������!���
��
���	
�������Ω�
����
���������������
� �
	�����
	����������	���������
	�

	���� 	�������������
	�� 	���� �'����
	�'�S�
�"� �
�'���������T������%� 
�'����
����
���
		�������

	�'�
����	������
���������������	
���
��#����
��	�������
�#���'��
�
��	�������������	
���)�

�
�

'���% 	 % %′≡ − ≡ + � -.�7:/�

�+� �� ����� ����
� ���
������ ��� ����� ��
� �� ���
��
� �
� %� ��
	�� ��	� 
� '����
��� �
� �� ��
		����

���
��
�� H
� �@�
�� ����� 
� �#���� �
� !��
		
� �
���
�	������ #� -���� 
	�� ��
� 	�� �� ��
		����

�
	�/�)�

� �#  � # #ρ ω ′≡ ≡ + � -.���/�

���������	����
	�����	�������
�
���������
�'����
����
�	���

�����)�

�
�

# %α
∞

≡ � -.���/�

P�'����	�������
��
��
�	
���
	��	��������
�
����	����� ��������	��������	
��������
����	�

��	
������	��!���
��3��	������	����	�
	����������

	�	��!���
	�)�

� [ ]0 0

� 0
U U U U�& % % & # #	 
 = = � � -.��0/�



� � ��:(

��� ���������

�&�� 
	�� ������
� 	��� 
	� �#���	�!
�����
	� U% � �����������
	� -��
	�?"?���
�


	�'����
��	��
��#���	�	�����
	/�
���
������
�#���'��
��'�
�"�%�� ������
����������

�&0�


	�� ������
� 	��� 
	� �#���	� !
�����
	� U# � ����!
�'
��	�� �
� �����	���
� �����
� ��
� 	���

����
����
�Σ��!
��
�	���
�
���
����
��
��'�
�"�V#W��H��������
�-.�7�/����
	���������
�%�
��#�

�������
��
���"��#���
�������
��
�������������
	�
���!
�
����
����
�) 
� [ ]0 0

� 0& % % # & #	 
 = = = � � -.��(/�

���	��
�%�
��#�	�����'������
���!�
���������
�&��
���@��
��
��
��������
��
	��
	��#���	�

%�
��#��&��
��
��)�

� '��� ��! ��! ��!& % # 	 # 	# 	 # 	#≡ ⋅ = − ⋅ = − + = − � -.��2/�

����
������	��������	
��	�	
���)�

�
�

	 % � 	′= − ⋅ + � -.��5/�

��
���
		�����
�&��
!�
������	�)�

�

( ) ( )
( )

� �

� � �

��! ��! ��!

��! ��!

& % � # % � # 	 #

% # % # % � # 	 #

′ ′= ⋅ + ⋅ −

� �′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ −� �
� �

� -.��6/�

3���
�����!
�'
��
��
�#�
	����
�
����
�V#W�
	�����!
��
������	����������!
�'
��
��
�

#'�
	����
� ��
���	������������������
��������������#'��	�����
��
�
	����
��&������
��
���
��

�
��
��
�-.��6/�
	������
��
�	��������
�����	�����
��&��
��
�������������
����!���
�Ω�
	��

�����	�
��
�����
����
�Σ��!
��
�	���
�
������
���������
�����
�Π�����)�

� 0 0 0� �
��! 	 # 	 # �� 	 # �� 	 # ��

∂Ω Σ Π

� �
′ ′ ′ ′= ⋅ ∂Ω = ⋅ Σ + ⋅ Π� �Ω Ω � �

�� �� ��� � -.��7/�

������'��
�	���Σ�
	����
�������!��
		
�
	�����'
���

����	���
��
�������
�����'��
��
�

	�����
�
	����
��	���������������������
	��#���	�	'�
��#��	��������
�'��������-����<C�������>/����

�
	�
������)�

�
�

� � �
& % # # # % %α α −

∞ ∞
= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ � -.���/�

���
	�
�"������
����
�&�
	��
����������
	��
������������

	�&��
��&0��3��	������	�

����� ��� �#���?�
	�� U% � �����������
� �
� �����
� #���'��
�
�
% �� ��� ������
��
� U% %− � 
	��

�'�
�
��������������

� �����
������	������
�) 

� ( ) ( )0 0

�
U U U0& % % % % % % %	 
 = − + − ⋅ + � � -.��:/�

�
� ��
��
�� �
��
� 
	�� ���*���	� ��	����� 
�� 
� �
���
�� !����&� � �� 	������ �
� �����
�� ��
� 
�

�
��
�������
��	�����
��P���������������������
���
�φ����������!
� U% %− ���������
���)�

� ( )U '��� ��! ��! ��!% % % # # # #φ φ φ φ− ⋅ = ⋅ = − = � -.�:�/�

�+�������	��	������#�"�%�
���
���������
�	����!
�'
��
�
	����
���
��
���
���
���
��
�-.�:�/�


	��	������
������
��
���
���
��
�-.��7/�����φ�
	���		�����"�����#�����
����
��
���
�"�

���	�����
�	'�
��	�����
������	���������������������	��������
�'���������

.��	��� &� ������	
� �� ���������

� &�� ������ ���	� 
	� �#���	� U% � ��		��
	�� Q�
�

����!������ 	������
�� �����
� ��
�&� ������	
� �� ���������

�&0� ������ ���	� 
	� �#���	� U# �

��		��
	��P�������������#���?�
	�� U# � ����!
�'
�����
������	���
������
���
�	���Σ�
���
�

���
��
�V#W�������) 
� [ ] ( ) ( )0 0

0
U U U0& # # # # # # #= − + − ⋅ + � -.�:�/�



� � ��:2

��� �
�����G�� "� ���!
��� ��
� 
���
		���� ����������
� �!
�� ��� ��
��
�� �
��
���	������ ���

�
���
���
��
��'��"�&�
������
��
�������
���������������������
����������)�

� ( ) ( ) ( ) ( )U U U U'��� ��! ��!# # % 	 # # 	 # # 	 # #− ⋅ = − ⋅ − = − − + − � -.�:0/�

�
��
���
���
��
�
	���������
	��
����#���	��
�!��
		
�	��������!
�'
��	��
��
���
��
��

!����)�

�

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

�

� �

U U U��! ��! ��!

U U U��! ��!

U��!

	 # # 	 # # % � # #

	 # # % # # % � # #

	 # #

′− − = − − + ⋅ −

′= − − + ⋅ − + ⋅ −

′= − −

� -.�:(/�

���������	��
��������
������
��
��
	��
����#���	��
�!��
		
�
	����
�
����
�
	��
���

�#���	�	��������!
�'
��	��&����������
��������
�)�

�

( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

�
U U��!

�
U U

	 # # 	 # # ��

	 # # �� 	 # # ��

∂Ω

Σ Π

′ ′− = − ⋅ ∂Ω
Ω

� �
′ ′= − ⋅ Σ + − ⋅ Π� �Ω � �

��

�� ��

�

� -.�:2/�

������'��
�	���Σ�
	����
����� 
	��
����#���	��
�!��
		
�	���� ���'
���
	����	���
��
��

�����
�����'��
�
	����
��������������������
�'���������������������
��
���	��������������

.��	���	���������	����
��
����#���	?�
	�	� U% �
�� U# �����
��������
���
�)�

�

� 0

� �

0

U

U U U

& % % %

& # # # # #

α

α α

−

∞

∞ ∞

= ⋅ ⋅ ≤

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ≤
� -.�:5/�

����
	�!�
��	����
��
	��
� U% �
�� U# �	�����

	��
�%�
��#���������
���������
������'����	�

!���������

	������������
�������
	�����������
	�������
	��#���	��
	�	������	��
��
������

���
�����
�
�������
�	
����
�������	�������	
�	��
������
�	
��?���������	�����)�

� ( )� ��  � � �  �≥ ⇔ ∀ ⋅ − ⋅ ≥ � -.�:6/�

2.� Méthode�de�Hashin�et�Shtrikman�
�
�������
������������-.�7�/��
���@��
���
�������	��������
�	���
�
�����	����������
���

!��
		
��������
���
	����
�
����
�����
		������
	�����������
��	����)�

� � � '��� � ��! � � 	 �ρ ω Ω= − = � -.�:7/�

�����
���������� ��� 	���
� 
	�� �������
�
��� ���	
� 
�� �����
� ���� �� ������ �
� ��

��!
�'
��
����	
�	��
	���	���������	���������
�����
	���	����������	�������!
�	�����
�	�����
��
�

�������	���
������
��
� ��!��
		
�"��
��
�	�����
�����������������������	����
����������
�

����
��Ω��
!����
�'����
���*��
�
��1
�����
���������!����σ�������
���
������
��������
�)�

� � ��! �� �# % #σ σ Ω= = ≡ � -.�:�/�

�����
� ��A�	#��� 
�� P#���J���� 
	�� �
� ������
�� �
� ���
�� "� ��� ���
�� #���'��
� �
�

��������!����σ������	�
���	��+�
	��
������
���	����	����	�"�����#����%��
����
��
�%��	���

�
�	
��
� �
	� �
��� �#�	
	� � ���	� 
� ���
�� #���'��
�� 
� �#���� %� 
	�� ��
�� �!��
��
���

�������
� 
�� �'�� "� %�� 
�� �� !��
		
� !���� #�� 8� σ�%��� 3��	������	� ���	� �
��
�	���� �
� ��

���������

� &�� ��� ������
� 	���
� � ��� ���
� Ψ� �
�	
��
� �
	� �
��� �#�	
	�� 3
��
�

���������

�!�����"��������
����
�����	����ϕ�����	�)�

�
0 0(

�

�
U U U& % % � %σ σ

Ψ

	 
′ = Ψ ≡ � Ψ ���
� -.�::/�



� � ��:5

�+� U% � 
	�� ��� �#���� ����� �� ���
��
� 	��� �
�	
��
� �
	� �
��� �#�	
	� !���� %��� ����� ��

������
��
� �!
�� 	�����
��
� 
	�� �'�
� "� ��� '����
���� 4���� ��'
�� 
	� ��������	�� 
	� ����
	�

����#
�	���	�'�
��� �����
��
���
���
�"� �� ���������
	��#�	
	�
�����	
��
	��
�� 
	�����#
�	�

	���
	���	�'�
������*���	���
����
��
�	������#�	
�����
��

3
��
����������

�
	��������
������������#���� U% ���������
	���������"����#�	
�����
�


	�� �� 	����������������
�������
�
��� -.�7�/�����	��
�σ� 
	��������	� ���#�	
� 	���
��
��

��
�&'�< U% >�
	������������������
�"�&�< U% IΩ>� ����	��
���	��	��!�
���!����ϕ&��B
�������	�

��
������
��
�����#�����
	�� U% �	���Ψ�
	���'�
�
����������
�#���'��
��
��
��#���?�
	��
��

��� �
��� '���
�� �� �������	������ -.��5/� �!
�� 
	� �@�
	� ��������	�� 
�� �
� 	��!�
� ��

�����	������������	������������
����)�

�
�

� �
& % %α −

∞
= ⋅ ⋅ � -.����/�

������
����	�����#���?�
	�� U% ����������	��	����	�����#���� U	 �!���������)�

� �
U U��! ��!	 %σ= − � -.����/�

���	�� ��
� 
� �#����
�

U% % %′ = − �� 
� ���
���
� φ� �		����� ����%'� 8� '��� φ�� 
�� ��
� 
� �#���� #'�

�����������)�

� �
U# % 	σ′ ′= + � -.���0/�

������
�����-.����/��
	������#��������!
�'
��������
������	������
�)�

�

( ) ( )

( )

( ) ( )

0 0 0 0

� � � �� �

0 0 0

� � � �� �

0 0

� � �� �

U U U

U0

U U0

& % % % % %

% % % % %

% % # 	 % % %

σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ

	 
′ = + − + − �

′ ′= + + ⋅ + −

′ ′ ′= + ⋅ − + ⋅ + −

� -.���(/�

��� ���	� �� ���
��
� ��� ���
�� �
� -.���(/� ��� �
��� 	������
�� �
������ �
��
	�� &�� 
��
���

����
������)�

� ( 0 (� �
'��� ��!% # # � # �� # �φ φ φ

Ψ ∂Ψ Ψ

� �′ ′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ Ψ = ⋅ ∂Ψ − Ψ� �Ψ Ψ � �
��� �� ���� � -.���2/�

��� �
�����
� ����'��
� 
	�� ��
� ����#'� 
	�� ����!
�'
���� 
�� �����'��
� �
� 	�����
� 	�����
�

	���������������������
�#'�
��φ��	��������
�'���������H�����
������)�

� ( 0

� �

� �
'��� �% % % � ��φ φ

Ψ ∂Ψ

′ ⋅ = ⋅ Ψ = ∂Ψ =
Ψ Ψ��� ��� � -.���5/�

�'�
�
��� ���� ������������ �
� φ� ��� ���� 
�'��������� ��� �
�����
� ���
��
� �
� -.���(/� �
���

�'�
�
���@��
�	�������
�)�

�

( ) ( )

( )

0

0

� �

� �

0

�

� �

� �
U U U U

� �
U U U U U0

% % 	 	

% 	 % 	 	

σ σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ
σ σ σ σ

� �
− = − − +� �− −� �

� � � �
= − − + − ⋅� � � �− −� � � �

� -.���6/�

�������
�������
�
���)�



� � ��:6

�

( )

0

� � � �
�

0

�

�

�
U U U0

�
U U

& % % % % 	 	

% 	

σ
σ σ

σ σ
σ σ

� �′	 
′ = + + − ⋅� � � −� �

� �
+ − −� �−� �

� -.���7/�

����
�����
����
��
�
	������������
��
��	�������#��	��������σ�������*�������
�σ����
	�?"?

���
�������������
�	�����
���"����������������
�������'�����	��!���
�) 

�
0

� � � �
�

�
U U U0& & % % % % 	 	ϕ σ

σ σ
� �′	 
′≤ ≤ + + + − ⋅� � � −� �

� -.����/�

3
��
� ���'����� 
	�� !���
� ����� ����� �#���� U	 � !��������� -.����/�� P�� ���� ���	���
��� ���

�#��	��� �	����
�	
�
��� 
	� �#���	� U% � 
�� U	 �� ��� �
��� ���
���� ��
� ����
� 	�����
��
� �
�&�� 
��

�������
�������������
���������	��������	��
�������	�-.����/�)�

�
� 0

�� � � �
�

�
U U0% % % % % 	 	ϕ α σ

σ σ
−

∞

� �′⋅ ⋅ ≤ + + − ⋅� �−� �
� -.���:/�

������#��
�!���������

��
�A�	#���
��P#���J����
	�������������
��
��
��

��
��
������

�����
���� 
	� ����
	� ��		���
	�� 
� �#���� U	 � ������ ���������� ���� 
	� ���
��	� ����
� ��
�

�����	������������
��#���'��
��
� �����
��
������
����'�
�
���������� ���@�
����#��
�

!���������

� ����� ��� �#���� U# � ����� 
�� ���
���� ��
� ��*�������� �
� �� ������	����� ���	� 
	�

�#���	?�
	�	�	���
	�����	�	����	���	���
�������	
���"���
���*�����������!��
��������������
��

�����
��#
��#
�����	�"�����������
������

�
	�����
	���		���
	��
�A�	#���
��P#���J����	����������
	�������#���?�
	�� U	 ����	�����

���	��#���
��#�	
���!
������#����%'� �����������
�!��������� -.����/��3
��#��������!
������

���
���
� φ� 
�� -.����/� ����
	����� "� ��
� ��������� �
� 4��		���� 	���� �!
�� ��
� ���������� ����

����
	� ���������
�� 	���� 
�� ����	���� �
�'�������� � �
� �
� ����� 
� ������
� ���
�� ��
�� ��
�

	�������� �
	� ���
��
	� !������
	� �
� -.���:/� 	���� ���	� �
	� ���
��
	� �
� ��������	�

���	����
	���������
����"��
��
����������������� U% 	′ ⋅ ��P���������	����
����!���
�������
�

�
� �1��� (� ����
� !���
� �
���	
������� ��� ����
� ���
� ���
�����
�� ��� �
���� 
�� 	��!����

<AP>���������	
�� U	 ��%'�
��φ 
��	���
	��
�M����
��	���
����
�
����
	�����)�

�
( ( (

0 0 0

U U � �

  
� � � � � �

( ( (
�� �

� � �

	 	 � % % � �

π π π

φ φ
⋅ ⋅ ⋅

∈ ∈ ∈

′ ′= = =� � �
� � �

� -.����/�

�����������-.����/��
!�
������	�)�

�
( ( (

00 0 0
0

� �

0 0 0
U

  
� � � � � �

( ( (
�� �

� � �

  
� 	 � � % � � �

( ( (

π π ππ π πσ σ φ
⋅ ⋅ ⋅

∈ ∈ ∈

� �′⋅ = − ⋅ = − � �
� �

� � �
� � �

� -.����/�

3
��
� 
���
		���� �
��
�� �
� ���
����
�� φ�� ���� ��������	��� �
��
� "� �
��
� ����� 
	�

!
��
��	�
���
�	���������	��
����������!�������������
��� 
��#����%'���������
��������������

���)�

�
0 0

� �

U U� �
�

0

� �

� �

� 	 � 	(
% �

 � �
φ

σ π σ

⋅ ⋅� � ′= − = −� �
� �

� -.���0/�


��%'�� 
	�� ��� ���� ��
	�� �����
��
� �
�%'�� ������
��
� �������
� "� ����
�� ���	� -.���:/� 
	��

���	�)�



� � ��:7

�

( (

(

0

X

0

�
�

�
U U

U
� �

U
�

� �
� �

�

% 	 % 	 �

� 	
% 	

�σ

∗

Ψ

∈ ∈
≠

′ ′⋅ = ⋅ Ψ
Ψ

⋅
′= ⋅ = −

Ψ Ψ

���

� �
� �

� -.���(/�

�+�����������	��
��#�����
��
�4��	
!���
���
�����������
�
	��#���	�%'�
�� U	 �	������
	��

H��	�
���	�����
�	������
��	�����
����������
������
���������
���
���
		����-.���(/��

���� U	 ������
	�����	��������	��#���
��#�	
������� @��
� ��!����������� �������� ����	������
	��
�

���������������
��
������� U
�
	 � �'�
�
��� ��
���	������
� U	 � 
	�� ��
������ U U

� �
	 	

∗

−
= ��P�����

��	�'�
��������
�!
��
�����������������
�"� U
�
	 �
�����
����	
���
�	
�	��
�	�������
���

�
������

	�� 
� ��
�����
��� �
� ���������������� 
���
� �
	� �
��� !
��
��	�� ��� �
��� ����� ������
�� ��
� �
�

!
��
���������
	����!�������	
���
	�	������
	��
����������������
�
��	
�����	������
��
����
�

������������"�����'��
��
��
�����
��
�	��
	���'�
�
�����!������������
	�	������
	���������@��

�
� �
	� ���	���������	��
� 	������
� 
	�� �
����!���� ����
�� -.���(/��
���	�
��	�������
	�� 
��

��
������
������
��
��3���
�����
����������
�-.���(/��
���������
�	��!���
�)�

�
( )

(

0

0

0

�
�

�
U

�

�

�
�

� �
% 	 	

�σ ∈
≠

⋅′ ⋅ = −
Ψ �

�

� -.���2/�

���!������
���	���
�
	����
��	��������
�	��!��������
	�
	�	������
	�����
	������
���!�����
��

��
�����
	�
	��
���������	��
	����������
	��
������	���
���	
��
	���
	�������
��
�!
���@��
�

���
��
������
	���������	��	��
	���������	�
���
���	������
��
����
��
����
�
	��#��'
�
��	�

�
�	�'�
��
	����������
	�	�����'�
�
����
	���������	��	��
��

	�	������
	�����	���
��
�

-.���2/�����!����"�)�

�

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( (

(
( � 0 (

0 0

0 0 � 0 (� 0 (

0 0

� �

0

� 0 (0 � � (� 0 (

0(
4 � � �

�

� �

(9 0

� � � �

� �

� �
� �

� � �� � �

�

� �
�

� � � � � � � �
	 	

� �

� � � � � �
	

�ε ε ε

ε ε ε

∈ ∈
≠ ≠

∈ =± ∈
≠

⋅ + +
=

+ +
=

� �

� � �

� �

�

� -.���5/�

�+�4(�
	��
�'����
��
	��
���������	��
�Y��0�(Z�������������
�(9�8�6����
��	�����	���
�	���


	�ε��
��
����		���
�
����������
��
	��
��
	�����	�	����	�
������������������	�����
�
��

�
��
����	
�!
����
�
	��
��
	������	��
������
�����������	�������������	�����
�����
�)�

�
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( (
(

0 0 0
0

� 0 (0 0 � 0 (

0 0
4

� �

�

(9

� � �� � ��

� �

�� �
� �

� � � � � �� �
	 	

� �∈∈ ∈
≠ ≠

+ +⋅
=� ��

� �

� -.���6/�

&���
��������
	��
���	�'�
	��
�	������������������	�)�



� � ��:�

�

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ( (

( (

(

(

0 0 00 0 0
0 � 0 (� 0 (

0 0 4 4 4

0 0

� �

0

0 0 0�
0 4 � 0 (

0

�

�

(9

(9

� � �� � �
� � ��

� �

� �
� �

�
� � � �

�

�
�

� � � � � �
� �

	 	
� �

�
� � �

	
�

∈ ∈ ∈

∈ ∈
≠ ≠

∈

∈
≠

� � � � � �
+ +� � � � � �� � � � � �⋅ � � � � � �=

+ +
=

� � �
� �

�
�

� �

�

� -.���7/�

��� �
�����G�� 
� ������ �
� �� ����
� �
����� ���� !���� �� ���� ������������ ��� 	���
� 	��� 
	�

�
���������	��������
���������
����	���
0
���0

0
�
���(

0
��
���������
�	����
��
	��
��
	������������

�
�������������	��
���
0
[�0

0
[�(

0
����
	�?"?���
�������
��
�������������
�����
���������)�

�
( )

( (

0

0 0

0

� �

�

(

�

� �

� �
� �

� �
	 	

�∈ ∈
≠ ≠

⋅
=� �

� �

� -.����/�

3
��
�
���
		����
	��"��������#
���
������
��
��
�
0

U	 �)�

�
( (

0 00 0 (� � �
U U U

��
� �

	 	 � 	 	
∈ ∈Ψ

= Ψ = =
Ψ Ψ Ψ� ����

� �

� -.���:/�

���!�����������
���	���
��
�-.����/�
	��	������
�"�-.���:/�����
��
���8������	������
�

�
��
�
	��
��������
������
��
��
� U	 �����	��
�)�

�
(

0

( ( (

� �

� � �
U U U U U


� �

(

�
�

	 	� 	 � � 	 � 	
π ⋅

∈Ψ Ψ Ψ

= Ψ = Ψ = Ψ =
Ψ Ψ Ψ���� ��� ���

�

� -.��0�/�

����
	� 
	� ������������	� �
	� �
��
	� 	���	�O����� ������ ��	� 
�� ���
��
� 	��� 
� ���
�� �� 
��

��	��
�)�

�
0

0

�

�
U U U

(
% 	 	 	

σ
� �′ ⋅ = − −� �
� �Ψ

� -.��0�/�

����
������	�����
��
������
�
���
���*�������
�-.���:/�)�

�

0

� � �
�

0
0

0 0

� � �
� �

�
U U0

U�
U U U0

(

% % % 	 	

	
% 	 	 % 	

σ
σ σ

σ
σ σ σ

� �′+ + − ⋅� �−� �

� �= − − + ⋅ −� �
� � −

� -.��00/�

.��
��	�
	

U	 � 
��
�

U	 � �� !�
��� �
� U	 � ���	� �� �#�	
� 	���
� 
�� ���	� �� �#�	
� ����
�

�
	�
���!
�
��� � 
	����
��
	� ���	� -.��00/� 	���� ���	� ��	��
��� �����
	��.��
��	�)*� 
�

��
��
���
���
��
�-.��00/�)�



� � ��::

�

( )
( ) ( )( )( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

0
0

0 0

� � �
� �

0
0 0 0

� � � 	 � 	
�

0 0

� � 	 � 	
� �

0 0 0

� � � 	
� � � �

	 � � � 	
�

U�
U U U0

(

�
U U U U� �

(

�
U U U U0 �

�

� � �
U U� �

( � (

0 �
U U U U0 �

(

	
)* % 	 	 % 	

% 	 	 	 	

% 	 	 	 	

% 	 	

	 	 % 	 	

σ
σ σ σ

σ ϕ ϕ ϕ ϕ
σ

ϕ ϕϕ ϕ
σ σ

ϕ ϕσ ϕ ϕ ϕ ϕ
σ σ σ σ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

σ

= − − + ⋅ −
−

= − + − − + −

−+ ⋅ + − − −
− −

� � � �−= + − − + + − − +� � � �−� � � �

−
+ ⋅ + ⋅ + −

� -.��0(/�

����#
��#
�"�������	
��)*���������
�������
�
��
���*����������		��
���
	�����!�
	�

�
��
��
����������������������"�
	

U	 �
��
�

U	 �	����)�

�

( ) ( )

( ) ( ) ( )

� 	 �
� � ��

	 � �
� � �	

0 ��
U U0 � 0

U ( � (

0 �� �
U U0 � 0 �

U ( (

)*
	 	 %

	

)*
	 	 %

	

ϕ ϕϕϕ ϕ ϕ
σ σ σ

ϕ ϕϕϕ ϕ ϕ
σ σ σ

−� �∂ = − − + + +� �∂ −� �

−� �∂ −= − − + + + −� �∂ � �

� -.��02/�

�������������
	�����!�
	�	�����
��������)�

�
( ) ( )� � � �

� 	� �
� �

0 � � 0
U U�

� 0 � 0
	 % 	 %

σ σ σ σ
σ ϕ σ ϕ

− +
= = −

+ − + −
� -.��05/�


��������������!�����
����
��
�������	����������
�
	������������������������
�����������
�)*�


��	��		��������
���#
		�
��
��
��
��
�����
�����������
�
	����
��������
���	���!
�����!�
���

������
��
�)*�!��������������	��
��������
�	������������	�)�

� ( ) 0�

��� � �
�

0

� 0
)* %

ϕσσ
σ ϕ

=
+ −

� -.��06/�

3
��
� 
���
		���� 
	�� ��
� ��������� ����		���
� �
� σ��� ����� �� �
�
��
� ��*�������� 	
���

���
��
�"�������
��+�σ���
���!
�	��� �
������
���'�
�����!�
���σ��8��������@��
�
���
��
���

����!������ ���� ���� �� ���������� ��� ���������
��� σEσ�� ���� 	�����
� ���	� �� �#�	
� ����
� �

��������	��
���
		����-.��06/�
	���������
�
������*��������������
�
	��)�

� ( )
0

0� �
��� ��

0
�

(

%
% )*

ϕ
ϕα σ

ϕ
−
∞ ≤ = =

−
� -.��07/�

	��������
�
���)�

�
(

0

ϕα ∞
−≥ � -.��0�/�

IV.� Méthode�variationnelle�pour�la�perméabilité�

1.� Perméabilité�statique�
4�������
����������	������
��
�������
�"���	����
�
	��
�	��!����)�

� '��� � ��! �� �� 	 � �µ
Σ

∆ = = = � -.��0:/�

�+������
�������
��
����
�'����
����
���
		�����������
���
������
����
��
�������
�	���

��
����
����������
����	������!���
��
���	
�������Ω����	�������
���������������
��



� � �0��

��� �
��
��� 
	� �������	�����	� ��� '����
��� �
� ��
		���� E%� 
�� �
� �� !��
		
�

�
���
�	�����
�#������
	�����-.�7:/�
��-.���/��!
���
��
����	���
�����
�������������
�#�)�#�8�

µ�������
����������
	�����	�������
�����)�
�

� �
# � %ϕ = ⋅ � -.��(�/�

������	����
��
��
����	?���
	����������

	�&(�
��&2�������
	�����)�

�
[ ]

[ ]
(

2

U U U'��� ) '���

U U U'��� ) '���

�

�

& # # #

& + + +

≡

≡
� -.��(�/�

&(� 
	�� ������
� ����� �
	� �#���	� ����� 
� �����
�� !���� %�� ��� '����
��� ����� �#����

���������
� ��� ��������� ���	� -���	� <C�������>�� �� ���������� ������������������ ��� �����
��

��
	����	��		
,������	
����������#����������!�
���
����!���
���	���
/��
��&2�
	��������
������

�
	� �#���	� ����!
�'
��	�� �
� ���
��
� �'�
� "� V#W� 
�� ��	� 	��� Σ�� �
� �#���� �
� !��
		
� #�
�������
��������
���������
	�
�� 
���!�
���������
�	
������
�
�&'��3
��
�!�
��� 	�������

����	�����'����������������
	�)�

� 0�
'��� ) '��� '���
� �

& # # # # �� # #
∂Ω

′ ≡ = ⋅ ⋅ ∂Ω − ⋅∆
Ω ���

� -.��(0/�

�����!��
		
�
	����
�	���Σ�
�������'��������
�	�����
�	���Π�
	����
��������������������

�'����������������
��������
������	����-.��0:/�)�

� ( )
�

'��� ��! ��! ��!& # 	 	# % � # 	 #′ ′= − ⋅ = − = ⋅ − � -.��((/�

�+� ������ �
��������
��
� ��������
		��������
�#�
���
� ���������	������-.��5/���
��
���
��

�
��
�
	���������
������-.��6/��
����������
���)�

� ( )
� � � �

��! ��!& % � # % � # % # % #′ = ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ � -.��(2/�

&����������	�������
�����������������
��������)�

�
�

� �� �

� �
& % � % # � #

ϕ ϕ
−′ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ � -.��(5/�

��� �
��� 
����
� �����
�� ���� ��� ���	���
�
��� 	������
� "� �
��� ��	� 
�� \�!�
� ���	� 
�

����'���#
�������
�����
�&'�������	
�
	��
������������

	�&(�
��&2������
	��#���	?�
	�	�

U# �
�� U+ ���������
������	�����
�����
�
����
����
����������	������
�)�

�
� �� �

� �

� �

� �
U U U U'��� ) '���

U U U U'��� ) '���

�

�

& % � % # � # # #

& # � # + � + + +

ϕ ϕ

ϕ ϕ− −

′ = ⋅ ⋅ = ∆ ⋅ ⋅ ∆ ≤

′ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ≤
� -.��(6/�

�
���������
����	�
���	��	�����
�)�

�

0

� 0

U U'��� ) '���U

UU U'��� ) '���

�

�

# #+
�

#+ +
ϕ ϕ≤ ≤

∆
� -.��(7/�

2.� Inégalité� reliant� la� perméabilité� statique� et� la � perméabilité�
thermique�

�
� ������
� -.��0:/� 
	�� �������� ����� ����
	� 
	� ���
�������	� "� �� ���	� 	��	� ����
�

�
�	���

�)�

� '��� � ��! �� �� 	 � �µ
Σ

∆ = = = � -.��(�/�



� � �0��

�+������	���
���	
�-�����!����/�	�
�����
�����
���
�������
������
	�!
��
��	?�����
	�	����


	�	������	��
�-.��0:/������
	���
		���	�#���'��
	�%�������!��������	
�-�����!����/��
��	�
	��

�����	���
	���
		���	�����
	�������
	���
���
������
����������
�)�

� '��� �� ��! �� �# 	 # #
Σ

′∆ = − = = � -.��(:/�

H��	��
��
����������� 
� �
�	
����
��
����������
	��	���
�
��������
��
��
�#���!�	�
�

���� ϕ�� P�� ���� ���������� �'�
�
��� 
� �
�	
��� �	�����
� υ�� �!
�� υ� 	������� ��� ������
�
�#
�����
������π�8������
�����������#
�����
�
	�����	������
��
��
�υ���!�	�
�����ϕ�����
�
������	����������
���������
��
�+�
���
�υ��
��#������!�����
�)�
� '��� � ��! '��� � �+ 	 + +υ

Σ
′∆ = − = = � -.��2�/�

������	����
����	���'����
���	��!���
�)�

�
( )

( )

( )

'��� ) '��� ��! '���

'���

��! ��!

��! �

��! � '��� �

'���

�
+ + + + + +

	 +

+ 	 	 +

	

	 	

	

υ

υ υ

υ

� �= ⋅ − ∆ ⋅� �
� �

′= ⋅

′ ′= ⊗ − ⊗

′= − ⊗

′ ′= − ⊗ + ⋅

′=

� -.��2�/�

�+� 
	� ����'��
	� �
� ��!
�'
��
	� 	���� "� �#���
� ���	� ���	�����
	� ����
� ��
	� ���� 

	� 	
�

�����
��� "� �
	� ����'��
	� �
� 	�����
	� ���� 	�����
��� ���� 
	� �@�
	� ��'��
��	� ��
�

������
��
�������
������������-.��(:/�����υ���������!
�"�) 

�

( )� �

'��� �

�

� �

	 #

#

# � �

υ υ υ

υ υ

υ ϕ

′ = ∆ +

= + ∆

′= − = −

� -.��20/�

3
��
����������
	��	
��?������
���	���!
����	��
�)�

�

(

� � � �

( ( (

� � � �

0
( (

� � �

� '��� ) '���

�

� , �,

 �

 , � � � �

, �,

 �

, �  �� �

,



, �  �

+ +
� � + + � � �

� �

+ +
� �

� �

+
�

�

=

= = =

= =

∂ ∂
∀ ⋅ ⋅ =

∂ ∂

∂ ∂� �� �
= � �� �∂ ∂� �� �

∂� �
= ≥� �∂� �

�

� � �

� �

� -.��2(/�

4������	���
�������
���������)�

� � �
�� �′ ≥ � -.��22/�



� � �0�0

V.� Développement�analytique�sur�des�modes�propres�
3��	������	������������������
����
�
��M����	���
����������!
�����

���������
�	���
�

!���
� �
���	
������� Ω� �
� �� �#�	
� ����
� 
�� �#
��#��	� 
	� 	������	� -#�"/� ��� ������
�

	��!����) 
� '��� � ��! �� �# " � # #

Σ
−∆ + = = = � -.��25/�

�!
�� 
	��#���	�#� 
��"� 	����	�������������
	�	�����������	��
	�
����
������
�#���'��
�
��

��
������
���������
�	
���
�	�#������#���'����	���������	�������3
�������
����
����
�

	������������
��!
���
	����������	���������
	� ��������������	��
��<C
���>��������
����
�

�
������	���������;�
����
�C
�������������
���	�
	���	����������
����
�'�����
����	
��
�

���	�����
�
�����		��
�����
���
�
	����������	��������
	�"��
	�	��������	��

3��	������	����	��������
���-�����"����		���
�
��#����	�������#������
���!�����
����
�

�
��������
���
	��������*��������	��
	���
��
	���������	��
�������	�����
��H���
������)�

�

( ( (

0 ( (

(

0 (

(

'���

��!

'��� '��� ) '���

'��� ) '���

�

�

� - � � " # � # # �

"# �� " # � # # �

# # �

# # �� # #�

# #�

Ω Ω Ω

∂Ω Ω Ω

Ω

∂Ω Ω

Ω

′ ′ ′⋅ Ω = ⋅ Ω − ∆ ⋅ Ω

′ ′ ′= ⋅ ∂Ω − Ω − ∆ ⋅ Ω

′= − ∆ ⋅ Ω

′ ′= − ⋅ ⋅ ∂Ω + Ω

′= Ω

��� ��� ���

�� ��� ���

���

�� ���

���

�

�

� -.��26/�

��������!
�'
��
��
�#�
���������'��
�����*"���!�����	���
	�����'��
	��
�	�����
����
	�	���Σ�

������������������#��
��
�
��	���
��
	�
��
�����������
��������������������
�'���������H�����
�

�����������
	��@�
	����	��	�) 

�

( (

('��� ) '���
�

- � � � # # �

# #�

Ω Ω

Ω

′ ′⋅ Ω = − ⋅∆ Ω

′= Ω

��� ���

���
� -.��27/�

��������
���-�
	����
��������*������
����
	���'�
�
�����	�����������
�-.��27/������)�

� ( ('��� ) '���
�

- � � � # #�
Ω Ω

⋅ Ω = Ω��� ��� � -.��2�/�

����
	�������'��
�����
�������������*���	���	���!
��
�������
�	�����
���
�������
	��#���	�#�

���	����	�� ����� ��	� �����
� �
��� �
� ����������� �
� #� 	��� Σ�� P��	� ��	
�!
� �
� !�����
�� ��
�

#����#�	
��
� ���������� �
� �������
���-� -���� <C
���>/�� ����
��� ���	� ������
������� 
��	�
�

��
� ��	
� #��
���
��
� �
� ��������	� �����
	� #�� �
� -� 
�'
������� �
	���
� �
	� ��������	�

!
�����

	��
���!
�'
��
���
�
��	���������	���Ω� ���� ��	����	
������#������
�!�	?"?!�	�

�����������	�����
��������������
����#���	���
��%����������
��
�	���Ω�������������
�
%��3
	�

��������	������
	�	�����		����
	�"��
	�!�
��	������
	���
� �������
����Dλ��
��"��
	��#���	�

	�����
	�"������
	���������
	���
�)�

�
�

'��� '���� � �� �

�

# -# " # "
λ

= −∆ + = − ∆ + � -.��2:/�

��������	��	����	�����������!
��
���%��
��
	��#���	���
��	��
	���
�)�

�
�

��� � � �

� �

� � # 	 % � � "λ= = ⋅ +� � � -.��5�/�



� � �0�(

�+� 
	� ��
�����
��	� ��� 	
����� �#��	�	� �
� �

� 	���
� ��
� �� 
�� 	� 	��
��� 	������� ��� ������
�

��������
��������
		��
�)�

� � '��� � ��! �� � � � 	 � �ρ ω µ
Σ

− ∆ = − = = � -.��5�/�

���������!����)�

� ( )� �
'��� '���� �� � � � � � � �

� � �

 � # � # " % � "ρ ω µ λ λ λ+ − = − −� � � � -.��50/�

�
��#����-.��5�/���������������	�������
�����
		�����
��
���
�	������
��
	�'����
��	�

�
�"���
����������
���)�

� ( )� ��� �

�

 � # %ρ ω µλ+ = −� � -.��5(/�

4�
�����
���������	�����
��
�-.��5(/��!
����������
���

�����������
���	
��
�������
�

�
����
�����#�����������
�����	
�#��
���
��
�����
�����������
�)�

� ( )� � �� � � % #ρ ω µλ+ = − ⋅ � -.��52/�

.��	��� �� 	������� ��� ������
� ��������
� �������
		��
� ����� 
� �#���� �
� !��
		
�

��	��
���������	
����'����
����
���
		����#���'��
�%��
	��)�

�
�

�

�

�

� �

% #
� #

ρ ω µλ
⋅

= −
+� � -.��55/�

��� !���� ���	�� ��
��� 
��%�� 	���� �
��	� ������
�
����.���� �
� �
�
�� �
��
� 
���
		���� "� ��

�
�	����
��
���!
���������������
��
��)�

�
�

�
� �

� � �

�

� �� �

% # # #
� # %

 ρ ω µλ ρ ω µλ
⋅ � �⊗

= − = − ⋅� �+ +� �
� � � -.��56/�

�
�����
���
���
����
��#�	
	�
	�������������
�"� ���
������������������
�������������

���
����
�����
�	����
��
���!
�
	��)�

�

�


��
�

� �

� �

# #



ρ ω

ρ ω µλ

−
� �⊗

= � �+� �
� � -.��57/�

����
����!
� 
� �������!���������#�����
�0����
� 
	�	��'������	�
�� 
	�,���	��
� ���
�	����


��
���!
�
���
����
������������������
�	
�	���
���	������
����'�����
���	������

�
� ������
� �#
�����
� 
	�� ������� �
� ������
� 	������
� ���	� <�����'
>�� �
� ������
�

����!�
���"�-.��25/�
	��	���
�
���)�

� � ��υ υ
Σ

−∆ = = � -.��5�/�

�
� �@�
� ���	���
�
��� �!
�� 
	� ��������	� �����
	� υ�� 
�� 
	� !�
��	� �����
	� �Dλ�'� �
�
�������
��������		���
�υ�"�����������"���	����
�
�������
��#
�����
�)�
� � 	�  �  	ρ ωτ τ ω− ∆ = � -.��5:/�

�+�	�
	��	����	�����	����������
���!
���
�
���	�������	
�#��
���
��
��
	�υ��	��!����)�

�
�

� �

� 	 �

 	
�  �

υ υ
τ ω

ρ ω λ
=

′+� � -.��6�/�

3
��
� 
���
		���� �
��
�� �����
���� �� �����
		������� 
��
���!
� ����	� ���
���'
� -!����

����������������/�)�

�

0


��

� � �

� � �

� 	 �



� � �  �

ω υ
χ

ρ ω λ
= −

′+� � -.��6�/�

��� �
��� ���
�� ��
��
	� ���������	� '�����
	� �
� �
	� ��!
���
�
��� #��
���
�	�� 4���


�
��
���
	����		��
���
�����
��
	������
	���

�
�� ���'�����
��
����
�	����
��
���!
�����

�
	� �����
	�'������	���� �� �����
������
�����#�����
�0������ �� ������	���� ���� ����!
�����



� � �0�2


�
��
� �
��
� ����!������ ���	� <�����'
>� ����� 
� ��	� �	�����
�� ���	� ��� �
��� '������	
�� 
�

��	������&��
��
�������������������
����
�	����
��
���!
�������)�

�
�
��

�
� %


ρ

ω
⋅ = − � -.��60/�

���+��������
�)�

�
( )( )

( ) ( )

�

� �
��
�

0

� �

0 0 0 0

�

0 0

� �

� 0 0 0 0 0 0 0 0

� �

� �

�

�

�

� �

��

� �

� ��

� �� �

% #
� � � % # %

  

 % #



% # % #


ρ
ω ω ρ ω µλ

ρ ω µλ
ω ρ ω µ λ

λµρ
ρ ω µ λ ω ρ ω µ λ

∗ ∗ ⋅
⋅ ⋅ = − ⋅ = ⋅

− +

+ ⋅
=

+

⋅ ⋅
= −

+ +

�

�

� �

� -.��6(/�

��������
��
�����������
��
���!��
		
�!����)�

� ( )( )

( )

0 � �

� �

� �

� � �

0

�

0 0 0 0

�

� �

� �

� �� �

� �

� �

� � � �

�

� �

% # % #
� # #

 

% # % #
# #

 

% #

ρ ω µλ ρ ω µλ

ρ ω µλ ρ ω µλ

ρ ω µ λ

⋅ ⋅
= ⋅

+ − +

⋅ ⋅
= ⋅

+ − +

⋅
=

+

� �

�

�

� -.��62/�

�+��������
��������
�����������
�
	���������	�#������
�����
���	
����#������
������
����!
�

"� ��� ����
��� ���	� �� �����
� ��

� �
� �� �
�	���� 
��
���!
�� N����� "� �� �����
� ���'�����
��

��������	��	������������)�

� ( )( ) ( )

( )

� �

� �

� �

� � �

0

�

0 0 0 0

�

'���

� �

� �

� �� �

� � �

� �� �

� � � �

� �

� �

% # % #
� � # #

 

% # % #
# " #

 

% #

ρ ω µλ ρ ω µλ

λ
λ

ρ ω µλ ρ ω µλ

λ
ρ ω µ λ

∗
⋅ ⋅

⋅ ∆ = ⋅ ∆
+ − +

⋅ ⋅
= ⋅ −

+ − +

⋅
=

+

� �

�

�

� -.��65/�

�+�������
����
�����	������#�����������
�����	
� �
	��������	�����
���������������
�#��
��

����� '����
��� �
� "�� 	���� ��	� ���� ����!
�'
��
� �
� �� ��������� �����
� 
�� ���������� �
�

�����'��
��
�	�����
����!
���������
�����'����������������
���*"�����	�
���	�
��	����	����	��
�

�#�����
����� �
����!
�"���� ����
������	� �������
� ���'�����
��
� ���
�	����
��
���!
������
���

��	��
���
	��
�����	����	�����)�

�
0

�

��

� � �  � �
µρ ρ
ω

∗ ∗⋅ ⋅ = − ⋅∆ � -.��66/�

H��	� 
� ��	� ����� ���
�� �����	������
�
��� �	�����
�� ��� �
����!
� �� ����������� �
� ��

������	��������#�����
�0�"�������
��
	�#���
	������
��
	�)�

�

0


�� � � 0

�

�
ρ α ρ ρ ∞

∞
∞

= = � -.��67/�



� � �0�5

����
������-.��66/�
	�����������
�!���
���

���
�	������	������
�������
�����
����
��

'������	
����
�������	�����
�����������!
����	�<�����'
>�
������	�
���������
���
���]����
�

�
�	
����
��
�	����
��
���!
����� ���
�	����
��
���!
�	�����
�� �� 	
��
���������	������������

��
�
��
����
�	�'�
�������������
����'�����
����	����#�	
��
������'
��

H
��@�
�������'
������
������!�
����
�-.��66/������
�������
��#
�����
�)���	������

�
� �
��
���
� �� �����	�������� ������
��
� 
�� 	����������� ��� �� ���	� ����� �� ������	����

�#
�����
�)�

�
0 0


��

� 	

�

�

α τ τ τ τ
ρ ω

∗′ = − ∆ � -.��6�/�

�����'
� �� �'�
�
��� ������ ��!������� 
�� ��������� �
� �� �����
��
� �
� �� �
����������


��
���!
�� ���*���	����	� 
� ��	� �	�����
�� 
�� ����
��� �'�
�
��� '������	
�� 	��� ��	������3
��
�

'����
���	�������"���������
�-.��56/�)�

�

��

�

0

�0 0 0 0 0 0 0 0

� �

� �

� �

� � � ��

� �� �

# #
�



# # # #


ϕµ
ρ ω µλ
λ

ϕµ ϕµρ ω
ρ ω µ λ ρ ω µ λ

⊗
=

+
⊗ ⊗

= +
+ +

�

� �

� -.��6:/�

��������
���

��
��
���
���������
����'�����
��
��
�����!�	�
�����ω�	����������		���
	����
	
�	� �
� �����
� 	
��?������� ��	����� ������� 
�� -.�:6/�� &�� 
��
��� 
	� ��
�����
��	� �
	� �������	�

�
�	���
	��
�-.��6:/�	�����
	���������	�������		���
	��
��������
��
��4������	���
����	��ω�V�
ω'�)�

�
( ) 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

� � �

�
�� � � �

� � �

# �# # # #
� � � � �

ρ ω µ λ ρ ω µ λ ρ ω µ λ
⋅⊗ ⊗

∀ ⋅ ⋅ = ≥ ⋅ ⋅
′+ + +

� -.��7�/�

����� ���	� 
	� �
�	
��	� ���
�!
��������	� 
	� 	���
	��
� -.��6:/���
� ��	����� �
�������		���
�

��������	�����
������	� ���!��
�
�������	���������	��� 
	� ���'����	� -.��7�/��������
	�����

�
	���
�����
��	���	����	�
�����	����	��

VI.� Du�choix�du�modèle�d’homogénéisation�
4���� �����	
�� 
� !��������
� 
������ ����� ��� ���

��� ��./����'.
�
%/�/���
�� �����


�	
��
� ����������	� ���������� ���� 
� �������� ε� 
���
� ��
� ���
� �����	������
� ������
��
����
� 
� ������ �
	� ��
	� ����� ����
� 
���
�
��� �
� 	�#��
	� ��
�	
	�� 
�� ��
� ���
�

�����	������
� �
���	
������ ���#

� "� ���

� ��� 	��#���
� �����
�� 
� ��������� �
� ������
�

#���'��
�� ����
� ���� 
�
��
� �� ��'�
��� �����
� ����
� ���
� ����	����
�� �
� 	�#����

����������
�� ���������� ��� �#�����
� (� ����� #���'����	
�� 
� ������
� ����	����
�� 
	�� ���


�
��
��
�	�#������#���'����	�������

�
� ��������� ��
� 
	�� ���������	�� ���� ��
� !�
��� ε�� ���� ��
�� 
�� �.
�
%/�/���
�� ���
������������	�	�
�
		
���

�
���"�
������
������
�	������
������ε�8����;�
��
��
������
��
�
����
��
��	����	�������

�
��	�
�����
�������#�������	�#������#���'����	���������
	�?"?

���
��
���������
����������#��	����
�������
��#�	���
�
���
�����������P��ε��
	��	����	���
���
�
���� ���� �������� "� ��
� !�
��� �
� �����
��
� ε�
�� -���
������ �� 	�
�� ��� 	�#���� �
�
��/�� ��
����������� 	
��� 	���	���	���
��3���
� �� 
	�� �������
���
	���
��ε�
��� ��� 	������
�'�����
�
���
	��� ������������#�	���
������
��#�������	�#��������������
���������������!
���
�)�����
�

�#������������
�
�����	��
��#���
	��
��
��
���
���
�����
��
	���������#���'����	�
����

���������������	�#����������	�	�
��

��� ����
��
��� ����� ���� ��	���
�� �� �
����
��
� ��� 	�#���� ����������
�� �!���� �
�

�#
��#
��	���
��	�
��
	���
�����!
	�	���	���	���
	�"��
�	�#�����



� � �0�6

1.� Pertinence�du�modèle�du�chapitre�3�

a.� Aspect�arbitraire�du�sch éma�traditionnel�
��������������������
�����
���ε00��
!������!�	��	�������	��������
	�����������
� �;���������

���� *�	����
��� �
� �#���� ���	� <;B.>� ���� �
	� ���	���������	� ������
� �
� '����
���� 
�� R#��� 
��

P#
�'� ����!
��� ��� �@�
� ����
� ���	� <RP>� 
�� �#��	�		���� ������
	� '����
��	� �
� �����
��
�

����������
�	����
�
����
������	����������
�H�������������
�����
	������
��
	��

�
�	�#��������������
���#��	�����	�<;B.>�
��<RP>�
���
�
������	���	
������������
��
��

������
� ��������
		������� ���
� ��� ����
� 
�� 
� ������
�� �
� �� �����
� 
���
� 
	� �
��
	�

�������������� 
�� �
� !�	��	���� � ��������	� ��� ��������� ����	
�� ��� ����
� ����
�

��#���'����	��������
�	�#������#���'����	������
���	��
����
���
	���
��������
��
� 
	�

����
�����	� 	���� 
	� ��	� ����
	� ��		��
	�� �
� ���� ��
	�� ��	� ���!�	��
� �� 	�
��� &�� �
���
��

�
		����� ��
	�� �
�����
��
� ���� �
��� �����#
��� ��� �!
���

�
��� ��� ����� ��������
� "�

���#

� ��

�� ��
	�?"?���
� �!
�� ��� '����� �����
� �
� �
�
	� -���	� ��
	�� �
� ��
� ���� !
���

�!��
�/��
����
	���'�
�
����
�����
��
����
��������������
�����
����������������
����
��

�� ����
� ��� ����
� ������#��� "� 	�!���� �� !�
��� �������
� �
� ε� ����� ���

� 
� 	�#����

��#���'����	�������
		
���@��
��������
��

.��	��� �
� ��
	�� ��	� ����� �
	� ���	��	� ���#�������
	� ��
� ���� �#��	��� ��� 	�#����

��#���'����	������� ���	� ����� �
	� ���	��	� �#�	���
	�� 
�� �
������ 
�� *
�� ����������� ���

�#�	���
��� ��� ��������
� ��#���'����	������ �
��
�� ���	� �
� �����	
�� 
	� �������������	�

���������
	� ���� 
� �#�	���
�� �!
�� ��
� ��'�
��� ���#�������
�� ������
��� 
�� �
��
������

����#���
�� "� �
	� �������
	� �����
��	�� �

� �����	������ 
���
� �� �����
		������� ��� '�,� "�

���#

������	������
�
����������
		������������
��
�"����#

������	������
��

b.� Mise�en�défaut�du�schéma�traditionnel�
�
� 	�#���� ����������
� �
��� @��
���	� 
�� ������� ���� �������� "� ����������� �#�	���
� ���	�

�
�����	���	���������*"������
�������
��
�������	�����
���
�����	��@�
����	�
���	�����
�

����	������!
��
� 
�����
��
���@��
� ����������&��
��
�����
���	� �
�
��
������
���
�
���

�
���
	���
�	
	���
	���
	���������
��
�������������	����
����	�
�������
����
	���������
�	��

�
��
��
����������
	���
��������
���������	����������
�
����
�����
�"��������
����
��#���
�

��
� 	
��� "� ���	� ����
� ������)� ����� �������
�� 
	� ��
		���	� "� �������
��� 
�� "� �
�����
��� �
	�

��
	��������������
��	����	���'��
��������
	������
��
	�	�����
��
	�"����!
�	
��
��
��
��	�

������������	����������
�
������
		��������	����
�������
��
�	
������	��
�����
��4��������
�

	�#��������������
����������
�����
		��������	����
�
	��#���'��
������
��
������
�)����
	��

�����
�����������������!
�����#�	���
����������
��

4���������	
���
���	�����
��	��������		
����
�������
��
	���
	���
�	
	��
����
�������

�
����
����������	����	�
����������
�����������
�����
!����
����������
	���
	���
�������-��
�

����
�"����!
�	��
��
��
�������������!�
����
���������
��
�∆	�
���
��������
���
���
�����
����
	�

��
	�
��	
�����
��!
���������
��
�4��	
��
��
�������)�

�
0

0

�

� 	
- �

�
π

µ
∆= � -.��7�/�

&������	���� ������������������
	�'�,��������	��
��
��	����	���� �� ����	�������������'�,�


��
�������	�����
�
��
�
���	��#
��
���������!
�"���
���'�
���������
���
		���������������
�

�
��	�)�

�
2

( (

�

� 	 - � 	

� � � � �

δ
δ µ

∆≈ ≈ � -.��70/�

���
���������
��
��	�������
�����
��
���		�'
���������
����
���������
��
	���
		���	�)�



� � �0�7

�
2 (

�( 2

� � �

� 	 � 	 � �
�

� � � � � �

µ
µ

∆ ∆≈ � ≈ � -.��7(/�

3
� �
��	� 
	�� �		����� "� ��
� ��'�
��� �����
� ���� �
��
�� �
� ����
�� �� !�
��� �������
�

ε�������
��
�ε���?�
"��
����

�����
��
���@��
����	�����
�����
������#
�)�

�
2

�
�������
 0

� �

� ��
ε

µ ∞

≈ � -.��72/�

���!�����������
��
��
�!�
�������� ����
� ��!��������
� �#���'����	�������
	�����������

��	��
���
���
����
����������
	�����
�
���
���@��
���
��������
��
�"����

3
�������
�
	������#
����������
��!�����"������	��
�������	�����
���
�����	���
	��

����
� ����
� �����
�)� ����� �
� ��
	�� ��	� ��� ������
����#�������
� ���� 
	�� 
�� ���	
�����	� ���

������
��
��#�����
�	�#������#���'����	�������������!
�'
��
��
�������
��
�������
	�

���������
�����ε� !
�	� 
�����
�#���'����	�� 
	�� !���
�����	������ 
���������
�ε� �������
����
	����������������������

�
�����������������������	
������!��	
��

2.� Alternatives�

a.� Autres�sch émas�d’homogénéisation�
����
���!���� 
�������
���#���'����	�������
� ��������
�	��!���
��3��	������	� ����	�

	�#���	���#���'����	��������		��
	�*���*0� 
��*(�����
�����������*�� ����
� ���
����������

�����������������
�������
�
��
��3
	�	�#���	�����
	����
���"�����	�����
	��
�������
	�

�
��
������ �
� ����
�� *� 
�� ��O�������� ����� �� !�
��� ��� ��������
� ��#���'����	������


��
���!
�
�������	�
������
������������
��
�����������
���ε���
�

Valeur�du�paramètre�d'homogénéisation� ε

G
ra

nd
eu

r�
ph

ys
iq

ue
�S

Schéma�S1 Schéma�S2 Schéma�S3

ε 0

S 0 � (valeur�réelle)

0

S 2 � (valeur�théorique,�schéma�2)

S 1 � (valeur�théorique,�schéma�1)

S 3 � (valeur�théorique,�schéma�3)

�

	
���� ������ ���� ��
�� �������� ����������
���
��� ��������� ��� ����
��� �� �

��������� !� ���� "� ��� εεεε#� ���� ��  �� ��� ����$��� ����������
���
��%� ���  ��

���������&�
'����� "�����#������ ��
�� ������������������
���
��� ������������

�������!���������( ���������
��)������������������$���εεεε%������������'�������

 ������
���������������!�εεεε�*�εεεε#� ����  ������
����� �������"
�
��� ����
'������

���'������������������"������ ��"� �������εεεε�*�#%���
��������
"��������%����������

�!����������� ������������

�



� � �0��

4���� ����� ε� ��� ���
��� *�-ε/�� *0-ε/� 
�� *(-ε/� �� ���������� *� ����� 
	� ����	� ����
	� �
�

������
	��
������#
��#
������"�����
��*��8�*�-ε0/�8�*0-ε0/�8�*(-ε0/�"���������
�*�-0/�8�*0-0/�

8�*(-0/�� ��
	�?"?���
� "� ������� �
� �����
� 
� ��	� �
!�� �
� �#���'����	������ ����� �#������
	�

	�#���	��

3
� ������ �
� !�
� 
	�� ���	� 	������
� "� �������#
� �
��������!
�� ���� 
	�� ��
� ���#��
�

��		���
� �
� �� �#�	���
������
��� ��	��
�� �
��
� 	��������� ���� ��� '���#���
� ������
� ����
�

�
����
�����'��
�.����

������	���
���
�������
	�����	�	�#���	���#���'����	�������
�	�#����*(���������"���
�

�����
���
	��
����
�
���
���
��ε��� ���	���
� �� �����
����	�#����*�� ����
��
��
��
��
�
���

��	� ���������
� � 
������ 
� 	�#����*0� ��!
�'
� �!���� ε��� 4��� ���	���
���� 
� ��������� ��
� �
�

	�������@��
������������*0�
��
�	�#����*(�
	��
��
�
���	�#������#���'����	������ 
�����	��		����������
��
�	���
	���
	���
�	
	����
�
����
���
	�	�''��
���
�
�	�#����

����������
�
	��	������
�"�*�����*0�
����
�	��ε�
	�� �����'������������
������
��
������
����

�
����!������
�������������		
,����!��	
��4
��?������	������	
�����	�#���������	�"������
�

�������������
�
�	�#����*(�^�

B
�������	� ��
� 
� ��!
���
�
��� 
�� 	���
� 
�����
� �
� ε� � ���+�� ���� �� 	
�!�� �
� ������ �
�

������� "� �#���'����	������ ����	
� ��
� 
	� ��������	� ����
�	�����
	� �
� ��		
��� ���
�!
����

��
��
	�
���
		���	���������
	�
��ε������
	����	�
����
���������
���
��������		
�����!
��

���	�#�����
������
�������
��
�����	������#��
�����
�������������
	�����
	��
�	�������
�����

��	� 
�� 
� �����
�
��� ����� �
� 	�#���� 	
����� ������
�
��� ���������
��� ������
��� � �� ��
	��

�������	���
	����������
��#
��#
������
�	�#����������
��
��	�
������	��M���

�
��������
���

'������	
��
	���������	�����
�	�����
	�����#�����
�(��
���������
�	��!���
�)�

� ( ) (� 0 2'��� ��! '���
�� � �

 � � � 	ε ε ε ε′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′− − ∆ = − � -.��75/�

� 5 6 7��!� � �
�   	ε ε τ ε′′ ′ ′= − � -.��76/�

� � : ��� � �
 	ε τ ε τ ε′ ′ ′ ′− ∆ = � -.��77/�

�+�����������	�������
	����	����
	�����
�	�����
	�
������
����
	���!
�	
	���������	������

	�

�����
�!�
��
��� ��	� ���	� �� ��	��		����� P�� ���� �����
� �'�
�
��� 
	� 
���
�	������0� 
���(�

��	�'����� �
���	���� �
� �����
� ������������� 
�� 
� �
� �� �������	������ �
� �� !��
		
�� �
� ��

��
		���� 
�� �
� �� �
��������
�� ��� �� ����� ��� ��	� �(� 
���
�	� "� ���
����
�� ����� �������� ���

	�#������#���'����	�������

����
���������
��
������
��		
,����	����
�
����&��
��
�������
����
���
���
����		���
�

�
�ε����	� 
	���������	� -.��75/�"� -.��77/�
�� 	������
�� 
	� ����	���������	���
�������������"�

�������������
� ����	� 
���
�	�� ���� 
�
��
������5� 
����������
��� �'�
�
��� �
�����
��������

�#�����
	�
���
�	�����������"��
	�	������	��+�	
�
	� 
	�������
��
	��
���!
	��
	��,�
�� ����

�
��� 
����
� �����
����� ���	� 
� ��!
���
�
��� �
� �� !��
		
� ���� 
�
��
�� �� �
	�
� ����� :�


���
�	�"��#��	����

����
����#��	�����
��0�
���(�	��
����'�
�
�����	�
�����
����
���
��
��������������	���


	�
���
�	��2���7�
���������������
		����
���6�
���:���������
��������
��3
	��#�����
�������
���

��	� 
	� ��	����	� ��� 	�#���� ��#���'����	������� ��
	�?"?���
� 
	� �
�����	� 
���
� 
	� ��!
�	�

����
	� �
	� ��!
���
�
��	� �
	� '����
��	� �#�	���
	�)� ��� ����
������ "�7� 
���
�	�� ���� 
	�� 
�

����������
������
������
����
������
	����	���������	����
�
������#�������
	��

����
����������
��"������
���
	�
���
�	������
	���'��
��	��#�	���
	��
��
����	?����C����

���������������G���'����
����'�
���0�
���(�����
	��
��
	�����
���	����!�
��
������	��
����
�

����!
�'
��
�����
�	
����
����������
	�!�	��
�	
	��3
	����		���
	�����
	����
���"�����#����

���
�	����
�����
������
	�!�	��	���	��
����	
��
����	�����
���
�������		
�
��@�
����
�

�
��#��������� ���������������� �#
�����
���
�������������"��'�
���:� 
���0��&������ �� 	
��
�

�����
� ���'�
�� �6� 
�� �7� ���� ����'��
� �
	� �
��
	� ����
���	� 
	�� ������
�)� �� 	��'��� �
� ��

����!�
� �
����

� �
� �� �
�	����� 3
	� �#���� 	���� �!
���

�
��� ��	�����
	� ���� �	� �����



� � �0�:

���
�!
���� ������������ ���	� ��
� 
	� �#���� ������
��	� ����
	����
��� "� �
	� 	������������	�

�'����
	�� ��� ����!
� ����� "� �����
� 
���
�	� ������		���� 
� 	�#���� ��#���'����	������� 
�� 
	�

��������	�	����)�

� ( )0 0 2'��� ��! '���� � �
� � � 	ε ε ε′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′− − ∆ = − � -.��7�/�

� 6 6��! � �
�   	ε τ ε′′ ′ ′= − � -.��7:/�

� ��0 ��
 	τ ε τ ε′ ′ ′ ′− ∆ = � -.����/�

������
� 	��!���
� ���	�	�
� "� ������
�� 
� '����
��� "� �
��� ��#

	� 
�� "� ���	����
�� 
	�

��������	�"������
���������������3���
�]��	����������������
�����������
�-.��7�/� ����

�
��� �
�����
�� ��
� �#���
� ����!������ ����
	����� "� ��
� ��!�	���� ���� ε� 
�� �
� ���� ����
��
�

�����
�����������������
���	�����
������
��������������
��ε�
	�������
����������
	�����	�


���
�	�����0E0�
���2E���4�	�
��	���	�	
����	
��
����

P����
	�� 
���������	�����
���� ����
����������!
�"� ������������
� ��!��
		
������
��
��

����
���
����������
����
	�#����#�	
	�������
��
	��H
��@�
��	���2�
	��	�����
�
���	�����
���"�

�0E��� ���������� 	��� �����
� ��������� �
� �� !��
		
� 
	�� ��
� ��������� ��� 	
����� ����
� 	��	�

	
����� �
���
�� 
�� �����
� �
��� �
	� ���������	� ���� ����
	� ��� ����!
� "� ����������� �
� ��

!��
		
���������
��3
	��
�����	�	��������		��
	�����
	�
�
���	�����2E��
	��
���������	������

��� ����
��� �
� ��
� ���	� ���

���	� #����#�	
� )��� 
�� 
� ��	� ��� �2� !���� �0E�� ��� ��� ����

���	����
����#����#�	
�)0��

C������	� �#����#�	
� )��)� 
� '����
��� ���� �
� ��
		���� 	�����
�� 
�� �� ��
		���� 
	��

���
�
���#���'��
��.������
�	�����
��������
����!���������
��
���
���
�,������������
���

�
��
	�	
���
	�!�
��	��
��2�
���0��P�����������
�
���
��
���
��
����
	�?"?���
�	���0�!�������

����	�(����!��
		
�
	�����	����	����
������
��
������
��
������
�

�	�����
�"�����
����
�

�!
�� 
� 	���
�� ��� ����!
� "� ��
� !��
		
� '���
�
��� ��
� "� �����
� �������������� �
� ����

�����
������	�#����#�	
	�������
	��

P�����������
�
��
��
�
�������
�������
���	��0�
	�������	��'��"�����������
����������

	������
��
����
	���'�
�
���
���	�����������������
����#
�����
�-.����/���
�������������"����

������
� �����
������ �
� �� �����
��
� ��� ��
��
�� ����
�� ���+� ��� 	�#���� 	������
� "� �����
�

��������������
	�����������"���
�����
�����	����
��;�
���������
�	�#������#���'����	������

���		
��
��?@��
� @��
�����	�� "��������
� 	�����
������� ������ �� �����
��
����� 	
� ����
� ���� ���

��
��
������
��
	�	�#���	���#���'����	�������

P�����������	��
��
��
	���������������"��
������
�)�

�
( ) ( )� �

'��� '��� �
� !
	 	′ ′+ = � -.����/�

�
���
��
�� '����
��� 
	�� ��
� ���	����
� 
�� 
� 	
�����
	�� �
����
��
���
� 	��� �� �
�
�

���������
���
�������������"���������������'����
����
���
		���������	������
��.��
������
�

������������������	��
������'����������
����
�����	����
��

�
���	������
		����
	�������
���	�������
	�
����	�
	��
��
	���		��
	����
	�?"?���
������

�0�8�0�
���2�8��������
������
�	�#��������������
��

������������
����#
�����
�-.����/�	
������
��
�������
	�	������
��
������
��������*"�

�
�
����0�8�0������	��		�����
�����
���
�	��������P������
	��	�����
�
�����'�������������!
�"���
�

�
��������
���
������
��
������
��
��	���
	��	�����
�
�����	��������
	������
		����#���'��
�

���� 
	�� ��
�� H��	� �
	� �
��� ��	�� 
	� #����#�	
	� �
� ������� 	���� !���
	�� 
�� �� �
	�
����� 8� ���

����
������
�	�#��������������
��

�� �
	�
� "� ��	���
�� �� !�
��� �
� �6�� ����������� �
� ����������� -.��7:/� 	
� �����
� "� ��
�

����������������
���
�����
		����
�����
��������
�������6�V�E����
�����������
����
��������
�

����#����#���'��
�
��	���������"�����
����
��!
��
�	���
�����
�����������
���������������

�!
��
	�#����#�	
	�������
	��

�
���	��6�8�E��
	����	�	����������-.��7:/��
!�
��������
��
������
�)�



� � �0��

�
( ) ( ) ( )� � �

��!
!
�  	τ′ = − � -.���0/�

�
���
��
���
���
�
	���
����
��
���
�	��� ���
�
����������
��
���
�� ����	
���
�

����������������
���
�
	�!�
��	����
��
	��
�����
		����
���
����
��������
�������
�����
�

�
���'�������
�
���
��������
��
����������������
����#
�����
�����	
���
��
������
���
��
	�

!�
��	� ���
��
	� ���� ���� �����
� ���	��� ��@��
� �����
�����
� �
� �� '�������
� 
�� �
� ��

�����
��
�� ��� �� ����� �
��� ��
�����
��	� �
� ���������������� ������
��� 
���
� �
	� !�
��	�

���
��
	�� �
� ���� ����	
� �� ������ �
� �
	� !�
��	� ���
��
	�� 3���
� �� ��
		���� 
	��

#���'��
�"����#

����
��

�
	���������
�
����������
����
����
��#����#�	
�	����0�����


�� ������� ��
� �6� 
	�� ��	������ 
�� ������ ��
��
�� ����
� �����
�
��� 
	�� ���
�
���

�������
		��
��&������	���6�
	��	�����
�
�����	������"������
�	�����
��������������
������������

�
!�
���)�

�
( ) ( )� �

��! ��! �
! �
� �′ ′+ = � -.���(/�

��� ��
����
� ��!
�'
��
� 
	�� �
� ���
��
� ��
�� 
�� �� ���
��
� �
� �� 	
����
� 
	�� ��

��!
�'
��
������	������
��
���!��
		
����
��
��������
�
���
	�����	������	������
�
���

�������
		��
�� �
� ���� �������� "� ��
� �������� ������
� �
� ����
� ����	����
�� �
� ���� ��
	�� ��	�

�����
		���������������
�
	����������	�����	����
	����������������
�����������!
�����
�
���"�

�6�8����
��������������
��#����#�	
�)���������������

�
������	�#��������������
��

��#����#�	
�)0� 
	������� �� 	
�
���
�����!
�"��
� 	�#���� ����������
��4���� 
	��@�
	�

���	��	��
����#
		
����	�#���������������
������	����
�������������	��!�����0�8�0�
���2�8����

������
� �
� ���������� �
� �� �#
�����
� �������� �'�
�
��� "� ���� 8� ��� �� ��	��		���� ������ ��

�@�
�����������	��

B
	�
� "� ���	����
�� �����������
� �������������
	� ��	��6�V�E��
���6�W��� 	
� �����
����
� ��

�@�
� ������
�� 
�� �
� 	���� ��	� ���	�����	�� �
� ��	� �6� 8� �� 	
��
� �		
,� ����#
� ��� 	�#����

����������
��&��
��
����������!
����	�	���
�)�

�
( ) ( )( ) ( ) ( )� � � �

'��� ��! '���! !! !!
� � � 	′ ′′ ′′− − ∆ = − � -.���2/�

�
( )�

��! �
!
�′ = � -.���5/�

�
( ) ( ) ( )� � �

! !
 	τ τ′ ′− ∆ = � -.���6/�

�
� '����
��� �
� ��
		���� ���	� -.���2/� ��������� 
�� �������
� @��
� 	������ 
�� ��
� �����
�

#���'��
� E%�� 
�� ��
� �����
� ������
�����
�� �
� ���� ����������� "� ��� ������
� ��������
�

����

�
��� 	������
� "� ���������� �
� �� ��������
� ���
� ��� 	�#���� ����������
�� �+� E%��

*��
�����
��1
�'����
��������	������
��
�����
		����"������
���
���������
�������
�����
�

*��
����� 
� �1
� ��� '����
��� �����	������
� �
� �� ��
		���� "� �����
� �� � �� !��
		
� ���
�������

���	� ������
�
��� �
� %��� �
� 	
�� ������
� 
	�� ��
� �� �����
� #���'��
� 
	�� ���
		���
�
���

��
��&��
��
�������
		����	
-�/

������	������
�)�

�
( )�

�
	 % ! 	′ ′= − ⋅ + � -.���7/�

�+� 	'� 
	�� �� ��
		���� ������
�����
�� 	����	�
� ���������
� ���� �������� "� !'�� ��� �
��
�


���
		�����
��
���@��
����������
���
�	��%��
	������4������	���
����
�������
���������
�

��������"���
�!��
		
���
��
�����
	��
�����������������!
��
	�#����#�	
	��
���������

���
� �
	�
��������
� ����		��������6�8�E�� � 	
�
� ���������� -.���5/�
	�� �
�����
�����

-.���0/������'��
���������
���	���
	����
��
	��
���	�������
���'�
�
�������	�����
	����	�

��		�� ��������� ���	��
� �� ���
��
� �
� 	
-�/

� �
� ���
����
� ��	� 
� �#���� �
� �
��������
� �
�

������
� ���!���
� ���	� -.���6/�� T�������	� ��� �
��� 	
� ���!�����
� ���	� ��� ��	� ��������
��

��
������
�������#����#�	
�)����
�	�#����
	�� ����������
��!
��
	�#����#�	
	�����
	�	���


	�
���
�	�����������
���	
�������



� � �0��

4�
���	� 
� ��	�����
������'����������	����
����	� �
	���
� 
���
��
������	������
	��

��������!������
���������	�����������
�
����������	��
��
���
��
����	����
�������
�	
�
�

!�����
��
���	��������

�����
	�������
��������	��	�������&���������	��������
		����
����

�
��������
�
��	���
��
�M����
���
��
���#��	�		��������
���
��
���
�
	����	�	��
����������
	���


��E������
��������
�-.���6/�����
�)�

� ( )( ) ( ) ( )0 � �
0 � �

� �

 � 	π τ
+∞ +∞

=−∞ =−∞

+ =� � � -.����/�

��� �
��� ��
�����
�� �
��
� "� �
��
�� 
�� 
	� ���
��
	� ����
	����
��� ���� �����	���
	�

���	����
	� �
	� �������	�����	�� �
� ���� �
��
�� �
� !���� ��
� 
	� ���
��
	� 	���� 
����
�

�����������

	��3���
�
	���
�����
��	��
������������������
�-.����/�
���
������
��
��
�

-.���0/�	����������
��	�-�	���������	����� ����	��������'
�� 
	���������	�����	�����
���!����

	��� 
	���������	������'��
� ������ 
�� ��������
��
	� ����
��	� 	����
��
���!
�
���������
��	/��4���

���	���
����
	����
��
	��
�����
		����
���
����
��������
�	�����
�����������������������

�
��
�_����
���`������
���
���
		����#���'��
�������'����
����
���
		����#���'��
��
��
	�

�#���	�	������	������
��
������
���
�����
	��
�����������������!
��
	�#����#�	
	��

��� !���� ����� ��������� ����
� 	�#���� ��
� 
� 	�#���� ����������
� �
� �
��
�� ��
� ����
�

����	����
������
��
������
��
��"���	�����
����	�������
	����	���		��
��
������	
�����	�#����

��		��	���	���	������
�
�	�#�����#������
�*(��

b.� Ordres�sup érieurs�
3��	���������
�
��
�
���	�#���������
��
������
��
���	
���!�
����	����	�����������G��

���
		���
���
�!�	�'
��
	�����
	�	�����
��	��
��
�	�#�����������������
�����
	��������� �
	�

�#���	�#���'����	�	�	
��������	���	���
��
	��#���	������
����������	���
��
�	�����
	��

%����	����	��
���
���������
�	�#��������������
�"������
����
	��#���	��������������
�

�����������"��
������
�����
�)�

�
( ) ( ) ( ) ( )� �� �

��! ��!
! �
�  	 �τ′ ′= − − � -.���:/�

	����
����*
������
	�	������	�"�������
���)�

�
( ) ( ) ( ) ( )� � �0��! � ) '���

�

! �
�  % 	 � 	′ ′

= − − � -.��:�/�

�����
	���������	
���	
�
	���
�	�!����	��"��
������
��������!
�"�������
��
���	��
	���
	�

�!
�� ��
� �
���������� ���	� ���
� ���������
��� "� ����������� �#�	���
�� ��� ���������� �
�

�����������-.��:�/��
��
���
�������
���'���!
�
���)�"��������
�������
��

���
��
��#������


	�� ���	��
��� ��� ���� �� ���� �� ���	��
��� ������ ����
�
��� "� �����
� ������������� �
�

�#���'����	�������
������!
�'
��
����
��
���!��
		
��
-�/

�
	�����
�����
��������
��������
�


�� ����
		����"� �����
����3���
� ����
		��������	����
�
	�����	����
� "��
������
�
����
� ��

�
��������
��
��
	����	�"��������
�������
���
�����
�����������
�����!
�'
��
���
	����	���
�


������� 
��	�
��������
�
������	� ����
�� ����������� ������������
� ����
		����#���'��
�"�

�������
����
�����
��

�� ����G�� ����
��� ��
� �����
�� 
	� ����
	� 0� ��� (� �
��
��
� �����
���� ��
��
� �#�	
� �
�

	���	���	����������������"�������������#�	���
���������	����
���"��
	�
��
�	�	������
	��+������	
�


�������
��
����
��������
�"��������
������	���	���	���
�����������
�!�
��#�	���
�����������
�

����
���������
		���
�
��������#�	���
��������!��
		
�"������
�	�����
����
��!��
?!
�	���

��� �
��� �'�
�
��� 
�!�	�'
�� �
� ��
���
� 
�� �����
� ���	� 
	� ����
	� "� �� ���	�� 
�� �
�

	���
�����	�
	�����
	����������	��	����	�)�



� � �0�0

�

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

�

�

�

� �

� �

� �

� �

�

� �

�

� �

�

� � ! � � !

	 � ! 	 � !

� ! � !

ε

ε

ε

ε

ε

τ τ ε

+∞

=

+∞

=

+∞

=

′ ′ ′ ′=

′ ′ ′ ′=

′ ′ ′ ′=

�

�

�

� -.��:�/�

������������
����#
�����
�	����������	�)�

� ( )0 �
0

! ! � ! � �
  	ε ε εγτ ε ε τ

γ′ ′ ′′ ′ ′

−− ∆ + ∆ + ∆ = � -.��:0/�

C��*���	� ���	� 
� ��	� �
� ��
	� ���
�
��� �
���
	�� 	�� ���� !
��� ����� ���� ���� ��	�

����'�
���������
����
��������
����	�����
����
	�����
		���
���
�	
ε
�	����������	�����
��

��� 	��#���
� ��
� �
� ��	����� 	���� !���
� ����� ����
� ��
� ��'
� �
� !�
��	� �
� ε�� �
���
	� ���	�

	�����
��
	�"�ε�������
���
���������	
�������������
����	�
	�����
	��
���
		����"��������
������

������	� �����
� ��� ��� "� �
�� ����
� �� ��
		���� 
	�� ���	����
� ���	� �� �
�
� ���������
�


�!�	�'�
�� 
�� 

� 
	�� 	����	�
� ���� ��
� ����� ����� �� ���� ��� ����
�
��� ����	����
� '����

���	�
������������������������������	����	�
	���	�"���
���������������)��#���'����	�������
�

�
���
�
����
���
	���
�	
	����
�
����
�����
	��
�����������	�"��������
��#�	���
�
���

����
�����	���	���
�ε���
	����	���������	��������
	�����	����	�
���	������	�#�����
����
�*0��

c.� Conclusion�
����
�����
���!��
��
������	��
���	���������
�����	����
����
�����
�
	�������#
��3
�

��
	����������	���	�	���	���	��������������
�!�
����#����'���
����� ���������������	��"����


�
��
� ��
���	����
����
����!��	���'
����ε�������
�^�

�� �� �� ��
� �
�����
� ���	�������� "� @��
� ���	� 
� ��	� ����
� �����	�������
� �
� ���
� ��
��

������
��
�"������
����������	����
����������
��
��������
��
�����'�
��������
��
���
��
�

��	� ���!���� #���'����	
�� 
� ���
�� �!
�� ��
� ������#
� ��'���
�	
�� ���	� ��
� ���� 	���� ��
�

�����ε�VV�ε�������
�
�������ε�������
�VV�ε�VV����
	�
���!
�
�������
�������!
��"�����
�����
��
��

���	�������	�
�	
�������	��#����#�	
����.
�������
�����������
���	�#��
��
�����
��

�� ��
	�� ��	� 	a�� ����� 
��	�
� ��
� �
�#����
� #���'����	������ ����� �� ,��
� �
� �����
��
�

�������
�� ���	� ������	� ��
��
	� ���������
	� 	��� ��
� �

� �����	������� H���
� ������ �� �����

���!������������
����������
		������� ���
������
�������
�!�
������������	�
����
�����
�

�
� �
�����
��� "� �������
��� ����
� ,��
� �
���
�� &�� 
��
��� 	�� ���� ����'�
� �� ��!
�'
��
� "�

�������
����
��
��
�,��
��
���
���������
���
��������
�����
�����!�����
���	�)�������������
�

����!
�'
��
�����!����"����	
��
�����#��'
��
�����
��
������������������
���
��
�#����#�	
��

H�����
� ������ ��� ����� ���!���� ���	���
�� 
�� �
��
� �
� ��
		����� !��
		
� 
�� �
��������
�

����	����
	����
���
	�	������
�
����������
��

�� 	
��
� ���
		���
� �
� ����
� ��
� ����
� �
� ���������� ���!���� ���	
��
�� ��� �
�

�������
�
����������
� ���
����
��
��������������	���������	��
��
��
��#�	
������
��������	
��

��� ��������� ���	
������ ��� �
� �������
�
��� �������
� ����� "� ������� ��
���
�
��� �
� ��
	�

��
�	
	������
	��&��������������
�
��
��
���
	��
�������������������		
�������b��
�������

�!��������������
�
����������
������
�����	��
���JA,�������
��
	��
���������	�"�
��
���
��

	
���
���������	��������
�-.��7(/��
������
��
���8����b���



� � ����

� Annexe�B�
�

Techniques�num ériques�
�

�������		�
������������������������������������	�����������������	�����	�	�����������

������������������������	�������������������������������������������������

I.� Calcul� des� éléments� matriciels� de� la� formulation �
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4.� Formulation�matricielle�du�problème�
%�� �������������� �����
�������	���������	���������	���������������� ��� "�������	���������
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���� �������������� ������������ ������������	�������� ��������������	������ ������������� ���

"��������	� ��� �������� ������#� ��� "���� ��� ��� � ������ ���� �
�������	�� &'��4(*&'��=(� ����

�������� �� ������	��� �	���� ���� ������� ��� ��������� ���� "�	����	�*������ α� ��� β� ��� ���� ������

�	��		�������������	��������	��������������
������ ��������&���������������		�(��%��������

�� ��	��� ������ ���� ��	����	���� ��� ��	�����	�� ��
� ������#� ��� ���	�������� ��� �������	� 	�����

������������ �������	���������	��	����������	��������

$	� ��� ���� ��	���	�� ���	�������� ��� �������	#� ����� �	� �""������ ������	����	� ��� ���	�� ����

�������	�#� ��� ���� ���� ����������� ��� �������#� ����� �	� �	� ���	�� ������ ��	�� ���������� ���
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������� ��������	���� ���� �		����� ����������	��������	��������������� ����������� ����������	�

�������������

���	;�	�� ���� ��� ��	�����	� ��������	��� ���� ��� "��	������ ������� Σ�� 0�� �	� ������� ���
� ������	�������	������	/�����������"��	�������������Σ��������	/���������&����	/��������GΣ�
��	������	���	� �	���������� ���	������	��������Θ(#� ������������ �������������� �������� ��� ���

� �������	������������������!�
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� � � � � �� �� �
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���� �������	�� ��� ���� ��������� ��������	��	�� ��� <�� 	/��(#� ��� 	����	�� ��� ���������� ���

����C���� ���� ������� ��� �������#� ��� ���
� ��� ���� ����� ���	�� ������ ��������� ���� 	�� �������	���

����	�� "������	� ��� ��������� 	����������H� �	� ��""�	��	�� ���������� ����������� ��� ���	�

������������� ����� �����	�� ��	�� �� ������� ��� ������� �� ���� �	� ��������� "���� ��	�� ����
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������	���������Σ��0�����	�������������	�� �	����������������	������������������&��	���GΠ#�

	����Π,(#� ����������������������	��������������������� ����	/�������Π� &�	������������Π#�	�����
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��2����	����������	��������������������	/����&���������	��	��	�������������������		���(�
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5.� Elimination�de�la�bulle�
9�������������������������������������	��	��������#����������	���I	���	������������	������

"�	�� ��� ��������� J��	��	�#� �	�� "���� ���������	� ����������� �����#� ��� ���� ��������� ��� ���

���������������������������������������������������������	��������"#�
��$%��#�!$�%�������
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$	��������	��"�������	���������*� ����������	����������������#��	�������������!�

� �  �� � �� � � � �+ = � &'��:(�

���5����������������!�

� � �

� �� � �� �  � � � � � �− −= − � &'��=(�

�������������������	2��������	���������*� ����������	����������	/����!�

� ( )� �

   � �� �    � �� �� � � � � � � � �− −− = − � &'��>(�

����������	�����������������������"����������������������	���!�

� � �K KK K# #    � �� �   � �� ��� � � � � � � � � � � �− −= ≡ − = − � &'��@(�

%��#�&������	��������������	��	�������� ������������������������	������������	�	����������

�	������� "������	�� ��� ������� ����� ��� ������ ������� ��������	�� �� ���� ���������� �	���� ����

��""���	����������#���������	����������������	����	����������	��"�	���	�����	���������������������
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�	�������
����������""���	���#���	�������������������������	����������������	���	����������?��

����#����������������	�	��	���������������������	��������	/���������	�����	�������#������*�*�����

�	��������	/�������	�<�����������#����������	����������������������������������������

)��	�	�� ��	�� �	� ���������� ����� ��� �� �	�� ���	�� ��� ��	��������	� ��� �����*��� ����

���"�����)����������	����	����������������������	��	����&��#��5� ����� �� ��	����������������
�������� ��
� �������������#� �������� �
����� ����������� �����	��	� �	��� &��	�� ��� ���#�
���	����� �� ����	�����'	(���� ����������	��	��! &���	����� �� ���� ������	�����'�(#��	������	������� ���
��	��������	�����	/����!�

� ( ) ( )	����K
�� ��� ���� � ����≡ � &'��,(�

���������������������	��������	�������������!�

� ( ) ( ) ( )
( )�

=
−=

	(�(��

����
�� �����

����������
�����

����������#

#�����F�����F#�����K � &'���(�

)���� �������� ����������#� �	� �� ���������	�� �������� ��� "���� ���� ���� ���������� �	���� ����

�����������	��	�����	������������	����""���	���������������������������������	�����������������	��

����	��	�� ���� ��� ��� ��������	#� ��� ���� ������ ��� 	����� ��	�� ��������� ��� ��������	� ������	��

������#������� �	� 	���� �����������	� ��� ���������� �	���� �������	�#� ���� 	��
����	�� ����� �������� ����
��������?������#������� ���	�"������	��� ��������������	������� ���������������� � ��������� ���

��������	��������

L��	���������	������#��	��������	��������	�����	/����������������	��!�

� ( ) ( )���������� ��
KK 	����� = � &'���(�

����	����	��������	�������������!�

� ( ) ( ) ( )
( )�

=
−=
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## ����������#

�����F�����F#�����K � &'���(�

0�� ���	� ��	������� ������ ���� �	��������� &'��4(*&'��>(� ���������� ��������	�#� �	� �����

�����������������	���������������������	��	�����	���	�����������������%��"����<��������	��"�
���"������������������	��������������� �������������������������	���������������	������������

������������������������������������!�������������	�	���������������������	������	����	��	���

���������	������ �	���������&'��4(*&'��>(��9����	��	����������������������������&'���(� ���

����������*���������&'��4(������������""����	��ρ,�ω�����������������*���������&'��7(���������

���""����	��µ�������	��	����������������	��!�

� ( ) ( )�,
�����#�����

# # #

����
�4@4>,, @,=�,

�
� � � � �

�
� ���� �

ρ ω µ λ
=

� �
= +� �

� �
� � &'��4(�

9��� ������ ��� ��������� �	���� �	�� ������	��� ��� �������#� ���� �
����� ����	� 	#� ���
�������������<��������	����������������������������������	��!�

� ( ) ( ) ( ),

F #����� F F #����� F F #����� F# ,
�,�:,

� 	 	 � 	 � � 	 �

� �
� ���� � ���� � ����

ρ ω
= = = � &'��7(�

�����������������������	�����	���������	�����	��������	�������������#������
���������	�	�!�

� ( )F #����� F

�

7,4,
�

� � 	� ���� �
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∂
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,
F # F ,

F # F

F # F

,

�K � ���� ����
��, : �:
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�4 4

�K ���� ����
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� 	 � �
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�
� ���� �

�
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ρ ω µδ λ λ ρ ω

λ λ

λ λ
ρ ω

� �= + + ⋅ + Ξ� �
� �

∂ ∂� �= − + Ξ� �∂ ∂� �

= − ⋅ Ξ

� &'��=(�

�5����	����	��������!�

�

( )�
# # #,

��

7: � 77 ���� �

� � � � �

�
µ λ

ρ ω =

Ξ ≡
� �

+� �
� �

�
� &'��>(�

��������������������������������������	��������	��������H���	"����	����&'��=(���&'��>(����

	� � �� ���2����� ���� ��� ��������� �	���� ���� ������� ��� ��������� ��� ��������� ���� ���� ��������	��

��""���	����� %��#� ���� �������	�Ξ���������	��	����
��������	���������� �����������������������

��������$	"�	#�������������	������#��������
����������	������������	��������������������

������	��� ��� �������� �#� ��� ���� ������ ��� �������� ��	��	��� ��������	��	�� �K �� 0�� �	� ���������

����������	���������	�����	����������������#�������	�������	������������	��	���������	���	��

������������	�����	�������#������
������	#������������������������������&'��>(�!�
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ωρ,
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,KK
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)�����������������������	�����������	��������������#����������������	��������	�����	��

( )����� �� F
K ��5���������������"�����������������������������8��������������������	��

�	���������	������������������!����	���������	���������������������	�������	���������	�

��� ����� ��������"� Ξ#� ��� ��� ������� ��������� ��� "����� �	� ������� ��	�� ������ �	� �		���	�� ����
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1.� Introduction�
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 ����������� �������� �	���������	���	������	���#���	�������	#���������������������������������

����#��-�	#�	�������� ������	����#��	���	����� ����������	�������������������� ��� ����	#���	�

�		�0�	���	������������	#�����������	���������������
�������	0�-�0� ��������������	�����

������� �0� ������ ���	��� �	�� ������������� ��	���	�	#� �	#�	�� 	������ �	�� ������� ���� �������� ���

��-��� 	����� ���������	� ��� ��� ��1���� 	����� �-�0� ���� ���� #���	��� �� ��������� ����1��	��

��	������ �	� ����	#� ���� 	����� ������0� �����	�� �	����� �� ���������	��� T��0� ��-� ������	�0�

���	�� �0� ��� �������� �0� ����1�� ��	������ ���� ��� ������� ������	����� ���1�� +� /AB�� �����1��

�������	����������������������������	����������������

)����� �����1�� �������	��� ����� ��������1�� ���������� ��1�� ������0� ���	� ����� �	� ?����@�

����	�	�������	��	#�	�������	�1����	������
���������������������������##�����1���	1���	�	��

8������������ ��� ��� +��**�9� �	�������0� 4���� ����	#� ��������	�	#�� ������� ����/��� �������1��

���������U:��  ������0�� ������ ��	�����	�� �0� ���/� ��������#�	#� ��� 	�� -���� /	�-	�
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����/	��������������-���	���������������������)�/�	#�����������	��
������������	�	��������

������� �0� �� ���� #��� ���-� �	�� �������� �0� ���� ��	����� -���� ���� ������� ������ ������ ��� ����

�
��������� ������ ��������� -���� �
�����	��� �� ������� #�����	��� )��� ����������� ��� ���#��0�

1��0�	#��������0��C**�9����+��**�9��1�������-���	�����������������������������#�����	����	�

���������������+**�9J��

�	�������������-���	��	������
������������������������������	��������������������������

�	������	���������������#���������#�����	���

)�� �1���� �		�������0� ����������� ���	#� ������ �����
� #�����0��-�� ������ ��	������

�����������������������������������������0��	��������������;������������	�����1��0������������������

������������ ��� �	� ������ ���� ��� ���		����� ����� ������� �	1��1���2������ ��	����	��-�����

�����������������������0������������������	�� ����#���0���������������������	���������	�-����

�����-�������������������������������	�������������	��	��0�������������	���	��������1�������	��

�����	�0������	�������	�������8�������:��	�����������0��������������������������������������

����N%������	��������'N%��
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2.� Homogeneous�temperature�solution�
�

2.1�Navier-Stokes�set�of�equations�
�

)������������������������	�	��������������0�����1���������������1��������������	�����

����"�1���.7��/����������	��8���������	���	���H�I:�������1�������#�����������0��������������#���

��-��������������	������	�����5��������	����	���	��#0���	���1����	��������	���	������

��������#�����-��
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��������� ������ ��� ��������1��0� ��	���	�� ��������� �	�� 1����=� ���� ����� ��1�� ���������� ����

���������	���	���	����������#������;��-��������������������������������������γ�M���J�%��
2��	���0� ��	�����	������ ��� ������ ��� �������� ���� ���� ��� �������	��� ���� �	� ����	��0�

#�����������	����	��#�����	�.�������	�����	����������=���	���	�	#����������������������	���0�

��� ���� #��� ��� ��1����� ������� ������� ���	� ���� ������ ���	���0�� �	� ���������� ��	�����	� ���

����������
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2.2�Viscous�acoustics�
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�������-�������	����	�#������������	#��������-�1���	#��������#��	��#������������������	�0����

��-5� ����� ��	� ��� ����/��� �����-����� 8��� ���������� �	� H�I:�� �	�� ��� ��0������0���	�� �����-��
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� � � � 1ρ ωτ ω τ= − + ∆ � 86:�

� ���	���0 ���	���0� *τ= =� 0 � �
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2.3�Infinite�slit�
�

)��� ���1����� �������	�� ���� #�	����� ���� �	0� ��#��� ������� ������ ���� ������ ��	,�� �	0�

#�	����� �������	�� �	� ���� ����������� ����� ��� �	� �	��	���� ������ �������� ������������	�� �����5� �0�

��	�� ��� �0���0�� ���� �������	� ��� �	����	��	�� ��� �-�� 1��������� ��������	��	#� ��� �� ���	��

��������� ��� ���� ������ '	�� ���� �	�0� ��� -��/� -���� ���� 	����� 1�������� :�� ������������

�	�������������0��������������-��������	#�����	����������	�������	#����-��/�-�������	������	.

���	������	�	����������������'	��#���5�
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3.� Temperature�gradient�effect�
�

��������������#�����	�����������	��#����	����	���	�������������1������������	����������

���� ����� ���������� ������	�� )��	� �� ����.��0��� ��������� ��	� ��� ������ ����� ������ ���	#�
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3.1�Thermo-acoustical�correction�to�previous�equations�
�
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3.2�Infinite�slit�
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2.� Numerical�aspects�
�

2.1� Post-homogenization�treatment�
�

)��� ���1����� ������	� ���1����� ���� -�0� ��� ������� ���� ������ ����������� ������������ �0�

��	� ��� �1���#�	#� ���� �������	�� ��� ���� �0���� 8++:.8+�:�� 2��� ��� �-�.������ �������	�����

���������� ���� ������ #��	#� ���/� ��� �� ��	#��� ������ 1�������� ��� 	�������0� ��� 	��������0� ���1��

�������������	���

�	������ �������#�	�B����	����������� ���������� ������������ ������������1����	��������	��

��������������������	��� ����� �����	��������������	������	�����	����?��1������	#�	�����@��0�

�������	#� ���� ����� ������ 1�������� 9� �0� ���� 1����� #Jε�� )��� 1�������0� �	�� ���� �������
��	����������0����	#�����	����/���������������������1������ 8�����������ε.��1�	�����:��7��-��
���0�-���5�

� ***

* ��� −∇=′∇+∆− �� µωρ � 8+6:�

� ** =⋅∇ � � 8+C:�

� ***

* ��1�� � ωτωτρ =∆− � 8+F:�

)�����������������	���	������������������������	����������	����	���	����������������

���������������;���������	�����B����
+
��0����������ε�����,�M��.�*��

�

2.2� Weak�formulation�
�

%������	�� 8+6:.8+F:� ��	�������� ���� ����	#� ���������	� ��� ���� ������=� 	��������

����������� ����� ����%(��������� �� �������� ������ �	�������	#��� ���� ��� ����� ��	����	�� ����-� ���

���1���������������	���	���-��/���	��5������	#�-���������0�����	�����������������1�����������

��� ��	����	��� ���� ���� �������� ��� �	�� �������	� -���� �	0� ����� ��	����	� 8αααα�� β�� χ� �	� ���� 	�
��
�������	�:��������B�����)�������������������-����	����	�������������0�����	����0�����1�����

�	��#������������������������������	����	���;��	���8+6:�������5�

� ( ) �� ⋅−∇=⋅∇′−∇∇+⋅
����

*

����

**

*
5

���✁�✁
��� µωρ � 8�*:�



� � ����

8+C:��	��8+F:�����������������
�������	����1�	������������8+F:������������	��	���1����������

�	��8+C:������������������5�

� ** =⋅∇����� �β � 8�+:�

� ( ) �� =∇⋅∇+
��������

� ��1�� χωχτχωτρ ***

* � 8��:�

�	� -���� ��������� -�� ���� ���� ��� �������� �	��#�����	�� 	�����0� ��� ���	����� ��������	�

���������� �	���#�����	���������	#��������	����	��1�	������� �������������	��������	����������.

����������

�	�-���������-��-�����#���������8��:��-������������������������	������	��-���������	�

8�*:��	��8�+:��

�

2.3� Discretization�
�

)��� �%(� �����
����� ��	����	�� �0� �� �������� ���� ��� ��	����	�� �	� �� ���=� -�� ����

��������������������	����	������	����	���	����������������	�8������.��������+������
�����	:��

���������.����������������	����	�8-������������0��������������������3����0��	�����������	�����

����	����0���������������	,��1�������:���������������	�����������	����������#���������������

8N'��:�����������0�	����������	���������	���)����+.������J�+������
�����	������������	��

������������������-���������������	����������������K22���	�����	�8����		����+FCC:�������	������

#������	1��#�	�����������������	�-��	������0����������������	���B��1�	�������

 	0� ��	����	� ��� ���	������������0� ���� ����1������ ��� ��/��� ��� ���� 1��������� ���� �	0� ������

����	�	��� �	�� ����� �	������ N'�� ���� ����� ����������	� �������	��	#� ���� ������� ��	����	�

����������

)����������	����	�����������	��	���������������������-������	�����	�����������	����	�5�

���������������/	�-	��������R����/�	��������

�
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)��� ��������� ��	�����	�� ���� 	��� -����0� �������� �	� ���� ����������=� ���� ������	�� ��� ����

�����-�	#�����	#�	#�����	������	�����������������������Ω��Π+��	��Π���������	������N'������	#�

��������1��0� 	��� ��	���	��� �0� ����������0�� �� ���� ��� N'�� ��	���	�	#� �	�� �	�� �	�0� �	��

�������	����1��������������N'�����������0�����������0���	������������������N'��=����������0�-��

������ ����� ����� N'�� ���� 	�� ���� ���	� �	�� ��������	��	#� N'�� �0� ����������0�� ����
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)���� ��� ����	���� ���� ����	��	�� N'��� ��� ��������� ��� ���� ���� ���� ����
� �����

��������	��	#�������������������	����1��N'���
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2.5� Computing�issues�
�

)�����	�����	�����0��������1�������8��:�-�����������������#�����	��������0������

�������0� ������������ ���� �������� �����(����� ����/�	#� �������5��	�0�	�	B����1�������	�� ������

�	������ ���� ����/����(����1���� ��� ���-���� �������� ��� �	� �������1�������� ��� ���1�� ���� ��	����

�0����������������
.1������������������������0����������
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����	�������-	��������	1�������������	����	��	1��������������	��������������1�������	�����

������5�

� ( ) �&�
�&&�! �� ++ −− −=− � 8�6:�

������	����������	�1����	1���������������������������
.+
��	����1������������������	�����������

���1�	#� �� ��	���� �0����� �� ���	#� ���� ����
� ��� ���� ���� 8�*:� ��� ��	� ��� ���	� ����� �� ��� ��

�0������ ���� �����
� ����
�� )��� ���������� ��	4�#���� #�����	�� 8�R:� ������ ��		��� ���

��������������	����������������������R.��/���������
������������.���������	4�#���������#�	���

��	4�#����#�����	��8�'�R:�������8�	����������	�T�	�����T������������+FF*:��2�������0��������

������0�������������R���������������������	#�������0����������������������
�
@$��	��	�������

�����
� �	��
�
8@
A
:$�� �'�R� ����� 	��� ��-�0�� ��	1��#�� 8	�������� ����/��-	� ������ ����

����������	�����������:������������������1��	�1������-	��	0�����/��-	��

)����1��������	�����0����8�6:������������1����0����������'�R��������)������#������

���/	�-	����!B�-�,����#�������

��	���0�� �����	�����	�	#� ������� ����� ��� �	���	���� )��� �'�R� ��	1��#�	��� ��	� ���

�������� ��� �0� �� ��������� �����	�����	�	#�� �	�� -�� ��1�� �����	� �� �0������ R����.7������
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�	������������	#�������������������������	�����	������8'W6:6
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86W�:��

)����1�������0���������	�����	�����		����������1����0���������/�	��������������	���

-�����	�����������
.+
�� �#���������	�����	����������	���������� �	� ���� ������������ ���� �����

���	#� ���� �����-�	#�� ���-�� ��� 	��� ����� ������ ���	���0� ��	�����	��� ���� �������	����� ���������

��������	��	#����8�6:���5�

� ( ) ( ) ++

*

+

*

−−− −∆≈∇∆−⋅∇ µωρµωρ �� � 8�C:�

)�������������������	�0���������������	1�����	����������������	�����������������	1��������	��

�	�� ��	� �1�	� ������0� ����� ���������	� �0� ������	#� �	� �����
�����	� ��� ���� ��������	�

���������������	���	�������7R7������	�����	��=���������������������������

�

3.� Examples�
�

3.1� Circular�tube�
�

)��� ����� ��� �� ��������� ����� ��	� ��� �	��0������0� ��������� )��� ��������� #�����	�� ���

���#�	����� �	�� ��������� ���	#� ���� �0��	���� �
���� ��� ���� �	0� �0��	���� -����1��� ���� ������

������	���	�� �����	��0�������������������� ���/	�-	��)��������� ��������1������������� ����� ����

����������-��������1�������1�����������������	��N�-����������������	���0���	�����	���1�	����

�������������	���������������������N���������

 �� ��-� ������	�0� �� ���#�	����� ���� ��� #���� �	��#��� )�������� �����	� -��	� ����

��������������	���0���0��������������������	�����-�����������0����������������	���B���)��	�

�	���������������������	��������������������	���0��0�������������������	���	������0��	�������

���� �����	��� ������ �
�����	#� �� �N� ��������� ���� �1��� �� ��0���� ��	���	�	#� ������ +*�***�

����������	�� ��������� ���������	� ���� +� /AB�� )����� �	� ������1�� �1�	#����������� ����
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3.2� Parallel�cylinders�
�

)�����������
�����������-��������������� ���������������� �0��	����� ����	#��� �	��� �������

�����������#�������������	����������������������������������������������	��	����������	�0�-��	���
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)����	�������	�������������0��������#�����	�� �	� ����������8��������������0� ��	#���

���	#��-������������������������0��	���:����+����
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�
������ ��� 1��&��� ��� ��������� ��'����	� ��� ��

:��;*��,����������

�

)���������������������0������������	����	���������������������0���������������	��������1��

��	���0����������� �	���������	� ����� �����#��� ������������1���	�� ���-��������	��� 8���� ������

+FF�:��'���������������8�������0�������������������	#��U:���	������������������
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4.� Conclusion�
 �	�������� ����� ���� ���	� ��1������� �	�� ������� �	� 1��0� ������ ����� ���������(����

�����������#���������������������������������/�	#�-�������������������0����#�����N�

�������	���������������	��	�����������	�����#������������	�-��������	������	#��������������
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�������0���������������������������������0�����������	�,��������
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���������������������������	���������������#���������������7�����#	�����	�����������������-	�

��� -���� ��� ���� ������	�� ��	��	#�� ���� ������� �	1����#����	�� &�������� ��������� �	�

�	������	��	#���������������	������	���������1���������������	�����������������������������

�	�� ��1������� ��������	#� ������� -���� ��� ����������� '��� �	������� -��� ��� ���	������� ����

����������0����������	#�	���������������0�����	���������������	#�	����0���	�����������������

�����1�����������������	������������������0���������
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�

1.� Introduction�
�

N���	#������������-�0�����	������		�0�	�������	������������	������	������������0�������

������ �� ����	#�	�� ��	���	� ���� ���� ���	��0�� "��#��������� ����������	�� ������	�����

�	������������������1��������������������	�������	�����	���������������%������	��������	����

-���� ��� ���� �  � -���� ������ 1��0� ���������1�� 	���� �	� ����� ��� �������� ��1���� ��� 	�����

��������� �0� �����������  �������� �	����������� ��� -���� ��� �	#�	�� ���������� ���� �������0�

��	���	���� -���� �������1�� ���	��� ��� ���1�� ����� �������� 7��1�	#� ����� ������� �	1��1���

������������	��0� /	�-���#�� �	�� �����	�� ������� ����� ��� �
���	��� ����� ����������� ����1���

����#	� ��� �
���	��� �����0	���� ��1������ ������	#� ���	��	�� ���-��	� ����������� �	��

�����0	����� -���� ��� �
��� -���� �	���	��� ����� ���������� �	� ���� ��������� �	#�	���� &��������

-��/��	�����	�	#�����	����������	�����#���	��-��������
���-��������	����	���;���������	�

��0�������������	�������1�����0�����	#��������0�����������������	���������������-������������	�

������������

�

2.� Purpose�
�
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(���� ��������� ������������� �	� %������ �	�� -����-���� ��1�� ������0� �������� ��1�����	#�

����������	������������������	�����������	�������������������	���������������#������������������

�4����0����������������������	���	����	�������	�%�����������	�������	���������������	���

���� ���� %������	� �������	� &�������� ���#�����  � #���� �0	������� ��� ������ &��������

���#�������������	�����0�N�������	� �	� �����������]�)���	������HN�������	I�� �	� ����!7 �
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1.� Introduction�
�

����������������������/	�-	��������	�������	#��	�����#	�	#���#����	��������������������)���

���������	� ��� ����	����� ����������� 8����� ��� D��	#� ������� ��� 0����� ����	#��:� ���� ����

����������� ��� ���� ��	�������1�� �������� �	�� ���� ���� #�����0� ��� ���� ��������� ����������

8���������0�����������	���0��	��������������	�	#�����������	�������1�����������	�	������#���

�	��-����:��������	��
��	��1��0��	1����#����������������������0��	���
�����	����0�H+I����������

���������� ������#0��������������� ����������O�����/�	#�������	���� �������������O� ���� ���	���

-��/��0� ���0������������	���H����I������������������������������������������������	����0�#���

�����������	�������������������������������������������������������������#�	������������������	��

�	#�	����	#�������������������	���������������������	����������������H3��<I��

(��������	��0���	�����������������������������������	#��������������	���������������������

���	��	1����#�����������������	����0����B�	#���������������-���������H���6I��)������������������

�	�������	#� ���� ���� 1��-���	�� ��� ���	�� ���������	�� -����� ���� �	��#0� ����������	� ��� ����

���������-�1�����������	��������#������������	��	��������		�������-��	��������B�����������

HCI��)����� �	������� ��������� ��������������0� �������	�� �	��� ��	#���������������� �����������

�������	��� �	�� ��������� ��������1�� ����������� �	� ����� ��	������ ���� ��������� ����������� ����

�����	��� �����#�� ���� #�����0� ��� ���� ����/�	#� ��� ��������� �	�� ���� ����������� ����������� ����

��	���������0�������B���	������/	����������������-�����������0����������������������������	��/�

-����	#���������������	���0�������������������������	�������1������������

�	� ������ ��� �������� ����� 	�-� ��������� ������ ���� �� �����
� ���� ��� ��������	���� ���

�������	�������0������1����������	�������0�������B��������-����������	�����������������

��������	������������0� ���0��	��R����	�������������������������������H+I��A�-�1����0��������

������	����������������������������	���0����1����������	����	�����	������������������8�������

��������� ������� ����/	����� -����� ��� ���� �������	#� 	��/�� ����������� ��� ���� ��	�������1��

��������:� ��������������������� �����������������������	�� ��� ��� ������	����������	��� �	� ����
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������� ��� �� a����������0�����#	a�� �����1�������������	#� ��������� ���� ������������� �	�� ���

�������������������������
�����	����������1��������H�I��

)��������	�������������	���������	���������������	1����#����	������������������������������

����#���������0���������-������������������	��������������������������/������������	#�#�1�	��

)���������#0���������������������-�	#5�

• ����������������#�����0��	������	����������������������������������B������

• ������������	����������������	������������������������������	#�����	��������	��

��������	�����������������������������������������	#�����1�����������������������

����	����	��:��

• ������������	��	��0����������� �	� �������������� ���0.R����	��������� ��� �������

�������������������������� �������B�������������������� ��� ������������������	�	#�

����#�����0��

�

2.� Geometry�of�the�stacking�and�elementary�cell�
�

)���������������������-����	������������������#���������0���������-�������������/����	���

������������8��#����+�:��7����������������	�����	���������������
�����	����0���������������0�

������� �	�� ���� ���	� ������0� �	1����#����� ���� ���� ��������� ����������� H6I�� ��� ���� 	�� ��	�����

����������� �	��#���0� �	����� ���� �������� ���� -������ ��#�������  � ������ �������� ��� ��� ��� ��� ��

���B�	#� �������� ������ ���� ���������	� �	� ���� �������� ��� �� �����	#� ��� ���B�	#� ��������� )����

�������� ������ ��� ������1�����	�����?�������	#�	��/�@����-��	����������)������	���	�����

������	��/����	������	��������1�������������������	���������	�����������B�	#�����������	������

��������������������������B�	#���0�����	����������������������%(�����������	����	�����	���0�

����� -��� ��������� �������	#� ��� ���� �0������� ��� ���� ��������� )��� �N� #�����0� ��� �����

����	���0� ����� ��� ���-	� �	� ��#���� +��� ��#���� �� ���-�� ���� �%(������ )��� �������	#� 	��/�

���-��	��-����������-��������������0��������	������������-�5������-������������1�������	��

��	������	����������������������	�������������������1������	�����������	#�	�������������������

)��������-������1���������������	#��������������������	�������������		����	#�����������

�

�
���������������������������������22�����,��������������

�������&�����
����	������

�

)���#��������������������-����� �	����	��� ��� �	1����#����� �	� ��������������� ���-	� �	�

��#���� �5� ���0� ���� ���� �������� �
���	��� �������� N�� ���� ����/	���� �� ��� ���� �������� �	�� ����

�1���#��������������������������	#�	��/����-��	��-����������8�M��	�J�W��
�J�:���
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����������� 8��� ���� ������ ��� ���� :� �	�0� ���	���	����� ���	������� �������;�� ����������

	�������� ���� ���	���	�� �� ��� ���� 	��/� �	�� ���� ����/	���� �� ��� ���� �������� �0� ���� �
���	���

�������� N�� )��� ��	���0� ��� ���� �����������������ρc� 	��������� �0� ���� ��	���0� ��� ���� ���/�
��	������	��ρ����#�1�	��0�#������������	���������	���	��	��������0���������������������1�����
������������������7������0�������������	����������φd��	1��1����	�����	��/��������������������
1������	��������	����0��	������������������	������/	����������������	��	#����+������.	��/��

��� 1����� π���J3� �	� �	�� ������� ��� 1����� πN��5� ���������� φM�8�JN:��� )���� ����	����	�
��	���	������#����������������	�������	�������1������������	��/�������������-��������	����������

#��0� ����� �	� ��#���� ��� A�-�1��� ������ �-�� ����	����	�� 0����� ������� ����	��	����� �	� ����

���������������	��/���	��������	������	��������������	��-��/�����1������	�������������

�	� ������ ��� ���������� ��������������� �������� �����	��� ��� ���� ����	���0� ������-�� ��1��

����������������-�	#����	���0���	�����	��8������#���������������	������	�:5�

• �	��������������	��8	���1��������	���#���������������������	����	�����_���������	�

-�����������*���������	������

• �	������������	����������������	����	�����_���������	�-���������������	���	��1�����

�����1�������������	��

• �	����������������	�����	���	�	#�����_��
���8�������������	���	�����/����	�����������

��� ���� ���	�� �	�:�� 	����� -���� ����������� ��� ���0� �	� ���� ��������1�� ���	��� ��� 	��
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4.� Modeling�the�problem�
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5.� Analysis�of�the�results�
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