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Introduction

Nous avons couramment 'occasion d’observer autour de nous des écoulements variés.
L’eau qui s’écoule dans une riviére, le jet d’un réacteur, la fumée qui sort d’une cheminée
d’usine, sont quelques exemples.

Les écoulements de fluides rencontrés dans la nature ou dans des processus industriels,
sont en général instationnaires et turbulents, souvent couplés avec d’autres phénoménes
physiques. La prise en considération de ces instationnarités et ces couplages est indispen-
sable pour la compréhension et la prédiction de certains problémes de la mécanique et
de la physique, ce qui fait que I’étude de la turbulence est un des problémes majeurs de
la recherche actuelle.

L’intuition nous permet de percevoir ce qu’est la turbulence, mais il est difficile de lui
donner une définition précise, d’autant plus qu’on utilise cette notion pour désigner des
phénomenes variés, dans des domaines différents: hydrologie, astrophysique, météorolo-
gie... Nous reproduisons ici une photographie d’'un cyclone® dans 'océan Atlantique, en
vue d’illustrer le phénomeéne complexe, qu’est la turbulence.

e

Vue satellitale du cyclone atlantique FRAN, le 4 septembre 1996 (photo NASA-NIX)

1. les cyclones sont des perturbations tropicales associées & des vents trés forts et dont le mouvement
est une rotation spiralée; ils peuvent s’éteindre jusqu’a quelques dizaines de km au dessus de la surface
océanique
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La turbulence n’est pas une propriété du fluide, comme la viscosité ou la conductibi-

lité thermique, par exemple. Elle se produit lorsque le nombre de Reynolds représentatif
de I’écoulement est suffisamment grand et elle est caractérisée par un nombre de proprié-
tés physiques comme 'imprédicibilité, la capacité de mélange, la présence d’une grande
gamme d’échelles qui participent au mouvement.
Les équations qui régissent les écoulements turbulents sont les équations de Navier-Stokes,
qui se déduisent des lois newtoniennes dans le contexte de I’hydrodynamique. Le caractére
non-linéaire du terme de convection qui apparait dans ces équations est a l'origine des
difficultés rencontrés dans la résolution de ce systéme. Du point de vue mathématique,
on ne connait des solutions analytiques pour le systéme de Navier-Stokes que dans des
cas particuliérs (les écoulements de Couette ou de Poisseuille). La théorie mathématique
des équations de Navier-Stokes n’est pas encore compléte. Il n’existe que des résultats
partiels d’existence, unicité, régularité de la solution, différents selon la dimension de
I’espace considéré. Ainsi, la résolution numérique des équations de Navier-Stokes s’est
avérée une alternative prometteuse, qui donne des résultats utiles pour les ingénieurs.
Un calcul direct d’un écoulement turbulent permettrait d’avoir tous les détails des va-
riables de I’écoulement mais il ne peut pas se concevoir pour la prévision des écoulements
réels. Le traitement des configurations un peu complexes ou & des grands nombres de
Reynolds impliquerait un coiit de calcul (en taille mémoire et en temps CPU) trop im-
portant pour le niveau actuel des ressources informatiques. Lorsqu’on veut simuler des
écoulements instationnaires turbulents (a grands nombres de Reynolds), sans faire appel
a des moyens informatiques prohibitifs, la méthode de Simulation des Grandes Echelles
est bien adaptée. C’est la méthode que nous avons choisi pour résoudre les problémes
traités dans cette thése. Cette méthode de simulation consiste & modéliser 'effet dissi-
patif des petites échelles de la turbulence par des termes de dissipation (dite dissipation
sous-maille), qui se substituent au mécanisme de cascade d’énergie des grosses structures
vers celles de petite taille. L’étude de tels modeles fait 'objet de ce mémoire.

Trois principaux objectifs ont déterminé 'orientation des travaux de recherche effec-
tués et présentés dans cette thése:

e |’étude théorique des modeéles de turbulence utilisés dans le domaine pratique de la
LES:

e le développement de modéles de turbulence, décrivant au mieux la physique, en
s’appuyant sur des outils mathématiques disponibles et sur des contraintes déduites des
phénomeénes physiques observés ;

o I'étude des performances des différents modéles dans des configurations pratiques,
pour pouvoir d’une part identifier leurs qualités et leurs faiblesses, et d’autre part pour
dégager les contraintes a imposer & ces modéles en vue de les améliorer.

Pour atteindre ces objectifs, nous avons mené une analyse & la fois mathématique et
numérique de quelques modéles de viscosité turbulente. Le plan proposé pour la présen-
tation du travail realisé est le suivant:

Dans le premier chapitre nous présentons briévement les approches qu’on considére
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essentielles pour la compréhension de la turbulence : I'approche mathématique, I’approche
physique et ’approche numérique. Nous insistons plttot sur les méthodes de prédétermi-
nation numérique qu’on peut envisager pour la simulation des écoulements turbulents.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation de la méthode de Simulation
des Grandes Echelles. On expose d’abord le principe et les objectifs de la méthode et
on introduit le concept de cascade d’énergie. Nous présentons ensuite les modéles de
turbulence classiques, basés sur le concept de viscosité turbulente, modéles utilisés pour
la fermeture des équations de Navier-Stokes moyennées. Les recherches actuelles dans le
domaine de la LES sont orientées vers la définition et la validation de nouveaux modéles
de fermeture pour ces équations. Ainsi, deux modeles sélectifs sont proposés/présentés:
le modele de Smagorinsky sélectif (pour lequel nous nous sommes inspirés des travaux
théoriques de P. Constantin et Ch. Fefferman [1993], ainsi que du modéle de structure
sélectif proposé par E. David [1993]) et le modele anisotrope sélectif (proposé par G.-H.
Cottet [1997]).

Le chapitre trois est dédié principalement a 1’étude théorique du modeéle de Smago-
rinsky. Ce chapitre debute avec une revue des résultats théoriques concernant les équa-
tions de Navier-Stokes. Nous présentons ensuite un point de vue géometrique (proposé
par P. Constantin et Ch. Fefferman [1993]), basé sur “les directions de vorticité” et qui
permet d’aborder differamment I’étude de la régularité de la solution des équations de
Navier-Stokes. Quelques notions sur le attracteurs et la connexion avec la turbulence
sont exposés & la suite. En ce qui concerne I’analyse mathématique du modéle de Smago-
rinsky, on présente d’abord le probléme & résoudre et le cadre fonctionnel ott on se place
et ensuite les résultats d’existence, unicité et regularité de la solution faible obtenus pour
ce systéme. Des résultats sur le comportement asymptotique des solutions obtenues sont
aussi présentés. Ainsi on montre 'existence d’un attracteur de dimension fractale finie
pour le systéme dynamique associé. En fin, on présente briévement la technique du la-
grangien moyenné, utilisée par J. Marsden et S. Skholler [2000] pour la dérivation du
modeéle LANS, ainsi que quelques résultats théoriques obtenus pour ce modéle.

Dans le dernier chapitre de ce mémoire, nous évaluons les performances numériques
de quatre modéles sous-maille sur deux problémes test: la reconnection de deux tubes
de vorticité et la turbulence homogeéne et isotrope. Les modéles choisis sont: le modéle
de Smagorinsky, le modéle de Smagorinsky sélectif, le modéle anisotrope sélectif et le
modeéle LANS. Afin de pouvoir délimiter les domaines de validité des modéles analysés,
des comparaisons de différentes quantités physiques (énergie cinétique, enstrophie ...)
avec de résultats obtenus par des simulations directes, sur des grilles de discrétisation
assez fines, sont présentés et commentés.

Enfin, des conclusions sur les résultats obtenus et les perspectives que nous envisa-
geons dans ce domaine de recherche sont présentées.
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Chapitre 1

Modélisation des écoulements
turbulents

1.1 Introduction a la turbulence

La compréhension des phénomeénes turbulents représente a I'heure actuelle un défi
majeur aussi bien pour les scientifiques que pour les ingénieurs. La turbulence fait partie
de notre expérience quotidienne. On la trouve un peu partout, dans les fluides qui consti-
tuent notre environnement immédiat: 1’air, ’eau, comme par exemple: la circulation du
sang a l'intérieur des vaisseaux sanguins, les écoulements de 1’air autour d’une automobile
ou d’un avion (en fait, tous les moyens de transport utilisés par I’homme sont directe-
ment confrontés & des milieux turbulents), les mouvements de “géofluides”, comme le vent
atmosphérique ou les courants fluviaux ou marins, les mouvements de fluides stellaires,
comme la circulation gazeuse autour des planétes, jets de plasmas d’étoiles.

On pourrait dire que la turbulence est un mode naturel d’écoulement d’un fluide vis-
queux, oil des mécanismes internes d’échanges d’énergie assurent la création et le main-
tien de toute une hiérarchie de mouvements chaotiques, répartis contintiment sur une
large gamme d’échelles macroscopiques.

Bien que les équations qui décrivent les phénomeénes turbulents soient bien établies, leur
résolution analytique ou numérique reste peu accessible, comme on va le voir ci-aprés.

1.2 Les différentes approches de la turbulence

Il n’existe pas de théorie générale pour expliquer tous les phénomeénes turbulents,
mais il existe de nombreuses théories (ou approches) partielles, de niveaux de complexité
différentes, ayant chacune leurs performances et leurs limitations spécifiques.
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On a choisi de présenter trois de ces approches (mathématique, physique et numé-
rique) qu’on considére essentielles pour la caractérisation de la turbulence.

1.2.1 Approche mathématique de la turbulence

La plupart des approches de la turbulence suppose que le mouvement d’un fluide
visqueux et incompressible dans un domaine © (un ouvert de R* ou R? de frontiere 952,
suffisamment réguliere) est décrit par les équations de Navier-Stokes:

- équation de la dynamique:
(O +u-Viu=f—-Vp+rAu dans Q x [0,00] (1.1)

- équation de continuité:

divu=0 dans Q x [0, 0] (1.2)

Les inconnues sont u la vitesse et p la pression du fluide visqueux et incompressible qui
a comme support 2. Toutes les quantités sont évaluées en (x,1), ot x désigne la position
et t représente le temps.

On a supposé que la densité du fluide est constante (p = 1); f représente les forces
volumiques appliquées au fluide et v est la viscosité cinématique.

Le terme (u-V)u est le terme de transport (ou de convection) et le terme vAu est le terme
de diffusion dans les équations de Navier-Stokes, ce dernier étant di a l'existence des
interactions au niveau moléculaire entre les particules, et se traduisant par une dissipation
d’énergie.

Remarque 1.2.1 L’équation (1.1) est une adaptation de la loi de Newton f = ma au
contexte de Uhydrodynamique et Uéquation (1.2) traduit le fait que le fluide est incom-
pressible (via le principe de conservation de la masse, voir [17]).

Remarque 1.2.2 La réponse du fluide aux forces extérieures dépend de deux phéno-
menes de nature différente:

~ la friction entre des éléments de fluide voisins qui se déplacent a des vitesses dif-
férentes; cette friction est d’autant plus importante que la viscosité du fluide est
grande et

— Ueffet d’entrainement du fluide par son propre mouvement (leffet d’inertie); cet
effet aura tendance @ dominer [’évolution du fluide lorsqu’il se déplace a grande
vitesse .

L’importance relative de ces deux effets détermine le régime dans lequel se trouve le fluide.
Elle est caractérisée par un “paramétre de contréole” appelé le nombre de Reynolds, qui
est proportionnel & Uinverse de la viscosité (Re ~ 1/v), dans le cas des équations de
Navier-Stokes adimensionnées. St Re est petit alors les effets de viscosité dominent les
effets d’inertie et le fluide a tendance a se retrouver rapidement dans un état sans grandes
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inhomogénéités spatiales et donc trés régulier. Cette situation correspond au régime la-
minaire. Au contraire, si Re est grand, les effets d’inertie dominent (¢’est le cas le plus
souvent dans la nature) et le fluide se retrouve dans un état ot son mouvement est si ra-
pide que la viscosité n'est pas suffisamment efficace pour éliminer/diminuer les variations
spatiales de la vitesse. On dit dans ce cas que le fluide est dans un régime turbulent.

D’aprés la remarque (1.2.2), seul le parameétre Re fait la différence entre les deux ré-
gimes: laminaire et turbulent. C’est la raison pour laquelle on s’intéresse, du point de
vue mathématique, & la résolution du systéme de Navier-Stokes, sans ajouter d’autres
contraintes sur le fait que ’écoulement soit turbulent.

Pour avoir un probléme bien posé (c’est a dire existence et unicité d’une solution dans
un cadre & définir) on compléte les équations (1.1) et (1.2) par une condition initiale

u(x,0) =uy, x€Q (1.3)
et des conditions aux limites
u(x,t) = o(x,t), x€9Q, t>0, ¢étant donnée. (1.4)

Si le domaine € n’est pas borné (en particulier si Q@ = R",n € {2,3}), on considére aussi
une condition & 'infini:

| 1|im u(x,t) = ¢(x,t) @ étant une fonction connue & divergence nulle. (1.5)
X|—00

On peut considérer aussi des conditions aux limites périodiques
u(x + Lie;,t) = u(x,t) vxeR", t>0 (1=1,---,n) (1.6)

ot {e;}iz1,.. » est la base canonique de R" et L; est la période dans la direction i.

Ces conditions n’ont pas vraiment une signification physique, mais elles ont le double
avantage, d'une part d’éliminer les problémes liés aux bords en gardant tous les autres
qui apparaissent dans I’étude du systéme de Navier-Stokes et du point de vue numérique,
elles sont faciles & implémenter (comme on va le voir dans le chapitre 4).

Remarque 1.2.3 Les termes sources, les données aux frontiéres et la condition initiale
ne peuvent pas étre totalement indépendants. Toutes ces données doivent étre compatibles
entre elles (par exemple: la condition initiale doit étre & divergence nulle).

Remarque 1.2.4 Aucune condition initiale n’est imposée sur la pression. En fait, dans
ce cadre, la pression n’a plus sa signification thermodynamique habituelle, son réle étant
comparable a un multiplicateur de Lagrange qui assure a tout instant que la contrainte
d’incompressibilité est satisfaite.
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Pour des raisons de nature physique, on est intéressé par des solutions u(x,t) qui n’ex-
plosent pas a l'infini. On va supposer alors, que les données sont assez réguliéres, dans
un sens qu’on établira ultérieurement.

Définition 1.2.1 On dit qu’une solution (u,p) de (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) est phy-
siquement acceptable si
u,p € C™(Q x [0,00])

et
/ lu(x, t)|*dz < C (I’énergie est bornée) Yt > 0.
Q

Le probleme qu’on se pose alors est de trouver des solutions régulieres, physiquement
acceptables pour les équations de Navier-Stokes .

L’étude théorique de I'existence, I'unicité et de la régularité des solutions des équations
de Navier-Stokes est assez technique. On peut montrer que le probléme est bien posé en
dimension 2 (dans un sens faible, voir Leray [62]), mais I’analyse de 'existence et de I'uni-
cité en dimension 3 pose plus de difficultés. En principe, c’est la non-linearité du terme
convectif qui est & l'origine des phénomeénes de bifurcations des solutions en fonction du
nombre de Reynolds, et qui, plus généralement, est & ’origine de la turbulence.

Malgré de nombreux efforts, la théorie mathématique concernant ce systéme est loin d’étre
compléte. On va donc essayer de décrire et, si possible, de comprendre la turbulence par
d’autres approches.

1.2.2 Approche physique de la turbulence

Une approche qui, on espére, nous permettra de mieux comprendre les phénoménes
turbulents est "approche physique. Il n’existe pas une définition générale et précise de la
turbulence en mécanique des fluides, mais on peut la caractériser par un certain nombre
de propriétés physiques observables, comme par exemple:

e irrégularité en espace et en temps: les variables physiques de ’écoulement (vitesse
et pression), varient de facon aléatoire, ce qui rend impossible une approche déterministe
(voir remarque (1.2.5)) de la turbulence; on ne peut pas décrire un mouvement turbulent,
dans tous ses détails, comme une fonction du temps et de la position, mais il est possible
d’en faire une description statistique en calculant, par exemple, des valeurs moyennes de
la vitesse et de la pression.

e la présence de structures de tailles différentes qui interagissent entre elles.

o diffusivité élevée: est une propriété non du fluide mais du régime de ’écoulement;
un champ turbulent diffuse fortement toute quantité transportable (comme par exemple
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la température), mais aussi la quantité de mouvement.

e écoulement rotationnel: 'apparition de la turbulence est due parfois a la présence
de parois ou d’obstacles, qui entrainent la création de vorticité a I'intérieur du fluide; un
écoulement turbulent présente toujours des fluctuations du rotationnel de la vitesse.

e dissipation: la turbulence est un phénomeéne dissipatif, dii a la présence de forts gra-
dients de vitesses instantanés; les taux de déformation instantané étant importants , ils
contribuent a une forte conversion de 1’énergie cinétique turbulente en chaleur.

e phénoméne tridimensionnel': da le plus souvent a ’augmentation du nombre de
Reynolds.

e caractére chaotique: les mouvements turbulents sont non prédictibles, ¢’est a dire
qu’en connaissant de facon détaillée la configuration de I’écoulement a un certain instant,
méme si I’écoulement est régi par des équations bien déterminées (déterministes), dans
la pratique, on ne peut pas prédire I’évolution ultérieure de 1’écoulement pour des longs
temps; la théorie du chaos a des implications trés importantes en météorologie.

Remarque 1.2.5 Des petites variations dans les conditions initales peuvent provoquer
des variations importantes des variables de [’écoulement au cours du temps. C’est un des
problemes que souléve Uapparition de la turbulence, celui d’une perte de déterminisme
physique a ['échelle macroscopique. En suivant les idées avancées par Ruelle et Takens
[81], une explication pour cette perte de déterminisme pourrait justement étre celle d’évo-
lution vers le chaos du systéme dynamique non-linéaire et dissipatif associé a [’écoulement
considéré. Selon ces auteurs, Uapparition de la turbulence peut étre liée (dans certains cas)
a Uexistence d’un attracteur étrange dans lespace des phases. L’étude des propriétés de
tels attracteurs constitue une des possibilités d’investigation du comportement chaotique
de la turbulence.

1.2.3 Approche numérique de la turbulence

Comme on 'a déja dit, la plupart des écoulements rencontrés dans le domaine de
la pratique industrielle sont de nature turbulente et beaucoup de phénoménes, tels que
le transfert de chaleur ou de masse, sont liés au mouvement du fluide, donc leur étude
nécessite le calcul préalable de I’écoulement considéré. Ainsi, la prédétermination numé-
rique des écoulements turbulents est trés importante pour les applications pratiques.

Dans cette sous-section on présente quelques méthodes de prédétermination d’écoule-
ments turbulents, méthodes qui permettent d’obtenir des quantités caractéristiques de

1.1l existe aussi une turbulence dite “bidimensionnelle” que 1’on rencontre dans des situations parti-
culiéres; les mécanismes qui la générent sont différents de ceux de la turbulence tridimensionnelle.
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I’écoulement, autres que celles obtenues par expérimentation directe sur la configuration
étudiée.

Dans les équations de Navier-Stokes, le fluide est considéré comme un continuum par
rapport & I’échelle moléculaire. Selon ce point de vue, I'idée la plus naturelle qu’on peut
avoir pour trouver les solutions turbulentes des équations de Navier-Stokes est de résoudre
directement ces équations, c’est a dire de calculer toutes les échelles de I’écoulement, des
échelles énergétiques aux échelles dissipatives.

A partir de la loi de Kolmogorov [53], on peut montrer que le rapport entre 1’échelle des
gros tourbillons et ’échelle de Kolmogorov (I’échelle qui caractérise la plus petite lon-
gueur d’onde des mouvements qui peuvent se développer dans le fluide) est proportionnel
a Re’/* ce qui implique que pour capturer toutes les échelles qui apparaissent dans un
écoulement turbulent, il faut utiliser une grille de calcul avec un nombre de points dans
chaque direction de Iespace proportionnel a Re*?, donc implicitement, le nombre de
points sur une grille tridimensionnelle sera de 1'ordre de Re®/*. On peut aussi montrer,
que le temps de calcul est proportionnel a Re''/4,

Aussi, en regardant le coiit de ce calcul direct (en place mémoire et en temps CPU), on
comprend bien que ce type de simulation est envisageable pour des écoulements relative-
ment simples dans 1’étude de la turbulence.

On peut alors considérer, que la simulation numérique directe (Direct Numerical
Simulation ou DNS) est une premiére tentative de calcul de la turbulence mais, qui
est “réservée” au domaine de la recherche. Elle ne peut pas se concevoir dans les buts
de prévisions numériques d’écoulements d’intérét pratique, vu 'ampleur des ressources

informatiques qui seraient nécessaires .

Dans un écoulement turbulent on distingue trois classes d’échelles du mouvement :

e mouvement d’ensemble: correspondant a I’évolution “moyenne” ou “globale” de
I’écoulement

e mouvement d’agitation turbulente: concerne les tourbillons réels qui existent dans
I’écoulement

e mouvement d’agitation moléculaire: seuls les effets microscopique sont pris en
compte.

Comme dans la plupart des problémes réels les valeurs quantifiant statistiquement les
propriétés de 1’agitation turbulente suffisent, une autre idée qui peut étre envisagée est
de faire une prédétermination des parametres statistiques (qui restent a définir) des va-
riables de I'écoulement, pour lesquels il existe un déterminisme statistique [44], afin de
résoudre les équations de la dynamique du fluide.

2. 4 titre d’exemple, pour un écoulement turbulent dans une conduite on trouve pour Re= 8- 10% un
nombre de points N3 =4 -10'°
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La décomposition des grandeurs caractéristiques instantanées d’un écoulement turbulent
en une partie macroscopique et une partie turbulente, d’apparence aléatoire, permettra
ensuite de développer un traitement statistique des équations du mouvement.

En suivant ce point de vue, O. Reynolds a proposé la décomposition des valeurs instan-
tanées de la vitesse et de la pression en

u(x,t) = T, 0+ 'k t) et plxt) = Bx 1)+ (x,0) (1.7)
Le symbole 6 représente 'opérateur de moyenne et ()’ représente les fluctuations ou les
écarts par rapport aux moyennes.

Il existe principalement trois types de moyenne utilisés dans 'analyse statistique des
équations de Navier-Stokes:

— Moyenne d’ensemble (ou moyenne statistique): c¢’est la moyenne prise sur 1’en-
semble de toutes les réalisations possibles d’un écoulement turbulent (les mesures
de vitesse et de pression a chaque moment du temps et en chaque point du domaine
de calcul). On utilise ce type de moyenne pour faire le traitement statistique des
résultats obtenus par simulation numérique directe des équations de Navier-Stokes
(statistique apres la résolution).

— Moyenne temporelle: qui est définie en référence a un échantillon, et non pas
sur un ensemble comme dans le cas précédent. On définit les moyennes temporelles
des variables de I’écoulement par:

1 t+T
u(x,t) = T/ u(x, s)ds
£

1 t+T
poxt) = [ pbxsids
t

ot T" est une échelle temporelle choisie telle qu’elle soit suffisamment grande par
rapport a I’échelle temporelle de la turbulence.

Si T est assez grand, les valeurs moyennes ne dépendent pas de ¢ et on les définit
par:

T—o0

1T
a(x) = lim —/ u(x,s)ds et
T Jo

p(x) = lim l/0 p(x, s)ds.

T—oo T

Dans ce cas, I’écoulement est dit stationnaire.
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Utilisant la décomposition (1.7) dans les équations de Navier-Stokes, on obtient les équa-
tions pour les grandeurs moyennes, connues comme les équations de Reynolds:

(Or+u-Vu=f-Vp+rAu+V-7 dans Q x [0,00] (1.8)

diva=0 dans Q x [0, 0] (1.9)

oil le terme supplémentaire 7 est le tenseur de Reynolds qui représente I'influence “éner-
gétique” des petites échelles sur les valeurs moyennes de 1’écoulement.

On procede ensuite & la résolution des équations moyennées obtenues. Mais, il faut comp-
ter qu’apres le traitement statistique qu’on a fait, on a une perte d’informations sur les
équations, ce qui ce traduit par le fait que le systéme obtenu est ouvert. L’information
perdue doit donc étre reconstruite, puis réintroduite dans le systéme a 'aide de sché-
mas de fermeture convenables (modélisant le tenseur de Reynolds qui apparait et qui est
“responsable” de toutes les fluctuations dans 1’écoulement), afin d’assurer la conservation
des caracteres fondamentaux du modeéle de Navier-Stokes (comme par exemples la non-
linéarité advective, diffusion, dissipation).

Les méthodes de fermeture dans ce cas s’appellent “méthodes de fermeture en un
point”?.

Parmi les contraintes de "application de ces méthodes on mentionne le fait qu’on a accés
uniquement aux grandeurs moyennes de 1’écoulement, ainsi que parfois, selon certains
auteurs [13], la résolution numeérique des équations RANS peut dévenir complexe.

— Moyenne spatiale: de facon similaire, on peut utiliser une moyenne spatiale sur
une réalisation quelconque du champ turbulent:

u = L u(s S
u(x,t) = |Q|/Q (s,1)d (1.10)

Cette moyenne n’a de sens que pour les écoulements homogénes en espace. Pour
les champs inhomogenes (surtout pour les simulations des grandes structures) on
utilise une moyenne spatiale filtrée, définie par une convolution avec une fonction
d’atténuation (un filtre) sur une largeur spatiale A, autour du point x:

u _ L x — x )u(x’. t)dx’
u(x,t) = |Q|/QGA( Ju(x', ¢)dx’. (1.11)

Comme dans le cas précédent, en moyennant les équations de Navier-Stokes a 'aide de
(1.11) on obtient un systéme ouvert pour les variables @ et p. Le tenseur des contraintes
qui résulte de la non-linéarité des équations de Navier-Stokes aprés avoir pris la moyenne,

3. ces méthodes sont désignées en anglais sous le sigle RANS (Reynolds Avereged Navier Stokes)
équations
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a une expression analogue a celui obtenu en moyennant temporellement les équations,
mais il ne modélise pas la méme physique. En fait, ce tenseur, que 'on appelle tenseur
de sous-maille ne rendra compte que des fluctuations a petite échelle (plus petite que la
maille de calcul, qu’on va choisir en correspondance avec la largeur du filtre utilisé) qui
seront plus faciles & modéliser, ayant un caractére plus universel.

Les modéles de fermeture dans ce cas s’appellent les modéles de sous-maille.

La présentation de I’évolution de ces modéles, ainsi que 'analyse mathématique et nu-
meérique de quelques uns, feront 1’objet des chapitres suivants.

C’est donc, le troisieme type de résolution numérique, qu’on a choisi en fait pour nos si-
mulations numériques : la simulation des grandes échelles (en anglais, Large Eddy
Simulation ou LES).

La LES peut étre vue comme une approche hybride entre la DNS et la RANS. En fait,
elle consiste a faire une simulation partielle (les grandes structures turbulentes) et une
modélisation partielle (les petits tourbillons). L’idée est basée sur I'observation que si
les grands tourbillons sont trés différents selon les géométries, leurs structures varient
beaucoup avec le type d’écoulement considéré, par contre, les petits tourbillons ont un
caractére beaucoup plus universel. Les simulations numériques a des nombres de Rey-
nolds élevés, se basent donc sur un découpage des fluctuations turbulentes qui permet de
ne calculer que les grandes structures énergétiques et modéliser les petites structures.

Parmi les avantages de cette méthode de simulation on mentionne le fait qu’en I"appli-
quant on pourrait réduire deux principaux défauts des autres méthodes mentionnées:
d’une part, 'exigence en puissance de calcul requise par la simulation numérique directe
et d’autre part, 'empirisme des fermetures en un point des équations moyennées tem-
porellement. Aussi, on peut envisager des simulations pour des écoulements dans des
géométries plus complexes et a des nombres de Reynolds assez élevés.

Remarque 1.2.6 Toutes ces méthodes sont actuellement utilisées, ce qui montre qu’au-
cune n'est parfaite. Le choix d’une méthode est conditionné par plusieurs facteurs: la
facilité de mise en ocuvre, le cott du calcul, le degré de généralité, la souplesse d’utilisa-
tion.
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Chapitre 1.

Modélisation des écoulements turbulents
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Chapitre 2

La simulation des grandes structures
turbulentes

Ce chapitre est consacré a la présentation de la méthode de simulation des grandes
échelles (LES) des écoulements turbulents.

Dans une premiére section on expose le principe et les principaux objectifs de la
méthode. Ensuite nous présentons une description de la LES dans le cadre de 1’analyse
spectrale des équations de Navier-Stokes, introduisant le concept de cascade d’énergie.
Quelques considérations sur les techniques de filtrage, ainsi qu'une présentation des mo-
déles classiques de la LES font l'objet des sections suivantes. Enfin, deux modéles sélectifs
sont proposés comme directions de recherche: le modéle de Smagorinsky sélectif et le mo-
dele anisotrope sélectif.

2.1 Principe et objectifs

L’idée de la simulation des grandes structures est de calculer par résolution numé-
rique directe les structures turbulentes de grande taille et de modéliser celles de petite
taille. Le but est de mieux rendre compte des propriétés des grandes structures qui sont
en général fortement dépendantes de la géométrie de 1’écoulement et de réserver la mo-
délisation a un niveau ot I’on peut y attacher des caractéristiques plus universelles.

Parmi les principaux objectifs de la méthode de Simulation des Grandes Echelles
on énumeére briévement:
e définir des modeéles de fermeture qui prennent bien en compte les effets de bord;
e develloper 'analyse mathématique de ces modéles (si possible);
e proposer des algorithmes compétitifs pour les simulations numériques;
e valider numériquement ces algorithmes.

Ce sont en fait les objectifs que nous avons suivi dans la réalisation de ce mémoire de
these.
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2.2 La simulation des grandes échelles et la cascade
d’énergie

Le concept de cascade d’énergie est essentiel pour la compréhension de la méthode de
simulation des grandes structures turbulentes, comme on va le voir ci-apres.

Un mouvement turbulent peut étre con¢gu comme une enchevétrement de structures
tourbillonaires dont les vecteurs vorticités (rotationnels de la vitesse) sont orientés dans
toutes les directions et sont fortement instationnaires. Lorsque les conditions aux limites
le permettent (c’est a dire quand on peut faire I'hypothése de périodicité dans les trois
directions de 1’écoulement), une alternative naturelle & I'analyse dans I’espace physique
peut étre l'analyse spectrale des équations du mouvement. Cela peut nous fournir des
informations importantes concernant les mécanismes physiques de la turbulence.

Sans entrer dans les détails (on revient dans le chapitre 4 sur Ianalyse spectrale des
équations de Navier-Stokes), on rappelle juste I'expression du spectre d’énergie cinétique
dans 'espace de Fourier:

E(k)y=5 > |ak)P, keN (2.1)

keSS 12

(olt S,1/2 représente la couronne Sy, = {k € Z° tel que [k| € [k —1/2,k +1/2)} et
u(k) sont les coefficients de Fourier du champ de vitesse u)

et I'équation d’évolution de I’énergie cinétique dans 'espace spectral (obtenue & partir
des équations de Navier-Stokes):

(0 + 2k Bk, t) = W(k,t) + Tk, 1) (2.2)

ou Wi(k,t) est le terme qui représente la production d’énergie due aux forces appliquées
au fluide et T'(k, 1) représente le transfert d’énergie dii aux termes non-linéaires des équa-
tions de Navier-Stokes.

D’habitude on interpréte ’équation (2.2) de la maniére suivante: 1’énergie est introduite
dans le systéme au niveau des grandes échelles par le terme W (k, 1), ensuite elle est trans-
férée aux échelles de plus en plus petites par le terme T'(k, t) pour étre enfin dissipée au
niveau des plus petites échelles!; par le terme 2vk* E(k, ).

Le transfert d’énergie des grandes échelles vers les échelles de petite taille est dt princi-
palement au phénomene d’étirement des filets tourbillons (en anglais "vortex stretching”).
Dans I’évolution de la turbulence, on considére que les structures turbulentes sont des
éléments tourbillonnaires qui s’étirent, les uns les autres, produisant le transfert d’éner-
gie a des échelles de plus en plus petites, jusqu’a ce que les forces visqueuses deviennent
actives et dissipent 1’énergie. Ce processus, illustré par la figure 2.1, est connu sous le

1. les échelles dites dissipatives qui correspondent aux fréquences k > kg, kg étant I’échelle de Kolmo-
gorov (voir Annexe A).
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nom de cascade d’énergie.

E(K) * production
— transfert

$ dissipation

Zone de Zoneinertielle ‘ Zonede
production dissipation

FiG. 2.1 — Schéma du spectre d’énergie turbulente

Les experiences ont montré que les régions qui correspondent au production et au dissi-
pation ne se recouvrent pas, méme pour des faibles nombres de Reynolds. De plus, on a
remarqué que la largeur de la zone de séparation (la zone inertielle), augmente avec les
valeurs de Re.

L'un des principaux résultats de la théorie de Kolmogorov (voir Annexe A), déduit
d’une hypothése d’auto-similarité et d’une analyse dimensionnelle, prédit que la pente
du spectre d’énergie dans la zone inertielle est de —5/3 en échelle logarithmique. Plus
précisement, on a:

E(k) ~ CrePp>7 (2.3)

o Ck est la constante de Kolmogorov et sa valeur, mesurée expérimentalement, est de
lordre de 1.5 [63]; ¢ représente le taux de dissipation.

Dans le chapitre 1 on a présenté les principales méthodes de simulation numérique: la
DNS, la RANS et la LES, en insistant sur les principes qui leurs sont caractéristiques. On
revient ici avec une autre description, cette fois dans le contexte de 'analyse spectrale
du systeme de Navier-Stokes (figure 2.2).
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E(k) DNS (calcul)

RANS (modelisation)

| | kd

kc‘ ‘. N k
calcul LES modelisation LES

FiG. 2.2 — Spectre d’énergie et méthodes de simulation numérique

La LES consiste a ne simuler que les modes qui sont inférieurs & une certaine échelle
k., dite échelle de coupure et qui est située dans la zone inertielle du spectre (k. < ky),
plutét que de simuler numériquement tous les modes, ce qu’on fait d’ailleurs dans une
simulation numeérique directe. Il reste a analyser comment on représente I’effet des modes
non-résolus sur ceux qui sont résolus. Ce probléme n’est pas simple et suppose une bonne
compréhension de la physique.

Dans la section 2.5 on va présenter quelques possibilités qui peuvent étre envisagées pour
résoudre de maniére satisfaisante ce probléeme.

2.3 Le filtrage

Dans cette section on définit ce qu’on entend par grandes structures et petites struc-
tures d'un écoulement turbulent en vue d’une simulation des grandes échelles.
Comme on ’a déja dit, une grandeur turbulente, telle que la vitesse ou la pression, peut
s’écrire comme la somme d’une partie filtrée et d’une partie fluctuante (ou a petite
échelle) :
=9+ (2.4)
Pour isoler les contributions des grandes structures, il est habituel d’introduire un opé-

rateur de moyenne spatiale filtrée (cf. chapitre 1, section 1.2.3).
La partie filtrée ¢ sera définie par:

P(x,t) = /QGA(X,X’);/)(X’,t)dX’

ot Ga(x,x") désigne le filtre appliqué a la variable instantanée au point x et détermine
la partie des fluctuations qui est incorporée dans les gros tourbillons. A est un parameétre
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qui répresente la largeur du filtre choisi.
L’opérateur de filtrage est supposé normé:

/ Ga(x,x)dx' =1
Q

En turbulence homogeéne, la grandeur filtrée ne dépend pas de la position x et donc, on
peut Décrire:

) = /QGA(X — x)p(x, t)dx’

qui répresente en fait un produit de convolution ¥» = G * v et qui sera donc facile a
calculer dans ’espace spectral.

Parmi les filtres les plus souvent utilisés on mentionne:
e le filtre “sharp cut-oft” défini dans 'espace physique par:

ot A = 7/k. (k. est I’échelle de coupure) et ( = x — x'. Ce filtre a ’avantage d’avoir une
expression trés simple dans 'espace spectral:

1, st k| < ke
Glk) = { 0, sinon.

Le choix d’un tel filtre est donc naturel quand on utilise des méthodes spectrales ou
pseudo-spectrales.

e le filtre “chapeau” (ou en anglais top hat filter) défini par:

(1A, sl < A2
G(O—{ 0. sil|> A2

L’inconvénient de ce filtre est qu’il n’est pas localisé dans ’espace spectral, ot il devient
une fonction oscillante:

> sin kA2
G =11 ka/z/ g

o le filtre “gaussien” défini par:

0= (%) e ol

Ce filtre est utilisable aussi bien dans I’espace physique que dans ’espace spectral et il
donne souvent de bons résultats.
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Remarque 2.3.1 Si la taille du filtre est constante alors l'opérateur de filtrage spatial
vérifie des propriétés de linéarité et dindépendance relatives aux opérations de dérivation
spatio-temporelle. Cependant, la taille du filtre A qui correspond a l'échelle de séparation
des structures de l'écoulement, peut varier dans un écoulement fortement inhomogéne.
Ce cas exige naturellement Uutilisation de maillages différents dans les trois directions
de Uespace. Il peut y avoir des grandes disparités sur la taille du filtre A, ce qui fait
que Uhypotheése de commutation entre Uopération de filtrage et les dérivées spatiales ne
s’applique plus, comme le montrent Ghosal et Moin [/9].

2.4 Les équations de Navier-Stokes filtrées

Appliquant une opération de filtrage aux équations de Navier-Stokes (1.1) et (1.2), on
obtient les équations régissant les variables moyennes U et 7 (qu’on appelle les équations
de Navier-Stokes filtrées):

du+ (u-Viu=f—Vp+rAu (2.5)
et
V-u=0 (2.6)
ou sous la forme scalaire ?:
O + 0;(wuy) = f; —0p+vdiu, i,j=1.3 (2.7)
et
Ou;, =0 ¢+=1.3. (2.8)

Le produit filtré des vitesses instantanées s’écrit :

— [ Y TN o (T e = T 7,7
wiu; = (u; + ub)(u; + uj) =wu; + (wu; — uu;) + wiu; + uli; + i
~——
Li] Oi] Ri]

ol

e le tenseur L, défini par L; ; = u;u; — w;u; est le tenseur de Leonard ,
e le tenseur (', défini par ' ; = wiu; + w;u} est le tenseur croisé

e le tenseur R, défini par R;; = uu’ est le tenseur de Reynolds.

Le tenseur de Leonard L peut étre calculé directement a partir des valeurs moyennes u,
une fois qu’on connait explicitement ’expression du filtre. Le tenseur croisé représente
I'interaction entre les grandes échelles et les petites échelles. Le tenseur de Reynolds ne

2. on note Jju; = % et on applique la sommation d’Einstein chaque fois qu'un indice se répéte
7
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fait intervenir que les petites structures, les fluctuations. Les termes C; et R;; corres-
pondent & la fois au transfert d’énergie des échelles explicitement calculés, vers les échelles
implicites de sous-maille (un transfert direct) et au transfert inverse (en anglais, “backs-
catter”) des échelles de sous-maille vers les grandes échelles.

Revenant & la formulation vectorielle, on peut réécrire (2.5) sous la forme:
du+(u-Via=f-Vp+rvAu-V-T. (2.9)

ou T est le tenseur de sous-maille qui vérifie

V-T=—-@-V)u+ (u-Vu. (2.10)
et qui répresente la somme des tenseurs de Leonard, croisé et de Reynolds
Tij=Lij+Ci+ Rij

Aprés avoir obtenu les équations pour les variables moyennes (2.9) et (2.6), on passe a la
“fermeture” du systéme obtenu. Le probléme de fermeture consiste dans la modélisation
du tenseur de sous maille T, par des modéles qu’on appelle des modeles de fermeture de
sous-maille.

2.5 Modélisation sous-maille

Le terme modélisation sous-maille est justifié par le fait qu’on cherche a modéliser
I'influence des échelles plus petites que la maille de calcul, sur la dynamique des échelles
résolues (celles de grande taille).

La modélisation du tenseur T' est en fait le point clé de la simulation des grandes échelles.

Un modele de fermeture est généralement construit & partir de Iintuition et/ou expé-
rience physique, de données théoriques et de propriétés mathématiques des équations
qu’on considére comme équations de référence.

Il n’existe pas de modéles universels. Parmi la multitude de modéles existants a I’heure ac-
tuelle, un choix doit étre fait pour chaque probléme traité, en fonction des objectifs fixés .

Pour la modélisation du tenseur de sous-maille T' on a plusieurs choix:

e modéliser toutes ses composantes ; les modeéles obtenus suivant cette idée (voir le mo-
dele de similarité des échelles proposé par Bardina & al.) se montrent en pratique trop
peu dissipatifs, ce qui rend le calcul numérique instable; pour la stabilisation du calcul la
solution adoptée a été de coupler ce modeéle avec un modeéle de viscosité turbulente (par
exemple un terme de Smagorinsky);

e introduire une viscosité turbulente reliant le tenseur de contrainte sous-maille 7" aux
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tenseur de taux de déformation filtré (fermeture au premier ordre);

e prescrire des équations de transport pour les tensions turbulentes; ces équations per-
mettent de traiter de facon plus exacte 'anisotropie du tenseur de sous-maille, mais elles
sont difficiles & mettre en oeuvre [59], [89];

e proposer une modélisation algébrique pour le tenseur T'; ¢’est en fait une expression
simplifiée des modeles précédents, qui sont plus faciles a résoudre numériquement [82].

C’est la deuxiéme option qui est la plus utilisée dans la pratique. C’est celle que nous
allons décrire plus en détail dans la suite.

L’hypotése d’une dépendance linéaire entre les contraintes turbulentes et le tenseur de
déformation du champ moyen (dite hypothése de Boussinesq):
1 _

Tij - g kkéij = —21/7552']‘ (211)
(ott Sy = %(@ﬂi + 0;u;) est le tenseur de déformation du champ filtré et v est un coef-
ficient appelé viscosité turbulente) a été largement utilisée en vue de définir des modéles
de fermeture de sous-maille.
La viscosité turbulente 14 = 14(x,1) n’est pas une propriété du fluide, mais une propriété
du mouvement lui-méme. Elle est déterminée en chaque point du domaine de calcul, la
relation (2.11) traduisant en fait une dépendance locale, entre les grandeurs prises au
méme point et au méme instant. Du point de vue physique, I’hypothése (2.11) revient a
conférer aux contraintes turbulentes un caractere diffusif.

Utilisant (2.11) pour la caractérisation du tenseur T' et tenant compte de la remarque
(2.3.1), on est amené a résoudre les équations de la LES sous la forme:

&m + @(m@) == E — &F + 28][(1/ + Vt)gij] Z,] =1..3 (212)
et
Ou; =0 1= 1..3. (2.13)
oit P est la pression modifiée P =5 — 1/3Tyy.
Les modéles de viscosité turbulente consistent donc a modifier la viscosité de 1’écoule-
ment de facon qu’on puisse compenser 'absence d’une partie des termes non-linéaires
d’interaction liés aux petites échelles.

L’idée de la plupart des modéles de viscosité turbulente est d’évaluer 14 en fonction des
échelles, de vitesse @ et de longueur [, représentatives de ’agitation turbulente :

I/tNﬁ'l.

Ces modéles se différencient principalement par la définition de ’échelle de vitesse .
En général, ’échelle de longueur [ est déterminée par la taille de la maille de calcul
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[ = A =n/k. (k. étant ’échelle de coupure). Pour un maillage uniforme, la valeur de [
est unique, mais pour un maillage irrégulier (utilisé dans le cas des écoulements fortement
inhomogenes), I’évaluation de I’échelle [ peut poser parfois des problemes.

Les différentes facons d’évaluer I’échelle de vitesse caractéristique @ permettent de définir
différents modéles sous-maille basés sur le concept de viscosité turbulente comme on va
le voir ci-aprés.

Le modéle de Smagorinsky est 'un des modeéles les plus utilisés dans le domaine de
la LES. Il a été introduit par le météorologue J. Smagorinsky [88] en vue des simulations
numériques de la circulation générale atmosphérique.

Pour ce modéle, la vitesse caractéristique u est une fonction de I’échelle de longueur [ = A
et du tenseur de déformation du champ filtré S.

Ainsi, le modéle de Smagorinsky est défini par:

v = (C,A)?S] (2.14)

oit |S] = 4/2 E?]ﬂ(gf]) Cs est la “constante” de Smagorinsky qui n’est pas en général
une vrale constante, mais une fonction du filtrage et du type d’écoulement considéré.
Des simulations numériques directes dans une géométrie simple (turbulence homogene
dans un cube, par exemple) et pour des nombres de Reynolds qui peuvent devenir faibles,
ont montré que C; ne peut pas étre considérée comme une constante. Pour la déterminer,
dans [66] on propose des approximations du type:

24.5 \
C,=0.128(1
(1 7)

esm

ou Reg, est le nombre de Reynolds de sous-maille construit sur A.

Le modéle de Smagorinsky s’avére en pratique trop dissipatif, particuliérement dans les
zones de transition et de proche paroi. Il ne permet pas de simuler les différentes étapes
de la transition dans une couche limite, par exemple, sauf dans les cas fortement bruités
(“by-pass transition”)Voke & Yang, 1993.

Ce modele a cependant servi comme modéle de base pour de nombreux travaux de re-
cherche dans le domaine de la simulations des grandes échelles.

Les modéles de viscosité spectrale consistent a relier la viscosité turbulente a I’énergie
disponible & la coupure F(k.,t) et au nombre de cette échelle de coupure k., par une
relation du type:

E(kq,t)

vi(k, ke, t) = l/t"'(k,kc) k

ot v (k, k.) est une viscosité turbulente adimensionnelle et k. = 7/A.
En se basant sur des simulations de turbulence homogéne isotrope incompressible, dans
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lesquelles les échelles sous-maille étaient paramétrées a 1’aide de la théorie EDQNM
(“Eddy Dumped Quasi-Normal Markovian”)®, Chollet et Lesieur [14] ont proposé 1'ex-

pression suivante pour v :

vk, k) = 0.267 +9.21 exp [—3.03(k./k)]
Le fait que ;" soit bornée garantit que:
v =0& Elk.,t)=0,

une propriété importante pour la modélisation sous-maille. Cette propriété traduit le fait
que pendant les phases initiales (laminaires) de la transition, on a E(k.,t) = 0 et donc
vy = 0.

Le modeéle spectral de Chollet et Lesieur a donné de bons résultats dans le cas des
écoulements turbulents isotropes (Chollet et Lesieur, 1981 ), ainsi que dans le cas des
écoulements cissaillés libres (Comte, 1989; Silvestrini, 1993).

L’inconvénient de ce modéle est qu’il ne tient pas compte de "organisation en phase de
I’écoulement et qu’il ne peut représenter aucun caractére local dans 1’espace physique.

Le modéle de fonction de structure (O. Metais et M. Lesieur, 1992) a été
concu a partir d'une transposition partielle du modéle de viscosité spectrale & I'espace
physique. Ainsi, on peut définir une viscosité turbulente v, localement dans l’espace
physique, qui répond au besoin d’une formulation pour des géométries complexes et pour
des applications qui ne supposent pas des conditions limites périodiques.
Pour ce modele, I’échelle de vitesse caractéristique est déterminée par l'intermédiaire
d’une fonction de structure d’ordre 2 des vitesses résolues, évaluées a I’échelle du maillage
A et définie par:

Fa(x,r,t) =< [u(x,t) —u(x+ 1,t)]* >pza - (2.15)

L’expression de la viscosité turbulente est dans ce cas:
Iy = CLMAFAUQ(X, r, t)

avec la constante du modele Cry = 0.1050;3/2(: 0.063 pour Cy = 1.4).

Dans la pratique, comme on n’a pas accés aux moyennes d’ensemble, on fait appel a des
moyennes locales. Ainsi, dans (2.15) la moyenne < .,. > est calculée comme une moyenne
locale de différences quadratiques de vitesses entre x et les six points de maillage voisins
[64]. Ce modele a été testé dans de nombreux cas, comme par exemple: la turbulence
homogéne incompressible et isotrope (Metais et Lesieur, 1992), écoulement incompres-
sible a 'aval d’une marche descendante (Silveira et al. 1992), mais on a constaté qu’en
présence de grosses structures quasi-bidimensionnelles, il se montre trop dissipatif. Les
travaux de David [35] et Ducros [39] sur des variantes sélectives/filtrées de ce modéle,

3. pour plus de détails voir Lesieur [64]
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ont amélioré ce défaut pour certains types d’écoulement.

Un autre modeéle classique de la LES est le modéle de Germano M. & al. (1990) qui
est un des modéles appelés “dynamiques”, puisqu’il permet une évaluation dynamique de
la “constante” de Smagorinsky & partir de la simulation elle-méme. L’idée de ce modele

est d’appliquer un double filtrage, utilisant deux filtres de largeurs différentes: () le filtre
réel et (N) le filtre test (on suppose que le filtre test est plus grossier que le filtre réel).
Soient T;; le tenseur sous-maille agissant avec le filtre réel et T7: celui agissant avec le
filtre test:

Tij = UUy — ﬂiﬂ]‘

et respectivement

Les tenseurs 1" et T™ ne peuvent pas étre calculés directement, car on ne connait pas les
produits u;u;. Cependant, ces deux tenseurs sont liés par l'identité suivante, dite identité
de Germano:

ivﬂ]‘ — ﬁzﬁ] = T;; — ﬂ]‘ = g” (216)
Les G;; peuvent étre maintenant évalués, a partir du champ w. On suppose que pour
paramétrer les tenseurs T' et T™ on utilise le méme modéle, ici le modéle de Smagorinsky,

cest & dire:

1 _
Tij — g(SZJTkk = —20A2|S|S” (217)
1 ~ o~ ~
17 — g(sika*k = —2CA*5|S,;. (2.18)
Remplacant (2.17) et (2.18) dans (2.16) on trouve:
1 e =
Gij = 309w = —2C[A?|S|S;; — A?[S|S,] (2.19)

qui est une équation tensorielle avec I'inconnue C'. Germano et al. [48] ont proposé de
contracter 1’équation (2.19) par 5;; obtenant ainsi I’expression suivante pour C:

C=-— ng”'si\/ (2.20)
2[A?|S|Sy — A2[S]Sy] - Sy

Pour éviter les problémes qui peuvent apparaitre quand le dénominateur de (2.20) s’an-
nulle, on moyenne dans les directions homogénes, obtenant dans ce cas:
< Gy gz >
< 2[A2|S|S” — A2|S|S”] . Sij >

comme une fonction de la coordonnée non-homogéne et de temps.
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Une autre possibilité, proposée par Lilly D. K. (1992) consiste a calculer la constante C
par une méthode de moindres carrés. Ainsi on calcule C' tel que la somme des carrés des
résidus L :

P

1 earad o
Ly =Gij — g%gz’j + 2C[A%S|55; — A?S|Sy]

soit minimum. On obtient dans ce cas:

LIRSS, _ A2ITIT..
C: T =~ g” [A/_'|\;5/|S” " A:|i|5”] = (2'22)
[A2[S|S5; — AZ|S]S5;] - [A2|S]S5; — A2[S]S5]

Avec la procédure dynamique sur le modéle de Smagorinsky, de trés bons résultats ont
été obtenus pour les simulations en canal plan transitionnel et turbulent (Germano & al.

1991; Piomelli, 1993).

Les modéles de sous-maille anisotropes ont été reconnus depuis longtemps comme
une alternative naturelle au modéle de Smagorinsky isotrope. Des tests a priori basés
a la fois sur des expériences et sur des résultats obtenus par des simulation numériques
directes ont montré que ces modeéles ont des corrélations* meilleures que le modéle de
Smagorinsky.

Un des modeéles anisotropes est le modéle connu comme le modéle du gradient (Vreman

et al. 1997) pour lequel le tenseur de sous-maille T" est défini par:
Ty = CAN*Opu;04u; (2.23)

ot A est la largeur du filtre choisi.

La dérivation de ce modéle, basée sur le développement de Taylor du terme de Leonard,
est présentée dans [30]. C’est donc évident que le modéle (2.23) ne rend pas compte de
tout le tenseur sous-maille, mais on 1’accepte comme la plus simple alternative anisotro-
pique du modeéle de Smagorinsky classique, ayant la symétrie requise par rapport aux
indices i et j.

Une des difficultés associées au modéle du gradient est qu’il produit en plus de la dissi-
pation, du transfert inverse. Ce transfert peut étre responsable d’instabilités numériques.
Pour éviter ces instabilités, on ignore en général le terme de sous-maille la oit sa contri-
bution a la balance d’énergie est positive (technique dite de “clipping”). Le modéle ainsi
obtenu se montre en général insuffisament dissipatif. D’habitude, il est complémenté avec
un terme de Smagorinsky, en résultant un modéle mixte. Le but de ce modéle mixte est de
modéliser de fagon plus précise les échanges d’énergie entre les échelles résolues et celles
non-résolues. Du point de vue physique, le terme de Smagorinsky est censé modéliser les
fluctuations de taille entre 0 et A/2, tant que le modeéle considéré sera responsable de
la modélisation des échelles de taille comprie entre A/2 et A. Un des désavantages des

4. au sens de I’évaluation des différences entre w;u; — u;u; calculées experimentalement, et le tenseur
sous-maille Tmodélisé et calculé numériquement
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modéles mixtes est qu’ils ne sont pas capables de garder le gain offert par 1’anisotropie
du modeéle original.

Il est tres probable que le modele (2.23) contient de la dissipation, ainsi que du backs-
catter, dans chaque point, selon les différentes directions de déformation. Il serait donc
important de distinguer parmi ces directions, pour savoir ensuite dissiper les petites
échelles produites dans I’écoulement.

Dans [30], Cottet et Wray proposent des formules de discrétisation pour (2.23) qui sont
faciles a implémenter dans des codes différences finies (comme on va le voir dans le cha-
pitre 4) et qui permettent de déterminer les directions qui correspondent au dissipation
et celles qui correspondent au backscatter, dans chaque point du domaine de calcul.
Dans la section 2.6.2 on présente I'idée qui a conduit au modéle qu’on appelle par la suite
le modeéle anisotrope sélectif et dans la section 4.1.4 I'idée de la dérivation de ce modéle
du point de vue de I'implémentation numérique.

On peut trouver un panorama d’ensemble des modeéles de sous-maille dans Launder &
Spalding [60]. On a choisi de présenter dans cette section, juste les modéles qu’on consi-
dére classiques dans le domaine de la LES.

2.6 Directions de recherche

Les recherches actuelles dans le domaine de la LES sont orientées vers la définition et
la validation des nouveaux modéles sous-maille.
Dans cette section on propose d’abord une variante sélective du modéle de Smagorinsky,
qui pourrait s’appliquer en fait facilement aux différents modeéles de sous-maille, surtout
a ceux qui se montrent en pratique trop dissipatifs, et ensuite on présente le modéle
anisotrope proposé par Cottet & Wray (1997).

2.6.1 Le modéle de Smagorinsky sélectif

Pour mieux comprendre les mécanismes de la turbulence on va adopter maintenant le
point de vue de la formulation vitesse-tourbillon pour les équations de Navier-Stokes in-
compressibles, car c¢’est probablement celui qui met le mieux en évidence les possibilités
de singularité en dimension 3 .

Pour cela, on introduit d’abord une des caractéristiques les plus intéressantes d’un écou-
lement turbulent: la vorticité. Elle est définie comme le rotationnel de la vitesse locale

du fluide:

w=V Xu.

En prenant le rotationnel de I’équation (1.1) on obtient I’équation dynamique pour la
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vorticité:

Ow — (w-Viu+ (u-Viw=rvAw (2.24)
[’équation (2.24) est une équation d’advection diffusion avec un terme (w - V)u dit de
stretching, qui représente les effets de déformation des tourbillons dans la direction w.

La vorticité est perpendiculaire au plan du mouvement en dimension 2 et sa grandeur est
uniformément bornée. Par contre, en dimension 3, le mécanisme non-linéaire de stretching
pourrait produire des singularités en temps fini.

P. Constantin et Ch. Fefferman [21] ont montré que si les directions de vorticité se com-
portent bien dans les zones ot les valeurs de la vorticité sont importantes, la solution des
équations de Navier-Stokes est réguliére.

L’hypothese (2.25), qui caractérise en fait le bon comportement des directions de vorticiteé,
repose sur les valeurs de 'angle a entre deux vecteurs tourbillons suffisamment proches:

“si ces valeurs sont suffisamment petites au sens

|z —yl

| sin a(w(z),w(y), )| < (2.25)

alors la régularité de la solution des équations de Navier-Stokes est assurée’ .

Cette idée® nous a conduit a regarder les angles entre le tourbillon et le tourbillon moyen
correspondant en chaque point de la grille et & chaque instant, et de choisir d’activer
une viscosité turbulente (c-a-d. d’ajouter un terme de Smagorinsky, par exemple, aux
équations de Navier-Stokes) seulement si elles ne vérifient pas ’hypothese (2.25).

Plus précisément, la variante du modele sélectif proposée a comme but de réduire le sup-
port de la viscosité turbulente du modele de sous-maille considéré (en particulier, on I’a
testé sur le modeéle de Smagorinsky). Cela sera fait en multipliant la viscosité turbulente
du modeéle par une fonction filtre agissant comme un détecteur de zones d’alignement
de la vorticité. Ainsi, le modéle de sous-maille ne sera appliqué que si ’écoulement est
localement tridimensionnel. E. David a appliqué cette idée, proposant un filtre détecteur
de petites échelles, dans le cas du modele de la fonction de structure [35].

Dans ce sens, on calcule d’abord le vecteur tourbillon moyen wy, en chaque point du
domaine de calcul et a chaque pas de temps par I'intégrale

i)
Wm(x,t) = — w(x +r,t)dr.
(x, 1) T D ( )

qui est évaluée dans 'espace discret par une moyenne sur les six points voisins:
3

1
c D (wlx+ Agwi t) + w(x — A, 1)),
=1

5.on présente dans le chapitre 3 le cadre mathématique qui nous a guidé dans la dérivation de ce
modéle

W (x,1) =
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Ensuite, on calcule 'angle «,, fait entre le vecteur tourbillon local instantané w et le
tourbillon moyen correspondant wy, défini par:

w(x, 1) X wm(x,1)
(3, )] - Jom(x, )]

) (2.26)

(X, 1) = arcsin(
et on définit un filtre détecteur de turbulence a petite échelle de la maniére suivante:

1, stag<a, <1T—a

U(x,1) = { 0. sinon (2.27)
ol aq est la valeur qui correspond au maximum de la courbe de densité de probabilité
de la variable aléatoire angle v, comme on va le voir plus précisément dans les deux cas
qu’on a choisi pour les simulations numériques (chapitre 4).
Physiquement, les valeurs de o, qui vérifient I’hypotheése (2.25) correspondent a 1ali-
gnement de la vorticité dans un certain voisinage (ce qui se passe dans les écoulements
laminaires ou en début de transition), par contre celles qui ne la vérifient pas indiquent
une variabilité de la direction du vecteur tourbillon, et donc vont correspondre a des
zones de turbulence .
L’expression de la viscosité turbulente sera définie finalement par:

vy = U(X, ) Vsmago

2.6.2 Le modéle anisotrope sélectif

Dans cette sous-section on va utiliser les équations de Navier-Stokes dans la formulation
en vorticité (2.24) et on va supposer des conditions aux limites périodiques.

On sait que le terme de stretching (w - V)u est nul dans le cas d’un écoulement bidi-
mensionnel, mais il est responsable de la réorientation et de l'intensification local du
tourbillon, deux des caractéristiques essentielles des écoulements tridimensionnels. Dans
le cas d’un fluide parfait (¥ = 0), ce terme agit comme un forcage quadratique sur la
partie convection du tourbillon qui est susceptible de produire un excés d’enstrophie que
la viscosité ne suffit pas vraiment a contre-balancer. Pour éviter "apparition des singu-
larités on a le choix d’ajouter des termes de dissipation (dits dissipation sous-maille) qui
peuvent se substituer au mécanisme de cascade d’énergie. Mais on a vu qu’en ajoutant un
terme de Smagorinsky (la variante tourbillon, pour cette formulation) le modéle obtenu
se révele en pratique trop dissipatif.

Tenant compte de I'inégalité suivante :

/w-VudX:/wiSijwjdxg /wiS;;w]‘dX (228)
Q Q Q

ol SZ»"JT représente la partie positive du tenseur de déformation, Cottet et Wray [30] pro-
posent une nouvelle viscosité turbulente, définie par:

Vi = CAY[SH].



32 Chapitre 2. La simulation des grandes structures turbulentes

Il existe évidement d’autres choix possibles, comme par exemple, tout tenseur ayant la
méme inlensité que SZ"]' On sait que la condition d’incompressibilité sur le fluide considéré
requiert que la somme des valeurs propres du tenseur de déformation S soit nulle, donc
on peut remplacer ST par —S~, par exemple. La différence entre ces modéles tient des
directions de dissipations qui leurs sont associées.

Pour faire le bon choix, il est utile de savoir que les petites échelles sont produites dans
les directions associées aux valeurs propres négatives de S. Le schéma de la figure 2.3
permet de comprendre ce qui se passe au voisinage d’un point hyperbolique, avec deux
valeurs propres de signe opposé (pour simplifier, on se place en dimension 2). Donc, c’est
dans ces directions qu’il faut dissiper de I’enstrophie, ce qui justifie le choix:

vy = —CAS].

L
o

FiG. 2.3 = Ecoulement autour d’un point hyperbolique et production des petites ou grandes
échelles selon les directions de déformation.

Le modéle final est obtenu en ajoutant un terme de pression de maniére a assurer que la
vorticité reste a divergence nulle:

Ow 4+ (u-Viw— (w-V)u=-Vq+ rAw + C+diV(S+Vw) (2.29)
ou bien, dans la formulation vitesse-pression:
du+ (u-Vyu=—-Vp+rvAu + C,div(STVu) (2.30)

ott on a noté C'y = C'A?, avec A la largeur du filtre utilise.
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Chapitre 3

Analyse mathématique de quelques

modéles LES

Dans ce chapitre on présente d’abord une revue des résultats théoriques concernant
I’existence, l'unicité et la régularité des solutions des équations de Navier-Stokes dans le
cas incompressible, puis une analyse mathématique du modéle de Smagorinsky et enfin
quelques résultats concernant un nouveau modéle de turbulence proposé par Marsden et
Skholler utilisant une technique de dérivation géométrique .

3.1 Revue desrésultats théoriques concernant les équa-
tions de Navier-Stokes

3.1.1 Existence, unicité et régularité des solutions
Position du probléme. Les espaces fonctionnels

On considére les équations de Navier-Stokes, qui décrivent le mouvement d’un fluide
newtonian, incompressible dans un domaine € de R"(n € {2,3}):

(O u(x,t)-Vu(x,t) = f(x,t) = Vp(a,t)+vAu(z,t) dans Q@ x[0,00[, v >0 (3.1)

et
div u(x,t) =0 dans Q x [0, 00] (3.2)

avec les conditions initiales et aux limites:
u(x,0) = up(x), x € (3.3)

et
u(x,t) = o(x,t), €09, t>0, ¢ donnée. (3.4)
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Le probléme qu’on se pose est de trouver u et p tels que (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4)
alent lieu.

Pour la résolution mathématique de ce probléme on considére les espaces :

o V={velr)", divev =0} 'espace des fonctions test, ou C5°(§}) représente 1’es-
pace des fonctions C* a support compact dans €2 ,

e [ = l'adhérence de V dans L?(Q2)" et

e 1 = l'adhérence de V dans H}(Q)"

n € {2,3} étant la dimension de 'espace considéré.

H et V sont des espaces de Hilbert munis respectivement de la norme | - |f2 et de la
norme || - ||z et on peut les caractériser comme suit :

H={vel*Q)", dive=0v- npg = 0}
V={ve H}D)", divv =0}

D’autres propriétés des espaces H et V' sont presentées dans Temam [92].
On note par A l'opérateur linéaire non borné dans H associé au produit scalaire de V'

(Au,v) = ((u,v)) Yu,ve V.

Le domaine de 'opérateur A est noté par D(A) et d’aprés la théorie sur les systémes
linéaires elliptiques on a

D(A) = (H*(Q))"n V.
Soit V' 'espace dual de V. Alors, on a:

DA)cVCHCV,
ou toutes les inclusions sont continues, chaque espace est dense dans le suivant et de plus
I'inclusion V < H est compacte. De plus:

Au = —PAu,

oit P est le projecteur orthogonal dans (L*(2))" sur 'espace H (dans le cas périodique
Au=—Au, Yue€ D(A)).
L’opérateur A est autoadjoint, positif et d’inverse compact dans H. Il existe une suite A,
telle que:

D<A <M<..<M<.. oo

et une base orthonormale dans H, {wy }ren+ tel que:

Awy, = Awy, k € N~

Les quantités Lul? et ||u|]? répresente I'énergie cinétique et 'enstrophie respectivement.

1.on utilise les notations standard pour les produits scalaires et les normes dans L? et dans H}:

(u,v) = fﬂu(x) ~v(x)de, ((u,v)) = fﬂ Vu(z) : Vo(z)de, |u] = (u,u)l/2 et [[u]| = ((u,u))l/2
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Formulation faible. Résultats d’existence et d’unicité

La formulation faible des équations de Navier-Stokes (due & J. Leray) ne dépend que de
la vitesse u. Elle est obtenue en multipliant I’équation (3.1) avec une fonction test v € V,
puis en intégrant sur ().
Si on note u(t) application

r €N +— u(x,t)

alors le probléme a résoudre dans la formulation faible est de trouver les solutions u(t) € V
pour presque tout t telles que 1’équation:

%(U(t%v) +r((u(t), 0) + bu(t), u(l),v) = (f(1),v), VeeV, (3.5)

soit vérifiée au sens de distributions sur ]0, 7] ou ]0, cof.
Le terme b est donné par:

& v,
b(u,v,w) = Z /QuZ . a—xi ~wj dx (3.6)

1,5=1
(dans un domaine ou les intégrales ont un sens).

On appelle solution faible des équations de Navier-Stokes sur [0, 7] un champ de vec-
teurs de divergence nulle

w€ L*((0,T); V)N L>((0,T); H) pour T >0

et qui vérifie 'équation (3.5) au sens des distributions, et solution forte, la solution qui
appartient a:

L*((0,7); D(A)) N L>((0,T); V) pour T > 0.

Les résultats d’existence et d’unicité des solutions sont différents selon la dimension de
I’espace considéré.

L’existence de la solution est généralement obtenue par une méthode constructive: on
construit d’abord une solution approchée (par une méthode de Galerkin par exemple) et
ensuite on passe & la limite & "aide d’estimations a priori sur la solution construite. On
peut aussi utiliser les théoréemes de point fixe de Leray-Schauder ou bien de Banach, qui
donnent les solutions sur un “petit” intervalle de temps |0, 7%[. La partie délicate dans ce
type de démonstration est la dérivation des estimations a priori. Celles-ci dépendent de
I’évaluation du terme b. Il existe plusieurs estimations de ce terme, obtenues en combi-
nant I'inégalité de Holder avec d’autres inégalités, comme par exemple: celles de Sobolev,
d’interpolation, de Gagliardo-Niremberg.
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On résume maintenant les résultats connus concernant l'existence et 'unicité dans le
contexte de la théorie des espaces L*:

e en dimension 2, la théorie mathématique concernant les équations de Navier-Stokes
est assez satisfaisante, le probléme étant bien posé, au sens qu’on connait ’existence et
I'unicité de la solution faible; on a le méme type de résultat pour les solutions fortes, mais
pour celles-ci, seulement dans le cas ot la donnée initiale est suffisamment réguliere.

Plus précisément on énonce ici un théoréme qui regroupe en fait ces résultats:

Théoréme 3.1.1 i) Si f et ug sont données telles que
fer*0,T;V) e wucH (3.7)

alors il existe une unique solution faible des équations de Navier-Stokes qui est dans
C([0,T]; H) et qui vérifie
u' € L*(0,T;V").

ii) Si [ et ug sont données telles que
ferL=0,T,H) e wueV (3.8)

alors il existe une unique solution forte des équations de Navier-Stokes qui est dans

C([0,T]; V).

e en dimension 3, on a seulement des résultats partiels: 'existence et 'unicité des
solutions fortes sur un interval |0, 7*[ (le temps de blow-up T™ dépendant de la condition
initiale (Ladyshzenskaya [54])), ainsi que 'existence globale des solutions faibles.

On peut énoncer dans ce cas:

Théoréme 3.1.2 () Si f et ug sont données telles que (3.7) alors il existe une solution
faible des équations de Navier-Stokes qui est continue au sens faible sur [0,T] a valeurs
dans H et qui vérifie

u' € LY, T V).

ii) Si f et ug sont données telles que (3.8) alors il existe T = T*(ug) tel que sur linter-
valle [0, T*] les équations de Navier-Stokes admettent une unique solution forte.

Remarque 3.1.1 Actuellement on ne sait pas si la solution faible des équations de
Navier-Stokes 3D est unique, ou quelles sont les hypothéses qui peuvent la rendre unique,
ainsi que [existence de la solution forte pour tout T.
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Singularités. Blow-up

La premiére tentative de relier les équations de Navier-Stokes et la turbulence est due a
J. Leray [62], qui a conjecturé 'apparition de singularités dans les solutions des équations
de Navier-Stokes et a introduit la notion de solution turbulente (au sens de la définition
de la solution faible présentée auparavant). Alors, si les solutions faibles des équations
de Navier-Stokes présentent des singularités, il est naturel de penser & étudier les pos-
sibilités d’apparition de ces singularités, ainsi que leur nature. Concernant le deuxiéme
point, d’aprés Mandelbrot (voir Temam [92]), les singularités qui peuvent apparaitre sont
localisées dans des ensembles de dimension de Haussdorf inférieure a 4. On peut trouver
dans [92] une présentation de quelques résultats concernant la structure des ensembles
de singularités, ainsi que des résultats concernant I’estimation de la dimension Haussdorf
de ces ensembles.

Nous, on va regarder plutét, dans les deux sections qui suivent, quels sont les facteurs
qui controlent 'apparition de ces singularités (le blow-up des solutions), d’abord dans le
cas des fluides parfaits et ensuite dans le cas des fluides visqueux.

3.1.2 Le cas des fluides parfaits

Dans cette sous-section on présente quelques problémes liés a I’apparition des singularités
dans le cas des équations d’Euler 3D.

Les équations d’Euler 3D incompressible (les équations de Navier- Stokes avec v = 0)
dans la formulation en vorticité s’écrivent :

(0r + u(x,t) - Vw(x,t) = S(a, t)w(x,t) (3.9)

et
V- u(x, t):() u-n=0 sur Jf. (3.10)

ot u(x,t) est obtenue a partir de w(x,t) =V x u(x,t) (appliquant la loi de Biot-Savart):

(x,1) ——/V x w(x +y,t)dy (3.11)

et S(z,t) est donné par la formule?:
3 d
S(z,1) = 4—P.V./M(yf,w(x + y,t))% (3.12)
m )

La matrice M est une fonction de deux variables (d’un vecteur unité et d’un vecteur) et
elle est donnée par la formule:

M(G,0) = 559 (5 % )+ (3 < ) ©1] (3.13)

2. cette formule s’obtient d’aprés une différentiation de la loi de Biot-Savart qui donne le gradient de
la vitesse en fonction de w et ensuite par une décomposition du gradient de la vitesse dans sa partie
symetrique S et sa partie anti-symétrique w
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ot § = y/|yl.

On sait qu’en dimension trois, le probléme d’Euler est localement bien posé dans H*(R?)
pour s > 3 au sens qu’on connait l'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.9)
pour des données dans un espace de Sobolev suffisamment régulier (H* avec s > 5/2), la
solution étant continue et définie dans le méme espace pour un interval de temps (0,7")
avec

r> ¢
= a5 0
Cependant, le probléme de 'existence de la solution pour tous les temps est encore un
probléme ouvert.
Le probléme de montrer qu’'une solution réguliére au moment initial reste réguliére au
cours du temps nous améne au probléme de 1’étude des singularités qui peuvent se déve-
lopper dans 1’écoulement.

A cause du mécanisme de stretching, il peut exister des solutions de (3.9) qui corres-
pondent & des conditions initiales réguliéres, mais qui peuvent développer des singularités
en temps fini. Cela correspond a une perte de régularité de la solution. Du point de vue
physique, il semble naturel d’associer cette perte de régularité de la solution a un certain
temps a 1’explosion de la norme-sup de la vorticité.

Dans ce sens, Beale, Kato et Majda [6] ont établi une relation mathématique rigoureuse
entre ["accumulation de la vorticité et la formation des singularités dans le cas des équa-

tions d’Euler 3D :

Théoréme 3.1.3 (Beale, Kato & Majda)

Soit u € C°([0, T[; H3(R®)) une solution des équations d’Euler incompressible. On suppose
qu’tl existe un temps T, tel que la solution n’est plus continue au-dela de T, et que celui-ci
est le premier temps avec cette propriété. Alors on a

/0*||w(t)||Loodt:oo , (3.14)

et en particulier,
lim sup; ~r, | Jw()][L= = oo. (3.15)

Autrement dit, d’apres le théoreme (3.1.3) seule la norme-sup de la vorticité controle le
breakdown des solutions réguliéres des équations d’Euler 3D : donc si ||w||~ reste bornée
au cours du temps, la solution reste réguliére (si on part avec une condition initiale ré-
guliere).

Un point de vue différent de celui adopté par Beale-Kato-Majda en ce qui concerne I’étude
de I’apparition des singularités est, d’apres Constantin [19], de regarder les directions de
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vorticité dans les zones ol la vorticité est importante.

On présente plus en détail ce point de vue parce que c’est celui que l'on a suivi dans nos
recherches de nouveaux modeéles sous-maille.

On sait qu’en dimension deux, le vecteur vorticité ne change pas de direction et sa
grandeur reste bornée, donc il ne peut pas apparaitre de singularités si on part avec
des conditions initiales assez réguliéres, mais en dimension trois on n’a plus la méme
situation. Comme on 'a déja dit, c’est le mécanisme non-linéaire de stretching qui peut
produire des singularités en temps fini. Donc, il faut procéder a I’analyse de ce mécanisme,
pour pouvoir ensuite proposer des solutions en vue d’obtenir des résultats de régularité
satisfaisants.

Dans ce cas, Constantin propose d’analyser le facteur de stretching défini par

ax,t) = (S(x, t)E(x,1))E(x, t) (3.16)

ol £ est le vecteur direction de vorticité défini par:

w(x,t) .
0, siw(x,t)=0.

Remarque 3.1.2 o et & sont définis dans des régions ou “il y a de la vorticité”, ¢’est a
dire dans des régions :

{z: |w(x,t)] > 0}.

La formule de calcul suivante pour le terme « est essentielle pour ’analyse mathématique
proposée par Constantin dans [19]:

o) = =PV, [ Do+ .08t lole 4001 318)

ol § = % et le facteur D est défini par
[yl

D(€17€27€3) = (61 ’ 63)( Det (61762763))

ol les e; sont trois vecteurs unité et Det (eq, e, €3) représente le déterminant de ces trois
vecteurs. Du point de vue géométrique, D représente le volume du parallélépipede de
cotés g, (x4 y) et £(x) et en particulier il dépend de £(x +y) seulement par la projection
orthogonale de celui-ci sur £(«) (notée par Pg(gg)f(x +y)).

On peut prouver que:

DG, &(x +y, 1), (2, 1))] < [Pepéla +y,1)]
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et encore, si on note par # I'angle formé par les vecteurs £(x, 1) et {(x+y, t) respectivement,
qu’on a:

1D, &(x +y,t),&(x, 1)) < sin 0]

Remarque 3.1.3 D’aprés Uestimation :
[ sin 0] < 2| sin (8/2)] = |¢(e + y,1) — (1)

on déduit que le déterminant D s’annulle si les directions de vorticité dans les points x
et « + y sont soit paralléles soit antiparalléles.

Revenons maintenant a I’équation pour la grandeur de la vorticité |w(z,1)]:

(0 + u(x,t) - V) |w(z, )] = alx, t)|w(x, 1)) (3.19)

Dy

Cette équation exprime bien le role joué par a(x,t): en fait « est la dérivée logarithmique
du module de la vorticité. Donc, d’aprés le théoreme de Beale, Kato et Majda (3.1.3) et
de I’équation (3.19) il est évident que la condition

T
/ o )lledt < o0
0

est suffisante pour avoir la régularité de la solution sur [0, 7.

Constantin et Majda ont analysé le probléme de la régularité de la solution des équations
d’Euler suivant la voie des directions de vorticité. Ils ont consideré deux cas correspon-
dant respectivement aux hypothéses suivantes :

1)
ly|

|P£J(_x,t)§(x +y, )| < %

pour |y| < L (L fixé) et « et x 4+ y étant dans des zones de vorticité,
et H2)
]

|§($ + yvt) - f(xvt” < 7 pour |y| < L.

Les résultats obtenus dans ces deux cas sont présentés dans [25].
Nous nous sommes interessés plutot aux résultats obtenus pour les fluides visqueux, ce
que nous présentons dans la section suivante.
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Reésultats de régularité pour les équations de Navier-Stokes 3D

En passant maintenant au cas des équations de Navier-Stokes, on mentionne que des
résultats de régularité ont été obtenus, comme par exemple:

i) Si les données initiales appartiennent a H*(R?), avec k > 5/2 alors la solution est
réguliere sur un intervalle |0, T'[, ot T" est indépendent de la viscosité v.

ii) Si & l'instant ¢; la solution faible appartient & H*', alors elle reste réguliere sur
Uintervalle [ty,T,], ot T,,(> t; > 0) dépend de v et de ||u(t))||y.

Mais, on a choisi ici de ne présenter que le résultat de régularité obtenu par Constantin
et Fefferman [21], parce que c’est celui qui nous a inspiré pour le modele sélectif qu’on
presente dans la section 2.6.1.

En fait, 'idée de regarder les directions de vorticité présentée dans le cas des équations
d’Euler est essentielle pour la compréhension du phénomeéne physique et aussi pour le
déroulement de la démonstration mathématique du théoréme suivant :

Théoréme 3.1.4 (Constantin et Fefferman)
1) Pour toute solution faible des équations de Navier-Stokes 3D on a:

T
/ / \VE(x,t)|*dedt < QN /{|u0(:1;)|2 + |V X ug(x)|*}dz (3.22)
0 J{(xt)ilw(zt) >0} v Ja

2) On suppose qu’il existe des constantes QO et r telles que

y
| Piené(z +y, )] < |r—| (3.23)

pour |w(x,t)| > Q, lw(z + y, 1) > Q et t €[0,7]. Alors, la solution des équations de
Navier-Stokes 3D est une solution forte sur [0,T].

Remarque 3.1.4 La relation (3.22) signifie que dans les régions avec une forte vorticité,
la direction de la vorticité est réguliere uniformément par rapport a la donnée initiale,
avec une dépendence de la viscosité, en facteur %

On présente ici un schéma de démonstration du théoréme de Constantin et Feffer-
man, parce qu’on se servira de ce résultat pour la justification mathématique du modéle
de Smagorinsky sélectif.

L’idée de la démonstration est de régulariser la vitesse de convection par convolution
avec une fonction réguliére ¢s, ensuite d’obtenir des estimations a posteriori pour les so-
lutions obtenues en vue de montrer la régularité de ces solutions. L'intérét est de trouver
des bornes qui ne dépendent pas de § et de passer & la limite pour § — 0, utilisant des
résultats classiques de compacité.
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Dans une premiére étape on procéde a la régularisation de la vitesse de convection
et on cherche une estimation de la norme L' de la vorticité. Ainsi, en absence de forces
exterieures (f = 0), ’équation (3.1) devient:

(0 + us(x,t) -V —vA)u(x,t) + Vp(z,t) =0 (3.24)
avec
us; = Os * u
ou Ps(x) = %@(%), d > 0 et @ est une fonction réguliere a support compact et qui

vérifie fCI) = 1.

Si on multiplie (3.24) par u et qu’on intégre par rapport a la variable d’espace et par
rapport au temps on obtient I'inégalité d’énergie:

1
%/|u(:1;,t)|2d:1;—|—1// /|Vu(:1;,s)|2d:1;ds < %/|u0(:1;)|2d:1; 1> 0. (3.25)
0

Pour trouver I'estimation de la norme |w(x, )| on prend le rotationnel de I’équation
(3.24) et on pose us = u — vs obtenant ainsi:

(0 + u(x,t) -V —vA)w(x,t) = S(x, w(x,t) + V x (vs(a,t) - Vu(z,1)) (3.26)

on trouve:

, . _ w(@
Maintenant en multipliant (3.26) par &(x,t) = ()]
(0 -+ ulr, ) - V= Aol )]+ vl DIIVE G, 1) =
(3.27)
=&(x, 1) - [S(a, tw(a,t) + V x (vs(x,t) - Vu(a,1))]

Soit f une fonction C? qui s’annulle dans un voisinage de 0. En particulier, on choisit

fwwzﬁﬂx—wwwwy

ot la fonction W vérifie ¥(y) > 0, ¥ = 0 si y est dans un voisinage de 0 ou y > ) et

Qo
/ Udy = 1.
0

Alors,ona f">0,0< f/ <1 et

vf'(x) = :1;/ U(y)dy ==  pour x > Q.
0
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Aprés une multiplication de (3.27) par f'(|w(x,t)|) suivie d’une intégration sur {z : |w| >
O} et d’une intégration sur [0,¢] (utilisant les propriétés de f et I'inégalité de I'énergie
(3.25)) on trouve:

flw(x, t)))de +v wlx,s)||VE(x, s)Pdeds <
J o Setwond s [ e s)Ve ) o

2
< |V < uo(x)|dr + =|ug(z)|*d.
{zt]w|>Q0} v

Le terme de droite () = f{$:|w|>90} |V X ug(a)|dx + 2|ug(x)|*dz ne dépend pas de g, donc
de cette équation on peut obtenir deux estimations importantes, en faisant :

I. Q9 — 0 (et donc f(x) — ) nous avons:

¢
/ |lew(x, t)|dx + 1// / |w(z, s)||VE(, s)|*deds < Q
{zt]w|>Q0} 0 zi|w|>Q0 }

jw(@, )] < Q (3.29)

et donc ,

II. Qy = Q) > 0 on trouve:

/t/ \VE&(z, s)|*deds < QN (3.30)
0 zlw| >0} v)

On remarque que les bornes qu’on a obtenu dans (3.29) et (3.30) ne dépendent pas de 4,
ce qui nous permettra de passer a la limite quand 6 — 0.

Maintenant, on passe & la deuxiéme étape, ot on cherche a estimer ’enstrophie |w]|?.

Pour obtenir I’équation d’évolution de I'enstrophie, on multiplie I’équation (3.26) par w
et on l'intégre par rapport a la variable d’espace:

1d 5 2
§E/|w(:1;,t)| dx+ 1//|Vw(:1;,t)| dx =

= /(S(x,t)w(x,t))w(x,t)dx + /[V X (vs(x,t) - Vu(a,t))|w(x, t)de

(3.31)
A T'aide de la fonction y (bump function) définie par:
1, siz €[0,1]
x(z)=1<¢ 0, siz>?2 (3.32)

A €]0,1], sinon ,
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en posant z = |w|/€2, on peut décomposer la vorticité w en fonction des zones de I'espace
ot elle est plus ou moins active. On a ainsi:

(1), i o] € [0,9)
w(z,t) =< w®(x,1), si |w| > 20 (3.33)
WO (2, 1) + W@ (x,1), si|w| € [Q,29]

ot on a noté w (2, 1) = y(Jw|/Qw(z, 1) et w® (2, 1) = [1 — (|| /V)]|w(x, 1).

Comme on a vu que S est défini & partir de w, on déduit que la décomposition (3.33)
induit une décomposition analoque de S:

S(x,t) = SW(x,t) + SP (1) (3.34)

Alors on peut écrire:

(S(a, t)w(x, t))w(x, t) = | (S(i)(:zj,t)w(j)(x,t))w(k)(x,t) (3.35)

2
7,7,k=1

ou bien:

(S(a, Ow(x, t))w(x,t) = Ti(x,t) + To(x,t) + Ts(x,t)

avec les notations:

Ti(2,1) = Y25 22y (SW (2, )W (@, 1)) W (a2, 1)
T2(x7t = (S(l)(:p,t)w@)(:z;,t))w@)(x,t) (336)
Tyfe,t) = (SO, ol (1)) 2. 1
On note encore:
Ty(x,t) =[V x (v5 - Vu)]w (3.37)

et la partie la plus délicate qui reste & faire maintenant est de trouver de bonnes estima-
tions pour les termes T; (1 € {1,2,3,4}).

Sans entrer dans les détails techniques des dérivations de toutes ces estimations®, on

trouve pour les termes 17,15 et Ty respectivement :

|/T1(:1;,t)d:1;| < CQ/|w(:1;,t)|2d:1;, (3.38)

|/T2(:1;,t)d:1;| < §/|Vw(:1;,t)|2d:1;—|—271/_3(QQ)2/|w(:1;,t)|2d:1;, (3.39)

3.la dérivation de ces estimations ne pose pas de difficultés, nécessitant en principe I'application des
inégalités adéquates de Young et de Galiardo-Niremberg
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|/T4(:1;,t)d:1;| < §/|Vw(:1;,t)|2d:1; + 0521/_7(/ |Vew(z, t)]2dz)°. (3.40)

On a choisi de présenter ici juste la dérivation de 'estimation pour le terme 75 parce que
c’est 1a ot intervient ’hypothése (3.23).
Donc, pour I'estimation du terme 75 on a:

Ta(x,t) = (S (z, )@ (x, 1))@ (z,1)

3 X dy
:iﬁw@WJWqu/Dwf@w+%w@@wxww<Nx+%>uﬂ
(3 23) (7

th(/Wx+%>W3
(3.41)

On note

I(x,1) /|w:1;—|—y, |3|

Aprés une intégration spatiale de (3.41), appliquant les inégalités de Young et Galiardo-
Niremberg, on obtient :

|/T3(:z;,t)d:1;| < g/|Vw(:1;,t)|2d:1;—|—Cl/_3|w|i/13p_4 /|w(:1;,t)|2d:1;)5/3 (3.42)
A T'aide de 'estimation (3.29) pour la norme L' de la vorticité on trouve finalement :
|/T3(:z;,t)d:1;| < §/|Vw(x,t)|2dx —I—CV_3Q8/3,0_4(/ o (a, 1) 2da)>. (3.43)
Maintenant on utilise les estimations (3.38) - (3.43) dans I'équation (3.31) pour avoir :
%/|w(:1;,t)|2d:1; < k(t)/|w(:z;,t)|2d:z;—|—00521/_7(/ jw(a, 1) 2d)? (3.44)
ot k(t) = (v, Q. p, lwlzz).
Quelques calculs simples permet enfin d’obtenir :
/ (1) Pde < 24V x uo()|2 exp (/t k(s)ds), pour t € [0,T] (3.45)
0

En passant au sup pour ¢ € [0,7T] on a:

sup /|w:1; t)] d:1;<F1/|V><u0 Wodx (3.46)

0<t<T

avec Fl = Fl(Vv T?p? |u0(x)|L27 |w(x7t)|L17 |w(x7t)|L2)‘



416 Chapitre 3. Analyse mathématique de quelques modéles LES

On peut obtenir une autre estimation importante si on intégre (3.44) entre 0 et T et
qu’on utilise I'estimation (3.46):

T
/ /|Vw(:1;,t)|2d:1;dt <TI, (3.47)
0

ou I'y dépend des mémes paramétres que I'y.

Les estimations (3.46) et (3.47) constituent le coeur de la démonstration. Pour la suite
on applique les techniques classiques de passage a la limite (voir Lions [65]) et on obtient
finalement que la solution des équations de Navier-Stokes 3D est:

u € L0, T; HY(R?) N L¥0, T; H*(RY)).

3.1.3 Attracteurs et turbulence

L’une des approches pour la description mathématique de la turbulence est "approche
basée sur la théorie des systémes dynamiques. Cette facon d’aborder les équations de
la dynamique des fluides consiste & les considérer comme un systéme dynamique de
dimension infinie. Il est possible d’étendre au cas de la dimension infinie des idées et
des notions issues de la théorie des systémes dynamiques en dimension finie. Ainsi a été
définie la notion d’un attracteur global :

Définition 3.1.1 Soit H un espace de Banach. On appelle attracteur global pour un
semi-groupe (S(t))i>0 un ensemble A C H qui satisfait les propriétés suivantes:

a;. SHA=A, (¥V)t>0
ay. A est un ensemble compact

as. 6(S()B, A) —i00 0 pour tout borné B de H ou
5(S(t)B, A):=sup igg lu —v|g.

u€AvY

Remarque 3.1.5 L’attracteur global est 'unique ensemble connexe qui est mazimal (par
rapport a I inclusion) parmi les ensembles invariants par le semi-groupe.

Deéfinition 3.1.2 Un sous-ensemble B de H est dit absorbant st on a:

VB borné C H,3t(B) tel que Yt > t(B),S(t)B C B.

Le théoréme suivant donne une caractérisation de 'attracteur global :

Théoréme 3.1.5 Soit B, une boule dans une topologie qui s’injecte de fagon compacte
dans celle de H. Si B, est un ensemble absorbant dans H alors,

A=JS)B,

est Uattracteur global pour le semi-groupe (S(1))eo.
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[’ensemble A, dont la structure peut étre trés compliquée (fractale, par exemple), décrit
toutes les dynamiques que le systéme considéré peut y produire. Dans beaucoup de cas,
il est possible d’étudier la dimension de I'attracteur global au sens de la dimension de
Haussdorf ou de la dimension fractale. On donne ici la définition de la dimension fractale
et pour une présentation plus détaillée de tout ce qui concerne la dimension de Haussdorf
et fractale on renvoie le lecteur a Constantin et al. [24].

Définition 3.1.3 Soit H un espace de Banach et A C H un ensemble invariant par le
semi-groupe Sy : H — H. La dimension fractale de ["ensemble A est définie par

L log n.(A)
de(A) = 11_1%18111) W

ol n. répresent le nombre minimum de boules de rayon ¢ nécessaires pour le recouvrement

de l'ensemble A.

Pour une large classe d’équations, comprenant aussi les équations de Navier-Stokes bidi-
mensionnelles, I'existence de I'attracteur globale de dimension finie a été établie (Ladi-
shenskaya[1973, 1975]). Hors du probléme d’existence, des contributions importantes sont
celles qui montrent que attracteur trouvé est de dimension finie et celles concernant |’es-
timation de cette dimension. En fait, I’estimation de la dimension de I’attracteur permet
d’avoir des informations sur le nombre de degrés de liberté du systéme et donc du nombre
de parameétres nécessaires pour les simulations numériques. Il est important d’obtenir des
estimations qui aient un sens physique. Dans le cas des équations de Navier-Stokes bidi-
mensionnelles avec des conditions aux limites périodiques, Constantin, Foias et Temam
ont obtenu dans [24| une borne supérieure de la dimension de I'attracteur en fonction du
nombre de Grashof?. En dimension trois la théorie n’est pas complete. Comme 'unicité
des solutions faibles et ’existence pour tous temps des solutions réguliéres ne sont pas
connues, 'existence de 'attracteur global n’est pas non plus connue...

3.2 Le modéle de Smagorinsky

3.2.1 Formulation du probléme et cadre fonctionnel

Le probléme de 1'unicité de la solution faible pour les équations de Navier-Stokes en di-
mension 3 étant un probléme ouvert, on ne peut pas prouver I'existence d’un ensemble
absorbant pour ce systéme dissipatif.

4. ¢’est un nombre adimensionnel qui dépend de la viscosité, de la dimension du domaine de calcul et
de la grandeur des forces appliquées au fluide: G = L*|A~'/2f|/v? ('opérateur A a été défini dans la
section 3.1.1 et L est la taille de la boite de calcul)
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Mais on peut se demander si, ajoutant aux équations de Navier-Stokes un terme de
dissipation du type Smagorinsky®, c’est-a-dire du type

2 div (14S)  avec 1 = (CA)?S| (3.48)
——

ol S est la partie symétrique du tenseur de déformation, on arrive a démontrer 'unicité
de la solution du modéle obtenu, en se posant encore le probléme de 'existence d’un
ensemble absorbant et d’un attracteur pour ce systéme.

Le systéme qu’on va analyser dans cette section est alors:
(O +uVu=f—-Vp+ divr (3.49)

divu =0 (3.50)

ou 7 est donné par

7 = 2[(v +n[S])S],

avec les conditions aux limites et initiales (3.4) et (3.3) respectivement.

Soit la fonction 0 : R — R définie par

5P
0(3):/ (v + gy /) dy.
0

Il est facile de vérifier que T dérive du potentiel scalaire 8, c¢’est-a-dire que:

Tij(S) = 88(9;8) Vi,7=1,2,3.
On suppose que
(o) =0 et 8995(*2) —0, Yi,j=1,23
a1+ 8D < %&d < (1 +ISDIEP Ve e R, (3.51)

Suivant Malek et Necas [69], voir aussi Michaux [75], on montre dans cette section que le
probléme (3.49)-(3.50) est bien posé et posséde un attracteur global de dimension fractale
finie.

On commence par fixer le cadre fonctionnel dans lequel on va travailler.

Soit 1 < p < oo et p' son exposant conjugué. On note | - |, la norme dans Lp(Q)S,
3

la norme de Iespace de Sobolev W7?(Q)% et par |V - |, la norme dans W, *(Q)".

[ 1o

5.on a présenté dans le chapitre 1 I'idée d’ajouter ce term du point de vue physique
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On pose

V= {p e D), dive =0},

H = l'adhérence de V dans LQ(Q)S,
V = l'adhérence de V dans WLS(Q)S,
V, = Dadhérence de V dans HS(Q)S

et on note V' 'espace dual de V., < -+ > le produit de dualité entre V et V', (-,-) le
produit scalaire dans H et (-,-)y, celui dans V;.

On rappelle que si X est un espace de Banach de norme |- |x alors on dénote par
C(]0,T]; X) Pespace des fonctions continues u : [0,T] — X et par L?(0,T; X), I'espace
des fonctions mesurables v :]0, T[— X dont la norme

T
|u|ip(o7T;X) = |u(t) ZJ;P(X)diL
0

est finie. Pour p = oo la norme est définie par

|U|L°°(O,T;X) i= Ssup ess te]O,T[|u(t)|X‘

Remarque 3.2.1 Comme les injections V — H — V' sont continues, on a linjection
continue suivante

du

LP(0,T5V); —

{u E ( ? ? )7 dt
et aussi le lemme de compacité suivant di & J.P. Aubin et J.L. Lions:

Lemme 3.2.1 Soit X un espace de Banach, Xy, X1 des espaces de Banach reflexifs et
séparables. On suppose que

e LP(0,T;V')} — C([0,T); H).

XNg —w— X — X,.
Alors

d
{ve L°(0,T; Xo), d—: € LP(0,T; X,)} s L7(0,T; X),

ot 1 < a,f < oco.

3.2.2 Résolution du probléme mathématique

Soient ug et f données telles que

ug € Het fe L?’/Q(O,T; V" (3.52)

On note par (NS), le probleme (3.49)-(3.50) avec les conditions initiales (3.3) et aux
limites (3.4).
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Définition 3.2.1 On appelle solution faible du probleme (NS)s, une fonction

we C0,T); Hyn L0, T; V) (3.53)
avec
d
d—? e L30,T;V") (3.54)

qui vérifie

< dl;(tt),v(t) > + Z /Slrij(S(u(t)))Sij(v(t))dx—|—/Q(u(t)-V)u(t)-v(t)d:z; =< f(1),v(t) >

(3.55)
pour presque tout t €]0,T[ et pour tout v € V.

Définition 3.2.2 On définit:
(i) Uopérateur T par:

/0 <T(u)(t),v(t)>dt:/0 Z/QTij(S(u(:Jc,t)))Sij(v(x,t))dxdt

t,j=1
el
(ii) Uopérateur B par

/0 < Bu)(t),v(t) > dt = /0 /Q(u(:zj,t) -NVu(x,t) - v(x, t)dedt.

Lemme 3.2.2 Soient les opérateurs T et B définis par la définition (3.2.2). Alors, on a
(i)
T applique L*(0,T;V) dans LS/Q(O,T; VY et
(i)
B: L*(0,T; V)N L>(0,T; H) — LS/Q(O,T; V') est continu .

La démonstration de ce lemme est basée sur le lemme 2.8 présenté dans [69].

Remarque 3.2.2 Le lemme (3.2.2) nous permet de réécrire la formulation faible du
probleme (NS)s, sous la forme

du
m +T(u)+ B(u)=f

avec

du
— € L**(0,T; V).
dt E (07 ’V)
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Remarque 3.2.3 Grice a linjection

d )
{ue L(0.T: V)i oo € 17(0.T:V)} = C([0.T]: H)

la condition initiale u(0) = ug a un sens sous Uhypothése ug € H.

Théoréme 3.2.1 Siug € H et f € L*?(0,T;V"), alors le probleme (NS),, posséde une
unique solution

w € L0, HYyn LP(0,T;V)
avec

du
e L30T V.
ﬁe (0,73V7)

Siug € V alors (NS)s, a une unique solution dans L>(0,T; Wh*(Q)?).
Démontration:

On montre d’abord P’existence de la solution par une méthode de monotonie et compa-
cité pour les problémes non-linéaires et ensuite 'unicité de cette solution.

I. Dans une premiére étape on construit une solution appprochée u,, par une méthode
de Faedo-Galerkin avec une base spéciale puis on cherche des estimations a priori pour
cette solution.

Soit s > 5/2. Alors, si v € H*(2)?, on a

1 s—1

Vo e H7H Q) C L™(Q)°,  car 5773 < 0.

En particulier, Vo € L3(Q2)? et donc
V,cVcHcCV cV.

(H est identifié avec son dual).
Soit {w;} une base de V; constituée des fonctions propres définies par:

(wl,v)vs = )\l(wl,v), Vv € ‘/5, A 2 1.

Pour chaque entier m, on considére W,,, =Span {wy, -+ ,w,,} et on construit u,, € W,
solution de

du,,

3
< —Twr >+ Y / 751 (S (wm )) S (wr ) da + /(um Nty - wyde =< fwp > (3.56)
dt 9 a

1,5=1
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et

Um(0) = Phug (3.57)

ou P, désigne l'opérateur de projection dans H (ou V) sur le sous-espace W,,.
Comme u,, € W,,, on peut I’écrire sous la forme

Un(t) = gim ()01,

En multipliant 1’équation (3.56) par gi,, puis sommant ces équations pour [ =1,---,m
on obtient L d
§E|Um|§ + 03 Vunly + 1105 Vuls < | flape| Vs (3.58)

et comme f € L%%(0,T; V') on déduit que
u,, reste borné dans L>(0,T; H)N L*(0,T;V). (3.59)
On remarque que la relation (3.56) est aussi équivalente a

d,

% + Py T () + P Blun) = P f (3.60)
Les opérateurs P, sont uniformément bornés dans L(H; H), L(V,, V;) et L(V];V)), donc,
d’aprés (3.59) on a

T(um) et PpnT(uy,) restent bornés dans LS/Q(O,T; V') et (3.61)
B(um) et Py, B(u.,) restent bornés dans LS/Q(O,T; V. (3.62)
Enfin, comme P, f est borné dans L*2(0,T; V') on a d’aprés (3.60)
du, . 3/2 1
— reste borné dans L™ *(0,7T;V"). (3.63)

II. Maintenant on peut passer a la limite utilisant des résultats de compacité (pour plus
de détails concernant les résultats de compacité et de monotonie pour les EDP voir [65]).
On déduit du lemme de compacité (3.2.1)° qu’on peut extraire une sous suite (notée
encore) u,, telle que

U, — udans L?(0,T;V) faible et dans L>(0,7'; H) faible étoile
U, — udans L(0,T; H) fort et presque partout dans 2x]0, 7| (3.64)
du,, du

dt dt
6.avec Xo =V, X = H, X, =V, a=3,8=3/2 et I'injection compacte V < H

dans LS/Q(O, T; V') faible.
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et de plus il existe y € L¥%(0,T; V") tel que
T(um) — x dans LS/Q(O,T; V') faible . (3.65)

Donc on peut passer a la limite dans I’équation variationnelle approchée obtenant:

d
< d—?,wl >+ < y,w >+ < Bu),w >=< fiw;> pourl=1,--- m. (3.66)

Comme V;, est dense dans V on a

d
< d—?,v >4+ <y, v >4 < Bu),v >=< f,v> pour tout v € V. (3.67)
duy, d
La convergence faible de w,, vers u et de % vers d_ltl entraine
U, — u dans V' et méme dans H, Vit e [0,T]. (3.68)

Donc en particulier «(0) = ug dans H .
On vérifie maintenant que

x = T(u).
En prenant v comme fonction test dans (3.67) , aprés intégration en temps entre 0 et T
on trouve
1 g g 1
§|u(T)|§—I—/ <X,u>dt:/ <f,u>dt—|—§|uo|§ (3.69)
0 0
Soit
g 1
X, = / < T(up) —T(V), Uy, —v > dt + §|um(T)|§ (3.70)
0

ou sous la forme équivalente

T T T
1
X, = / < T (), Uy > dt—/ < T(v),uy—v > dt—/ < T(up),v > dt—|—§|um(T)|§
0 0 0

(3.71)
Utilisant la monotonie de T" on déduit que
. 1
7711—1;20 inf X, > §|u(T) : (3.72)

Grace a (3.56) on a

T T T
1
Xm:/ <f,um>dt—|-§|umo|§—/ <T(v),um—v>dt—/ < T(up),v > dt
0 0 0

et par passage & la limite on obtient

m—00

T T T
1
lim Xm:/ <f,u>dt—|—§|uo|§—/ <T(v),u—v>dt—/ < x,v > dt (3.73)
0 0 0
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En utilisant maintenant (3.69) on trouve

1 T T T
lim X, = §|u(T)|§—I—/ <X,u>dt—/ <X,v>dt—/ <T(w),u—v>dt
0 0 0

m—r00
1 T
= §|u(T)|§—I—/ <x—=T(),u—v>dl
0

et avec (3.72)
T
/ <x—=T(),u—v>dt>0.
0
d’ o
x = T(u). (3.74)

Donc, on a demontré I'existence de la solution du probléme (N.5),,
ue€ L=, T; H)yn L*(0,T;V)

avec

du
— € LP*(0,T: V).
@ €LY

On montre maintenant I’unicité de la solution obtenue précédemment.

Supposons 'existence de deux solutions faibles u et v du probléme (N5);,, avec la méme
condition initiale ug € H on pose w = u — v. Aprés soustraction de la formulation faible
pour v de celle pour u et prenant w comme fonction test, il vient

2dt|w|2 + Z/ (S — 7, (S(v))]S;j(w)dx = —/Q(w - V)uwdz. (3.75)

D’autre part, il résulte de I'inégalité (3.51) que:

3

Z /Q[T”(S(u)) — 7;;(S(v))]S;(w)dx > ¢ / |Si;(w)|*dx, ¢ >0 (3.76)

t,5=1
Alors, a 'aide des inégalités de Korn” et de Holder, on a

1d
2.dt

7. (f,, |1S()[Pdz)/? > Cp|Vul,, Cp > 0 dans W, "

Glol+ iVl < [ wbVude < [Vublof, a=ac (377
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Comme |w]|s < |w|;/2|w|é/2 < 03|w|;/2|Vw|;/2 (car HY(Q) C L%(Q)) et grace a I'inégalité

de Young on a

d
lwlz £ ea Vwls < e Vulslwls. (3.78)

Puisque la fonction g(¢) := |Vul3 est intégrable sur 0, T[ et que w(0) = 0 appliquant le
lemme de Gronwall on obtient

lw(t)|5 = 0, pour tout ¢ € [0,7].

Donc, on conclut que le probleme (N .S),, est bien posé et qu’il admet une unique solution

ue€ L=, T; H)yn L*(0,T;V)
avec

du

% S
Pour démontrer le résultat de régularité L>°(0,T; W?(Q)?) annoncé, on va procéder a une
analyse du comportement asymptotique du systéme analysé (dans la section suivante),

L¥2(0,T; V"),

afin de conclure avec la remarque (3.2.6).

Remarque 3.2.4 D’apres la remarque (3.2.1) la solution du probleme (NS),, est dans
C([0,T; H).

Remarque 3.2.5 Si on considére des conditions aux limites périodiques pour le systéme
(NS)sg, le résultat ennoncé dans le théoréme (3.2.1) peut étre obtenu de maniére analoque
que dans le cas présenté auparavant.

3.2.3 Comportement asymptotique des solutions

Soit ug € H et f € L*(Q)°.
Le théoreme (3.2.1) nous donne I'existence et I'unicité de la solution du probléme (N .5),,
dans

L0, T; HY N LP(0,T; V)
et d’aprés la remarque (3.2.4) on a
uw e C([0,T); H) (3.79)
Alors, on peut définir une famille d’opérateurs (S(¢))s>0 par

Sity: H—H
ug — S(t)ug = u(t) solution de (N.S)s,. (3.80)
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Lemme 3.2.3 (i) La famille d’opérateurs (S(t))i>o0 définie par (3.80) est un semi-groupe,
c’est a dire S(t) vérifie les axiomes (al) -(a3) de la définition (3.1.1).
(ii) Lapplication S(t): H — H est continue ¥t > 0.

Démonstration:

(i) est une conséquence de I'unicité et de (3.79).
(ii) se déduit de (3.78) apres application du lemme de Gronwall.

On peut démontrer alors le lemme suivant :

Lemme 3.2.4 ]l existe une boule
B, = {u(t) € V5 [Vult)ls < p}

qui absorbe les ensembles bornés de H.
Démontration:

On considére la formulation du probleme (N S5);, sous la forme

du
— T () + B = f. (3.81)

Si on multiplie cette équation par u et on utilise la propriété d’orthogonalité

< B(u),u>=0, YueV

o1 a

d
EM%—I_ <T(u),u>=< f,u> (3.82)
et utilisant I'inegalité (3.51) on trouve:
1d
§E|u|§ + v C3Vulz + 11 C3 | Vul < < fiu>. (3.83)

Utilisant I'inégalité de Holder suivie de Pinégalité de Poincaré |ul, < A ~V%[Vul|?

(A1 est la premiere valeur propre de l'opérateur de Stokes) et de I'inégalité

veyCF 9 1
\V4 -
2 | U|2+ 1/01022)\1

)\1_1/2|f|2|Vu|2 < |f|§

on obtient:

/15

d
E|u|§ + 1/01022|Vu|§ + 2V1010§|Vu|§ < e O
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d’out ,
/13

3.84
1/01022)\1 ( )

d
E|u|§ + v e CHuls + 2v16,C5 [ Vul3 <
Gréace au lemme de Gronwall classique on obtient
2
luls < Jugly exp (—vAicCit) + %(1 — exp (=i Cit)) (3.85)
142

Alors,
/2
rcy 022)\1 '
De T'équation (3.85) on déduit que les boules de rayon p dans H sont des ensembles
absorbants pour le semi- groupe (5(t))s>0 pour tout p > po.

lim supluly < po, o0 pg =
t—00

En effet soit p > po. Notons par By la boule Bgy(0,p). Soit aussi B un ensemble borné
dans H, il résulte alors qu’il existe R > 0 tel que: B C B(0, R) C H. Alors on a:

lu(t)]* < R exp (—vhieiC2) + pi(1 — exp (—vh e C2t)). (3.86)
On déduit facilement que si on pose la condition :
R? exp (—vAieiC3t) + p*(1 — exp (—v e Cit)) < p?
on obtient pour

R2
log — 5, S(1)B C By, (3.87)
P" = Po
ce qui prouve que By est un ensemble absorbant dans H.
Si de plus on intégre I'équation (3.84) entre ¢ et ¢ + 1, pour t > to, on a:

t> to(B,p) = to

vAicC3

s [ 3 13 2
21/103 ) |Vu(3)|3 dS S m + |u(t)|2 (388)
< Wb Gy (3.89)
v C? 0
Colp
On note C(p) = QVTEIOC?S.
3

Si on prend 2 comme fonction test dans la formulation faible du probléme (NS),, on
obtient

du du du du
= T(u), — B(u), — >=< [, .
[l < T(w), - >+ < Blu), - >=<f,— > (3.90)
d7 8
o 1 du, d ) L
5'%'2 + E|‘9(S)|1 < flz + [ Vulz - Julg (3.91)

8.a l'aide des inégalitées de Holder et de Young
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Comme
luls < Ky |Vul2/ - Juld? (3.92)
et
Ky |Vul; < 10(S)]; < K3(1 4 |Vul3) (3.93)
on estime le term |Vul3 - |u|Z par
IVl ful < K o2 19l L K2 Tl - jo(s)], (3.94)

On obtient donc I'inégalité suivante:

d

08I < If13 + Kaluly” - [Vuly - 10(S)]y (3.95)
Si on pose

y=10(S)1, g=Kiluld?-|Vuls? h=|f]2

on a pour tout t > g,

t+1 (3.93)
/ y(s)ds < Ki3(14+C(p)):=as (3.96)
t
41 41 1/3 (3.89)
/ g(s)ds < ,02/3/ |Vu|3/ ds < Ks;p**C(p):=ay (3.97)
t t
Ifl3 = s (3.98)
Alors, grace au lemme de Gronwall uniforme? on obtient

10(S)|1 < (a3 + az) exp oy pour tout t > tg+ 1.
Mais d’apres (3.93) on a
[Vuls < K(az + ay) exp ap 1= a”. (3.99)

Puisque o = «(p) on vérifie facilement que les boules B, = {u(t) € V; |Vu(t)|s < p}
absorbent tous les ensembles bornés de H si p > «.

Remarque 3.2.6 Ce résullal justifie donc la régularité L°°(0,T; W'3(Q)?) annoncée par
le théoréeme (3.2.1).

On peut ainsi appliquer le théoréme (3.1.5) au probléme (N.S),, et on a:

Théoréme 3.2.2 Le systeme dynamique associé au probleme (NS)y, posséde un attrac-
teur global dans H.

9.Soient y,g,h € L}, (to,00) positives, telles que v € L, .(to,0),y < gy + h ft Hdt <
ar; tt+1 h(t)dt < as; H—l y(t) dt < as, ot ay, s, a3 € RT. Alors y(t + 1) < (a3 + a2) exp al,Vt 2 to.
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D’habitude, pour montrer que le comportement chaotique de la solution du probléme
(NS)s, est caractérisé par un nombre fini de dégrés de liberté, on prouve que la dimension
de Haussdorf ou la dimension fractale de 'attracteur A est finie. Pour cela on a plusieurs
méthodes.

La méthode basée sur la théorie des exposants de Lyapunov demande la regularité de
la solution faible du systéme linéarisé. Dans notre cas, dii en principe a la présence du
terme supplémentaire de Smagorinsky, qui est non-linéaire, on ne sait pas comment on
pourrait exprimer S}(vg)(uo — vo), qui représente la solution du systéme linéarisé avec la
condition initiale ug — vg et donc, comment estimer

|StU0 — Sﬂ)o — S;(Uo)(uO — U0)|2.

Une autre possibilitée serait d’appliquer la méthode proposée par Ladyzhenskaya [57] qui
repose sur le théoréme suivant :
“Un ensemble borné M d’un espace de Hilbert H, invariant par rapport a une transfor-
mation 7, possédant les propriétés: pour tout wug,ve € M il existe des constantes [ et
6 < 1 telles que

[T uo — T ol < lug — vol

|QNTU0 - QNTU0| < 5|U0 - U0|

a une dimension fractale finie.”

On a noté par Oy = [ — Py, ou [ est l'identité et Py est 'opérateur de projection
orthogonale sur I’espace engendré par les N premiers vecteurs propres de 'opérateur de
Stokes. Dans le cas du probleme (NS),,, avec T = 5;, on n’arrive pas & démontrer la
deuxiéme inégalité, donc on est obligé de procéder différemment.

La méthode qu’on applique pour notre probléme consiste & définir d’abord 1’ensemble
des trajectoires courtes qui partent de 'attracteur A et de montrer que cet ensemble a
une dimension fractale finie dans la topologie de L*(0,7; H).

Définition 3.2.3 Soit T > 0 fizé. On définit Uensemble des trajectoires courtes partant
de Uattracteur A par:

A: = {[n(t, uo))ico, : uo € A et n(t,ug) = Syug, ¥t € [0,7]}.
On considére les espaces :

Y = W2(Q)° N V4,
W ={uec L30,7;V);du/dt € L**(0,7;V")}

ou V5 = 1'adhérence de V dans HQ(Q)S et on note:

] = / ul2di

0
]2 = / ul? it + / dufdi
0 0

§edt
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On désigne par:
B = {u: [[u — uollo < p}

la boule de rayon p par rapport a la norme || - ||o, et par
B = {u: [lu—woll < o}
celle par rapport a la norme || - ||;.

Nous présentons maintenant deux lemmes qui seront utiles par la suite:

Lemme 3.2.5 L’ensemble A, est invariant par le semi-groupe (S¢)i>o, ¢ 'est-a-dire :
SiA = A, Yt >0. (3.100)
Démonstration:

On démontre cette égalité par double inclusion. On commence par 'inclusion :
A, C SiA; (3.101)

Soit n(-,ug) € A; et t > 0 arbitraire fixé. Comme ug € A et A est invariant par S, il
existe u € A tel que

Stu = Up.

Mais,
n(t',uo) = St/uo = St/(StU) = StSt/U, \V/t/ € [O,T].

Soit maintenant 7(-, u) la trajectoire courte qui part de u. Alors on a
05 uo) = Su(-,u)
et comme 7j(-,u) € A; on trouve que
n(-,ug) € SiA;.

L’inclusion réciproque se démontre par la méme technique. Donc, on conclut qu’on a bien

Pégalité (3.100).

Lemme 3.2.6 Soient n'(-,ug) et n*(-,vo) deux trajectoires courtes qui partent de ug € A
et de vog € A. Si T satisfait (3.107) alors il existe une constante K telle que pourt > 1
arbitraire on a:

1507 (-, wo) = Sun* (s wo) 17 < K[ (-5 w0) — (- wo) 6.
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Démonstration:

Soient u(t) = Siug et v(t) = Swo. Sil'on note w = u — v, alors on a vu dans la section
3.2.2 que w vérifie

d

Ll + s Vol} < ol V2ol (3102
En intégrant cette inégalité entre t — s et t +r, ou s € [0,7/2],r € [0,7] et t > 7, on
obtient :

Iw(t+r)|§—|w(t—8)|§+04/_ [Vw(t +¢)l2d¢ §05/_ w(t+ ) Vu(t+C)l5d¢ (3.103)

Soit

Bt)=sup fw(t+r))
re[—7/2,7]

Alors, en passant au sup dans 'inéquation (3.103) pour r € [—7/2, 7] on trouve:

e / Tt + O)RdC < ex(1) / Vult O+ (i — $)E (3.104)

—1/2

D’aprés I'estimation (3.99) et utilisant le fait que A est invariant par S; on obtient:
IVu(t+()|s < a (3.105)

De (3.104) en utilisant (3.105) on a I'inégalité:

B = resc/2) 4 ea [ V(e 4 QBAC < Jult - ) (3.106)
0
Maintenant si on suppose que
Tesa’ /2 <1 (3.107)
on déduit de (3.106) que
cr [ 1 wle+ QBC < Jult ) (3.108)
0

Soit maintenant ¢ € L*(t,t 4 7;Y) avec |d|r2(14ryy) < 1. On a alors:

/07 (W14 0ot + e =
/ / rs(S(ult + ) — 7 (S(o(t + O] - Sig ({1 + O))dwd(—
/ /(u]8 w; — 0;0;0)(t+ C) - di(t + ()dad(

0 Q
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On note

/ / T (S(u(t + () = 7 (S(o(t+ O] - Sij(d(t + ¢))dd¢

- /OT /Q(u]a]uZ - U]‘ajvi)(t —|— C:) . sz(t —|— g)dwdéﬂ
On peut estimer le terme [ par:
11| < /0 /Q(l + [Vult + O+ [Volt + ) - [S(w(t + O)|S((t + ¢))|drd( <
/0 ||¢(t+§)||3,2|Vw(t+é“)|2(/9(1 + [Vu(t + O + Vot + () da) 2d¢

Utilisant (3.105) on obtient

L< flo /|th+¢>|2do”2
< fla / (¢ Bd¢) 2,

Pour I'intégrale I; on trouve le méme type d’estimation, d’oti on conclut qu’on a bien le
résultat annoncé.

On peut prouver maintenant le théoréme suivant :
Théoréme 3.2.3 SiT vérifie (3.107) alors Uensemble A, a une dimension fractale finie.

Démonstration:

Du fait que A, est borné on déduit qu’il existe R > 0 tel que
A, C BY.
Donc, utilisant les lemmes (3.2.5) et (3.2.6) on a les inclusions suivantes:
A, = SA, C SBY%C By, Vi>T.

Mais, d’aprés le lemme (3.2.1), B est relativement compact dans L*(0,7; H) et donc il
existe une recouvrement de cet ensemble par un nombre fini N de boules de rayon R/2:

N
"4 - Uz IBR/Q( )
Par un procédé itératif avec ¢; = R/2’ on trouve

A, C UfVZIBSJ(IL'i)
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d’ott 'on déduit 'estimation :

log n (A-) - jlog N

3.109
logl/e; — jlog2 —log R ( )
Pour j — oo on obtient:
log N
di(A, 3.110
/(Ar) < o 2 (3.110)

Remarque 3.2.7 Comme A, est de dimension fractale finie et A C A, on déduit que
Uattracteur global A pour le probleme (NS)s, a aussi une dimension fractale finie.

3.2.4 Le modéle de Smagorinsky sélectif

Le modele de Smagorinsky sélectif présenté dans la section 2.6.1 repose sur 1'idée des
directions de vorticité proposée par Constantin et Fefferman [21]. Ce modele a été con¢u
en vue d’assurer une certaine régularité de la solution en ajoutant un terme de dissipation
dans les zones d’activité tourbillonnaire.

Le probléme & résoudre du point de vue mathématique est dans ce cas:
(O +u-Vyu+Vp=f+ div [(v + ¥1r)Vu] (3.111)

ou ¥ = U(x,1) est une fonction filtre scalaire qui permet de détecter les zones de turbu-
lence et vy est la viscosité turbulente pour laquelle on prescrit dans ce cas la formule qui
nous permet d’avoir le modeéle de Smagorinsky :

Ve = (CSA)2|§|

Evidemment, on compléte (3.111) par les conditions d’incompressibilité (3.2), initiales
(3.3) et aux limites (3.4).

Laction du filtre W0 sur la viscosité v, implique ’analyse a la fois du systéme de Navier-
Stokes 3D sous I'hypothése (3.23) (si U = 0) et du systéme de Smagorinsky (si U = 1).
Donc, pour une résolution mathématique formelle de ce probléme, on a d’une part la ré-
gularité de la solution assuré par le théoréme de Constantin & Fefferman dans les zones
ot 'hypothese (3.23) est satisfaite, ce qui correspond a un alignement des lignes de vorti-
cité, et sinon, c’est a dire dans le cas ou cette hypothése n’est pas vérifié, on a le résultat
trouvé dans la section 3.48 pour le modéle de Smagorinsky.

Une analyse mathématique rigoureuse de ce modéle ne semble pas immédiate...c’est en
fait une des nos perspectives de recherche.

10. ce filtre a été défini explicitement dans la section 2.6.1
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3.3 Le modéle LANS

Il existe dans la nature des fluides qui n’obéissent pas aux équations classiques de Navier-
Stokes. Dans ce sens, des modéles plus compliqués ont dii étre développés pour les étudier.
Ainsi, Rivlin et Ericksen [79] ont introduit la notion de fluide de type différentiel. Un cas
particulier de ces fluides est constitué par les fluides de grade 2. L’analyse de Dunn et
Fosdick [40] montre que I’équation d’un tel fluide est donnée par:

O(u — aAu) — vAu + Z(u — aAu);Vu;j+u-Viu—alAu)=-Vp+ f (3.112)

J

ot @ > 0 est une constante matérielle, v > 0 est la viscosité du fluide, u le champ de
vitesse et p la pression. Pour o = 0 on obtient les équations classiques de Navier-Stokes,
de sorte que I’équation du fluide de grad 2 est une généralisation simple des équations de
Navier-Stokes.

Ce systéme a été largement étudié dans la littérature mathématique (voir [11] par exemple,
et les références cités dedans), la présence des termes non-linéaires apportant des dif-
ficultées suppleméntaires dans 'application des techniques analytiques traditionnelles.
Appliquant des techniques de géométrie différentielle, Skholler [85], Marsden et Skholler
[70] ont étudié les problémes d’existence, unicité des solutions réguliéres pour le cas non-
visqueux en dimension 3, ainsi que l’existence des limites réguliéres quand v — 0 dans
des domaines bornés.

L’intérét pour le probléeme (3.112) vient du fait que ce systéme est identique du point
de vue de la formulation mathématique avec le systéme LANS proposé par Marsden et
Skholler [70] comme étant un modeéle de turbulence (modeéle LES).

La différence entre les deux modéles est donnée par 'interprétation du paramétre o : dans
les équations des fluides de grade 2, a est un paramétre qui mesure le réponse élastique
du fluide, alors que pour les équations LANS il représente un parameétre d’échelle.

Pour le modéle LANS on adopte par la suite une formulation différente de celle décrite
par ’équation (3.112):

(O +u-Viu=—(1 —ozzA)_l grad p + vAu — U (u) (3.113)
ol
U (u) = (1 — o*A)7V div [Vu - Vu! 4+ Vu - Vu — Vu! - V] (3.114)

qui est completée avec les conditions d’incompressibilité, aux limites et initiale respecti-
vement :

divu=0 (3.115)
u=0 sur 0f) (3.116)
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u(x,0) = ug(x) Ve (3.117)

On a choisi cette formulation parce qu’elle ressemble plus & une formulation classique
pour les équations de la LES.

Remarque 3.3.1 D’apres Marsden et Skholler, les solutions du probleme (3.113) - (3.117),
pour des o suffisamment petits, sont capables de reproduire le comportement des grandes
échelles produites dans un écoulement turbulent (plus grandes que «), le filtrage des pe-
tites échelles étant fait par une méthode différente de ce qu’on a vu jusqu’a présent : ¢’est
la méthode du lagrangien moyenné qu’on présente ci-apres.

La technique du Lagrangien moyenné

On résume maintenant I’approche introduite par Marsden et Shkoller (2000), en vue de
définir le modéle de fermeture sous-maille LANS.

Soit X l'espace vectoriel constitué des vitesses initiales pour lesquelles les équations
d’Euler sont bien posées.

On note par u(x,t) la solution correspondant & la condition initiale ug(x) € X et u(x,t)
celle qui correspond a u(x) € X, ou:

ug = ug + ew, avecw € B(X,1),e € [0,q]
pour «a suffisamment petit. On a noté par B(X, 1) la boule unité dans X.

On définit 'opération de moyenne d’ensemble sur [0, o] x B(X, 1) par:

<few== L[] o fCe e

ott du est la mesure choisie sur la boule B(X, 1) et { est un temps caractéristique.

Soit 7 I’écoulement lagrangien correspondant au champ de vitesse u, qui vérifie:
atn(xvt) = U(U(fl?at)at) (3118)
et
n(x,0) = x. (3.119)

Par similarité, on considére n° ’écoulement lagrangien correspondant a u*.
On définit le difféomorphisme “fluctuation lagrangienne” qui conserve 1’élément de volume
£° par:

(e,8) = (7 (2, ). (3.120)
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Comme n=%(z,t) = n(x,t) V¢ >0 on déduit que £%(x,t) = x.
Soit la fluctuation de la vitesse eulerienne:

d
u'(z,t) = —u(z,1)
do la=0
et la fluctuation lagrangienne correspondante :
d
"z,t) = —& (2, t
&la,t) aloz5 (=, )|a:0

On peut définir de la méme maniére

d? d?

u"(:z;,t) - Eua(l',t)wzo et fll(l’,t) = a(l’,t)

da? la=0

Le but est de moyenner d’aprés I’ensemble de toutes les solutions possibles des équations
d’Euler qui correspondent & la condition initiale @j sur une boule Bx(w, o).
Soit I'intégrale d’action moyennée définie par :

_ 1 /7
S =< —/ /atuﬁdxdt > . (3.121)
2 0 Q

Par un développement de u® autour de e = 0 on trouve:
1
u () =u(x, )+ eu'(x,t) + 562u"(:1;,t) + O(€%) (3.122)

Comme u ne dépend ni de € ni de w on vérifie que < u >= wu. Donc on peut considérer
U 1= U comme une moyenne.

En différentiant (3.120) on obtient les relations entre les fluctuations euleriennes et celles
lagrangiennes:

u =0+ (u- V)& — (& -Viu (3.123)

et
u' = 0"+ (uw- V)" =208 - Vi — VvV, &) (3.124)
ou VVu(g,¢) = ﬂfjkf’jf’k (ici on a utilisé les notations classiques de la géométrie diffé-

rentielle [91]).

On accepte les deux hypothéses suivantes sur le comportement des fluctuations lagran-
giennes a l'ordre 1 et a 'ordre 2:

H1 .
'+ (- V)& —(-Viu=0 (3.125)



3.3 Le modéle LANS 67

ce qui signifie que la fluctuation lagrangienne de premier ordre £ est transportée par le
champ moyen u,
et Hy:

"+ (u-V)E"=0 (3.126)

ce qui signifie que la fluctuation lagrangienne d’ordre 2, £ est transportée isométrique-
ment ou parallélement par [’écoulement moyen @ et donc al’ordre 2 il n’y a pas d’étirement
pour £”.

Maintenant si on remplace (3.123) et (3.124) dans (3.122) en utilisant les hypothéses
(3.125) et (3.126) on trouve:

ut=u—

EVVU(E )+ 0() (3.127)

[N

et si on substitue (3.127) dans (3.121) on trouve la formule qui nous donne I'intégrale du
lagrangien moyenné :

S° = %/OT/QW“P +a? < VYT : F,ua” > +0(a?)|dzdt (3.128)
ou F' est le tenseur de covariance définit par
F=<tat>.
On suppose ici que
F =cld (1d est I'identité)

ce qui nous permettra de trouver les équations LANS isotropiques. Pour le cas anisotropic
on renvoit a Marsden et Skholler [2001].

Le principe de Hamilton (le principe de moindre action) affirme que les écoulements
de fluide parfait sont les géodésiques de la métrique invariante & droite décrite sur un
groupe de difféomorphismes, dans notre cas sur D;, le groupe de difféomorphismes de H®
qui conservent le volume. Les techniques de réduction d’Euler-Poincaré (pour des détails
concernant ces techniques voir & Marsden [71]) montrent que ce principe variationnel
peut étre réduit & un autre principe, en termes des vitesses euleriennes, qui dit qu’il faut
considérer les points stationnaires de I'intégrale d’action S

55" =0
pour les variations du type:
du=0w+ (u-Vo—(v-Vu

ou v représente le déplacement infinitésimal de la particule.
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Ce principe permet d’obtenir les équations d’Euler moyennées au sens du lagrangien (abr.
LAE). Maintenant la question est: d’ou vient le terme de dissipation v Au dans les équa-

tions LANS?

Ce terme apparait d’aprés une interprétation stochastique de I’écoulement lagrangien, si
on soumet la trajectoire lagrangienne & une marche aléatoire (voir Chorin [15]). Du point
de vue des ODE stochastiques, les dérivées temporelles déterministes sont remplacées par
des dérivées temporelles stochastiques moyennes & gauche et par ’application de la for-
mule de It6, il apparait naturellement le terme de diffusion et donc on obtient finalement
les équations LANS.

Des travaux théoriques sur le systéme LANS ont été faits par Marsden, Ratiu, Coutand,
Skholler... En dimension 2, cas ou les équations de Navier-Stokes sont bien-posées,
Oliver et Skholler [77] ont démontré que pour une vorticité initiale wy € L™ les solutions
de LANS convergent globalement en temps vers les solutions des équations de Navier-
Stokes quand o — 0 et pour v > 0 fixé. On a aussi la convergence des solutions classiques
mais sur des intervalles de temps courts.

En dimension 3 dans le cas des domaines non-bornés, Marsden et Skholler [70] montrent
que le probléme (3.113) est bien posé dans H® |, pour s > 0.

Plus précisément, soient les espaces:

VP=HyNH* etV ={ueV’|divu=0}

Pour s > 3/2, V? contient les vecteurs a divergence nulle dans H*(§2) et qui s’annullent
sur la frontiére du domaine ).

Dans ce cadre, on peut prouver [70] le théoréme suivant concernant 'existence globale
de la solution des équations LANS dans un domaine non-borné €2 :

Théoréme 3.3.1 Siug € V; et s > 6.5 alors il existe une unique solution u(x,t) pour
le probleme (3.113) , (3.2) qui est dans

C°([0,50), V) N C((0, 50) x Q).

D’apres Barenblatt et Chorin [5], les solutions des équations de Navier-Stokes ne convergent
pas en général vers les solutions des équations d’Euler quand v — 0, dans des domaines
bornés, mais les solutions des équations LANS ont cette propriété, comme le montre le
théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2 On consideére les équations LANS et LAFE isotropiques et soient a > 0
fizé et s > 6.5. Pour une solution initiale ug(x,t) soit u”(x,t) la solution des équations
LANS et on suppose que la solution u(x,t) des équations LAFE existe sur un intervalle de
temps [0,T]. Alors, u”(x,t) converge dans H*® vers u(x,t) quand v — 0.

En ce qui concerne la convergence quand a — 0, Foias, Holm et Titi montre dans [46]
que les solutions des équations LANS convergent vers les solutions faibles des équations
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de Navier-Stokes 3D.

Dans le cas des domaines bornés, Marsden et Skholler [70] prouvent que les équations
LANS sont bien posées et possédent des solutions réguliéres dans un domaine ) de
frontiére réguliére J€). On a dans ce cas:

Théoréme 3.3.3 Si ug € Vj et s € [3,5) alors il existe une unique solution de (3.113)
dans :

C([0,00), V) N C=((0,00) x Q)
OQVZ:{UEHémHsi divu=0 et Au=0 sur 0Q}.

Pour a > 0, ils montrent aussi la convergence dans L>(0,T; D(A*?)) des solutions des

équations de LANS vers les solutions des équations d’Euler pour s € (2.5,3), méme en
présence de bords, et sur des intervalles de temps gouvernés par les équations d’Euler.

Coutand et al [32] prouvent que le probléme (3.113) est globalement bien posé pour des
données uy € Hy avec div ug = 0. Pour une telle condition initiale, il démontre aussi
’existence d’un attracteur global compact dans I'ensemble {u € Hj : div u = 0}, ce qui
étend les résultats obtenus par Foias et al [46] dans des domains non-bornés, dans le cas
des domaines bornés.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré qu’avec un terme de Smagorinsky ajouté aux équa-
tions de Navier-Stokes, on obtient 'existence et 1'unicité des solutions réguliéres pour
tout temps, ainsi que l'existence d’un attracteur de dimension finie pour le systéme dy-
namique associé. L’exces de dissipation constaté pour ce modéle améne cependant a se
poser la question :

“quel modeéle minimal doit-on ajouter aux équations de Navier-Stokes, pour assurer 1’exis-
tence des solutions réguliéres pour tout temps?

Un candidat possible peut étre la variante sélective du modéle de Smagorinsky, par
exemple. Le probléme de la régularité de la solution d’un tel modéle est & I’heure ac-
tuelle un probéme ouvert ...

Le modele LANS a été proposé comme un modéle de turbulence, étant obtenu par
une méthode géométrique. Les techniques utilisées pour montrer les résultats théoriques
concernant ce modéle sont trés interessantes, supposant des bonnes connaisances dans le
domaine de géométrie différentielle.
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Chapitre 4

Simulations numériques utilisant des

modéles LES

Ce chapitre est consacré & ’évaluation numérique des quelques modéles sous-maille
présentés dans les chapitres précédents, dans deux cas de référence pour les écoulements
turbulents: le probléme de la reconnection de deux tubes de vorticité et la turbulence
homogene et isotrope (THI).

Les modeéles analysés sont : le modéle de Smagorinsky, le modéle de Smagorinsky sé-

lectif, le modéle anisotrope sélectif et le modéle LANS.
Le code utilisé pour obtenir les résultats numériques présentés dans cette thése repose
sur un code spectral, développé au laboratoire LMC, code bien adapté pour calculer les
structures des plus petites échelles résolues qui existent au sein des écoulements turbu-
lents. Dans les deux cas on suppose des conditions aux limites périodiques dans les trois
directions de 'espace, ce qui nous permettra d’utiliser des développements dans I'espace
de Fourier des variables de 1’écoulement.

On présente d’abord le schéma numérique utilisé pour la résolution des équations de
Navier-Stokes a des grands nombres de Reynolds, ainsi que les particularités d’implémen-
tation des modéles sous-maille considérés. Ensuite sont présentées les deux problémes test
choisis et une analyse comparative des modéles sous-maille dans ces deux cas.

4.1 Présentation du schéma numérique

On consideére les équations de la LES 3D dans le cas incompressible et dans un domaine
Q=10,27)":
(O +u-Vu=f—-Vp+ V- [(v+1)Vu] (4.1)

V.ou=0 (4.2)

et les conditions initiales et aux limites:

u(x,0) =up(x) Vxe (4.3)
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u(x +27,t) =u(x,t) V¥xeQ,t>0, (4.4)

ot u est le champ de vitesse, f représente les forces appliquées au fluide (on considere
dans nos simulations le cas f = 0), p est la pression, v la viscosité cinématique et 14
la viscosité turbulente pour laquelle on prescrit des formules de calcul en fonction du
modéle de sous-maille utilisé.

Utilisant le fait que

1
(u-Viu=wxu+ §V|u|2
oll w est la vorticité, on peut réécrire ’équation (4.1) de la maniére suivante :
Ju+wxu=f—-VP+V-[(v+1,)Vu] (4.5)

ot la pression totale P est donnée par P = p+ 1|ul.
C’est la formulation que nous avons choisi pour la résolution numérique des équations de
Navier-Stokes, présentée par la suite.

4.1.1 Discrétisation spatiale

Pour la discrétisation spatiale des équations (4.1)-(4.2) on utilise une méthode de Galer-
kin spectrale dans le domaine de calcul 2.

Dans les techniques spectrales de discrétisation spatiale, les fonctions du mouvement sont
prises sous forme de développements en série de fonctions orthogonales. Les trois prin-
cipaux types de fonction de base sont les polynémes de Tchebyshev, de Legendre et les
fonctions trigonométriques des séries de Fourier. Le choix de la décomposition dépend
des conditions aux limites de I’écoulement, les deux premiéres bases étant plus particu-
lierement adaptées au cas des mouvements en présence de parois solides avec condition
d’adhérence.

Les séries de Fourier sont recommandées pour des écoulements qui présente une “pé-
riodicité” spatiale. Lorsque cette condition ne résulte pas directement de la géométrie
on peut envisager un traitement de Fourier en usant du concept d’écoulement en boite.
Ce concept s’applique s’il est possible de définir dans I'espace physique de 1’écoulement
étudié (qui n’est pas nécessairement cinématiquement homogene) un cube de coté L qui
capture toutes les structures spatiales significatives de la turbulence considérée. La pério-
dicité spatiale est alors obtenue par un pavage de tout ’espace en une infinité de boites
identiques selon les trois directions.

Les différentes bases peuvent également étre combinées pour traiter des problémes ot la
périodicité spatiale peut étre invoquée suivant deux directions par exemple, la troisiéme
restant contrainte par des conditions d’adhérence, situation typique des écoulements en
canal.
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On considére par la suite des configurations avec périodicité spatiale tridimensionnelle.
Dans ce cas, toute fonction réelle f(x,t) d’une variable d’espace x et du temps ¢ est
représentée par une approximation discréte f(:z;p,t) sur un nombre fini N de points de
collocation z,,p=1a N.

La décomposition en série de Fourier de cette approximation discréte s’écrit :

N N
:L'p, Z (K, 1)e™™ ™ avec kn,t Z xy, 1) ey (4.6)

ol k,, est le nombre d’onde relatif a la boite de périodicité spatiale L (k, = 2mn/L).
L’emploi d’une telle représentation des solutions des équations de Navier-Stokes présente :

e [Davantage qu’elle permet un calcul facile de toute dérivée spatiale de la fonction.
Ce calcul est également trés précis, car on peut montrer (Canuto et al. [10]) que I'erreur
sur la valeur de la dérivée décroit plus vite que n’importe quelle puissance de NV, pour N
suffisamment grand ;

e Dinconvénient dii au terme d’advection des équations de Navier-Stokes, dont la
non-linéarité introduit un produit de convolution et aussi dii au terme non-linéaire de
sous-maille ajouté. L’évaluation de ces termes par sommation des contributions des trans-
formées de Fourier requiert un nombre d’opérations de I'ordre de N pour un calcul tri-
dimensionnel.

Comme I’évaluation directe par des algorithmes aux différences finies se fait avec N?
opérations, on choisit de ne pas appliquer une méthode spectrale pure, mais une mé-
thode pseudo-spectrale ot les produits de convolution sont calculés dans 1’espace réel a
partir des valeurs des fonctions obtenues par transformée de Fourier rapide (FFT) de
leurs équivalents spectraux. Avec ce procédé, 'ordre de grandeur du nombre d’opérations
requis est réduit a (Nlog,(N))?. Cette technique introduit en contrepartie des erreurs
de recouvrement (erreurs d’aliasing, en anglais). Pour les réduire, il faut appliquer une
troncature du nombre de points intervenant dans le calcul des produits (voir Annexe B).

La non-linéarité du terme de transport est a l'origine d’un terme d’interaction entre les
vecteurs d’onde p et ¢ formant une triade (c’est-a-dire le vecteur k tel que k = p+¢). Ces
interactions peuvent impliquer des vecteurs d’onde dont le module peut étre supérieur
ou inférieur a celui du vecteur k (voir figure 4.1). Dans le cas a), I'interaction triadique
sera associée a des échanges avec des structures de taille inférieure & 1’échelle locale de
turbulence, le cas b) correspondant au transfert vers les gros tourbillons.
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p
q
p a 2
3 éé -
K k
a) b)

FiG. 4.1 — Interaction triadique et sens des transferts entre les structures

4.1.2 Les équations de la LES dans ’espace de Fourier

Soient le champ de vitesse (moyenne') u(x,t) d’un écoulement turbulent et la pression
p(x,t) pour lesquelles on considére des développements en séries de Fourier tronquées
conformément aux relations (4.6)2.

Utilisant ces développements dans (4.5) et (4.2) on obtient:

(9, + vk2)a(k) + (@ < u)(k) — LES(k) + ikP(k) = f(k) (4.7)
et
ik-a(k)=0 (4.8)
avec les conditions initiales
u(k,0) =ty(k) et u(0,¢) =0 (4.9)

pour tout k appartenant a la “sphére” qui décrit la troncature utilisée dans I'espace de
Fourier. On a noté par LES le terme de sous-maille qui sera défini pour chaque modeéle
analysé.

On projéte I'équation (4.7) sur le sous espace des fonctions périodiques a divergence nulle
en utilisant le projecteur de Leray-Helmholtz défini dans le cas périodique par la formule :

Pie) = Y1) = sl e (4.10)

k0

Cette projection permet d’éliminer la pression et d’obtenir I’équation suivante:

(0, + vk[))a(k) + NLx(u,u) — LESy(u,u) = F(k) Yk e Z°, (4.11)

1. on oublie partout la notation (-)
2. on va noter par la suite encore u et P ces approximations, pour éviter d’avoir trop de notations
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oll on a noté
NLi(u,u) = P((w x u)(k))
LES(u,u) = P(LES(k))
et

F(k) = P(f(k)).

v|k|?t

Sion multiplie’équation (4.11) par e et on regroupe les termes de maniére convenable

on obtient I’équation :
O (k) = M (F (k) — NLg(u,u) + LESy(u,u)) (4.12)
formulation qui permet de procéder & une intégration temporelle exacte du terme linéaire.

Pour le terme non-linéaire on applique un schéma de Runge-Kutta d’ordre 3, décrit dans
la section suivante.

4.1.3 Discrétisation temporelle

Dans la plupart des applications des méthodes spectrales a des équations aux dérivées
partielles on utilise pour la discretisation temporelle des schémas de différences-finies.
Ainsi, la discrétisation temporelle dans notre code est assurée par un schéma du type
Runge-Kutta d’ordre trois (une variante proposée par Williamson [97]) pour les termes
convectifs et par une schéma directe pour les termes linéaires.

L’algorithme proposé pour résoudre une équation du type:
Ju

ot f est en général un opérateur non-linéaire, est: connaissant u” = u(t,) on calcule
u"tt = wu(t, + At) comme suit :

q1 = f(unv tn)

u?/S =u" + b1 At

@ = [(ufjtn + 5AL) + azq:

ug/4 = u?/S + by At

g3 = f(ug/47 t, + %At) + a3q?

wt =g, + bsgs

Il s’agit ici d’un algorithme a stockage réduit qui ne demande donc aucune place supplé-
mentaire en mémoire. Les valeurs des coefficients a; et b; pour le schéma utilisé sont :

_ 1
bl—g
5 15
ay=—3 by= g
153 _ 8

a3 128 bs =
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4.1.4 Discrétisation des termes sous-maille

Concernant la discrétisation des différents termes de la LES que nous avons implé-
menté, on mentionne que pour le modéle de Smagorinsky et le modéle LANS on a utilisé
une méthode pseudo-spectrale “pure”, c’est-a-dire sans d’autres particularités, et pour le
modéle de Smagorinsky sélectif un schéma qui suit 'algorithme proposé dans la section
2.6.1.

On présente par la suite le schéma de discrétisation du modéle anisotrope proposé par
Cottet [30], parce qu’il comporte une technique spécifique de discrétisation.

Dans le cas du modeéle anisotrope les équations a résoudre sont les équations (4.5)-(4.2)
avec 1; donné par

(x,1) = C2A2[SY] (4.14)

ot Cy est la constante du modeéle, A représente la maille utilisée et [St] représente la
partie positive du tenseur de déformation qui sera définie par la suite.

La mise en oeuvre du modeéle anisotrope dans un schéma eulérien (par exemple différences
finies) semble délicate, car elle suppose la diagonalisation d’'un tenseur 3 x 3 en chaque
point de la grille, ce qui peut s’avérer coiiteux.

On peut s’affranchir de ce calcul en commencant par approcher le terme div (SVu) par
une intégrale puis en faisant un bilan d’énergie local sur les contributions des points de
quadrature.

Nous commencons par présenter le schéma de dérivation du modéle anisotrope sélectif et
ensuite le schéma de différences finies proposé pour la discrétisation de ce modéle.

Soit ¢ une fonction filtre qui vérifie:

ou k,l € {1,2,3}, x1 représente les composantes du vecteur x et &y est le symbole de
Kronecker. Une telle fonction filtre peut étre construite par une remise a 1’échelle d’une
fonction positive qui vérifie des propriétés de symétrie (par exemple, des fonctions & une
symétrie sphérique ou des fonctions construites par produit tensoriel de fonctions 1D
paires). ¢ est un filtre numérique qui ne coincide pas nécessairement avec le filtre dont
on a parlé dans la section dédiée a la description de la modélisation sous-maille 2.5.

A Taide de (4.15) on peut écrire:

A?Dyu(z)Djpu(z) = A_S/Diku(x)Dﬂu(x)(yk —a)(y — x,)g(%)dy (4.16)

(on utilise ici la sommation d’Einstein pour les indices qui se répétent). Le parameétre
A qui apparait dans la formule (4.16) désigne la largeur du filtre numérique ¢, qu’on
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consideére par la suite constante. Utilisant des développements de Taylor standards de w;
et u; autour de  on obtient:

A*Dygu(e)Dule) = A [ lustw) = e lusy) = wsta oDy + 0(ah) (4.17)

En prenant la divergence de (4.17) et aprés "annulation du terme qui contient div u on
a:

ol

A= =27 [ () = st oyt

X

Bi= =7 [l — w@lusty) - w5y

On voit bien que les termes A; sont les termes de convections: si on prend A = [ ((y)dy
et

i) = 137 [ w55y

alors on peut réécrire A; comme (u — u)Vu;. Donc, il ne contribue pas a la balance de
I’énergie. Le but des modeéles de sous-maille étant de permettre le transfert d’énergie
entre les grandes et les petites échelles, on est intéressé seulement par 'analyse du terme
B;. Ainsi, on obtient le modéle sous-maille donné par:

div (SVu) & —A" / [ui(y) = wi(@)][uily) = wi(@O()dy (4.19)

Si maintenant on multiplie par u ’équation (4.19) et utilisant les propriétés de symétrie
de ¢ on peut écrire:

[ sV vu= 587 [luty) = u(o)- VoL aly) - wlo)Pdedy (120

Comme on est intéressé que par la contribution dissipative du tenseur S, on ne va garder
2
que les points d’intégration qui vérifient :

[u(y) = u(2)] - VE(E5) 2 0.

Le terme de dissipation sous-maille devient dans ce cas:

oA / {ly) = u(@)) - Ve alute) — uly)ldy (4.21)

ol on désigne par ay = max (0, a).
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ar = uz(ar) — uz(2)
[ i H ap = ui(rg) —ur(2)
ags = ug(rs) — us(x)

FiG. 4.2 — Schéma auz différences finies correspondant au modéle sous-maille anisotrope
dans le cas d’une grille uniforme.

En pratique on choisit une fonction filtre & symétrie sphérique et on discrétise 'intégrale
ci-dessus sur les points de la grille les plus proches. Pour une grille cartésienne uniforme
et une fonction filtre linéaire par morceaux on obtient un schéma de différences finies
symbolisé par la figure (4.2). On voit que, dans le cas de ’écoulement schématisé dans la
figure (2.3), la dissipation ne s’exercera que dans la direction E-W, qui correspond bien
aux valeurs propres négatives de S.

4.1.5 Remarques sur la stabilité du schéma numérique

Pour assurer la stabilité du schéma numérique qu’on vient de présenter, on utilise une
condition CFL définie par:
31

U U
CFL = max [AH| 152152 (1.22)

ot (Ax, Ay, Az) sont les pas d’espace (nous travaillons avec une grille uniforme, donc le
pas d’espace est le méme dans les trois directions) et At est le pas de temps.

La limite théorique pour la stabilité numérique d’un schéma de Runge-Kutta d’ordre 3
est de /3. Pour les calculs réalisés et présentés dans ce mémoire, nous avons utilisé une

condition CFL= 1.
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4.1.6 Quantités physiques caractéristiques

Le but des simulations numériques est de retrouver les caractéristiques des écoulements
turbulents. On calcule ainsi différentes quantités physiques qui nous fournissent des in-
formations concernant le dégré de précision que I'on atteint dans nos calculs. On définit
ici les principales caractéristiques qu’on suivit : I’énergie cinétique, les spectres d’énergie,
les spectres directionnels, I’enstrophie .

e le spectre d’énergie (densité d’énergie dans I’espace de Fourier)

E(l):% >

keSS0

a(k)? VleN

ol S7,1/2 représente la couronne
Sia2 = {k € Z° tel que k| € [l —1/2,1+1/2)}.

Utilisant ces spectres on peut définir

e ’énergie cinétique

ou encore, via l'identité de Parseval :
1 2
B = julf

Si on prend maintenant le produit scalaire de (4.5) par u on obtient I’équation de ’énergie
cinétique:

1
SOl P+ vl = £ - u (423)

Remarque 4.1.1 Pour arriver a la forme (4.23) de léquation de I'énergie cinétique on
a tenu compte des relations suivantes :

(wxu)-u=0
VP-u=P(V-u)=0.
Dans I'équation (4.23) le terme
¢ = vlw||*

représente le taux de dissipation d’énergie et ||w]||? représente I’enstrophie.

Si on veut faire une analyse plus précise des résultats numériques obtenus, on peut aussi
examiner (en fonction de la condition analysée) les spectres d’énergie dans chaque
direction de I'espace. On donne ici juste la définition du spectre dans la direction zy :

E(k) =) [l (4.24)

ka,ks
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ou Uy représente la transformée de Fourier de u:
iy = / u- e **dx (4.25)
[0,27]®

On peut définir de maniére similaire les spectres dans les autres deux directions de ’espace
xq et w3 (x = (1,22, 23)). On va utiliser ce genre de spectres surtout pour analyser la
condition initiale concernant le probléme de la reconnexion des deux tubes de vorticité
(section 4.2).

4.2 Condition initiale I - Le probléme de la reconnec-
tion des deux tubes de vorticité

Le phénomeéne de la reconnection des deux tubes de vorticité est considéré une des
thémes de recherche d’intérét les derniéres années.
Ce phénoméne peut étre observé, par exemple, dans le sillage généré derriére un avion.
On peut remarquer dans ce sillage un enroulement de 1’écoulement & partir des extrémités
des voilures d’un avion, qui met en évidence deux tourbillons contrarotatifs principaux.

F1G. 4.3 = Tourbillons contrarotatifs derri¢re un Boeing 727 (photo NASA)

Crow (1970) a été le premier & analyser I'instabilité initiale qui conduit a la reconnection
de ces deux tourbillons. Des nombreux travaux expérimentaux et numériques ont été
effectués en vue d’étudier ce probleme ([47], [74], [73]).

Nous avons choisi ce probléme pour valider d’abord les modéles sous-maille sur un écou-
lement laminaire. Dans ce cas, il ne s’agit pas de simulations des grandes échelles &
proprement parler, mais des simulations directes avec une viscosité artificielle. On se pro-
pose ici de comparer différentes quantités physiques caractéristiques a cet écoulement,
calculées utilisant les quatre modéles choisis.
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4.2.1 Description de la condition initiale

Le domaine de calcul est un cube [0, 27]°. La condition initiale utilisée dans cette sec-
tion consiste dans une perturbation sinusoidale de deux tubes de vorticité contrarotatifs
de section circulaires, paralléles, situés d’une part et de I'autre du plan y = 7 (voir figure

4.4).

FiGg. 4.4 — Le probléme de la reconnection

Pour un tube non-perturbé, le tourbillon est axisymetrique par rapport au centre du tube
et posséde seulement une composante suivant la direction z. Donc, pour un tourbillon
non-perturbé ayant le centreen + = y =0 on a:

w=wrk ot r=z>+y (4.26)

On utilise ici une distribution de la vorticité compacte et de classe C*°? donnée par :

() = { 0—720[1 — f(3r/2)], :nrori 2/3 (4.27)
avec i |
Fo) = exp (0 exp ()
et ]
K=—-¢*1n?2
2

3. pour plus de détails voir [83]



82 Chapitre 4. Simulations numériques utilisant des modéles LES

La condition initiale considérée ici est :
w=wr—ryz) —wr—r_(z))k (4.28)
ol

ry =[m—€e(l —cosz)sin(m/3)i+ [1+ b—e(l — cosz)cos(n/3)];
r_ =[m—e¢(l —cosz)sin(m/3)i+ [r — b+ e(l —cosz)cos(m/3)]j

2b est I’écartement entre les centres de deux tubes non-perturbés. Dans nos simulations
on choisit 2b = 1.73.

Apres la perturbation auquelle on a soumis les tubes de vorticité, le champ w n’est pas
a divergence nulle. Pour remédier cette situation on projete w sur le champ a divergence
nulle en definnisant la vitesse initiale par:

u(z,0) =V x (V) 'w (4.29)
et finalement la vorticité initiale par:
wi(z,0) =V x u(z,0). (4.30)

Enfin, on définit le nombre de Reynolds par:

I
Re = — 4.31
g (4.31)
ou I' est la circulation dans une section transversale d’un seul tube de vorticité non-
perturbé. Pour nos calculs on prend I' = 7.665 et on examine 1’évolution temporelle de
I’état initial considéré, donné par (4.28), pour un nombre de Reynolds de 3500.

Une analyse physique assez compléte du phénomeéne de la reconnection est décrite dans

[83].

4.2.2 Reésultats numériques

Pour illustrer le probléme que nous analysons dans cette section, nous commencons par
presénter deux images qui représentent les isosurfaces du module de la vorticité, au
moment initial ({ = 0) et au moment de la reconnection (t = 1.5) des deux tubes de
vorticité considérés.

L’isosurface colorée en rouge correspond a une valeur plus forte que celle colorée en bleu.
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FiG. 4.5 — Probléme de la reconnection : les isosurfaces du module de la vorticité a t=0
et a t=1.5 obtenues par une Simulation Numérique Directe (N=240)

Nous allons faire dans la suite une analyse comparative a la fois quantitative (en suivant
le comportement de 1’énergie cinétique, de 'enstrophie, des spectres d’énergie dans les
trois directions de I'espace) et qualitative (en considérant les coupes du tourbillon dans
le plan de reconnection) des modeles sous-maille considérés.
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Nous nous sommes intéressés d’abord a I'evolution de I’énergie cinétique et de l’enstro-
phie. Le comportement de ces quantités constitue un premier indice dans la validation
des modéles sous-maille choisis. Les figures 4.6 montrent que dans le cas de I’écoulement
consideré ici, qui est laminaire, comme nous ’avons déja signalé, une simulation numé-
rique directe sur une grille 120° donne des résultats proches des ceux obtenus avec une
grille deux fois plus fine (dans la suite on va considérer comme référence, les résultats
obtenus par une simulation numérique directe sur une grille 240°, qui sera appelée DNS-
référence). La constante pour le modéle de Smagorinsky a été volontairement choisie tel
que le modele soit un peu trop dissipatif. Dans ce cas, considerant la variante sélective
de ce modéle (présentée dans la section 2.6.1) on observe que la dissipation du modele
de Smagorinsky est bien réduite.

Pour le modele sélectif nous avons consideré une valeur ag = 5° (dans la section 4.3.2
nous présentons plus de détails concernant le choix d’une telle valeur).

12 T T T

115

energie

—— DNSreference
——— DNS_dealiase (N=120)
—-—- Smagorinsky (N=120)

Smagorinsky_selectif (N=120) T~

°~

105

60 T

—— DNSreference

——— DNS_dealiase (N=120)

—-—- Smagorinsky (N=120)
Smagorinsky_selectif (N=120)

enstrophie

N
o

F1G. 4.6 — Courbes d’énergie (en haut) et d’enstrophie (en bas)
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Des comparaisons de spectres directionnels d’énergie nous permettent de faire une analyse
plus précise du probléme de la reconnection. Les figures ci-dessous révélent encore une fois
une decroissance correcte des spectres ’énergie obtenus par une DNS120 par rapport a
ceux obtenus par une DNS 240, ainsi que le caractére dissipatif du modeéle de Smagorinsky.
On remarque aussi au niveau de spectres 'effet de la reduction de I'intensité turbulente
dans le cas du modeéle de Smagorinsky sélectif.

— - DNS120

—— DNSreference

— Smagorinsky120dealiase
. Smagorinsky .

— - DNS120
—— DNSreference

— Smagorinsky120dealiase
Ak - SmagormsHyyeey ||

— - DNS120

—— DNSreference
— Smagorinsky120dealiase
-1t . Smagorinsky . H

i

7k

FiG. 4.7 — Spectres d’énergie dans les directions x, y et respectivement z, a t=2
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FiG. 4.8 — Isovaleurs de la composante verticale de la vorticité dans le plan de recon-
nection: a gauche, a t = 1.5, a droite, a t = 1.75; de haut en bas: DNS240, DNS120,
LES-Smagorinsky120, LES-Smagorinsky sélectif120
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La figure 4.8 montre les isovaleurs de w, dans le plan de reconnection, au moment de la
reconnection (t=1.5) et respectivement peu temps aprés (t=1.75). Cette analyse qualita-
tive, nous indique que méme si au niveau de courbes d’énergie, d’enstrophie et de spectres
d’énergie, la DNS120 reproduit bien la DNS240, au niveau de coupes on remarque que
la DNS120 produit un bruit numérique, di probablement a une accumulation d’énergie
dans les petites échelles. Avec le modéle de Smagorinsky classique nous observons qu’on
perd trop des détails, a cause de sa dissipation excessive. Par contre, le modéle de Smago-
rinsky sélectif semble le mieux adapté a reproduire les calculs obtenus avec la simulation

de référence DNS240.

F1G. 4.9 — Intensités turbulentes vy: le modele de Smagorinsky (@ gauche); le modéle de
Smagorinsky sélectif (a droite) a t=1.75; isolavaleur 0.0015

Une comparaison des intensités turbulentes 14 correspondantes au modeéle de Smagorinsky
classique et & sa variante sélective est preséntée dans la figure 4.9. Pour le modéle sélectif
nous avons utilisé un seuil oy = 15°. La raison a été qu’une valeur du seuil oy = 5,
ne permettait pas de distinguer clairement les zones de turbulence dans cet écoulement.
Dans le cas présenté, on remarque que c’est dans la zone de reconnection oti on active la
viscosité turbulente du modéle de Smagorinsky, zone qui correspond a une forte activité
tourbillonnaire.
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Nous avons fait les mémes types des comparaisons avec les autres deux modéles sous-
mailles: le modéle anisotrope sélectif et le modeéle LANS. On remarque que le modéle
anisotrope sélectif consideré avec une constante adequate a un comportement trés proche
de celui obtenu avec une DNS120, pour toutes les quantités évaluées (énergie cinétique,
enstrophie, spectres d’énergie, coupes). Par contre, nous avons trouvé que le modéle LANS
a un comportement “similaire” au modéle de Smagorinsky, méme si on le considére avec
une constante assez petite (0.05). Il est probablement di a une dissipation excessive dans
les grandes échelles, fait confirmé par I’évolution de toutes les caracteristiques physiques

calculées (les figures 4.10, 4.11, 4.12, 4.13).
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FiG. 4.13 — Isovaleurs de la composante verticale de la vorticité dans le plan de recon-
nection: @ gauche, a t = 1.5, a droite, a t = 1.75; de haut en bas: AnisotropeSélectif120,
LANS120(cc = 0.05), LANS120(cc = 0.08)

Quelques remarques s’imposent a la fin de cette section. Aprés la série des tests réali-
sés, nous avons vu que dans le cas d'un écoulement laminaire, les modéles sous-mailles
choisis se comportent de maniére assez satisfaissante. La variante sélective du modéle
de Smagorinsky semble bien fonctionner dans ce cas. Concernant le modéle anisotrope
sélectif, on a trouvé que les simulations avec ce modéle se comportent comme des simu-
lations directes. Fn ce qui concerne le modéle LANS, on pourrait penser qu’il fallait lui
appliquer un filtre sélectif, comme pour le modéle de Smagorinsky, en vue de diminuer
la dissipation sous-maille qu’il la produit...c’est une des nos perspectives ...
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4.3 Condition initiale IT - La turbulence homogéne et
isotrope

4.3.1 Ecoulements homogénes, isotropes

Dans la pratique industrielle on rencontre en général des écoulements turbulents qui
sont non homogénes et non isotropes. La théorie de I'isotropie locale admet que la struc-
ture fine d’une turbulence non isotrope s approche de I'isotropie, ce qui justifie 'utilité de
la turbulence homogene et isotrope (THI). Cela peut étre obtenue expérimentalement,
par exemple, par turbulence de grille, par la déformation pure plane, ou par le cissaille-
ment homogeéne.

Les hypotheéses que nous faisons dans le cas des écoulements périodiques tridimensionnels
traités dans cette section de la thése sont:

e ’hypothése d’homogénéité : ce qui signifie 'invariance des quantités moyennées par
toute translation en espace et

e I’hypothese d’isotropie: ce qui signifie 'invariance des quantités moyennées par rota-
tions et symétries.

Autrement dit, on suppose qu’aucune direction de 'espace n’est privilégiée.

4.3.2 Le modéle de turbulence de grille

On se propose d’analyser numériquement les modéles LES présentés auparavant sur
un écoulement plus turbulent que celui qu’on a vu dans la section précédente, plus pré-
cisément sur la turbulence de grille. Cela s’obtient expérimentalement par passage d’un
fluide & travers un obstacle ajouré, placé transversalement dans un écoulement perma-
nent.

L’écoulement turbulent incompressible qu’on consideére ici, est analoque celui obtenu par
voie expérimentale par Comte-Bellot et Corrsin [18]. Ce cas test est en fait une simula-
tion numérique directe sur une grille 512° obtenue par A. Wray et rapportée dans [1].
Les résultats qu’on présente par la suite sont obtenus pour une valeur de la viscosité mo-
léculaire v = 3.5 - 107, ce qui correspond & un nombre de Taylor-Reynolds Rey = 104.5
(voir la définition de ce nombre dans I’Annexe A).

Nous considérons comme référence la DNS calculée sur une grille 512° et pour les simu-
lations LES nous prenons comme condition initiale la DNS de référence tronquée dans
Pespace de Fourier a une grille avec 32° et respectivement 64 points.

Pour avoir une idée de la condition de turbulence de grille, on présente d’abord quelques
“Iimages” qui répresentent les isosurfaces du module de la vorticité (dont la valeur est
supérieure & un certain seuil, figure 4.14) au cours du temps.
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Fig. 4.14 — La turbulence homogéne: isosurfaces de la vorticité calculées par une

DNS128 a t=0 (‘blew’-isovaleur 8, ‘rouge’:isovaleur 10), t=2 (‘blew :isovaleur 20, ‘rou-
ge risovaleur 25), t=3 (‘bleu :isovaleur 12, ‘rouge’risovaleur 15) et t=4 (‘bleu :isovaleur
8, ‘rouge :isovaleur 10)

On remarque la présence dans 1’écoulement consideré des structures cohérentes qui sont
de vorticité intense (¢t = 2). Ces structures ont fait I'objet de nombreux travaux de re-
cherche durant les dérniers trente ans, travaux qui répondent en fait au souhait de trouver
de lordre dans Uapparent désordre qu’est la turbulence.

Sans entrer dans les détails concernant la formation oil les critéres de détermination de
tourbillons cohérents, on remarque juste que la vorticité d'une particule de fluide est étirée
jusqu’a ce que la diffusion visqueuse est suffisamment active pour équilibrer I’étirement
de la vorticité.

4.3.3 Reésultats numériques

On passe maintenant & une analyse qualitative des modéles sous-maille considérés, sur
cette condition de turbulence homogéne. On montre d’abord la nécessité d’utiliser des
modéles de turbulence, si on veut simuler des écoulements a grands nombres de Reynolds.
En fait, d’aprés les figures 4.15 et 4.16, qui représentent dans les deux cas, a gauche ’evo-
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lution de I’énergie cinétique® et & droite les spectres d’énergie pour différentes résolutions
directes (512%, 32% et respectivement 64°), on voit bien que la simulation numérique di-
recte sur des grilles grossieres n’est pas capable de faire une prédiction correcte de la
décroissance de 1’énergie de 1’écoulement.
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F1G. 4.15 — Gauche: énergie cinétique DNSfilt32 (-.-) et DNS32 (- -); Droite: spectres
d’énergie pour différents temps: 1.28, 2.45 et 5./6; DNS512 (-) et DNS32 (- -)
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F1G. 4.16 — Gauche: énergie cinétique DNSfilt64 (-.-) et DNS64 (- -); Droite: spectres
d’énergie pour différents temps: 1.28, 2.45 et 5.46; DNS512(-) et DNSG/ (- -)

4. ’énergie cinétique filtrée sur un nombre de modes en conformité avec la grille utilisée pour les
calculs LES; la troncature qu’on utilise est suffissament importante pour ne pas espérer retrouver toute
I’énergie cinétique de 1’écoulement.
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Pour ce cas de turbulence de grille, on sait que le modéle de Smagorinsky et le mo-
dele anisotrope donnent de bons résultats [30]. Les figures (4.17) révelent ainsi le bon
comportement de ces deux modéles.
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FiG. 4.17 — Gauche: énergie cinétique DNSfilt32(-.-), LES-Smagorinsky(- -), LES-
Anisotrope(..); Droite: spectres d’énergie pour différents temps: 1.28, 2.45 et 5.46;
DNS512(-), LES-Smagorinsky(- -), LES-Anisotrope(..)

On a choisi les “constantes” pour ces modéles de maniére a obtenir une décroissance cor-
recte d’énergie. Le probléme revient dans ce cas a retrouver un bon comportement des
spectres d’énergie, ce qu’on obtient en fait avec les deux modéles choisis. On remarque
que le modéle anisotrope est moins dissipatif que le modéle de Smagorinsky dans les
nombres d’onde proches de ’échelle de coupure.

On regarde maintenant ce qui se passe si on suppose que le modéle de Smagorinsky dis-
sipe trop (on augmente volontairement la constante du modeéle), étant motivés dans ce
cas a utiliser la variante sélective de ce modéle. Tout les résultats présentés concernant le
modéle de Smagorinsky sélectif sont obtenus utilisant 1’algorithme décrit dans la section
2.6.1. On a calculé le seuil oy comme étant le maximum de la courbe de densité de pro-
babilité de la variable aleatoire angle, d’abord utilisant pour les calculs de ces angles une
DNS sur une grille 32° (comme dans [35]) et ensuite une DNS 128%. On a trouvé pour
les deux cas les valeurs 5° et respectivement 157 (fig. 4.18). Ces valeurs sont suffisament
“petits” pour étre acceptées comme seuils qui respectent les conditions de I’hypothése de
Constantin et Fefferman.
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FiG. 4.18 — Densité de probabilité de l'angle o : a gauche, pour des angles calculés par
une DNS 32% et a droite, pour des angles calculés par une DNS 128°

Ensuite, nous avons procedé a des simulations numériques avec le modéle de Smagorinsky
sélectif, utilisant les deux valeurs ag = 5% et ag = 15°.
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FiG. 4.19 — Gauche: énergie cinétique DNSfilt32(-.-), LES-Smagorinsky(- -), LES-
Smagorinsky sélectif (..) (ag = 5°); Droite: spectres d’énergie pour différents temps : 1.28,
2.45 et 5.46; DNS512(-), LES-Smagorinsky(- -), LES-Smagorinsky sélectif (..) (cg = 5°)

Les résultats obtenus (figures 4.19 et 4.20) confirment que le modele sélectif est efficace
dans les situations ot le modéle de Smagorinsky classique se montre trop dissipatif.
Surtout dans le deuxiéme cas, on remarque l'action du filtre sélectif sur le modéle de
Smagorinsky, la dissipation excessive étant visiblement corrigée.

On espére qu'un ajustement de la constante du modéle sélectif ou peut étre du seuil ag
nous permettra d’obtenir avec ce modéle des résultats comparables avec ceux obtenus
avec le modéle anisotrope sélectif...
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F1G. 4.20 — Gauche: énergie cinétique DNSfilt32(-.-), LES-Smagorinsky(- -), LES-
Smagorinsky sélectif (..) (g = 15°); Droite: spectres d’énergie pour différents temps:
1.28, 2.45 et 5.46; DNS512(-), LES-Smagorinsky(- -), LES-Smagorinsky sélectif (..)
(Oéo == 150)

4.3.4 Reésultats numériques - le modéle LANS

Dans cette sous-section on présente des résultats numériques obtenus avec le modéle
LANS, présenté dans la séction 3.3. Nous avons consideré d’abord une condition initiale

de turbulence homogéne utilisée par G. Vanderlinden [95] et ensuite la condition de A.
Wray dont nous avons parlé dans la section 4.3.2.

Dans le premier cas, le champ de vitesse initial utilisé par Vanderlinden a été construit
tel que le spectre d’énergie initiale soit donné par une relation du type:

E(k,0) ~ k* exp {—k?/8}.

La figure 4.21 présente le spectre initial consideré ici, ainsi que son évolution en temps.
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FiG. 4.21 — Spectres d’énergie pour différents temps: 0, 1, 2, 3 et } obtenus par une
DNS128
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Les parameétres des simulations que nous avons utilisé dans ce cas sont :

e nombres de points de discrétisation: N* = 128 pour la DNS de référence et N? = 647

pour la LES utilisant LANS;

e coefficient de viscosité moléculaire: v = 0.005;
e nombre de Reynolds-Taylor: Re), = 97.7;

e pas de temps: At = 0.01.

Les figures 4.22 et 4.23 illustrent le bon comportement du modéle LANS (au niveau de
spectres d’énergie) sur cette condition de turbulence homogene. Nous avons consideré ce

modeéle avec deux constantes: 0.05 et 0.0625.
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On remarque aussi, que pour ces constantes, les courbes d’énergie obtenues avec le modéle
LANS ont une decroisance correcte par rapport a la courbe d’énergie de référence (figure

4.24).
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FiaG. 4.24 - Energie cinétique : DNS128(-), DNSfilt64(*),

LANSa0.05(——), LAN 5a0.0625(..)

Dans ce premier cas-test, on peut dire que le modéle LANS donne des résultats satis-
faissants en ce qui concerne la modélisation des échelles non-résolues sur celles qui sont
résolues.

Mosheini et al. [76] ont déja rapporté des bons résultats® avec ce modéle. Ils ont utilisé une
condition de turbulence homogéne proposé par A. Wray et un nombre de Reynolds-Taylor
= 72, montrant qu’une résolution 64> est suffisante pour retrouver le comportement de
la DNS de référence (calculée sur une grille 512?).

Motivés par leurs résultats, on a essayé de tester ce modéle sur un écoulement plus tur-
bulent que celui qu’ils ont consideré et que celui de Vanderlinden.

Dans ce sens, on a repris la condition de turbulence de grille de A. Wray et les paramétres
de simulation presentés dans la section 4.3.2.

Nous avons consideré d’abord une résolution 64® pour la simulation LES. Regardant les
spectres d’énergie a t = 2.45 (par exemple), nous nous sommes aperqu que cette résolution

5. des comparaisons des spectres d’énergie et d’énergie cinétique
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est insufissante pour simuler correctement I’écoulement choisi (figure 4.25).
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Fig. 4.25 —  Spectres d’énergie o t = 2.45: DNS512(-), DNS64(..),
LANSa0.02(——), LAN Sa0.05(—.—)

Utilisant une grille plus fine (128%), pour deux valeurs de la constante du modele 0.05
et 0.5, nous avons obtenus les spectres d’énergie suivantes a t = 1.28 et & ¢t = 5.46
respectivement (figure 4.26):
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Fi1G. 4.26 — Spectres d’énergie a t = 1.28 et t = 5.46: DNS512(-), DNS128(..),
LANSa0.05(——), LANSa0.5(—.—)

Nous observons que dans ce cas, le modéle LANS ne fournit pas de bons résultats. Si
pour la DNS 128%, I'acumulation d’énergie en queue du spectre est explicable, étant due
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a la sous-résolution, le modeéle LANS consideré avec ces deux constantes se montre trop
dissipatif. Pour une constante relative “grande” a = 0.5 la dissipation est excessive méme
a partir de t = 1.28. Pour a = 0.05, a ¢ = 1.28, on avait remarqué un “bon” comportement
jusqu’au mode 4, aussi qu’en fin du spectre. Cela nous a encouragé a laisser I’écoulement
évoluer jusqu’a t = 5.46. La courbe d’énergie cinétique (figure 4.27), ainsi que le spectre
au moment final de la simulation ont révélé le caractere dissipatif du modele (figure 4.26).
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F1G. 4.27 — Energie cinétique : DNS128(-), LANSa0.05(——)

Il est possible que dans ce cas de turbulence homogeéne, la résolution 128% est insuffisante
pour mettre en evidence les performances du modéle LANS. D’aprés les résultats que
nous avons obtenus avec ce modéle, il nous semble que pour avoir de bons résultats, dans
le cas des écoulements turbulents, il faut utiliser des grilles assez fines, ce qui n’est pas
vraiment le but quand on veut faire de la LES ...

Concernant les autres modéles sous-maille considerés, on remarque les bons résultats
obtenus en les utilisant, sur des grilles assez grossieres et pour un nombre de Reynolds
assez grand. Dans ce cas, la variante sélective du modéle de Smagorinsky a été validée
en supposant que le modéle de Smagorinsky dissipe un peu trop... mais on compte la
valider sur I’écoulement dans un canal, par exemple, o la presénce des parois pose de
problémes quand on utilise le modéle de Smagorinsky classique. Ainsi, des comparaisons
avec les résultats obtenus avec le modéle anisotrope sélectif (qui a été validé sur ce genre
d’écoulements [30], [31]) sont envisagées.
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Conclusions et perspectives

Dans le travail présenté, on a suivi deux directions de recherche: I’analyse mathéma-
tique des modeles de turbulence et la validation numérique de ces modéles sur différents
problémes test pour la simulation des écoulements turbulents.

Apres avoir exposé les approches couramment utilisées dans I’étude de la turbulence,
nous avons présenté plus en détail la méthode de simulation des grandes échelles (LES).
De nombreux modéles de turbulence ont été proposés au fil des années, pour assurer
la fermeture des équations de Navier-Stokes moyennées. Ainsi, on a présenté dans le
deuxiéme chapitre de ce mémoire quelques modéles classiques de la LES. Ces modéles
et leurs diverses améliorations ont été largement utilisés et ont permis, malgré leurs
limitations théoriques, de reproduire assez bien les mesures expérimentales. Nous avons
remarqué que le modéle de Smagorinsky, qui est un des modéles les plus simples, mais qui
sert encore comme base pour les modéles modernes, est trop dissipatif, particuliérement
dans des zones proches des parois, la ot les gradients de vitesse deviennent importants.
Pour remédier a ce défaut, on a proposé une variante sélective qui consiste a n’ajouter
du modeéle sous-maille que dans les zones de turbulence. Pour définir de telles zones,
nous avons utilisé un critére qui permet de détecter les zones d’alignement des lignes de
vorticité. L'idée qui en résulte recoupe celle développée autour du modéle de fonction
de structure au LEGI et les travaux théoriques de Constantin et Fefferman [21], qui
montrent que dans des zones d’alignement des lignes de vorticité, on a des solutions fortes
pour les équations de Navier-Stokes 3D. Un autre modéle sélectif présenté est le modele
anisotrope sélectif, qui a été proposé par Cottet [1997]. Nous avons vu que ce modele
permet de distinguer entre les directions de dissipation qui correspondent au transfert
direct et celles qui correspondent au transfert inverse, donnant une bonne alternative aux
modeéles isotropiques.

Dans le troisiéme chapitre on a montré que le fait d’ajouter des termes de dissipation
aux équations de Navier-Stokes permet d’obtenir I’existence de solutions réguliéres pour
tout temps. On sait que cette propriété est un probléme ouvert pour les équations de
Navier-Stokes. On a vu qu’avec un terme de Smagorinsky on la démontre assez facilement,
utilisant des méthodes classiques dans le domaine des EDP. On a montré aussi ’existence
d’un attracteur de dimension fractale finie pour le systéme dynamique associé. Comme
le modeéle de Smagorinsky se montre en pratique trop dissipatif pour certains problémes,
la question est de trouver un modéle minimal qui peut assurer 'existence des solutions
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réguliéres pour tout temps. La régularité pour ce modéle est un résultat qui semble
naturel, mais sa démonstration reste un probléme ouvert.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous avons illustré par des résultats numeériques, les
grandes perspectives offerts par les simulations des grandes échelles, ot la modélisation
des mouvements & petite échelle par une viscosité turbulente locale permet des réduc-
tions considérables en temps de calcul par rapport aux simulations directes et pour des
performances équivalentes. Ainsi, le bon comportement des modéles sous-maille analysés
a ¢té mis en évidence par des comparaisons de différentes quantités physiques caracté-
ristiques avec des résultats obtenus par des simulations directes sur des grilles trés fines.
Le modeéle de Smagorinsky sélectif proposé a été testé sur deux écoulements périodiques
tridimensionnels. Dans ces deux cas, nous avons vu que ce modéle détecte efficacement
les zones d’activité tourbillonaire existentes dans les écoulements considérés. La réduc-
tion de I'intensité turbulente a été mieux mise en évidence dans le cas du probléme de
reconnection. On peut remarquer dans la figure 4.9, qu’avec ce modéle on ajoute de la
dissipation principalement dans “l’anneau de reconnection”, 1a ot il y a plus de vorticité,
ce qui était en fait notre but. Les résultats obtenus au niveau de courbes d’énergie, d’en-
strophie, des spectres d’énergie et de coupes (dans le plan de la reconnection) confirment
ce modeéle comme un modéle viable pour des simulations des écoulements turbulents.

Le modeéle anisotrope sélectif s’est avéré un bon modéle de turbulence pour le deux
cas traités dans ce mémoire, ce qui confirme les bons résultats déja rapportés avec ce
modéle.

Concernant le modéle LANS, il provient, comme le modéle de Smagorinsky sélectif et
le modéle anisotrope sélectif, d’un argument mathématique, mais au niveau des simula-
tions numériques des écoulements turbulents, nous avons vu qu’il ne donne pas de bons
résultats (en tout cas dans certains cas, cas que nous avons implémenté).

Une prochaine étape serait d’étudier plus en détail le comportement de ces modéles
sous-maille dans des configurations plus complexes et pour des nombres de Reynolds plus
élevés.

Un des problémes envisagés est la simulation de I’écoulement dans un canal, en utili-
sant le modéle de Smagorinsky sélectif. On sait que pour ce type d’écoulement, le modele
de Smagorinsky classique ne donne pas de bons résultats et que des modéles dynamiques
ont été proposés et testés avec succés, mais que dans des géométries simples. Ainsi, des
comparaisons avec des résultats obtenus par la procédure dynamique sont envisagées.

D’autres variantes sélectives pour des modeéles qui se montrent trop dissipatifs (par
exemple pour le modele LANS, & des grands nombres de Reynolds) peuvent étre construites,
prenant en considération le fait que dans les vraies zones de turbulence la grandeur de la
vorticité est supérieure & un certain seuil, qui reste & définir.
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Annexe A

Echelles de turbulence. Hypothéses de
Kolmogorov

La notion d’échelle est un instrument privilégié de la mécanique des fluides. Elle per-
met de cataloguer les différentes structures qui coexistent dans un écoulement et de leur
assigner une certaine importance au sein de I’écoulement.

Un écoulement turbulent est la superposition de tout un ensemble de structures
d’échelles trés variées. C’est le phénoméne d’étirement tourbillonnaire qui contribue a
la création des structures des échelles de longueur de plus en plus petites, qui est ac-
compagnée d’un transfert d’énergie cinétique dont le mécanisme est assez complex. Au
cours de ce processus, le nombre de Reynolds associé aux structures successives! di-
minue et lorsqu’il est assez faible (de I'ordre de 'unité), les effets visqueux deviennent
prépondérants.

Cependant, il existe une limite inférieure pour la taille des structures turbulentes, qui
est liée a la viscosité. Elle correspond aux échelles dites dissipatives.

Dans cette annexe, on se propose d’abord de donner les expressions des échelles de
temps 7, de vitesse v et de longueur 7, caractéristiques pour ces structures dissipatives,
les plus petites structures qui peuvent se développer dans un écoulement. Ensuite, nous
présentons quelques aspects de la théorie de Kolmogorov concernant la turbulence.

Evidemment, on a la relation suivante entre les trois échelles 7,v et n:
n=uvt (A.1)

et on admet que la viscosité du fluide joue pleinement son réle, si le nombre de Reynolds
associé aux petites structures est de I'ordre de 'unité:
v
LU (A.2)
v
1. pour un corps de dimension [ placé dans un écoulement & vitesse U, le nombre de Reynolds associé

est Re; = %; v est la viscosité cinématique du fluide
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On sait que le taux de dissipation € est proportionnel & I'inverse du temps 7 (voir [34]):
€~ — : (A.3)

En combinant les relations (A.1), (A.2) et (A.3) on obtient les échelles des structures
dissipatives:

=/ =tV e = (vt
Ces échelles sont applées aussi les échelles de Kolmogorov.

L’échelle de Taylor est souvent utilisée dans des études de turbulence homogeéne et
isotrope. Cette échelle est définie a partir du taux de dissipation e et d’une échelle de
vitesse caractéristique des grandes structures i/ :

2

A= 15VLL (A.4)

€

Le nombre de Reynolds associé a cette échelle (le nombre de Taylor-Reynolds) est :

U
Re/\ = —

14

et représente le rapport des temps caractéristiques des grosses structures L£/U et des
petites structures A/U, car:

L/
AU

A
— e/ =1~ pe,
1%

Remarque A.0.1 Pour ['estimation du taux de dissipation ¢, nous avons utilisé [ex-
pression sutvante :

qui est vérifiée, si le nombre de Reynolds est suffisamment grand pour que les grandes et
les petites échelles soient bien séparées (les deuxr gammes d’échelles s’écartent d’autant
plus que le nombre de Reynolds est grand).

L’échelle de longueur intégrale [ est définie par:

3T KB
T S B

On associe aux échelles n et L les nombres d’onde définis respectivement par :

(A.5)

kd = [77_1] et kL = [L_l]



105

ou [-] représente la partie entiere.
Une présentation plus détaillée des échelles utilisées dans ’étude des phénomeénes turbu-
lents peut étre trouvée dans [34].

La description de la turbulence comme un processus ot |’énergie injectée aux grandes
échelles est transférée aux échelles de plus en plus petites jusqu’aux échelles de Kolmo-
gorov, niveau ol elle est dissipée en chaleur, a été observée dans des expériences depuis
longtemps.

Cette description est basée sur la théorie de Kolmogorov (1941), qui fait appel au
concept d’isotropie locale. Ce concept stipule que dans un petit domaine de ’espace et
du temps, I’écoulement est localement isotrope, ce qui signifie que les mouvements a pe-
tite échelle ont une structure isotrope en moyenne, indépendante de I’orientation imposée
aux grandes structures par I’écoulement moyen. D’autre part, elle implique que I’échelle
de temps des petites structures est trés petite par rapport a celle de I’écoulement moyen,
qui permet aux petites structures de s’adapter rapidement a toute modification imposée
par le champ moyen. On dit que les “petites” structures sont en équilibre pour signifier
leur indépendance des grosses structures.

Les hypothéses de Kolmogorov ont été formulées dans 1’espace physique, mais ce sont
en effet leurs implications sur le spectre d’énergie (dans 'espace spectral) qui sont plus
utilisées.

e La premiére hypothése de Kolmogorov suppose que dans un domaine ou la tur-
bulence est localement homogeéne et isotrope (c’est a dire pour les structures a petite
échelle), les moments statistiques en deux points ne dépendent que de la distance entre
ces deux points, de la viscosité v et du taux de dissipation d’énergie e.

Si on suppose alors, que toute 1’énergie du systéme est introduite au niveau de ’échelle
kr (ot kg, représente le nombre d’onde associé a 1’échelle integrale), alors pour k >> ki,
le spectre dépend seulement de la viscosité v et du taux de dissipation d’énergie €. Une
analyse dimensionnelle donne le profil du spectre d’énergie dans le domaine d’équilibre?:

314

E(k) = "M f(k—

) (A.6)

o La deuxiéme hypothése suppose que pour des grandes distances de séparation entre
les structures, la viscosité n’intervient pas.

[énergie E(k) dévient donc indépendante de la viscosité v, quand Re — oo. Cela im-
plique que la fonction f qui apparait dans I’équation (A.6) est de la forme:

3/4 3/4

14 14

k ~ (L —5/3 AT
f( 61/4 ) ( 61/4 ) ( )

2. zone inertielle (kp < k < kq) et zone de dissipation (k > kq)
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En substituant (A.7) dans (A.6) on obtient I'expression du spectre d’énergie (le spectre
de Kolmogorov):

B(k) = Cr?Pg=>/3 (A.8)

ot (i est la constante de Kolmogorov, qui est déterminée expérimentalement. Elle vaut
environ 1.5.

Cette loi est appelée la loi inertielle universelle. Elle a été remarquablement bien

vérifiée dans des expériences trés variées. Un grand nombre de résultats sont présentés
dans Chapman [12].
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Annexe B

Erreurs de recouvrement

Cette annexe est dédiée & la présentation des erreurs de recouvrement! qui appa-
raissent dans le calcul des termes non-linéaires par une méthode de Fourier-Galerkin. On
expose aussi, brievement, une des méthodes qui permet de supprimer ces erreurs, mé-
thode que nous avons utilisée pour tous les calculs numériques présentés dans ce mémoire.

Pour simplifier la présentation on se place dans le cas 1 dimensionnel et on se propose de
calculer par une méthode de Fourier-Galerkin le produit :

w(x) = u(x)v(x). (B.1)

Le calcul de ce produit (et en général des termes non-linéaires) améne a évaluer des
sommes de convolution du type:

Wy, = g Uy, Uy (B.2)
m+n=k
ol U, Uy sont les coefficients de Fourier des fonctions u(x) et v(x) respectivement, et
1 2

Wy = oy i w(:z;)e_ikxdx.

Si on considére que u,v et w sont approximées par leurs séries de Fourier tronquées de
dégré N/2, alors (B.2) devient:
Wy = Z Um®, pour k vérifiant |k| < N/2 . (B.3)
m+n=k

Iml,|n|<N/2

En dimension 1, I’évaluation directe de ces coefficients se fait en O(N?) opérations (en
dimension 3, le cofit est de l'ordre O(N®)). Cependant, utilisant une méthode pseudo-
spectrale ([78], [43]) pour le calcul des coefficients by, le nombre d’opérations effectuées

1. en anglais “aliasing errors”
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est de O(Nlog, N) en 1D (et de O(N?log, N) en 3D). Nous avons choisi cette derniére
méthode pour la discrétisation spatiale des équations aux dérivées partielles traitées dans
cette these. Elle consiste & évaluer les sommes (B.3) en transformant d’abord les ., et
v, dans l'espace physique (par FFT inverse), puis d’effectuer les multiplications dans
cet espace et ensuite d’utiliser une FFT directe pour obtenir w;. La méthode pseudo-
spectrale est plus rapide qu'une méthode spectrale pure, mais il faut tenir compte qu’elle
introduit dans les calculs des erreurs, dites erreurs de recouvrement.

On explique plus en détails I’apparition de ces erreurs. Soient les transformées de Fourier

discrétes :
N/2

Up= > dge™  j=01,.,N-1 (B.4)
k=—N/2
N/2

Vi= ) ke =01, N1 (B.5)
k=—N/2

ou x; =2mj/N, 7=0,1,...,N —1. On calcule dans I'espace réel les produits:
W, =U,V, 7=0,1,.... N -1 (B.6)

et ensuite les coeflicients de Fourier :
| N
W=~ ; Wemhei k= —N/2,..,NJ2 — 1. (B.7)

Ces coeflicients s’écrivent :

m+n=k m+n=k+N m+n=k—N
||, |n|<N/2 ||, |n|<N/2 ||, |n|<N/2

ou de facon équivalente:

Wi = wy, + § U, Uy, + E Uy, Uy, (B.9)
m+n=k+N m+n=k—N
||, |n|<N/2 ||, |n|<N/2

Les derniers termes dans (B.9) proviennent du fait que pour tout [ =k (mod N) on a:
el = et Wi =0,...,N—1

Ces termes générent les erreurs de recouvrement, erreurs données par la relation :

N/2

Rw)y= > (D dmbd)e™ (B.10)

k=-NJ/2 m+n=k+_N

Iml,|n|<N/2
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Une des techniques utilisées pour supprimer ces erreurs (technique de déaliasing) est
celle connue sous de nom de “la régle des 3/27. Cette régle consiste a utiliser la FFT avec

3N .
M > - points plutét que N points. Dans ce cas nous avons :

We=itie+ Y dmbat > dmbn (B.11)
mtn=k+M mtn=k—M

oit Wy sont les coefficients de Fourier du produit w = wv, calculés par une méthode
pseudo-spectrale avec M points, wy, les coefficients de Fourier exactes de w (k € {—M/2, ...,
M2 —1}),

. { U, si|m| < NJ2

Uy = .

0, sinon

0, sinon

. { Op, si|n] < NJ2
On est interessé par les W), correspondants aux k qui vérifient [k| < N/2. Il faut donc
choisir M tel que les termes responsables des erreurs de recouvrement dans (B.11) s’an-

nullent pour ces k. Un simple calcul montre que pour M > 5 cette condition est

satisfaite.

Dans le cas des problémes analysés dans ce mémoire de thése, nous avons choisi de
déaliaser en utilisant cette régle des 3/2.

Pour illustrer 'effet du déaliasing sur les résultats numériques obtenus, nous présentons
des comparaisons de courbes d’enstrophie et de coupes & ¢t = 1.5, pour le probléme de la
reconnection de deux tubes de vorticité (présenté dans la section 4.2), obtenues par une
simulation numérique directe, avec et sans suppression des erreurs de recouvrement. On
peut remarquer ainsi la nécessité du déaliasing...

80

70 ——— DNS120 dealiase
—— DNS120 brute

enstrophie
@
o

o
=}
T

40

30

F1G. B.1 = Les courbes d’enstrophie : DNS dealiasée (—), DNS avec aliasing (-)
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0
20 30 40 50 60 70 80 90 100 20 30 40 50 60 70 80 %0 100

Fig. B.2 — Les coupes a t=1.5, a gauche DNS déaliasée, a droite DNS avec aliasing
(N=120)

Une présentation plus détaillée des techniques de déaliasing peut étre trouvée dans [10],
ainsi que les notions de base concernant les méthodes spectrales.
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