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Chapitre 1Introdution
1.1 D'Euler �a Ap�eryLe probl�eme de BernoulliDans son ouvrage Tratatus de seriebus in�nitis (1689), Jakob Bernoullipose le probl�eme de l'�evaluation de la s�erieP+1n=1 1=n2 : il �erit < Si quelqu'und�etermine et nous ommunique e qui a jusqu'ii �ehapp�e �a tous nos e�orts,grande sera notre gratitude >. Il revient �a L. Euler de r�esoudre e probl�emeen 1735, de fa�on tr�es ing�enieuse 1 :+1Xn=1 1n2 = �26 :Euler donne par la suite plusieurs d�emonstrations de ette identit�e et parvientplus g�en�eralement �a d�eterminer la valeur de la fontion zêta de Riemann�(s) =P+1n=1 1=ns aux entiers pairs, en montrant que pour tout entier n � 1,�(2n) = (�1)n�122n�1B2n(2n)! �2n;o�u les nombres rationnels B2n sont les nombres de Bernoulli, que l'on peutd�e�nir par leur s�erie g�en�eratrie exponentiellezez � 1 + z2 = +1Xn=0 B2n(2n)!z2n:En revanhe, ni Euler, ni personne apr�es lui, n'est parvenu �a une ex-pression aussi simple pour les nombres �(2n + 1) (n entier � 1). On peut1Voir [Du, h.3℄ par exemple. 5



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONependant iter une formule essentiellement due �a Ramanujan et onsid�er�eeomme l'analogue naturel de la formule d'Euler 2(��)�n 12�(2n+ 1) + +1Xk=1 k�2n�1e2�k � 1! =��n 12�(2n+ 1) + +1Xk=1 k�2n�1e2�k � 1!+ 22n n+1Xk=0 (�1)kB2kB2n+2�2k(2k)!(2n+ 2� 2k)!�n+1�k�ko�u � et � sont tels que �� = �2. Malgr�e son int�erêt, la formule de Ramanujanne permet pas de d�eider si les nombres �(2n+1) s'expriment rationnellement�a l'aide de �2n+1.
Rationnels ou irrationnels ?Un probl�eme li�e au pr�e�edent est la d�etermination de la nature arithm�eti-que des nombres �(s) pour les entiers s � 2 : s'agit-il de nombres rationnels ouirrationnels, de nombres alg�ebriques ou transendants, et plus g�en�eralementexiste-t-il ou non des relations de d�ependanes alg�ebriques entre eux ?La transendane de � d�emontr�ee par Lindemann en 1882 [L℄ et la formuled'Euler permettent de r�epondre ompl�etement �a ette question pour le aspair : pour tout entier n � 1, le nombre �(2n) est transendant, et on pourraitaussi ajouter que es nombres sont alg�ebriquement d�ependants.La situation est beauoup plus myst�erieuse pour les nombres �(2n + 1).La formule de Ramanujan n'a pas �et�e exploit�ee omme la formule d'Euler,même s'il n'est pas impossible qu'elle le soit un jour. Et e n'est qu'en 1978que R. Ap�ery [A1℄ est parvenu �a montrer l'irrationalit�e de �(3) : bien quesa m�ethode ait �et�e aueillie ave septiisme et jug�ee peu orthodoxe 3 , ellen'en a pas moins �et�e rapidement valid�ee et aurait sans doute �et�e appr�ei�ee 4par Euler.2Voir [Ber℄ pour une d�emonstration de ette formule et de bien d'autres.3[VdP℄ et [MF℄ d�erivent l'expos�e surr�ealiste d'Ap�ery aux Journ�ees Arithm�etiques deLuminy en 1978.4Peut-être l'aurait-elle �et�e un peu moins par G. H. Hardy, qui aurait un jour aÆrm�equ'il donnerait sa haire �a Cambridge �a quionque parvenait �a e r�esultat.



1.2. DEPUIS AP�ERY 71.2 Depuis Ap�eryLa d�emonstration d'Ap�ery 5 peut être r�esum�ee ainsi : il existe une ons-tante  > 0 et des rationnelsan = nXk=0 �nk�2�n + kn �2 2 Z; bn 2 d�3n Z(o�u dn = ppm(1; 2; : : : ; n)) tels que0 < jan�(3)� bnj � (p2� 1)4n:L'estimation �el�ementaire dn � 3n suÆt pour onlure que �(3) 62 Q.Les int�egrales de BeukersLa m�ethode d'Ap�ery n'a pas pu être �a e jour g�en�eralis�ee aux nombres�(5), �(7), et. Elle a ependant donn�e lieu �a de nombreux d�eveloppements,initi�es en partie par les travaux de F. Beukers. Dans [Beu1℄, elui-i donne unenouvelle d�emonstration du th�eor�eme d'Ap�ery en onsid�erant les polynômesde Legendre Pn(x) = 1n! dndxn (xn(1� x)n)et l'int�egrale In = �12 Z 10 Z 10 Pn(x)Pn(y)1� xy log(xy)dxdy:Beukers �evalue In de deux fa�ons di��erentes et montre queIn = an�(3)� bn = �12 Z 10 Z 10 Z 10 xn(1� x)nyn(1� y)nzn(1� z)n(1� (1� (1� x)y)z)n+1 dxdydz;les nombres an et bn �etant les mêmes que eux d'Ap�ery.Cette approhe s'est r�ev�el�ee tr�es importante pour aborder le probl�emede la mesure d'irrationalit�e de �(3). On appelle mesure d'irrationalit�e d'unirrationnel � tout r�eel � � 2 tel que pour tout " > 0, il existe q0(") > 0tel que j� � p=qj > 1=q�+" pour tous les entiers p et q ave q > q0("). Leminimum �(�) de tels r�eels � est la mesure d'irrationalit�e de �. Dans le asde �(3), Ap�ery a montr�e que �(�(3)) � 13; 41782. L'�etude de plus en plus �ne5Elle est d�erite dans [A2℄, [Coh℄, [Re1℄ et [VdP℄.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONd'int�egrales de type Beukers 6 a permis de majorer �(�(3)) suessivementpar 12,74359 [DV℄, 8,8302837 [Hat1℄ et 7,377956 [Hat5℄.Le reord atuel est �(�(3)) � 5; 513891 par Rhin et Viola [RV2℄. Leurm�ethode repose sur deux points essentiels : ils s'a�ranhissent tout d'aborddes polynômes de type Legendre et des int�egrations par parties suessives deHata [Hat1℄, [Hat5℄ en montrant que sous ertaines onditions sur les entiersh; j; k; l; q; r; s � 0 l'int�egraleI(h; j; k; l; q; r; s) = Z 10 Z 10 Z 10 xh(1� x)lyk(1� y)szj(1� z)q(1� (1� xy)z)q+h�r+1 dxdydzest �egale �a a+2b�(3) 2 Q+2Z�(3). L'autre point important est la d�etermina-tion d'un < bon > d�enominateur de a : pour ela, ils �etudient l'ation d'ungroupe de transformations birationnelles laissant invariants ertains multiplesrationnels de I(h; j; k; l; q; r; s).En 1994, D. Vasilyev [Va1℄ a introduit pour tout entier k � 2 uneg�en�eralisation naturelle Jn(k) de l'int�egrale de Beukers In. Par exemple pourk = 5, Jn(5) = Z[0;1℄5 Q5i=1 uni (1� ui)ndu1du2du3du4du5(1� (1� (1� (1� (1� u1)u2)u3)u4)u5)n+1 :Il montre que si k est impair, alors J0(k) = 2�(k). Dans [Va2℄, il prouve�egalement que, d5nJn(5) = An+Bn�(3)+Cn�(5) o�u An, Bn et Cn sont entierset d5nJn(5) ! 0 : la pr�esene de �(3) rend malheureusement impossible lad�emonstration direte de l'irrationalit�e de �(5). Apr�es des aluls num�eriquesave Maple, il onjeture que pour tout k � 2 , Jn(2k + 1) peut s'exprimeromme une ombinaison lin�eaire �a oeÆients rationnels des nombres 1 et�(2j + 1), ave j 2 f1; : : : ; kg.Approximants de Pad�e et �(3)Certains approximants de Hermite-Pad�e des fontions polylogarithmesLis(z) = +1Xn=1 znns (z 2 C ; jzj < 1 et s � 1):ont �et�e expliitement onstruits par E. Nikishin [Ni℄ en 1979 : ayant �x�e desentiers a et b tels que 1 � b � a, il d�etermine, pour jzj > 1, des polynômes6Des int�egrales de type Beukers existent �egalement pour log(2), �(2) et d'une fa�ond�eguis�ee pour � : on pourra onsulter respetivement [Ru℄, [RV1℄ et [Hat4℄ pour lesmeilleures mesures d'irrationalit�e onnues de es trois nombres, ainsi que [Vi℄ pour unexpos�e g�en�eral.



1.2. DEPUIS AP�ERY 9Pl;n(z) de degr�e � n si l = 1; : : : ; b et de degr�e � n� 1 si l = 0; b+1; : : : ; a,tels que l'ordre en z =1 de la fontionNn;a;b(z) = P0;n(z) + aXl=1 Pl;n(z)Lil(1=z)soit au moins an + b. En partiulier, il obtient la formule expliiteNn;a;b(z) = +1Xk=1 (k � 1)(k � 2) � � � (k � an� b + 1)ka(k + 1)a � � � (k + n� 1)a(k + n)b z�k;e qui lui permet de montrer que si p et q sont des entiers tels queq < 0 < p et jqj > pa(4a)a(a�1);alors les nombres 1, Li1(p=q); : : : ;Lia(p=q) sont lin�eairement ind�ependantssur Q. Cependant, e travail et les raÆnements de Chudnovski [Chu℄ etde Hata [Hat2℄, [Hat3℄ ne donnent auun renseignement arithm�etique surLis(1) = �(s) et Lis(�1) = (1� 21�s)�(s) (s � 2).N�eanmoins, en 1981, Beukers [Beu3℄ montre omment la d�emonstrationd'Ap�ery peut être naturellement repla�ee dans le adre des approximantsde Pad�e des fontions polylogarithmes. Pour ela, il herhe �a d�eterminerdes polynômes An(z), Bn(z), Cn(z) et Dn(z) de degr�e au plus n tels queBn(1) = 0 et tels que les deux s�eries enti�eres en 1=zUn(z) = An(z)Li2(1=z) +Bn(z)Li1(1=z) + Cn(z)Vn(z) = 2An(z)Li3(1=z) +Bn(z)Li2(1=z) +Dn(z)aient un ordre � n + 1 en z = 1. Il montre que e probl�eme admetune solution unique 7 (�a une onstante multipliative pr�es) : en partiulierAn(z) =Pnk=0 �nk�2�n+kn �2zk, et en posantRn(k) = �(k � 1)(k � 2) � � � (k � n)k(k + 1) � � � (k + n) �2 ;on a Un(z) = +1Xk=1 Rn(k)z�k et Vn(z) = � +1Xk=1 R(1)n (k)z�k:7Les s�eries Un(z) et Vn(z) avaient d�ej�a �et�e onsid�er�ees par Gutnik [G℄ en 1979 pourmontrer que, pour tout rationnel q, au moins un des deux nombres 3�(3) + q�(2) et�(2) + 2q log(2) est irrationnel. Dans [Beu2℄, Beukers donne sans d�emonstration desg�en�eralisations de e r�esultat, en remarquant qu'elles ne sont malheureusement pas ellesattendues.



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONBeukers ajoute qu'un alul imm�ediat montre que l'on retrouve l'approxima-tion8 d'Ap�ery pour �(3).< Dans l'esprit de Fourier >C'est en 1996 que Yu. Nesterenko [Ne2℄ e�etue le < alul imm�ediat >de Beukers : e alul n�eessite de transformer la s�erie Vn(1) de Beukers enune int�egrale omplexe �a laquelle s'applique la m�ethode du ol. Nesterenkoajoute que si l'on pouvait obtenir une estimation �el�ementaire de Vn(1), onaurait alors une d�emonstration de l'irrationalit�e de �(3) aussi simple que elledonn�ee par Fourier pour e.Dans un message �eletronique [B℄, K.Ball m'a indiqu�e que la s�erie suivantepouvait r�esoudre le probl�eme de Nesterenko :Bn = n!2 +1Xk=1 �k + n2� (k � 1) � � � (k � n)(k + n + 1) � � � (k + 2n)k4(k + 1)4 � � � (k + n)4 :On peut en e�et dans e as d�eterminer le omportement asymptotique deBn de fa�on �el�ementaire, grâe �a la formule de Stirling. A priori,Bn = �n�(4) + �n�(3) + n�(2) + Æno�u �n, �n, n et Æn sont rationnels : ependant la forme tr�es partiuli�ere deBn entrâ�ne que �n = n = 0. On peut montrer que dn�n 2 Z et d4nÆn 2 Zmais ela ne permet pas de retrouver l'irrationalit�e de �(3). Toutefois, nousreviendrons sur e probl�eme au hapitre 5.1.3 De l'irrationalit�e �a l'ind�ependane lin�e-aireIl est temps de d�erire nos r�esultats. Les tentatives, par les int�egrales deBeukers ou les approximants de Pad�e, pour g�en�eraliser la d�emonstration del'irrationalit�e de �(3) �ehouent toutes sur le point suivant : auune ne parvient�a isoler un des nombres �(2n + 1) (n � 2) dans une suite d'approximationsrationnelles qui onilient arithm�etique (d�enominateur raisonnable) et asym-ptotique (onvergene rapide de la suite vers 0).8Trois autres preuves de l'irrationalit�e de �(3) ont �et�e obtenues par des tehniquesd'approximation de Pad�e, par Sorokin [So1℄, [So3℄ (dans deux probl�emes d'approximationvoisins de elui de [Beu3℄) et par M. Pr�evost [P℄ (dans un ontexte totalement di��erent).Dans les trois as, omme dans tous eux vus jusqu'�a pr�esent, il est remarquable que l'onretrouve syst�ematiquement l'approximation originale d'Ap�ery.



1.3. DE L'IRRATIONALIT�E �A L'IND�EPENDANCE LIN�EAIRE 11En revanhe, en suivant Nikishin, il est plus faile de onstruire des ap-proximations simultan�ees des nombres �(s) et ette d�emarhe, qui revient �aabandonner l'irrationalit�e pour l'ind�ependane lin�eaire, peut être frutueuse.Par exemple, E. Reyssat [Re2℄, en utilisant les approximants de Hermite-Pad�e 9 de la famille de fontions (log(1 � z)k)k�0, �etablit en partiulier latransendane de log(a=b) : en fait, il montre impliitement que pour toutrationnel a=b > 0, une in�nit�e des puissanes log(a=b)k sont lin�eairementind�ependantes sur Q, e qui suÆt.Les r�esultatsNotre premi�ere approhe a �et�e d'introduire une perturbation de la s�eriede Nikishin, en onsid�erantNn;a;r(z) = n!a�r +1Xk=1 (k � 1)(k � 2) � � � (k � rn)ka(k + 1)a � � � (k + n)a z�ko�u z 2 C , jzj � 1, a et r entiers tels 1 � r < a. L'ordre du z�ero en z =1 de Nn;a;r(z) n'est plus maximal (as des approximants de Pad�e) et estmaintenant param�etr�e par l'entier r que l'on peut herher �a optimiser dansun but arithm�etique : Nn;a;r(z) s'�erit omme une ombinaison lin�eaire de 1,Li1(1=z), Li2(1=z); : : : ; Lia(1=z) et en sp�eialisant en z rationnel, le rit�ered'ind�ependane lin�eaire de Nesterenko [Ne1℄ nous permet de montrer leTh�eor�eme 2.1 Soit a un entier � 2 et � = p=q un nombre rationnel, j�j <1. Notons Æ�(a) la dimension du Q �espae vetoriel engendr�e par 1;Li1(�);Li2(�); : : : ;Lia(�): Alors pour tout " > 0, il existe un entier A("; p; q) tel quesi a � A("; p; q), Æ�(a) � 1� "1 + log(2) log(a):En ne tenant pas ompte de la valeur divergente Li1(1), e th�eor�eme estenore valable si � = 1 : pour tout entier a � 2, la dimension de l'espaevetoriel engendr�e sur les rationnels par 1, �(2), �(3); : : : ; �(a) est minor�eepar 0 log(a), o�u 0 est une onstante e�etive. Cette minoration est trivialepuisque la formule d'Euler et la transendane de � implique que ette di-mension est a priori � a=2.Cependant, si les �(2n) < parasites > pouvaient être �elimin�es des ombi-naisons lin�eaires, ela prouverait en partiulier l'existene d'une in�nit�e devaleurs irrationnelles de la fontion � aux entiers impairs. Le r�esultat de9Ces approximants avaient d�ej�a introduits par Malher [Ma℄ dans le même but.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONVasilyev sur l'int�egrale Jn(5) montre qu'une telle ombinaison lin�eaire n'estpas impossible �a onstruire mais l'attaque direte de sa onjeture sembleonduire �a des aluls inextriables.Notre deuxi�eme approhe a alors �et�e de reonsid�erer la s�erie de Ball Bndont une des propri�et�es remarquables est d'�eliminer �(2) et �(4) et de onser-ver �(3). Au hapitre 3, nous onstruisons une s�erie Sn;a;r(z) dont la struturem�elange la perturbation de la s�erie de Nikishin et une g�en�eralisation de lapropri�et�e de dihotomie de Bn. L'�etude de Sn;a;r(z) permet de prouver lesdeux th�eor�emes suivants.Th�eor�eme 3.1 Soit a un entier impair � 3 et notons Æ(a) la dimension duQ �espae vetoriel engendr�e par 1; �(3); �(5); : : : ; �(a): On a alorsÆ(a) � 13 log(a):De plus, pour tout " > 0, il existe un entier A(") tel que si a � A("),Æ(a) � 1� "1 + log(2) log(a):Th�eor�eme 3.2 Il existe un entier impair j, 5 � j � 169 tel que 1, �(3) et�(j) sont lin�eairement ind�ependants sur Q .Au hapitre 4, nous am�eliorons la majoration j � 169 du Th�eor�eme 3.2en ne reherhant que l'irrationalit�e de �(j). Nous introduisons pour elaune s�erie qui m�elange la propri�et�e de dihotomie et le < d�ealage > produitpar la s�erie de Beukers-Gutnik-Nesterenko : �(3) disparâ�t des ombinaisonslin�eaires de � impairs, e qui permet de montrer leTh�eor�eme 4.1 Il existe un nombre entier impair j tel que 5 � j � 21 et�(j) 62 Q.En�n, au hapitre 5, nous motivons une onjeture dont la d�emonstrationpermettrait de r�esoudre le probl�eme pos�e par la s�erie Ball et am�eliorerait leTh�eor�eme 4.1, en rempla�ant 21 par 19. Nous envisageons �egalement quelquesextensions possibles des r�esultats de ette th�ese.



Chapitre 2Ind�ependane lin�eaire desvaleurs des polylogarithmesL'�etude diophantienne des valeurs des fontions polylogarithmes Lis(z),d�e�nies pour z 2 C , jzj < 1 et s � 1 parLis(z) = +1Xk=0 zkks ;en des points rationnels a �et�e abord�ee dans [Ni℄, [Chu℄, [Hat2℄, [Hu℄, parexemple. Nikishin [Ni℄ montre que, pour tout entier a � 1, si p 2 N, q 2 Zet jqj > pa(4a)a(a�1), alors les nombres 1;Li1(p=q); Li2(p=q); : : :, Lia(p=q)sont Q�lin�eairement ind�ependants. Nous abordons e probl�eme sous un angledi��erent en montrant leTh�eor�eme 2.1. Soit a un entier � 2 et � = p=q un nombre rationnel, j�j <1. Notons Æ�(a) la dimension du Q �espae vetoriel engendr�e par 1;Li1(�);Li2(�); : : : ;Lia(�): Alors pour tout " > 0, il existe un entier A("; p; q) tel quesi a � A("; p; q), Æ�(a) � 1� "1 + log(2) log(a):En partiulier, pour tout rationnel �, j�j < 1, l'ensemble fLis(�); s � 1gontient une in�nit�e de nombres irrationnels. La restrition aux nombres ra-tionnels n'est pas essentielle : on peut failement �etendre le Th�eor�eme 2.1 auxnombres alg�ebriques r�eels. Pour une raison tehnique, le as des alg�ebriquesomplexes est plus d�eliat. La d�emonstration repose sur la s�erie suivanteNn;a;r(z) = n!a�r +1Xk=1 (k � 1)(k � 2) � � � (k � rn)ka(k + 1)a � � � (k + n)a z�k13



14 CHAPITRE 2. VALEURS DES POLYLOGARITHMESo�u z 2 C , jzj > 1, a et r entiers tels 1 � r < a et n 2 N. Pour simpli�erl'expos�e, nous noterons Nn(z) ette s�erie et nous l'�erirons sous la formeNn(z) = n!a�r +1Xk=1 (k � rn)rn(k)an+1 z�ko�u (�)k est le symbole de Pohhammer :(�)0 = 1 et (�)k = �(�+ 1) � � � (� + k � 1) si k = 1; 2; : : :Il est utile de noter que ette s�erie est une fontion hyperg�eom�etrique g�en�e-ralis�ee :Nn(z) = z�rn�1n!a�r�(rn+ 1)�(rn+ 2)a�((r + 1)n+ 1)a� a+1Fa� rn+ 1; rn+ 1 : : : ; rn+ 1(r + 1)n+ 2; : : : ; (r + 1)n+ 2����z�1� :Le paragraphe 2 est onsar�e �a l'�etude pr�eise de ette s�erie : le Lemme 2.1montre que la s�erie Nn(z) fournit bien des ombinaisons lin�eaires �a oeÆ-ients polynomiaux des fontions Lis(1=z). Le Lemme 2.2 donne une expres-sion int�egrale similaire �a elles de [Beu1℄ et de [DV, x1.3℄, e qui permetd'estimer Sn(z) (Lemme 2.3). Nous suivons ensuite Nikishin [Ni℄ pour lad�emonstration des Lemmes 2.4 et 2.5, qui onernent les propri�et�es asymp-totiques et arithm�etiques des oeÆients des ombinaisons lin�eaires. Pouronlure, nous appliquons le rit�ere d'ind�ependane lin�eaire de Nesterenko[Ne1℄.2.1 R�esultats auxiliairesDans toute la suite, on pose D� = 1�! d�dt� etRn(t) = n!a�r (t� rn)rn(t)an+1 :Pour l 2 f1; : : : ; ag et j 2 f0; : : : ; ng, on note aussil;j;n = Da�l (Rn(t)(t+ j)a)jt=�j 2 Q ; (2.1)P0;n(z) = � aXl=1 nXj=1 l;j;n jXk=1 1kl zj�k et Pl;n(z) = nXj=0 l;j;nzj : (2.2)Les Pl;n(z) sont don des polynômes �a oeÆients rationnels.



2.1. R�ESULTATS AUXILIAIRES 15Lemme 2.1. Pour tout z 2 C , jzj > 1, on aNn(z) = P0;n(z) + aXl=1 Pl;n(z)Lil(1=z) : (2.3)D�emonstration. En d�eomposant Rn(t) en frations partielles, on obtient :Rn(t) = aXl=1 nXj=0 l;j;n(t + j)l :D'o�u si jzj > 1Nn(z) = aXl=1 nXj=0 l;j;n +1Xk=1 1zk 1(k + j)l= aXl=1 nXj=0 l;j;nzj  +1Xk=1 1zk 1kl � jXk=1 1zk 1kl!= aXl=1 Lil(1=z) nXj=0 l;j;nzj � aXl=1 nXj=1 l;j;n jXk=1 1kl zj�ke qui n'est rien d'autre que (2:3).Lemme 2.2. Pour tout z 2 C , jzj > 1,Nn(z) = (rn)!n!r Z[0;1℄a � Qal=1 xrl (1� xl)(z � x1x2 � � �xa)r�n dx1dx2 � � �dxaz � x1x2 � � �xa : (2.4)D�emonstration. La s�erie Nn(z) est une fontion hyperg�eom�etrique g�en�era-lis�ee dont les param�etres sont tels qu'elle peut s'exprimer sous la formeint�egrale voulue pour jzj > 1 (voir [Sl℄, p.108).Lemme 2.3. Pour tout z 2 R tel que jzj > 1, la suite jNn(z)j1=n admet unelimite que l'on note 'r;a(z). De plus, on a l'enadrement0 < 'r;a(z) � 1jzjrra�r : (2.5)D�emonstration. La formule de Stirling implique quelimn!+1�(rn)!n!r �1=n = rr:



16 CHAPITRE 2. VALEURS DES POLYLOGARITHMESPour z r�eel, jzj > 1, l'existene et la valeur delimn!+1 jNn(z)j1=n = rr maxx2[0;1℄a ���� Qal=1 xrl (1� xl)(z � x1x2 � � �xa)r ���� 6= 0r�esulte de la formule int�egrale (2.4). Notons que l'on ne peut pas onlureaussi failement dans le as z omplexe. Majorons maintenant Nn(z). Si k 2f0; : : : ; rng alors Rn(k) = 0. Supposons k � rn+ 1 ; on a alorsRn(k)jzj�k = n!a�r (k � rn)rn(k)an+1 jzj�k � n(a�r)n krnka(n+1) jzj�rn= �nk�(a�r)n jzj�rn 1ka � � 1jzjrra�r�n 1ka :Don jNn(z)j � +1Xk=rn+1Rn(k)jzj�k � � 1jzjrra�r�n +1Xk=rn+1 1kaet 'r;a(z) � 1jzjrra�r :Lemme 2.4. Pour tout l 2 f0; : : : ; ag et tout z 2 C tel que jzj > 1,lim supn!+1 jPl;n(z)j1=n � rr2a+r+1jzj : (2.6)D�emonstration.Onmajore d'abord les oeÆients l;j;n. Pour ela on utilisela formule de Cauhy :l;j;n = 12i� Zjz+jj=1=2Rn(z)(z + j)l�1dzo�u jz+ jj = 1=2 d�esigne le erle de entre �j et de rayon 1=2. Sur e erle,on a j(z � rn)rnj � (j + 2)rn et j(z)n+1j � 2�3(j � 1)!(n� j � 1)! :Don jl;j;nj � n!a�r (rn+ j)!j!a+1(n� j)!a � ja(n� j)a(rn+ j + 1)j + 1 � 8a� �rn+ jj ��nj�a (rn)!n!r (rn+ 1)2a :



2.1. R�ESULTATS AUXILIAIRES 17En remarquant que�rn + jj � � 2rn+j ; �nj�a � 2na ; (rn)!n!r � rrn ;on obtient jl;j;nj � (rr2a+r+1)n(rn+ 1)2a, d'o�ulim supn!+1 jl;j;nj1=n � rr2a+r+1 :Si l 2 f1; : : : ; ag, on a Pl;n(z) =Pnj=0 l;j;nzj et donlim supn!+1 jPl;n(z)j1=n � rr2a+r+1jzj :Il nous reste �a majorer P0;n(z), dont on a d�etermin�e l'expression (2:2)P0;n(z) = � aXl=1 nXj=1 l;j;n jXk=1 zj�lkl :Comme ����� jXk=1 zj�lkl ����� � jzjn jXk=1 1k � njzjn ;on a l�a aussi lim supn!+1 jP0;n(z)j1=n � rr2a+r+1jzj :Lemme 2.5. Pour tout l 2 f0; : : : ; agda�ln Pl;n(z) 2 Z [z℄ (2.7)o�u dn = ppm(1; 2; : : : ; n).D�emonstration. L'�evaluation du d�enominateur des oeÆients l;j;n reposesur une r�e�eriture de Rn(t). Fixons les entiers n et j. On d�eompose alors lenum�erateur de Rn(t) en r produits de n fateurs ons�eutifs :Rn(t)(t + j)a = rYl=1 Fl(t)�H(t)a�ro�u pour l 2 f1; : : : ; rgFl(t) = (t� nl)n(t)n+1 (t+ j) ; H(t) = n!(t)n+1 (t+ j) :



18 CHAPITRE 2. VALEURS DES POLYLOGARITHMESD�eomposons Fl(t) et H(t) en frations partielles :Fl(t) = 1 + nXp=0p6=j (j � p)fp;lt+ p ; H(t) = nXp=0p6=j (j � p)hpt + po�ufp;l = (�p� nl)nnYh=0h6=p(�p+ h) = (�1)n((l � 1)n+ p+ 1)n(�1)pp!(n� p)! = (�1)n�p�nl + pn ��np�et hp = n!nYh=0h6=p(�p+ h) = (�1)pn!p!(n� p)! = (�1)p�np�sont des entiers. On a alors pour tout entier � � 0 :(D�Fl(t))jt=�j = Æ0;� + nXp=0p6=j (�1)� (j � p)fp;l(p� j)�+1 ;(D�H(t))jt=�j = nXp=0p6=j (�1)� (j � p)hp(p� j)�+1ave Æ0;� = 1 si � = 0, Æ0;� = 0 si � > 0. On a don montr�e que d�n(D�Fl)jt=�jet d�n(D�H)jt=�j sont des entiers pour tout � 2 N . Grâe �a la formule deLeibnizDa�l(R(t)(t+ j)a) =X� (D�1F1) � � � (D�rFr)(D�r+1H) � � � (D�aH)(o�u la somme est sur les multi-indies � 2 N a tels que �1+ � � �+�a = a� l),on en d�eduit alors que da�ln l;j;n 2 Z et don que da�ln Pl;n(z) 2 Z [z℄.2.2 D�emonstration du Th�eor�eme 2.1Pour d�emontrer la Proposition 2.1 i-dessous, nous utiliseront le rit�ere d'ind�e-pendane lin�eaire suivant.



2.2. D�EMONSTRATION DU TH�EOR�EME 2.1 19Th�eor�eme 2.2 (Crit�ere de Nesterenko). Soit N r�eels �1; �2; : : : ; �N etsupposons qu'il existe N suites (pl;n)n�0 tels que :i) 8i = 1; : : : ; N , pl;n 2 Z ;ii) �n+o(n)1 � j NXl=1 pl;n�lj � �n+o(n)2 ave 0 < �1 � �2 < 1 ;iii) 8l = 1; : : : ; N , jpl;nj � �n+o(n) ave � > 1.Dans es onditions,dimQ(Q �1 + Q �2 + � � �+ Q �N ) � log(�)� log(�1)log(�)� log(�1) + log(�2) :Proposition 2.1. Soit a un entier � 2 et � = p=q un nombre rationnel telque j�j < 1 . Pour tout entier r tel que 1 � r < a, on a la minorationÆ�(a) � a log(r) + (a + r + 1) log(2)� (r + 1) log j�ja+ (a + r + 1) log(2) + r log(r) + log jqj : (2.8)D�emonstration. D'apr�es le Th�eor�eme des nombres premiers,dn = en+o(n) : (2.9)Fixons � = p=q ave j�j < 1 et d�e�nissons pour tout entier n � 0pl;n = danpnPl;n(q=p) pour l 2 f1; : : : ; ag et `n = danpnSn(q=p) :(2.2) montre que pour tout n � 0`n = p0;n + aXl=1 pl;nLil(�) :(2.7) montre que pour tout l 2 f0; : : : ; ag et pour tout n � 0, pl;n 2 Z .(2:5) et (2:9) montrent quelog j`nj = n log(�) + o(n) ave � = eajpj'r;a(1=�) :En�n, (2:6) et (2:9) impliquent que pour tout l = 0; : : : ; a :log jpl;nj � n log(�) + o(n) ave � = eajqj2a+r+1rr :En appliquant le Th�eor�eme 2.2, on obtient don la minorationÆ�(a) � (a+ r + 1) log(2) + r log(r)� log j�j � log('r;a(1=�))a+ (a + r + 1) log(2) + r log(r) + log jqj :



20 CHAPITRE 2. VALEURS DES POLYLOGARITHMESEn utilisant la majoration de 'r;a(1=�) donn�ee au Lemme 2.3, on en d�eduitla minoration (2.8).D�emonstration du Th�eor�eme 2.1. Dans les onditions de la Proposition2.1, hoisissons r = r(a) omme l'entier < a le plus prohe de a(log(a))�2.On a alorsa log(r) + (a+ r + 1) log(2)� (r + 1) log j�j = (1 + o(1))a log(a)et a+ (a + r + 1) log(2) + r log(r) + log jqj = (1 + log(2))a+ o(a) :D'o�u Æ�(a) � (1 + o(1)) log(a)1 + log(2) + o(1) ;e qui prouve le Th�eor�eme 2.1.



Chapitre 3Ind�ependane lin�eaire d'unein�nit�e des nombres �(2n + 1)Dans e hapitre, nous d�emontrons qu'une in�nit�e de valeurs de la fon-tion � aux entiers impairs sont irrationnels. De fa�on plus pr�eise, nous prou-vons leTh�eor�eme 3.1. Soit a un entier impair � 3 et notons Æ(a) la dimension duQ �espae vetoriel engendr�e par 1; �(3); �(5); : : : ; �(a): On a alorsÆ(a) � 13 log(a) :De plus, pour tout " > 0, il existe un entier A(") tel que si a � A("),Æ(a) � 1� "1 + log(2) log(a):Nous montrons �egalement leTh�eor�eme 3.2. Il existe un entier impair j, 5 � j � 169 tel que 1, �(3) et�(j) sont lin�eairement ind�ependants sur Q .Pour d�emontrer es th�eor�emes, nous introduisons la s�erieSn;a;r(z) = n!a�2r +1Xk=1 (k � rn)rn(k + n+ 1)rn(k)an+1 z�ko�u n, r et a sont des entiers v�eri�ant n � 0, 1 � r < a=2 : es onditionsassurent que Sn;a;r(z) onverge pour tout nombre omplexe z de module � 1.Comme nous l'a fait remarquer l'arbitre de [BR℄, ette s�erie, que nous�erirons Sn(z), est elle aussi une fontion hyperg�eom�etrique g�en�eralis�ee :21



22 CHAPITRE 3. IND�EPENDANCE DES � IMPAIRS
Sn(z) = z�rn�1n!a�2r�(rn+ 1)a+1�((2r + 1)n+ 2)�((r + 1)n+ 2)a+1� a+2Fa+1�rn+ 1; : : : ; rn+ 1; (2r + 1)n+ 2(r + 1)n + 2; : : : ; (r + 1)n+ 2 ????z�1� :Les d�emonstrations sont similaires �a elle du Th�eor�eme 2.1 : le Lemme3.1 montre que la s�erie Sn(1) fournit des ombinaisons lin�eaires �a oeÆientsrationnels en les � impairs lorsque n est pair. Apr�es avoir donn�e une expres-sion int�egrale de type Beukers [Beu1℄ (Lemme 3.2), nous en d�eduisons l'esti-mation de Sn(1) (Lemme 3.3). Les Lemmes 3.4 et 3.5 onernent les propri�et�esasymptotiques et arithm�etiques des oeÆients des ombinaisons lin�eaires.En�n, pour onlure, nous appliquons de nouveau le rit�ere d'ind�ependanelin�eaire de Nesterenko [Ne1℄.3.1 R�esultats auxiliairesDans toute la suite, on poseRn(t) = n!a�2r (t� rn)rn(t+ n + 1)rn(t)an+1 :Pour l 2 f1; : : : ; ag et j 2 f0; : : : ; ng, on note aussil;j;n = Da�l (Rn(t)(t+ j)a)jt=�j 2 Q ; (3.1)P0;n(z) = � aXl=1 nXj=1 l;j;n jXk=1 1kl zj�k et Pl;n(z) = nXj=0 l;j;nzj : (3.2)Les Pl;n(z) sont don des polynômes �a oeÆients rationnels.Lemme 3.1. On a :Sn(1) = P0;n(1) + aXl=2 Pl;n(1)�(l) : (3.3)De plus, si (n+ 1)a+ l est impair, alors Pl;n(1) = 0 : (3.4)



3.1. R�ESULTATS AUXILIAIRES 23En partiulier, si n est pair et a impair � 3, Pl;n(1) = 0 pour tout l 2f2; : : : ; ag pair et Sn(1) est alors une ombinaison lin�eaire uniquement enles � impairs :Sn(1) = P0;n(1) + (a�1)=2Xl=1 P2l+1;n(1)�(2l+ 1) : (3.5)D�emonstration. En d�eomposant Rn(t) en frations partielles, on obtient :Rn(t) = aXl=1 nXj=0 l;j;n(t+ j)l :Mutatis mutandis, on peut r�ep�eter la d�emonstration du Lemme 2.1 de lapremi�ere partie et on a pour jzj � 1, z 6= 1Sn(z) = aXl=1 Pl;n(z)Lil(1=z) + P0;n(z) :Comme 2r < a, le degr�e total de la fration rationnelle Rn(t) est � �2, donP1;n(1) =Pnj=0Rest=�j(Rn(t)) = 0 etlimz!1jzj>1(P1;n(z)Li1(1=z)) = 0 :Comme Lis(1) = �(s), on en d�eduit (3:3). Montrons maintenant (3:4) et pourela reformulons (3:1) sous la formel;j;n = (�1)a�lDa�l(�n;j(x))jx=jo�u�n;j(x) = Rn(�x)(j � x)a = n!a�2r (�x� rn)rn(�x + n+ 1)rn(�x)an+1 (j � x)a :On a �n;n�j(n� x) = n!a�2r (x� (r + 1)n)rn(x + 1)rn(x� n)an+1 (x� j)a : (3.6)En appliquant l'identit�e (�)l = (�1)l(�� � l + 1)l aux trois symboles dePohhammer de (3:6), on obtient�n;n�j(n� x)=n!a�2r (�1)rn(�x + n + 1)rn(�1)rn(�x� rn)rn(�1)(n+1)a(�x)an+1 (�1)a(j � x)a=(�1)na�n;j(x) :



24 CHAPITRE 3. IND�EPENDANCE DES � IMPAIRSDon pour tout k � 0,�(k)n;n�j(n� x) = (�1)k(�1)na�(k)n;j(x) :En partiulier ave k = a� l et x = j, on al;n�j;n = (�1)a�l(�1)anl;j;n ;e qui implique la relationPl;n(1) = (�1)(n+1)a+lPl;n(1) :Si (n + 1)a+ l est impair, on en d�eduit que Pl;n(1) = 0.D�e�nissons maintenant l'int�egraleIn(z) = Z[0;1℄a+1  Qa+1l=1 xrl (1� xl)(z � x1x2 � � �xa+1)2r+1!n dx1dx2 � � �dxa+1(z � x1x2 � � �xa+1)2qui est d�e�nie a priori pour tout omplexe z tel que jzj > 1.Lemme 3.2. La s�erie Sn(z) admet la repr�esentation int�egrale, pour jzj � 1 :Sn(z) = ((2r + 1)n+ 1)!n!2r+1 z(r+1)n+1In(z) : (3.7)D�emonstration. La s�erie Sn(z) est une fontion hyperg�eom�etrique g�en�era-lis�ee dont les param�etres sont tels qu'elle peut s'exprimer sous la formeint�egrale voulue pour jzj > 1 (voir par exemple [Sl℄, p. 108). Il s'agit demontrer que ette repr�esentation est enore valide si jzj = 1. Pour ela po-sons E = fz 2 C : jzj � 1g et d�e�nissons la fontionF (x; z) = ( Qa+1l=1 xrl (1�xl)(z�x1���xa+1)2r+1 si (x; z) 2 [0; 1℄a+1 � E et (x; z) 6= (1; 1; : : : ; 1) ;0 si (x; z) = (1; 1; : : : ; 1) .La fontion F (x; z) est ontinue sur [0; 1℄a+1�E : en e�et, pour x 2 [0; 1℄a+1,il est lair que pour tout l = 1; : : : ; a+ 1, on a 1� x1 � � �xa+1 � 1� xl, d'o�u(1� x1 � � �xa+1)a+1 � a+1Yl=1(1� xl) :Don pour tout (x; z) 2 [0; 1℄a+1 � E tel que (x; z) 6= (1; 1; : : : ; 1),jF (x; z)j � F (x; 1) � a+1Yl=1 �xrl (1� xl)a�2ra+1 � :



3.1. R�ESULTATS AUXILIAIRES 25Il en r�esulte que la fontion F (x; z) est ontinue sur [0; 1℄a+1 � E, puisquea > 2r. Par ailleurs, la fontion G(x; z) = (z � x1 � � �xa+1)�2 est int�egrablesur [0; 1℄a+1, e qui r�esulte de la ontinuit�e, pour jtj � 1, de la fontionZ 10 Z 10 Z 10 dudvdw(1� uvwt)2 = t�1Li2(t) :Notons ~Sn(z) le membre de droite de (3:7) et u(x; z) = F (x; z)nG(x; z).Alors :� pour tout z 2 E, ju(x; z)j � u(x; 1) et u(x; 1) est int�egrable sur [0; 1℄a+1 ;� pour tout x 2 [0; 1℄a+1, x 6= (1; : : : ; 1), la fontion u(x; z) est ontinuesur E.Don ~Sn(z) est ontinue sur E. Comme Sn(z) est aussi ontinue sur E etSn(z) = ~Sn(z) si jzj > 1, ette derni�ere �egalit�e est enore vraie sur E, e quitermine la d�emonstration du Lemme 3.2.Consid�erons maintenant le polynômeQr;a(s) = rsa+2 � (r + 1)sa+1 + (r + 1)s� r :On remarque que Qr;a(s) = sa+1(rs� r� 1) + ((r+ 1)s� r) < 0 sur [0; rr+1 ℄.De plus Q0r;a(s) = r(a+ 2)sa+1 � (r + 1)(a+ 1)sa + r + 1et Q00r;a(s) = (a + 1)sa�1(r(a+ 2)s� (r + 1)a) :D'o�u Q0r;a(0) = r + 1 > 0, Q0r;a(1) = 2r � a < 0 et Q00r;a(s) < 0 sur [0; 1℄. Onen d�eduit que Qr;a a une seule raine s0 dans [0; 1[ et que s0 2 ℄ rr+1 ; 1[:Lemme 3.3. La suite jSn(1)j1=n admet une limite not�ee 'r;a telle que'r;a = ((r + 1)s0 � r)r(r + 1� rs0)r+1(1� s0)a�2r :De plus, on a l'enadrement0 < 'r;a � 2r+1ra�2r : (3.8)D�emonstration. En vertu de la formule de Stirling,limn!+1�((2r + 1)n+ 1)!n!2r+1 �1=n = (2r + 1)2r+1 :



26 CHAPITRE 3. IND�EPENDANCE DES � IMPAIRSCompte-tenu de l'expression int�egrale (3:7), limn!+1 jSn(1)j1=n existe et vaut'r;a = (2r + 1)2r+1 max(x1;:::;xa+1)2[0;1℄a+1 Qa+1l=1 xrl (1� xl)(1� x1x2 � � �xa+1)2r+1! :Posons F (x) = F (x1; : : : ; xa+1) = Qa+1l=1 xrl (1� xl)(1� x1x2 � � �xa+1)2r+1et f(x) = log(F (x)) : pour tout l 2 f1; : : : ; a+ 1g, les extrema de F doiventv�eri�er �f�xl (x) = 1xl �r � xl1� xl + (2r + 1) x1x2 � � �xa+11� x1x2 � � �xa+1� = 0Le maximum de F est don atteint sur la diagonale x1 = x2 = � � � = xa+1 eton a 'r;a = (2r + 1)2r+1 maxs2[0;1℄�sr(a+1)(1� s)a+1(1� sa+1)2r+1 � :On v�eri�e que e maximum est atteint pour s = s0, raine dans ℄0; 1[ dupolynôme Qr;a. De la relation rsa+20 � (r + 1)sa+10 + (r + 1)s0 � r = 0, ond�eduit que sa+10 = (r + 1)s0 � rr + 1� rs0d'o�u 'r;a = (2r + 1)2r+1 sr(a+1)0 (1� s0)a+1(1� sa+10 )2r+1= ((r + 1)s0 � r)r(r + 1� rs0)r+1(1� s0)a�2r� (2r + 1)r+1(r + 1)a�r+1 � (2r + 2)r+1(r + 1)a�r+1 � 2r+1ra�2ren utilisant l'enadrement rr+1 < s0 < 1.Lemme 3.4. Pour tout l 2 f0; : : : ; ag,lim supn!+1 jPl;n(1)j1=n � 2a�2r(2r + 1)2r+1 : (3.9)D�emonstration. Si l 2 f1; : : : ; ag, il suÆt de majorer les oeÆients l;j;npuisque l'on a Pl;n(1) =Pnj=0 l;j;n. Pour ela on utilise la formule de Cauhy :l;j;n = 12i� Zjz+jj=1=2Rn(z)(z + j)l�1dz



3.1. R�ESULTATS AUXILIAIRES 27o�u jz+ jj = 1=2 d�esigne le erle de entre �j et de rayon 1=2. Sur e erle,on a j(z � rn)rnj � (j + 2)rn ; j(z + n + 1)rnj � (n� j + 2)rnet j(z)n+1j � 2�3(j � 1)!(n� j � 1)! :Donjl;j;nj � (rn+ j + 1)!(j + 1)!(j!(n� j)!)r ((r + 1)n� j + 1)!(n� j + 1)!(j!(n� j)!)r � n!j!(n� j)!�a�2r(2n2)a� (2r + 1)(2r+1)n+22(a�2r)n(2n2)aen remarquant que les oeÆients multinômiaux(rn+ j + 1)!(j + 1)!(j!(n� j)!)r et ((r + 1)n� j + 1)!(n� j + 1)!(j!(n� j)!)rsont major�es respetivement par (2r + 1)rn+j+1 et (2r + 1)(r+1)n�j+1. On adon lim supn!+1 jPl;n(1)j1=n � 2a�2r(2r + 1)2r+1 :Il nous reste �a majorer P0;n(1) (dont on a d�etermin�e l'expression (3:1)) :P0;n(1) = � aXl=1 nXj=1 l;j;n jXk=1 1kl :Comme jXk=1 1kl � jXk=1 1k � j � n ;on a bien l�a aussi lim supn!+1 jP0;n(1)j1=n � 2a�2r(2r + 1)2r+1 :Lemme 3.5. Pour tout l 2 f0; : : : ; ag,da�ln Pl;n(z) 2 Z [z℄ (3.10)o�u dn = ppm(1; 2; : : : ; n).



28 CHAPITRE 3. IND�EPENDANCE DES � IMPAIRSD�emonstration. D�eomposons le num�erateur de Rn(t) en 2r produits de nfateurs ons�eutifs :Rn(t)(t + j)a =  rYl=1 Fl(t)!� rYl=1 Gl(t)!�H(t)a�2ro�u pour l 2 f1; : : : ; rg :Fl(t) = (t� nl)n(t)n+1 (t+ j) ; Gl(t) = (t+ nl + 1)n(t)n+1 (t + j)et H(t) = n!(t)n+1 (t+ j) :D�eomposons Fl(t), Gl(t) et H(t) en frations partielles :Fl(t) = 1+ nXp=0p6=j (j � p)fp;lt + p ; Gl(t) = 1+ nXp=0p6=j (j � p)gp;lt + p ; H(t) = nXp=0p6=j (j � p)hpt+ po�ufp;l = (�p� nl)nnYh=0h6=p(�p+ h) = (�1)n((l � 1)n+ p+ 1)n(�1)pp!(n� p)! = (�1)n�p�nl + pn ��np� ;
gp;l = (�p+ nl + 1)nnYh=0h6=p(�p+ h) = (�1)p((l + 1)n� p)!(nl � p)!p!(n� p)! = (�1)p�n(l + 1)� pn ��np�et hp = n!nYh=0h6=p(�p+ h) = (�1)pn!p!(n� p)! = (�1)p�np�sont des entiers. On a alors pour tout entier � � 0 :(D�Fl(t))jt=�j = Æ0;� + nXp=0p6=j (�1)� (j � p)fp;l(p� j)�+1 ;



3.2. D�EMONSTRATIONS DES TH�EOR�EMES 3.1 ET 3.2 29(D�Gl(t))jt=�j = Æ0;� + nXp=0p6=j (�1)� (j � p)gp;l(p� j)�+1 ;(D�H(t))jt=�j = nXp=0p6=j (�1)� (j � p)hp(p� j)�+1ave Æ0;� = 1 si � = 0, Æ0;� = 0 si � > 0. On a don montr�e qued�n(D�Fl)jt=�j ; d�n(D�Gl)jt=�j et d�n(D�H)jt=�jsont des entiers pour tout � 2 N . Grâe �a la formule de LeibnizDa�l(R(t)(t + j)a) =X� (D�1F1) � � � (D�rFr)(D�r+1G1) � � � (D�2rGr)(D�2r+1H) � � � (D�aH)(o�u la somme est sur les multi-indies � 2 N a tels que �1+ � � �+�a = a� l),on en d�eduit alors que da�ln l;j;n 2 Z et don que da�ln Pl;n(z) 2 Z [z℄.3.2 D�emonstrations des Th�eor�emes 3.1 et 3.2Le Th�eor�eme 2.2 (rit�ere de Nesterenko) permet de montrer la Proposition3.1 i-dessous, dont les Th�eor�emes 3.1 et 3.2 sont des ons�equenes.Proposition 3.1. Soit a un entier impair � 3. Pour tout entier r tel que1 � r < a=2, on a la minorationÆ(a) � (a� 2r) log(2) + (2r + 1) log(2r + 1)� log('r;a)a+ (a� 2r) log(2) + (2r + 1) log(2r + 1) (3.11)o�u 'r;a = ((r+1)s0� r)r(r+1� rs0)r+1(1� s0)a�2r et s0 est l'unique rainedans ℄0; 1[ du polynôme Q(s) = rsa+2�(r+1)sa+1+(r+1)s�r. En partiulierÆ(a) � log(r) + a�ra+1 log(2)1 + log(2) + 2r+1a+1 log(r + 1) : (3.12)D�emonstration. D�e�nissons, pour tout entier n � 0, `n = da2nS2n(1) etp0;n = da2nP0;2n(1); pl;n = da2nP2l+1;2n(1) pour l 2 f1; : : : ; (a� 1)=2g :



30 CHAPITRE 3. IND�EPENDANCE DES � IMPAIRS(3:5) montre que pour tout n � 0, `n est une ombinaison lin�eaire en les �impairs : `n = p0;n + (a�1)=2Xl=1 pl;n�(2l + 1) :(3.10) montre que pour tout l 2 f0; : : : ; (a � 1)=2g et tout n � 0, pl;n 2 Z .(2.9) et le lemme 3.3 montrent quelog j`nj = 2n log(�) + o(n) ave � = ea'r;a :En�n, (2.9) et (3.9) impliquent que pour tout l 2 f0; : : : ; (a� 1)=2g :log jpl;nj � 2n log(�) + o(n) ave � = ea2a�2r(2r + 1)2r+1 :En appliquant le Th�eor�eme 2.2 (rit�ere de Nesterenko), on en d�eduit (3.11).En utilisant la majoration (3.8) et l'enadrement 2r � 2r + 1 � 2(r + 1), onobtient l'in�egalit�e (3.12).D�emonstration du Th�eor�eme 3.2. On hoisit a = 169 et r = 10 dansla minoration (3.11) de la Proposition 3.1 : un alul par ordinateur montreque s0 � 0; 90909093 et log('10;169) � �505; 73453d'o�u Æ(169) > 2; 001. Il existe don deux entiers impairs j et k tels que3 � j; k � 169 et 1, �(j) et �(k) sont lin�eairement ind�ependants sur Q .L'irrationalit�e de �(3) nous permet de supposer k = 3, e qui prouve leTh�eor�eme 3.2.D�emonstration du Th�eor�eme 3.1. Supposons a impair. Nous allons dis-tinguer plusieurs as :� 3 � a � 167 < e6 : le Th�eor�eme d'Ap�ery donne Æ(3) � 2, d'o�uÆ(a) � 2 � 13 log(a).� 169 � a � 8:103 � 1 < e9 : le Th�eor�eme 3.2 donne Æ(169) � 3 d'o�uÆ(a) � 3 � 13 log(a).� 8:103+1 � a � 105� 1 < e12 : la Proposition 3.1 (ave r = 200) donneÆ(8:103 + 1) > 3 d'o�u Æ(a) � 4 � 13 log(a).� 105 + 1 � a � 106 � 1 < e15 : la Proposition 3.1 (ave r = 600) donneÆ(105 + 1) > 4 d'o�u Æ(a) � 5 � 13 log(a).� a � 106 + 1 : en hoisissant r = [a3=5 + 1℄ < a=2 dans (3.12) de laProposition 3.1, on obtientÆ(a) � 35(a) log(a)



3.2. D�EMONSTRATIONS DES TH�EOR�EMES 3.1 ET 3.2 31o�u (a) = 1+log(2)+ 2a3=5+3a+1 log(a3=5+1) est d�eroissante et (106+1) <9=5. Don l�a aussi Æ(a) � 13 log(a).Montrons maintenant la deuxi�eme partie : on hoisit pour ela r = r(a)omme l'entier < a=2 le plus prohe de a(log(a))�2. On a alorslog(r) + a� ra + 1 log(2) = (1 + o(1)) log(a)et 1 + log(2) + 2r + 1a+ 1 log(r + 1) = 1 + log(2) + o(1) :D'o�u Æ(a) � (1 + o(1)) log(a)1 + log(2) + o(1) ;e qui prouve le Th�eor�eme 3.1.



32 CHAPITRE 3. IND�EPENDANCE DES � IMPAIRS



Chapitre 4Irrationalit�e d'au moins un desneuf nombres �(5); �(7); : : : ; �(21)Le Th�eor�eme 3.2 du hapitre pr�e�edent montre qu'il existe un entier im-pair j tel que 5 � j � 169 et 1, �(3) et �(j) sont lin�eairement ind�ependantssur Q : e r�esultat implique l'irrationalit�e de �(j) mais est bien sûr plus fort.Dans ette partie, nous am�eliorons la majoration j � 169 en ne reherhantque l'irrationalit�e de �(j) :Th�eor�eme 4.1. Il existe un entier impair j tel que 5 � j � 21 et �(j) 62 Q.La d�emonstration de e th�eor�eme repose sur la s�erie suivanteSn;a(z) = n!a�6 +1Xk=1 12 d2dk2 ��k + n2� (k � n)3n(k + n+ 1)3n(k)an+1 � z�ko�u z est un nombre omplexe de module � 1 et a un entier � 6. L'�etudede Sn;a(z), que nous �erirons d�esormais Sn(z), est similaire �a elle de la s�erieonsid�er�ee dans le troisi�eme hapitre :� Le Lemme 4.1 montre que, si a est pair, la s�erie Sn(1) s'�erit ommeune ombinaison lin�eaire (�a oeÆients rationnels) de 1 et des �(j) pour jimpair, j 2 f4; : : : ; a+ 2g.� Le Lemme 4.2 d�etermine un d�enominateur ommun aux oeÆients deette ombinaison lin�eaire.� L'estimation du omportement de jSn(1)j1=n est d�eliate puisqu'uneexpression int�egrale de type Beukers [Beu1℄ n'est pas onnue pour Sn(1).N�eanmoins, en suivant Nesterenko [N2℄, le Lemme 4.4 montre que Sn(1) peuts'�erire omme la partie r�eelle d'une int�egrale omplexe : le omportementasymptotique de ette int�egrale est alors d�etermin�e au Lemme 4.5 par lam�ethode du ol (Lemme 4.3). 33



34 CHAPITRE 4. �(5); �(7); : : : ; �(21)� En�n, il n'y a pas lieu ii de borner la hauteur des oeÆients de laombinaison : ela n'est n�eessaire que pour l'ind�ependane lin�eaire.4.1 R�esultats auxiliairesPosons Rn(t) = n!a�6 �t + n2� (t� n)3n(t+ n + 1)3n(t)an+1et l;j;n = Da�l(Rn(t)(t+ j)a)jt=�j : on a alors la d�eomposition en �el�ementssimples R00n(t) = aXl=1 nXj=0 l(l + 1)l;j;n(t+ j)l+2 : (4.1)D�e�nissons �egalement les polynômes �a oeÆients rationnelsP0;n(z) = � aXl=1 nXj=1 jXk=1 l(l + 1)l;j;n2kl+2 zj�k et Pl;n(z) = nXj=0 l;j;nzj : (4.2)o�u l 2 f1; : : : ; agLemme 4.1. Pour tout z 2 C , jzj > 1, on aSn(z) = P0;n(z) + aXl=1 l(l + 1)2 Pl;n(z)Lil+2(1=z)et P1;n(1) = 0. De plus, si a est pair, alors pour tout n � 0 et pour tout entierpair l 2 f2; : : : ; ag, on a Pl;n(1) = 0 et donSn(1) = P0;n(1) + a=2Xj=2 j(2j � 1)P2j�1;n(1)�(2j + 1) :



4.1. R�ESULTATS AUXILIAIRES 35D�emonstration.De la d�eomposition (4.1) deRn(t), on d�eduit que si jzj > 1Sn(z) = aXl=1 nXj=0 l(l + 1)l;j;n2 +1Xk=1 z�k(k + j)l+2= aXl=1 nXj=0 l(l + 1)l;j;n2 zj  +1Xk=1 1kl+2 z�k � jXk=1 1kl+2 z�k!= P0;n(z) + aXl=1 l(l + 1)2 Pl;n(z)Lil+2(1=z) :Comme le degr�e total de la fration rationnelle Rn(t) est � �2, on aP1;n(1) = nXj=0 Rest=�j(Rn(t)) = 0 :On peut r�e�erire l;j;n = (�1)a�lDa�l(�n;j(x))jx=j o�u�n;j(x) = n!a�6 �n2 � x� (�x� n)n(�x + n + 1)n(�x)an+1 (j � x)a :On a �n;n�j(n� x) = n!a�6 �x� n2� (x� 2n)n(x+ 1)n(x� n)an+1 (x� j)a : (4.3)En appliquant l'identit�e (�)l = (�1)l(�� � l + 1)l aux trois symboles dePohhammer de (4.3), on obtient�n;n�j(n� x)= �n!a�6 �n2 � x� (�1)n(�x + n+ 1)n(�1)n(�x� n)n(�1)(n+1)a(�x)an+1 (�1)a(j � x)a= (�1)na+1�n;j(x) :Don pour tout k � 0,�(k)n;n�j(n� x) = (�1)k+na+1�(k)n;j(x) :En partiulier, ave k = a� l et x = j, on al;n�j;n = (�1)a(n+1)+l+1l;j;n ;



36 CHAPITRE 4. �(5); �(7); : : : ; �(21)e qui implique la relationPl;n(1) = (�1)(n+1)a+l+1Pl;n(1) :Si (n + 1)a+ l est pair, on en d�eduit que Pl;n(1) = 0.Lemme 4.2. Pour tout l 2 f1; : : : ; ag on a2da�ln Pl;n(z) 2 Z[z℄ et 2da+2n P0;n(z) 2 Z[z℄o�u dn = ppm(1; 2; : : : ; n).D�emonstration. On �erit Rn(t)(t+ j)a = F (t)3�G(t)3�H(t)a�6� I(t) o�uI(t) = t+ n=2 etF (t) = (t� n)n(t)n+1 (t+ j) ; G(t) = (t + n+ 1)n(t)n+1 (t+ j) ; H(t) = n!(t)n+1 (t+ j) :D�eomposons F (t), G(t) et H(t) en frations partielles :F (t) = 1 + nXp=0p6=j j � pt+ p fp ; G(t) = 1 + nXp=0p6=j j � pt+ p gp ; H(t) = nXp=0p6=j j � pt+ p hpo�u fp = (�p� n)nnYh=0h6=p(�p+ h) = (�1)n(p+ 1)n(�1)pp!(n� p)! = (�1)n�p�n + pn ��np� 2 Z ;
gp = (�p+ n + 1)nnYh=0h6=p(�p + h) = (�1)p(2n� p)!(n� p)!p!(n� p)! = (�1)p�2n� pn ��np� 2 Zet hp = n!nYh=0h6=p(�p+ h) = (�1)pn!p!(n� p)! = (�1)p�np� 2 Z :On a alors pour tout entier � � 0 :(D�F (t))jt=�j = Æ0;� + nXp=0p6=j (�1)� j � p(p� j)�+1fp ;



4.2. D�EMONSTRATION DU TH�EOR�EME 4.1 37(D�G(t))jt=�j = Æ0;� + nXp=0p6=j (�1)� j � p(p� j)�+1 gp ;(D�H(t))jt=�j = nXp=0p6=j (�1)� j � p(p� j)�+1hpave Æ0;� = 1 si � = 0, Æ0;� = 0 si � > 0. On a don montr�e qued�n(D�F )jt=�j ; d�n(D�G)jt=�j et d�n(D�H)jt=�jsont des entiers pour tout � 2 N . De plus, 2(D�I)jt=�j 2 Z. Grâe �a laformule de LeibnizDa�l(R(t)(t+ j)a) =X� (D�1F )(D�2F )(D�3F )� (D�4G)(D�5G)(D�6G)(D�7H) � � � (D�aH)(D�a+1I)(o�u la somme est sur les multi-indies � 2 N a+1 tels que �1+� � �+�a+1 = a�l),on en d�eduit alors que 2da�ln l;j;n 2 Z . Les expressions (4.2) des polynômesP0;n(z) et Pl;n(z) permettent de onlure.4.2 D�emonstration du Th�eor�eme 4.1Pour estimer Sn(1), nous suivons la d�emarhe utilis�ee par [N℄ et [HP℄ quionsiste �a exprimer Sn(1) �a l'aide d'une int�egrale omplexe �a laquelle on peutappliquer la m�ethode du ol, m�ethode dont nous rappelons tout d'abord leprinipe (voir par exemple [C, pp. 91-94℄ ou [D, pp. 279-285℄).Soit w une fontion analytique au voisinage d'un point z0. On appellehemin de desente de Re(w) en z0 tout hemin du plan issu de z0 et le longduquel Re(w(z)) est stritement d�eroissante quand z s'�eloigne de z0. Leshemins de plus grande desente de Re(w) en z0 sont les hemins tels queRe(w) a (loalement) la d�eroissane la plus rapide parmi tous les heminsde desente : il est en fait �equivalent de demander que Im(w) soit onstantele long de es hemins, 'est �a dire que la phase de ew soit stationnaire.Supposons w telle que w0(z0) = 0 et w00(z0) = jw00(z0)jei�0 6= 0. Notons� la diretion d'une droite � passant par z0, 'est-�a-dire � = arg(z � z0)o�u z 2 �. Il existe exatement deux hemins de plus grande desente deRe(w) en z0, dont les diretions des tangentes en z0 sont �+ = �2 � �02 et�� = ��2 � �02 : es diretions ritiques sont oppos�ees. Il peut s'av�erer diÆilede d�eterminer exatement les hemins de plus grande desente. On peut



38 CHAPITRE 4. �(5); �(7); : : : ; �(21)s'a�ranhir de e probl�eme en onsid�erant n'importe quelle diretion � en z0telle que os(�0 + 2�) < 0 : au voisinage de z0,w(z) = w(z0) + 12w00(z0)(z � z0)2 +O((z � z0)3)et sur un hemin L dont les deux diretions en z0 v�eri�ent la ondition i-dessus, on a alors Re(12w00(z0)(z � z0)2) < 0 et Re(w) admet un maximumloal en z0 le long de L. Convenons de dire qu'un hemin L est admissible enz0 si les deux diretions � en z0 v�eri�ent os(�0+2�) < 0 et si Re(w(z0)) estle maximum global de Re(w) le long de L.Lemme 4.3 (M�ethode du ol). Soit g et w deux fontions analytiques dansun ouvert simplement onnexe D du plan. Supposons qu'il existe z0 2 D telque w0(z0) = 0 et w00(z0) = jw00(z0)jei�0 6= 0. Si L est un hemin inlus dansD et admissible en z0, alorsZL g(z)enw(z)dz � g(z0)s 2�njw00(z0)j ei(��2��02 )enw(z0) (n! +1) (4.4)o�u le hoix de � d�epend de l'orientation de L. De plus, ette estimationest enore valable si L est un hemin que l'on peut d�eformer en un heminadmissible en z0.Nous appliquons maintenant ette m�ethode �a l'estimation asymptotiquede Sn(1). Consid�erons l'int�egrale omplexeJn(u) = n2i� ZLRn(nz)� �sin(n�z)�3 enuzdzo�u u est un nombre omplexe tel que Re(u) � 0 et jIm(u)j � 3�, L estune droite vertiale orient�ee de +i1 �a �i1 et ontenue dans la bande 0 <Re(z) < 1, e qui assure que l'int�egrale Jn(u) onverge.Lemme 4.4. Dans es onditions, on ai)Jn(u) = (�1)nn22i� n!a�6� ZL�z + 12� �(nz)a+3�(n� nz + 1)3�(nz + 2n+ 1)3�(nz + n+ 1)a+3 enuzdz :ii) Sn(1) = Re (Jn(i�)) :



4.2. D�EMONSTRATION DU TH�EOR�EME 4.1 39D�emonstration. i) Comme (�)n = �(�+n)=�(�) et (t�n)3n = (�1)n(1�t)3n,on aRn(t) = (�1)nn!a�6 �t+ n2� (1� t)3n(t+ n+ 1)3n(t)an+1= (�1)nn!a�6 �t+ n2� �(n� t + 1)3�(t+ 2n+ 1)3�(t)a�(1� t)3�(t+ n + 1)3�(t+ n + 1)a :De plus, la formule des ompl�ements �(t)�(1� t) = �= sin(�t) (pour t 62 Z)implique queRn(t)� �sin�t�3 = (�1)nn!a�6 �t+ n2� �(t)a+3�(n� t + 1)3�(t+ 2n+ 1)3�(t+ n + 1)a+3 :On a donZL0 Rn(t)� �sin(�t)�3 eutdt= (�1)nn!a�6 ZL0 �t+ n2� �(t)a+3�(n� t+ 1)3�(t+ 2n+ 1)3�(t+ n+ 1)a+3 eutdto�u L0 est une droite vertiale quelonque ontenue dans 0 < Re(t) < n. Lehangement de variable t = nz et le th�eor�eme de Cauhy justi�ent queJn(u) = (�1)nn22i� n!a�6� ZL�z + 12� �(nz)a+3�(n� nz + 1)3�(nz + 2n+ 1)3�(nz + n+ 1)a+3 enuzdz :ii) Soit  2℄0; n[ et soit T 2 12 + Z tel que T > n+ 1. Consid�erons le ontourretangulaire RT orient�e dans le sens diret, de sommets � iT et T � iT : lafontion F (t; u) = Rn(t)(�= sin(�t))3eut est m�eromorphe dans le demi-planRe(t) > 0 et ses pôles sont les entiers k � n + 1. En appliquant le th�eor�emedes r�esidus, il d�eoule que12i� ZRT F (t; u)dt = [T ℄Xk=n+1Rest=k(F (t; u)) :o�uRest=k(F (t; u)) = �2 + u22 Rn(k)(�eu)k + uR0n(k)(�eu)k + 12R00n(�eu)k :



40 CHAPITRE 4. �(5); �(7); : : : ; �(21)Sur les trois ôt�es [� iT; T � iT ℄, [T � iT; T + iT ℄ et [T + iT; + iT ℄, on aRn(t) = O(T�2).Sur [T � iT; T + iT ℄, en posant t = T + iy, on asin(�t) = (�1)N osh(�y)et don j sin(�t)j � 12e�jyj. Comme jeutj = eRe(u)T�Im(u)y, on en d�eduit queRn(t)� �sin(�t)�3 eut = O �T�2eRe(u)T e�(Im(u)y+3�jyj)� = O �T�2�puisque Re(u) � 0 et jIm(u)j � 3�.De fa�on similaire, sur les deux ôt�es [� iT; T � iT ℄ et [T + iT;  + iT ℄, enposant t = x� iT ave x > 0, on a2i sin(�t) = e��T ei�x � e��T e�i�xet don j sin(�t)j � j sinh(�T )j � e�T . Comme jeutj = eRe(u)x�Im(u)T , on end�eduit queRn(t)� �sin(�t)�3 eut = O �T�2eRe(u)xe�(Im(u)T+3�T )� = O �T�2� :DonJn(u) = 12i� Z �i1+i1 F (t; u)dt = limT!+1 12i� ZRT F (t; u)dt= +1Xk=n+1Rest=k(F (t; u))= +1Xk=n+1��2 + u22 Rn(k)(�eu)k + uR0n(k)(�eu)k + 12R00n(k)(�eu)k� :En partiulier Jn(i�) = +1Xk=n+1�i�R0n(k) + 12R00n(k)�et don Sn(1) = Re(Jn(i�)).Nous utilisons maintenant la formule de Stirling sous la forme suivante�(z) =r2�z �ze�z �1 +O� 1jzj��



4.2. D�EMONSTRATION DU TH�EOR�EME 4.1 41o�u jzj ! 1, jarg(z)j < � et o�u les fontions pz et zz = ez log(z) sont d�e�niesave la d�etermination prinipale du logarithme. Sur la droite L, les quantit�esjnzj, jn�nz+1j, jnz+2n+1j et jnz+n+1j sont �equivalentes �a des multiplesonstants de n, d'o�uJn(i�) = i(�1)n+1(2�)a2�1n2�a2 ZL g(z)enw(z)dz � �1 +O �n�1�� (4.5)ave g(z) = �z + 12� p1� z 3pz + 2 3pz a+3pz + 1 a+3et w(z) = (a + 3)z log(z)� (a+ 3)(z + 1) log(z + 1)+3(1� z) log(1� z) + 3(z + 2) log(z + 2) + i�z ;les di��erentes fontions raines et logarithmes de g et w �etant de nouveaud�e�nies �a l'aide de la d�etermination prinipale du logarithme. L'expression(4.5) de Jn(i�) se prête maintenant �a une estimation par la m�ethode du ol.Dor�enavant, nous supposons a = 20. Alorsw0(z) = 23 log(z)� 23 log(z + 1) + 3 log(z + 2)� 3 log(1� z) + i�et l'�equationw0(z) = 0 poss�ede une seule solution z0 v�eri�ant 0 < Re(z0) < 1 :z0 = x0 + i y0 � 0; 9922341203� i 0; 01200539829 :On a w(z0) � �22; 02001640 + i 3; 104408624et w00(z0) � 216; 7641546 e�i0:9471277165 :Notons �0 l'argument de w00(z0) ; on onstate que � = �=2 et � = ��=2v�eri�ent os(�0 + 2�) < 0. Montrons que la droite L : Re(z) = x0 estadmissible, 'est �a dire que Re(w) admet un maximum global en z0 le longde L. Posons f(y) = �Re(w)�y (x0 + iy) ; donf(y) = �Im(w0)(x0 + iy)= �23 arg(x0 + iy) + 23 arg(x0 + 1 + iy)�3 arg(x0 + 2 + iy) + 3 arg(1� x0 � iy)� � :



42 CHAPITRE 4. �(5); �(7); : : : ; �(21)On a limy!�1 f(y) = 2� et limy!+1 f(y) = �4� :Par ailleurs, arg(z) = artan� Im(z)Re(z)� pour Re(z) > 0, d'o�udfdy = � 23x0x20 + y2 + 23(x0 + 1)(x0 + 1)2 + y2 � 3(x0 + 2)(x0 + 2)2 + y2 � 3(1� x0)(1� x0)2 + y2= N(y2)(x20 + y2)((x0 + 1)2 + y2)((x0 + 2)2 + y2)((1� x0)2 + y2) ;o�u l'on a not�eN(t) = 14t3 + 2(7x20 + 7x0 + 44)t2 + 2(�7x40 � 14x30 � 124x20 � 117x0 + 37)t+2(�7x50 � 21x40 + 16x30 + 67x20 � 9)x0 :On v�eri�e que N(t) a une seule raine dans [ 0;+1 [. Don f(y) ne s'an-nule que pour y = y0. La fontion y ! Re(w(x0 + iy)) est don strite-ment roissante sur ℄ � 1; y0 ℄, puis stritement d�eroissante sur [ y0;+1[.En ons�equene, la droite L : Re(z) = x0 est admissible en z0 pour Re(w).Lemme 4.5. On a :Jn(i�) � 0(�1)n+1n�8enw(z0) (n! +1)o�u 0 = g(z0)(2�)9p2�=jw00(z0)je�i�0=2 6= 0. De plus, il existe une suited'entiers '(n) telle quelimn!+1 jS'(n)(1)j1='(n) = eRe(w(z0)) :D�emonstration. L'estimation de Jn(i�) r�esulte de l'estimation g�en�erale(4.4), appliqu�ee �a (4.5) et �a la droite admissible L : Re(z) = x0. Pour mon-trer la derni�ere aÆrmation, notons 0 = r ei� et v0 = Im(w(z0)), de sortequeSn(1)=Re(Jn(i�))= r(�1)n+1n�8enRe(w(z0))(Re(un) os(nv0 + �)� Im(un) sin(nv0 + �))o�u un est une suite de nombres omplexes qui onverge vers 1. Remarquonsque v0 � 3; 104 n'est pas un multiple entier de � et don il existe une suited'entiers '(n) telle que os('(n)v0 + �) onverge vers une limite l 6= 0. Onen d�eduit quelimn!+1(Re(u'(n)) os('(n)v0 + �)� Im(u'(n)) sin('(n)v0 + �)) = l 6= 0



4.2. D�EMONSTRATION DU TH�EOR�EME 4.1 43et don limn!+1 jS'(n)(1)j1='(n) = eRe(w(z0)) :D�emonstration du Th�eor�eme 4.1. Posons p0;n = 2d22n P0;n(1) et pl;n =2l(2l � 1)d22n P2l�1;n(1) pour l 2 f2; : : : ; 10g. Le Lemme 4.2 implique que esont des entiers. D�e�nissons �egalement `n = 2d22n Sn(1) : le Lemme 4.1 montreque `n = p0;n + 10Xl=2 pl;n�(2l + 1) :En�n, d'apr�es le Th�eor�eme des nombres premiers, dn = en+o(n). Le Lemme4.5 montre que limn!+1 j`'(n)j1='(n) � e�0;02 2 ℄ 0; 1 [ ;e qui prouve le Th�eor�eme 4.1.



44 CHAPITRE 4. �(5); �(7); : : : ; �(21)



Chapitre 5Probl�emes et g�en�eralisations
5.1 Une onjeture et quelques ons�equenesRevenons plus en d�etail sur la s�erie de Ball mentionn�ee dans l'introdutionBn = n!2 +1Xk=1 �k + n2� (k � 1) � � � (k � n)(k + n + 1) � � � (k + 2n)k4(k + 1)4 � � � (k + n)4 :A priori, on a Bn = �n�(4) + �n�(3) + n�(2) + Æno�u �n, �n, n et Æn sont rationnels. Les mêmes arguments que eux d�evelopp�esaux hapitres 3 et 4 montrent que �n = n = 0 et que dn�n et d4nÆn sont entierspour tout n � 0. Ball a remarqu�e (voir aussi la deuxi�eme preuve du Lemme3 de [BR℄) que la onvergene de B1=nn peut être estim�ee �el�ementairement.Erivons Rn(k) = k�a ~Rn(k) o�u~Rn(k) = n!2 �k + n2� (k � n)n(k + n + 1)n(k)4n :Puisque ~Rn(k) = 0 pour 0 � k � n, on voit failement qu'il existe  > 0 telque maxk�0 ~Rn(k) = maxn+1�k�n ~Rn(k) :Notons Mn e maximum : omme Pk�n+1 k�4 < 1 et ~Rn(k) � 0, on a1(n)4Mn � Sn(1) �Mn :45



46 CHAPITRE 5. PROBL�EMES ET G�EN�ERALISATIONSIl suÆt don de montrer que M1=nn onverge et de d�eterminer la valeur deette limite. La formule de Stirling montre que pour n � k � n~Rn(k) = �n(k) k5k(k + 2n)k+2nn2n(k + n)5(k+n)(k � n)k�no�u �n(k)1=n tend vers 1. PosonsF (x) = x5x(x+ 2)x+2(x + 1)5(x+1)(x� 1)x�1 :Alors maxx2[1;℄F (x) = limn!+1 maxn�k�nF �kn� = limn!+1M1=nn :De plus, on peut hoisir  de telle sorte que maxx2[1;℄ ~F (x) = maxx2[1;+1[ ~F (x).Don limn!+1B1=nn = maxx2[1;+1[F (x) :Un alul montre que maxx2[1;+1[F (x) = F (x0) o�u x0 = 12(p5 + 4p2 � 1) estl'unique solution > 1 de l'�equation x5(x + 2) � (x + 1)5(x � 1) = 0. On end�eduit que limn!+1B1=nn = limn!+1M1=nn � 0; 029437262 :La suite d4nBn ne tend don pas vers 0 et on ne red�emontre pas l'irrationalit�ede �(3). Pourtant des aluls num�eriques montrent que les nombres �n sem-blent être les nombres d'Ap�ery an =Pnj=0 �nj�2�n+jn �2, e qui est surprenantau vue de l'expression suivante :�n = (�1)n nXj=0 �nj�4�n+ jn ��2n� jn ��n2 � j��0B� nXk=1 1n+ k � j � nXk=1 1k + j � nXk=0k 6=j 4k � j + 1n=2� j1CA :Le programme Ekhad de Zeilberger 1 montre ependant que Bn v�eri�e lar�eurrene d'ordre 2 satisfaite par les nombres d'Ap�ery :(n + 1)3un+1 � (34n3 + 51n2 + 27n+ 5)un + n3un�1 = 0 :1Ekhad est un programme (pour Maple) de alul der�eurrene des suites hyperg�eom�etriques, t�el�ehargeable librement �ahttp ://www.math.temple.edu/~zeilberg/programs.html



5.1. CONJECTURE ET CONS�EQUENCES 47Puisque �(3) est irrationnel, �n v�eri�e aussi ette r�eurrene. Comme �0 = a0et �1 = a1, on a bien l'improbable identit�e �n = an ! De fa�on similaire, onprouve que Æn = bn et don que d3nÆn 2 Z. S'il �etait possible de montrerela �el�ementairement et sans supposer l'irrationalit�e de �(3), le probl�eme deNesterenko, rappel�e dans l'introdution, serait r�esolu.Ce ph�enom�ene de d�enominateur < plus petit que pr�evu > semble êtreommun �a toute une lasse de s�eries que nous allons d�erire. Introduisonspour ela les notations suivantesRn;a;b;r(t) = n!a�2br �t + n2� (t� rn)brn(t + n+ 1)brn(t)an+1et Sn;a;b;r;`(z) = +1Xk=1 1̀!R(`)n;a;b;r(k)z�ko�u n, a, b, r, ` sont des entiers tels que n � 0, r � 1, a > 2br et ` 2 f0; : : : ; b�1g, e qui assure la onvergene de la s�erie Sn;a;b;r;`(z) pour tout z 2 C , jzj � 1.En reprenant les d�emonstrations des Lemmes 4.1 et 4.2, on montre qu'il existedes polynômes P0;n;a;b;r;`(z) et Pl;n;a;b;r(z) (pour l 2 f1; : : : ; ag) tels queSn;a;b;r;`(z) = P0;n;a;b;r;`(z) + aXl=1 (�1)`�`+ l � 1` �Pl;n;a;b;r(z)Lil+`(1=z)et tels que pour tout ` 2 f0; : : : ; b� 1g et tout l 2 f1; : : : ; ag,da+`n P0;n;a;b;r;`(z) 2 Z[z℄ et da�ln Pl;n;a;b;r(z) 2 Z[z℄ :De plus, P1;n;a;b;r(1) = 0 et en supposant a pair et b impair, pour tout l � 2pair, Pl;n;a;b;r(1) = 0. Par exemple, Bn = Sn;4;1;1;0(1) et on retrouve bien�n = n = 0 et dn�n, d4nÆn 2 Z.Nous avons vu i-dessus qu'en fait �n, d3nÆn sont d�ej�a des entiers : motiv�espar e r�esultat, des aluls ave Maple ont sugg�er�e que plus g�en�eralement lesd�enominateurs pouvaient être am�elior�es pour z = 1.Conjeture. Dans les onditions de la d�e�nition de Sn;a;b;r;`(z), si a est pairet b impair, alors 2da+`�1n P0;n;a;b;r;`(1) 2 Zet pour tout l impair de f3; : : : ; a� 1g,2da�l�1n Pl;n;a;b;r(1) 2 Z :



48 CHAPITRE 5. PROBL�EMES ET G�EN�ERALISATIONSLa d�emonstration de ette onjeture, outre une nouvelle preuve de l'irratio-nalit�e de �(3) ave la s�erie de Ball, aurait omme ons�equene d'am�eliorer leth�eor�eme 4.1. Ce th�eor�eme a �et�e d�emontr�e �a l'aide de la s�erie Sn;20;3;1;2(1) ;l'utilisation de la s�erie Sn;18;3;1;2(1) prouverait l'irrationalit�e de l'un des huitnombres �(j) ave j impair dans f5; : : : ; 19g.5.2 Valeurs de la fontion � aux entiers im-pairs dans un intervalleAve les notations du paragraphe 5.1, onsid�erons la s�erieSn(z) = Sn;�+2;��2;r;��3(z)o�u � est impair, � est pair et 1 � 2r(�� 2) < � + 4. Pour tout entier n � 0le nombre r�eel 2d�+��1n Sn(1) peut s'�erire omme une ombinaison lin�eaire �aoeÆients entiers de 1 et des �(j) pour j impair dans f�; : : : ; � + �g. En�xant �, on peut herher le plus petit entier pair � = �(�) tel que la suite2d�+��1n Sn(1) tend vers 0 : ela impliquerait alors l'existene d'un irrationnel�(j) ave j impair dans f�; : : : ; �+ �g. Deux probl�emes se pr�esentent :1) majorer Sn(1) ;2) montrer la non nullit�e de Sn(1), au moins pour une in�nit�e d'entiers n.La majoration de Sn(1) peut se faire �el�ementairement. En e�etR(��3)n;�+2;��2;r(k) = 0pour k � rn et, pour k � rn+ 1,jR(��3)n;�+2;��2;r(k)j � �(n; �; �; r)Rn;�+2;��2;r(k) ;o�u limn!+1 �(n; �; �; r)1=n = 1. Donlim supn!+1 jSn(1)j1=n � lim supn!+1 Sn;�+2;��2;r;0(1)1=n :La derni�ere limite peut se majorer failement, omme dans la d�emonstrationdu Lemme 2.3 :lim supn!+1 Sn;�+2;��2;r;0(1)1=n � �1r��+2�2(��2)r �2 + 1r�(��2)r :Des majorations plus �nes peuvent être obtenues par la m�ethode utilis�ee auparagraphe 5.1 pour estimer la onvergene de B1=nn .



5.3. LIENS AVEC L'APPROXIMATION DE PAD�E 49En revanhe, même si Sn(1) peut s'exprimer omme une somme d'int�egralesomplexes (f. hapitre 4 et [HP℄), la non nullit�e de ette s�erie n'est pasimm�ediate et reste un probl�eme ouvert. En l'admettant, on peut montrerl'existene d'une onstante expliite � > 1 telle que pour tout � � 3, l'inter-valle [�; ��℄ ontient un entier impair j tel que �(j) 62 Q.Par exemple, le hoix r = 3 et � = 104� est tel que pour tout entierimpair � � 5, e�+��1�1r��+2�2(��2)r �2 + 1r�(��2)r < 1et on peut don hoisir � = 104. Un alul plus �n permettrait sans auundoute d'am�eliorer ette onstante.5.3 Liens ave l'approximation de Pad�eNous avons vu dans l'introdution que les s�eries utilis�ees par Nikishinet Beukers apparaissent naturellement omme solution unique de probl�emesd'approximants de Pad�e : nos s�eries ont �et�e introduites en oubliant et as-pet, qui n'�etait pas essentiel. Cependant, il est bien sous-jaent, ommele montre l'exemple suivant. Cherhons �a d�eterminer des polynômes An(z),Bn(z), Cn(z) et Dn(z) de degr�e au plus n et deux s�eries enti�eres en 1=zUn(z) = An(z)Li2(1=z) +Bn(z)Li1(1=z) + Cn(z)et Vn(z) = znAn(1=z)Li2(1=z)� znBn(1=z)Li1(1=z) +Dn(z)ayant un ordre � n + 1 en z =1, ave Bn(1) = 0 : en suivant la d�emarhede [Beu3℄, on peut montrer qu'�a une onstante multipliative pr�esUn(z) = +1Xk=0 (k � n)n(k + n+ 1)n(k)2n+1 z�k :On peut �enoner des probl�emes d'approximations similaires �a eux i-dessuspour < motiver > les s�eries introduites aux hapitres 2,3 et 4. Par exemple,la s�erie Nn;a;r(z) du hapitre 2 est solution du probl�eme suivant : les entiersa et r tels que 1 � r < a �etant �x�es, d�eterminer, pour tout l 2 f1; : : : ; ag,des polynômes Pl;n(z) de degr�e au plus n tels que l'ordre en z = 1 de lafontion P0;n(z) + aXl=1 Pl;n(z)Lil(1=z)



50 CHAPITRE 5. PROBL�EMES ET G�EN�ERALISATIONSsoit au moins rn+1. Mais l'uniit�e n'est en rien assur�ee : pour l'obtenir, il estprobable que des onditions suppl�ementaires sur les polynômes des approxi-mations doivent être �enon�ees, omme dans [So2℄ et [So3℄. Les tehniquesd'Huttner [Hu℄ (en utilisant la monodromie des fontions polylogarithmes)pourraient �egalement être pertinentes dans e ontexte.
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[Ru℄ E.A. Rukhadze, A lower bound for the approximation of ln(2) byrationals numbers, Vestnik Moskov. Univ. Ser I Mat. Mekh 6 (1987), 25-29 (en russe).[Sl℄ L.J.Slater, Generalized Hypergeometri Funtions, Cambridge UniversityPress (1966).[So1℄ V.N. Sorokin, Hermite-Pad�e approximation for Nikishin systems andthe irrationality of �(3), Russian Math. Surveys 49 (1994), no. 2, 176-177,tradution de Uspekhi Mat. Nauk, 49 (1994), no. 2, 167-168.[So2℄ V.N. Sorokin, A transendene measure for �2, Mat. Sbornik 187(1996), no. 12, 1819-1852.[So3℄ V.N. Sorokin, Ap�ery's Theorem, Mos. Univ. Math. Bull. 53 (1998),no. 3, 48-52.[VdP℄ A. Van der Poorten, A proof that Euler missed... Ap�ery's proof of theirrationality of �(3), Math. Intellig. 1 (1979), 195-203.[Va1℄ D.V. Vasilyev, Some formulas for Riemann zeta funtion at integerspoints, Mos. Univ. Math. Bull. 51 (1996), no. 1, 41-43,.[Va2℄ D.V. Vasilyev, On small linear forms for the values of the Riemannzeta funtion at odd integers, soumis �a Doklady of the National Aademy ofSienes of Belarus (2000).[Vi℄ C. Viola, On Siegel's method in diophantine approximation totransendental numbers, Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino 53 (1995), no.4, 455-469.

54


