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Je dédie cette thèse à toutes les personnes qui me sont chères
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que pour ses précieux conseils et son soutien.

Je remercie également le Professeur Françoise Michelot pour son aide et ses conseils concernant la partie
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1.1 Les molécules XF6 en général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 Présentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Les hexafluorures colorés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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5.4.1 Relations générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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8.3.1 Nouvelle écriture du hamiltonien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
8.3.2 Diagonalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
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3.1 Les différents moments angulaires moléculaires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.1 Caratères des RI et des RS du groupe O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2 Table de multiplication des R.I. de OS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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La théorie des spectres de vibration-rotation des molécules de type toupie sphérique, dans un état
électronique totalement symétrique (i.e. avec un moment angulaire électronique nul), et pour des états
vibrationnels pas trop excités, est un domaine bien mâıtrisé depuis de nombreuses années. Ceci fait
en particulier appel à un formalisme puissant, basé sur l’utilisation de la théorie des groupes et de
l’algèbre tensorielle.

Un des buts principaux de ce travail de thèse est d’utiliser ces bases existantes, en les adaptant
et en les étendant à un problème un peu plus général : celui des molécules ou ions de type toupie
sphérique dans un état électronique dégénéré quelconque.

Dans ce contexte, les hexafluorures de métaux de transition connus sous le nom d’hexafluorures
colorés s’avèrent être des molécules tout particulièrement intéressantes du point de vue théorique, et
ce à plusieurs titres :

– Leur géométrie octaédrique (dans la configuration de référence) en fait des toupies sphériques.

– Elles possèdent toutes un petit nombre d’états électroniques bien définis, correspondant à des
transitions dans le visible ou le proche infrarouge.

– La plupart de ces états électroniques sont dégénérés par suite d’un moment angulaire électronique
non-nul.

– Les molécules de ce type qui possèdent un nombre impair d’électrons (atome central de numéro
atomique impair) présentent l’avantage d’impliquer des moments angulaires demi-entiers, ce qui
rend le problème encore plus général (en effet, si l’on sait traiter le cas des moments angulaires
demi-entiers, celui des moments angulaires entiers ne posera pas de problème supplémentaire).
Leurs spectres sont par ailleurs totalement analogues à des spectres d’ions.

D’autre part, les hexafluorures métalliques ont un certain nombre d’applications pratiques. Celles-
ci sont toutes basées sur le fait suivant : ces espèces constituent, pour la plupart, les seuls composés
gazeux (i.e. avec une pression de vapeur saturante significative à température ambiante) des métaux
en question. Ceci rend possible leur utilisation dans les domaines suivants :

– Dans les processus de séparation isotopique, en particulier pour le cas des molécules UF6, NpF6

et PuF6 et de leurs ions. Les possibilités de séparation par laser (dissociation ou ionisation
sélective) ont été souvent étudiées au cours des années 1970-80 ; toutefois, il n’existait pas,
jusqu’à présent, de théorie permettant de tenir compte de l’influence des électrons non-appariés
éventuels.

– Dans les techniques de dépôts de couches métalliques minces sur des substrats ( silice ou graphite)
à partir de MoF6, WF6, ReF6 ou IrF6, principalement (techniques de CVD, ou Chemical Vapor
Deposition). Certaines sont déjà couramment utilisées en microélectronique (WF6 et MoF6), ou
pour la réalisation de couches de protection contre la corrosion (IrF6 et ReF6) sur de l’acier ou
du graphite.

– Pour la fluoration sélective de molécules organiques (CH2Cl2, . . . ), de part leur extrême réactivité
avec celles-ci.
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– En métrologie, de part la finesse de leurs raies spectrales.

Bien que difficile, en raison de leur agressivité, l’étude de ces molécules est néanmoins plus promet-
teuse que celle des ions, car, à pression totale égale (donc pour un élargissement collisionnel donné) la
densité de molécules actives est beaucoup plus grande.

Enfin, il faut noter que si la chimie de ces espèces est relativement bien connue, leur spectroscopie
reste largement inexplorée. Les études existantes, déjà anciennes, ne sont que très partielles. En
particulier, la structure rotationnelle de leurs spectres n’a jamais été observée (excepté pour NpF6)
et sa nature reste une question ouverte. Toutes les raisons énoncées ci-dessus montrent qu’une étude
approfondie, tant du point de vue théorique qu’expérimental, est indispensable pour la compréhension
des propriétés de ces molécules. Ce travail constitue un premier pas dans cette direction.

Il s’agit donc pour nous ici de tenter de mener conjointement les deux études complémentaires
suivantes :

– Une étude théorique visant à définir et à mettre en œuvre un formalisme tensoriel adapté au
problème, et ce par une généralisation de celui utilisé pour les molécules � classiques � telles
SF6, UF6, . . . etc. Comme nous allons le voir, il est ici nécessaire de considérer les phénomènes
physiques� nouveaux � qui interviennent dans ce type de molécules. Notons que si divers travaux
existent déjà, il n’y avait pas, jusqu’à présent, de théorie complète sur ce sujet.

– Une étude expérimentale visant à obtenir des spectres à haute résolution d’un hexafluorure à
nombre impair d’électrons, pouvant être interprétés à l’aide de la théorie précédente.

Dans une première partie, nous donnerons une présentation générale des hexafluorures, et en
particulier des hexafluorures dits colorés et de leurs propriétés. Nous récapitulerons les données spec-
troscopiques existantes. Celles-ci, comme nous le verrons, proviennent d’études réalisées au cours des
années 1960-70 et sont assez fragmentaires. Quelques propriétés remarquables de cette famille de
molécules pourront néanmoins être dégagées. Nous ferons également à cette occasion quelques rappels
d’ordre général concernant le hamiltonien moléculaire.

La seconde partie de ce travail consistera à introduire un formalisme tensoriel adapté à l’étude des
ions ou molécules de symétrie octaédrique présentant des moments angulaires demi-entiers. Pour cela,
nous commencerons par développer la théorie des représentations spinorielles du groupe de l’octaèdre
Oh (théorie qui sera, comme nous le verrons, préférée à celle du groupe double). Ceci nous amènera
à considérer la châıne de groupes :

SU(2)⊗ CI ⊃ OSh ,
OSh désignant le groupe de l’octaèdre auquel sont adjointes ses représentations spinorielles. Nous
déterminerons alors les coefficients et formules de couplage, ainsi que l’expression du théorème de
Wigner-Eckart (pour le calcul des éléments matriciels d’opérateurs tensoriels), dans la châıne et dans
le sous-groupe. Les valeurs d’un certain nombre de ces coefficients, ainsi qu’un formulaire seront
donnés en annexe.

Au cours de la troisième partie, nous serons amenés à appliquer ce formalisme au cas des molécules
XY6 dans un état électronique dégénéré. Ainsi, après avoir exposé un modèle simplifié décrivant les
états électroniques les plus bas des hexafluorures colorés, nous nous intéresserons de près au problème
des couplages vibroniques. En particulier, nous reconsidèrerons le traitement classique de l’effet Jahn-
Teller dans un état électronique quatre fois dégénéré, avant de le reformuler en termes d’opérateurs
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tensoriels. Ceci nous permettra de simplifier et de systématiser le calcul des élements matriciels. Le
cas de termes vibroniques, voire rovibroniques, plus généraux sera également abordé.

De part sa stabilité et sa relative facilité de conservation, l’hexafluorure d’iridium est la molécule
que nous avons séléctionnée pour l’étude expérimentale préliminaire exposée dans la quatrième par-
tie. Après avoir décrit les méthodes de synthèse, de purification et de conservation d’IrF6, nous
présenterons les différents dispositifs mis au point en vue de son étude spectroscopique dans le do-
maine visible, à savoir :

– Un spectromètre commercial basse résolution (quelques cm−1) spécialement modifié pour l’uti-
lisation de cuves de longueur importante.

– Un dispositif d’absorption saturée à haute résolution (∼ 10−4 cm−1), utilisant un laser à colorant
et au préalable testé avec succès sur la molécule d’iode I2.

– Un dispositif d’absorption simple à haute résolution et à multiple passage (type cuve de White)
utilisant ce même laser.

Nous présenterons alors les premiers résultats concernant IrF6, ainsi que quelques spectres de cette
même molécule obtenus par transformée de Fourier dans la région proche infrarouge et par diffusion
Raman spontanée (région de l’état électronique de base).





Première partie

Propriétés générales des hexafluorures
colorés





Chapitre

1
Généralités sur les hexafluorures

Les hexafluorures forment un groupe de molécules comportant plus d’une vingtaine de membres.
Ainsi que nous l’avons déjà mentionné, ces espèces présentent de nombreux intérêts, tant du point de
vue physique que chimique. Néanmoins, si leurs propriétés chimiques (souvent très particulières) sont
actuellement bien connues, leur spectroscopie reste encore largement inexplorée : un certain nombre
d’études existent, mais, comme nous le verrons, il s’agit de spectres basse résolution.

Le but de cette première partie est de donner une présentation générale de ces molécules et de
leurs propriétés. Nous considèrerons de près le cas des hexafluorures dits colorés, en récapitulant
brièvement l’ensemble des données spectroscopiques disponibles les concernant.

Dans ce premier chapitre, nous allons passer en revue l’ensemble des hexafluorures connus ou
supposés, ainsi que leurs particularités physico-chimiques.

1.1 Les molécules XF6 en général

1.1.1 Présentation

La table 1.1 présente l’ensemble des molécules du type XF6 existantes ou supposées synthétisables ;
celles-ci sont classées de la manière suivante :

– Les lignes de la table correspondent à la configuration électronique d’un ion central théorique
X6+.

– Les colonnes correspondent au nombre n des électrons de valence de cet ion ; nous reviendrons
en détail sur ces deux premiers points au chapitre 7.

– Pour chaque molécule sont indiqués le numéro atomique de l’atome central et la symétrie de l’état
électronique de base (lorsque celle-ci est connue). Cette dernière est donnée dans le groupe OSh ,
que nous définirons au chapitre 4. Retenons simplement pour l’instant que seuls les états de
symétrie A1g sont non-dégénérés.

Une table similaire a été donnée par Weinstock et Goodman dans un article de 1965 [1], qui constitue
l’une des premières études systématiques de l’ensemble des hexafluorures.

Comme nous le verrons plus tard, la colonne n = 0 constitue un groupe particulier de molécules
dont toutes les sous-couches électroniques moléculaires sont pleines ; ce n’est pas le cas pour les autres
colonnes1. Ceci revêt une importance considérable, en ce qui concerne les propriétés des hexafluorures.

1Pour faire une analogie, on pourrait dire que, du point de vue de la structure électronique, les molécules de la colonne
n = 0 sont à celles des autres colonnes ce que les gaz rares sont aux atomes des colonnes IA à VIIA de la classification
périodique.

9
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1.1.2 Propriétés

Propriétés de symétrie

Toutes les molécules de la table 1.1 ont, dans leur configuration d’équilibre, une géométrie octa-
édrique2. Une exception est toutefois à noter dans le cas de XeF6 : cette molécule [2, 3] possède
des états électroniques très bas en énergie, quantitativement peuplés à température ambiante, dans
lesquels elle se trouve déformée ; ainsi la forme octaédrique coexiste en permanence avec des formes
de plus basse symétrie, ce qui en rend l’étude spectroscopique très complexe à réaliser.

Pour tous les autres cas, nous considèrerons ici une configuration de référence du type de celle
représentée sur la figure 1.1, où les six fluors occupent les sommets d’un octaèdre régulier centré sur
l’atome X.

F
F

F

x

X

z

y

F

0

F

F

Fig. 1.1 - Hexafluorure XF6 dans la configuration standard.

Propriétés chimiques

Les molécules de la colonne n = 0 sont celles qui ont été le plus étudiées jusqu’à présent. Ceci se
comprend, du fait que ce sont celles qui, de part leur structure électronique, sont les moins réactives
chimiquement [4]. Une molécule comme SF6, par exemple, est totalement inerte. Notons toutefois
que WF6, MoF6 et UF6 peuvent être hydrolysées relativement facilement par des traces d’eau [5, 4]3.

Au contraire, toutes les autres molécules de la table 1.1 ont des propriétés chimiques très parti-
culières : elles sont toutes extrêmement réactives, voire corrosives. Ceci a souvent été interprété
comme une instabilité de ces espèces ; en fait, il n’en est rien, toutes ces molécules étant très stables

2Au moins en moyenne ; cf. chapitre 8.
3D’une manière générale, les hexafluorures métalliques sont plus réactifs que les non-métalliques, pour n fixé.
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[6] en l’absence de tout composé susceptible de réaction avec elles (eau, composés organiques, . . . ).
Ceci est tout particulièrement vrai pour les hexafluorures dits colorés, que nous allons maintenant
considérer.

1.2 Les hexafluorures colorés

1.2.1 Structure électronique

Les molécules des colonnes n = 1 à n = 5 de la table 1.1 dont l’atome central est un métal
de transition sont traditionnellement désignées sous le terme d’hexafluorures colorés. Ceci vient du
fait que leur structure électronique particulière leur permet d’absorber la lumière visible, d’où une
coloration généralement très prononcée. Ainsi, par exemple, IrF6 est un gaz jaune vif [1] et PtF6 un
gaz rouge foncé [7] (cf. table 1.2 ci-dessous).
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Tab. 1.2 - Quelques propriétés des hexafluorures colorés
(Voir la table 1.3 pour les références.)

Molécule Couleur T. de fusion T. d’ébullition Dist. métal–F

Solide Liquide Gaz (◦C) (◦C) (Å)

TcF6 jaune d’or orange 37.4 55.3 1.851

RuF6 brun foncé brun-rouge 54.0 ? 1.878

RhF6 noir brun-rouge ∼ 70 ? 1.874

ReF6 crème jaune pâle incolore 18.5 33.7 1.830

OsF6 jaune jaune incolore 33.2 45.9 1.831

IrF6 jaune brun jaune 44.0 53.6 1.833

PtF6 noir rouge rouge 61.3 69.1 1.829

NpF6 orange 55.1 ? 1.981

PuF6 brun-jaune jaune pâle brun 51.6 ? 1.971

Le problème du calcul global des niveaux électroniques de ces molécules est considérable, vu le très
grand nombre d’électrons mis en jeu. Il est par conséquent nécessaire d’utiliser des approximations,
que nous détaillerons au chapitre 7. Notons simplement pour le moment le diagramme de la figure
1.2, qui correspond au schéma que l’on obtiendrait par un calcul LCAO4 pour IrF6 [8].

Les hexafluorures colorés possèdent tous un petit groupe d’électrons, dits électrons non-liants ;
ceux-ci correspondent à des électrons de l’atome central dont les orbitales ont un recouvrement nul
avec celles des atomes de fluor, et sont au nombre de n (le n de la table 1.1). Ce sont ces n électrons
qui vont donner lieu à la fois à une série de niveaux électroniques de basse énergie (correspondants
à des transitions dans le visible ou le proche infrarouge), et à des propriétés chimiques particulières.
Les niveaux électroniques en question sont pour la plupart dégénérés, ce qui va donner lieu à des
phénomènes de couplages particuliers, dont l’étude constitue une partie importante de ce travail.

1.2.2 Propriétés spécifiques

Pour tous les hexafluorures colorés, on peut noter les propriétés communes suivantes :

– Ces molécules sont très corrosives.

– Elles réagissent très fortement avec la matière organique et peuvent par conséquent être utilisées
comme agents fluorants [13].

– Elles s’hydrolysent spontanément en présence d’eau (même en traces).

– Elles sont généralement toxiques.

– Elles sont très volatiles, avec en général des pressions de vapeur saturante de plus de 100 torrs
à température ambiante, comme on peut le voir sur la figure 1.3. Notons à ce propos qu’un des

4Linear Combination of Atomic Orbitals, ou combinaison linéaire d’orbitales atomiques.
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(Données issues de la référence [9], sauf pour PtF6 [7], TcF6 [10], RuF6 [11] et RhF6 [12].)
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intérêts des hexafluorures métalliques est qu’ils constituent pour la plupart la seule possibilité
d’obtenir des composés gazeux des métaux en question5.

Enfin, notons que les molécules TcF6, NpF6, PuF6, AmF6, et CmF6 sont fortement radioactives.
PuF6 est un des composés les plus toxiques connus [1]. La table 1.2 donne quelques propriétés
supplémentaires des hexafluorures colorés.

1.2.3 Synthèse

D’après ce qui précède, la synthèse et le stockage de telles molécules demande des précautions
particulières. Nous y reviendrons dans la dernière partie, pour le cas précis de IrF6. La synthèse se
fait généralement par chauffage du métal dans une atmosphère de fluor et en l’absence totale d’eau
ou de matières organiques [18]. La conservation s’effectue dans des cuves très sèches, en monel ou
même en quartz, préalablement passivées au fluor, voire avec l’hexafluorure lui-même [19, 18]. Il faut
également porter une attention particulière au choix des matériaux constituant les fenêtres, les joints
et les vannes.

On peut noter que la réactivité des hexafluorures colorés augmente avec le nombre d’électrons
non-liants n, pour une même ligne de la table 1.1 [5, 4]. D’autre part, les hexafluorures de métaux
des séries de transition 2 et 4 sont plus réactifs que ceux de la série 3. L’existence des molécules PdF6

et AuF6 [20, 21] n’a d’ailleurs jamais été clairement établie. Quant à AmF6 [22] et à CmF6 [23], elles
n’ont pour l’instant été synthétisées qu’en quantités infimes.

1.2.4 Hexafluorures à nombre impair d’électrons

Parmi les hexafluorures colorés, nous nous intéresserons ici plus particulièrement à ceux possédant
un nombre d’électrons impair, et ceci pour des raisons essentiellement théoriques : un nombre impair
d’électrons implique la présence de moments angulaires demi-entiers. Comme on le verra, si on sait
traiter ce problème, celui d’un nombre pair d’électrons ne posera pas de difficulté supplémentaire.

1.3 Quelques références bibliographiques

Nous donnons dans la table 1.3 une liste (non-exhaustive) des publications les plus significatives
concernant les principaux hexafluorures colorés. Nous les avons réparties en trois groupes : celles
concernant la chimie, celles concernant la spectroscopie, et enfin les articles théoriques. Dans chaque
case, les références sont classées par ordre chronologique.

Il est à noter que les molécules ReF6, IrF6, NpF6 et PuF6 ont été de loin les plus étudiées. Ceci
est principalement dû au fait qu’il s’agit des quatre hexafluorures colorés dont la synthèse est la plus
� aisée �.

5D’où un certain nombre d’applications possibles :

– UF6 et PuF6 ont souvent été étudiés en vue de leur utilisation dans des techniques de séparation isotopique
(enrichissement) par diffusion gazeuse.

– L’utilisation de PuF6 est également envisagée pour extraire le plutonium de déchets [14].

– Certains hexafluorures sont utilisés pour le dépôt de films métalliques fins (CVD ou Chemical Vapor Deposition),
en microélectronique (MoF6 et WF6 [15]), ou pour la réalisation de couches anti-corrosion (c’est en particulier le
cas de ReF6 [16] ou IrF6 [17]).

– Les molécules ReF6, OsF6, IrF6 et UF6 peuvent également être utilisées comme agents fluorants de molécules
organiques (CH2Cl2, . . . ) [13].
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Tab. 1.3 - Quelques références bibliographiques concernant les hexafluorures colorés

Molécule Synthèse et chimie Spectroscopie Théorie

TcF6 [10] [24], [25]

RuF6 [11], [26], [27], [18] [28], [29]

RhF6 [12], [18], [27] [28], [29]

ReF6 [30], [31] [32], [33], [34], [25], [35], [36], [37], [38], [39]

[40], [41], [42], [6]

OsF6 [43], [44], [31], [18] [45], [34], [46], [6]

IrF6 [47], [48], [26], [31], [18] [49], [50], [51], [34], [52], [53], [54]

[17] [55], [56], [57], [6]

PtF6 [58], [7], [26], [59], [18] [45], [34], [6]

NpF6 [14] [60], [61], [62], [63], [64], [65],

[66], [67], [68]

PuF6 [14] [69], [60], [63], [70], [64], [65], [71]

[72], [73], [67]

AmF6 [74], [23], [22], [14] [65], [67]

CmF6 [23], [22]

Général [9], [5], [4], [20], [19], [75] [76], [1], [77], [78], [79] [80], [81], [82], [83], [84], [85],

[13] [21], [86], [87] [88], [89], [90], [91], [92],

[93], [94], [95], [96], [97],

[98], [99], [100], [101], [102]



Chapitre

2
Les hexafluorures colorés — Les
données existantes

Au cours des années 1950-80, la chimie des hexafluorures a connu un essor important [4], avec
la synthèse de nombreuses molécules nouvelles. Un certain nombre d’études systématiques de leurs
propriétés [5, 1] furent alors effectuées

Néanmoins, les données disponibles concernant la spectroscopie des hexafluorures colorés sont rela-
tivement peu nombreuses et imprécises. Dans ce second chapitre, nous allons tenter de récapituler les
valeurs données dans la littérature, c’est-à-dire principalement les positions des niveaux électroniques
et les fréquences de vibration.

2.1 Spectroscopie dans l’état électronique de base — Vibration

2.1.1 Les fréquences de vibration

Les premières études spectroscopiques détaillées concernant les hexafluorures [1] ont été effectuées
dans le domaine infrarouge. Les différents auteurs ont tout d’abord cherché à obtenir les valeurs des
fréquences propres de vibration de ces molécules, dans l’état électronique de base. Il s’agissait souvent
de déterminer par ce moyen la géométrie des molécules nouvellement synthétisées.

Considérons en effet le cas d’une molécule de type XY6, et supposons qu’elle possède une configu-
ration d’équilibre octaédrique. Le groupe de symétrie moléculaire à considérer est alors Oh. Il est dans
ce cas bien connu que la molécule possède six modes normaux de vibration. Ceux-ci sont récapitulés
dans la table 2.1.

Tab. 2.1 - Les modes normaux de vibration d’une molécule octahédrique XY6

Type de vibration Elongation Pliage

Mode ν1 ν2 ν3 ν4 ν5 ν6

Symétrie du fondamental A1g Eg F1u F1u F2g F2u

Dégénérescence du fondamental 1 2 3 3 3 3

Activité du fondamental Raman Raman IR IR Raman Inactif

Ainsi, comme nous l’avons mentionné au chapitre précédent, tous les hexafluorures se sont révélés
posséder la symétrie octaédrique ; ils présentent tous en effet les six modes de vibration ci-dessus, et

17
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aucun autre. Le seul cas particulier est celui de XeF6 (cf. paragraphe 1.1.2). Cette géométrie a été
confirmé par les études en rayons X [77] ou par diffraction d’électrons [78, 79].

La table 2.2 donne les valeurs des fréquences des six modes de vibration, pour l’ensemble des
hexafluorures connus.

Tab. 2.2 - Fréquences de vibration des principaux hexafluorures, dans l’état électronique de base
(valeurs en cm−1)

Molécule Sym. base Refs. ν1(A1g) ν2(Eg) ν3(F1u) ν4(F1u) ν5(F2g) ν6(F2u)

32SF6 A1g [97] 773.5 641.7 939 614 525 347
52CrF6 A1g [1] (720) (650) 790 (266) (309) (110)
79SeF6 A1g [97] 706.9 658.4 780 437 405 264
96MoF6 A1g [97] 741.5 651.6 741.1 264 318 116
99TcF6 G′g [103] 712.9 [639] 748 275 [297] (145)

101RuF6 F2g [83] 675 [624] 735 275 [283] 186
103RhF6 G′g [83] 634 [592] 724 283 [269] 189
106PdF6 ? [103] (590) (525) (711) (280) (258) (191)
130TeF6 A1g [97, 104] 697.1 670.3 753.091 324.7 314 197
131XeF6 A1g [3] 613 509 619 (252) (69) ?
184WF6 A1g [97] 771 677.2 711 258 320 127
186ReF6 G′g [97] 753.7 [671] 715 257 [295] 147
190OsF6 Eg [97] 730.7 [668] 720 268 [276] 205
193IrF6 G′g [52] 701 [646] 719.8 276.0 [258] 206
195PtF6 A1g [97] 656.4 601 705 273 242 211
210PoF6 A1g [83] (700) (682) (747) (253) (243) (144)
238UF6 A1g [105, 66] 667.1 534.1 627.72 186.2 200.4 143
237NpF6 E′2u [68, 66] 650 530 626.01 195 205 165
240PuF6 A1g [64, 66] 627 524 619.76 201 206 178
243AmF6 G′u [67] (595) [(515)] (605) (205) [(207)] (195)

() : valeur estimée ou incertaine.

[] : mode Jahn-Teller.

2.1.2 Etudes systématiques en fonction de l’atome central

L’étude détaillée de la table 2.2 peut apporter certains renseignements intéressants. Sur la figure
2.1, sont représentées les valeurs des fréquences en fonction du numéro atomique Z de l’atome central
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Deuxième série de transition — Polynôme de degré 2.
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Troisième série de transition — Polynôme de degré 2.
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Troisième série de transition — Polynôme de degré 3.
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Fig. 2.1 - Fréquences de vibration des hexafluorures en fonction de l’atome central
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Quatrième série de transition — Polynôme de degré 2.
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Groupe VIA — Polynôme de degré 2.
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Fig. 2.1 - (suite)

Tab. 2.3 - Fréquences de vibration estimées pour AuF6 et CmF6 (en cm−1)

Molécule d◦ poly. ν1(A1g) ν2(Eg) ν3(F1u) ν4(F1u) ν5(F2g) ν6(F2u)

AuF6 2 607 545 691 278 230 204

3 594 522 669 245 224 156

CmF6 2 556 504 585 206 205 206

X, et ce pour X appartenant respectivement aux séries de transition 2 à 4, ainsi qu’au groupe VIA de
la classification périodique. Dans chaque cas, nous avons ajusté sur les courbes obtenues un polynôme
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en Z (de degré 2 ou 3).
Les variations régulières constatées sont assez remarquables et ont de ce fait été notées depuis

longtemps par les différents auteurs [1, 67] (toutefois, à notre connaissance, le cas du groupe VIA
n’avait jamais été mentionné). Ceci nous donne un moyen de tenter une estimation des fréquences de
vibration des molécules pour lesquelles aucune donnée n’existe encore. C’est ce que nous avons fait
pour AuF6 et CmF6 dans la table 2.3. Bien entendu, de telles estimations ne peuvent être que très
approximatives. Cependant, dans le cas où une étude spectroscopique de ces deux molécules pourrait
être un jour réalisée, il serait intéressant de voir si il y aurait ou non confirmation des tendances
observées ci-dessus.

Quoi qu’il en soit, les remarques ci-dessus montrent que les hexafluorures constituent un cas unique
de groupe de molécules très semblables, permettant des études systématiques et des comparaisons de
leurs propriétés.

2.2 Les états électroniques

2.2.1 Les différents types de niveaux

Les tables 2.4 à 2.6 donnent les valeurs observées des énergies des états électroniques des hexaflu-
orures de métaux de transition. Ceux-ci sont également représentés sur la figure 2.2. Notons ici que
les données disponibles sont parfois extrêmement imprécises ; d’autre part, les recoupements entre les
résultats des différents auteurs ne sont pas toujours aisés.

Ces niveaux se répartissent trois types différents, identifiés par Moffit et al. [76], et impliquant des
domaines de longueur d’onde distincts :

Les niveaux de type A, correspondant à des transitions internes au groupe des n électrons non-
liants (cf. figure 1.2 au chapitre précédent), dans le domaine du proche infrarouge ou du visible.
Celles-ci vont nous intéresser tout particulièrement ici. Nous essaierons de les modéliser au
chapitre 7.

Les niveaux de type B, correspondant à des transitions internes aux électrons de valence de l’ion
central (cf. chapitres 1 et 7), généralement dans le domaine du proche ultraviolet.

Les niveaux de type C, ou niveaux de transfert de charge, résultant de l’échange d’électrons entre
l’atome central et les coordinats (fluors). Il s’agit de transitions ultraviolettes.

2.2.2 Vibration dans les états électroniques excités

Il existe extrêmement peu de données concernant les valeurs des fréquences de vibration des hexa-
fluorures colorés dans les états électroniques excités. La table 2.7 récapitule les trois cas les mieux
connus : ReF6, IrF6 et NpF6.

2.3 Particularités spectroscopiques

2.3.1 Effet Jahn-Teller

Comme nous l’avons vu ci-dessus, la majeure partie des états électroniques des hexafluorures
colorés sont dégénérés. Ceci implique, dans de tels états, l’existence de couplages particuliers, dits
vibroniques1, ou même rovibroniques2.

Le plus important des couplages vibroniques est connu sous le nom d’effet Jahn-Teller : celui-
ci a été très tôt identifié comme jouant un rôle extrêmement important dans la spectroscopie des

1Couplages entre le mouvement de vibration des noyaux et le mouvement des électrons.
2Couplages impliquant également la rotation moléculaire
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Fig. 2.2 - Niveaux électroniques connus des hexafluorures métalliques
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Tab. 2.7 - Fréquences de vibration de 186ReF6, 193IrF6, 237NpF6, dans quelques états électroniques
(valeurs en cm−1)

Molécule Etat élect. Refs. ν1(A1g) ν2(Eg) ν3(F1u) ν4(F1u) ν5(F2g) ν6(F2u)

186ReF6 X(G′g) [97] 753.7 [671] 715 257 [295] 147

a(E′2g) [35] 725 637 715 267 296 164

193IrF6 X(G′g) [52] 701 [646] 719.8 276.0 [258] 206

a(G′g) [52] 704 [?] ? 277 [160] 177

b(G′g) [52] ? [654] ? 279 [253] 204

c(E′1g) [52] 690 624 721 278 260 213

d(E′2g) [52] 690 ? 714 277 280 216

e(G′g) [52] 677 [696] 713 282 [237] 210

237NpF6 X(E′2u) [68, 66] 650 530 626.01 195 205 165

a(G′u) [68]† 646 [525] 618 198 [208] 169

b(E′2u) [68]† 643 574 604 191 ? (145)

() : valeur estimée ou incertaine.

[] : mode Jahn-Teller.
† : valeurs pour 237NpF6 isolé en matrice.

hexafluorures colorés. Nous développerons longuement ce sujet dans la troisième partie de ce travail.
Retenons simplement pour l’instant que, au moins en première approximation, ceci ne concerne que les
modes ν2 et ν5 (cf. table 2.1). De fait, les premiers spectres infrarouges à basse résolution de molécules
telles que ReF6 [108, 33] ou OsF6 [1] ont révélé des � anomalies � dans l’allure des bandes impliquant
ces deux modes : celles-ci se révélaient en général beaucoup plus larges que leurs équivalents des
molécules � classiques � telles SF6, UF6, . . .

La table 2.8 donne les valeurs connues (souvent très approximativement) des principaux paramètres
intervenant dans l’effet Jahn-Teller pour différents états électroniques de six hexafluorures. Nous
reviendrons sur leur définition au chapitre 83.

2.3.2 Structure PQR et couplages rovibroniques

La structure rotationnelle de spectres d’hexafluorures colorés reste à ce jour quasiment inconnue.
En effet, mis à part quelques études sur NpF6 [66] ou PuF6 [73] dans l’état électronique de base4, il
n’existe pratiquement aucune donnée concernant celle-ci.

Les seuls autres renseignements disponibles concernent l’aspect général (à basse résolution) de
certaines bandes vibrationnelles dans les spectres infrarouges. Il s’est en effet avéré que pour certains
hexafluorures colorés [1] (mais pas tous), les bandes ν3 et ν4 ne présentent pas la structure de type PQR

3Notons que les paramètres D2, δ2 et D5 sont sans dimension.
4Qui ne présente pas de couplage vibronique pour ces deux molécules.
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Tab. 2.8 - Quelques valeurs de paramètres Jahn-Teller pour différents hexafluorures colorés

Molécule Etat élect. ν2 (cm−1) D2 δ2 ν5 (cm−1) D5 Références

TcF6 X(G′g) 639 0.069 0.19 297 0.071 [1]

RuF6 X(F2g) 624 283 0.037 [1]

RhF6 X(G′g) 592 7.10−4 8.10−5 269 7.10−7 [1] (estim.)

ReF6 X(G′g) 670 0.08 300 0.266 [38] (cristal)

671 296 0.083 [36]

671 0.063 0.063 295 0.079 [1]

OsF6 X(Eg) 668 0.031 0.13 276 0.026 [1]

b(F1g) 215 2.16 [46] (cristal)

IrF6 X(G′g) 646 7.10−4 0.01 258 0.001 [1] (estim.)

646 ≤ 0.001 258 0.02 [56] (cristal)

a(G′g) 160 0.8 [52]

b(G′g) 654 0.1 253 [52]

e(G′g) 696 0.2 273 0.12 [52]

habituellement caractéristique pour ce type de molécules. C’est en particulier le cas pour ReF6 [41].
Comme nous le verrons, ces particularités sont imputables à l’existence de couplages rovibroniques
dans les états électroniques dégénérés de ces molécules.

Quoi qu’il en soit, il est clair que la structure fine de tels spectres reste encore jusqu’à présent
� terra incognita � ; un des buts de ce travail est donc de tenter une première reconnaissance dans ce
domaine.





Chapitre

3
Généralités sur le hamiltonien
moléculaire

Avant de développer le formalisme tensoriel nécessaire à notre étude, nous examinons rapidement
ici l’écriture du hamiltonien d’une molécule dans le cas général, ceci afin d’avoir une idée sur les
différents termes pouvant intervenir. Nous nous contenterons de rappeler quelques principes généraux,
sans entrer dans les détails des calculs.

3.1 Expression du hamiltonien en coordonnées moléculaires

Soient (Ω,XY Z) un repère fixe, dit repère du laboratoire (RL), et (O,xyz) un repère mobile lié à
la molécule, dit repère moléculaire (RM), O étant le centre de masse des noyaux. Soit G le centre de
masse de la molécule ; les positions d’une particule p dans les deux repères sont reliées comme sur la
figure 3.1. La technique employée dans les références [109–111 ] consiste alors à écrire le hamiltonien

(RL)
Z

X

YΩ

y

O

x

z

(RM)

G

p

−→
R

−→
Rp

−→rp

−→
δ

Fig. 3.1 - Repère du laboratoire et repère moléculaire

dans (RL), puis à effectuer le changement de coordonnées adéquat permettant le passage dans (RM).
L’essentiel du problème consiste à trouver les lois de transformation des moments conjugués. Il est
également nécessaire de définir une configuration de référence des noyaux. Or, nous verrons que dans

29
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un état électronique dégénéré, il n’existe pas nécessairement un ensemble unique de positions des
noyaux, correspondant à une configuration d’équilibre. Toutefois, il sera toujours possible de choisir
comme configuration de référence celle qui est la plus symétrique (octaédrique dans notre cas).

Les formules ci-dessous donnent le résultat final obtenu dans la référence [109], dans lequel nous
avons volontairement omis tous les termes impliquant les opérateurs de spin nucléaires, puisque nous
n’étudierons pas ici les effets hyperfins.

H = H′e +H′n +H′en + V ′e + V ′n + V ′en (3.1)
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2

8πε0mc2
[I ′′]−

1
2
−→̃
pi ·

[
1
riN

+−→riN · 1
r3iN

−→riN
] [
m
− 1

2
N

−→
lNλpλ −

−→
r0N ∧ I ′′−1−→M

]
[I ′′]−

1
2

−→ [d]

− ZNe
2

8πε0Mnmc2

∑
j

−→̃
pi ·

[
1
riN

+−→riN · 1
r3iN

−→riN
]
−→̃
pj

 −→ [e]

(3.6)
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V ′en =
∑
i,N

{
− ZNe

2

4πε0riN
+
ZNe

2h̄2

8ε0c2
δ(riN )

[
1
m2

+
1
m2

N

]}
(3.7)

Dans les relations précédentes :

– Les sommations sur les indices grecs qui se répètent sont sous-entendues.

– Les indices i, j se réfèrent aux électrons, les indices N , K aux noyaux, les indices λ, µ aux
coordonnées normales de vibration des noyaux, et l’indice α aux coordonnées x, y et z du repère
moléculaire.

– ZN est le numéro atomique du noyau N , mN est la masse du noyau N , Mn celle de l’ensemble
des noyaux et m celle de l’électron.

– −→rij, −→riN , . . . , sont les vecteurs reliant l’électron i à l’électron j, l’électron i au noyau N , . . . , etc.

– −→si est le spin de l’électron i, −→̃pi le moment conjugué de son vecteur position −→ri dans (RM).

–
−→
r0N est la position dans (RM) du noyau N dans la configuration de référence, et −→rN sa position
dans (RM) à tout instant.

– pλ est le moment conjugué de la coordonnée normale Qλ définie par la transformation orthogo-
nale :

−→rN =
−→
r0N +m

− 1
2

N

∑
λ

−→
lNλQλ (3.8)

– I ′′ est le tenseur d’inertie effectif et µ̃ le tenseur d’inertie effectif inverse (cf. référence [109]).
[I ′′] est le déterminant de I ′′.

– −→M est le moment angulaire de la rotation de l’ensemble des noyaux.

3.2 Quelques remarques

Dans le cas qui nous intéresse des hexafluorures colorés, la grande différence par rapport aux
précédentes études concernant les molécules de type toupie sphérique est la présence de moments
angulaires électroniques.

La relation (3.6) nous concerne particulièrement ici , puisqu’elle décrit les interactions électrons-
noyaux. Elle contient par exemple l’interaction spin-rotation [112] :

(H′en)SR =
∑
i,N

ZNegµB

8πε0mc2
−→si ·

{−→riN
r3iN
∧ [I ′′]−

1
2

[−→
r0N ∧ I ′′−1−→M

]
[I ′′]−

1
2

}
(3.9)

Plus généralement, les différents termes de (3.6) sont :

[a] Interaction spin électronique – orbite – vibration.

[b] Interaction spin électronique – vibration – rotation.

[c] Correction de polarisation de masse à l’interaction spin-orbite.

[d] Interaction orbite – vibration – rotation.

[e] Correction de polarisation de masse à l’interaction orbite-orbite.

Mais, en fait, il est clair ici que le nombre d’interactions en jeu est très important. Dans le cas
qui nous intéresse, il nous faudra dégager celles qui sont prépondérantes, et trouver les schémas de
couplages adéquats des différents moments angulaires.
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3.3 Les moments angulaires moléculaires

La table 3.1 rappelle les définitions des divers moments angulaires rencontrés dans l’étude des
molécules. Notons que pour ce qui est des électrons, il est souvent judicieux de choisir des moments
effectifs, adaptés au cas de la configuration ou du groupe de niveaux considérés ; c’est ce que nous
ferons au chapitre 7.

Tab. 3.1 - Les différents moments angulaires moléculaires.

Moment Expression Définition Commentaires

−→
J Moment � total � Sans spin nucléaire

−→
Ik

−→
I

−→
F

−→
I =

∑
k

−→
Ik

−→
F = −→J +−→I

Spin du noyau k

Spin nucléaire total

Moment total


Non-considérés ici

−→
N

−→
N = −→J −−→S Moment rovibronique � total � Sans spin électronique

ou nucléaire

−→si Spin de l’électron i si =
1
2

−→
S

−→
S =

∑
i

−→si Spin électronique total

−→
li Moment orbital de l’électron i

−→
L

−→
L =

∑
i

−→
li Moment orbital électronique total

−→
l′i

−→
L′

−→
J ′

−→
L′ =

∑
i

−→
l′i

−→
J ′ =

−→
L′ +−→S

Moment électronique effectif de l’électron i

Moment électronique orbital effectif total

Moment électronique effectif total



Cas de n
électrons
f2g (l′i = 1)

−→
G Moment angulaire vibrationnel

−→
M

−→
M = −→N −−→G
−−→L (ou

−→
L′)

Moment de la rotation des noyaux
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Chapitre

4
Les représentations spinorielles du
groupe de l’octaèdre

Les molécules, ou les ions moléculaires, possédant un nombre impair d’électrons présentent des
moments angulaires demi-entiers. Le but de cette partie est de développer un formalisme tensoriel
adapté à l’étude des ions ou des molécules à symétrie octaédrique ayant un spin électronique demi-
entier. Nous insisterons beaucoup ici sur le fait qu’un de nos buts principaux est de bâtir un tel
formalisme sur le même schéma et en totale cohérence avec ce qui a déja été fait dans le cas des
molécules de type toupie sphérique � normales � (i.e. avec des moments angulaires entiers) [113–116 ].
Ceci signifie, entre autres, que des considérations physiques seront prises en compte, afin de lever
l’arbitraire lié au processus d’adaption de symétrie ; de plus, une attention toute particulière sera
donnée aux problèmes de choix de phases. En fait, de nombreux travaux existent déjà sur ce sujet,
en particulier ceux Harnung [117] ou de Kibler [118–120 ], mais ceux-ci ne nous ont paru ni assez
complets, ni suffisamment cohérents avec le formalisme tensoriel usuel utilisé pour les molécules de
type toupie sphérique [109].

Pour les molécules octaédriques telles que SF6, UF6, . . . , la châıne de groupes utilisée estO(3) ⊃ Oh
[113–115 ]. Dans notre cas, il est nécessaire de pouvoir considérer des états de moment angulaire j
demi-entier, i.e. d’utiliser les représentations demi-entières de SU(2). Il nous faut donc ici réaliser
une extension des méthodes utilisées dans ce cas à une châıne du type

SU(2)⊗ CI ⊃ O∗h ,

où O∗h représente le groupe double associé àOh, CI étant le groupe constitué par l’identité et l’inversion.
Cependant, nous allons nous attacher à montrer dans ce chapitre qu’au concept de groupe double

dû à H. Bethe, il est préférable de substituer celui de représentations projectives et spinorielles. Ceci
nous amènera à considérer en fait une châıne que nous désignerons par la notation

SU(2) ⊃ OS ,

OS représentant cette fois-ci le groupe O auquel on aura adjoint ses représentations spinorielles. Aussi,
après avoir défini ces représentations, nous reconsidèrerons d’une manière détaillée les rotations de O
et nous calculerons les matrices de toutes les représentations irréductibles (RI) de OS . L’introduction
de l’inversion, permettant l’extension à la châıne

SU(2)⊗ CI ⊃ OSh

sera également réalisée. Dans les chapitres suivants, nous pourrons alors définir un formalisme tensoriel
associé à cette châıne.

35
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4.1 Les représentations projectives et spinorielles

4.1.1 Généralités

Utilité — Inconvénients du groupe double

Comme l’a montré Altmann [121], l’utilisation des groupes doubles présente certaines difficultés et
ambigüıtés :

– La � rotation � R de 2π est un artifice sans signification concrète claire.

– Les règles de multiplication des groupes doubles sont parfois ambigües, avec plusieurs choix
possibles. Par exemple, un produit du type C2xC2y peut être défini comme valant soit C2z, soit
RC2z.

– Le signe des matrices des RI demi-entières n’est pas simple à définir.

– Enfin, les groupes doubles possèdent un grand nombre d’éléments et donc de matrices (deux fois
plus que le groupe � simple � lui-même).

C’est pourquoi nous préfèrerons utiliser ici les notions de représentation projective et de représenta-
tion spinorielle, développées en particulier par Altmann dans une série d’articles [121–123 ].

Définition des représentations projectives

Les définitions générales de ces concepts ainsi que les méthodes de calcul ont été très bien dévelop-
pées dans les références citées ci-dessus, ainsi que dans la référence [124]. Nous en rappellerons
néanmoins ici rapidement les points essentiels.

Considérons un groupe ponctuel G, composé des élements Ri,

G = {Ri , i = 1, . . . , [G]} ,

[G] étant l’ordre du groupe et R1 = E étant l’identité.

– Une représentation D, au sens habituel du terme, est dite représentation vectorielle (RV), notée
D̂, et est telle que :

∀ Ri, Rj ∈ G, D̂(Ri)D̂(Rj) = D̂(RiRj) (4.1)

– En suivant [121], on peut définir une représentation projective (RP) Ď par :

∀ Ri, Rj ∈ G, Ď(Ri)Ď(Rj) = [[Ri, Rj ]]Ď(RiRj) (4.2)

où [[Ri, Rj ]] est un nombre, appelé facteur projectif.

Un jeu donné de facteurs projectifs définit un système de facteurs pour le groupe G. On a toujours
les relations suivantes : 

[[Ri, Rj ]][[RiRj , Rk]] = [[Ri, RjRk]][[Rj , Rk]]

[[E,R]] = [[R,E]] = [[E,E]]

[[R,R−1]] = [[R−1, R]]

(4.3)

De plus, si |[[Ri, Rj]]| = 1 pour tout couple (Ri, Rj), le système de facteurs est dit normalisé. Il existe
des nombreux théorèmes et relations concernant les représentations et facteurs projectifs [121, 124].
Nous ne les énoncerons pas ici, mais nous noterons qu’il en résulte en particulier que l’on peut toujours
faire en sorte que les caractères des RP ne dépendent que des classes de conjugaison (i.e. que deux
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élements d’une même classe aient le même caractère)1 . Ceci va nous permettre de construire des
RP aux propriétés semblables à celles des RV (dont les caractères ont bien entendu elles aussi la
caractéristique précédente), et en particulier les représentations spinorielles, que nous allons définir
ci-dessous, après quelques remarques.

Remarques

Les points suivants sont à noter :

– Un changement de système de facteurs est appelé un changement de jauge.

– Une représentation vectorielle est en fait une représentation projective pour laquelle [[Ri, Rj ]] = 1,
∀Ri, Rj .

– Le critère d’irréductibilité des RP est identique à celui des RV. On pourra ainsi définir des
représentations irréductibles projectives (RIP).

Représentations spinorielles

On peut alors définir des représentations spinorielles (RS), répondant aux conditions suivantes :

– Ce sont des RIP qui permettent de réduire dans G les RI D(j) de SU(2), pour j demi-entier (i.e.
D(j) se décompose dans G en une somme directe de RS).

– Leurs facteurs projectifs valent tous ±1 et [[E,E]] = 1.

– Leurs caractères ne dépendent que des classes de conjugaison.

Il existe de plus une manière très stricte de définir un système de facteurs répondant à ces conditions
(donc adapté aux RS) et tel que [[Ri, Rj ]] = ±1 et [[E,E]] = 1 (§ 4.2.3). Nous illustrerons cette méthode
en l’appliquant au groupe O, qui nous intéresse ici, dans le paragraphe 4.3.

4.1.2 Le groupe O et les représentations projectives

Quelques définitions (valables pour tout groupe ponctuel G)

Notons les définitions suivantes :

Axes BB : Axes de rotations binaires bilatères. Désigne un ensemble d’axes C2

perpendiculaires entre eux, deux à deux.

Classe irrégulière : Toute classe de conjugaison composée de rotations d’axes BB.

Classe régulière : Toute autre classe de conjugaison (non BB).

On peut alors énoncer les deux théorèmes suivants [121], qui vont nous permettre de déterminer les
caractères des RS :

Théorème 4.1 Pour les groupes ponctuels, le nombre de représentations spinori-
elles est égal au nombre de classes régulières.

Théorème 4.2 Les caractères des représentations spinorielles sont nuls pour les
éléments des classes irrégulières.

1Ce qui n’est pas nécessairement le cas, pour un système de facteurs quelconque [121].
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Cas du groupe O

Si nous considérons maintenant le cas du groupe de l’octaèdre, O, qui nous intéresse ici, nous
pouvons tout d’abord noter que (d’après les définitions précédentes) :

Les classes régulières sont : {E}, {8C3}, {6C4}.

Les classes irrégulières sont : {3C2
4}, {6C2}.

D’après le théorème 4.1, on a ici trois RS notées C1, C2, C3 pour O. Les formules d’orthogonalité
(caractères et représentations) étant les mêmes pour les RI et les RS, on a en particulier :

[C1]2 + [C2]2 + [C3]2 = [G] = 24 ,

[Ci] étant la dimension de Ci. Parmi ces trois RS, il en existe donc nécessairement deux de dimension
deux : E′1 et E′2, et une de dimension quatre : G′ 2. D’après le théorème 4.2, les caractères χ des RS
sont nuls pour les classes {3C2

4} et {6C2}. De plus, comme pour les RI, pour une RS C donnée :

(C)χ(E) = [C] (4.4)

Il est alors facile d’obtenir la table 4.1, qui donne les caractères des RI et des RS, pour le groupe O.
Dans toute la suite, nous noterons par OS le groupe O auquel sont adjointes ses RS. Les règles de

Tab. 4.1 - Caratères des RI et des RS du groupe O

O E 4C3, 4C−1
3 3C2

4 3C4, 3C−1
4 6C2

A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1

E 2 −1 2 0 0

F1 3 0 −1 1 −1

F2 3 0 −1 −1 1

E′1 2 1 0
√

2 0

E′2 2 1 0 −√2 0

G′ 4 −1 0 0 0

multication des RI/RS de O sont données dans la table 4.2 (identique à la table de multiplication des
RI de O∗ [125]).

4.2 Définition stricte des rotations

Afin de pouvoir déterminer plus précisément les RS de O (système de facteurs et matrices), il nous
faut redéfinir d’une manière stricte (et pratique) les rotations. Nous suivrons ici encore la méthode
décrite dans la référence [124], en l’adaptant à notre problème.

2Nous donnons ici aux trois RS de O les mêmes dénominations que pour les trois représentations demi-entières du
groupe double O∗ [125].



4.2. Définition stricte des rotations 39

T
a
b
.
4.

2
-
T
ab

le
de

m
ul

ti
pl

ic
at

io
n

de
s

R
.I
.
de

O
S

A
1

A
2

E
F

1
F

2
E

′ 1
E

′ 2
G

′

A
1

[A
1
]

A
2

E
F

1
F

2
E
′ 1

E
′ 2

G
′

A
2

A
2

[A
1
]

E
F

2
F

1
E
′ 2

E
′ 1

G
′

E
E

E
[A

1
+
E

]+
{A

2
}

F
1
+
F

2
F

1
+
F

2
G
′

G
′

E
′ 1
+
E
′ 2
+
G
′

F
1

F
1

F
2

F
1
+
F

2
[A

1
+
E

+
F

2
]+
{F

1
}

A
2
+
E

+
F

1
+
F

2
E
′ 1
+
G
′

E
′ 2
+
G
′

E
′ 1
+
E
′ 2
+

2G
′

F
2

F
2

F
1

F
1
+
F

2
A

2
+
E

+
F

1
+
F

2
[A

1
+
E

+
F

2
]+
{F

1
}

E
′ 2
+
G
′

E
′ 1
+
G
′

E
′ 1
+
E
′ 2
+

2G
′

E
′ 1

E
′ 1

E
′ 2

G
′

E
′ 1
+
G
′

E
′ 2
+
G
′

[F
1
]+
{A

1
}

A
2
+
F

2
E

+
F

1
+
F

2

E
′ 2

E
′ 2

E
′ 1

G
′

E
′ 2
+
G
′

E
′ 1
+
G
′

A
2
+
F

2
[F

1
]+
{A

1
}

E
+
F

1
+
F

2

G
′

G
′

G
′

E
′ 1
+
E
′ 2
+
G
′

E
′ 1
+
E
′ 2
+

2G
′

E
′ 1
+
E
′ 2
+

2G
′

E
+
F

1
+
F

2
E

+
F

1
+
F

2
[A

2
+

2F
1

+
F

2
]

+
{A

1
+
E

+
F

2
}

N
o
te

:
[.
..

]
d
és

ig
n
e

la
p
a
rt

ie
sy

m
ét

ri
q
u
e

et
{.
..
}

la
p
a
rt

ie
a
n
ti
sy

m
ét

ri
q
u
e

(c
a
s

d
’u

n
p
ro

d
u
it
C
⊗
C

).



40 PARTIE II. — Chapitre 4. Les représentations spinorielles du groupe de l’octaèdre

4.2.1 Les paramètres définissant une opération de rotation

Il existe de nombreuses manières de paramétrer une opération de rotation, la plus connue utilisant
les angles d’Euler. Nous préfèrerons ici la méthode développée par Altmann [121, 124], car celle-ci va
nous fournir une manière simple et élégante de construire un système de facteurs adapté aux RS d’un
groupe ponctuel quelconque.

Toute rotation R d’un groupe G sera désignée par la notation

R(φ,−→n ) ,

φ étant l’angle de la rotation et −→n un vecteur unitaire parallèle à l’axe de celle-ci. On prendra ici :

0 ≤ φ ≤ π (4.5)

Définissons maintenant une sphère de rayon 1, de centre Ω, appelée sphère unité. Le point
d’intersection P entre cette sphère, et l’axe de la rotation, depuis lequel celle-ci est vue dans le
sens direct, est appelé pôle de la rotation. On définit alors plus précisément −→n par :

−→n = −→ΩP (4.6)

Il apparâıt alors que l’on peut écrire les relations : R−1(φ,−→n ) = R(φ,−−→n )

R(−φ,−−→n ) = R(φ,−→n )
(4.7)

La définition de −→n et la relation (4.5) permettent de faire clairement le choix entre R(φ,−→n ) et
R(−φ,−−→n ), sauf pour φ = π (une rotation de π étant toujours vue directe). Il nous faut de plus
pouvoir désigner quelles seront les rotations directes (C3, C4, . . . ) et les rotations inverses (C−1

3 , C−1
4 ,

. . . )3.
Tout ceci nous amène à définir les notions suivantes :

– On choisit sur la sphère unité un hémisphère positif, H. Sa définition peut dépendre du groupe
[122] (cf. note 4 ci-dessous). Pour le cas qui nous concerne du groupe O, nous prendrons :

(x, y, z) ∈ H ⇐⇒



x2 + y2 + z2 = 1
et

z > 0
ou z = 0 et x > 0
ou z = 0 , x = 0 et y > 0

(4.8)

– Les rotations directes et les axes C2 sont pris tels que leur pôle appartienne à H. Les rotations
inverses ont leur pôle dans H, hémisphère négatif (complémentaire de H)4.

Les pôles ainsi définis sont dits pôles standards (les pôles définis d’une manière non-équivalente à
celle-ci étant qualifiés de non-standards).

3Nous n’utilisons pas ici les notations du type C2
3 , C3

4 , . . . ; nous gardons C−1
3 , C−1

4 , . . . , ceci afin de respecter le choix
de la relation (4.5).

4 On voit ainsi que pour un groupe comme D6, par exemple, le choix (4.8) ne peut pas convenir : les six axes C2 ne
pourraient pas avoir tous leur pôle dans H. Il faut alors une autre définition pour H [122].
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4.2.2 Considérations topologiques et système de facteurs

Nous allons maintenant montrer que les considérations précédentes permettent de déterminer
un système de facteurs adapté aux RS. Ceci va se faire par des considérations topologiques [121].
Définissons tout d’abord une boule, de rayon π, de centre Ω (comme la sphère unité), applée boule
paramétrique. Celle-ci va constituer un espace dont les points représenteront les rotations de notre
groupe. Mais, pour cela, il nous faut définir une topologie particulière sur cette boule.

Choisissons en premier lieu un hémisphère positif, H, sur la boule paramétrique. Comme précédem-
ment, ce choix peut dépendre du groupe ; un choix convenable pour O (et cohérent avec celui de H),
sera :

(x, y, z) ∈ H⇐⇒



x2 + y2 + z2 ≤ π2

et
z > 0

ou z = 0 et x > 0
ou z = 0 , x = 0 et y > 0

(4.9)

L’hémisphère négatif H est le complémentaire de H. La topologie de la boule paramétrique est alors
définie de la manière suivante :

Les points (x, y, z) de H à la surface de la boule, i.e. tels que x2 + y2 + z2 = π2, sont
considérés comme topologiquement identiques aux points opposés (−x,−y,−z) de H.

Toute rotation R(φ,−→n ) est représentée par un point Q apppartenant à la boule paramétrique, sur la
droite (Ω,−→n ), situé à la distance φ de Ω :

R(φ,−→n ) −→ −→ΩQ = φ−→n .

Le produit de deux rotations R(φ1,−→n1)R(φ2,−→n2) se représente alors par un chemin de la boule, qui
est la somme φ1

−→n1 + φ2
−→n2, en tenant compte de la topologie définie ci-dessus (identité entre les points

de la surface de H et les points opposés de celle de H). La figure 4.1 montre l’exemple simple d’un
produit R(φ1,−→z )R(φ2,−→z ).

�z

Ω

�

�φ2
−→n2

φ1
−→n1

�z

Ω

�

�φ2
−→n2

φ1
−→n1

φ1 + φ2 ≤ π φ1 + φ2 > π

Fig. 4.1 - Exemple de construction d’un produit de deux rotations

On voit donc clairement que certains chemins (ceux pour lesquels ||φ1
−→n1+φ2

−→n2|| > π) présentent un
� saut �, d’un hémisphère à l’autre. Nous pouvons par conséquent diviser les chemins correspondants
au produit de deux rotations en deux classes distinctes :
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Chemins de classe 0 −→ chemins ne comportant pas de saut.

Chemins de classe 1 −→ chemins comportant un saut.

On montre alors [121] que l’on obtient le système de facteurs cherché (i.e. adapté aux RS), en faisant
l’association suivante :

Chemin associé à RiRj de classe

∣∣∣∣∣ 0 −→ [[Ri, Rj ]] = +1
1 −→ [[Ri, Rj ]] = −1

Cette méthode de détermination des [[Ri, Rj ]] étant néanmoins un peu laborieuse, nous allons
exposer maintenant une procédure rigoureusement équivalente, et illustrer celle-ci sur l’exemple du
groupe O.

4.2.3 Paramètres d’Euler-Rodrigues et détermination du système de facteurs

Effectuons le changement de paramètres suivant :

R(φ,−→n ) = R(λ,−→Λ) , avec λ = cos
φ

2
, −→Λ = sin

φ

2
−→n (4.10)

où λ et −→Λ sont appelés paramètres d’Euler-Rodrigues [124]. A l’aide de la relation (4.8), il apparâıt
alors immédiatement que si φ et −→n définissent un pôle standard, on a de manière équivalente :

λ > 0 , ou λ = 0 et −→Λ ∈ H.

Dans ce cas, λ et −→Λ sont qualifiés de paramètres standards.
Le produit de deux rotations quelconques s’exprime alors analytiquement par [124] :

R(λ1,
−→Λ1)R(λ2,

−→Λ2) = R(λ3,
−→Λ3) , avec

{
λ3 = λ1λ2 −−→Λ1 · −→Λ2−→Λ3 = λ1

−→Λ2 + λ2
−→Λ1 +−→Λ1 ∧ −→Λ2

(4.11)

On peut ensuite montrer [124] que la méthode de détermination du système de facteurs adapté
aux RS décrite précédemment (§ 4.2.2) est strictement équivalente aux deux règles suivantes :

(λ3,
−→Λ3) standards, −→ [[R(λ1,

−→Λ1), R(λ2,
−→Λ2)]] = +1

(λ3,
−→Λ3) non-standards, −→ [[R(λ1,

−→Λ1), R(λ2,
−→Λ2)]] = −1

On notera que les paramètres non-standards sont définis par :

λ < 0 , ou λ = 0 et −→Λ ∈ H ,

(ce qui correspond soit à φ > π, soit à φ = π et −→n ∈ H). Cette procédure, qui peut être programmée
très facilement, permet donc d’obtenir simultanément la table de multiplication et un système de
facteurs adapté aux RS pour tout groupe ponctuel de rotations pures (groupes propres). Nous verrons
plus loin comment ceci peut être étendu aux groupes impropres, mais nous allons d’abord l’appliquer
au cas de O.
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Fig. 4.2 - Rotations du groupe O — pôles standards

4.3 Détermination des représentations spinorielles de SO(3) et O

4.3.1 Les rotations du groupe O

Nous donnons dans la table 4.3 les paramètres que nous avons choisi pour les 24 éléments de O.
Dans ce même tableau, sont également donnés les paramètres complexes ρ et τ , qui nous seront utiles
par la suite. Ceux-ci sont définis à partir des paramètres d’Euler-Rodrigues par les relations :

ρ = λ+ iΛz , τ = Λx + iΛy (4.12)

La figure 4.2 montre schématiquement les pôles correspondants à nos choix. Les tables 4.4 et 4.5
donnent respectivement la table de multiplication de O (pour nos notations des éléments de O) et
le système de facteurs adapté aux RS, déterminé par la méthode exposée au paragraphe 4.2.3 (et en
utilisant les paramètres de la table 4.3).

4.3.2 Matrices de SU(2) et de OS

Nous allons maintenant chercher à déterminer un jeu de vecteurs de base et de matrices pour les
RS de O précédemment définies (les matrices des RV seront celles de la référence [109]). Pour cela,
nous partirons des matrices et de la base standard de SU(2).

Remarquons tout d’abord que la représentation spinorielle E′1 peut être qualifiée de représentation
irréductible fondamentale pour OS , au sens défini par Butler et Wybourne [126] : toutes les autres
RI/RS de OS s’obtiennent par produits de E′1 avec elle-même. Ainsi, en utilisant le fait que

χ(E′
1

l)(R) =
[
χ(E′

1)(R)
]l
,
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Tab. 4.3 - Paramètres pour les rotations du groupe O

E C4 C−1
4 C41 C−1

41 C42

φ 0
π

2
π

2
π

2
π

2
π

2

−→n
 0

0
1


 0

0
1


 0

0
−1


 1

0
0


 −1

0
0


 0

1
0


λ 1

1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

−→Λ
 0

0
0

 1√
2

 0
0
1

 1√
2

 0
0
−1

 1√
2

 1
0
0

 1√
2

 −1
0
0

 1√
2

 0
1
0


ρ† 1 ω ω∗

1√
2

1√
2

1√
2

τ 0 0 0
1√
2

− 1√
2

i√
2

† ω = ei
π
4

C−1
42 C2

4 C2
41 C2

42 C31 C−1
31

φ
π

2
π π π

2π
3

2π
3

−→n
 0
−1

0


 0

0
1


 1

0
0


 0

1
0

 1√
3

 1
−1

1

 1√
3

 −1
1
−1


λ

1√
2

0 0 0
1
2

1
2

−→Λ 1√
2

 0
−1

0


 0

0
1


 1

0
0


 0

1
0

 1
2

 1
−1

1

 1
2

 −1
1
−1


ρ

1√
2

i 0 0
ω√
2

ω∗√
2

τ − i√
2

0 1 i
ω∗√

2
− ω

∗
√

2
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Tab. 4.3 - (suite)

C32 C−1
32 C33 C−1

33 C34 C−1
34

φ
2π
3

2π
3

2π
3

2π
3

2π
3

2π
3

−→n 1√
3

 1
1
1

 1√
3

 −1
−1
−1

 1√
3

 −1
1
1

 1√
3

 1
−1
−1

 1√
3

 −1
−1

1

 1√
3

 1
1
−1


λ

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

−→Λ 1
2

 1
1
1

 1
2

 −1
−1
−1

 1
2

 −1
1
1

 1
2

 1
−1
−1

 1
2

 −1
−1

1

 1
2

 1
1
−1



ρ
ω√
2

ω∗√
2

ω√
2

ω∗√
2

ω√
2

ω∗√
2

τ
ω√
2

− ω√
2

− ω
∗
√

2
ω∗√

2
− ω√

2
ω√
2

C21 C22 C23 C24 C25 C26

φ π π π π π π

−→n 1√
2

 1
−1

0

 1√
2

 1
1
0

 1√
2

 1
0
1

 1√
2

 0
1
1

 1√
2

 −1
0
1

 1√
2

 0
−1

1


λ 0 0 0 0 0 0

−→Λ 1√
2

 1
−1

0

 1√
2

 1
1
0

 1√
2

 1
0
1

 1√
2

 0
1
1

 1√
2

 −1
0
1

 1√
2

 0
−1

1


ρ 0 0

i√
2

i√
2

i√
2

i√
2

τ ω∗ ω
1√
2

i√
2

− 1√
2

− i√
2
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(l entier et R ∈ G), on obtient, après réduction, la séquence suivante :

E′1
0 = A1

E′1
1 = E′1

E′1
2 = A1 + F1

E′1
3 = 2E′1 + G′

E′1
4 = 2A1 + E + 3F1 + F2

E′1
5 = 5E′1 + E′2 + 5G′

E′1
6 = 5A1 + A2 + 5E + 10F1 + 6F2

Nous chercherons donc en premier lieu à construire les matrices de E′1.
En adoptant le point de vue passif 5, les éléments matriciels des rotations de SU(2) dans la base

standard {|j, j〉 , . . . , |j,−j〉} peuvent s’exprimer par :[
D(j)(ρ, τ)

]m′

m
=
√

(j +m)! (j −m)! (j +m′)! (j −m′)! im−m′ ×

×
∑
r

(−1)r
ρj−m′−r (ρ∗)j+m−r (τ∗)r τm′−m+r

(j −m′ − r)! (j +m− r)! r! (m′ −m+ r)!
(4.13)

Ici, et dans toute la suite, notre notation pour les éléments matriciels est telle que l’indice supérieur est
un indice de ligne, et l’indice inférieur un indice de colonne. Dans (4.13), ρ et τ sont les paramètres
complexes définis par (4.12). Une formule similaire à (4.13) est donnée dans [124], mais l’auteur y
adopte le point de vue actif ainsi qu’un choix de variances différent6.

Les matrices (4.13) sont construites de telle manière qu’elles constituent également les matrices des
RS de SO(3) (pour j demi-entier ; si j est entier, nous avons simplement les RV de SO(3)). Considérons
maintenant le cas j = 1/2. On obtient, dans la base {|1/2, 1/2〉 , |1/2,−1/2〉}, la matrice :

[
D(1/2)(ρ, τ)

]
=

(
ρ∗ −iτ
−iτ∗ ρ

)
(4.14)

Si l’on se restreint aux éléments de O (cf. table 4.3), il est facile de constater que les caractères de
D(1/2)(ρ, τ) sont identiques à ceux de la RS E′1 (cf. table 4.1). Par conséquent nous prendrons pour
les matrices de E′1, les D(1/2)(ρ, τ), et la base{∣∣∣∣12 , 12

〉
,

∣∣∣∣12 ,−1
2

〉}
,

(les matrices des RI/RS étant définies à une similitude près, ceci est le choix le plus simple).
De la même manière, nous choisirons comme matrices de G′, les D(3/2)(ρ, τ), et la base{∣∣∣∣32 , 32

〉
,

∣∣∣∣32 , 12
〉
,

∣∣∣∣32 ,−1
2

〉
,

∣∣∣∣32 ,−3
2

〉}
Pour E′2, le problème est un peu plus complexe, car aucune RS de SO(3) n’est identique (même à

une similitude près) à celle-ci. En nous inspirant de ce qui a été fait par Harnung [117] (dans le cas
5Nous utiliserons ce point de vue dans toute la suite. C’est aussi celui de la référence [109].
6Contrairement à ce qui est fait dans cette référence, nous utilisons, dans le repère du laboratoire (fixe), des kets

|j, m〉 covariants. Ceci sera commenté plus longuement dans le chapitre suivant. Notons toutefois à ce propos une erreur
dans la référence [101], où toutes les matrices doivent être conjuguées. Les matrices (4.13) sont les transposées de celles
de [124].
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du groupe double), nous utiliserons ici (4.13) avec j = 5/2, pour calculer les matrices des éléments de
O dans la base suivante :{

1√
6

∣∣∣∣52 , 52
〉
−
√

5
6

∣∣∣∣52 ,−3
2

〉
,

1√
6

∣∣∣∣52 ,−5
2

〉
−
√

5
6

∣∣∣∣52 , 32
〉 }

Nous pouvons ainsi calculer les matrices des RS de O. Un moyen de vérification est de s’assurer
que l’on retrouve bien les facteurs projectifs déjà calculés, en effectuant les produits Ď(Ri)Ď(Rj). La
table 4.7 donne toutes les matrices des RI/RS de O 7(point de vue passif) ; les caractères sont indiqués
sous les matrices et les bases utilisées sont rappelées8. Ce sont ces matrices que nous utiliserons dans
toute la suite.

4.4 Introduction de l’inversion — groupe OS
h

Pour terminer ce chapitre, il nous reste à considérer l’extension du concept des RS au groupe Oh 9.
Aussi allons nous considérer tout d’abord le cas des RS du groupe CI = {E, I} (I étant l’inversion).

4.4.1 Les représentations spinorielles du groupe CI

Cherchons en premier lieu à construire un système de facteurs pour ce groupe. Si nous imposons
les mêmes conditions que celles énoncées à la page 4.1.1, pour la définition des RS, nous devons avoir :

[[E,E]] = [[E, I]] = [[I,E]] = 1 , [[I, I]] = ±1 .

Il y a donc deux choix de système de facteurs possibles, i.e. deux jauges possibles [123, 127], ainsi que
l’on peut le voir dans la table 4.6, où est également rappelée la table de multiplication de CI .

Tab. 4.6 - Les deux jauges possibles pour les RS de CI

E I

E 1 1
I 1 1

E I

E 1 1
I 1 −1

E I

E E I
I I E

Jauge de Pauli Jauge de Cartan Table de multiplication de CI

– Dans la jauge de Pauli, on aura : Ď(I)Ď(I) = Ď(I)2 = +Ď(E) = 1] (identité), soit Ď(I) = ±1].

– Dans la jauge de Cartan, on aura : Ď(I)2 = −Ď(E) = −1], soit Ď(I) = ±i1].
La définition la plus générale d’un élément régulier10 étant [124]

∀R ∈ G, [[RRiR−1, R]] = [[R,Ri]] ⇔ Ri régulier, (4.15)

on voit immédiatement que CI n’a que deux élements réguliers. On a donc ici deux classes régulières,
et donc (théorème 4.1) deux RS, que nous nommerons A′g et A′u. Ceci donne les deux tables de
caractères possibles de la table 4.8.

7A partir de maintenant, l’ensemble des RI et RS de O sera simplement désigné comme l’ensemble des RI de OS .
8i.e., pour la composante σ de la RI C, nous donnons le ket |C, σ〉, en fonction des kets |jmin, m〉, où jmin est la plus

petite valeur de j telle que D(j) ⊃ C.
9En fait, le problème plus général des RP pour un groupe impropre quelconque (comme C3v , . . . ) a été très bien

traité dans la référence [123]. Nous nous limitons ici au problème qui nous concerne, celui de Oh.
10i.e. d’un élément d’une classe régulière.
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Tab. 4.8 - Les deux tables de caractères possibles pour CI

E I

Au 1 1
Ag 1 −1
A′u 1 1
A′g 1 −1

E I

Au 1 1
Ag 1 −1
A′u 1 −i
A′g 1 −i

Jauge de Pauli Jauge de Cartan

Pour la jauge de Pauli, on voit en fait que A′g ≡ Ag, A′u ≡ Au, alors que pour la jauge de Cartan,
apparaissent deux RS complexes (non équivalentes à Ag et Au).

4.4.2 Les représentations spinorielles du groupe Oh

Le groupe Oh est un groupe produit direct :

Oh = O ⊗ CI (4.16)

Or, pour tout groupe produit direct, G⊗H, Altmann [123] a montré que :

∀ (Ri, Rj) ∈ G , ∀ (Si, Sj) ∈ H ,

[[RiSi, RjSj]] = [[Ri, Rj ]][[Si, Sj ]][[RiRj, SiSj]][[Ri, Si]]−1[[Rj , Sj ]]−1
(4.17)

Ceci va nous permettre de trouver le nombre de classes régulières de Oh. En effet, soit Ti un élément
régulier de Oh et T un élément quelconque de Oh. Par définition du produit direct, ces deux éléments
peuvent se décomposer de manière unique sous la forme

Ti = RiSi , T = RS ,

Ri et R appartenant à O et Si et S à CI . Par ailleurs, l’inversion ne changeant pas le pôle d’une
rotation [123], on peut écrire

[[R, I]] = [[I,R]] = 1 , ∀ R ∈ O
Ainsi, en appliquant à Ti la définition d’un élement régulier (relation (4.15)), en utilisant les con-
sidérations précédentes, les relations (4.3), la définition des RS et le fait que les éléments de O com-
mutent avec ceux de CI , on obtient :

Ti = RiSi ∈ Oh régulier ⇐⇒
[[RRiR−1, R]][[SSiS−1, S]] = [[R,Ri]][[S, Si]]

(4.18)

Comme nous avons vu au paragraphe précédent que les deux éléments de CI sont réguliers, on peut
en déduire la conclusion suivante :

Ri ∈ O régulier ⇐⇒ ERi et IRi réguliers.

ERi et IRi appartenant, dans Oh, à deux classes distinctes, et O ayant trois classes régulières (§ 4.1.2),
on en déduit immédiatement que Oh a six classes régulières et donc six RS (indépendamment du choix
de jauge pour CI). Par conséquent, le groupe OSh (Oh avec ses RS) possède 16 RI en tout, et :
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– La jauge de Pauli donne uniquement ces 16 RI (chaque RI C de OS donne les RI Cg = C ⊗Ag
et Cu = C ⊗Au de OSh ).

– La jauge de Cartan donne 16 autres RI, nécessairement équivalentes aux précédentes.

Nous choisirons la jauge de Pauli, dans toute la suite. On pourra donc écrire :

∀Ri, Rj ∈ O =⇒
{

[[SRi, SRj ]] = [[Ri, Rj ]] , ∀ S ∈ CI
[[Ri, I]] = [[I,Ri]] = 1

(4.19)

Finalement, de la même manière que ce qui est habituellement fait pour O et Oh [109], on voit
que les matrices de OSh se déduiront de celles de OS par :

R ∈ O ⇒

D(Cτ )(R) = +D(C)(R) , τ = g ou u
D(Cg)(IR) = +D(C)(R)
D(Cu)(IR) = −D(C)(R)

(4.20)

4.4.3 Les représentations spinorielles du groupe O(3)

Nous avons vu que la relation 4.13 donnait les matrices des RI/RS de SO(3). En réalisant, de la
même manière que ci-dessus, une extension à O(3) = SO(3) ⊗CI , on obtient :

R ∈ SO(3) ⇒

D(jτ )(R) = +D(j)(R) , τ = g ou u
D(jg)(IR) = +D(j)(R)
D(ju)(IR) = −D(j)(R)

(4.21)

Ces matrices sont également les matrices des RI de SU(2) ⊗ CI 11.

11Rappelons que U(2) peut être vu comme le groupe des matrices unitaires 2×2, SU(2) comme le groupe des matrices
unitaires 2× 2 de déterminant +1, et SU(2)⊗CI comme le groupe des matrices unitaires 2× 2 de déterminant ±1. Bien
qu’étant parfois noté SU ′(2) [124], ce dernier groupe n’a pas, à notre connaissance, de dénomination � officielle �.



Chapitre

5
Orientation dans la châıne de groupes
— Formalisme tensoriel

Dans le chapitre 4, nous avons réexaminé la paramétrisation des opérations de rotation, et nous
avons défini la notion de représentation spinorielle, ainsi que les groupes OS et OSh . Nous sommes
maintenant à même de développer un formalisme tensoriel adapté à la châıne SU(2) ⊗ CI ⊃ OSh .
Comme mentionné précédemment, nous nous attacherons ici à garder une totale cohérence avec les
travaux concernant la châıne O(3) ⊃ Oh. Notre démarche consistera à regarder tout d’abord la châıne
SU(2) ⊃ OS, puis à considérer plus tard l’introduction de l’inversion.

5.1 Choix de variance des ensembles tensoriels

En vue d’applications ultérieures aux molécules, nous suivons les références [109, 128, 111], pour
fixer les variances des tenseurs irréductibles et des kets. Ainsi, dans le repère moléculaire,

– les ensembles du type |. . .〉 seront pris contravariants : Ψm
(j) ;

– les ensembles du type 〈. . .| seront pris covariants : Ψ(j)
m

La convention inverse est prise dans le repère du laboratoire.

5.2 Rappels sur les coefficients de couplage de SU(2)

Nous allons tout d’abord rappeler rapidement ici quelques notions que nous exploiterons abon-
damment par la suite.

5.2.1 Relations générales

D’une manière générale, le passage des composantes covariantes aux composantes contravariantes
se fait par l’intermédiaire du tenseur métrique selon les relations [109] 1 :

T (j)
m = εj

[
j

m m′

]
Tm

′
(j) (5.1)

Tm(j) = ε′j

[
m′ m
j

]
T

(j)
m′ (5.2)

1Dans toute la suite, nous emploierons la convention d’Einstein (sommation implicite sur tous les indices présents à
la fois � en haut � et � en bas � dans un même membre d’une équation), sauf cas d’ambigüıté.
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où le tenseur métrique [
j

m m′

]
est tel que [

j
m m′

]
=

[
m m′

j

]∗
. (5.3)

εj et ε′j sont des facteurs de phase à choisir. Si l’on veut de plus des transformations involutives, il
faut :

ε′j = εj , ε2j = 1 (5.4)

On a alors nécessairement :[
m m′

j

] [
j

m′′ m′

]
= δm,m′′ ,

[
m m′

j

] [
j

m m′′

]
= δm′,m′′ (5.5)

Notons maintenant (avec le choix de variance du § 5.1) :

∣∣∣ψm((j1j2)j)〉 = F
(j1 j2) m
m1 m2 (j)

∣∣∣ψm1

(j1)

〉 ∣∣∣ψm2

(j2)

〉
(5.6)

Dans (5.6), les F sont des coefficients de Clebsch-Gordan de SU(2). On peut alors montrer [109] que
les composantes de variances différentes du tenseur F sont reliées entre elles par les relations suivantes :

F
m1 m2 (j)
(j1 j2) m

= K(j1j2j)

[
j

m m′

] [
m′1 m1

j1

] [
m′2 m2

j2

]
F

(j1 j2) m′

m′1 m′2 (j)
(5.7)

F
m1 m2 m
(j1 j2 j)

= K ′(j1j2j)

[
m′1 m1

j1

] [
m′2 m2

j2

] [
m′ m
j

]
F

(j1 j2 j)
m′1 m′2 m′ (5.8)

F
(j1 j2) m
m1 m2 (j)

= εj e
iφ(j1j2j) [j]

1
2

[
m′ m
j

]
F

(j1 j2 j)
m1 m2 m′ (5.9)

F
m1 m2 (j)
(j1 j2) m

= εj e
iψ(j1j2j) [j]

1
2

[
j

m m′

]
F
m1 m2 m′

(j1 j2 j)
(5.10)

où [j] = 2j + 1, comme à l’habitude, et où les différents facteurs de phase (K, K ′, eiφ et eiψ) sont à
choisir.

5.2.2 Les choix de phases réalisés

Les choix des facteurs K(j1j2j), K ′(j1j2j), eiφ(j1j2j) et eiψ(j1j2j) doivent être examinés avec atten-
tion, afin de respecter notre souci de cohérence. Notons en particulier que pour les choix :

εj = ε′j = (−1)2j

K(j1j2j) = (−1)2j , K ′(j1j2j) = 1
eiφ(j1j2j) = (−1)j1−j2−j , eiψ(j1j2j) = (−1)j1−j2+j

les équations (5.7) à (5.10) se réduisent à celles bien connues [129] reliant les Clebsch-Gordan et les
3j −m de Wigner pour la châıne SU(2) ⊃ SO(2). On a dans ce cas, pour le tenseur métrique, noté(

j
m m′

)
,
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les relations :(
j

m m′

)
=

(
m m′

j

)
= (−1)2j

(
j

m′ m

)
= [j]

1
2

(
j 0 j
m 0 m′

)
= (−1)j+mδm,−m′

et tous les coefficients sont réels ; les (. . .) sont les coefficients 3j −m de SU(2).
Pour notre travail, nous conservons les choix antérieurement réalisés par Michelot [109] :

εj = ε′j = 1
K(j1j2j) = (−1)2j , K ′(j1j2j) = 1
eiφ(j1j2j) = (−1)2j1 , eiψ(j1j2j) = (−1)2j2

(5.11)

Ceci implique, pour le tenseur métrique :(
j

m m′

)
=

(
m m′

j

)
= (−1)2j

(
j

m′ m

)
= [j]

1
2V

(
j 0 j
m 0 m′

)
= (−1)j−mδm,−m′ (5.12)

où les V (. . .) sont les coefficients V � barre � de Racah [130].
On peut alors écrire dans ce cas :

F
m1 m2 m3

(j1 j2 j3)
= V

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
(5.13)

F
m1 m2 (j3)
(j1 j2) m3

= F
(j1 j2) m3

m1 m2 (j3)
(5.14)

F
m1 m2 m3

(j1 j2 j3)
= F

(j1 j2 j3)
m1 m2 m3

(5.15)

Les relations (5.9) et (5.10) deviennent :

F
(j1 j2) m3

m1 m2 (j3)
= (−1)2j1[j3]

1
2

(
m′3 m3

j3

)
F

(j1 j2 j3)
m1 m2 m′3

(5.16)

F
m1 m2 (j3)
(j1 j2) m3

= (−1)2j2[j3]
1
2

(
j3

m3 m
′
3

)
F
m1 m2 m′3
(j1 j2 j3)

(5.17)

et, ici encore, tous les coefficients sont réels.

5.3 Coefficients de couplage orientés dans la châıne SU(2) ⊃ OS

5.3.1 Liaison tensorielle groupe–sous-groupe, base non-standard

Soit maintenant G la matrice effectuant la réduction des représentations de SU(2) dans le sous-
groupe OS (i.e. l’orientation dans la la châıne SU(2) ⊃ OS). On a alors, pour tout élément R de
O : [

D(C)(R)
]σ′
σ
δn′,nδC′,C =

∑
m,m′

(j)Gn
′C′σ′
m′

[
D(j)(R)

]m′

m

(j)GmnCσ (5.18)

où C est une RI de OS , σ une de ses composantes, et n un indice de multiplicité qui apparâıt lorsque
C est contenue plus d’une fois dans D(j).

Il existe différentes manières de déterminer la matrice G, le principal problème résidant toutefois
dans la définition de l’indice de multiplicité n. Nous exposerons plus loin la méthode que nous avons
choisie ; supposons pour l’instant les (j)GmnCσ connus.
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La base non-standard de SU(2) correspondra alors simplement à l’orientation dans la châıne de la
base standard |j,m〉. Par exemple, pour des quantités covariantes, on écrira :

Ψ(j)
nCσ =

∑
m

(j)GmnCσΨ
(j)
m (5.19)

La table 5.1 rappelle les règles de réduction dans SU(2) ⊃ OS (qui sont les mêmes que pour
SU(2) ⊃ O∗ [125]).

Tab. 5.1 - Réduction des représentations D(j) de SU(2) dans OS

j entier† R.I. de OS

0 A1

1 F1

2 E + F2

3 A2 + F1 + F2

4 A1 + E + F1 + F2

5 E + 2F1 + F2

6 A1 +A2 + E + F1 + 2F2

7 A2 + E + 2F1 + 2F2

8 A1 + 2E + 2F1 + 2F2

9 A1 +A2 + E + 3F1 + 2F2

10 A1 +A2 + 2E + 2F1 + 3F2

11 A2 + 2E + 3F1 + 3F2

12p + q p(A1 +A2 + 2E + 3F1 + 3F2) + (q)

j demi-entier‡ R.I. de OS

1/2 E′1
3/2 G′

5/2 E′2 +G′

7/2 E′1 + E′2 +G′

9/2 E′1 + 2G′

11/2 E′1 + E′2 + 2G′

6 + j′ E′1 + E′2 + 2G′ + (j′, E′1 ↔ E′2)
12k + j′ 2k(E′1 + E′2 + 2G′) + (j′)

† : p et q entiers, (q) = D(q) ‡ : k entier, j′ demi-entier, (j′) = D(j′)

5.3.2 Orientation du tenseur métrique et des coefficients de couplage

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par p le triplet nCσ. Nous pouvons écrire ici l’analogue
des relations (5.1) et (5.2),

T (j)
p = εj

(
j
p p′

)
T p

′
(j) (5.20)

T p(j) = ε′j

(
p′ p
j

)
T

(j)
p′ (5.21)

ainsi que l’équivalent de (5.7) à (5.10) pour les composantes des tenseurs F orientés :

F
p1 p2 (j)
(j1 j2) p

= K(j1j2j)

(
j
p p′

)(
p′1 p1

j1

)(
p′2 p2

j2

)
F

(j1 j2) p′

p′1 p′2 (j)
(5.22)

F
p1 p2 p
(j1 j2 j)

= K ′(j1j2j)
(
p′1 p1

j1

)(
p′2 p2

j2

)(
p′ p
j

)
F

(j1 j2 j)
p′1 p′2 p′ (5.23)

F
(j1 j2) p
p1 p2 (j)

= εj e
iφ(j1j2j) [j]

1
2

(
p′ p
j

)
F

(j1 j2 j)
p1 p2 p′ (5.24)

F
p1 p2 (j)
(j1 j2) p

= εj e
iψ(j1j2j) [j]

1
2

(
j
p p′

)
F
p1 p2 p′

(j1 j2 j)
(5.25)
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Toujours de manière à suivre ce qui a été fait dans le cas SO(3) ⊃ O, nous définissons ici nos coefficients
F par :

F
(j1 j2 j)
p1 p2 p

=(j1) Gm1
p1

(j2)Gm2
p2

(j)Gmp V

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
(5.26)

Dans (5.26), nous effectuons les choix de phase (5.11). Avec (5.24) et (5.25), ceci nous permet d’établir
l’équivalent des relations (5.14) à (5.17), soit :

F
p1 p2 (j3)
(j1 j2) p3

= F
(j1 j2) p3

p1 p2 (j3)

∗
(5.27)

F
p1 p2 p3

(j1 j2 j3)
= F

(j1 j2 j3)
p1 p2 p3

∗
(5.28)

F
(j1 j2) p3

p1 p2 (j3)
= (−1)2j1 [j3]

1
2

(
p′3 p3

j3

)
F

(j1 j2 j3)
p1 p2 p′3

(5.29)

F
p1 p2 (j3)
(j1 j2) p3

= (−1)2j2 [j3]
1
2

(
j3
p3 p

′
3

)
F
p1 p2 p′3
(j1 j2 j3)

(5.30)

Mais, cette fois-ci, il n’y a plus de raison d’avoir tous les coefficients réels.
Notre tenseur métrique orienté est alors donné par :(

j
p p′

)
=
∑
m,m′

(
j

m m′

)
(j)Gmp

(j)Gm
′

p′ =
∑
m

(−1)j−m (j)Gmp
(j)G−mp′ (5.31)

– Pour j entier (et donc C, C ′ entières2), les (j)GmnCσ sont tels que [109, 113] :

(j)G−mp = (−1)m (j)Gpm = (−1)m
[
(j)Gmp

]∗
(5.32)

(ceci afin d’assurer la réalité des harmoniques � cubiques � Y
(j)
nCσ [113], i.e. des harmoniques

sphériques Y (j)
m orientées grâce à (5.19), qui n’existent que si j est entier). Dans ce cas, en

considérant l’unitarité de la matrice G, (5.31) se réduit à :(
j
p p′

)
= (−1)jδp′,p (5.33)

– Pour j demi-entier (et donc C, C ′ demi-entières), (5.32) n’est plus réalisable.

Pour pouvoir aller plus loin, il nous faut définir, pour chaque composante σ de chaque RI C de OS

(entière ou demi-entière) deux quantités que nous nommerons −σ et (−1)C−σ, respectivement. Celles-
ci vont nous être tout particulièrement utiles pour expliciter les différents termes de phase dépendant
de C et σ. Leurs valeurs, ainsi que celles de (−1)C+σ = (−1)C−(−σ), sont données dans la table 5.2 ;
la valeur minimale jmin de j telle que D(j) contienne C et le coefficient (−1)2C (eq. (5.34) ci-dessous),
pour chaque RI C, y figurent également.

2Pour C = A1, A2, E, F1 ou F2, on a : ∑
R∈O

χ(C)(R2) = +[O] = +24 ,

alors que pour C = E′
1, E′

2 ou G′ cette même somme vaut −[O] = −24. Par conséquent, A1, A2, E, F1 ou F2 (qui
apparaissent par ailleurs dans la réduction des D(j), pour j entier) peuvent être qualifiées de RI entières, et E′

1, E′
2 ou

G′ (j demi-entier) de RI demi-entières [125].
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Tab. 5.2 - Définition de quelques symboles et facteurs de phase utiles

C A1 A2 E F1 F2 E′1 E′2 G′

σ 1 1 1 2 x y z x y z a b a b κ λ µ ν
−σ 1 1 1 2 x y z x y z b a b a ν µ λ κ

(−1)C−σ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
(−1)C+σ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1
jmin 0 3 2 1 2 1/2 5/2 3/2

(−1)2C 1 1 1 1 1 −1 −1 −1

Nous pouvons de plus écrire :

(−1)2C = (−1)2jmin (5.34)
(−1)C+σ = (−1)2C(−1)C−σ (5.35)

Notons que l’écriture (−1)C n’a de sens que pour C entière, et vaut ±1, suivant que C est paire ou
impaire3.

Utilisons alors la relation :∑
σ

[
D(C)(R)

]σ′
σ

(j)GnCσm =
∑
m′

(j)GnCσ
′

m′
[
D(j)(R)

]m′

m
, R ∈ O (5.36)

qui découle de (5.18) et de l’unitarité de la matrice G, en l’appliquant au cas R = C2
42. On a alors,

d’après les tables 4.7 et 5.2,[
D(j)(C2

42)
]m′

m
= (−1)j+m δm′,−m , (j demi-entier)[

D(C)(C2
42)
]σ′
σ

= (−1)C+σ δσ′,−σ , (C demi-entière)
(5.37)

ce qui donne, pour j demi-entier :
(j)G−mnCσ = (−1)C−σ(−1)j+m(j)GmnC−σ (5.38)

Comme nous le verrons plus loin, nous choisirons, pour j demi-entier, une matrice G rélle4. Dans ce
cas, et en tenant compte de l’unitarité de la matrice G, (5.31) donne :(

j
p p′

)
= (−1)C+σ(−1)2jδn′,nδC′,Cδσ′,−σ , j demi-entier (5.39)

Finalement, comme pour C entière −σ = σ et (−1)C+σ = 1 (table 5.2), (5.33) et (5.39) peuvent se
ramener à une seule formule :(

j
p p′

)
= (−1)C+σ(−1)ϕ(j)δn′,nδC′,Cδσ′,−σ , ∀ j (5.40)

où nous avons posé :

ϕ(j) =

{
j si j entier
2j si j demi-entier

(5.41)

Notons également les relations :(
j
p p′

)
=

(
p p′

j

)
= (−1)2j

(
j
p′ p

)
(5.42)

3Si C entière, sa parité est celle de jmin ; A1, E et F2 sont paires, A2 et F1 sont impaires.
4Ce ne sera pas le cas pour j entier, notre matrice G étant alors celle de [109, 115] ; pour j demi-entier, notre choix

va nous donner en particulier une expression relativement simple du tenseur métrique.
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5.3.3 Quelques remarques

Nous pouvons enfin noter les deux points suivants :

– Nos coefficients

F
(j1 j2 j3)
p1 p2 p3

sont multipliés par (−1)j1+j2+j3 dans toute permutation impaire des colonnes, et sont invariants
dans toute permutation paire (tout comme les V ).

– Nos F sont reliés aux coefficients f définis par Kibler [118, 120] de manière formelle (indépendemment
du calcul de la matrice G) par :

F
(j2 j3) p1

p2 p3 (j1)
= (−1)2j3 [j1]

1
2 f

(
j1 j2 j3
p1 p2 p3

)
On peut remarquer que la notation de Kibler ne fait pas explicitement référence aux variances
des différents indices.

5.4 Le théorème de Wigner-Eckart dans SU(2) ⊃ OS

5.4.1 Relations générales

D’une manière générale, dans la châıne SU(2) ⊃ OS , nous pouvons écrire pour les éléments
matriciels d’un opérateur tensoriel irréductible (OTI) :〈

Ψp′
(j′)

∣∣∣T p0(k)

∣∣∣Ψp
(j)

〉
= [j′]−

1
2F

(k j) p′

p0 p (j′)

∗
eiφE

〈
j′
∥∥T (k) ‖j〉 (5.43)

〈
Ψ(j′)
p′
∣∣∣T (k)

p0

∣∣∣Ψ(j)
p

〉
= (−1)2j

′
K(k, j, j′)[j′]−

1
2F

p0 p (j′)
(k j) p′

∗
eiφE

〈
j′
∥∥T (k) ‖j〉 (5.44)

〈
Ψp′

(j′)

∣∣∣T p0(k)

∣∣∣Ψp
(j)

〉
= εj′e

−iφ(k,j,j′)
(

j′

p′′ p′

)
F
p0 p p′′

(k j j′) eiφE
〈
j′
∥∥T (k) ‖j〉 (5.45)

〈
Ψ(j′)
p′
∣∣∣T (k)

p0

∣∣∣Ψ(j)
p

〉
= εj′(−1)2j

′
K(k, j, j′)e−iψ(k,j,j′)

(
p′ p′′

j′

)
F

(k j j′)
p0 p p′′ e

iφE
〈
j′
∥∥T (k) ‖j〉

(5.46)

où 〈j′‖T (k) ‖j〉 est l’élément matriciel réduit.

5.4.2 Les choix réalisés

Etant donnés nos choix (5.11), il ne reste, dans (5.43) à (5.46), qu’une seule phase à choisir : eiφE .
Nous reprendrons ici le choix fait pour SO(3) dans la référence [109], soit5 :

eiφE = 1 (5.47)

Nous aurons ainsi par exemple (pour des grandeurs covariantes) à l’aide de (5.11), (5.47) et (5.40) :〈
Ψ(j′)
p′
∣∣∣T (k)

p0

∣∣∣Ψ(j)
p

〉
= (−1)C

′+σ′ (−1)2j+ϕ(j′) F
( k j j′ )

n0C0σ0 nCσ n′C ′ − σ′
〈
j′
∥∥T (k) ‖j〉 (5.48)

Nous sommes maintenant en mesure d’exposer notre méthode de calcul de la matrice G.
5Notons que ceci n’est pas le choix � usuel � pour SU(2), pour lequel on prend souvent (cf. ref. [109]) :

eiφE = (−1)k−j+j′ .
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5.5 Calcul explicite de la matrice G

5.5.1 Choix de la méthode

Ainsi que nous l’avons mentionné plus haut, différentes méthodes s’offrent à nous pour le calcul
des coefficients (j)GmnCσ. Elles se distinguent en particulier par une définition différente de l’indice
de multiplicité n. En voici un bref aperçu, non-exhaustif (pour plus de détails, voir par exemple la
référence [131]) :

– La méthode des projecteurs utilisée par Conte et al. [131] ou par Kibler [119], consiste à utiliser
des projecteurs dans une châıne de sous-groupes adaptée à la symétrie du problème et permettant
une détermination unique de tous les kets ainsi orientés. Ceci est très commode dans le cas de
molécules légèrement déformées, en phase solide, par exemple. Ainsi Kibler utilise des châınes
du type :

SU(2) ⊃ O∗ ⊃ D∗4 ⊃ D∗2
– La méthode développée par Conte et Raynal [132], consiste à déduire les kets de base |j, nCσ〉

pour C demi-entière à partir de ceux obtenus pour C entière (par exemple par la méthode
précédente).

Dans ces deux méthodes, l’indice n n’a pas de signification physique précise.

– La méthode de diagonalisation d’un opérateur invariant consiste à rendre diagonal un opérateur
du type H(A1) (mais non-totalement symétrique dans SU(2)) jouant un rôle important dans le
problème physique considéré.

Dans ce dernier cas, l’indice n sera relié aux différentes valeurs propres de l’opérateur considéré,
pour chaque couple (j, C). Ceci implique bien sûr que l’on ait choisi un opérateur ne présentant
aucune dégénerescence accidentelle (dans chaque bloc (j, C)), pour éviter tout problème d’étiquetage.
Cette méthode est très utile dans le cas des molécules en phase gazeuse, où il n’existe aucune cause
particulière de déformation permanente (statique)6.

Ce sont ces raisons qui nous ont fait choisir cette troisième méthode. D’autre part, celle-ci a
déjà été utilisée pour les précédents travaux sur les molécules de type toupie sphérique et les châınes
SO(3) ⊃ O ou SO(3) ⊃ Td [113–115 ]. En effet, dans ces travaux comme dans le nôtre, le hamiltonien
est construit comme une superposition linéaire de tenseurs sphériques irréductibles invariants dans le
groupe de la molécule (OS ici) et notés H(k,A1), soit :

H(A1) =
∑
k

CkH
(k,A1) (5.49)

Il s’agira donc ici de diagonaliser l’un de ces opérateurs, H(A1), qu’il nous faut choisir.
Dans SU(2) ⊃ OS, seuls les tenseurs de rang 0, 4, 6, 8, 9, . . . possèdent une composante A1. De

plus, H(0,A1) est d’ores et déjà diagonal. En fait, les opérateurs H(4,A1) et H(6,A1) forment une base
d’intégrité de sorte qu’à partir d’eux peuvent être obtenus tous les autres H(k,A1).

Ici, comme dans [113, 115] nous choisissons simplement l’opérateur H(4,A1) et ce pour deux raisons
principales :

– Cet opérateur apparâıt dans les problèmes considérés ici. Comme nous le verrons, il est, dans
les cas étudiés, l’opérateur prépondérant pour l’éclatement octaédrique des niveaux. C’est aussi
celui qui a déjà été choisi pour SO(3) ⊃ O dans [113, 115].

– Son spectre ne présente pas de quasi-dégénérescence accidentelle, contrairement à H(6,A1) [114].
Ceci est vérifié pour j entier et semble l’être aussi pour j demi-entier (pour les valeurs que
nous avons considérées, jusqu’à j = 51/2), même si certaines valeurs propres sont relativement
proches, comme on peut le voir sur l’exemple donné dans la table 5.3.

6Et donc aucune raison de choisir une châıne de sous-groupes plutôt qu’une autre.
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Tab. 5.3 - Valeurs propres de H(4,A1) pour j = 51/2

n◦ Valeur propre† Dégénérescence Symétrie‡

1 −5.9029286991068 × 10−2 4 G′

2 −5.8726952410514 × 10−2 4 G′

3 −4.0073506992427 × 10−2 2 E′

4 −3.8450885138490 × 10−2 4 G′

5 −3.6469353646783 × 10−2 2 E′

6 −2.7121021855730 × 10−2 2 E′

7 −2.4345321093252 × 10−2 4 G′

8 −1.5539761767069 × 10−2 2 E′

9 −1.2854750398523 × 10−2 4 G′

10 2.7828409708217 × 10−3 4 G′

11 3.3829855420556 × 10−3 2 E′

12 2.5140950093970 × 10−2 4 G′

13 2.5228390530337 × 10−2 2 E′

14 5.3142992004966 × 10−2 2 E′

15 5.3149981077198 × 10−2 4 G′

16 8.7371882719256 × 10−2 2 E′

17 8.7372120619896 × 10−2 4 G′

† : Pour un élément matriciel réduit pris égal à 1.
‡ : E′ = E′

1 ou E′
2.

5.5.2 Développement de la méthode

Grâce à (5.19), nous pouvons alors écrire :

〈j, nCσ|H(4,A1)
1 |j, nCσ〉 =

∑
m,m′,q

(j)GnCσm
(4)GqA1

(j)Gm
′

nCσ 〈j,m|H(4)
q

∣∣j,m′〉 (5.50)

En utilisant le théorème de Wigner-Eckart dans SU(2) [109] pour chaque membre de l’équation précé-
dente et en simplifiant par l’élément matriciel réduit, on obtient :

[j]−
1
2 F

(4 j) nCσ
A1 nCσ (j)

=
∑
m,m′

(j)GnCσm

[
(−1)j−m

∑
q

(4)GqA1
V

(
4 j j
q −m m′

)]
(j)Gm

′
nCσ (5.51)

L’équation (5.51) signifie simplement que nous diagonalisons (pour chaque valeur de j) la matrice
A(j) d’éléments matriciels :

A(j)m
′

m = (−1)j−m
∑
q

(4)GqA1
V

(
4 j j
q −m m′

)
, (5.52)

et dont les valeurs propres sont

[j]−
1
2 F

(4 j) nCσ
A1 nCσ (j)

.

Les vecteurs propres vont nous mener à la détermination de la matrice G, à condition, bien sûr,
d’effectuer les choix de phases appropriés. Les (4)GqA1

sont donnés par exemple dans la référence [113].
En fait, comme expliqué dans [115], il n’est ni nécessaire ni judicieux de diagonaliser l’ensemble de

la matrice A(j). Il suffit en fait de prendre des valeurs particulières de m et m′ permettant d’obtenir
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une composante pour chaque représentation ; les autres composantes sont alors déterminées à l’aide
des matrices des RI de OS . Le cas des RI entières a déjà été traité [115] ; rappelons simplement que,
si l désigne un entier, on a :

– Les composantes A1 sont obtenues pour m, m′ = 4l
– ” ” A2 ” ” ” ” 4l + 2
– ” ” E1 ” ” ” ” 4l
– ” ” F1z ” ” ” ” 4l
– ” ” F2z ” ” ” ” 4l + 2

Dans le cas des RI demi-entières, en appliquant (5.18) à R = C4 (cf. table 4.7), on en tire que :

– Les composantes E′1a sont obtenues pour m, m′ = 4l + 1/2
– ” ” E′2b ” ” ” ” 4l + 5/2
– ” ” G′κ ” ” ” ” 4l + 3/2

Il nous reste à fixer les phases des composantes ainsi obtenues. On pose :

Ξ(j, n,C, σ) =
(j)Gmmax

nCσ∣∣(j)Gmmax
nCσ

∣∣ (5.53)

où mmax est la plus grande valeur de m telle que (j)GmnCσ soit non-nul (pour j, n, C et σ fixés).

– Pour les RI entières, les choix sont ceux de [115] :

C = A1, A2, E −→
{
j pair , Ξ(j, n,C, σ) = 1
j impair , Ξ(j, n,C, σ) = i

(5.54)

C = F1, F2 −→
{
j pair , Ξ(j, n,C, σ) = i
j impair , Ξ(j, n,C, σ) = 1

(5.55)

– Pour les RI demi-entières, nous faisons un choix semblable à celui de Harnung [117], soit :

Ξ(j, n,C, σ) = (−1)j−mmax (5.56)

Notons que ceci mène, dans ce cas, à des coefficients (j)GmnCσ réels (comme déjà mentionné en
page 62 ; ce n’est pas le cas pour j entier).

Pour calculer les autres composantes à partir de celles ainsi calculées, il nous suffit alors d’utiliser
(5.18) pour des éléments R de O appropriés. En effet, grâce à (4.13) et à la table 4.7, nous pouvons
écrire :

(j)GmnE2 =
2√
3

(
1
2

(j)GmnE1 +
∑
m′

(j)Gm
′

nE1

[
D(j)(C32)

]m
m′

)
(5.57)

(j)GmnFx =
∑
m′

(j)Gm
′

nFz

[
D(j)(C32)

]m
m′ (5.58)

(j)GmnFy =
∑
m′

(j)Gm
′

nFz

[
D(j)(C−1

32 )
]m
m′ (5.59)

(j)GmnE′
1b

= (j)G−mnE′
1a

[
D(j)(C2

42)
]m
−m (5.60)

(j)GmnE′
2b

= (j)G−mnE′
2a

[
D(j)(C2

42)
]m
−m (5.61)
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où F désigne soit F1 soit F2. En ce qui concerne la représentation G′, le calcul est moins direct, car
il n’existe pas de matrice (G′)D(R) permutant les composantes κ, λ, µ et ν entre elles. Il nous faut
donc résoudre un système d’équations, par exemple :(

− i
√

6
4

)
(j)GmnG′λ −

(√
6

4

)
(j)GmnG′µ +

(
i
√

2
4

)
(j)GmnG′ν =

∑
m′

(j)Gm
′

nG′κ

[
D(j)(C41)

]m
m′ −

(√
2

4

)
(j)GmnG′κ(

−√6
4

ω

)
(j)GmnG′λ −

(√
6

4
ω

)
(j)GmnG′µ −

(√
2

4
ω

)
(j)GmnG′ν = (5.62)

∑
m′

(j)Gm
′

nG′κ

[
D(j)(C32)

]m
m′ +

(√
2

4
ω

)
(j)GmnG′κ

(j)GmnG′ν = (j)G−mnG′κ

[
D(j)(C2

42)
]m
−m

où ω = ei
π
4 .

5.5.3 Résultats

Nous avons réalisé un programme de calcul des coefficients (j)GmnCσ pour j quelconque utilisant la
méthode décrite ci-dessus. L’annexe A donne les valeurs numériques de quelques-uns de ces coefficients,
pour j demi-entier. La table 5.4 donne les valeurs exactes des kets orientés covariants |j, Cσ〉 pour les
plus petites valeurs demi-entières de j (pour lesquelles n est inutile).

Tab. 5.4 - Quelques |j, Cσ〉 (j demi-entier, grandeurs covariantes)

|1/2, E′1a〉 = |1/2, 1/2〉
|1/2, E′1b〉 = |1/2,−1/2〉
|3/2, G′κ〉 = |3/2, 3/2〉
|3/2, G′λ〉 = |3/2, 1/2〉
|3/2, G′µ〉 = |3/2,−1/2〉
|3/2, G′ν〉 = |3/2,−3/2〉

|5/2, E′2a〉 =
1√
6
|5/2, 5/2〉 −

√
5
6
|5/2,−3/2〉

|5/2, E′2b〉 = −
√

5
6
|5/2, 3/2〉 + 1√

6
|5/2,−5/2〉

|5/2, G′κ〉 = − 1√
6
|5/2, 3/2〉 −

√
5
6
|5/2,−5/2〉

|5/2, G′λ〉 = |5/2, 1/2〉
|5/2, G′µ〉 = − |5/2,−1/2〉
|5/2, G′ν〉 =

√
5
6
|5/2, 5/2〉 + 1√

6
|5/2,−3/2〉
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Tab. 5.4 - (suite)

|7/2, E′1a〉 = −
√

7
2
√

3
|7/2, 1/2〉 −

√
5

2
√

3
|7/2,−7/2〉

|7/2, E′1b〉 =
√

5
2
√

3
|7/2, 7/2〉 +

√
7

2
√

3
|7/2,−1/2〉

|7/2, E′2a〉 = −
√

3
2
|7/2, 5/2〉 + 1

2
|7/2,−3/2〉

|7/2, E′2b〉 = −1
2
|7/2, 3/2〉 +

√
3

2
|7/2,−5/2〉

|7/2, G′κ〉 =
√

3
2
|7/2, 3/2〉 + 1

2
|7/2,−5/2〉

|7/2, G′λ〉 = −
√

5
2
√

3
|7/2, 1/2〉 +

√
7

2
√

3
|7/2,−7/2〉

|7/2, G′µ〉 =
√

7
2
√

3
|7/2, 7/2〉 −

√
5

2
√

3
|7/2,−1/2〉

|7/2, G′ν〉 =
1
2
|7/2, 5/2〉 +

√
3

2
|7/2,−3/2〉

La table 5.5 donne les valeurs exactes de quelques coefficients de Clebsch-Gordan orientés, calculés
à l’aide de la matrice G et des relations (5.26) et (5.29).

Tab. 5.5 - Quelques coefficients de Clebsch-Gordan orientés

j1 j2 j3 C1 C2 C3 σ†1 σ2 σ3 F

0 0 0 A1 A1 A1 1

1/2 0 1/2 E′1 A1 E′1 σ σ 1

1/2 1/2 0 E′1 E′1 A1 a b 1/
√

2

1/2 1/2 1 E′1 E′1 F1 a a x −1/
√

2

b b x 1/
√

2

a a y i/
√

2

b b y i/
√

2

a b z 1/
√

2

1 0 1 F1 A1 F1 σ σ 1

1 1/2 1/2 F1 E′1 E′1 x b a −1/
√

3

y b a −i/√3

z a a −1/
√

3

x a b −1/
√

3

y a b i/
√

3

z b b 1/
√

3

1 1/2 3/2 F1 E′1 G′ x a κ −1/
√

2

y a κ −i/√2

† : σ désigne une composante quelconque.
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Tab. 5.5 - (suite)

j1 j2 j3 C1 C2 C3 σ†1 σ2 σ3 F

1 1/2 3/2 F1 E′1 G′ z σ κ 0

x b λ −1/
√

6

y b λ −i/√6

z a λ 2/
√

6

x a µ 1/
√

6

y a µ −i/√6

z b µ 2/
√

6

x b ν 1/
√

2

y b ν −i/√2

z σ ν 0

1 1 0 F1 F1 A1 σ σ 1/
√

3

1 1 1 F1 F1 F1 y z x −i/√2

1 1 2 F1 F1 E x x 1 −1/
√

15

y y 1 −1/
√

15

z z 1 2/
√

15

x x 2 1/
√

5

y y 2 −1/
√

5

F1 F1 F2 y z x 1/
√

5

z x y 1/
√

5

x y z 1/
√

5

3/2 0 3/2 G′ A1 G′ σ σ 1

3/2 1/2 1 G′ E′1 F1 κ b x −√3/2
√

2

λ a x 1/2
√

2

µ b x 1/2
√

2

ν a x −√3/2
√

2

κ b y i
√

3/2
√

2

λ a y −i/2√2

µ b y i/2
√

2

ν a y −i√3/2
√

2

λ b z 1/
√

2

µ a z −1/
√

2

3/2 1/2 2 G′ E′1 E λ b 1 1/
√

5

µ a 1 1/
√

5

κ a 2 1/
√

5

ν b 2 1/
√

5
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Tab. 5.5 - (suite)

j1 j2 j3 C1 C2 C3 σ†1 σ2 σ3 F

3/2 1/2 2 G′ E′1 F2 κ b x i
√

3/2
√

10

λ a x 3i/2
√

10

µ b x 3i/2
√

10

ν a x i
√

3/2
√

10

κ b y −√3/2
√

10

λ a y −3/2
√

10

µ b y 3/2
√

10

ν a y
√

3/2
√

10

κ a z −i√3/
√

10

ν b z i
√

3/
√

10

3/2 1 1/2 G′ F1 E′1 κ x a 1/2

y a −i/2
λ z a −1/

√
3

µ x a −1/2
√

3

y a −i/2√3

λ x b 1/2
√

3

y a −i/2√3

µ z b −1/
√

3

ν x b −1/2

y b −i/2

La figure 5.1 montre le spectre de H(4,A1) obtenu pour j demi-entier. La figure 5.2 montre les cas
j entier et j demi-entier ensemble.

5.6 Extension à la châıne SU(2) ⊗ CI ⊃ OS
h

L’introduction de l’inversion est ici quasiment triviale. Les équations (4.20), (4.21) et (5.18)
permettent en effet d’écrire :

(jg)GmnCgσ = (ju)GmnCuσ = (j)GmnCσ (5.63)

Les coefficients 3j −m orientés (ou 3j − p) sont alors donnés par (cf. équation 5.26) :

F
(j1τ j2υ j3χ)

n1C1τσ1 n2C2υσ2 n3C3χσ3
= F

(j1 j2 j3)
n1C1σ1 n2C2σ2 n3C3σ3

(5.64)

où l’on a :  τ, υ, χ = g ou u,

τ ⊗ υ ⊗ χ = g .
(5.65)
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Ceci implique bien entendu des choix cohérents pour les divers facteurs de phase. Nous prenons ici :

(−1)2jτ = (−1)2j

(−1)2Cτ = (−1)2C

(−1)jτ±m = (−1)j±m

(−1)Cτ±σ = (−1)C±σ

(−1)j1τ+j2υ+j3χ = (−1)j1+j2+j3

(5.66)

en tenant compte de (5.65).
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Fig. 5.1 - Spectre de H(4,A1) pour j demi-entier
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Fig. 5.2 - Spectre de H(4,A1) pour j entier et demi-entier



Chapitre

6
Formalisme tensoriel dans le groupe de
l’octaèdre

Afin de disposer d’un outil tensoriel complet, il nous faut à présent définir un formalisme associé au
groupe OS (et/ou OSh ) lui-même. Nous devrons en particulier déterminer les coefficients et relations
de couplage pour ce groupe, ainsi que l’expression du théorème de Wigner-Eckart. Toujours par souci
de cohérence, nous ferons en sorte que ceci se déduise de ce que nous avons développé au chapitre 5.
Par la même occasion, nous serons en mesure de préciser les liens entre ces deux formalismes, grâce
aux facteurs isoscalaires et à leurs propriétés.

6.1 Les coefficients de couplage de OS

6.1.1 Généralités

La principale difficulté vient ici du fait que le groupe OS est un groupe non-simplement réductible :
une multiplicité peut apparâıtre dans certains produits de deux RI, ainsi qu’on peut le voir dans la
table 4.2.

De plus, nous voulons déterminer les coefficients de couplage de ce groupe en les reliant de manière
étroite à ceux de la châıne SU(2) ⊃ OS . Pour cette raison, nous n’utiliserons pas la méthode
développée par Butler et Wybourne [126], qui consiste à déduire les 3C-σ d’un groupe donné à partir
d’un calcul préliminaire de ses 6C, sans relation aucune avec une quelconque châıne de groupe. Les
coefficients donnés par Harnung [117] seraient, dans cette optique, meilleurs pour nous, mais ses choix
de phases sont relativement complexes et incompatibles avec ceux concernant notre base orientée.

Pour ces raisons, nous préférons utiliser la méthode développée par Lulek et al. [133–136 ]. Cette
méthode, basée sur le lemme de factorisation de Racah, permet de calculer les 3C − σ à partir des
3j − p. Nous allons ici adapter cette méthode à nos 3j − p (ceux utilisés par Lulek [134] résultent de
conventions différentes de celles du chapitre 5) et effectuer nos propres choix de phases.

Le lemme de factorisation de Racah donne ici les formules suivantes :

F
(j1 j2) p3

p1 p2 (j3)
=

∑
β

βK
(j1 j2) n3C3

n1C1 n2C2 (j3) βF
(C1 C2) σ3

σ1 σ2 (C3)
(6.1)

F
p1 p2 (j3)
(j1 j2) p3

=
∑
β

βK
n1C1 n2C2 (j3)
(j1 j2) n3C3

βF
σ1 σ2 (C3)
(C1 C2) σ3

(6.2)

F
(j1 j2 j3)
p1 p2 p3

=
∑
β

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3)
βF

(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

(6.3)

F
p1 p2 p3

(j1 j2 j3)
=

∑
β

βK
(n1C1 n2C2 n3C3)

(j1 j2 j3) βF
σ1 σ2 σ3

(C1 C2 C3)
(6.4)
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où β désigne l’indice de multiplicité intervenant lorsque C3 apparâıt plusieurs fois dans le produit
C1 ⊗ C2. Les coefficients K sont les facteurs isoscalaires.

6.1.2 Calcul des 3C − σ de OS

La méthode de Lulek [133] et une méthode de renormalisation des 3j− p. Notons qu’une méthode
semblable est exposée dans [115], pour le cas plus simple du groupe O.

Nous allons ici exploiter la relation (6.3), afin de déterminer les 3C − σ. Notons C(C1C2, C3) le
nombre d’occurrences de C3 dans C1 ⊗ C2. Soit π un élément quelconque du groupe de permutation
S3, i.e.1,

π =

〈
1 2 3
a b c

〉
.

Ainsi, les six membres de ce groupe seront notés :

π1 =

〈
1 2 3
1 2 3

〉
, π2 =

〈
1 2 3
2 3 1

〉
, π3 =

〈
1 2 3
3 1 2

〉
,

π4 =

〈
1 2 3
1 3 2

〉
, π5 =

〈
1 2 3
2 1 3

〉
, π6 =

〈
1 2 3
3 2 1

〉 (6.5)

Appelons de plus M(π,C1C2C3) la matrice de permutation des colonnes des coefficients 3C−σ, définie
par [135] :

βF
(Ca Cb Cc)
σa σb σc

=
∑
α

M(π,C1C2C3)αβ αF
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

(6.6)

Considérons alors (6.3) dans les conditions suivantes :

– j1 (resp. j2) prend la valeur minimum jmin1 (resp. jmin2) telle que D(jmin1
) (resp. D(jmin2

))
contienne C1 (resp. C2) une seule fois (cf. table 5.2).

– j3 prend les C(C1C2, C3) plus petites valeurs telles que D(j3) contienne C3 une seule fois et
compatibles avec

|j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2 .

On obtient :

F
(j1 j2 j3)
C1σ1 C2σ2 C3σ3

=
C(C1C2,C3)∑

β=1

βK
(j1 j2 j3)
(C1 C2 C3)

βF
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

(6.7)

La matrice des 3C − σ étant unitaire, nous pouvons définir la quantité :

N(j1C1, j2C2, j3C3) =
∑

σ1σ2σ3

∣∣∣∣∣F (j1 j2 j3)
C1σ1 C2σ2 C3σ3

∣∣∣∣∣
2

=
C(C1C2,C3)∑

β=1

∣∣∣∣∣βK (j1 j2 j3)
(C1 C2 C3)

∣∣∣∣∣
2

(6.8)

Il s’agit donc en fait ici de résoudre le système d’équations donné par (6.7) avec la condition (6.8),
pour obtenir les coefficients cherchés. La solution sera de la forme :

βF
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

=
∑
j3

aβj3(C1C2C3)F
(j1 j2 j3)
C1σ1 C2σ2 C3σ3

(6.9)

1Nous les notons ici 〈. . .〉 au lieu de (
1 2 3
a b c

)
(notation habituelle), afin d’éviter toute confusion avec les symboles 3j − m de SU(2).
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où j3 prend les C(C1C2, C3) plus petites valeurs définies plus haut. En utilisant une nouvelle fois
l’unitarité des 3C − σ, ainsi que les relations (6.6) et (6.9), nous pouvons de plus écrire :

M(π,C1C2C3)αβ =∑
j3,jc

a∗αj3(C1C2C3)aβjc(CaCbCc)
∑

σ1,σ2,σ3

F
C1σ1 C2σ2 C3σ3

(j1 j2 j3)
F

(ja jb jc)
Caσa Cbσb Ccσc

(6.10)

Trois cas sont alors à distinguer :

(i) Si C(C1C2, C3) =1 (pas de multiplicité)

Dans ce cas, il n’y a pas de problème. La solution est simplement donnée par :

F
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

= εC1C2C3

1√
N(j1C1, j2C2, j3C3)

F
(j1 j2 j3)
C1σ1 C2σ2 C3σ3

(6.11)

où εC1C2C3 est un facteur de phase à choisir. Pour les RI entières, nous avons effectué des choix
redonnant les coefficients des références [109, 115]. Quand le triplet (C1, C2, C3) contient des RI demi-
entières, le choix n’est pas complètement libre. En fait, les choix de l’équation (5.11) pour SU(2) ⊃ OS
ainsi que d’autres similaires que nous effectuerons pour OS (voir plus loin) impliquent une relation
entre les facteurs isoscalaires et leurs conjugués (eq. (B.25), annexe B) qui mène à la condition :

ε2C1C2C3
= (−1)ϕ(j1)+ϕ(j2)+ϕ(j3) (6.12)

Par conséquent, nous prenons les facteurs de phase suivants :

εE′
1E

′
1F1

= i , εE′
1E

′
1A1

= 1 , εE′
2E

′
2A1

= i , εE′
2E

′
2A1

= 1 , εE′
2E

′
1F2

= 1
εE′

2E
′
1A2

= i , εG′G′E = 1 , εG′E′
2F2

= 1 , εG′E′
2F1

= i , εG′E′
2E

= 1
εG′E′

1F2
= 1 , εGE′

1F1
= i , εG′E′

1E
= 1 , εG′G′A2 = i , εG′G′A1 = 1

(6.13)

Si de plus nous imposons à nos 3C−σ d’être invariants dans toute permutation paire de leurs colonnes
et d’être multipliés par le facteur

(−1)C1+C2+C3 = (−1)j1+j2+j3 (6.14)

dans toute permutation impaire (avec j1, j2 et j3 définis comme précédemment ; il n’y a dans le cas
présent qu’une seule valeur pour j3), nous avons nécessairement :

εCaCbCc = εC1C2C3 (6.15)

pour toute permutation (a, b, c) de (1, 2, 3).
Les deux cas suivants sont plus complexes. Le tableau 6.1 résume la situation, en donnant dans

chaque cas le nombre de valeurs de j3 permises pour le produit direct D(j1) ⊗D(j2).

(ii) Si (C1, C2, C3) = (G′, G′, F1), (G′, F1, G′), (F1, G′, G′) ou (G′, G′, F2)

On a ici C(C1C2, C3) = 2 et il n’y a que deux valeurs possibles pour j3 Ainsi, comme dans la
référence [135], nous pouvons tout simplement identifier β et j3 :

β ≡ j3 .
On obtient alors :

βF
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

= δβ,j3 εC1C2,j3C3

√
[j3]
[C3]

F
(j1 j2 j3)
C1σ1 C2σ2 C3σ3

(6.16)
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Tab. 6.1 - Valeurs de j3 si C(C1C2, C3) = 2

C1 C2 C3 j1 j2 Valeurs de j3 possibles
F1 G′ G′ 1 3/2 3/2, 5/2
G′ F1 G′ 3/2 1 3/2, 5/2
G′ G′ F1 3/2 3/2 1, 3
G′ G′ F2 3/2 3/2 2, 3
F2 G′ G′ 2 3/2 3/2, 5/2, 7/2
G′ F2 G′ 3/2 2 3/2, 5/2, 7/2

 cas (ii).

}
cas (iii).

où εC1C2,j3C3 est un facteur de phase. Pour des raisons similaires à celles évoquées au cas (i), nous
choisissons :

εG′G′,1F1 = i , εG′G′,3F1 = i , εG′G′,2F2 = 1 , εG′G′,3F2 = i (6.17)

Si nous imposons de plus aux matrices Mi = M(πi, C1C2C3) (i = 1 . . . 6) de former une représentation
de S3

2, soit en particulier

M2 = M6M5 , M3 = M4M5 , M2
4 = M1 , (M4M5)3 = M1 , (6.18)

on montre via (6.10) qu’il est alors nécessaire de poser :

εG′F1,
3
2
G′ = i , εG′F1,

5
2
G′ = −i , εF1G′, 3

2
G′ = i , εF1G′, 5

2
G′ = i (6.19)

Notons que dans ce cas, (6.17) et (6.19) donnent avec (6.10) des matrices Mi toutes égales à l’identité.

Nous pouvons également faire la remarque suivante, pour le cas (C1, C2, C3) = (G′, G′, F2) : il est
bien connu que

D(3) ⊂
[
D(3/2) ⊗D(3/2)

]
, D(2) ⊂

{
D(3/2) ⊗D(3/2)

}
, (6.20)

[. . .] et {. . .} désignant, comme à l’habitude, la partie symétrique et la partie antisymétrique, respec-
tivement. D’où, en descendant dans OS, il devient clair (cf. table 4.2) que l’on peut écrire les deux
propositions suivantes :

– le triplet (G′G′, 2F2) correspond à F2 ⊂ {G′ ⊗G′},
– le triplet (G′G′, 3F2) correspond à F2 ⊂ [G′ ⊗G′].

En conséquence, nous préférons étiqueter ces deux triplets non plus par la valeur de j3 (2 ou 3) mais
par β = a (antisymétrique) et β = s (symétrique), respectivement [134]. Cette propriété va se révéler
très importante dans le troisième et dernier cas.

(iii) Si (C1, C2, C3) = (G′, F2, G′) ou (F2, G′, G′)

Le produit D(j1)⊗D(j2) autorise ici trois valeurs pour j3 (3/2, 5/2, 7/2) (cf. table 6.1), mais nous
avons seulement deux valeurs pour β dans F2 ⊗ G′ = G′ ⊗ F2. Comme on peut le voir sur la figure
6.1, ceci s’explique simplement par le fait que D(2) se réduit dans OS en deux RI : E ⊕F2 ; on a alors
bien trois représentations G′, en effectuant le produit (E ⊕ F2) ⊗ G′. Essayons maintenant de voir
pourquoi le problème ne se réduit plus ici à un simple choix de phases. Considérons par exemple la
matrice K d’éléments

Kj3C1,β
= βK

(2 3/2 j3)
(C1 G′ G′)

2i.e. si nous imposons à ces matrices d’avoir les mêmes règles de multiplication que les éléments de S3, cf. ref. [135].
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j1(j2) j2(j1) j3

2 3/2 −→ 3/2 , 5/2 , 7/2
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
F2 ⊗ G′ −→ G′ G′ G′

⊕ ↗
E

Fig. 6.1 - Représentation schématique du cas (iii)

avec C1 = E ou F2, j = 3/2, 5/2 ou 7/2 et β prenant deux valeurs que nous nommerons provisoirement
� 1 � et� 2 �. Les éléments kj3 = KEj3 relèvent du cas (i) et se calculent par (6.11) et (6.13). La matrice
K est donc de la forme :

K =

(E,−) (F2, 1) (F2, 2) k3/2 A1 A2

k5/2 B1 B2

k7/2 C1 C2

 (3/2)
(5/2)
(7/2)

,


k3/2 =

√
2/5

k5/2 =
√

47/105
k7/2 = 4/

√
105

(6.21)

Il nous faut par conséquent déterminer les éléments Aβ, Bβ et Cβ (β = 1 ou 2), avec comme seule con-
dition, pour l’instant, l’unitarité de la matrice K 3. On voit immédiatement que ces seules contraintes
conduisent à une infinité de choix possibles, qui ne consistent pas seulement à fixer des facteurs de
phase : des choix distincts pourront conduire à des facteurs isoscalaires, et donc à des coefficients
3C − σ, de module différent. On pourrait, par exemple, choisir ici encore d’identifier j3 et β (pour les
triplets (G′, F2, G

′) et (F2, G
′, G′)), i.e. imposer :

A2 = B2 = 0 .

Mais ceci entrainerait des règles de permutation des colonnes complexes (matrices Mi non-diagonales).
De plus, la signification de β serait confuse.

C’est ici notre problème physique qui va nous permettre d’imposer certaines conditions supplémen-
taires, au niveau des matrices de permutation Mi. Ecrivons tout d’abord ce que donnent (6.10) et
(6.17) dans le cas (C1, C2, C3) = (G′, G′, F2), pour M4, M5 et M6 :

M5 =

(
−1 0

0 1

)
, α = 2, 3 ; β = 2, 3 (6.22)


M4

2
β = −

√
3
5
aβ 3

2
(G′F2G

′)− 2
√

2
105

aβ 5
2
(G′F2G

′)

M4
3
β =

√
10
21

aβ 5
2
(G′F2G

′)

(6.23)


M6

2
β = −

√
3
5
aβ 3

2
(F2G

′G′) + 2
√

2
105

aβ 5
2
(F2G

′G′)

M6
3
β =

√
10
21

aβ 5
2
(F2G

′G′)

(6.24)

3Cf. les relations d’orthogonalité des facteurs isoscalaires, données dans l’annexe B.
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Nous imposons alors aux matrices de permutation :

– (1) de former une représentation de S3.

– (2) d’être diagonales, afin que la signification de β = a et β = s
soit préservée par permutation.

C’est cette deuxième condition qui est liée à nos considérations physiques. En effet, comme nous le
verrons dans la partie suivante, l’étude des hexafluorures à nombre impair d’électrons amène à tenir
compte, entre autres, de l’existence d’un effet Jahn-Teller4 dans des états électroniques de symétrie
G′. Dans ce cas, il est nécessaire de faire intervenir des opérateurs vibrationnels de symétrie F2, avec
la condition :

F2 ⊂ {G′ ⊗G′} .
Ceci explique l’importance de la signification de β (expliquée plus haut), mais aussi de sa conservation
par permutation des colonnes des 3C − σ.

En conséquence, les valeurs � 1 � et � 2 � de (6.21) et (6.23) à (6.24) peuvent alors être remplacés
par � a� et � s�, respectivement. On obtient, par les deux conditions ci-dessus et avec (6.18), les
résultats suivants :

aa 3
2
(G′F2G

′) =
√

5
3

, as 3
2
(G′F2G

′) = − 2√
15

, aa 5
2
(G′F2G

′) = 0 , as 5
2
(G′F2G

′) =
√

21
10

aa 3
2
(F2G

′G′) =
√

5
3

, as 3
2
(F2G

′G′) =
2√
15

, aa 5
2
(F2G

′G′) = 0 , as 5
2
(F2G

′G′) =
√

21
10
(6.25)

Ceci nous permet de calculer les 3C − σ pour les deux triades considérées, grâce à (6.9). Enfin, pour
en revenir au problème des facteurs isoscalaires évoqué ci-dessus, (6.7) nous donne alors :

A1 = Aa = aK
(2 3/2 3/2)
(F2 G′ G′) =

√
3
5

, A2 = As = sK
(2 3/2 3/2)
(F2 G′ G′) = 0

B1 = Ba = aK
(2 3/2 5/2)
(F2 G′ G′) = −2

√
2

105
, B2 = Bs = sK

(2 3/2 5/2)
(F2 G′ G′) =

√
10
21

(6.26)

Et l’on obtient de manière similaire :

aK
(3/2 2 3/2)
(G′ F2 G′) =

√
3
5

, sK
(3/2 2 3/2)
(G′ F2 G′) = 0

aK
(3/2 2 5/2)
(G′ F2 G′) = 2

√
2

105
, sK

(3/2 2 5/2)
(G′ F2 G′) =

√
10
21

(6.27)

Avec les équations (6.6), (6.23) à (6.24), et les les résultats précédents (équation (6.25), il est facile
de constater que les symétries de nos 3C − σ

βF
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

résultant des choix ci-dessus obéissent à la règle simple suivante (valable pour tout triplet (C1, C2, C3)) :
ces coefficients sont inchangés par toute permutation paire de leurs colonnes et sont multipliés par le
facteur

(−1)C1+C2+C3+β = (−1)jmin1
+jmin2

+jmin3
+β (6.28)

4Et, plus généralement, de couplages (ro)vibroniques.
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pour toute permutation impaire. Dans la relation (6.28), intervient un nouveau facteur de phase,
(−1)β , que nous définissons de la manière suivante :{

(−1)s = −1 pour (C1C2C3) = (G′G′F2), (G′F2G
′), ou (F2G

′G′),
(−1)β = 1 sinon.

(6.29)

La table 6.2 donne les valeurs exactes de nos coefficients 3C − σ pour OS , calculés par la méthode
exposée ci-dessus. Les coefficients non-nuls ne figurant pas dans cette table sont déduits à partir de
(6.28) et (6.29).

6.2 Tenseur métrique et propriétés des facteurs isoscalaires

6.2.1 Tenseur métrique

Pou être complets, il nous faut maintenant définir un tenseur métrique pour OS . Les analogues
des équations (5.1) et (5.2) pour ce groupe sont :

T (C)
σ = εC

(
C
σ σ′

)
T σ

′
(C) (6.30)

T σ(C) = ε′C

(
σ′ σ
C

)
T

(C)
σ′ (6.31)

De même, les coefficients de Clebsch-Gordan peuvent être déterminés par des relations similaires à
(5.22)–(5.25), mais avec certains facteurs de phase remplacés par des matrices :

βF
σ1 σ2 (C)
(C1 C2) σ

= K(C1C2C)αβ

(
C
σ σ′

)(
σ′1 σ1

C1

)(
σ′2 σ2

C2

)
αF

(C1 C2) σ′

σ′1 σ′2 (C)

(6.32)

βF
σ1 σ2 σ
(C1 C2 C)

= K ′(C1C2C)αβ

(
σ′1 σ1

C1

)(
σ′2 σ2

C2

)(
σ′ σ
C

)
αF

(C1 C2 C)
σ′1 σ′2 σ′

(6.33)

βF
(C1 C2) σ
σ1 σ2 (C)

= εC φ(C1C2C)αβ [C]
1
2

(
σ′ σ
C

)
αF

(C1 C2 C)
σ1 σ2 σ′ (6.34)

βF
σ1 σ2 (C)
(C1 C2) σ

= εC ψ(C1C2C)αβ [C]
1
2

(
C
σ σ′

)
αF

σ1 σ2 σ′

(C1 C2 C)
(6.35)

Afin d’assurer un analogie complète avec le chapitre 5, nous effectuons les choix suivants :

εC = ε′C = 1
K(C1C2C)αβ = (−1)2C δα,β , K ′(C1C2C)αβ = δα,β
φ(C1C2C)αβ = (−1)2C1δα,β , ψ(C1C2C)αβ = (−1)2C2δα,β

(6.36)

Il vient alors :

βF
σ1 σ2 (C)
(C1 C2) σ

= βF
(C1 C2) σ
σ1 σ2 (C)

∗
(6.37)

βF
σ1 σ2 σ
(C1 C2 C)

= βF
(C1 C2 C)
σ1 σ2 σ

∗
(6.38)

βF
(C1 C2) σ
σ1 σ2 (C)

= (−1)2C1 [C]
1
2

(
σ′ σ
C

)
βF

(C1 C2 C)
σ1 σ2 σ′ (6.39)
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Tab. 6.2 - Coefficients 3C − σ du groupe OS

C1, C2, C3 toutes entières
C1 σ1 C2 σ2 C3 σ3 3C − σ
A1 A1 A1 1
A2 A2 A1 1

E 1 E 1 E 1 −1/2
E 2 E 2 E 1 1/2
E 2 E 1 A2 −1/

√
2

E 1 E 1 A1 1/
√

2
E 2 E 2 A1 1/

√
2

F1 z F1 y F1 x 1/
√

6
F1 x F1 x E 1 1/2

√
3

F1 y F1 y E 1 1/2
√

3
F1 z F1 z E 1 −1/

√
3

F1 x F1 x E 2 −1/2
F1 y F1 y E 2 1/2
F1 x F1 x A1 1/

√
3

F1 y F1 y A1 1/
√

3
F1 z F1 z A1 1/

√
3

F2 z F2 y F2 x −1/
√

6
F2 y F2 x F1 z 1/

√
6

F2 z F2 x F1 y −1/
√

6
F2 z F2 y F1 x 1/

√
6

F2 x F2 x E 1 1/2
√

3
F2 y F2 y E 1 1/2

√
3

F2 z F2 z E 1 −1/
√

3
F2 x F2 x E 2 −1/2
F2 y F2 y E 2 1/2
F2 x F2 x A1 1/

√
3

F2 y F2 y A1 1/
√

3
F2 z F2 z A1 1/

√
3

F2 x F1 z F1 y −1/
√

6
F2 y F1 z F1 x −1/

√
6

F2 z F1 y F1 x −1/
√

6
F2 x F1 x E 1 1/2
F2 y F1 y E 1 −1/2
F2 x F1 x E 2 1/2

√
3

F2 y F1 y E 2 1/2
√

3
F2 z F1 z E 2 −1/

√
3

F2 x F1 x A2 1/
√

3
F2 y F1 y A2 1/

√
3

F2 z F1 z A2 1/
√

3

Avec des R.I. demi-entières,
sans multiplicité

C1 σ1 C2 σ2 C3 σ3 3C − σ
E′1 a E′1 a F1 x −i/√6
E′1 b E′1 b F1 x i/

√
6

E′1 a E′1 a F1 y −1/
√

6
E′1 b E′1 b F1 y −1/

√
6

E′1 b E′1 a F1 z i/
√

6
E′1 b E′1 a A1 1/

√
2

E′2 a E′2 a F1 x i/
√

6
E′2 a E′2 a F1 y 1/

√
6

E′2 b E′2 b F1 x −i/√6
E′2 b E′2 b F1 y 1/

√
6

E′2 b E′2 a F1 z −i/√6
E′2 b E′2 a A1 1/

√
2

E′2 a E′1 a F2 x −i/√6
E′2 a E′1 a F2 y −1/

√
6

E′2 a E′1 b F2 z i/
√

6
E′2 b E′1 b F2 x i/

√
6

E′2 b E′1 b F2 y −1/
√

6
E′2 b E′1 a F2 z i/

√
6

E′2 a E′1 b A2 1/
√

2
E′2 b E′1 a A2 −1/

√
2

G′ µ G′ λ E 1 1/2
√

2
G′ ν G′ κ E 1 1/2

√
2

G′ λ G′ κ E 2 1/2
√

2
G′ ν G′ µ E 2 1/2

√
2

G′ λ G′ κ A2 1/2
G′ ν G′ µ A2 −1/2
G′ µ G′ λ A1 −1/2
G′ ν G′ κ A1 1/2
G′ λ E′2 a F2 x i/2

√
6

G′ ν E′2 a F2 x −i/2√2
G′ λ E′2 a F2 y 1/2

√
6

G′ ν E′2 a F2 y 1/2
√

2
G′ µ E′2 a F2 z −i/√6
G′ κ E′2 b F2 x −i/2√2
G′ µ E′2 b F2 x i/2

√
6

G′ κ E′2 b F2 y −1/2
√

2
G′ µ E′2 b F2 y −1/2

√
6

G′ λ E′2 b F2 z i/
√

6
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Tab. 6.2 - (suite)

Avec des R.I. demi-entières,
sans multiplicité (suite)

C1 σ1 C2 σ2 C3 σ3 3C − σ
G′ κ E′2 a F1 z −i/√6
G′ λ E′2 a F1 x i/2

√
6

G′ λ E′2 a F1 y −1/2
√

2
G′ ν E′2 a F1 x i/2

√
6

G′ ν E′2 a F1 y 1/2
√

6
G′ κ E′2 b F1 x i/2

√
6

G′ κ E′2 b F1 y −1/2
√

6
G′ µ E′2 b F1 x i/2

√
2

G′ µ E′2 b F1 y 1/2
√

2
G′ ν E′2 b F1 z i/

√
6

G′ κ E′2 a E 1 1/2
G′ µ E′2 a E 2 −1/2
G′ ν E′2 b E 1 1/2
G′ λ E′2 b E 2 −1/2
G′ κ E′1 b F2 x −i/2√6
G′ λ E′1 a F2 x −i/2√2
G′ µ E′1 b F2 x −i/2√2
G′ ν E′1 a F2 x −i/2√6
G′ κ E′1 b F2 y 1/2

√
6

G′ λ E′1 a F2 y 1/2
√

2
G′ µ E′1 b F2 y −1/2

√
2

G′ ν E′1 a F2 y −1/2
√

6
G′ κ E′1 a F2 z i/

√
6

G′ ν E′1 b F2 z −i/√6
G′ κ E′1 b F1 x −i/2√2
G′ κ E′1 b F1 y −1/2

√
2

G′ λ E′1 a F1 x i/2
√

6
G′ λ E′1 a F1 y 1/2

√
6

G′ λ E′1 b F1 z i/
√

6
G′ µ E′1 b F1 x i/2

√
6

G′ µ E′1 b F1 y −1/2
√

6
G′ µ E′1 a F1 z −i/√6
G′ ν E′1 a F1 x −i/2√2
G′ ν E′1 a F1 y 1/2

√
2

G′ λ E′1 b E 1 −1/2
G′ µ E′1 a E 1 −1/2
G′ κ E′1 a E 2 −1/2
G′ ν E′1 b E 2 −1/2

Triplet (G′, G′, F1)
C1 σ1 C2 σ2 C3 σ3 β 3C − σ
G′ λ G′ λ F1 x 1 i/

√
15

G′ λ G′ λ F1 y 1 1/
√

15
G′ µ G′ κ F1 x 1 −i/2√5
G′ µ G′ κ F1 y 1 −1/2

√
5

G′ µ G′ λ F1 z 1 −i/2√15
G′ µ G′ µ F1 x 1 −i/√15
G′ µ G′ µ F1 y 1 1/

√
15

G′ ν G′ κ F1 z 1 3i/2
√

15
G′ ν G′ λ F1 x 1 i/2

√
5

G′ ν G′ λ F1 y 1 −1/2
√

5
G′ κ G′ κ F1 x 3 −5i/4

√
15

G′ λ G′ λ F1 x 3 3i/4
√

15
G′ µ G′ κ F1 x 3 i/4

√
5

G′ µ G′ µ F1 x 3 −3i/4
√

15
G′ ν G′ λ F1 x 3 −i/4√5
G′ ν G′ ν F1 x 3 5i/4

√
15

G′ κ G′ κ F1 y 3 5/4
√

15
G′ λ G′ λ F1 y 3 3/4

√
15

G′ µ G′ κ F1 y 3 1/4
√

5
G′ µ G′ µ F1 y 3 3/4

√
15

G′ ν G′ λ F1 y 3 1/4
√

5
G′ ν G′ ν F1 y 3 5/4

√
15

G′ µ G′ λ F1 z 3 3i/2
√

15
G′ ν G′ κ F1 z 3 i/2

√
15

Triplet (G′, G′, F2)
C1 σ1 C2 σ2 C3 σ3 β 3C − σ
G′ µ G′ κ F2 x a i/2

√
3

G′ ν G′ λ F2 x a i/2
√

3
G′ µ G′ κ F2 y a −1/2

√
3

G′ ν G′ λ F2 y a 1/2
√

3
G′ λ G′ κ F2 z a −i/2√3
G′ ν G′ µ F2 z a i/2

√
3

G′ κ G′ κ F2 x s i/4
G′ λ G′ λ F2 x s i/4
G′ µ G′ κ F2 x s i/4

√
3

G′ µ G′ µ F2 x s −i/4
G′ ν G′ λ F2 x s −i/4√3
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Tab. 6.2 - (suite)

Triplet (G′, G′, F2) (suite)
C1 σ1 C2 σ2 C3 σ3 β 3C − σ
G′ ν G′ ν F2 x s −i/4
G′ κ G′ κ F2 y s 1/4
G′ λ G′ λ F2 y s −1/4
G′ µ G′ κ F2 y s −1/4

√
3

G′ µ G′ µ F2 y s −1/4
G′ ν G′ λ F2 y s −1/4

√
3

G′ ν G′ ν F2 y s 1/4
G′ λ G′ κ F2 z s i/2

√
3

G′ ν G′ µ F2 z s i/2
√

3

βF
σ1 σ2 (C)
(C1 C2) σ

= (−1)2C2 [C]
1
2

(
C
σ σ′

)
βF

σ1 σ2 σ′

(C1 C2 C)
(6.40)

Avec la convention usuelle [109],

F
σ′ (C)
(C ′ A1) σ

= δC′,C δσ′,σ = F
(C ′ A1) σ
σ′ (C)

, (6.41)

les équations (6.39) et (6.40) mènent à l’expression suivante pour le tenseur métrique :(
C
σ σ′

)
= [C]

1
2 F

(C A1 C)
σ σ′ = (−1)C−σ δσ′,−σ (6.42)

Nous avons également : (
C
σ σ′

)
=

(
σ σ′

C

)
= (−1)2C

(
C
σ′ σ

)
(6.43)

6.2.2 Lien entre les différents facteurs isoscalaires de OS

Notons tout d’abord que (5.40) et (6.42) permettent d’écrire :(
j
p p′

)
=

(
j

nC n′C ′

)(
C
σ σ′

)
, (6.44)

avec : (
j

nC n′C ′

)
= (−1)2C (−1)ϕ(j)δn′,nδC′,C (6.45)

Il est alors possible de montrer également les relations suivantes :

K
(j 0 j)

(nC A1 n′C ′) =

√
[C]
[j]

(
j

nC n′C ′

)
(6.46)

(
j

nC n′C ′

)
=

(
j

n′C ′ nC

)
=

(
nC n′C ′

j

)
(6.47)
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Remarquons au passage que (6.46) est cohérente avec nos choix concernant εCA1C .
Grâce à (5.27)–(5.30), (6.37)–(6.40), (6.1)–(6.4), et (6.45), il vient finalement :

βK
(j1 j2) n3C3

n1C1 n2C2 (j3)
= βK

n1C1 n2C2 (j3)
(j1 j2) n3C3

∗
(6.48)

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3)
= βK

(n1C1 n2C2 n3C3)
(j1 j2 j3)

∗
(6.49)

βK
(j1 j2) n3C3

n1C1 n2C2 (j3)
=

√
[j3]
[C3]

(
n′3C ′3 n3C3

j3

)
βK

(j1 j2 j3)
(n1C1 n2C2 n′3C ′3)

(6.50)

βK
n1C1 n2C2 (j3)
(j1 j2) n3C3

=

√
[j3]
[C3]

(
n3C3 n

′
3C
′
3

j3

)
βK

(n1C1 n2C2 n′3C ′3)
(j1 j2 j3)

(6.51)

6.3 Le théorème de Wigner-Eckart dans OS

En prenant en compte les équations (6.36) et (6.42), nous pouvons écrire les expressions suivantes
du théorème de Wigner-Eckart dans le groupe OS (pour des grandeurs covariantes) :〈

Ψ(C′)
σ′

∣∣∣T (C0)
σ0

∣∣∣Ψ(C)
σ

〉
= [C ′]−

1
2

∑
β

βF
(C0 C) σ′

σ0 σ (C ′)
〈
βC ′

∥∥T (C0) ‖C〉

= (−1)2C0

(
σ′′ σ′

C ′

)∑
β

βF
(C0 C C ′)
σ0 σ σ′′

〈
βC ′

∥∥T (C0) ‖C〉

= (−1)C
′+σ′ (−1)2C0

∑
β

βF
(C0 C C ′)
σ0 σ −σ′

〈
βC ′

∥∥T (C0) ‖C〉 (6.52)

Par analogie avec (5.47), nous choisissons ici :

eiφE = 1 (6.53)

Nous pouvons également noter une formule très utile, qui relie les éléments matriciels réduits dans
OS d’un tenseur orienté à ceux dans SU(2) :

〈
βj′n′C ′

∥∥T (kn0C0) ‖jnC〉 =

√
[C ′]
[j′] βK

(k j) n′C ′

n0C0 nC (j′)
〈
j′
∥∥T (k) ‖j〉

= (−1)2C
′+ϕ(j′)

βK
(k j j′)

(n0C0 nC n′C ′)
〈
j′
∥∥T (k) ‖j〉 (6.54)

6.4 Les coefficients et relations de recouplage de OS

Il nous faut maintenant considérer les coefficients de recouplage du groupe OS . Nous chercherons
aussi à développer des relations de recouplage analogues à celles, bien connues, de SU(2) [130, 137].

6.4.1 Les symboles 6C de OS

Définition

Par analogie avec ce qui a été fait par Racah pour SU(2) [130, 138], nous pouvons définir les
symboles 6C à partir de la matrice de recouplage de trois RI par la relation suivante :

|||C1〉 × |C2〉 ;β12C12〉 × |C3〉 ;βC, σ〉 = (−1)C1+C2+C3+C [C12]
1
2 ×
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×
∑

β′,β23,C23

[C23]
1
2

{
C1 C2 C12

C3 C C23

}
β′β23ββ12

∣∣|C1〉 × ||C2〉 × |C3〉 ;β23C23〉 ;β′C, σ
〉

(6.55)

En développant les deux membres de cette expression et en prenant en compte nos conventions, on
obtient alors pour les 6C l’expression suivante :{

C1 C2 C12

C3 C C23

}
β′β23ββ12

= (−1)C1+C2−C3+C×

×
∑
all σ

(−1)C23−σ23 (−1)C12−σ12
β′F

σ1 σ23 −σ
(C1 C23 C) β23F

σ2 σ3 −σ23

(C2 C3 C23)
×

× β12F
(C1 C2 C12)
σ1 σ2 −σ12

βF
(C12 C3 C)
σ12 σ3 −σ (6.56)

La non-nullité des 6C implique quatre relations triangulaires :

{
C1 C2 C12

C3 C C23

}
β′β23ββ12

�= 0 =⇒


C1 ⊗ C23 ⊃ β′ C
C2 ⊗ C3 ⊃ β23 C23

C12 ⊗ C3 ⊃ β C
C1 ⊗ C2 ⊃ β12 C12

(6.57)

Ces relations sont schématisées sur la figure 6.2.

{
C1 C2 C12

C3 C C23

}
β′β23ββ12

↓

︷ ︸︸ ︷
{
• · ·
· � •

} {
· • ·
• · �

} {
· · •
• � ·

} {
• • �
· · ·

}

β′ β23 β β12

• ⊗ • ⊃ �

Fig. 6.2 - Relations triangulaires dans un symbole 6C

Notons également le cas particulier suivant5 :

{
A1 C2 C2

C3 C C

}
1β′β1

=
(−1)C+C2+C3√

[C][C2]
δβ′,β (6.58)

5Pour les triplets sans multiplicité, l’indice β des 6C et 9C est noté � 1 �.
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Symétries des 6C

Du fait des indices de multiplicité, les propriétés de nos symboles 6C ne sont pas aussi simples que
celles des 6j de SU(2) [137]. En utilisant les équations (6.5), (6.28), (6.29) et (6.56), il est possible de
montrer que pour une permutation π des colonnes, on a :{

Ca Cb Cc
Γa Γb Γc

}
βaβbβcβ

= eiΨπ(β1,β2,β3,β)

{
C1 C2 C3

Γ1 Γ2 Γ3

}
β1β2β3β

(6.59)

avec :

eiΨπ1 (β1,β2,β3,β) = 1
eiΨπ2 (β1,β2,β3,β) = (−1)β1+β3

eiΨπ3 (β1,β2,β3,β) = (−1)β2+β3

eiΨπ4 (β1,β2,β3,β) = (−1)β1+β (6.60)
eiΨπ5 (β1,β2,β3,β) = (−1)β1+β2+β3+β

eiΨπ6 (β1,β2,β3,β) = (−1)β2+β

On peut également monter les trois règles de symétrie suivantes :{
C1 Γ2 Γ3

Γ1 C2 C3

}
β′′′β′′β′β

= (−1)β+β′+β′′+β′′′
{
C1 C2 C3

Γ1 Γ2 Γ3

}
ββ′β′′β′′′{

Γ1 Γ2 C3

C1 C2 Γ3

}
β′ββ′′′β′′

=

{
C1 C2 C3

Γ1 Γ2 Γ3

}
ββ′β′′β′′′

(6.61)

{
Γ1 C2 Γ3

C1 Γ2 C3

}
β′′β′′′ββ′

= (−1)β+β′+β′′+β′′′
{
C1 C2 C3

Γ1 Γ2 Γ3

}
ββ′β′′β′′′

L’annexe C donne les valeurs exactes de nos symboles 6C.

Relations de recouplage faisant intervenir les 6C

Il est alors possible de démontrer une formule très utile, donnant les éléments matriciels réduits
de deux opérateurs tensoriels de OS couplés, agissant sur le même espace :

〈
βC ′

∥∥ [T (C1) × T (C2)
](β0C0) ‖C〉 =

∑
C′′,β′′

1 ,β
′′
2

(−1)C1+C2+C+C′
[C0]

1
2

{
C1 C2 C0

C C ′ C ′′

}
β′′
1 β

′′
2 ββ0

〈
β′′1C

′∥∥T (C1)
∥∥C ′′〉 〈β′′2C ′′∥∥T (C2) ‖C〉

(6.62)

On peut également considérer le cas d’un seul opérateur agissant sur un seul des deux espaces (cas
d’une base couplée), ce qui donne :

– Opérateur T (Γ1) agissant sur le premier espace :〈
C ′1C2, ββ

′
12C

′∥∥T (Γ1) ‖C1C2, β12C〉 =

(−1)Γ1+C1+C2+C′√
[C][C ′]

∑
β1

{
Γ1 C1 C ′1
C2 C ′ C

}
ββ12β′

12β1

〈
β1C

′
1

∥∥T (Γ1) ‖C1〉 (6.63)
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– Opérateur U (Γ2) agissant sur le deuxième espace :〈
C1C

′
2, ββ

′
12C

′∥∥U (Γ2) ‖C1C2, β12C〉 =

(−1)Γ2+C1+C′
2+C+β12+β′

12

√
[C][C ′]

∑
β2

{
Γ2 C2 C ′2
C1 C ′ C

}
ββ12β′

12β2

〈
β2C

′
2

∥∥U (Γ2) ‖C2〉

(6.64)

6.4.2 Les symboles 9C de OS

Définition

De la même manière que pour les 6C ci-dessus, les symboles 9C peuvent être définis à partir de la
matrice de recouplage de quatre RI :

|||C1〉 × |C2〉 ;β12C12〉 × ||C3〉 × |C4〉 ;β34C34〉 ;βC, σ〉 =

∑
β′,β13,C13,β24,C24

([C12][C34][C13][C24])
1
2


C1 C2 C12

C3 C4 C34

C13 C24 C


β12β34β′β13β24β

×

× ∣∣||C1〉 × |C3〉 ;β13C13〉 × ||C2〉 × |C4〉 ;β24C24〉 ;β′C, σ
〉

(6.65)

Par développement des deux membres de cette expression, il vient :
C1 C2 C12

C3 C4 C34

C13 C24 C


β12β34β′β13β24β

=
1

[C]([C12][C34][C13][C24])
1
2

×

×
∑

tous les σ

β12F
σ1 σ2 (C12)
(C1 C2) σ12

β34F
σ3 σ4 (C34)
(C3 C4) σ34

βF
σ12 σ34 (C)
(C12 C34) σ

×

× β13F
(C1 C3) σ13

σ1 σ3 (C13) β24F
(C2 C4) σ24

σ2 σ4 (C24) β′F
(C13 C24) σ
σ13 σ24 (C)

(6.66)

En fait, on montre que les symboles 9C peuvent être calculés plus simplement à partir des 6C par la
relation :

Γ1 C1 C ′1
Γ2 C2 C ′2
Γ0 C C ′


β1β2ββ0β12β′

12

=
∑

C′′,β′′
1 ,β

′′
2 ,β

′′
12

[C ′′](−1)2C
′′+β′′

1 +β′′
2 +β1+β2 ×

×
{

Γ1 Γ2 Γ0

C C ′ C ′′

}
β′′
1 β

′′
2 ββ0

{
C1 C2 C
Γ2 C ′′ C ′2

}
β′′
12β2β′′

2 β12

{
C ′1 C ′2 C ′

C ′′ Γ1 C1

}
β1β′′

12β
′′
1 β

′
12

(6.67)

La non-nullité des 9C implique six relations triangulaires :


C1 C2 C12

C3 C4 C34

C13 C24 C


β12β34β′β13β24β

�= 0 =⇒



C1 ⊗ C2 ⊃ β12 C12

C3 ⊗ C4 ⊃ β34 C34

C13 ⊗ C24 ⊃ β′ C
C1 ⊗ C3 ⊃ β13 C13

C2 ⊗ C4 ⊃ β24 C24

C12 ⊗ C34 ⊃ β C

(6.68)

Ces relations sont illustrées sur la figure 6.3.
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Les deux cas particuliers suivants nous seront souvent utiles par la suite :
A1 C1 C1

Γ0 C2 C ′2
Γ0 C C ′


1β2β1β12β′

12

=
(−1)Γ0+C1+C′

2+C+β12+β′
12

([Γ0][C1])
1
2

{
Γ0 C2 C ′2
C1 C ′ C

}
ββ12β′

12β2

(6.69)


Γ C1 C ′1
Γ C2 C ′2
A1 C C


β1β211β3β4

=
(−1)C2+C′

1−C−Γ

([Γ][C])
1
2

{
C1 C C2

C ′2 Γ C ′1

}
β1β4β2β3

(6.70)

Symétries des 9C

Comme pour le cas des 6C, les symétries de nos 9C sont moins simples à exprimer que celles des
9j de SU(2) [137]. Nous nous contenterons simplement ici de noter quatre relations de symétrie utiles.

– Transposition par rapport à une diagonale :
C1 D1 E1

C2 D2 E2

C3 D3 E3


αα′α′′ββ′β′′

=


C1 C2 C3

D1 D2 D3

E1 E2 E3


ββ′β′′αα′α′′

(6.71)


E3 D3 C3

E2 D2 C2

E1 D1 C1


α′′α′αβ′′β′β

= (−1)β+β′+β′′+α+α′+α′′


C1 C2 C3

D1 D2 D3

E1 E2 E3


ββ′β′′αα′α′′

(6.72)

– Autres symétries :
C2 C1 C3

D2 D1 D3

E2 E1 E3


β1β2β3α2α1α3

=

(−1)C1+C2+C3+D1+D2+D3+E1+E2+E3+β1+β2+β3


C1 C2 C3

D1 D2 D3

E1 E2 E3


β1β2β3α1α2α3

(6.73)


D1 D2 D3

C1 C2 C3

E1 E2 E3


β2β1β3α1α2α3

=

(−1)C1+C2+C3+D1+D2+D3+E1+E2+E3+α1+α2+α3


C1 C2 C3

D1 D2 D3

E1 E2 E3


β1β2β3α1α2α3

(6.74)

D’autres expressions utiles concernant les 9C (règles de sommation, . . . etc) sont données dans
l’annexe B.

Une relation de recouplage faisant intervenir les 9C

Ce qui précède nous permet d’exprimer les éléments matriciels réduits de deux opérateurs tensoriels
agissant sur deux espaces différents :

〈
C ′1C

′
2, ββ

′
12C

′∥∥ [T (Γ1) × U (Γ2)
](β0Γ0) ‖C1C2, β12C〉 =
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C1 C2 C12

C3 C4 C34

C13 C24 C


β12β34β′β13β24β

−→

• • �
• • �
� � �


→ β12

→ β34

→ β′

↓ ↓ ↓
β13 β24 β

• ⊗ • ⊃ � , � ⊗ � ⊃ �

Fig. 6.3 - Relations triangulaires dans un symbole 9C

([C][C ′][Γ0])
1
2

∑
β1β2


Γ1 C1 C ′1
Γ2 C2 C ′2
Γ0 C C ′


β1β2ββ0β12β′

12

〈
β1C

′
1

∥∥T (Γ1) ‖C1〉
〈
β2C

′
2

∥∥U (Γ2) ‖C2〉

(6.75)

6.5 Extension au groupe OS
h

A l’aide des mêmes arguments qu’au paragraphe 5.6, on voit que l’on peut choisir les facteurs
isoscalaires pour la châıne SU(2) ⊗CI ⊃ OSh tels que :

βK
(j1τ j2υ j3χ)

(n1C1τ n2C2υ n3C3χ)
= βK

(j1 j2 j3)
(n1C1 n2C2 n3C3)

, τ ⊗ υ ⊗ χ = g (6.76)

Les 3C − σ de OSh sont alors donnés par :

βF
(C1τ C2υ C3χ)
σ1 σ2 σ3

= F
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

, τ ⊗ υ ⊗ χ = g , (6.77)

autrement dit, ils sont identiques aux coefficients correspondants de OS. Il nous faut prendre de plus
ici :

(−1)C1τ +C2υ+C3χ = (−1)C1+C2+C3 , τ ⊗ υ ⊗ χ = g (6.78)



Annexe

A
Valeurs numériques de quelques
coefficients (j)Gm

nCσ

Nous donnons dans les tableaux suivants les valeurs numériques des coefficients (j)GmnCσ, pour j
demi-entier et jusqu’à j = 17/2, obtenus par la méthode décrite au chapitre 5. Ceux-ci permettent de
calculer les symboles 3j − p de SU(2) ⊃ OS via l’équation (5.26).

j m n C σ G

0.5 0.5 0 E′1 a 1.0000000
0.5 −0.5 0 E′1 b 1.0000000
1.5 1.5 0 G′ κ 1.0000000
1.5 0.5 0 G′ λ 1.0000000
1.5 −0.5 0 G′ µ 1.0000000
1.5 −1.5 0 G′ ν 1.0000000
2.5 −1.5 0 E′2 a −0.9128709
2.5 2.5 0 E′2 a 0.4082483
2.5 −2.5 0 E′2 b 0.4082483
2.5 1.5 0 E′2 b −0.9128709
2.5 −2.5 0 G′ κ −0.9128709
2.5 1.5 0 G′ κ −0.4082483
2.5 0.5 0 G′ λ 1.0000000
2.5 −0.5 0 G′ µ −1.0000000
2.5 −1.5 0 G′ ν 0.4082483
2.5 2.5 0 G′ ν 0.9128709
3.5 −3.5 0 E′1 a −0.6454972
3.5 0.5 0 E′1 a −0.7637626
3.5 −0.5 0 E′1 b 0.7637626
3.5 3.5 0 E′1 b 0.6454972

j m n C σ G

3.5 −1.5 0 E′2 a 0.5000000
3.5 2.5 0 E′2 a −0.8660254
3.5 −2.5 0 E′2 b 0.8660254
3.5 1.5 0 E′2 b −0.5000000
3.5 −2.5 0 G′ κ 0.5000000
3.5 1.5 0 G′ κ 0.8660254
3.5 −3.5 0 G′ λ 0.7637626
3.5 0.5 0 G′ λ −0.6454972
3.5 −0.5 0 G′ µ −0.6454972
3.5 3.5 0 G′ µ 0.7637626
3.5 −1.5 0 G′ ν 0.8660254
3.5 2.5 0 G′ ν 0.5000000
4.5 −3.5 0 E′1 a 0.2041241
4.5 0.5 0 E′1 a 0.7637626
4.5 4.5 0 E′1 a 0.6123724
4.5 −4.5 0 E′1 b 0.6123724
4.5 −0.5 0 E′1 b 0.7637626
4.5 3.5 0 E′1 b 0.2041241
4.5 −2.5 0 G′ κ 0.8721775
4.5 −2.5 1 G′ κ −0.4891895
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j m n C σ G

4.5 1.5 0 G′ κ −0.4891895
4.5 1.5 1 G′ κ −0.8721775
4.5 −3.5 0 G′ λ −0.9530084
4.5 −3.5 1 G′ λ −0.2238491
4.5 0.5 0 G′ λ 0.2980751
4.5 0.5 1 G′ λ −0.5725538
4.5 4.5 0 G′ λ −0.0540955
4.5 4.5 1 G′ λ 0.7887165
4.5 −4.5 0 G′ µ 0.0540955
4.5 −4.5 1 G′ µ −0.7887165
4.5 −0.5 0 G′ µ −0.2980751
4.5 −0.5 1 G′ µ 0.5725538
4.5 3.5 0 G′ µ 0.9530084
4.5 3.5 1 G′ µ 0.2238491
4.5 −1.5 0 G′ ν 0.4891895
4.5 −1.5 1 G′ ν 0.8721775
4.5 2.5 0 G′ ν −0.8721775
4.5 2.5 1 G′ ν 0.4891895
5.5 −3.5 0 E′1 a −0.8539126
5.5 0.5 0 E′1 a 0.3535534
5.5 4.5 0 E′1 a −0.3818813
5.5 −4.5 0 E′1 b 0.3818813
5.5 −0.5 0 E′1 b −0.3535534
5.5 3.5 0 E′1 b 0.8539126
5.5 −5.5 0 E′2 a 0.5590170
5.5 −1.5 0 E′2 a −0.6770032
5.5 2.5 0 E′2 a −0.4787136
5.5 −2.5 0 E′2 b 0.4787136
5.5 1.5 0 E′2 b 0.6770032
5.5 5.5 0 E′2 b −0.5590170
5.5 −2.5 0 G′ κ 0.8433515
5.5 −2.5 1 G′ κ 0.2441139
5.5 1.5 0 G′ κ −0.5316144
5.5 1.5 1 G′ κ 0.5089723
5.5 5.5 0 G′ κ 0.0783861
5.5 5.5 1 G′ κ 0.8254427
5.5 −3.5 0 G′ λ 0.4369316
5.5 −3.5 1 G′ λ 0.2827085
5.5 0.5 0 G′ λ 0.0884314
5.5 0.5 1 G′ λ 0.9312249
5.5 4.5 0 G′ λ −0.8951372
5.5 4.5 1 G′ λ 0.2299913

j m n C σ G

5.5 −4.5 0 G′ µ −0.8951372
5.5 −4.5 1 G′ µ 0.2299913
5.5 −0.5 0 G′ µ 0.0884314
5.5 −0.5 1 G′ µ 0.9312249
5.5 3.5 0 G′ µ 0.4369316
5.5 3.5 1 G′ µ 0.2827085
5.5 −5.5 0 G′ ν 0.0783861
5.5 −5.5 1 G′ ν 0.8254427
5.5 −1.5 0 G′ ν −0.5316144
5.5 −1.5 1 G′ ν 0.5089723
5.5 2.5 0 G′ ν 0.8433515
5.5 2.5 1 G′ ν 0.2441139
6.5 −3.5 0 E′1 a 0.4330127
6.5 0.5 0 E′1 a −0.3535534
6.5 4.5 0 E′1 a 0.8291562
6.5 −4.5 0 E′1 b 0.8291562
6.5 −0.5 0 E′1 b −0.3535534
6.5 3.5 0 E′1 b 0.4330127
6.5 −5.5 0 E′2 a −0.1762416
6.5 −5.5 1 E′2 a 0.6456435
6.5 −1.5 0 E′2 a −0.7153865
6.5 −1.5 1 E′2 a 0.2863077
6.5 2.5 0 E′2 a −0.3784526
6.5 2.5 1 E′2 a −0.7015627
6.5 6.5 0 E′2 a 0.5602987
6.5 6.5 1 E′2 a 0.0947738
6.5 −6.5 0 E′2 b 0.5602987
6.5 −6.5 1 E′2 b 0.0947738
6.5 −2.5 0 E′2 b −0.3784526
6.5 −2.5 1 E′2 b −0.7015627
6.5 1.5 0 E′2 b −0.7153865
6.5 1.5 1 E′2 b 0.2863077
6.5 5.5 0 E′2 b −0.1762416
6.5 5.5 1 E′2 b 0.6456435
6.5 −6.5 0 G′ κ −0.8212850
6.5 −6.5 1 G′ κ 0.0507381
6.5 −2.5 0 G′ κ −0.3686881
6.5 −2.5 1 G′ κ −0.4781761
6.5 1.5 0 G′ κ −0.4257076
6.5 1.5 1 G′ κ 0.4743659
6.5 5.5 0 G′ κ −0.0912859
6.5 5.5 1 G′ κ −0.7373942
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j m n C σ G

6.5 −3.5 0 G′ λ 0.3194444
6.5 −3.5 1 G′ λ −0.8428851
6.5 0.5 0 G′ λ 0.9203546
6.5 0.5 1 G′ λ 0.1671746
6.5 4.5 0 G′ λ 0.2256161
6.5 4.5 1 G′ λ 0.5114659
6.5 −4.5 0 G′ µ −0.2256161
6.5 −4.5 1 G′ µ −0.5114659
6.5 −0.5 0 G′ µ −0.9203546
6.5 −0.5 1 G′ µ −0.1671746
6.5 3.5 0 G′ µ −0.3194444
6.5 3.5 1 G′ µ 0.8428851
6.5 −5.5 0 G′ ν 0.0912859
6.5 −5.5 1 G′ ν 0.7373942
6.5 −1.5 0 G′ ν 0.4257076
6.5 −1.5 1 G′ ν −0.4743659
6.5 2.5 0 G′ ν 0.3686881
6.5 2.5 1 G′ ν 0.4781761
6.5 6.5 0 G′ ν 0.8212850
6.5 6.5 1 G′ ν −0.0507381
7.5 −7.5 0 E′1 a −0.5818433
7.5 −3.5 0 E′1 a −0.3307189
7.5 0.5 0 E′1 a −0.7180703
7.5 4.5 0 E′1 a −0.1909407
7.5 −4.5 0 E′1 b 0.1909407
7.5 −0.5 0 E′1 b 0.7180703
7.5 3.5 0 E′1 b 0.3307189
7.5 7.5 0 E′1 b 0.5818433
7.5 −5.5 0 E′2 a 0.2393568
7.5 −1.5 0 E′2 a 0.4506939
7.5 2.5 0 E′2 a −0.5818433
7.5 6.5 0 E′2 a −0.6332785
7.5 −6.5 0 E′2 b 0.6332785
7.5 −2.5 0 E′2 b 0.5818433
7.5 1.5 0 E′2 b −0.4506939
7.5 5.5 0 E′2 b −0.2393568
7.5 −6.5 0 G′ κ 0.7603499
7.5 −6.5 1 G′ κ 0.1121260
7.5 −6.5 2 G′ κ −0.0908526
7.5 −2.5 0 G′ κ −0.5423643
7.5 −2.5 1 G′ κ 0.5663967
7.5 −2.5 2 G′ κ 0.2156248

j m n C σ G

7.5 1.5 0 G′ κ 0.2176711
7.5 1.5 1 G′ κ 0.7986383
7.5 1.5 2 G′ κ −0.3341723
7.5 5.5 0 G′ κ 0.2834226
7.5 5.5 1 G′ κ 0.1697037
7.5 5.5 2 G′ κ 0.9130064
7.5 −7.5 0 G′ λ −0.0764354
7.5 −7.5 1 G′ λ 0.8093010
7.5 −7.5 2 G′ λ −0.0254534
7.5 −3.5 0 G′ λ 0.8574615
7.5 −3.5 1 G′ λ −0.1452598
7.5 −3.5 2 G′ λ 0.3664483
7.5 0.5 0 G′ λ −0.2097033
7.5 0.5 1 G′ λ −0.5478385
7.5 0.5 2 G′ λ −0.3745297
7.5 4.5 0 G′ λ −0.4636183
7.5 4.5 1 G′ λ −0.1542871
7.5 4.5 2 G′ λ 0.8513491
7.5 −4.5 0 G′ µ −0.4636183
7.5 −4.5 1 G′ µ −0.1542871
7.5 −4.5 2 G′ µ 0.8513491
7.5 −0.5 0 G′ µ −0.2097033
7.5 −0.5 1 G′ µ −0.5478385
7.5 −0.5 2 G′ µ −0.3745297
7.5 3.5 0 G′ µ 0.8574615
7.5 3.5 1 G′ µ −0.1452598
7.5 3.5 2 G′ µ 0.3664483
7.5 7.5 0 G′ µ −0.0764354
7.5 7.5 1 G′ µ 0.8093010
7.5 7.5 2 G′ µ −0.0254534
7.5 −5.5 0 G′ ν 0.2834226
7.5 −5.5 1 G′ ν 0.1697037
7.5 −5.5 2 G′ ν 0.9130064
7.5 −1.5 0 G′ ν 0.2176711
7.5 −1.5 1 G′ ν 0.7986383
7.5 −1.5 2 G′ ν −0.3341723
7.5 2.5 0 G′ ν −0.5423643
7.5 2.5 1 G′ ν 0.5663967
7.5 2.5 2 G′ ν 0.2156248
7.5 6.5 0 G′ ν 0.7603499
7.5 6.5 1 G′ ν 0.1121260
7.5 6.5 2 G′ ν −0.0908526
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j m n C σ G

8.5 −7.5 0 E′1 a 0.0514062
8.5 −7.5 1 E′1 a −0.5400261
8.5 −3.5 0 E′1 a 0.3131072
8.5 −3.5 1 E′1 a 0.6738303
8.5 0.5 0 E′1 a 0.7088208
8.5 0.5 1 E′1 a −0.1148828
8.5 4.5 0 E′1 a 0.2493895
8.5 4.5 1 E′1 a −0.4897838
8.5 8.5 0 E′1 a 0.5785320
8.5 8.5 1 E′1 a 0.0351888
8.5 −8.5 0 E′1 b 0.5785320
8.5 −8.5 1 E′1 b 0.0351888
8.5 −4.5 0 E′1 b 0.2493895
8.5 −4.5 1 E′1 b −0.4897838
8.5 −0.5 0 E′1 b 0.7088208
8.5 −0.5 1 E′1 b −0.1148828
8.5 3.5 0 E′1 b 0.3131072
8.5 3.5 1 E′1 b 0.6738303
8.5 7.5 0 E′1 b 0.0514062
8.5 7.5 1 E′1 b −0.5400261
8.5 −5.5 0 E′2 a −0.8228507
8.5 −1.5 0 E′2 a 0.3385016
8.5 2.5 0 E′2 a −0.2700309
8.5 6.5 0 E′2 a 0.3679900
8.5 −6.5 0 E′2 b 0.3679900
8.5 −2.5 0 E′2 b −0.2700309
8.5 1.5 0 E′2 b 0.3385016
8.5 5.5 0 E′2 b −0.8228507
8.5 −6.5 0 G′ κ 0.3455818
8.5 −6.5 1 G′ κ −0.1047950
8.5 −6.5 2 G′ κ −0.8568398
8.5 −2.5 0 G′ κ 0.7236840
8.5 −2.5 1 G′ κ −0.5849239
8.5 −2.5 2 G′ κ 0.2474447
8.5 1.5 0 G′ κ −0.5186996
8.5 1.5 1 G′ κ −0.7844336
8.5 1.5 2 G′ κ 0.0321143
8.5 5.5 0 G′ κ −0.2963198
8.5 5.5 1 G′ κ −0.1776119
8.5 5.5 2 G′ κ −0.4511821
8.5 −7.5 0 G′ λ −0.8280657

j m n C σ G

8.5 −7.5 1 G′ λ −0.0414453
8.5 −7.5 2 G′ λ −0.1353466
8.5 −3.5 0 G′ λ −0.4743630
8.5 −3.5 1 G′ λ −0.2405526
8.5 −3.5 2 G′ λ 0.4062399
8.5 0.5 0 G′ λ 0.2125007
8.5 0.5 1 G′ λ −0.5174765
8.5 0.5 2 G′ λ −0.4140490
8.5 4.5 0 G′ λ 0.2091003
8.5 4.5 1 G′ λ −0.1054355
8.5 4.5 2 G′ λ 0.8019209
8.5 8.5 0 G′ λ −0.0201859
8.5 8.5 1 G′ λ 0.8133377
8.5 8.5 2 G′ λ −0.0462257
8.5 −8.5 0 G′ µ 0.0201859
8.5 −8.5 1 G′ µ −0.8133377
8.5 −8.5 2 G′ µ 0.0462257
8.5 −4.5 0 G′ µ −0.2091003
8.5 −4.5 1 G′ µ 0.1054355
8.5 −4.5 2 G′ µ −0.8019209
8.5 −0.5 0 G′ µ −0.2125007
8.5 −0.5 1 G′ µ 0.5174765
8.5 −0.5 2 G′ µ 0.4140490
8.5 3.5 0 G′ µ 0.4743630
8.5 3.5 1 G′ µ 0.2405526
8.5 3.5 2 G′ µ −0.4062399
8.5 7.5 0 G′ µ 0.8280657
8.5 7.5 1 G′ µ 0.0414453
8.5 7.5 2 G′ µ 0.1353466
8.5 −5.5 0 G′ ν 0.2963198
8.5 −5.5 1 G′ ν 0.1776119
8.5 −5.5 2 G′ ν 0.4511821
8.5 −1.5 0 G′ ν 0.5186996
8.5 −1.5 1 G′ ν 0.7844336
8.5 −1.5 2 G′ ν −0.0321143
8.5 2.5 0 G′ ν −0.7236840
8.5 2.5 1 G′ ν 0.5849239
8.5 2.5 2 G′ ν −0.2474447
8.5 6.5 0 G′ ν −0.3455818
8.5 6.5 1 G′ ν 0.1047950
8.5 6.5 2 G′ ν 0.8568398



Annexe

B
Formulaire

Nous donnons ici quelques relations utiles, complétant le formalisme développé aux chapitres 5 et
6 ; cette liste n’est pas exhaustive.

B.1 Couplages d’opérateurs tensoriels irréductibles

B.1.1 Couplages dans SU(2) ⊃ OS

Le couplage de deux opérateurs tensoriels irréductibles (OTI) de SU(2) ⊃ OS (co- ou contravari-
ants) s’effectue de façon totalement analogue à ce qui se passe dans SU(2) [137, 109] :

[
S(k1) × T (k2)

](k)
p

=
∑
p1,p2

F
p1 p2 (k)
(k1 k2) p

S(k1)
p1 T (k2)

p2 (B.1)

[
S(k1) × T(k2)

]p
(k)

=
∑
p1,p2

F
(k1 k2) p
p1 p2 (k)

Sp1(k1)
T p2(k2) (B.2)

[
S(j1) × T (j2)

]p
(j)

= (−1)2j2[j]
1
2

∑
p1,p2

F
p1 p2 p
(j1 j2 j)

S(j1)
p1 T (j2)

p2 (B.3)

[
S(j1)

× T(j2)

](j)
p

= (−1)2j1[j]
1
2

∑
p1,p2

F
(j1 j2 j)
p1 p2 p

Sp1(j1)
T p2(j2) (B.4)

Le produit scalaire de deux OTI s’exprime ici par :

S(k) · T (k) = [k]
1
2 (−1)k

[
S(k) × T (k)

](0)
A1

=
∑
p

S(k)
p T (k)

p (B.5)

B.1.2 Couplages dans OS

De même, on aura :[
S(C1) × T (C2)

](βC)

σ
=

∑
σ1,σ2

βF
σ1 σ2 (C)
(C1 C2) σ

S(C1)
σ1

T (C2)
σ2

(B.6)

[
S(C1) × T(C2)

]σ
(βC)

=
∑
σ1,σ2

βF
(C1 C2) σ
σ1 σ2 (C)

Sσ1

(C1) T
σ2

(C2) (B.7)

[
S(C1) × T (C2)

]σ
(βC)

= (−1)2C2 [C]
1
2

∑
σ1,σ2

βF
σ1 σ2 σ
(C1 C2 C)

S(C1)
σ1

T (C2)
σ2

(B.8)

[
S(C1) × T(C2)

](βC)

σ
= (−1)2C1 [C]

1
2

∑
σ1,σ2

βF
(C1 C2 C)
σ1 σ2 σ

Sσ1

(C1) T
σ2

(C2) (B.9)
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Pour le produit scalaire :

S(C) · T (C) = [C]
1
2

[
S(C) × T (C)

](A1)

1
=
∑
p

S(C)
σ T (C)

σ (B.10)

B.2 Relations d’orthogonalité

Nous donnons ici les relations d’orthogonalité des différents symboles que nous utilisons.

B.2.1 Coefficients 3j − p et Clebsch-Gordan de SU(2) ⊃ OS

∑
p1,p2

F
(j1 j2 j3)
p1 p2 p3

F
p1 p2 p′3
(j1 j2 j′3)

=
1

[j3]
δj′3,j3δp

′
3,p3

(B.11)

∑
j3,p3

[j3] F
(j1 j2 j3)
p1 p2 p3

F
p′1 p′2 p3

(j1 j2 j3)
= δp′1,p1δp′2,p2 (B.12)

∑
p1,p2

F
(j1 j2) p3

p1 p2 (j3)
F
p1 p2 (j′3)
(j1 j2) p′3

= δj′3,j3δp′3,p3 (B.13)

∑
j3,p3

F
(j1 j2) p3

p1 p2 (j3)
F
p′1 p′2 (j3)
(j1 j2) p3

= δp′1,p1δp′2,p2 (B.14)

B.2.2 Facteurs isoscalaires

∑
β

∑
n1,C1

∑
n2,C2

βK
(j1 j2) n3C3

n1C1 n2C2 (j3) βK
n1C1 n2C2 (j′3)
(j1 j2) n′3C ′3

= δj′3,j3δn′
3,n3

δC′
3,C3

(B.15)

∑
j3,n3,C3

βK
(j1 j2) n3C3

n1C1 n2C2 (j3)
βK

n′1C ′1 n′2C ′2 (j3)
(j1 j2) n3C3

= δn′
1,n1

δC′
1,C1

δn′
2,n2

δC′
2,C2

(B.16)

∑
β

∑
n1,C1

∑
n2,C2

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3) βK
(n1C1 n2C2 n′3C ′3)

(j1 j2 j′3)
=

[C3]
[j3]

δj′3,j3δn′
3,n3

δC′
3,C3

(B.17)

∑
j3,n3,C3

[C3]
[j3]

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3) βK
(n′1C ′1 n′2C ′2 n3C3)
(j1 j2 j3)

= δn′
1,n1

δC′
1,C1

δn′
2,n2

δC′
2,C2

(B.18)

B.2.3 Coefficients 3C − σ et Clebsch-Gordan de OS

∑
σ1,σ2

βF
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

β′F
σ1 σ2 σ′3
(C1 C2 C ′3)

=
1

[C3]
δβ′,βδC′

3,C3
δσ′3,σ3

(B.19)

∑
β,C3,σ3

[C3] βF
(C1 C2 C3)
σ1 σ2 σ3

βF
σ′1 σ′2 σ3

(C1 C2 C3)
= δσ′1,σ1

δσ′2,σ2
(B.20)

∑
σ1,σ2

βF
(C1 C2) σ3

σ1 σ2 (C3) β′F
σ1 σ2 (C ′3)
(C1 C2) σ′3

= δβ′,βδC′
3,C3

δσ′3,σ3
(B.21)

∑
β,C3,σ3

βF
(C1 C2) σ3

σ1 σ2 (C3) βF
σ′1 σ′2 (C3)
(C1 C2) σ3

= δσ′1,σ1
δσ′2,σ2

(B.22)
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B.2.4 Coefficients 6C de OS

∑
β23,C23

[C23][C12]

{
C1 C2 C12

C3 C C23

}
β′β23ββ12

{
C1 C2 C ′12
C3 C C23

}
β̃′β23β̃β′

12

= δβ′
12,β12δβ̃,βδβ̃′,β′δC′

12,C12

(B.23)

B.2.5 Coefficients 9C de OS

∑
β12,C12,β34,C34

[C12][C34][C13][C24]


C1 C2 C12

C3 C4 C34

C13 C24 C


β12β34β′β13β24β

×

×


C1 C2 C12

C3 C4 C34

C ′13 C ′24 C


β12β34β̃′β′

13β
′
24β̃

= δβ′
13,β13

δβ′
24,β24

δβ̃,βδβ̃′,β′δC′
13,C13

δC′
24,C24

(B.24)

B.3 Quelques propriétés des facteurs isoscalaires

B.3.1 Symétries des facteurs isoscalaires

Les facteurs isoscalaires

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3)

sont inchangés par toute permutation paire de leurs colonnes, et sont multipliés par le facteur

(−1)j1+j2+j3+C1+C2+C3+β

pour toute permutation impaire. Ceci se déduit immédiatement des relations (6.3), (6.28), (6.29) et
du paragraphe 5.3.3.

B.3.2 Lien entre un facteur isoscalaire et son conjugué

On peut noter la relation suivante, qui permet de déduire l’équation (6.12) :

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3)

∗
= (−1)ϕ(j1)+ϕ(j2)+ϕ(j3)

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3)
(B.25)

B.3.3 Lien entre les tenseurs couplés dans SU(2) ⊗ CI et dans OS
h

Soient R et S deux tenseurs symétrisés dans SU(2)⊗CI ⊃ OSh . Les deux relations suivantes nous
seront très utiles par la suite ; elles généralisent les relations équivalentes données par Michelot [109]
pour j entier :[

R(j1τ ) × S(j2υ)
](jχ)

nCσ
=

(−1)ϕ(j)+2C
(

[j]
[C]

) 1
2 ∑
n1,C1,n2,C2,β0

β0K
(n1C1 n2C2 n3C3)
(j1τ j2υ jχ)

[
R(j1τ ,n1C1) × S(j2υ,n2C2)

](β0C)

σ

(B.26)
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[
R(j1τ ,n1C1) × S(j2υ ,n2C2)

](β0C)

σ
=

∑
j,n

(−1)ϕ(j)+2C
(

[j]
[C]

) 1
2

β0K
(j1τ j2υ jχ)

(n1C1 n2C2 n3C3)

[
R(j1τ ) × S(j2υ)

](jχ)

nCσ

(B.27)

Ici, τ , υ and χ prennent les valeurs g ou u, avec la condition :

τ ⊗ υ ⊗ χ = g .

β0 est l’index de multiplicité de C dans C1 ⊗ C2.

B.3.4 Valeurs exactes de quelques facteurs isoscalaires

Les valeurs exactes de quelques coefficients

βK
(j1 j2 j3)

(n1C1 n2C2 n3C3)
,

pour les plus petites valeurs de j, sont données dans la table B.1 page suivante.

B.4 Quelques propriétés des 6C et 9C de OS

B.4.1 Règles de sommation

Les relations suivantes sont les équivalents des règles données par Rotenberg et al. [137] pour les
6j et 9j de SU(2).

Symboles 6C

{
C1 C2 C3

Γ2 Γ1 C

}
β1β2β3β4

=
∑

Γ3,α1,α2

[Γ3](−1)Γ3+C3+C+α2+β1+β2+β3+β4 ×

×
{
C1 C2 C3

Γ1 Γ2 Γ3

}
α1α2β3β4

{
C1 Γ1 C
C2 Γ2 Γ3

}
α1α2β2β1

(B.28)

∑
Γ,α

[Γ]

{
C C Γ
C C C ′

}
ββαα

= (−1)β (B.29)

∑
Γ

(−1)Γ+2C+β [Γ]
[C]

{
C C C ′

C C Γ

}
ββ1α

= δα,1δC′,A1 (B.30)

Symboles 9C

∑
β12,C12

[C12]


C1 C2 C12

C3 C4 C34

C13 C24 C


β12β34β′β13β24β

{
C1 C2 C12

C34 C Γ

}
β′′
1 β

′′
12ββ12

=

∑
β′′
2

(−1)2Γ+β′′
1 +β12+β′′

12+β24

{
C3 C4 C34

C2 Γ C24

}
β′′
2 β24β′′

12β34

{
C13 C24 C
Γ C1 C3

}
β12β′′

2 β
′′
1 β

′
(B.31)
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Tab. B.1 - Valeurs de quelques facteurs isoscalaires de SU(2) ⊃ OS

j1 j2 j3 C1 C2 C3 β K

0 0 0 A1 A1 A1 − 1
1/2 1/2 0 E′1 E′1 A1 − 1
1 1 1 F1 F1 F1 − i
1 1 0 F1 F1 A1 − −1
1 1/2 1/2 F1 E′1 E′1 − −i

3/2 3/2 3 G′ G′ F2 3
√

3/7
3/2 3/2 3 G′ G′ F1 3 −i√3/7
3/2 3/2 2 G′ G′ F2 2

√
3/5

3/2 3/2 1 G′ G′ F1 1 −i
3/2 3/2 0 G′ G′ A1 − 1
3/2 2 5/2 G′ F2 G′ a 2

√
2/105

3/2 2 5/2 G′ F2 G′ s
√

10/21
3/2 2 3/2 G′ F2 G′ a

√
3/5

3/2 2 3/2 G′ F2 G′ s 0
3/2 1 1/2 G′ F1 E′1 − −i
2 2 2 F2 F2 F2 − 3/

√
35

2 2 2 F2 F2 E − −√6/35
2 2 2 E E E − 2

√
2/35

2 2 1 F2 F2 F1 − i/
√

5
2 2 1 F2 E F1 − −i√2/5
2 2 0 F2 F2 A1 − √

3/5
2 2 0 E E A1 − √

2/5
2 3/2 5/2 F2 G′ G′ a −2

√
2/105

2 3/2 5/2 F2 G′ G′ s
√

10/21
2 3/2 3/2 F2 G′ G′ a

√
3/5

2 3/2 3/2 F2 G′ G′ s 0
2 3/2 3/2 E G′ G′ − √

2/5
2 3/2 1/2 F2 G′ E′1 − √

3/5
2 3/2 1/2 E G′ E′1 − √

2/5
2 1 1 F2 F1 F1 − −√3/5
2 1 1 E F1 F1 − −√2/5

5/2 5/2 1 E′2 E′2 F1 − −i√5/3
√

7
5/2 5/2 0 E′2 E′2 A1 − 1/

√
3

5/2 2 3/2 E′2 F2 G′ − 1/
√

21
5/2 2 3/2 E′2 E G′ − √

2/7
5/2 3/2 1 E′2 G′ F1 − −i/√3
5/2 1/2 2 E′2 E′1 F2 − 1/

√
3

3 3 0 A2 A2 A1 − −1/
√

7
3 5/2 1/2 A2 E′2 E′1 − −i/√7
3 2 2 A2 E E − −i/√7
3 2 1 A2 F2 F1 − −1/

√
7

3 3/2 3/2 A2 G′ G′ − −i/√7
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B.4.2 Lien nj – nC

Notons enfin pour mémoire les deux expressions suivantes, reliant les symboles 6j (resp. 9j) de
SU(2) aux 6C (resp. 9C) de OS :{

j1 j2 j12
j3 j j23

}
=∑

n1C1,n2C2,n3C3
n12C12,n23C23,nC

(−1)2C12+2C23+ϕ(j12)+ϕ(j23) ×

×
∑

β′ββ12β23

β′K
(n1C1 n23C23 nC)
(j1 j23 j) β23K

(n2C2 n3C3 n23C23)
(j2 j3 j23)

× (B.32)

× βK
(j12 j3 j)

(n12C12 n3C3 nC) β12K
(j1 j2 j12)

(n1C1 n2C2 n12C12)

{
C1 C2 C12

C3 C C23

}
β′β23ββ12


j1 j2 j12
j3 j4 j34
j13 j24 j

 =

∑
tous les niCi

∑
tous les β

(−1)ϕ(j12)+ϕ(j34)+ϕ(j13)+ϕ(j24) ×

×β12K
(n1C1 n2C2 n12C12)
(j1 j2 j12) β34K

(n3C3 n4C4 n34C34)
(j3 j4 j34) β′K

(n13C13 n24C24 nC)
(j13 j24 j)

×

×β13K
(j1 j3 j13)

(n1C1 n3C3 n13C13) β24K
(j2 j4 j24)

(n2C2 n4C4 n24C24) β
K

(j12 j34 j)
(n12C12 n34C34 nC)

×

×


C1 C2 C12

C3 C4 C34

C13 C24 C


β12β34β′β13β24β

(B.33)



Annexe

C
Symboles 6C de OS

Les tableaux suivants donnent les valeurs exactes de nos coefficients 6C,{
C1 C2 C3

C4 C5 C6

}
β1β2β3β4

,

pour le groupe OS . Les coefficients non-nuls n’y figurant pas se déduisent par les relations (6.59) et
(6.60).

C1 C2 C3 C4 C5 C6 β1 β2 β3 β4 6C
A1 A1 A1 A1 A1 A1 − − − − 1
A2 A2 A1 A1 A1 A2 − − − − 1
A2 A2 A1 A2 A2 A1 − − − − 1
E E A1 A1 A1 E − − − − √

2/2
E E A1 A2 A2 E − − − − −√2/2
E E A1 E E A1 − − − − 1/2
E E A1 E E A2 − − − − −1/2
E E A1 E E E − − − − 1/2
E E A2 A2 A1 E − − − − −√2/2
E E A2 E E A1 − − − − −1/2
E E A2 E E A2 − − − − 1/2
E E A2 E E E − − − − 1/2
E E E E A1 E − − − − 1/2
E E E E A2 E − − − − 1/2
E E E E E A1 − − − − 1/2

99
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 β1 β2 β3 β4 6C
E E E E E A2 − − − − 1/2
E E E E E E − − − − 0
F1 F1 A1 A1 A1 F1 − − − − √

3/3
F1 F1 A1 E E F1 − − − − √

6/6
F1 F1 A1 F1 F1 A1 − − − − 1/3
F1 F1 A1 F1 F1 E − − − − 1/3
F1 F1 A1 F1 F1 F1 − − − − −1/3
F1 F1 E E A1 F1 − − − − √

6/6
F1 F1 E E E F1 − − − − √

3/6
F1 F1 E F1 F1 A1 − − − − 1/3
F1 F1 E F1 F1 E − − − − 1/3
F1 F1 E F1 F1 F1 − − − − 1/6
F1 F1 F1 F1 A1 F1 − − − − −1/3
F1 F1 F1 F1 E F1 − − − − 1/6
F1 F1 F1 F1 F1 A1 − − − − −1/3
F1 F1 F1 F1 F1 E − − − − 1/6
F1 F1 F1 F1 F1 F1 − − − − 1/6
F2 F1 A2 A1 A2 F1 − − − − √

3/3
F2 F1 A2 E E F1 − − − − −√6/6
F2 F1 A2 F2 F1 A2 − − − − 1/3
F2 F1 A2 F2 F1 E − − − − 1/3
F2 F1 A2 F2 F1 F1 − − − − 1/3
F2 F1 E A1 E F1 − − − − −√6/6
F2 F1 E E A2 F1 − − − − −√6/6
F2 F1 E E E F1 − − − − √

3/6
F2 F1 E F1 F1 E − − − − 0
F2 F1 E F1 F1 F1 − − − − −√3/6
F2 F1 E F2 F1 A2 − − − − 1/3
F2 F1 E F2 F1 E − − − − 1/3
F2 F1 E F2 F1 F1 − − − − −1/6
F2 F1 F1 A1 F1 F1 − − − − 1/3
F2 F1 F1 E F1 F1 − − − − −1/6
F2 F1 F1 F1 E F1 − − − − −√3/6
F2 F1 F1 F1 F1 E − − − − −√3/6
F2 F1 F1 F1 F1 F1 − − − − 1/6
F2 F1 F1 F2 A2 F1 − − − − 1/3
F2 F1 F1 F2 E F1 − − − − −1/6
F2 F1 F1 F2 F1 A2 − − − − 1/3
F2 F1 F1 F2 F1 E − − − − −1/6
F2 F1 F1 F2 F1 F1 − − − − 1/6
F2 F2 A1 A1 A1 F2 − − − − √

3/3
F2 F2 A1 A2 A2 F1 − − − − √

3/3
F2 F2 A1 E E F1 − − − − −√6/6
F2 F2 A1 E E F2 − − − − √

6/6
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 β1 β2 β3 β4 6C
F2 F2 A1 F1 F1 A2 − − − − 1/3
F2 F2 A1 F1 F1 E − − − − −1/3
F2 F2 A1 F1 F1 F1 − − − − 1/3
F2 F2 A1 F1 F1 F2 − − − − −1/3
F2 F2 A1 F2 F2 A1 − − − − 1/3
F2 F2 A1 F2 F2 E − − − − 1/3
F2 F2 A1 F2 F2 F1 − − − − −1/3
F2 F2 A1 F2 F2 F2 − − − − 1/3
F2 F2 E E A1 F2 − − − − √

6/6
F2 F2 E E A2 F1 − − − − √

6/6
F2 F2 E E E F1 − − − − √

3/6
F2 F2 E E E F2 − − − − √

3/6
F2 F2 E F1 F1 A2 − − − − 1/3
F2 F2 E F1 F1 E − − − − −1/3
F2 F2 E F1 F1 F1 − − − − −1/6
F2 F2 E F1 F1 F2 − − − − 1/6
F2 F2 E F2 F1 E − − − − 0
F2 F2 E F2 F1 F1 − − − − √

3/6
F2 F2 E F2 F1 F2 − − − − −√3/6
F2 F2 E F2 F2 A1 − − − − 1/3
F2 F2 E F2 F2 E − − − − 1/3
F2 F2 E F2 F2 F1 − − − − 1/6
F2 F2 E F2 F2 F2 − − − − −1/6
F2 F2 F1 F1 A1 F2 − − − − −1/3
F2 F2 F1 F1 E F1 − − − − √

3/6
F2 F2 F1 F1 E F2 − − − − 1/6
F2 F2 F1 F1 F1 A2 − − − − −1/3
F2 F2 F1 F1 F1 E − − − − −1/6
F2 F2 F1 F1 F1 F1 − − − − 1/6
F2 F2 F1 F1 F1 F2 − − − − 1/6
F2 F2 F1 F2 A2 F1 − − − − −1/3
F2 F2 F1 F2 E F1 − − − − 1/6
F2 F2 F1 F2 E F2 − − − − −√3/6
F2 F2 F1 F2 F1 E − − − − √

3/6
F2 F2 F1 F2 F1 F1 − − − − 1/6
F2 F2 F1 F2 F1 F2 − − − − 1/6
F2 F2 F1 F2 F2 A1 − − − − −1/3
F2 F2 F1 F2 F2 E − − − − 1/6
F2 F2 F1 F2 F2 F1 − − − − 1/6
F2 F2 F1 F2 F2 F2 − − − − 1/6
F2 F2 F2 F1 A2 F1 − − − − 1/3
F2 F2 F2 F1 E F1 − − − − 1/6
F2 F2 F2 F1 E F2 − − − − −√3/6
F2 F2 F2 F1 F1 A2 − − − − 1/3
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 β1 β2 β3 β4 6C
F2 F2 F2 F1 F1 E − − − − 1/6
F2 F2 F2 F1 F1 F1 − − − − 1/6
F2 F2 F2 F1 F1 F2 − − − − 1/6
F2 F2 F2 F2 A1 F2 − − − − 1/3
F2 F2 F2 F2 E F1 − − − − −√3/6
F2 F2 F2 F2 E F2 − − − − −1/6
F2 F2 F2 F2 F1 E − − − − −√3/6
F2 F2 F2 F2 F1 F1 − − − − 1/6
F2 F2 F2 F2 F1 F2 − − − − 1/6
F2 F2 F2 F2 F2 A1 − − − − 1/3
F2 F2 F2 F2 F2 E − − − − −1/6
F2 F2 F2 F2 F2 F1 − − − − 1/6
F2 F2 F2 F2 F2 F2 − − − − 1/6
E′1 E′1 A1 A1 A1 E′1 − − − − −√2/2
E′1 E′1 A1 F1 F1 E′1 − − − − √

6/6
E′1 E′1 A1 E′1 E′1 A1 − − − − −1/2
E′1 E′1 A1 E′1 E′1 F1 − − − − 1/2
E′1 E′1 F1 F1 A1 E′1 − − − − √

6/6
E′1 E′1 F1 F1 F1 E′1 − − − − −1/3
E′1 E′1 F1 E′1 E′1 A1 − − − − 1/2
E′1 E′1 F1 E′1 E′1 F1 − − − − 1/6
E′2 E′1 A2 A1 A2 E′1 − − − − √

2/2
E′2 E′1 A2 F1 F2 E′1 − − − − √

6/6
E′2 E′1 A2 E′2 E′1 A2 − − − − −1/2
E′2 E′1 A2 E′2 E′1 F2 − − − − 1/2
E′2 E′1 F2 A1 F2 E′1 − − − − −√6/6
E′2 E′1 F2 F1 A2 E′1 − − − − √

6/6
E′2 E′1 F2 F1 F2 E′1 − − − − 1/3
E′2 E′1 F2 E′2 E′1 A2 − − − − 1/2
E′2 E′1 F2 E′2 E′1 F2 − − − − 1/6
E′2 E′2 A1 A1 A1 E′2 − − − − −√2/2
E′2 E′2 A1 A2 A2 E′1 − − − − √

2/2
E′2 E′2 A1 F1 F1 E′2 − − − − √

6/6
E′2 E′2 A1 F2 F2 E′1 − − − − −√6/6
E′2 E′2 A1 E′1 E′1 A2 − − − − 1/2
E′2 E′2 A1 E′1 E′1 F2 − − − − −1/2
E′2 E′2 A1 E′2 E′2 A1 − − − − −1/2
E′2 E′2 A1 E′2 E′2 F1 − − − − 1/2
E′2 E′2 F1 F1 A1 E′2 − − − − √

6/6
E′2 E′2 F1 F1 F1 E′2 − − − − 1/3
E′2 E′2 F1 F2 A2 E′1 − − − − −√6/6
E′2 E′2 F1 F2 F2 E′1 − − − − −1/3
E′2 E′2 F1 E′1 E′1 A2 − − − − 1/2
E′2 E′2 F1 E′1 E′1 F2 − − − − 1/6
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 β1 β2 β3 β4 6C
E′2 E′2 F1 E′2 E′2 A1 − − − − 1/2
E′2 E′2 F1 E′2 E′2 F1 − − − − 1/6
G′ E′1 E A1 E E′1 − − − − 1/2
G′ E′1 E F1 F1 E′1 − − − − √

3/6
G′ E′1 E F1 F2 E′1 − − − − −√3/6
G′ E′1 E G′ E′1 E − − − − −1/4
G′ E′1 E G′ E′1 F1 − − − − 1/4
G′ E′1 E G′ E′1 F2 − − − − 1/4
G′ E′1 F1 A1 F1 E′1 − − − − −√6/6
G′ E′1 F1 F1 E E′1 − − − − √

3/6
G′ E′1 F1 F1 F1 E′1 − − − − −1/6
G′ E′1 F1 F1 F2 E′1 − − − − √

3/6
G′ E′1 F1 E′1 E′1 F1 − − − − −1/3
G′ E′1 F1 G′ E′1 E − − − − 1/4
G′ E′1 F1 G′ E′1 F1 − − − − −1/12
G′ E′1 F1 G′ E′1 F2 − − − − 1/4
G′ E′1 F2 A1 F2 E′1 − − − − √

6/6
G′ E′1 F2 F1 E E′1 − − − − −√3/6
G′ E′1 F2 F1 F1 E′1 − − − − √

3/6
G′ E′1 F2 F1 F2 E′1 − − − − 1/6
G′ E′1 F2 E′2 E′1 F2 − − − − −1/3
G′ E′1 F2 G′ E′1 E − − − − 1/4
G′ E′1 F2 G′ E′1 F1 − − − − 1/4
G′ E′1 F2 G′ E′1 F2 − − − − −1/12
G′ E′2 E A1 E E′2 − − − − 1/2
G′ E′2 E A2 E E′1 − − − − −1/2
G′ E′2 E F1 F1 E′2 − − − − √

3/6
G′ E′2 E F1 F2 E′2 − − − − −√3/6
G′ E′2 E F2 F1 E′1 − − − − √

3/6
G′ E′2 E F2 F2 E′1 − − − − −√3/6
G′ E′2 E G′ E′1 E − − − − 1/4
G′ E′2 E G′ E′1 F1 − − − − 1/4
G′ E′2 E G′ E′1 F2 − − − − 1/4
G′ E′2 E G′ E′2 E − − − − −1/4
G′ E′2 E G′ E′2 F1 − − − − 1/4
G′ E′2 E G′ E′2 F2 − − − − 1/4
G′ E′2 F1 A1 F1 E′2 − − − − −√6/6
G′ E′2 F1 A2 F2 E′1 − − − − √

6/6
G′ E′2 F1 F1 E E′2 − − − − √

3/6
G′ E′2 F1 F1 F1 E′2 − − − − 1/6
G′ E′2 F1 F1 F2 E′2 − − − − −√3/6
G′ E′2 F1 F2 E E′1 − − − − −√3/6
G′ E′2 F1 F2 F1 E′1 − − − − −√3/6
G′ E′2 F1 F2 F2 E′1 − − − − −1/6
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 β1 β2 β3 β4 6C
G′ E′2 F1 E′1 E′1 F2 − − − − −1/3
G′ E′2 F1 E′2 E′2 F1 − − − − −1/3
G′ E′2 F1 G′ E′1 E − − − − 1/4
G′ E′2 F1 G′ E′1 F1 − − − − −1/4
G′ E′2 F1 G′ E′1 F2 − − − − 1/12
G′ E′2 F1 G′ E′2 E − − − − 1/4
G′ E′2 F1 G′ E′2 F1 − − − − −1/12
G′ E′2 F1 G′ E′2 F2 − − − − 1/4
G′ E′2 F2 A1 F2 E′2 − − − − √

6/6
G′ E′2 F2 A2 F1 E′1 − − − − √

6/6
G′ E′2 F2 F1 E E′2 − − − − −√3/6
G′ E′2 F2 F1 F1 E′2 − − − − −√3/6
G′ E′2 F2 F1 F2 E′2 − − − − −1/6
G′ E′2 F2 F2 E E′1 − − − − √

3/6
G′ E′2 F2 F2 F1 E′1 − − − − −1/6
G′ E′2 F2 F2 F2 E′1 − − − − √

3/6
G′ E′2 F2 E′1 E′2 F2 − − − − −1/3
G′ E′2 F2 E′2 E′1 F1 − − − − 1/3
G′ E′2 F2 G′ E′1 E − − − − 1/4
G′ E′2 F2 G′ E′1 F1 − − − − 1/12
G′ E′2 F2 G′ E′1 F2 − − − − −1/4
G′ E′2 F2 G′ E′2 E − − − − 1/4
G′ E′2 F2 G′ E′2 F1 − − − − 1/4
G′ E′2 F2 G′ E′2 F2 − − − − −1/12
G′ G′ A1 A1 A1 G′ − − − − −1/2
G′ G′ A1 A2 A2 G′ − − − − 1/2
G′ G′ A1 E E E′1 − − − − √

2/4
G′ G′ A1 E E E′2 − − − − √

2/4
G′ G′ A1 E E G′ − − − − −√2/4
G′ G′ A1 F1 F1 E′1 − − − − −√3/6
G′ G′ A1 F1 F1 E′2 − − − − −√3/6
G′ G′ A1 F1 F1 G′ 1 1 − − √

3/6
G′ G′ A1 F1 F1 G′ 1 3 − − 0
G′ G′ A1 F1 F1 G′ 3 1 − − 0
G′ G′ A1 F1 F1 G′ 3 3 − − √

3/6
G′ G′ A1 F2 F2 E′1 − − − − √

3/6
G′ G′ A1 F2 F2 E′2 − − − − √

3/6
G′ G′ A1 F2 F2 G′ a a − − −√3/6
G′ G′ A1 F2 F2 G′ a s − − 0
G′ G′ A1 F2 F2 G′ s a − − 0
G′ G′ A1 F2 F2 G′ s s − − √

3/6
G′ G′ A1 E′1 E′1 E − − − − √

2/4
G′ G′ A1 E′1 E′1 F1 − − − − −√2/4
G′ G′ A1 E′1 E′1 F2 − − − − √

2/4



105

C1 C2 C3 C4 C5 C6 β1 β2 β3 β4 6C
G′ G′ A1 E′2 E′2 E − − − − √

2/4
G′ G′ A1 E′2 E′2 F1 − − − − −√2/4
G′ G′ A1 E′2 E′2 F2 − − − − √

2/4
G′ G′ A1 G′ G′ A1 − − − − −1/4
G′ G′ A1 G′ G′ A2 − − − − 1/4
G′ G′ A1 G′ G′ E − − − − −1/4
G′ G′ A1 G′ G′ F1 1 1 − − 1/4
G′ G′ A1 G′ G′ F1 1 3 − − 0
G′ G′ A1 G′ G′ F1 3 1 − − 0
G′ G′ A1 G′ G′ F1 3 3 − − 1/4
G′ G′ A1 G′ G′ F2 a a − − −1/4
G′ G′ A1 G′ G′ F2 a s − − 0
G′ G′ A1 G′ G′ F2 s a − − 0
G′ G′ A1 G′ G′ F2 s s − − 1/4
G′ G′ A2 A2 A1 G′ − − − − 1/2
G′ G′ A2 E E E′1 − − − − −√2/4
G′ G′ A2 E E E′2 − − − − −√2/4
G′ G′ A2 E E G′ − − − − −√2/4
G′ G′ A2 F2 F1 E′1 − − − − √

3/6
G′ G′ A2 F2 F1 E′2 − − − − √

3/6
G′ G′ A2 F2 F1 G′ 1 a − − √

15/30
G′ G′ A2 F2 F1 G′ 1 s − − √

15/15
G′ G′ A2 F2 F1 G′ 3 a − − √

15/15
G′ G′ A2 F2 F1 G′ 3 s − − −√15/30
G′ G′ A2 E′2 E′1 E − − − − √

2/4
G′ G′ A2 E′2 E′1 F1 − − − − √

2/4
G′ G′ A2 E′2 E′1 F2 − − − − −√2/4
G′ G′ A2 G′ G′ A1 − − − − 1/4
G′ G′ A2 G′ G′ A2 − − − − −1/4
G′ G′ A2 G′ G′ E − − − − −1/4
G′ G′ A2 G′ G′ F1 1 1 − − 3/20
G′ G′ A2 G′ G′ F1 1 3 − − −1/5
G′ G′ A2 G′ G′ F1 3 1 − − −1/5
G′ G′ A2 G′ G′ F1 3 3 − − −3/20
G′ G′ A2 G′ G′ F2 a a − − 1/4
G′ G′ A2 G′ G′ F2 a s − − 0
G′ G′ A2 G′ G′ F2 s a − − 0
G′ G′ A2 G′ G′ F2 s s − − 1/4
G′ G′ E E A1 G′ − − − − −√2/4
G′ G′ E E A2 G′ − − − − −√2/4
G′ G′ E E E E′1 − − − − √

2/4
G′ G′ E E E E′2 − − − − −√2/4
G′ G′ E E E G′ − − − − 0
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G′ G′ E F1 F1 E′1 − − − − −√6/12
G′ G′ E F1 F1 E′2 − − − − √

6/12
G′ G′ E F1 F1 G′ 1 1 − − −√6/15
G′ G′ E F1 F1 G′ 1 3 − − −√6/20
G′ G′ E F1 F1 G′ 3 1 − − −√6/20
G′ G′ E F1 F1 G′ 3 3 − − √

6/15
G′ G′ E F2 F1 E′1 − − − − −√6/12
G′ G′ E F2 F1 E′2 − − − − √

6/12
G′ G′ E F2 F1 G′ 1 a − − √

30/30
G′ G′ E F2 F1 G′ 1 s − − √

30/60
G′ G′ E F2 F1 G′ 3 a − − −√30/60
G′ G′ E F2 F1 G′ 3 s − − √

30/30
G′ G′ E F2 F2 E′1 − − − − −√6/12
G′ G′ E F2 F2 E′2 − − − − √

6/12
G′ G′ E F2 F2 G′ a a − − 0
G′ G′ E F2 F2 G′ a s − − −√6/12
G′ G′ E F2 F2 G′ s a − − √

6/12
G′ G′ E F2 F2 G′ s s − − 0
G′ G′ E G′ E′1 E − − − − −1/4
G′ G′ E G′ E′1 F1 − 1 − − −√5/10
G′ G′ E G′ E′1 F1 − 3 − − √

5/20
G′ G′ E G′ E′1 F2 − a − − 0
G′ G′ E G′ E′1 F2 − s − − −1/4
G′ G′ E G′ E′2 E − − − − −1/4
G′ G′ E G′ E′2 F1 − 1 − − √

5/10
G′ G′ E G′ E′2 F1 − 3 − − −√5/20
G′ G′ E G′ E′2 F2 − a − − 0
G′ G′ E G′ E′2 F2 − s − − 1/4
G′ G′ E G′ G′ A1 − − − − −1/4
G′ G′ E G′ G′ A2 − − − − −1/4
G′ G′ E G′ G′ E − − − − 0
G′ G′ E G′ G′ F1 1 1 − − 1/20
G′ G′ E G′ G′ F1 1 3 − − 1/10
G′ G′ E G′ G′ F1 3 1 − − 1/10
G′ G′ E G′ G′ F1 3 3 − − 1/5
G′ G′ E G′ G′ F2 a a − − 1/4
G′ G′ E G′ G′ F2 a s − − 0
G′ G′ E G′ G′ F2 s a − − 0
G′ G′ E G′ G′ F2 s s − − 0
G′ G′ F1 F1 A1 G′ − 1 − 1

√
3/6

G′ G′ F1 F1 A1 G′ − 1 − 3 0
G′ G′ F1 F1 A1 G′ − 3 − 1 0
G′ G′ F1 F1 A1 G′ − 3 − 3

√
3/6

G′ G′ F1 F1 E E′1 − − − 1
√

30/60
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G′ G′ F1 F1 E E′1 − − − 3 −√30/20
G′ G′ F1 F1 E E′2 − − − 1

√
30/20

G′ G′ F1 F1 E E′2 − − − 3
√

30/60
G′ G′ F1 F1 E G′ − 1 − 1 −√6/15
G′ G′ F1 F1 E G′ − 1 − 3 −√6/20
G′ G′ F1 F1 E G′ − 3 − 1 −√6/20
G′ G′ F1 F1 E G′ − 3 − 3

√
6/15

G′ G′ F1 F1 F1 E′1 − − − 1
√

10/12
G′ G′ F1 F1 F1 E′1 − − − 3 0
G′ G′ F1 F1 F1 E′2 − − − 1 −√10/20
G′ G′ F1 F1 F1 E′2 − − − 3

√
10/15

G′ G′ F1 F1 F1 G′ 1 1 − 1 −√10/30
G′ G′ F1 F1 F1 G′ 1 1 − 3 0
G′ G′ F1 F1 F1 G′ 1 3 − 1 0
G′ G′ F1 F1 F1 G′ 1 3 − 3

√
10/20

G′ G′ F1 F1 F1 G′ 3 1 − 1 0
G′ G′ F1 F1 F1 G′ 3 1 − 3

√
10/20

G′ G′ F1 F1 F1 G′ 3 3 − 1
√

10/20
G′ G′ F1 F1 F1 G′ 3 3 − 3

√
10/30

G′ G′ F1 F2 A2 G′ − a − 1
√

15/30
G′ G′ F1 F2 A2 G′ − a − 3

√
15/15

G′ G′ F1 F2 A2 G′ − s − 1 −√15/15
G′ G′ F1 F2 A2 G′ − s − 3

√
15/30

G′ G′ F1 F2 E E′1 − − − 1 −√30/20
G′ G′ F1 F2 E E′1 − − − 3 −√30/60
G′ G′ F1 F2 E E′2 − − − 1 −√30/60
G′ G′ F1 F2 E E′2 − − − 3

√
30/20

G′ G′ F1 F2 E G′ − a − 1
√

30/30
G′ G′ F1 F2 E G′ − a − 3 −√30/60
G′ G′ F1 F2 E G′ − s − 1 −√30/60
G′ G′ F1 F2 E G′ − s − 3 −√30/30
G′ G′ F1 F2 F1 E′1 − − − 1

√
30/60

G′ G′ F1 F2 F1 E′1 − − − 3
√

30/30
G′ G′ F1 F2 F1 E′2 − − − 1

√
30/60

G′ G′ F1 F2 F1 E′2 − − − 3
√

30/30
G′ G′ F1 F2 F1 G′ 1 a − 1 −√6/15
G′ G′ F1 F2 F1 G′ 1 a − 3

√
6/30

G′ G′ F1 F2 F1 G′ 1 s − 1 0
G′ G′ F1 F2 F1 G′ 1 s − 3 −√6/12
G′ G′ F1 F2 F1 G′ 3 a − 1

√
6/30

G′ G′ F1 F2 F1 G′ 3 a − 3 −√6/60
G′ G′ F1 F2 F1 G′ 3 s − 1

√
6/12

G′ G′ F1 F2 F1 G′ 3 s − 3 0
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G′ G′ F1 F2 F2 E′1 − − − 1

√
10/20

G′ G′ F1 F2 F2 E′1 − − − 3 −√10/15
G′ G′ F1 F2 F2 E′2 − − − 1 −√10/12
G′ G′ F1 F2 F2 E′2 − − − 3 0
G′ G′ F1 F2 F2 G′ a a − 1 −√10/30
G′ G′ F1 F2 F2 G′ a a − 3 −√10/15
G′ G′ F1 F2 F2 G′ a s − 1 −√10/30
G′ G′ F1 F2 F2 G′ a s − 3

√
10/60

G′ G′ F1 F2 F2 G′ s a − 1
√

10/30
G′ G′ F1 F2 F2 G′ s a − 3 −√10/60
G′ G′ F1 F2 F2 G′ s s − 1 −√10/60
G′ G′ F1 F2 F2 G′ s s − 3 −√10/30
G′ G′ F1 E′1 E′1 E − − − 1

√
10/20

G′ G′ F1 E′1 E′1 E − − − 3
√

10/10
G′ G′ F1 E′1 E′1 F1 − − − 1

√
10/12

G′ G′ F1 E′1 E′1 F1 − − − 3 0
G′ G′ F1 E′1 E′1 F2 − − − 1

√
10/20

G′ G′ F1 E′1 E′1 F2 − − − 3 −√10/15
G′ G′ F1 E′2 E′2 E − − − 1 −√10/20
G′ G′ F1 E′2 E′2 E − − − 3 −√10/10
G′ G′ F1 E′2 E′2 F1 − − − 1

√
10/20

G′ G′ F1 E′2 E′2 F1 − − − 3 −√10/15
G′ G′ F1 E′2 E′2 F2 − − − 1

√
10/12

G′ G′ F1 E′2 E′2 F2 − − − 3 0
G′ G′ F1 G′ E′1 E − − − 1 −√5/10
G′ G′ F1 G′ E′1 E − − − 3

√
5/20

G′ G′ F1 G′ E′1 F1 − 1 − 1 1/6
G′ G′ F1 G′ E′1 F1 − 1 − 3 0
G′ G′ F1 G′ E′1 F1 − 3 − 1 0
G′ G′ F1 G′ E′1 F1 − 3 − 3 −1/4
G′ G′ F1 G′ E′1 F2 − a − 1 −√5/10
G′ G′ F1 G′ E′1 F2 − a − 3 −√5/30
G′ G′ F1 G′ E′1 F2 − s − 1 0
G′ G′ F1 G′ E′1 F2 − s − 3 −√5/12
G′ G′ F1 G′ E′2 E − − − 1

√
5/10

G′ G′ F1 G′ E′2 E − − − 3 −√5/20
G′ G′ F1 G′ E′2 F1 − 1 − 1 −1/10
G′ G′ F1 G′ E′2 F1 − 1 − 3 −1/5
G′ G′ F1 G′ E′2 F1 − 3 − 1 −1/5
G′ G′ F1 G′ E′2 F1 − 3 − 3 1/60
G′ G′ F1 G′ E′2 F2 − a − 1

√
5/30

G′ G′ F1 G′ E′2 F2 − a − 3 −√5/10
G′ G′ F1 G′ E′2 F2 − s − 1

√
5/15
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G′ G′ F1 G′ E′2 F2 − s − 3

√
5/20

G′ G′ F1 G′ G′ A1 − − 1 1 1/4
G′ G′ F1 G′ G′ A1 − − 1 3 0
G′ G′ F1 G′ G′ A1 − − 3 1 0
G′ G′ F1 G′ G′ A1 − − 3 3 1/4
G′ G′ F1 G′ G′ A2 − − 1 1 3/20
G′ G′ F1 G′ G′ A2 − − 1 3 −1/5
G′ G′ F1 G′ G′ A2 − − 3 1 −1/5
G′ G′ F1 G′ G′ A2 − − 3 3 −3/20
G′ G′ F1 G′ G′ E − − 1 1 1/20
G′ G′ F1 G′ G′ E − − 1 3 1/10
G′ G′ F1 G′ G′ E − − 3 1 1/10
G′ G′ F1 G′ G′ E − − 3 3 1/5
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 1 1 1 −11/60
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 1 1 3 0
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 1 3 1 0
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 1 3 3 3/20
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 3 1 1 0
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 3 1 3 −1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 3 3 1 −1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 1 3 3 3 1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 1 1 1 0
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 1 1 3 −1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 1 3 1 −1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 1 3 3 1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 3 1 1 3/20
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 3 1 3 1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 3 3 1 1/10
G′ G′ F1 G′ G′ F1 3 3 3 3 −1/30
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a a 1 1 1/20
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a a 1 3 −1/15
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a a 3 1 −1/15
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a a 3 3 −1/20
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a s 1 1 0
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a s 1 3 −1/6
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a s 3 1 1/6
G′ G′ F1 G′ G′ F2 a s 3 3 0
G′ G′ F1 G′ G′ F2 s a 1 1 0
G′ G′ F1 G′ G′ F2 s a 1 3 1/6
G′ G′ F1 G′ G′ F2 s a 3 1 −1/6
G′ G′ F1 G′ G′ F2 s a 3 3 0
G′ G′ F1 G′ G′ F2 s s 1 1 3/20
G′ G′ F1 G′ G′ F2 s s 1 3 −1/30
G′ G′ F1 G′ G′ F2 s s 3 1 −1/30
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G′ G′ F1 G′ G′ F2 s s 3 3 1/10
G′ G′ F2 F1 A2 G′ − 1 − a

√
15/30

G′ G′ F2 F1 A2 G′ − 1 − s −√15/15
G′ G′ F2 F1 A2 G′ − 3 − a

√
15/15

G′ G′ F2 F1 A2 G′ − 3 − s
√

15/30
G′ G′ F2 F1 E E′1 − − − a −√6/12
G′ G′ F2 F1 E E′1 − − − s −√6/12
G′ G′ F2 F1 E E′2 − − − a

√
6/12

G′ G′ F2 F1 E E′2 − − − s −√6/12
G′ G′ F2 F1 E G′ − 1 − a

√
30/30

G′ G′ F2 F1 E G′ − 1 − s −√30/60
G′ G′ F2 F1 E G′ − 3 − a −√30/60
G′ G′ F2 F1 E G′ − 3 − s −√30/30
G′ G′ F2 F1 F1 E′1 − − − a −√6/12
G′ G′ F2 F1 F1 E′1 − − − s 0
G′ G′ F2 F1 F1 E′2 − − − a −√6/12
G′ G′ F2 F1 F1 E′2 − − − s 0
G′ G′ F2 F1 F1 G′ 1 1 − a −√6/15
G′ G′ F2 F1 F1 G′ 1 1 − s 0
G′ G′ F2 F1 F1 G′ 1 3 − a

√
6/30

G′ G′ F2 F1 F1 G′ 1 3 − s −√6/12
G′ G′ F2 F1 F1 G′ 3 1 − a

√
6/30

G′ G′ F2 F1 F1 G′ 3 1 − s
√

6/12
G′ G′ F2 F1 F1 G′ 3 3 − a −√6/60
G′ G′ F2 F1 F1 G′ 3 3 − s 0
G′ G′ F2 F2 A1 G′ − a − a −√3/6
G′ G′ F2 F2 A1 G′ − a − s 0
G′ G′ F2 F2 A1 G′ − s − a 0
G′ G′ F2 F2 A1 G′ − s − s −√3/6
G′ G′ F2 F2 E E′1 − − − a −√6/12
G′ G′ F2 F2 E E′1 − − − s

√
6/12

G′ G′ F2 F2 E E′2 − − − a
√

6/12
G′ G′ F2 F2 E E′2 − − − s

√
6/12

G′ G′ F2 F2 E G′ − a − a 0
G′ G′ F2 F2 E G′ − a − s

√
6/12

G′ G′ F2 F2 E G′ − s − a
√

6/12
G′ G′ F2 F2 E G′ − s − s 0
G′ G′ F2 F2 F1 E′1 − − − a

√
2/12

G′ G′ F2 F2 F1 E′1 − − − s
√

2/6
G′ G′ F2 F2 F1 E′2 − − − a

√
2/12

G′ G′ F2 F2 F1 E′2 − − − s −√2/6
G′ G′ F2 F2 F1 G′ 1 a − a −√10/30
G′ G′ F2 F2 F1 G′ 1 a − s

√
10/30

G′ G′ F2 F2 F1 G′ 1 s − a
√

10/30
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G′ G′ F2 F2 F1 G′ 1 s − s

√
10/60

G′ G′ F2 F2 F1 G′ 3 a − a −√10/15
G′ G′ F2 F2 F1 G′ 3 a − s −√10/60
G′ G′ F2 F2 F1 G′ 3 s − a −√10/60
G′ G′ F2 F2 F1 G′ 3 s − s

√
10/30

G′ G′ F2 F2 F2 E′1 − − − a
√

6/12
G′ G′ F2 F2 F2 E′1 − − − s 0
G′ G′ F2 F2 F2 E′2 − − − a

√
6/12

G′ G′ F2 F2 F2 E′2 − − − s 0
G′ G′ F2 F2 F2 G′ a a − a 0
G′ G′ F2 F2 F2 G′ a a − s 0
G′ G′ F2 F2 F2 G′ a s − a 0
G′ G′ F2 F2 F2 G′ a s − s

√
6/12

G′ G′ F2 F2 F2 G′ s a − a 0
G′ G′ F2 F2 F2 G′ s a − s

√
6/12

G′ G′ F2 F2 F2 G′ s s − a −√6/12
G′ G′ F2 F2 F2 G′ s s − s 0
G′ G′ F2 E′2 E′1 E − − − a

√
2/4

G′ G′ F2 E′2 E′1 E − − − s 0
G′ G′ F2 E′2 E′1 F1 − − − a −√2/12
G′ G′ F2 E′2 E′1 F1 − − − s −√2/6
G′ G′ F2 E′2 E′1 F2 − − − a

√
2/12

G′ G′ F2 E′2 E′1 F2 − − − s −√2/6
G′ G′ F2 G′ E′1 E − − − a 0
G′ G′ F2 G′ E′1 E − − − s 1/4
G′ G′ F2 G′ E′1 F1 − 1 − a −√5/10
G′ G′ F2 G′ E′1 F1 − 1 − s 0
G′ G′ F2 G′ E′1 F1 − 3 − a −√5/30
G′ G′ F2 G′ E′1 F1 − 3 − s

√
5/12

G′ G′ F2 G′ E′1 F2 − a − a −1/6
G′ G′ F2 G′ E′1 F2 − a − s −1/6
G′ G′ F2 G′ E′1 F2 − s − a 1/6
G′ G′ F2 G′ E′1 F2 − s − s −1/12
G′ G′ F2 G′ E′2 E − − − a 0
G′ G′ F2 G′ E′2 E − − − s −1/4
G′ G′ F2 G′ E′2 F1 − 1 − a

√
5/30

G′ G′ F2 G′ E′2 F1 − 1 − s −√5/15
G′ G′ F2 G′ E′2 F1 − 3 − a −√5/10
G′ G′ F2 G′ E′2 F1 − 3 − s −√5/20
G′ G′ F2 G′ E′2 F2 − a − a −1/6
G′ G′ F2 G′ E′2 F2 − a − s 1/6
G′ G′ F2 G′ E′2 F2 − s − a −1/6
G′ G′ F2 G′ E′2 F2 − s − s −1/12
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G′ G′ F2 G′ G′ A1 − − a a −1/4
G′ G′ F2 G′ G′ A1 − − a s 0
G′ G′ F2 G′ G′ A1 − − s a 0
G′ G′ F2 G′ G′ A1 − − s s 1/4
G′ G′ F2 G′ G′ A2 − − a a 1/4
G′ G′ F2 G′ G′ A2 − − a s 0
G′ G′ F2 G′ G′ A2 − − s a 0
G′ G′ F2 G′ G′ A2 − − s s 1/4
G′ G′ F2 G′ G′ E − − a a 1/4
G′ G′ F2 G′ G′ E − − a s 0
G′ G′ F2 G′ G′ E − − s a 0
G′ G′ F2 G′ G′ E − − s s 0
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 1 a a 1/20
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 1 a s 0
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 1 s a 0
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 1 s s 3/20
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 3 a a −1/15
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 3 a s 1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 3 s a −1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F1 1 3 s s −1/30
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 1 a a −1/15
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 1 a s −1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 1 s a 1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 1 s s −1/30
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 3 a a −1/20
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 3 a s 0
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 3 s a 0
G′ G′ F2 G′ G′ F1 3 3 s s 1/10
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a a a a 1/12
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a a a s 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a a s a 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a a s s 1/12
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a s a a 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a s a s 1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a s s a 1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F2 a s s s 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s a a a 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s a a s 1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s a s a 1/6
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s a s s 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s s a a 1/12
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s s a s 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s s s a 0
G′ G′ F2 G′ G′ F2 s s s s −1/6
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Chapitre

7
Structure électronique des
hexafluorures colorés

Dans la partie II, nous avons développé un formalisme tensoriel adapté à la présence de mo-
ments angulaires demi-entiers en symétrie octaédrique. Ceci va nous permettre, tout au long de cette
troisième partie, de tenter d’étendre les outils puissants déjà utilisés pour l’étude des molécules de
type toupie sphérique � normales �, à la spectroscopie des hexafluorures à nombre impair d’électrons.
En particulier, il va nous falloir examiner de près les � nouveaux � phénomènes qui interviennent
en présence d’états électroniques dégénérés. Nous aurons ainsi à considérer l’influence de couplages
vibroniques, voire rovibroniques.

De nombreux auteurs ont d’ores et déjà traité différentes parties de ce sujet de manière séparée.
Mais, à notre avis, ces travaux, et tout particulièrement ceux concernant l’effet Jahn-Teller [139, 140],
ne tirent pas suffisamment avantage des méthodes de la théorie des groupes et du formalisme tensoriel,
d’où d’inévitables limitations à des cas simplifiés. Comme nous l’avons mentionné précédemment, un
des travaux les plus complets concernant les hexafluorures de métaux de transition fut publié en
1965 par Weinstock et Goodman [1]. Il s’agissait d’une étude systématique de toutes les molécules
connues1 de ce type. Les méthodes de calcul étaient plutôt complexes et difficiles à manier. Nous nous
proposons par conséquent de tenter d’utiliser notre formalisme pour le traitement de ces phénomènes
d’une manière suffisamment générale, pour permettre l’application à différents cas.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord examiner succintement la structure électronique des
hexafluorures colorés ; nous exposerons un modèle très simplifié permettant de la décrire grossièrement.

7.1 La théorie du champ de coordinats

7.1.1 Introduction — Exposé du problème

La molécule IrF6 compte cent trente et un électrons. Comme nous l’avons déjà remarqué au
chapitre 2, il est clair que l’élaboration d’une théorie précise d’une telle structure électonique con-
stituerait une tâche énorme, bien au-delà de l’objet de ce travail. Notre but est ici d’effectuer une des-
cription simple des niveaux électroniques les plus bas des molécules qui nous intéressent, et d’obtenir
une base électronique utilisable dans les calculs tensoriels ultérieurs. Insistons sur le fait que nous
voulons surtout pouvoir modéliser la structure vibronique, voire rovibronique, d’un état électronique
donné, et non pas décrire l’ensemble du spectre électronique lui-même.

Dans cette optique, nous allons nous baser sur un modèle très simple, dit modèle ionique ou modèle
du champ de coordinats (ligands) [1, 141], que nous chercherons ensuite à améliorer légèrement, pour
permettre une formulation tensorielle. Ce modèle consiste à regarder une molécule du type MF6 (M
étant un atome métallique) comme un assemblage ionique, constitué d’un ion M6+ entouré de six ions

1à l’époque ; quelques autres ont été découvertes depuis, cf. chapitre 1.
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F− placés aux sommets d’un octaèdre régulier. Le problème se réduit alors à l’étude des électrons de
valence de l’ion central M6+ placés dans un potentiel de symétrie octaédrique. Ces électrons, dont
nous noterons n le nombre, correspondent en fait aux n électrons non-liants du tableau 1.1 (chapitre
1) et de la figure 1.2 (chapitre 2). En conséquence, la partie électronique effective du hamiltonien2

relative à ces électrons de valence peut s’écrire symboliquement :

H̃el = H0 + Hc + Hso + Voct

Energie cinétique + partie Interaction Interaction Potentiel

sphérique des potentiels coulombienne spin-orbite octaédrique

(7.1)

Si M est un métal de la deuxième, troisième ou quatrième série de transition, il nous faudra écrire (7.1)
pour une configuration (4d)n, (5d)n ou (5f)n, respectivement. Nous nous limiterons volontairement
ici aux deux premiers cas, i.e. à l’étude de n électrons d dans Oh.

7.1.2 Calcul du potentiel octaédrique

Considérons les ions M6+ et F− comme ponctuels. Le potentiel U créé en un point P (x, y, z) par
les six coordinats F−i (i = 1 . . . 6) se calcule tout simplement par :

U(x, y, z) = − e

4πε0

∑
i

1
ri

(7.2)

où ri est la distance entre le point P et la charge F−i . L’énergie potentielle d’un électron placé en P
sera donnée par :

Voct(x, y, z) = −eU(x, y, z) (7.3)

Appelons r la distance MP et a la distance MF. Dans l’approximation raisonnable r < a, on peut
utiliser le développement suivant :

1
ri

=
∞∑
k=0

+k∑
m=−k

4π
2k + 1

rk

ak+1
Y (k)
m (θ, ϕ)Y (k)

m
∗(θi, ϕi) (7.4)

où les Y (k)
m sont les harmoniques sphériques habituelles, (r, θ, ϕ) les coordonnées sphériques (repère

moléculaire de centre M) du point P, (a, θi, ϕi) celles de l’ion F−i (connues et fixes).
Si l’on s’intéresse aux élements matriciels de Voct dans la base |l,m〉 des orbitales de valence de

M6+, il est facile de constater, à l’aide de (7.4), que ceux-ci sont nuls pour l impair, et pour k > 2l.
Le terme constant en k = 0 pouvant être intégré dans H0, il reste, tous calculs faits, et pour le cas
l = 2 (électrons d) :

4πε0Voct =
7
3
√
π
e2r4

a5

[
Y

(4)
0 +

√
5
14

(
Y

(4)
4 + Y

(4)
−4

)]
(7.5)

En écrivant que [113, 114] :

Y (4,A1) =
√

5
24

(
Y

(4)
4 + Y

(4)
−4

)
+
√

7
12
Y

(4)
0 , (7.6)

et en utilisant la notation :

C(l)
m =

√
4π

2l + 1
Y (l)
m , (7.7)

2pour une configuration octaédrique fixe des � ions �, c’est-à-dire en fait des noyaux atomiques ; nous reviendrons
sur ce sujet ultérieurement.
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on arrive finalement à :

4πε0Voct =
√

21
e2r4

a5
C(4,A1) (7.8)

Considérons par ailleurs les fonctions d’onde associées aux orbitales d de M6+ sous la forme
habituelle :

Ψn
(2)
m (r, θ, ϕ) = Rn,2(r)Y (2)

m (θ, ϕ) , (7.9)

n étant le nombre quantique principal (n= 4 ou 5, ici). Le facteur r4 de Voct étant le seul opérateur
agissant sur la coordonnée radiale, on peut intégrer H̃el sur celle-ci, en posant :

Dq =
1

24πε0
e2
〈
r4
〉

a5
, (7.10)

avec : 〈
r4
〉

=
∫ ∞
0

R∗n,2(r)r
4Rn,2(r)r2dr , (7.11)

i.e., on peut écrire :

Voct = 10Dq
3
√

21
5

C(4,A1) (7.12)

10Dq est ici le paramètre du � champ cristallin � habituel [141] (10Dq > 0). Notons que ceci peut
également s’écrire plus explicitement :

Voct(θ, ϕ) = 10Dq
{

21
16

(sin θ)4 cos(4ϕ) +
21
80

[
35 (cos θ)4 − 30 (cos θ)2 + 3

] }
(7.13)

La figure 7.1 donne une représentation graphique de Voct(θ, ϕ).
Nous allons tout d’abord regarder l’action de Voct dans le cas simple d’ un seul électron d (n = 1,

cas de ReF6 et TcF6)3.

7.1.3 Cas d’ un seul électron d dans Oh

Ce cas est le seul que nous pouvons traiter sans nouvelle approximation. L’interaction coulombi-
enne Hc n’intervient pas, et H0 est un terme constant que l’on ignorera. On peut écrire :

Hso = ζd
−→
l · −→s =

ζd
2

(
j2 − l2 − s2

)
(7.14)

où ζd est la constante d’interaction spin-orbite (pour les électrons nd considérés), −→l le moment
angulaire orbital de l’électron considéré (l = 2 ici), −→s son spin (s = 1/2) et :

−→ = −→l +−→s (7.15)

On peut alors distnguer deux cas extrêmes, pour effectuer le calcul des éléments matriciels de H̃el :

3Notons que dans le cas de n électrons f (l = 3, quatrième série de transition), on doit pousser le développement un
peu plus loin et l’on obtient :

4πε0Voct =
√

21
e2r4

a5
C(4,A1) +

3√
2

e2r6

a7
C(6,A1)
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Fig. 7.1 - Représentation graphique de Voct(θ, ϕ).

Cas du � champ faible �

C’est le cas où l’interaction spin-orbite domine,

Hso � Voct

On peut utiliser la base :

|ls, jΓγ〉 =
∣∣∣∣21

2
, jΓγ

〉
, (7.16)

qui diagonalise Hso. A l’aide des formules des chapitres 5 et 6 on trouve alors :〈
2
1
2
, jΓγ

∣∣∣∣Hso

∣∣∣∣21
2
, jΓγ

〉
=

ζd
2

[
j(j + 1)− 27

4

]
(7.17)〈

2
1
2
, j′Γγ

∣∣∣∣Voct

∣∣∣∣21
2
, jΓγ

〉
= 6

√
30[j][j′]

[C]
(−1)

3
2
+j′+ϕ(j′)

{
4 2 2

1/2 j′ j

}
K

(4 j j′)
(A1 Γ Γ)

Dq ,

(7.18)

où l’on a utilisé le fait que :

〈
l′
∥∥C(k) ‖l〉 = (−1)l

′√
[l][l′]

(
l′ l k
0 0 0

)
(7.19)

La matrice obtenue est alors :
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H̃
(n=1)
el =

E′2

ζd

0

0

G′

0

ζd + 2Dq

− 2
√

6Dq

G′

0

− 2
√

6Dq

− 3
2
ζd



|ls, jΓ〉

∣∣∣21
2 ,

5
2 , E

′
2

〉
∣∣∣21

2 ,
5
2 , G

′
〉

∣∣∣21
2 ,

3
2 , G

′
〉

(7.20)

D’où les énergies des troix niveaux électroniques résultants :

E(E′2) = ζd − 4Dq (7.21)

E±(G′) =
1
2

2Dq − 1
2
ζd ±

√(
5
2
ζd + 10Dq

)2

− 40ζdDq

 (7.22)

Dans l’approximation du champ faible [141],

10Dq � ζd , (7.23)

on a alors :
E(E′2) = ζd − 4Dq , E+(G′) � ζd + 2Dq , E−(G′) � −3

2
ζd (7.24)

Cas du � champ fort �

C’est le cas où Voct domine,
Voct � Hso

On peut utiliser la base :

|lΓl, sΓs,Γσ〉 =
∣∣∣∣2Γl, 12E′1,Γγ

〉
, Γl = E ou F2 , (7.25)

qui diagonalise Voct. On obtient cette fois-ci :

H̃
(n=1)
el =

E′2

ζd − 4Dq

0

0

G′

0

1
2
ζd − 4Dq

−
√

3
2
ζd

G′

0

−
√

3
2
ζd

6Dq



|lΓl, sΓs,Γ〉

∣∣∣2F2,
1
2E
′
1, E

′
2

〉
∣∣∣2F2,

1
2E
′
1, G

′
〉

∣∣∣2E, 1
2E
′
1, G

′
〉

(7.26)

Dans l’approximation du champ fort [141],

10Dq � ζd , (7.27)

on a alors :

E(E′2) = ζd − 4Dq , E+(G′) � 6Dq , E−(G′) � −ζd
2
− 4Dq (7.28)
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La figure 7.2 résume les deux cas décrits ci-dessus4. A l’aide de (7.21) et (7.22), on trouve le diagramme
de la figure 7.3 [76].

7.1.4 Cas de n électrons d dans Oh

Nous allons retrouver ici les deux cas ci-dessus, selon que Voct est ou non le terme dominant, mais
le calcul devient beaucoup plus complexe. Dans le cas des hexafluorures colorés, il s’avère [76] que
l’on se situe plutôt dans le cas du champ fort, avec 10Dq ∼ 30000 cm−1 et ζd ∼ qq. 1000 cm−1 (cf.
table 7.2).

Nous allons donc considérer tout d’abord l’action de

V
(n)
oct =

n∑
i=1

Voct(i) (7.29)

(somme des interactions ligands-électrons) où Voct(i) n’agit que sur les coordonnées de l’électron i.
Soit maintenant

|dnα,ΓSγSΓLγL〉 =
∣∣∣(eg)k(f2g)n−k,ΓSγSΓLγL

〉
(7.30)

une base électronique (non-couplée) totalement antisymétrique (cf. annexe D), avec ΓL ⊂ (Eg⊕F2g)n,
ΓS ⊂ (E′1g)n et k ≤ 4 ; on suppose ici que les n électrons se répartissent entre les � sous-couches
moléculaires � eg et f2g.

A l’aide des formules du chapitre 6 et de l’annexe D, on montre alors :

〈dnα,ΓSγS ,ΓLγL|V (n)
oct |dnα,ΓSγS ,ΓLγL〉 =

1√
[ΓL]

n∑
i=1

∑
ΓS1

,ΓL1
ΓS2

,ΓL2
,βS

〈
(eg)k(f2g)n−kαβSΓSΓL

∣∣∣ } (eg)kα1ΓS1ΓL1, (f2g)n−kα2ΓS2ΓL2

〉
×

×
〈
(eg)kΓL1, (f2g)n−kΓL2,ΓL

∥∥∥Voct(i)
∥∥∥(eg)kΓL1 , (f2g)n−kΓL2 ,ΓL

〉
×

×
〈
(eg)kα1ΓS1ΓL1, (f2g)n−kα2ΓS2ΓL2

∣∣∣ } (eg)k(f2g)n−kαβSΓSΓL
〉

(7.31)

La somme
∑n
i=1 peut être décomposée en

∑k
i=1 +

∑n
i=k. Ainsi, pour la première somme, Voct(i) n’agit

que sur ΓL1 , alors que pour la seconde, il n’agit que sur ΓL2 . On obtient alors rapidement :

〈dnα,ΓSγS ,ΓLγL|V (n)
oct |dnα,ΓSγS ,ΓLγL〉 =

k∑
i=1

(6Dq) +
n∑
i=k

(−4Dq) (7.32)

que nous résumerons en :〈
(eg)k(f2g)n−k

∣∣∣V (n)
oct

∣∣∣(eg)k(f2g)n−k
〉

= 10Dq
(
k − 2

5
n

)
(7.33)

La figure 7.4 montre le cas n = 3 (IrF6 ou RhF6).
L’effet de V (n)

oct est donc d’éclater la configuration dn, en une série de multiplets (eg)k(f2g)n−k,
séparés de la quantité 10Dq. Le multiplet (f2g)n ≡ (eg)0(f2g)n a toujours l’énergie la plus basse.

Il existe des méthodes permettant de traiter l’ensemble de la configuration dn dans Oh [142,
143], mais comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, nous ferons ici des approximations
supplémentaires, afin de restreindre le problème.

4Ici, les notations du type 2S+1LJ désignent, comme à l’habitude les termes électroniques. D’autre part, dans le cas
du champ fort, la sous-couche atomique d est éclatée par Voct en deux niveaux E(g) et F2(g) que nous désignerons selon la
notation traditionnelle [76, 141] comme deux � sous-couches moléculaires � eg et f2g , respectivement. Nous utiliserons
abondamment cette notation dans la suite.
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Fig. 7.3 - Niveaux électroniques dans le cas n = 1

7.2 Un modèle électronique simplifié

Nous allons maintenant développer un modèle simplifié permettant de traiter uniquement les
niveaux du multiplet (f2g)n ; nous faisons une telle restriction pour les raisons suivantes :

– Comme nous l’avons mentionné plus haut, les molécules qui nous intéressent se situent plutôt
dans le cas du champ fort, soit

Voct � Hc � Hso ,

et, par conséquent, ce multiplet est relativement bien séparé des autres.

– Les niveaux des autres multiplets nous seront expérimentalement inaccessibles (il s’agit de tran-
sitions ultraviolettes), et, à notre connaissance, il n’existe pas suffisamment de données précises
sur ces niveaux.

– Ces niveaux supérieurs peuvent de plus être mélangés avec des niveaux de transfert de charge
(dont la prise en compte obligerait à inclure dans l’étude les électrons des atomes de fluor).

– Enfin, insistons encore sur le fait que nous cherchons essentiellement à construire une base
électronique qui soit à la fois utilisable par la suite, et permettant une description relativement
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correcte des niveaux qui nous concernent.

7.2.1 Moment angulaire effectif

Pour traiter le cas de la configuration (f2g)n, le plus simple est d’associer à chaque électron f2g

un moment angulaire effectif
−→
l′ , avec l′ = 1 [76] ; ceci mène à étudier une configuration équivalente

(p′)n. Dans un schéma de couplage L− S, nous avons alors :

−→
L′ =

n∑
i=1

−→
l′i ,

−→
S =

n∑
i=1

−→si ,
−→
J ′ =

−→
L′ +−→S (7.34)

Il est ici nécessaire de considérer les symétries avec attention : celle de la fonction d’onde de chaque
électron d est 2g dans O(3) ; l’équivalence précédente entre les électrons f2g et p introduit des fonctions
d’onde avec une symétrie effective 1u. Or, nous avons :

(1u)n ∼ (f1u)n
{
≡ (f2g)n si n pair
≡ (f2g)n ⊗A2u si n impair

(7.35)

En conséquence, les niveaux caractérisés par le nombre quantique J ′ ont dans SU(2)⊗CI la symétrie
effective J ′τ , avec τ = g pour n pair et τ = u pour n impair5. Ainsi, la réduction de D(J ′

τ ) dans OSh
donne également une symétrie effective, que nous appellerons Γ′. La symétrie réelle Γ est obtenue
par :

Γ = Γ′ ⊗ (A2u)n (7.36)

Nos kets de base seront notés : ∣∣(p′)nαSgL′τ , J ′τΓ′γ′〉 ,
5Comme à l’habitude, nous supposons que les fonctions de spin électronique ont la parité g.
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Tab. 7.1 - Symétries pour la configuration (f2g)3

Termes 2D′3
2
u

2D′5
2
u

2P ′1
2
u

2P ′3
2
u

4S′3
2
u

Symétries effectives G′u G′u ⊕ E′2u E′1u G′u G′u

Symétries réelles G′g G′g ⊕ E′1g E′2g G′g G′g

avec τ défini comme ci-dessus ; α représente tous les nombres quantiques intermédiaires. Notons
qu’ici il n’intervient jamais de multipicité dans la réduction de D(J ′

τ ), J ′ ne dépassant pas 5/2 (pour
2 ≤ n ≤ 5). Les termes 2S+1L′J ′ sont obtenus par les méthodes habituelles utilisées en spectroscopie
atomique [144]. L’exemple n = 3 est donné dans la table 7.1.

7.2.2 Le modèle utilisé

Kibler [145] a développé un hamiltonien formel décrivant l’ensemble de la configuration dn (dans
O∗). Ici, nous allons simplement transposer ce modèle au cas d’une configuration (p′)n. Ceci donne le
hamiltonien électronique effectif suivant :

H̃
(n)
el =

∑
tous les k,a0

n∑
i�=j=1

{{
us

(k1g)(i)⊗ us(k2g)(j)
}(kSg) ⊗

{
ul

(k3g)(i) ⊗ ul(k4g)(j)
}(kLg)

}(kg)

a0A1g

×

× D[(k1k2)kS(k3k4)kLka0] (7.37)

où les D[(k1k2)kS(k3k4)kLka0] sont des paramètres, a0 est l’indice de multiplicité de A1g dans D(kg),
et les u(kg) sont des tenseurs unité de Racah [146], i.e. :

〈α1, j1τ1‖u(kg) ‖α2, j2τ2〉 = δα1,α2 δj1,j2 δτ1,τ2 (7.38)

où α1 and α2 représentent les nombres quantiques additionnels. En fait, l’approximation α1 = α2 est
très grossière, mais elle sera suffisante pour notre propos. Dans (7.37), les différents opérateurs ont la
signification suivante :

– us
(k1g)(i) est un opérateur relatif au spin de l’électron i.

– us
(k2g)(j) est un opérateur relatif au spin de l’électron j.

– ul
(k3g)(i) est un opérateur relatif au moment angulaire orbital effectif de l’électron i.

– ul
(k4g)(j) est un opérateur relatif au moment angulaire orbital effectif de l’électron j.

En fait, comme nous considérons ici n électrons équivalents, la somme sur i et j dans 7.37 peut être
simplement remplacée par le facteur n(n−1). A l’aide des formules des chapitres 5 et 6 et de l’annexe
D, on peut déterminer la relation donnant les éléments matriciels de H̃(n)

el dans la base définie plus
haut, soit :〈
(p′)nα1S1gL

′
1τ , J

′
1τΓ
′γ′
∣∣ H̃(n)

el

∣∣(p′)nα2S2gL
′
2τ , J

′
2τΓ
′γ′
〉

=

n(n− 1)
∑

k1,k2,kS,
k3,k4,kL,

k,a0

∑
α3,L′

3
,S3,

S4,L′
4

,

S5,L′
5

∑
J ′
3,J

′
4,J

′
5

(−1)J
′
2+J

′
3+J

′
5−k

√
[S1][S2][L′1][L′2][S4][S5][L′4][L′5][kS ][kL][k][J ′2] ×
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× 〈
(p′)nα1S1L

′
1

{ ∣∣∣ (p′)n−2α3S3L
′
3, (p

′)2S5L
′
5

〉 〈
(p′)n−2α3S3L

′
3, (p

′)2S4L
′
4

∣∣∣ } (p′)nα2S2L
′
2

〉 ×

×

S3 L′3 J ′3
S4 L′4 J ′4
S2 L′2 J ′2



S3 L′3 J ′3
S5 L′5 J ′5
S1 L′1 J ′1



kS S4 S5

kL L′4 L′5
k J ′4 J ′5




k1 s s
k2 s s
kS S4 S5




k3 l l
k4 l l
kL L′4 L′5

 ×

×
{

k J ′4 J ′5
J ′3 J ′1 J ′2

}
[J ′3][J

′
4][J

′
5] F

( kg J ′2τ ) Γ′γ′

a0A1g Γ′γ′ ( J ′1τ )
D[(k1k2)kS(k3k4)kLka0] (7.39)

où les 〈. . . | } . . .〉 sont des coefficients de parenté fractionnelle (CPF), définis dans l’annexe D. Dans
(7.39), on a de plus utilisé (7.38).

Comme ici l′ = 1 et s = 1/2, k1 et k2 (resp. k3 et k4) ne prennent que les valeurs 0 ou 1 (resp. 0,
1 ou 2) ; en conséquence k est au plus égal à six. Considérant le petit nombre d’électrons mis en jeu,
nous prendrons ici un modèle à trois paramètres :

H̃
(n)
el

n(n− 1)
= 2G

{{
us

(0g) ⊗ us(0g)
}(0g) ⊗

{
ul

(0g) ⊗ ul(0g)
}(0g)

}(0g)

A1g

→ H1

+ 10
√

5G
{{
us

(0g) ⊗ us(0g)
}(0g) ⊗

{
ul

(2g) ⊗ ul(2g)
}(0g)

}(0g)

A1g

→ H2

+
9
√

2 ζ
n− 1

{{
us

(1g) ⊗ us(0g)
}(1g) ⊗

{
ul

(1g) ⊗ ul(0g)
}(1g)

}(0g)

A1g

→ H3

+ D

{{
us

(0g) ⊗ us(0g)
}(0g) ⊗

{
ul

(2g) ⊗ ul(2g)
}(4g)

}(4g)

A1g

→ H4

(7.40)
où G et ζ sont choisis afin de retrouver les matrices de la référence [1] lorsque D = 0. Dans (7.40), les
différents termes ont la signification physique suivante :

– H1 +H2 est un terme d’interaction coulombienne isotrope.

– H3 est un terme d’interaction spin-orbite.

– H4 est un terme d’interaction coulombienne anisotrope.

7.2.3 Le cas n = 3 (IrF6, RhF6)

Comme nous l’avons déjà mentionné, ce cas sera le plus important pour nous. On obtient la
matrice suivante :

H̃
(n=3)
el =

G′u

− 3G

0

0

ζ

G′u

0

0

0
√

5
2
ζ

G′u

0

0

− D

5
√

30

0

G′u

ζ

√
5

2
ζ

0

2G

E′1u

2G

E′2u

2D
5
√

30



|SgL′u, J ′u,Γ′〉 (2S+1L′J ′)

∣∣∣32g0u, 3
2u, G

′
u

〉
(4S′3

2

)∣∣∣12g2u, 3
2u, G

′
u

〉
(2D′3

2

)∣∣∣12g2u, 5
2u, G

′
u

〉
(2D′5

2

)∣∣∣12g1u, 3
2u, G

′
u

〉
(2P ′3

2

)∣∣∣12g1u, 1
2u, E

′
1u

〉
(2P ′1

2

)∣∣∣12g2u, 5
2u, E

′
2u

〉
(2D′5

2

)

(7.41)
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où l’on a indiqué les symétries effectives. Pour IrF6, à l’aide des données du chapitre 2, on trouve :

G � 2313 cm−1 , ζ � 3385 cm−1 , D � 7586 cm−1 .

Comme on peut le voir dans la table 7.2, l’ajustement est assez mauvais, mais ceci sera suffisant pour
notre propos ; il faut de plus prendre en compte les très nombreuses approximations que nous avons
effectuées.

7.2.4 Les cas n = 2 et n = 4

Nous donnons ici pour mémoire les matrices obtenues dans ces deux cas.

H̃
(n=2)
el

=

A1g

4G

ζ
√

2

A1g

ζ
√

2

ζ −G

F1

ζ

2
−G

Eg

− ζ

2
−G

− ζ√
2

Eg

− ζ√
2

G+
3D

5
√

30

F2g

− ζ

2
−G

− ζ√
2

F2g

− ζ√
2

G− 2D

5
√

30



∣∣SgL′
g , J

′
g,Γ

′〉 (2S+1L′
J′ )

|0g0g , 0g , A1g〉 (1S′
0)

|1g1g , 0g , A1g〉 (3P ′
0)

|1g1g , 1g , F1g〉 (3P ′
1)

|1g1g , 2g , Eg〉 (3P ′
2)

|0g2g , 2g , Eg〉 (1D′
2)

|1g1g , 2g , F2g〉 (3P ′
2)

|0g2g , 2g , F2g〉 (1D′
2)

(7.42)

H̃
(n=4)

el
=

A1g

4G

ζ
√

2

A1g

ζ
√

2

− ζ −G

F1

− ζ

2
−G

Eg

ζ

2
−G

ζ√
2

Eg

ζ√
2

G+
3D

5
√

30

F2g

ζ

2
−G

ζ√
2

F2g

ζ√
2

G− 2D

5
√

30



∣∣SgL′
g , J

′
g,Γ

′〉 (2S+1L′
J′ )

|0g0g , 0g , A1g〉 (1S′
0)

|1g1g , 0g , A1g〉 (3P ′
0)

|1g1g , 1g , F1g〉 (3P ′
1)

|1g1g , 2g , Eg〉 (3P ′
2)

|0g2g , 2g , Eg〉 (1D′
2)

|1g1g , 2g , F2g〉 (3P ′
2)

|0g2g , 2g , F2g〉 (1D′
2)

(7.43)
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7.2.5 Le cas n = 5

Dans le cas de l’hypothétique molécule AuF6, on trouve la matrice très simple suivante :

H̃
(n=5)
el =

E′2
− ζ

0

G′

0

1
2
ζ



|SgL′u, J ′u,Γ′〉

∣∣∣12 g1u, 1
2u
, E′1u

〉
∣∣∣12 g1u, 3

2u
, G′u

〉 (7.44)

7.3 Quelques résultats

La table 7.2 donne les résultats des ajustements du modèle décrit ci-dessus, pour les hexafluorures
colorés de la deuxième et de la troisième série de transition (à partir des données du chapitre 2). La
figure 7.5 montre les diagrammes de niveaux obtenus pour la troisième série de transition (les énergies
indiquées sont les valeurs expérimentales).

Tab. 7.2 - Niveaux électroniques expérimentaux et calculés pour quelques hexafluorures

Molécule Etat élect. Obs. (cm−1) Calc. (cm−1) Paramètres

TcF6
† X(G′g) 0 0

(n = 1) a(E′2g) 1921 1921 ζ = 1281 cm−1

RuF6 X(F2g) 0 0

(n = 2) a(Eg) 0 3

b(F1g) 1400 1253 G = 3408 cm−1

c(A1g) 1950 1666 ζ = 1161 cm−1

d(F2g) 6900 7426 D = −1417 cm−1

e(Eg) 6900 7682

f(A1g) 18400 17882

RhF6 X(G′g) 0 0

(n = 3) a(G′g) 8762 7886

b(G′g) 9078 9420 G = 2891 cm−1

c(E′1g) 9078 9762 ζ = 3656 cm−1

d(E′2g) 15056 15430 D = −3123 cm−1

e(G′g) 18650 18168

† : Pour la configuration (f2g)1, on peut se contenter du modèle à un paramètre :

H̃
(n=1)

el
= 3

√
3ζ
(
us

(1g) ⊗ ul
(1g)
)(Og)

A1g
.
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Tab. 7.2 - (suite)

Molécule Etat élect. Obs. (cm−1) Calc. (cm−1) Paramètres

ReF6 X(G′g) 0 0

(n = 1) a(E′2g) 5001 5001 ζd = 3045 cm−1

b(G′g) 32500 32500 10Dq = 30110 cm−1

OsF6 X(Eg) 0 0

(n = 2) a(F2g) 100 6

b(F1g) 4316 3924 G = 2481 cm−1

c(A1g) 4371 4451 ζ = 3598 cm−1

d(F2g) 8482 8444 D = 301 cm−1

e(Eg) 8482 8493

f(A1g) 17301 17382

IrF6 X(G′g) 0 0

(n = 3) a(G′g) 6261 6311

b(G′g) 8333 7721 G = 2313 cm−1

c(E′1g) 8858 8552 ζ = 3385 cm−1

d(E′2g) 12328 12625 D = 7586 cm−1

e(G′g) 15156 15369

PtF6 X(A1g) 0 0

(n = 4) a(F1g) 3300 4043

b(F2g) 5200 5716 G = 1640 cm−1

c(Eg) 5400 5841 ζ = 3867 cm−1

d(F2g) 12000 11318 D = 1816 cm−1

e(Eg) 12000 11524

f(A1g) 16000 16286
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Chapitre

8
L’effet Jahn-Teller — Traitement
classique

Nous allons maintenant considérer les différentes possibilités de couplages particuliers qui intervi-
ennent dans un état électronique dégénéré. Nous commencerons par l’étude du plus important d’entre
eux, connu sous le nom d’effet Jahn-Teller 1.

Dans ce chapitre, nous commencerons par reconsidérer les méthodes classiques de traitement de
cet effet (dans les cas qui nous intéressent), et nous essaierons d’en tirer quelques renseignements utiles
pour la suite. La molécule qui, du point de vue expérimental, nous intéresse le plus étant IrF6, nous
ne considérons ici que le cas n impair. Le cas n pair (en particulier les états électroniques Eg, F1g ou
F2g de OsF6 ou PtF6) ne présente pas de difficulté supplémentaire, et se traiterait de manière tout à
fait similaire2.

8.1 Rappels : Interactions vibroniques et théorème Jahn-Teller

De nombreux ouvrages existent sur ce sujet. Citons en particulier les références [139] et [140], très
complètes. Nous allons ici rappeler dans ses grandes lignes l’origine de l’effet Jahn-Teller.

8.1.1 Expression du hamiltionien vibronique — Approximations

Ecrivons le hamiltonien moléculaire sous la forme :

H(�,Q) = H(�) + V (�,Q) + T (Q)
Energie cinétique des électrons Interaction coulombienne Energie cinétique

+ interactions entre électrons e−–noyaux et noyaux–noyaux des noyaux

(8.1)

où � représente l’ensemble des coordonnées électroniques, et Q l’ensemble des coordonnées de position
des noyaux. La masse des électrons étant très inférieure à celle des noyaux, ces derniers se déplacent très
lentement par rapport aux électrons. T (Q) peut donc être considéré comme une petite perturbation.
Examinons tout d’abord les différentes approximations habituellement utilisées.

Approximation adiabatique

Supposons que l’on dispose d’une solution du problème électronique pour toute position Q des
noyaux :

[H(�) + V (�,Q)]ϕn(�,Q) = εn(Q)ϕn(�,Q) (8.2)

1En fait, le terme d’� effet � est inapproprié, puisqu’il s’agit ici d’une propriété intrinsèque (et permanente) de la
molécule, sans aucune cause extérieure.

2Il en va de même pour les méthodes exposées au chapitre 9.
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Si l’on cherche les fonctions propres de H(�,Q) sous la forme :

Ψ(�,Q) =
∑
n

χn(Q)ϕn(�,Q) , (8.3)

et si on écrit :

T (Q) = −h̄2
∑
i

1
2Mi

∂2

∂Q2
i

, (8.4)

l’indice i désignant le noyau i, Mi étant sa masse, on obtient facilement (après intégration sur �) :∑
n

[Tmn(Q) + Umn(Q)]χn(Q) = Eχm(Q) (8.5)

avec : 

Umn(Q) = εn(Q)δm,n , Tmn(Q) = T (Q)δm,n + Λmn(Q)

Λmn(Q) = −h̄2
∑
i

1
Mi

[
Aimn(Q)

∂

∂Qi +
1
2
Bi
mn(Q)

]

Aimn(Q) =
∫
ϕ∗n(�,Q)

∂ϕn(�,Q)
∂Qi d� , Bi

mn(Q) =
∫
ϕ∗n(�,Q)

∂2ϕn(�,Q)
∂Q2

i

d�

(8.6)

Notons que pour l’instant, il n’y a pas d’approximation sur les opérateurs. Le système (8.5) reste
exact, pour la base choisie.

Considérons maintenant un état électronique non-dégénéré ϕn0(�,Q), éloigné de tous les autres.
Pour un calcul perturbatif à l’ordre un, on aura :

Hn0(Q) = T (Q) + Λn0n0(Q) + εn0(Q) , Ψ(�,Q) = χn0(Q)ϕn0(�,Q) (8.7)

Dans ce cas, le mouvement des noyaux déforme la distribution des électrons, mais n’amène pas de
transition entre états électroniques ; une distribution électronique stationnaire est obtenue pour chaque
position instantanée des noyaux. Les électrons suivent adiabatiquement le mouvement des noyaux. Les
fonctions d’onde des noyaux sont ici les χn0(Q), et les εn0(Q) sont appelés les potentiels adiabatiques.
L’approximation adiabatique consiste donc à négliger les opérateurs de non-adiabaticité Λmn(Q) (m �=
n). Notons par ailleurs que si on choisit des ϕn0(�,Q) réels, on a Ain0n0

= 0, i.e. Λn0n0(Q) ne comporte
pas d’opérateur différentiel, et Λn0n0(Q) + εn0(Q) est le terme de potentiel.

L’approximation adiabatique cesse d’être valable dans le cas de niveaux dégénérés (ou quasi-
dégénérés), les Λmn(Q) (m �= n) ne pouvant plus être négligés.

Approximation de Born-Oppenheimer

Soit Q0 une configuration de référence des noyaux. Considérons cette fois-ci de petits déplacements
du type Q = Q0 + κq (κ petit). L’approximation de Born-Oppenheimer consiste à partir cette fois-ci
des fonctions propres ψn(�) = ϕn(�,Q0) de :

H(�,Q0) = H(�) + V (�,Q0) (8.8)

En cherchant pour H(�,Q) des fonctions propres de la forme :

Ψ(�,Q) =
∑
n

χn(Q)ψn(�) , (8.9)

on obtient (toujours après intégration sur �) :∑
n

[Tmn(Q) + Umn(Q)]χn(Q) = Eχm(Q) (8.10)
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avec :

Tmn(Q) = T (Q)δm,n , Umn(Q) =
∫
ψ∗m(�) [H(�) + V (�,Q)]ψn(�) d� (8.11)

Bien que l’on ait ici une base différente de celle utilisée pour (8.5) et (8.6), le système (8.10) reste un
système exact, pour la base (8.9).

Considérons à nouveau un niveau électronique non-dégénéré et isolé, ψn0(�), (d’énergie εn0(Q0)).
Pour un calcul perturbatif à l’ordre un, on aura :

Hn0(Q) = T (Q) + Un0n0(Q) , Ψ(�,Q) = χn0(Q)ψn0(�) (8.12)

Dans cette approximation, appelée approximation de Born-Oppenheimer (BO), Un0n0(Q) est l’énergie
potentielle des noyaux.

De plus, si εn0(Q) présente une importante anharmonicité, impliquant une grande amplitude pour
Q−Q0, il est clair que BO (où l’on a dû considérer Q voisin de Q0) n’est plus valide. Ceci peut être
le cas pour des molécules non-rigides pour lesquelles εn0(Q) présente plusieurs minima, séparés par
des barrières faibles. Il faut alors utiliser l’approximation adiabatique. BO suppose en particulier que
l’on a un seul minimum de potentiel, i.e. une seule configuration d’équilibre.

Enfin, BO ne peut pas non plus être utilisée dans le cas de niveaux électroniques très proches,
voire dégénérés. Dans un tel cas, ni BO, ni l’approximation adiabatique ne sont valables 3.

Hamiltonien vibronique pour un état électronique dégénéré

Considérons donc un état électronique dégénéré, i.e. un ensemble de k niveaux électroniques
(k > 1) de même énergie, suffisamment éloignés de tous les autres (de manière à ce que l’on puisse
négliger les interactions non-adiabatiques entre ces autres états et les k états considérés).

Soit toujours Q0 une configuration de référence. Celle-ci est connue expérimentalement. C’est, en
principe, la configuration de symétrie maximale. Mais notons bien que cette configuration n’est pas,
a priori, une configuration d’équilibre.

Considérons alors un jeu de coordonnées notées Q(C)
σ , que nous définirons à partir des coordonnées

de position par les mêmes relations formelles que les coordonnées normales des molécules octaédriques
� classiques � [147]. Ces coordonnées seront ici qualifiées de normales, bien que ce terme soit abusif,
compte-tenu des remarques ci-dessus (si Q0 n’est pas une configuration d’équilibre). Réécrivons alors
H(�,Q), en développant V (�,Q) en série de ces coordonnées Q(C)

σ , autour de Q0 :

H(�,Q) = T (Q) + U(�,Q) (8.13)

avec :

U(�,Q) = H(�,Q0) +
∑
C,σ

VCσ(�)Q(C)
σ +

1
2

∑
C1,σ1

∑
C2,σ2

WC1σ1C2σ2(�)Q
(C1)
σ1

Q(C2)
σ2

+ . . .

H(�,Q0) = H(�) + V (�,Q0)

VCσ(�) =

(
∂V (�,Q)

∂Q
(C)
σ

)
Q0

, WC1σ1C2σ2(�) =

(
∂2V (�,Q)

∂Q
(C1)
σ1 ∂Q

(C2)
σ2

)
Q0

(8.14)

3N.B. : Quand on parle d’approximation adiabatique ou BO, on considère à la fois l’approximation sur les fonctions
d’onde, et la possibilité d’effectuer un calcul perturbatif à partir du système d’équations exactes obtenu dans la base
choisie.
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Comme de plus H(�,Q) est totalement symétrique (scalaire), il est nécessairement possible de réécrire
le terme de potentiel U(�,Q) sous la forme :

U(�,Q) = H(�,Q0) +
∑
C,σ

V (C)
σ (�)Q(C)

σ +
1
2

∑
C1,C2,C,σ

C1,C2W
(C)
σ (�)

[
Q(C1) ⊗Q(C2)

](C)

σ
+ . . . (8.15)

i.e. on obtient une somme dont chaque terme est le produit scalaire d’un opérateur électronique (V ,
W , . . . ) et d’un opérateur construit à partir des Q(C)

σ .
C’est donc le hamiltonien ci-dessus qu’il va nous falloir utiliser. Nous allons d’abord examiner les

conditions d’existence des termes V , W , . . . , ce qui va nous amener à l’énoncé du théorème Jahn-Teller.

8.1.2 Théorème Jahn-Teller

Hamiltonien vibronique matriciel

Supposons que Γ soit la symétrie de l’état électronique dégénéré considéré (donc k = [Γ]). Jusqu’à
présent, tous les auteurs [139, 140] ont employé une méthode consistant à considérer les éléments
matriciels de H(�,Q) dans la base de ces k niveaux électroniques :

Ĥ(Q)γ
′
γ =

〈
ϕ

(Γ)
γ′ (�,Q)

∣∣∣H(�,Q)
∣∣∣ϕ(Γ)
γ (�,Q)

〉
; (8.16)

il en résulte un hamiltonien effectif matriciel (k lignes et k colonnes) fonction des seuls opérateurs
vibrationnels. Nous verrons au chapitre suivant que cette méthode en deux étapes n’est pas la meilleure
pour le calcul général des niveaux vibroniques. Mais nous allons la suivre pour l’instant, car elle va
nous permettre d’expliciter un certain nombre de points importants. On peut donc écrire :

Ĥ = Ĥ0 +
∑

C �=A1g

∑
σ,β

βt
CQ(C)

σ βT̂
(C)
σ +

1
2

∑
C �=A1g

∑
C1,C2

∑
σ,β

βt
C
{C1C2}

[
Q(C1) ⊗Q(C2)

](C)

σ
βT̂

(C)
σ + . . .

Ĥ0 =
1
2

∑
C,σ

(
P (C)
σ

2 + ω2
CQ

(C)
σ

2
)
T̂ (A1g)

(8.17)
avec : 

βT̂
(C)
σ

γ′
γ = [C]−

1
2 βF

(C Γ) γ′

σ γ (Γ)
, T̂ (A1g) = Î[Γ] (identité)

βt
C = 〈βΓ‖V (C) ‖Γ〉 , βt

C
{C1C2} = 〈βΓ‖C1,C2W

(C) ‖Γ〉
(8.18)

Les βtC et βtC{C1C2} pourront être pris comme des paramètres. Dans (8.17), les P (C)
σ sont les moments

conjugués des Q(C)
σ . De plus, on a noté :

ω2
C = βt

A1g

{CC} (8.19)

Remarquons également que les termes linéaires en C = A1g sont éliminés par un simple changement
de variable, en posant :

Q̃(A1g) = Q(A1g) +
tA1g

ω2
A1g

(8.20)

Le hamiltonien ci-dessus est considérablement simplifié, par rapport au hamiltonien exact. En par-
ticulier, nous avons négligé les interactions non-adiabatiques avec les autres états électroniques. Par
contre, nous tenons bien compte des interactions non-adiabatiques à l’intérieur du groupe de [Γ]
niveaux considérés. De plus, nous avons pris ici une approximation harmonique. Notons toutefois à
ce propos qu’il faut distinguer deux types d’anharmonicité :
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L’anharmonicité propre due à la prise en compte de termes totalement symétriques
(C = A1g) d’ordre supérieur à deux.

L’anharmonicité vibronique que les termes linéaires de (8.17) suffisent à créer.

Conditions de symétrie

Considérons tout d’abord les termes linéaires de la partie potentiel de (8.17) :

V̂lin(Q) =
∑

C �=A1g

∑
σ,β

V̂ C
lin(Q) , V̂ C

lin(Q) = βt
CQ(C)

σ βT̂
(C)
σ ; (8.21)

c’est le terme dominant au voisinage de Q0.
A l’aide des formules du chapitre 6, on montre que la trace de la matrice βT̂

(C)
σ est donnée par :

tr
(
βT̂

(C)
σ

)
=

1
[C]

δβ,1 δσ,1 δC,A1g , (8.22)

i.e. elle est toujours nulle, sauf dans le cas du mode totalement symétrique et il en va de même pour
la somme de ses valeurs propres. Les valeurs propres de V̂lin(Q) donnent les potentiels associés au
différents états électroniques en question, au voisinage de Q0.

Prenons l’exemple simple d’un état électronique deux fois dégénéré, et d’un mode de vibration lui
aussi deux fois dégénéré. D’après (8.22), V̂ C

lin(Q) a dans ce cas nécessairement deux valeurs propres
opposées. Au voisinage de Q0, les potentiels ont donc dans ce cas l’allure donnée par la figure 8.1.
Globalement, on obtient donc un potentiel anharmonique, qui ne présente pas de minimum en Q0.

Q2 Q1

Q0

V̂
li
n
(Q

1
,Q

2
)

Fig. 8.1 - Potentiel vibronique linéaire

Tout déplacement en Q lève la dégénérescence électronique. Ce fait peut être généralisé à travers un
théorème dû à Jahn et Teller, que nous pouvons énoncer comme suit [140] :
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Théorème 8.1 (Jahn-Teller) Pour toute molécule non-linéaire, et pour tout état
électronique dégénéré de symétrie Γ (exception faite des doublets de Kramers), il
existe au moins un mode de vibration nucléaire Q(C), pour lequel V̂lin(Q) est non-
nul.

(Les doublets de Kramers correspondent à des dégénérescences uniquement dues au spin). Nous
ne donnerons pas ici la démonstration de ce théorème. A l’origine, Jahn et Teller l’ont vérifié en
passant en revue tous les groupes ponctuels ; une démonstration générale, basée sur l’invariance du
hamiltonien vibronique par renversement du temps est donnée dans la référence [139]. Notons surtout
qu’il en ressort la règle suivante, qui conditionne la non nullité des opérateurs βT

(C)
σ (autrement dit,

l’existence de � l’effet � Jahn-Teller) :

βT
(C)
σ �= 0 ⇐⇒

{
C ⊂ [Γ⊗ Γ] si Γ entière,
C ⊂ {Γ⊗ Γ} si Γ demi-entière,

(8.23)

Γ étant toujours la symétrie de l’état électronique et C celle d’un mode de vibration. Dans le cas
qui nous concerne du groupe OSh (pour un nombre impair d’électrons), seuls les états électroniques de
symétrie G′g ou G′u présentent un effet Jahn-Teller (les états E′1g, E′1u, E′2g ou E′2u correspondent à
des doublets de Kramers). Les valeurs possibles pour C sont alors seulement :

C = A1g, Eg, ou F2g (8.24)

Comme nous l’avons vu plus haut, tous les termes en C = A1g peuvent être éliminés. Ainsi, seuls les
modes ν2(Eg) et ν5(F2g) peuvent donner lieu à un effet Jahn-Teller linéaire (i.e. posséder des termes
vibroniques linéaires).

Quelques remarques

La non-nullité de V̂lin(Q) implique qu’il n’existe pas de minimum de potentiel en Q0. Jahn et Teller
en avaient conclu que les systèmes polyatomiques dans un état électronique dégénéré sont instables.
En réalité, comme nous allons le voir dans la suite, ceci n’est pas exact.

Si l’on considère maintenant le terme de potentiel développé au moins à l’ordre deux, après dia-
gonalisation on trouve des potentiels présentant un certain nombre de minima ; comme nous allons le
voir, ceux-ci se répartissent toujours d’une manière symétrique (en une ou plusieurs séries de minima
équivalents) autour de Q0. Si ces minima sont très prononcés (comme c’est en général le cas dans
les solides), la molécule peut rester � piégée � dans l’un d’eux ; on a alors bien une déformation
permanente. Mais dans le cas de molécules en phase gazeuse, il n’existe pas de direction privilégiée de
déformation ; les minima sont en général moins profonds et la configuration moyenne de la molécule
reste Q0. Au lieu d’une déformation, on assiste plutôt à une dynamique moléculaire complexe, qu’il
va maintenant nous falloir étudier.

Notons enfin que dans le cas d’états électroniques quasi dégénérés (accidentellement), le même
genre de phénomène apparâıt (effet pseudo-Jahn-Teller [139]).

8.2 Potentiels vibroniques pour les molécules octaédriques

Nous allons maintenant examiner plus en détail l’allure des potentiels vibroniques, dans le cas
d’une molécule octaédrique dans un état électronique de symétrie G′g ; cela nous permettra d’illustrer
la discussion du paragraphe précédent.



8.2. Potentiels vibroniques pour les molécules octaédriques 137

8.2.1 Potentiels Jahn-Teller pour le mode ν2(Eg)

Allure des potentiels

Pour le mode deux fois dégénéré, on peut réécrire la partie potentiel de (8.17) sous la forme [38] :

V̂ (ν2) =
h̄ω2

2

(
q21 + q22

)
Î4 +

√
2D2 h̄ω2 (q1ρ̂1 + q2ρ̂2) +

1√
2
δ2h̄ω2

(
1√
2
ρ̂1

(
q22 − q21

)
+
√

2q1q2ρ̂2

)
+ . . .

(8.25)
où q1 et q2 sont les deux coordonnées du mode. Les paramètres choisis ici (D2, δ2) sont les mêmes
que ceux employés par la majorité des auteurs [38, 139]. On a de plus défini les matrices [139] :

ρ̂1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 , ρ̂2 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 (8.26)

Restreignons-nous ici aux termes linéaires et quadratiques. En coordonnées polaires :

q1 = r cosϕ , q2 = r sinϕ , (8.27)

la diagonalisation de (8.25) donne les deux valeurs propres distinctes suivantes (chacune étant deux
fois dégénérée) :

V2± =
h̄ω2

2
r2 ± h̄ω2

2

√
8D2r2 − 4

√
2D2δ2r3 cos(3ϕ) + δ22r

4 (8.28)

En posant :

ν2 = 696 cm−1 , D2 = 0.2

(valeurs pour l’état électronique e(G′g) de IrF6, cf. chapitre 2), et pour différentes valeurs de δ2, on
obtient les résultats de la figure 8.2 ; ceux-ci sont présentés sous forme de courbes de niveaux dans la
figure 8.3. Deux faits apparaissent alors clairement :

– Pour δ2 = 0, on a, dans l’espace {q1, q2}, un potentiel à symétrie cylindrique.

– Pour δ �= 0, on a cette fois une symétrie de type C3v, avec trois minima équivalents.

Or, d’après l’équation (8.28), on voit que :

– Si D2 = 0, on a un simple potentiel harmonique (mais quatre fois dégénéré).

– Si D2 �= 0 et δ2 = 0, on a un potentiel indépendant de ϕ. Le groupe de symétrie du hamiltonien
obtenu est bien O(2).

– Pour le cas général (D2 �= 0, δ2 �= 0), on voit que V2± est invariant par la transformation

ϕ −→ 2π
3
± ϕ

dans l’espace de configuration {q1, q2}. Ceci correspond donc bien à une invariance dans le
groupe C3v pour notre potentiel.



138 PARTIE III. — Chapitre 8. L’effet Jahn-Teller — Traitement classique

-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

-1
50

-1
00-5

005010
0

15
0

20
0

q1

q2

V (cm-1)

-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

-1
50

-1
00-5

005010
0

15
0

20
0

q1

q2

V (cm-1)

δ 2
=

0
ν 2

=
69

6
cm
−1

δ 2
=

0.
05

D
2

=
0.

2

-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

-2
00

-1
50

-1
00-5

005010
0

15
0

20
0

q1

q2

V (cm-1)

-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

-2
00

-1
50

-1
00-5

005010
0

15
0

20
0

q1

q2

V (cm-1)

δ 2
=

0.
1

δ 2
=

0.
15

F
i
g
.
8.

2
-
P
ot

en
ti
el

po
ur

l’e
ff
et

Ja
hn

-T
el

le
r

da
ns

le
m

od
e
ν 2

(E
g
)



8.2. Potentiels vibroniques pour les molécules octaédriques 139
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Fig. 8.3 - Equipotentielles pour l’effet Jahn-Teller dans le mode ν2(Eg)

Mouvement des coordinats

Définissons les 18 déplacements des coordinats comme sur la figure 8.4. Afin d’avoir une idée du
mouvement des six atomes de fluor pour le potentiel ci-dessus, supposons que, q1 et q2 étant donnés
par (8.27), toutes les cordonnées normales autres que celles du mode ν2 sont nulles. On montre alors
que l’on a :

x2 = −x3 = − r√
3

cos
(
ϕ+

π

3

)
, y4 = −y5 = − r√

3
cos

(
ϕ− π

3

)
, z6 = −z7 =

r√
3

cosϕ ,

(8.29)
tous les autres déplacements étant nuls. Les trois minima de (8.28) correspondent à ϕ = π/3, π et
5π/3 et à r = ρ0 (constante). La figure 8.5 illustre la situation dans ces trois cas. On voit donc
que ces trois minima correspondent à trois déformations de la molécule vers trois configurations D4h

équivalentes. Cependant, la configuration moyenne reste bien Oh.
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8.2.2 Potentiels Jahn-Teller pour le mode ν5(F2g)

Désignons par qx, qy et qz les trois coordonnées de ce mode. On écrira alors [38] :

V̂ (ν5) =
h̄ω5

2

(
q2x + q2y + q2z

)
Î4 −

√
2D5h̄ω5 (qxσ̂x + qyσ̂y + qzσ̂z)

+
√

6QE h̄ω5

(
1√
6

(
q2x + q2y − 2q2z

)
ρ̂1 +

1√
2

(
q2x − q2z

)
ρ̂2

)
(8.30)

+
2√
3
QF2 h̄ω5ρ̂3 (qyqzσ̂x + qzqxσ̂y + qxqyσ̂z) + . . .

avec les paramètres utilisés classiquement [139] et les matrices suivantes :

ρ̂3 =


0 0 −i 0
0 0 0 i
i 0 0 0
0 −i 0 0

 , σ̂x =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0



σ̂y =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0

 , σ̂z =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1



(8.31)

Limitons-nous à nouveau aux termes linéaires et quadratiques, et passons en coordonnées sphériques
par :

qx = R sin θ cosφ , qy = R sin θ sinφ , qz = R cos θ (8.32)

La diagonalisation de (8.30) donne à nouveau deux valeurs propres chacune deux fois dégénérée :
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V5± =
h̄ω5

2
R2 ± h̄ω5

3

[
6D5R

2 − 12
√

3D5QF2R
3 cos2 θ sin θ sinφ cosφ

+Q2
ER

4
(
21 + 63 cos4 θ − 72 cos2 θ + 9cos4 θ cos4 φ− 36 cos4 θ cos2 φ+ 18 cos2 θ cos4 φ

)
+4QF2R

4
(
cos2 θ − cos4 θ + cos4 θ cos2 φ− cos4 θ cos4 φ

) ] 1
2 (8.33)

En prenant par exemple les valeurs de ν5 et D5 pour l’état a(G′g) de IrF6, soit

ν5 = 160 cm−1 , D5 = 0.8 ,

on obtient, pour différentes valeurs de R, QE et QF2 les résultats illustrés sur la figure 8.6 (cf. pages
suivantes). Les valeurs de V5− y sont codées par des niveaux de gris à la surface de sphères de rayon
R. Les symétries observées s’expliquent de manière très simple :

– Si seul D5 est non-nul, on a une symétrie sphérique (groupe O(3)), V5± ne dépendant que de R ;
nous utiliserons ce fait un peu plus loin.

– Si seul QF2 est non-nul, il n’apparait dans (8.17) que des opérateurs de symétrie F2g. Or,
il est facile de vérifier que les matrices de la représentation F2 de O (table 4.7) forment la
représentation naturelle du groupe Td. On constate en effet que le potentiel obtenu est invariant
par les opérations du groupe Td.

– Si seulQE est non-nul, il est assez rapide de constater que V5± est seulement invariant par change-
ment de signe d’une ou plusieurs des coordonnées qx, qy ou qz. Ceci correspond nécessairement
à une invariance dans le groupe D2h, comme il apparâıt sur la figure.

– Enfin, si aucun des paramètres n’est nul, la seule invariance est celle par changement de signe de
deux coordonnées parmi les trois. On a alors une invariance dans D2, conformément à la figure
obtenue.

8.3 Effet Jahn-Teller linéaire

Regardons maintenant rapidement comment il est possible d’exploiter les symétries du problème
Jahn-Teller linéaire seul, pour calculer de manière simple les niveaux résultants. Nous verrons au
chapitre suivant que pour des problèmes vibroniques plus généraux, il est nécessaire d’utiliser des
méthodes tensorielles plus adaptées.

8.3.1 Nouvelle écriture du hamiltonien

Le mode ν2(Eg)

Inspirons-nous ici de la méthode utilisée par Child [148]. A l’aide des équations (8.17) et (8.25),
nous pouvons écrire :

H̃(ν2) = h̄ω2 (N2 + 1) + 2h̄ω2

√
D2 (Q+S− +Q−S+) (8.34)

avec : 
Q± =

1√
2

(q1 ± iq2) ;

Si =
1
2
ρi , i = 1, 2 ou 3 ; S± = S1 ± iS2

(8.35)
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Fig. 8.6 - Potentiel pour l’effet Jahn-Teller dans le mode ν5(F2g)

Il est alors facile de montrer les règles de commutation suivantes :

[Si,Sj] = iεijkS‖ (8.36)

De ce fait, −→S est souvent qualifié de pseudo-spin [140]. S3 a les valeurs propres 1/2 et −1/2 (chacune
deux fois dégénérée). Rappelons que les nombres quantiques pour l’oscillateur deux fois dégénéré sont
liés par :

l2 = v2, v2 − 2, . . . , − v2 (v2 fixé) (8.37)

En posant :

j2 = l2 ± 1
2
, (8.38)

on peut montrer que dans une base du type :∣∣∣∣v2, j2 ∓ 1
2

〉 ∣∣∣∣±1
2

〉
(8.39)
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(le second ket correspondant aux états propres de S3), H̃(ν2) se décompose en une série de blocs infinis
; chaque bloc correspond à une valeur de j2 fixée et s’écrit :

H0 +HJTL(ν2, j2) = h̄ω2 ×
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×



j2 +
1
2

√
D2(2j2 + 1)

√
D2(2j2 + 1) j2 +

3
2

√
2D2

√
2D2 j2 +

5
2

√
D2(2j2 + 3)

√
D2(2j5 + 3) j2 +

7
2

√
4D2

√
4D2

. . . . . .

. . . . . .
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(8.40)

Les lignes et colonnes sont ici indicées par les valeurs de v2 :

v2 = j2 − 1
2
, j2 +

1
2
, j2 +

3
2
, j2 +

5
2
, . . . (8.41)

Le mode ν5(F2g)

Le formalisme tensoriel dans SU(2) va ici nous permettre d’améliorer la formulation proposée dans
la référence [148], en écrivant à partir des relations (8.17) et (8.30) :

H̃(ν5) = h̄ω5

(
N5 +

3
2

)
− 2h̄ω5

√
6D5

[
q(1) ⊗ Σ(1)

](0)
0

(8.42)

avec4 : 

Σα =
1
2
σα , α = x, y ou z

Σ(1)
±1 = ∓ 1√

2
(Σx ± iΣy) , Σ(1)

0 =
1
2
σz

q
(1)
±1 = ∓ 1√

2
ρ̂3 (qx ± iqy) , q

(1)
0 = ρ̂3qz

(8.43)

Σz a lui aussi les valeurs propres deux fois dégénérées 1/2 et −1/2 et :

[Σα,Σβ] = iεαβγΣγ (8.44)

−→Σ peut donc également être qualifié de pseudo-spin. Ainsi, avec comme à l’habitude :

l5 = v5, v5 − 2, . . . , 0 ou 1 (v5 fixé) , (8.45)

et en posant :

j5 = l5 ± 1
2
, (8.46)

on peut utiliser une base couplée du type :

∣∣∣∣v5, l5 1
2
, j5m5

〉
(8.47)

H̃(ν5) se décompose alors en une série de blocs infinis (un par valeur de j5) ; il est aisé de montrer
que chacun d’entre eux peut s’écrire :

H0 +HJTL(ν5, j5) = h̄ω5 ×

4Les deux dernières relations ci-dessous sont à rapprocher de l’équation (9.22) du chapitre suivant, ρ̂3 étant en fait
un opérateur de symétrie A2g.
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×



j5 + 1
√

2D5(j5 + 1)

√
2D5(j5 + 1) j5 + 2

√
2D5

√
2D5 j5 + 3

√
2D5(j5 + 2)

√
2D5(j5 + 2) j5 + 4

√
4D5

√
4D5

. . . . . .

. . . . . .


(8.48)

Les lignes et colonnes sont ici indicées par les valeurs de v5 :

v5 = j5 − 1
2
, j5 +

1
2
, j5 +

3
2
, j5 +

5
2
, . . . (8.49)

8.3.2 Diagonalisation

Afin de déterminer les niveaux vibroniques associés aux hamiltoniens ci-dessus, les différents au-
teurs ont utilisé des méthodes de type perturbatif plus ou moins sophistiquées [149, 1]. Mais, en fait,
celles-ci ne peuvent être utilisées que pour des valeurs faibles (� 1) des paramètres D2 et D5. Ty-
piquement, quand ces paramètres excèdent 0.1, le mélange entre niveaux correspondant à différentes
valeurs de v devient trop important pour pouvoir être négligé.

La seule solution est en fait ici de diagonaliser directement les matrices ci-dessus, après les avoir
tronquées à une valeur suffisamment grande de v2 (resp. v5). La figure 8.7 donne ainsi les niveaux
obtenus pour le mode ν2 en fonction de D2, la matrice étant tronquée à v2 = 15. De même, la figure
8.8 donne les niveaux pour le mode ν5, en fonction de D5, avec une troncature à v5 = 15.

8.4 Effet Jahn-Teller linéaire dans (f2g)
3

Avant d’aller plus loin dans l’étude des couplages vibroniques, nous allons utiliser une méthode
esquissée par Weinstock et Goodman [1] qui va nous permettre d’effectuer une estimation grossière de
l’importance relative de l’effet Jahn-Teller, dans les différents états électroniques d’une configuration
(f2g)3 (cas de IrF6).

8.4.1 Une construction possible des opérateurs V (C)

Nous pouvons faire les remarques suivantes :

– L’effet Jahn-Teller est de nature purement électrostatique, et ne fait donc pas intervenir le spin.

– Dans les cas que nous étudions, c’est l’effet Jahn-Teller linéaire qui est dominant (lorsqu’il existe).
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– Dans l’équation (8.17), pour le cas d’un état électronique de symétrie G′, il n’apparâıt que des
termes linéaires en C = Eg ou F2g.

A l’aide de ces considérations, et dans le cas d’une configuration moléculaire (f2g)n, il apparâıt possible
d’écrire les opérateurs V (C)

σ de (8.15) à l’aide des opérateurs électroniques définis au chapitre 7 comme :

V (C)
σ ≡ V (2g,C)

σ = nKC
[
ul

(1u) ⊗ ul(1u)
](2g ,C)

σ
, C = Eg ou F2g , (8.50)

KC étant une constante ne dépendant que de C.

8.4.2 Paramètres Jahn-Teller linéaires

Soit Υ un des états électroniques de (f2g)n (Υ = X, a, . . . e pour le cas n = 3, par exemple). Nous
avons vu que les paramètres Jahn-Teller linéaires étaient en fait les éléments matriciels réduits des
opérateurs V (C). Nous pouvons par conséquent écrire :

βt
C(Υ) = [Γ]

1
2 [C]

3
2

√
2DC(Υ)h̄ωC(Υ) = nKC

〈
Υ, βΓ

∥∥∥∥ [ul(1u) ⊗ ul(1u)
](2g ,C)

∥∥∥∥Υ,Γ〉 , (8.51)

Γ étant toujours la symétrie de l’état électronique et |Υ,Γγ〉 étant la base diagonalisant H̃n
el. ωC(Υ)

est la pulsation propre du mode C pour l’état électronique Υ. Notons la transformation permettant
de passer de la base définie au paragraphe 7.2.1 à la base |Υ,Γγ〉 comme :

|Υ,Γγ〉 =
∑
S,L′

〈
α, SL′, J ′Γ

∣∣ Υ〉 ∣∣((p′)nαSgL′τ , J ′τ )Γ′, (A2u)n,Γγ
〉

(8.52)

A l’aide de l’équation précédente et des formules du chapitre 5, on peut alors montrer que pour
n = 3 et Γ = G′ on a :√

2DC(Υ) =
6KC [J ′]

h̄ωC(Υ) [C]

{
C G′ G′

A2 G′ G′

}
β,1,1,β

βK
(2g J ′τ J ′τ )
(C G′τ G′τ )

×

×
∑

S1,L′
1,L

′
2

〈Υ| S1L
′
1, J
′G′
〉 〈
S1L

′
2, J
′G′
∣∣ Υ〉√[L′1][L′2](−1)S1+L′

1+J
′+L′

2

{
2 L′2 L′1
S1 J ′1 J ′2

}
×

×
∑
S3,L′

3

(−1)L
′
3+1

{
2 1 1
L′3 L′1 L′2

}〈(
1
2
1
)3

S1L
′
1

{ ∣∣∣∣∣
(

1
2
1
)2

S3L
′
3,

1
2
1

〉
×

×
〈(

1
2
1
)2

S3L
′
3,

1
2
1

∣∣∣∣∣
} (

1
2
1
)3

S1L
′
2

〉
(8.53)

(voir l’annexe D pour les coefficients de parenté fractionnelle). Ici, β = a si C = F2g et β = 1 si
C = Eg. Avec la matrice (7.41), on voit immédiatement que :〈

1
2
2,

5
2
G′
∣∣∣∣ b〉 = 1 (8.54)

Dans ce cas, (8.53) donne :
DC(b) = 0 , C = Eg ou F2g (8.55)

En conséquence, dans le cadre de nos approximations sur la base électronique, l’état électronique
b(G′g) de IrF6 ou RhF6 ne doit pas présenter d’effet Jahn-Teller. Ceci semble être à peu près vérifié
expérimentalement ; Brand et al. [52] notent toutefois dans cet état un faible effet Jahn-Teller pour
le mode ν2 (D2 < 0.1, cf. chapitre 2).
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Il nous reste à considérer maintenant le bloc J ′ = 3/2 de (7.41) (Υ = X, a ou e). Posons :

x =
ζ

G+ ζ
(8.56)

Les coefficients
ASL′

Υ (x) =
〈
SL′, 3/2G′

∣∣ Υ〉
sont alors des fonctions de x seul. Les paramètres DC(Υ) correspondants s’écrivent alors sous la
forme :

DC(Υ) =
1

[ωC(Υ)]2
DΥ(x)ℵC , Υ = X, a, ou e , (8.57)

où ℵC est une constante ne dépendant que de C et donnée par :

ℵE =
3
8

(KE
h̄

)2

, ℵF2 =
1
25

(KF2

h̄

)2

(8.58)

Les courbes
∣∣∣ASL′

Υ (x)
∣∣∣2 et DΥ(x) sont représentées sur la figure 8.9.

D’après la table 7.2, les valeurs de x et
∣∣∣ASL′

X (x)
∣∣∣2 pour IrF6 et RhF6 sont :

IrF6 −→ x � 0.5862 ,

∣∣∣∣A 3
2
0

X (x)
∣∣∣∣2 � 90%

RhF6 −→ x � 0.3 ,

∣∣∣∣A 3
2
0

X (x)
∣∣∣∣2 � 99.24%

Les valeurs correspondantes de DΥ sont données dans la table 8.1.

Tab. 8.1 - Valeurs de DΥ pour IrF6 et RhF6

Molécule DX Da De
IrF6 0.00144 0.126 0.149

RhF6 1.4 10−6 0.0442 0.0448

On peut donc faire les constatations suivantes :

– Ce modèle prévoit un effet Jahn-Teller du même ordre de grandeur dans les états électroniques
a et e (en supposant que ωC varie peu entre ces deux états).

– Par contre, il prévoit un effet très faible (voire insignifiant pour RhF6), dans l’état X. Ceci
vient du fait que pour x < 0.6, cet état est principalement un état S = 3/2, L′ = 0, dont la
dégénérescence est due au spin (ce qui, comme évoqué plus haut, ne peut pas donner lieu à un
effet Jahn-Teller, qui est de nature purement électrostatique).

Ces deux points semblent être relativement bien vérifiés expérimentalement (cf. chapitre 2). Aucun
effet ne semble détectable dans l’état de base de RhF6. Pour ce qui est de IrF6, Bernstein et Webb
[56] détectent un très faible effet Jahn-Teller linéaire dans l’état X de cette molécule en phase solide
(D5 � 0.02, soit au moins un ordre de moins que pour les autres états électroniques) ; il n’existe
pour le moment aucune donnée pour ce même état en phase gazeuse. Pour pouvoir aller plus loin, il
faudrait connâıtre une estimation des quantités KC .
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Chapitre

9
Couplages rovibroniques et formalisme
tensoriel

Les méthodes exposées dans le chapitre précédent ne permettent pas d’aller très loin dans l’étude
des couplages (ro)vibroniques. Nous allons dans ce chapitre utiliser le formalisme et les outils développés
dans la deuxième partie, pour en proposer une nouvelle formulation plus performante. Nous com-
mencerons par réexaminer le cas de l’effet Jahn-Teller dans un état électronique de symétrie G′g, avant
de considérer des termes plus généraux.

9.1 Formalisme tensoriel et effet Jahn-Teller — Généralités

Plaçons-nous dans un état électronique de symétrie Γ, noté

|α,Γγ〉 ,

où α représente tous les autres nombres quantiques1. Comme nous l’avons vu au chapitre 8, la
contribution Jahn-Teller au hamiltonien moléculaire s’écrit comme une combinaison linéaire où chaque
terme est un couplage entre un opérateur électronique et un opérateur vibrationnel, ce dernier étant
construit uniquement à partir des coordonnées normales. Nous proposons donc d’écrire une telle
contribution de la manière suivante :

H̃JT =
∑

β,Ω,r,C,Λ

βt
ΩrC
{Λ}

[
V

Ω(rC)
{Λ} ⊗ βT

(C)
](A1g)

(9.1)

où l’on a posé que :

– βT
(C) est un opérateur électronique de symétrie C. Comme nous ne considèrerons pas ici de

termes couplant des états électroniques différents, nous pouvons simplement prendre un tenseur
unité ; i.e., si Γ est la symétrie de l’état électronique (dans OSh ), nous posons pour ses éléments
matriciels réduits : 〈

α′, β′Γ′
∥∥
βT

(C) ‖α,Γ〉 = δα′,α δΓ′,Γ δβ′,β , (9.2)

β étant l’indice de multiplicité de C dans Γ⊗ Γ.

– V
Ω(rC)
{Λ} est un opérateur vibrationnel de symétrie C et de degré Ω dans les coordonnées normales

(sans dimension) q(Λ)
λ de symétrie Λ et r est un indice de multiplicité qui intervient lorsque C

apparâıt plusieurs fois dans le produit symétrisé [ΛΩ].

– βt
ΩrC
{Λ} est un paramètre.

1par exemple les α, S, L′ et J ′ du paragraphe 7.2.1.
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– C doit bien sûr vérifier l’équation (8.23).

Une telle formulation permettra également l’introduction d’interactions vibroniques incluant des modes
vibrationnels différents. Nous verrons dans les sections suivantes que celle-ci peut être améliorée pour
certains problèmes spécifiques.

Dans le cas qui nous concerne, on a toujours Γ = G′g, soit C = A1g (ν1), Eg (ν2) et F2g (ν5). Comme
au chapitre précédent, les termes en C = A1g seront ignorés. Nous allons maintenant considérer
successivement ces différents cas en détail. Nous supposerons tout d’abord ces différents modes de
vibration comme isolés ; nous envisagerons plus tard la possibilité d’interactions comprenant plusieurs
modes.

9.2 L’effet Jahn-Teller dans le mode ν2(Eg)

9.2.1 Expression du hamiltonien

Considérons le hamiltonien résultant pour le mode ν2, développé jusqu’au terme quadratique. Nous
pouvons l’écrire sous la forme :

H̃(ν2) = H0 +HJTL +HJTQ (9.3)

H0 est le hamiltonien d’un oscillateur harmonique deux fois dégénéré :

H0 = h̄ω2(N2 + 1) = h̄ω2

(
a+(Eg)a(Eg) + 1

)
(9.4)

HJTL est le terme Jahn-Teller linéaire, que nous écrivons cette fois-ci :

HJTL = 4
√

2D2 h̄ω2

[
q(Eg) ⊗ T (Eg)

](A1g)
(9.5)

Le terme Jahn-Teller quadratique HJTQ est donné par :

HJTQ = 2
√

2 δ2 h̄ω2

[[
q(Eg) ⊗ q(Eg)

](Eg) ⊗ T (Eg)
](A1g)

(9.6)

Les paramètres Jahn-Teller linéaire D2 et quadratique δ2 ont été choisis de manière à être identiques
à ceux du chapitre 8 ou de la référence [1].

9.2.2 Calcul des éléments matriciels

Contrairement aux méthodes � classiques � exposées au chapitre précédent, le calcul se fera ici en
une seule étape, dans une base couplée du type :∣∣∣∣[Ψv2,|l2|

(Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](C0)

σ0

〉
(9.7)

où
∣∣∣∣Φ(G′

g)
γ

〉
et
∣∣∣Ψv2,|l2|

(Cv)
σv

〉
représentent les bases symétrisées électronique et vibrationnelle, respec-

tivement. L’opérateur H0 est diagonal et ses éléments matriciels sont bien connus :〈[
Ψv2,|l2|

(Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](C0)

σ0

∣∣∣∣H0

∣∣∣∣[Ψv2,|l2|
(Cv) ⊗ Φ(G′

g)
](C0)

σ0

〉
= h̄ω2 (v2 + 1) (9.8)

A l’aide du théorème de Wigner-Eckart et des formules de couplage du groupe OSh établies au chapitre
6, on montre que les éléments matriciels non-nuls de HJTL sont donnés par l’expression :〈[

Ψv′2,|l′2|
(C′

v) ⊗ Φ(G′
g)
](C0)

σ0

∣∣∣∣HJTL

∣∣∣∣[Ψv2,|l2|
(Cv) ⊗ Φ(G′

g)
](C0)

σ0

〉
=

4
√
D2 h̄ω2 (−1)C

′
v−C0−G′

{
Cv C0 G′

G′ E C ′v

} 〈
v′2, |l′2|, C ′v

∥∥ q(Eg) ‖v2, |l2|, Cv〉 (9.9)
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où l’équation (9.2) a été prise en compte. Il est clair que l’on doit ici avoir v′2 = v2 ± 1 et l′2 = l2 ± 1.
Le calcul des éléments matriciels réduits de q(Eg) est explicité dans l’annexe E. De la même manière,
pour les éléments matriciels non-nuls de HJTQ, on obtient :〈[

Ψv′2,|l′2|
(C′

v) ⊗ Φ(G′
g)
](C0)

σ0

∣∣∣∣HJTQ

∣∣∣∣[Ψv2,|l2|
(Cv) ⊗ Φ(G′

g)
](C0)

σ0

〉
=

2
√

2 δ2 h̄ω2 (−1)Cv+C0+G′
{
G′ G′ E
Cv C ′v C0

}
× (9.10)

×
∑

C′′
v ,|l′′2 |,v′′2

{
E E E
Cv C ′v C ′′v

}〈
v′2, |l′2|, C ′v

∥∥ q(Eg)
∥∥v′′2 , |l′′2 |, C ′′v 〉 〈v′′2 , |l′′2 |, C ′′v ∥∥ q(Eg) ‖v2, |l2|, Cv〉

avec v′′2 = v2 ± 1, v′2 = v2, v2 ± 2 et l′′2 = l2 ± 1, l′2 = l2, l2 ± 2. Les symboles 6C des équations (9.9) et
(9.10) sont donnés dans l’annexe C.

9.3 L’effet Jahn-Teller dans le mode ν5(F2g)

Ce cas plus complexe va nous permettre de d’exposer deux formulations alternatives. La première
fera appel à l’équation (9.1) de la même manière que ci-dessus pour le mode ν2. Dans la seconde,
la symétrie particulière du mode trois fois dégénéré sera prise en compte, ce qui nous permettra de
mieux tirer avantage des outils développés au chapitre 5.

9.3.1 Première formulation

Pour le mode ν5, l’équation (9.1), développé jusqu’aux termes quadratiques, donne quatre contri-
butions. Nous les écrirons :

H(ν5) = H0 +HJTL +HJTQ(E) +HJTQ(F2) (9.11)

H0 est le hamiltonien pour un oscillateur harmonique trois fois dégénéré :

H0 = h̄ω5

(
N5 +

3
2

)
= h̄ω5

(
a+(F2g)a(F2g) +

3
2

)
(9.12)

Le terme Jahn-Teller linéaire peut s’écrire ici :

HJTL = 6
√

2D5 h̄ω5

[
q(F2g) × aT

(F2g)
](A1g)

(9.13)

avec le même paramètre D5 que dans le chapitre 8 et la référence [1]. Dans (9.13), nous avons posé
β = a, afin d’assurer que F2g ⊂ {G′g ⊗G′g}. Il y a deux termes quadratiques possibles :

HJTQ(E) = 2
√

6 QE h̄ω5

[[
q(F2g) ⊗ q(F2g)

](Eg) ⊗ T (Eg)
](A1g)

(9.14)

HJTQ(F2g) = 2
√

6 QF2 h̄ω5

[[
q(F2g) ⊗ q(F2g)

](F2g) ⊗ aT
(F2g)

](A1g)

(9.15)

avec deux paramètres : QE et QF2. Comme précédemment pour le mode deux foix dégénéré (équation
(9.7), nous utilisons une base couplée de la forme :∣∣∣∣[Ψv5,l5τ

(n,Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](αC0)

σ0

〉
, (9.16)
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n étant l’indice de multiplicité habituel. Nous devons noter ici que la symétrie vibrationnelle Cv est
obtenue à partir des règles de branchement de SU(2)⊗ CI ⊃ OSh (cf. table 5.1) avec :

D(l5τ ) ⊃ nC̃v et Cv = C̃v ⊗ (A2u)v5 (9.17)

où τ = u si v5 est impair et τ = g sinon. Pour H0, nous avons comme à l’habitude :〈[
Ψv5,l5τ

(n,Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](αC0)

σ0

∣∣∣∣H0

∣∣∣∣[Ψv5,l5τ
(n,Cv) ⊗ Φ(G′

g)
](αC0)

σ0

〉
= h̄ω5 (v5 +

3
2
) (9.18)

Toujours à l’aide des résultats du chapitre 6, on obtient les éléments matriciels non-nuls de HJTL :〈[
Ψv′5,l

′
5τ ′

(n′,C′
v) ⊗ Φ(G′

g)
](α′C0)

σ0

∣∣∣∣HJTL

∣∣∣∣[Ψv5,l5τ
(n,Cv) ⊗ Φ(G′

g)
](αC0)

σ0

〉
=

2
√

6D5 h̄ω5 (−1)C
′
v−C0−G′

{
Cv C0 G′

G′ F2 C ′v

}
1α′aα

〈
v′5, l

′
5τ ′ , n

′C ′v
∥∥ q(F2g) ‖v5, l5τ , nCv〉

(9.19)

Le calcul des éléments matriciels réduits de q(F2g) est explicité dans l’annexe E. De même, pour les
deux termes quadratiques, on obtient :〈[

Ψv′5,l
′
5τ ′

(n′,C′
v) ⊗Φ(G′

g)
](α′C0)

σ0

∣∣∣∣HJTQ(E)
∣∣∣∣[Ψv5,l5τ

(n,Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](αC0)

σ0

〉
=

2
√

6QE h̄ω5 (−1)Cv−C0−G′
{
Cv C0 G′

G′ E C ′v

}
1α′1α

×

×
∑

n′′,C′′
v ,l

′′
5 ,v

′′
5

{
F2 F2 E
Cv C ′v C ′′v

}〈
v′5, l

′
5τ ′ , n

′C ′v
∥∥ q(F2g)

∥∥v′′5 , l′′5τ ′′ , n′′C ′′v 〉 ×
× 〈

v′′5 , l
′′
5τ ′′ , n

′′C ′′v
∥∥ q(F2g) ‖v5, l5τ , nCv〉 (9.20)

〈[
Ψv′5,l

′
5τ ′

(n′,C′
v) ⊗ Φ(G′

g)
](α′C0)

σ0

∣∣∣∣HJTQ(F2)
∣∣∣∣[Ψv5,l5τ

(n,Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](αC0)

σ0

〉
=

2
√

6QF2h̄ω5(−1)Cv−C0−G′
{
Cv C0 G′

G′ F2 C ′v

}
1α′aα

×

×
∑

n′′,C′′
v ,l

′′
5 ,v

′′
5

{
F2 F2 F2

Cv C ′v C ′′v

}〈
v′5, l

′
5τ ′ , n

′C ′v
∥∥ q(F2g)

∥∥v′′5 , l′′5τ ′′ , n′′C ′′v 〉 ×
× 〈

v′′5 , l
′′
5τ ′′ , n

′′C ′′v
∥∥ q(F2g ) ‖v5, l5τ , nCv〉 (9.21)

avec v′′5 = v5 ± 1, v′5 = v5, v5 ± 2 , l′′5 = l5 ± 1, l′5 = l5, l5 ± 2 , τ ′ = τ et τ ′′ = τ ⊗ u.

9.3.2 Deuxième formulation

Comme il est montré dans les références [109, 150], tout mode de vibration triplement dégénéré
d’une molécule XY6 peut être traité comme un mode de symétrie F1u pour lequel il existe la subduction
naturelle

D(1u) ↓ Oh = F1u .

Dans notre cas, ceci revient à remplacer l’oscillateur F2g par un oscillateur équivalent de symétrie F1u

suivant la relation :
Q5

(1u,F1u)
σ = I(A2u) q5

(F2g)
σ (9.22)
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(avec des relations similaires pour les moments conjugués et les opérateurs création et anihilation).
I(A2u) est un opérateur � trivial � qui vérifie :[

I(A2u)
]2

= I (9.23)

afin de garder H0 et les règles de commutation inchangées. Ceci va nous permettre d’utiliser l’orienta-
tion SU(2) ⊗ CI ⊃ OSh (chapitre 5) ; nous éviterons de plus ici l’emploi des coefficients de couplage
et de recouplage du groupe OSh lui-même. Le calcul des éléments matriciels en sera ainsi simplifié. A
l’aide de la relation (9.17), la base vibrationnelle peut être écrite comme :∣∣∣Ψv5,l5τ

(nCv)
σv

〉
=
∣∣∣v5I(A)

〉 ∣∣∣∣Ψv5
(l5τ ,nC̃v)

σ̃v

〉
, (9.24)

où nous posons : ∣∣∣v5I(A)
〉

=


∣∣∣v5I(A2u)

〉
si v5 impair∣∣∣v5I(A1g)

〉
si v5 pair

(9.25)

En utilisant les équations (9.13) et (B.27) (annexe B), nous pouvons réécrire HJTL :

HJTL = 6
√

2D5 h̄ω5I
(A2u)

[
Q5

(1u) ⊗ T (2g)
](3u,A2u)

(9.26)

Afin de conserver le même paramètre D5 qu’auparavant, utilisons les relations (9.2) et (6.54) et le fait

que D( 3
2 g

) ↓ OSh = G′g, pour écrire :

〈
aG′

∥∥
aT

(F2)
∥∥G′〉︸ ︷︷ ︸

= 1

≡ 〈3/2, aG′∥∥ aT (2,F2)
∥∥3/2, G′〉 = aK

(2 3/2 3/2)
(F2 G′ G′)︸ ︷︷ ︸

=

√
3
5

〈3/2‖ T (2) ‖3/2〉 ,

ce qui nous amène à poser : 〈
α′,

3
2g
∥∥∥∥T (2g)

∥∥∥∥α, 32 g
〉

=
√

5
3
δα′,α (9.27)

A partir des opérateurs élémentaires de l’équation (9.22), nous pouvons construire deux nouveaux
opérateurs vibrationnels :

Q
2(0g)
5 =

[
Q5

(1u) ⊗Q5
(1u)

](0g)

Q
2(2g)
5 =

[
Q5

(1u) ⊗Q5
(1u)

](2g) (9.28)

Ceci nous permet de définir un hamiltonien Jahn-Teller quadratique par les relations :

HJTQ = H
(0g,A1g)
JTQ +H

(4g,A1g)
JTQ

H
(0g,A1g)
JTQ = 2

√
6 h̄ω5Q0

[
Q

2(2g)
5 ⊗ T (2g)

](0g,A1g)
(9.29)

H
(4g,A1g)
JTQ = 2

√
6 h̄ω5Q4

[
Q

2(2g)
5 ⊗ T (2g)

](4g,A1g)

Notons par ailleurs que les termes scalaires de la forme
[
Q

2(0g)
5 × T (0g)

](0g,A1g)
sont identiques aux

termes quadratiques en C = A1g de (9.1), et donc nous les ignorerons comme précédemment.
La présente approche nous permet d’utiliser des fonctions couplées dans SU(2)⊗CI et symétrisées

dans OSh : ∣∣∣∣∣∣∣
[Ψv5

(l5τ ) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](J5τ ,n0C̃0)

⊗ v5I
(A)

(C0)

σ0

〉
, (9.30)
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où
∣∣∣v5I(A)

〉
est défini par l’équation (9.25). Les résultats du chapitre 5 et l’équation (9.27) mènent

alors à l’expression suivante pour les élements matriciels de HJTL :〈[Ψv′5
(l′

5τ ′ ) × Φ( 3
2 g

)
](J ′

5τ ′ ,n
′
0C̃

′
0) × v′5I

(A)

(C0)

σ0

∣∣∣∣∣∣∣HJTL

∣∣∣∣∣∣∣
[Ψv5

(l5τ ) × Φ( 3
2 g

)
](J5τ ,n0C̃0)

× v5I
(A)

(C0)

σ0

〉
=

2
√

210D5 h̄ω5

(
[J ′5][J5]

[C0]

) 1
2

(−1)v5 K
(3u J5τ J ′5τ ′)
(A2u n0C̃0 n′0C̃ ′0)


1 l5 l′5
2 3/2 3/2
3 J5 J ′5

 ×
× 〈v′5, l′5τ ′‖Q5

(1u) ‖v5, l5τ 〉
〈
v′5I

(A)
∥∥∥ I(A2u)

∥∥∥v5I(A)
〉

(9.31)
Comme pour J5τ et J ′5τ ′ demi-entiers (ce qui est le cas ici), les facteurs isoscalaires du type

K
(3u J5τ J ′5τ ′)
(A2u n0C̃0 n′0C̃ ′0)

sont tous imaginaires purs, nous posons ici :〈
v′5I

(A)
∥∥∥ I(A2u)

∥∥∥v5I(A)
〉

= i (−1)v5 δv′5,v5±1 , (9.32)

afin d’avoir une matrice réelle et symétrique pourHJTL. Les deux relations précédentes donnent alors :〈[Ψv′5
(l′

5τ ′ ) × Φ( 3
2 g

)
](J ′

5τ ′ ,n
′
0C̃

′
0)

× v′5I
(A)

(C0)

σ0

∣∣∣∣∣∣∣HJTL

∣∣∣∣∣∣∣
[Ψv5

(l5τ ) × Φ( 3
2 g

)
](J5τ ,n0C̃0)

× v5I
(A)

(C0)

σ0

〉
=

2i
√

210D5 h̄ω5

(
[J ′5][J5]

[C0]

) 1
2

K
(3u J5τ J ′5τ ′)
(A2u n0C̃0 n′0C̃ ′0)


1 l5 l′5
2 3/2 3/2
3 J5 J ′5

 ×
× 〈v′5, l′5τ ′‖Q5

(1u) ‖v5, l5τ 〉
(9.33)

Les éléments matriciels réduits de Q(1u)
5 sont donnés dans l’annexe E.

De la même manière, et en utilisant également la relation (9.23), on obtient les éléments matriciels
des termes quadratiques :〈[Ψv′5

(l′5τ ) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](J5τ ,n0C̃0)

⊗ v′5I
(A)

(C0)

σ0

∣∣∣∣∣∣∣H(0g,A1g)
JTQ

∣∣∣∣∣∣∣
[Ψv5

(l5τ ) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](J5τ ,n0C̃0)

⊗ v5I
(A)

(C0)

σ0

〉

= 2
√

10 h̄ω5Q0(−1)
3
2
+J5+l′5

{
2 l5 l′5
J5 3/2 3/2

} ∑
v′′5 ,l

′′
5 ,τ

′′

{
1 1 2
l5 l′5 l′′5

}
×

× 〈
v′5, l

′
5τ

∥∥Q5
(1u)

∥∥v′′5 , l′′5τ ′′〉 〈v′′5 , l′′5τ ′′∥∥Q5
(1u) ‖v5, l5τ 〉 (9.34)

〈[Ψv′5
(l′5τ ) ⊗ Φ( 3

2 g
)
](J ′

5τ ,n
′
0C̃0)

⊗ v′5I
(A)

(C0)

σ0

∣∣∣∣∣∣∣H(4g,A1g)
JTQ

∣∣∣∣∣∣∣
[Ψv5

(l5τ ) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](J5τ ,n0C̃0)

⊗ v5I
(A)

(C0)

σ0

〉

= 30
√

2 h̄ω5Q4

(
[J5][J ′5]

[C0]

) 1
2

K
(4g J5τ J ′5τ )
(A1g n0C̃0 n′0C̃0)


2 l5 l′5
2 3/2 3/2
4 J5 J ′5

 ×
×

∑
v′′5 ,l

′′
5 ,τ

′′

{
1 1 2
l5 l′5 l′′5

}〈
v′5, l

′
5τ

∥∥Q5
(1u)

∥∥v′′5 , l′′5τ ′′〉 〈v′′5 , l′′5τ ′′∥∥Q5
(1u) ‖v5, l5τ 〉

(9.35)
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Finalement, notons que les paramètres quadratiques des deux formulations peuvent être reliés
grâce à l’équation (B.26) de l’annexe B, ce qui donne :

Q0 = − 1√
5
(
√

3 QF2 +
√

2 QE)

Q4 =
1√
5
(
√

2 QF2 −
√

3 QE)
(9.36)

9.4 Quelques applications à IrF6

9.4.1 Diagonalisation du hamiltonien H0 + HJT

Les matrices hamiltoniennes déterminées dans les paragraphes précédents se factorisent bien en-
tendu en trois blocs distincts, un pour chaque symétrie (E′1g, E′2g, et G′g). Mais il est clair que chacun
de ces blocs est de dimension infinie, H0 +HJTL (resp. H0 +HJTQ) couplant les états v avec les états
v ± 1 (resp. v, v ± 2). On retrouve ici le même problème qu’au chapitre 8 ; pour les raisons que nous
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Fig. 9.1 - Bloc E′1g de H0 +HJT pour le mode ν2(Eg). La troncature
est effectuée à v2 = 25, ce qui donne une matrice 117 × 117. La valeur
absolue des éléments matriciels est codée par des niveaux de gris, avec
une échelle logarithmique. Nous avons pris ici ν2 = 696 cm−1, D2 = 0.1,
et δ2 = 0.1.

avons déjà exposées, nous reprendrons ici la technique consistant à tronquer les matrices obtenues à
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une valeur de v suffisamment grande. La figure 9.1 montre ainsi l’exemple du bloc E′1g pour le mode
ν2, tronqué à v2 = 25, et les figures 9.2 et 9.3 celui du bloc G′g pour le mode ν5, tronqué à v5 = 10
(pour nos deux formulations). Sur la figure 9.3, la simplification des termes quadratiques pour la
deuxième formulation du cas ν5 apparâıt clairement. Dans ces exemples, nous avons pris des valeurs
particulières des paramètres, sur lesquelles nous allons revenir.
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Fig. 9.2 - Bloc G′g de H0 +HJT pour le mode ν5(F2g), dans notre première
formulation. La troncature est effectuée à v5 = 10, ce qui donne une matrice
192× 192. La valeur absolue des éléments matriciels est codée par des niveaux
de gris, avec une échelle logarithmique. Nous avons pris ici ν5 = 160 cm−1,
D5 = 0.8, et QE = QF2 = 0.05.

9.4.2 Quelques résultats

Reprenons l’étude du cas de la molécule IrF6, entamée au chapitre 8. En diagonalisant les matrices
précédentes, et en faisant varier certains paramètres, nous obtenons les résultats suivants :
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Fig. 9.3 - Bloc G′g de H0 + HJT pour le mode ν5(F2g), dans notre seconde
formulation. La troncature est effectuée à v5 = 10, ce qui donne une matrice
192× 192. La valeur absolue des éléments matriciels est codée par des niveaux
de gris, avec une échelle logarithmique. Nous avons pris ici ν5 = 160 cm−1

et D5 = 0.8. Comme dans la figure 9.2, QE = QF2 = 0.05, ce qui donne ici
Q0 = −0.0704 et Q4 = −0.0071, en utilisant l’équation (9.36). Notons que
dans ce cas les éléments matriciels de H(4g,A1g)

JTQ sont beaucoup plus petits que
ceux des trois autres opérateurs.

– La figure 9.4 présente les niveaux obtenus par la diagonalisation de H̃(ν2), en fonction de D2.
Les matrices ont été tronquées à v2 = 15. Nous avons pris ν2 = 696 cm−1, ce qui correspond à la
valeur observée pour l’état électronique e(G′g) (cf. chapitre 2). Le paramètre δ2 a été fixé à 0.1 ;
il n’existe pas d’estimation précise de cette valeur, les spectres existants étant insuffisamment
résolus pour permettre une étude quantitative de l’effet Jahn-Teller quadratique. Comme au
chapitre précédent, le choix de différentes valeurs maximales de v2 (de 10 à 15) pour tronquer
les matrices n’influence pas de manière significative les courbes obtenues.
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– La figure 9.5 donne les niveaux d’énergie pour ce même cas, mais cette fois-ci en fonction de δ2,
et pour D2 fixé à 0.2 (valeur plausible pour l’état e, cf. chapitres 2 et 8).

– La figure 9.6 présente les niveaux obtenus par la diagonalisation de H̃(ν5), en fonction de D5.
La valeur de ν5 (160 cm−1) est celle de l’état électronique a(G′g). QE et QF2 ont tous deux été
arbitrairement fixés à 0.05, soit Q0 = −0.0704 et Q4 = −0.0071 via l’équation (9.36). Il est clair
que la structure vibronique dans ce cas est très complexe.

– La figure 9.7 donne les niveaux d’énergie pour ce même cas, en fonction de QE = QF2, et pour
D5 fixé à 0.8 (valeur plausible pour l’état a, cf. chapitres 2 et 8). Bien sûr, ceci peut être obtenu
par l’une ou l’autre de nos formulations.

9.5 Autres termes vibroniques

Nous allons maintenant regarder comment les méthodes développées ci-dessus peuvent être facile-
ment étendues au traitement d’autres termes d’interactions vibroniques. Nous verrons également que
le cas d’états électroniques de symétrie autre que G′g ne pose aucun problème.

9.5.1 Termes quadratiques généraux dans un état électronique G′
g

Comme nous l’avons déjà vu, les seuls termes vibroniques linéaires en q(Λ) sont ceux en Λ = A1g,
Eg ou F2g. Par contre, les termes quadratiques autorisés ne se limitent pas à ceux que nous avons
étudiés jusqu’à présent. Ecrivons ces termes d’une manière générale :

HJTQ(νi, νj) = βt
C
{ΛiΛj}

[(
q(Λi) ⊗ q(Λj)

)(C) ⊗ βT
(C)
](A1g)

(9.37)

avec, comme auparavant, la condition C ⊂ {G′ ⊗ G′}. La table 9.1 donne la liste de toutes les
possibilités pour (νi, νj). Nous allons considérer ici deux exemples intéressants.

9.5.2 Cas (νi, νj) = (ν1, ν2)

Ce cas est simple à traiter. Les kets de base peuvent être pris, ici encore, comme un produit direct
symétrisé de kets vibrationnels et électroniques :∣∣∣∣∣

[
ψv1

(A1g) ⊗
[
Ψv2,|l2|

(Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](C0)

](C0)

σ0

〉
, (9.38)

∣∣∣ψv1 (A1)
〉

étant associé au mode non-dégénéré ν1(A1g). Réécrivons (9.37) de la façon suivante :

H1,2 = HJTQ(ν1, ν2) = tE{A1E}

[
q(A1g) ⊗

[
T (Eg) ⊗ q(Eg)

](A1g)
](A1g)

(9.39)

On obtient alors facilement l’expression des éléments matriciels de H1,2 :〈[
ψv′1

(A1g) ⊗
[
Ψv′2,|l′2|

(C′
v) ⊗ Φ(G′

g)
](C0)

](C0)

σ0

∣∣∣∣∣H1,2

∣∣∣∣∣
[
ψv1

(A1g) ⊗
[
Ψv2,|l2|

(Cv) ⊗ Φ(G′
g)
](C0)

](C0)

σ0

〉
=

tE{A1E}√
2

(−1)C
′
v+C0+G′

{
Cv C0 G′

G′ E C ′v

}〈
v′1, A1g

∥∥ q(A1g) ‖v1, A1g〉
〈
v′2, |l′2|, C ′v

∥∥ q(Eg) ‖v2, |l2|, Cv〉

(9.40)

avec bien entendu v′2 = v2 ± 1, l′2 = l2 ± 1 et v′1 = v1 ± 1 (les éléments matriciels réduits nécessaires
sont donnés dans l’appendice E).
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Fig. 9.4 - Niveaux d’énergie de H0 +HJT pour le mode ν2(Eg), en fonction
de D2. Nous avons pris ici ν2 = 696 cm−1 et δ2 = 0.1. Les lignes continues
représentent les niveaux G′g, les tirets les niveaux E′2g et les lignes mixtes les
niveaux E′1g.
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Fig. 9.5 - Niveaux d’énergie de H0 +HJT pour le mode ν2(Eg), en fonction
de δ2. Nous avons pris ici ν2 = 696 cm−1 et D2 = 0.2. Voir la figure 9.4 pour
la légende.
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Fig. 9.6 - Niveaux d’énergie de H0 +HJT pour le mode ν5(F2g), en fonction
de D5. Nous avons pris ici ν5 = 160 cm−1, D5 = 0.8, et QE = QF2 = 0.05 (i.e.
Q0 = −0.0704 et Q4 = −0.0071, d’après l’équation (9.36)). Voir la figure 9.4
pour la légende.
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Fig. 9.7 - Niveaux d’énergie de H0 +HJT pour le mode ν5(F2g), en fonction
de QE = QF2. Nous avons pris ici ν5 = 160 cm−1, D5 = 0.8. Voir la figure 9.4
pour la légende.
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Tab. 9.1 - Liste des termes permis pour HJTQ(νi, νj) (eq. (9.37))
(non-totalement symétriques)

( Λ1 , Λ2 , C ) ( νi , νj )

( A1g , Eg , Eg ) ( ν1 , ν2 )

( A1g , F2g , F2g ) ( ν1 , ν5 )

( Eg , Eg , Eg ) ( ν2 , ν2 )

( Eg , F2g , F2g ) ( ν2 , ν5 )

( F1u , F1u , Eg ) ( ν3 , ν3 )

( F1u , F1u , Eg ) ( ν4 , ν4 )

( F1u , F1u , F2g ) ( ν3 , ν3 )

( F1u , F1u , F2g ) ( ν4 , ν4 )

( F1u , F1u , Eg ) ( ν3 , ν4 )

( F1u , F1u , F2g ) ( ν3 , ν4 )

( F1u , F2u , Eg ) ( ν3 , ν6 )

( F1u , F2u , Eg ) ( ν4 , ν6 )

( F1u , F2u , F2g ) ( ν3 , ν6 )

( F1u , F2u , F2g ) ( ν4 , ν6 )

( F2g , F2g , Eg ) ( ν5 , ν5 )

( F2g , F2g , F2g ) ( ν5 , ν5 )

( F2u , F2u , Eg ) ( ν6 , ν6 )

( F2u , F2u , F2g ) ( ν6 , ν6 )
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9.5.3 Cas (νi, νj) = (ν3, ν3) ou (ν4, ν4)

Cette possibilité est particulièrement intéressante. Si un tel effet vibronique n’a jamais été observé
directement sur ces modes dans les hexafluorures colorés, certains indices de sa possible existence sont
mentionnés dans la littérature [1, 41]. En particulier, McDowell et Asprey [41] ont noté que dans
l’état de base X(G′g) de ReF6, les fondamentaux ν3 et ν4 présentent un aspect complexe, sans la
structure de type PQR habituelle. Ces auteurs attribuent cette � anomalie � au fait qu’il s’agit non
pas de transitions vers un seul niveau vibrationnel, mais vers quatre niveaux vibroniques (F1u⊗G′g =
E′1u ⊕ E′2u ⊕ 2G′g), d’où une structure correspondant à quatre bandes rovibroniques en interaction.

Les termes vibroniques capables de séparer ces quatre niveaux sont nécessairement au moins d’ordre
deux (nous avons vu au chapitre 8 qu’il ne peut pas y avoir de termes linéaires pour des modes autres
que ν1, ν2 ou ν5). Ceux de l’équation (9.37) avec (νi, νj) = (ν3, ν3) ou (ν4, ν4) conviennent donc
parfaitement. Sur le modèle de notre seconde formulation2 pour le mode ν5 (§ 9.3.2), on peut alors
écrire les deux opérateurs suivants :

H
(0g ,A1g)
JTQ (νi) = 2

√
6 h̄ωiQ0

[[
qi

(1u) ⊗ qi(1u)
](2g) ⊗ T (2g)

](0g)

A1g

(9.41)

H
(4g ,A1g)
JTQ (νi) = 2

√
6 h̄ωiQ4

[[
qi

(1u) ⊗ qi(1u)
](2g) ⊗ T (2g)

](4g)

A1g

(9.42)

avec i = 3 ou 4. Ainsi, dans une base du type :∣∣∣∣∣
[
Ψvi

(liτ ) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](Jiτ ,n0C0)

σ0

〉
, (9.43)

on écrit, de la même manière que précédemment :〈[
Ψv′i

(l′iτ ) ⊗Φ( 3
2 g

)
](Jiτ ,n0C0)

∣∣∣∣∣H(0g,A1g)
JTQ (νi)

∣∣∣∣∣
[
Ψvi

(liτ ) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](Jiτ ,n0C0)

〉

= 2
√

10 h̄ωiQ0(−1)
3
2
+Ji+l′i

{
2 li l′i
Ji 3/2 3/2

} ∑
v′′i ,l

′′
i ,τ

′′

{
1 1 2
li l′i l′′i

}
×

× 〈
v′i, l
′
iτ

∥∥ qi(1u)
∥∥v′′i , l′′iτ ′′〉 〈v′′i , l′′iτ ′′∥∥ qi(1u) ‖vi, liτ 〉 (9.44)

〈[
Ψv′i

(l′iτ ) ⊗Φ( 3
2 g

)
](J ′

5τ ,n
′
0C0)

∣∣∣∣∣H(4g,A1g)
JTQ (νi)

∣∣∣∣∣
[
Ψvi

(liτ ) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](Jiτ ,n0C0)

〉
(9.45)

= 30
√

2 h̄ωiQ4

(
[Ji][J ′i ]
[C0]

) 1
2

K
(4g Jiτ J ′iτ )
(A1g n0C0 n′0C0)


2 li l′i
2 3/2 3/2
4 Ji J ′i

 ×
×

∑
v′′i ,l

′′
i ,τ

′′

{
1 1 2
li l′i l′′i

}〈
v′i, l
′
iτ

∥∥ qi(1u)
∥∥v′′i , l′′iτ ′′〉 〈v′′i , l′′iτ ′′∥∥ qi(1u) ‖vi, liτ 〉

Les calcul des élements matriciels réduits de qi(1u) est le même que pour Q5
(1u) (cf. annexe E).

La figure 9.8 donne les niveaux obtenus, en fonction de Q0 = Q4, pour ν3 = 613 cm−1 (cas de
l’état électronique e de IrF6).

La figure 9.9 montre uniquement les niveaux qui correspondent à v3 = 1 (fondamental), mais cette
fois-ci en fonction de Q0 et Q4.

Les autres termes permis (eq. (9.37) et tab. 9.1) se traiteraient d’une manière tout à fait similaire.
La possibilité d’un traitement simultané des couplages vibroniques dans les modes ν2 et ν5 est évoquée
dans l’annexe F.

2En utilisant le fait que qi
(F1u) ≡ qi

(1u,F1u).
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Paramètre Q0 = Q4

E
ne

rg
ie

en
cm
−1

Fig. 9.8 - Niveaux d’énergie de H0 +HJTQ pour le mode ν3(F1u), en fonction
de Q0 = Q4. Nous avons pris ici ν3 = 713 cm−1. Voir la figure 9.4 pour la
légende.
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Fig. 9.9 - Niveaux d’énergie de H0 +HJTQ pour le mode ν3(F1u), en fonction de
Q0 et Q4. Nous avons pris ici ν3 = 713 cm−1. Seuls les niveaux correspondant à
v3 = 1 sont représentés.

9.6 Introduction de la rotation — Couplages rovibroniques

Tout ce qui précède montre l’extrême complexité de la structure vibronique dans un état électronique
de symétrie G′g. Il nous faut d’ailleurs ici ajouter qu’il est sûrement indispensable de considérer
également des termes anharmoniques � standards � (purement vibrationnels).

Il apparâıt alors clairement que l’étude de la structure rovibronique globale (i.e. incluant la ro-
tation moléculaire et toutes les interactions associées) dans un tel état électronique est un problème
extraordinairement vaste et ardu. Il faudrait ici construire des termes du type (9.1) où les opérateurs
V seraient remplacés par des opérateurs rovibrationnels plus généraux. Tout le problème consisterait
alors à répondre aux questions suivantes :

– Quels sont effectivement les interactions dominantes et les opérateurs associés ?

– Quels sont alors les schémas de couplage les plus adaptés au calcul de leurs éléments matriciels ?

La réponse à la première question ci-dessus ne pourrait venir que de l’étude de spectres résolus de telles



9.6. Introduction de la rotation — Couplages rovibroniques 171

transitions vibroniques. Or, jusqu’à présent, ces spectres n’existaient pas. Une première tentative dans
ce sens est décrite dans la dernière partie de ce travail ; comme nous le verrons alors, la résolution
de spectres aussi denses est très difficile. Par conséquent, ce problème reste encore à l’heure actuelle
totalement ouvert, et il nous est difficile de conclure quoi que ce soit de plus pour le moment.

Aussi, nous contenterons nous ici de noter le point suivant. Si l’on considère simplement les
deux opérateurs rotationnels � dominants � (en principe), R4(0,A1) et R4(4,A1) (construit de la manière
standard, cf. par exemple les références [113, 151]), l’allure de la structure rotationnelle dans un état
vibronique d’énergie E0 sera donnée, en première approximation, par :

E(J, nC) = E0 +BJ(J + 1) +Df(J) F
(4 J) nCσ
A1 nCσ (J)

, (9.46)

où B et D sont des constantes et f(J) une fonction de J seulement ([J ]−1/2 fois l’élément matriciel
réduit de R4(4,A1)) :

f(J) =

√
8(2J + 5)(2J + 4) . . . (2J − 3)

35[J ]
(9.47)
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Fig. 9.10 - Spectre de R4(4,A1) pour 2 ≤ J ≤ 20

Le spectre correspondant à E(J, nC) − E0 − BJ(J + 1) (i.e le spectre de R4(4,A1)) est représenté
sur la figure 9.10 (pour J entier et demi-entier, et 2 ≤ J ≤ 20). Pour aller plus loin, il faudrait



172 PARTIE III. — Chapitre 9. Couplages rovibroniques et formalisme tensoriel

alors introduire des termes d’interaction vibration-rotation et électrons-rotation. En particulier, les
termes d’interaction spin-rotation (cf. chapitre 3) pourraient s’avérer suffisamment importants pour
perturber le spectre de la figure 9.10 de manière significative.



Annexe

D
Les coefficients de parenté fractionnelle
de SU(2) et OS

h

Nous donnons ici quelques rappels élémentaires sur les coefficients de parenté fractionnelle (CPF)
de SU(2), ainsi que les valeurs des CPF que nous utilisons pour la configuration pn (chapitre 7). Nous
faisons également une brève introduction aux CPF de OSh , en considérant en particulier l’exemple
d’une configuration (f2g)3. Pour plus de détails, voir les références [146] et [152–155 ].

D.1 Les coefficients de parenté fractionnelle de SU(2)

D.1.1 Définition : CPF à m électrons

Lorsque l’on considère un ensemble de n électrons, la prise en compte du principe d’exclusion
de Pauli oblige à construire des fonctions électroniques qui soient antisymétriques, dans l’échange
de deux électrons quelconques. Le problème est que le couplage de telles fonctions entre elles ne
redonne pas, en général, une fonction antisymétrique. L’antisymétrisation d’un couplage de deux
fonctions électroniques antisymétriques se fait par l’intermédiaire d’un nouveau jeu de coefficients :
les coefficients de parenté fractionnelle.

Plaçons-nous tout d’abord dans le cas d’une symétrie sphérique (nous examinerons rapidement plus
loin deux cas en symétrie octaédrique). Nous allons nous limiter ici au cas d’électrons appartenant à
une même sous-couche. Soit donc un ensemble de n électrons, de spin s = 1/2 et de même nombre
quantique orbital, l. On notera une fonction à n électrons l, totalement antisymétrique, par :

|(l)nα, SmS , LmL〉 , (D.1)

S étant le spin total, L le moment angulaire orbital total et α désignant tous les autres nombres
quantiques intermédiaires.

Soit maintenant une fonction résultant du couplage d’une fonction antisymétrique à n−m (m ≤ n)
électrons avec une fonction antisymétrique à m électrons :∣∣(l)n−mα1S1L1, (l)mα2S2L2, SmS , Lml

〉
=∑

mL1
,mL2

,mS1
,mS2

F
mS1 mS2 (S)
(S1 S2) mS

F
mL1 mL2 (L)
(L1 L2) mL

∣∣(l)n−mα1, S1mS1, L1mL1

〉 ×
× |(l)mα2, S2mS2 , L2mL2〉 (D.2)

On définit alors les CPF, notés〈
(l)n−mα1S1L1, (l)mα2S2L2

∣∣ } (l)nαSL〉 ,

173
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comme les éléments de la matrice permettant de passer des fonctions du type (D.2) aux fonctions
antisymétriques du type (D.1) [146], soit :

|(l)nα, SmS , LmL〉 =∑
α1,S1,L1
α2,S2,L2

∣∣(l)n−mα1S1L1, (l)mα2S2L2, SmS , LmL
〉 〈

(l)n−mα1S1L1, (l)mα2S2L2

∣∣ } (l)nαSL〉

(D.3)

La relation (D.3) est tout particulièrement utile si l’on veut � extraire � m électrons parmi n, par
exemple dans le cas d’un opérateur agissant seulement sur m électrons. Les cas d’opérateurs agissant
sur 1 ou 2 électrons (m = 1 ou 2) sont les plus courants.

D.1.2 Quelques relations utiles pour le calcul des CPF

Il est bien connu [8, 144], qu’une fonction antisymétrique à deux électrons doit répondre à la
condition :

n = 2 =⇒ S + L pair. (D.4)

Le cas n = 2 et m = 1 ou 0 est donc trivial. On choisira tout simplement de prendre :〈
1
2
l,

1
2
l

∣∣∣∣ } (l)2SL
〉

=

{
1 , si S + L pair
0 , si S + L impair

(D.5)

〈
00, (l)2SL

∣∣∣ } (l)2SL
〉

=

{
1 , si S + L pair
0 , si S + L impair

(D.6)

On peut également montrer la relation suivante [146], liant les CPF à deux électrons aux CPF à
un électron :〈

(l)n−2α1S1L1, (l)2S2L2

∣∣∣ } (l)nαSL
〉

=∑
α′,S′,L′

(−1)1+S1+L1+S+L([S′][L′][S2][L2])
1
2

{
S1 1/2 S′

1/2 S S2

}{
L1 l L′

l L L2

}
×

×
〈

(l)n−2α1S1L1,
1
2
l

∣∣∣∣ } (l)n−1α′S′L′
〉〈

(l)n−1α′S′L′,
1
2
l

∣∣∣∣ } (l)nαSL
〉

(D.7)

Il existe des méthodes sophistiquées pour le calcul des CPF, basées sur les propriétés des groupes de
permutation [152] ; pour les cas très simples qui nous concernent, nous nous contenterons de reprendre
la méthode développée par Racah [146], basée sur l’exploitation de la relation (D.7).

D.1.3 Calcul de quelques CPF de SU(2) — Choix de phases

Cas n = 3

D’après ce que nous venons de mentionner à propos des fonctions antisymétriques à deux électrons,
il est clair, à partir de (D.7), que l’on pourra écrire le système suivant :

∑
S′,L′

S′+L′ pair

√
[S′][L′]

{
1/2 1/2 S′

1/2 S S2

}{
l l L′

l L L2

}〈
(l)2S′L′,

1
2
l

∣∣∣∣ } (l)3SL
〉

= 0 , S2 + L2 impair

(D.8)
Si l’on impose de plus d’avoir des vecteurs normés, soit :∑

S′,L′

∣∣∣∣〈(l)2S′L′,
1
2
l

∣∣∣∣ } (l)3SL
〉∣∣∣∣2 = 1 , (D.9)
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la relation (D.8) nous permet de calculer les CPF pour n = 3, m = 1. La relation (D.7) donne alors
ceux pour n = 3, m = 2. Les tables D.1 et D.2 donnent les coefficients obtenus pour le cas qui nous
intéresse au chapitre 7, soit l = 1 ; les phases sont ici les mêmes que celles choisies par Racah [146].

Tab. D.1 - Coefficients

〈(
1
2
1
)2

S′L′,
1
2
1

∣∣∣∣∣
} (

1
2
1
)3

SL

〉

p2 (2S
′+1L′)

p3 (2S+1L) 1S 3P 1D

4S 0 1 0

2P

√
2

3
−
√

2
2

−
√

10
6

2D 0
√

2
2

−
√

2
2

Tab. D.2 - Coefficients

〈
1
2
1,
(

1
2
1
)2

S′L′
∣∣∣∣∣
} (

1
2
1
)3

SL

〉

p2 (2S
′+1L′)

p3 (2S+1L) 1S 3P 1D

4S 0 1 0

2P

√
2

3
−
√

2
2

−
√

10
6

2D 0
−√2

2

√
2

2

Cas n = 4

Toujours à partir de la relation (D.7) et des considérations sur les fonctions antisymétriques à deux
électrons, on peut écrire un système permettant de trouver les CPF n = 4, m = 1, connaissant les
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CPF n = 3, m = 1 (cas précédent). Dans le cas l = 1, ceci donne :

∑
S′,L′

√
[S′][L′]

{
S1 1/2 S′

1/2 S S2

}{
L1 1 L′

1 L L2

}〈
(
1
2
1)2S1L1,

1
2
1
∣∣∣∣ } (

1
2
1)3S′L′

〉
×

×
〈

(
1
2
1)3S′L′,

1
2
1
∣∣∣∣ } (

1
2
1)4SL

〉
(D.10)

avec (S′, L′) = (
3
2
, 0), (

1
2
, 1) ou (

1
2
, 2) et

{
S2 + L2 impair
S1 + L1 pair

Ce système, avec (D.7) et la généralisation de (D.9), soit :∑
α1,S1,L1
α2,S2,L2

∣∣〈(l)n−mα1S1L1, (l)mα2S2L2

∣∣ } (l)nαSL〉∣∣2 = 1 , (D.11)

donne les résultats du tableau D.3, où nous avons effectué nos propres choix de phases. A l’aide de
(D.7), on trouve alors les coefficients du tableau D.4 (n = 4, m = 2).

Tab. D.3 - Coefficients

〈(
1
2
1
)3

S′L′,
1
2
1

∣∣∣∣∣
} (

1
2
1
)4

SL

〉

p3 (2S
′+1L′)

p4 (2S+1L) 4S 2P 2D

1S 0 1 0

3P

√
3

3
1
2

−
√

15
6

1D 0
1
2

√
3

2

Cas n = 5

Des considérations identiques aux précédentes mènent aux tableaux D.5 et D.6, que nous donnons
sans plus de démonstration ; nous y avons effectué nos propres choix de phases.

D.2 Les coefficients de parenté fractionnelle de OS
h

D.2.1 Cas d’une configuration (f2g)
n

Considérons rapidement le cas des CPF à un ou deux électrons, pour une configuration (f2g)3 dans
OSh (cas, par exemple, de IrF6, cf. chaptire 7).

Notons tout d’abord
|(f2g)nα,CSσS , CLσL〉
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T
a
b
.D

.4
-
C

oe
ffi

ci
en

ts

〈 ( 1 21) 2 S
1
L

1
,( 1 2

1) 2 S
2
L

2

∣ ∣ ∣ ∣ ∣} (
1 21) 4 S

L

〉

p
2

(2
S

1
+

1
L

1
)

1
S

3
P

1
D

p
2

(2
S

2
+

1
L

2
)

p
2

(2
S

2
+

1
L

2
)

p
2

(2
S

2
+

1
L

2
)

p
4

(2
S
+

1
L

)
1
S

3
P

1
D

1
S

3
P

1
D

1
S

3
P

1
D

1
S

√ 2 3
0

0
0

−
√ 2 2

0
0

0
−
√ 10 6

3
P

0
√ 2 6

0
√ 2 6

−
√ 3 3

√ 10 6
0

√ 10 6
0

1
D

0
0

√ 2 6
0

√ 2 2
0

√ 2 6
0

−
√ 14 6
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Tab. D.5 - Coefficients

〈(
1
2
1
)4

S′L′,
1
2
1

∣∣∣∣∣
} (

1
2
1
)5

SL

〉

p4 (2S
′+1L′)

p5 (2S+1L) 1S 3P 1D

2P

√
15

15
−
√

15
5

−
√

3
3

Tab. D.6 - Coefficients

〈(
1
2
1
)3

S1L1,

(
1
2
1
)2

S2L2

∣∣∣∣∣
} (

1
2
1
)5

SL

〉

p3 (2S1+1L1)

4S 2P 2D

p2 (2S2+1L2) p2 (2S2+1L2) p2 (2S2+1L2)
p5

(2S+1L) 1S 3P 1D 1S 3P 1D 1S 3P 1D

2P 0 −
√

5
5

0
√

15
15

−
√

15
10

−
√

3
6

0 −1
2

1
2

une fonction antisymétrique à n électrons f2g, dans OSh ; CL ⊂ (f2g)n est une RI associée au moment
angulaire électronique orbital, et CS ⊂ (E′1g)n une RI associée au spin électronique.

La référence [153] expose une théorie générale des CPF pour un groupe quelconque. Nous nous
contentons ici d’utiliser une méthode semblable à celle de Racah décrite ci-dessus pour SU(2) ; la
démarche suivie est strictement la même. Donnons directement l’équivalent des relations (D.2) à
(D.9) :

∣∣(f2g)n−mα1CS1CL1, (f2g)mα2CS2CL2 , βSCSσS , CLσL
〉

=∑
σL1

,σL2
,σS1

,σS2

βS
F
σS1 σS2 (S)
(S1 S2) σS

F
σL1 σL2 (L)
(L1 L2) σL

∣∣(f2g)n−mα1, CS1σS1 , CL1σL1

〉 ×
× |(f2g)mα2, CS2σS2, CL2σL2〉 (D.12)

où βS est l’indice de multiplicité éventuel de CS dans CS1 ⊗ CS2,



D.2. Les coefficients de parenté fractionnelle de OSh 179

|(f2g)nα,CSσS , CLσL〉 =∑
α1,CS1

,CL1
α2,CS2

,CL2
,βS

∣∣(f2g)n−mα1CS1CL1 , (f2g)mα2CS2CL2 , βSCSσS , CLσL
〉 ×

× 〈
(f2g)n−mα1CS1CL1 , (f2g)mα2CS2CL2

∣∣ } (f2g)nαβSCSCL〉 (D.13)

Pour le cas n = 2,
n = 2 =⇒ CS et CL de même parité, (D.14)

〈
E′1gF2g, E

′
1gF2g

∣∣∣ } (f2g)2CSCL
〉

=

{
1 , si CS et CL de même parité
0 , sinon

(D.15)

〈
A1gA1g, (f2g)2CSCL

∣∣∣ } (f2g)2CSCL
〉

=

{
1 , si CS et CL de même parité
0 , sinon

(D.16)

Pour le lien entre les CPF à deux électrons et ceux à un électron,〈
(f2g)n−2α1CS1CL1 , (f2g)2α2CS2CL2

∣∣∣ } (f2g)nαβSCSCL
〉

=∑
α′,S′,L′

(−1)1+CS1
+CL1

+CS+CL([CS′ ][CL′ ][CS2 ][CL2 ])
1
2

{
CS1 E′1g CS′

E′1g CS CS2

}
βS111

×

×
{
CL1 F2g CL′

F2g CL CL2

} 〈
(f2g)n−2α1CS1CL1 , E

′
1gF2g

∣∣∣ } (f2g)n−1α′CS′CL′
〉
×

×
〈
(f2g)n−1α′CS′CL′ , E′1gF2g

∣∣∣ } (f2g)nαCSCL
〉

(D.17)

Enfin, pour le cas n = 3,∑
C

S′ ,CL′
de même parité

√
[CS′ ][CL′ ]

{
E′1g E′1g CS′

E′1g CS CS2

}{
F2g F2g CL′

F2g CL CL2

}
×

×
〈
(f2g)2CS′CL′ , E′1gF2g

∣∣∣ } (f2g)3CSCL
〉

= 0,

CS2 et CL2 de parité opposée, (D.18)

avec la condition : ∑
CS′CL′

∣∣∣〈(f2g)2CS′CL′ , E′1gF2g

∣∣∣ } (f2g)3CSCL
〉∣∣∣2 = 1 (D.19)

A l’aide de (D.18) et (D.19) et en effectuant nos propres choix de phases, on trouve alors les coefficients
du tableau D.7. La relation (D.17) nous donne alors le tableau D.8.

Les cas n = 4 et n = 5 se traiteraient comme au paragraphe précédent, la condition de normalisa-
tion (D.19) se généralisant en (équivalent de (D.11)) :∑

α1,CS1
,CL1

α2,CS2
,CL2

,βS

∣∣〈(f2g)n−mα1CS1CL1, (f2g)mα2CS2CL2

∣∣ } (f2g)nαβSCSCL〉
∣∣2 = 1 (D.20)

Notons que de tels coefficients permettraient d’effectuer le calcul des niveaux électroniques dans le
groupe OSh lui-même, à l’aide d’un modèle tout à fait similaire à celui du paragraphe 7.2.2 :

H̃
(n)
el =

∑
Γ1,Γ2,
Γ3,Γ4,

Γ

n∑
i�=j=1

{{
us

(Γ1)(i)⊗ us(Γ2)(j)
}(Γ) ⊗

{
ul

(Γ3)(i)⊗ ul(Γ4)(j)
}(Γ)

}(A1g)

×

× D[(Γ1Γ2), (Γ3Γ4),Γ] (D.21)
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Tab. D.7 - Coefficients
〈
(f2g)

2CS′CL′ , E′1gF2g

∣∣∣ } (f2g)
3 CSCL

〉

(f2g)
2 (CS′CL′)

(f2g)
3 (CSCL) A1gA1g

A1gEg
A1gF2g

F1gF1g

G′
gA2g 0 0 0 1

E′
1gEg 0 0 −

√
2

2

√
2

2

E′
1gF1g 0

√
3

3

√
6

6

√
2

2

E′
1gF2g −

√
2

3
1
3

√
6

6

√
2

2

les éléments matriciels seraient donnés par :

〈(f2g)nα1CS1CL1, β1Cσ| H̃(n)
el |(f2g)nα2CS2CL2, β2Cσ〉 =

n(n− 1)
∑

Γ1,Γ2,
Γ3,Γ4,

Γ

∑
α3,CL3

,CS3
,

CS4
,CL4

,βS1
,

CS5
,CL5

,βS2

∑
C3,C4,β3

∑
β′
1βS

(−1)Γ+C5+CL4
+CL5 (−1)βS [C3][C4] ×

×
√

[CS1 ][CS2 ][CL1 ][CL2 ][CS4 ][CS5 ][CL4 ][CL5 ][Γ] ×

× 〈(f2g)nα1βS1CS1CL1 {
∣∣∣ (f2g)n−2α3CS3CL3 , (f2g)2CS5CL5

〉
×

×
〈
(f2g)n−2α3CS3CL3 , (f2g)2CS4CL4

∣∣∣ } (f2g)nα2βS2CS2CL2〉 ×

×

CS3 CL3 C3

CS4 CL4 C4

CS2 CL2 C2


β3,1,β2,βS2

,1,β′
1


CS3 CL3 C3

CS5 CL5 C5

CS1 CL1 C1


β3,1,β2,βS1

,1,β′
1

×

×


Γ1 E′1g E′1g
Γ2 E′1g E′1g
Γ CS5 CS4


1,1,βS ,1,1,1


Γ3 F2g F2g

Γ4 F2g F2g

Γ CL5 CL4


{
CL6 Γ CL4

CS4 C4 CS5

}
1,βS ,1,1

×

× D[(Γ1Γ2), (Γ3Γ4),Γ] (D.22)
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Tab. D.8 - Coefficients
〈
E′1gF2g, (f2g)

2CS′CL′
∣∣∣ } (f2g)

3 CSCL
〉

(f2g)
2 (CS′CL′)

(f2g)
3 (CSCL) A1gA1g

A1gEg
A1gF2g

F1gF1g

G′
gA2g 0 0 0 1

E′
1gEg 0 0 −

√
2

2

√
2

2

E′
1gF1g 0 −

√
3

3
−
√

6
6

−
√

2
2

E′
1gF2g −

√
2

3
1
3

√
6

6

√
2

2

D.2.2 Complément

Notons que dans le paragraphe 7.1.4, sont mentionnés des coefficients du type :〈
(eg)k(f2g)n−kαCSCL

∣∣∣ } (eg)kα1CS1CL1 , (f2g)n−kα2CS2CL2

〉
Il s’agit de CPF permettant d’antisymétriser les couplages d’une fonction à k électrons eg avec n− k
électrons f2g, afin d’obtenir une fonction à n électrons :∣∣∣(eg)k(f2g)(n−k)α,CSσS , CLσL

〉
= ∑

α1,CS1
,CL1

α2,CS2
,CL2

,βS

∣∣∣(eg)kα1CS1CL1 , (f2g)n−kα2CS2CL2 , βSCSσS , CLσL
〉
×

×
〈
(eg)kα1, CS1CL1 , (f2g)n−kα2CS2CL2

∣∣∣ } (eg)k(f2g)(n−k)αβSCSCL
〉

(D.23)

Pour passer de l’équation (7.31) à l’équation (7.32), on a entre autres utilisé la relation d’orthogonalité
des CPF ci-dessus :∑

α1,CS1
,CL1

α2,CS2
,CL2

,βS

∣∣∣〈(eg)kα1CS1CL1, (f2g)n−kα2CS2CL2

∣∣∣ } (eg)k(f2g)n−kαβSCSCL
〉∣∣∣2 = 1 (D.24)





Annexe

E
Eléments matriciels réduits des
opérateurs q(Eg), Q5

(1u), q(F2g), q(A1g)

Nous donnons ici les formules permettant le calcul des éléments matriciels réduits des différents
opérateurs de coordonnées normales utilisés au chapitre 9.

E.1 Le mode ν2(Eg)

En posant
l2 = ε|l2| , ε = ±1 , (E.1)

nous pouvons écrire : ∣∣∣Ψv2,|l2|
(Cv)
σv

〉
=
∑
ε

v2,|l2|GεCv,σv

∣∣∣Ψv2,ε|l2|
〉

(E.2)

Dans la table E.1, nous rappelons les valeurs des coefficients v2,|l2|GεCv,σv
(qui en fait sont indépendants

de v2, cf. [151]).
Nous écrivons alors, comme à l’habitude,

q(Eg) =
1√
2

(a(Eg) + a+(Eg)) (E.3)

A l’aide du théorème de Wigner-Eckart (dans le groupeOh) et de l’équation E.2, on peut alors aisément
montrer que les EMR non-nuls de a(Eg) et a+(Eg) sont donnés par les deux formules suivantes :〈

v2 − 1, |l′2|, C ′v
∥∥ a(Eg) ‖v2, |l2|, Cv〉 = 1

2 F
(Eg Cv C ′v)
1 σv σ′v

×

×
∑
ε,ε′

|l′2|Gε′C′
v,σ

′
v

∗ |l2|GεCv ,σv

[
−
√
v2 − ε|l2| δε′|l′2|,ε|l2|+1 +

√
v2 + ε|l2| δε′|l′2|,ε|l2|−1

]
(E.4)

〈
v2 + 1, |l′2|, C ′v

∥∥ a+(Eg) ‖v2, |l2|, Cv〉 = 1

2 F
(Eg Cv C ′v)
1 σv σ′v

×

×
∑
ε,ε′

|l′2|Gε′C′
v,σ

′
v

∗ |l2|GεCv ,σv

[
−
√
v2 − ε|l2|+ 2 δε′|l′2|,ε|l2|−1 +

√
v2 + ε|l2|+ 2 δε′|l′2|,ε|l2|+1

]
(E.5)

avec ε = ±1 et ε′ = ±1 ; σv (resp. σ′v) est une composante quelconque de Cv (resp. C ′v), telle que le
coefficient

F
(Eg Cv C ′v)
1 σv σ′v
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(1u), q(F2g), q(A1g)

soit non-nul.

Tab. E.1 - Coefficients v2,|l2|GεCv ,σv
(eq. (E.2))

|l2| † Cv σv
v2,|l2|G+1

Cv ,σv

v2,|l2|G−1
Cv,σv

0 A1 1

6p + 1 E 1 −1/
√

2 1/
√

2

6p + 1 E 2 i/
√

2 i/
√

2

6p + 2 E 1 1/
√

2 1/
√

2

6p + 2 E 2 i/
√

2 −i/√2

6p + 3 A1 1/
√

2 −1/
√

2

6p + 3 A2 i/
√

2 i/
√

2

6p + 4 E 1 1/
√

2 1/
√

2

6p + 4 E 2 −i/√2 i/
√

2

6p + 5 E 1 1/
√

2 −1/
√

2

6p + 5 E 2 i/
√

2 i/
√

2

6p �= 0 A1 1/
√

2 1/
√

2

6p �= 0 A2 −i/√2 i/
√

2

† p est un entier ≥ 0

E.2 Le tenseur Q
(1u)
5

Ecrivons de même :
Q5

(1u) =
1√
2

(A5
(1u) +A5

+(1u)) (E.6)

Ces opérateurs sont équivalents à ceux utilisés pour l’étude des modes ν3(F1u) et ν4(F1u) des molécules
octaédriques, et nous avons donc les relations [109] :

〈v5 + 1, (l5 + 1)τ ′‖A5
+(1u) ‖v5, l5τ 〉 = −[(l5 + 1)(v5 + l5 + 3)]

1
2 (E.7)
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〈v5 + 1, (l5 − 1)τ ′‖A5
+(1u) ‖v5, l5τ 〉 = [l5(v5 − l5 + 2)]

1
2 (E.8)

〈v5 − 1, (l5 + 1)τ ′‖A5
(1u) ‖v5, l5τ 〉 = −[(l5 + 1)(v5 − l5)]

1
2 (E.9)

〈v5 − 1, (l5 − 1)τ ′‖A5
(1u) ‖v5, l5τ 〉 = [l5(v5 + l5 + 1)]

1
2 (E.10)

avec τ ′ = u⊗ τ .

E.3 Le mode ν5(F2g)

En écrivant :
q(F2g) =

1√
2

(a(F2g) + a+(F2g)) , (E.11)

et en utilisant les équations (9.22), (9.24), et (E.7) à (E.10), on montre les quatre relations suivantes :〈
v5 + 1, (l5 + 1)τ ′ , n′C ′v

∥∥ a+(F2g) ‖v5, l5τ , nCv〉 =

(−1)l5 (−1)iϕ(v5,C′
v,Cv) K

(1u l5τ (l5 + 1)τ ′)
(F1u nC̃v n′C̃ ′v)

√
(l5 + 1)(v5 + l5 + 3) (E.12)

〈
v5 + 1, (l5 − 1)τ ′ , n′C ′v

∥∥ a+(F2g) ‖v5, l5τ , nCv〉 =

(−1)l5+1 (−1)iϕ(v5,C′
v,Cv) K

(1u l5τ (l5 − 1)τ ′)
(F1u nC̃v n′C̃ ′v)

√
l5(v5 − l5 + 2) (E.13)

〈
v5 − 1, (l5 + 1)τ ′ , n′C ′v

∥∥ a(F2g) ‖v5, l5τ , nCv〉 =

(−1)l5 (−1)iϕ(v5,C′
v,Cv) K

(1u l5τ (l5 + 1)τ ′)
(F1u nC̃v n′C̃ ′v)

√
(l5 + 1)(v5 − l5) (E.14)

〈
v5 − 1, (l5 − 1)τ ′ , n′C ′v

∥∥ a(F2g) ‖v5, l5τ , nCv〉 =

(−1)l5+1 (−1)iϕ(v5,C′
v,Cv) K

(1u l5τ (l5 − 1)τ ′)
(F1u nC̃v n′C̃ ′v)

√
l5(v5 + l5 + 1) (E.15)

avec τ ′ = u⊗ τ et :
D(l5τ ) ⊃ nC̃v et Cv = C̃v ⊗ (A2u)v5

D((l5±1)τ ′ ) ⊃ n′C̃ ′v et C ′v = C̃ ′v ⊗ (A2u)v5±1

Le facteur de phase (−1)iϕ(v5,C′
v,Cv) est défini par :

(−1)iϕ(v5,C′
v,Cv) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 si

{
v5 pair et (C ′v, Cv) = (F1, E)
v5 impair et (C ′v, Cv) = (F1, E), (F2, E) ou (E,F1)

+1 sinon

(E.16)

E.4 Le mode ν1(A1g)

Dans le cas très simple du mode totalement symétrique, on a :〈
v′1, A1g

∥∥ q(A1g) ‖v1, A1g〉 =
1√
2

(√
v1 δv′1,v1−1 +

√
v1 + 1 δv′1,v1+1

)
(E.17)





Annexe

F
Traitement simultané de l’effet
Jahn-Teller pour les modes ν2 et ν5

Le traitement simultané des deux modes Jahn-Teller d’une molécule (ou d’un complexe) octaédrique
a déjà été envisagé par plusieurs auteurs [156–160 ] ; en particulier, il se révèle très utile dans certains
problèmes en phase solide (centres F+ dans CaO) où ces deux couplages sont presques identiques
(pour ce qui est des termes linéaires : ω2 � ω5, D2 � D5). Une telle approche, si elle est élégante
du point de vue de la théorie des groupes (cf. équation (F.1) ci-dessous), se justifie peu dans notre
cas (hexafluorures colorés), car d’une part on a en général D2 �= D5, et d’autre part, si l’on considère
les termes d’ordre supérieur, les possibilités d’interactions ne se réduisent pas à ces deux seuls modes.
En particulier, nous avons vu (table 9.1) qu’un traitement complet des termes quadratiques obligerait
à considérer ensemble les modes ν1, ν2 et ν5. Nous allons néanmoins esquisser ici une formulation
possible pour un tel traitement.

F.1 Expression du hamiltonien

Le point de départ est ici le fait que :

D(2g) ↓ Oh = Eg ⊕ F2g (F.1)

On écrira alors :
H̃(ν2, ν5) = H0 +H ′ +HJTL +HJTQ (F.2)

où H0 est le hamiltonien d’un oscillateur harmonique cinq fois dégénéré :

H0 =
√

5
2

h̄ω

[(
a+(2g) ⊗ a(2g)

)(0g)

A1g

+
(
a(2g) ⊗ a+(2g)

)(0g)

A1g

]

=
√

5 h̄ω
(
a+(2g) ⊗ a(2g)

)(0g ,A1g)
+

5
2
h̄ω (F.3)

H ′ est un terme réalisant la séparation des deux modes (ignoré dans les références [156] et [160], où
∆ω � 0) :

H ′ =
1
2

√
6
2
h̄∆ω

[(
a+(2g) ⊗ a(2g)

)(4g)

A1g

+
(
a(2g) ⊗ a+(2g)

)(4g)

A1g

]
(F.4)

=
√

6
5
h̄∆ω

(
a+(2g) ⊗ a(2g)

)(4g ,A1g)
(F.5)

En comparant H0 +H ′ à H0(ν2) +H0(ν5) (chapitre 9), et en utilisant la relation (B.26), on montre
que :

ω =
2ω2 + 3ω5

5
, ∆ω = ω2 − ω5 (F.6)
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Le terme Jahn-Teller linéaire s’écrit :

HJTL = ∆0

[
q(2g) ⊗ T (2g)

](0g ,A1g)
+ ∆4

[
q(2g) ⊗ T (2g)

](4g ,A1g)
(F.7)

De même, on peut montrer que :

∆0 = 2
√

2
5
h̄
(
2
√

2D2 ω2 + 3
√

3D5 ω5

)
, ∆4 = 2

√
2
5
h̄
(
2
√

3D2 ω2 − 3
√

2D5 ω5

)
(F.8)

En ce qui concerne le terme quadratique, l’écriture est un peu plus longue :

HJTQ = HJTQ(000) +HJTQ(220) +HJTQ(224) +HJTQ(404) +HJTQ(424) +HJTQ(426) (F.9)

avec : 

HJTQ(000) = Q000

[[
q(2g) ⊗ q(2g)

](0g) ⊗ T (0g)

](0g ,A1g)

HJTQ(220) = Q220

[[
q(2g) ⊗ q(2g)

](2g) ⊗ T (2g)

](0g ,A1g)

HJTQ(224) = Q224

[[
q(2g) ⊗ q(2g)

](2g) ⊗ T (2g)

](4g ,A1g)

HJTQ(404) = Q404

[[
q(2g) ⊗ q(2g)

](4g) ⊗ T (0g)

](4g ,A1g)

HJTQ(424) = Q424

[[
q(2g) ⊗ q(2g)

](4g) ⊗ T (2g)

](4g ,A1g)

HJTQ(426) = Q426

[[
q(2g) ⊗ q(2g)

](4g) ⊗ T (2g)

](6g ,A1g)

(F.10)

En comparant avec l’équation (9.37) pour (Λi,Λj) = (Eg, Eg), (F2g, F2g) ou (Eg, F2g), et en utilisant
(B.26), on peut montrer la correspondance suivante entre les paramètres :

Q000 =
√

2
5
t
A1g

{Eg,Eg} +
√

3
5
t
A1g

{F2g,F2g}

Q220 = 2
√

2
35

t
Eg

{Eg,Eg} −
√

6
35

t
Eg

{F2g,F2g} +
3√
35

at
F2g

{F2g,F2g} −
√

6
35

t
F2g

{Eg,F2g}

Q224 = 2
√

3
35

t
Eg

{Eg,Eg} −
3√
35

t
Eg

{F2g,F2g} −
√

6
35 at

F2g

{F2g,F2g} +
2√
35

t
F2g

{Eg,F2g}

Q404 =
√

3
5
t
A1g

{Eg,Eg} −
√

2
5
t
A1g

{F2g,F2g}

Q424 = 2
√

6
77

t
Eg

{Eg,Eg} + 4
√

2
77

t
Eg

{F2g,F2g} − 2
√

3
77 at

F2g

{F2g,F2g} − 3
√

2
77

t
F2g

{Eg,F2g}

Q426 =
3√
77

t
Eg

{Eg,Eg} + 2
√

3
77

t
Eg

{F2g,F2g} + 4
√

2
77 at

F2g

{F2g,F2g} + 2
√

3
77

t
F2g

{Eg,F2g}
(F.11)

F.2 Esquisse d’une méthode de calcul

Regardons maintenant rapidement comment un tel hamiltonien pourrait être utilisé. Nous ne
donnerons ici que quelques éléments ; le calcul complet exigerait l’élaboration d’un nouveau formalisme,
hors du propos de ce travail.
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F.2.1 Oscillateur cinq fois dégénéré

Considérons tout d’abord H0 (oscillateur harmonique cinq fois dégénéré) ; il est nécessaire (cf. ref.
[156]) d’utiliser ici une châıne du type :

U(5) ⊃ SU(5) ⊃ SO(5) ⊃ SO(3) ⊃ O

En suivant Judd [156], posons :

a+
q = a+(2)

q , aq = (−1)qa(2)
−q , (q = −2, . . . , + 2) (F.12)

Les règles de commutation sont les suivantes :[
aq1, a

+
q2

]
= δq1,q2 ,

[
a(2)
q1 , a

+(2)
q2

]
= (−1)q1δq2,−q1 (F.13)

Les a+
maq (25 opérateurs), forment les générateurs de l’algèbre u(5) ; les a+

mam (5 opérateurs), forment
une sous-algèbre de Cartan. On a :

a+
mam |v2v1v0v−1v−2〉 = vm |v2v1v0v−1v−2〉 (F.14)

Les poids [125] sont donnés par les quintuplets [v2v1v0v−1v−2]. Les RI de u(5) sont caractérisés par
leur poids maximum, [v0000], souvent noté [v], avec :

v = v2 + v1 + v0 + v−1 + v−2 (F.15)

On aura d’autre part :

|v2v1v0v−1v−2〉 =
(
a+

2

)n2
(
a+

1

)n1
(
a+

0

)n0
(
a+
−1

)n−1
(
a+
−2

)n−2

(n2! n1! n0! n−1! n−2!)
1
2

|00000〉 (F.16)

Notons alors les points suivants [156] :

– Les 25 opérateurs

(
a+(2) ⊗ a(2)

)(k)

m
, k = 0, 1, 2, 3, ou 4 , − k ≤ m ≤ +k

forment eux aussi des générateurs de u(5).

– Ces mêmes opérateurs, restreints à k = 1, 2, 3, ou 4 (24 opérateurs) forment les générateurs de
su(5).

– Les 10 opérateurs

(
a+(2) ⊗ a(1)

)(1)

m
, − 1 ≤ m ≤ +1 et

(
a+(2) ⊗ a(1)

)(3)

m
, − 3 ≤ m ≤ +3

forment les générateurs de so(5).

– Enfin, les 3 opérateurs (
a+(2) ⊗ a(1)

)(1)

m
, − 1 ≤ m ≤ +1

forment les générateurs de so(3).
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F.2.2 Branchement u(5) −→ so(5)

Une sous algèbre de Cartan de so(5) peut être engendrée par [156] :

F22 = a+
2 a2 − a+

−2a−2 = N2 −N−2 et F11 = a+
1 a1 − a+

−1a−1 = N1 −N−1 (F.17)

Les poids son notés (w1, w2) = (v2 − v−2, v1 − v−1) ; les RI de so(5) sont caractérisées par leur poids
maximum (w, 0) (voir la référence [156]). On montre alors que la règle de branchement u(5) −→ so(5)
est donnée par :

[v] −→ (v, 0) ⊕ (v − 2, 0) ⊕ (v − 4, 0) ⊕ . . . ⊕ (1, 0) ou (0, 0) (F.18)

F.2.3 Branchement so(5) −→ so(3)

La sous algèbre de Cartan de so(3) peut être engendrée par :

Lz = 2F22 + F11 , (F.19)

et les poids sont donnés par les valeurs propres m = 2w1 + w2 de Lz et les RI par le poids maximum
l, comme à l’habitude (−l ≤ m ≤ +l). Les règles de branchement sont ici plus complexes, puisque des
multiplicités apparaissent [156].

F.2.4 La base à utiliser

Deux choses seraient alors à faire :

– Définir la base orientée
|[v](w, 0)rl, nCσ〉

r étant l’indice de multiplicité de l dans (w, 0), et le branchement SO(3) ⊃ O s’effectuant comme
à l’habitude (cf. chapitre 5). Il faudrait en particulier choisir les opérateurs à diagonaliser.

– Pour notre problème complet, (H̃(ν2, ν5)), on aurait à utiliser une base du type :∣∣∣∣∣
[
Ψv

([v](w,0)grlg) ⊗ Φ( 3
2 g

)
](Jg,n0C0)

σ0

〉
(F.20)

où
∣∣∣Ψv

([v](w,0)grlg)
Cσ

〉
est la base vibrationnelle, Φ

( 3
2 g

)

G′
gγ

la base électronique, et C0 une RI demi-

entière de OSh .

Dans le cadre de ce travail, nous ne développerons pas plus loin ce point de vue.
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Chapitre

10
Synthèse et conservation de
l’hexafluorure d’iridium

Afin de pouvoir, d’une part, tenter d’appliquer la théorie décrite dans les deux parties précédentes,
et d’autre part, préciser la nature des interactions rovibroniques, il nous fallait pouvoir réaliser des
spectres plus résolus que ceux disponibles dans la littérature (cf. table 1.3). Il nous était donc
nécessaire de sélectionner une des molécules de la table 1.1 et d’en réaliser la synthèse. Notre choix
s’est porté sur l’hexafluorure d’iridium, IrF6, pour les raisons suivantes :

– Cette molécule possède un nombre impair d’électrons.

– Elle est très stable et peut se conserver relativement facilement, moyennant certaines précautions
[48].

– Elle possède des niveaux électroniques dans le proche infrarouge et, surtout, un dans le visible.

– Elle ne présente pas les inconvénients liés à d’autres molécules de la table 1.1 (instabilité, radioac-
tivité, présence possible d’autres fluorures comme par exemple ReF7, coût élevé du métal,. . . etc).

Dans cette dernière partie, nous présentons donc les résultats de la toute première étude prélimi-
naire que nous avons pu entreprendre sur IrF6. Ce premier chapitre concerne les méthodes de synthèse,
de purification et de conservation de ce corps.

10.1 Synthèse de IrF6

La méthode de synthèse de l’hexafluorure d’iridium est connue depuis longtemps [47, 48]. Celle-ci
a été améliorée récemment par Holloway et al. [18]. Le dispositif décrit ci-après a été réalisé par le
Professeur D. Avignant du Laboratoire de Chimie des Solides de l’Université de Clermont-Ferrand.

10.1.1 Principe

La synthèse d’IrF6 s’obtient par réaction directe du fluor sur le métal en poudre à environ 600◦C
[48, 47]. Comme l’ont remarqué Holloway et. al. [18], la passivation préalable de l’iridium sous
atmosphère d’hydrogène à 400◦C augmente considérablement le rendement de la réaction ; celui-ci est
alors pratiquement égal à 100 %.

Le dispositif utilisé est schématisé sur la figure 10.1 ; il est sensiblement identique à celui de la
référence [18]. Il comprend :

– Un réacteur en cuivre placé dans un four et contenant la poudre d’iridium.
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– Trois pièges en pyrex destinés à la distillation du gaz obtenu. Le premier est placé dans la glace
d’eau, le second est placé au-dessus de l’azote liquide et le troisième est plongé dans l’azote
liquide.

– Une cuve en quartz destinée à recevoir le gaz et comprenant son propre piège (azote liquide).

– Une pompe à vide (∼ 10−1 torr) précédée d’un piège.

10.1.2 Précautions indispensables

Quatre précautions indispensables doivent être prises [18] :

– L’hydrogène ayant servi à la passivation doit absolument être évacué avant l’introduction du
fluor (la réaction hydrogène-fluor est l’une des plus exothermiques connues).

– Toutes les parties en verre ou en silice de l’installation doivent être rigoureusement asséchées,
afin d’éviter l’hydrolyse de l’hexafluorure. En effet, comme nous l’avons mentionné au chapitre
1, IrF6 est une molécule extrêmement hygroscopique.

– Les robinets utilisés doivent être de préférence en monel (alliage cuivre-nickel) et surtout sans
graisse (IrF6 réagit fortement avec les graisses, même fluorées).

– Le produit obtenu doit être distillé pour éliminer au maximum l’acide fluorhydrique (HF)
résiduel.

10.1.3 Procédure suivie

La synthèse de notre échantillon a été réalisée à Clermont-Ferrand dans les conditions suivantes :

– Un gramme de poudre d’iridium naturel (66 % 193Ir, 34 % 191Ir) a été utilisé.

– Celui-ci a été passivé à l’hydrogène à 400◦C pendant une heure. L’hydrogène a ensuite été évacué
et le dispositif nettoyé à l’azote avant d’être pompé.

– La fluoration a ensuite été effectuée à 600◦C. La réaction dure environ quinze minutes et est
complète : après celle-ci, il ne reste pas d’iridium métallique dans la nacelle.

– L’hexafluorure a ensuite été distillé successivement dans les trois pièges en pyrex.

– Une partie de l’IrF6 a été transféré dans la cuve en quartz, où il a été une nouvelle fois distillé,
avant que celle-ci ne soit scellée.

– Le restant d’IrF6 a été conservé dans le troisième piège en pyrex, après scellement du tube
d’entrée et fermeture du robinet de sortie1.

10.2 Purification, transfert et conservation de IrF6

Comme nous le verrons au chapitre suivant, la spectroscopie de la région 7300-10000 cm−1 (fig-
ure 11.8) a révélé que notre notre première cuve en quartz (dont le remplissage est décrit au para-
graphe précédent) était polluée et contenait environ 30 torrs de HF. Un léger dépoli du quartz a
d’ailleurs été constaté au niveau du piège intégré à la cuve, preuve d’une attaque de la silice par
l’acide fluorhydrique2. Ceci pouvant être une cause importante d’élargissement collisionnel, nous
avons choisi de tenter de purifier à nouveau le gaz contenu dans le troisième piège, puis de remplir une
seconde cuve en quartz.

1Une autre ampoule en pyrex fut également remplie lors d’une synthèse ultérieure.
2Le piège en pyrex nous servant de réserve d’IrF6 a quant à lui subit une très sévère attaque sur sa paroi interne.
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10.2.1 Distillation

Le dispositif de distillation cryogénique utilisé est schématisé sur la figure 10.2. Nous avons choisi
ici la carboglace (-79◦C), car à cette température la pression de vapeur saturante de HF est encore
significative (quelques torrs), alors que celle de IrF6 est infime. Le piège en pyrex a ainsi été par trois
fois plongé dans la carboglace, pompé pendant trente minutes (à 10−3 torr), puis réchauffé. L’IrF6

ainsi purifié a ensuite été transféré (par piégeage à l’azote liquide) dans une nouvelle ampoule au
préalable asséchée à 350◦C pendant trois jours. Cette nouvelle ampoule a ensuite été scellée ; elle
comprend une pointe cassable permettant un transfert ultérieur. Cette fois-ci, un très léger dépoli
a encore été observé sur la nouvelle ampoule ; celui-ci est toutefois beaucoup moins important que
précédemment.

Inox

Azote liquide
-196°C

Vide

Ampoule en pyrex

Ampoule en pyrex

Piège

: Vannes en monel (Cu-Ni)

Carboglace
-79°C

Tube en aluminium

Laine de silice

Décapeur thermique
350°C

Raccord
pyrex-métal

Fig. 10.2 - Schéma du dispositif de distillation de IrF6
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10.2.2 Transfert dans la seconde cuve en quartz

Le gaz contenu dans cette nouvelle ampoule a alors pu être transféré dans une seconde cuve en
silice à l’aide du dispositif schématisé sur la figure 10.3. Celle-ci a au préalable été asséchée pendant
trois jours dans un four à 650◦C. L’installation en pyrex a elle-même été chauffée longuement à 350◦C.

Après avoir cassé la pointe de l’ampoule à l’aide d’une barreau en fer enrobé de pyrex (manipulé
à l’aide d’un aimant), nous avons à nouveau distillé l’IrF6 à la carboglace, pendant une demi-heure.
Le gaz a enfin été transferé et distillé une dernière fois dans notre seconde cuve en quartz qui a alors
été scellée.

10.2.3 Conservation de IrF6

Comme nous le verrons au chapitre suivant, nous avons pu réaliser des spectres basse résolution
de régions connues de IrF6 sur nos deux cuves en quartz. Ceux-ci ne montrent aucune dégradation du
gaz au cours du temps. De même, visuellement, dans ces mêmes cuves et dans nos ampoules en pyrex,
aucune évolution du gaz jaune3 n’est observée. Dans une enceinte scellée et rigoureusement asséchée,
ce matériau peut donc se conserver indéfiniment.

Nous avions également tenté un transfert d’IrF6 dans une cuve en monel, munie d’un robinet en
monel, de fenêtres en fluorine (CaF2) et de joints kalrez (élastomère perfluoré). Mais, cette fois-ci, le
gaz s’est dégradé en quelques jours seulement, révélant probablement une fuite dans la cuve, qui n’a
néanmoins pas pu être localisée.

3à température ambiante, on observe une condensation d’IrF6 liquide, de couleur jaune foncé.



Chapitre

11
Etude spectroscopique préliminaire de
la molécule IrF6

Nous présentons dans ce chapitre les trois dispositifs expérimentaux que nous avons mis en place
pour une première étude spectroscopique de IrF6 : un spectromètre commercial basse résolution
modifié, et deux dispositifs à haute résolution dans le visible (absorption saturée et simple absorption
avec multiples passages). Nous exposons également les résultats préliminaires ainsi obtenus, ainsi que
les spectres réalisés par deux autres techniques, à savoir, d’une part la spectroscopie par transformée
de Fourier dans la région proche infrarouge, et d’autre part la diffusion Raman spontanée dans la
région 600 à 800 cm−1.

11.1 Spectroscopie à basse résolution

11.1.1 Spectroscopie d’absorption

Le dispositif

Les meilleures données disponibles jusqu’à présent concernant la spectroscopie des états électro-
niques excités de IrF6 sont celles dues à Brand et al. [52], qui datent de 1971. Il s’agit de spectres
basse résolution (1 à 2 cm−1) couvrant la zone 560-1700 nm, i.e l’ensemble des états électroniques a
à e (cf. figure 7.5). Afin de nous assurer de la qualité du gaz présent dans notre cuve, il nous a paru
nécessaire de tenter de reproduire ces résultats.

Pour cela, nous avons utilisé un spectrophotomètre commercial de type CARY-1E (Varian). Il
s’agit d’une spectromètre à réseau dont la source est une lampe à filament de tungstène ; la zone
spectrale couverte va de 200 à 900 nm en longueur d’onde, avec une résolution maximale de 0.2 nm.
L’étalonnage est réalisé grâce à une lampe à deutérium.

Ce type d’appareil étant seulement destiné à recevoir des cuves de petite dimension (quelques
centimètres de long), nous avons dû mettre au point un montage optique permettant d’extraire le
faisceau de manière à lui permettre de traverser notre cuve de 40 cm de long. Celui-ci est décrit sur la
figure 11.1. Quatre miroirs métalliques amènent le faisceau dans la cuve, puis sur le détecteur. Deux
lentilles de focale 100 mm permettent de le rendre parallèle.

Test sur l’iode

Le dispositif ainsi élaboré a tout d’abord été testé sur la molécule d’iode I2. Le spectre de la figure
11.2 montre ainsi la structure vibrationnelle de la transition électronique

B3Π+
0u ←− X1Σ+

g

de I2. Les conditions expérimentales étaient les suivantes :

199
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C
uv
e

+

+ +

Source Détecteur

F F

f = 100 mm f = 100 mm

Point de fo-
calisation du
spectromètre

Fig. 11.1 - Utilisation du spectromètre commercial
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Longueur de la cuve : 20 cm
Température du queusot : 20◦C
Pression estimée du gaz : 0.2 torr
Résolution : 0.2 nm

Spectroscopie de IrF6

En utilisant notre première cuve en quartz remplie d’IrF6 comme décrit au chapitre précédent, il
nous a alors été possible d’obtenir les spectres des transitions d←− X (figure 11.3) et e←− X (figure
11.4). La figure 11.5 montre la zone de la transition e←− X+ν3 à laquelle nous allons nous intéresser
tout particulièrement ici.

Les conditions expérimentales étaient les suivantes :

Longueur de la cuve : 40 cm
Température du queusot : 20◦C
Pression estimée du gaz : 250 torrs
Résolution : 0.2 nm

La pression du gaz est estimée à partir de la loi de la pression de vapeur saturante (cf. figure 1.3 et
la référence [9]). En termes de nombre d’onde, la résolution ci-dessus correspond à 1 à 2 cm−1 dans
la zone proche infrarouge (figure 11.3) et à 4 à 5 cm−1 dans la zone visible (figure 11.4).

L’allure de spectres est en tout point identique à celle donnée dans la référence [52]. Néanmoins,
des écarts en nombre d’onde de 10 à 20 cm−1 sont observés sur certains pics, par rapport aux données
de cet article. L’étalonnage de notre spectromètre par la lampe à deutérium n’ayant pas révélé d’écart
supérieur à 0.02 nm, nous pouvons supposer que les spectres [52] comportent sans doute des erreurs
de calibration.

Discussion

Considérons maintenant la transition e ←− X + ν3. Comme déjà mentionné dans les travaux
précédents [52], dans les conditions énoncées ci-dessus cette bande apparâıt sans aucune structure
(figure 11.5). Le point le plus marquant est sa largeur considérable : environ 200 cm−1 à la base, valeur
à comparer aux quelques 20 cm−1 observés pour la bande ν3 dans l’état électronique de base de WF6

[161], par exemple. Ce fait, ainsi que l’absence de structure de type PQR, semblent renforcer l’idée,
avancée au paragraphe 9.5.2, de la présence de quatre bandes vibroniques en interaction. Néanmoins,
il ne s’avère guère possible, à ce stade, d’aller beaucoup plus loin dans l’analyse de ce problème. Il est
donc nécessaire, afin de déterminer les interactions en jeu dans cette transition, de pouvoir résoudre la
structure rotationelle (ou, plus exactement, rovibronique) de cette bande. C’est ce qui nous a amenés
à mettre au point deux dispositifs à haute résolution décrits dans la section suivante.

11.1.2 Diffusion Raman spontanée

Description

La figure 11.6 montre un spectre basse résolution de IrF6 obtenu par diffusion Raman spontanée.
Il couvre la région des bandes ν1 et ν2 dans l’état électronique de base X(G′g) et a été réalisé au CEA
(Valduc). Le dispositif utilise ici la raie verte d’un laser à argon (514.5 nm) comme excitatrice. La
lumière diffusée est collectée à 90◦ et analysée par un spectromètre à réseau (Jobin & Yvon). Les
conditions physiques étaient similaires à celles décrites ci-dessus et la résolution est de 1 à 2 cm−1.

Notons qu’ici également, les dimensions de notre cuve n’étaient pas adaptées au dispositif (tant
du point de vu optique que mécanique). Il n’était en particulier pas possible de faire en sorte que le
faisceau laser traverse la cuve dans toute sa longeur. Nous nous sommes par conséquent contentés de
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travailler à travers les parois latérales de la cuve (cylindrique). Celles-ci ayant une qualité optique
médiocre, il en résulte une très forte diffusion de la radiation excitatrice dans toutes les directions.
Pour cette raison, il n’a en particulier pas été possible d’atteindre la zone de la bande ν5 (∼ 267 cm−1),
ni d’observer la très faible bande 2ν4, mentionnée par Claassen et Selig [34].

Discussion

Mises à part les restrictions exposées ci-dessus, le spectre obtenu est tout à fait comparable à celui
de la référence [34]. On peut noter ici essentiellement les deux points suivants :

– La bande ν2 montre un début de résolution en trois branches (OQS).

– Les deux bandes observées ont une largeur de quelques dizaines de cm−1 seulement, bien
inférieure à ce que nous avons observé dans les états électroniques excités.

Ces résultats sont tout à fait comparables à ceux obtenus dans le cas des molécules octaédriques
� classiques �, comme SF6 [162] ou WF6 [34], ce qui semble indiquer une structure rotationnelle assez
similaire. Ceci corrobore les prédictions effectuées au chapitre 8, à savoir que la dégénérescence de
l’état électronique de base X(G′g) est pour l’essentiel due au spin électronique, et que les couplages de
type (ro)vibroniques doivent par conséquent y être très faibles.
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Fig. 11.6 - Spectre Raman spontané de IrF6 (en médaillon : détail de la bande ν2)
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Ce tout début de résolution de la bande ν2 nous permet également d’effectuer les quelques remar-
ques suivantes. Considérons en effet le modèle le plus simplifié possible, où les transitions rotationnelles
de cette bande seraient donnés simplement par l’expression (d’après (9.46) avec D = 0) :

ν(J) = ν2 +BJ ′(J ′ + 1)−BJ(J + 1) , (11.1)

J et J ′ étant les nombres quantiques rotationnels dans l’état vibrationnel de base et dans l’état v2 = 1,
respectivement. Les nombres d’onde pour les branches O (J ′ = J − 2) et S (J ′ = J + 2) sont alors :

νO(J) = ν2 +B(2− 4J) , νS(J) = ν2 +B(6 + 4J) . (11.2)

La constante rotationnelle B peut être estimée à partir de la distance Ir–F déterminée par diffraction
d’électrons sur IrF6 solide dans la référence [78], soit a = 1.83 Å. On obtient :

B =
h̄2

8hcmF a
� 0.066 cm−1 (11.3)

(mF étant la masse d’un atome de fluor). Calculons alors la fraction de population P(J) (en pour-
centage) des niveaux rotationnels J dans l’état vibrationnel de base par :

P(J) = 100
(2J + 1)e−hcBJ(J+1)/kT∑
J

(2J + 1)e−hcBJ(J+1)/kT
(11.4)
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Fig. 11.7 - Population des niveaux rotationnels pour
B = 0.066 cm−1

La courbe obtenue (figure 11.7) présente un maximum pour J � 40. Par conséquent, les sommets
(intensité maximale) des branches O et S doivent se situer vers J = 40. En prenant ν2 = 645 cm−1,
on trouve :

νO(40) � 635 cm−1 , νS(40) � 655 cm−1

Ceci correspond assez bien à ce que nous observons sur la figure 11.6.
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11.2 Spectroscopie à haute résolution

11.2.1 Spectroscopie par transformée de Fourier

Avant d’aborder les dispositifs réalisés à Dijon, considérons le spectre de la figure 11.8. Il s’agit
d’un spectre d’absorption par transformée de Fourier réalisé par J. Vergès au Laboratoire Aimé Cotton
à Orsay, dans la région 7300-10000 cm−1, correspondant aux transitions b ←− X et c ←− X. Les
conditions étaient les suivantes :

Longueur de la cuve : 40 cm
Température du queusot : 13◦C
Pression estimée du gaz : 140 torrs
Résolution : 5.10−3 cm−1

On retrouve également les structures décrites dans la référence [52], avec, cette fois-ci des écarts plus
faibles en position. Les raies de H2O observées sont dues à l’absorption de l’eau atmosphérique, à
l’extérieur de la cuve. Le fait le plus marquant est ici la présence de raies de HF, correspondant à
la présence d’environ trente torrs d’acide fluorhydrique dans cette cuve (estimation d’après l’intensité
des raies). Ceci montre que l’échantillon présent dans notre première cuve n’a pas été suffisamment
purifé consécutivement à la synthèse et doit induire des élargissements collisionnels importants.

C’est pour cette raison que nous avons, comme décrit au chapitre précédent, décidé de distiller
l’IrF6 présent dans notre réserve et de le transférer ensuite dans une seconde cuve en quartz. C’est
celle-ci que nous avons alors utilisée avec les deux dispositifs décrits ci-après.

11.2.2 Le dispositif d’absorption saturée

Description

La figure 11.9 décrit schématiquement notre dispositif d’absorption saturée dans le visible. Celui-ci
utilise un laser à colorant (DCM) en anneau (Coherent), de grande finesse spectrale. Nous ne rappelons
pas ici le principe de l’absorption saturée (cf. par exemple les références [163, 164]). Celle-ci permet
de s’affranchir de l’élagissement Doppler par la saturation des transitions grâce à la superposition
de deux faisceaux se propageant en sens inverse. Le faisceau saturant est choppé mécaniquement à
1 kHz. La détection est réalisée à travers une détection synchrone (différence des faisceaux � saturé �

et � non-saturé �) et un boxcar (échantillonneur) relié à un ordinateur via une carte d’acquisition.
Un lambdamètre permet la mesure des nombres d’onde avec une précision d’environ 10−4 cm−1.

Celui-ci est décrit en détail dans la référence [165]. Il s’agit d’un double interféromètre de Michelson
à coins de cube, permettant de comparer la longueur d’onde inconnue à celle d’un laser hélium-néon
(633 nm) stabilisé sur une raie hyperfine de l’iode.

Afin de pouvoir contrôler la pression d’IrF6 dans la cuve, nous avons mis au point le dispositif de
refroidissement schématisé sur la figure 11.10. Celui-ci comprend :

– Un module Peltier refroidissant le queusot de la cuve, pour y condenser l’IrF6.

– Une circulation de liquide réfrigérant permettant de refroidir à la fois la face chaude du module
Peltier et l’ensemble de la cuve (pour essayer de dépeupler les bandes chaudes).

– Une enceinte en plexiglass dans laquelle est maintenue une légère pression d’azote sec, afin
d’éviter toute condensation d’eau (en particulier sur les fenêtres de la cuve et sur les connexions
du module Peltier).

– Des systèmes d’asservissement en température pour le module Peltier et pour la circulation de
liquide réfrigérant.

Ce système permet d’atteindre ∼ −50◦C au niveau du queusot et ∼ −40◦C au niveau du corps de la
cuve elle-même.
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Sé
pa

ra
tr

ic
e

Sé
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Test sur les raies hyperfines de l’iode

Le système précédent a tout d’abord été testé sur l’iode. Le spectre de la figure 11.11 montre ainsi
la structure hyperfine d’une raie rotationnelle de la transition déjà citée au paragraphe 11.1.1 et dans
des conditions similaires à celles qui y sont décrites.

Essais sur IrF6

Les essais de ce dispositif sur la bande e + ν3 ←− X de IrF6 se sont révélés décevants. En effet,
aucune structure rotationnelle n’a pu être observée. Ceci s’explique par les faits suivants :

– Le nombre considérable de niveaux attendus pour une molécule aussi lourde, et donc la structure
très� serrée � du spectre. Ceci est aggravé par la quadruple dégénérescence de l’état électronique
étudié et par la présence de deux isotopes de l’iridium (le coût de l’iridium monoisotopique étant
prohibitif pour une première étude de ce type).

– A température ambiante, la pression de vapeur de IrF6 est beaucoup trop forte (environ 250
torrs), et donc l’élargissement collisionnel bien trop important pour permettre la résolution des
raies individuelles. L’idéal est alors de se placer à basse température (< −30◦C), afin d’avoir une
pression du gaz de quelques torrs seulement, voire moins. Mais, dans ce cas, l’absorption dans
le dispositif décrit ci-dessus (environ 70 % au sommet de la bande, à température ambiante),
diminue très fortement (1 % à −20◦C), jusqu’à devenir insuffisante pour toute observation.

La seule solution possible était alors pour nous de continuer de travailler à basse température, mais en
augmentant le trajet optique dans la cuve. Nous avons donc élaboré le dispositif d’absorption simple
à multiples passages décrit dans le paragraphe suivant.

11.2.3 Le dispositif à multiples passages

Principe

Le montage optique utilisé est schématisé sur la figure 11.12. Celui-ci est basé sur le principe
de la cuve de White. Il comprend en particulier trois miroirs sphériques réglables (M1, M2 et M3,
de 80 cm de rayon de courbure), permettant d’effectuer environ 26 passages, soit un chemin optique
de 9.60 m (la cuve ayant toujours une longueur de 40 cm). Notons que la nature très corrosive du
gaz étudié ne permet pas de placer ces miroirs à l’intérieur de la cuve, d’où des pertes inévitables à
chaque passage, lors de la traversée des fenêtres. Un lunette de grandissement 1/3 permet de réduire
la taille du faisceau issu du laser à colorant (le même que précédemment). La détection s’effectue
ici exactement de la même manière que pour notre dispositif d’absorption saturée (le faisceau étant
toujours choppé à 1 kHz).

Essais sur IrF6

Par suite des divers retards pris consécutivement aux problèmes liés en particulier à la synthèse du
gaz, ce dernier dispositif n’a pas encore pu être testé sur IrF6. Ce travail est actuellement en cours.
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La présente thèse se situe dans la continuité des travaux précédents effectués au laboratoire con-
cernant la spectroscopie des molécules de type toupie sphérique, avec l’objectif d’aborder un problème
plus général : celui des spectres de molécules ou ions dans un état électronique quelconque. Nous avons
pour cela choisi de considérer une famille particulière, les hexafluorures colorés, et ceci en essayant de
mener simultanément deux études parallèles et complémentaires :

– Une étude théorique visant à définir et à développer les outils nécessaires, dans le cadre du
formalisme tensoriel.

– Une étude expérimentale, portant sur l’hexafluorure d’iridium IrF6, et allant des problèmes de
synthèse et de conservation du gaz, à sa spectroscopie.

Ainsi, et sur le modèle de ce qui existait déjà pour les molécules � classiques � telles que CH4,
SF6, . . . etc, nous avons mis en place un formalisme tensoriel complet adapté à la présence de moments
angulaires demi-entiers en symétrie octaédrique. Celui-ci est basé en premier lieu sur la théorie des
représentations spinorielles, que nous avons appliquée au cas du groupe de l’octaèdre, Oh. Il nous a
alors été possible de calculer tous les coefficients de couplage et de recouplage adaptés au problème et
de mettre au point un formulaire de calcul des élements matriciels des opérateurs tensoriels.

Nous avons ensuite élaboré un modèle très simplifié décrivant les premiers niveaux électroniques
des hexafluorures colorés. Nous avons alors considéré de près le problème, en réalité très vaste, des
couplages vibroniques et rovibroniques dans ces molécules. Le cas de l’effet Jahn-Teller a ainsi pu être
reconsidéré entièrement du point de vue tensoriel, et être étendu à des termes de couplage électrons-
vibration plus généraux. L’introduction de termes incluant la rotation moléculaire n’a quant à elle
pu être abordée que très succintement. En effet, l’absence de spectres résolus montrant la structure
rotationnelle pour de telles molécules fait qu’il est très difficile de savoir quelles sont les interactions
dominantes à ce niveau.

Ceci a donc motivé l’étude expérimentale menée sur IrF6. Les processus de synthèse, de purifi-
cation, et de conservation de cette espèce relativement agressive ont pu être correctement mâıtrisés.
Deux études à basse résolution (simple absorption et diffusion Raman spontanée) ont permis de retrou-
ver et de préciser les spectres connus. Trois expériences à haute résolution (transformée de Fourier,
absorption saturée et simple absorption avec multiples passages) ont été ensuite entreprises. Nous
avons en particulier porté notre attention sur l’étude de la bande e + ν3 ←− X. La résolution de la
structure rotationnelle de spectres aussi denses et complexes s’est avérée très difficile. Ce travail est
toujours en cours actuellement.

Malgré les difficultés liées à la relative nouveauté de cette étude, celle-ci semble prometteuse pour
l’avenir. Elle semble devoir être orientée vers les objectifs suivants :

– La poursuite des tests en absorption à multiples passages dans le visible, éventuellement en
combinaison avec l’absorption saturée. Le diamètre des cuves utilisées devrait sans doute dans
ce cas être augmenté, afin de permettre un nombre de passages plus important.

– Une étude comparative de plusieurs hexafluorures colorés, et dans des états électroniques de
symétrie différente devrait être entreprise, afin de mieux comprendre la dynamique complexe de
ces espèces.
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– Du point de vue théorique, l’étude de tels spectres permettrait de comprendre plus précisément
la nature des interactions en jeu, et donc d’écrire les opérateurs correspondants et de déterminer
les schémas de couplages adéquats.

– Enfin, il serait intéressant de considérer l’utilisation possible d’un tel travail en vue des applica-
tions pratiques de ces gaz et de la compréhension des phénomènes qui y interviennent (séparation
isotopique et dépôts chimiques de couches métalliques en phase vapeur).

En résumé, ce sujet laisse encore ouvertes de nombreuses et intéressantes questions et nécessite encore
un très gros travail, tant du point de vue théorique qu’expérimental.
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incomplète).
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Résumé : Du point de vue théorique, un formalisme tensoriel adapté à l’étude des molécules ou
ions octaédriques possédant un moment angulaire demi-entier a été développé pour la première fois.
Nous avons utilisé ici la méthode des représentations projectives, plus cohérente que celle des groupes
doubles. Un jeu complet de coefficients et de formules de couplage, ainsi que les programmes de
calcul correspondants ont été mis au point. Ceci a tout d’abord permis l’écriture d’un modèle simple
décrivant la structure électronique des hexafluorures colorés. Ensuite, un certain nombre d’applications
de ce formalisme à l’étude des couplages rovibroniques pour les molécules de type XY6 dans un état
électronique quatre fois dégénéré ont été examinées, en particulier concernant les opérateurs associés
à l’effet Jahn-Teller dynamique.

Du point de vue expérimental, nous nous sommes intéressés à IrF6, dont nous avons pu mâıtriser
les processus de synthèse, de purification et de conservation. Une première étude à basse résolution
(absorption et diffusion Raman spontanée) a été réalisée sur cette molécule. Nous avons ensuite mis en
place deux dispositifs spectroscopiques à haute résolution dans le visible (absorption saturée – testée
sur une cuve à iode – et simple absorption avec multiples passages). Ceux-ci utilisent notamment un
laser à colorant. Ils doivent maintenant permettre la spectroscopie de la bande visible de IrF6, afin
d’en résoudre pour la première fois la structure fine rotationnelle.

Mots-clés : hexafluorures colorés, représentations projectives, formalisme tensoriel, effet Jahn-
Teller, couplages rovibroniques, spectroscopie.




