
HAL Id: tel-00004629
https://theses.hal.science/tel-00004629v1

Submitted on 11 Feb 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Mesures de dépendance pour la séparation aveugle de
sources. Application aux mélanges post non linéaires

Sophie Achard

To cite this version:
Sophie Achard. Mesures de dépendance pour la séparation aveugle de sources. Application aux
mélanges post non linéaires. Mathématiques [math]. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 2003.
Français. �NNT : �. �tel-00004629�

https://theses.hal.science/tel-00004629v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE

présentée par

SOPHIE ACHARD

pour obtenir le titre de docteur de

L’UNIVERSITÉ JOSEPH FOURIER (GRENOBLE I)

dans la spécialité :
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Chapitre 1. Introduction

Chapitre 1

Introduction

La séparation aveugle de sources au fil des années

Perspectives historiques

Le problème de séparation aveugle de sources a tout d’abord été développé par
les travaux de Ans, Hérault et Jutten dans les années 80. Dans [40], Jutten et Taleb
décrivent le problème biologique qui a initié les travaux sur la séparation aveugle
de sources. Celui-ci consistait à étudier les réponses musculaires émises à l’issue de
différentes sortes d’excitation.

Puis les travaux de Comon, en 1994, “Independent component analysis, A new
concept?” [20], ont permis de formaliser le lien entre la méthode d’analyse en com-
posantes indépendantes (ICA) et le problème de séparation aveugle de source (BSS)
dans le cadre d’un mélange linéaire. En effet, grâce au théorème de Darmois, [27], Co-
mon a montré que l’ICA est équivalente à la BSS dans le cadre de mélanges linéaires
inversibles et non bruités à condition qu’il y ait au plus une source gaussienne.

Depuis les années 90, à partir de ces travaux, ont été développées de nombreuses
méthodes de résolution du problème de séparation aveugle de sources dans le cadre
d’un mélange linéaire qui ont mené à de nombreux algorithmes. Pour un exposé plus
précis, on peut consulter [13] ou [37].

Ensuite, en 1999, Taleb et Jutten [69] ont introduit un nouveau type de mélange,
les mélanges post non linéaires (PNL).

Enfin, plus récemment, Cardoso [15], propose d’envisager “the three easy routes
to independent component analysis” pour des mélanges linéaires. En effet, partant de
la constatation que le problème d’analyse en composantes indépendantes n’est pas
équivalent au problème de séparation aveugle de sources dans le cas de signaux gaus-
siens indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), il propose d’envisager trois cas
différents de telle sorte que les deux problèmes d’ICA et de BSS soient équivalents.
Ces cas diffèrent par les hypothèses sur le modèle des sources, on peut envisager des
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sources non gaussiennes i.i.d, ou bien des sources gaussiennes non stationnaires, ou
enfin, des sources gaussiennes corrélées temporellement. Dans [15], Cardoso décrit les
différentes méthodes envisagées, en fonction des hypothèses sur le modèle des sources,
afin de résoudre le problème de séparation aveugle de sources grâce à l’analyse en
composantes indépendantes.

La séparation aveugle de sources sans l’analyse en composantes
indépendantes

Bien sûr, l’analyse en composantes indépendantes n’est pas la seule approche
possible pour résoudre le problème de séparation aveugle de sources. Dans [20, p.
293], Comon propose de définir une fonction de contraste dans le cadre de mélanges
linéaires. Ces fonctions permettent alors la résolution du problème de séparation
aveugle de sources en recherchant leur maximum, sans pour autant être des mesures
de dépendance. Dans [20] Comon propose une fonction de contraste construite à partir
de l’information mutuelle avec une estimation d’Edgeworth de la densité et exprimée à
l’aide des cumulants. Il montre que la fonction de contraste définie ainsi est maximale
en un point solution du problème de séparation aveugle de sources sous l’hypothèse
que les sources sont indépendantes. On peut aussi envisager l’utilisation d’autres pro-
priétés caractérisant l’indépendance dans le cadre de mélange linéaire, voir annexe
A.

Puis, dans [45], Krob propose une fonction de contraste pour résoudre le problème
de séparation aveugle de sources dans le cadre de mélanges polynomiaux sous l’hy-
pothèse que les sources sont indépendantes. On remarque que ces fonctions de contraste
sont adaptées à des conditions très particulières sur le mélange.

Plus récemment, de nombreux auteurs ont proposé d’envisager d’autres hypothèses.
On peut par exemple se restreindre à des sources discrètes [22]. Dans ce cadre, Comon
et. al. proposent une nouvelle fonction de contraste adaptée à ce problème sans l’hy-
pothèse d’indépendance des sources. Ou bien, certains auteurs ont choisi d’exploiter
des propriétés de parcimonie du signal [18], [39], c’est en particulier le cas des signaux
de paroles. Ou encore, on peut exploiter des propriétés de non stationnarité des sources
[15]. On peut sûrement envisager beaucoup d’autres hypothèses . . .

Applications

Depuis le début des recherches sur la résolution du problème de séparation aveugle
de sources, celui-ci a été lié à des problèmes concrets. De la biologie [78, 74] à l’astro-
nomie [53, 16] en passant par la chimie [52], les algorithmes de séparation aveugle de
sources sont utilisés pour la résolution de nombreux problèmes réels.

Le problème de la “cocktail party” est une illustration de situation dans laquelle la
séparation aveugle de sources permet d’obtenir des résultats souvent très convaincants.
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Chapitre 1. Introduction

Dans une pièce où sont présentes 3 personnes qui parlent indépendamment les unes
des autres, nous plaçons aussi 3 magnétophones. Il est naturel de penser que sur les
bandes des 3 cassettes, on va pouvoir entendre les voix des 3 personnes superposées
les unes sur les autres. L’objectif de la séparation aveugle est alors de retrouver les
paroles des 3 personnes à partir seulement des 3 enregistrements des magnétophones
(voir figure 1.1). Ce problème est très étudié en traitement du signal de parole.

Fig. 1.1 – Le problème de la séparation de sources tel que défini par Gotlib dans les
Dingodossiers [0]

Un autre problème très étudié actuellement, est l’extraction non-invasive de l’électro-
cardiogramme du foetus à partir d’électrodes placées sur l’abdomen de la mère [48, 47].
En effet, sur le signal enregistré, on voit apparâıtre le signal provenant du coeur de la
mère et celui provenant du coeur du bébé avec des bruits et d’autres signaux. On peut
alors supposer que ces deux signaux sont indépendants et mélangés, ce qui permet
d’envisager de le résoudre à partir de techniques de séparation aveugle de sources.

Bien d’autres applications sont étudiées actuellement.
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Le problème de séparation aveugle de sources

Dans un contexte tout à fait général, le problème de séparation aveugle de sources
se formule de la manière suivante,

Nous disposons de K processus aléatoires appelés observations, et notés X1(.), . . . ,
XK(.) qui proviennent d’un mélange de L processus aléatoires S1(.), . . . , SL(.) appelés
sources. On note alors F la transformation liant les sources et les observations :

X(.) = FS(.), (1.1)

où X(.) = (X1(.), . . . ,XK(.)) et S(.) = (S1(.), . . . , SL(.)).

L’originalité du problème de séparation aveugle de sources provient du peu d’hy-
pothèses faites sur le modèle (1.1). En effet, si on suppose la fonction de mélange
F connue et les observations connues, le problème de reconstruction des sources se
résout en cherchant l’inverse de F . Ici, nous nous plaçons dans un contexte aveugle,
i.e. la fonction de mélange F est inconnue. Notre problème consiste donc à resti-
tuer les sources, en connaissant seulement les observations. Les méthodes d’analyse
en composantes principales ou de projection pursuit sont un exemple de résolution de
ce genre de problèmes. Elles se différencient de l’approche d’analyse en composantes
indépendantes par les hypothèses qui sont faites sur les sources et sur le mélange. Ce-
pendant, il est clair que sans hypothèse supplémentaire, la résolution du problème de
séparation aveugle de sources est tout à fait impossible. Il est alors apparu nécessaire
de faire des hypothèses sur le mélange et sur les sources. Nous allons décrire mainte-
nant quelques situations dans lesquelles, le problème de séparation aveugle de sources
peut être résolu.

L’objectif de la séparation aveugle de sources est alors de rechercher des processus
aléatoires Y1(.), . . . , YL(.), appelés sources reconstituées, tels que ceux-ci représentent
une estimation des sources.

On note alors la structure de séparation,

Y(.) = GX(.), (1.2)

où Y(.) = (Y1(.), . . . , YL(.))T .

Il apparâıt alors ici deux problèmes qui peuvent être différents en fonction des hy-
pothèses que l’on fait sur le modèle. En effet, on peut considérer le problème consistant
en l’estimation de la structure de séparation, que l’on appelle le problème d’identifi-
cation du mélange. Ou bien, on peut considérer le problème appelé restitution des
sources [32] consistant à proposer une estimation des sources sans pour autant propo-
ser une estimation de la structure de séparation. Bien sûr, dans le cas d’un mélange

14



Chapitre 1. Introduction

inversible, ces deux problèmes coinc̈ıdent.

Nous n’envisageons dans cette thèse que la résolution de la séparation aveugle
de sources à l’aide de l’analyse en composantes indépendantes. C’est pourquoi, nous
détaillons ici dans quelle mesure l’analyse en composantes indépendantes peut per-
mettre la résolution du problème de séparation aveugle de sources. Enfin, nous expli-
citerons plus précisément le plan de cette thèse.

La Séparation aveugle de sources à l’aide de l’analyse en com-

posantes indépendantes

Nous avons signalé que la résolution du problème de séparation aveugle de sources
nécessite des hypothèses supplémentaires. La première approche proposée par Ans,
Hérault et Jutten a été d’exploiter l’hypothèse faite sur l’indépendance des sources,
S1(.), . . . , SL(.).

C’est pour cela que ces derniers ont rapproché le problème de séparation aveugle de
la méthode qu’ils ont appelée l’analyse en composantes indépendantes. Par conséquent,
dans cette configuration, l’objectif de la séparation aveugle est de déterminer les pro-
cessus aléatoires Y1(.), . . . , YL(.) de telle sorte que ceux-ci soient indépendants. Mais
pour que le problème de séparation aveugle de sources soit effectivement résolu, les
processus aléatoires Y1(.), . . . , YL(.) doivent aussi être une estimation des sources. Or
ces deux objectifs peuvent, dans certaines conditions, ne pas être résolus en même
temps.

En effet, citons l’exemple classique en statistique permettant de construire des va-
riables aléatoires gaussiennes,

Soient R une variable aléatoire uniforme dans [0,1], et Θ une variable uniforme
dans [0, 2π] de telle sorte qu’elles soient indépendantes.

Alors, les variables X = R cosΘ et Y = R sinΘ sont indépendantes.

D’autre part, Darmois [26] a montré qu’à partir de variables aléatoires dépendantes,
il est toujours possible de construire une transformation non triviale de telle sorte que
les variables aléatoires obtenues à la sortie du mélange soient indépendantes.

La seule hypothèse d’indépendance des sources n’est donc pas suffisante à l’unicité
de la solution du problème de séparation aveugle de sources (aux indéterminations près
de permutations et de facteurs d’échelle). Ceci a conduit alors de nombreux auteurs à
se poser la question de savoir quand l’analyse en composantes indépendantes permet
effectivement de résoudre le problème de séparation aveugle. Une première réponse a
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été apportée par Comon en 1991 [19] en proposant de faire une hypothèse sur la fonc-
tion de mélange. Dans [75], Yang et. al. exposent un cadre plus générale d’étude de la
possibilité de résoudre le problème de séparation aveugle dans le cas de mélanges non
linéaires. Nous allons à présent détailler quelques configurations possibles où l’ana-
lyse en composantes indépendantes permet effectivement de résoudre le problème de
séparation aveugle de sources. Dans cette thèse, nous nous placerons toujours dans le
cas de mélanges non bruités.

F linéaire instantané :

Les premiers travaux sur la séparation aveugle de sources se placent dans le
contexte d’un mélange linéaire instantané et sans bruit :

Soient X1, . . . ,XK des variables aléatoires, appelées observations et S1, . . . , SL

des variables aléatoires indépendantes appelées sources telles que

X = AS

où X = (X1, . . . ,XK)T et S = (S1, . . . , SL)T

On appelle généralement la matrice A matrice de mélange.

Dans le cas où K ≤ L, on dit que le mélange est sous déterminé, et dans ce cas,
il est impossible de résoudre le problème sans hypothèses supplémentaires. Pour
un exposé plus détaillé de l’identifiabilité des modèles, on peut consulter [72].
Dans [21], Comon propose une solution en se restreignant à des sources discrètes.

Dans le cas où L ≤ K, Comon [20, p.294] a démontré à l’aide d’un théorème de
Darmois [27] que l’analyse en composantes indépendantes est alors équivalente
à la résolution du problème de séparation aveugle de sources à condition de
supposer qu’il y ait au plus une source gaussienne. Les sources pourront alors
être restituées à un facteur d’échelle près et à une permutation près. Dans ce
contexte, de nombreuses approches ont été envisagées, à partir des statistiques
d’ordre supérieur [33], [14], à partir de la néguentropie [37] et bien d’autres. De
plus, de nombreux algorithmes ont été développés, JADE [14], FastICA [37],
SOBI [9], InfoMax [8], . . .

Mais ces mélanges ne reflètent pas exactement certains cas réels, il a alors été
nécessaire d’envisager d’autres types de mélanges.

F linéaire convolutive :

Dans ce cas particulier, en se plaçant dans le domaine des fréquences, on peut
se ramener à la résolution d’un problème de séparation aveugle de sources dans

16



Chapitre 1. Introduction

le cadre d’un mélange linéaire. On utilise alors les méthodes précédentes. Mais
on peut aussi considérer des modèles de mélanges FIR. [76, 28, 71]

F post non linéaire :

Plus récemment, Taleb et Jutten [67, 69] se sont intéressés à la possibilité de
considérer un mélange non linéaire. Cependant, comme nous l’avons évoqué
précédemment, il est tout à fait impossible de résoudre le problème de séparation
aveugle de sources dans le cadre d’un mélange non linéaire quelconque en utili-
sant l’analyse en composantes indépendantes. Observant alors que les mélanges
réels peuvent être souvent vus comme un mélange linéaire suivi de saturations
provoquées par le fonctionnement des capteurs, ils ont proposé d’étudier des
mélanges appelés post non linéaires. Nous reviendrons sur ce mélange dans le
chapitre 4.

F post non linéaire convolutive :

Enfin, Babaie-Zadeh a envisagé une nouvelle catégorie de mélanges, les mélanges
post non linéaires convolutifs [6]

Grâce à une hypothèse supplémentaire sur la structure du mélange, le problème de
séparation aveugle de sources sous la seule hypothèse d’indépendance des sources et la
présence d’au plus une source gaussienne peut donc être résolu, entre autres approches,
en utilisant l’analyse en composantes indépendantes.

Lignes directrices

Dans cette thèse, nous aborderons le problème de séparation aveugle de sources en
utilisant la méthode d’analyse en composantes indépendantes.

Cette méthode impose de définir des mesures permettant de déterminer “à quel
point” des variables sont dépendantes. Nous présentons donc deux mesures de dépen-
dance, une bien connue, l’information mutuelle et l’autre, que nous proposons, la me-
sure de dépendance quadratique (chapitre 2). Ces mesures de dépendance ont la pro-
priété d’être toujours positives et de s’annuler lorsque les variables sont indépendantes.
Mais elles diffèrent aussi par d’autres propriétés, en particulier concernant les estima-
tions.

Afin de réaliser l’analyse en composantes indépendantes, il est naturel de vouloir
chercher leur minimum. Nous envisageons alors d’utiliser une méthode de descente de
gradient (chapitre 3).
Néanmoins, le calcul de ces mesures de dépendance ne peut-être réalisé sans procéder
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à une estimation. Une première possibilité est de calculer le gradient de la mesure
de dépendance formellement à partir de son expression théorique, puis de procèder à
l’estimation du gradient. La deuxième possibilité consiste à proposer une estimation
de la mesure de dépendance puis à en calculer le gradient.

En particularisant notre propos au problème de séparation aveugle de sources dans
les mélanges post non linéaires, nous proposons différents algorithmes (chapitre 4)
(nous nous limitons à l’étude de mélanges instantanés non bruités). Trois approches
sont détaillées, une approche non paramétrique, une deuxième approche non pa-
ramétrique mais utilisant une propriété des mélanges post non linéaires et des mesures
de dépendances, et enfin une approche paramétrique.

Dans ces algorithmes, les mesures de dépendance n’interviennent qu’à travers
leurs estimations. En ce qui concerne la mesure de dépendance quadratique, nous
détaillons une étude asymptotique de son estimateur (chapitre 5). Comme la mesure
de dépendance quadratique dépend du choix d’un noyau et d’une taille de fenêtre,
cette étude permet de proposer une procédure automatique du choix de la taille de
fenêtre en fonction du noyau. Nous étudions les biais des estimateurs obtenus à partir
de l’information mutuelle. Ceci nous amène à comparer cette approche par rapport à
celle envisagée par Taleb et Jutten [69].

Enfin, le chapitre 6 illustre le comportement de ces mesures de dépendances dans
différentes situations, mélange linéaire, mélange post non linéaire . . .
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Chapitre 2

Mesures de dépendance

2.1 Introduction

Dans le cadre de l’analyse en composantes indépendantes, il est nécessaire de savoir
si des variables aléatoires sont indépendantes.

C’est pourquoi nous envisageons dans ce chapitre d’étudier des mesures de dépen-
dance. Dans la suite, nous ferons la distinction entre la notion de mesure de dépendance
ou de critère de séparation. Dans la section 2.2, nous donnons quelques exemples de
critère de séparation déjà utilisés en séparation aveugle de sources.

Dans cette thèse, nous définissons les mesures de dépendance comme donnant une
indication sur la dépendance des variables aléatoires en fournissant une valeur réelle.
Celles-ci sont donc définies de manière tout à fait générale, indépendamment de la
résolution du problème de séparation de sources. Ce que nous appellerons un critère
de séparation sera la fonction objectif à optimiser du problème de séparation aveugle
de sources.

Nous verrons que pour certains mélanges de sources, une mesure de dépendance
fournira directement un critère de séparation (section 4.2). C’est le cas en particulier
de l’information mutuelle dont nous rappelons les propriétés dans la section 2.3, et
de la mesure de dépendance quadratique que nous définissons dans la section 2.4.
Néanmoins, signalons qu’il est aussi possible de définir des critères de séparation qui
ne sont pas des mesures de dépendance. Nous illustrerons ces propos dans le paragraphe
2.3.3.

2.2 Exemples de critères de séparation

Depuis les années 90, beaucoup d’auteurs se sont attachés à définir des critères de
séparation qui se basent sur des mesures de dépendance. En voici quelques uns.
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2.2. Exemples de critères de séparation

critères de séparation basés sur la corrélation non linéaire :

Ces critères sont basés sur l’utilisation du maximum de la corrélation non linéaire,
appelée F − correlation dans [7], définie par,

ρF = max
f1,f2∈F

corr(f1(X1), f2(X2)) = max
f1,f2∈F

cov(f1(X1), f2(X2))

var(f1(X1))1/2var(f2(X2))1/2

où X1 et X2 sont des variables aléatoires réelles.

On remarque alors que pour des choix particuliers de F , ρF = 0 est équivalent
à l’indépendance de X1 et X2 [62, p. 265].

Dans [7], Bach et Jordan utilisent le maximum de corrélation comme critère de
séparation pour deux variables aléatoires dans le cadre d’un mélange linéaire de
sources. Nous verrons aussi dans la section 4.3, que la notion de maximum de
corrélation a été utilisée dans le cadre de mélanges post non linéaires, [79], mais en
considérant une autre propriété du maximum de corrélation pour deux variables.

critères de séparation basés sur la divergence de Kullback-Leibler :

Ces critères sont issus d’une mesure, l’information mutuelle, permettant de mesu-
rer par une quantité scalaire l’écart entre deux distributions, la densité conjointe
et le produit des densités marginales. Dans le cas de mélanges linéaires, Pham
[57] étudie un tel critère en montrant les différences avec la méthode de “pro-
jection pursuit”. Dans [58], on propose un schéma plus général de critères de
séparation utilisant la concavité des fonctions utilisées.
Dans les sections 2.3, 3.2.1 et 3.2.3, à partir des techniques utilisées dans [57],
nous expliciterons comment à partir de la mesure d’information mutuelle on peut
en déduire une méthode de séparation aveugle de sources.

D’autres critères peuvent être vus comme dérivant de l’information mutuelle.
Nous détaillerons dans la suite, les liens existant entre ces critères et l’information
mutuelle. Citons en particulier,

• critères basés sur les statistiques d’ordre supérieur (HOS):

Ces critères utilisent les propriétés des cumulants vis à vis de l’indépendance
des variables aléatoires, [20], ou bien leurs propriétés dans l’approximation
des densités. On peut citer, les méthodes utilisant la maximisation d’une
fonction de vraisemblance [14], le principe InfoMax [8]. Ces critères sont uti-
lisés pour la séparation de sources dans le cas de mélanges linéaires car fa-
cilement implémentables. Par contre, dans le cas de mélanges non lineaires,
ils sont plus difficilement exploitables.
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• critères basés sur le caractère gaussien des variables:

On se place ici aussi dans le cadre de mélanges linéaires. D’après le théorème
de la limite centrale, on sait qu’une somme de variables aléatoires indépen-
dantes converge en loi vers une loi normale. Ces critères sont donc basés
sur le principe que moins les variables sont gaussiennes, plus elles sont
indépendantes. Nous reviendrons sur cette approche intuitive dans le para-
graphe 2.3.3. On peut citer les critères basés sur le kurtosis ou la néguentropie
[37]. L’usage de ceux-ci présente des avantages dans les méthodes de calcul,
mais ils présentent aussi de nombreux inconvénients. Le calcul du kurto-
sis est fortement dégradé par rapport aux données présentant des artefacts
(voir [37]). D’autre part, ces critères ne sont des mesures de dépendance
que sous la contrainte de blanchiment préalable.

critères basés sur des mesures quadratiques :

Ces critères prennent aussi en compte la comparaison de la densité conjointe
avec le produit des densités marginales. Dans [66], Tjøstheim fait l’inventaire de
critères utilisés dans le cadre de tests d’indépendance. En particulier, on peut
d’une certaine façon les relier aux critères de séparation basés sur des méthodes
de noyaux. Nous introduisons alors dans la section 2.4, une nouvelle mesure
de dépendance, appelée dépendance quadratique. Nous verrons comment cette
mesure peut être rapprochée des critères basés sur la comparaison de la densité
conjointe et du produit des marginales introduits par Rosenblatt, [63], ou bien
des critères basés sur la comparaison de la fonction caractéristique conjointe et
du produit des fonctions caractéristiques marginales, Feuerverger [31], Kankainen
[44].

2.3 Information mutuelle

Nous rappelons ici, la définition de la mesure de dépendance appelée information
mutuelle à partir de la divergence de Kullback-Leibler, ainsi que les propriétés qui
nous seront utiles pour la suite.

2.3.1 Définitions

Afin de montrer la similitude de l’approche avec la mesure de dépendance qua-
dratique, nous rappelons ici les propriétés caractéristiques de l’information mutuelle.
Nous verrons comment d’autres méthodes comme les méthodes utilisant le principe
du maximum de vraisemblance ou le principe d’InfoMax peuvent être déduites de ce
critère. Puis, dans le chapitre 4, nous introduirons de nouvelles méthodes de séparation
aveugle de sources dans le cadre de mélanges post non linéaires utilisant l’information
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mutuelle (c.f. 4.1.1, définition des mélanges post non linéaires). Rappelons tout d’abord
la propriété suivante,

Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R

K. On note pT1,T2,...,TK
la densité de celui-ci.

(Par conséquent, pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, la variable aléatoire Ti est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. On note pTi

sa densité.)
On a alors la propriété suivante,

T1, T2, . . . , TK mutuellement indépendantes si et seulement si pT1,T2,...,TK
=

K∏

i=1

pTi

Remarque 2.3.1 Nous précisons “mutuellement indépendantes” car il est bien connu
que l’indépendance par paire et l’indépendance mutuelle ou dans l’ensemble sont deux
notions différentes. Cependant, dans le cadre de mélanges linéaires Comon a démontré
[20] que l’indépendance par paire est équivalente à l’indépendance mutuelle. Dans le
cadre d’un mélange linéaire, il est alors très utile de ne vérifier que l’indépendance par
paire des variables aléatoires.

Une mesure naturelle de dépendance peut alors se définir par une comparaison de
“l’écart” entre la densité conjointe et le produit de ses marginales. Dans ce contexte, la
divergence de Kullback-Leibler peut être une bonne candidate (c.f. [46]). Cette dernière
se définit de la manière suivante :

Définition 2.3.1 Soient deux fonctions f et g intégrables par rapport à une même
mesure µ. On note la divergence de Kullback-Leibler entre f et g par :

KL(f, g) =

∫
f log

f

g
dµ (2.1)

Notons que cette intégrale est définie dans R
+
.

On définit alors l’information mutuelle comme la divergence de Kullback-Leibler
entre pT1,T2,...,TK

et
∏K

i=1 pTi
:

Définition 2.3.2 (Information mutuelle) Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléa-
toires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R

K. On note pT1,T2,...,TK
la densité de celui-ci.

(Par conséquent, pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, la variable aléatoire Ti est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. On note pTi

sa densité.)
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On appelle information mutuelle entre T1, T2, . . . , TK la fonction à valeurs dans R

suivante :

I(T1, T2, . . . , TK) = KL(pT1 ,T2,...,TK
,

K∏

i=1

pTi
) =

= −
∫

log

∏K
i=1 pTi

(ti)

pT1,T2,...,TK
(t1, t2, . . . , tK)

pT1,T2,...,TK
(t1, t2, . . . , tK)dt1dt2 · · · dtK

(2.2)

Remarque 2.3.2 Dans la définition précédente, nous avons pris comme mesure de
référence la mesure de Lebesgue pour définir la densité des variables considérées. Mais,
il est tout à fait possible d’envisager de prendre une autre mesure de référence. En
particulier, dans le cas où les lois sont discrètes, la mesure dénombrement peut-être
considérée comme mesure de référence. Cette définition de l’information mutuelle peut
donc être utilisée pour des variables aléatoires discrètes ou de loi absolument continue
par rapport à n’importe quelle mesure de référence.

Notons que l’expression de la divergence de Kullback-Leibler (2.1) n’est pas symétrique,
on la prend sous cette forme car elle va nous permettre de poursuivre nos calculs.

2.3.2 Propriétés

La divergence de Kullback-Leibler vérifie certaines propriétés, classiques, intéres-
santes pour notre développement. (Nous ne démontrerons pas ces propriétés, on peut
se référer à [46])

Propriété 1 : L’information mutuelle permet de caractériser l’indépendance de va-
riables aléatoires.

Soient deux fonctions f et g intégrables par rapport à une même mesure µ. Alors,

– KL(f, g) ≥ 0.

– et KL(f, g) = 0 si et seulement si f = g.

Ce résultat est une conséquence directe de l’inégalité de Jensen.

En appliquant simplement ce lemme à l’information mutuelle définie ci-dessus,
nous obtenons,

Avec les hypothèses de la définition 2.3.2,

– I(T1, T2, . . . , TK) ≥ 0.
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– et I(T1, T2, . . . , TK) = 0 si et seulement si T1, T2, . . . , TK sont mutuellement
indépendantes.

Propriété 2 : L’information mutuelle est invariante par composition par des fonc-
tions inversibles, c’est-à-dire,

Avec les hypothèses de la définition 2.3.2,

pour toutes fonctions l1, l2, . . . , lK inversibles, dérivables, d’inverses dérivables,

I(T1, T2, . . . , TK) = I(l1(T1), l2(T2), . . . , lK(TK))

Il suffit d’écrire les transformations affectant les densités conjointes et marginales.

Propriété 3 : Nous pouvons écrire l’information mutuelle grâce à l’entropie différentielle
définie par Shannon.

Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que, le vecteur aléatoire
T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue sur R

K. On note pT1,T2,...,TK
la densité de celui-ci.

On suppose de plus que l’entropie de Shannon de T,T1, T2, . . . , et TK existe.
Alors,

I(T1, T2, . . . , TK) =
K∑

i=1

H(Ti) −H(T) (2.3)

où

H(T) = −
∫
pT1,T2,...,TK

log pT1,T2,...,TK
et H(Ti) = −

∫
pTi

log pTi

preuve :

On exprime le logarithme du quotient, et on utilise l’égalité,
pour i = 1, . . . ,K, pour tout ti réel,

∫
pT1,...,TK

(t1, . . . , tK)
∏

1≤k≤K, k 6=i

dtk = pTi
(ti).

�

Remarque 2.3.3 Il est indispensable de supposer que toutes les entropies de
Shannon intervenant sont bien définies car on exprime l’information mutuelle
sous la forme d’une différence de deux entropies.
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Propriété 4 : Lien entre entropie et divergence de Kullback-Leibler avec la densité
uniforme.

En effet, on a aussi la possibilité d’exprimer tout simplement l’entropie à l’aide
de la divergence de Kullback-Leibler.

Soit Y une variable aléatoire de densité pY et de support [0, 1].
Alors,

H(Y ) = KL(pU , pY )

où U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], pU (u) = 1l[0,1](u).

preuve :

Il suffit de remarquer que,

H(Y ) = −
∫
pY (y) log pY (y)dy = −

∫
pY (y) log

pY (y)

pU (y)
dy

et pY (y) log pU(y) = 0, y ∈ [0, 1]

�

2.3.3 Information mutuelle utilisée en séparation aveugle de

sources (BSS) dans le cadre de mélanges linéaires

D’après les résultats précédents, il est naturel de proposer la mesure de l’informa-
tion mutuelle (2.2) pour caractériser l’indépendance mutuelle de variables aléatoires.
Cependant, il n’est pas possible d’utiliser l’information mutuelle sous la forme (2.2) à
cause des problèmes dus à l’estimation. Afin de résoudre ce problème, de nombreux au-
teurs ont envisagés diverses méthodes d’estimation qui ont conduit à l’implémentation
de différents critères de séparation.

Rappelons ici le cadre de la séparation aveugle de sources pour les mélanges
linéaires.

Etant donné des variables aléatoires réelles X = (X1, . . . ,XK)T vérifiant le système
suivant,

X = AS

où S = (S1, . . . , SK)T est un vecteur aléatoire réel tel que ses composantes soient
indépendantes, et A une matrice inversible.
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Notre objectif est alors de retrouver les sources S1, . . . , SK connaissant les observa-
tions X1, . . . ,XK. On notera dans la suite, Y = (Y1, . . . , YK)T les sources reconstituées
vérifiant le système,

Y = BX.

Regardons à présent comment certaines méthodes classiques de séparation aveugle
de sources dans le cadre de mélanges linéaires utilisent l’information mutuelle soit en
faisant des hypothèses supplémentaires (sur la densité des sources par exemple), soit
en utilisant différentes méthodes d’estimation. Nous pouvons consulter à ce propos
[14]. Comme nous l’avons énoncé précédemment, dans le cadre du mélange linéaire, il
est possible de s’attacher à ne retrouver que des variables indépendantes par paires,
[20].

• Lien avec la méthode du maximum de vraisemblance:

Différents auteurs se sont intéressés à un critère basé sur l’utilisation d’une fonc-
tion de vraisemblance: Gaeta et Lacoume [33], Garat et Pham [32] [60], Cardoso
[13], Zaidi [77] . . .

La fonction de vraisemblance permettant de comparer la loi des sources recons-
tituées et celle des vraies sources peut en fait être reliée à l’information mutuelle,
pour plus de détails, on peut consulter [14] et [12]. Donnons ici les grandes lignes
de cette méthode.

On note pSi
la densité de chaque source Si alors, la densité conjointe vérifie,

pS =
∏K

i=1 pSi
.

Lemme 2.3.1 Soient Xk(1), . . . ,Xk(N) un échantillon de la variable Xk pour
tout k, 1 ≤ k ≤ K.

Alors, la log-vraisemblance associée aux variables X1, . . . ,XK définie par,

LN (A, pS) =
1

N

N∑

n=1

log pX,A,pS
(X(n))

=
1

N

N∑

n=1

log pS(A−1X(n)) − log |detA|

admet comme limite,

lim
N→+∞

LN (A, pS) = E[log pS(A−1X)] − log |detA|
= −H(X) −KL(pA−1X, pS)
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La méthode du maximum de vraisemblance revient donc asymptotiquement à
minimiser la divergence de Kullback-Leibler entre la vraie densité des sources et
celle obtenue après inversion de la matrice de mélange (B = A−1) appliquée
sur les observations. Cette méthode présente alors l’inconvénient d’avoir be-
soin de faire des hypothèses sur les densités des sources afin de calculer la log-
vraisemblance. On remarque aussi que par ces propriétés asymptotiques, cette
méthode est optimale dans le sens qu’elle maximise une vraisemblance.

• Lien avec la méthode InfoMax introduite par Bell et Sejnowski [8]:

Cette méthode peut aussi être dérivée de l’information mutuelle, citons à ce
propos [54]. Rappelons brièvement le principe de cette méthode afin de la relier
à l’information mutuelle.

Définition 2.3.3 Soient φi, 1 ≤ i ≤ K des fonctions non linéaires fixées telles
que pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, φi est différentiable et

∫
φ′

i(x)dx = 1

On définit pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, Wi = φi(Yi).

Alors, la méthode InfoMax consiste à chercher le maximum de

H(W) = −
∫
pW(ω) log pW(ω)dω

par rapport à B.

Dans [54], les auteurs précisent que souvent les fonctions non linéaires φi sont
prises égales à des sommes de sigmöıdes. Regardons alors où intervient l’infor-
mation mutuelle, dans [54], on remarque que,

H(W) = KL(pY,
K∏

i=1

φ′
i).

Il est clair alors que le critère utilisé dans la méthode InfoMax correspond à
l’information mutuelle lorsque les dérivées des transformations non linéaires φ′

i

cöıncident avec les densités marginales des variables reconstituées Yi. La méthode
InfoMax peut donc être vue comme une estimation particulière de l’information
mutuelle. En effet, pour que la maximisation de l’entropie de W corresponde
à la minimisation de l’information mutuelle, chaque fonction φi doit cöıncider
avec la fonction de répartition de Yi de telle sorte que Wi sera alors une variable
uniforme.
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• Néguentropie:

Intéressons nous à présent à une autre méthode dérivée aussi de l’information
mutuelle. Tout d’abord, rappelons la définition de la néguentropie ([20], [37]) qui
est à la base des méthodes explicitées ci-après.

Définition 2.3.4 Soit T un vecteur aléatoire réel. On suppose que la densité
de T, pT, admet des moments d’ordre 2 et que sa matrice de covariance V est
inversible.

Alors, la néguentropie de T notée J(T) est définie par,

J(T1, . . . , TK) = H(Tg) −H(T)

où Tg est le vecteur aléatoire gaussien admettant même moyenne et même ma-
trice de covariance que T.

On déduit que,

I(T1, . . . , TK) = J(T1, . . . , TK) −
K∑

i=1

J(Ti) +
1

2
log

∏K
i=1 Vii

detV

En remarquant que la néguentropie est invariante par multiplication par une
matrice, le critère considéré par les auteurs Comon [20] et Hyvärinen, Karhunen
et Oja [37] prend en compte simplement la somme des néguentropies marginales.
Cependant, la présence du terme avec la matrice de covariance V , nécessite
de procéder à un pré-blanchiment des données. Nous verrons que les méthodes
considérées par la suite ont l’avantage de ne pas avoir cette contrainte.

Ici aussi, la maximisation de la somme des néguentropies marginales revient à
minimiser l’information mutuelle après blanchiment des observations.

Ces méthodes se rapprochent aussi de celles utilisant la notion de kurtosis. On
peut alors les caractériser par le fait qu’elles cherchent des sources reconstituées
de telles sorte que ces dernières soient le moins gaussiennes possible.

En effet, si on note W la matrice de blanchiment des observations, et Z = WX.
Alors le problème de séparation aveugle de sources consiste en la recherche d’une
matrice U de rotation telle que

K∑

i=1

H(Yi) soit minimale

où Y = UZ.
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En effet, I(Y) =
∑K

i=1 H(Yi) −H(Z) − log |detU| =
∑K

i=1H(Yi) −H(Z).

On cherche alors les variables Yi avec une variance fixée telle que l’entropie res-
pective de chaque Yi soit minimale. Comme la maximisation de l’entropie avec
une variance fixée est réalisée lorsque les variables sont gaussiennes, ceci explique
le fait que l’on parle de méthodes qui “éloignent” de la loi gaussienne.

• Statistiques d’ordre supérieur:

En partant du critère de néguentropie, Comon [20], propose une méthode d’esti-
mation de l’information mutuelle utilisant le développement d’Edgeworth de la
densité.

Il est tout à fait connu que l’utilisation des moments d’ordre deux ne permet pas
de décider si des variables non gaussiennes sont indépendantes. Par contre, l’uti-
lisation des cumulants croisés de tous ordres permet de décider si des variables
sont indépendantes ou non. Pour cela, on utilise la propriété suivante, si tous
les cumulants croisés d’un ensemble de variables aléatoires de tous ordres sont
nuls, alors les variables aléatoires sont indépendantes. Dans [20], Comon définit
une fonction de contraste en utilisant les cumulants d’ordre 4. Il démontre alors
géométriquement que cette fonction permet de retrouver les sources provenant
d’un mélange linéaire.

2.3.4 Un critère pour l’analyse en composantes indépendantes

(ICA)

L’expression de l’information mutuelle (2.2) ne permet pas de définir un critère de
séparation. Nous devons proposer une estimation afin de définir une fonction que l’on
pourra effectivement optimiser.

D’après la définition de l’information mutuelle, l’estimation de cette dernière conduit
à envisager différentes estimations de l’entropie. Mais, quand on considère l’expression
de l’information mutuelle précédente (2.2), il apparait la nécessité d’estimer l’entropie
conjointe. Or, ceci peut poser des problèmes dus à l’estimation de densité conjointe
d’un trop grand nombre de variables. Cependant, il est connu que dans le cas de
mélange linéaire ou post non linéaire, grâce aux propriétés de l’entropie, on peut définir
un critère de séparation ne dépendant que des entropies marginales de chaque variable.
Nous considérerons dans la section 4.4.8 l’étude de différentes estimations de l’infor-
mation mutuelle ou du critère de séparation envisagé par Taleb et Jutten [69]. Puis
dans la section 5.5, nous analyserons les différences de ses estimations en comparant
le biais des estimateurs.
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Ce petit récapitulatif sur l’information mutuelle, nous a permis de voir comment
se situe la mesure d’information mutuelle par rapport aux nombreuses méthodes déjà
développées. Nous avons pu voir que celle-ci est à la base de multiples méthodes.
Nous allons à présent introduire une nouvelle mesure de dépendance basée sur une
mesure de dépendance quadratique et non sur la distance de Kullback-Leibler.

2.4 Mesure de dépendance quadratique

La mesure de dépendance quadratique que nous définissons ici, est une généralisation
de la statisque de test étudiée par Kankainen, [44] et du critère de séparation utilisé
par Eriksson et. al. dans le cadre de mélange linéaire [29, 30].

Tout d’abord, dans le paragraphe 2.4.1, après quelques lemmes préliminaires, nous
définirons la mesure de dépendance quadratique (definition 2.4.1).

Puis, dans le paragraphe 2.4.2, nous étudierons quelques unes de ses propriétés.
Les lemmes 2.4.3 et 2.4.4 insistent sur les hypothèses à faire pour que la mesure de
dépendance quadratique permette de déterminer si des variables sont indépendantes.
Ensuite, le lemme 2.4.5 établit les propriétés d’invariance de la mesure de dépendance
quadratique par translation et par mutiplication par un scalaire. A la différence de
l’information mutuelle, on note que la mesure de dépendance quadratique ne nécessite
pas de faire une estimation précise de la densité des variables aléatoires (c.f. lemme
2.4.3). Cependant, dans certaines conditions, la mesure de dépandance quadratique
peut être interprétée comme une mesure comparant la densité conjointe et le produit
des densités marginales (c.f. lemme 2.4.6).

Enfin, le lemme 2.4.7, exprime la mesure de dépendance quadratique à l’aide des
fonctions caractéristiques jointes et marginales.

2.4.1 Définition

Comme pour la construction de la mesure de dépendance appelée information mu-
tuelle, nous analysons ici aussi une condition permettant de caractériser complètement
l’indépendance de variables aléatoires. Considérons alors le lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Soient T1, . . . , TK, K variables aléatoires réelles.

On note T = (T1, . . . , TK)T le vecteur aléatoire associé à T1, . . . , TK.
Alors, les variables T1, . . . , TK sont mutuellement indépendantes si et seulement si

E

[
K∏

k=1

fk(Tk)

]
=

K∏

i=1

E[fk(Tk)], (2.4)
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pour toutes fonctions f1, . . . , fK mesurables et intégrables par rapport aux lois des Tk

et telles que
∏K

k=1 fk soit intégrable par rapport à la loi de T.

Quelques remarques : (Pour une preuve, on peut consulter [62] ou [51] pour plus
de détails.)

En effet, selon un choix particulier des fonctions f1, . . . , fK, l’égalité du lemme n’ex-
prime en fait que des conditions bien connues traduisant l’indépendance des variables
aléatoires.

– si pour tout ti réel, fti(x) = 1l{x≤ti} pour i, 1 ≤ i ≤ K, alors (2.4) s’écrit,

FT(t1, . . . , tK) =

K∏

i=1

FTi
(ti)

pour tous t1, . . . , tK réels.

où FT représente la fonction de répartition du vecteur T,

FT(t1, . . . , tK) = P (T1 ≤ t1, . . . , TK ≤ tK) = E

[
K∏

i=1

1l{Ti≤ti}

]

et FTi
représente la fonction de répartition de la variable Ti,

FTi
(ti) = P (Ti ≤ ti) = E

[
1l{Ti≤ti}

]
.

On reconnait ici clairement la propriété caractérisant l’indépendance de variables
aléatoires définie à partir des fonctions de répartition.

– si pour tout tk réel, ftk(x) = exp(ixtk), alors (2.4) s’écrit,

ψT(t1, . . . , tK) =

K∏

k=1

ψTk
(tk)

pour tous t1, . . . , tK réels.

où ψT désigne la fonction caractéristique du vecteur aléatoire T ,

ψT(t1, . . . , tK) = E

[
exp

(
i

K∑

k=1

tkTk

)]
= E

[
K∏

k=1

exp(itkTk)

]

et ψTk
représente la fonction caractéristique marginale de chaque variable Tk,

ψTk
(tk) = E[exp(itkTk)]
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2.4. Mesure de dépendance quadratique

– On peut aussi définir bien d’autres ensembles de fonctions plus restreints qui
permettront de satisfaire la condition d’indépendance.

Nous choisissons ici de nous focaliser sur une autre possibilité de définition des
fonctions fi, à partir de noyaux.

On pose pour tout x réel, fi(t) = Ki(x− t) où Ki est un noyau choisi de telle sorte
que les quantités utilisées précédemment soient bien définies, i.e. que les différentes
espérances existent. Remarquons que l’on se place ici dans le cas général où l’on a
choisi K noyaux qui peuvent être différents les uns des autres.

Lemme 2.4.2 (Indépendance avec les noyaux) Soient K1, . . . ,KK des noyaux
intégrables tels que leurs transformées de Fourier soient différentes de zéro presque
partout. On note de plus dFT, la loi du vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T et
dFTk

la loi de chaque variable Tk.
Alors, les variables aléatoires T1, . . . , TK sont indépendantes si et seulement si,

E

[
K∏

i=1

Ki(xi − Ti)

]
=

K∏

i=1

E[Ki(xi − Ti)], pour tous x1, . . . , xK réels (2.5)

preuve :

Tout d’abord, réécrivons l’égalité (2.5) de la manière suivante :

pour tous t1, . . . , tK réels,

E

[
K∏

i=1

Ki(ti − Ti)

]
=

[
K∏

i=1

Ki

]
∗ dFT(t1, . . . , tK)

K∏

i=1

E[Ki(ti − Ti)] =
K∏

i=1

[Ki ∗ dFTi
](ti)

où * désigne le produit de convolution d’une fonction f et d’une loi dµ, f ∗ µ(x) =∫
f(x− t)dµ(t))
On en déduit donc que (2.5) est équivalente à

[
K∏

i=1

Ki

]
∗ dFT(t1, . . . , tK) =

K∏

i=1

[Ki ∗ dFTi
](ti) pour tous t1, . . . , tK réels

En prenant la transformée de Fourier de chaque coté de (2.5), on montre encore
que cette dernière est équivalente à
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K∏

i=1

ψKi
(ti)ψT(t1, . . . , tK) =

K∏

i=1

ψKi
(ti)ψTi

(ti) pour tous t1, . . . , tKréels

où ψKi
désigne la transformée de Fourier de Ki ( ψKi

(x) =
∫
Ki(t) exp(itx)dt) et ψT

désigne la transformée de Fourier de dFT , c’est la fonction caractéristique de T.
D’où, si les transformées de Fourier des noyaux Ki sont non nulles presque partout,

(2.5) est équivalente à

ψT(t1, . . . , tK) =
K∏

i=1

ψTi
(ti)

pour presque tous t1, . . . , tK réels.
Comme les fonctions caractéristiques sont continues, [50], cette dernière égalité est

équivalente à dire que les variables aléatoires T1, . . . , TK sont indépendantes.

�

Remarquons pour finir que la quantité, définie à partir de (2.5),

E

[
K∏

i=1

Ki(xi − Ti)

]
−

K∏

i=1

E[Ki(xi − Ti)], pour tous x1, . . . , xK réels

n’est pas invariante par multiplication des variables T1, . . . , TK par un scalaire. Nous
introduisons alors un coefficient de facteur d’échelle, qui peut par exemple être l’écart-
type de chaque variable.

En conséquence, la mesure de dépendance quadratique sera définie de la manière
suivante :

Définition 2.4.1 (Mesure de dépendance quadratique) Soient T1, . . . , TK des
variables aléatoires et T = (T1, T2, . . . , TK)T . Soient Kk, pour 1 ≤ k ≤ K, des noyaux
de carré intégrable, tels que leurs transformées de Fourier soient différentes de zéro
presque partout. On définit alors la mesure de dépendance quadratique des K variables
aléatoires T1, . . . , TK par,

Q(T1, . . . , TK) =

∫
DT(t1, . . . , tK)2dt1 . . . dtK.

où pour tous t1, . . . , tK réels,

DT(t1, . . . , tK) = E

[
K∏

k=1

Kk

(
tk −

Tk

σTk

)]
−

K∏

k=1

E

[
Kk

(
tk −

Tk

σTk

)]
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et σTk
est un coefficient de facteur d’échelle, c’est-à-dire une fonction positive

dépendant seulement de la loi des Tk tel que σλTi
= |λ|σTi

, pour toute constante
réelle λ.

Remarque 2.4.1 Nous remarquons que dans cette définition, il est possible d’utili-
ser des noyaux différents pour chaque variable aléatoire. Mais, il est naturel de se
poser ici la question du choix des noyaux. En effet, théoriquement, il est possible de
choisir n’importe quel noyau vérifiant les propriétés de la définition précédente et de
choisir K noyaux différents. Il s’avère alors difficile de réellement étudier la mesure
de dépendance quadratique dans ces conditions, le nombre de paramètres à faire varier
étant trop grand. Par conséquent, dans la suite nous choisirons un seul et même noyau
K pour toutes les variables aléatoires, tout en gardant à l’esprit que ces noyaux peuvent
être choisis différents.

Existence de la définition :

Avant de poursuivre, justifions que les expressions écrites ci-dessus sont bien
définies.

Tout d’abord, par un changement de variable, nous pouvons écrire que,

Q(T1, . . . , TK) =
1∏K

k=1 σTk

∫ {
E

[
K∏

k=1

K
(
tk − Tk

σTk

)]
−

K∏

k=1

E

[
K
(
tk − Tk

σTk

)]}2

dt1 . . . dtK.

Or la fonction Q peut aussi s’écrire en introduisant le noyau KσTk
défini par,

pour tout x réel,

KσTk
(x) = K

(
x

σTk

)

Q(T1, . . . , TK) =
1∏K

k=1 σTk

∫ {[
K∏

k=1

KσTk

]
∗ dFT(t1, . . . , tK) −

K∏

k=1

KσTk
∗ dFTk

(tk)

}2

dt.

où dt := dt1 . . . dtK.

En reprenant les calculs effectués dans le lemme précédent, les transformées de

Fourier de (t1, . . . , tK) 7→
[∏K

k=1 KσTk

]
∗ dFT(t1, . . . , tK) et tk 7→ KσTk

∗ dFTk
(tk)

sont respectivement égales à

(t1, . . . , tK) 7→
K∏

k=1

σTk
ψK(σTk

tk)ψT (t1, . . . , tK) et tk 7→ σTk
ψK(σTk

tk)ψTk
(tk)

34



Chapitre 2. Mesures de dépendance

Or, d’après la formule de Plancherel-Parseval qui montre que la transformée de
Fourier conserve la norme dans L2, on obtient,

Q(Y1, . . . , YK) =
1

(2π)K
∏K

k=1 σTk

∫ K∏

k=1

|σTk
ψK(σTk

tk)|2
∣∣ψT (t1, . . . , tK) −

K∏

k=1

ψTk
(tk)
∣∣2dt.

Cette dernière égalité montre bien que Q sera définie dès que ψK est de carré
intégrable, puisque les fonctions caractéristiques sont des fonctions bornées. La
condition imposant de prendre un noyau de carré intégrable est donc suffisante
à l’existence de la mesure de dépendance quadratique Q.

Références bibliographiques :

De manière similaire à la notion de densité de probabilité et de fonction de
répartition, la notion de fonction caractéristique est très utilisée en statistique.
Comme nous l’avons remarqué, en utilisant les fonctions caractéristiques, il est
possible de décider si des variables sont indépendantes. Des techniques de test
d’indépendance ont été développées. Dans un premier temps, Csörgő [24] a utilisé
un test d’indépendance basé sur les fonctions caractéristiques :

Sn(t
(0)) = n1/2{cn(t(0)) −

d∏

k=1

cnk(t
(0)
k )},

où t(0) est la valeur qui maximise la fonction de variance complexe du proces-
sus Gaussien centré SF (t) dans un compact connexe K de R

d. Et, cn et cnk sont
respectivement les estimations des fonctions caractéristiques conjointes et margi-
nales. Mais, dans [44], Kankaiken fait remarquer que ce test n’est pas consistant.
Dans un deuxième temps, Feuerverger [31] introduit le test d’indépendance basé
sur les fonctions caractéristiques défini par,

T ′
n =

∫∫ |Γ′
n(s, t)|

(1 − exp (−s2))(1 − exp (−t2))W (s, t)dsdt,

où W est une fonction de poids positive choisie de manière adéquate et Γ′
n(s, t) =

c′n(s, t) − cX
′

n (t)cY
′

n (t) où X ′ (resp. Y ′) sont les normales scores estimées de X
(resp. Y ). De plus, c′n(s, t), cX

′

n et cY
′

n sont respectivement les estimations des
fonctions caractéristiques jointes et marginales des variablesX ′ et Y ′ considérées.
Remarquons que cette procédure ne permet que de faire le test d’indépendance de
deux variables aléatoires. Or il est connu que l’indépendance par paire n’implique
pas l’indépendance mutuelle (ou dans l’ensemble). Enfin, Kankainen dans [44],
introduit alors un test d’indépendance basé sur les fonctions caractéristiques,
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consistant et permettant de tester l’indépendance mutuelle. En effet, dans [44],
l’auteur introduit le test suivant,

Tn = n

∫
�

d

|cn(t) −
d∏

k=1

cnk(tk)|2g(t)dt,

où cn et cnk sont respectivement les estimations des fonctions caractéristiques
conjointes et marginales, et g est une fonction de poids à choisir de manière
adéquate. Ce test d’indépendance a ensuite été utilisé par Eriksson, Kankainen
et Koivunen, [29, 30] dans le cadre du problème de séparation de sources dans
les mélanges linéaires. Pour des questions de facilité de calculs, dans ces tra-
vaux, la fonction de poids g a été choisie comme le produit de densités normales
ou de densités de Laplace à une variable. En effet, la nécessité de calculer des
intégrales multiples motive l’emploi de fonctions simples à utiliser. La mesure
de dépendance quadratique peut donc être vue comme un cas particulier de la
définition de ce test d’indépendance en imposant à la fonction de poids d’être le
carré du produit de fonctions d’une variable. Dans ce qui suit, nous nous borne-
rons à choisir des fonctions de poids pouvant s’écrire comme produit de fonctions
d’une variable. De plus, avec la définition que nous proposons, il est possible d’en-
visager n’importe quel produit de fonctions avec certaines précautions en ce qui
concerne les hypothèses sur les noyaux utilisés, voir la section 2.5.

2.4.2 Propriétés

Après avoir défini précédemment la mesure de dépendance quadratique et en vue
de l’utiliser comme une fonction mesurant la dépendance de variables aléatoires, nous
allons à présent détailler certaines de ses propriétés.

Propriété 1 : La mesure de dépendance quadratique définie précédemment est bien
une mesure de dépendance dans le sens qu’elle caractérise parfaitement l’indépen-
dance mutuelle de variables aléatoires réelles.

Lemme 2.4.3 (Caractérisation de l’indépendance) Dans les hypothèses
de la définition 2.4.1,

– Q(T1, . . . , TK) ≥ 0
– T1, . . . , TK sont mutuellement indépendantes

si et seulement si Q(T1, . . . , TK) = 0.

preuve :
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Dans le paragraphe précédent 2.4.1, nous avons fait la constatation suivante,

Q(Y1, . . . , YK) =
1

(2π)K
∏K

k=1 σTk

∫ K∏

k=1

|σTk
ψK(σTk

tk)|2
∣∣ψT (t) −

K∏

k=1

ψTk
(tk)
∣∣2dt.

où t = (t1, . . . , tK).

Ceci montre alors clairement que

• Q(T1, . . . , TK) ≥ 0

• si T1, . . . , TK sont mutuellement indépendantes alors ,

ψT (t1, . . . , tK) −∏K
k=1 ψTk

(tk) = 0 pour tous t1, . . . , tK réels.

Donc Q(T1, . . . , TK) = 0

• si Q(T1, . . . , TK) = 0 alors ψT (t1, . . . , tK) −
∏K

k=1 ψTk
(tk) = 0 pour tous

t1, . . . , tK tels que
∏K

k=1 ψK(tk) est différent de zéro. Par hypothèse sur les
noyaux K, cette condition est vérifiée presque partout, donc ψT (t1, . . . , tK)−∏K

k=1 ψTk
(tk) = 0 pour presque tous t1, . . . , tK réels. Alors comme les fonc-

tions caractéristiques sont continues, (voir par exemple Lukacs [50]), les
variables T1, . . . , TK sont mutuellement indépendantes. �

Remarque 2.4.2 L’hypothèse sur les points d’annulation des transformations
de Fourier des noyaux peut-être affaiblie en supposant la fonction caractéristique
conjointe analytique. En effet, on a le résultat suivant :

Lemme 2.4.4 Soit K un noyau de carré intégrable tel que sa transformée de
Fourier soit différente de zéro sur un ensemble de la forme ]−a; a[ contenu dans
R et contenant 0.
Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que leur fonction caractéristique
conjointe est analytique.
Alors, T1, . . . , TK sont mutuellement indépendantes si et seulement si
Q(T1, . . . , TK) = 0.

preuve :
Ceci vient de la propriété suivante, si deux fonctions caractéristiques analytiques
cöıncident sur

∏K
i=1] − ai; ai[, elles cöıncident partout, c.f. Cuppens, [25].

�

Insistons sur le fait que la condition d’analyticité des fonctions caractéristiques
est absolument indispensable. Reprenons pour cela l’exemple de Kankainen, [44],
où on définit la fonction caractéristique suivante,

c(t1, t2) =





1
2
(1 − |t1 + 2|)(1 − |t2 + 2|), |t1 + 2| ≤ 1, |t2 + 2| ≤ 1,

(1 − |t1|)(1 − |t2|), |t1| ≤ 1, |t2| ≤ 1,
1
2
(1 − |t1 − 2|)(1 − |t2 − 2|), |t1 − 2| ≤ 1, |t2 − 2| ≤ 1,

0, ailleurs

(2.6)
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Il est clair que
c(t1, t2) = c(t1, 0)c(0, t2), |t1| ≤ 1, |t2| ≤ 1.

Pourtant,

c(2, 2) =
1

2
6= 0 = c(2, 0)c(0, 2).

Et, comme la fonction c est non nulle seulement sur un compact, elle ne peut
pas être analytique. Sinon, elle serait nulle partout.

Cette fonction caractéristique c non analytique cöıncide donc sur [−1, 1]× [−1; 1]
avec la fonction (t1, t2) 7→ c(t1, 0)c(0, t2). Néanmoins, ces deux fonctions ne sont
pas égales partout.

Dans cet exemple, la densité conjointe correspondante s’écrit,

f(x1, x2) =
2

π2

(1 − cosx1)(1 − cosx2)

x2
1x

2
2

cos2(x1 + x2).

Propriété 2 : Grâce au facteur d’échelle introduit dans la définition, la mesure de
dépendance quadratique est invariante par changement d’échelle et par transla-
tion.

Lemme 2.4.5 (Invariances) Soient λ1, . . . , λK et µ1, . . . , µK des constantes
réelles. Dans les hypothèses de la définition 2.4.1,
Q(T1, . . . , TK) = Q(λ1T1 + µ1, . . . , λKTK + µK)

Remarquons que contrairement à l’information mutuelle, la mesure de dépendance
quadratique n’est pas invariante par composition par une transformation inver-
sible.

Propriété 3 : La mesure de dépendance quadratique peut être interprétée comme
une mesure comparant la densité conjointe et le produit des densités.

Choisissons un noyau particulier de telle sorte que,

K(u) =
1

h
K̃
(u
h

)
.

où K̃ est un noyau à densité (i.e. K est une application de R dans R bornée,
positive, intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue et d’intégrale égale à 1)
et h un paramètre de lissage que l’on nomme aussi taille de fenêtre. Alors nous
pouvons énoncer le lemme suivant,
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Lemme 2.4.6 (Avec les densités) Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires
de telle sorte que le vecteur aléatoire T = (T1, . . . , TK)T admette une densité

conjointe notée pT. On notera pTk
la densité marginale de chaque Tk. Soit K̃ un

noyau de Parzen-Rosenblatt.(i.e. lim|x|→∞ |x|K̃(x) = 0.)
Alors, pour tout k, 1 ≤ k ≤ K, et en tout point (t1, . . . , tK) où la densité

conjointe est continue,

lim
h→0

E

[
K∏

k=1

K
(
tk −

Tk

σTk

)]
= pT′(t1, . . . , tK)

De plus, en tout point tk où la densité marginale pTk
est continue,

lim
h→0

E

[
K
(
tk −

Tk

σTk

)]
= pT ′

k
(tk)

où T′ est le vecteur aléatoire normé correspondant à T, c’est-à-dire T′ =
(T1/σT1, . . . , TK/σTK

)T . Et, pour tous k, 1 ≤ k ≤ K, T ′
k est la variable aléatoire

normée correspondant à Tk, c’est-à-dire, Tk = Tk/σTk
.

preuve :

On applique simplement le lemme de Bochner [10] (c.f. énoncé en annexe D), en
remarquant que,

E

[
K∏

k=1

K
(
tk −

Tk

σTk

)]
= K̃h ∗ pT′(t1, . . . , tK)

et

E

[
K
(
tk −

Tk

σTk

)]
= K̃h ∗ pT ′

k
(tk)

où on a noté, K̃h(u) = K̃(u/h)/h

�

Ceci indique donc que si le noyau est choisi de manière adéquate, la mesure de
dépendance quadratique peut-être vue comme une comparaison entre la densité
conjointe et le produit des densités marginales des variables normées. Insistons
sur le fait que la mesure de dépendance quadratique garde la propriété de ca-
ractérisation de variables indépendantes sans avoir besoin de contraindre le noyau
à être un noyau de Parzen-Rosenblatt et sans avoir besoin d’introduire un pa-
ramètre de lissage h qui tend vers 0.
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Propriété 4 : La mesure de dépendance quadratique s’exprime à l’aide des fonctions
caractéristiques.

Lemme 2.4.7 (Avec les fonctions caractéristiques) Dans les hypothèses
de la définition 2.4.1,

Q(T1, . . . , TK) =

∫
1∏K

k=1 σTk

K∏

k=1

∣∣∣σTk
ψKi

(σTk
tk)√

2π

∣∣∣
2

|Dc
T
(t)|2dt1 . . . dtK.

où T = (T1 · · ·TK)T et

Dc
T
(u1, . . . , uK) = ψT(u1, . . . , uK) −

K∏

k=1

ψTk
(uk) (2.7)

2.5 Mesure de dépendance quadratique comme critère

pour l’analyse en composantes indépendantes

Dans la définition initiale de la mesure de dépendance quadratique, on remarque
que malgré l’estimation de l’espérance par la moyenne empirique, il subsiste un cal-
cul d’intégrale multiple. Or, il est connu que le calcul d’intégrale multiple est assez
complexe et couteux. Dans le paragraphe 2.5.1, nous allons voir comment le calcul de
ces intégrales multiples peut être évité par l’introduction d’un nouveau noyau. Cette
procédure s’apparente au “kernel trick” défini dans la théorie des supports vecteurs
machines (SVM). Dans ce même paragraphe, (lemme 2.5.2), nous verrons comment
choisir le nouveau noyau pour que la mesure de dépendance quadratique conserve
les propriétés énoncées dans 2.4.2. Puis, dans le paragraphe 2.5.2, nous décrirons la
conséquence de certaines propriétés des nouveaux noyaux sur la mesure de dépendance
quadratique. De plus, le paragraphe 2.5.3 sera consacré à la description de quelques
noyaux que nous avons utilisé dans la suite de nos travaux. Enfin, nous présenterons
l’estimateur utilisé pour permettre le calcul de la mesure de dépendance quadratique
(paragraphe 2.5.4), en développant quelques propriétés asymptotiques (lemme 2.5.6)
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Chapitre 2. Mesures de dépendance

2.5.1 Nouvelle écriture de la mesure de dépendance quadra-

tique

Lemme 2.5.1 (Dépendance quadratique en fonction de K2) Sous les mêmes
hypothèses que dans la définition 2.4.1, la mesure de dépendance quadratique de K
variables aléatoires T1, . . . , TK telles que T = (T1, T2, . . . , TK)T peut-être exprimée
par,

Q(T1, . . . , TK) = E[πT(T)] +
K∏

k=1

E[πTk
(Tk)]− 2E

[
K∏

k=1

πTk
(Tk)

]

où

πT(u1, . . . , uK) = E

[
K∏

k=1

K2

(
uk − Tk

σTk

)]

πTk
(uk) = E

[
K2

(
uk − Tk

σTk

)]

et, pour tout u réel,

K2(u) =

∫
K(v)K(u+ v)dv. (2.8)

preuve :
Nous donnons les détails de cette démonstration en annexe, B.3, mais nous précisons
ici les grandes lignes.

A partir de la définition 2.4.1, nous prenons K un noyau de carré intégrable. Puis,
l’application du théorème de Fubini permet d’inverser les variables d’intégration, ce
qui nous permet d’écrire la mesure de dépendance quadratique seulement en fonction
de K2.

�

Remarque 2.5.1 On remarque, en appliquant la formule de Plancherel-Parseval,

E[πT(T)] =

∫
1∏K

k=1 σTk

K∏

k=1

∣∣∣σTk
ψKi

(σTk
tk)√

2π

∣∣∣
2

|ψT(t1, . . . , tK)|2dt1 . . . dtK

et

E[πTk
(Tk)] =

∫
1∏K

k=1 σTk

K∏

k=1

∣∣∣σTk
ψKi

(σTk
tk)√

2π

∣∣∣
2

|ψTk
(tk)|2dtk.
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2.5. Dépendance quadratique comme critère pour l’ACI

Ce lemme nous conduit alors à utiliser la mesure de dépendance quadratique en
définissant un noyau K2. En effet, il est alors clair qu’après le choix du noyau K2, il ne
faudra procéder à aucune intégration multiple. Mais, pour cela nous devons choisir le
noyau K2 de telle sorte que toutes les propriétés de la mesure de dépendance quadra-
tique soient conservées (paragraphe 2.4.2). Pour cela, établissons le lemme suivant,

Lemme 2.5.2 (Lien entre K et K2) Soit K, une fonction de carré sommable et
telle que sa transformée de Fourier soit différente de zéro presque partout. Alors, la
fonction K2 définie par,

K2(u) =

∫
K(v)K(u+ v)dv.

est un noyau réel tel que sa transformée de Fourier soit positive, sommable et
différente de zéro presque partout. Et réciproquement, si K2, est un noyau réel tel
que sa transformée de Fourier soit positive, sommable et différente de zéro presque
partout. Alors, le noyau K qui vérifie

K2(u) =

∫
K(v)K(u+ v)dv.

est de carré sommable et tel que sa transformée de Fourier est différente de zéro
presque partout.

preuve :

sens direct :

On suppose K, une fonction de carré sommable et telle que sa transformée de
Fourier soit différente de zéro presque partout.

Tout d’abord, on remarque que la transformée de Fourier de K2 s’écrit,

ψK2 = |ψK|2

On en déduit alors que la transformée de Fourier de K2 est sommable, positive
et différente de zéro presque partout.

Par ailleurs, par définition de l’expression de K2 (2.8), celui-ci est pair. De plus,
comme sa transformée de Fourier est réelle, le noyau K2 est réel.

En effet,

K2(t) =

∫
|ψK(x)|2eitxdx =

∫
|ψK(x)|2e−itxdx = K2(t)

réciproque :

On suppose K2 un noyau réel tel que sa transformée de Fourier soit positive,
sommable et différente de zéro presque partout.
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Montrons alors qu’il existe un noyau K de carré intégrable tel que sa transformée
de Fourier soit différente de zéro presque partout.

Comme la transformée de Fourier de K2 est sommable et positive, la fonction√
ψK2e

iθ, où θ est une fonction réelle et impaire, est de carré sommable. On

définit alors K comme étant la transformée de Fourier inverse de
√
ψK2e

iθ. On
vérifie bien que K est une fonction de carré sommable dont la transformée de
Fourier est différente de zéro presque partout.

�

Nous sommes maintenant amenés à envisager différents choix pour le noyau K2.

2.5.2 Choix des noyaux K2 : Propriétés

Grâce au lemme 2.5.2, il est clair que la mesure de dépendance quadratique associée
à des variables aléatoires ne dépend que du choix du noyau K2. Mais, afin de conserver
les propriétés de la mesure de dépendance quadratique, le noyau K2 doit satisfaire
certaines propriétés provenant de celles du noyau K. Intéressons nous à présent au
problème du choix du noyau K2.

Propriété 1 : La mesure Q définie à l’aide du noyau K2 garde la propriété de ca-
ractérisation d’indépendance des variables aléatoires dès que la transformée de
Fourier de K2 est presque partout différente de zéro.
En effet, on remarque que par le même procédé utilisé dans la justification de
l’existence de la mesure de dépendance quadratique (c.f. définition 2.4.1),

Q(T1, . . . , TK) =

∏K
k=1 σTk

(2π)K

∫ K∏

k=1

ψK2(σTk
tk)
∣∣ψT (t1, . . . , tK) −

K∏

k=1

ψTk
(tk)
∣∣2dt.

Par la même analogie que précédemment, si les fonctions caractéristiques sont
analytiques, nous pouvons supposer simplement que la transformée de Fourier
de K2 est non nulle sur un ouvert borné de R contenant 0.

Propriété 2 : En supposant que le noyau K est un noyau à densité concentré autour
de 0, le noyau K2 vérifiera les mêmes propriétés. Et nous pouvons donner une
interprétation en terme d’entropie de Rényi.

Définition 2.5.1 (Entropie de Rényi) Soit T un vecteur aléatoire absolu-
ment continue, alors on définit l’entropie de Rényi par,

HRα(T) =
1

α − 1
log

∫
fT(t)α

où α est un réel strictement positif différent de 1.
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2.5. Dépendance quadratique comme critère pour l’ACI

On remarque que lorsque α tend vers 1, on retrouve la définition de l’entropie
de Shannon.

Lemme 2.5.3 Soit K̃2 un noyau de Parzen-Rosenblatt positif, tel que

K̃2(u1, . . . , up) =
∏

j

K0(uj),

où K0 est un noyau à densité symétrique univarié satisfaisant
∫
v2K0(v)dv = 1.

On définit alors, pour h un réel positif,

K2(u) =
1

h
K̃2

(u
h

)

On suppose de plus que T = (T1, . . . , TK)T est de loi absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue sur R

K. On note pT et pTk
respectivement, la

densité conjointe et les densités marginales associées aux variables T1, . . . , TK de
carré sommable.

lim
h→0

R(T) =
K∏

k=1

(σTk
)

∫
p2
T
(t)dt

lim
h→0

R(Tk) = σTk

∫
p2

Tk
(tk)dtk

où

R(T) = E[πT(T)]

R(Tk) = E[πTk
(Tk)]

preuve :

On utilise ici un résultat énoncé, par exemple, dans [38], et on utilise le fait que,
pour tout tk, πTk

(tk) = K2 ∗ pTk/σTk
(tk/σTk

), alors,

R(Tk) = σTk

∫
p2

Tk
(tk)dtk + 0.5h2

∫
p′′Tk/σTk

(tk/σTk
)pTk/σTk

(tk/σTk
)dtk + o(h2)

On montre le résultat relatif au vecteur aléatoire T de manière analogue.

�
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2.5.3 Exemples : Différents noyaux possibles

En conclusion, les hypothèses sur les noyaux K2 seront, pour tous k, 1 ≤ k ≤ K.

– K2 est réel.

– la transformée de Fourier de K2 est positive et sommable.

– la transformée de Fourier de K2 est presque partout différente de zéro.

Insistons ici aussi sur le fait que dans la définition de la mesure de dépendance
quadratique, il est inutile de restreindre le choix du noyau à une classe trop petite. Les
seules propriétés que doivent vérifier les noyaux sont citées ci-dessus.

Dans la définition de la mesure de dépendance quadratique 2.4, à la différence
des mesures de dépendance basées sur une estimation de la densité, une fois le noyau
K2 choisi, quelque soit la taille de fenêtre h, le noyau x 7→ K2(x/h)/h pourra aussi
être utilisé pour définir la mesure de dépendance quadratique. Cependant, pour des
raisons d’efficactité du test d’indépendance, et de la nécessité de minimiser la variance
de l’estimateur, nous verrons dans la section 5.3 comment, à partir d’un noyau K2

fixé, choisir la taille de fenêtre adéquate de telle sorte que l’estimateur de la mesure de
dépendance quadratique ainsi défini permette la résolution du problème de séparation
aveugle de sources.

Présentons ici quelques exemples de noyaux utilisés dans la suite.

On note K2 le noyau, et ψK2 les transformées de Fourier respectives.

1. Le noyau Gaussien : (noyau 1)

K2(x) = e−x2
, ψK2(t) =

√
πe−t2/4

2. Le noyau de Cauchy carré : (noyau 2)

K2(x) = 1/(1 + x2)2, ψK2(t) = π(|t|+ 1)e−|t|

3. L’opposé de la dérivée seconde du noyau de Cauchy carré : (noyau 3)

K2(x) = −(20x2 − 4)/(1 + x2)4,
ψK2(t) = 4t2π3(|t|+ 1)e−|t|.

Les représentations graphiques des noyaux précédents avec leurs transformées de
Fourier sont exposées dans la figure 2.1.

Dans toute la suite de ce travail, nous choisirons des noyaux sous la forme

K2(x) = K̃2(x/h)/h

où K̃2 sera choisi parmi les exemples ci-dessus.
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Les noyaux et leur transformée de Fourier
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Fig. 2.1 – Les noyaux 1, 2 et 3 et leurs transformées de Fourier respectives

2.5.4 Estimation de la mesure de dépendance quadratique

Définition d’un estimateur pour la mesure de dépendance quadratique

Comme nous avons pu le voir dans le lemme 2.5.1, l’estimation de la mesure de
dépendance quadratique ne nécessite que l’usage de la moyenne empirique, un esti-
mateur de l’espérance. Nous définirons alors l’estimateur de la mesure de dépendance
quadratique de la façon suivante,

Définition 2.5.2 (Estimateur de la dépendance quadratique) Soient K2, un
noyau réel tel que sa transformée de Fourier soit positive et sommable. Soient K va-
riables aléatoires T1, . . . , TK, on note T = (T1, T2, . . . , TK)T . Pour tout k, 1 ≤ k ≤ K,
on note Tk(1), . . . , Tk(N) un échantillon de taille N de la variable aléatoire Tk. Alors
l’estimateur de la mesure de dépendance quadratique est défini par,

Q̂(T1, . . . , TK) = Ê[π̂T(T)] +
K∏

k=1

Ê[π̂Tk
(Tk)]− 2Ê

[
K∏

k=1

π̂Tk
(Tk)

]

où Ê[Φ(X)] = 1
N

∑N
n=1 Φ(X(n)), pour toute fonction Φ de la variable aléatoire X

d’échantillon X(1), . . . ,X(N) et

π̂T(t1, . . . , tK) = Ê

[
K∏

k=1

K2

(
tk − Tk

σ̂Tk

)]
=

1

N

N∑

n=1

K∏

k=1

K2

(
tk − Tk(n)

σ̂Tk

)

π̂Tk
(Tk) = Ê

[
K2

(
tk − Tk

σ̂Tk

)]
=

1

N

N∑

n=1

K2

(
tk − Tk(n)

σ̂Tk

)

et σ̂Tk
est un estimateur de σTk

ne dépendant que de Tk(1), . . . , Tk(N) l’echantillon
de Tk.
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Propriétés de l’estimateur

Propriété 1 : Remarquons que l’estimateur obtenu précédemment peut être déduit
de la formule de la mesure de dépendance quadratique en prenant simplement
un estimateur des fonctions caractéristiques.

Lemme 2.5.4 (Avec les fonctions caractéristiques estimées) Soit K2, un
noyau réel tel que sa transformée de Fourier soit positive et sommable. Soient
K variables aléatoires T1, . . . , TK, on note T = (T1, T2, . . . , TK)T . Pour tous k,
1 ≤ k ≤ K, on note Tk(1), . . . , Tk(N) un échantillon de taille N de la variable
aléatoire Tk. Alors l’estimateur de la mesure de dépendance quadratique s’ecrit
aussi,

Q̂(T1, . . . , TK) =

∏K
k=1 σ̂Tk

(2π)K

∫ K∏

k=1

ψK2(σ̂Tk
tk)
∣∣ψ̂T (t1, . . . , tK) −

K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk)
∣∣2dt1 . . . dtK.

où

ψ̂T(t1, . . . , tK) = Ê

[
K∏

k=1

eitkTk

]
=

1

N

N∑

n=1

K∏

k=1

eitkTk(n)

ψ̂Tk
(Tk) = Ê

[
eitkTk

]
=

1

N

N∑

n=1

eitkTk(n)

et σ̂Tk
est un estimateur de σTk

ne dépendant que de Tk(1), . . . , Tk(N) l’echan-
tillon de Tk.

preuve:
Ceci vient tout simplement du développement suivant, pour toute fonction

g(t1, . . . , tk) =
∏K

k=1 gk(tk) intégrable,

Q̂(T1, . . . , TK) =
1

N2

N∑

m=1

N∑

n=1

K∏

k=1

∫
e

itk

�
Tk(n)−Tk(m)�

σTk � gk(tk)dtk

+
K∏

k=1

1

N2

N∑

m=1

N∑

n=1

∫
e

itk

�
Tk(n)−Tk (m)�

σTk � gk(tk)dtk

−2
1

N

N∑

m=1

K∏

k=1

1

N

N∑

n=1

∫
e

itk

�
Tk(n)−Tk(m)�

σTk � gk(tk)dtk
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Pour finir, on remarque que dans notre cas, gk(tk) = σ̂Tk
ψK2(σ̂Tk

tk), qui est par
hypothèse intégrable. On utilise alors le résultat qui précise que la composition
de la transformée de Fourier conjugué par la transformée de Fourier est égale à
l’opérateur identité.

�

Propriété 2 : L’estimateur défini précédemment vérifie certaines propriétés asymp-
totiques intéressantes. Présentons maintenant deux lemmes inspirés de la thèse
de Kankainen, [44].

Lemme 2.5.5 Si la fonction de répartition conjointe, FT du vecteur aléatoire
T satisfait la condition suivante,

∫
eδ|t|dFT(t) <∞,

pour δ > 0, alors sous l’hypothèse de non indépendance des variables aléatoires
T1, . . . , TK,

lim
N→+∞

Q̂(T1, . . . , TK) > 0 p.s.

pour tout noyau K2 de telle sorte que

0 <

∫
ψK2(t)dt <∞

preuve : c.f. [44].

Nous utiliserons plus particulièrement le lemme suivant, qui est aussi directe-
ment inspiré des travaux de Kankainen, mais pour lequel nous avons affaibli les
hypothèses sur le noyau.

Lemme 2.5.6 (Convergence asymptotique) Si la transformée de Fourier
de K2 est presque partout différente de zéro, (rappelons qu’elle est déjà positive),

Alors sous l’hypothèse de non indépendance des variables aléatoires T1, . . . , TK,

lim
N→+∞

Q̂(T1, . . . , TK) > 0 p.s.

quelle que soit la fonction de répartition de T.

preuve :

Comme les variables T1, . . . , TK ne sont pas indépendantes, on sait que

ψT(t1, . . . , tK) 6=
K∏

k=1

ψTk
(tk)
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Alors, il existe un ouvert U borné de mesure strictement positive tel que

inf
t∈U

|ψT(t1, . . . , tK) −
K∏

k=1

ψTk
(tk)| > 0

Notons N l’ensemble de mesure nulle sur lequel s’annule
∏K

k=1 ψK2, alors,

∫

U\N

|ψT(t1, . . . , tK) −
K∏

k=1

ψTk
(tk)|2

K∏

k=1

ψK2(tk)dt > 0

Or, d’après Csörgő, [23],

sup
t∈B

∣∣∣ψ̂T(t)− ψT(t)
∣∣∣ p.s.−−→ 0, N → +∞

et

sup
t∈B

∣∣∣
K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk) −

K∏

k=1

ψTk
(tk)
∣∣∣ p.s.−−→ 0, N → +∞

pour tout ensemble B borné, et en particulier pour B = U .

Alors, comme les transformées de Fourier des noyaux sont intégrables,

lim
N→+∞

∫

U\N

∣∣∣ψ̂T(t) − ψT(t)
∣∣∣

K∏

k=1

ψK2(tk)dt = 0 p.s.

et

lim
N→+∞

∫

U\N

∣∣∣
K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk) −

K∏

k=1

ψTk
(tk)
∣∣∣

K∏

k=1

ψK2(tk)dt = 0 p.s.

En outre,

∫

U\N

|ψ̂T(t1, . . . , tK) −
K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk)|

K∏

k=1

ψK2(tk)dt ≥

∫

U\N

|ψT(t1, . . . , tK) −
K∏

k=1

ψTk
(tk)|

K∏

k=1

ψK2(tk)dt

−
∫

U\N

∣∣∣ψ̂T(t) − ψT(t)
∣∣∣

K∏

k=1

ψK2(tk)dt

−
∫

U\N

∣∣∣
K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk) −

K∏

k=1

ψTk
(tk)
∣∣∣

K∏

k=1

ψK2(tk)dt
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Finalement, on obtient donc,

lim inf
N→+∞

∫

U\N

|ψ̂T(t1, . . . , tK) −
K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk)|

K∏

k=1

ψK2(tk)dt > 0

Enfin, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit,

lim inf
N→+∞

∫

U\N

|ψ̂T(t1, . . . , tK) −
K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk)|2

K∏

k=1

ψK2(tk)dt > 0

En effet,

∫

U\N

|ψ̂T(t1, . . . , tK) −
K∏

k=1

ψ̂Tk
(tk)|2

K∏

k=1

ψK2(tk)dt

≥
∫

U\N
|ψ̂T(t1, . . . , tK) −

∏K
k=1 ψ̂Tk

(tk)|
∏K

k=1 ψK2(tk)dt∫
U\N

∏K
k=1 ψK2(tk)dt

2.6 Conclusion

De par la nécessité de construire un critère de séparation, nous nous sommes
intéressés à deux mesures de dépendance, l’une basée sur la comparaison des densités,
l’information mutuelle, et l’autre basée sur l’utilisation des fonctions caractéristiques,
la mesure de dépendance quadratique.

Ces deux critères possédant des propriétés différentes, des estimations différentes
sont envisagées.

Ayant maintenant à notre disposition deux mesures permettant de décider si des va-
riables sont indépendantes ou non, dans le cadre de l’analyse en composantes indépen-
dantes et de la séparation aveugle de sources, nous nous intéressons à diverses méthodes
d’optimisation.
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Chapitre 3

Optimisation

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons défini deux mesures de dépendance qui ont
la propriété d’être nulles si et seulement si les variables considérées sont indépendantes.
Dans ce contexte, afin de simplement rechercher des composantes indépendantes ou de
résoudre le problème de séparation aveugle de sources, il faut chercher, respectivement,
des variables aléatoires indépendantes ou une structure de séparation adéquate qui
réalise le minimum du critère de séparation considéré. Dans notre cas, nous considérons
que le mélange est inversible, il est donc équivalent de chercher la structure de séparation
ou les variables aléatoires indépendantes. Nous nous plaçons dans le contexte où la
méthode d’analyse en composantes indépendantes permet de résoudre le problème de
séparation aveugle de sources.

Pour cela, nous constatons que l’on peut envisager deux stratégies différentes qui
vont conduire à deux méthodes distinctes.

(i) ((Estimer ensuite)) La première approche consiste simplement à faire le calcul du
gradient relatif à partir du critère de séparation théorique, puis à procéder à la
minimisation de celui-ci en faisant une estimation des différentes composantes du
gradient relatif. Cette approche correspond à celle étudiée par Cardoso [17] dans
le cas d’un mélange linéaire, ou bien par Taleb [69] ou encore par Babaie-Zadeh
[6] dans le cadre d’un mélange post non linéaire.

(ii) ((Estimer d’abord)) La nouvelle approche que nous avons envisagée correspond à
faire tout d’abord une estimation du critère de séparation, puis nous calculons le
gradient relatif pour en déduire une méthode de minimisation. Nous notons que
dans [57] Pham avait déjà fait une remarque allant dans ce sens, en constatant
que dans le cas d’un mélange linéaire, dans une certaine mesure, l’estimation
du gradient théorique cöıncide avec le gradient de l’estimateur du critère de
séparation.
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Rappelons tout d’abord le contexte dans lequel nous nous plaçons.

Nous disposons d’observations X = (X1, . . . ,XK)T , où X est un vecteur aléatoire.
Dans ces conditions, nous cherchons à retrouver une transformation h inversible, telle
que les composantes Y1, . . . , YK du vecteur aléatoire Y = h(X) soient indépendantes.

Dans notre approche, h sera définie comme réalisant le minimum d’un des deux
critères de séparation défini dans le chapitre précédent : l’information mutuelle ou la
mesure de dépendance quadratique.

Afin de rechercher ce minimum, nous allons utiliser comme méthode d’optimisation
une méthode de descente du gradient. Ce qui nous conduit à calculer pour chacun des
deux critères, leur développement limité. Par analogie au cas linéaire, nous reprenons
ici la notion de gradient relatif introduite par Cardoso et Laheld [17]. Celle-ci consiste
simplement à considérer une variation relative aux variables considérées. Dans le cadre
d’un mélange linéaire, ceci permet de construire des méthodes de minimisation ayant
des performances invariantes par rapport à la matrice de mélange. Nous verrons que
ce n’est pas forcément le cas dans un mélange non linéaire.

Dans un premier temps, nous allons décrire la stratégie (i), ((Estimer ensuite)) par
rapport aux deux mesures de dépendance, l’information mutuelle (paragraphe 3.2.1)
et la dépendance quadratique (paragraphe 3.2.2). Nous verrons que cette approche
consiste en fait à la résolution d’équations appelées équations d’estimation. Dans un
deuxième temps, nous verrons comment estimer les deux mesures de dépendance en-
visagées, et comment procéder à leur minimisation, c’est la stratégie (ii) ((Estimer
d’abord)) (paragraphes 3.2.3 et 3.2.4). Dans le cas de l’information mutuelle, nous ob-
servons que les expressions des gradients obtenues avec les deux stratégies différent
par le choix des estimateurs des fonctions scores. Mais, avec la mesure de dépendance
quadratique, les expressions des gradients obtenues pour les deux stratégies cöıncident.
Pour finir, dans la section 3.3, nous ferons quelques commentaires sur les méthodes
d’optimisation à utiliser.

3.2 Méthode de descente du gradient

Dans cette partie, nous allons expliquer plus précisément la méthode de minimi-
sation appelée méthode de descente du gradient dans notre cas particulier des deux
mesures de dépendance, l’information mutuelle et la dépendance quadratique.

Nous avons remarqué que la résolution de notre problème consiste à chercher le
minimum d’une des deux mesures de dépendance en déterminant une transformation
inversible qui rend les composantes du vecteur aléatoire de sortie indépendantes.
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3.2.1 ((Estimer ensuite)) avec l’information mutuelle

Nous avons pu voir qu’avec l’information mutuelle, on dispose d’une mesure de
dépendance qui en la minimisant rend les variables le plus indépendantes possibles.
Afin de procéder à la minimisation de l’information mutuelle, calculons à présent le
développement limité de l’information mutuelle. Dans la thèse de Babaie-Zadeh [6], il
est explicité le développement au premier ordre. Afin d’établir le développement au
second ordre, énonçons alors les lemmes préliminaires suivants,

Lemmes préliminaires

Seule la démonstration du lemme 3.2.1 est explicité en annexe B.1. Les autres ne
sont pas détaillées ici, ce sont simplement des extensions au cas multidimensionnels
des résultats obtenus dans [1].

Tout d’abord, explicitons le développement concernant la variation de la densité,

Lemme 3.2.1 Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R

K. On note pT1,T2,...,TK
la densité de celui-ci.

(Par conséquent, pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, la variable aléatoire Ti est de loi absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. On note pTi

sa densité.)
Soit ∆η une famille de fonctions inversibles, on note ∆η = (∆1, . . . ,∆K)T , telle

que pour tout η, h + ∆η ◦ h est inversible et ∆η converge simplement 1 vers 0. (La
variation relative par rapport à h correspond à l’utilisation du gradient relatif)

Alors, pour tout t ∈ R
K,

pT+∆η(T)(t) − pT(t) = −
K∑

i=1

∂i(∆i(t)pT(t))

+
1

2

K∑

i,j=1

∂i∂j (∆i(t)∆j(t)pT(t)) + o(η2)

et

pTi+∆i(T)(t) − pTi
(t) = −(E[∆i(T)|Ti = t]pTi

(t))′

+
1

2
(E[∆2

i (T)|Ti = t]pTi
(t)) + o(η2)

où ∂i indique la dérivée par rapport à la i-ième variable.

1. ∀x ∈ R
K , limη→0 ∆η(x) = 0
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preuve : c.f. annexe B.1
On en déduit alors le résultat concernant le développement de l’entropie,

Lemme 3.2.2 Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue sur R

K . Soit ∆η une famille de fonctions inversibles, on note
∆η = (∆1, . . . ,∆K)T , telle que pour tout η, h + ∆η ◦ h est inversible et ∆η converge
simplement vers 0.

Alors,

H(T + ∆η(T)) −H(T) = −
K∑

i=1

E [∂i(log pT)(T)∆i(T)]

− 1

2

K∑

i,j=1

E[∂i∆i(T)∂j∆j(T)]

−
K∑

i,j=1

E

[
∆i(T)∂j∆j(T)

∂ipT(T)

pT(T)

]

− 1

2

K∑

i,j=1

E

[
∆i(T)∆j(T)

∂2
ijpT(T)

pT(T)

]
+ o(η2)

et

H(Ti + ∆i(T)) −H(Ti) = −
K∑

i=1

E [(log pTi
)′(t)∆i(T)]

+
1

2
E[var(∆i(T)|Ti)(log pTi

)′′(Ti) − (E[∆i(T)|Ti])
′2]

+ o(η2)

où ∂2
ij indique la dérivée seconde par rapport aux variables i et j et
var(∆i(T)|Ti) = E[∆2

i (T)|Ti] − E[∆i(T)|Ti]
2.

Gradient de l’information mutuelle

Lemme 3.2.3 (Développement limité de l’information mutuelle) Soient
T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R

K. On note pT1 ,T2,...,TK
la densité de celui-ci.

(Par conséquent, pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, la variable aléatoire Ti est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. On note pTi

sa densité.) Soit
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∆η une famille de fonctions inversibles, on note ∆η = (∆1, . . . ,∆K)T , telle que pour
tout η, h+ ∆η ◦ h est inversible et ∆η converge simplement vers 0.

Alors,

I(T + ∆η(T)) = I(T) + E{∆T
η (T)βT(T)}

+
1

2
E[var(∆i(T)|Ti)(log pTi

)′′(Ti) − (E[∆i(T)|Ti])
′2]

− 1

2

K∑

i,j=1

E[∂i∆i(T)∂j∆j(T)]

+
K∑

i,j=1

E [∆i(T)∂j∆j(T)φi(T)]

− 1

2

K∑

i,j=1

E

[
∆i(T)∆j(T)

∂i∂jpT(T)

pT(T)

]

+ o(η2)

où
var[∆(T)|T ] = E[∆2(T)|T ]− (E[∆(T)|T ])2

et
βT(t) = ψT(t) − φT(t),

et
ψT(t) = (ψ1(t1), . . . , ψK(tK))

avec

ψi(ti) = −p
′
Ti

(ti)

pTi
(ti)

,

(appelée la fonction score marginale par Babaie-Zadeh.)

φT(t) = (φ1(t), . . . , φK(t))

avec
φi(t) = −∂i log pT(t)

(appelée la fonction score jointe par Babaie-Zadeh.)

Propriétés

Babaie-Zadeh en déduit alors la propriété suivante,

Lemme 3.2.4 Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R

K.
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3.2. Méthode de descente du gradient

Les variables T1, T2, . . . , TK sont indépendantes si et seulement si βT(t) = 0 pour
tout t ∈ R

K

preuve : c.f. [6, p.38]
Nous en déduisons alors l’écriture du gradient relatif et du Hessien de l’information

mutuelle.

Lemme 3.2.5 Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R

K.
Le gradient relatif de l’information mutuelle s’écrit alors,

∆1, . . . ,∆K 7→ E{∆T (T)βT(T)}
Et le Hessien de l’information mutuelle s’écrit,

∆1, . . . ,∆K 7→ 1

2
E[var(∆i(T)|Ti)(log pTi

)′′(Ti) − (E[∆i(T)|Ti])
′2]

− 1

2

K∑

i,j=1

E[∂i∆i(T)∂j∆j(T)]

+
K∑

i,j=1

E [∆i(T)∂j∆j(T)φi(T)]

− 1

2

K∑

i,j=1

E

[
∆i(T)∆j(T)

∂i∂jpT(T)

pT(T)

]

Afin de pouvoir implémenter notre méthode, il est indispensable de procéder à une
estimation de ce gradient. Ici, il est nécessaire d’estimer une densité conjointe. Nous
avons déjà évoqué les problèmes que cela entrâıne en trop grande dimension. Cepen-
dant ici, l’estimation de la densité porte à la fois sur deux quantités dont on effectue
la différence. Babaie-Zadeh fait alors la remarque suivante, si on estime séparément
la fonction score jointe et les fonctions scores marginales, les erreurs commises sur
les deux estimateurs ne vont pas forcément se compenser. Il montre alors le résultat
suivant,

Lemme 3.2.6 Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est de loi absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R

K.
Pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, et pour tout t réel,

ψi(t) = E[φT(T)|Ti = t] (3.1)
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Babaie-Zadeh suggère alors de ne pas estimer les fonctions scores marginales indé-
pendamment des fonctions scores jointes, mais d’utiliser la relation ci-dessus afin de
déduire une estimation des fonctions scores marginales à partir des fonctions scores
jointes. On peut expliquer l’observation de Babaie-Zadeh de la manière suivante,

Considérons un estimateur de ψi, ψ̂i, défini à l’aide de φ̂i par,

ψ̂i(x) =

∫
φ̂i(x)p̂T(x)dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxK

p̂Ti
(xi)

où p̂T et p̂Ti
sont les estimateurs à noyaux de la densité (c.f. annexe D).

On remarque que p̂T vérifie,

p̂Ti
(x) =

∫
p̂T(x)dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxK

Il est alors clair que si φ̂i présente un biais, celui ci sera aussi présent dans l’esti-
mation de ψ̂i.

De plus, on remarque qu’en utilisant les estimateurs à noyaux pour la fonction
score conjointe et les fonctions scores marginales, ceux-ci vérifient une estimation de
l’équation 3.1.

En effet, pour le montrer considérons l’estimateur à noyaux de φi donné par,

Définition 3.2.1 Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de
taille N de la variable aléatoire réelle Ti.

Alors, pour tout i = 1, . . . ,K, un estimateur à noyaux de φi sera défini par,

φ̂i(x) = −
∑N

j=1 K′
(

xi−Ti(j)
�

σTi

)∏
k 6=i K

(
xk−Tk(j)

�

σTk

)

σ̂Ti

∑N
j=1

∏K
k=1 K

(
xk−Tk(j)

�

σTk

)

où pour tout k = 1, . . . ,K, σ̂Tk
est un estimateur de la variance de Tk.

Nous en déduisons alors le résultat suivant pour l’estimateur de ψi

Lemme 3.2.7 Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de
taille N de la variable aléatoire réelle Ti.

Soit K un noyau intégrable, d’intégrale égale à 1.
Alors, pour tout i = 1, . . . ,K, un estimateur à noyaux de ψi défini par,

ψ̂i(x) = −
∑N

j=1 K′
(

x−Ti(j)
�

σTi

)

σ̂Ti

∑N
j=1 K

(
x−Ti(j)

�

σTi

)

vérifie,

57



3.2. Méthode de descente du gradient

ψ̂i(x) =

∫
φ̂i(x)p̂T(x)dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxK

p̂Ti
(xi)

où p̂T et p̂Ti
sont les estimateurs à noyaux de la densité.

La méthode de minimisation obtenue ici se réduit en fait à la résolution d’une
équation (2.4) qui est équivalente à l’indépendance des variables. Dans le paragraphe
4.4.8, nous explicitons un autre avantage de tenir compte de la relation 3.1 entre les
estimations de φi et ψi.

3.2.2 ((Estimer ensuite)) avec la mesure de dépendance qua-

dratique

La mesure de dépendance quadratique, au même titre que l’information mutuelle
fournit un critère de dépendance. Grâce à la minimisation de cette mesure, il est
possible de reconstituer des variables indépendantes. Par le même procédé que pour
l’information mutuelle, nous allons calculer le développement limité de cette mesure
de dépendance quadratique afin d’en déduire l’expression du gradient et du Hessien.

Lemmes préliminaires

Comme la mesure de dépendance quadratique ne dépend que des variables normées,
Tk/σk, regardons tout d’abord la variation de ces quantités.

Lemme 3.2.8 Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles. On note le vecteur
aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T . Soit ∆η une famille de fonctions inversibles, on note
∆η = (∆1, . . . ,∆K)T , telle que h + ∆η ◦ h est inversible et ∆η converge simplement
vers 0.

Alors, pour tout k = 1, . . . ,K,

Tk + ∆k(T)

σTk+∆k(T)

− Tk

σTk

=
∆k(T)

σTk

− Tk

σTk

E[φTk
(Tk)∆k(T)] + o(η)

où φTk
est le gradient de la fonction log σTk

, défini de la manière suivante,
log σTk+∆k(T) = log σTk

+ E[φTk
(Tk)∆k(T)] + o(η)

Remarque 3.2.1 Si on prend par exemple σTk
comme l’écart-type de Tk, alors φTk

(y) =
(y − E[Tk])/σ

2
Tk

.

preuve :

En effet, par définition de l’écart-type, σTk
=
√
E[(Tk − E[Tk])2], nous choisissons

alors par commodité de calculer la variation du log σTk
.

Par un développement classique,
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σ2
Tk+∆k(T) = σ2

Tk
+ 2E[∆k(T)(Tk − E[Tk])] + E[(∆k(T) − E[∆k(T)])2]

D’où, en prenant le log de chaque côté de l’expression, on obtient,

2 log σTk+∆k(T) = 2 log σTk
+

2

σ2
Tk

E[∆k(T)(Tk − E[Tk])] + o(η)

Alors, en divisant par -2 on obtient,

− log σTk+∆k(T) = − log σTk
− 1

σ2
Tk

E[∆k(T)(Tk − E[Tk])] + o(η)

Par conséquent le développement à l’ordre 1 dans le cas de l’écart-type s’écrit,

1

σTk+∆k(T)

=
1

σTk

− 1

σTk

E[φk(T)∆k(T)] + o(η)

Pour la preuve du lemme, il suffit de remarquer que

1

σTk+∆k(T)

=
1

σTk

− 1

σTk

E[φk(T)∆k(T)] + o(η)

�

Gradient de la mesure de dépendance quadratique

Nous en déduisons alors le développement de la dépendance quadratique suivant,

Lemme 3.2.9 (Développement limité de la dépendance quadratique)
Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que T = (T1, T2, . . . , TK)T . Soient K
un noyau de carré intégrable, tel que sa transformée de Fourier soit différente de
zéro presque partout. On suppose de plus que K est un noyau deux fois dérivable et à
support compact.
Soit ∆η une famille de fonctions inversibles, on note ∆η = (∆1, . . . ,∆K)T , telle que
pour tout η, h+ ∆η ◦ h est inversible et ∆η converge simplement vers 0.

Alors,

Q(T + ∆η(T)) −Q(T) = E

[
K∑

k=1

G∗
k(T)∆k(T)

]
+ o(η)
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où pour t ∈ R
K,

G∗
k(t) = Gk(t) − E[TkGk(T)]φk(tk),

Gk(t) = πk,T(t1, . . . , tk) − π′
Tk

(tk)
∏

l6=k

πTl
(tl) + π′

Tk
(tk)

∏

l6=k

E[πTl
(Tl)]

− E

[
1

σTk

K′
2

(
tk − Tk

σTk

)∏

l6=k

πTl
(Tl)

]
.

et πT(z) = E[
∏K

l=1 K2((zl − Tl)/σTl
)], πk,T désigne sa dérivée partielle par rapport à

la k-ième composante et πTk
(zk) = E[K2((zk − Tk)/σTk

)] et π′
Tk

désigne sa dérivée.

On remarque que l’hypothèse restrictive sur le support des noyaux peut être rem-
placée par l’hypothèse suivante sur la famille de fonction ∆η :

∫ ∫
K′′(x)∆2

η(x)dFT(x) = o(η).

preuve:

On remarque que l’on peut écrire le gradient Gk(t) de la manière suivante,

Gk(t) = − 1

σTk

∫ {
K′

(
zk −

tk
σTk

)[∏

l6=k

K
(
zl −

tl
σTl

)
−
∏

l6=k

EK
(
zl −

Tl

σTl

)]}

{
E

[
K∏

k=1

K
(
zl −

Tl

σTl

)]
−

K∏

k=1

EK
(
zl −

Tl

σTl

)}
dz1 . . . dzK

Comme cette formule provient clairement de la différentiation du critère Q écrit
comme dans la définition 2.4.1, nous en déduisons le résultat voulu.

�

On en déduit alors les formules du gradient relatif.

Lemme 3.2.10 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires et T = (T1, T2, . . . , TK)T .
Soit K un noyau de carré intégrable, tel que sa transformée de Fourier soit différente
de zéro presque partout.

Expression du gradient,

∆ = (∆1, . . . ,∆K)T 7→ E

[
K∑

k=1

G∗
k(T)∆k(T)

]
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Comme pour l’information mutuelle, nous pouvons faire la remarque suivante,

Lemme 3.2.11 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires et T = (T1, T2, . . . , TK)T .
Soit K2 un noyau intégrable et de dérivée intégrable, tel que sa transformée de Fourier
soit positive, sommable et différente de zéro presque partout.

Alors, T1, . . . , TK sont indépendantes si et seulement si, pour tout k = 1, . . . ,K, et
pour tout t ∈ R

K G∗
k(t) = 0.

preuve:

En effet, si les variables sont indépendantes, il est clair que pour tout k = 1, . . . ,K,
et pour tout t ∈ R

K Gk(t) = 0.
Intéressons nous alors à l’autre implication. Supposons que pour tout k = 1, . . . ,K,

et pour tout t ∈ R
K G∗

k(t) = 0. Alors, Gk(t) = E[TkGk(T)]φk(tk). En dérivant les
deux membres de l’équation par rapport à la variable tl, où l 6= k, on obtient,

pour tout k = 1, . . . ,K, et pour tout t ∈ R
K ∂lGk(t) = 0.

Or ceci est équivalent à dire, d’après l’expression de Gk,

E

[
K′

2

(
tl − Tl

σTl

)
K′

2

(
tk − Tk

σTk

) K∏

h=1,h6=k,l

K2

(
th − Th

σTh

)]

= E

[
K′

2

(
tl − Tl

σTl

)]
E

[
K′

2

(
tk − Tk

σTk

)] K∏

h=1,h6=k,l

E

[
K2

(
th − Th

σTh

)]

En supposant certaines propriétés d’intégrabilité sur les dérivées des noyaux, ceci in-
dique donc bien que les variables sont indépendantes.

�

Enonçons à présent une autre propriété du gradient,

Remarque 3.2.2 On remarque que, E[Gk(T)] = 0. Ceci se déduit du développement
limité précédent en remarquant que la mesure de dépendance quadratique est invariante
par translation. On peut le montrer aussi en remarquant que les espérances des dérivées
de πT et de πTk

sont clairement nulles. Et les espérances des deux autres termes sont
égales.

Estimation des expressions du gradient

L’expression du gradient n’étant pas exploitable algorithmiquement sous cette
forme, nous devons tout d’abord proposer une estimation de celui-ci. De la même
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3.2. Méthode de descente du gradient

manière que pour l’estimation de la dépendance quadratique, nous avons simplement
besoin d’utiliser l’estimateur de l’espérance empirique.

Définition 3.2.2 Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de
taille N de la variable aléatoire réelle Ti.

Un estimateur du gradient s’écrit donc sous la forme,

Ĝk(y) = π̂′
k,Y(y)− π̂′

Yk
(yk)

∏

l6=k

π̂Yl
(yl) + π̂′

Yk
(yk)

∏

l6=k

Ê(π̂Yl
(Yl))

− 1

σ̂Yk

Ê

[
K′

2

(
yk − Yk

σ̂Yk

)∏

l6=k

Ê(π̂Yl
(Yl))

]

avec

π̂′
k,Y(y) =

1

Nσ̂Yk

N∑

n=1

K′
2

(
yk − Yk(n)

σ̂Yk

)∏

l6=k

K2

(
yl − Yl(n)

σ̂Yl

)
,

la k-ième composante du gradient de π̂Y et

π̂′
Yk

(yk) =
1

Nσ̂Yk

N∑

n=1

K′
2

(
yk − Yk(n)

σ̂Yk

)

la dérivée de π̂Yk
.

Par les mêmes arguments que pour l’estimation de la mesure de dépendance qua-
dratique, nous pouvons en déduire que le gradient relatif estimé va tendre asymp-
totiquement vers le gradient relatif théorique. Nous examinerons plus en détail ces
convergences dans la partie qui concerne la minimisation du critère empirique.

Termes d’ordre 2

Afin d’utiliser d’autres méthodes de minimisation, nous pouvons nous interroger sur
le calcul du Hessien de ce critère. L’expression de ce Hessien étant complexe dans le cas
général, nous allons nous restreindre au calcul de ce dernier au point où les variables
sont indépendantes. D’autre part, comme nous l’avons signalé ci-dessus, la mesure
de dépendance quadratique admet en un point où les variables sont indépendantes
un minimum global, ce qui nous assure que le Hessien obtenu en ce point est défini
positif. Il serait donc possible de l’introduire dans les méthodes de descente du gradient
implémentées afin d’améliorer la convergence de nos algorithmes.

Lemme 3.2.12 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires et T = (T1, T2, . . . , TK)T .
Soit K un noyau de carré intégrable, tel que sa transformée de Fourier soit différente
de zéro presque partout. Soit ∆η une famille de fonctions inversibles, on note ∆η =
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(∆1, . . . ,∆K)T , telle que pour tout η, h+ ∆η ◦ h est inversible et ∆η converge simple-
ment vers 0. On suppose les variables T1, . . . , TK indépendantes et on note T′ un
vecteur aléatoire de même distribution que T et indépendant de T.

Alors,

Q(T + ∆(T))−Q(T) =
K∑

k=1

K∑

j=1

E[H∗
jk(T,T

′)∆j(T)∆k(T
′)] + o(η2)

où pour t, t′ ∈ R
K,

H∗
jk(t, t

′) = Hjk(t, t
′) − E[Hjk(t,T)Tk]φk(t

′
k) − E[Hjk(T, t

′)Tj]φj(tj)

+ E[Hjk(T,T
′)TjT

′
k]φj(tj)φk(t

′
k)

et

Hjk(t, t
′) =

∫
K′

(
zj −

tj
σTj

)[∏

l6=j

K
(
zl −

tl
σTl

)
−
∏

l6=j

EK
(
zl −

Tl

σTl

)]

K′

(
zk −

t′k
σTk

)[∏

l6=j

K
(
zl −

t′l
σTl

)
−
∏

l6=j

EK
(
zl −

Tl

σTl

)]
dz1 . . . dzK

σTj
σTk

preuve :

On remarque simplement que comme les variables sont indépendantes, les termes
liés au gradient sont nuls, et que les termes du développement de la mesure quadratique
au second ordre s’écrivent alors,

∫ {
E

K∑

k=1

K′

(
zk −

Tk

σTk

)[∏

l6=k

K
(
zl −

Tl

σTl

)
−
∏

l6=k

EK
(
zl −

Tl

σTl

)]
∆∗

k(t)

}2

dz1 . . . dzK

σ2
Tk

où ∆∗
k(t) = ∆k(t) − tkE[δk(Tk)∆k(T)]

En effet, on remarque que
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K∏

k=1

K
(
tl −

Tl + ∆l(T)

σTl+∆l(T)

)
−

K∏

k=1

K
(
tl −

Tl

σTl

)
=

−
K∑

k=1

K′

(
tk −

Tk

σTk

)
1

σTk

(∆∗
k(T) + ∆∗∗

k (T))
∏

l6=k

K
(
tl −

Tl

σTl

)

−
K∑

k=1

K∑

l=1

K′

(
tk −

Tk

σTk

)
K′

(
tl −

Tl

σTl

)
1

σTk

(∆∗
k(T))

1

σTl

(∆∗
l (T))

∏

m6=k,m6=l

K
(
tm − Tm

σTm

)

+
K∑

k=1

K′′

(
tk −

Tk

σTk

)(
1

σTk

(∆∗
k(T))

)2∏

l6=k

K
(
tl −

Tl

σTl

)

+ o(η2)

où ∆∗
k(T) = (Tk + ∆k(T)/σTk

− TkE[φk(T)∆k(T)]/σTk
et ∆∗∗

k correspond au terme
d’ordre 2 dans le développement de σTk

. Il n’est pas nécessaire de l’expliciter ici car on
ne fait le calcul du Hessien seulement en un point où les variables sont indépendantes.
Ces termes n’apparaissent donc pas dans l’expression finale du Hessien.

Nous avons fait l’hypothèse que les variables aléatoires sont indépendantes, alors
on a l’égalité suivante,

E

[
K∏

k=1

K
(
tl −

Tl

σTl

)]
=

K∏

k=1

E

[
K
(
tl −

Tl

σTl

)]

�

Pour pouvoir exploiter cette expression du Hessien, il est à première vue nécessaire
de procéder à une intégration multiple.Mais comme précédemment, nous allons réécrire
les termes du Hessien à l’aide du noyau K2 défini par la convolution du noyau K avec
sa fonction miroir (c.f. paragraphe 2.5.1)

Lemme 3.2.13 L’expression du Hessien devient, pour tous t, t′ ∈ R
K,

Pour j 6= k :

Hjk(t, t
′) =

1

σTj
σTk

K′
2

(
t′j − tj

σTj

)
K′

2

(
t′k − tk
σTk

) ∏

l6=j,k

K2

(
t′l − tl
σTl

)

+ π′
Tj

(tj)π
′
Tk

(t′k)
∏

l6=j,k

R(Tl)

−
[

1

σTk

K′
2

(
t′k − tk
σTk

)
π′

Tj
(tj)

∏

l6=j,k

πTl
(tl) +

1

σTj

K′
2

(
tj − t′j
σTj

)
π′

Tk
(tk)

∏

l6=j,k

πTl
(t′l)

]
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Pour j = k :

Hkk(t, t
′) = −K′′

2

(
tj − t′j
σTj

)[∏

l6=j

K2

(
t′l − tl
σTl

)
+
∏

l6=j

R(Tl) −
∏

l 6=j

πTl
(tl) −

∏

l6=j

πTl
(t′l)

]

où K2 est un noyau réel de transformée de Fourier positive, sommable et différente
de zéro presque partout, R(Tl) = E[πTl

(Tl)] et

π′
Tl

(tl) =
1

σTl

EK′
2

(
tl − Tl

σTl

)
=
dπYk

(yk)

dyk
, πYk

(yk) = EK2

(
tl − Tl

σTl

)

La procédure précédente consiste donc en la résolution d’équation d’estimation
correspondant à l’annulation du gradient. Comme nous avons pu le voir précédemment,
annuler le gradient correspond exactement à trouver des variables indépendantes. Nous
envisageons ici une nouvelle procédure. Celle-ci consiste à tout d’abord donner une
estimation de la mesure de dépendance utilisée, et ensuite à calculer son gradient afin
d’en déduire une méthode de minimisation.

3.2.3 ((Estimer d’abord)) avec l’information mutuelle

Par définition de l’information mutuelle, on doit envisager l’estimation de l’entro-
pie. Or celle-ci peut-être estimée de deux manières différentes qui vont conduire à
deux méthodes assez distinctes. Nous pouvons nous reporter aux travaux de Joe [38]
ou de Hall et. al. [34]. Dans la section 5.5, nous étudierons plus particulièrement les
convergences de certains estimateurs.

Première méthode: Avec l’estimateur de la moyenne empirique

On envisage ici un estimateur de l’information mutuelle à l’aide de la moyenne
empirique. Ensuite, on calcule le gradient relatif de celui-ci afin de procéder à sa
minimisation.

De par la définition de l’entropie, pour un vecteur aléatoire T de loi absolument
continue de densité pT, l’entropie de T s’écrit,

H(T) = −E[log pT(T)]

Nous en déduisons alors l’estimateur suivant,

Définition 3.2.3 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires et T = (T1, T2, . . . , TK)T

soit de loi absolument continue.
Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la

variable aléatoire réelle Ti.
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3.2. Méthode de descente du gradient

Alors, un estimateur de l’entropie sera donné par,

Ĥm(T) =
1

N

N∑

j=1

log p̂m
T

(T(j))

où p̂m
T

est une estimation à noyaux de la densité de T

L’estimateur correspondant pour l’information mutuelle est alors donné clairement
par,

Définition 3.2.4 (Estimateur de l’IM avec la moyenne empirique) Soient
T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi
absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Alors, un estimateur de l’information mutuelle des variables T1, T2, . . . , TK sera
donné par,

Îm(T1, T2, . . . , TK) =
K∑

k=1

Ĥm(Tk) − Ĥm(T)

Nous ne montrons pas ici les propriétés de convergence de cet estimateur, elles
seront développées dans la section 5.5.

Détaillons à présent, le développement limité de ce critère quand on fait varier les
échantillons des variables aléatoires.

Fixons tout d’abord quelques notations.
D’après la définition de l’entropie donnée précédemment, on constate que cet esti-

mateur Ĥm(T) ne dépend que des échantillons de la variable T, T(j) = (T1(j), . . . , TK(j))T .
Définissons alors,

Définition 3.2.5 Pour tout i = 1, . . . ,K et pour tout j = 1, . . . , N ,

– φ̂m
i (T(j)) = N∂2

ijĤ
m(T)

– ψ̂m
i (Ti(j)) = N∂2

ijĤ
m(Ti)

où ∂2
ij désigne la dérivée par rapport à la variable Ti(j).

Avec ces notations, nous pouvons alors en déduire le développement limité de
l’entropie discrétisée puis de l’information mutuelle discrétisée:

Lemme 3.2.14 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que
T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.
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Soit ∆η une famille de fonctions définies comme dans le lemme 3.2.3.

Ĥm(T + ∆η(T)) − Ĥm(T) =
1

N

K∑

k=1

N∑

j=1

φ̂m
k (T(j))∆k(T(j)) + o(η)

Et pour chaque variable aléatoire Tk, on a,

Ĥm(Tk + ∆k(T)) − Ĥm(Tk) =
1

N

N∑

j=1

ψ̂m
k (Tk(j))∆k(T(j)) + o(η)

Et par conséquent, en ce qui concerne l’information mutuelle, on obtient,

Lemme 3.2.15 (DL de l’estimateur de l’IM avec la moyenne empirique)
Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi
absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Soit ∆η une famille de fonctions définies comme dans le lemme 3.2.3.

Îm(T + ∆η(T)) − Îm(T) =
1

N

N∑

j=1

∆T
η (T(j))β̂m

T
(T(j)) + o(η)

où β̂m
k (T(j)) = ψ̂m

k (Tk(j)) − φ̂m
k (T(j)), pour tout k = 1, . . . ,K.

On retrouve ici exactement les mêmes résultats que lors du calcul du gradient de
l’information mutuelle théorique avec des estimateurs particuliers pour les fonctions
scores jointes et marginales.

Nous renvoyons au paragraphe 5.4.1 où nous démontrons plus précisément comment
nous obtenons les expressions de φ̂m

i et ψ̂m
i . Nous donnons ici seulement leur définition

afin d’observer les différences par rapport aux estimateurs généralement utilisés.

Lemme 3.2.16 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que
T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Les fonctions φ̂m
i et ψ̂m

i pour tout i = 1, . . . ,K sont données par,

φ̂m
i (T(j)) = φ̃i(T (j)) +

Ti(j) − Ê(Ti)

σ̂2
Ti

[
1 −

N∑

m=1

φ̃i(T (m))Ti(m)

]
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ψ̂m
i (Ti(j)) = ψ̃i(Ti(j)) +

Ti(j) − Ê(Ti)

σ̂2
Ti

[
1 −

N∑

m=1

ψ̃i(Ti(m))Ti(m)

]

où

φ̃i(T(j)) = φ̂i(Ti(j)) +
N∑

m=1

K′[(Ti(m) − Ti(j))/σ̂Ti
]

N
∏K

k=1 σ̂Tk
σ̂Ti
p̂T(T(m))

K∏

k=1,k 6=i

K[(Tk(m) − Tk(j))/σ̂Tk
]

avec φ̂i = −∂i log p̂
m
T

et

ψ̃i(Ti(j)) = ψ̂i(Ti(j)) +
N∑

m=1

K′[(Ti(m)− Ti(j))/σ̂Ti
]

Nσ̂2
Ti
p̂Ti

(Ti(m))
]

avec ψ̂i = −(log p̂m
Ti

)′

Deuxième méthode : En utilisant une discrétisation de l’intégration.

Cette méthode est décrite par Pham dans [61]. Nous détaillons ici la méthode pour
permettre une comparaison avec la précédente. Nous envisageons un estimateur de
l’information mutuelle à l’aide d’une discrétisation d’intégrale. Puis nous calculons le
gradient relatif de cet estimateur.

A présent, nous considérons la définition de l’entropie sous la forme,

H(T) = −
∫
pT(t) log pT(t)dt

où T est un vecteur aléatoire de loi absolument continue et pT sa densité.
Un estimateur de l’entropie sera alors défini de la manière suivante:

Définition 3.2.6 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que
T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Alors, un estimateur de l’entropie sera donné par,

Ĥ i(T) = −
∑

l

log[p̂i
T
(Ê(T)+l : b : σ̂T)

K∏

k=1

σ̂Tk
]p̂i

T
(Ê(T)+l : b : σ̂T)

K∏

k=1

bkσ̂Tk
+

K∑

k=1

log σ̂Tk
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où

p̂i
T
(Ê(T) + l : b :σ̂T)

K∏

k=1

σ̂Tk
=

1

N

N∑

n=1

K∏

k=1

K
(
lkbk −

Tk(n) − Ê(Tk)

σ̂Tk

)

où b = (b1, . . . , bK)T désigne le vecteur des pas de discrétisation. (il est formé de
petits nombres positifs), et l = (l1, . . . , lK)T . De plus on définit, pour tous vecteurs u
et v, u : v = w où wk = ukvk.

Et pour tout k = 1, . . . ,K, on en déduit un estimateur de l’entropie marginale de
chaque variable Tk.

Ĥ i(Tk) = −
∑

lk

log[p̂i
Tk

(Ê(Tk) + lkbkσ̂Tk
)σ̂Tk

]p̂i
Tk

(Ê(Tk) + lkbkσ̂Tk
)bkσ̂Tk

+ log σ̂Tk

où

p̂i
Tk

(Ê(Tk) + lkbkσ̂Tk
)σ̂Tk

=
1

N

N∑

n=1

K
(
lkbk −

Tk(n) − Ê(Tk)

σ̂Tk

)

Il réside ici aussi le problème du choix du noyau dans l’estimation. Pham [61]
propose de choisir un noyau spline à support compact. En effet, ceci permet de réduire
les coûts de calcul en utilisant les propriétés de récurrence des splines.

On en déduit alors aisément une estimation de l’information mutuelle.

Définition 3.2.7 (Estimateur de l’IM avec discrétisation de l’intégrale)
Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que
T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Alors, un estimateur de l’information mutuelle des variables T1, T2, . . . , TK sera
donné par,

Î i(T1, T2, . . . , TK) = −
∑

l

log
p̂i
T
(Ê(T) + l : b : σ̂T)

∏K
k=1 σ̂Tk∏K

k=1 p̂
i
Tk

(Ê(Tk) + lkbkσ̂Tk
)σ̂Tk

p̂i
T
(Ê(T)+l : b : σ̂T)

K∏

k=1

σ̂Tk

Remarquons, que pour certains choix du noyau, en particulier, si le noyau réalise
une partition de l’unité, nous en déduisons la propriété suivante:

Lemme 3.2.17 Avec les notations précédentes, pour tout k = 1, . . . ,K,

p̂i
Tk

(Ê(Tk) + lkbkσ̂Tk
)σ̂Tk

=
∑

i:ik=j

p̂i
T
(Ê(T) + l : b : σ̂T)

K∏

k=1

σ̂Tk
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On déduit alors la propriété suivante de l’information mutuelle, (qui est similaire
à la propriété vérifiée théoriquement),

Lemme 3.2.18 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que
T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Alors, l’estimateur de l’information mutuelle des variables T1, T2, . . . , TK vérifie,

Î i(T1, T2, . . . , TK) =

K∑

k=1

Ĥ i(Tk) − Ĥ i(T)

La minimisation de l’estimateur de l’information mutuelle conduit donc à déterminer
des variables indépendantes. Calculons alors à présent le développement limité de l’in-
formation mutuelle.

Pour cela regardons tout d’abord ce qu’il en est du développement limité de l’en-
tropie.

Lemme 3.2.19 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que
T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Soit ∆η une famille de fonctions définies comme dans le lemme 3.2.3.

Alors,

Ĥ i(T + ∆η(T)) − Ĥ i(T) =
1

N

K∑

k=1

N∑

j=1

φ̂i
k(T(j))∆k(T(j)) + o(η)

Et pour chaque variable aléatoire Tk, on a,

Ĥ i(Tk + ∆k(T)) − Ĥ i(Tk) =
1

N

N∑

j=1

ψ̂i
k(Tk(j))∆k(T(j)) + o(η)

où

φ̂i
k(Tk(j)) = φ̂b

k (T(j)) − 1

N

N∑

m=1

φ̂b

k (T(m))

+

K∑

r=1

Tr(j) − Ê(Tr)

σ̂2
Tr

[
1 −

N∑

m=1

φ̂b

k (T(m))(Tr(m)− Ê(Tr))

]
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où

φ̂b

k (T(j)) =
∑

l

[log p̂i
T
(Ê(T) + l : b : σ̂T)σ̂T + 1]

1

σ̂Tk

K′

(
lkbkσ̂Tk

+ Tk(j) − Ê(Tk)

σ̂Tk

)
bk

K∏

i=1,i6=K

K′

(
libiσ̂Ti

+ Ti(j) − Ê(Ti)

σ̂Ti

)
bi

et

ψ̂i
k(Tk(j)) = ψ̂bk

k (Tk(j)) −
1

N

N∑

m=1

ψ̂bk

k (Tk(m))

+
Tk(j) − Ê(Tk)

σ̂2
Tk

[
1 −

N∑

m=1

ψ̂bk

k (Tk(m))(Tk(j) − Ê(Tk))

]

où

ψ̂bk

k (Tk(j)) =
∑

lk

[log p̂i
Tk

(Ê(Tk) + lkbkσ̂Tk
)σ̂Tk

+ 1]
1

σ̂Tk

K′

(
lkbkσ̂Tk

+
Tk(j) − Ê(Tk)

σ̂Tk

)

Le détail des calculs afin d’obtenir les expressions explicites de ψ̂i
k et φ̂i

k est présenté
dans le paragraphe 5.4.2.

On en déduit alors simplement le développement limité de l’estimateur de l’infor-
mation mutuelle en utilisant une discrétisation de l’intégrale,

Lemme 3.2.20 (DL de l’estimateur de l’IM avec une discrétisation de l’intégrale)
Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires telles que T = (T1, T2, . . . , TK)T soit de loi
absolument continue.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Soit ∆η une famille de fonctions définies comme dans le lemme 3.2.3.

Î i(T + ∆ηT ) − Î i(T) =
1

N

N∑

j=1

∆T (T(j))β̂i
T
(T(j)) + o(η)

où β̂i
k(T(j)) = ψ̂i

k(Tk(j)) − φ̂i
k(T(j)), pour tout k = 1, . . . ,K.

3.2.4 ((Estimer d’abord)) avec la mesure de dépendance qua-
dratique

Nous allons ici aussi proposer une estimation de la mesure de dépendance quadra-
tique. Puis nous calculerons son gradient relatif afin de procéder à sa minimisation.

71



3.2. Méthode de descente du gradient

Rappelons ici l’estimateur de la mesure de dépendance quadratique utilisé :

Définition 3.2.8 Soit K2 un noyau réel tel que sa transformée de Fourier soit positive
et sommable. Soient K variables aléatoires T1, . . . , TK telles que T = (T1, T2, . . . , TK)T .
Pour tout k, 1 ≤ k ≤ K, on note Tk(1), . . . , Tk(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire Tk. Alors l’estimateur de la mesure de dépendance quadratique est
défini par,

Q̂(T1, . . . , TK) = Ê[π̂T(T)] +

K∏

k=1

Ê[π̂Tk
(Tk)] − 2Ê

[
K∏

k=1

π̂Tk
(Tk)

]

où Ê[Φ(X)] =
∑N

n=1 Φ(X(n))/N , pour toute fonction Φ de la variable aléatoire X
d’échantillon X(1), . . . ,X(N) et

π̂T(t1, . . . , tK) = Ê

[
K∏

k=1

K2

(
tk − Tk

σ̂Tk

)]
=

1

N

N∑

n=1

K∏

k=1

K2

(
tk − Tk(n)

σ̂Tk

)

π̂Tk
(Tk) = Ê

[
K2

(
tk − Tk

σ̂Tk

)]
=

1

N

N∑

n=1

K2

(
tk − Tk(n)

σ̂Tk

)

et σ̂Tk
est un estimateur de σTk

ne dépendant que de Tk(1), . . . , Tk(N) l’echantillon de
Tk.

Remarquons que celui-ci ne dépend que des variables normalisées, notées T ′
k(n) =

Tk(n)/σ̂Tk
.

Détaillons tout d’abord le développement limité des variables normalisées, pour
une petite variation de T(n).

Lemme 3.2.21 Soient T1, . . . , TK des variables aléatoires.
Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la

variable aléatoire réelle Ti.
Soit ∆η une famille de fonctions définies comme dans le lemme 3.2.9.
Alors,

(T + ∆(T))′k(n) − T ′
k(n) =

1

σ̂Tk

{
∆k − Tk(n)Ê[φ̂Tk

(Tk)∆k]
}

+ o(η)

où par analogie au cas théorique, φ̂Tk
(Tk(n)) désigne la dérivée partielle de N log σ̂Tk

par rapport à Tk(n) et (T + ∆(T))′k(n) = (T + ∆(T))k(n)/σ̂(T+∆(T))k
.

On en déduit alors le développement limité de l’estimateur de la mesure de dépendance
quadratique,
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Lemme 3.2.22 (DL de l’estimateur de la DQ) Soient T1, . . . , TK des variables
aléatoires.

Pour tout i = 1, . . . ,K, on note Ti(1), . . . , Ti(N) un échantillon de taille N de la
variable aléatoire réelle Ti.

Soit ∆η une famille de fonctions définies comme dans le lemme 3.2.9.
Alors,

Q̂(T + ∆η(T) − Q̂(T) = Ê

[
K∑

k=1

G∗
k(T)∆k(T)

]
+ o(η)

où
G∗

k(t) = Ĝk(t) − Ê[TkĜk]φ̂Tk
(Tk)

avec

Ĝk(y) = π̂′
k,Y(y)− π̂′

Yk
(yk)

∏

l6=k

π̂Yl
(yl) + π̂′

Yk
(yk)

∏

l6=k

Ê(π̂Yl
(Yl))

− 1

σ̂Yk

Ê

[
K′

2

(
yk − Yk

σ̂Yk

)∏

l6=k

Ê(π̂Yl
(Yl))

]

avec

π̂′
k,Y(y) =

1

Nσ̂Yk

N∑

n=1

K′
2

(
yk − Yk(n)

σ̂Yk

)∏

l6=k

K2

(
yl − Yl(n)

σ̂Yl

)
,

la k-ième composante du gradient de π̂Y et

π̂′
Yk

(yk) =
1

Nσ̂Yk

N∑

n=1

K′
2

(
yk − Yk(n)

σ̂Yk

)

la dérivée de π̂Yk
.

Remarque 3.2.3 Comme on a remarqué dans le cas théorique, on a une propriété
identique vérifiée par Ĝk(t),

N∑

n=1

Ĝk(T(n)) = 0

On démontre ceci simplement en faisant le calcul sur les termes du gradient Ĝk

Avec ce dernier lemme, on remarque que dans le cas de la mesure de dépendance
quadratique, les deux gradients obtenus en utilisant les deux stratégies ((Estimer en-
suite)) et ((Estimer d’abord)) sont égaux.
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3.3 Commentaires

3.3.1 Méthodes de résolution : les stratégies ((Estimer ensuite))

et ((Estimer d’abord))

Nous avons introduit dans ce chapitre une nouvelle méthode de résolution, la
stratégie ((Estimer d’abord)). Cette stratégie permet de mettre en place des méthodes
d’optimisation qui recherchent effectivement le minimum de l’estimateur du critère de
séparation, alors que la stratégie ((Estimer ensuite)) fait une descente selon l’estimation
d’un gradient, laquelle n’est ni exactement le gradient du critère, ni le gradient de son
estimation : la fonction que l’on optimise est inconnue. Avec cette nouvelle méthode,
en étudiant la convergence des estimateurs des différents critères de séparation, il est
possible de connâıtre le comportement de la fonction à optimiser. Nous reviendrons
sur ce point dans les chapitres 5 et 6. D’autre part, le fait de connâıtre la fonction à op-
timiser permet de contrôler les pas dans la méthode de descente du gradient. En effet,
dans le chapitre 4, nous construirons un algorithme qui adapte les pas de la méthode
de descente du gradient de telle sorte que le critère soit effectivement minimisé. On
sait en effet que, dans les algorithmes de minimisation, si les paramètres de descente
sont choisis trop grand, on observe des oscillations à la convergence, et dans certains
cas, la méthode peut diverger au bout d’un trop grand nombre d’itérations.

3.3.2 Minima locaux

Un des problèmes majeurs pour la méthode de descente du gradient est la présence
de minima locaux. Nous avons observé que dans un cadre général, les deux mesures
de dépendance n’admettent aucun minimum local. Cependant, lorsqu’on restreint le
mélange à une certaine classe, on ne peut rien dire 2. Nous verrons dans le paragraphe
4.4.8 qu’il existe au moins un point où le gradient s’annule et qui ne corresponde pas
à la solution du problème. Bien sûr ces points peuvent correspondre à des points selles
ou des maxima. Dans ce cas, ils n’engendreront aucun problème dans la recherche du
minimum. De plus, ces méthodes de minimisation sont très dépendantes du point d’ini-
tialisation. Dans le cadre de mélanges post non linéaires, Sole et Jutten [65] proposent
d’initialiser les non linéarités de telle sorte qu’elles soient égales à la composition de
la fonction de répartition de chaque observation correspondante et de l’inverse de la
fonction de répartition de la loi gaussienne. Une autre méthode proposée par Babaie-
Zadeh [6] consiste à chercher la direction de descente du gradient sans respecter la
structure de séparation, puis de projeter la solution dans l’espace des mélanges post
non linéaires. Il a appelé cette méthode, minimisation par projection.

2. C’est le problème classique de l’optimisation sous contrainte
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Chapitre 4

Mélanges post non linéaires

Depuis quelques années, de nombreux travaux ont été effectués dans le cadre de
la séparation de source pour des mélanges linéaires. Nous avons déjà décrit dans les
chapitres précédents quelques unes des méthodes développées. Cependant, il est tout
à fait naturel de penser que la contrainte de linéarité du mélange peut dans certaines
circonstances être trop restrictive – au point de ne pas pouvoir trouver une solution
acceptable. Citons par exemple le cas de signaux provenant de satellites qui sont le
résultat de la composition “d’un filtre linéaire et d’un amplificateur non linéaire” [69],
où Taleb et Jutten ont envisagé un nouveau type de mélange, appelé mélange post
non linéaire. Ce type de mélange est non linéaire et permet d’approcher un grand
nombre de non linéarités, on peut aussi remarquer qu’il présente des similitudes avec
les réseaux de neurones.

Dans un premier temps, nous définirons ce qu’est un mélange post non linéaire,
et nous commenterons les problèmes d’identifiabilité liés à ce mélange (sections 4.1 et
4.2). Dans la section 4.3, nous ferons un inventaire non exhaustif des méthodes déjà
développées. Puis, nous détaillerons plus particulièrement certaines approches utilisant
les propriétés des mélanges post non linéaires (section 4.4). Enfin nous conclurons par
l’application de ces méthodes avec les mesures de dépendance définies dans le cha-
pitre 2 : l’information mutuelle et la mesure de dépendance quadratique (paragraphes
4.4.8 et 4.4.9).

4.1 Définition

Ayant remarqué que dans certaines situations, les mélanges linéaires sont tout à
fait inadaptés, Taleb et Jutten ont proposé en 1999, [68], la définition de mélanges post
non linéaires, qui ont la propriété d’introduire une non linéarité tout en conservant la
propriété d’identifiabilité.
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Définition 4.1.1 (Mélange post non linéaire) On dispose des enregistrements de
capteurs X1,X2, . . . ,XK provenant des transformations non linéaires sur des mélanges
linéaires de K sources indépendantes, S1, S2, . . . , SK, c’est-à-dire :

Xi = fi(
K∑

k=1

AikSk), i = 1, . . . ,K

où Aik désigne le terme général de la matrice de mélange A inversible, et f1, f2, . . . , fK

sont K applications monotones.

Dans [68], Taleb fait alors remarquer que ce type de mélange peut être observé
dans de nombreuses situations en constatant que la distortion non linéaire à la sortie
du mélange peut modéliser des caractéristiques inconnues des capteurs. D’autre part,
nous pouvons reconnâıtre dans cette définition, une ressemblance avec les réseaux de
neurones, qui fournissent une technique d’approximation de non linéarités. On peut
montrer une propriété d’identifiabilité pour ces mélanges.

4.2 Identifiabilité

Nous avons pu remarquer que la méthode d’analyse en composantes indépendantes
permet dans certaines situations de résoudre le problème de séparation aveuge de
sources, c’est le cas pour des mélanges linéaires. Par contre, ce n’est pas le cas pour
toutes sortes de mélanges non linéaires (c.f. Darmois [26], Taleb [69]). Cependant, dans
le cadre de mélanges post non linéaires, la propriété d’identifiabilité s’exprime sous la
forme du lemme suivant :

Lemme 4.2.1 Soient S1, . . . , SK, K variables aléatoires indépendantes.
On note Y1, . . . , YK , K variables aléatoires, les transformées de S1, . . . , SK de la

manière suivante,

Y = BhAS

où Y = (Y1, . . . , YK)T , S = (S1, . . . , SK)T ,A et B sont deux matrices inversibles,
enfin h(x) = (h1(x), . . . , hK(x))T avec h1, . . . , hK des transformations inversibles.

Avec les hypothèses suivantes,

– A est une matrice inversible mélangeante, c’est-à-dire qu’il existe au moins deux
valeurs non nulles par colonne ou par ligne.

– les transformations h1, h2, . . . , hK sont inversibles, par convention on les suppo-
sera strictement croissantes.

– Il existe au plus une source gaussienne.
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alors, si Y1, . . . , YK sont indépendantes, h1, . . . , hK sont linéaires.

D’après les notations utilisées précédemment (définition 4.1.1), les fonctions hk

correspondent à gk ◦ fk.
Ce lemme a été montré par Taleb [67] avec des hypothèses techniques sur le sup-

port des sources, puis par Babaie-Zadeh [6], en faisant l’hypothèse que les supports
des distributions des sources sont bornés. Cependant, il serait intéressant de montrer
l’identifiabilité des mélanges post non linéaires sans imposer de restrictions sur les
densités des sources. Ce problème s’avère difficile et reste ouvert.

Remarque 4.2.1 Remarquons que l’hypothèses d’inversibilité des transformations non
linéaires est indispensable. Ceci signifie qu’il est possible de trouver un mélange post
non linéaire dans lequel une des transformations non linéaires n’est pas inversible et
qui conserve l’indépendance. En effet, citons l’exemple suivant, (c.f. [41]),

Lemme 4.2.2 Soit X une variable aléatoire gaussienne, on note fX sa densité,
fX(x) = (1/σ)φ(x/σ) (où φ est la densité de la loi normale centrée réduite).
Soit Y une variable indépendante de X et ayant pour densité,
fY (x) = (1/2σ)[φ((x− λσ2)/σ) + φ((x+ λσ2)/σ)].
Alors, on montre que X − Y et |X − Y | sont indépendantes.

Naturellement, ce contexte de mélanges non linéaires a suscité la curiosité et
différentes méthodes ont été déjà développées.

4.3 Méthodes déjà existantes

Nous décrivons ici succintement les méthodes déjà développées dans le cadre de
mélanges non linéaires. Nous verrons alors par la suite, l’apport de la mesure de
dépendance quadratique par rapport à ces différentes méthodes.

• Approche bayésienne [73]
A l’aide de méthodes bayésiennes, cette approche présente une extension au
cas non linéaire de l’analyse factorielle “factor analysis”. Les non linéarités sont
alors approchées par des perceptrons multi couches. Ces méthodes requièrent des
hypothèses sur les lois des sources. Généralement, on les suppose gaussiennnes.
Bien que coûteuses du point de vue algorithmique, ces méthodes permettent
de reconstituer des signaux provenant de mélanges différents du cas post non
linéaire.

• MISEP [4]
Cette méthode développée par Almeida est une généralisation du principe d’In-
foMax dans le cadre de mélanges non linéaires. La fonction non linéaire est alors
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paramétrée par un perceptron multi couches ce qui rend possible la maximisation
du critère défini par le même procédé que dans la méthode InfoMax. L’auteur
se base sur l’hypothèse que les non linéarités vérifient certaines propriétés de
régularité.

• Géométriques [6, 70]
Dans sa thèse, [6], Babaie-Zadeh développe une méthode géométrique basée sur
l’hypothèse que les sources ont des distributions à support compact. Ainsi, la
méthode permet de détecter les contours du nuage de points formées par les
observations, et d’en extraire la non linéarité.

• Cartes de Kohonen (SOM, GMT) Cette méthode est sûrement l’une des premières
développée pour les mélanges non linéaires.
La méthode SOM (Self-Organizing Map) [55] a pour but de trouver une représen-
tation des données dans laquelle ces dernières auront une distribution uniforme
sur une grille rectangulaire et préservant le mieux possible certaines structures
des données. Alors, en constatant que deux variables uniformes indépendantes
admettent une distribution conjointe de support rectangulaire, on peut envisager
cette méthode dans le but de trouver des variables indépendantes et de densité
uniforme [37]. Cette méthode présente certaines difficultés en ce qui concerne
l’hypothèse de densité uniforme et les coûts de calculs.
La méthode GTM (Generative Topographic Mapping) a été introduite par Bi-
shop et. al., elle peut être vue comme un prolongement de la méthode SOM. En
effet, dans la méthode GTM, les distributions uniformes conjointes des sources
sont modélisées par des sommes de fonctions de Dirac et le mélange non linéaire
par une base de fonctions construite à partir des gaussiennes. Puis, dans [56], on
présente une version modifiée de la méthode GTM afin de prendre en considération
d’autres types de distributions de sources. On peut consulter aussi [37], pour plus
de détails sur ces deux méthodes et des comparaisons expérimentales.

• Alternating Conditional Expectation : ACE [79]
Introduite par Breiman et. al. [11] dans le cadre de tests d’indépendance, Ziehe
et. al. ont utilisé ce principe pour obtenir une méthode de séparation aveugle
de sources dans le cadre de mélanges post non linéaires. Ceux-ci proposent de
prendre pour inverser les non linéarités du mélange, les fonctions réalisant le
maximum de corrélation.

Dans le cas d’un mélange de deux sources, on pose,

x1 = f1(a11s1 + a12s2)

x2 = f2(a21s1 + a22s2)

Les approximations des inverses des non linéarités, notées g1 et g2, sont alors
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définies en cherchant le maximum de corr(g1(x1), g2(x2)).

Comme le font remarquer Breiman et. al. [11], Kolmogorov a démontré que si
a11s1 +a12s2 et a21s1 +a22s2 ont une densité conjointe gaussienne, alors g1 ◦f1 et
g2 ◦ f2 seront linéaires. Dans [79], les auteurs font alors l’hypothèse que a11s1 +
a12s2 et a21s1 + a22s2 ont une densité conjointe proche de la gaussienne.

Cette méthode possède donc l’avantage de séparer le problème de séparation
aveugle de sources dans le cadre de mélanges post non linéaires en deux parties
distinctes. Dans l’étape d’inversion des non linéarités, Ziehe et. al. n’utilisent pas
l’indépendance des sources, mais seulement une approximation de loi gaussienne
à la sortie d’un mélange linéaire.

• Information Mutuelle : [69, 6]

Taleb et Babaie-Zadeh ont exploité les propriétés de l’information mutuelle afin
de dégager une méthode de séparation de source par minimisation d’un critère
bien choisi. Dans un premier temps, Taleb a exploité les propriétés du mélange
post non linéaire pour définir le critère à optimiser. Dans un deuxième temps,
Babaie-Zadeh a constaté certaines erreurs qui peuvent être très importantes dans
les estimations et a alors envisagé une approche plus générale.

4.4 Méthodes dérivées de l’information mutuelle et

de la mesure de dépendance quadratique

Dans le chapitre 2 nous avons introduit deux mesures de dépendance qui peuvent
avoir des comportements très différents, comme nous allons le voir. Grâce à ces deux
mesures qui permettent de caractériser des variables indépendantes, nous envisageons
l’étude d’algorithmes de séparation aveugle de sources dans le cadre particulier de
mélanges post non linéaires.

De par la structure des mélanges post non linéaires, définition 4.1.1, nous sommes
contraints d’envisager une méthode d’optimisation traitant séparément la minimisation
de la partie linéaire et celle de la partie non linéaire. En effet, comme l’a fait remarqué
Taleb, [67], la structure des mélanges post non linéaires ne forme pas un groupe et
donc ne permet pas de procéder à une optimisation globale du système.

Après avoir particularisé la variation ∆ du chapitre 3 au cas des mélanges post
non linéaires (paragraphe 4.4.1), nous présenterons différents prolongements adaptés
à ce type de mélanges particuliers.

Dans le contexte des mélanges post non linéaires, la minimisation de la partie
linéaire sera tout à fait semblable au cadre des mélanges linéaires. Cependant, les
non linéarités ne sont généralement pas paramétriques. Ceci introduit une difficulté
supplémentaire quant à la recherche de ces dernières par des méthodes de minimisation.

Nous expliciterons alors dans un premier temps la forme du gradient relatif de la
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partie linéaire (paragraphe 4.4.2).
Dans un deuxième temps, nous nous intéresserons à la partie non linéaire (para-

graphe 4.4.3). Dans ce cadre là, nous nous intéresserons à trois différentes méthodes.
Nous expliciterons une approche non paramétrique déjà développée par Taleb [67] et
Babaie-Zadeh [6]. Puis toujours dans un contexte non paramétrique, nous introdui-
rons une nouvelle méthode basée sur une propriété d’invariance des critères utilisés
quand on ajoute une constante aux non linéarités. Enfin, nous développerons une
approche paramétrique utilisant les particularités des mélanges post non linéaires.
Nous détaillerons une méthode semi-paramétrique basée sur une approximation des
non linéarités par des fonctions affines par morceaux. Pour finir, dans les paragraphes
4.4.4, 4.4.5, 4.4.6 et 4.4.7, nous décrirons les algorithmes de minimisation pour ces
différentes approches.

Notons que pour ces différentes parties, on détaillera les deux stratégies ((Estimer
ensuite)) et ((Estimer d’abord)) (c.f. section 3.1) et on explicitera les différences.

4.4.1 ∆ dans le cas de mélanges post non linéaires

Dans le cadre particulier des mélanges post non linéaires, nous sommes en mesure
d’expliciter les fonctions ∆ intervenant dans le calcul du gradient relatif (c.f. chapitre
3).
La résolution du problème de séparation aveugle de sources dans le cadre de mélanges
post non linéaires consiste alors en la minimisation d’un critère de dépendance, ici l’in-
formation mutuelle ou la mesure de dépendance quadratique, sous la contrainte que
les observations X1, . . . ,XK proviennent d’un mélange post non linéaire de sources
S1, . . . , SK indépendantes. Notre problème se résume alors de la manière suivante:

on cherche K applications g1, g2, . . . , gK et une matrice B telles que les variables
Y1, Y2, . . . , YK définies par,

Yi =
K∑

k=1

BikZk, où Zk = gk(Xk), pour tout i = 1, . . . ,K.

représentent le minimum du critère considéré et donc aussi une estimation des sources
S1, S2, . . . , SK. Ce mélange sera appelé dans la suite structure de séparation.

Généralement, on appellera les fonctions g1, . . . , gK non linéarités.

Stratégie ((Estimer ensuite))

En vue de l’utilisation d’une méthode de descente du gradient, nous allons définir
les fonctions ∆ de la manière suivante,
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∆(Y) = εY + Bδ(Z) + εBδ(Z)

où ε désigne la variation relative de la matrice B et δ = (δ1, . . . , δK)T désigne les
variations relatives de chaque fonction inversible g1, . . . , gK .

Par hypothèse sur la fonction ∆, ε est tel que B + εB est inversible et δ1, . . . , δK

sont telles que g1 + δ1 ◦ g1, . . . , gK + δK ◦ gK sont aussi inversibles.
Rappelons que la variation ∆ ne peut être définie que séparément par rapport à la

partie linéaire et la partie non linéaire du système à cause de la structure des mélanges
post non linéaires qui ne forme pas un groupe, [69].

Nous définissons alors les notations suivantes,

− pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, Γi(Y) =
∑K

k=1 εikYk +
∑K

k=1 Bikδk(gk(Xk))

− pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, Λi(Y) =
∑K

k=1

∑K
j=1 εijBjkδk(gk(Xk))

Alors, nous pouvons écrire, pour tout i = 1, . . . ,K,

∆i(Y) = Γi(Y) + Λi(Y).

Stratégie ((Estimer d’abord))

En ce qui concerne l’étude du gradient dans le cadre du critère estimé, on a noté
∆ la variation que l’on fait subir au critère afin d’en déduire son développement. De
la même manière, nous particularisons, dans le cadre de mélanges post non linéaires,
le vecteur ∆ par,

∆i(Y(j)) = Γi(Y(j)) + Λi(Y(j)),

pour tout i = 1, . . . ,K et pour tout j = 1, . . . , N .
où

– pour tout i = 1, . . . ,K, Xi(1), . . . ,Xi(N) est un échantillon de taille N de la
variable Xi. Et, pour tout i = 1, . . . ,K et pour tout j = 1, . . . , N ,

Yi(j) =
K∑

k=1

BikZk(j)

et Zk(j) = gk(Xk(j)) pour tout k = 1, . . . ,K et pour tout j = 1, . . . , N .

– pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, et pour tout j, 1 ≤ j ≤ N ,

Γi(Y(j)) =
K∑

k=1

εikYk(j) +
K∑

k=1

Bikδk(gk(Xk(j)))
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– pour tout i, 1 ≤ i ≤ K, et pour tout j, 1 ≤ j ≤ N ,

Λi(Y(j)) =
K∑

k=1

K∑

l=1

εilBlkδk(gk(Xk(j)))

4.4.2 Gradient de la partie linéaire

Dans la mesure où la partie linéaire du mélange correspond à une multiplication
par une matrice, cette partie est déjà paramétrée.

Le gradient relatif de la partie linéaire s’écrira alors de la manière suivante, quelque
soit le critère utilisé, théorique ou empirique.

ε 7→
K∑∑

i6=j=1

εijSL
ij

où l’expression de SL
ij diffère selon qu’on utilise l’information mutuelle ou la dépendance

quadratique. Nous préciserons son expression exacte dans les sections suivantes 4.4.8
et 4.4.9.

Remarque 4.4.1 On vérifie facilement que dans les cas considérés ci-après, pour tout
i = 1, . . . ,K, SL

ii = 0.

4.4.3 Gradient de la partie non linéaire

Les différentes approches que nous avons mises en place s’appliquent naturellement
à différents critères. Par conséquent, nous présentons ces méthodes dans un cadre tout
à fait général puis nous particulariserons ces approches avec les critères utilisés.

Approche non paramétrique

Stratégie ((Estimer ensuite)) :

Cette méthode a été introduite initialement par Taleb [69], puis reprise par Babaie-
Zadeh [6] en utilisant des critères dérivés de l’information mutuelle. Nous donnons ici
les détails de cette méthode sans préciser le critère utilisé.

Le gradient relatif de la partie non linéaire du critère sous la contrainte de mélange
post non linéaire s’écrit,

δ1, . . . , δK 7→
K∑

k=1

E
{
δk(Zk)SNL

k (Zk)
}

(4.1)
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Chapitre 4. Mélanges post non linéaires

où SNL
k est issue des expressions des gradients relatifs obtenus dans la section 3.2.

On en déduit les équations d’estimation correspondantes,

{
SL

ij = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ K.
SNL

k = 0, 1 ≤ k ≤ K.

Afin de pouvoir implémenter cette méthode, il est nécessaire de procéder à l’es-
timation des différentes quantités intervenant dans l’expression du gradient. Une fois
le gradient estimé, on obtient une représentation implicite des non linéarités dans un
espace de dimension finie. Cependant l’expression du gradient estimé est différente en
fonction du critère utilisé (c.f. paragraphes 3.2.1 et 3.2.2). La fonction effectivement
minimisée par l’algorithme n’est donc pas le critère théorique, puisque la descente se
fait sur une estimation du gradient et non sur le gradient exact. Cette méthode revient,
en réalité, à chercher les solutions des équations d’estimation.

Nous verrons aussi, sections 4.4.4, 4.4.5, 4.4.6 et 4.4.7, que dans l’application des
algorithmes il est préférable d’avoir une bonne connaissance du critère minimisé.

Nous détaillerons les estimations utilisées dans les paragraphes, 4.4.8 et 4.4.9,
consacrés à l’utilisation d’un critère particulier. De plus nous détaillerons certains
aspects théoriques des estimations au cours du chapitre 5.

Stratégie ((Estimer d’abord)) :

On rappelle ici que l’on a noté,
pour tout i = 1, . . . ,K, Xi(1), . . . ,Xi(N) est un échantillon de taille N de la

variable Xi. Et alors pour tout i = 1, . . . ,K et pour tout j = 1, . . . , N ,

Yi(j) =
K∑

k=1

BikZk(j)

et Zk(j) = gk(Xk(j)) pour tout k = 1, . . . ,K et pour tout j = 1, . . . , N .

Le gradient relatif de la partie non linéaire sous la contrainte de mélange post non
linéaire s’écrit,

δ1, . . . , δK 7→
K∑

k=1

Ê
{
δk(Zk)S̃NL

k

}

où S̃NL
k , découle des expressions du gradient obtenu lors de l’utilisation de l’estimation

du critère.(c.f. section 3.2). Ê désigne l’opérateur d’espérance empirique. Nous verrons

dans les sections suivantes, 4.4.8 et 4.4.9, que S̃NL
k peut-être vu comme une estimation
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particulière de SNL
k .

On remarque que dans l’expression du gradient relatif de la partie non linéaire, on
ne connait les non linéarités qu’en les points de l’échantillon. Le problème de mini-
misation ne s’exprime donc plus qu’en ces points, et il est impossible sans hypothèse
supplémentaire de déterminer les non linéarités en dehors de ces points.

Approche non paramétrique utilisant les dérivées des non linéarités

Avec l’utilisation de l’information mutuelle ou de la dépendance quadratique, on
remarque que le fait d’ajouter une constante à chaque non linéarité ne modifie pas le
résultat. Ceci montre que les critères de dépendance envisagés dépendent seulement
des dérivées des non linéarités.

Cette constatation nous conduit à étudier seulement le développement limité des
critères en fonction des dérivées des non linéarités g1, . . . , gK. Nous sommes donc
naturellement amenés à écrire les fonctionnelles du gradient en termes des dérivées
δ′1, . . . , δ

′
K de δ1, . . . , δK.

Stratégie ((Estimer ensuite)):

De même que précédemment δ1, . . . , δK représentent les variations relatives de
chaque fonction inversible g1, . . . , gK.

On suppose de plus que δ1, . . . , δK sont telles que g1 + δ1 ◦ g1, . . . , gK + δK ◦ gK sont
aussi inversibles.

Remarquons la relation suivante, pour tout k = 1, . . . ,K,

δk(Zk) =

∫
1l+(Zk − z)δ′k(z)dz

où 1l+ désigne la fonction indicatrice sur la demi-droite réelle [0,+∞).

Nous en déduisons alors les expressions du gradient en fonction des dérivées δ ′1, . . . , δ
′
K.

Le gradient relatif de la partie non linéaire du critère sous la contrainte de mélange
post non linéaire s’écrit alors,

δ′1, . . . , δ
′
K 7→

K∑

k=1

∫
RNL

k (z)δ′k(z)dz (4.2)

où RNL
k (z) = E

{
1l+(Zk − z)SNL

k (Zk)
}

est issu des expressions des gradients rela-
tifs obtenus dans la section 3.2.
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On en déduit alors les équations d’estimation correspondantes,

{
SL

ij = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ K.
RNL

k = 0, 1 ≤ k ≤ K.

Stratégie ((Estimer d’abord)):

Nous utilisons ici aussi le fait que les fonctions g1, . . . , gK ne sont déterminées
qu’à une constante près. D’autre part, nous avons remarqué que dans le cas de la
minimisation du critère estimé, celui-ci ne dépend des valeurs des fonctions gk qu’aux
points des observations, nous en déduisons donc que la fonctionnelle du gradient ne
dépend que de la moyenne des δ′k dans chacun des intervalles [Zk(n : N), Zk(n+1 : N)[
pour n = 1, . . . , N − 1, en utilisant les statistiques d’ordre 1.

En effet, nous avons les égalités suivantes,

1

N

N∑

n=1

δk(Zk(n))S̃NL
k (n) =

1

N

N∑

n=1

δk(Zk(ok,n))S̃NL
k (ok,n)

=
1

N

N−1∑

n=1

[δk(Zk(n+ 1 : N)) − δk(Zk(n : N))]
N∑

m=n+1

S̃NL
k (ok,m)

=
1

N

N−1∑

n=1

∫ N∑

m=n+1

S̃NL
k (ok,m)1l[Zk(n:N),Zk(n+1:N)[(z)δ

′
k(z)dz

On suppose que les estimateurs sont choisis de telle sorte qu’ils soient invariants
par translation, on a alors,

Ê{S̃NL
k } = 0

Il apparait alors clairement que le gradient ne dépend que de la moyenne des fonc-
tions δ′k dans chacun des intervalles [Zk(n : N), Zk(n+ 1 : N)[ pour n = 1, . . . , N − 1.

Nous en déduisons alors les fonctionnelles du gradient associées au critère estimé
pour la partie non linéaire.

δ1, . . . , δK 7→
K∑

k=1

∫
R̃NL

k (z)δ′k(z)dz (4.3)

1. Pour tout k = 1, . . . , K, Zk(1 : N ), . . . , Zk(N : N ) sont les statistiques d’ordre de Zk et
ok,1, . . . , ok,N est la permutation telle que Zk(n : N ) = Zk(ok,n)
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où

R̃NL
k (z) =

1

N

N−1∑

n=1

N∑

m=n+1

S̃NL
k (ok,m)1l[Zk(n:N),Zk(n+1:N)[(z)

(Cette fonction est donc constante par morceaux sur chaque intervalle défini par
l’échantillon des statistiques d’ordre de Z).

preuve :

En effet, cette écriture se justifie par le fait que la fonction R̃NL
k (z) est constante

sur chaque intervalle [Zk(n : N), Zk(n+ 1 : N)[ pour n = 1, . . . , N − 1.

�

Cette approche nous conduit naturellement à envisager une approche paramétrique.

Approche paramétrique

Cette méthode originellement envisagée par Taleb, [69], consistait en l’approxima-
tion des non linéarités par des réseaux de neurones. Ici, nous rappellerons la méthode
développée par Taleb en donnant une expression générale valable pour toute pa-
ramétrisation. Puis nous énoncerons deux paramétrisations, adaptées au cadre des
mélanges post non linéaires, une nouvelle basée sur une approximation des non linéarités
par des fonctions linéaires par morceaux, l’autre, introduite par Pham [59] et basée
sur l’utilisation de la fonction quantile.

Stratégie ((Estimer ensuite)):

Cette méthode consiste en la paramétisation de chaque gk par un vecteur θk, on
note alors les non linéarités, gk,θk

.
Afin de pouvoir faire le lien avec les notations précédentes, nous nous intéressons au
développement limité de la fonction gk,θk

par rapport à θk:

gk,θk+dθk
− gk,θk

= g′k,θk
dθk

où g′k,θk
désigne la dérivée de gk,θk

par rapport à θk. Donc, par analogie avec les nota-

tions précédentes, nous allons remplacer δk par ġk,θk
dθk où ġk,θk

= g′k,θk
◦ g−1

k,θk
.

Le gradient relatif du critère sous la contrainte de mélange post non linéaire s’écrit
alors,

dθ1, . . . ,dθK 7→
K∑

k=1

E
{
ġk,θk

(Zk)SNL
k (Zk)

}
dθk
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où SNL
k est issue des expressions des gradients relatifs obtenus dans la section 3.2,

et gk,θk
= g′k,θk

◦ g−1
k,θk

avec g′k,θk
la dérivée de gk,θk

par rapport à θk.

On en déduit alors les équations d’estimation correspondantes,
{

SL
ij = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ K.

SNL
k = 0, 1 ≤ k ≤ K.

Pour les mêmes raisons que précédemment, nous détaillons aussi une méthode basée
sur la minimisation du critère estimé.

Stratégie ((Estimer d’abord)):

L’utilisation du critère estimé ne change pas les expressions générales du gradient
relatif, mais dans certaines circonstances, les algorithmes seront différents par rapport
aux estimations envisagées.

Le gradient relatif de la partie non linéaire s’écrit,

dθ1, . . . ,dθK 7→
K∑

k=1

Ê
{
ġk,θk

(Zk)S̃NL
k

}
dθk

où S̃NL
k est issue des expressions des gradients relatifs obtenus dans la section 3.2,

et gk,θk
= g′k,θk

◦ g−1
k,θk

avec g′k,θk
la dérivée de gk,θk

par rapport à θk.
En outre, nous pouvons faire à nouveau la remarque suivante : si l’on ajoute une

même constante aux Zk(1), . . . , Zk(N), le critère reste inchangé. Celui-ci ne dépend que
des écarts successifs entre les statistiques d’ordre de Zk. Nous pouvons alors exprimer
les fonctionnelles du gradient seulement en fonction de ces écartements,

dθ1, . . . ,dθK 7→
K∑

k=1

1

N

N∑

n=2

{
N∑

m=n

S̃NL
k (oj,m)

}
g̃j,θj

(n)dθk

où g̃j,θj
(n) = ġj(Zj(n : N)) − ġj(Zj(n− 1 : N))

L’approche paramétrique présentée ci-dessus, s’applique naturellement à toutes
sortes de paramétrisation. Nous présentons maintenant deux paramétrisations par-
ticulières adaptées aux mélanges post non linéaires. La première méthode, appelée
approche semi-paramétrique consiste à estimer les non linéarités par des fonctions
linéaires par morceaux. La seconde méthode est basée sur l’utilisation de la fonction
quantile.

Approche semi-paramétrique:
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Dans la méthode non paramétrique utilisant les invariances des critères par rap-
port aux non linéarités, seule la dérivée des transformations non linéaires in-
tervient. On décide donc d’approcher g1, g2, . . . , gK par des fonctions continues
linéaires par morceaux dont les intervalles de linéarité sont notés [ξk,m, ξk,m+1],
m = 1 . . .M − 1. On peut supposer sans perte de généralité que les fonctions
g1, g2, . . . , gK sont croissantes. Nous verrons comment cette condition peut-être
aisément vérifiée lors de l’implémentation de l’algorithme. Remarquons à présent
que la composée de deux fonctions linéaires par morceaux est encore linéaire par
morceaux. Nous prendrons donc les fonctions δk continues linéaires par mor-
ceaux dont les intervalles de linéarité sont [ζk,m, ζk,m+1], 1 ≤ m ≤ M − 1, où
ζk,i = gk(ξk,i), i = 1 . . .M, k = 1 . . .K. Leurs dérivées s’écrivent

δ′k(z) =

M−1∑

m=1

dk,m1l[ζk,m ;ζk,m+1[(z).

Le vecteur θk représente alors simplement les pentes des droites constituant l’ap-
proximation de gk. En remplaçant les dérivées δ′k définies par la formule ci-dessus,
dans l’expression du gradient relatif obtenu dans 4.2, on obtient,

dk,1, . . . , dk,M−1 7→
M−1∑

m=1

∫ ζk,m+1

ζk,m

dk,mRNL
k (z)dz, 1 ≤ k ≤ K.

On remarque que dans le cadre du critère estimé, on remplace simplement RNL
k

par R̃NL
k .

Remarque 4.4.2 Dans cette méthode, il se pose le problème du choix des inter-
valles dans l’approximation des non linéarités. Dans les méthodes implémentées,
nous avons choisi des intervalles basés sur les valeurs des échantillons. De plus,
nous avons choisi entre 10 et 20 intervalles. En effet, le fait de considérer trop
peu d’intervalles conduit à une estimation trop grossière des non linéarités. Mais
à l’inverse, le fait de considérer un trop grand nombre d’intervalles fait apparâıtre
un trop grand nombre de degré de liberté, et ne convient pas non plus.

Une méthode de paramétrisation utilisant la fonction quantile:

Décrivons ici schématiquement la méthode développée par Pham [59].

– Paramétrisation de la fonction quantile de Zk, pour tout k = 1, . . . ,K. On
la note QZk

.(en utilisant les bases de splines)

88



Chapitre 4. Mélanges post non linéaires

– Calcul des échantillons correspondant à la variable Zk par,

Zk(i : N) = QZk
((i− 0.5)/N), pour tout i = 1, . . . , N.

– On en déduit alors les valeurs des échantillons des variables Yk, pour tout
n = 1, . . . , N et pour tout k = 1, . . . ,K, par,

Yk(n) =

K∑

j=1

BkjZj(n)

où Zj(n) = Zj(o
−1
j,n) et oj,n, n = 1, . . . , N est la permutation qui permet de

trier les échantillons de Zj .

4.4.4 Approche non paramétrique : Algorithmes

Ayant décrit les différentes expressions des gradients utilisés, nous allons décrire à
présent les différents algorithmes de minimisation implémentés.

La minimisation est réalisée grâce à la méthode de descente du gradient. On ajuste
les variables B et g1, . . . , gK par le schéma itératif suivant, λ et µ représentent les
constantes de réglage :

{
B 7→ B − λDB
gk 7→ gk − µhk ◦ gk , 1 ≤ k ≤ K.

où D et hk sont déduites des expressions du gradient (4.1, p. 82). On a,

Dij =

{
SL

ij 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Quant aux hk, pour 1 ≤ k ≤ K, on les obtient de deux manières différentes en fonction
de la métrique adoptée :

- avec la métrique normale (associée au produit scalaire de l’espace de Hilbert des
fonctions de carré intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue), on a :

hn
k (z) = SNL

k (z)

- avec la métrique probabiliste (associée au produit scalaire de l’espace de Hilbert
des fonctions de carré intégrable par rapport à la mesure de probabilité), on a :

hp
k(z) =

1

pZk
(z)

SNL
k (z)

Nous en déduisons alors l’algorithme suivant,
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4.4. Avec l’information mutuelle et la dépendance quadratique

Initialisations :
B
g1, . . . , gK

Boucle : pour t=1, 2, 3, . . . (t indique le numéro de l’itération)

ŜL
ij estimation de S l

ij,i 6= j = 1, . . . ,K.

ĥk estimation de hk, k = 1, . . . ,K.

Z
(t+1)
k = [Z

(t)
k − µĥk(Z

(t)
k )]

k = 1, . . . ,K

Normalisation de Z (t+1).

B(t+1) = B(t) − λD̂B(t).

où D̂ij =

{
Ŝ l

ij 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Y (t+1) = B(t+1)Z(t+1).

Normalisation de Y (t+1).
Jusqu’à convergence.

Dans cet algorithme, il est nécessaire de procéder à des normalisations à chaque
étape intermédiaire de progression de l’algorithme. En effet, il est bien connu que le
problème de séparation aveugle de source ne peut se résoudre qu’à un facteur d’échelle
près et à une permutation près. Pour fixer l’indétermination de facteur d’échelle, nous
normalisons les variables Yi à chaque pas de l’algorithme. D’autre part, dans le cadre
des mélanges post non linéaires, nous remarquons que les fonctions gk ne peuvent être
reconstruites qu’à un facteur d’échelle près qui sera alors compensé par un facteur
d’échelle sur la matrice et à une constante près car les critères envisagés sont inva-
riants par translation, voir paragraphe 4.3. Pour compenser ces indéterminations nous
choisissons ici de normaliser les variables Zk à chaque pas de l’algorithme. Ceci permet
à la fois de fixer le facteur d’échelle à 1 et la constante à 0.

Faisons à présent quelques remarques sur ce qui nous pousse à utiliser la mini-
misation du critère estimé, stratégie ((Estimer d’abord)). Tout d’abord, la notion de
convergence reste à définir, nous ne pouvons a priori pas savoir à quel moment arrêter
l’algorithme. Pour cela, nous pouvons envisager à chaque tour de boucle de l’algorithme
de calculer un critère de dépendance qui nous dira si on peut accepter l’hypothèse que
les variables sont indépendantes, c’est à dire que l’on a atteint le minimum.

Ensuite, un autre problème apparâıt aussi dans le choix des paramètres λ et µ
de la descente de gradient. Nous proposons ici de les ajuster en fonction du critère
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à minimiser. Autrement dit, nous calculons la variation des variables Z et Y. Puis,
nous ajustons les constantes λ et µ de telle sorte que le critère calculé pour les nou-
velles variables Z et Y soit effectivement inférieur à celui calculé pour les variables à
l’itération précédente. Il vient alors naturellement l’idée de minimiser une estimation
du critère au lieu d’utiliser une estimation du gradient relatif, afin de minimiser le
critère théorique que nous ne pouvons pas évaluer.

Nous avons fait le constat que l’approche non paramétrique appliquée avec le critère
estimé n’est pas adaptée. Nous ne développerons donc les algorithmes implémentés
avec le critère estimé que dans le cadre de l’approche non paramétrique utilisant les
dérivées des non linéarités et de l’approche paramétrique.

4.4.5 Approche non paramétrique utilisant les dérivées des

non linéarités : Algorithmes

La minimisation est réalisée grâce à la méthode de descente du gradient. On ajuste
les variables B et g′1, . . . , g

′
K par le schéma itératif suivant, λ et µ représentent les

constantes de réglage:
{

B 7→ B − λDB
g′k 7→ g′k(1 − µh′k ◦ g′k) , 1 ≤ k ≤ K.

(Ceci provient du fait que la variation relative des non linéarités gk s’écrit, gk +
δk ◦ gk.)

où D et h′k sont déduites des expressions du gradient. On a

Dij =

{
SL

ij 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Quant au h′k, pour 1 ≤ k ≤ K, on les obtient de deux manières différentes en fonction
de la métrique adoptée :

- avec la métrique normale (associée au produit scalaire de l’espace de Hilbert des
fonctions de carré intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue), on a :

h
′n
k (z) = RNL

k (z)

- avec la métrique probabiliste (associée au produit scalaire de l’espace de Hilbert
des fonctions de carré intégrable par rapport à la mesure de probabilité), on a :

h
′p
k (z) =

1

pZk
(z)

RNL
k (z)

Comme nous l’avons signalé dans le cadre de l’approche non paramétrique, nous
préférons utilisé le critère estimé pour procéder à la minimisation. Dans ce qui suit,

91
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nous écrirons les algorithmes avec l’utilisation du critère estimé. Naturellement, quand
on utilise le critère théorique, la structure générale des algorithmes ne sera pas mo-
difiée, seule les définitions des expressions du gradient seront différentes.

Initialisations :
B
g1, g2, . . . , gK

Boucle :pour t=1, 2, 3, . . . (t indique le numéro de l’itération)
Calcul de SL

ij , i 6= j = 1, . . . ,K.

Calcul de h̃′k à partir de R̃NL
k , k = 1, . . . ,K.

Z
(t+1)
k (m+ 1 : N) − Z

(t+1)
k (m : N) = [Z

(t)
k (m+ 1 : N) − Z

(t)
k (m : N)]

×
[
1 − µh̃′k(Z

(t)
k (m : N)

]
, k = 1, . . . ,K, n = 1, . . . , N

Normalisation de Z (t+1).

B(t+1) 7→ B(t) − λD̂B(t).

où D̂ij =

{
S l

ij 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Y (t+1) = B(t+1)Z(t+1).

Normalisation de Y (t+1).
Jusqu’à convergence.

Nous procédons ici aux mêmes normalisations que précédemment. Cependant,
comme dans ce cas nous travaillons seulement avec les dérivées des non linéarités,
il est aussi possible d’envisager une nouvelle normalisation en imposant aux g ′k de
vérifier la condition suivante, E[log |g′k(Xk)|] = 0 dans le cas de la métrique probabi-
liste et la condition

∫
δ′k(z)dz dans le cas de la métrique de Lebesgue. Cette quantité

est facilement évaluée car on travaille dans cet algorithme avec les dérivées des non
linéarités qui sont constantes par morceaux. Enfin, la croissance des non linéarités
est simplement contrôlée en imposant que le terme 1 − µĥ′k(Z

(m)
k,t ) soit positif, ce qui

dépend essentiellement du choix du paramètre µ.

4.4.6 Approche paramétrique: Algorithmes

On se place ici aussi dans le cadre de la minimisation du critère estimé. La minimi-
sation est réalisée grâce à la méthode de descente du gradient. On ajuste les variables
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B et g1, . . . , gK par le schéma itératif suivant, λ et µ représentent les constantes de
réglage: {

B 7→ B − λDB
θk 7→ θk − µγk , 1 ≤ k ≤ K.

où D et γk sont déduites des expressions du gradient. On a

Dij =

{
SL

ij 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Quant aux γk, pour 1 ≤ k ≤ K, on les obtient de la manière suivante:

γk = Ê
{
ġk,θk

(Zk)S̃NL
k

}
.

Nous en déduisons l’algorithme suivant,

Initialisations :
B
θ1, . . . , θK

Boucle :pour t=1, 2, 3, . . . (t indique le numéro de l’itération)
Calcul de SL

ij , i 6= j = 1, . . . ,K.

Calcul de γk à partir de T̃ NL
k , k = 1, . . . ,K.

θ
(t+1)
k = [θ

(t)
k − µdγk], k = 1, . . . ,K

Z
(t+1)
k = g

k,θ
(t+1)
k

(Xk), k = 1, . . . ,K

Normalisation de Z (t+1).

B(t+1) = B(t) − λD̂B(t).

où D̂ij =

{
S l

ij(n) 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Y (t+1) = B(t+1)Z(t+1).

Normalisation de Y (t+1).
Jusqu’à convergence.

4.4.7 Approche semi-paramétrique: Algorithmes

Détaillons ici le cadre particulier de l’approche semi-paramétrique:
La minimisation du critère est réalisée en ajustant cette fois les paramètres dk,m,
1 ≤ k ≤ K, 1 ≤ m ≤M − 1, selon le schéma itératif suivant,
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{
B 7→ B− λDB
dk,m 7→ dk,m − µγk,m , 1 ≤ k ≤ K, 1 ≤ k ≤M − 1.

où D et γk,m sont déduites des expressions du gradient. On a

Dij =

{
SLij 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Quant aux γk,m, pour 1 ≤ k ≤ K, 1 ≤ m ≤ M − 1, on les obtient de la manière
suivante :

– avec le critère théorique et la métrique de Lebesgue associée au produit scalaire,
< dk,., d

′
k,. >=

∑
dk,md

′
k,m(ζk,m+1 − ζk,m)), on a :

γk,m =
1

ζ
(m+1)
k − ζ

(m)
k

∫ ζk,m+1

ζk,m

RNL
k (z)dz.

– avec le critère théorique et la métrique probabiliste, associée au produit scalaire,
< dk,., d

′
k,. >=

∑
dk,md

′
k,mP (ζk,m ≤ Zk ≤ ζk,m+1)), on a :

γk,m =
1

P (ζk,m ≤ Zk ≤ ζk,m+1)

∫ ζk,m+1

ζk,m

RNL
k (z)dz.

– avec le critère empirique :

γk,m =
1

ζ
(m+1)
k − ζ

(m)
k

∫ ζk,m+1

ζk,m

R̃NL
k (z)dz.

Dans le cadre de l’utilisation du critère théorique, nous avons besoin d’estimer
les différentes quantités. Pour plus de détails sur l’expression de ces estimations nous
renvoyons aux paragraphes suivants utilisant un critère particulier 4.4.8 et 4.4.9. Et
en ce qui concerne l’étude de ces estimations, nous renvoyons au chapitre 5.

Afin de permettre une implémentation plus aisée, nous choisissons de travailler
avec les statistique d’ordre, Zk(1 : N), . . . , Zk(N : N) de Zk, pour tout k = 1, . . . ,K.
De plus, on note {ok,n} la permutation définie par Zk(m : N) = Zk(ok,m), pour tout
m = 1, . . . , N .
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Initialisations :
B
g1, g2, . . . , gK

Boucle :pour t=1, 2, 3, . . . (t indique le numéro de l’itération)
Calcul ou estimation de SL

ij, i 6= j = 1, . . . ,K.
Calcul ou estimation de γk,m, k = 1, . . . ,K.

Z
(t+1)
k (m+ 1 : N) − Z

(t+1)
k (m : N) = [Z

(t)
k (m+ 1 : N) − Z

(t)
k (m : N)] × [1 − µγk,m]

k = 1, . . . ,K, n = 1, . . . , N

Normalisation de Z (t+1).

B(t+1) 7→ B(t) − λD̂B(t).

où D̂ij =

{
S l

ij 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Y (t+1) = B(t+1)Z(t+1).

Normalisation de Y (t+1).
Jusqu’à convergence.

Nous procédons ici aux mêmes normalisations que précédemment.

Nous avons ici présenté de manière tout à fait générale les méthodes que nous
avons implémentées par la suite en utilisant un critère particulier. Ces méthodes
présentent chacune des avantages et des inconvénients que nous avons observés lors de
l’implémentation de celles-ci. Naturellement, le critère utilisé joue aussi un rôle impor-
tant dans le déroulement de l’algorithme. Par ailleurs, jusqu’ici, nous avons considéré
seulement des méthodes de descente de gradient, dans la suite nous verrons que par-
fois il est possible d’envisager d’autres méthodes, comme des méthodes de gradient
conjugué ou de quasi Newton.

4.4.8 Méthodes basées sur l’information mutuelle

Tout d’abord, nous détaillerons principalement certaines de ces méthodes en uti-
lisant un critère basé sur l’information mutuelle. Ce critère a déjà été utilisé par
Babaie-Zadeh [6] dans le cadre des mélanges post non linéaires avec une approche
non paramétrique. Nous nous intéresserons parallèlement au critère utilisé par Taleb
[69]. Ce dernier est obtenu par transformation de l’information mutuelle. Nous mon-
trerons alors les liens que l’on peut établir vis à vis de leurs gradients. Nous verrons
alors clairement les différences induites par le critère utilisé par Babaie-Zadeh et celui
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utilisé par Taleb.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié le gradient de l’information mutuelle. Cepen-
dant, dans [69], Taleb remarque que dans le cadre de mélanges post non linéaires, il est
possible de simplifier l’expression de l’information mutuelle afin de ne faire apparâıtre
que des termes d’entropie d’une seule variable. Il en déduit alors le critère suivant,

Définition 4.4.1 (Critère de l’IM décomposée dans le cas de mélanges PNL)
Soient K applications g1, g2, . . . , gK et une matrice B. On définit les variables Y1, Y2, . . . , YK

par,

Yi =
K∑

k=1

BikZk, où Zk = gk(Xk), pour tout i = 1, . . . ,K.

On notera alors C le critère utilisé par Taleb pour résoudre le problème de séparation
de sources, défini par,

C(B, g1, . . . , gK) =
K∑

i=1

(H(Yi) −H(Zi)) − log |detB|

Dans [69], Taleb procède alors à la résolution du problème de séparation de sources
en minimisant ce critère.

Nous allons décrire maintenant les différentes approches présentées dans la section
4.4.3, en utilisant l’information mutuelle. Les deux critères, information mutuelle et
C, sont égaux à des constantes près. Les fonctionnelles du gradient calculé à partir des
critères théoriques sont donc égales.

Approche non paramétrique

Calcul du gradient relatif:

Nous explicitons cette méthode, initialement développée par Babaie-Zadeh [6], avec
les notations introduites précédemment,

Soient T1, T2, . . . , TK, K variables aléatoires réelles telles que :
le vecteur aléatoire T = (T1, T2, . . . , TK)T est absolument continu par rapport à la
mesure de Lebesgue sur R

K.

Le gradient relatif de l’information mutuelle sous la contrainte de mélange post
non linéaire s’écrit alors,

• Gradient relatif par rapport à B :
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ε 7→
K∑∑

i6=k=1

εij E{Yiβj(Y)}︸ ︷︷ ︸
SL

ij

• Gradient relatif par rapport à δ1, . . . , δK :

δ1, . . . , δK 7→
K∑

k=1

E




δk(Zk)

K∑

i=1

E [βi(Y)Bik|Zk]

︸ ︷︷ ︸
SNL

k
(z)





Comme nous l’avons évoqué dans le chapitre 3, Babaie-Zadeh [6] propose différentes
estimations de la fonction β. Nous ne détaillerons pas ici les différentes estimations uti-
lisées. Nous reviendrons sur ces différentes notions lors du développement des méthodes
basées sur le critère estimé (chapitre 5).

Afin de faire le lien avec le critère C introduit par Taleb, rappelons la définition de
la fonction βY.

βY(y) = ψY(y)− φY(y),

et
ψY(y) = (ψY1(y1), . . . , ψYK

(yK))

avec

ψYi
(yi) = −p

′
Yi

(yi)

pYi
(yi)

,

φY(y) = (φ1(y), . . . , φK(y))

avec
φi(y) = −∂i log pY(y)

D’autre part, on remarque que,

Lemme 4.4.1 Pour tous i, j = 1, . . . ,K,

{
E[Yiφj(Y)] = 0, i 6= j,

= 1, i = j

et
pour tout k = 1, . . . ,K
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K∑

i=1

E [φi(Y)Bik|Zk = z] = ψZk
(Zk)

preuve: c.f. Annexe B.2
De plus, rappelons l’expression du gradient relatif du critère C utilisé par Taleb,

• Le gradient relatif du critère C par rapport à B est représenté par la forme
linéaire:

ε 7→
K∑∑

i6=k=1

εikE[ψYi
(Yi)Yk] (4.4)

• Le gradient relatif du critère C par rapport à δ1, δ2, . . . , δK est représenté par les
fonctionnelles linéaires:

Pour tout k, 1 ≤ k ≤ K, δk 7→ E

{
δk(Zk)E

[
K∑

i=1

BikψYi
(Yi) − ψZk

(Zk)

∣∣∣∣∣Zk

]}

(4.5)

Avec ces deux remarques nous déduisons que les gradients relatifs du critère C
utilisé par Taleb et de l’information mutuelle utilisée par Babaie-Zadeh sont égaux.
Nous avons montré cette relation dans le cadre d’une approche non paramétrique,
mais celle-ci est aussi vérifiée dans le cadre des différentes approches présentées dans
la section précédente. Dans la suite nous nous contenterons alors d’écrire les fonctio-
nelles du gradient en utilisant l’information mutuelle. Nous renvoyons à [2] et [3] pour
le détail des calculs en utilisant le critère C.

Points où le gradient s’annule:

Faisons à présent quelques remarques en ce qui concerne ce gradient. Nous avons
montré (c.f. [1]) que l’annulation du gradient relatif conduit aux équations d’estimation
suivantes,

E[YjψYi
(Yi)] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ K. (4.6)

E

[
K∑

i=1

BikψYi
(Yi)

∣∣∣∣∣Zk

]
= ψZk

(Zk), 1 ≤ k ≤ K. (4.7)
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Nous avons aussi remarqué (c.f. [1]) que lorsque les variables Y1, . . . , YK sont
indépendantes alors effectivement, ces équations d’estimation sont vérifiées. Par contre,
il est intéressant de remarquer qu’il existe des configurations permettant l’annulation
du gradient sans que les variables Y1, . . . , YK soient indépendantes.

En effet, que ce soit dans le cas d’un mélange linéaire ou non linéaire, nous allons
montrer qu’il est possible de trouver des situations particulières où le gradient est
nul et pourtant les variables à la sortie de la structure de séparation ne sont pas
indépendantes. Ces points correspondent donc à des minima locaux, maxima locaux
ou points selles.

Nous nous placerons ici dans le cas d’un mélange linéaire.
On cherche alors dans ce contexte une matrice B de telle sorte que C(B) soit

minimale.
Considérons le cas suivant, on prend un mélange linéaire avec comme matrice de

mélange,

A =

[
1 1
1 −1

]

et deux sources S1 et S2 de même densité symétrique. De plus, on note X = AS.
On montre alors que

Lemme 4.4.2

E[XjψXi
(Xi)] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ K. (4.8)

preuve:

On montre tout d’abord que E[X2|X1] = cte (c.f. [43]).
Pour tout x réel,

E[X2|X1 = x] =

∫
y
pX1,X2(x, y)

pX1(x)
dy

Alors en prenant la dérivée par rapport à x,

(E[X2|X1 = x])′ =

∫
y
∂

∂x

pX1 ,X2(x, y)

pX1(x)
dy

Donc, comme les densités de S1 et S2 sont symétriques et identiques, et

pX1 ,X2(x, y) =
1

2
fS1(x+ y)fS2(x− y),

cette dernière est aussi symétrique par rapport à chacune de ses variables.
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Alors,

∂

∂x

pX1 ,X2(x, y)

pX1(x)

est symétrique par rapport à y et donc (E[X2|X1 = x])′ = 0

Il s’en suit que, E[ψX1(X1)X2] = 0. En effet, on remarque que

E[ψY (Y )Z] =

∫
(E[Z|Y = x])′pY (x)dx.

E[ψY (Y )Z] = −
∫
p′Y (y)

pY (y)
E[Z|Y = y]pY (y)dy

= −
∫
p′Y (y)E[Z|Y = y]dy

Puis, par une intégration par partie, comme la densité de Y s’annule à l’infini,

E[ψY (Y )Z] = −
∫

(E[Z|Y = y])′pY (y)dy

Nous avons alors montré qu’il existe bien des solutions parasites qui peuvent nous
empécher de déterminer effectivement le minimum global du critère C.

Dans le but d’utiliser éventuellement les termes d’ordre 2 des développements li-
mités, nous avons obtenu l’expression des termes du Hessien de chaque critère. Cepen-
dant, nous n’avons pas jusqu’à présent développée ce genre de méthodes. Les expres-
sions du Hessien sont détaillées en annexe C.1.

Approche non paramétrique utilisant les dérivées des non linéarités

Comme nous l’avons évoqué précédemment, il n’est pas du tout adéquat d’envi-
sager une méthode non paramétrique pour minimiser un critère estimé. Nous allons
à présent nous concentrer sur la méthode non paramétrique utilisant les dérivées des
non linéarités. Celle-ci va nous permettre de faire le lien entre l’utilisation du critère
théorique et du critère estimé.
Grâce aux développements limités obtenus dans la section 3.2 et au développement
de l’approche non paramétrique utilisant les dérivées des non linéarités (paragraphe
4.4.3), nous déduisons que le gradient relatif de l’information mutuelle s’écrit de la
même manière que l’on utilise le critère théorique ou bien une estimation. Par contre,
ils diffèrent par l’expression des différentes quantités mises en jeu. En effet, rappe-
lons ici les expressions des fonctionnelles du gradient relatif de l’information mutuelle
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théorique:

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑∑

i6=k=1

εij E{Yiβj(Y)}︸ ︷︷ ︸
SL

ij

• Gradient relatif par rapport à δ′1, . . . , δ
′
K :

δ′1, . . . , δ
′
K 7→

K∑

k=1

N∑

n=1

∫ Zk(n+1:N)

Zk(n:N)

E

[
1l+(Zk − z)

K∑

i=1

βi(Y)Bik

]

︸ ︷︷ ︸
RNL

k
(z)

δ′k(z)dz

Par comparaison, détaillons ici les expressions des fonctionnelles du gradient dans
le cas de l’utilisation du critère estimé, stratégie ((Estimer d’abord)) :

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑∑

i6=k=1

εij Ê
[
β̂mk

k (Y)Yk

]

︸ ︷︷ ︸
�

RL
ij

• Gradient relatif par rapport à δ′1, . . . , δ
′
K :

δ′1, . . . , δ
′
K 7→

K∑

k=1

N∑

n=1

∫ Zk(n+1:N)

Zk(n:N)

Ê

[
1l+(Zk − z)

K∑

i=1

β̂m
i (Y)Bik

]

︸ ︷︷ ︸
�

RNL
k

(z)

δ′k(z)dz

où β̂m est définie dans le lemme 3.2.15.
Nous voyons apparâıtre ici clairement les similitudes des deux calculs. Mais d’après

le chapitre 3, la fonction β n’est pas du tout estimée de la même manière. Cette
différence provient naturellement du fait que l’on ne minimise pas la même quantité.

A l’aide de ces deux représentations, nous pouvons faire l’analogie aussi avec les
deux métriques que nous avons considérées dans le cadre de la minimisation du critère
théorique.

En effet, en utilisant naturellement les estimations adéquates, la métrique proba-
biliste est associée à l’estimation par l’opérateur d’espérance empirique et la métrique
de Lebesgue est associée à l’estimation en utilisant une intégration numérique.
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4.4. Avec l’information mutuelle et la dépendance quadratique

La méthode non paramétrique a été implémentée par Babaie-Zadeh [6]. D’autre
part, Pham [61] a implémenté la méthode utilisant l’approximation de l’information
mutuelle par une discrétisation de l’intégrale. Les autres méthodes ont été implémentées
par nos soins.

Remarque 4.4.3 Avec le lemme 3.2.6, Babaie-Zadeh propose une estimation parti-
culière des fonctions scores marginales à partir des fonctions scores jointes : ψ̂i =
E[φ̂i(T)|Ti]. En regardant ici les expressions des estimations des gradients, on montre
que pour ce choix particulier des estimateurs des fonctions scores, le gradient estimé en
utilisant la forme complète de l’information mutuelle (comme Babaie-Zadeh) et celui
estimé en utilisant le critère C de Taleb cöıncident.

Il est ici aussi intéressant de vouloir considérer les termes d’ordre 2 des dévelop-
pements limités. Nous renvoyons à l’annexe C.1 pour une expression détaillée des
Hessien.

Approche semi-paramétrique

Quand on approche les non linéarités par des fonctions continues linéaires par
morceaux, on obtient pour expression du gradient,

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑∑

i6=k=1

E[Yjβi(Yi)]εik

• Gradient relatif par rapport à dk,1, . . . , dk,M−1 :

dk,1, . . . , dk,M−1 7→
M−1∑

m=1

∫ ζk,m+1

ζk,m

E

{
1l+(Zk − z)

K∑

i=1

βi(Yi)Bik

}
dz 1 ≤ k ≤ K.

Rappelons ici la formule générale des fonctions δ′k,

δ′k(z) =

M−1∑

m=1

dk,m1l[ζk,m ;ζk,m+1[(z).

Par analogie, nous donnons les expressions du gradient dans le cas de l’utilisation
de l’estimation du critère. Dans ce contexte, les fonctions non linéaires sont approchées
par des fonctions linéaires par morceaux. Ceci permet alors d’avoir une approximation
plus précise surtout en ce qui concerne la régularité des non linéarités.
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Chapitre 4. Mélanges post non linéaires

Le gradient relatif s’écrit alors,

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑∑

i6=k=1

Ê[Yjβ̂i(Yi)]εik

• Gradient relatif par rapport à dk,1, . . . , dk,M−1 :

dk,1, . . . , dk,M−1 7→
M−1∑

m=1

dk,m

∫ ζk,m+1

ζk,m

Ê

{
1l+(Zk − z)

(
K∑

i=1

β̂i(Yi)Bik

)}
dz, 1 ≤ k ≤ K.

où β̂ désigne l’approximation de la fonction score calculée à partir de la dérivée
de l’estimation de l’entropie en utilisant soit l’intégration numérique soit l’opérateur
d’espérance empirique (paragraphe 3.2.3).

On reconnait ici aussi exactement les expressions du gradient du critère théorique
estimé. Cependant, les estimations des fonctions scores sont obtenues à partir de l’es-
timation du critère.

Précisons dans ce dernier cas les expressions du gradient relatif de l’estimation du
critère C de Taleb,

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑∑

i6=k=1

Ê[Yjψ̂Yi
(Yi)]εik

• Gradient relatif par rapport à dk,1, . . . , dk,M−1 :

dk,1, . . . , dk,M−1 7→
M−1∑

m=1

dk,m

∫ ζk,m+1

ζk,m

Ê

{
1l+(Zk − z)

(
K∑

i=1

ψ̂Yi
(Yi)Bik − ψ̂Zk

(Zk)

)}
dz, 1 ≤ k ≤ K.

Evoquons, à présent quelques problèmes rencontrés lors de la mise en place de ces
méthodes. Dans le chapitre 6, nous illustrerons plus précisément ces méthodes par des
simulations.
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4.4. Avec l’information mutuelle et la dépendance quadratique

Problèmes

• Nous sommes confrontés à des problèmes de minima locaux. En effet, nous avons
montré que dans le cas de mélanges linéaires il existe des points où le gradient
s’annule sans que la solution soit atteinte. Ceci nous pousse à penser que dans
certaines situations peut-être assez fréquentes, la méthode de descente du gra-
dient sera tout à fait incapable de retrouver la solution. Dans le chapitre 6, nous
illustrerons cette situation sur quelques exemples précis.

• D’autre part, nous avons essayé de réduire le nombre de degrés de liberté du
problème en approchant les non linéarités par des fonctions linéaires par mor-
ceaux. Ceci nous permet de garder l’inversibilité des non linéarités. Par contre,
les fonctions linéaires par morceaux ne sont pas dérivables. Nous pourrions en-
visager d’utiliser des fonctions splines.

• Dans le chapitre 5, nous nous intéressons à l’étude statistique des estimateurs
définis tout au long de cette partie. Nous remarquons qu’effectivement, il existe
quelques différences qui peuvent expliquer certains comportement différents dans
les algorithmes.

4.4.9 Méthodes basées sur la mesure de dépendance quadra-
tique

Nous envisageons à présent les méthodes précédentes en utilisant la mesure de
dépendance quadratique comme critère de séparation. Nous avons déjà souligné quelques
aspects intéressants par rapport à la simplicilité de son estimation. Nous allons voir
maintenant le détail des méthodes précédentes en utilisant la mesure de dépendance
quadratique.

Approche non paramétrique

Nous avons déjà développé l’expression du gradient de la mesure de dépendance
quadratique dans le chapitre 3, intéressons nous alors au cas des mélanges post non
linéaires.

Dans ce contexte, les expressions des fonctionnelles du gradient s’écrivent,

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑∑

i6=j=1

εjk [Γkj − ΓkkΣkj/Σkk]︸ ︷︷ ︸
SL

jk
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• Gradient relatif par rapport à δ1, . . . , δK :

δ1, . . . , δK 7→
K∑

k=1

E




δk(Zk)E

[
K∑

i=1

G∗
i (Y)Bik

∣∣∣∣∣Zk

]

︸ ︷︷ ︸
SNL

k
(z)





où Γkj = E[Gk(Y)Yj ], Σkj = E[(Yk − E(Yk))(Yj − E(Yj))]
et nous rappelons ici l’expression de G∗ donnée dans le lemme 3.2.9,

pour t ∈ R
K,

G∗
k(t) = Gk(t) − E[TkGk(T)]φk(tk)

et

Gk(t) = πk,T(t1, . . . , tk) − π′
Tk

(tk)
∏

l6=k

πTl
(tl) + π′

Tk
(tk)

∏

l6=k

E[πTl
(Tl)]

− E

[
1

σTk

K′
2

(
tk − Tk

σTk

)∏

l6=k

πTl
(Tl)

]
.

et
πT(z) = E[

∏K
l=1 K2((zl − Tl)/σTl

)], πk,T désigne sa dérivée partielle par rapport à
la k-ième composante et πTk

(zk) = E[K2((zk − Tk)/σTk
)] et π′

Tk
désigne sa dérivée.

Les équations d’estimation s’écrivent ici de la manière suivante,

Γkj − ΓkkΣkj/Σkk = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ K.

E

[
K∑

i=1

G∗
i (Y)Bik

∣∣∣∣∣Zk = z

]
= 0, 1 ≤ k ≤ K.

Grâce aux résultats du chapitre 3, nous pouvons en déduire l’expression du Hessien
en un point où les variables sont indépendantes, les résultats sont exposés en annexe
C.2.

Remarque 4.4.4 Nous remarquons que la mesure de dépendance quadratique présente
la propriété suivante, l’estimation de son gradient théorique est égale au gradient de
son estimateur. En effet, ceci vient des calculs du gradient du critère théorique (para-
graphe 3.2.1) et celui du critère estimé (paragraphe 3.2.4). Donc les stratégies ((Estimer
ensuite)) et ((Estimer d’abord)) sont identiques dans ce cas.
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4.4. Avec l’information mutuelle et la dépendance quadratique

Approche non paramétrique utilisant les dérivées des non linéarités

Nous nous limiterons naturellement au cas du critère estimé. Nous écrivons dans
ce contexte, les expressions du gradient en fonction de ε et des dérivées δ ′1, . . . , δ

′
K que

l’on approche par des fonctions linéaires par morceaux,

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑

j 6=k=1

εjk[Γ̂kj − Γ̂kkΣ̂kj/Σ̂kk]

• Gradient relatif par rapport à δ′1, . . . , δ
′
K :

δ′1, . . . , δ
′
K 7→

K∑

k=1

∫
Ê

[
1l+(Zk − z)

K∑

i=1

Ĝ∗
i (Y)Bik

]
δ′k(z)dz, 1 ≤ k ≤ K.

où Γ̂kj = Ê[Ĝk(Y)Yj ], Σ̂kj = Ê[(Yk − Ê(Yk))(Yj − Ê(Yj))]
En introduisant alors les statistiques d’ordre de Zk, nous pouvons réécrire les ex-

pressions du gradient,

• Gradient relatif relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑

j 6=k=1

ε̂jk[Γ̂kj − Γ̂kkΣ̂kj/Σ̂kk]

• Gradient relatif par rapport à δ′1, . . . , δ
′
K :

δ′1, . . . , δ
′
K 7→ 1

N

K∑

j=1

N∑

n=2

{
N∑

m=n

K∑

k=1

Ĝ∗
k(Y(oj,m))Bkj

]
(δ′j(Zj(n− 1 : N)) − δ′j(Zj(n− 1 : N)))

Nous voyons alors aussi que l’approche paramétrique va s’écrire de la manière
suivante,

Approche paramétrique

• Gradient relatif par rapport à B :

ε 7→
K∑

j 6=k=1

εjk(Γkj − ΓkkΣkj/Σkk)
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Chapitre 4. Mélanges post non linéaires

• Gradient relatif de Ĉ par rapport à dθ1, . . . , dθK :

dθ1, . . . , dθK 7→
1

N

K∑

j=1

N∑

n=2

{
N∑

m=n

K∑

k=1

Ĝ∗
k(Y(oj,m))Bkj

}
{ġj,θj

[Zj(n : N)]− ġj,θj
[Zj(n− 1 : N)]}dθj

où gk,θk
= g′k,θk

◦ g−1
k,θk

avec g′k,θk
la dérivée de gk,θk

par rapport à θk.
En annexe C.2, nous donnons les expressions du Hessien dans le cadre de l’approche

paramétrique.

4.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre trois approches distinctes permettant la
résolution du problème de séparation aveugle de sources dans le cadre de mélanges
post non linéaires.

Pour ces trois approches, nous avons détaillé les deux stratégies ((Estimer ensuite))
et ((Estimer d’abord)) et exhibé leurs différences.

Ces mélanges sont représentatifs de quelques situations réelles, par exemple le cas
de signaux provenant de satellites. Mais on peut leur reprocher de ne pas être assez
généraux, et la définition d’un cadre plus large de mélanges non linéaires et identifiables
reste un problème ouvert. En particulier, il serait intéressant d’étudier des mélanges
post non linéaires bruités.
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Chapitre 5

Estimation et convergence

Nous avons constaté que dans les chapitres précédents, le problème de séparation
aveugle de source sous la seule hypothèse d’indépendance est fortement lié à la définition
d’une mesure de dépendance puis à son estimation. Il s’avère donc intéressant de pou-
voir étudier ces mesures de dépendance d’un point de vue statistique, c’est-à-dire de
savoir par exemple si l’estimateur défini permet effectivement de décider si des variables
sont indépendantes et avec quel taux d’erreur.

Tout d’abord, nous allons étudier plus précisément la mesure de dépendance qua-
dratique. Dans la section 5.1, nous représentons l’estimateur de la mesure de dépendance
quadratique à l’aide des U-statistiques introduites par Hoeffding en 1948 [35]. Puis, en
reprenant une partie des travaux de Kankainen [44], nous déduisons les lois asympto-
tiques de la mesure de dépendance quadratique sous l’hypothèse que les variables sont
dépendantes et sous l’hypothèse inverse (section 5.2).

Ensuite nous utiliserons les propriétés asymptotiques de la mesure de dépendance
quadratique dans la section 5.3 afin de proposer une méthode du choix de la taille de
fenêtre en fonction du noyau. Nous illustrerons aussi le comportement de la mesure
de dépendance quadratique dans le problème simple de séparation aveugle de sources
d’un mélange linéaire (paragraphes 5.3.3 et 5.3.4).

Dans la section 5.4, nous détaillons plus précisément les expressions des estimations
des fonctions scores obtenues dans la section 3.2.3. Enfin, nous terminons par un calcul
de biais des deux critères de séparation dérivés de l’information mutuelle (c.f. section
4.4.8), le critère C utilisé par Taleb [67], et celui utilisé par Babaie-Zadeh [6] (section
5.5).
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5.1 La mesure de dépendance quadratique en termes

de U-statistiques

Dans la thèse de Kankainen [44], il est démontré la convergence de l’estimateur
noté Tn (on rapelle la définition dans la section 2.4), à l’aide de U-statistiques. Comme
nous l’avons fait remarquer auparavant, Kankainen étudie la mesure de dépendance
quadratique seulement dans le cas d’un noyau gaussien ou d’un noyau uniforme. A
présent, nous reprenons le raisonnement effectué par Kankainen en l’adaptant à la
définition de la mesure de dépendance quadratique 2.5.1. Ceci nous permet d’obtenir
des expressions plus explicites, et donc plus facilement exploitables.

Rappelons ici l’écriture de la mesure de dépendance quadratique donnée dans le
lemme 2.5.1,

Q(T1, . . . , TK) = E[πT(T)] +
K∏

k=1

E[πTk
(Tk)] − 2E

[
K∏

k=1

πTk
(Tk)

]

où T1, . . . , TK, sont K variables aléatoires telles que T = (T1, T2, . . . , TK)T et K2

est un noyau réel et tel que sa transformée de Fourier est positive sommable et non
nulle presque partout.

De plus, on a noté,

πT(t1, . . . , tK) = E

[
K∏

k=1

K2

(
tk − Tk

σTk

)]

πtk(Tk) = E

[
K2

(
tk − Tk

σTk

)]

Notons par soucis de clarté,

– θ1 = E[πT(T)]

– θ2 =
∏K

k=1E[πTk
(Tk)]

– θ3 = E
[∏K

k=1 πTk
(Tk)

]

Comme l’a fait remarquer Kankainen [44], sous l’hypothèse que les variables aléa-
toires T1, . . . , TK sont dépendan-tes, la convergence de cet estimateur peut-être étudiée
à l’aide des U-statistiques. La notion de U-statistique a été introduite par Hoeff-
ding [35]. Puis celui-ci a utilisé ces U-statistiques afin d’étudier par exemple un test
d’indépendance construit à partir des fonctions de répartition, [36]. Pour une vue
générale des U-statistiques, on peut aussi consulter [49].

Nous nous plaçons ici dans le cas où les variables aléatoires T1, . . . , TK sont dépendantes.
Comme l’a fait remarquer Kankainen, cette étude ne peut-être reprise sous l’hypothèse

110



Chapitre 5. Estimation et convergence

d’indépendance avec les U-statistiques. Pour cela, Kankainen établit la loi asympto-
tique de la mesure de dépendance quadratique par d’autres moyens. Afin de pouvoir
calculer la puissance de test et d’autres probabilités, nous allons réécrire les différentes
quantités intervenant dans l’étude asymptotique de la mesure de dépendance quadra-
tique à l’aide des U-statistiques. Pour chaque terme de la définition de la mesure de
dépendance quadratique, nous allons faire apparâıtre la fonctionnelle de distribution
dépendant d’un noyau. Puis nous écrirons alors la U-statistique associée comme l’a
définie Hoeffding [35]. Enfin, nous pourrons en déduire la loi asymptotique de la me-
sure de dépendance quadratique dans la section 5.2.

Afin d’appliquer le théorème 7.3 de Hoeffding [35], nous représentons chaque esti-
mateur U ′

i de θi par une somme,

U ′
i = λ(N)Ui +

b
(i)
N√
N

où Ui est un estimateur sans biais de θi (i.e. la U-statistique associée à θi), λ(N) ∼ 1

et b
(i)
N tel que limN→+∞ E[b

(i)2
N ] = 0.

5.1.1 Etude de θ1

Définition de la U-statistique associée

Ecrivons tout d’abord ce terme sous la forme,

E[πT(T)] =

∫∫ K∏

k=1

K2

(
uk − tk
σTk

)
dFT(u)dFT(t)

=

∫∫ K∏

k=1

K2 (uk − tk) dFT/σT
(u)dFT/σT

(t)

Le noyau de la fonctionnelle de distribution va s’écrire dans ce cas,

K̃
(1)
2 (u, t) =

K∏

k=1

K2(uk − tk)

Comme le noyau K2 est choisi pair, K̃
(1)
2 est symétrique.

On peut donc associer à cette variable une U-statistique,
(où on note un vecteur aléatoire T qui admet un échantillon composé de N vecteurs

T(n) indépendants suivant la loi FT.)

111
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U1(T(1), . . . ,T(N)) =
2

N(N − 1)

∑

1≤i<j≤N

K∏

k=1

K2

(
Tk(i) − Tk(j)

σ̂Tk

)

Cependant, dans l’estimateur Q̂ de Q, on ne voit pas exactement apparâıtre la
satistique U1 définie ci-dessus.

Lien avec l’estimateur Q̂

Afin de faire le lien avec l’estimateur Q̂, on établit le lemme suivant:

Lemme 5.1.1

U ′
1(T(1), . . . ,T(N)) := Ê[π̂T(T)] =

1

N

N∑

n=1

1

N

N∑

m=1

K∏

k=1

K2

(
Tk(n) − Tk(m)

σ̂Tk

)

=
N − 1

N
U1 +

b
(1)
N√
N

où

b
(1)
N =

1√
N

K∏

k=1

K2(0)

preuve:

En effet, on a l’égalité suivante,

Ê[π̂T(T)] =
1

N

N∑

n=1

1

N

N∑

m=1

K∏

k=1

K2

(
Tk(n) − Tk(m)

σ̂Tk

)

=
N − 1

N

(
2

N(N − 1)

∑

1≤i<j≤N

K∏

k=1

K2

(
Tk(i) − Tk(j)

σ̂Tk

))

+
1

N2

N∑

n=1

K∏

k=1

K2

(
Tk(n) − Tk(n)

σ̂Tk

)

Ce qui nous amène au résultat demandé.

�
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5.1.2 Etude de θ2

Nous allons voir comment l’estimateur de θ2 peut-être représenté par une U-
statistique.

Définition de la U-statistique associée

Ecrivons tout d’abord le terme ci-dessus d’une manière plus adéquate.
En effet,

K∏

k=1

E[πTk
(Tk)] =

∫
. . .

∫ K∏

k=1

K2

(
uk − tk
σTk

) K∏

k=1

dFTk
(uk)dFTk

(tk)

=

∫
. . .

∫ K∏

k=1

K2(uk − tk)
K∏

k=1

dFTk/σTk
(uk)dFTk/σTk

(tk)

=

∫
. . .

∫ K∏

k=1

K2(u
(k)
k − t

(k)
k )

K∏

k=1

dFT/σT
(u(k))dFT/σT

(t(k))

où u
(k)
k = uk, les autres termes du vecteur u(k) n’interviennent pas dans le reste de

l’expression sous l’intégrale.
Le noyau associé à cette fonctionnelle de distribution s’écrit,

K̂
(2)
2 (u(1), . . . ,u(K),u(K+1), . . . ,u(2K)) =

K∏

k=1

K2(u
(k)
k − u

(k+K)
k )

Mais, pour pouvoir lui associer une U-statistique, celui-ci doit être symétrique.
Comme le noyau K2 est pair, on peut définir le noyau symétrique associé par:

K̃
(2)
2 (u(1), . . . ,u(K), t(1), . . . , t(K)) =

1

K!2

∑

q2

K̂
(2)
2 (u(α1), . . . ,u(αK), t(β1), . . . , t(βK))

=
1

K!2

∑

q2

K∏

k=1

K2(u
(αk)
k − t

(βk)
k )

où
∑

q2
désigne la somme sur toutes les permutations de (α1, . . . , αK) de (1, . . . ,K) et

(β1, . . . , βK) de (1, . . . ,K).
Donc la U-statistique associée s’écrit, (on suppose 2K ≤ N)

U2(T(1), . . . ,T(N)) =
1

C2K
N

∑

(1≤i1<...<iK<j1)

∑

(iK<j1<...<jK≤N)

∑

s2

1

K!2

K∏

k=1

K2

(
Tk(αk) − Tk(βk)

σ̂Tk

)
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où
∑

s2
désigne l’ensemble des permutations (α1, . . . , αK) de (i1, . . . , iK) et (β1, . . . , βK)

de (j1, . . . , jK).

Lien avec l’estimateur Q̂

Reprenons l’écriture de ce terme dans l’estimateur Q̂ pour obtenir le lien entre les
deux.

Lemme 5.1.2

U ′
2(T(1), . . . ,T(N)) :=

K∏

k=1

Ê[π̂Tk
(Tk)] =

K∏

k=1

1

N

N∑

n=1

1

N

N∑

m=1

K2

(
Tk(n) − Tk(m)

σ̂Tk

)

= 2
C2K

N

N2K
U2 +

b
(2)
N√
N

où

b
(2)
N =

1√
NN (K−1)

∑

A

K∏

k=1

K2

(
Tk(ik) − Tk(jk)

σ̂Tk

)

et A = {(i1, . . . , iK, j1, . . . , jK) ∈ (1, . . . , N)|∃k, k′ ∈ (1, . . . ,K), ik = jk′}

5.1.3 Etude de θ3

Enfin, nous pouvons aussi représenter le dernier terme de la même manière.

Définition de la U-statistique associée

Réécrivons tout d’abord ce terme,

E[

K∏

k=1

πTk
(Tk)] =

∫
. . .

∫ K∏

k=1

K2

(
uk − tk
σTk

) K∏

k=1

dFTk
(tk)dFT(u)

=

∫
. . .

∫ K∏

k=1

K2(uk − tk)
K∏

k=1

dFTk/σTk
(tk)dFT/σT(u)

=

∫
. . .

∫ K∏

k=1

K2(uk − t
(k)
k )

K∏

k=1

dFT/σT
(t(k))dFT/σT(u)

où t
(k)
k = tk.

Ici aussi, nous pouvons écrire le noyau de la fonctionnelle de distribution,
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K̂
(3)
2 (u(1), . . . ,u(K+1)) =

K∏

k=1

K2(u
(1)
k − u

(k+1)
k )

Toujours pour les mêmes raisons, nous devons considérer un noyau symétrique
associé,

K̃
(3)
2 (u(1),u(2), . . . ,u(K+1)) =

1

(K + 1)!

∑

p3

K̂
(3)
2 (u(α1), . . . ,u(αK),u(αK+1))

=
1

(K + 1)!

∑

p3

K∏

k=1

K2(u
(α1)
k − u

(αk+1)
k )

où
∑

p3
désigne la somme sur toutes les permutations (α1, . . . , αK+1) de (1, . . . ,K+1).

Mais ce noyau peut aussi s’écrire,

K̃
(3)
2 (u, t(1), . . . , t(K)) =

1

(K + 1)!

∑

q3

K̂
(3)
2 (u, t(α1), . . . , t(αK))

+
1

(K + 1)!

K∑

l=1

∑

r3

K̂
(3)
2 (t(αl), t(β1), . . . , t(βl−1),u, t(βl+1), . . . , t(βK))

=
1

(K + 1)!

∑

q3

K∏

k=1

K2(uk − t
(αk+1)
k )

+
1

(K + 1)!

K∑

l=1

∑

r3

K∏

k=1

K2(t
(αl)
k − t

′(βk)
k )

où pour tout k = 1, . . . ,K, k 6= l, t′(βk) = t(αk) et t′(βl) = u
Et,

∑
q3

désigne la somme sur toutes les permutations (α1, . . . , αK) de (1, . . . ,K) et∑
r3

désigne la somme sur toutes les permutations (β1, . . . , βl−1, αl, βl+1, . . . , βK) de
(1, . . . ,K)

On obtient,

U3(T(1), . . . ,T(N)) =
1

CK+1
N

∑

1≤j<i1<...<iK

∑

s3

K∏

k=1

K2

(
Tk(α) − Tk(βk)

σ̂Tk

)

où
∑

s3
désigne la somme sur toutes les permutations de (α, β1, . . . , βK) de (j, i1, . . . , iK).
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Lien avec l’estimateur Q̂

Lemme 5.1.3

U ′
3(T(1), . . . ,T(N)) := Ê[

K∏

k=1

π̂Tk
(Tk)] =

1

N

N∑

n=1

K∏

k=1

1

N

N∑

m=1

K2

(
Tk(n) − Tk(m)

σ̂Tk

)

= 2
CK+1

N

NK+1
U3 +

b
(3)
N√
N

où

b
(3)
N =

1√
NN (K−1)

∑

A

K∏

k=1

K2

(
Tk(ik) − Tk(j)

σ̂Tk

)

et A = {(i1, . . . , iK, j1, . . . , jK) ∈ (1, . . . , N)|∃k, k′ ∈ (1, . . . ,K), ik = jk′}

5.2 Etude asymptotique

Après avoir représenté l’estimateur de la mesure de dépendance quadratique sous la
forme de U-statistique, nous pouvons en déduire la loi asymptotique sous l’hypothèse
où les variables sont dépendantes.

Afin d’appliquer le théorème 7.3 de Hoeffding [35], nous supposons que le noyau K2

est de carré intégrable. Par conséquent, pour i = 1, 2, 3, E(K̃(i)2) < ∞. De plus, nous

devons vérifier certaines propriétés sur les variables aléatoires b
(i)
N , pour i = 1, 2, 3. En

effet, on montre que,
pour i = 1, . . . , 3,

lim
N→+∞

E[b
(i)2
N ] = 0. (5.1)

Il suffit de revenir à la définition de chaque variable. Il est alors clair que ceux-ci
vérifient bien la propriété (5.1).

A présent d’après le théorème 7.3 de Hoeffding [35], on déduit que la distribution
conjointe des variables aléatoires :

√
N(U ′

1 − θ1),
√
N(U ′

2 − θ2),
√
N (U ′

3 − θ3)

tend vers une distribution normale de moyenne 0 et de matrice de covariance Σ
définie par, pour i, j = 1, . . . , 3,

Σij = m(i)m(j)ξ
(i,j)
1

où, m(1) = 2, m(2) = K + 1 et m(3) = 2K et ξ
(i,j)
1 sont définis dans la suite.
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Puis par le corollaire de Serfling [64, p.124], on déduit alors la loi asymptotique de

Q̂,

Lemme 5.2.1 (Loi asymptotique de Q̂ sous l’hypothèse de dépendance)√
N (Q̂−Q) suit asymptotiquement une loi normale de moyenne 0 et de variance

σ2.
où l’expression de σ2 est la suivante,

σ2 = Σ11 − 4Σ12 + 2Σ13 − 4Σ23 + 4Σ22 + Σ33

et les termes Σij sont explicités ci dessous.

D’après l’écriture de σ2 explicitée ci-dessous, nous remarquons qu’il est tout à fait
possible de l’estimer. Il est possible à présent d’envisager une étude de la mesure de
dépendance quadratique en tant que test d’indépendance. En effet, en approchant la
loi de son estimateur par la loi asymptotique du lemme 5.2.1, nous sommes en mesure
de calculer les intervalles de confiance empiriques correspondant à cet estimateur (pa-
ragraphe 5.3.1) et d’étudier la puissance du test (paragraphe 5.3.2).

Expression de σ2 :

Tout d’abord, revenons aux notations de Hoeffding pour en déduire la matrice de
covariance de la loi conjointe : Σ.

Pour obtenir l’expression de ξ
(i,j)
1 , nous avons besoin de définir 3 fonctions, une

correspondant à U1, une à U2 et enfin une à U3.

Ψ
(1)
1 :

Ψ
(1)
1 (x) = E[K̃

(1)
2 (x,T/σT)]− θ1

= E[
K∏

k=1

K2,k

(
xk −

Tk

σTk

)
] − θ1

= πT(xσT) − θ1

Ψ
(2)
1 :

Ψ
(2)
1 (x) = E[K̃

(2)
2 (x,T(2)/σT, . . . ,T(2K)/σT)]− θ2

=
1

K

K∑

l=1

∏

k 6=l

E[πTk
(Tk)]πTl

(xlσTl
) − θ2
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Ψ
(3)
1 :

Ψ
(3)
1 (x) = E[K̃

(3)
2 (x,T/σT)]− θ3

=
1

K + 1

K∏

k=1

πTk
(xkσTk

)

+
1

K(K + 1)

K∑

l=1

K∑

m=1

∫ ∏

k 6=l

πTk
(t

(m)
k )K2,l

(
t
(m)
l

σTl

− xl

)
dFT(t(m)) − θ3

=
1

K + 1

K∏

k=1

πTk
(xkσTk

) − θ2

+
1

K + 1

K∑

l=1

E

[∏

k 6=l

πTk
(Tk)K2,l

(
Tl

σTl

− xl

)]

=
1

K + 1

K∏

k=1

πTk
(xkσTk

) +
1

K + 1

K∑

l=1

π̃Tl
(xlσTl

) − θ3

où π̃Tl
(tl) = E

[∏
k 6=l πTk

(Tk)K2,l

(
Tl−tl
σTl

)]

A partir de ces expressions, nous pouvons désormais obtenir les termes de la matrice
de covariance Σ de la loi conjointe.

ξ
(11)
1 :

ξ
(11)
1 = E[πT(T)2]− θ2

1

ξ
(12)
1 :

ξ
(12)
1 = ξ

(21)
1 =

1

K

K∑

l=1

E[
∏

k 6=l

E(πTk
(Tk))πTl

(Tl)πT(T)]− θ1θ2

ξ
(13)
1 :

ξ
(13)
1 = ξ

(31)
1 =

1

K + 1
E[πT(T)

K∏

k=1

πTk
(Tk)] − θ1θ3

− 1

K + 1

K∑

l=1

E [πT(T)π̃Tl
(Tl)]
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ξ
(23)
1 :

ξ
(23)
1 = ξ

(32)
1 =

1

K(K + 1)

K∑

k=1

∏

l6=k

E[πTk
(Tk)]E[πTl

(Tl)
K∏

k=1

πTk
(Tk)]− θ2θ3

+
1

K(K + 1)

K∑

l,m=1

∏

l6=k

E[πTk
(Tk)]E[πTl

(Tl)π̃Tm(Tm)]

ξ
(22)
1 :

ξ
(22)
1 =

1

K2

K∑

l,m=1

∏

k 6=l

E[πTk
(Tk)]

∏

k 6=m

E[πTk
(Tk)]E[πTl

(Tl)πTm(Tm)] − θ2
2

ξ
(33)
1 :

ξ
(33)
1 =

1

(K + 1)2
E[

K∏

k=1

π2
Tk

(Tk)] +
1

(K + 1)2

K∑

l,m=1

E[π̃Tl
(Tl)π̃Tm(Tm)]

+
2

(K + 1)2

K∑

l

E[
K∏

k=1

πTk
(Tk)π̃Tl

(Tl)] − θ2
3

5.3 Comment quantifier l’influence de la taille de

fenêtre et du choix du noyau

Nous avons pu voir que le critère de dépendance quadratique dépend du choix d’un
noyau vérifiant des propriétés spécifiques (c.f. chapitre 2). De plus, pour chaque noyau
se pose le problème du choix d’une taille de fenêtre.

D’après l’expression des noyaux, on voit que plus on prend une taille de fenêtre pe-
tite, plus les points où le noyau sera significativement différent de zéro seront concentrés
autour de l’origine. Et par conséquent la transformée de Fourier de ces noyaux sera
étendue.

Les courbes du noyau gaussien pour des tailles de fenêtres de 0.5, 1 et 2 et les
transformées de Fourier correspondantes sont représentées dans la figure 5.1.

Malgré le fait que théoriquement, la mesure de dépendance quadratique est toujours
discriminante quelque soit la taille de fenêtre, il est naturel de penser que si la taille
de fenêtre est trop petite, on va perdre de l’information, et au contraire, si elle est trop
grande, on va garder trop d’information. Afin de quantifier ceci, nous pouvons faire
une première étude de l’écart-type de l’estimateur de dépendance quadratique sous
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Le noyau gaussien et sa transformée de Fourier
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Fig. 5.1 – Le noyau gaussien et sa transformée de Fourier pour différentes tailles de
fenêtre

l’hypothèse que les variables sont dépendantes (paragraphe 5.3.1). Nous verrons que
ceci est insuffisant, nous nous interesserons alors dans un deuxième temps au calcul de
la puissance du test en fonction des différentes tailles de fenêtres pour différents noyaux
(paragraphe 5.3.2). Enfin, nous conclurons en rapprochant ces résultats du problème
de séparation de sources. Dans cette section, nous fixons la taille de l’échantillon à
500, sauf précisions contraire. Les résultats empiriques représentés sont donc relatifs à
cette taille d’échantillon.

5.3.1 Etude des intervalles de confiance

En conséquence des résultats précédents, nous pouvons déduire les lemmes suivants,
ces lemmes sont dus à Hoeffding [35].

Ici nous nous plaçons dans l’hypothèse où les variables sont dépendantes.

Lemme 5.3.1 L’estimateur de dépendance quadratique est asymptotiquement sans
biais, c’est-à-dire,

E(Q̂) = Q+O(N−1)

De plus,

Lemme 5.3.2 La variance de Q̂ vérifie,

lim
N→∞

NV (Q̂) = σ2

Enfin, dans la partie précédente, nous avons pu remarquer que sous l’hypothèse
que les variables sont dépendantes, l’estimateur de dépendance quadratique converge
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 0.2

 0.3
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Derivee cauchy

Fig. 5.2 – Taille de l’intervalle de confiance en fonction de la taille de fenêtre pour
différents noyaux.

en loi vers une loi normale de moyenne la vraie valeur de la mesure de dépendance
quadratique et de variance σ2/N où N est la taille de l’échantillon. Par conséquent,
plus la taille de l’échantillon sera grande, plus la variance de la mesure de dépendance
quadratique sera faible.

Nous proposons de quantifier ceci en étudiant la taille de l’intervalle de confiance
correspondant à un seuil α donné en fonction de la taille de fenêtre.

Nous définissons alors l’intervalle de confiance de la manière suivante, on cherche
x > 0 de telle sorte que,

P (−x ≤ Q̂−Q ≤ x) = α

sous l’hypothèse que les variables sont dépendantes.
D’après les résultats de la section (5.1), on sait que la loi asymptotique de l’esti-

mateur
√
N(Q̂ − Q) est une loi normale de moyenne 0 et de variance σ2 (c.f. lemme

5.2.1). Alors, nous en déduisons la longueur de l’intervalle de confiance de Q,

2x = 2
σ√
N

Φ−1

(
1 − α

2

)

où Φ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Les résultats obtenus pour les deux noyaux envisagés (c.f. chapitre 2) sont représentés

dans la figure 5.2.
Il serait alors préférable de choisir une taille de fenêtre la plus grande possible.

Mais, il apparait vite un deuxième problème, l’ordre de grandeur de la mesure de
dépendance diminue lui aussi. Si bien que pour une taille de fenêtre trop grande,
l’écart-type et la moyenne de la mesure de dépendance quadratique peuvent être du
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même ordre de grandeur. Il est alors naturel de penser que l’on ne pourra pas décider
dans une telle mesure de la pertinence du test quant au choix entre les hypothèses de
variables indépendantes ou non.

5.3.2 Etude de la puissance du test

Il nous est alors apparu nécessaire d’étudier le test d’indépendance fourni par la
mesure de dépendance quadratique dans la situation suivante :

Hypothèses :

H0:Les variables sont indépendantes, Q = 0.
H1:Les variables sont dépendantes, Q 6= 0.

Dans cette situation, Kankainen [44] a montré que ce test d’indépendance est
indépendant de la loi des variables.

Statistiques de test : On choisit comme satistique de test, l’estimateur Q̂ de la me-
sure de dépendance quadratique.

Loi sous H1 :

D’après ce que nous avons pu voir dans la partie précédente, on va approcher la
loi de Q̂ sous H1 par une loi normale de moyenne Q de variance σ2/N .

Loi sous H0 :

Nous nous basons ici sur les travaux de Kankainen [44].

Elle a montré, sous l’hypothèse H0, que l’estimateur NQ̂ suit une loi γχ2(β) où
γ et β sont définis de la manière suivante,

γ =
V1

2E1

et

β =
2E2

1

V1
.

E1 est l’espérance de Q̂ sous H0,

E1 =

K∏

k=1

∫
K2(x)dx−

K∏

k=1

E[πTk
(Tk)]−

K∑

k=1

(

∫
K2(x)dx−E[πTk

(Tk)])

K∏

l=1,l6=k

E[πTl
(Tl)]
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et V1 la variance de Q̂ sous H0,

V1 = 2
K∏

k=1

E[πTk
(Tk)]

2 − 4
K∏

k=1

E[πTk
(Tk)

2] + 4
K∏

k=1

E[π2,Tk
(Tk)]

+ 2

K∑

k=1

(E[π2,Tk
(Tk)] −E[πTk

(Tk)]
2)

K∏

l=1,l6=k

E[πTl
(Tl)]

2

− 4
K∑

k=1

(E[π2,Tk
(Tk)] −E[πTk

(Tk)
2])

K∏

l=1,l6=k

E[πTl
(Tl)

2]

+ 2
K∑

k=1

K∑

m=1,m6=k

(E[πTk
(Tk)]

2E[πTm(Tm)]2 − 2E[πTk
(Tk)

2]E[πTm(Tm)]2

+ E[πTk
(Tk)

2]E[πTm(Tm)2])
K∏

l=1,l6=k,m

E[πTl
(Tl)]

Définition de la région critique :

On définit alors l’erreur de première espèce par la probabilité d’accepter H1 sous
l’hypothèse H0.

On se donne α et on cherche qα tel que

PH0(Q̂ > qα) = 1 − Fγχ2(β)(Nqα)

Puissance du test :

On s’intéresse à l’erreur de deuxième espèce, la probabilité d’accepter H0 sous
l’hypothèse H1. (Cette probabilité va nous permettre de voir si la valeur obtenue
peut-être jugée significativement différente de 0.)

Avec la valeur qα déterminée auparavant, on détermine alors,

PH1(Q̂ < qα) = Φ

(
(qα −Q)

√
N

σ

)

La puissance du test sera alors de 1 − PH1(Q̂ > qα)

Résultats empiriques :

A présent, nous nous intéressons à l’évolution de la puissance du test par rapport
à la taille de fenêtre.
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Fig. 5.3 – Evolution de la puissance du test en fonction de la taille de fenêtre pour
différents noyaux.

Nous nous plaçons dans le cadre d’un mélange linéaire avec 2 sources, On choisit
ici deux sources uniformes sur [−1, 1]. Les distributions des sources sont donc
symétriques.

X =

(
X1

X2

)
=

[
cos(π/8) sin(π/8)
− sin(π/8) cos(π/8)

](
S1

S2

)

Nous allons alors calculer la puissance de test par rapport aux variables X1 et
X2. Ce premier graphique 5.3 représente la puissance du test pour des noyaux
différents avec en abscisse la taille de fenêtre et en ordonné la puissance corres-
pondante du test.

Sur ce graphique, nous constatons alors que pour chaque noyau, il existe une
taille de fenêtre maximale au delà de laquelle, le test d’indépendance fourni par
la mesure de dépendance quadratique n’est plus du tout pertinent. Nous verrons
dans la dernière section de ce chapitre, une illustration de cette constatation
dans le cadre du problème de séparation de sources.

5.3.3 Commentaires par rapport à la taille de l’échantillon

D’après les résultats obtenus dans la section (5.2), nous pouvons remarquer que
plus la taille d’échantillon sera grande, plus la mesure de dépendance quadratique
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sera précise. Nous allons illustrer ceci en observant le comportement de la mesure de
dépendance quadratique dans le contexte d’un mélange linéaire. Plus explicitement,
nous choisissons deux variables aléatoires indépendantes uniformes sur [−1, 1]. Puis
ces variables sont mélangées à l’aide d’une matrice. Nous choisissons de paramétrer
cette matrice sous deux formes différentes.

Avec une matrice de rotation

Le mélange est ici défini par,

X =

(
X1

X2

)
=

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

](
S1

S2

)

où θ est un paramètre que nous allons faire varier.
A partir de ceci, nous voulons étudier pour quelles valeurs de θ, la mesure de

dépendance quadratique peut-être capable de dire que les variables X1 et X2 sont
dépendantes avec un certain taux d’erreur fixé.

Pour cela, nous allons suivre le cheminement suivant,

1. Calcul de la valeur qβ de telle sorte que

PH0(Q̂(S1, S2) > qβ) = β

où nous prendrons β = 0.05. (c’est la probabilité de dire que les variables sont
dépendantes sous l’hypothèse qu’elles sont indépendantes.)

2. Calcul de la probabilité de dire que les variables sont indépendantes alors que
θ 6= 0[π/2].

α = PH1(Q̂(X1,X2) < qβ)

Dans les figures 5.4 et 5.5, nous avons tracé l’évolution de la valeur de α en fonction
de θ pour différentes tailles d’échantillon.

Avec une matrice symétrique

Le mélange est ici défini par,

X =

(
X1

X2

)
=

[
1 θ
θ 1

](
S1

S2

)

où θ est un paramètre que nous allons faire varier.
Par le même procédé que pour la matrice de rotation, nous représentons la valeur

de α en fonction de θ pour des tailles d’échantillon différentes. Nous présentons les
résultats dans les figures 5.6 et 5.7.

Ces différentes figures nous permettent de voir que plus on prend une taille d’échan-
tillon grande, plus on pourra discerner des ((dépendances)) faibles des observations.
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Fig. 5.4 – Caractère discriminant de la mesure de dépendance quadratique par rapport
à une matrice de rotation. Estimation de la mesure de dépendance quadratique par un
noyau gaussien avec une taille de fenêtre de 0.5.
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Fig. 5.5 – Caractère discriminant de la mesure de dépendance quadratique par rapport
à une matrice de rotation. Estimation de la mesure de dépendance quadratique par un
noyau dérivée seconde de Cauchy carré avec une taille de fenêtre de 3.
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Fig. 5.6 – Caractère discriminant de la mesure de dépendance quadratique par rapport
à une matrice symétrique. Estimation de la mesure de dépendance quadratique par un
noyau gaussien avec une taille de fenêtre de 0.5.
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Fig. 5.7 – Caractère discriminant de la mesure de dépendance quadratique par rapport
à une matrice symétrique. Estimation de la mesure de dépendance quadratique par un
noyau dérivée seconde de Cauchy carré avec une taille de fenêtre de 3.
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5.3.4 Illustration dans le cadre de la minimisation de la me-

sure de dépendance quadratique avec un mélange linéaire

de sources

Nous nous plaçons dans le cadre d’un mélange linéaire avec 2 sources. On choisit ici
deux sources uniformes sur [−1, 1]. Les distributions des sources sont donc symétriques.

X =

(
X1

X2

)
=

[
cos(π/8) sin(π/8)
− sin(π/8) cos(π/8)

](
S1

S2

)

Nous nous intéressons alors à la caractérisation du minimum dans le cas d’un
mélange linéaire.

Nous définissons alors à présent, Y = (Y1, Y2)
T , par,

Y =

(
Y1

Y2

)
=

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

](
X1

X2

)

Nous examinons alors comment varie le critère de dépendance quadratique de Y en
fonction de θ. Les graphiques suivants représentent pour différentes tailles de fenêtre
et différents noyaux la superposition de 10 courbes correspondant à des échantillons
différents. La valeur de θ = π/8 est marquée par une barre verticale.

Noyau gaussien :
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h=1.139062 h=2.562889
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Noyau dérivée Cauchy carré :
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En comparant ces deux catégories de résultats, on observe que pour des tailles
de fenêtres trop grandes, le test d’indépendance n’est plus du tout significatif et par
conséquent, il est complètement vain de chercher le minimum.

Par contre, pour une taille de fenêtre trop petite, le test d’indépendance reste si-
gnificatif en pratique, pourtant le minimum est aussi absolument non significatif. Ceci
vient du fait qu’avec une taille de fenêtre trop petite, le noyau étant très ressérré au-
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tour de l’origine, seulement un petit nombre de variables de l’échantillon seront prises
en compte et donc la variance de l’estimateur sera grande. On observe d’ailleurs à ce
propos, que pour des petites tailles de fenêtres de l’ordre de 0.1, il est nécessaire de
prendre des échantillons de taille 10000 afin de pouvoir utiliser les résultats de conver-
gence en loi.

En conclusion, nous proposons de choisir la taille de fenêtre la plus grande possible
pour laquelle la puissance du test est maximale, en écartant les tailles de fenêtres trop
petites.

5.4 Estimation des fonctions scores

Nous avons pu voir que dans le cas de l’utilisation du critère d’information mutuelle,
les fonctions scores jouent un rôle important. Par conséquent, l’estimation de celles-
ci est aussi très importante. Dans [68] on utilise pour estimer les fonctions scores,
les estimateurs à noyaux utilisés pour l’estimation de la densité. Puis, dans [1], nous
proposons une autre estimation des fonctions scores en utilisant des splines. Pour plus
de détails et une comparaison entre les deux méthodes d’estimation, voir [1]. Enfin,
dans [6], Babaie-Zadeh propose d’estimer les fonctions scores marginales à partir des
fonctions scores jointes en utilisant des estimateurs à noyaux ou des splines. Cependant,
dans la section 3.2.3, nous avons proposé de minimiser un critère empirique qui nous
a conduit alors à proposer une nouvelle méthode d’estimation des fonctions scores.
De plus, nous avons présenté deux méthodes différentes d’estimation, l’une basée sur
l’estimation de l’entropie en utilisant l’estimateur d’espérance empirique, et l’autre en
utilisant une discrétisation de l’intégrale. Nous détaillons ici les calculs nous permettant
d’obtenir les expressions de ces fonctions score.

5.4.1 Estimation de la fonction score en dérivant l’entropie

estimée à l’aide de la moyenne empirique

Rappelons ici la définition de cet estimateur,

φ̂m
i (T(j)) = N∂2

kjĤ
m(T)

où

Ĥm(T) =
1

N

N∑

j=1

log p̂m
T

(T(j))
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et p̂m
T

est une estimation à noyaux de la densité de T i.e.

p̂m
T

(x) =
1

N
∏K

i=1 σ̂Ti

N∑

n=1

K∏

k=1

K
(
xk − Tk(n)

σ̂Tk

)

Alors en calculant la dérivée de cette expression, on obtient une expression de φ̂m
i .

Etablissons tout d’abord quelques lemmes qui vont nous conduire au résultat.

Lemme 5.4.1 Notons T′ la variable normée corespondant à T. On a alors, pour tout
n = 1, . . . , N ,

T′(n) =

(
T1(n)

σ̂T1

, . . . ,
TK(n)

σ̂TK

)T

Alors nous pouvons écrire, grâce aux propriétés de l’estimateur d’entropie,

Ĥm(T) = Ĥm(T′) +
K∑

k=1

log σ̂Tk

Nous en déduisons alors le lemme suivant, en dérivant par rapport à la variable
Ti(j)

Lemme 5.4.2 En dérivant par rapport à la variable Ti(j),

∂ijĤ
m(T) =

K∑

k=1

K∑

l=1

∂

∂T ′
k(l)

Ĥm(T′)∂2
ijT

′
k(l) + ∂2

ij

K∑

k=1

log σ̂Tk

Regardons à présent en détail chaque terme de ce développement,

Lemme 5.4.3 Pour tout i = 1, . . . ,K et j = 1, . . . , N ,
Pour tout k = 1, . . . ,K, k 6= i,

∂2
ijT

′
k(l) = 0

Et,

∂2
ijT

′
i (l) =

1

σ̂Ti

(
δlj − Ti(l)

∂ log σ̂Ti

∂ij

)

où

∂ij log σ̂Ti
=
Ti(j) − Ê(Ti)

Nσ̂2
Ti
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Enfin,

Lemme 5.4.4

∂

∂T ′
i (l)

NĤm(T′) = −
∑N

m=1 K′(T ′
i (l) − T ′

i (m))
∏

k 6=i K(T ′
k(l) − T ′

k(m))
∑N

m=1

∏K
k=1 K(T ′

k(l) − T ′
k(m))

+
N∑

n=1

K′(T ′
i (j) − T ′

i (l))
∏

k 6=i K(T ′
k(j) − T ′

k(l))∑N
m=1

∏K
k=1 K(T ′

k(l) − T ′
k(m))

On en déduit alors l’expression de l’estimateur de la fonction score dérivé de l’en-
tropie,

Lemme 5.4.5 Les fonctions φ̂m
i pour tout i = 1, . . . ,K seront définies par,

φ̂m
i (T(j)) = N∂2

ijĤ
m(T)

= φ̃i(T (j)) +
Ti(j) − Ê(Ti)

σ̂2
Ti

[
1 −

N∑

m=1

φ̃i(T (m))Ti(m)

]

où

φ̃i(T(j)) = φ̂i(Ti(j)) +
N∑

m=1

K′[(Ti(m) − Ti(j))/σ̂Ti
]

N
∏K

k=1 σ̂Tk
σ̂Ti
p̂T(T(m))

K∏

k=1,k 6=i

K[(Tk(m) − Tk(j))/σ̂Tk
]

avec φ̂i = −∂i log p̂
m
T

5.4.2 Estimation de la fonction score en dérivant l’entropie
estimée à l’aide d’une discrétisation de l’intégrale

Rappelons ici la définition de cet estimateur,

φ̂i
i(T(j)) = N∂2

kjĤ
i(T)

où

Ĥ i(T) = −
∑

l

log[p̂i
T
(Ê(T)+l : b : σ̂T)

K∏

k=1

σ̂Tk
]p̂i

T
(Ê(T)+l : b : σ̂T)

K∏

k=1

bkσ̂Tk
+

K∑

k=1

log σ̂Tk

avec
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p̂i
T
(Ê(T) + l : b : σ̂T)

K∏

k=1

σ̂Tk
=

1

N

N∑

n=1

K∏

k=1

K
(
lkbk −

T(n) − Ê(T)

σ̂T

)

et b = (b1, . . . , bK)T désigne le vecteur des pas de discrétisation (il est formé de
petits nombres positifs) et pour tous vecteurs u et v, u : v = w où wk = ukvk.

De même que précédemment, grâce à la forme particulière de l’estimateur, nous
pouvons en déduire la formule suivante,

Lemme 5.4.6 Notons T′ la variable normée corespondant à T. On a alors, pour tout
n = 1, . . . , N ,

T′(n) =

(
T1(n) − Ê(T1)

σ̂T1

, . . . ,
TK(n) − Ê(TK)

σ̂TK

)T

Alors nous pouvons écrire, grâce aux propriétés de l’estimateur d’entropie,

Ĥm(T) = Ĥm(T′) +

K∑

k=1

log σ̂Tk

Nous en déduisons alors le lemme suivant, en dérivant par rapport à la variable
Ti(j)

Lemme 5.4.7 En dérivant par rapport à la variable Ti(j),

∂2
ijĤ

i(T) =

K∑

k=1

K∑

l=1

∂

∂T ′
k(l)

Ĥ i(T′)∂2
ijT

′
k(l) + ∂2

ij

K∑

k=1

log σ̂Tk

Regardons à présent en détail chaque terme de ce développement, ils vont en effet,
être différents de ceux obtenus dans le paragraphe précédent,

Lemme 5.4.8 Pour tout i = 1, . . . ,K et j = 1, . . . , N ,
Pour tout k = 1, . . . ,K, k 6= i,

∂2
ijT

′
k(l) = 0

Et,

∂2
ijT

′
i (l) =

1

σ̂Ti

(
δlj −

1

N
−
(
Ti(l) − Ê(Ti)

σ̂Ti

)
∂2

ij log σ̂Ti

)

où

∂2
ij log σ̂Ti

=
Ti(j) − Ê(Ti)

Nσ̂2
Ti

135



5.5. Comparaison :
Estimateurs pour l’Information Mutuelle

Enfin,

Lemme 5.4.9

∂

∂T ′
i (l)

NĤm(T′) =
∑

l

(
log p̂i

T
(Ê(T) + l : b : σ̂T)

K∏

k=1

σ̂Tk
+ 1

)

1

σ̂Tk

K′

(
lkbkσ̂Tk

+ Tk(j) − Ê(Tk)

σ̂Tk

)
bk

K∏

i=1,i6=K

K′

(
libiσ̂Ti

+ Ti(j) − Ê(Ti)

σ̂Ti

)
bi

Enfin, l’estimateur de la fonction score est donné par,

φ̂i
k(Tk(j)) = φ̂b

k (T(j)) − 1

N

N∑

m=1

φ̂b

k (T(m))

+
K∑

r=1

Tr(j) − Ê(Tr)

σ̂2
Tr

[
1 −

N∑

m=1

φ̂b

k (T(m))(Tr(m)− Ê(Tr))

]

où

φ̂b

k (T(j)) =
∑

l

[log p̂i
T
(Ê(T) + l : b : σ̂T)σ̂T + 1]

1

σ̂Tk

K′

(
lkbkσ̂Tk

+ Tk(j) − Ê(Tk)

σ̂Tk

)
bk

K∏

i=1,i6=K

K′

(
libiσ̂Ti

+ Ti(j) − Ê(Ti)

σ̂Ti

)
bi

5.5 Comparaison :

Estimateurs pour l’Information Mutuelle

D’après les travaux de Joe [38], nous pouvons établir le biais et la variance des
estimateurs de l’information mutuelle utilisant un estimateur à noyau pour la densité.
Ces calculs de biais sont établis pour des densités vérifiant des propriétés particulières.

5.5.1 Définitions et Hypothèses

Toutes les intégrales seront supposées finies.
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Définitions

Définition 5.5.1 Soit X un vecteur aléatoire de dimension K, nous définissons l’en-
tropie de X par,

H(X) = −
∫

log fX(x)fX(x)dx,

où fX représente la densité de X.

Nous allons alors considérer l’estimateur de l’entropie de X suivant,

Définition 5.5.2 Soient X1, . . . ,XN un écantillon du vecteur aléatoire X, alors,

Ĥm(X1, . . . ,XN ) =
1

n

N∑

i=1

log f̂(Xi)

où

f̂ (x) = (nhK)−1

N∑

i=1

k

(
x−Xi

h

)
=

1

n

N∑

i=1

kh(x−Xi)

et k est un noyau à K variables avec kh(u) = h−Kk(u/h).

Signalons que l’estimateur considéré par Joe correspond à l’estimateur que nous
avons défini dans le paragraphe 3.2.3 dans le cas de variables normées. Cependant, si
nous reprenons l’estimateur de l’entropie défini dans le chapitre 3, nous remarquons
qu’il vérifie l’égalité suivante:

Ĥm(X) = Ĥm(X′) +
K∑

k=1

log σ̂Xk

où X′ désigne le vecteur normé correspondant à X.
En outre, nous nous intéressons ici au calcul de l’estimateur de l’information mu-

tuelle, nous constatons alors,

Îm(X) =
K∑

i=1

Ĥm(Xi) − Ĥm(X)

=
K∑

i=1

Ĥm(X ′
i) − Ĥm(X′)

Par cette constatation, il nous suffit alors d’étudier le biais dans le cas de variables
normées, en reprenant les travaux de Joe.
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Hypothèses

Nous faisons alors les hypothèses suivantes :

A. S est un ensemble borné de telle sorte que
∫

S

log fX(x)fX(x)dx ≈
∫

RK

log fX(x)fX(x)dx

B. Les K composantes deX ont la même échelle, c’est-à-dire sans perte de généralité,
on les suppose normées.

Cm. fX admet des dérivées jusqu’à l’ordre m inclus.

D.
∫

(log fX(x))2fX(x)dx existe.

E. Le noyau est paire.

F. Le noyau peut s’écrire, k(u) =
∏
k0(uj) où k0 est un noyau symétrique à une

dimension satisfaisant,
∫
v2k0(v)dv = 1

G. fX admet des dérivées première et seconde continues et |∂fX/∂xj|, |∂2fX/∂x
2
j |

sont majorées par des fonctions intégrables.

Introduisons à présent quelques notations,

Fonction de répartition empirique: On la notera Fn.
Alors, f̂X =

∫
kh(x− y)dFn(y).

D’autres notations :

– fh(x) = Ef̂(x) =
∫
kh(x− y)dF (y)

– Un(x) = n1/2(Fn(x) − F (x))

– Vn(x) = n1/2(f̂ (x)− fh(x)) =
∫
kh(x− y)dUn(y)

5.5.2 Etude de l’estimateur d’entropie dans le cas d’une den-

sité à plusieurs variables

Développement asymptotique

D’après les résultats de Joe, on peut écrire que :

Ĥ(X1, . . . ,XN ) = −
∫

S

log(fh(x))dF (x)

+n−1/2

∫
A(x)dUn(x) + n−1

∫∫
B(x, y)dUn(x)dUn(y)

+n−3/2

∫∫∫
C(x, y, z)dUn(x)dUn(y)dUn(z) + o(n−3/2)
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où

– A(x) = −
∫

S
(fh(y))

−1kh(y − x)dF (y)− log(fh(x))1lS(x)

– B(x, y) = 0.5
∫

S
(fh(y))

−2kh(z − x)kh(z − y)dF (z)− (fh(x))
−1kh(x− y)1lS(x)

– C(x, y, z) = −1/6
∫

S
(fh(y))

−3kh(w−x)kh(w−y)kh(w−z)dF (w)+0.5(fh(y))
−2kh(x−

y)kh(x− z)1lS(x)

Biais de l’estimateur de l’entropie

D’après le lemme 2.1 de Joe, on déduit le biais,

E[Ĥ(X1, . . . ,XN )] = −
∫

S

log(fh(x))dF (x) + n−1a1(h) + n−2a2(h) + o(n−2)

où

– a1(h) = 0.5 − h−Kk(0)
∫

S
f(x)(fh(x))

−1dx+ 0.5h−KK2

∫
S
f(x)f∗

h(x)(fh(x))
−2dx

– a2(h) = 1/6−1/6h−2KK3

∫
S
f(x)f∗∗

h (x)(fh(x))
−1dx+0.5h−2Kk2(0)

∫
S
f(x)(f2

h(x))−1dx+
O(h−K)

et

– K2 =
∫
k2(x)dx

– f∗
h(x) = h−K

∫
l((y − x)/h)dF (x), avec l(u) = k2(u)/K2.

– K3 =
∫
k3(x)dx

– f∗∗
h (x) = h−K

∫
m((y − x)/h)dF (x), avec m(u) = k3(u)/K3.

De ces expressions, nous pouvons en déduire le biais de l’estimateur de l’entropie
dans le cas de variables normées et pour n’importe quel noyau. Nous nous limiterons
ici à écrire le biais à l’ordre 1.

E[Ĥ(X1, . . . ,XN )] = −
∫

S

log(fh(x))dF (x) + n−1a1(h) + o(n−1)

où a1(h) = 0.5−h−K[0.5K2−k(0)]
∫

S
f(x)(fh(x))

−1dx+0.5h−KK2

∫
S
f(x)(f∗

h(x)−
fh(x))(fh(x))

−2dx
D’autre part, d’après l’hypothèse C2,
f∗

h(x) − fh(x) = 0.5h2trf ′′(x)
[
1 −

∫
v2l0(v)dv

]
+ o(h2)

où l0(u) = k2
0(u)/K02 et K02 =

∫
k2

0(x)dx
On obtient alors le biais sous la forme,
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E[Ĥ(X1, . . . ,XN )] = −
∫

S

log(fh(x))dF (x)

+ n−10.5 − n−1h−K [0.5K2 − k(0)]

∫

S

f(x)(fh(x))
−1dx

+ 0.25n−1h2−KK2

∫

S

f(x)trf ′′(x)

[
1 −

∫
v2l0(v)dv

]
(fh(x))

−2dx+ o(n−1)

5.5.3 Application à l’information mutuelle

Biais de l’estimateur de l’information mutuelle

Cette expression du biais de l’estimateur d’entropie nous permet alors de déduire
le biais de l’estimateur de l’information mutuelle correspondante:

E[Î(X1, . . . ,XN )]

=
K∑

i=1

E[Ĥ(Xi)]− E[Ĥ(X1, . . . ,XN )]

= −
K∑

i=1

∫

S

log(fXi,h(x))dFXi
(x) +

∫

S

log(fX,h(x))dFX(x)

+n−10.5(K − 1) − n−1

{
h−1K[0.5K02 − k(0)]

K∑

i=1

∫

S

fXi
(x)(fXi,h(x))

−1dx

− h−K[0.5K2 − k(0)]

∫

S

fX(x)(fX,h(x))
−1dx

}

+0.25n−1

{
hKO2

K∑

i=1

∫

S

fXi
(x)trf ′′

Xi
(x)

[
1 −

∫
v2l0(v)dv

]
(fXi ,h(x))

−2dx

−h2−KK2

∫

S

fX(x)trf ′′
X(x)

[
1 −

∫
v2l0(v)dv

]
(fX,h(x))

−2dx

}

+ o(n−1)

Remarque 5.5.1 Remarquons ici que la quantité définie par
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F (X1, . . . ,XN ) = −
K∑

i=1

∫

S

log(fXi,h(x))dFXi
(x) +

∫

S

log(fX,h(x))dFX(x)

=

∫
log

(
fX,h(x)∏K

i=1 fXi,h(x)

)
dFX(x)

peut-être aussi utilisée comme une mesure de dépendance. Il est alors intéressant
de noter que l’estimation de ce critère F est asymptotiquement sans biais.

Biais de l’estimateur C dérivé de l’information mutuelle pour les mélanges
post non linéaires

Nous pouvons alors ici faire la différence entre l’estimation de l’information mu-
tuelle et celle du critère obtenu par Taleb dans le cadre de mélange post non linéaire
(les définitions sont rappelées dans le paragraphe 4.4.8). En effet, ici il est nécessaire
de faire le lien avec l’estimateur de la densité, ce qui peut entrâıner l’existence d’un
biais.

E[Ĉ(Y1, . . . , YN )]

=
K∑

i=1

(E[Ĉ(Yi)] −E[Ĥ(Zi)])− log |detB|

= −
K∑

i=1

(∫

S

log(fYi ,h(x))dFYi
(x) −

∫

S

log(fZi,h(x))dFZi
(x)

)

−n−1h−1K[0.5K02 − k(0)]
K∑

i=1

∫

S

{
fYi

(x)(fYi,h(x))
−1 −

∫

S

fZi
(x)(fZi,h(x))

−1

}
dx

+0.25n−1hKO2

[
1 −

∫
v2l0(v)dv

]

K∑

i=1

∫

S

{
fYi

(x)trf ′′
Yi

(x)(fYi ,h(x))
−2 − fZi

(x)trf ′′
Zi

(x)(fZi,h(x))
−2
}
dx+ o(n−1)

D’autre part, introduisons le développement par rapport à la densité,

−
∫

S

(log fh − log f)dF = 0.5h2

∫

S

f ′′dµ+ o(h2)

.
Le biais de l’estimateur C des mélanges post non linéaires s’écrit alors,
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E[Ĉ(Y1, . . . , YN )]

=

K∑

i=1

(E[Ĉ(Yi)] −E[Ĥ(Zi)])− log |detB|

= −
K∑

i=1

(∫

S

log(fYi
(x))dFYi

(x) −
∫

S

log(fZi
(x))dFZi

(x)

)

+0.5h2
K∑

i=1

∫

S

(f ′′
Yi

(x) − f ′′
Zi

(x))dx

−n−1h−1K[0.5K02 − k(0)]
K∑

i=1

∫

S

{
fYi

(x)(fYi,h(x))
−1 −

∫

S

fZi
(x)(fZi,h(x))

−1

}
dx

+0.25n−1hKO2

[
1 −

∫
v2l0(v)dv

]

K∑

i=1

∫

S

{
fYi

(x)trf ′′
Yi

(x)(fYi ,h(x))
−2 − fZi

(x)trf ′′
Zi

(x)(fZi,h(x))
−2
}
dx+ o(n−1)

Il apparâıt dans cette expression des termes seulement en h, indépendants de n.
On remarque qu’en faisant certaines hypothèses sur les densités, certains de ces termes
peuvent être nuls.

Commentaires

• Le calcul du biais de l’information mutuelle montre que l’estimateur avec la
moyenne empirique utilisé dans 3.2.3 est un estimateur asymptotiquement sans
biais d’une mesure de dépendance notée F . De plus on remarque que F est une
mesure de dépendance quelque soit le choix de la taille de fenêtre h.

En ce qui concerne le critère de séparation C, le calcul du biais montre que
certains termes seulement en fonction de h apparaissent. Cependant, ces termes
doivent être étudiés plus précisément en fonction des densités considérées. Il est
possible que pour certaines densités, quelques uns de ces termes soient non nuls,
ce qui induirait un biais sur l’estimateur de C. Par ailleurs, on remarque que
pour la recherche de la solution du problème de séparation aveugle de sources,
nous nous intéressons au minimum de ce critère. Il serait donc plus intéressant
d’étudier comment se comporte le biais de l’estimateur de C au voisinage de la
solution.

•• Enfin, dans [38], Joe remarque que si le noyau est choisi de manière particulière,
certains termes du calcul du biais peuvent être annulés.
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Chapitre 6. En pratique

Chapitre 6

En pratique

Nous allons à présent illustrer certains résultats et certains problèmes soulevés dans
les chapitres précédents.

Dans ce travail, la résolution du problème de séparation aveugle de sources consiste
comme nous avons pu le voir, en la minimisation d’un critère. Dans le chapitre 3, nous
avons fait la différence entre deux stratégies, ((Estimer ensuite)) et ((Estimer d’abord)).
Dans le cadre de la stratégie ((Estimer d’abord)), comme la fonction à optimiser est
une estimation du critère, il est tout à fait possible de la calculer en tous points. Il est
donc envisageable, dans le cadre de mélanges paramétriques, de représenter la fonction
à minimiser. Dans ce chapitre, nous allons étudier la difficulté de la mise en oeuvre de
cette stratégie.

Dans un premier temps, nous observerons le comportement des différents critères de
séparation utilisés pour la minimisation dans le cadre d’un mélange linéaire (section
6.1). Nous verrons que dans ce cas, une méthode de descente de gradient permet
d’atteindre la solution quelque soit l’initialisation utilisée. Dans un deuxième temps,
nous nous intéresserons aux mélanges non linéaires (section 6.2). Nous constaterons
dans ce cas, la présence de minima locaux.

6.1 Avec un mélange linéaire

Nous nous plaçons ici dans le cadre d’un mélange linéaire de deux sources. Le
modèle envisagé est donc un modèle paramétrique.

On choisit deux sources uniformes entre -1 et 1. Les distributions des sources sont
donc symétriques.

Le mélange est défini par,

X =

(
X1

X2

)
=

(
cos(θ0) sin(θ0)
− sin(θ0) cos(θ0)

)(
S1

S2

)
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6.1. Avec un mélange linéaire

Nous prendrons en pratique, θ0 = π/8
Ici, nous avons choisi de travailler avec une matrice de rotation qui peut être

paramétrée à l’aide d’une seule donnée. Cependant, nous allons présenter deux types de
résultats. Tout d’abord, nous nous placerons dans l’hypothèse où la matrice de mélange
est supposée être une matrice de rotation. Dans ce cas, la matrice de séparation sera
paramétrée par θ de telle sorte que,

B =

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
.

Les critères de séparation pourront alors être représentés en fonction d’un seul pa-
ramètre, l’angle de la matrice (paragraphe 6.1.1).

Ensuite, aucune hypothèse ne sera faite sur la matrice de mélange. Nous regarde-
rons ce qu’il se passe lorsque la matrice de séparation est définie de manière tout à fait
générale par ses termes anti diagonaux. Comme sous la seule hypothèse d’indépendance,
le problème de séparation aveugle de sources est résolu à un facteur d’échelle près, nous
poserons ainsi, sans perte de généralité, les termes diagonaux de la matrice égaux à 1
(paragraphe 6.1.2). Et la matrice de la structure de séparation s’écrira,

B =

(
1 a
b 1

)

6.1.1 En 1 dimension

Nous nous plaçons ici dans un cadre particulier, i.e. nous modélisons la matrice de
séparation par une matrice de rotation. La structure de séparation sera alors définie
par,

Y =

(
Y1

Y2

)
=

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)(
X1

X2

)

Nous allons alors représenter les valeurs du critère en fonction du paramètre θ de
la matrice.

Les figures suivantes 6.1, 6.2, 6.3 correspondent au tracé du critère en fonction de
l’angle θ de la matrice de séparation pour différentes tailles de fenêtre, et différents
noyaux. De plus, on représente θ sur une période de π/2, entre 0 et π/2.

On remarque la présence d’un maximum correspondant au point où le gradient
s’annule mais où la solution n’est pas atteinte. Ici, c’est le point de coordonnée θ = π/8.

En effet, d’après le lemme 4.4.2, θ vérifie en ce point,

[
cos(θ0) sin(θ0)
− sin(θ0) cos(θ0)

] [
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

]
=

[
1 1
−1 1

]
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Fig. 6.1 – Représentation de la mesure de dépendance quadratique avec un noyau
dérivée seconde de Cauchy carré et une taille de fenêtre de 0.1 en fonction du mélange

Par ailleurs, on constate que la minimisation du critère de séparation est rendue
difficile par les erreurs dues aux estimations. En effet, l’estimation des critères de
séparation étudiés dépend du choix du noyau et de la taille de fenêtre. Ceci peut
avoir des conséquences sur la possiblité effective d’atteindre la solution. En effet, dans
les figures 6.1, 6.2 et 6.3, on remarque la présence de minima locaux. La figure 6.2
correspond au choix d’une taille de fenêtre trop grande. Les figures 6.3 et 6.1 illustrent
la situation où la taille de fenêtre est choisie trop petite. Dans ce cas, à cause de la
variance trop grande, on voit apparâıtre des oscillations dans la courbe représentant
le critère de séparation.

6.1.2 En 2 dimensions et plus

Dans ce cadre là, nous ne faisons plus d’hypothèse sur la matrice de mélange. Sans
perte de généralité, la structure de séparation est donc définie de la manière suivante,

Y =

(
Y1

Y2

)
=

(
1 a
b 1

)(
X1

X2

)

Le fait de fixer les termes diagonaux de la matrice de séparation égaux à 1 ne par-
ticularise pas la recherche de solution du problème. En effet, le problème de séparation
aveugle de sources étant résolu à un facteur d’échelle près et à une permutation près,
nous fixons tout simplement le facteur d’échelle.
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Fig. 6.2 – Représentation du critère C avec un noyau gaussien et une taille de fenêtre
de 1 en fonction du mélange
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Fig. 6.3 – Représentation du critère C avec un noyau spline de degré 3 et une taille
de fenêtre de 0.1 en fonction du mélange
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Nous allons alors faire varier les paramètres a et b afin d’observer la forme du
critère. Dans la suite, nous noterons B la matrice de séparation du système.

Points où le gradient s’annule

Minima globaux :
Dans les figures 6.4, 6.5, et 6.6, nous observons la présence de deux minima
globaux qui correspondent à la solution du problème de séparation de sources.
En effet, les points a et b solutions du problème de séparation de sources vérifient
l’un des deux systèmes d’équation suivants, où λ représente le facteur d’échelle,

(
cos(π/8) sin(π/8)
− sin(π/8) cos(π/8)

)(
1 a
b 1

)
=

(
λ 0
0 λ

)

ce qui correspond à a = − tan(π/8) = −0.41 et b = tan(π/8) = 0.41 (point noté
P2)

ou bien

(
cos(π/8) sin(π/8)
− sin(π/8) cos(π/8)

)(
1 a
b 1

)
=

(
0 λ
λ 0

)

ce qui correspond à a = 1/ tan(π/8) = 2.41 et b = −1/ tan(π/8) = −2.41 (point
noté P4)

Ces deux points correspondent donc aux minima globaux de la mesure de dépen-
dance et donc aux solutions du problème de séparation aveugle de sources.

Points selles :
Dans le chapitre 4, nous avons remarqué qu’il existe au moins un point où le
gradient s’annule sans pour autant avoir atteint la solution. On peut les voir
sur les figures 6.4, 6.5 et 6.6. Il correspond à a = 0.66 et b = −0.66. En effet,
d’après le résultat de la section 4.4.8, les coordonnées du point P3 sont solutions
du système suivant,

(
cos(π/8) sin(π/8)
− sin(π/8) cos(π/8)

)(
1 a
b 1

)
=

(
λ 1
−1 λ

)

où λ représente l’indétermination du facteur d’échelle.

On en déduit alors a = (1− sin(π/8))/ cos(π/8) et b = −(1− sin(π/8))/ cos(π/8)

On remarque que ce point correspond à un point selle et donc ne perturbe pas
la recherche du minimum par une méthode de descente du gradient.

Algorithme de descente du gradient

Dans la figure 6.4 nous retraçons l’évolution de l’algorithme de descente du gra-
dient dans la minimisation de la mesure de dépendance quadratique. Notons, P0 de
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coordonnées a = 0 et b = 0 (correspond à la matrice identité), P1 de coordonnées
a = −0.3 et b = 0.3. Pour les points P0, P1, P2, nous représentons les distributions
des sources reconstituées.

Point d’initialisation de la méthode d’optimisation

Quelque soit le critère utilisé, on remarque que dans le cas d’un mélange linéaire, les
points où le déterminant de la matrice de séparation s’annule jouent un rôle particu-
lier. En effet, le déterminant est nul lorsqu’une ligne de la matrice est proportionnelle
à une autre. Ceci signifie qu’à la sortie de la structure de séparation, les deux variables
calculées pour ces deux lignes sont nécessairement dépendantes puisque proportion-
nelles. Dans ce cas, la valeur du critère n’est pas minimale. C’est ce que nous pouvons
observer sur les figures (6.4 et 6.5). Remarquons de plus, que lorsqu’on utilise l’in-
formation mutuelle décomposée à l’aide du mélange linéaire, cette dernière n’est pas
définie en les points où le déterminant de la matrice est nulle. En effet, l’expression du
critère dans ce cadre là est,

∑
H(Yi) − log |detB|.

Dans les figures 6.4, 6.5, 6.6, le coefficient a de la matrice de séparation B est
représenté par l’axe des ordonnées. Et le coefficient b par l’axe des abscisses.

Dans notre exemple, en dimension 2, nous pouvons remarquer que les figures 6.4,
6.5 et 6.6 présentent toutes la même allure générale. C’est-à-dire que le plan est découpé
en trois zones distinctes, séparées par l’hyperbole d’équation ab = 1. Ce qui correspond
bien dans notre exemple aux points où le déterminant de la matrice s’annule. D’autre
part, cette hyperbole sépare la partie du plan où le déterminant de B sera positif (partie
du plan séparé par les deux branches de l’hyperbole qui contient l’origine) des zones
où le déterminant de B sera négatif (les deux parties restantes). Nous remarquons
alors que la partie de plan où le déterminant de la matrice de séparation est positif
est connexe.

Par ailleurs, le critère de séparation est invariant par permutation de B et par
multiplication de B par une matrice diagonale, le critère admettra donc toujours un
minimum dans le domaine du plan où le déterminant de B est positif. C’est pourquoi,
l’initialisation de l’algorithme de descente du gradient à la matrice identité peut-être
choisie.

Plus généralement, montrons le résultat suivant, qui va nous permettre d’affirmer
que nous pouvons choisir comme initialisation la matrice identité et ceci indépendam-
ment de la matrice de mélange.

Lemme 6.1.1 On note B une matrice solution du problème de séparation aveugle de
source dans le cadre d’un mélange linéaire. Alors il existe une matrice B̃ telle que celle-
ci est aussi solution du problème de séparation aveugle de source, son déterminant est
positif et ses termes diagonaux sont égaux à 1.
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point selle théorique)
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preuve :

En effet, si la matrice B a son déterminant positif, alors on pose B̃ = ΛB où Λ
est une matrice diagonale de telle sorte que les termes diagonaux de B̃ soient égaux à
1. Alors, B̃ vérifie les conditions requises par le lemme. Sinon, on pose B̃ = ΛPB où
P est une matrice de permutation de telle sorte que en permutant deux lignes de la
matrice, le déterminant change de signe, mais B̃ reste toujours solution du problème
de séparation de sources.

�

Il nous reste alors à montrer qu’il est toujours possible de relier la matrice identité et
la matrice solution tout en restant dans le sous ensemble des matrices de déterminant
strictement positif (c’est-à-dire la connexité).

Soit D une matrice carrée de dimension K×K telle que ses termes diagonaux sont
égaux à 1. On la notera sous la forme suivante:




1 d1 . . . dK−1

dK 1 . . . d2K−2
...

. . .

. . . 1




On note C le sous ensemble de ces matrices dont le déterminant est nul, A le
sous ensemble de ces matrices de déterminant strictement positif et (e1, . . . , eK2−K)
les directions canoniques de R

K2−K . On note aussi B la matrice solution du problème
de séparation aveugle de source que l’on définit par,

B =




1 b1 . . . bK−1

bK 1 . . . b2K−2
...

. . .

. . . 1


 .

On note de plus β :=
∑K2−K

i=1 biei, le point solution.
Remarquons tout d’abord la chose suivante,

Lemme 6.1.2 Pour tout réel di, la fonction: di 7→ detD ne change de signe qu’une
seule fois.

En effet, cette fonction est un polynôme de degré 1 en di

A l’aide de ce résultat, nous démontrons alors,

Lemme 6.1.3 Il existe un chemin contenu dans A qui relie n’importe quelle matrice
D avec la matrice identité.
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preuve :
On raisonne par récurrence finie sur les ei.

initialisation : Pour i=1
On constate que le long de l’axe e1, le déterminant reste toujours positif. On
peut donc se placer sur le point x1 = b1e1. On note alors r = 2.

pas de la récurence : Pour 2 ≤ i ≤ K2 −K − 2
On considère alors le plan P défini par les directions er et ei+1 passant par xi−1.
On note alors E la droite contenue dans le plan P passant par xi−1 et parallèle
à l’axe er. On envisage alors deux cas disjoints,

(i) Le segment de droite E reliant les points xi−1 et xi−1 + brer est entièrement
contenu dans A. Alors, on note xi = xi−1 + brer. On passe au pas suivant
en considérant les directions ei+1 et ei+2, i.e. r = i+ 1.

(ii) Le segment de la droite E coupe la courbe C en un point y. On considère
alors la droite D, contenue dans le plan P passant par y et parallèle à l’axe
ei+1 (c.f. figure 6.7). Cette droite n’est pas tangente à C du fait du lemme
6.1.2. Et toujours par ce lemme, le segment de droite D reliant le point y
au point xi = xi−1 + bi+1ei+1 est entièrement contenu dans A. On passe au
pas suivant en considérant les directions er et ei+2, i.e. r reste inchangé.

fin : Pour i = K2−K−1, il reste alors deux directions à explorer, eK2−K et er, i.e. on
a xi−1 = β − brer − bi+1ei+1. On envisage alors toujours les deux cas précédents,

– Le segment de droite E reliant les points xi−1 et xi−1 + brer est entièrement
contenu dans A. Alors, on note xi = xi−1 + brer. Et d’après le lemme 6.1.2,
le segment de droite reliant xi au point β solution, est entièrement contenu
dans A. En effet, si ce n’était pas le cas alors le long de cette droite, le signe
du déterminant de la matrice changerait plus d’une fois.

– Le segment de droite E coupe la courbe C en un point y. On considère
alors la droite D, contenue dans le plan P passant par y et parallèle à
l’axe eK2−K . Cette droite n’est pas tangente à C du fait du lemme 6.1.2. Et
toujours par ce lemme, le segment de droite D reliant le point y au point
xi = xi−1 + bi+1ei+1 est entièrement contenu dans A. Pour finir, le segment
de droite reliant les points xi et β est entièrement contenu dans A toujours
par le lemme 6.1.2.

Nous avons alors montré que dans le cadre d’un mélange linéaire, si le critère
utilisé ne présente pas de minima locaux, l’initialisation de l’algorithme de descente
du gradient à la matrice identité permet d’atteindre la solution en un nombre fini de
pas.
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6.2 Avec un mélange post non linéaire

Dans le chapitre 4, nous avons étudié le problème de séparation aveugle de source
dans le cadre d’un mélange post non linéaire. A présent, nous allons illustrer certains
problèmes rencontrés dans la recherche de solution du problème de séparation aveugle
de sources pour des mélanges post non linéaires.

Dans un premier temps, nous expliciterons dans quelle mesure nous pouvons affir-
mer que la recherche de la solution du problème de séparation aveugle de sources dans
le cadre de mélange post non linéaire dépend de la matrice de mélange (paragraphe
6.2.1).

Dans un deuxième temps, nous donnerons des exemples par rapport à des distri-
butions de sources différentes (paragraphe 6.2.2).

Enfin, nous terminerons, dans le paragraphe 6.2.3, par l’illustration de différents
problèmes liés à la recherche du minimum, en particulier la présence de minima locaux.

Nous avons considéré ici des mélanges post non linéaires paramétrés, que l’on note,

X =

(
X1

X2

)
=

(
f1,λ

f2,µ

)
◦ Aθ0

(
S1

S2

)

où la matrice de mélange sera soit une matrice de rotation d’angle θ0, soit une
matrice symétrique de paramètre a0 (avec les termes diagonaux égaux à 1, ou encore,
une matrice antisymétrique de paramètre a0 (avec les termes diagonaux égaux à 1).
Quant aux non linéarités, on a choisi une seule sorte de non linéarité :

fλ(x) =
sign(x)

2λ
(−1 +

√
1 + 4λ|x|).

Pour λ > 0, l’inverse de cette fonction est donc donné par,

f−1
λ (x) = x+ λx|x|.

La structure de séparation sera donc paramétrée en fonction du mélange choisi.

On la notera,

Y =

(
Y1

Y2

)
= Bθ

(
g1,λ(X1)
g2,µ(X2)

)

où la matrice de séparation sera choisie de la même manière que la matrice de mélange :

– Si Aθ0 est une matrice de rotation,

Bθ =

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

]
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– Si Aa0 est une matrice symétrique,

Ba =

[
1 a
a 1

]

– Si Aa0 est une matrice antisymétrique,

Ba =

[
1 a
−a 1

]

Et les non linéarités seront choisies en fonction des non linéarités de la structure
de mélange.

Nous allons à présent étudier le comportement des différents critères de séparation
lorsque les paramètres θ, λ et µ varient.

6.2.1 Influence de la matrice de mélange

Avec la mesure de dépendance quadratique

Nous avons vu dans les sections 5.3.1 et 5.3.2 que dans certains cas, en utilisant la
mesure dépendance quadratique, l’hypothèse d’indépendance sera acceptée alors que
les variables sont dépendantes. Nous allons voir ici comment doit-être conditionnée la
matrice de mélange afin que la mesure de dépendance quadratique permettent effecti-
vement de ne pas se tromper sur le fait que les variables sont dépendantes.

Matrice de rotation :

Prenons tout d’abord une matrice de rotation paramétrée par l’angle θ. On note

Y =

(
Y1

Y2

)
=

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

](
S1

S2

)

où S1 et S2 sont des variables indépendantes.

Pour θ = 0, on fixe alors le paramètre q0.05 de telle sorte PH0(Q̂ > q0.05) = 0.05.

Puis on étudie alors α = PH1(Q̂ < q0.05) en fonction de θ. La figure 6.8 représente
la courbe obtenue.

On remarque alors clairement que pour des angles compris entre 0 et π/2,
inférieurs à 0.2 ou supérieurs à π/2 − 0.2, la mesure de dépendance quadra-
tique avec une taille d’échantillon de 500 ne permet pas de dire que les variables
sont dépendantes avec un taux d’erreur acceptable. Par ailleurs, on remarque
que si θ = 0, la matrice de mélange est la matrice identité. Et, si θ = π/2, la
matrice de mélange est la matrice identité dont les lignes sont permutées. Donc,
si l’angle de la matrice est compris entre 0 et π/2, inférieur à 0.2 ou supérieur
à π/2 − 0.2, il y aura une forte probabilité pour que la mesure de dépendance
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quadratique affirme que les variables mélangées sont indépendantes. Dans ce cas,
on a déjà atteint la solution du problème de séparation aveugle de sources.

Matrice symétrique :

Envisageons à présent le cas d’un mélange de la forme suivante,

On note

Y =

(
Y1

Y2

)
=

(
1 a
a 1

)(
S1

S2

)

Nous procédons alors au même tracé que précédemment, figure 6.9.

Nous remarquons ici aussi, que si a est inférieur à 0.1, ou supérieur à 8, la
mesure de dépendance quadratique ne permet pas de savoir si les variables sont
indépendantes 1. Ici aussi, pour un type de mélange de cette sorte, il ne sera pas
possible de retrouver les sources avec la mesure de dépendance quadratique.

Etude de l’erreur au voisinage de la solution

Dans le cadre de la résolution du problème de séparation de sources pour des
mélanges post non linéaires, nous constatons qu’effectivement, la matrice de mélange
a une importance dans l’étude de l’erreur au voisinage de la solution.

En effet, plaçons nous au voisinage de la solution, i.e. f ◦ g = i + δ où δ est une
petite fonction, et B = (I + ε)A−1. Alors, les sources reconstituées Y1, . . . , YK vont
s’écrire,

Yk = Sk + (A−1δ(AS))k + (εS)k + (ε(A−1δ(AS)))k.

L’erreur commise sur les sources reconstituées dépend donc directement de la ma-
trice de mélange, mais non des transformations non linéaires. Afin d’illustrer ceci, on
considère la mesure de dépendance quadratique estimée à l’aide d’un noyau gaussien,
d’une taille de fenêtre de 0.5. Dans les figures 6.10 et 6.11, on a représenté la mesure
de dépendance quadratique en fonction des paramètres de séparation.

6.2.2 Influence de la distribution des sources

On peut aussi s’intéresser à l’influence de la distribution des sources sur les com-
portements des critères de séparation. Dans les figures 6.12, 6.13 et 6.15, nous avons
représenté la mesure de dépendance quadratique utilisant un noyau de dérivée de
Cauchy carrée avec une taille de fenêtre de 3. Ici, nous avons considéré la matrice de
rotation comme matrice de mélange.

1. En effet, quand a → +∞,

(
1 a

a 1

)
→
(

0 1
1 0

)
et donc Y1 et Y2 vont tendre vers des variables

aléatoires indépendantes.
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6.2.3 Résolution du problème de minimisation

Minima locaux

Nous avons remarqué que dans le cas d’un mélange linéaire, si il n’y a pas de
minima locaux, la solution est toujours atteignable à partir de la matrice identité.
Dans le cadre de mélanges post non linéaires, de nouvelles difficultés apparaissent. En
effet, on observe qu’en fonction de l’estimateur utilisé, de la densité des sources et de
la matrice de mélange, le problème de minimisation peut-être complètement différent.
Illustrons tout ceci par quelques figures, 6.10 et 6.16.

Evolution des signaux reconstitués

Nous avons représenté dans les figures 6.13 et 6.14 les signaux issus de la structure
de séparation en certains points du graphe.
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Fig. 6.5 – Représentation de la mesure d’information mutuelle en utilisant un noyau
gaussien et une taille de fenêtre de 0.5 en fonction du mélange (× est un point selle
théorique)
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Chapitre 7

Conclusion

Une approche de la séparation aveugle de sources

Bilan

Nous avons développé dans cette thèse deux méthodes pour la séparation aveugle
de sources à l’aide d’une analyse en composantes indépendantes.

Tout d’abord, nous avons proposé une nouvelle mesure de dépendance, la mesure
de dépendance quadratique. Cette mesure de dépendance se distingue de celle utilisée
par Eriksson [30] par le fait qu’elle peut être calculée pour un choix plus large de
noyaux. Grâce à une expression simple de l’estimateur de cette mesure de dépendance
quadratique, on peut résoudre le problème de séparation aveugle de sources dans le
cas de mélanges non linéaires.

Ensuite, nous nous sommes intéressés aux méthodes d’optimisation de ces mesures
de dépendances. Nous avons proposé de procéder directement à la minimisation de
l’estimateur de ces mesures (stratégie ((estimer d’abord))). Ceci nous a permis de pro-
poser des méthodes de contrôle de convergence des algorithmes de descente du gradient.

Puis, nous nous sommes focalisés sur la résolution du problème de séparation
aveugle de sources dans le cadre de mélanges post non linéaires. Dans cette confi-
guration, il a été développé une nouvelle approche non paramétrique utilisant les pro-
priétés d’invariance par translation des mesures de dépendance. Ainsi, les mesures
de dépendance étudiées ne s’expriment qu’en fonction des seules dérivées des non
linéarités présentes dans le mélange post non linéaire.

Nous avons pu mener, sur la base des travaux de Kankainen [44], l’étude de la me-
sure de dépendance quadratique vue en tant que test d’indépendance. Nous avons alors
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eu la possiblité d’envisager plusieurs types de noyaux et choisi une taille de fenêtre
adéquate de telle sorte que le test d’indépendance construit à partir de la mesure de
dépendance quadratique soit le plus puissant possible, mais aussi que cet estimateur
ne présente pas une variance trop grande. Puis, à l’aide de cette étude asymptotique
de la mesure de dépendance quadratique, nous avons pu donner des conditions sur la
fonction de mélange pour que celle-ci permette de résoudre le problème de séparation
de sources par une analyse en composantes indépendantes. Enfin, par rapport à l’in-
formation mutuelle, nous avons montré qu’il existe effectivement une différence entre
le critère de séparation obtenu par Taleb et Jutten [69] et le critère de séparation en
estimant la forme complète de l’information mutuelle. L’étude du biais de l’estimateur
de l’information mutuelle nous a permis de montrer que celui-ci conserve asymptoti-
quement la propriété de caractérisation des variables indépendantes.

Enfin, une illustration graphique des résultats théoriques a été donnée. Nous avons
pu voir, comment l’expression de la matrice de mélange ou la distribution des sources
interviennent dans la représentation des mesures de dépendance en fonction des pa-
ramètres du modèle. Ont été signalées les difficultés engendrées par la présence de
minima locaux dus aux erreurs d’estimation ou bien à la complexité du modèle.

Perspectives

Nous avons remarqué que dans le cadre d’un mélange linéaire, il existe d’autres
méthodes de caractérisation de l’indépendance en comparant certaines espérances
conditionnelles. Nous pouvons alors nous interroger sur la possiblité d’utiliser ces ca-
ractérisations dans le cadre de la séparation aveugle de sources pour les mélanges
linéaires. De plus, beaucoup de travaux ont été effectués en probabilité sur des ca-
ractérisations de lois gaussiennes dans différents types de mélanges (polynomiaux . . . ).
Il serait intéressant de les reprendre dans le cadre de la séparation aveugle de sources.
Ceci pourrait éventuellement conduire à la proposition de nouveaux mélanges pour
lesquels on pourrait envisager des méthodes pour restituer les sources.

Ensuite, d’un point de vue plus algorithmique, nous avons pu voir que la mesure
de dépendance quadratique a un coût de calcul assez élevé. Il serait alors avantageux
de choisir comme noyau, un noyau à support compact, tel qu’une fonction spline. De
plus, grâce à la formule de récurrence vérifiée par les fonctions splines, le coût de calcul
pourrait être encore réduit.

Par ailleurs, l’optimisation des mesures de dépendance étudiée présente des diffi-
cultés par la présence de minima locaux. Afin de réduire l’influence des minima locaux
dus aux erreurs d’estimation, nous pouvons proposer une méthode qui consisterait à
choisir une taille de fenêtre volontairement trop grande pour les premières itérations
de l’algorithme. Puis quand on se rapproche du minimum, la taille de fenêtre serait
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réduite afin d’affiner le résultat.

Enfin, nous avons pu voir que dans la résolution du problème de séparation de
sources, seul le minimum du critère de séparation est recherché. Il serait alors intéressant
de mener une étude asymptotique du minimum de l’estimateur du critère de séparation.
En utilisant l’information mutuelle, nous avons utilisé la notion de fonction score. Le
rôle prépondérant de l’estimation de celles-ci dans le cadre de la séparation aveugle
de sources pour les mélanges post non linéaires a souvent été évoqué. Il serait alors
intéressant de proposer une étude plus approfondie des estimateurs de ces fonctions.

Au delà de la séparation aveugle de sources

Ce travail peut aussi être vu dans un cadre plus large que la séparation de sources.
On peut par exemple penser à employer la méthode d’analyse en composantes

indépendantes afin de déterminer la densité conjointe de variables aléatoires. Déjà
l’estimation de densité d’une seule variable aléatoire est un problème complexe, et
cette complexité augmente rapidement avec le nombre de variables. De la même façon
qu’Antoniadis, Amato et Grégoire [5] ont proposé d’utiliser l’analyse en composantes
principales pour préconditionner le problème, nous pouvons imaginer qu’une analyse
en composantes indépendantes permette de faciliter l’estimation de densité conjointe
de variables aléatoires.

Une autre perspective est d’envisager l’utilisation de la mesure de dépendance
quadratique comme test d’indépendance. Ces tests permettent de mesurer l’influence
d’une variable sur des observations. Par exemple on peut s’intéresser à l’étude de
lien de causalité, comme déterminer les symptômes provenant d’une certaine maladie.
Notre étude de la puissance de test d’indépendance construite à partir de la mesure
de dépendance quadratique est un premier pas dans cette direction. Elle doit encore
être affiner et mise en pratique pour plus de deux variables.
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Fig. 7.1 – Encore un qui ne lira pas les annexes !
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Chapitre A. Caractérisation de l’indépendance dans les mélanges
linéaires

Annexe A

Caractérisation de l’indépendance
dans les mélanges linéaires

Ces résultats sont basés sur les travaux de Kagan et. al. [43] et [42]

Lemme A.0.1 Soient des variables aléatoires X1, . . . ,XN indépendantes telles que
E(X2

j ) <∞.
On pose L1 = a1X1 + . . .+ aNXN et L2 = b1X1 + . . .+ bNXN .
Alors, si E[L2|L1] = cte et E[L2

2|L1] = cte, on a pour tous j = 1, . . . , N tels que
ajbj 6= 0, Xj est gaussienne.

Ce lemme permet alors avec le même raisonnement que pour montrer la séparabilité
du mélange linéaire [20] de montrer le résultat suivant,

Lemme A.0.2 Soient des variables aléatoires X1, . . . ,XN indépendantes telles que
E(X2

j ) < ∞ et telles qu’il y ait au plus une variable gaussienne. Soit A une matrice
inversible ayant au moins deux éléments non nuls par colonne.

Alors, on pose L = AX.
Dans ce contexte, on a l’équivalence suivante,
L1, . . . , LN indépendantes si et seulement si, pour tout i < j, E[Lj|Li] = cte et

E[L2
j |Li] = cte

171



172



Chapitre B. Preuves

Annexe B

Preuves

B.1 Lemme 3.2.1

Soit φ une fonction test, i.e. C∞ à support compact. On note supp φ son support.
Alors,

∫
φ(t)(pT+∆η(T)(t) − pT(t)dt)

=

∫
(φ(t + ∆η(t)) − φ(t))pT(t)dt

Comme φ est C∞, on effectue un développement limité pour tout t au voisignage de
∆η(t). Il existe x0(t) ∈ supp φ tel que,

Alors,
∫
φ(x)(pT+∆η(T)(t) − pT(t)dt)

=

∫ [ K∑

i=1

∂i(φ(t))∆η(t) +
1

2

K∑

i,j=1

∂i∂j(φ(t))∆2
η(t) +

1

6

K∑

i,j,k=1

∂i∂j∂k(φ(x0(t)))∆
3
η(t)

]
pT(t)dt

Comme φ est à support compact, on déduit,
∫
φ(x)(pT+∆η(T)(t) − pT(t)dt)

=
K∑

i=1

∫
∂i(φ(t))∆η(t)pT(t)dt +

1

2

K∑

i,j=1

∫
∂i∂j(φ(t))∆2

η(t)pT(t)dt

+
1

6

K∑

i,j,k=1

∫

suppφ

∂i∂j∂k(φ(x0(t)))∆
3
η(t)pT(t)dt
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B.2. Lemme 4.4.1

Comme le support de φ est compact, la convergence simple de ∆η implique la
convergence uniforme sur supp φ. Par conséquent,

1

6

K∑

i,j,k=1

∫

suppφ

∂i∂j∂k(φ(x0)(t))∆
3
η(t)pT(t)dt = o(η2).

En ce qui concerne les autres termes, on montre par intégration par partie que

∫
∂i(φ(t))∆η(t)pT(t)dt = −

∫
φ(t)∂i{∆η(t)pT(t)}dt

et ∫
∂i∂j(φ(t))∆2

η(t)pT(t)dt =

∫
φ(t)∂i∂j{∆2

η(t)pT(t)}dt

�

B.2 Lemme 4.4.1

Supposons tout d’abord i = j,

alors, en utilisant le lemme 3.2.6,

E[Yiφi(Y)] = E{YiE[φi(Y)|Yi]}
= E{Yiψi(Yi)}

On en déduit alors une partie du résultat,

Pour tout i = 1, . . . ,K, E[Yiφi(Y)] = 1.

D’autre part, pour i 6= j,

E[Yiφj(Y)] = E{YiE[φj(Y)|Yi]}

De plus, on remarque que, E[φj(Y)|Yi] = 0.
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En effet,

E[φj(Y)|Yi = y] =
1

pYi

(y)

∫
φj(y)pY(y)dy1, . . . , dyi−1, dyi+1, . . . , dyK

=
1

pYi

(y)

∫
∂

∂j
pY(y)dy1, . . . , dyi−1, dyi+1, . . . , dyK

=
1

pYi
(y)

∫ ∫
∂

∂j
pY(y)dy1, . . . , dyi−1, dyi+1, . . . , dyj−1, dyj+1, . . . , dyKdyj

=
1

pYi

(y)

∫
∂

∂j

∫
pY(y)dy1, . . . , dyi−1, dyi+1, . . . , dyj−1, dyj+1, . . . , dyKdyj

=
1

pYi
(y)

∫
∂

∂j
pYi ,Yj

(yi, yj)dyj

= 0

Cette dernière égalité provient du fait que les limites de la densité en ±∞ vaut 0.

Montrons à présent la deuxième égalité du lemme,
pour tout k = 1, . . . ,K

K∑

i=1

E [φi(Y)Bik|Zk = z] = E

[
K∑

i=1

φi(Y)Bik|Zk = z

]

=

∫ ∑K
i=1

∂
∂i
pY(Bz)Bik

pZk
(zk)

dz1, . . . , dzk−1, dzk+1, . . . , dzK

=

∫ ∂
∂zk

pY(Bz)Bik

pZk
(zk)

dz1, . . . , dzk−1, dzk+1, . . . , dzK

=

∫
∂

∂zk

log pY(Bz)
pY(Bz)

pZk
(zk)

dz1, . . . , dzk−1, dzk+1, . . . , dzK

=

∫
∂

∂k
log pZ(z)

pZ(z)

pZk
(zk)

dz1, . . . , dzk−1, dzk+1, . . . , dzK

La dernière égalité provient de l’hypothèse de mélange post non linéaire, Y = BZ.
Et alors,

pY(Bz) =
pZ(z)

|det B|
On obtient alors,
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B.3. Lemme 2.5.1

K∑

i=1

E [φi(Y)Bik|Zk = zk] = E

[
∂

∂k
log pZ(Z)

pZ(Z)

pZk
(zk)

]

= ψZk
(zk)

�

B.3 Lemme 2.5.1

A partir de la définition 2.4.1, prenons K un noyau de carré intégrable.
On sait alors que la mesure de dépendance quadratique de K variables aléatoires

T1, . . . , TK s’écrit,

Q(T1, . . . , TK) =

∫ {
E

[
K∏

k=1

K
(
tk −

Tk

σTk

)]
−

K∏

k=1

E

[
K
(
tk −

Tk

σTk

)]}2

dt1 . . . dtK.

Par ailleurs, en développant l’expression au carré sous l’intégrale, on obtient, (dans
la suite, on notera, du = du1 . . . duK),

DT(t1, . . . , tK)2 =
{
E

[
K∏

k=1

K
(
tk −

Tk

σTk

)]
−

K∏

k=1

E

[
K
(
tk −

Tk

σTk

)]}2

=

{∫ K∏

k=1

K
(
tk −

uk

σTk

)
dFT(u1, . . . , uK) −

K∏

k=1

∫
K
(
tk −

uk

σTk

)
dFTk

(uk)

}2

=

∫∫ K∏

k=1

K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)
dFT(u)dFT(v)

+
K∏

k=1

∫∫
K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)
dFTk

(uk)dFTk
(vk)

− 2

∫ K∏

k=1

∫
K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)
dFTk

(vk)dFT(u)

De plus, on vérifie les hypothèses permettant d’appliquer le théorème de Fubini
qui permet d’intervertir les variables d’intégration,
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∫∫∫ K∏

k=1

∣∣∣∣K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)∣∣∣∣ dFT(u)dFT(v)dt

≤
∫∫ ∫ K∏

k=1

∣∣∣∣K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)∣∣∣∣ dtdFT(u)dFT(v)

≤
∫∫

dFT(u)dFT(v)
K∏

k=1

∫
|K|2 <∞

En appliquant la même remarque pour les autres termes du développement, on
constate que,

pour tout k = 1, . . . ,K,

∫ ∫∫ ∣∣∣∣K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)∣∣∣∣ dFTk
(uk)dFTk

(vk)dt < ∞

et

∫ ∫ K∏

k=1

∫ ∣∣∣∣K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)∣∣∣∣ dFTk
(vk)dFT(u)dt < ∞

On peut alors intervertir les variables dans les intégrations et on obtient alors le
résultat demandé.

Q(T1, . . . , TK) =

∫
DT(t1, . . . , tK)2dt1 . . . dtK

=

∫∫ K∏

k=1

∫
K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)
dtk dFT(u)dFT(v)

+
K∏

k=1

∫∫ ∫
K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)
dtk dFTk

(uk)dFTk
(vk)

− 2

∫ K∏

k=1

∫ ∫
K
(
tk −

uk

σTk

)
K
(
tk −

vk

σTk

)
dtk dFTk

(vk)dFT(u)

où on a posé,
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B.3. Lemme 2.5.1

K2(u) =

∫
K(v)K(u+ v)dv. (B.1)

Nous sommes alors en mesure de réécrire l’expression de la mesure de dépendance
quadratique Q par,

Q(T1, . . . , TK) =

∫∫ K∏

k=1

K2

(
uk − vk

σTk

)
dFT(u)dFT(v)

+
K∏

k=1

∫∫
K2

(
uk − vk

σTk

)
dFTk

(uk)dFTk
(vk)

− 2

∫ K∏

k=1

∫
K2

(
uk − vk

σTk

)
dFTk

(vk)dFT(u)

C’est à dire,

Q(T1, . . . , TK) = E[πT(T)] +
K∏

k=1

E[πTk
(Tk)] − 2E

[
K∏

k=1

πTk
(Tk)

]

avec les notations définies dans le lemme 2.5.1.

178



Chapitre C. Expresssions du Hessien

Annexe C

Expresssions du Hessien

C.1 Expression du Hessien de l’information mu-

tuelle

Approche non paramétrique :

Nous pouvons aussi en déduire du chapitre 3 l’écriture du Hessien. Nous nous
limitons à écrire ce Hessien en un point où les variables sont indépendantes car dans le
cas général, l’expression est trop compliquée pour être exploitable. Nous remarquons
ici aussi que l’expression du Hessien du critère C utilisé par Taleb peut aussi être
déduite de l’expression du Hessien de l’information mutuelle (paragraphe 4.4.8).

Le Hessien de l’information mutuelle s’écrit en un point où les variables aléatoires
sont indépendantes,

ε, δ1, . . . , δK 7→
K∑

i=1

K∑

j=1,j 6=i

[ε2
ijvar(Yj)E(ψ′

Yi
(Yi) + εijεji]

+2
K∑

i=1

K∑

k=1,k 6=i

K∑

j=1

εikE{Bkjδj(Zj)ψYi
(Yi) + Bijcov[δj(Zj), Yk|Yi]ψ

′
Yi

(Yi)}

+
K∑

i=1

E[δ′i(Zi)] +
K∑

i=1

K∑

j=1

K∑

k=1

BijBikE{cov[δj(Zj), δk(Zk)|Yi]ψ
′
Yi

(Yi)

−E[δ′j(Zj)|Yi]E[δ′k(Zk)|Yi]B
−1
ji B−1

ki }

où cov(X,Y |Z) = E(XY |Z)−E(X|Z)E(Y |Z) pour toutes variables aléatoiresX, Y, Z.
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C.2. Expression du Hessien de la mesure de dépendance quadratique

Approche non paramétrique utilisant les dérivées des non linéarités :

Nous pouvons ici aussi envisager l’étude de méthodes d’optimisation d’ordre 2.
Donnons ici l’expression du Hessien de ce critère en fonction de la matrice B et des
dérivées g′1, . . . , g

′
K. Nous donnons l’expression du Hessien seulement en un point où

les variables sont indépendantes, à cause de la difficulté de faire les calculs dans le cas
général et nous sommes alors assurés d’obtenir une forme quadratique non négative.

ε, δ′1, . . . , δ
′
K 7→

K∑

i=1

K∑

j=1,j 6=i

[ε2
ijvar(Yj)E(ψ′

Yi
(Yi) + εijεji]

+2
K∑

i=1

K∑

k=1,k 6=i

K∑

j=1

εik

∫
Hik,j(z)δ

′
j(z)dz

+
K∑

i=1

∫
pZi

(z)δ′i(z)
2dz +

K∑

j=1

K∑

k=1

∫∫
Hjk(z, u)δ

′
j(z)δ

′
k(u)dzdu

où

Hik,j(z) = E{Bkj1l+(Zj − z)ψYi
(Yi) + Bijcov[1l+(Zj − z), Yk|Yi]ψ

′
Yi

(Yi)}

et

Hjk(z, u) =

K∑

i=1

BijBik E{ cov[1l+(Zj − z), 1l+(Zk − u)|Yi]ψ
′
Yi

(Yi)

−pZj |Yi
(z|Yi)pZk |Yi

(u|Yi)B
−1
ji B−1

ki

et pZj |Yi
(z|y) désigne la densité conditionnelle de Zj au point z, sachant Yi = y.

C.2 Expression du Hessien de la mesure de dépendance

quadratique

Approche non paramétrique :

L’expression du Hessien en un point où les variables sont indépendantes s’écrit,
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ε, δ1, . . . , δk 7→
K∑

j=1

K∑

k=1

K∑

i=1

K∑

i′=1

εjiεki′E[Hjk(Y, Y
′)YiYi′]

+

K∑

j=1

K∑

k=1

K∑

i=1

K∑

i′=1

BjiBki′E[Hjk(Y, Y
′)δi(Zi)δi′(Zi′)]

En pratique, nous suggérons de ne garder que les termes diagonaux pour éviter des
calculs trop compliqués.

Approche non paramétrique :

Afin d’implémenter une méthode d’optimisation d’ordre 2, nous nous intéressons
à présent aux Hessien du critère dont nous conseillons d’utiliser seulement les termes
diagonaux.

– Eléments diagonaux du Hessien par rapport à ε:

εij 7→
1

N2

N∑

m=1

N∑

n=1

Ĥ∗
ii[Y(n),Y(m)]Y 2

j (n)εij, pour touti, j = 1, . . . ,K

– Eléments diagonaux du Hessien par rapport à dθ1, . . . , dθK:

dθ1, . . . , dθK 7→
1

N2

N∑

m=1

N∑

n=1

{
K∑

j=1

K∑

k=1

BijBikĤ
∗
jk[Y(n),Y(m)]

}
ġi,θi

[Zi(n)]ġT
i,θi

[Zi(m)]dθi
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Chapitre D. Commentaires sur les estimateurs à noyaux

Annexe D

Commentaires sur les estimateurs à
noyaux

Nous reprenons ici des extraits du livre de Bosq et Lecoutre [10].
Le terme de noyau utilisé ici fait référence aux noyaux de convolution utilisé dans

les définitions des estimateurs de la densité. Alors que le terme de noyau que nous avons
utilisé dans la section 2.4 fait référence à la fonction intervenant dans la définition de la
mesure de dépendance quadratique. Dans ce contexte, le noyau défini pour la mesure
de dépendance quadratique ne vérifie pas les mêmes propriétés que celui utilisé dans
l’estimation de la densité.

D.1 Définitions

Définition D.1.1 (Un noyau) Un noyau K est une application de R
s dans R, bornée,

intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue et d’intégrale égale à 1.

Définition D.1.2 (Un noyau de Parzen-Rosenblatt) On dit qu’un noyau est de
Parzen-Rosenblatt si

lim
||x||→∞

||x||sK(x) = 0

Définition D.1.3 (Estimateur de la densité associé au noyau K) L’estimateur
fn associé au noyau K (ou la densité de probabilité empirique de noyau K) et à
l’échantillon X1, . . . ,Xn est défini par

fn(x) =
1

nhs
n

n∑

j=1

K
(
x−Xj

hn

)
= (Khn ∗ µn)(x); x ∈ R

s

où hn est un nombre réel positif dépendant de n (window-width) et
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Khn(y) =
1

hs
n

K
(
y

hn

)
; y ∈ R

s

Pour que l’estimateur d’une densité soit aussi une densité, on est souvent amené à
considérer des noyaux positifs.

Remarque D.1.1 On peut donner quelques exemples de noyau :

– 1l[−1/2;1/2] est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif.

– exp(−x2/2)/
√

(2π) est aussi un noyau de Parzen-Rosenblatt positif défini sur
R.

D.2 Lemmes

Le lemme de Bochner traduit une propriété asymptotique qui exprime le fait que,
lorsqu h est petit, la convolution avec Kh perturbe peu une fonction de L1. Il s’énonce
de la manière suivante :

Lemme D.2.1 1. Soit K un noyau de Parzen-Rosenblatt et g ∈ L1. Alors en tout
point x où g est continue,

lim
h→0

(g ∗Kh)(x) = g(x)

2. Soit maintenant K un noyau quelconque; si g ∈ L1 est uniformément continue,
alors

lim
h→0

d(g ∗Kh, g) = 0
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définition 3.2.4 Estimateur de l’informa-
tion mutuelle avec la moyenne
empirique, 62
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[23] S. Csörgő. Limit behaviour of the empirical characteristic function. The Annals
of Probability, 9(1):130–144, 1981.
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