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NOTATIONS

X        Champ vectoriel

X , ijX Champ tensoriel supérieur d’ordre deux

X , ijklX Champ tensoriel supérieur d’ordre quatre

YX , ijX ijY Produit simplement contracté de deux tenseurs d’ordre deux

YX : , ijX ijY Produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre deux

YX : , ijX ijpqY Produit contacté d’un tenseur d’ordre deux et d’un tenseur d’ordre quatre

YX : , ijpqX pqklY Produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre quatre

)(Xtr , iiX Trace d’un tenseur

HX Partie hydrostatique d’un tenseur avec HX = )(
3
1

Xtr

( )XJ 2 Second invariant d’un tenseur ( )XJ 2 = eqX = dd XX :
2
3

YX ⊗ , ijX pqY Produit tensoriel des tenseurs d’ordre deux
TX Transposée d’un tenseur

1−X Inverse d’un tenseur
TX − Inverse d’un tenseur TX
Adet Déterminant d’une matrice
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INTRODUCTION GENERALE

De nos jours les besoins industriels dans des domaines très diversifiés tels que l’aéronautique,
le nucléaire et l’automobile imposent des contraintes et des performances de plus en plus
élevées afin de diminuer les coûts de fabrication et d’augmenter la fiabilité des pièces. La
maîtrise de la prévision du comportement et de la rupture des structures mécaniques est
devenue primordiale. Pour cette raison la simulation numérique occupe une place de plus en
plus prépondérante dans certains domaines de l’industrie. Le secteur de la Forge ne déroge
pas à la règle. On assiste actuellement à un réel développement et à une utilisation
systématique de méthodes numériques à chaque étape de la réalisation d’un produit
(conception, fabrication, validations, essais, etc..) afin d’en optimiser le procédé de
fabrication. Il est bien évident que l’utilisation du formage « virtuel » minimise les coûts
engendrés par le choix des presses à utiliser, en calculant les efforts nécessaires durant la
gamme de réalisation du produit, par le choix du process de fabrication approprié et par
l’optimisation des géométries des matrices…
Les mutations industrielles ont considérablement accru l’utilisation du formage virtuel ces
deux dernières décennies. En effet, les entreprises de forgeage ont en partie cessé d’être les
fabricants attitrés des mêmes pièces pour le compte des mêmes donneurs d’ordre, pour
devenir de véritables prestataires de service. Afin de pouvoir remporter des marchés, ces
mêmes entreprises doivent être capables de répondre rapidement et au juste coût, à n’importe
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quel appel d’offre pour la fabrication de pièces de plus en plus complexes. Cela impose donc
l’utilisation de la simulation numérique afin de pouvoir mettre au point les procédés de
forgeage et d’en estimer le coût de fabrication au plus juste.
Ces dernières années ont vu la croissance et le développement de nouveaux outils numériques
de plus en plus fiables et rapides dû à l’augmentation exponentielle des puissances de calcul
des ordinateurs. De plus, la multiplication de manifestations scientifiques dédiées au formage
virtuel comme Esaform, Numisheet, Numiform, montre l’intérêt grandissant lié à cette
discipline.

Parmi ces logiciels, les codes de calcul par éléments finis Forge2 et Forge3, développés par
Transvalor S.A. conjointement avec le CEMEF/ENSMP de Sophia Antipolis répondent en
partie aux attentes des industriels des métiers de la Forge. Ces logiciels permettent de rendre
compte d’un certain nombre de phénomènes rencontrés lors d’un procédé de mise en forme,
comme :

• Le contact et frottement
• Les petites déformations élastiques
• Les grandes déformations plastiques
• Le comportement thermo-mécanique
• Le comportement plastique et viscoplastique
• Les contraintes dans les outillages
• Les contraintes résiduelles à l’intérieur de la pièce après la mise en forme
• …

La modélisation de ces phénomènes permet de simuler correctement la mise en forme d’un
matériau, et ainsi de jouer sur certains paramètres (géométriques, rhéologiques…) afin d’en
optimiser le procédé. L’ingénieur dispose alors d’outils numériques puissants lui permettant
de simuler entièrement un procédé de mise en forme et de l’optimiser s’il y a lieu.
Cependant, les très grandes déformations plastiques subies par le matériau en cours de
forgeage engendrent souvent des microdéfauts (cavités, fissures) qui se développent et
aboutissent à la naissance de fissures macroscopiques rendant inutilisable la pièce forgée.
Lors d’opération de forgeage de pièces massives, ces microdéfauts se développent
essentiellement par les mécanismes de la rupture ductile gouvernés par la germination, la
croissance et la coalescence de micro cavités ou d’inclusions (précipités secondes phases, …).
La simulation de l’endommagement dans les procédés de mise en forme a pour but de prédire
où et quand un endommagement significatif apparaît. Deux cas seront alors envisagés :
• L’ingénieur cherchera à éviter l’apparition de l’endommagement et ainsi la ruine de la

pièce formée, en modifiant certains paramètres (rhéologie, presse, gamme..).
• L’ingénieur cherchera à favoriser l’apparition de l’endommagement dans des cas bien

spécifiques comme en découpage, poinçonnage, ébavurage, usinage…
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Ceci constitue la principale thématique de recherche développée depuis 1996 au sein de notre
laboratoire. L’objectif étant de développer des modèles théoriques, numériques et
géométriques permettant de prévenir la formation de défauts au cours du formage de pièces
minces ou massives par grandes déformations irréversibles. Une attention particulière est
accordée à la modélisation des couplages entre les différents phénomènes. Deux approches
distinctes mais complémentaires sont développées. La première approche, qualifiée de
« simplifiée », utilise des modèles délibérément simplifiés afin de faciliter la méthodologie et
de l’adapter aux contraintes de l’utilisation industrielle courante. La deuxième approche,
qualifiée d’approche « avancée » cherche à utiliser des modèles représentant au mieux la
physique des phénomènes ainsi que leurs différents couplages. L’objectif étant de ne « rien »
négliger des principaux phénomènes et de leurs interactions lors de la simulation d’un procédé
afin de tendre vers une « réalité virtuelle » en formage des matériaux par un procédé donné. Il
va de soi que cette deuxième approche est beaucoup plus fastidieuse et coûteuse à mettre en
œuvre pour être couramment utilisée au niveau industriel. Néanmoins, elle peut être utilisée
pour « optimiser » un procédé final qui aura été sélectionné par le biais de l’utilisation de
l’approche simplifiée.
Le travail développé dans cette thèse, à finalité industrielle clairement affichée, s’inscrit
naturellement dans le cadre de l’approche simplifiée. Notre ambition est de proposer aux
industriels un outil de simulation numérique capable de répondre à leurs attentes en leur
permettant d’optimiser tout type de procédés de formage de pièces massives en regard de
l’endommagement ductile.

Dans un premier chapitre on présentera le principe de la Mécanique de l’Endommagement
Continu (M.E.C.). Une précision sur la nature mathématique des variables d’endommagement
sera faite puis, afin de relier l’endommagement au comportement élasto(visco) plastique, la
notion de variables effectives sera introduite.
Nous nous placerons dans le cadre d’un modèle à isotropie totale où l’on introduira un modèle
thermo-élasto(visco)plastique endommageable basé sur le modèle de Prandtl-Reuss utilisé
dans les logiciels Forge2 et Forge3. Enfin une brève présentation des problèmes de contact-
frottement, particulièrement important en mise en forme, sera présentée.

Le deuxième chapitre sera consacré à la résolution numérique d’un problème de mise en
forme faisant intervenir les relations couplées de comportement développées précédemment.
La formulation variationnelle classique en vitesse ainsi qu’une formulation mixte en
vitesse/pression seront présentées. Nous discuterons la discrétisation temporelle et spatiale du
problème par la méthode des éléments finis afin de résoudre un système d’équations aux
dérivées partielles avec conditions aux limites et initiales. Le schéma statique implicite de
résolution de l’équilibre global au sens de Forge2 et Forge3 sera discuté. Nous présenterons
ensuite le calcul de la matrice tangente consistante. Le traitement numérique du contact et du
frottement, ainsi que les problèmes de maillage et de gestion des éléments totalement
endommagés seront ensuite exposés.
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Dans le troisième chapitre nous nous efforcerons de valider la méthodologie développée
précédemment ainsi que l’algorithme d’intégration du modèle de comportement. Une
identification des modèles pour des matériaux industriels sera effectuée afin de comparer les
résultats de la simulation numérique de cas dits « simples » avec des essais expérimentaux et
ainsi de valider les modèles utilisés.

Le quatrième chapitre sera l’aboutissement de ce travail, c’est-à-dire la validation de nos
modèles sur des cas rencontrés dans l’industrie. Des partenariats avec des industriels des
métiers de la Forge ont permis de balayer un éventail assez représentatif de procédés de
formage. Une comparaison entre la simulation numérique et l’expérimentation mettra en
évidence de manière très claire l’utilité de ce travail. On pourra ainsi « optimiser » des
procédés de mise en forme en modifiant certains paramètres technologiques (CAO, rhéologie,
gamme), et ce afin d’éviter l’apparition d’endommagement dans le cadre d’opération de
forgeage ou au contraire de favoriser son apparition typiquement lors des opérations de
poinçonnage, d’ébavurage et de découpage.

Les conclusions ainsi que les perspectives de ce travail seront présentées en fin de ce
mémoire.
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CHAPITRE 1 :

1 FORMULATION DU COUPLAGE
COMPORTEMENT-ENDOMMAGEMENT :

ASPECTS THÉORIQUES

1.1 PROBLÉMATIQUE DU SUJET

Les codes de calcul Forge2 et Forge3 ont été développés dans le but de modéliser le
forgeage des pièces à froid (élastoplastique) et à chaud (élasto-viscoplastique). Afin de décrire
la complexité de la modélisation du forgeage, une modélisation des principaux phénomènes
physiques caractéristiques du comportement d’un matériau subissant de grandes déformations
est nécessaire. Il sera alors possible d’exploiter au mieux les résultats tirés des simulations
numériques. Il est évident que plus on essayera de décrire l’ensemble des phénomènes
physiques plus les temps de calculs seront conséquents.
Des développements considérables ont été effectués dans la modélisation des phénomènes
thermomécaniques et physico-chimiques caractérisant le comportement des matériaux et des
structures. La grande majorité de ces modèles est développée dans le cadre de la mécanique
des milieux continus [GERMAIN73, TRUESDEL65]. La thermodynamique des processus
irréversibles [GERMAIN73, LEMAITRE85] a permis la construction de modèles
tridimensionnels thermodynamiquement admissibles (vérifiant l’inégalité fondamentale
obtenue par combinaison entre le premier et le second principe). Notons que l’on voit de plus
en plus le développement de modèles basés sur les mécanismes physiques proposant des
approches de type micro-macromécanique [BERVEILLER79, BERVEILLER80,
SUQUET81, CAILLETAUD87, ZAOUI90, ABDUL-LATIF94, ABDUL-LATIF96,
MOLINARI96, LEMARCHAND99] pour ne citer que certains travaux français en mécanique
des matériaux.
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Nous ne rendrons compte dans ce chapitre que des modèles phénoménologiques
macroscopiques afin de retranscrire les principaux phénomènes rencontrés lors de procédés de
mise en forme (l’écrouissage isotrope, le frottement, l’endommagement ductile et de fluage, la
(visco)plasticité).

1.2 ENDOMMAGEMENT

Les déformations élastiques et plastiques qui se situent au niveau des plans cristallins et des
atomes respectent la cohésion de la matière. La fissuration détruit cette cohésion pour former
au sein de la matière des micro discontinuités pouvant être volumiques ou surfaciques.
Lorsque la taille de ces fissures atteint des dimensions de l'ordre du micron, on parlera de
microfissures. Le terme « fissure » sera surtout utilisé à l'échelle des structures mécaniques
mesurée en millimètre ou centimètre.
On parle de matériau vierge s'il est dépourvu de cavités ou de fissures à l'échelle
microscopique. Un matériau est dit non endommagé si son comportement à la déformation est
celui du matériau élaboré dans les meilleures conditions. Dans ce cas on supposera que
l’endommagement est nul dans la configuration initiale.
Aussi au début des sollicitations, on négligera l'endommagement. On parle de stade final
d'endommagement lors de la rupture de l'élément de volume représentatif (EVR), ou plus
précisément dès l'apparition de fissure dont la taille varie en général entre 0.1 et 1 mm pour
les métaux. On parle dans ce cas de fissure macroscopique.

1.2.1 Mécanismes

Le but de ce paragraphe n’est pas de faire une typologie détaillée des mécanismes
d’endommagement, mais juste de différencier les deux grandes familles d’endommagement à
savoir l’endommagement instantané et l’endommagement différé. Il faut savoir que la rupture
peut apparaître au cours d’un chargement statique ou après une propagation de défauts sous
chargement cyclique en atteignant une dimension critique.

1.2.1.1 L’endommagement instantané

Ici on se place dans le cadre des chargements monotones, les propriétés mécaniques des
matériaux sont affaiblies localement ou globalement par des mécanismes physiques
d’endommagement.

1.2.1.1.a Endommagement fragile

La rupture dite « fragile » est caractérisée par des ruptures de liaisons interatomiques, les
microdéfauts se propageant brutalement sans déformations plastiques appréciables. Le
dommage passe brusquement dans ce cas de la valeur zéro à sa valeur critique de rupture
finale d’une manière quasi instantanée.
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1.2.1.1.b Endommagement ductile

En formage de pièces par grandes déformations plastiques, le principal mécanisme de rupture
est celui de la rupture ductile. Ce mécanisme de rupture a beaucoup été étudié dans la
littérature aussi bien du point de vue métallurgique que du point de vue modélisation. La
littérature concernant cette question est trop large pour faire des citations exhaustives. Nous
nous contenterons de citer le premier chapitre du livre écrit par François, Pineau et Zaoui
auquel le lecteur pourra se référer [FRANCOIS93].
La photo de la Figure 1.1 montre le faciès typique d’une rupture ductile dans un aluminium.

Figure 1.1 : Faciès de rupture ductile d’un aluminium [HABRAKEN01]

Sur cette image on observe clairement la formation de cavités autour des inclusions. Il est
maintenant bien admis que le mécanisme de rupture ductile se décompose en trois étapes
essentielles qui sont :

-La nucléation ou germination de cavités de petites tailles,
-La croissance de ces cavités,
-La coalescence des cavités jusqu’à l’amorçage d’une fissure macroscopique.

Dans ce qui suit nous allons résumer le principe de chaque mécanisme. Pour cela nous
utilisons le schéma de la Figure 1.2 qui présente un métal contenant de nombreuses inclusions
de différentes tailles, formes et phases (Figure 1.2 (a)). Pour illustrer notre propos, nous
isolons un EVR contenant deux inclusions, l’une sphérique et l’autre elliptique distantes d’une
longueur l0 l’une de l’autre (Figure 1.2 (b)). Cet EVR est supposé soumis à une traction
uniaxiale selon l’axe vertical.
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                  (a)                                                                                        (b)

Figure 1.2 : Schématisation d’un métal contenant diverses inclusions

-Nucléation ou germination
Les matériaux métalliques sont des milieux fortement hétérogènes (au moins localement),
constitués d’une matrice élasto-plastique et de particules de seconde phase ou inclusions
quasi-rigides. Dans les aciers ces inclusions sont principalement: des oxydes, des sulfures ou
encore plus complexes des oxysulfures et des nitrures. Ces inclusions interviennent dans la
germination par le biais de leur interface qui présente de faibles propriétés mécaniques et
spécialement en adhérence.
Dans un état non sollicité, les particules sont solidaires de la matrice. Cependant la différence
de rigidité au niveau des interfaces matrice/inclusion donne localement une concentration de
contraintes. L’application d’une sollicitation mécanique, donc d’une déformation, engendre la
décohésion des inclusions (Figure 1.3 (b)) de la matrice, ou la rupture de l’inclusion (Figure
1.3 (a)). Le vide crée entre la matrice et les inclusions, ou entre les deux parties de l’inclusion
rompue, est usuellement appelé une cavité ( Figure 1.3).

Cavités

  (a) rupture de l’inclusion           (b) décohésion de l’inclusion

Figure 1.3 : Schématisation du mécanisme de germination des cavités

L’ensemble inclusion-cavité se comporte en général, comme un trou et a fortiori comme un
défaut dont la taille et la forme initiale sont peu différentes de celle de l’inclusion elle-même.
Ce mécanisme de naissance de micro-cavités est appelé le stade de nucléation ou de
germination qui est à l’origine de la rupture ductile. Toutefois la germination peut également
s’effectuer par un endommagement de la matrice même au voisinage immédiat d’une
particule, ce qui est difficilement observable expérimentalement lorsque la matrice est
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homogène. Notons que pendant ce stade de germination les cavités sont tellement petites
qu’elles ne modifient pas la réponse macroscopique. En d’autres termes nous supposerons que
pendant le stade de nucléation des cavités, ni les propriétés élastiques ni les propriétés
plastiques ne sont affectées.

-Croissance des cavités

Une cavité, générée durant le stade de la germination, croit selon un état de contrainte donné.
Cette croissance est pilotée par un écoulement plastique traduisant un écrouissage de la
matière autour des cavités. En toute rigueur, la croissance commence avant que la germination
ne soit achevée. Cet écoulement n’est pas uniforme et dépend beaucoup de l’état de contrainte
et de la forme de la cavité (Figure 1.4 (a)).

Cavités

             (a)                                          (b)

Figure 1.4 : Croissance des cavités

Ces cavités se comportent comme des micro fissures, et les inclusions situées à l’intérieur ne
jouent plus un rôle prépondérant si la décohésion est totale, dans le cas de la décohésion
matrice/inclusion (Figure 1.4 (b)). Néanmoins il importe dans certains cas d’en tenir compte.
En effet, si la décohésion entre la particule et la matrice n’est pas complète, le volume des
cavités créées est très inférieur à celui de la particule qui lui a donné naissance. Dans cette
phase l’interaction entre les cavités et la plasticité écrouissable de la matrice est essentielle.
On doit donc tenir compte de l’effet des cavités non seulement sur la plasticité mais aussi sur
l’élasticité.

-La coalescence des cavités

Quand le ligament restant entre les deux cavités est suffisamment faible, l’interaction directe
entre les deux cavités devient essentielle et ne peut plus être négligée. L’écoulement plastique
localise alors dans le ligament et provoque sa rupture par cisaillement plastique (instabilité).
Ceci est montré schématiquement sur la Figure 1.5 (a) et (b) et expérimentalement sur la
Figure 1.5 (c) tirée de Benzerga [BENZERGA00].
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(a) (b) (c)

Figure 1.5 : Fin du stade de coalescence conduisant à la rupture totale de l’EVR

L’achèvement du stade de coalescence des cavités est supposé définir l’amorçage d’une
fissure macroscopique de quelques millimètres carrés de superficie. La propagation de la
fissure macroscopique est alors une succession d’étapes de coalescence se produisant dans la
structure jusqu’à la rupture finale de cette dernière.
Examinons à présent ce scénario de rupture ductile sur une éprouvette de traction
axisymétrique (barreau cylindrique). Sur la Figure 1.6 nous reportons la réponse
force/déplacement décomposée en domaines que nous relions aux trois stades de la rupture
ductile.
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Figure 1.6 : Réponse schématique d’une éprouvette en traction simple

OA : Déformation élastique linéaire homogène de l’éprouvette
AB : Déformation plastique homogène de l’éprouvette. C’est le stade de nucléation des
microcavités de tailles suffisamment petites pour ne pas modifier la réponse plastique.
Si on procède à une décharge élastique avant le point B alors on vérifiera que le
module d’élasticité reste inchangé. La courbe ABB’ est la réponse homogène qu’aurait
l’éprouvette si aucun défaut ne se développait.
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BC : Les cavités croissent et leur effet commence progressivement à se faire sentir sur
la réponse plastique et élastique du matériau. Les contraintes internes commencent à
diminuer induisant indubitablement l’accélération de la chute du module tangent qui
atteint zéro au point C. C’est le stade de croissance des cavités pendant lequel le
couplage comportement-endommagement ne peut plus être négligé. Notons toutefois
qu’à partir du point B la déformation de l’éprouvette cesse d’être homogène et on
assiste à la production d’une striction diffuse.
CD : Le mécanisme de coalescence des cavités commence au point C, avec le début de
la striction dite localisée. En fait la distance entre les cavités est tellement faible qu’une
localisation de l’écoulement plastique se produit dans les ligaments provoquant des
zones de cisaillement intense. Ceci conduit à la rupture de ces ligaments par instabilité
plastique reliant ainsi les cavités entre elles pour former une fissure macroscopique au
point D. Pendant ce stade de coalescence des cavités, on observe un adoucissement ou
un écrouissage négatif avec un module tangent négatif.
DE : Ce stade correspond à la propagation de la fissure macroscopique conduisant à la
rupture finale de l’éprouvette. Pendant ce stade l’éprouvette devient une véritable
structure mécanique contenant une fissure macroscopique en propagation.

Pour clore cette discussion phénoménologique sur la rupture ductile, notons que durant le
stade de coalescence (i.e. quelque part entre les points CD) on remarque la présence d’un
point de bifurcation au-delà duquel la réponse expérimentale de plusieurs éprouvettes
identiques n’est plus la même (c.f. Figure 1.7). Ce point de perte d’unicité de la réponse
expérimentale traduit l’influence de la microstructure du matériau sur « l’amorçage » de la
fissure macroscopique. En effet il est évident que les cavités qui se rejoignent pour aboutir à
l’amorçage de la fissure macroscopique, n’ont ni la même orientation, ni le même nombre, ni
la même morphologie, etc…
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Figure 1.7 : Réponse expérimentale de quatre éprouvettes sollicitées en traction

On retient donc la perte d’unicité de la réponse expérimentale observée sur les matériaux
courants au-delà du point C, maximum de la courbe de traction. Dans ce cas on se contente de
déterminer la courbe moyenne pour le calage entre la modélisation et l’expérience.
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1.2.1.2 Endommagements différés

1.2.1.2.a Endommagement par fatigue

Sous sollicitations cycliques, la déformation se concentre dans des bandes de glissement
persistantes. Elle fait apparaître des intrusions et, petit à petit, des fissures suivent les bandes
de glissement. C’est le premier stade de la fatigue, on parle alors de phénomène
d’endommagement superficiel.
En mise en forme des matériaux, un lopin ne subit pas de sollicitations cycliques (ou
périodiques). La rupture par fatigue du lopin formé est alors inexistante. Par contre les
outillages (matrices) sont souvent le siège de sollicitations cycliques mécaniques (nombre de
frappes) et/ou thermiques (forgeage à chaud). Dans ce cas l’endommagement par fatigue des
outillages doit être pris en considération. Cet aspect est hors des objectifs de notre travail,
néanmoins l’extension de notre méthodologie pour traiter la rupture par fatigue
thermomécanique des outillages ne pose pas de difficultés majeures.

1.2.1.2.b Endommagement par fluage

A haute température où le fluage intervient, les joints de grains constituent les sites privilégiés
pour l'apparition des cavités. Ces cavités croissent en taille et en nombre sous l’effet de la
déformation plastique et de la diffusion des lacunes. On observe alors une rupture finale qui
est intergranulaire. En mise en forme, les sollicitations sont tellement rapides qu’il est très
rare d’observer des ruptures intergranulaires (par fluage) des pièces formées. Ceci dit, nous
proposerons dans notre modélisation, la possibilité de cumul entre un endommagement
plastique ductile, et un endommagement de fluage.
Notons que sous sollicitations cycliques à haute température, on observe une interaction entre
les phénomènes de fatigue et de fluage dans la rupture des outillages.

1.2.1.3 Notion de forgeabilité

La forgeabilité exprime la facilité (ou la difficulté) de mise en forme du matériau sans
apparition de défauts microscopiques ou macroscopiques, de fissures, ou de replis. Elle
constitue donc une limitation à la mise en forme et par conséquent un obstacle à son
développement et à l’amélioration de ses performances.
Les défauts en mise en forme peuvent être regroupés en trois classes principales distinctes :
-les défauts de type surfacique qui donnent des altérations de la surface du matériau
(phénomène pouvant être assez visible ou très peu suivant que la fissure soit ouverte ou
fermée).
-les défauts de type volumique qui conduisent à une altération des propriétés mécaniques et
par voie de conséquence à l’intégrité de la pièce.
-les défauts d’écoulement qui correspondent à une perturbation locale souvent importante du
champ de déplacement.
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Toutes ces classes de défauts sont rencontrées avec des conditions particulières à chaque cas
dans presque tous les procédés de mise en forme (estampage, matriçage, extrusion,
laminage…).

1.2.2 Représentations mathématiques du dommage ductile

Comme pour la modélisation du comportement de n’importe quel milieu continu déformable,
la modélisation de l’endommagement peut se faire suivant deux approches différentes. L’une
repose sur une démarche micro-mécanique alors que l’autre utilise une démarche
macroscopique phénoménologique.
L’approche micromécanique utilise la méthode de localisation-homogénéisation qui permet
de descendre à des échelles inférieures de la structure (grain, système de glissement). Cela
afin de décrire les mécanismes élémentaires de l’endommagement. Pour cet aspect
micromécanique, des mécanismes sont à mettre en œuvre afin de déterminer les grandeurs
recherchées. Par exemple, le processus d’homogénéisation consiste à déterminer les grandeurs
macroscopiques de l’élément de volume représentatif (EVR) à partir de celles de cellules
élémentaires en prenant des moyennes appropriées. Bien que très complète et ce malgré son
intérêt physique une telle approche est difficilement réalisable pour le calcul de structures
métalliques où l’ EVR est un agrégat de grains. Les temps de calcul sont alors extrêmement
longs du fait du nombre considérables d’équations.
L’autre approche de modélisation est purement phénoménologique. Elle est fondée sur
l’introduction de variables d’état associées aux différents phénomènes révélés par
l’expérimentation. Ces phénomènes sont décrit dans le cadre de la thermodynamique des
processus irréversibles [GERMAIN83]. Là encore deux approches peuvent être soulignées.
L’une d’inspiration physique, [RICE69, GURSON77, ROUSSELIER81, GELIN85,
BENNANI93, PICART98,…], l’autre d’inspiration plus phénoménologique et macroscopique
[KACHANOV58, RABOTNOV69, CHABOCHE78, LEMAITRE85]. L’approche physique
est basée sur un taux de croissance des cavités à l’intérieur d’une matrice au comportement
élastoplastique [RICE69]. Par construction, cette théorie suppose l’isotropie de
l’endommagement et utilise une variable scalaire pour décrire la fraction volumique des
cavités. Cependant l’anisotropie peut être prise en compte en introduisant des facteurs de
changement de forme des cavités en fonction de la sollicitation appliquée [GOLOGANU95].

1.2.2.1 Représentation de l’endommagement ductile par des cavités

Pour décrire le taux de croissance des cavités, un critère de type Von Mises (défini à partir du
second invariant du tenseur déviateur des contraintes) est insuffisant. L’approche faite par
Gurson [GURSON77], pour ce qui est des matériaux poreux (matériaux métalliques frittés,
les sols, les roches…), décrit un modèle de plasticité dans lequel le critère de plasticité et le
potentiel plastique dépendent de la contrainte macroscopique et de la fraction volumique f des
cavités. Le premier invariant a été introduit pour tenir compte de la dilatation plastique d’un
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milieu soumis à des grandes déformations jusqu’à la rupture ductile. L’évolution de la
fraction volumique détermine la croissance des cavités présentes dans la matrice.
L’écoulement plastique avec cavitation proposé par Gurson découle d’un potentiel plastique
de la forme [GURSON77]:
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Où σeq est la contrainte équivalente de Von Mises calculée à partir de la partie déviatrice du
tenseur des contraintes de Cauchy S , PH correspond à la partie hydrostatique de σ ..
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σ0 étant la contrainte d’écoulement en traction simple. Si la fraction volumique des cavités f
est définie comme étant le rapport du volume des cavités Vc=Vt-V0, par le volume de la
matrice Vt à l’instant t, alors on a :
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On note bien qu’à l’origine si le volume V0 ne contient aucune cavité Vt=V0 ⇒f=0 et à

rupture totale on a ρ→0 et f→1.
Notons que si la fraction volumique de cavités f vaut 0, on retrouve le modèle de plasticité de
Von Mises pour un matériau sain i.e. non endommagé.
La vitesse de déformation plastique est obtenue à l’aide de la règle de normalité, en dérivant
le potentiel plastique F, par rapport au tenseur des contraintes au sens de Cauchy :
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&& (1.6)

L’évolution dans le temps de la fraction volumique découle de la conservation de la masse:

f (1 f )trD= −& (1.7)

Où D est le tenseur des taux de déformation totale, à partir de (1.4) on tire:
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La variation de volume est donc clairement induite par la croissance des cavités.
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Dans la pratique plusieurs auteurs utilisent ce type de modélisation en décomposant
l’évolution de la fraction volumique des cavités f&  en trois parties correspondant chacune à un
mécanisme d’évolution des cavités allant de la formation d’une cavité jusqu’à la formation
d’une fissure macroscopique.

ger croiss coalf f f f= + +& & & & (1.9)

1.2.2.2 Représentation phénoménologique par des variables d’état

1.2.2.2.a Variables d’endommagement

Dans cette formulation l’endommagement est décrit par des variables scalaires ou tensorielles.
Il faut savoir que les variables d’endommagement les plus simples à introduire sont bien
évidemment les variables scalaires. Cependant les défauts qui caractérisent l’endommagement
(cavités, décohésions d’interface, microfissures ) sont le plus souvent orientés par le
chargement qui les crée même si le matériau est initialement isotrope. On doit alors avoir
recourt à des variables tensorielles afin d’éviter la configuration particulière de l’isotropie du
dommage.
Soit un EVR soumis à une sollicitation dans le domaine plastique. On considère qu’à un
instant donné, il y a création d’une distribution de microdéfauts dans une section de l’EVR de
normale n

r
. Afin de définir le caractère directionnel du dommage dans l’EVR de volume V on

utilise une fonction scalaire à support vectoriel. Une densité de microdéfauts ρ( n
r

) est
associée à toute direction n

r
 de l’espace.

Variable scalaire : Si la distribution des défauts est isotrope, alors la densité des
microdéfauts ne dépend pas de l’orientation du vecteur normal n

r
 au plan en un point

matériel :
ρ ( n

r
)=ρ    n∀

r
(1.10)

Cette expression peut être utilisée pour approcher une distribution presque isotrope. La
densité moyenne des microdéfauts est alors calculée en intégrant l’équation ci-dessus suivant
toutes les directions :
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d’où
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avec ρ0 la densité de l’ensemble des défauts à l’intérieur de l’EVR.
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L’endommagement est défini comme une simple variable scalaire, et n’a donc pas

d’incidence sur les symétries initiales de la matière. Notons que la variable scalaire
d’endommagement a été utilisée de nombreuses fois dans la littérature du fait de sa simplicité.
Aussi, il n’est pas rare d’employer plusieurs variables scalaires associées à des directions
matérielles prédéfinies, ou le plus souvent, à des mécanismes physiques différents.
Bien que la nature initiale du matériau soit isotrope ou anisotrope, la naissance et la
coalescence des cavités sont souvent anisotropes. La théorie de la MEC (Mécanique de
l’Endommagement Continu) permet de décrire cette anisotropie en utilisant des vecteurs ou
des tenseurs d’ordre deux ou quatre.
Tenseur d’ordre deux : on utilise le plus souvent cette variable afin de définir l’anisotropie
induite par l’endommagement dans un matériau isotrope à l’origine, dont l’anisotropie est
gouvernée par le chargement.
L’expression de la densité des défauts à l’intérieur des plans de vecteur normal n

r
 est :

i j( ) n nnρ = ρ
r

(1.14)

Avec ρ   défini comme étant le tenseur densité de défauts du second ordre. On pourra donc

définir la forme du tenseur d’endommagement d’ordre deux :

V
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D ( )n ndV

V
n= ρ ⊗∫

r rr
(1.15)

Il faut souligner qu’un tenseur d’ordre deux à lui seul ne suffit pas à décrire l’anisotropie
induite par l’endommagement sur le comportement élastique [CHABOCHE78]. On introduit
alors des tenseurs d’effet de dommage (tenseurs d’ordre quatre) à partir du tenseur d’ordre
deux.
Tenseur d’ordre quatre : C’est l’ordre le plus petit que l’on peut utiliser afin de décrire une
détérioration et une anisotropie induite par l’endommagement dans un matériau isotrope ou
non à l’état initial. Cette variable d’endommagement d’ordre quatre a été introduite au travers
de la notion de contrainte effective dans le cadre de l’hypothèse de l’équivalence en
déformation [CHABOCHE78]. Dans ce cas la variable de dommage (tenseur d’ordre quatre)
est utilisée directement à la place du tenseur d’effet du dommage.
On pourra donc donner la forme du tenseur d’endommagement d’ordre quatre comme suit:

V

1
D (n) n n n ndV

V
= ρ ⊗ ⊗ ⊗∫

r r r r r
(1.16)

Dans la littérature on trouve de nombreuses théories utilisant le tenseur d’élasticité comme
variable d’état du dommage [ORTIZ86, SIMO87].

1.2.2.2.b Notion de variables effectives

L’endommagement n’étant pas directement mesurable, il est possible de le mesurer à partir de
son effet sur le comportement thermomécanique. En mécanique des milieux continus ils
existent des formulations pour les contraintes dites effectives : la notion de contraintes nettes
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[MURAKAMI80] et la notion de contraintes effectives [CHABOCHE77, LEMAITRE85],
c’est d’ailleurs cette dernière que nous utiliserons pour notre étude.
Tenseur des contraintes effectives
Pour tenir compte des effets de concentration de contraintes dus aux micro défauts, une
hypothèse d’équivalence en déformation a été introduite par Chaboche [CHABOCHE77]. Le
but est d’obtenir la même déformation dans un EVR vierge avec le tenseur des contraintes
effectives, que dans un EVR endommagé avec le tenseur des contraintes actuelles. En
élasticité la relation exprimant la déformation en fonction de la contrainte dans un milieu sain
s’exprime par :

e:σ = Λ ε (1.17)

dans un milieu endommagé on aura :
e e: (D) :σ = Λ ε = Λ ε% (1.18)

avec Λ et Λ~  les tenseurs de rigidité d’ordre quatre en milieu sain et endommagé. On peut

aisément obtenir la relation suivante entre contraintes effectives et actuelles :
11M : où M :

−−σ = σ = Λ Λ%% (1.19)

M étant l’opérateur d’effet du dommage (d’ordre quatre) liant contraintes effectives et

contraintes actuelles. Afin de retrouver une formulation sans endommagement on pose
IM = .

L’hypothèse de l’équivalence en déformation conduit à un opérateur d’élasticité non
symétrique :

M :Λ = Λ% (1.20)

on pourra le symétriser par :
s T1

( M : : M )
2

Λ = Λ + Λ% (1.21)

Une autre hypothèse consiste à utiliser l’équivalence en énergie élastique qui donne suivant la
démarche de Cordebois et al. [CORDEBOIS79]:

e e
e

1 1
W : :

2 2
= σ ε = σ ε%% (1.22)

Mais il paraît évident, dans le cas élastoplastique endommageable, que des variables autre que
la déformation et la contrainte sont affectées par le dommage. Afin de définir ces variables
effectives Saanouni et al. [SAANOUNI94] ont proposé l’hypothèse d’équivalence en énergie
totale (énergie élastique et énergie dissipée dans l’écrouissage).
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Hypothèse d’équivalence en énergie totale : Cas d’un écrouissage purement isotrope
présenté par le couple (r, R) 

A un élément de volume représentatif endommagé, occupant une configuration déformée, et

dont l’état mécanique est défini par les couples de variables ( e,εσ ), )R,r( , )Y,D( , on associe

un milieu fictif sain occupant une nouvelle configuration, représentée par les couples de

variables effectives )~,~( e σε , )R~,r~(  tel que les énergies totales dans ces deux configurations

soient les mêmes.

( eεσ , ),
),( Rr , ),( YD

)~,~( σε e , )~,~( Rr

Wt

Figure 1.8 : Equivalence en énergie totale

 L’énergie totale Wt étant la somme de l’énergie élastique We et de l’énergie anélastique
Wan(ou énergie des phénomènes dissipatifs) :

t e anW =W +W (1.23)

Le principe de l’équivalence en énergie élastique donne suivant la démarche de Cordebois
[CORDEBOIS79]:

1
e e

e e T e

M :1 1
W : : avec

2 2 M :

−σ = σ= σ ε = σ ε 
ε = ε

%%%
%

(1.24)

En appliquant ce même principe à l’énergie dissipée dans l’écrouissage isotrope cela conduit
à :

1

an

R L [D] : R1 1
W r.R r.R avec

2 2 r L[D] : r

− =
= = 

=

%%% % (1.25)

1.2.2.2.c Critère et loi d’évolution de l’endommagement

Dans le cadre de ce travail, nous nous plaçons dans le cas d’un endommagement isotrope, si
bien que les variables internes décrivant l’endommagement sont les scalaires (D, Y). Cette
hypothèse peut être considérée comme raisonnable pour la mise en forme des structures
massives avec des matériaux métalliques.
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Le concept de matériau endommageable peut être défini maintenant de façon générale. En
effet, un élément de volume étant préalablement considéré comme vierge, commence par
s’endommager jusqu’à atteindre la rupture complète. Afin de caractériser correctement un tel
matériau, il faut apporter certaines précisions en plus de la loi de comportement:
-le critère de multiaxialité de l’endommagement (effet du trajet de chargement, effet de la
triaxialité).
-une équation d’évolution du dommage ductile dans le cadre d’une formulation unifiée (un
seul multiplicateur), soit dans le cadre d’une formulation à deux critères (deux
multiplicateurs, un multiplicateur plastique et un multiplicateur d’endommagement)
[HAMMI00, SAANOUNI02].
-Un critère de rupture local.
-Une méthodologie d’évolution de la zone endommagée (propagation).

Le critère de multiaxialité de l’endommagement

Ce critère traduit l’effet de la forme du trajet de chargement sur l’initiation et la croissance de
l’endommagement jusqu’à l’amorçage d’une fissure macroscopique. Dans le cadre de la
thermodynamique des processus irréversibles, la variable d’endommagement D représente
une variable d’état interne, à laquelle est associée une variable force Y. Cette dernière est
directement  liée à l’énergie élastique du matériau, elle fait intervenir à la fois l’énergie de
distorsion d’où provient le critère de plasticité de Mises (les déformations plastiques ayant le
glissement pour mécanisme essentiel) et l’énergie de dilatation (la croissance des cavités et
des fissures étant des mécanismes très sensibles à la contrainte hydrostatique). L’expression
de la variable force Y sera donnée par [LEMAITRE85]:

*2

2Y
2E(1 D)

σ
=

−
(1.26)

avec :
2

* H
eq

eq

P2
(1 ) 3(1 2 )

3

  
 σ = σ + ν + − ν   σ   

(1.27)

On pourra définir σ* comme étant la contrainte équivalente d’endommagement par analogie
avec la contrainte équivalente eqσ  pour la plasticité. Notons que cette nouvelle contrainte fait

intervenir le rapport de triaxialité des contraintes (PH/σeq) qui joue un rôle crucial dans la
croissance des cavités en rupture ductile.
Par analogie avec la mécanique de la rupture, on postulera que, l’évolution de la variable D
est pilotée par Y (taux de restitution d’énergie), la rupture sera alors obtenue pour une valeur
critique de cette énergie.

CY Y= (1.28)
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YC est l’énergie critique de rupture déterminée à partir de la contrainte de rupture en traction.
D’autre part, il est fréquent de remarquer, en mise en forme de pièces massives, que des zones
endommagées peuvent évoluer d’un état de traction (fissures ouvertes) vers un état de
compression tendant à refermer ces microfissures. Ceci engendre la fermeture partielle ou
totale des microfissures et empêche ainsi l’endommagement de croître (dommage inactif).
Cela a pour conséquence de supprimer son effet sur le comportement. Afin de rendre compte
de ce phénomène d’une manière particulière mais simple, nous proposons de modifier
l’expression de σ* de façon à bloquer l’évolution du dommage en compression. On considère
que l’endommagement n’évolue pas pour les chargements où la pression hydrostatique PH est
négative.

2

H*
eq

eq

P2
(1 ) 3(1 2 )

3

  
 σ = σ + ν + − ν   σ   

(1.29)

où < PH> désigne la partie strictement positive de PH. On pourra aussi remplacer la variable
force Y par une combinaison linéaire des trois invariants.

1 2 eq 1 H 2 maxY (1 ) P= − α − α σ + α + α σ (1.30)

Equation d’évolution du dommage ductile

Conformément à la thermodynamique des phénomènes irréversibles, l’équation d’évolution
du dommage ductile dérive d’une fonction de charge éventuellement associée à un potentiel
de dissipation. Pour analyser les phénomènes irréversibles (plasticité, endommagement) se
produisant dans un procédé de mise en forme, deux approches sont envisageables :
Dans une première approche [CHABOCHE78, SAANOUNI88, BENALLAL89 et
SAANOUNI94], on ne considère qu’un seul mécanisme gouverné par la plasticité avec une
seule fonction de charge correspondante au critère d’écoulement plastique et un seul
multiplicateur de Lagrange ou multiplicateur plastique. Le dommage est gouverné par
l’écoulement plastique, car l’on suppose que lors de la rupture ductile des métaux,
l’endommagement est directement lié à l’apparition de zones plastiques. Ce choix demeure
raisonnable quand on s’intéresse à l’endommagement ductile en grandes déformations
plastiques.
La deuxième approche consiste à considérer deux mécanismes et deux fonctions de charge
gouvernant « séparément » les évolutions de la plasticité et de l’endommagement [CHOW92,
CHABOCHE97, CHABOCHE99, HAMMI00, SAANOUNI02]. On a donc deux fonctions fp

et fd indépendantes, ainsi que deux multiplicateurs de Lagrange indépendants (un
d’endommagement et un de plasticité). Cela signifie que malgré la présence de déformations
plastiques importantes, il n’y a pas forcement de dommage ou très peu. De même on peut
observer de l’endommagement sans déformations plastiques significatives au moins au niveau
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macroscopique (c’est le cas par exemple dans les composites, en particulier, les composites à
matrice métallique).
Dans notre travail, c’est la première approche qui est adoptée pour sa cohérence avec le
logiciel Forge2. L’évolution de l’endommagement est alors liée à la valeur de sa variable
associée Y, et également fonction de l’accroissement de la déformation plastique. Nous
choisissons le modèle proposé par Lemaitre [LEMAITRE86] :

s
C

b

Y Y (D)1
D p

(1 D) S
− =  −  

& & (1.31)

où YC désigne un seuil d’endommagement, susceptible d’évoluer au cours de la dégradation
du matériau. Avec ce type d’expression, le matériau ne peut s’endommager que dans les
phases de chargement où la force Y excède le seuil YC.

Critère de rupture locale :

Ce critère revient à définir l’amorçage d’une fissure macroscopique comme étant la rupture
d’un EVR. En fonction du comportement du matériau considéré et du type de rupture
envisagée, le critère peut avoir des formes différentes. Une forme classique, très utilisée en
pratique est dans le cas de l’endommagement isotrope représenté par une valeur critique de la
variable scalaire D :

crD D= (1.32)

Dans la pratique la valeur de Dcr varie entre 0.3 et 0.7 selon le degré de « fragilité » des
matériaux métalliques. Du point de vue numérique Dcr doit être très proche de 1 afin d’éviter
des variations brusques ou saut de la solution [SAANOUNI88].

Evolution de la zone endommagée (propagation des fissures):

Nous avons étudié jusqu’à présent l’endommagement jusqu’à la phase d’amorçage d’une
fissure macroscopique. Si le chargement de la structure continu, il convient de modéliser la
propagation de cette fissure au gré de la sollicitation imposée éventuellement jusqu’à la ruine
totale de la structure. Ceci ne va pas sans poser des problèmes sur le plan numérique liés au
contrôle des variables internes aux points d’intégration des éléments totalement endommagés.
Lors d’un trajet de chargement, la zone endommagée peut être définie comme l’ensemble des
points de Gauss où l’endommagement a atteint la valeur critique de l’endommagement (Dcr).
Pour approcher la propagation, deux voies sont envisageables : la première consiste à éliminer
de la discrétisation les éléments totalement endommagés (éléments pour lesquels tous les
points de Gauss ont atteint le seuil critique). Ceci revient à compacter la matrice de rigidité
globale ou à remailler complètement la structure. La seconde consiste à introduire une
pénalisation dans la matrice de rigidité lorsqu’un nœud n’appartient plus qu’à des éléments
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complètement endommagés. Cette voie peut conduire, au fur et à mesure de
l’endommagement, à un mauvais conditionnement de la matrice de rigidité.

1.3 MODÈLE D’ÉVOLUTION DE L’ENDOMMAGEMENT ET COUPLAGE
COMPORTEMENT-ENDOMMAGEMENT

Cette interaction que l’on appellera couplage, revêt à nos yeux, une importance capitale dans
la prévision de la rupture par endommagement. Elle influence d’une façon décisive la
redistribution des champs thermomécaniques qui prédit où et quand s’amorcent les fissures et
comment elles évoluent. C’est ce dont nous allons discuter ci-dessous.

1.3.1 Rappel thermodynamique

Après avoir défini la variable d’endommagement ainsi que son évolution par un mécanisme
de rupture ductile, il reste à décrire son interaction avec les autres champs thermo-mécaniques
présents dans la structure.
La déformation plastique d’un matériau provoque presque toujours des effets d’écrouissage
qui se caractérisent par l’augmentation de la limite d’élasticité au cours de l’écoulement (on
remarque très facilement que lors d’essais de traction avec décharges successives la limite
élastique augmente). A l’échelle microscopique, l’écrouissage est caractérisé par une
augmentation du nombre des dislocations au sein du matériau. Si la densité des dislocations
augmente, ces dernières perdent leurs mobilités. Pour permettre de rendre compte des
phénomènes d’écrouissage, on définit un domaine d’élasticité et on étudie son évolution en
fonction de la déformation. L’évolution de ce domaine peut être représentée par une
combinaison d’une dilatation, d’une rotation, d’une translation et d’une distorsion.
Dans le cas d’une isotropie totale on se limitera à la combinaison d’une dilatation, représentée
par l’écrouissage isotrope, et d’une translation, caractérisée par l’écrouissage cinématique.
L’écrouissage isotrope est caractérisé par un gonflement homothétique. A la fin de la phase de
plastification le domaine initial Ωe a évolué en un nouveau domaine Ω’e de même centre que
Ωe initial, mais la surface de ce nouveau domaine a augmenté. En absence de distorsion et en
partant d’une surface circulaire (isotropie), l’écrouissage isotrope est alors représenté par le
couple de scalaires (r, R).
L’écrouissage cinématique est lui caractérisé par la translation du centre du domaine élastique
représenté par le couple de variables internes tensorielles ( ,X)α . Une représentation

graphique de ces deux écrouissages est donnée en Figure 1.9.
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Figure 1.9 : Evolution du domaine d’élasticité en présence des écrouissages cinématiques et isotropes

Supposons maintenant qu’un endommagement significatif apparaisse « brusquement » après
un certain taux d’écrouissage. Son effet sur les contraintes se manifeste par une chute de
toutes les contraintes régnant dans le matériau (Figure 1.10). Ainsi au fur et à mesure que D
approche Dcr le domaine d’élasticité « retourne » à l’origine de l’espace des contraintes et
tend vers un point géométrique ( yX 0, R 0 et (1 D) 0= = − σ = ).

O

σ
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X

εp

σy

O

1−D σy

1−D σy +R

XX

σ 3
σ 1

σ 2

Ω actuele

Ω finalΩ initiale e

Figure 1.10 : Evolution du domaine d’élasticité en présence des écrouissages cinématique et isotrope et en
présence de l’endommagement

Afin de modéliser ces phénomènes de couplage nous établirons une formulation décrivant le
couplage comportement-endommagement telle qu’elle a été introduite dans les logiciels
Forge2 et Forge3. Plus particulièrement, l’écrouissage isotrope sera représenté par une
fonction puissance sans variable interne associée et l’écrouissage cinématique sera totalement
négligé.
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1.3.2 Méthodologie de couplage comportement-endommagement dans Forge2-3

Dans l’esprit d’une modélisation simplifiée (à la base du succès industriel de Forge2 et
Forge3 ) nous nous limiterons à la plasticité de Prandtl-Reuss avec écrouissage isotrope non
linéaire. Les hypothèses suivantes seront adoptées.
1) En premier lieu, nous postulerons l’hypothèse des petites perturbations (petites

déformations, petits déplacements et petites rotations), bien que le forgeage mette en
cause des grandes déformations. Ce choix adopté dans les codes Forge2 et Forge3 peut
se justifier par l’utilisation de petits incréments de calcul imposés par l’algorithme de
contact-frottement,

2) On utilisera une décomposition additive de la déformation totale en une partie
élastique et plastique,

3) On supposera l’incompressibilité plastique, la déformation plastique n’engendrant pas
de variation de volume; dans les matériaux non endommagés les déformations plastiques
ayant pour mécanisme essentiel le glissement. En première approximation nous
négligerons toute compressibilité induite par les porosités,

4) On admettra l’existence d’un domaine élastique. Il a été démontré qu’il est raisonnable
de définir un domaine dans l’espace des contraintes où les déformations plastiques sont
quasi-inexistantes,

5) On appliquera la normalité de la vitesse des déformations plastiques. Des procédés
expérimentaux montrent que les incréments de déformation plastique sont normaux à la
surface d’écoulement pour des trajets de chargement relativement complexe.

6) Le matériau utilisé sera initialement isotrope.
7) La plasticité et l’endommagement seront également supposés isotropes.

Lors de procédés de mise en forme à haute température, afin de décrire le comportement
visqueux du matériau la loi de Norton-Hoff sera préconisée. Comme nous le verrons plus loin
la différence principale avec la plasticité est la sensibilité à la vitesse de déformation.
L’endommagement affectera aussi bien les propriétés élastiques du matériau que ses
propriétés plastiques. Nous décrirons alors le modèle tel qu’on l’a défini dans Forge2, puis
nous poursuivrons par la description des équations constitutives relatives au couplage
comportement-endommagement.

1.3.3 Cas du comportement thermo-élasto-plastique

1.3.3.1 Comportement thermo-élasto-plastique

De nombreux procédés de mise en forme faisant intervenir des phénomènes thermiques, il
apparaissait nécessaire d’inclure ces phénomènes dans nos modèles afin de pouvoir simuler
une large gamme de procédés de formage à froid et à chaud.
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Ayant postulé l’existence d’un domaine élastique à l’intérieur duquel aucune déformation
plastique n’est possible, il peut se définir comme une fonction dépendant de la contrainte de
Cauchy, de la déformation plastique cumulée, de l’endommagement, et de la température :

f ( , p, D,T) 0σ ≤ (1.33)

Afin de définir cette fonction, il convient de déterminer le type d’évolution envisagée pour la
surface de charge en fonction de la déformation subie par le matériau. Le critère de Von
Mises avec un écrouissage isotrope sera alors retenu avec effet de l’endommagement.

eq 0f ( , p, D,T) (p,T)(1 D) 0σ = σ − σ − ≤ (1.34)

où )T,p(0σ  représente la contrainte d’écoulement du matériau (rayon actuel du domaine

d’élasticité) essentiellement dépendante de la déformation plastique cumulée et de la
température. Cette fonction peut être définie comme une loi linéaire puissance combinée à
une loi d’Arrhénius pour la température.

n
0 0(p,T) 3K (1 ap ) exp( )

T
β

σ = + (1.35)

K0 est la consistance initiale, a un terme de régularisation de l’écrouissage, n le coefficient de
sensibilité à l’écrouissage et β le coefficient thermique.
Afin d’enrichir les codes de calcul Forge2 et Forge3 il est tout à fait possible d’intégrer de
nouvelles lois pour définir cette contrainte d’écoulement. Le lecteur pourra par ailleurs se
référer au manuel d’utilisateur de Forge2-3 pour la description de ces différentes lois à
écrouissage isotrope déjà introduites.
Le fait que la partie plastique de la déformation soit incompressible, donc indépendante de la
pression, autorise alors à exprimer le critère de Von Mises en fonction du déviateur de la
contrainte de Cauchy.

On aboutit alors à un critère de type Mises sensible à l’endommagement )T,D,p,S(f :

2 2
0

2
f (S, p, D,T) S : S (p,T)(1 D) 0

3
= − σ − = (1.36)

Notons simplement qu’en cas de désactivation du dommage (D=0), on retrouve le critère
initial de Mises tel qu’il a été préalablement défini dans les codes Forge2 et Forge3.

Lorsque l’on se trouve dans le domaine élastique c’est-à-dire f (S, p, D,T) 0< alors le

comportement est bien élastique et la contrainte de Cauchy est donnée par la loi de Hooke :

e e
0

3 2
(1 D) tr 1 2 3 (T T )1

3
λ + µ σ = − λ ε + µε − κα − κ =  (1.37)

κ  étant défini comme le module de compression hydrostatique, λ et µ étant les coefficients
de Lamé, α le coefficient de dilatation et T0 la température de référence.
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En découplant pression hydrostatique et déviateur on obtient :
eS 2 (1 D)e= µ − (1.38)

e
H H 0P 3 (1 D) (T T ) = κ − ε − α −  (1.39)

avec

e e ee e
H H H H

1 1
S P 1 , P tr , e 1 et tr

3 3
= σ − = σ = ε − ε ε = ε (1.40)

De plus la linéarité de la relation ple ε+ε=ε &&& (hypothèse des petites perturbations) permet dans

les équations de Prandtl-Reuss de décomposer le tenseur des vitesses de déformation en partie
volumique et déviatorique:

Le comportement déviatorique sera donné par les équations suivantes:
e pl e e e pl pl

He e e e 1 e= + = ε − ε = ε& & & & & & & & (1.41)

pl f (S, p, D,T)
e 2 S

S
∂

= δ = δ
∂

& && (1.42)

ple&  caractérise l’écoulement plastique dans la direction normale à la surface de charge. Le

multiplicateur plastique δ&  sera déduit de la condition de consistance 0f =&  si 0f = .

0 0

0 0

f f f f
f : S T p D 0

S T p D
∂σ ∂σ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + =
∂ ∂σ ∂ ∂σ ∂ ∂

& & & && (1.43)

avec

2
0

0

f 4
(p,T)(1 D)

3
∂

= − σ −
∂σ

(1.44)

pl pl
0

2 4
p e : e (p,T) (1 D)

3 3
= = σ δ −&& & & (1.45)

2 0
0

0

(p,T)f 4 f
(p,T)(1 D)

D 3 (1 D)
σ∂ ∂

= σ − = −
∂ − ∂σ

(1.46)

L’évolution de la variable d’endommagement est donnée par l’équation (1.31) :

( ) ( )

s s
C C

0b b

Y Y (D) Y Y (D)p 4 1ˆ ˆ ˆD Y (p,T)(1 D) Yp avec Y
S 3 S1 D 1 D

− −   = = δσ − = =   
   − −

& && & (1.47)

et:
22

eq 2 2H
02

eq

P2 9
Y (1 ) 3(1 2 ) (T T )

2E(1 D) 3 2

  σ
 = + ν + − ν − κα −  − σ   

(1.48)



Chapitre 1 1.3 MODÈLE D’ÉVOLUTION DE L’ENDOMMAGEMENT
ET COUPLAGE COMPORTEMENT-ENDOMMAGEMENT

- 27 -

Par combinaison des équations (1.38), (1.41), (1.42) et à l’aide de l’équation (1.37) on obtient
le système différentiel suivant:

( )
D 1

S 2 (1 D)e 4 (1 D) T S
1 D T

 ∂µ
= µ − − µ − δ + − − µ ∂ 

&&& && (1.49)

En remplaçant l’ensemble de ces termes dans l’équation  (1.43) on aboutit à :

( )
2 2 3 20 0
0 0 0

D 1
4 (1 D)S : e 8 (1 D)S : S 2 S : S 2 TS : S

1 D T
f

4 16 4
(p,T)(1 D)D (p,T)(1 D) (1 D) T 0

3 9 p 3 T

 ∂µ
µ − − µ − δ − + − µ ∂= 

∂σ ∂σ + σ − − σ − δ − − σ = ∂ ∂

&& &&
&

&& &
(1.50)

avec tiré de l’équation (1.36) :

2 2
0

2
S : S (1 D)

3
= σ − (1.51)

On obtient en remplaçant  (1.47) et (1.51) dans (1.50), l’expression du multiplicateur

plastique δ& :

pT
dp

1
S : e H T

H
δ = −& && (1.52)

où Hdp est défini comme le module tangent plastique  et HpT  la contribution thermique:

2 2 0
dp 0

4 1
H (p,T)(1 D) 1

3 3 p
∂σ 

= σ − + µ ∂ 
(1.53)

0 0
pT 0

(1 D) (p,T) 1
H (p,T)

3 T T
− σ ∂σ ∂µ

= − σ µ ∂ µ ∂ 
(1.54)

En remplaçant l’expression du multiplicateur plastique δ&  dans l’équation  (1.49) et à l’aide de
(1.47), on aboutit à la forme différentielle suivante :

0
pT

dp

4 ˆS 2 (1 D)e (1 D) Y S : e H T S
H 3

σ   = µ − − µ − + −   
& && & (1.55)

soit

Ts
S L : e L T= +& && (1.56)

avec

0
s

dp

4 ˆL 2 (1 D)1 (1 D) Y S S
H 3

σ = µ − − µ − + ⊗ 
 

(1.57)
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pT 0
T

dp

4H1 ˆL S (1 D) Y S
T H 3

σ∂µ  = + µ − + µ ∂  
(1.58)

Où 
s

L  est un opérateur d’ordre quatre représentant le module tangent continu TLet  un

opérateur d’ordre deux définissant la contribution thermique à ce module tangent. Notons que

si l’endommagement est nul (D=0, 0Ŷ = ) alors on retrouve le même module tangent continu
tel qu’il est introduit dans la version d’origine de Forge2 et Forge3 [CHENOT94].

Le comportement sphérique sera donné par HP&  tiré de l’équation (1.39):

e H H
H 0

P P
P (1 D)tr D T 3 (1 D) (T T ) T

1 D T T
∂κ ∂α = κ − ε − + − κ − − + α − ∂ κ ∂ 

& & & && (1.59)

avec l’évolution du dommage donnée par (1.47):

0 pT
dp

4 1ˆD Y (p,T)(1 D) S : e H T
3 H

 
= σ − − 

  
& && (1.60)

On peut alors exprimer la vitesse de la pression hydrostatique par :

pH TP L : L T= ε +& && (1.61)

avec

H 0
p

pd

ˆP (p,T)Y4
L (1 D)1 S

3 H

 σ
= κ − − 

  
(1.62)

et

pT
T H 0 H 0

pd

H4T ˆL P 3K(1 D) (T T ) P (p,T)Y
T 3 H

∂κ 
 ∂α ∂= − − − + α + σ  κ ∂  
 

(1.63)

Où pL  est un opérateur d’ordre deux représentant le module tangent hydrostatique continu

TLet  un scalaire définissant la contribution thermique.

En résumé on obtient le système d’équations différentielles caractérisant le comportement
thermo-élasto-plastique couplé à l’endommagement, décomposé en partie déviatorique et
hydrostatique, avec la loi d’évolution du dommage.
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0 0
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2 2 0
0

0 0
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0
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D 1
S 2 (1 D)e (1 D)4 T S

(1 D) T

(1 D) (p,T)1 1
S : e (p,T) T

3 T T4 1
(p,T)(1 D) 1

3 3 p

(1 D) (p,T)1 1
p S : e (p,T)

3 T T1
(p,T)(1 D) 1

3 p

 ∂µ
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− σ ∂σ ∂µ
δ = − − σ µ ∂ µ ∂∂σ   σ − + µ ∂ 

− σ ∂σ ∂µ
= − − σ

µ ∂ µ ∂∂σ  σ − + µ ∂ 

&&& &&

& &&

& &

( )

e H H
H 0

s

b

T

P P
P (1 D)tr D T 3 (1 D) (T T ) T

1 D T T

Y p
D

S 1 D









 
  





∂κ ∂α  = κ − ε − + − κ − − + α  − ∂ κ ∂ 

  =     −

&

& & & &&

&&

(1.64)

Pour ce qui est du calcul de l’évolution de la température, il faut à chaque pas de temps
résoudre l’équation de la chaleur donnée par la loi de Fourier modifiée par l’endommagement
comme suit [SAANOUNI94, LESTRIEZ01]:

p
vC T div(kgrad(T)) : YDρ = + σ ε −

uuuur& && (1.65)

k étant le coefficient de conduction, CV la chaleur massique du matériau, p:σ ε&  déterminant la

puissance produite par la déformation irréversible de la matière, ρ étant la masse volumique

du matériau. La conduction de la chaleur donnée par le terme div(k grad(T))
uuuur

 et la dissipation

interne p:σ ε&  vont déterminer la vitesse d’évolution de la température.

Le terme YD&  représente la puissance dissipée dans le processus d’endommagement. On
remarque nettement l’effet de l’endommagement sur le comportement thermique du matériau

avec le terme DY &  dans le second membre et le facteur (1-D) dans le premier membre.

Notons, comme pour la partie mécanique, que lorsque l’endommagement est nul 0DD == &
alors on retrouve l’équation classique de la chaleur. Par contre lorsque le milieu est totalement

endommagé (i.e. plD 1, 0, D 0= σ = ε = =&& ), l’équation de la chaleur se réduit au terme

stationnaire :

div(kgrad(T)) 0=
uuuur

(1.66)

1.3.3.2 Cas isotherme

Afin de caractériser le forgeage des matériaux à froid, il n’est pas nécessaire de faire
intervenir les différents aspects thermiques liés au procédé. Il n’est donc pas nécessaire de
résoudre l’équation de la chaleur. Ici, on se place donc dans le cadre d’une modélisation
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isotherme et isotrope (isotropie du dommage, de la plasticité et de l’élasticité). On aura alors
le système :

( )

2
2 2 0
0

2 2 0
0

0
0

e H
H

s

b

1 D
S 2 (1 D) e S S : e S

2 (1 D)2 1
(p,T)(1 D) 1

3 3 p

1
S : e

4 1
(p,T)(1 D) 1

3 3 p

1
p S : e

1
(p,T)(1 D) 1

3 p

P
P (1 D)tr D

1 D

Y p
D

S 1 D

  
  
  = µ − + +
  µ −∂σ 

σ − +   µ ∂  


δ =
∂σ 

σ − + µ ∂ 

=
∂σ 

σ − + µ ∂ 

= κ − ε −
−

 =  
  −

&& & &

& &

& &

& &&

&&



















(1.67)

1.3.4 Cas du comportement thermo-élasto-viscoplastique

1.3.4.1 Cas sans dommage de fluage

Afin de modéliser le comportement à chaud des matériaux, il faut bien souvent introduire la
notion de viscoplasticité. Un comportement viscoplastique sera dépendant de la vitesse de
déformation. Les phénomènes viscoplastiques sont généralement observés lorsque la
température du matériau dépasse le tiers de la température absolue de fusion, exprimée en
Kelvin. Cette règle étant purement indicative, elle ne s’applique pas à tous les matériaux. En
effet, certains alliages sont sensibles à la vitesse de déformation pour des températures
ambiantes (300 K) bien que leurs températures de fusion soient assez élevées(1400 K).
La Figure 1.11 montre l’influence de la vitesse de déformation sur le matériau lors d’un essai
de traction.
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Figure 1.11 : Evolution de la contrainte pour différentes vitesses de déformation en traction

Afin de décrire le comportement visqueux d’un matériau, lors d’un procédé de mise en forme
à chaud, la notion de vitesse de déformation sera alors introduite dans la loi d’écoulement du
matériau (rayon du domaine élastique). Celle-ci sera alors non seulement dépendante de la
déformation plastique cumulée et de la température mais aussi de la vitesse de déformation.
Afin de montrer l’effet de la vitesse sur la loi d’écoulement du matériau, nous utiliserons ici
une loi linéaire puissance couplée à une loi d’Arrhenius en température telle qu’elle est
décrite au paragraphe (1.3.3) en y ajoutant la dépendance vis-à-vis de la vitesse de
déformation plastique:

n m
0 0(T, p, p) 3K (1 ap ) exp( )p

T
β

σ = +& & (1.68)

où p& est la vitesse de déformation plastique cumulée et m l’exposant un terme de sensibilité à

la vitesse de déformation. Le lecteur pourra également se référer au guide d’utilisation des
logiciels Forge2 et Forge3 afin de voir l’ensemble des modèles qui y sont implémentés.
Afin de modéliser le couplage comportement-endommagement avec l’influence de la vitesse
de déformation, nous présenterons ci-après des résultats tirés de simulations qui montrent
clairement que pour un même matériau, plus la vitesse de déformation sera élevée et plus
l’endommagement apparaîtra rapidement (Figure 1.12).
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Figure 1.12 :Traction à vitesses de déformation différentes

1.3.4.2 Cumul de l’endommagement de plasticité et de fluage

Afin de décrire l’endommagement de fluage de nombreux auteurs ont développé des modèles
capables de prendre en compte ce type d’évolution [HAYHURST72, CHABOCHE78,
LEMAITRE85, SAANOUNI88]. Le critère que nous utiliserons pour modéliser
l’endommagement de fluage est le modèle d’Hayhurst qui est basé sur le modèle de Rabotnov
[RABOTNOV69], mais faisant intervenir une combinaison des trois invariants élémentaires.
La loi d’évolution du dommage de fluage sera donc donnée par :

f

r
k

f f
( )

D (1 D )
A

−χ σ
= −& (1.69)

A, r et kf sont définis comme des coefficients caractéristiques de l’endommagement de fluage
pour chaque matériau. La fonction )(σχ  définit le critère de fluage comme la combinaison

des trois invariants élémentaires et sera de la forme :

a max b H a b eq( ) 3 P (1 )χ σ = α σ + α + − α − α σ (1.70)

où maxσ représente la contrainte principale maximum, αa et αb étant des paramètres matériau.

Pour permettre à l’utilisateur de tenir compte de l’endommagement de fluage lors de la
simulation d’un procédé, nous avons introduit la possibilité d’un cumul entre le dommage de
plasticité Dp et le dommage de fluage Df. par :

f pD D D= +& & & (1.71)

où pD&  est donné par (1.31) et fD&  par (1.69). En fait, sur chaque pas de temps nous écrivons

le cumul des incréments de dommage.

f pD D D∆ = ∆ + ∆ (1.72)

Ce modèle a donc été implémenté dans les codes de calcul Forge2 et Forge3 afin de
permettre à l’ingénieur de sélectionner un modèle d’endommagement qui correspondra au
mieux au procédé de mise en forme rencontré. Ceci dit, il est rare de constater des ruptures
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par fluage en mise en forme compte tenu de la rapidité et à la brièveté d’applications des
efforts.

1.3.5 Cas particulier du couplage faible dans Forge2 et Forge3

Le couplage comportement-endommagement tel qu’il a été présenté, nécessite beaucoup de
modifications dans le code de calcul Forge2. Les routines utilisateurs (ouvertes aux
modifications) telles qu’elles sont définies dans ce code ne sont pas suffisantes pour établir
correctement le couplage entre l’endommagement et le comportement du matériau
(modification des équations de Prandtl-Reuss ainsi que l’équation de la chaleur).
Néanmoins il est tout à fait possible à partir des routines utilisateurs (versions industrielles en
somme) d’établir un couplage « faible » entre le comportement et l’endommagement. Les
équations de Prandtl-Reuss utilisées ici seront celles disponibles dans la version standard de
Forge2. Le calcul de l’endommagement se fera indépendamment du calcul de la vitesse de
déformation plastique cumulée, et l’influence de l’endommagement sur la plasticité se fera
directement via la contrainte d’écoulement du matériau )T,D,p(0σ  (rayon du domaine

élastique). L’influence de l’endommagement sur les propriétés élastiques du matériau se fera
par l’intermédiaire du module d’Young. Ce type de couplage est ainsi nommé « couplage
faible » au sens où l’endommagement n’influence pas le critère de plasticité au cours des
itérations. En effet, le fait de ne pas modifier les équations de Prandtl-Reuss réduit nettement
les temps de calculs. Nous verrons par la suite que résoudre deux équations à deux inconnues
numériquement par la méthode de Newton-Rapshon en lieu et place d’une seule équation à
une inconnue (Forge2 standard) revient à augmenter sensiblement les temps de calculs CPU.
En ce qui concerne le couplage comportement-endommagement les équations constitutives en
plus des équations de Prandtl-Reuss standard seront :

n m
0 0(p, p,D, T) 3K (1 D)(1 ap ) exp( )p

T
β

σ = − +& & (1.73)

n 1 m0 0 0
0

¨(A)

(p,p, D,T) D p
3K n(1 D)(ap ) exp( )p

p T D p p p
−∂σ ∂σ ∂σβ ∂ ∂

= − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
& && &144424443

(1.74)

E (1 D)E, (1 D), (1 D)= − λ = λ − µ = µ −%% % (1.75)

avec :
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  =     −

& &

&&

(1.76)

Aussi on notera que par soucis de simplification nous négligerons les termes (A) de l’équation
(1.74) dans la dérivée de la consistance.
En résumé, le couplage fort nécessite des modifications conséquentes dans de nombreuses
routines non accessibles aux utilisateurs, cela reste un handicap majeur. Dans ce cas, le
couplage faible est plus simple à implémenter, moins coûteux et donc finalement plus
compatible avec l’environnement « industriel » des codes Forge2 et Forge3.
En outre, afin de rendre compte des différences entre ces deux couplages nous procéderons à
une comparaison de ces deux couplages sur la version Forge2P2-P0. Le couplage fort
n’ayant pu être implémenté dans le code Forge3 (version industrielle), nous nous
contenterons du couplage faible pour tous les procédés 3D.   

1.4 MODÈLES DE FROTTEMENT

1.4.1 Introduction

Le frottement intervient à tous les niveaux de la mise en forme. En effet, la géométrie finale
du produit formé dépend du frottement, les forces et couples mis en jeu augmentent avec le
frottement, l’état de surface du produit est intimement lié au frottement. Il existe par ailleurs
de nombreux travaux concernant ces aspects très importants en mise en forme [DUBOIS96,
LAZZAROTTO97,…]. En règle générale on s’accorde à dire que plus le rapport entre la
surface de contact et le volume en déformation plastique est grand, plus le frottement jouera
un rôle important. Notons enfin, que dans ce travail, nous nous contentons exclusivement de
décrire les différents modèles de frottement disponibles dans Forge2® et Forge3®.

Modèles de frottement :
On appelle ainsi toute relation permettant de calculer le vecteur contrainte tangentielle en
fonction des très nombreux paramètres du contact :
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-les variables σn  (contraintes normales), Vg  (vitesse de glissement), T
-les propriétés physiques du comportement de ces surfaces (E,ν,..)
-les états de surface (rugosité …)
-la nature des lubrifiants

Comme on l’a vu précédemment, et compte tenu du nombre élevé de paramètres, il est très
difficile de construire des modèles de contact-frottement tenant compte de tous ces
phénomènes. On se contente en fait d’isoler un petit nombre de variables (1 ou 2) jugées
primordiales que l’on va intégrer dans la relation de frottement. Cette relation fera intervenir
une constante sans dimension qui est le coefficient de frottement.
Les autres variables seront prises en compte implicitement lors de la détermination des
coefficients de frottement.

1.4.1.1 Cas du contact unilatéral

Soit un solide S qui occupe un domaine Ω de frontière Ω∂ = DFC Ω∂∪Ω∂∪Ω∂ , où CΩ∂  est

la partie du solide en contact avec l’autre solide.

FΩ∂ DΩ∂

CΩ∂

n
r

Figure 1.13 : Schématisation du contact

 Sur la frontière CΩ∂  le déplacement et les forces de contact  seront donnés par :

N Tu u n u= +
r r r

(1.77)

N TF F n F= +
r r r

(1.78)

Nu
r

 et NF
r

 sont des mesures algébriques suivant la direction normale, Tu
r

 et TF
r

 étant des

vecteurs appartenant au plan tangent.
Les conditions de contact unilatéral sont :
1) non pénétration du solide dans l’obstacle : Nu 0≤

r

2) la force normale exercée par l’autre solide sur le solide S est bien une

compression : NF 0≤
r

: 
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3) la relation de complémentarité : N Nu F 0≤
rr

 qui décrit deux cas possibles.

-contact ( Nu
r

=0) avec NF 0≤
r

-décollement ( Nu
r

<0) avec NF 0=
r

1.4.1.2 Cas du contact bilatéral

Le contact bilatéral (ou contact persistant), signifie que le contact normal est maintenu en
laissant le déplacement tangentiel relatif libre.
La scission de contact est donnée par :

2 2
1 2( ) ( )τ = τ + τ (1.79)

avec comme vecteur contrainte tangentielle :

t NF F .n (F.t).t= − σ =
r r r r rr

(1.80)

N F.nσ =
ur r

 étant la contrainte normale à la surface de contact.

Pour ce qui est du frottement proprement dit, il existe plusieurs lois (Tresca, Coulomb,
Coulomb-Orowan, Shaw) mais nous ne présenterons que les lois les plus fréquemment
utilisées dans les codes de calculs d’éléments finis Forge2 et Forge3 à savoir les lois de
Coulomb, Tresca et Shaw. En fait, pour généraliser le problème, on pourra classer ces
modèles en deux catégories, des modèles de type plasticité indépendante du temps (Coulomb,
Tresca) et des modèles de type viscoplastique (Type Norton-Hoff).
Définissons la notion de seuil de glissement entre deux solides S1 et S2 en un point P. Il existe
une force de traction tangentielle minimale à appliquer pour qu’il y ait l’apparition d’un
glissement significatif.
On aura alors deux configurations:
Un contact dit collant 0Vgcrit =⇒τ<τ

Un contact dit glissant λτ−=≥λ∃⇒τ>τ gcrit V,0

1.4.2 Les lois de frottement usuelles

1.4.2.1 Modèle de frottement de Coulomb

C’est la plus ancienne et la plus utilisée des lois de frottement. Cette loi intègre la notion de
seuil et se caractérise par l’intervention de la pression de contact pc :

cpµ≤τ  avec :

si cpµ<τ  alors 0vg =

si cpµ=τ  alors λτ−=gv  quel que soit λ≥0
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µ étant un coefficient de frottement moyen, macroscopique et isotrope (sa valeur est souvent
comprise entre 0.01 (lubrification en films épais) et 0.5 (sans lubrification)).

On notera que la loi de Coulomb est particulièrement bien adaptée pour des problèmes où les
pressions de contact ne sont pas trop élevées par rapport à la contrainte d’écoulement du
matériau )T,D,p(0σ  (rayon du domaine élastique).

interdit

τ

p

collant

glissant

critτ

Figure 1.14 : Schématisation du modèle de Coulomb tronqué

1.4.2.2 Modèle de Tresca

C’est une loi à seuil fixe critτ . Ce nom vient de l’analogie faite avec le critère de Tresca en

plasticité.
 On pose :

3
m 0

crit
σ

=τ avec 0≤ m ≤1

ce qui donnera :

critτ≤τ  avec

si critτ<τ  alors 0vg =

si critτ=τ  alors λτ−=gv  quelque soit λ≥0

La limite de glissement ne dépendant pas de la contrainte normale, ce qui est d’un point de
vue mécanique très limitatif. Mais si cette contrainte normale est connue, cette forme pourra
être utile.
Notons par ailleurs que cette loi ne pourra pas être simplement couplée avec un modèle de
contact unilatéral car il faudrait imposer à la composante Vg d’être nulle sur la partie décollée
mais celle–ci est l’une des inconnues du problème.
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collant

collant

glissant

glissant

vg

τ

critτ

Figure 1.15 : Schématisation du modèle de Tresca

1.4.2.3 Modèle de type viscoplastique

Un formalisme de type viscoplastique est nécessaire afin d’éviter les discontinuités découlant
de la notion de seuil. Ce modèle repose donc sur un critère d’écoulement de type fonction
puissance sans introduire la notion de seuil à l’image du modèle de fluage de type Norton-
Hoff. On aura alors si:

0v gcrit =⇒τ<τ













σ
α=τ−τ⇒τ>τ

ref

g0
critcrit v

v

3

Les termes vref et
3
0σ

 sont donnés afin de rendre le coefficient α adimensionnel. On

remarquera que pour ce type de critère il n’existe pas de domaine interdit, la notion de seuil
est donnée implicitement.

τ

3
0σ

gV

Figure 1.16 : Schématisation du modèle de Norton-Hoff
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1.5 CONCLUSION

Après avoir effectué un rappel sur les modèles d’endommagement qui existent, ainsi que les
différents phénomènes physiques qui interviennent lors des procédés de mise en forme, nous
avons présenté un modèle simple décrivant ces phénomènes. Un travail particulièrement
soigné a été effectué afin d’établir un modèle général couplant comportement et
endommagement dans la limite des hypothèses adoptées.
Une formulation du couplage comportement-endommagement a été réalisée en adoptant un
couplage fort ou faible.
Ce type de couplage affectant aussi bien les propriétés élastiques que plastiques du matériau, a
été enrichi afin de pouvoir tenir compte des effets visqueux (modèle élasto-viscoplastique) et
thermiques (modification de l’équation de la chaleur), ceci dans le but de disposer d’un
modèle de comportement-endommagement suffisamment riche susceptible de pouvoir
simuler une très large gamme de procédés de mise en forme.
Enfin, le contact frottement a été présenté en mettant bien entendu l’accent sur les différents
modèles proposés dans les codes de calculs Forge2 et Forge3.

Dans le chapitre suivant, nous présenterons les aspects numériques liés aux modèles présentés
dans le présent chapitre, ainsi que la méthodologie de résolution numérique du problème de
formage de structures métalliques massives.
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CHAPITRE 2 :

2 FORMULATION DU COUPLAGE
COMPORTEMENT-ENDOMMAGEMENT :

ASPECTS NUMÉRIQUES

2.1 POSE DU PROBLÈME D’ÉVOLUTION

Après avoir présenté, dans le premier chapitre, une partie des modèles essayant de représenter
et décrire les principaux phénomènes macroscopiques rencontrés dans les procédés de
forgeage, nous allons présenter l’implémentation de ces différents modèles dans les codes de
calcul par éléments finis Forge2 et Forge3. Les aspects numériques liés à l’utilisation de
modèles élastoplastiques dans les codes de calcul par éléments finis sont largement rapportés
dans la littérature. Nous ne citerons ici que quelques ouvrages didactiques liés à cette question
[ODEN72, OWEN80, BATHE81, HUGHES87, ZIENKIEWICZ94, BONNET97, SIMO98,
BELYTSCHKO00]. Concernant les modèles de couplage comportement-endommagement, de
nombreux travaux ont été publiés ces deux dernières décennies ([SAANOUNI02] et toutes les
références qui se trouvent dans ce recueil). De cette littérature abondante nous pouvons
affirmer que la plus grande difficulté rencontrée pour la résolution des problèmes de couplage
comportement-endommagement réside dans la dépendance de la solution vis-à-vis de la
discrétisation spatiale et temporelle. En effet, l’adoucissement (écrouissage négatif) induit par
le couplage comportement-endommagement rend le problème aux valeurs initiales et aux
limites mal posé. Plusieurs techniques de régularisation sont alors proposées [BAZANT84,
PIJAUDIER87, SAANOUNI89, BORST96, COMI96]. Ces techniques de régularisation
cherchent à introduire une longueur interne pour assurer la convergence de la solution et
obtenir ainsi des zones localisées d’épaisseur finie. Pour les modèles basés sur la MEC la
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régularisation par des modèles non-locaux ou utilisant des gradients d’ordre supérieur sont les
plus utilisés [SHEN02]. Cette question est laissée complètement de coté dans ce travail, et
nous nouslimiterons à des modèles tout à fait locaux.
De part l’utilisation des codes Forge2 et Forge3, nous allons utiliser des formulations
variationnelles en déplacement ou mixte (vitesse-pression). Le lecteur intéressé est invité à
consulter les travaux du CEMEF pour de plus amples détails [CHENOT94, GAY95,
PERCHAT00].

Soit une structure S, de volume initial V0 occupant à un instant t le domaine Ω de frontière
Ω∂ . La position de chaque particule (ou EVR) de S est repérée dans le repère cartésien R0

associé au domaine initial par X, Y, Z et dans Rt associé à la configuration déformée par x, y,
z. Cette structure est soumise à :

-Une densité volumique de force f
r

 dans Ω

-Une densité surfacique d'efforts t
r

 sur une partie FΩδ de Ωδ

-Des efforts de contacts (avec un autre solide) ct
r

 sur une partie cΩδ de Ωδ

-Ue vitesse imposée v  sur une partie vδΩ  de Ωδ  avec :

F c v F c vetδΩ = δΩ ∪ δΩ ∪ δΩ δΩ ∩ δΩ ∩ δΩ = ∅ .

Dans le cadre d’une formulation Lagrangienne actualisée, la configuration de référence est
actualisée au cours de la déformation et prise égale à la dernière configuration statiquement et
plastiquement admissible. Le problème posé est le suivant : connaissant l'état initial de la
structure S, on se propose de déterminer à tout instant t de la durée du chargement [ ]T,0 , les

champs mécaniques suivants pour chaque EVR de S:
-Le vecteur position x

r
(t)

-Le champ de contraintes σ  ( x
r

, t) ou d’une manière équivalente S(x,t)
r

et HP (x,t)
r

-Les variables internes p(x,t)
r

, D(x,t)
r

Ces inconnues sont reliées par les équations suivantes :
• Equation d’équilibre (en régime quasi-statique) :

div fσ + = ργ
uuur r r

 dans Ω (2.1)

En mise en forme, nous négligerons les forces volumiques ( f
r

= 0
r

) telles que le poids de la

pièce à former ainsi que les effets d’inertie ( 0γ =
rr

), l’équation d’équilibre devient :

div 0σ =
uuur r

(2.2)

• Les relations de comportement couplées :
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∂κ ∂α  = κ − ε − + − κ − − + α  − ∂ κ ∂ 

  =     −

&

& & & &&

&&

(2.3)

• Les équations de compatibilité cinématique :
x

v
t

∂
=

∂

rr
        ( )T1

D gradv gradv
2

 = +  
r r

(2.4)

• Les conditions aux limites

F.n t surσ = δΩ
rr

(2.5)

c c.n t surσ = δΩ
rr

(2.6)

( )out cv v .n 0 sur− = δΩ
rr r

(2.7)

vv v sur= δΩ
r r

(2.8)

Contact

Ω

n

δΩc

δΩ F

δΩV

∆Vg Chargement
surfacique

Vitesse
Imposée : v

δΩ

Figure 2.1 : Conditions aux limites du problème mécanique

• Les conditions initiales :
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0

0

0

0

0

(X,0) (X)

v(X,0) v (X)

p(X, 0) p (X)

D(X, 0) D (X)

T(X,0) T (X)

σ = σ


=
 =
 =
 =

(2.9)

• Equation de la chaleur pour le problème thermique

Les problèmes de mise en forme nécessitent souvent la prise en compte de l’évolution de la
température au cours du temps, il faut donc résoudre le problème d’équilibre thermique.
Comme pour la partie mécanique, on considère le même solide S de volume V0 et de masse
volumique ρ. Celui-ci sera soumis à chaque instant t à :
-un flux de chaleur q

r
 sur une partie de la frontière qΩδ de Ωδ

-un champ de température T  sur une partie TΩδ  de Ωδ  avec q TδΩ ∩ δΩ = ∅ .

Ω
Ω

Flux de
chaleur

q
r

Température

Imposée T

δΩq

δΩ

δΩT

Figure 2.2 : Conditions aux limites du problème thermique

Sous forme locale l’équation de la chaleur s’écrit :
p

vC T div(kgrad(T)) : YDρ = + σ ε +
uuuur& && (2.10)

• Les conditions aux limites pour ce problème :
Un flux de chaleur qf correspondant au champ de température sur la surface fδΩ  donné

conformément à la loi de Fourier.
Une condition aux limites de type Dirichlet (température imposée T ) sur la surface TΩδ .

Trois conditions aux limites de type Newmann :
1. une condition de flux de chaleur imposé sur qΩδ  ( q

r
= sq  ).

2. une condition de convection tel que le flux de chaleur imposé sur qΩδ  est

régit par l’équation : )TeT(hqc −=  où h représente le coefficient

d’échange convectif de qΩδ  et eT  la température extérieure
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3. une condition de rayonnement telle que le flux de chaleur d’origine
radiative émis par cette zone est donné par la loi de Stephan-

Boltzmann : )TT(q 4
e

4
r −ξϕ=  où ϕ représente le facteur d’émission et ξ

la constante de Stephan.

On posera par la suite : src qqqq ++=  sur 
q

Ωδ .

L’ensemble des équations locales précédentes définit complètement le problème d’évolution
aux valeurs initiales et aux limites associé à un problème de mise en forme. Les formes
variationnelles faibles associées à ce problème thermomécanique sont très classiques et
s’écrivent :

Pour la partie mécanique :

F c

* * * * * *
H cS : D dV P I : D dV f .v dV t.v dS t .v dS 0 V ou v C.A.

Ω Ω Ω δΩ δΩ

− + + + + = ∀δ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
r r rr r r

(2.11)

Pour la partie thermique :
.

* * v * * * *
v m f

q

T (1 D)C dV T dV T q dS T (k T)dV T qdS 0 T C.A.
Ω Ω ∂Ω Ω ∂Ω

ρ − Τ − ℘ − + ∇ ∇ + = ∀∫ ∫ ∫ ∫ ∫ (2.12)

 v
m℘  est la dissipation intrinsèque volumique :

pv
m : YD℘ = σ ε + && (2.13)

Pour ces fonctionnelles le tenseur S , la pression hydrostatique PH, la variable d’écrouissage p,

le dommage D et le tenseur des taux de déformations e plD = ε + ε& &  sont solutions du système
d’équations différentielles (2.3).
Le système représenté par les équations (2.11) et (2.12) est fortement non linéaire et sera
résolu incrémentalement par l’intermédiaire d’une discrétisation spatiale (E.F) de la pièce et
par une discrétisation temporelle de l’intervalle de temps [0, T] d’application du chargement.

2.2 DISCRÉTISATION SPATIALE

2.2.1 Principe de la méthode

La discrétisation spatiale revient en fait à subdiviser le domaine Ω , en sous domaines eΩ  de

volume Ve [DHATT85, ZIENKIEWICZ94]. Chaque sous domaine ou élément fini est
caractérisé par un certain nombre de nœud en relation avec le degré des polynômes

d’interpolation géométrique N(x, y,z)  utilisés. A chaque nœud sont rattachées les variables

nodales qui sont, dans ce cas, les trois composantes du vecteur vitesse de déplacement, la
pression hydrostatique, et la température. Ces champs physiques sont eux-mêmes définis à
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l’intérieur de chaque élément fini (Ωe) par des polynômes N(x, y, z) ou fonctions de forme de
degré donné. On se limite dans cette étude à l’usage d’éléments finis dit isoparamétriques

pour lesquels N(x, y,z) =N(x, y, z). Le domaine Ω  est donc discrétisé spatialement de

manière approchée par un maillage défini par ses nœuds.
Dans le cadre de ce travail nous nous sommes intéressés à deux types d’éléments proposés
dans Forge2. Le premier concerne l’élément à 6 nœuds P2-P0 ce qui signifie que la vitesse
est définie par des polynômes d’ordre deux et la pression constante sur l’élément. L’autre
élément utilisé est l’élément à 3 nœuds P1-P1 [ARNOLD84], pour lequel la pression est
linéaire et continue et la vitesse se décompose en une partie linéaire v, et une partie dite
« bulle ». Cet élément a donc l’interpolation de la vitesse enrichie d’un degré de liberté
interne (bulle) qui s’annule sur la frontière. Cette composante bulle sert essentiellement à
contrôler la condition d’incompressibilité. Nous présenterons par la suite les deux
discrétisations spatiales résultantes de l’utilisation de ces deux éléments (formulation simple
en vitesse et formulation mixte en vitesse/pression).

2.2.2 Formulation classique à un champ (vitesse)

En utilisant une formulation en déplacement, la discrétisation consiste à décomposer le
domaine ou volume V en sous domaines :

e
elts

V V= ∪ (2.14)

où 
elts
∪ désigne l’opérateur de sommation sur l’ensemble des éléments (assemblage).

Dans chaque sous domaine, l’approximation nodale du champ de déplacement u et du champ
de température est définie par :

(e) k
j k j

k

U N U= ∑ (2.15)

(e) * k
k

k

T N T= ∑ (2.16)

où Nk
  et *

kN  représentent les fonctions d’interpolation des déplacements (e)
jU et des

températures T(e) aux nœuds k, elles ne sont fonction que des coordonnées spatiales de
l’élément (e) et sont donc indépendantes du temps.
Par dérivation, les champs des vitesses, de déplacement, et de température sont :

(e) k
j k j

k

U N U= ∑& & (2.17)

(e) * k
k

k

T N T= ∑& & (2.18)
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En utilisant ces approximations, les formes faibles mécaniques (2.11) et thermiques (2.12)
s’écrivent alors sous la forme discrétisée suivante :

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
F c

T T T T T
V ext int H F c CR F F B SdV B IP dV N fdV N tdS N t dS 0

Ω Ω Ω ∂Ω ∂Ω

= − = − + + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
r r r

(2.19)

[ ]
Tq

.T TT* * v * *
T v m f

T* *

R N (1 D)C N dV T N dV N qdS N q dS

B (kT)[B ]dV 0

Ω Ω ∂Ω ∂Ω

Ω

 
       = ρ − − ℘ + −        

 

 + = 

∫ ∫ ∫ ∫

∫
(2.20)

où B et B* sont les matrices des dérivées spatiales des fonctions de forme N et N*.
En utilisant la notion d’élément paramétré dans l’espace de référence ( , , )ξ η ζ  ce système

s’écrit :

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

F c

0 0 0 0F 0c

0 0 q0

0T 0

T T T T T
v 0 H 0 0 S 0 c S 0

.T TT* * v *
T v 0 m 0 0

T* * *
f S 0 0

R B SJdV B IP JdV N fJdV N tJ dS N t J dS 0

R N (1 D)C N JdV T N JdV N qJdS

N q J dS B (kT)[B ]JdV 0

Ω Ω Ω ∂Ω ∂Ω

Ω Ω ∂Ω

∂Ω Ω


= − + + + + =


        = ρ − − ℘ +       

   


    + + =   


∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

r r r



(2.21)

où J et Js sont les déterminants des matrices Jacobiennes volumiques et surfaciques, ou encore
passage d’un élément réel à un élément de référence.
Le système (2.21) est fortement non linéaire avec des non linéarités matérielles ( HS, P , D,

v
m , ...℘ ) et des non linéarités géométriques venant du fait que les forces appliquées

( c ff , t, t , q,q
r r r

) ainsi que les Jacobiens J et JS ne sont pas forcement constants du fait des

grandes déformations.
Ce système est donc linéarisé autour d’une solution par le biais d’un schéma itératif de
Newton-Raphson :

Vvv vT

Tv TT T

RK K v
K K T R

∆     
=     ∆    

(2.22)

où

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

F

0 0 0 0F

0

T T T TH
vv 0 0 0 S 0

T c
S 0

PS f t
K B B JdV B I B JdV N JdV N J dS

v v

t
N J dS ..........

v

Ω Ω Ω ∂Ω

Ω

∂∂ ∂ ∂
= + + +

∂ε ∂ε ∂ ∂

∂
+ +

∂

∫ ∫ ∫ ∫

∫
(2.23)
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[ ]
0

T
vT 0

S
K B JdV ............

TΩ

∂
= +

∂∫ (2.24)

[ ]
0

v
T m

Tv 0K N JdV ..............
vΩ

∂℘
= +

∂∫ (2.25)

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

0 0

T0 q0

v
T Tv m

TT 0 0
V V

f
s 0 s 0

S S

(1 D)CR(T)
K N N JdV N JdV

T t T

q q
N J dS N J dS ...........

T T

   ρ − ∂℘∂
= = −   ∂ ∆ ∂   

 ∂ ∂ − + +  ∂ ∂   

∫ ∫

∫ ∫ (2.26)

Dans la pratique on suppose petits les incréments de charge, de sorte que l’on néglige la
variation de J et de JS. De plus les forces appliquées sur la frontière sont supposées constantes
(forces suiveuses). De ce fait il ne reste plus dans les termes Kvv, KvT et KTT que les termes
issus des non linéarités matérielles.
Si la température est négligée il ne reste plus que le problème mécanique défini par le système
suivant :

[ ] [ ] [ ] [ ]
0 0

T T H
0 0 v

PS
B B JdV B I B JdV v R

Ω Ω

    ∂∂    + ∆ =     ∂ε ∂ε         
∫ ∫ (2.27)

Dans ce système algébrique les opérateurs 
ε∆∂

∆∂ S
 (ordre 4) et HP∂∆

∂∆ε
 (ordre 2) sont les

contributions de la contrainte déviatrice et de la pression hydrostatique à la matrice tangente.
Ils doivent être cohérents avec la discrétisation temporelle pour l’intégration du modèle de
comportement (Eq. (2.3)). Ceci assure une vitesse de convergence quadratique au schéma
global de N-R. [SIMO85]. Le calcul de la matrice tangente est donné au paragraphe 2.3.3.

2.2.3 Formulation mixte à deux champs (vitesse/pression)

La formulation variationnelle présentée ci-dessus ne permet pas de vérifier aisément
l’incompressibilité plastique. On a souvent recourt à une formulation mixte en vitesse et
pression [HERMANN65, PERCHAT00, GAY95] appelée formulation à deux champs.
La formulation à deux champs retenue ici est de type Hermann [HERMANN65]. Cette
formulation bien qu’utilisée pour les problèmes d’élasticité incompressible peut naturellement
être étendue aux problèmes élastoplastiques [PERCHAT00, GAY95]. Dans cette formulation
la vitesse et la pression sont deux variables totalement indépendantes. En laissant de coté
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l’équation thermique pour simplifier les notations, le principe des travaux virtuels s’écrira
alors :

F c

* * * * *
H c

*
H H

S : D dV P I : D dV f .v dV t.v dS t .v dS 0

(P tr )P dV 0

Ω Ω Ω δΩ δΩ

Ω

− + + + + =



+ κ ε =


∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

r r rr r r

& &
(2.28)

Dans chaque sous domaine, l’approximation nodale du champ de vitesse v
r

 et de la pression
PH est définie par :

k
j k j

k

v N v= ∑ (2.29)

k
kH j H j

k

P N P= ∑ (2.30)

où Nk
  et kN  représentent les fonctions d’interpolation des vitesses vj (suivant les trois axes

d’un repère orthonormé) et des pressions aux nœuds k. Les équations  (2.28) conduisent alors
au système non linéaire suivant écrit sur l’élément de référence :

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

[ ]

F

0 0 0 0F

0c

0 0

T T T T
0 0 H 0 S 0

T
c S 0

TT
0 0 H

B SJdV B I N JdV P N fJdV N tJ dS

N t J dS 0

1
N I B JdV v N N JdV P 0

Ω Ω Ω ∂Ω

∂Ω

Ω Ω


 − + + +  


 + =



      + =     κ

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

r r

r

&

(2.31)

Après linéarisation comme précédemment on arrive à :

[ ] [ ]

[ ]
0 0

H0 0

T T v
0 0

TT
0 0

PH

S RvB JdV B I N JdV

1
N I B JdV N N JdV

t RP

Ω Ω

Ω Ω

∂ −  ∆    −     ∂ε
     =
                  κ∆ −∆        

∫ ∫

∫ ∫
(2.32)

Cette formulation à deux champs peut être utilisée avec un élément quadratique (pression
linéaire et vitesse quadratique). Pour des problèmes de maillage et de remaillage adaptatif, il
est préférable d’utiliser des éléments linéaires. Hermann [HERMANN65] avait proposé une
pression constante pour l’élément ainsi qu’une interpolation linéaire de la vitesse. Cet élément
n’étant pas satisfaisant du point de vue de la compatibilité entre l’espace des vitesses et
l’espaces des pressions, le recours à l’élément P1+P1 (mini élément) a donc été utilisé
[PERCHAT00, GAY95]. Cet élément introduit par Arnold [ARNOLD84] pour le calcul des
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écoulements de Stokes en 2D satisfait la condition de Brezzi-Babuska. Nous ne rentrons pas
dans le détail de la formulation de cet élément qui n’est pas l’objet de ce travail, le lecteur
intéressé pourra se reporter à Arnold [ARNOLD84] pour de plus amples informations.
Nous expliquerons simplement que sur cet élément, la pression est définie comme linéaire, et
que la vitesse se décompose en une partie linéaire Lv

r
 et une partie bv

r
 (composante bulle)

correspondant à l’ajout d’un degré de liberté supplémentaire interne à l’élément, tel que :

L bv= v +v
r r r

(2.33)

Cette composante bulle sert à contrôler la condition d’incompressibilité, et permet à l’élément
de vérifier la condition de compatibilité. Elle est interpolée par une fonction bulle valant 1 au
centre de l’élément et zéro sur sa frontière.

En posant kkN N=  (la pression s’interpolant comme la vitesse) on obtient le système

d’équations discrétisées suivant sur l’élément de référence :

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

0 0 0 F0

0c

0 0

0 0 0

T T T T
L 0 L 0 H 0 S 0

T
c S 0

T T
b 0 b 0 H

tt t
b 0 b L 0 L 0 H

B SJdV B I N JdV P N fJdV N tJ dS

N t J dS 0

B SJdV B I N JdV P 0

1
N I B JdV v N I B JdV v N N JdV P 0

Ω Ω Ω ∂Ω

∂Ω

Ω Ω

Ω Ω Ω


− + + +



 + =


− + =


 + + = κ

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

r r

r

r r &

(2.34)

BL et Bb désignant les dérivées spatiales des fonctions N et Nb. La bulle étant un degré de
liberté interne à l’élément, il sera alors possible de l’éliminer numériquement pour revenir à
un système à deux équations comme précédemment (2.31).

2.2.4 Résolution du système global par la méthode de Newton-Raphson

Les systèmes algébriques (2.22) et (2.32) seront résolus itérativement par un schéma de
Newton. Pour plus de clarté, nous illustrons l’algorithme dans le cas de la formulation
mécanique à un champ (vitesse) :
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1. Connaissant vn-1 à l’incrément n-1

• On pose alors n1nn vvv ∆+= −

• On développe au premier ordre n
1n

1nn v
v

)v(R
)v(R)v(R ∆

∂
∂

+= −
−

• On définit la matrice de raideur (ou matrice Hessienne) à l’itération n-1
n 1

n 1

R(v )
K(v )

v
−

−

∂
=

∂
• Sachant que R(vn)=0 , alors on peut obtenir nv∆  en résolvant :

n 1 n 1 nR(v ) K v− −− = ∆

2. A l’incrément n on détermine n1nn vvv ∆+= −

Figure 2.3 : Schéma de résolution du problème en vitesse par un schéma de Newton-Raphson

Comme on peut le remarquer sur l’organigramme précédent, une étape importante de ce
schéma réside dans le calcul de la matrice tangente K (voir §2.2.3). Le calcul passe par la
connaissance des contraintes et des autres variables à la fin du pas. Ces quantités sont
obtenues par intégration numérique des équations de comportement (2.3) sur l ‘intervalle de
temps tn et tn+1=tn+ t∆ . Pour la formulation à deux champs (vitesse, pression) une procédure
identique est appliquée .
La sommation de toutes les expressions élémentaires du principe des puissances virtuelles
(sur chaque élément) permet d’obtenir le principe des puissances virtuelles discrétisé sur tout
le domaine de résolution. On obtient alors un système discret d’équations non linéaires qui
dépend de la valeur du déviateur des contraintes (fonctions des déplacements u

r
 de la

structure), des pressions hydrostatiques, ainsi que de la position de chaque point de Gauss. Ce
système est  donné par:

{ } { }

{ } { }

Nbe
e

e 1

Nbe
e

H H
e 1

R(v) R (v) 0

R(P ) R (P ) 0

=

=


= =


 = =


∑

∑
(2.35)

Le schéma de Newton consiste à déterminer une suite { }k
t tv +∆δ  et { }k

ttHP ∆+δ  convergente selon

la règle:

{ } { } { }
{ } { } { }

k k k k k k k
T t t t t T t H t H t t t

k k k k k k k
T H t t t t T H t H t H t t H t

K (v v ) v K (v P ) P R(v )

K (P v ) v K (P P ) P R(P )

+∆ +∆

+∆ +∆

   δ + δ =   


   δ + δ =   
(2.36)
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où { }k
t tv +∆δ  représente la correction des déplacements nodaux à l’incrément [t, t+∆t], { }k

ttHP ∆+δ

la correction des pressions nodales à l’incrément [t, t+∆t], { }k
tR(v )  et { })P(R k

tH sont les

résidus globaux calculés à la kieme itération, obtenus par l’assemblage des résidus

élémentaires. [ ]tK (..)   est la matrice tangente du schéma de Newton-Raphson, obtenue

également par assemblage des matrices de rigidité tangentes élémentaires:
eNbe Nbe

k k e k k
t t t t t t

e 1 e 1

R (v)
K (v v ) K (v v )

v= =

 ∂   = =      ∂ 
∑ ∑ (2.37)

[ ]
eNbe Nbe Nbe

Tk k e k k
t t H t t t H t e

e 1 e 1 e 1H

R (v)
K (v P ) K (v P ) B I N J

P= = =

 ∂     = = =      ∂ 
∑ ∑ ∑ (2.38)

[ ]
eNbe Nbe Nbe

k k e k k TH
t H t t t H t t e

e 1 e 1 e 1

R (P )
K (P v ) K (P v ) N I B J

v= = =

 ∂     = = =      ∂ 
∑ ∑ ∑ (2.39)

eNbe Nbe Nbe Tk k e k k H
t H t H t t H t H t e

e 1 e 1 e 1H

R (P ) 1
K (P P ) K (P P ) N N J

P t= = =

 ∂       = = =        ∂ ∆ κ 
∑ ∑ ∑ (2.40)

Les déplacements nodaux ainsi que les pressions hydrostatiques sont réactualisés selon la
formule:

{ } { } { }k 1 k k
t t t t t tv v v+
+∆ +∆ +∆= + δ (2.41)

{ } { } { }k 1 k k
H t t H t t H t tP P P+

+∆ +∆ +∆= + δ (2.42)

Lorsque les normes infinies du résidu et des accroissements de déplacement au cours des
itérations deviennent inférieures ou égales à une certaine tolérance, on estime que l’équilibre
est satisfait et donc passer à l’incrément suivant.

2.3 DISCRÉTISATION TEMPORELLE

2.3.1 Méthode numérique d’intégration des équations de Prandtl-Reuss

Il existe une multitude de méthodes d’intégration des équations différentielles, les pionniers
dans ce domaine ont été Marcal avec la méthode du retour radial tangent [MARCAL65] et
Wilkins [WILKINS64] avec la méthode du prédicteur élastique-retour radial.
Plusieurs ouvrages d’analyse numérique [DAUTREY84] ou de mécanique numérique
[DHATT85] donnent une présentation détaillée de ces méthodes. On se limite ici à la
présentation d’une méthode itérative implicite de prédiction élastique et de correction
plastique par retour radial. Cette méthode largement utilisée dans la littérature [YODER79,
ORTIZ85, BRAUDEL86] a été proposée par Wilkins [WILKINS64].
Elle consiste en une prédiction élastique du déviateur des contraintes S  en supposant que les

valeurs de l’ensemble des variables internes du modèle resteront figées à leurs valeurs au
début du pas. S’en suit une correction plastique, en projetant le déviateur des contraintes (issu
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de la prédiction élastique) sur la surface de charge, selon une direction parallèle à la normale
de la surface de charge. Celle-ci est évaluée à l’instant tt ∆θ+ .

σt

Domaine élastique

Surface de charge à
l’instant t

Surface de charge à
l’instant t+θt

pred
tt ∆+σ

Figure 2.4 : Méthode des trapèzes généralisés

Le schéma des trapèzes généralisés à l’équation différentielle du premier ordre de la forme :

Y F(t,Y)=& (2.43)

S’écrit :

n 1 n n n n 1 n 1Y Y [(1 )F(t , Y ) F(t , Y )] t+ + += + − θ + θ ∆& & (2.44)

Le schéma du point milieu généralisé s’écrira :

n n n 1Y (1 )Y Y+θ += − θ + θ (2.45)

n 1 n n nY Y F(t , Y )] t+ +θ +θ= + ∆ (2.46)

θ étant un paramètre variant de 0 à 1. Notons que lorsque 0=θ , alors nous retrouvons la
méthode explicite d’Euler, la solution à l’instant tt ∆+  est dépendante de la solution à
l’instant t. Elle est alors immédiate. Par contre lorsque 0≠θ  alors la solution dépend non
seulement des valeurs à l’instant t mais aussi des valeurs à l’instant tt ∆θ+ . Un schéma
itératif est alors nécessaire pour résoudre le problème. Quand 1=θ  nous avons alors un
schéma purement implicite (ou Euler arrière).

Lorsque 
2
1

=θ  on obtient un schéma semi-implicite, Ortiz et Popov [ORTIZ85] ont démontré

que ce schéma est du deuxième ordre, et qu’il est inconditionnellement stable dans le cas du

critère de Von Mises pour 
2
1

≥θ . Si 
2
1

≤θ  le schéma est conditionnellement stable en

fonction du pas t∆ . La convergence est quadratique pour 0.5θ = , linéaire pour 1=θ  mais

moins rapide lorsque 
2
1

≥θ .
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Le nombre d’équations différentielles (non linéaires) qui composent le système décrivant le
comportement élasto-viscoplastique (2.3) couplé à l’endommagement étant assez important, il
est nécessaire d’optimiser et de diminuer ce nombre d’équations en exploitant certaines
propriétés numériques.
On privilégiera les méthodes implicites, inconditionnellement stables. La thêta-méthode avec

1=θ  sera utilisée ici (dans des cas où l’on rencontre 1≠θ  il faut prendre en compte la
transition entre déformation élastique et déformation élasto-(visco)plastique ce qui augmente
alors les temps de calcul). Dans notre cas, connaissant nS , pn, xn, ne&  à l’instant tn, on se

proposera de déterminer 1nS +  et pn+1, supposant connu vn+1 à l’instant n 1 nt t t+ = + ∆ . Cela

revient à écrire :

n 1 n n 1x x tx+ += + ∆ & (2.47)

n 1 n n 1S S tS+ += + ∆ & (2.48)

n 1 n n 1
p p tp

+ +
= + ∆ & (2.49)

n 1 n n 1D D tD+ += + ∆ & (2.50)

2.3.2 Intégration locale des équations de Prandtl-Reuss couplées à l’endommagement

2.3.2.1 Couplage fort comportement-endommagement

L’approche retenue pour intégrer les équations constitutives d’élasto-(visco)plasticité est donc
une méthode qui décomposera les problèmes en deux parties. Une étape où il s’agira d’une
prédiction élastique, on supposera alors un comportement purement élastique endommagé,
puis une seconde étape caractérisée par une correction plastique. Dans cette deuxième étape
les résultats issus de la prédiction élastique seront utilisés comme conditions initiales lors de
la correction plastique. La résolution du système d’équations non linéaires résultant de cette
correction plastique sera obtenue par la méthode itérative de Newton-Raphson.

1ère étape :Prédiction élastique :

On pourra écrire le tenseur des contraintes, sous forme incrémentale, décomposé en partie
sphérique et déviatorique :

H
3 2

P tr( e)
3

λ + µ
∆ = − ∆

% %
(2.51)

S 2 e∆ = µ∆% (2.52)

Ces relations sont obtenues  en remplaçant l’écriture différentielle sous forme incrémentale
dans les équations (2.3) (en isotherme pour simplifier). La partie hydrostatique ou sphérique
de la contrainte n’ayant pas d’effet sur la plasticité, la prédiction élastique sera vérifiée sur le

déviateur de la contrainte predS :
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pred
nS S 2 e= + µ∆% (2.53)

n 1 np p+ = (2.54)

n 1 nD D+ = (2.55)

Cette valeur a pour but de caractériser la charge ou la décharge en calculant la valeur
predf (S , p,D)  de la fonction seuil en fin de pas. Dans le cas où f<0, alors le comportement est

élastique, l’intégration est donc terminée sur l’incrément présent. Par contre dans le cas où
0f ≥ , une correction plastique est nécessaire. On cherche alors l’instant  de contact tc

compris entre ti et tf, pour lequel la fonction seuil s’annule. Cet instant est racine de
l’équation:

nf (S 2 e, p) 0+ ξµ∆ =% (2.56)

où:

( )c it t
t

−
ξ =

∆
(2.57)

La relation (2.56) est une équation non linéaire en ξ , celle-ci permet de déterminer ξ  ainsi

que la contrainte de contact cS  donnée par:
c

nS S 2 e= + ξµ∆% (2.58)

à l’instant de contact tc:

c i f it t (t t )= + ξ − (2.59)

aussi, le comportement entre les instants ti et tf est nécessairement élasto-(visco)-plastique
couplé à l’endommagement. Lorsque 0< ξ<1, l’incrément de déformation totale e∆  se

décompose en une partie élastique ee e∆ = ξ∆  et une partie plastique pe (1 ) e∆ = − ξ ∆ . La

correction plastique revient donc à résoudre le problème sur l’intervalle [tc, tf ].

2ième étape : Correction plastique

Si l’on se place dans le cadre de la résolution d’équations de comportement du modèle élasto-
visco-plastique couplé à l’endommagement on se rend compte que le système d’équation à
intégrer est un système (8*8) (dans le cas avec couplage comportement-endommagement), ce
qui engendrera certainement des temps de calcul élevés par la méthode de Newton-Raphson.
On est alors amené à modifier ces équations de telle sorte que l’on se ramène à un système de
deux équations non linéaires à deux inconnues, où l’on fera apparaître des variables connues
au début du pas de temps.

e ple e e∆ = ∆ + ∆ (2.60)
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e
n 1

n 1

1 D
e S S

2 2 (1 D ) +
+

∆
∆ = ∆ +

µ µ −% % (2.61)

pl
n

f
e 2 (S S)

S
∂

∆ = ∆δ = ∆δ + ∆
∂

(2.62)

avec:

n 1 0 n

3 1 p
4 (1 D ) (p p)+

∆
∆δ =

− σ + ∆
(2.63)

l’incrément de la partie déviatrice de la contrainte S∆ , est obtenu par les relations (2.60),

(2.61), (2.62) :

n n
n 1

n 1

D
e S 2 S

2 (1 D )
S

1 D
2

2 2 (1 D )

+

+

∆
∆ − − ∆δ

µ −
∆ =

∆
+ + ∆δ

µ µ −

%

% %
(2.64)

donc:

n

n 1 n

n 1

S
e

2S S S
1 D

2
2 2 (1 D )

+

+

∆ +
µ= + ∆ =

∆
+ + ∆δ

µ µ −

%

% %
(2.65)

et

2 2
n n nn n n 0 n

2
f (S , p , D ) S : S (1 D ) (p ) 0

3
= − − σ = (2.66)

où )p,S(f nn est la fonction de charge au début de l’incrément, en fin d’incrément on aura :

2 2
n 1 n 1 n 1n 1 n 1 n 1 0 n 1

2
f (S , p , D ) S : S (1 D ) (p ) 0

3+ + ++ + + += − − σ = (2.67)

ou encore :

( ) ( ) ( ) 2 2
n n nn n n 0 n

2
f(S S,p p,D D) S S : S S (1 D D ) (p p) 0

3
+ ∆ + ∆ + ∆ = + ∆ + ∆ − − + ∆ σ + ∆ = (2.68)

où: SSS n1n ∆+=+ , DDD n1n ∆+=+  et ppp n1n ∆+=+ , et en remplaçant l’expression (2.65)

dans l’ expression (2.68) on obtient :
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n n

n n n

n 1 n 1

2 2
n 1 0 n

s s
e e

2 2f(S S,p p, D D) :
1 D 1 D

2 2
2 2 (1 D ) 2 2 (1 D )

2
(1 D ) (p p) 0

3

+ +

+

   ∆ + ∆ +   µ µ   + ∆ + ∆ + ∆ =
∆ ∆   + + ∆δ + + ∆δ   µ µ − µ µ −   

− − σ + ∆ =

% %

% % % % (2.69)

On aura alors :

n
n n2

2 2
n 1 0 n2

n 1

S 1
e : e e : S : S

22 4 (1 D ) (p p) 0
31 D

2
2 2 (1 D )

+

+

 
 ∆ ∆ + ∆ +

µ µ  − − σ + ∆ =  ∆ + + ∆δ  µ µ −  

% %

% %

(2.70)

La deuxième équation est directement donnée par le modèle d’endommagement discrétisé. On
obtient alors le système de deux équations à deux inconnues p et D∆ ∆  :

 on obtient après simplification  :

2
n n nn 0 n

s
C

b
n 1

3
(1 D ) (p p) 3 p 6 e : e 6 s : e s : s 0

2

Y Y (D)1
D p 0

(1 D ) S+


− σ + ∆ + µ∆ − µ ∆ ∆ + µ ∆ + =




− ∆ − ∆ =  −  

% % %
(2.71)

Un schéma itératif de Newton-Raphson permettra alors de linéariser et résoudre ce système.
Une fois les variables connues il sera aisé de calculer toutes les grandeurs recherchées.
L’algorithme énoncé ci dessus procède de la manière suivante, soit:

i jf (x ) 0= (2.72)

où: i =1,2(nombres d’inconnues) et jx  est le ″vecteur″ des variables inconnues.

Si on suppose k
jx  la solution du système (2.72) à l’itération k, alors la vraie valeur de la

solution de ce système s’écrit:
k k

j j jx x x= + δ (2.73)

avec: k
jxδ  définissant la quantité qui différencie la vraie valeur de celle de la solution itérée.

En remplaçant la relation (2.73) dans (2.72) et en utilisant un développement en série de
Taylor à l’ordre un (linéarisation), on a:

k
i jk k k k

i j i j j i j jk
j

f (x )
f (x ) f (x x ) f (x ) x 0

x

∂
= + δ = + δ =

∂
(2.74)
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On aboutit ainsi au système linéarisé d’équations suivant:
k k

ij j i jP x f (x )δ = − (2.75)

avec:
k

i j
ij

j

f (x )
P

x

∂
= −

∂
(2.76)

Pij étant la matrice Jacobienne matérielle. Les composantes Pij sont calculées analytiquement
et données par les équations (2.78) à (2.82).
Par souci de simplification des notations désormais nous omettrons l’indice n+1
correspondant aux valeurs des variables à l’instant tn+1.
Le système (2.71) devient alors :

2
n n n1 n 0 n

s
C

2 b

3
f (1 D ) (p p) 3 p 6 e : e 6 s : e s : s 0

2

Y Y (D)1
f D p 0

(1 D) S


= − σ + ∆ + µ∆ − µ ∆ ∆ + µ ∆ + =




−  = ∆ − ∆ =  −  

% % %
(2.77)

01
11

f
P (1 D D) 3

p p
∂σ∂

= = − + ∆ + µ
∂∆ ∂∆

% (2.78)

2
n1

12

f (6 (1 D) e : e 3 S : e)
P 3 p

D RACINE
∂ µ − ∆ ∆ + µ ∆

= = − µ∆ +
∂∆

(2.79)

où :

2
n n n

3
RACINE 6 e : e 6 S : e S : S

2
= µ ∆ ∆ + µ ∆ +% % (2.80)

s s 1
C C2

21 b b

Y Y (D) Y Y (D)f 1 s 1 Y
P p

p (1 D) S S (1 D ) S p

−− −∂ ∂   = = − − ∆   ∂∆ − − ∂∆   
(2.81)

s s 1
C C2

22 b 1 b

Y Y (D) Y Y (D)f 1 s 1 Y
P 1 b p p

D (1 D) S S (1 D) S D

−

+

− −∂ ∂   = = − ∆ − ∆   ∂∆ − − ∂∆   
(2.82)

2

S
2S (1 )

Y S Sp et *
p 2E(1 D) p p

∂
+ υ

∂ ∂ ∂ ∂∆δ∂∆= =
∂∆ − ∂∆ ∂∆δ ∂∆

(2.83)

n

2

S
2 e

2S 2S
1 D1 D 22 2 2 (1 D)2 2 (1 D)

 
∆ + µ∂ − = − =

∆∂∆δ  ∆ + + ∆δ+ + ∆δ  µ µ −µ µ − 

%

% %% %

(2.84)
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on pose alors :
1 D E

DENOM 2 et
2 2 (1 D) 2(1 )

∆
= + + ∆δ µ =

µ µ − + υ% % (2.85)

donc :

2

Y 1
S : S

p (1 D) DENOM p
∂ ∂∆δ

= −
∂∆ µ − ∂∆

(2.86)

3

Y (1 D D)
S : S

D 2 (1 D) DENOM
∂ − + ∆

= −
∂∆ µ −

(2.87)

0

0 0

3 1 p
(1 )

p 4 (1 D) p
∂σ∂∆δ ∆

= −
∂∆ − σ σ ∂∆

(2.88)

La résolution du système (2.75) permet de corriger la valeur du vecteur solution du système
(2.72) par la relation suivante :

k 1 k k
j j jx x x+ = + δ (2.89)

Les itérations sont poursuivies jusqu’à atteindre la convergence du schéma (sauf si le nombre
d’itérations est trop important, dans ce cas il n’y a pas convergence et l’on arrête le calcul). La
solution est jugée satisfaisante si la norme Euclidienne de fi est inférieure ou égale à une
certaine tolérance (10-10 σ0).

On peut alors résumer l’organigramme de résolution des équations constitutives par
l’organigramme de la Figure 2.5:
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Début du pas

Données: ∆t, nHP  , nS , np , nD inconnues 1nHP +  , 1nS +  , 1np + , 1nD + .

1) Prédiction élastique endommagée:

)(tr)~2~3(PP nHH ε∆µ+λ+= /3

e~2SS n ∆µ+=

npp =

nDD =

test )D,p,S(f pred

si 0)D,p,S(f pred ≤
aller en fin de pas

si 0)D,p,S(f pred >

 correction plastique  entre tc et tt∆t

2) Recherche de l’instant de contact

résoudre

calculer 

             3)Correction plastique  : Résolution du système (2.72) par le schéma de
             N ewton-Raphson

3-1) Boucle sur les itérations  : k=k+1
3-2) lorsque k=1, initialiser les variables ∆p et ∆D (∆p = ∆D=0)

3-3) évaluer k
1f  et k

2f  à partir du système (2.72)

3-4) évaluer la matrice 
k

ijP  à partir de (2.78), (2.79), (2.81) et (2.82)

3-5) déterminer kp∆δ  et kD∆δ  par (2.75)

3-6) actualiser 1kp +∆  et 
1kD +∆  par (2.89)

4) test de convergence
si oui aller en 5)
sinon aller en 3-1)

5) 1kpp +∆=∆  et 
1kDD +∆=∆

6) évaluer 
1n+σ  , 1np + , 1nD + .et aller en fin de pas

Fin du pas

nf (S 2 e, p) 0+ ξµ∆ =%
c

nS S 2 e= + ξ µ ∆%

Figure 2.5 : Organigramme de l’intégration locale

On remarque que pour la formulation en vitesse (version P2-P0) la pression étant constante
sur l’élément, elle est donnée directement à partir du tenseur des déformations, alors que pour
la version P1-P1 celle-ci est une inconnue nodale.
Cette formulation du couplage fort a été implémentée dans les premières versions de Forge2

P2-P0 (1999) et P1-P1 (2000). Cette implémentation a été rendue possible par la mise à notre
disposition des sources nécessaires afin d’effectuer ce travail. Par contre pour la version 2001
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de Forge2 P1-P1 et de la même manière pour Forge3 nous n’avons pu utiliser que le
couplage faible faute de pouvoir disposer des sources nécessaires au couplage fort.

2.3.2.2 Couplage faible comportement/endommagement

Comme on vient de le voir, le couplage fort induit une modification importante de
l’intégration locale. Dans les logiciels Forge2 et Forge3 l’utilisateur ne peut pas intervenir
au niveau de l’intégration numérique du modèle de comportement . Il peut par contre modifier
à sa convenance :

-Le rayon de la surface de charge en définissant la fonction 0 (T, p, p)σ &  (Eq.(1.68)) qui

décrit l’écrouissage isotrope.
-Le module d’élasticité en définissant sa variation par rapport à la température ou à toute

autre variable.
-le coefficient de Poisson, …

Pour tenir compte de ces limitations, nous avons alors proposé un couplage « approximatif »
que nous qualifions de faible au sens où l’endommagement n’affecte le critère de plasticité
que via la fonction d’écrouissage 0 (T, p, p,D)σ & . L’endommagement affecte également le

module d’élasticité E (T, D).
A chaque pas de temps et après convergence de l’algorithme de Newton-Raphson sur le seul
critère de plasticité on obtient l’incrément ∆δ  ou dans notre cas, l’incrément de déformation
plastique cumulée p∆ . L’expression incrémentale du dommage permet de calculer

immédiatement l’incrément D∆  qui en découle sur le même pas de temps. On calcule alors

n 1 nD D D+ = + ∆  pour obtenir la valeur de l’endommagement Dn+1 à la fin de l’incrément qui

servira à affecter 0 (T, p, p,D)σ &  et E (T, D) comme on le verra plus loin.

C’est cette méthodologie qui a été implémentée dans Forge2 et Forge3 version P1+P1 que
nous allons décrire en détails.
Rappelons d’abord que l’incrément de déformation totale est décomposé de façon additive en
partie élastique et plastique et s’écrit :

e ple e e∆ = ∆ + ∆ (2.90)

e 1
e S

2
∆ = ∆

µ% (2.91)

pl
n

f
e 2 (S S)

S
∂

∆ = ∆δ = ∆δ + ∆
∂

(2.92)

avec:

0 n

3 p
4 (p p)

∆
∆δ =

σ + ∆% (2.93)

En combinant les équations (2.90), (2.91), (2.92) on obtient alors:
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ne 2 S
S

1
2

2

∆ − ∆δ
∆ =

+ ∆δ
µ%

(2.94)

donc:

n

n 1 n

S
e

2S S S
1

2
2

+

∆ +
µ= + ∆ =

+ ∆δ
µ

%

%
(2.95)

Le critère de plasticité s’écrit alors :

2
n n nn 0 n n

2
f (S , p ) S : S (p , D ) 0

3
= − σ =% (2.96)

où )p,S(f nn est la fonction de charge au début de l’incrément. En fin d’incrément on aura :

2
n 1 n 1 n 1n 1 0 n 1 n

2
f (S , p ) S : S (p , D ) 0

3+ + ++ += − σ =% (2.97)

en remplaçant (2.95)dans (2.97) on aboutit à :

2
n n n0 n

3
(p p) 3 p 6 e : e 6 s : e S : S 0

2
σ + ∆ + µ∆ − µ ∆ ∆ + µ ∆ + =% % % % (2.98)

La solution de cette équation est donnée directement par la méthode itérative de Newton-
Raphson pour obtenir la seule inconnue p∆ . L’incrément de dommage D∆  découle

immédiatement sous la forme (c.f. (1.31)):
s

C
b

Y Y (D)1
D p

(1 D) S
− ∆ = ∆  −  

(2.99)

Rappelons que la taille de la surface d’écoulement est donnée par (1.73) et que sa dérivée par
rapport à p est :

n 1 m0
0

(p, p, D,T)
3K n(1 D)(ap ) exp( )

p T
−∂σ β

= − ε
∂
&% & (2.100)

On remarquera qu’ici on ne prend pas en compte les dérivées temporelles ou les dérivées
partielles du dommage, c’est pour cette raison que l’on qualifiera ce couplage de faible.

2.3.3 Opérateurs tangents discrets

2.3.3.1 Cas du couplage fort

Comme on l’a vu précédemment, le calcul de la matrice tangente est obtenu par la dérivée de

Gateaux  [DuRe] du résidu { }eR  :
e

e
u

0

d(R (u h)
D R (u)

d
λ=

 + ς  =    ς  
(2.101)
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où h est la direction de la dérivation et ς  la variable de dérivation. Cette dérivation se réduit

pour les déplacements à la dérivation du déviateur de la contrainte par rapport au déplacement
qui est la seule variable fonction de ui. La matrice tangente élémentaire s’écrit alors (en
omettant les forces de frottement):

[ ] [ ]
Nbg

Te k k
T t t g gg g

g 1

S
K (u u ) B B J w

=

∂   =    ∂ε 
∑ (2.102)

où Wg  est le poids associé au point de Gauss (d’intégration).
Le terme :

[ ]T
S S

C
∂ ∂∆   = =   ∂ε ∂∆ε   

(2.103)

n’est autre que la matrice Jacobienne tangente reliant l’incrément de contrainte à l’incrément
des déformations totales. On a alors :

{ } [ ]{ }TS C∆ = ∆ε (2.104)

C’est l’équivalent du module tangent continu [KT] reliant S&  à ε&  donné par les équations
(1.55) et (1.64). En toute rigueur nous avons :

T T0
lim[C ] K
∆ε→

= (2.105)

L’utilisation de CT permet d’assurer une vitesse de convergence quadratique au schéma de
Newton-Raphson [NAGTEGAAL82, SIMO85].
Le calcul de la matrice tangente consistante dépend non seulement de la forme explicite des
relations de comportement, mais également du schéma de discrétisation temporelle utilisé. La
dérivation de la matrice tangente consistante dans Forge2  par rapport à la vitesse se fait
indépendamment sur la partie déviatrice et sphérique du tenseur de la contrainte:

t

t

S
e

2S S S
1 D

2
2 2 (1 D)

∆ +
µ= + ∆ =

∆
+ + ∆δ

µ µ −

%

% %
(2.106)

Le traitement du déviateur se fait en dérivant l’expression (2.106) par rapport à la
déformation. On obtient :

S S e S p S D
e p D

∂ ∂ ∂∆ ∂ ∂∆ ∂ ∂∆
= + +

∂ε ∂∆ ∂ε ∂∆ ∂ε ∂∆ ∂ε
(2.107)

avec :
S 1
e DENOM

∂
=

∂∆
(2.108)

S S 2S
p p DENOM p

∂ ∂ ∂∆δ − ∂∆δ
= =

∂∆ ∂∆δ ∂∆ ∂∆
(2.109)
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t
2

S S 1 D D S
D 2 (1 D)DENOM (1 D) DENOM

∂ − + ∆
= −

∂∆ µ − µ −% % (2.110)

Les autres termes correspondant aux dérivées de la déformation plastique cumulée et de
l’endommagement sont obtenus par dérivation des équations du système (2.72) par la
déformation :

1 1 1 1df f f fe p D
0

d e p D
∂ ∂ ∂∂∆ ∂∆ ∂∆

= + + =
ε ∂∆ ∂ε ∂∆ ∂ε ∂∆ ∂ε

(2.111)

2 2 2 2df f f fe p D
0

d e p D
∂ ∂ ∂∂∆ ∂∆ ∂∆

= + + =
ε ∂∆ ∂ε ∂∆ ∂ε ∂∆ ∂ε

(2.112)

avec :

01f (1 D D) 3
p p

∂σ∂
= − + ∆ + µ

∂∆ ∂∆
% (2.113)

2
t1f (6 (1 D) e : e 3 S : e)

3 p
D RACINE

∂ µ − ∆ ∆ + µ ∆
= − µ∆ +

∂∆
(2.114)

2
t1f 6 e 3 S

e RACINE
∂ µ ∆ + µ

= −
∂∆

% %
(2.115)

s s 1
C C2 Y Y (D) Y Y (D)f 1 s 1 Y

p
p (1 D) S S (1 D) S p

−

β β

− −∂ ∂   = − − ∆   ∂∆ − − ∂∆   
(2.116)

s s 1
C C2

1

Y Y (D) Y Y (D)f 1 s 1 Y
1 p p

D (1 D) S S (1 D) S D

−

β+ β

− −∂ ∂   = − β∆ − ∆   ∂∆ − − ∂∆   
(2.117)

s 1
C2 Y Y (D)f s 1 Y

p
e S (1 D) S e

−

β

−∂ ∂ = − ∆  ∂∆ − ∂∆ 
(2.118)

où :

H
H2 2

PY S : S 3(1 2 )
P

e 2 (1 D) DENOM E(1 D) e
∂∂ − ν

= +
∂∆ µ − − ∂∆

(2.119)

La résolution du système formé par les deux équations (2.111) et (2.112) donne :

1 1 1

2 2 2

f f fp e
*

p D e
f f D f e

*
p D e

∂ ∂ ∂∂∆ ∂∆     −    ∂∆ ∂∆ ∂ε ∂∆ ∂ε     =
∂ ∂ ∂∆ ∂ ∂∆     −     ∂ε∂∆ ∂∆ ∂∆ ∂ε    

(2.120)
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où

1 2 2 1f f f fp 1
( )

DESCRIM e D e D
∂ ∂ ∂ ∂∂∆

= − +
∂ε ∂∆ ∂∆ ∂∆ ∂∆

(2.121)

2 1 1 2f f f fD 1
( )

DESCRIM e p e p
∂ ∂ ∂ ∂∂∆

= − +
∂ε ∂∆ ∂∆ ∂∆ ∂∆

(2.122)

où :

1 2 1 2f f f f
DESCRIM

p D D p
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂∆ ∂∆ ∂∆ ∂∆

(2.123)

Le traitement du déviateur de la contrainte ayant été effectué, il reste à établir l’assemblage de
la matrice tangente élémentaire afin de pouvoir calculer la pression et le déplacement à
l’incrément suivant.

L’organigramme général de la résolution de l’équilibre dans Forge2, pour un pas de
chargement donné est explicité sur la Figure 2.6 complétée par la Figure 2.7 expliquant le
calcul des résidus et de la matrice de rigidité:

• Début du pas.
• Boucle sur les itérations : k=k+1, Newton–Raphson global.
• Calcul de )v(R k

 et )P(R k
H  et des termes T

kK , respectivement matrice résidu et

matrice tangente pour l’ensemble de la structure à l’itération k en supposant la
température connue et constante.

• Détermination  des vecteurs vitesse 
1kv

+
 et pression 

1k
HP

+
à l’itération suivante.

• Calcul de )v(R 1k+
 et )P(R 1k

H

+
à l’itération k+1.

• Test de convergence : ?tolérance)P(R)v(R 1k
H

21k2 ≤+ ++
.

si tolérance)P(R)v(R 1k
H

21k2 ≤+ ++

1kvv
+= et 

1k
HH PP

+=

sinon retour au deuxième point
• Fin du pas.

Figure 2.6 : Schéma de résolution globale du problème d’équilibre
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• Boucle sur les éléments :
• Boucle sur les points de Gauss de l’élément e .

• Calcul de l’incrément de déformation total ε∆ .

• User_lambda_et_mu : calcul des coefficients de Lamé. 

• Calcul de la contrainte déviatorique S  en utilisant l’organigramme du

tableau (2.5).

• Calcul de la contribution de S au résidu local élémentaire.

• Calcul de la contribution de S  à la matrice tangente élémentaire.

• Assemblage des tableaux élémentaires.

Figure 2.7 : Organigramme du sous programme de détermination du résidu et de la matrice tangente

Si l’on prend en compte le couplage thermo-mécanique l’algorithme de la Figure 2.6 devient :

• Début du pas.
• Boucle sur les itérations : k=k+1, Newton–Raphson global.

• Calcul de )v(R
k

 et )P(R
k

H  et des termes T
kK , respectivement matrice résidu et

matrice tangente pour l’ensemble de la structure à l’itération k en supposant la
température connue et constante.

• Détermination  des vecteurs vitesse 
1kv

+
 et pression 

1k

HP
+

à l’itération suivante .

• Calcul de )v(R 1k+
 et )P(R 1k

H

+
à l’itération k+1.

• Test de convergence : ?tolérance)P(R)v(R
1k

H
21k2 ≤+ ++

si tolérance)P(R)v(R
1k

H
21k2 ≤+ ++

1k
vv

+= et 
1k

HH PP
+=

sinon retour au deuxième point
• Calcul de )T(R k

 et des termes T
kK , à l’itération k en supposant la valeur de v connue et

constante et égale à la valeur calculée précédemment.
• Détermination des vecteurs T

k+1 
à l’itération suivante.

• Calcul de )T(R 1k+
 à l’itération k+1.

• Fin du pas.

Figure 2.8 : Schéma de résolution globale en thermique
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2.3.3.2 Cas du couplage faible

Pour le cas du couplage faible, la formulation de l’opérateur tangent discret est beaucoup plus
simple. En effet, l’endommagement affectant directement la contrainte d’écoulement via les
routines utilisateurs, on ne le retrouve pas explicitement dans l’équation de Prandtl-Reuss où
l’unique inconnue est l’incrément de déformation plastique cumulée.
De ce fait la procédure de résolution de l’opérateur tangent passe par le traitement du
déviateur en dérivant l’expression (2.106) par rapport à la déformation. On obtient :

S S e S p
e p

∂ ∂ ∂∆ ∂ ∂∆
= +

∂∆ε ∂∆ ∂∆ε ∂∆ ∂∆ε
(2.124)

Nous ne détaillerons pas ces calculs pour des raisons de brièveté et nous renverrons le lecteur
aux guides d’utilisation de Forge2® et Forge3®.. En fait, il suffit d’annuler les termes
d’endommagement dans le calcul ci-dessus pour obtenir les expressions classiques
disponibles dans la formulation d’origine.

2.3.4 Gestion numérique du contact

Le traitement numérique et la gestion du contact sont d’une réelle importance dans la
modélisation numérique des procédés de forgeage. Il va de soi qu’aux interfaces de contact les
outils et le lopin ne peuvent s’interpénétrer. Les contraintes aux interfaces de contact sont
compressives et doivent vérifier les équations de frottement en même temps que les équations
de comportement. Aussi les conditions aux limites étant souvent inconnues comme la
distribution des forces de contact, cela rend le problème fortement non-linéaire et accroît les
difficultés d’un point de vue numérique. De nombreuses techniques de résolution associées à
ces problèmes sont disponibles dans la littérature [HUGHES76, ODEN83, HALLQUIST85,
CHEN86, TAYLOR91], nous nous contenterons d’un bref descriptif de ces méthodes telles
qu’elles sont implémentées dans les versions commerciales des codes utilisés.
Soient deux solides S1 et S2 de frontières 1Γ et 2Γ . Ces deux solides tendent à entrer en contact

l’un par rapport à l’autre. Le premier solide S1 sera défini comme étant l’outil, celui-ci
pouvant être soit indéformable (rigide), dans ce cas il sera défini par l’équation de sa surface,
soit déformable et dans ce cas il sera discrétisé par éléments finis. Le deuxième solide
représentant la pièce est défini comme déformable et donc discrétisé par élément finis.
Dans le cas général la condition cinématique de non pénétration s’écrit pour un point du
solide S1

2 1g (u u ).n 0= − ≥ (2.125)

On se met bien évidemment dans le cas d’un contact unilatéral, ce qui correspond à la
possibilité que possède un nœud sur la frontière 2Γ du solide S2  de pouvoir se décoller du

solide S1.
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• Dans le cas d’un contact unilatéral avec deux points initialement en contact (Figure 2.9),
si le solide S1 est fixe et rigide la condition cinématique devient :

2g u .n 0= ≥ (2.126)

deux cas de figure se pose alors :
-Il y a contact entre les solides S1 et S2 on aura alors 0n.u2 =

-Il y a décollement entre S1 et S2  ce qui aura pour conséquence 0n.u2 >

Pour un contact entre deux solides déformables la condition cinématique sera exprimée par :

0n).uu(g 12 ≥−=  où 
( )
( )




>−
=−

tdécollemenayil's0n.uu
contactayil's0n.uu

12

12

n

U2

S2

S1

n U2S2

S1

2Γ
2Γ

1Γ
1Γ

                               (a)                                                                                                          (b)

Figure 2.9 : Contact (a) et décollement (b)

• Dans le cas d’un contact unilatéral avec une distance initiale appelée communément
fonction gap, la condition cinématique de non pénétration s’exprime par :

2 1 0g (u u ).n g 0= − − ≥ (2.127)

avec u1 le déplacement du point de coordonnées initiales x1 qui est la projection du point x2

sur la frontière Γ1 du solide S1 avec comme distance initiale selon la norme:

0 2 1g (x x ).n= − (2.128)
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S1gd

S2
Γ2

Γ1

n

x1

x2

g0

Figure 2.10 : Contact avec distance initiale

Le traitement numérique du contact consiste à écrire en chaque point la condition de non-
pénétration (Eq (2.127)), d’où une difficulté importante du problème lors du repérage et du
suivi des surfaces de contact afin de pouvoir définir les contraintes en tenant compte des lois
de frottement à chaque pas de temps. Ceci entraînera une difficulté supplémentaire lors de la
résolution numérique du problème d’évolution sur chaque incrément de charge.
Deux cas peuvent alors être rencontrés lors du suivi et du repérage des surfaces :
Soient les frontières Γ1 et Γ2 des solides S1 et S2 sont connues à l’avance, ce qui permet lors
d’un maillage compatible entre les deux solides, où les nœuds de ces deux solides
correspondent et ont les mêmes normales, d’avoir autant d’inégalités que de couples de
nœuds. Lorsque le maillage entre les deux solides est incompatible, la notion d’élément ou de
nœud maître et esclave doit être introduite, et dans ce cas une projection des nœuds de la
surface esclave selon sa normale sur la surface maître doit être effectuée. De plus la condition
de non pénétration devra être formulée afin de pouvoir répartir les efforts de contact du nœud
projeté sur la surface maître du solide. Ceci à la condition que les glissements relatifs entre les
deux frontières des deux solides soient infinitésimaux, ce afin de garantir les petites variations
des vecteurs normaux.
Soient les frontières Γ1 et Γ2 des solides S1 et S2 ne sont pas connues, comme c’est le cas en
mise en forme où les pièces complexes ne permettent pas de définir avec exactitude les parties
de surfaces pouvant être en contact, il faut alors postuler que tous les éléments du solide
déformable S2  peuvent entrer en contact soit avec la frontière Γ1 (connue à chaque instant) de
l’outil rigide S1  soit avec d’autres parties du solide S2 (ce cas est assez complexe à gérer).
Aussi, en plus des problèmes de gestion du contact il faut tenir compte des phénomènes de
frottement entre les différents solides, qui sont présentés et modélisés au paragraphe §1.4 du
chapitre 1.
L’objectif des méthodes de prise en compte du contact associées au problème classique de
mécanique est de minimiser la forme variationnelle faible en respectant la condition
d’interpénétrabilité.
Pour simplifier, illustrons ce problème dans le cas d’un contact entre solides élastiques
linéaires.
L’énergie potentielle est donnée par :
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t

p
1

E (u) : dV f .udV t.udS
2 Ω Ω ∂Ω

= σ ε − −∫ ∫ ∫
r r

(2.129)

Après discrétisation par E.F. et assemblage cette énergie s’écrit :

T T
p n n n

1
E (u) u Ku u F

2
= − (2.130)

Où :

e

T

elt

K B DBdV
Ω

 
=   

 
∑ ∫ (2.131)

t
e e

T T

elt

F N fdV N tdS
Ω ∂Ω

 
 = +
 
 

∑ ∫ ∫ (2.132)

K étant la matrice de rigidité, B est la matrice d’interpolation des déformations et F étant le
second membre global. un représentant l’ensemble des degrés de liberté de la structure.
La condition de contact est écrite en chaque nœud i de la zone de contact (condition linéaire
de contact) :

i iu n =0 (2.133)

On peut mettre cette condition pour l’ensemble des m nœuds en contact sous une forme
matricielle:

T
ng=G u =0 (2.134)

Le problème du contact est de minimiser  (2.130) sous la contrainte de (2.134). Pour cela il
existe plusieurs méthodes parmi les plus utilisées on trouve :

• La méthode de pénalité : c’est la plus utilisée des méthodes, de part sa simplicité de mise
en œuvre, elle consiste à rajouter un terme de pénalisation à l’énergie potentielle. La taille
du problème à résoudre reste la même, même si la solution dépendant du facteur de
pénalisation .

• La méthode des multiplicateurs de Lagrange : la taille du problème à résoudre est
augmentée, de plus certaines précautions sont à prendre d’un point de vue numérique dû à
la présence de zéro sur la diagonale.

• La méthode du Lagrangien perturbé : c’est une extension de la méthode des
multiplicateurs de Lagrange où l’on cherche à supprimer les termes nuls sur la diagonale
de la méthode précédente.

• La méthode du Lagrangien augmenté : les méthodes précédentes présentent des
inconvénients (solutions dépendantes du terme de pénalisation, augmentation de la taille
du problème..), cette méthode minimise ces inconvénients tout en restant une méthode
assez simple.
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2.3.5 Cas des logiciels Forge2 et Forge3

Dans le cadre d’une formulation Lagrangienne actualisée, l’algorithme itératif de contact est
donné comme suit: la surface de l’outil est décrite par une fonctionnelle g(x), telle que g(x) >
0 ce qui correspond à l’intérieur de l’outil. Si, à un instant donné un nœud n de coordonnée

t
nx  ( à l’instant t) n’est pas en contact ou t

ng(x ) 0< , alors l’état de contact sera caractérisé

par :

t
ng(x u) 0+ ≤ (2.135)

 Lorsque le nœud (n) pénètre dans l’outil durant le pas de temps ∆t, il est alors reprojeté sur la
surface de l’outil à l’instant t+∆t. Afin de minimiser les variations de volume découlant de
cette projection, le pas de temps peut être ajusté de telle manière que le nouveau nœud entrant
en contact avec l’outil ne le pénètre pas. Néanmoins, ceci augmentera significativement le
nombre de pas de temps. Aussi, si à l’instant t, le nœud est déjà en contact sur l’outil, deux cas
peuvent être considérés:
1) la contrainte normale est compressive à l’instant t, et donc le nœud n reste toujours en

contact. Par contre si l’outil présente une courbure au voisinage du nœud n, une
reprojection sur l’outil sera alors nécessaire.

2) la contrainte normale n’est pas compressive, le nœud est alors autorisé à perdre son
contact avec l’outil.

La conséquence la plus évidente est la distorsion engendrée par les grandes déformations sur
les éléments finis. Cette distorsion aboutit la plupart du temps à une impossibilité de calcul du
Jacobien et d’un arrêt de la procédure numérique.
Il faut bien entendu éviter ce genre d’incidents, et donc éviter ces blocages en faisant évoluer
le maillage avec le processus de déformation :on parlera de maillage adaptatif. Dans le cas
contraire, les éléments défectueux doivent être éliminés : on parlera alors de remaillage.

2.4 MAILLAGE, REMAILLAGE ET TRAITEMENT DES ÉLÉMENTS
ENDOMMAGÉS

2.4.1 Maillage dans Forge2 et 3

Le maillage est une étape essentielle lors d’un calcul par éléments finis, car il peut
conditionner la précision des résultats obtenus. De ce fait le choix du mailleur est très
important. Ce mailleur doit par ailleurs respecter certaines règles élémentaires.
1. Il doit être précis afin d’éviter des pertes de volume trop importantes, et ainsi coller au

mieux au contour de la pièce à mailler.
2. Il doit être robuste afin de pouvoir mailler automatiquement n’importe quel type de

géométries, aussi complexes soient-elles.
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3. Il doit être souple d’utilisation afin de pouvoir mailler selon le choix de l’utilisateur
(raffinement de zones par exemple).

4. La qualité des éléments générés par le mailleur doit être bonne et régulière.

Un mailleur respectant ces conditions a donc été utilisé pour les logiciels Forge2 et Forge3,

celui–ci est basé sur la triangulation de Delaunay.
Pour mailler, on doit commencer par établir la discrétisation de la frontière de la pièce qui
produira un nuage de points servant à la réalisation de la triangulation de Delaunay, cette
étape sera suivie par la régularisation du maillage.

a) Surdiscrétisation
      de la frontière

b) Discrétisation de
       la frontière

c) Maillage final
      après régularisation

Figure 2.11 : Etapes de maillage

La triangulation de Delaunay est développée à partir de polygones de Voronoï, l’auteur
intéressé pourra se référer à Borouchaki [BOROUCHAKI97] et Coupez [COUPEZ91] pour
ce qui est de la formulation mathématique. La construction du maillage à partir du nuage de
points sera obtenue de manière itérative. Aussi afin d’obtenir un maillage fin et régulier le
mailleur procédera à la régularisation du maillage.

2.4.2 Remaillage dans Forge2 et 3

Dans la simulation numérique des procédés de mise en forme, les structures subissent de très
grandes déformations qui altèrent la qualité du maillage et empêchent la poursuite des calculs.
Ainsi, des remaillages intermédiaires s’avèrent nécessaires pour remplacer les maillages
distordus. Ceci est possible par une technique de remaillage. Dans le cadre de la mise en
forme, les nœuds du maillage suivent l’évolution cinématique d’un point matériel. Ceci
conduit à un maillage tout à fait déformé dû à la grande déformation du matériau. De plus,
l’utilisation de la même topologie de maillage n’est pas commode en général pour le
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processus entier, surtout si la topologie finale pour le maillage est considérablement différente
de la topologie initiale. Pour ces raisons, le remaillage est obligatoire et devient fréquent dans
certains exemples (jusqu’à plusieurs centaines de remaillage). Avec le développement actuel
des codes de calcul, les remaillages peuvent être automatiquement générés. Ainsi, un nouveau
maillage peut être généré dès qu’un des critères suivants est atteint :
  1) Distorsion d’un élément fini ou d’un segment de la frontière.
  2) Mauvaise description de l’interface pièce/outil (problème de contact).

3) La courbure d’un coté de la frontière dépasse la courbure maximum autorisée par
l’ingénieur.

  4) Détection d’un pli, par exemple, où un domaine rentre en contact avec lui-même.
Lorsqu’un pli est détecté, le chevauchement d’une partie du domaine est supprimé et un
remaillage est effectué (avec détection de mots clefs dans le fichier de données dans le
logiciel Forge2, Forge3).

  5) Un domaine du solide rencontre un autre domaine d’un autre solide (création d’une
interface).

Afin de respecter ces conditions, un remailleur automatique est alors utilisé pour générer un
nouveau maillage.
Un ensemble de points frontières est généré à partir du maillage précédent. Puis à partir de ces
points frontières (qui définissent bien le contour de la pièce et les interfaces entre les
différents solides susceptibles d’être en contact), un nouveau maillage est alors généré de la
même manière que le maillage d’origine (triangulation de Delaunay). Un transfert de toutes
les variables de l’ancien maillage vers le nouveau doit être fait en utilisant des méthodes
performantes de transport afin de ne pas modifier la solution finale.
A noter aussi que la procédure de remaillage est automatique et déclenchée par l’utilisateur
via des mots clefs (qualité des triangles, fréquence de remaillage) figurant dans le fichier de
données du calcul à effectuer.

2.4.3 Traitement des éléments endommagés

L’analyse d’une structure par le modèle couplé conduit à l’amorçage d’une fissure à un
instant défini en un point de Gauss donné où l’endommagement aura atteint sa valeur critique
Dc (égale à 1). A cet instant, la contrainte de Cauchy devient nulle et le point de Gauss en
question n’intervient ni dans le calcul du résidu ni dans le calcul de la matrice tangente.
Lorsque tous les points de Gauss d’un élément sont endommagés, l’élément ne contribuant
plus à l’équilibre de la structure, le calcul dans Forge2 s’arrête en indiquant que l’élément est
totalement endommagé. Le choix de l’arrêt du calcul lorsqu’un élément est totalement
endommagé est nécessaire d’un point de vue numérique, si des termes diagonaux de la
matrice deviennent nulles, ce qui a pour conséquence une divergence du schéma de résolution
global.
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Afin de contourner ce problème une première approche, avait été effectuée par Franqueville
[FRANQUEVILLE99], où l’endommagement critique avait été fixé à Dc=0.99. Mais les
dernières versions de Forge2 et Forge3 se sont dotées de nouveaux outils permettant à
l’utilisateur de faire disparaître des éléments. Le déclenchement de ce module de destruction
des éléments appelé « kill-element » est activé lorsque certains critères définis par l’utilisateur
ont été vérifiés.
Ce module trouve toute sa justification pour nos développements car lorsqu’un élément
totalement endommagé ne possède plus de rigidité, il ne possède plus de caractéristiques
mécaniques et thermiques alors on peut le supprimer. Ceci permet alors de continuer les
calculs lorsque des éléments totalement endommagés sont supprimés. Les problèmes
numériques liés à l’endommagement quand celui-ci a atteint sa valeur critique ne se posent
plus. Ceci aura donc pour conséquence directe l’utilisation de ce module pour effectuer des
opérations où l’on cherchera à favoriser le dommage, typiquement pour des opérations de
découpage, poinçonnage, d’ébavurage, de débouchage….
Ceci dit nous pensons que la suppression des éléments endommagés ne doit s’appliquer qu’en
utilisant un maillage raisonnablement fin. Ceci impose de raffiner le maillage dès le début de
l’analyse, dans les zones concernées par la rupture. Mieux encore l’utilisation d’un maillage
adaptatif utilisant un estimateur d’erreur basé sur les champs d’endommagement paraît plus
efficace comme cela a été présenté dans [BOROUCHAKI02]. Malheureusement une telle
procédure n’est pas disponible dans Forge2 et Forge3. Nous devrons alors raffiner
probablement le maillage comme on le verra plus loin.

2.5 CONCLUSION

Dans ce chapitre, les principaux aspects numériques liés à la simulation numérique des
procédés de mise en forme ont été abordés. La discrétisation spatiale et temporelle du principe
des travaux virtuels a été exposée.
Les formulations en vitesse et en vitesse/pression ont été étudiées et comparées.
Le système algébrique auquel on aboutit est un système de deux équations à deux inconnues
qui sera résolu par un schéma itératif implicite de Newton-Raphson dans le cas du couplage
« fort ». Dans le cas du couplage faible une seule équation à une inconnue sera à résoudre.
L’intégration numérique des équations différentielles décrivant le modèle de comportement
couplé à l’endommagement est décrit suivant deux cas :
Le premier cas correspond au couplage fort avec une formulation isotrope anisotherme dans
un premier temps, puis isotherme pour simplifier les calculs, où l’on passe d’un système de 8
équations à un système de deux équations, où les inconnues du problème sont l’incrément de
déformation plastique cumulée et l’incrément de dommage. Cet algorithme est composé d’une
prédiction élastique et d’une correction plastique basée sur la prédiction élastique.
L’algorithme utilise la thêta méthode (schéma implicite (θ=1)) comme méthode de résolution.
L’expression détaillée de la matrice tangente consistante a été exposée.
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Le deuxième cas correspond à la même formulation mais dans le cas du couplage faible. On a
expliqué l’avantage du couplage faible, ainsi que les modifications apportées aux routines.
L’algorithme de résolution est le même que précédemment, mais la différence vient du fait
que l’on a qu’une inconnue du problème : l’incrément de déformation plastique cumulée.
Celui-ci obtenu après convergence du schéma d’intégration locale servira à calculer
l’incrément de dommage. On remarque ici que le dommage sera constant au cours des
itérations locales du schéma de Newton-Raphson, ce qui aura pour incidence directe une
rapidité accrue des calculs.
Une comparaison de ces deux formulations sera effectuée lors de la validation sur des
exemples simples.
Un rappel des possibilités offertes en matière de contact/frottement a été décrit sans trop de
détails. Les possibilités de maillage et remaillage dans Forge2 et Forge3 ont été exposées,
en mettant l’accent sur la procédure kill-element qui nous intéresse tout particulièrement pour
éliminer les éléments endommagés. Cette procédure très utile permet de poursuivre les calculs
jusqu’à leurs termes et ainsi pouvoir modéliser des procédés de découpage, ébavurage…

Dans le prochain chapitre ces outils numériques seront validés sur des exemples
« académiques » relativement simples pour pouvoir ensuite simuler des procédés de mise en
forme proprement dit pour des cas 2D et 3D.
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CHAPITRE 3 :

3 IDENTIFICATION ET VALIDATION DE LA

MÉTHODOLOGIE

3.1 INTRODUCTION

Cette partie est consacrée au calibrage et à la validation de la méthodologie que nous
proposons pour prévoir l’endommagement dans les pièces « massives » obtenues par formage
plastique. Pour cela nous traiterons des exemples simples visant à montrer les capacités de la
méthodologie proposée. Les exemples de procédés industriels seront présentés ultérieurement
( c.f. chapitre 4).
Avant toute application numérique, il faudra déterminer la valeur des constantes matérielles
intervenant dans le modèle de comportement et d’endommagement. Cette étape cruciale se
fait par minimisation d’une fonctionnelle coût, exprimant la différence entre des valeurs de
référence (généralement obtenues par expérimentation) et des valeurs obtenues par intégration
numérique du modèle utilisé. Le problème consiste alors à déterminer le meilleur jeu de
coefficients donnant une réponse théorique très proche des réponses obtenues
expérimentalement.
Résolution du problème inverse : cette question largement traitée dans la littérature, pose des
difficultés théoriques (unicité de la solution) liées au grand nombre de constantes matérielles à
déterminer et à la complexité de la fonctionnelle coût à minimiser (existence de multiples
minimums locaux, etc..). Dans la suite nous allons exposer la méthodologie que nous utilisons
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au LASMIS pour identifier nos modèles en laissant de coté les questions théoriques encore
ouvertes concernant la résolution des problèmes inverses en général.

3.2 IDENTIFICATION ET VALIDATION DU MODÈLE COUPLÉ

3.2.1 Méthodologie d’identification

Pour identifier un modèle de comportement il faut convenir d’une méthodologie « efficace ».
Au LASMIS, nous utilisons une méthodologie simple et réalisable en deux étapes :

Etape 1 : Identification du modèle complet en un point matériel en utilisant le logiciel
SiDoLo [SIDOLO95]. On commence par identifier les constantes décrivant la
rhéologie sans endommagement, puis on fixe les valeurs de ces constantes pour
déterminer les constantes liées à l’endommagement.

Etape 2 :On utilise l’ensemble des constantes matérielles déterminées dans l’étape
précédente pour simuler numériquement un véritable essai en se plaçant dans les
mêmes conditions que celles utilisées expérimentalement (en respectant la géométrie
de l’éprouvette utilisée). On corrige alors manuellement, le cas échéant, les constantes
nécessaires afin que la courbe globale force/déplacement numérique coïncide le plus
justement possible avec celle obtenue expérimentalement pour l’éprouvette. Pendant
cette étape on détermine également la finesse du maillage ainsi que le meilleur pas de
charge permettant de se rapprocher le plus possible de la réponse expérimentale dans
la phase d’adoucissement de la courbe force/déplacement.

Cette procédure est systématiquement utilisée pour déterminer les modèles par identification
avec une base de données expérimentales disponibles. En particulier pour la plasticité en
grandes déformations sous sollicitations monotones, nous nous appuyons sur des essais de
traction uniaxiaux menés jusqu’à rupture de l’éprouvette. La courbe globale
force/déplacement présente alors un stade d’écrouissage positif, une saturation puis une phase
d’adoucissement (écrouissage négatif) conduisant à la rupture finale de l’éprouvette.
Comme on a pu le signaler au premier chapitre (c.f. §1.2.1.1.b) les courbes de traction
expérimentales obtenues sur plusieurs éprouvettes du même matériau, présentent
inévitablement un point de bifurcation situé au début du stade d’adoucissement (CD) de la
Figure 1.6. Ce point reflète le fait que la coalescence des cavités aboutissant à la formation
d’une fissure macroscopique ne se passe jamais de la même manière dans chaque éprouvette
toutes choses égales par ailleurs.
Pour une éprouvette de section rectangulaire (en déformation plane) on observe une
localisation dans deux bandes de cisaillement faisant un angle de l’ordre de 45° avec l’axe
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principal de la traction. La fissure macroscopique s’amorce alors à l’intersection des deux
bandes en fonction de la coalescence des cavités.
Ce phénomène pose un problème quant au choix de la courbe expérimentale de référence qui
doit servir à l’identification du modèle. Nous déterminerons alors une courbe moyenne en
prenant le chemin moyen entre les points D et E ce qui permettra d’accéder à la valeur de la
déformation plastique à la rupture (à contrainte nulle) qu’on nommera la ductilité.
Nous verrons par la suite que la non unicité de la réponse au-delà du point de bifurcation est
également observée dans les simulations numériques mais pour d’autres raisons qui n’ont rien
à voir avec la métallurgie.
Avant d’appliquer cette procédure d’identification à des matériaux réels (c.f. §3.4) nous allons
procéder à une étude paramétrique de la modélisation proposée en choisissant des jeux de
coefficients convenables définissant des matériaux virtuels.

3.2.2 Etude paramétrique sur des matériaux virtuels

Dans ce paragraphe nous allons illustrer cette méthodologie de prévision de
l’endommagement sur des matériaux « virtuels » en fixant nous même les constantes
matérielles afin de couvrir une large gamme de matériaux à rupture fragile ou ductile.
Les fonctions d’écrouissage dans les cas élasto-(visco)plastiques avec effets thermiques et
d’endommagement sont celles initialement  disponibles dans Forge2 et Forge3 :

n m
0 0(p, p,D,T) (1 D) 3K (1 ap ) exp( )p

T
β

σ = − +& & (3.1)

Pour la rhéologie du matériau nous choisirons les valeurs suivantes :
E=210000 MPa, ν=0.3, K0=170 MPa
n=0.354, a=0.629, 0,m 0β = =

Pour le modèle d’endommagement ductile nous allons analyser les différences entre les
critères de Lemaitre Eq.(1.29) et le critère linéaire Eq.(1.30). Pour cela nous choisirons les
jeux de coefficients suivants :

*Matériaux A à faible ductilité, ( p
rup 20%ε < ):

Matériau A1 :Critère de Lemaitre :
S=0.42 MPa, s=2.5, b=7.5
Matériau A2 : Critère Linéaire :
S=260 MPa, s=2.5, b=7.5, α1=0.5, α2=0.5

*Matériaux B à forte ductilité, ( p
rup 60%ε > ):

Matériau B1 :Critère de Lemaitre :
S=0.88 MPa, s=2.5, b=7.5
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Matériau B2 : Critère  linéaire :
S=500 MPa, s=2.5, b=7.5, α1=0.5, α2=0.5

Figure 3.1 : Courbes Contrainte/Déformation, comparaison de deux matériaux suivant deux critères
d’endommagement

La Figure 3.1 rassemble les réponses locales (contrainte équivalente en fonction de la
déformation plastique cumulée) correspondant aux quatre matériaux A1, A2, B1 et B2. On
note qu’en comparaison avec la réponse non couplée, les contraintes chutent grâce à l’effet de
l’endommagement dans les cas couplés :

Le matériau peu ductile se rompt à rup 18%ε ;  et atteint une contrainte maximale de :

- max 352 MPaσ =  pour A1

- max 346 MPaσ =  pour A2

Pour le matériau à forte ductilité la rupture intervient pour rup 71%ε ;  et atteint une

contrainte maximale de :
- max 390 MPaσ =  pour B1

- max 405MPaσ =  pour B2

En fait les deux critères diffèrent relativement peu par les contraintes maximales atteintes
avant la rupture, tout en sachant que la vitesse d’évolution du dommage pour le critère
linéaire est un peu plus élevée que dans le cas du critère de Lemaitre comme le montre la
Figure 3.2.
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Figure 3.2 : Comparaison de l’endommagement en fonction de la déformation pour les deux critères de
dommage

La première chose à étudier concerne la comparaison entre les résultats obtenus par un calcul
couplé et un calcul non couplé, toute chose égale par ailleurs. Nous prenons pour cela le
matériau B2 et une éprouvette de traction (plaque) en déformation plane présentée sur la
Figure 3.3, comportant 9807 éléments.

30mm

10mm

Figure 3.3 : Eprouvette de traction en déformation plane

La Figure 3.4 rassemble la redistribution des déformations plastiques et de l’endommagement.
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DISTRIBUTION DU DOMMAGE

DISTRIBUTION DE LA DEFORMATION PLASTIQUE

Etat homogène       localisation diffuse de       striction localisée      amorçage d’une fissure    propagation de la
L’écoulement plastique    de l’endommagement               fissure

  u=1.1 mm                      u=2.1 mm                       u=2.6 mm                      u=2.7 mm                      u=2.8 mm

(a)                                 (b)                                (c)                                     (d)                                  (e)

                        (a)                                     (b)                                     (c)                                    (d)                                     (e)

Figure 3.4 : Principales étapes d’évolution du dommage et de la déformation plastique dans une plaque en
déformation plane

On note que ce calcul couplé reproduit fidèlement les différentes étapes de la rupture de
l’éprouvette. En particulier l’état de déformation et d’endommagement commence par être
très homogène dans la partie centrale de l’éprouvette (Figure 3.4 (a)) pour un déplacement
u=1.1 mm. Ensuite pour un déplacement u=2.1 mm on observe le début de la striction diffuse
(Figure 3.4 (b)). La striction localisée apparaît clairement sur la Figure 3.4 (c) où l’on
remarque la localisation dans la bande de cisaillement suivant la première bissectrice pour un
déplacement u=2.6 mm.
L’amorçage d’une fissure macroscopique apparaît à l’intersection des deux bandes de
cisaillement pour u=2.7 mm (Figure 3.4 (d)). Celle-ci se propage dans les deux sens de la
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même bande de cisaillement jusqu’à la rupture finale de l’éprouvette pour u= 2.8 mm (Figure
3.4 (e)).

DISTRIBUTION DE LA DEFORMATION PLASTIQUE

         (a) u=1.1 mm                (b) u=3.2 mm                 (c) u=6.67 mm               (d) u=8.1 mm              (e) u=9.8 mm

Figure 3.5 : Distribution de la déformation plastique lors d’un calcul découplé

Passons maintenant au calcul non couplé dont les résultats sont exposés sur la Figure 3.5 en
terme d’isovaleurs des déformations plastiques. De cette figure on note clairement une
différence notable avec le calcul couplé concernant la striction localisée ainsi que la rupture.
En effet le calcul non couplé ne capte pas du tout les bandes de cisaillement (Figure 3.5 (c),
(d) et (e)). La localisation est semblable à celle observée dans une éprouvette cylindrique ce
qui n’est pas du tout acceptable pour ce cas de l’éprouvette en déformation plane. On en
conclut donc que le couplage comportement-endommagement est capable de modéliser la
localisation de la déformation et de l’endommagement dans une éprouvette et donc dans une
structure mécanique quelconque.

Figure 3.6 : Courbes globales Force/Déplacement calcul Couplé/Découplé

Sur la Figure 3.6 on peut observer que  les deux courbes globales force/déplacement chutent
ceci étant lié à la réduction de section, mais la chute est accentuée dans le cas d’un calcul
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couplé dû au couplage avec l’endommagement. Dans le cas du calcul non couplé la force
diminue doucement pour tendre vers zéro, ceci étant causé par la striction observée sur la
Figure 3.5 (c), (d) et (e). Ceci est largement confirmé par les isovaleurs de l’endommagement
présentées en Figure 3.7. Nous rappellerons qu’à l’intérieur de ces zones « endommagées »
les contraintes sont maximales et la rigidité y est intacte.

         (a) u=1.1 mm                (b) u=3.2 mm                 (c) u=6.67 mm               (d) u=8.1 mm              (e) u=9.8 mm

DISTRIBUTION DU DOMMAGE CRITERE DE LEMAITRE

Figure 3.7 : Distribution du dommage lors d’un calcul découplé avec le critère de Lemaitre

Ceci prouve indiscutablement qu’un calcul découplé ne capte pas le bon mode de localisation
et ne peut donc pas prétendre modéliser la rupture.

         (a) u=1.1 mm                (b) u=3.2 mm                 (c) u=6.67 mm               (d) u=8.1 mm              (e) u=9.8 mm

DISTRIBUTION DU DOMMAGE CRITERE DE LATHAM ET COCKCROFT

Figure 3.8 : Distribution du dommage lors d’un calcul découplé avec le critère de Latham  et Cockcroft
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Enfin nous avons voulu confronter les résultats de localisation de dommage obtenus avec un
critère disponible dans les logiciels Forge2 et Forge3 à savoir le critère de Latham et
Cockcroft [LATHAM68] qui définit l’endommagement sous la forme:

eq

crit I eq
0

D d
ε

= σ ε∫ (3.2)

Cet endommagement est calculé en post-traitement sans couplage comportement-
endommagement.
Sur la Figure 3.8, nous remarquons en premier lieu que la localisation du dommage avec ce
critère, gouverné par la contrainte principale maximum et la déformation plastique cumulée,
suit quasiment la déformation plastique. On obtient un résultat similaire à notre modèle en
configuration non couplée (Figure 3.7). Cela nous conduit à éviter ce genre de modélisation
qui néglige totalement les effets de l’endommagement sur les autres champs mécaniques. Ceci
dit, nous garderons la possibilité de comparer notre modélisation en calcul couplé avec la
modélisation en calcul non couplé à chaque fois qu’il sera utile de dénoncer le non réalisme
de ces modèles non « rigoureusement » couplés. De ce fait nous utiliserons toujours un
modèle couplé comportement-endommagement avec de temps à autre quelques calculs
découplés pour montrer les différences fondamentales entre ces deux calculs.

Enfin nous allons étudier ce même essai de traction mais traité avec deux couplages
comportement/endommagement, le couplage « fort » et le couplage « faible ». La formulation
de ces approches ainsi que les différences majeures qui en résultent sont données et
développées en détail aux chapitres 1 et 2.
L’éprouvette utilisée est celle de la Figure 3.3, le matériau utilisé étant le matériau B du
§3.2.2.

                    (a) couplage fort                                                               (b) couplage faible

Figure 3.9 : Isovaleurs du dommage pour un couplage fort (a) et faible (b) à u=2.8mm
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Les résultats obtenus sont exposés sur la Figure 3.9 en termes d’isovaleurs d’endommagement
et sur la Figure 3.10 en terme d’évolution de la contrainte et de l’endommagement en fonction
de la déformation plastique cumulée. La différence entre les deux types de couplage est très
faible et se manifeste macroscopiquement dans le stade d’adoucissement i.e. après la
localisation diffuse (c.f. Figure 3.9). On note également une différence sur les courbes
contrainte/déformation et dommage/déformation (Figure 3.10). Cette différence est sensible
pendant le stade d’adoucissement et conduit à une ductilité de 72% pour le couplage fort
contre 78% pour le couplage faible. Ceci est confirmé par les courbes globales
force/déplacement (Figure 3.11) qui montrent une petite différence dans le stade
d’adoucissement.

(a) (b)

Figure 3.10 : Comparaison des réponses locales couplage fort, faible et découplé, Contraintes/Déformation (a),
Endommagement/Déformation (b)

Nous concluons donc à une faible différence entre le couplage fort et le couplage faible
[NESNAS00]. Cette différence se situe au niveau du stade « post-bifurcatoire » à l’endroit où
l’unicité de la solution n’est de toute façon pas garantie avec toute formulation locale.

Figure 3.11 : Comparaison des réponses globales Force/Déplacement pour un calcul couplé et découplé
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Nous allons maintenant étudier l’influence de la discrétisation géométrique sur la solution
obtenue par éléments finis. Pour cela nous considérerons une éprouvette axisymétrique, le
matériau utilisé est le matériau B du § 3.2.2, sa géométrie est donnée par la Figure 3.12.

47mm6mm

15mm

Figure 3.12 : Géométrie de l’éprouvette axisymétrique

La Figure 3.13 montre les cinq maillages (relativement réguliers) utilisés pour discrétiser
régulièrement l’éprouvette axisymétrique avec x 1.3, 0.8, 0.7, 0.45 et 0.28=V  mm pour le

plus fin.

   (a) tres grossier             (b) grossier                      (c) moyen                       (d) fin                       (e) très fin

Figure 3.13 : Différents maillages utilisés

Les résultats sont exposés en Figure 3.14 et Figure 3.15 où l’on note clairement :
-Une indépendance de la solution vis-à-vis de la finesse du maillage pour les calculs non
couplés.
-Une dépendance de la solution vis-à-vis du maillage dans la phase finale adoucissante par
effet d’endommagement pour le cas couplé.
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(a) (b)

Figure 3.14 : Courbes Contrainte/Déformation pour différents maillages, modèle de Lemaitre (a) et linéaire (b)

Cette dépendance de la solution vis-à-vis du maillage, au-delà d’un point dit de «
bifurcation », est pour le moins attendue et bien connue pour les problèmes de couplage
comportement-endommagement. Elle est confirmée sur la réponse globale force/déplacement
(Figure 3.15) où l’existence d’un point de bifurcation est clairement mise en évidence. On
note que le point de bifurcation est obtenu pour un déplacement u=2.4mm pour une force
F 900 Kg; . Celui-ci est situé bien après le point maximum de la courbe (u=1 mm et

F 970 Kg; ). Ces résultats ont été confirmés sur des éprouvettes de traction (déformation

plane).

Figure 3.15 : Force/Déplacement pour différents maillages (matériau B1)
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 (a) tres grossier              (b) grossier                    (c) moyen                           (d) fin                     (e) très fin

Figure 3.16 : Isovaleurs du dommage pour les différents maillages utilisés pour un déplacement u=2.7mm mini

La Figure 3.16 montre l’influence du maillage sur la localisation de l’endommagement. On
note que quel que soit le maillage, l’endommagement ainsi que l’amorçage de la « fissure »
sont identiques. Cependant le volume de la zone totalement endommagée est d’autant plus
petit que le maillage est fin. Ceci explique pourquoi au-delà du point de bifurcation la vitesse
de l’endommagement est d’autant plus élevée que le maillage est fin. En fait la « fissure » ou
la zone totalement endommagée localise toujours dans une rangée d’éléments pour toute
formulation locale ([SAANOUNI88, SHEN02].
Cette dépendance vis-à-vis du maillage est donc inhérente à toute formulation locale. La
solution rigoureuse de ce problème passe par l’utilisation d’une formulation non locale ou du
gradient supérieur (Shen et Sannouni [SHEN02]). Dans ce travail nous n’aborderons pas cet
aspect et nous ne conserverons qu’une approche tout à fait locale mais en « calant » la taille
moyenne du maillage pour chaque matériau sur la courbe force/déplacement d’un essai de
traction comme on le verra un peu plus tard.
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(a) (b)

Figure 3.17 : Courbes Contrainte/Déformation pour différents incréments de déformation modèle de Lemaitre
(a) et linéaire (b)

Pour compléter cette étude nous avons examiné, pour un même maillage, l’influence de la
discrétisation temporelle sur la solution obtenue. La Figure 3.17 rassemble les résultats
obtenus avec le matériau B, la Figure 3.18 rassemblant les résultats obtenus avec le matériau
A moins ductile et ce pour les deux critères avec conjointement des calculs couplés et
découplés. De ces figures on tire les conclusions suivantes :

*Il n’y a pas d’influence de la discrétisation temporelle sur la solution des calculs non
couplés.
*Il existe bien un point de bifurcation au-delà duquel la solution est très dépendante de la
taille du pas de charge (ou de temps). Contrairement à la discrétisation spatiale, ce point se
situe un peu avant le maximum de la courbe de traction pour ε=8% et σ=350 MPa

concernant le matériau A, et ε=20% avec σ=390 MPa concernant le matériau B.
*Plus la ductilité est élevée plus la solution est influencée par la discrétisation temporelle.

(a) (b)

Figure 3.18 : Courbes Contrainte/Déformation  pour le matériau peu ductile avec le modèle  de Lemaitre (a)
et  linéaire (b)
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3.3 VALIDATION SUR DES EXEMPLES SIMPLES
3.3.1 Exemples de mise en forme à froid
3.3.1.1 Cas de la plaque en traction (2D)
3.3.1.1.a Etude de convergence

On se propose maintenant de valider nos modèles de couplage comportement-
endommagement, en comparant, pour un essai de traction plan, différents matériaux ayant des
ductilités de 10, 20, 35, 50, 70, 85, 100% et ce pour les deux critères avec le même maillage.
On pourra alors discuter des différentes réponses obtenues. La Figure 3.19 montre l’ensemble
des réponses locales (courbes contraintes/déformations) pour les deux critères et pour divers
« matériaux » qui diffèrent par leur ductilité. La géométrie de l’éprouvette ainsi que les
conditions aux limites du problème sont référencées sur la Figure 3.3.

La rhéologie des matériaux est celle utilisée pour les matériaux A et B du § 3.2.2. Les
paramètres d’endommagement sont donnés par :
Les paramètres s et b sont communs à tous les matériaux pour les deux critères, à savoir :
s=2.5, b=7.5
On fera varier la ductilité du matériau en jouant sur le paramètre S :
-Matériau de ductilité 10% :
Critère linéaire S=190 MPa Critère Lemaitre S=0.28 MPa,
-Matériau de ductilité 20% :
Critère linéaire S=260 MPa Critère Lemaitre S=0.42 MPa,
-Matériau de ductilité 35% :
Critère linéaire S=350 MPa Critère Lemaitre S=0.57 MPa,
-Matériau de ductilité 50% :
Critère linéaire S=420 MPa Critère Lemaitre S=0.71 MPa,
-Matériau de ductilité 70% :
Critère linéaire S=500 MPa Critère Lemaitre S=0.88 MPa,
-Matériau de ductilité 85% :
Critère linéaire S=550 MPa Critère Lemaitre S=0.983 MPa,
-Matériau de ductilité 100% :
Critère linéaire S=594 MPa Critère Lemaitre S=1.076 MPa,
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Figure 3.19 : Courbes Contrainte/Déformation : comparaison Lemaitre/Linéaire

   (a) Lemaitre 20% u=0.8 mm                    (b) Lemaitre 20% u=0.9 mm              (c) Lemaitre 20% u=1.02 mm

     (d) Linéaire 20% u=0.5 mm                   (e) Linéaire 20% u=0.55 mm               (f) Linéaire 20% u=0.58mm

Figure 3.20 : Comparaison critère Lemaitre/Linéaire ductilité=20%
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(a) Lemaitre 100% u=2 mm                          (b) Lemaitre 100% u=4.45 mm                       (c) Lemaitre 100% u=5.1 mm

    (d) Linéaire 100% u=2 mm                           (e) Linéaire 100% u=3.5 mm                           (f) Linéaire 100% u=3.8 mm

Figure 3.21 : Comparaison critère Lemaitre/Lineaire ductilité =100%
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      (a) Lemaitre  10% u=0.5 mm (b) Lemaitre 10% u=0.51 mm                 (c) Linéaire 10% u=0.4 mm   (d) Linéaire 10% u=0.45 mm

    (e) Lemait re 35% u=1.9 mm  (f) Lemaitre 35% u=2.01 mm                 (g) Linéaire 35% u=1.7 mm    (h) Linéaire 35% u=1.8 mm

 (i) Lemaitre  70% u=4.5 mm  (j) Lemaitre 70% u=4.7 mm                   (k) Linéaire 70% u=3.2 mm    (l) Linéaire 70% u=3.35 mm

Figure 3.22 : Comparaison critère Lemaitre/Lineaire pour différentes ductilités
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(a) (b)

Figure 3.23 : Courbes réponses globales Force/Déplacement pour les deux critères ductilité=20% (a) et
ductilité=100% (b)

Nous avons voulu comparer à travers ces différentes simulations, les similarités et les
différences majeures qui subsistent entre les deux critères d’endommagement étudiés à savoir
le critère de Lemaitre et le critère linéaire. Cette comparaison a été effectuée avec la même
éprouvette, maillée exactement de la même manière pour tous les essais, le chargement étant
identique afin de ne pas fausser nos interprétations. De plus nous avons étudié ces critères
pour divers matériaux « virtuels » possédant la même rhéologie mais pas la même ductilité
(celle-ci variant de 10% à 100%). La première constatation que l’on peut faire est que pour
une ductilité faible (10%, Figure 3.22 (a, b, c, d)) nous obtenons une réponse sensiblement
différente de celles obtenues avec les matériaux dont la ductilité dépasse 10% et cela quel que
soit le critère utilisé. Pour le critère de Lemaitre la fissure s’initie au bord de l’éprouvette pour
se propager sur une bande à 45° par rapport au sens de chargement, alors que pour le critère
linéaire on observe une augmentation brutale de l’endommagement au cœur de l’éprouvette
qui conduit à une destruction massive d’éléments amenant à la ruine de l’éprouvette. Ceci
peut paraître logique tant la ductilité du matériau est faible, en effet ces critères étant des
critères de rupture ductile, il n’est donc pas étonnant de constater qu’ils ne sont pas appropriés
à ce type de matériau.
Si nous nous attardons sur la réponse obtenue pour les différentes ductilités nous distinguons
que la localisation de l’endommagement est toujours caractérisée par une croix au centre de
l’éprouvette, l’endommagement s’initiant toujours au centre puis se propageant vers les bords
suivant des bandes de cisaillement à 45° environ et ce pour les deux critères étudiés. Nous
avons voulu mettre l’accent sur la localisation de l’endommagement lors de l’incrément
précédent la première destruction d’élément afin de montrer l’isotropie du dommage, et ainsi
d’affirmer que la direction de propagation de l’endommagement suivant une direction ou une
autre était surtout liée à des problèmes numériques, de maillage…
Il apparaît que pour le critère linéaire la propagation de fissure s’effectue toujours de la même
façon et dans la même direction alors que pour le critère de Lemaitre la direction de
propagation varie selon la ductilité du matériau. Afin de confirmer ces hypothèses nous avons
modifié le maillage de l’éprouvette afin de prouver que pour le critère linéaire la réponse est
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sensiblement la même en terme de propagation de fissure mais différente pour ce qui est du
critère de Lemaitre. On peut donc affirmer pour cet essai de traction plan que la localisation
de l’endommagement est la même pour les deux critères. Néanmoins on peut constater une
différence entre les simulations pour deux critères venant de la direction de propagation de la
fissure. On pourrait faire un parallèle avec la physique en postulant que des inclusions dans la
matière gouvernant la direction de la fissure lors d’un essai de traction (ici les instabilités
numériques) forcent une solution bien que le calcul soit totalement isotrope. on peut
remarquer sur les courbes de la Figure 3.23 que quel que soit la ductilité utilisée la réponse
globale en terme de force/déplacement est différente pour les deux critères. Lorsque l’on
utilise le critère linéaire la rupture de l’éprouvette intervient toujours plus tôt qu’en utilisant le
critère de Lemaitre. Ceci peut s’expliquer par le rôle de la contrainte principale maximum qui
intervient dans le critère linéaire.

3.3.1.2 Cas de l’éprouvette cylindrique (2D/3D)

On se propose ici d’exposer le même essai que précédemment mais cette fois avec une
éprouvette cylindrique que l’on traitera en axisymétrique en 2D puis en 3D. Le matériau
utilisé ici est le matériau B1 du § 3.2.2, le maillage 2D utilisé ici est le maillage fin proposé
sur la Figure 3.13 (d). Le maillage 3D est proposé sur la Figure 3.24, le nombre d’éléments
relatif à cette éprouvette est de 48920. La géométrie de l’éprouvette est donnée par la Figure
3.12.

Figure 3.24 : Maillage 3D de l’éprouvette cylindrique

Il est à noter que la géométrie du cas 3D diffère un peu du cas 2D Axisymétrique mais la
partie utile ainsi que le diamètre utile reste inchangé dans les deux cas.
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              u=0 mm                            u=4,3 mm                          u=5,3 mm                          u=5,5 mm
             (a)                                       (b)                                      (c)                                       (d)

Figure 3.25 : Essai de traction2D axisymétrique : rupture ductile

Sur la Figure 3.25 on peut remarquer que la distribution du dommage n’est pas du tout la
même que pour un essai de traction plan couplé. En effet, le dommage s’initie au cœur de
l’éprouvette puis se propage vers l’extérieur selon une direction orthogonale au sens de
traction. On peut ajouter pour être complet qu’on peut apparenter la solution obtenue ci dessus
avec l’essai de traction plan découplé au niveau de la localisation du dommage. Nous pouvons
également faire les mêmes constatations en 3D :

                  u=0mm (a)                                      u=5mm (b)                                  u=5.3mm (c)

Figure 3.26 : Isovaleurs du dommage sur l’éprouvette en 3D calcul couplé
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                          (a) Dommage découplé                              (b) Module d’Young couplé

Figure 3.27 : Isovaleurs de dommage dans le cas découplé (a) et du module d’élasticité dans le cas couplé (b)

Comme dans le cas axisymétrique, nous pouvons constater qu’en 3D nous obtenons
sensiblement la même distribution du dommage pour un calcul couplé (Figure 3.26). Les
mêmes observations sur les propriétés élastiques (Figure 3.27 (b)) et plastiques en 3D et en
axisymétrique peuvent être faite. Pour ce qui est de la distribution du dommage dans un calcul
découplé on remarque une large bande de dommage (Figure 3.27 (a)) pour le cas 3D qui est
aussi décrite pour le cas 2D (non présenté). Ceci montre très nettement l’intérêt et l’utilité du
calcul couplé qui décrit correctement les phénomènes rencontrés.

                (a) Déformation                       (b) Sigma Equivalent                  (c) Module d’Young

Figure 3.28 : Isovaleurs sur l’essai de traction en axisymétrique

Sur la Figure 3.28 on remarque bien que le dommage et la déformation plastique sont liés
(Figure 3.28 (a)) et que la contrainte est nulle (Figure 3.28 (b)) quand le dommage est
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maximum (D=1). Enfin on peut constater que les propriétés d’élasticité du matériau sont
affectées par l’endommagement (Figure 3.28 (c)).

Figure 3.29 : Comparaison couplé/découplé de la réponse globale Force/Déplacement

Sur la Figure 3.29 on peut remarquer que pour un calcul couplé la rupture de l’éprouvette
intervient beaucoup plus tôt (u=6mm) que pour le calcul découplé (u=14mm). La chute de la
force de traction dans le cas couplé est essentiellement due aux effets de dommage. Pour le
cas découplé la chute de la force de forgeage s’explique par la diminution de la section de
l’éprouvette (striction).

3.3.1.3 Ecrasement d’un barreau cylindrique infiniment long

Cet exemple consiste en l’écrasement d’un barreau cylindrique infiniment long pressé entre
deux plans rigides et parallèles (Figure 3.30 (b)). Nous traiterons également le même cylindre
mais avec deux méplats de 30 mm symétriques (Figure 3.30 (a)). L’hypothèse des
déformations planes est retenue pour les deux cas.
Le matériau utilisé ici est le matériau « virtuel » B2 illustré au § 3.2.2. Le modèle de
frottement utilisé ici est de type Coulomb avec µ=0.12. Les outils sont supposés parfaitement
rigide, l’outil inférieur est fixe et l’outil supérieur est animé d’une vitesse de 1mm/s. Les
maillages sont donnés sur la Figure 3.31 (a1) et (b1). La taille de maille est de ∆x=0.8. Le
nombre d’éléments pour le cylindre plein est de 5328 et 11250 pour le cylindre avec méplats.
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40 mm

30 mm

 ∅50 mm

                                 (a)                                                                           (b)

Point A

Point B

Figure 3.30 : Géométries du cylindre avec deux méplats (a) et du cylindre plein (b)

Les isovaleurs du dommage sont présentées sur la Figure 3.31. On remarque qu’il y a
formation d’une croix appelée aussi croix du forgeron [MIELNIECK91] représentant la
localisation de la zone plastique et de l’endommagement que ce soit pour le cylindre plein ou
tronqué.
Pour ce qui est du cylindre plein on remarque une concentration et une initiation du dommage
à l’intersection des deux bandes de cisaillement. La fissure va privilégier une de ces bandes
pour se propager du centre du cylindre vers l’extérieur (Figure 3.31 (b3) et (b4)). Le choix
d’une bande de prédilection est, dans le cadre d’une formulation locale comme celle utilisée
ici, essentiellement lié aux aspects numériques. En effet un autre maillage aurait pu favoriser
et propager le dommage dans l’autre bande de cisaillement.
Concernant le cylindre avec méplats, deux fissures s’amorcent sur la même bande près des
méplats comme le montre la Figure 3.31 (a3). Ces deux fissures se propagent l’une vers
l’autre le long de la bande de cisaillement jusqu’à la rupture finale (Figure 3.31 (a4)).
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                  u=0mm (a1)                                                                              u=0mm (b1)

                      u=4.5mm (a2)                                                                          u=8 mm (b2)

                            u=6.5 mm (a3)                                                                          u=10 mm (b3)

                           u=7.8 mm (a4)                                                                        u=10.8 mm (b4)

Figure 3.31 : Distribution de l’endommagement pour l’essai brésilien (tronqué (gauche)et plein (droite))
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Figure 3.32 : Comparaison des forces globales pour un calcul avec le cylindre plein et le cylindre avec
méplats

En examinant les courbes force/déplacement de la Figure 3.32 nous pouvons remarquer que la
force nécessaire pour écraser le cylindre est plus importante dans le cas où le cylindre est
plein que lorsqu’il est tronqué. En effet, pour le cylindre plein nous avons Fmax= 1.89 tonnes
et la rupture totale est achevée après 10.9 mm de déplacement de l’outil. Pour le cylindre avec
méplats nous avons Fmax= 1.21 tonnes soit 35% de moins et la rupture finale se produit après
un déplacement de 8.1 mm soit 25% de moins que pour le cylindre plein.

                      (a)                                                                                    (b)

Figure 3.33 : Comparaison calcul (a) et expérience (b) pour le cylindre plein

Finalement sur la Figure 3.33 nous établissons une comparaison qualitative entre nos résultats
numériques (Figure 3.33 (a)) et un résultat expérimental (Figure 3.33 (b) Source LASMIS )
obtenu au Lasmis, où l’on remarque le même faciès de rupture. Cette comparaison qualitative
n’a pas la prétention de comparer deux procédés faisant intervenir deux matériaux différents,
mais simplement de montrer la pertinence de notre modèle d’endommagement en terme de
localisation de la rupture.
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Figure 3.34 : Courbes contraintes/temps pour deux points de la structure

Enfin la Figure 3.34 montre la réponse en contrainte par rapport au temps sur deux points du
cylindre plein (point central A et point extérieur B c.f. Figure 3.30). On peut remarquer  que le
point central s’endommage plus rapidement que le point extérieur. Ceci démontre bien
l’initiation du dommage à l’intersection des deux bandes de cisaillement puis la propagation
de celui-ci vers l’extrémité de l’une de ces bandes (Figure 3.31 (b2, b3 et b4)).

3.3.2 Exemples de validation numérique du couplage thermomécanique

3.3.2.1 Essai de traction avec prise en compte de la température

Pour valider le couplage thermomécanique en présence d’endommagement on doit résoudre le
problème variationnel (2.21). Pour pouvoir introduire les termes d’endommagement dans
l’équation de la chaleur nous avons utilisé la version P2-P0 de Forge2®. En effet la version
P1-P1 de Forge2®  ou de Forge3®  ne nous permettait pas d’introduire ces termes. On se
limitera à une validation sur l’exemple 2D de l’éprouvette en traction avec l’objectif d’étudier
l’interaction entre le champ thermique et le champ d’endommagement dans Forge2® P2-P0.
On se propose de comparer  les résultats obtenus en utilisant un couplage thermo-mécanique,
avec et sans couplage avec l’endommagement. Le matériau utilisé est un acier, la loi de
comportement associée est une loi linéaire puissance (1.35), ses paramètres rhéologiques,
thermiques et d’endommagement sont donnés par :
a=1.118, n=0.109, K=266 MPa, ρ=7.5e-06 g/mm3 , Cmassique =669 J/kg K, k=2.758e+04
kg.s.K, S=2 MPa, s=1, b=1.
Ce matériau possède une ductilité d’environ 35%. La géométrie de l’éprouvette est donnée sur
la Figure 3.3. Les conditions aux limites du problème thermique sont les suivantes :
-Coefficient de transfert global avec les outils α=2.e+03 kg.s.K
-Température des outils : 20°C
-Effusivité eff=9.88e+03
Avec le milieu extérieur

-Coefficient de transfert global avec l’air α=8.00 kg.s.K
-Température extérieure:20°C
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-Emissivité du matériau emm=9.88e+03

                     Iso dommage découplé (a) u=3 mm                       Iso dommage couplé (b) u=2.7 mm

                   Iso température découplé (c) u= 3 mm                   Iso température couplé (d) u=2.7 mm

Figure 3.35 : Comparaison calcul couplé et découplé pour l’essai de traction plane

La Figure 3.35 compare les distributions de la température et de l’endommagement pour un
déplacement de u=3 mm pour un calcul couplé et non couplé avec l’endommagement. On
observe une température monotone croissante au centre de l’éprouvette dans le cas non couplé
avec l’endommagement (Figure 3.35 (a) et (c)), pour une température maximale T=59°C.
Pour le cas couplé avec l’endommagement, la température commence par augmenter dans la
bande de cisaillement puis chute dès la rupture des premiers points au centre de l’éprouvette
(Figure 3.35 (b) et (d)) ceci est bien confirmé par l’évolution de la température (Figure 3.36
(a)) et de l’endommagement au centre de l’éprouvette Figure 3.36 (b)).
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(a) (b)

Figure 3.36 : Courbes Température/Déformation (a) et Dommage/Déformation (b) cas couplé et non couplé
avec l’endommagement

Lorsqu’il y a rupture d’un point de Gauss, l’équation (2.10) montre alors que lorsque D=1,
pl: 0σ ε =&  et YD 0=& , l’équation de la chaleur se réduit donc au terme stationnaire :

div(kgrad(T))
uuuur

=0 (3.3)

Cela explique la diminution de la température au point considéré.

(a) (b)

Figure 3.37 : Influence de la température sur les contraintes (a) et sur le dommage (b)

Enfin pour conclure ce paragraphe la Figure 3.37 montre l’influence de la température sur les
contraintes et sur le dommage pour un calcul couplé mécaniquement pour les deux essais,
mais en ne tenant pas compte des effets thermiques sur l’un d’eux. On note alors que
l’influence de la température n’est pas négligeable. En effet le fait de prendre en compte le
couplage thermo-mécanique fait que l’éprouvette casse plus tôt et que la température favorise
l’endommagement. Ces résultats semblent conformes à l’observation expérimentale et
montrent que le couplage thermo-mécanique peut influencer la rupture.
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3.3.2.2 Exemples de validation en (élasto)viscoplasticité isotherme

Ayant validé un procédé en considérant les aspects thermiques, nous allons maintenant valider
un essai de traction en viscoplasticité à température élevée mais constante sans couplage
thermique. Le modèle utilisé est de type Norton-Hoff disponible dans Forge2®. La
configuration initiale de l’éprouvette utilisée est donnée sur la Figure 3.39 (a). Les dimensions
de cette éprouvette sont de 10mm de diamètre et 50mm de hauteur sur sa partie utile. Nous
n’avons représenté que la partie utile de l’éprouvette, les têtes de l’éprouvette ne subissant pas
de déformations nous les considérerons comme rigides.
Les caractéristiques rhéologiques données par la loi élasto-visco-plastique (Eq.(1.68)) et
d’endommagement du matériau utilisé sont :
E=70000 MPa, a=0.969, n=0.447, K0=90.64 MPa, m=0.139, S=2 MPa, s=1, b=1.
La température initiale et constante pour cet essai est de 1100°C.

(a) (b)

Figure 3.38 : Courbes Contrainte/Déformation (a) et Dommage/Déformation (b) pour un essai de traction à
différentes vitesses d’outils

L’influence de la vitesse de sollicitation sur les courbes contraintes/déformations plastiques
est montrée sur la Figure 3.38 (a) pour le cas couplé et non couplé. On note clairement que
plus la vitesse de sollicitation augmente, plus la contrainte est élevée pour la même
déformation plastique (effet visqueux). Par ailleurs on note que plus la vitesse de sollicitation
est élevée plus la vitesse de l’endommagement est importante (Figure 3.38 (b)) provoquant
alors un adoucissement et une rupture plus rapide (Figure 3.38 (a)).
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    A llongement 0% (a)                     Allongement 20% (b)                   Allongement 73% (c)                      A llongement 119% (d)

Figure 3.39 : Essai de traction vitesse de déformation de 1.10-2s, isovaleurs de l’endommagement

La Figure 3.39 et la Figure 3.40 montrent la distribution de l’endommagement dans
l’éprouvette pour quatre allongements différents et ceci pour une vitesse de 10-2s-1 (Figure
3.39) et 5.10-2s-1 (Figure 3.40).

 Allongement 0% (a)                       A llongement 33% (b)                       Allongement 95% (c)                   Allongement 150% (d)

Figure 3.40: Essai de traction vitesse de déformation de 5.10-2s-1, isovaleurs de l’endommagement

Dans les deux cas (Figure 3.39 et Figure 3.40) on observe une localisation de
l’endommagement en deux zones situées à l’intersection entre la partie utile et les rayons de
congé de l’éprouvette. Une de ces zones est le lieu de la rupture finale de l’éprouvette.
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3.4 IDENTIFICATION SUR DES MATÉRIAUX RÉELS

Pour simuler un procédé de formage avec endommagement on doit, au préalable, procéder à
la détermination aussi bien des paramètres physiques du comportement et de
l’endommagement que de x et∆ ∆ε  (taille des éléments et incrément de déformation) qui

conviennent le mieux pour chaque matériau utilisé. La procédure que nous utilisons est la
suivante :

1. Détermination des  coefficients du modèle en utilisant une courbe expérimentale plσ − ε

et une méthode inverse appliquée en un point matériel (Programme SiDoLo disponible
au LASMIS).

2. Simulation de l’essai « réel » de traction en utilisant la géométrie exacte de l’éprouvette.
On corrige alors si besoin est les coefficients pour obtenir une courbe F/u
« numérique » la plus proche possible de la courbe expérimentale.

3. Toujours sur l’essai « réel » de traction de l’éprouvette, on se doit de réaliser une étude
de convergence afin de déterminer les meilleures discrétisations spatiales (∆x) et
temporelles ( ∆ε ) qui donnent une courbe numérique très proche de celle obtenue

expérimentalement.

Le premier matériau réel identifié est un acier Z12 CNDV 12. L’essai de traction a été réalisé
à chaud et maintenu à une température constante (T=950°C) avec une vitesse de déformation
de 0.1s-1.
L’identification avec SiDoLo donne pour la loi puissance, les paramètres suivants : E=210000
MPa, ν=0.3, K0=170 MPa, n=1.23, a=0.629, β=50, m=0, S=0.42 MPa, s=2.5, b=7.5.

Figure 3.41 : Courbes Contrainte/Déformation comparaison Experience/SiDoLo
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(a) (b)

Figure 3.42 : Courbes Contrainte/Déformation comparaison Experience/SiDoLo/Forge2 (a)
Contrainte/Déformation pour divers incréments de déformation (b)

Il reste alors à comparer ces résultats avec ceux obtenus avec le code de calcul Forge2. La

réponse avec Forge2 est assez similaire aux réponses obtenues expérimentalement et avec
SiDoLo, la différence se faisant dans la partie descendante de la courbe (adoucissement lié à
l’endommagement). Ceci vient du fait que le logiciel SiDoLo ne prenne pas en compte toute

la structure. Ensuite nous avons retenu une taille d’éléments ∆x=0.8mm et un incrément de

déformation ∆ε =0.01 (Figure 3.42 (a), Figure 3.42 (b)).

On se propose maintenant d’identifier un matériau caractérisé à froid : Un acier Mb4 (Source
FORMER S.A.). L’application de la procédure décrite ci-dessus nous a permis d’obtenir
(Figure 3.43 et Figure 3.44) les paramètres suivants : E=210000 MPa, ν=0.33, a=0.629,

n=0.324, K0=320.6 MPa, S=1700 MPa, s=2.5, b=7.5, α1=0.5, α2=0.5.

Figure 3.43 : Contrainte/Déformation comparaison Expérience/Forge2

La taille maxi des éléments et du pas de chargement retenus sont : ∆x=1.2mm et ∆ε =0.01.
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En premier lieu, nous pouvons remarquer que la réponse obtenue avec SiDoLo est assez
semblable à celle obtenue expérimentalement. Comme d’habitude nous faisons figurer la
courbe pour un calcul découplé afin de montrer l’incidence du dommage sur le comportement
du matériau.

Figure 3.44 : Courbes Contrainte/Déformation comparaison Expérience /SiDoLo

Ici la courbe expérimentale globale force/déplacement (Figure 3.44) est située bien au-dessus
de la courbe obtenue avec Forge2 avec les coefficients identifiés sur SiDoLo. Le fait de
prendre en compte la structure peut influencer les résultats et comme le montre la Figure 3.43,
il faut alors réajuster les coefficients pour caler la courbe Forge2 à la courbe expérimentale.
Nous pouvons remarquer que sur la courbe correspondant à la réponse pour un calcul
découplé, l’endommagement n’affecte pas les propriétés mécaniques. En effet, le calcul se
poursuit jusqu'à son terme, la diminution de la force de traction s’explique pas la diminution
de la section.
Ces deux matériaux seront utilisés au chapitre 4 pour simuler des procédés industriels.

3.5 CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons décrit la procédure d’identification des coefficients intervenant
dans les modèles élasto-viscoplastiques endommageables utilisés. En utilisant des coefficients
« virtuels » nous avons étudié paramétriquement la modélisation proposée en insistant sur le
rôle du couplage comportement-endommagement. Il en ressort que ce couplage
comportement-endommagement joue un rôle central dans la redistribution des champs
thermomécaniques dans la structure. Ces observations sont valables en présence ou non de
couplage thermomécanique avec un comportement plastique ou viscoplastique. Enfin, nous
avons procédé à l’identification des modèles pour deux matériaux réels. Ceux là vont être
utilisés pour simuler différents procédés industriels de mise en forme dans le chapitre quatre.
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CHAPITRE 4 :

4        APPLICATION À DES PROCÉDÉS INDUSTRIELS

4.1 INTRODUCTION

Ce chapitre est dédié à l’application des outils théoriques et numériques développés dans les
chapitres précédents sur quelques procédés de mise en forme. Le but de ce chapitre est de
présenter les résultats en terme de prévision de l’endommagement afin de pouvoir influencer
différents paramètres (rhéologie, géométrie, gamme…) et ainsi optimiser ces procédés. Il sera
alors possible soit de favoriser l’endommagement (découpage, usinage, ébavurage..), soit au
contraire de repousser son apparition afin d’obtenir une pièce finale saine sans défauts
(forgeage, emboutissage..). Nous nous efforcerons de comparer les différentes approches
(couplée et non couplée), quand cela paraît pertinent sur des exemples tels que le découpage
de tôles, l’écrasement de cylindre par forgeage grande vitesse, le filage inverse, etc... Ceci
dans l’unique but de sensibiliser le lecteur concernant les différences majeures qui peuvent
exister entre l’approche couplée et l’approche non couplée (disponible en post processeur
dans bon nombre de codes de calcul par Eléments Finis). A chaque fois qu’il sera possible, un
parallèle avec l’expérimental sera effectué lorsque nous disposons des données
expérimentales fournies par nos collaborateurs industriels.
Nous commencerons par des simulations assimilables à des procédés 2D, et nous traiterons
ensuite des exemples industriels sur lesquels nous disposons de peu d’informations
expérimentales en dehors de l’existence ou non de fissures dans la pièce à la fin du procédé.
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Le lecteur pourra se reporter à [MARIAGE02e, MARIAGE02f] pour de plus amples détails
sur ces procédés.
Pour terminer la discussion des résultats pour les différentes simulations se fera sur la capacité
prédictive de l’approche couplée aussi bien d’un point de vue quantitatif que qualitatif.

4.2 CAS DE L’ÉCRASEMENT D’UN CYLINDRE CREUX (BAGUE (2D/3D))

Cet essai simule l’écrasement d’un cylindre creux entre deux plans rigides et parallèles pour
deux matériaux : un acier et un aluminium. Le cylindre creux étant infiniment long avec les
caractéristiques géométriques Rint=20 mm et Rext=30 mm, nous adoptons l’hypothèse des
déformations planes pour ne traiter qu’une section quelconque d’épaisseur unité
perpendiculaire à l’axe du cylindre définie par la Figure 4.1. Les outils sont symétriques par
rapport à la bague. Les maillages 2D et 3D de la section de la bague sont donnés sur la Figure
4.2. Le nombre d’éléments est de 25620 pour le cas 3D et de 1624 pour le cas 2D. La taille
maximale des éléments pour toutes les simulations est de ∆x= 0.6 mm. Les deux outils
(infiniment longs) sont supposés rigides indéformables. L’outil inférieur est maintenu fixe
alors que l’outil supérieur est animé d’un déplacement vertical à vitesse constante (presse
hydraulique) v=1mm/s.

20 mm 30 mm

U=1mm.s-1

Figure 4.1 : Géométrie de la bague

                                     (a)                                                                               (b)

Figure 4.2 : Maillage 2D (a) et 3D (b) de la bague
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Les caractéristiques rhéologiques et d’endommagement du matériau sont les suivantes:
Aluminium :
K0=45.5 MPa, a=1.4, n=0.45, S=0.413 MPa, s=10, b=15, E=35000 MPa, ν=0.3
Acier :
K0=266 MPa, n=0.3, eb0=0.0001, S=4 MPa, s=0.99, b=1.1, E=210000 MPa, ν=0.3
La loi utilisée pour l’acier est une loi puissance :

n
0 0 0(T, p, p) 3K (p p)σ = +& (4.1)

Les courbes contrainte/déformation de ces deux matériaux sont présentées sur la Figure 4.3
dans les deux cas : couplé et non couplé. On note que pour l’aluminium la contrainte

maximum est de 120 MPa et qui a été atteinte pour p 15.5%ε =  et la rupture se produit pour

p 19.6%ε =  (ductilité). Pour l’acier on a max 400 MPaσ =  pour p 60%ε =  et la ductilité est de

75% .

(a) (b)

Figure 4.3 : Courbes locales Contrainte/Déformation pour l’Aluminium (a) et l’Acier (b)

Le modèle de frottement utilisé est celui de Coulomb avec µ=0.1.
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                     Aluminium  u=0 mm 3D (a)                                                    Aluminium  u=3 mm 3D (b )

                A lumin ium  u=3 mm 2D (c)                                               Aluminium  expérimental (d)

Figure 4.4 : Simulation de la compression d’un cylindre creux en aluminium (source expérimentale :
LASMIS©)

                         Acier u=0mm  3D (a)                                                       Acier  u=10mm 3D (b)

                Acier  u=10mm   2D (c)                                                   Acier  expérimental (d)

Figure 4.5 : Simulation de la compression d’un cylindre creux en acier (source expérimentale : LASMIS©)
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Les résultats obtenus sont rassemblés sur la Figure 4.4 pour le cylindre en aluminium et sur la
Figure 4.5 pour celui en acier. Pour le cylindre en aluminium, les fissures se développent au
niveau des points de contact cylindre/outils (Figure 4.4 (b) pour le 3D et Figure 4.4 (c) pour le
2D) pour u= 3mm. Ceci est confirmé par l’expérience comme le montre la Figure 4.4 (d).
Pour le cylindre en acier, les fissures s’amorcent et se propagent dans la direction horizontale
pour u=10 mm comme on peut le constater sur la Figure 4.5.

                        (a) Aluminium                                                                  (b) Acier

Figure 4.6 : Courbes globales Force/Déplacement (calcul 2D) pour l’aluminium (a) et l’acier (b)

Les courbes de chargement (force/déplacement) prédites par la simulation sont présentées sur
la Figure 4.6 pour le calcul 2D. Les oscillations (saut de force) observées sur ces deux courbes
sont générées par l’élimination des éléments totalement endommagés. Pour l’aluminium (à
faible ductilité) la rupture du premier élément intervient très tôt i.e. pour un déplacement de
l’outil de 0.5 mm. La force maximale atteinte (valeur en crête) est de l’ordre de 240 N pour un
déplacement u= 3 mm. On note que la force à tendance à stagner (en moyenne) entre u=1.5 et
3mm sans chuter appréciablement (Figure 4.6 (a)). Ceci s’explique par le fait que comme les
fissures se produisent au niveau des points de contact cylindre/outils (Figure 4.4 (b)), les deux
moitiés du cylindre continuent à opposer une résistance au déplacement de l’outil.
Pour le cylindre en acier (à forte ductilité), la situation est sensiblement différente. La courbe
force/déplacement ne présente de sauts qu’à partir de u≅7.9 mm c’est-à-dire à la rupture du
premier élément. Ceci se produit sur la partie décroissante de la force F, juste après le
maximum de l’effort (Fmax=1380 N pour u=7.7 mm). Cette chute de l’effort traduit
l’effondrement de la rigidité du cylindre généré par les fissures transversales (Figure 4.5).
Pour finir, il est à noter que les résultats expérimentaux des Figure 4.4 et Figure 4.5 montrent
les lieux de rupture des cylindres. C’est en fait la seule information expérimentale dont nous
disposons.
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4.3 PROCÉDÉ DE DÉCOUPAGE DE TÔLE (2D)

4.3.1 Description du procédé

Le poinçonnage de tôle plus ou moins mince est un procédé industriel très utilisé pour la
fabrication de pièces de formes complexes. En s’inspirant de la simulation de découpage
réalisée dans notre laboratoire avec le code ABAQUS [CHEROUAT02], nous allons traiter ce
procédé en étudiant l’influence de quelques paramètres.
Considérons le procédé de poinçonnage réalisé à l’aide d’une presse munie d’un poinçon de
forme rectangulaire et d’une tôle, également de forme rectangulaire (longueur l=8 mm) et
d’épaisseur t=2.5 mm (Figure 4.7). L’hypothèse des déformations planes est ici retenue. La
découpe s’effectue suite au déplacement vertical du poinçon à vitesse constante (presse
hydraulique) égale à v=5mm/s. Un serre-flan retient la tôle par pincement contre la matrice
sur lequel vient s’appliquer un effort.

J

t

Figure 4.7 : Représentation schématique du procédé de découpage

Des études expérimentales de ce type de procédé ont été publiées [MAILLARD91]. Elles
donnent une analyse phénoménologique du procédé à partir de la forme des courbes
force/déplacement. Les paramètres influant sur la qualité de la pièce découpée (faciès et Fmax)
sont : le jeu entre le poinçon et la matrice, les caractéristiques mécaniques du matériau,
l’épaisseur de la tôle, la géométrie de l’outillage, la vitesse du poinçon, ainsi que la nature du
contact/frottement aux interfaces outils/tôle. Nous allons donc discuter de l’influence de
certains paramètres jouant un rôle essentiel dans ce procédé de découpage.
Pratiquement, nous allons étudier trois paramètres particuliers qui sont :
• Le degré d’usure des outils : il est bien connu que la qualité de la surface découpée ainsi

que le niveau des efforts de poinçonnage dépendent du degré d’usure des outils. Pour
étudier ce phénomène, nous définissons le degré d’usure des outils comme étant
proportionnel aux rayons (notés r sur la Figure 4.7) de la matrice, du poinçon et du serre-
flan.
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• Le jeu poinçon/matrice : nous définissons ce jeu relatif par le rapport (J/t) avec J le jeu et t
l’épaisseur de la tôle (c.f. Figure 4.7).

• La nature du frottement outils/tôle : ce phénomène sera représenté par les valeurs du
coefficient de frottement µ du modèle de Coulomb.

Avant d’entamer l’étude de ces paramètres, nous présentons sur la Figure 4.8 les maillages 2D
initiaux de la tôle dans les cas : outils neufs et outils usés. Un raffinement préalable des
maillages est réalisé dans la zone de découpage et à proximité des angles de découpe. Le
maillage 2D (triangles P1-P1) est identique pour les deux cas et possède 3792 éléments. Pour
cet exemple la tôle est supposée isotrope en matériau B1 du § 3.2.2.

            (a) Configuration initiale pour l’outil neuf                         (b) Configuration initiale pour l’outil usé

Figure 4.8 : Définition des configurations initiales dans les deux cas : outils neufs, outils usés.

4.3.2 Influence de l’usure des outils

On cherche à montrer l’influence d’une usure prononcée des outillages sur le découpage de la
tôle et ainsi les conséquences négatives que cela engendre en terme de qualité de coupe et
d’effort de découpage [CHEROUAT02, MARIAGE02a]. Nous prendrons un jeu nul entre le
poinçon et la matrice (J/t=0). La vitesse de l’outil supérieur est de 5mm/s, la loi de frottement
retenue est la loi de Coulomb avec µ=0.15.
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               (a2) Outil neuf u=0.395 mm                                                    (b2) Outil usé u=1.09 mm

                (a3) Outil neuf u=0.48 mm                                                    (b3) Outil usé u=1.11 mm

                (a4) Outil neuf u=0.55 mm                                                     (b4) Outil usé u=1.24 mm

               (a1) Outil neuf u=0 mm                                                          (b1) Outil usé u=0 mm

Figure 4.9 : Isovaleurs du dommage : comparaison outils neufs/outils usés
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Sur la Figure 4.9 on peut noter la différence dans le découpage entre des outils neufs (Figure
4.9 (a1, a2, a3 et a4)) et des outils usés (Figure 4.9 (b1, b2, b3 et b4)). Avec les outils neufs,
deux fissures s’amorcent à u=0.4mm (Figure 4.9 (a2)) juste au niveau des angles de coupe du
poinçon et de la matrice. Ces deux fissures se propagent l’une vers l’autre (Figure 4.9 (a3)) et
finissent par achever la découpe dès qu’elles se rencontrent au centre de la tôle (Figure 4.9
(a4)) à u=0.55 mm. Avec les outils usés le scénario est complètement différent (Figure 4.9
(b2, b3 et b4)). Une seule fissure s’amorce au centre de l’épaisseur de la tôle (Figure 4.9 (b2))
à u=1.09 mm et se propage dans les deux directions des angles de coupe du poinçon et de la
matrice (Figure 4.9 (b3)). La découpe est achevée quand cette fissure débouche des deux
cotés extérieurs de la tôle (Figure 4.9 (b4)) pour u=1.24 mm.
On note également que la fissure (zone endommagée) est plus « localisée » et plus verticale
pour les outils neufs (Figure 4.9 (a3 et a4)), alors qu’avec les outils usés elle est plus diffuse et
plus inclinée (Figure 4.9 (b3 et b4)). Enfin sur la Figure 4.10 nous comparons les courbes de
découpage (force-déplacement) pour les outils neufs et usés.

Figure 4.10 : Courbes Force/Déplacement pour les outils neufs et usés

Ces courbes confirment bien que le découpage se fait plus aisément avec les outils neufs
qu’avec les outils usés. En effet avec les outils neufs, Fmax=550 N et la découpe est achevée
après un déplacement u=0.55 mm. Avec les outils usés Fmax=620 N (soit 20% de plus) et la
découpe intervient pour un déplacement u=1.24 mm (soit 125% de plus). Ces résultats sont
qualitativement conformes à ceux de la littérature comme ils sont exposés dans
[MAILLARD91].



Chapitre 4                                          4.3 PROCÉDÉ DE DÉCOUPAGE DE TÔLE (2D)

- 122 -

                  (a) Cas couplé u=0.55 mm                                          (b) Cas découplé u=1.34 mm

Figure 4.11 : Isovaleurs de l’endommagement pour un calcul couplé (a) et découplé (b) du découpage de la
tôle

Comparons maintenant les prévisions d’un calcul couplé à celles d’un calcul non couplé
uniquement avec des outils neufs. La Figure 4.11 montre la fissure à la rupture finale pour le
cas couplé (Figure 4.11 (a)) et la zone « endommagée » pour u=1.34 mm dans un cas non
couplé (Figure 4.11 (b)) toutes choses égales par ailleurs. Il est clair que, dans le cas non
couplé, la zone où D=1 ne peut représenter la fissure car sa rigidité reste intacte et les
contraintes restent maximum dans cette zone comme le montre la Figure 4.12 (b). Ceci est
confirmé par les courbes force/déplacement de la Figure 4.13 où l’on remarque que la chute
de la force globale est plus lente dans le cas découplé, et que la force n’atteint pas la valeur
zéro en fin de « découpage » (Fmin=100 N).

                  (a) cas couplé u=0.55 mm                                            (b) cas non couplé u=0.66 mm

Figure 4.12 : Isovaleurs des contraintes équivalentes (a) cas couplé, (b) cas non couplé

De ce fait, il n’est donc pas raisonnable d’éliminer les éléments où le dommage a atteint sa
valeur critique dans le cas non couplé. Notons toutefois, que dans la littérature la quasi-totalité
des travaux sur ce sujet simulent le découpage par des approches non couplées.
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Figure 4.13 : Courbes Force/Déplacement pour un outil neuf, cas couplé et non couplé

En conclusion, nous pouvons affirmer que l’usure des outils joue un rôle important dans ce
procédé de mise en forme. De plus, seul un calcul couplé permet de simuler ce procédé et de
l’optimiser par rapport au phénomène d’usure des outillages.

4.3.3 Effet du jeu relatif entre le poinçon et la matrice

Après avoir étudié l’influence de l’usure des outils nous allons étudier l’influence sur le
découpage du jeu relatif entre le poinçon et la matrice (c.f. Figure 4.7). En effet il est reconnu
que le jeu entre le poinçon et la matrice a une conséquence directe sur le temps, la qualité de
la découpe, ainsi que sur l’état de surface [FAURON98, CHEROUAT02]. Nous allons donc
effectuer une étude comparative sur différents rapports entre le jeu poinçon/matrice et
l’épaisseur de la tôle que sont , J/t=0.0, 0.02, 0.1 et 0.2 en utilisant uniquement des outils
neufs.

                             (a) Jeu=0, u=0.4 mm                                                                 (b) Jeu=0.02 , u=0.45 mm

                          (c) Jeu=0.1 , u=0.65 mm                                                              (d) Jeu=0.2 , u=0.737 mm

Figure 4.14 : Isovaleurs du dommage au moment de l’amorçage des fissures pour différents J/t
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Sur la Figure 4.14 nous avons rassemblé les isovaleurs de l’endommagement au moment de la
rupture du premier élément (amorçage des fissures) pour les 4 valeurs du jeu relatif. La même
présentation est faite sur la Figure 4.15 mais à l’instant final i.e. découpage final de la tôle.
Ces figures montrent clairement que plus le jeu relatif est grand, plus l’inclinaison de la
découpe est importante. En effet, la découpe est presque perpendiculaire au plan longitudinal
de la tôle pour J/t=0 (Figure 4.14 (a) et Figure 4.15 (a)) alors qu’elle fait un angle de plus de
20° par rapport à la verticale pour un jeu de 0.2 (20%) (Figure 4.14 (d) et Figure 4.15 (d)). On
peut alors raisonnablement affirmer que la qualité de la découpe sera d’autant plus mauvaise
lorsque le jeu sera grand.

                           (a) Jeu=0 , u=0.55 mm                                                              (b) Jeu=0.02 , u=0.59 mm

                          (c) Jeu=0.1 , u=0.71 mm                                                            (d) Jeu=0.2 , u=0.82 mm

Figure 4.15 : Isovaleurs du dommage à la rupture finale pour différents rapportsJ/t.

Par ailleurs, sur la Figure 4.16 qui rassemble l’ensemble des courbes force/déplacement pour
les différents J/t étudiés, on note que plus le jeu est faible, plus la découpe est rapide, et plus
la force maximale est élevée (Tableau 4.1).

J/t 0.0 0.02 0.1 0.2
Fmax (N) 550 540 525 523

Urupture (mm) 0.55 0.58 0.7 0.81
Tableau 4.1 : Influence du jeu sur les conditions de découpe

Ceci montre que l’influence du jeu sur la force maximale reste relativement faible (5%) mais
exerce une influence non négligeable sur le déplacement à rupture (32%). On en conclut donc



Chapitre 4                                          4.3 PROCÉDÉ DE DÉCOUPAGE DE TÔLE (2D)

- 125 -

que le jeu influence principalement la qualité de la surface de coupe ainsi que le déplacement
à rupture du poinçon. On peut donc affirmer que plus le jeu est grand, plus mauvaise est la
qualité de la surface de coupe.
Notons enfin que les mêmes conclusions sont observées avec les outils usés.

Figure 4.16 : Courbes Force/Déplacement pour différents jeux

4.3.4 Etude de l’interface poinçon/tôle/matrice

Le dernier paramètre que nous souhaitons explorer est la nature des interfaces outils/pièce. En
effet, on peut suspecter que la nature du contact entre les outils (poinçon/matrice et serre-flan)
et la tôle conditionne fortement les conditions de coupe. Pour cela nous allons faire varier le
coefficient de frottement du modèle de Coulomb en lui donnant les valeurs suivantes :
µ=0.00   ⇒ Contact parfaitement glissant ou lubrification idéale
µ=0.05   ⇒ Contact modérément glissant ou lubrification normale
µ=0.20   ⇒ Contact peu glissant ou lubrification médiocre
µ=0.30   ⇒ Contact sec métal/métal glissement très faible ou quasi-inexistant.

Après avoir réalisé toutes les simulations pour des outils neufs et usés avec différentes valeurs
de µ nous pouvons affirmer que le frottement a très peu d’influence sur le procédé de
découpage (tout du moins pour la plage de valeurs explorées). Ceci est confirmé par la Figure
4.17 où l’on note que les courbes force/déplacement sont quasiment identiques pour tous les
coefficients de frottement µ utilisés.
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Figure 4.17 : Courbes Force/Déplacement pour différents valeurs du coefficient de frottement

Ceci dit, ces conclusions concernant l’influence du frottement nous paraissent limitées au cas
où les outils sont supposés rigides indéformables. En effet, nous pouvons penser que si les
outils avaient été supposés déformables alors le coefficient de frottement aurait eu plus
d’influence [CHEROUAT02]. Ce phénomène n’a pas été étudié dans ce travail du fait des
temps de calculs prohibitifs que cela engendre. Il fera l’objet de la suite naturelle de cette
étude et en particulier pour simuler l’endommagement surfacique des outillages.
En conclusion, nous pouvons affirmer que la méthodologie de couplage comportement-
endommagement que nous proposons est capable de simuler et « optimiser » tout procédé de
poinçonnage de tôles minces isotropes.

4.4 PROCÉDÉ DE POINÇONNAGE ET D’ÉBAVURAGE D’UNE ROUE

Dans bon nombre de procédés de formage on constate la présence d’un surplus de matière
appelé bavure, qu’il faut impérativement supprimer pour obtenir la pièce finale. Sur d’autres
pièces massives il peut s’avérer économique de « percer » des pièces par poinçonnage. Ces
opérations réalisées sous presses après l’obtention du brut de forgeage permettent
indéniablement d’assurer des gains de productivité en comparaison avec des opérations
d’usinage classique (fraisage, perçage…). Il ne reste donc plus qu’à réaliser les opérations de
finition si nécessaire.

Dans ce paragraphe, nous allons simuler une opération de débouchage (par poinçonnage)
suivie d’une opération d’ébavurage d’une roue massive présentée sur la Figure 4.18
[MARIAGE02c]. La roue est préalablement obtenue par forgeage à chaud. Elle est en acier
courant caractérisé par les coefficients suivants :
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E= 210 GPa, ν=0.3, s=1, S=8 MPa, β=1. La fonction d’écrouissage isotrope et isotherme est
choisie telle que:

n
y 3K(1 ap )σ = +

avec n=0.41, a=1.75 et K= 198.3 MPa.

∅22 mm

∅ 26mm

∅72 mm

11 mm

12 mm

1.5 mm

                             (a) 2D                                                                                               (b) 3D
Bavure

Figure 4.18 : Schématisation de la roue obtenue par forgeage 2D (a) et 3D (b)

Ce problème va être traité en 2D (axisymétrique) et en 3D. Pour le calcul 2D, les maillages de
la roue sont donnés en Figure 4.19 (a) pour l’opération d’ébavurage avec 4312 éléments
triangulaires P1-P1, et en Figure 4.19 (b) pour l’opération de débouchage avec 2492 éléments
de même type. Pour ces deux maillages la taille minimum est ∆x= 0.4 mm (boîte de maillage)

et la taille maximum est ∆x= 1.2 mm.

                      (a) maillage pour l’ébavurage                                           (b) maillage pour le débouchage

Figure 4.19 : Maillage initial de la roue pour l’opération d’ébavurage

Pour les calculs 3D, le maillage utilisant des tétraèdres P1-P1 présenté sur la Figure 4.20
possède 38410 éléments. La taille maximale est ∆x= 1 mm.
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Figure 4.20 : Maillage initial 3D de la roue

Ces opérations de débouchage et d’ébavurage ont été réalisées expérimentalement avec
l’utilisation d’une presse grande vitesse (PGV). Ces essais ont été réalisés au CETIM de St
Etienne, et consistent à impacter la roue avec un poinçon d’une certaine masse, lâché à une
certaine hauteur. Nous utiliserons donc une presse en énergie disponible dans le logiciel
Forge2® pour caractériser cette presse. Notons simplement ici que sur le procédé d’ébavurage,
c’est le lopin (en l’occurrence la roue) qui est l’objet mobile. Le poinçon lancé impacte la
roue et engendre son déplacement provoquant ainsi l’ébavurage de celle-ci. Pour l’opération
de débouchage c’est le poinçon lancé qui va déboucher la roue immobile lors de cette
opération. Aussi les deux opérations sont réalisées séparément que ce soit expérimentalement
ou numériquement.
Les résultats de simulation du procédé d’ébavurage sont rassemblés sur la Figure 4.21. La
Figure 4.21 (a) montre la disposition initiale de la roue et des outils pour le calcul 2D. Les
Figure 4.21 (c), Figure 4.21 (e) et (j) présentent un zoom sur la zone de découpage de la
bavure 2D. On note clairement que le découpage (propagation de la fissure) se produit bien
dans la continuité du diamètre extérieur de la roue. On note aussi le fort soulèvement de
l’anneau découpé (bavure) sur les Figure 4.21 (e) et Figure 4.21 (g). Pour le calcul 3D les
résultats sont présentés sur les Figure 4.21 (b), Figure 4.21 (d), (f) et Figure 4.21 (h). Cette
simulation n’a pas pu être menée à son terme (c’est à dire jusqu’à l’ébavurage total) du fait de
la procédure de suppression des éléments tétraédriques. En effet, quand plusieurs éléments
sont supprimés en même temps, il arrive que quelques tétraèdres ne se trouvent connectés à
leurs voisins non endommagés que par deux nœuds sur les quatre. Cela pose un problème au
solveur probablement dû aux rotations de corps rigide de l’élément en question. Ne disposant
pas des sources du code Forge3® nous n’avons pas pu remédier à ce problème. Le calcul
s’arrête après un déplacement de 0.9 mm sans pouvoir réaliser entièrement l’opération
d’ébavurage 3D.
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                       (a) Ebavurage 2D u=0 mm                                                          (b) Ebavurage 3D u=0 mm

                      (c) Ebavurage 2D u=0 mm                                                       (d) Ebavurage 3D u=0.7 mm

                      (e)  Ebavurage 2D u=2.5 mm                                                    (f) Ebavurage 3D u=0.9 mm

                    (g)  Ebavurage 2D u=3.5 mm                                                      (h) Ebavurage 3D u=0.9 mm

Poinçon

Matrice

Figure 4.21 : Isovaleurs du dommage, procédé d’ébavurage de la roue 2D/3D
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                       (a) Découpage u=0 mm                                                                        (b) Découpage u=0 mm

                       (c) Découpage u=0 mm                                                                     (d) Découpage u=0.9 mm

                    (e) Découpage u=3.77 mm                                                                  (f) Découpage u=3.77 mm

                       (g) Découpage u=5.77 mm                                                               (h) Découpage u=5.7 mm

Poinçon
∅ 20 mm

Matrice

Figure 4.22 : Isovaleurs du dommage, procédé de débouchage de la roue 2D/3D
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Pour le procédé de débouchage qui consiste à poinçonner la roue, les résultats sont rassemblés
sur la Figure 4.22. Là aussi, si la simulation 2D ne pose aucun problème (Figure 4.22 (a), (c),
(e) et (g)), il n’en va pas de même pour l’opération 3D qui s’arrête avant l’achèvement de
l’opération. Néanmoins, elle va jusqu’à un déplacement de 5.7 mm (Figure 4.22 (h)).
L’utilisation d’un maillage relativement grossier engendre une fissure « grossière et mal
propre » (Figure 4.22 (b), (d), (f) et (h)). En toute rigueur, nous pensons que l’utilisation d’un
maillage adaptatif nous permettrait de mener le calcul à son terme. Cette procédure
d’adaptation de maillage vise à déterminer la taille des éléments en fonction du Hessien du
champ d’endommagement. Ainsi, les éléments totalement endommagés auront une taille
minimale. De plus, il faudra bien éviter qu’un tétraèdre ne se trouve connecté à ses voisins
que par deux nœuds. Ces aspects sont en développement au LASMIS dans le cadre d’un
couplage entre ABAQUS® et des mailleurs développés par notre équipe de recherche [BL2D-
V2]. Pour Forge3® nous ne pouvons hélas rien faire sans une collaboration étroite avec les
propriétaires de ces logiciels (CEMEF et TRANSVALOR S.A.).

Figure 4.23 : Courbes Force/Déplacement globales pour l’ébavurage et le poinçonnage

Sur la Figure 4.23 nous avons reporté les courbes force/déplacement pour les deux procédés
2D. On note que l’opération d’ébavurage est plus aisée à réaliser car elle ne nécessite qu’un
effort maxi Fmax=125 kN et se termine au bout de 3.3 mm de déplacement. L’opération de
débouchage demande quant à elle une force Fmax=280 kN et un déplacement u=4.8 mm.

Figure 4.24 : Roue ébavurée et débouchée, essai expérimental (source CETIM©)



Chapitre 4                                             4.4 PROCÉDÉ DE POINÇONNAGE ET D’ÉBAVURAGE D’UNE ROUE

- 132 -

Pour des raisons de confidentialité industrielle, nous ne sommes pas autorisés à publier les
courbes force/déplacement expérimentales, cependant nous sommes autorisés à montrer la
photo de la Figure 4.24 montrant la roue débouchée et ébavurée avec les chutes de matière
générées par ces deux opérations.

Figure 4.25 : Comparaison courbes Force/Déplacement globales couplée/découplée pour le débouchage

A titre indicatif nous avons réalisé une simulation de débouchage 2D avec un calcul non
couplé. La Figure 4.25 montre une comparaison des courbes force/déplacement pour les deux
calculs : couplé et non couplé. Il paraît clair que le calcul non couplé ne peut prédire des
résultats acceptables. Il faudra donc être vigilant sur l’interprétation des résultats fournis par
des modèles non couplés largement utilisés dans la littérature.

4.5 PROCÉDÉ DE MISE EN FORME D’UN ÉCROU SIX PANS

Nous nous proposons maintenant de former un écrou six-pans par forgeage à froid (Figure
4.26) [MARIAGE02d]. Cet écrou est en acier courant MB4 dont les caractéristiques
rhéologiques et d’endommagement sont données au §3.4. Pour des raisons de confidentialité
industrielle aucune caractéristique dimensionnelle ni d’information sur la gamme concernant
ce procédé ne pourront être communiquées.
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                      (a) Ecrou fini                                                             (b) Bouchon enlevé

Figure 4.26 : Ecrou fini (a) et surplus de matière (b) dû au débouchage (Source Former S.A.)

Indiquons simplement que ce procédé de formage d’écrou six-pans est composé de cinq
étapes ayant chacune des outillages différents. Les quatre premières opérations consistent à
donner la forme pleine à l’écrou par forgeage à froid. La cinquième et dernière opération
consiste à poinçonner l’écrou afin de réaliser l’alésage brut qui supportera le filetage définitif.
La simulation numérique a été conduite en 2D (axisymétrique) et en 3D. Le but est de
repousser l’endommagement dans les quatre premières opérations et au contraire de le
favoriser dans la cinquième et dernière passe de débouchage.

16.25
mm

Rayon r=9.75 mm

                     (a) : 2D                                                         (b) : 3D

Figure 4.27 : Maillage initial du lopin

Le maillage initial des lopins (cylindrique) est donné en Figure 4.27.
*Pour le cas 2D : Maillage relativement homogène avec 1604 éléments P1-P1 triangulaires
de taille moyenne 1.2 mm dans le cas axisymétrique.
*Pour le cas 3D : Maillage relativement homogène avec 37668 éléments P1-P1
tétraédriques  de taille moyenne 1.2 mm. Ici aucune symétrie n’est prise en compte.

Les résultats de ces simulations sont rassemblés sur la Figure 4.28 en terme d’isovaleurs
d’endommagement pour 5 valeurs différentes de déplacement des outils correspondant à la fin
de chaque opération ou préforme.
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                               (a) Passe 1  u=3.88 mm                                                  (b) Passe 1  u=3.88 mm

                                     (c) Passe 2  u=3.89 mm                                                (d) Passe 2  u=3.89 mm

                              (e) Passe 3  u=6.2 mm                                                        (f) Passe 3 u=6.2 mm

                                    (g) Passe 4 u=14.49 mm                                              (h) Passe 4 u=14.49 mm

                                   (i) Passe 5 u=8.1 mm                                                 (j) Passe 5 u=1 mm

Figure 4.28 : Isovaleurs du dommage lors du procédé de formage de l’écrou à la fin de chaque opération en 2D
et 3D



Chapitre 4                                                   4.5 PROCÉDÉ DE MISE EN FORME D’UN ÉCROU SIX PANS

- 135 -

En premier lieu nous pouvons noter que si la simulation 2D ne pose aucun problème pour les
cinq opérations, celle en 3D pose des difficultés sur l’opération de débouchage,
essentiellement liées à l’élimination des éléments totalement endommagés. Par ailleurs, on
peut constater que :

-Le maximum d’endommagement atteint à la fin de chacune des 4 premières opérations est
le suivant :

Opération 1 2 3 4
2D 3D 2D 3D 2D 3D 2D 3D

Max Dom
(%)

1.46 1.6 1.46 2.7 2.5 9.0 5.7 11

-Aussi bien en 2D qu’en 3D, l’emplacement de l’endommagement maximum est conforme
aux constatations expérimentales.
-A la fin de la 4ième opération (Figure 4.28 (g) et (h)) le niveau de l’endommagement maxi
atteint en 3D (11%) est presque deux fois supérieur à celui atteint en 2D (5.8%).

Sur la Figure 4.29 nous donnons à titre indicatif la courbe de forgeage (force/déplacement)
correspondant à l’opération de débouchage (5ième opération) et ce en 2D (opération achevée)
et en 3D (opération inachevée). On note bien qu’en 2D (Figure 4.29 (a)) on a Fmax= 95 kN et
l’opération est terminée pour u=8.1 mm. Pour le cas 3D (Figure 4.29 (b)), la force maxi est de
Fmax=120 kN, donc plus élevée que pour le 2D, avec une simulation interrompue pour un
déplacement u=1 mm (Notons ici que l’interprétation de la courbe se fait par rapport à la
hauteur de pilotage, donc décroissante). La différence de force de forgeage peut s’expliquer
par la nature de la géométrie. En effet, dans le cas 2D axisymétrique, nous ne tenons pas
compte des six pans de l’écrou.

                                      (a) : 2D                                                                                  (b) : 3D

Figure 4.29 : Courbe globale Force/Déplacement pour l’opération de débouchage

Enfin, pour clore la discussion sur ce procédé, nous avons examiné l’effet d’une plus faible
ductilité du matériau (18% au lieu de 36%) sur l’endommagement de l’écrou. La Figure 4.30
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montre clairement l’endommagement total (rupture Dmax=100%) de quelques éléments situés
à la base de la collerette de l’écrou lors de la quatrième opération. Ceci prouve que le
matériau choisi par l’entreprise pour fabriquer en grande série cet écrou convient parfaitement
au procédé.

Figure 4.30 : Quatrième opération de formage, isovaleurs du dommage pour un matériau peu ductile

En conclusion, le modèle proposé permet de réaliser virtuellement une opération de formage
complexe tout en prévoyant où et quand apparaît un endommagement indésirable. Ceci
constitue un outil industriel mis à la disposition des ingénieurs de mise en forme afin de
mettre au point leur gamme de fabrication à moindre coût.

4.6 PROCÉDÉ DE FORGEAGE DE CROISILLONS

4.6.1 Description du procédé

Dans le but d’élargir l’éventail des exemples de formage traités par la méthodologie
numérique proposée, nous traitons dans ce paragraphe de la simulation du forgeage 3D d’un
croisillon à partir d’un lopin cylindrique de diamètre ∅14 mm et de longueur 38 mm. Deux
procédés de formage à froid sensiblement différents seront simulés, à savoir : forgeage par
estampage (frappe), et forgeage par extrusion. Ces exemples ont été traités dans notre
laboratoire par des modèles plus élaborés [HAMMI00, SAANOUNI02, CHEROUAT02].
Le matériau utilisé est le matériau A du §3.2.2, en utilisant les coefficients
d’endommagement S=150 MPa, s=2.5, b=7.5 donnant une ductilité de 20%. Le frottement
entre les outils est un frottement acier/acier caractérisé par un coefficient de frottement de
Coulomb avec µ=0.3.

4.6.2 Procédé d’estampage ou forgeage libre

Ce procédé est schématisé sur la Figure 4.31. Les deux outils sont supposés rigides
indéformables et leur géométrie est définie sur la Figure 4.32.
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             (a) lopin initial                          (b) configuration initiale du procédé

38 mm

∅ 14 mm

Figure 4.31 : Présentation schématique du procédé d’estampage du croisillon

Le maillage initial du lopin est relativement régulier et contient 45028 éléments
tétraédriques P1-P1 de taille moyenne ∆x=1 mm.

∅ 10 mm

∅ 20 mm

29 mm

      28 mm

                (a) : vue de dessus                                                 (b) vue de profil

      70 mm

Figure 4.32 : Géométrie des outillages dans le cas du forgeage libre par estampage

La Figure 4.33 rassemble quelques images montrant la distribution de l’endommagement
dans le croisillon à différents instants ou déplacements de la matrice mobile. On note que le
dommage devient relativement important mais n’excède par 50% à la fin de l’opération
(Figure 4.33 (d)). On remarque également que la distribution du dommage dans la pièce
varie continuellement au cours du procédé. En effet au début (u=10 mm), un dommage
(D=9%) se localise au niveau des points de contact matrice/lopin ((Figure 4.33 (a)). Pour
u=20 mm et u=22.5 mm il intervient toujours au niveau du contact matrice/lopin (Figure
4.33 (b) et (c)). Enfin, à la fin ((Figure 4.33 (d)) le dommage maxi se situe dans la bavure
qui est destinée à être supprimée.
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        (a) Déplacement  u=10 mm Dmax=9%                           (b) Déplacement u=20 mm Dmax=10.8%

   (c) Déplacement  u=22.5 mm Dmax=12%                         (d) Déplacement u=25 mm Dmax=42%

Figure 4.33 : Distribution du dommage dans le croisillon

Les isovaleurs des contraintes équivalentes (σeq) et des déformations plastiques cumulées (p)
sont rassemblées dans la Figure 4.34.

                   Contrainte équivalente   σeq                                          Déformation plastique cumulée
                                         (a)                                                                                (b)

Figure 4.34 : Distribution de la contrainte équivalente (a) et de la déformation plastique cumulée (b) dans le
croisillon en forgeage libre
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On note que les valeurs maxi de la déformation plastique sont situées dans la bavure (Figure
4.34 (b)). On remarque également que les contraintes ne sont pas suffisamment relaxées,
l’endommagement n’étant pas assez significatif (Figure 4.34 (a)). Pour ce procédé l’allure de
la courbe de forgeage est illustrée sur la Figure 4.35.

A

B

C

Figure 4.35 : Courbe Force/Déplacement globale, matriçage

On note clairement la présence de trois stades :
-OA : Cette phase correspond à une augmentation de la force due à la compression du
cylindre.
-AB : Cette phase stationnaire correspond au remplissage des cavités de la matrice par
écoulement plastique du métal.
-BC : Cette phase correspond à une augmentation rapide de la force liée au remplissage
total des cavités des matrices conduisant à une forte compression (compactage) de la
matière.

Le dommage n’atteignant sa valeur maximale (Dmax=40%) qu’en toute fin de process, et ne
dépassant pas 15% le reste du temps, il n’influence donc pas la courbe globale de la Figure
4.35.

4.6.3 Procédé de forgeage par extrusion latérale

Ce procédé représente une autre façon d’obtenir le croisillon. Cela consiste à mettre un lopin
cylindrique dans une matrice creuse ayant la forme finale du croisillon. Deux vérins
viennent alors comprimer le cylindre obligeant la matière à remplir la cavité de la matrice
par écoulement plastique. Ce procédé est représenté schématiquement sur la Figure 4.36. Par
contre, nous avons dû modéliser la moitié de la pièce, en la symétrisant par rapport au plan
médian qui nous semblait le plus judicieux d’adopter. Cette symétrie nous est imposée du
fait de la lourdeur du calcul et des problèmes inhérents au couplage comportement-
endommagement en 3D. De ce fait, le nombre d’éléments pour le lopin de hauteur 19 mm et
de diamètre 14 mm est de 22130 pour une taille moyenne d’éléments de 1 mm.
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             (a) lopin initial                          (b) configuration initiale du procédé

19 mm

∅ 14 mm

Figure 4.36 : Représentation schématique du procédé de forgeage par extrusion latérale

La matrice (creuse) est définie sur la Figure 4.37. Notons que la forme finale du croisillon
sera légèrement différente de celle obtenue par forgeage libre comme on peut le voir en
comparant la Figure 4.33 et la Figure 4.38.

∅ 14 mm

47 mm

16.75 mm

∅ 10 mm

    60 mm

∅ 20 mm

    23 mm

        (a) vue latérale                                                   (b) vue de dessus

Figure 4.37 : Géométrie de la matrice dans le cas du forgeage libre par extrusion latérale
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     (a) Déplacement u= 10.6 mm, Dmax=1%                     (b) Déplacement u= 14 mm, Dmax=26%

    (c) Déplacement u= 19.18 mm, Dmax=27%                (d) Déplacement u=26.05 mm, Dmax=35%

Figure 4.38 : Distribution du dommage dans le croisillon pour le procédé d’extrusion latérale

La Figure 4.38 montre la distribution de l’endommagement dans le croisillon pour
différentes valeurs du déplacement des outils. En particulier on remarque que
l’endommagement maxi (Dmax=35%) se situe à l’intersection des cylindres avec la sphère
centrale (Figure 4.38 (d)). On note comme pour le forgeage libre que l’endommagement
croit continuellement au cours du déplacement des outils. Dans un premier temps
l’endommagement croit doucement tout en restant négligeable (Dmax=1% pour u=10 mm)
(Figure 4.38 (a)), puis augmente de façon plus importante dès la formation des cylindres
(Figure 4.38 (b, c et d), Dmax=35% pour u=26 mm)). Néanmoins cet endommagement maxi
est situé sur les cylindres et non sur la bavure comme précédemment. En effet, la Figure
4.39 montre les isovaleurs de la contrainte équivalente (Figure 4.39 (a)) et de la déformation
plastique cumulée (Figure 4.39 (b)) à la fin du procédé. On note que la déformation
plastique est localisée essentiellement sur les cylindres (Figure 4.39 (b)) et que la contrainte
équivalente n’est pas suffisamment relaxée du fait d’un endommagement maxi de l’ordre de
35%.
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               (a)  Contrainte équivalente σeq                               (b)  Déformation plastique cumulée

Figure 4.39 : Distribution de la contrainte équivalente (a) et de la déformation plastique cumulée (b) dans le
croisillon pour le procédé d’extrusion latérale

La courbe de forgeage (ou force/déplacement) pour ce procédé est donnée sur la Figure 4.40.
Là aussi trois phases sont clairement observées :

-AB : Compression du cylindre initial, la matière remplit la sphère centrale.
-BC : Compression de la matière dans la sphère centrale.
-CD : Ecoulement de la matière à l’intérieur des quatre cavités cylindriques.

B

C D

Force (tons)

A

Figure 4.40 : Courbe Force/temps globale pour l’extrusion latérale

Il est à noter qu’en comparant avec la Figure 4.35 la courbe force/déplacement dans le cas
d’extrusion latérale (Figure 4.40), il n’apparaît pas d’augmentation sensible de la force de
forgeage lors de la troisième phase. Ceci s’explique simplement par les dimensions du lopin
qui n’ont pas permis à la matière de s’écouler jusqu’à l’extrémité des cylindres de la matrice.
Pour obtenir sensiblement les mêmes courbes, il aurait donc fallu raccourcir les cylindres de
la matrice ou augmenter la hauteur du lopin.
Cette étude a permis d’obtenir la même pièce avec deux procédés sensiblement différents.
Ceci permet ainsi à l’ingénieur de sélectionner un des deux procédés en sachant que le
procédé d’extrusion possède l’avantage d’éviter une opération d’ébavurage mais possède
l’inconvénient de localiser le dommage sur le croisillon. Le forgeage libre bien que
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nécessitant une opération d’ébavurage, n’est pas affecté (ou très peu) par l’endommagement,
celui-ci étant localisé majoritairement dans la bavure à ôter.

4.7 PROCÉDÉ DE FILAGE AVANT AVEC FORMATION DE CHEVRONS(2D)

4.7.1 Description du procédé

Le procédé de filage avant consiste à forcer un lopin cylindrique à passer dans une filière de
forme conique afin d’en réduire le diamètre. La mise en œuvre de ce procédé, très utilisé dans
l’industrie de la Forge, peut entraîner la formation de défauts caractéristiques sous forme de
chevrons. En effet, il peut y avoir au centre du lopin une apparition de zones endommagées où
plus tard se formeront ces chevrons. Ce type de défauts est particulièrement insidieux, car sa
localisation au cœur de la matière le rend invisible en surface, tendant ainsi à fragiliser
considérablement la pièce. Afin de déceler ces défauts, il faudrait soit réaliser des contrôles
non destructifs par ultrasons ou des radiographies par rayon X, soit réaliser des tests
destructifs par échantillonnage systématique.
Il existe dans la littérature quelques études expérimentales et numériques liées à ces
problèmes (Aravas [ARAVAS85], Kim et Ko [KIM98], [MARIAGE02b]). Ces études
tendent à montrer que l’apparition des chevrons est gouvernée directement par certains
paramètres tels que:
• L’angle de filière
• Le taux de réduction de diamètre
• L’écrouissage du matériau
• Les frottements entre le lopin et la matrice
• Le diamètre initial du lopin

De ces travaux, il semble se dégager le fait que la contrainte hydrostatique et la contrainte
principale maximum sont les variables les plus influentes sur la formation des chevrons. Les
travaux de Kim et Ko [KIM98], qui utilisent un critère d’évolution de l’endommagement basé
sur la contrainte principale maximum (critère de Latham et Cockroft [LATHAM68]), arrivent
à mettre en évidence une zone endommagée au cœur de l’éprouvette. Ce critère ne dépend pas
de la contrainte hydrostatique et n’altère pas les propriétés mécaniques du matériau, c’est en
fait un calcul dit découplé. Le critère que nous utilisons ici, avec une loi de comportement de
type linéaire puissance, est une combinaison des trois invariants Eq. (1.30). Le matériau
utilisé pour toutes nos simulations numériques est le matériau A2 du § 3.2.2. Nous utiliserons
néanmoins le matériau B2 de ce même paragraphe pour caractériser un matériau très ductile
(70%) afin d’étudier l’influence de la ductilité. La géométrie de la matrice ainsi que celle du
lopin initial sont données sur la Figure 4.41.
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∅ 50 mm

75 mm

∅ 44.5 mm

30°

Figure 4.41 : Géométrie du procédé de filage dans le cas d’une réduction de diamètre de 11% et d’un angle de
filière de 30°

On utilisera un maillage 2D constant sur le lopin (∆x=1.2 mm) avec utilisation d’une boîte de

maillage au centre du lopin où la taille maximale des éléments est de ∆x=0.7 mm. Le nombre
d’éléments (triangle P1-P1) utilisé sera précisé pour chaque cas traité. La vitesse de l’outil
supérieur est constante et fixée à 5mm/s. L’hypothèse d’axisymétrie a été retenue pour
l’ensemble des cas traités.
Dans ce qui suit nous allons étudier l’influence d’un certain nombre de paramètres sur la
formation des chevrons en filage avant.

4.7.2 Simulation numérique du filage avant

Nous commençons par simuler le procédé de filage avant défini sur la Figure 4.41. Le nombre
exact d’éléments est de 4463. La Figure 4.42 présente des instants particuliers du procédé
correspondant à u=0 (état initial), u=23.8 mm, u=50.16 mm et u=70 mm (état final). On
constate la formation des chevrons lors du passage de la matière au niveau de la fin du cône
de réduction de la matrice (Figure 4.42 (b) et (c)). On note également une périodicité spatiale
des chevrons (Figure 4.42 (c) et (d)). Nous étudierons par la suite les facteurs mécaniques
et/ou numériques qui influencent cette périodicité. Notons enfin la présence d’un faible
endommagement au niveau de l’interface matrice/lopin i.e. sur la surface extérieure (Figure
4.42 (c) et (d)).
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                             (a) Filage u=0mm                                                        (b) Filage u=23.8mm

                        (c) Filage u=50.16mm                                                      (d) Filage u=70mm

Figure 4.42 : Procédé de filage, réduction 11% angle 30°

Afin de mieux comprendre la formation de ces chevrons, nous allons analyser l’évolution des
principaux invariants des contraintes dans la barre au cours de son filage. En particulier, nous
examinerons ces grandeurs le long de l’axe du lopin et le long d’une génératrice extérieure au
niveau du contact avec la filière. La Figure 4.43 montre les deux lignes en question.

0 mm1020304050607080 mm

Contour extérieur

Axe central

Figure 4.43 : Profil du lopin en fin de process : situation des deux lignes (axe central et génératrice extérieure)
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(a) (b)

Figure 4.44 : Courbes d’évolution de l’endommagement (a) et de la pression hydrostatique (b) au cœur et à
l’extérieur du lopin en fin de calcul couplé

La Figure 4.44 (a) représente l’évolution de l’endommagement le long des deux lignes. On
note que le long de la ligne extérieure l’endommagement reste relativement faible et ne
dépasse pas 10%. Sur l’axe du lopin le dommage est faible (<10%) entre les chevrons, et
atteint sa valeur critique (D=1) au niveau des fissures. La distribution de PH, σeq et σmax le
long des deux lignes est donnée sur les Figure 4.44 (b) et Figure 4.45 (c) et (d). Dans ce calcul
couplé les remarques suivantes peuvent être faites concernant les contraintes :
*La contrainte hydrostatique sur la surface extérieure augmente rapidement au niveau du cône
de réduction pour atteindre PHmax=960 MPa. Elle chute aussi rapidement et devient négative
PH=-205 MPa à la sortie du cône, puis augmente très lentement d’une façon monotone pour
tendre vers zéro à l’extrémité de la barre du coté du diamètre réduit. Sur l’axe de la barre la
situation de la pression hydrostatique est différente. Partant d’une valeur positive PH=200
MPa, elle chute à environ 100 MPa au niveau du cône et reste constante le long de celui-ci.
Elle est nulle au niveau du chevron et augmente rapidement dès la sortie de celui-ci pour
atteindre environ 450 MPa au milieu du ligament de matière non endommagé entre les deux
premiers chevrons. Ensuite, elle rechute de nouveau très rapidement, devient négative PH=-
100 MPa puis s’annule au niveau du deuxième chevron. Ce scénario est répété le long de
l’axe mais avec un net amortissement des min-max comme on peut le constater sur la Figure
4.44 (b). Pour mieux expliquer ces variations nous avons reporté sur la même figure (Figure
4.44 (b)) l’évolution de la pression hydrostatique le long des deux mêmes lignes lors d’un
calcul classique sans tenir compte de l’endommagement. Si l’on remarque peu de différences
avec le calcul couplé sur la variation de PH le long de la ligne extérieure, il n’en va pas de
même le long de l’axe de la barre. En effet, on note pour le cas découplé que PH passe de la
même valeur positive que pour le cas couplé PH=200 MPa (à l’extrémité de la barre, coté
grand diamètre) pour tendre vers zéro au milieu du cône de réduction. Ensuite, elle augmente
rapidement pour atteindre PH=350 MPa en y=-25 mm, cette valeur reste relativement
constante (une faible chute est cependant observée) jusqu’à y=-75 mm. A partir de ce point PH

chute rapidement passe par zéro pour atteindre PH=-200 MPa à l’extrémité de la barre. On
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explique alors les oscillations de PH dans le cas couplé par le fait qu’entre les chevrons elle
cherche à atteindre la valeur positive (PH=350 MPa) relevée en absence d’endommagement
(cas découplé), mais le couplage avec l’endommagement le ramène brutalement à zéro. Ce
phénomène oscillatoire subit un amortissement d’autant plus grand que le nombre de
chevrons est élevé.
*Concernant la contrainte équivalente de Mises, nous avons porté sa variation le long de la
barre (Figure 4.45 (c)). En l’absence d’endommagement (calcul non couplé), σeq part d’une
valeur de 350 MPa, chute légèrement au début de la filière et ré-augmente pour atteindre un
maximum de 385 MPa au niveau du cône de réduction. Elle chute brutalement pour atteindre
la valeur zéro en y=-20 mm, puis augmente de manière parabolique en atteignant sa valeur du
début (σeq=380 MPa) pour ensuite rechuter doucement. Si le couplage comportement-
endommagement est pris en compte (calcul couplé) la variation de σeq devient oscillatoire
comme PH et ce pour les mêmes raisons. Un second pic de σeq  est observé après chaque
chevron comme l’indique la (Figure 4.45 (c)).

(a) (b)

Figure 4.45 : Courbes d’évolution de la contrainte équivalente (a) et de la contrainte principale maximale (b)
au cœur et à l’extérieur du lopin en fin de calcul (couplé/découplé)

*Enfin, concernant la plus grande contrainte principale maximum σmax , son évolution est
portée sur la Figure 4.45 (d). Le long de la génératrice extérieure, il n’existe pas de différence
qualitative entre le calcul couplé et le calcul non couplé. σmax  augmente rapidement après le
cône de réduction pour atteindre σmax=405 MPa, puis chute doucement le long de l’axe. Cette
chute est un peu plus prononcée dans le cas du calcul couplé. Sur l’axe central de la barre la
situation est toute différente et ressemble à l’inverse des résultats obtenus avec PH. En absence
d’endommagement (calcul non couplé) σmax part d’une valeur nulle en y=0 mm et reste nulle
dans la partie cylindrique (grand diamètre de la filière). Ensuite, σmax augmente pour atteindre
une valeur de 250 MPa au milieu du cône de réduction. Elle chute ensuite (en passant par
zéro) à la sortie du cône et atteint une valeur négative de –280 MPa en y=-22.5 mm. Puis elle
reste approximativement constante le long de la barre jusqu’à y=-70 mm (une légère chute est
observée avec σmax=-210 MPa pour y=-70 mm). Elle tend alors vers une valeur positive
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(passant par zéro) en y=-80 mm pour atteindre 300 MPa à l’extrémité de la barre. Pour le
calcul couplé, σmax oscille au même titre que PH et pour les mêmes raisons.
De cette étude de l’étude des invariants des contraintes, sans et avec effet de
l’endommagement, nous concluons que la formation des chevrons dans ce procédé de filage
est essentiellement contrôlée par PH et σmax avec une très petite influence de σeq. De ce fait
nous avons volontairement évité de faire intervenir la contrainte équivalente, cela nous a
permis de choisir α1=0.5 et α2=0.5 dans le critère d’endommagement de l’équation (1.30) du
chapitre 1.
Enfin, pour clore cette discussion, nous donnons l’évolution des zones endommagées (fissures
sur la Figure 4.46 (a)) pour un calcul non couplé. Il est clair qu’un calcul non couplé (toute
chose égale par ailleurs) ne permet pas de prédire la formation des chevrons. Il permet de
prédire une zone « endommagée » continue sous forme de tunnel. Ceci est confirmé par
l’évolution de l’endommagement le long de l’axe de la barre (Figure 4.46 (b)). On voit
clairement que D atteint 1 dès l’amorçage de la première fissure (y=-7.5 mm) puis garde cette
valeur jusqu’à l’emplacement du dernier chevron (y=-75 mm). Une fois de plus, nous attirons
l’attention du lecteur sur le fait que dans ce calcul non couplé, le dommage n’affecte pas le
comportement du matériau. En conséquence, la zone « endommagée » de la Figure 4.46 (b)
n’est en fait pas une fissure puisqu’elle garde intacte sa rigidité et donc les contraintes n’y
sont pas nulles.
Ceci apporte donc une preuve supplémentaire que seul un couplage « fort » comportement-
endommagement permet de décrire la fissuration des structures mécaniques.

(a) variation du dommage le long de
l’axe et le long de l’interface

lopin/matrice
(b) isovaleurs du dommage

Figure 4.46 : Evolution de l’endommagement dans la barre pour un calcul découplé

En examinant les images de la Figure 4.42 on est en droit de se poser la question suivante :
-Le modèle de comportement, fut-il couplé à l’endommagement, étant un modèle continu,
pourquoi est-il capable de donner une fissuration discontinue sous forme de chevrons ?
La réponse à cette question est fournie par la comparaison entre le calcul couplé (Figure 4.44
(a)) et le calcul découplé (Figure 4.46 (a)). En effet, la solution « fissure » est bien continue
dans le calcul non couplé, alors qu’elle est discontinue dans le calcul couplé. C’est donc le
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couplage comportement-endommagement et particulièrement le couplage élasticité-

endommagement ( E E(1 D)= −% ) qui est responsable de la discontinuité de la fissure donnant

les chevrons. Ainsi, dès le passage de l’extrémité de la barre dans le cône, un fort gradient de
dommage apparaît sur l’axe en sortie de réduction de filière (Figure 4.42 (b)). A cet endroit la
rigidité des points concernés s’effondre du fait du couplage élasticité-endommagement, la
même observation est faite pour les contraintes. Comme la matière continue à avancer, cet
amorçage sur l’axe donne rapidement la forme du chevron dont l’inclinaison est conditionnée
par l’angle du cône de la filière. Pendant ce temps, le ligament de matière se trouvant sur l’axe
de la barre ne s’endommage plus jusqu’à ce que le premier chevron s’éloigne suffisamment
du cône de la filière pour que les conditions mécaniques (invariants de σij) soient de nouveau
favorables à l’amorçage d’un nouveau chevron et ainsi de suite. Nous étudierons plus loin la
périodicité spatiale de la formation des chevrons ainsi que l’influence de la discrétisation
spatiale sur celui-ci.

4.7.3 Influence de la réduction du diamètre et de l’angle de la filière

Beaucoup d’études ont montré l’influence que pouvait avoir la géométrie de la filière sur un
procédé de filage. On se propose alors, pour un même matériau, d’étudier plusieurs
géométries d’outils pour pouvoir établir un lien entre la formation des chevrons et la
combinaison angle/réduction de filière. Ces études effectuées, nous pourrons alors comparer
ces résultats avec ceux observés expérimentalement. Pour cela, nous avons sélectionné les 6
cas suivants :
*Cas 1 : D=29.5 mm, d=26.5 mm, facteur de réduction fR=0.1, angle de la filière α=30°, le
maillage contient 7512 éléments, taille maxi des éléments ∆x=3.54 mm et pour la boîte de
maillage (centre du lopin) ∆x=0.8 mm.
*Cas 2 : D=29.5 mm, d=26.5 mm, facteur de réduction fR =0.1, angle de la filière α=20°, le
maillage contient 7512 éléments, taille maxi des éléments ∆x=3.54 mm et pour la boîte de
maillage (centre du lopin) ∆x=0.8 mm.
*Cas 3 : D=29.5 mm, d=20.5 mm, facteur de réduction fR =0.3, angle de la filière α=18°, le
maillage contient 7512 éléments, taille maxi des éléments ∆x=3.54 mm et pour la boîte de
maillage (centre du lopin) ∆x=0.8 mm.
*Cas 4 : D=29.5 mm, d=25 mm, facteur de réduction fR =0.15, angle de la filière α=10°, le
maillage contient 5548 éléments, taille maxi des éléments ∆x=2.97 mm et pour la boîte de
maillage (centre du lopin) ∆x=0.8 mm.
*Cas 5 : D=29.5 mm, d=24.8 mm, facteur de réduction fR =0.16, angle de la filière α=4°, le

maillage contient 5548 éléments, taille maxi des éléments ∆x=2.97 mm et pour la boîte de

maillage (centre du lopin) ∆x=0.8 mm.

*Cas 6 : D=29.5 mm, d=20.5 mm, facteur de réduction fR =0.3, angle de la filière α=15°, le

maillage contient 7512 éléments, taille maxi des éléments ∆x=3.54 mm et pour la boîte de

maillage (centre du lopin) ∆x=0.8 mm.
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Les conditions aux limites sont les mêmes que celles décrites dans les simulations précédentes
(voir §4.7.1). Les résultats obtenus sont :

       (a)   (cas 1)    Réduction 10% angle 30°                       (b)   (cas 2)    Réduction 10% angle 20°

 (c)   (cas 3)    réduction 30% angle 18°                         (d)    (cas 4)    Réduction 15% angle 10°

 (e)    (cas 5)   Réduction 16% angle 4°                         (f)   (cas 6)   Réduction 30% angle 15°

Figure 4.47 : Résultats des simulations du procédé de filage pour différents angles et réductions de diamètre
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-Le cas 1 (Figure 4.47 (a)) a donné 7 chevrons avec une périodicité spatiale de d=20 mm entre
les chevrons.
-Le cas 2 (Figure 4.47 (b)) a donné 6 chevrons avec une périodicité spatiale plus grande de
d=22 mm entre les chevrons.
-Le cas 3 (Figure 4.47 (c)) a donné uniquement 2 petits chevrons distants de 68 mm.
-Le cas 4 (Figure 4.47 (d)) n’a pas donné de chevrons proprement dit, mais une zone
endommagée axiale contenant des « îlots » de localisation du dommage (Dmax=61%).
-Le cas 5 (Figure 4.47 (e)) n’a donné qu’une faible zone endommagée (Dmax=8%).
-Le cas 6 (Figure 4.47 (f)) n’a pas donné de zone endommagée si ce n’est un endommagement
très faible sur l’interface lopin/matrice (Dmax=6%).

Il y a donc clairement des conditions géométriques (facteur fR et angle α) plus favorables que
d’autres pour la formation des chevrons en filage avant. De plus, ces conditions semblent
influencer la périodicité des chevrons.
On peut donc comme l’a proposé Zimerman [ZIMERMAN70] construire un diagramme en
portant sur l’axe des abscisses l’angle du cône de la filière et sur l’axe des ordonnées le
facteur fR de réduction du diamètre (Figure 4.48). Zimerman a remarqué qu’il existe une
courbe partageant ce diagramme en deux zones :
-Une zone où il ne peut y avoir formation de chevrons. Elle est caractérisée par une grande
réduction de diamètre et de faibles angles de filière.
-Une zone favorable à la formation de chevrons essentiellement caractérisée par de forts
angles de filière et de faibles réductions de diamètre.
On remarque que nos résultats numériques vérifient assez bien le diagramme de Zimerman.
En effet, les cas 1, 2 et 3 se trouvent bien dans la zone de formation des chevrons alors que les
cas 5 et 6 sont bien dans la zone de sécurité et ne donnent pas de chevrons. Seul le cas 4 se
trouve du mauvais coté de la courbe limite mais reste très proche de cette dernière. En effet, la
Figure 4.47 (d) montre bien des zones de localisation de dommage avec Dmax=60%.
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Figure 4.48 : Effet de la géométrie des outils sur l’apparition de chevrons (Source Zimerman, 1970)
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4.7.4 Etude de l’influence du maillage sur la formation des chevrons

De par notre modélisation purement locale, nous savons que la solution « post-bifurcatoire »
dépend de la finesse du maillage (voir chapitre3 §3.2.2). Il paraît donc indispensable d’étudier
l’influence de la discrétisation géométrique sur la formation des chevrons et en particulier sur
leur périodicité spatiale.
Pour cela nous proposons de faire 3 simulations du même procédé (même matériau A2 du
§3.2.2) et même géométrie (lopin de ∅70 mm et de hauteur 75 mm)) mais en utilisant 3
maillages différents.
La géométrie de ce nouveau procédé a été choisie avec D=70mm, d=62 mm, fR =0.11 et
α=30°, déterminés afin de favoriser la formation des chevrons.
La vitesse d’avance de l’outil supérieur est de 5mm/s. Les trois maillages choisis sont :
-Un maillage relativement régulier, dont la taille maxi des éléments est ∆x=3.07 mm
(maillage moyen) contenant 572 triangles P1-P1.
-Un maillage fin aussi régulier que le maillage précèdent, dont la taille maxi des éléments est
∆x=2.07 mm (maillage fin) contenant 1312 triangles P1-P1.
-Un maillage très fin, nous avons crée deux zones afin de réduire la taille du problème et donc
le temps CPU. Ce maillage contient donc deux zones où la taille des éléments dans la zone
moins fine vaut ∆x=2.56 mm et ∆x=0.7 mm dans la zone fine (centrale) avec un total de 6833
éléments P1-P1.
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                        (a) Maillage moyen                                                                 (b) Maillage fin

                      (c) Maillage Très fin                                                    (d) Expérience (Lemaitre)

Figure 4.49 : Comparaison essai expérimental (source LMT Cachan [LEMAITRE02])/numérique pour
différents maillages, réduction 11,42% angle 30°

La Figure 4.49 montre une comparaison entre la configuration finale obtenue avec chaque
maillage et un résultat expérimental communiqué par J. Lemaitre [LEMAITRE02]. D’abord
on note qu’il n’y a aucune influence significative du maillage ni sur le nombre des chevrons
formés, ni sur la distance entre les chevrons. Par contre on constate une influence du maillage
sur la géométrie des chevrons. On observe également d’étonnantes similitudes entre le résultat
expérimental et ceux obtenus par la simulation numérique en couplage comportement-
endommagement.

4.7.5 Influence du diamètre initial du lopin.

On s’intéresse ici à l’étude de l’influence du diamètre initial du lopin. On se propose, dans
cette dernière étude, de simuler quatre filages où l’on fera varier le diamètre initial du lopin
tout en conservant le même matériau, le même maillage et le même rapport angle/réduction
(30°/11,42%). Bien évidemment le fait d’augmenter le diamètre nous oblige à augmenter la
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hauteur du lopin (donc les volumes des lopins seront différents) ceci dans le souci de respecter
une même longueur de filage (d=80 mm) et pouvoir ainsi en tirer des conclusions.
Nous avons donc sélectionné trois lopins :
-Un premier lopin de rayon r=15 mm, hauteur 75 mm, avec une taille d’éléments maxi sur la
partie moins fine de 1.67 mm et de 0.8 mm sur la partie centrale. Le nombre d’éléments pour
ce lopin est de 2704.
-Un deuxième lopin de rayon r=25 mm, hauteur 75 mm, avec une taille d’éléments maxi sur
la partie moins fine de 2.16 mm et de 0.8 mm sur la partie centrale. Le nombre d’éléments
pour ce lopin est de 4463.
-Un troisième et dernier lopin de rayon r=60 mm, hauteur 150 mm, avec une taille d’éléments
maxi sur la partie moins fine de 4.74 mm et de 0.8 mm sur la partie centrale. Le nombre
d’éléments pour ce lopin est de 8250.

80
mm

                   (a) rayon r=15 mm                                                        (b) rayon r=25 mm

                   (c) rayon r=60 mm

10 mm

20 mm

50
mm

Figure 4.50 : Isovaleurs du dommage pour des simulations de filage pour différents diamètres initiaux des
lopins
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La Figure 4.50 montre qu’il existe un lien entre le nombre et la périodicité d’apparition des
chevrons avec le diamètre initial du lopin. En effet, comme on peut le remarquer sur la figure
précédente, plus le diamètre du lopin est grand, plus le nombre de chevrons formés sera faible
et plus l’espacement entre ces chevrons sera grand, pour la même longueur filée. En effet
nous avons :

*Pour un diamètre ∅30 mm on obtient 7 chevrons espacés de 10 mm (Figure 4.50 (a))
*Pour un diamètre ∅50 mm on obtient 4 chevrons espacés de 20 mm (Figure 4.50 (b))
*Pour un diamètre ∅120 mm on obtient 2 chevrons espacés de 50 mm (Figure 4.50 (c))

4.7.6 Influence de la ductilité et du coefficient de frottement

Pour finir l’étude du procédé de filage, nous nous proposons d’examiner l’influence de la
ductilité du matériau ainsi que la nature du frottement entre la barre et la filière.
Pour cela nous considérons le procédé déjà utilisé au §4.7.4 avec fR=0.11 et α=30°. Le
matériau est celui utilisé pour toutes nos simulations à savoir le matériau A2 du §3.2.2.

4.7.6.1 Influence de la ductilité

Nous effectuons deux simulations de ce procédé avec deux ductilités différentes, à savoir une

ductilité de l’ordre de p
rup 20%ε =  (Figure 4.51 (a)) et une très forte ductilité ( p

rup 70%ε = ,

Figure 4.51 b)) La Figure 4.51 tend à montrer qu’une forte ductilité tend à supprimer la
formation des chevrons.

                       (a) peu ductile                                                        (b) très ductile

Figure 4.51 : Influence de la ductilité sur la formation de chevrons
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4.7.6.2 Influence du coefficient de frottement

On considère exactement le même exemple que précédemment avec le matériau A2 du §3.2.2
mais avec un coefficient de frottement variant de µ=0.05 à  µ=0.2. La première constatation
que l’on peut faire est que plus le coefficient de frottement est faible (interface très lubrifiée),
plus le nombre de chevrons et important : 4 chevrons pour une interface outil/lopin très
lubrifiée (µ=0.05 Figure 4.52 (a)), 3 chevrons pour une interface moyennement lubrifiée

(µ=0.1 Figure 4.52 (b)), 3 chevrons (dont un petit) pour une interface relativement peu

lubrifiée (µ=0.15 Figure 4.52 (c)), et pas de chevrons pour une interface peu lubrifiée (µ=0.2

Figure 4.52 (d)). Avec ce dernier coefficient de frottement (µ=0.2 Figure 4.52 (d)) on note un
endommagement peu important au cœur de la barre (Dmax=12%) donc pas assez important
pour initier un chevron. Par contre au niveau de l’interface lopin/outil l’endommagement a
atteint sa valeur maximum (Dmax=100%) provoquant la destruction d’éléments en surface. La
simulation a montré qu’au-delà d’un certain coefficient de frottement (µ=0.18) il apparaît des
défauts surfaciques (où Dmax=100%). De plus nous avons constaté sur d’autres simulations
que plus le coefficient de frottement est important, plus diffuse est la zone endommagée en
surface. Nous pouvons donc conclure que le frottement tient une place prépondérante sur la
formation des chevrons au cœur de la barre et sur la formation de défauts surfaciques au
niveau de l’interface extérieure lopin/matrice.
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                              (a) µ=0.05                                                          (b) µ=0.1

                              (c) µ=0.15                                                           (d) µ=0.2

Figure 4.52 : Influence du coefficient de frottement sur la formation de chevrons

4.8 PROCÉDÉ D’USINAGE ORTHOGONAL PAR ENLÈVEMENT DE COPEAUX

Pour clôturer cette série d’applications, nous montrons un exemple de simulation numérique
d’usinage orthogonal par enlèvement de copeaux. Bien sûr, il ne s’agit pas de reproduire
fidèlement les mécanismes physiques associés à ce procédé. Il s’agit simplement de montrer
que le couplage comportement-endommagement est une méthode de grandes potentialités
prédictives. Bien évidemment, il reste à enrichir ce modèle pour améliorer le couplage
thermomécanique ainsi que le contact/frottement afin de reproduire les phénomènes
physiques qui gouvernent l’usinage des métaux par enlèvement de copeaux.
Considérons un bloc de matière de dimension x=20 mm de hauteur et y=50 mm de longueur.
Ce bloc est encastré comme l’indique la Figure 4.53.
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50 mm

20
mm

Angle α

h

Figure 4.53 : Procédé d’usinage orthogonal

Ce bloc de matière est supposé en matériau A1 du § 3.2.2. Le maillage initial est montré sur la
Figure 4.54 (a) où la zone maillée finement concerne la profondeur de coupe (h=2 mm) pour
une taille d’élément de 0.3 mm.
Nous allons réaliser trois simulations de cette opération de coupe avec un outil d’angle α=30°
(Figure 4.54 (b)), α=80° (Figure 4.54 (c)) et α=90° (Figure 4.54 (d)). La vitesse d’avance de
l’outil est constante (v=5mm/s). La  Figure 4.54 montre les résultats obtenus. On note que
pour l’outil à l’angle très aigu (α=30°) la simulation de l’usinage est très aisée et le copeau
s’enroule en spirale. Par contre plus l’angle de coupe est grand, plus le copeau à tendance à se
segmenter. Le calcul s’arrête alors dès la formation du premier segment. Nous renvoyons le
lecteur aux références [BOROUCHAKI02] pour plus d’informations sur ce type de
simulation.

                                    Lopin initial (a)                                                              Angle d’outil très faible (b)

                        Angle d’outil faible (c)                                                  Angle d’outil très important (d)

Figure 4.54 : Influence de l’angle d’outil sur la forme du copeau
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4.9 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons mis en application la méthodologie de couplage comportement-
endommagement développée aux chapitres 1 et 2 pour simuler divers procédés de mise en
forme industriels. Les résultats obtenus confirment la capacité de la méthodologie à prévoir la
naissance de l’endommagement dans les pièces massives formées par grandes déformations
plastiques. En particulier, nous avons montré que cette méthodologie offre un outil puissant
pour « optimiser » les procédés de mise en forme, afin d’éviter l’apparition de
l’endommagement, ou bien au contraire de le favoriser pour simuler des opérations de coupe.
Enfin, nous avons pu montrer que le couplage comportement-endommagement est capable de
reproduire correctement, au moins d’un point de vue qualitatif, les phénomènes physiques liés
à la rupture ductile en mise en forme.
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   CHAPITRE 5 :

5 CONCLUSION

L’objectif principal de ce travail a été de développer et de valider une méthodologie efficace à
finalité industrielle, afin de simuler numériquement tout procédé de fabrication et de mise en
forme. Ceci dans le but « d’optimiser » ces procédés vis-à-vis de l’apparition de zones
endommagées (ou fissures). Pour cela, il a fallu caractériser les principaux phénomènes
physiques intervenant dans le comportement des matériaux lors de la mise en forme, et en
particulier l’endommagement, afin de pouvoir établir un couplage comportement-
endommagement en thermo-élasto-(visco)plasticité. Les aspects théoriques et numériques ont
alors été traités. Un soin particulier a été apporté à l’identification des paramètres
rhéologiques et d’endommagement de différents matériaux afin de pouvoir valider et ainsi
montrer la pertinence du couplage comportement-endommagement sur une série de procédés
de fabrication des plus divers. Une attention particulière a été accordée à la mise en évidence
des capacités d’une telle modélisation à prédire l’amorçage et l’évolution de zones
endommagées en cours de procédé.

Dans un premier temps, la formulation du modèle comportement-endommagement a été
présentée. Nous avons en premier lieu cherché à coupler l’endommagement au comportement
du matériau. Deux approches ont ainsi été présentées. La première qualifiée de « couplage
faible » n’apporte que peu de modifications par rapport à celle disponible dans Forge2® et
Forge3®, l’autre plus complexe nommée couplage « fort » où les modifications sont
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importantes (intervention du dommage directement dans la fonction de charge, dans le calcul
de la matrice tangente consistante..). Le modèle de base utilisé ici est un modèle thermo-
élasto(visco)-plastique endommageable à isotropie totale basé sur la relation d’écoulement de
Prandtl-Reuss.

Dans une deuxième partie, nous nous sommes intéressés aux aspects numériques de la
discrétisation spatiale et temporelle du problème couplé. La méthode des éléments finis en
vitesse, puis en vitesse/pression (imposée par l’évolution du logiciel au cours de ce travail) a
été exposée pour la discrétisation spatiale du principe des puissances virtuelles. La méthode
statique implicite de résolution de l’équilibre global telle qu’elle est implémentée dans les
logiciels Forge2® et Forge3® a été discutée. Enfin, la méthode d’intégration des équations
constitutives de comportement endommageable selon un schéma itératif a été discutée en
détail. Le calcul analytique de la matrice tangente consistante a été développé dans le cas d’un
couplage fort. Un point important a été consacré à la gestion numérique du contact ainsi qu’à
la gestion des éléments totalement endommagés avec la procédure d’élimination de ces
éléments afin de pouvoir simuler la propagation de fissures macroscopiques.

La procédure utilisée pour identifier les paramètres matériau intervenant dans le modèle
couplé a été exposée en détail. Elle vise à déterminer ces paramètres par comparaison avec
des résultats expérimentaux sur des éprouvettes de traction menées à la rupture. Pour cette
formulation locale avec adoucissement, la procédure permet également de déterminer la taille
moyenne des éléments ∆x et du pas ∆t par comparaison à la courbe force-déplacement dans le
stade « post-bifurcatoire » (ou post-critique). Ceci est indispensable en attendant
l’implémentation d’une formulation non locale capable d’assurer l’indépendance de la
solution du problème couplé vis-à-vis des aspects numériques.
Avant d’identifier la méthodologie sur deux matériaux industriels, nous avons étudié les
potentialités de la modélisation proposée sur des matériaux virtuels en choisissant des
coefficients qui couvrent une large gamme de matériaux métalliques allant d’une faible
ductilité (<20%) à une forte ductilité (>60%).

Dans une dernière partie, nous avons traité divers procédés de mise en forme en collaboration
avec le CETIM de St Etienne et quelques autres industriels. En effet, il a fallu montrer l’utilité
industrielle de la méthodologie proposée pour « optimiser » les procédés de mise en forme
afin d’éviter l’apparition du dommage pour obtenir une pièce saine, soit au
contraire « renforcer » le dommage pour des procédés de découpage de tôles ou de pièces
massives. L’ingénieur dispose ainsi d’un outil rapide et efficace pour étudier l’influence des
paramètres technologiques d’un procédé dans le but de définir la meilleure gamme possible
pour produire une pièce donnée. L’ensemble des exemples traités prouve l’utilité d’une telle
méthodologie qui permet de prévoir correctement l’apparition de l’endommagement dans les
pièces formées, pourvu que le couplage comportement-endommagement ne soit pas négligé.
En effet, l’enseignement principal que l’on peut tirer de cette étude est qu’il est indispensable
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d’effectuer un couplage afin de pouvoir prévoir correctement l’endommagement et son
influence sur la redistribution des champs thermomécaniques dans la pièce. Tous les modèles
non couplés qui visent à calculer l’endommagement en post-processing ne peuvent prétendre
à une prévision correcte de l’instant et du lieu où peuvent apparaître des fissures.
Nous estimons que les objectifs scientifiques et industriels ont été atteints. Les industriels
disposent ainsi de nouvelles versions des codes Forge2® et Forge3® qui leur permettent de
prévoir où et quand des fissures peuvent apparaître dans la pièce formée. Ils peuvent ainsi agir
sur les paramètres technologiques pertinents afin de retarder ou au contraire de favoriser
l’endommagement selon l’objectif recherché.
Néanmoins, il ne faut pas oublier que la méthodologie proposée entre dans le cadre des
approches dites simplifiées (dans le but de favoriser leur utilisation industrielle). Ceci sous-
entend que plusieurs hypothèses simplificatrices ont été délibérément retenues dans
l’ensemble des modèles utilisés. Cela donne, comme on vient de le signaler, un outil industriel
performant qui peut être efficacement utilisé au stade de la pré-conception des gammes (avant
projet). En effet, pour préparer la gamme de fabrication d’une pièce complexe, l’ingénieur
doit souvent choisir entre plusieurs solutions possibles. La méthodologie simplifiée que l’on
propose permet, efficacement et à moindre coût, de réaliser plusieurs simulations afin
d’étudier l’influence de tel ou tel paramètre et de ne retenir que les solutions convenables.

Cependant, pour affiner l’optimisation du procédé retenu, il est souvent utile d’utiliser des
modèles « avancés » qui reproduisent le plus finement possible les mécanismes physiques de
tous les phénomènes qui conditionnent le comportement de la pièce au cours de son formage.
Pour cela des études en cours au LASMIS s’attachent à développer ce type de méthodologies
« avancées » qui restent réservées à l’optimisation du procédé final retenu par la procédure
simplifiée que nous proposons. En réalité, les perspectives du présent travail visent à :

1. Affiner la modélisation du couplage comportement-endommagement avec:
-La prise en compte de l’écrouissage mixte, isotrope et cinématique linéaire
-L’anisotropie initiale (élasticité, plasticité non endommagée)
-La formulation à deux surfaces : une pour la plasticité et une pour
l’endommagement
-L’utilisation de modèle micromécanique (plasticité polycristalline) pour rendre
compte de l’évolution de la texture.

2. Etablir une formulation non locale ou du gradient supérieur afin d’assurer
l’indépendance de la solution du problème couplé vis-à-vis des aspects numériques
liés à la discrétisation spatio-temporelle.

3. Formuler un véritable problème d’optimisation vis-à-vis de l’endommagement en
utilisant des algorithmes appropriés.

4. Utiliser un remaillage adaptatif en 3D.

Tout cela permettra d’aboutir, à terme, à une procédure d’optimisation automatique des
procédés de mise en forme vis-à-vis de l’endommagement.
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En espérant que ce travail ait contribué, si modestement soit-il, à la réalisation de cet objectif
général.
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