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Introduction

Que ce soit di a un regain actuel d’utilisation pratique (réseaux, architectures
paralleles, codage), a son utilisation pour modéliser des problémes ou tout simple-
ment a I'intérét de sa structure, I’hypercube est un objet d’étude particulierement

intéressant en informatique et en combinatoire.

Nous nous intéressons ici a divers problemes concernant ’hypercube. Le but prin-
cipal de ce manuscrit est de montrer que certaines familles de graphes sont des
graphes plongeables dans I’hypercube (chapitre 5). Un probléeme d’une autre na-
ture sera traité dans le chapitre 4, il concerne la partition de ’hypercube en des
cycles sommet-disjoints. Un théoreme principal sera ennoncé et qui servira pour
montrer que les M D-graphes sont des graphes plongeables de facon optimale dans

I’hypercube.

Les définitions générales utilisées dans les différents chapitres de cette these et
dans l'introduction ont été regroupées dans le chapitre ”Eléments de théorie des

graphes”.

Le chapitre 2 est consacré a la présentation de I’hypercube et ses caractéristiques.
On vérifie facilement que ’hypercube possede la propriété suivante : Entre toute
paire (x,y) de sommets distincts de 'hypercube, il existe soit exactement deux
chaines de longueur 2, soit pas de chaines de longueur 2 (on dit que @, est un

(0, 2)-graphe). De tels graphes sont réguliers.

Plusieurs caractérisations de I'hypercube sont ensuite données. En particulier, La-
borde, Rao-Hebbare et Mulder ont indépendamment prouvé que I’hypercube était

maximal (pour son ordre par rapport a son degré) pour cette propriété.
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Apres avoir rappelé la définition de la décomposition hamiltonienne de graphes et
donné plusieurs résultats connus dans le chapitre 3, nous rapellons que ’hypercube
de dimension n est décomposable en cycles hamiltoniens si n est pair en utilisant un
théoreme ennoncé par Aubert et Schneider, et que ’hypercube est décomposable

en cycles hamiltoniens plus un couplage parfait si n est impair.

Le chapitre 4 est lui consacré a un autre type de probléemes qui consiste en la
recherche des chaines et des cycles ayant certaines propriétés sur 'hypercube. Il
est connu que I’hypercube est un graphe hamiltonien. Nous prouvons certaines
propriétés sur les chaines dans I’hypercube, et rappellons un résultat de Nebesky
qui dit que I’hypercube de dimension n peut étre partitionné en k£ chaines sommet-

disjointes de longueurs paires si k est inférieure a n — 1.

Pour notre part, nous montrons un résultat similaire en ce qui concerne les cycles,
a savoir que l'hypercube de dimension n peut aussi étre partitionné en k cycles
sommet-disjoints de longueur paires si £ < n — 2, et qui utilisent des arétes de
meme direction dans I’hypercube. Tous ces résultats seront utilisés dans le dernier
chapitre.

Le probleme de plongement de graphes dans I’hypercube fera I’objet du chapitre
5. Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle famille de graphes, les M D
graphes. Nous avons montré que les quasi-étoiles et les double quasi-étoiles sont des
graphes plongeables dans les M D graphes. Nous avons en outre réussi a montrer
que les M D graphes sont eux méme des graphes plongeables dans (), ce qui nous
remontre que les quasi-étoiles, mais également prouve que les doubles quasi-étoiles
sont des graphes plongeables dans @),,. Ce qui résout a un probleme ouvert posé

par Havel [34] depuis 1984. Il est a noter que tous ces plongements sont optimaux.

Plusieurs problemes et conjectures sur la décompostion de I’hypercube en des cycles
ayant certaines propriétés et sur les plongements optimaux de quelques familles de

graphes ont été regroupés a la fin des trois derniers chapitres.



Chapitre 1

Eléments de théorie des graphes

1.1 Graphes

Nous donnons ici les définitions nécessaires a la lecture de ce manuscrit et quelques
propriétés fondamentales. On adoptera la terminologie de Berge [8]. D’autres références

pour la théorie des graphes se trouvent dans 'ouvrage de Bondy et Murty [12].

1.1.1 Définitions générales

Un graphe orienté G est constitué d’un ensemble V fini d’éléments {x1, z9,...,2,},
appelés sommets, et d’'une famille E' d’éléments du produit cartésien V x V', appelés
arcs. Un élément de V' x V' peut apparaitre plusieurs fois dans la famille E. Le
nombre de sommets du graphe est appelé ordre du graphe et est noté n. Dans un
grand nombre de cas, la distinction entre extrémité initiale et extrémité terminale
des arcs n’est pas pertinente. Aussi a-t-on introduit la notion de graphe non orienté,
ou 'on substitute & I’arc (x,y) Pensemble formé par les deux sommets x et y, que

I’on note xy et que 'on appelle aréte du graphe.

Un graphe G est simple s’il ne contient pas de boucles (arc du typs xzz) et s’il ne

contient pas plus qu'une aréte entre deux sommets. Sauf spécifications contraires,
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on considere uniquement des graphes simples, finis et non orientés.

Un exemple de graphes a 7 sommets et 5 arétes est montré dans I’exemple suivant

of

b d
Figure 1.1 — un exemple de graphe

Arétes incidentes

Deux sommets sont dits adjacents s’ils sont extrémités d’'une méme arete, qui leur
est alors incidente. Deux arétes ayant une extrémité x en commun sont dites inci-
dentes en x. Les voisins d'un sommet z d’'un graphe G sont les sommets y de G tel

que zy soit une aréte de G.

Degré

Le degré d’un sommet u de G, noté d(u) (dg(u) s'il y a risque de confusion), est le
nombre de voisins de u. Un sommet de degré 0 est dit isolé, un sommet de degré 1
est un sommet pendant. Si tous les sommets de GG sont de méme degré d, alors G

est régulier de degré d, on dira qu’il est d-régulier. Noter que :

- Pour tout graphe G, Z dg(u) =2 |E(G)|,

u € G

- Dans un graphe G, le nombre de sommets de degré impair est pair.



1.1 Graphes

Dans tout ce manuscrit, on adoptera la notation suivante :

(G) = min dg(u) et A(G) = max dg(u)

n
u € G u € G

1.1.2 Quelques graphes

Soient G = (V, E) et H = (W, F') deux graphes.

Le graphe G' = (V', E') dont l’ensemble des sommets V' est inclus dans V et
I’ensemble des arétes E’ est la restriction de E a V' x V' est appellé sous-graphe

de G engendré par V.

On dit que G' = (V', E') est un graphe partiel de G si V' =V et E' C E (G’ peut

étre vu comme étant obtenu a partir de G en supprimant des arétes).

L’union des deux graphes G' et H (resp. intersection), noté G U H (resp. G N H),
est le graphe dont I'ensemble des sommets est VU W et I’ensemble des arétes est
EUF (resp. ENF).

Le graphe complémentaire du graphe G noté G = (V, E), est le graphe sur le méme
ensemble de sommets oil on relie deux sommets de G par une aréte si et seulement

si ils ne sont pas adjacents dans G.

1.1.3 Chaines et cycles

On appelle chaine entre deux sommets x et y d’un graphe GG, une suite de sommets
x1, ..., o dont deux consécutifs sont adjacents, avec 1 = x et z;, = y. Une chaine
qui n’utilise pas deux fois le méme sommet est dite élémentaire, une chaine qui
n’utilise pas deux fois la méme aréte est dite simple. Une chaine élémentaire est
donc une chaine simple. On appelle cycle dans un graphe, une chaine simple dont
les extrémités initiale et finale sont confondues. Dans la suite, sans spécifications

contraires, on parlera seulement de chaine et de cycle élémentaires.
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Chaines et cycles hamiltoniens
On appelle chaine (resp. cycle) hamiltonienne (resp. hamiltonien) une chaine (resp.
cycle) passant, une fois et une seule, par tous les sommets d’un graphe G.

Un graphe G qui possede un cycle hamiltonien est dit graphe hamiltonien.

Longueur de chaines et de cycles

La longueur d'une chaine (resp. cycle) est le nombre d’arétes de cette chaine (resp.
cycle) et on note P, (resp. C}) la chaine élémentaire a4 n sommets, de longueur

n —1 (resp. n).

Couplage dans un graphe

Etant donné un graphe simple G=(X,E), on appele couplage un ensemble Fj

d’aretes tel que les aretes de Fj sont deux a deux non-incidentes.

Couplage parfait

Un sommet x est saturé par un couplage Fj s’il existe une aréte de Ej incidente
a x. Un couplage qui sature tous les sommets du graphe est appelé un couplage

parfait.

1.2 Connexité dans les graphes

Un graphe G = (V, E) est dit conneze s'il possede la propriété suivante :
V x,y € V, dune chaine entre x et y.

Pour un graphe quelconque la relation binaire de connexité R C V x V, définie
par :

xRy <= x = y ou d une chaine entre x et y
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est une relation d’équivalence. Le sous-graphe de G, engendré par une classe d’équivalence
de cette relation s’appelle composante connexe du graphe G. En d’autres termes,

un graphe est connexe s’il possede une seule composante connexe.

Distance et diamétre

Etant donnés deux sommets = et y d’un graphe GG, on appelle distance entre x et
y et on note dg(z,y) (d(z,y) s’il n’y a pas de confusion), la longueur d’une plus
courte chaine entre x et y. Une telle chaine s’appelle géodésique. Le diameétre de G,
noté D(G) (D s'il n’y a pas de confusion) est défini par :

D(G) = max d(z,y)

Ty € G

La distance entre deux aréetes xy et uv d’un graphe G est définie par :

d(zy,uv) = min{d(x,u), d(x,v), d(y,u), d(y,v)}

1.2.1 Graphes particuliers

Cette section est consacrée aux graphes complets, bipartis et autres que nous ren-
contrerons tout au long de ce manuscrit, ainsi qu’une caractérisation des graphes

bipartis.

Graphe complet

Un graphe simple G d’ordre n, qui vérifie 6(G) = A(G) = n — 1, est dit graphe
complet & n sommets, noté K,, et s’appelle une n-clique. La figure 1.2 montre le

graphe complet a 5 sommets, K.

Le graphe complet a n sommets est un graphe qui contient aretes, le

n(n —1)
2

diametre de K, est égal a 1.



Eléments de théorie des graphes

Figure 1.2 — le graphe complet Kj
Graphes bipartis

Un graphe G = (V, E) est dit biparti s’il existe une partition de V' en deux classes

Vi et V5, telle que tout élément de E a une extrémité dans V; et 'autre dans V5.

Une définition équivalente des graphes bipartis est donnée dans la proposition qui

suit :

Proposition 1.1 Un graphe G est biparti si et seulement si il n’admet pas de cycle

de longueur impaire.

Graphes bipartis complets

Un graphe biparti G est complet si tout sommet de V; est adjacent a tout sommet

de V5. Un tel graphe est noté K, , ou p = |Vi| et ¢ = [V3|.

Le graphe K, a p + ¢ sommets et pq arétes, le degré d’'un sommet de V; est ¢ et

le degré d’un sommet V5 est p. Le diametre d’un tel graphe est égal a 2.

Graphes équilibrés

Un graphe G est dit équilibreé si et seulement si :
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- (G est biparti,

- chaque sous ensemble de la bipartition contient le méme nombre de sommets.

Les cycles de longueurs pairs sont des graphes équilibrés, les graphes bipartis com-
plets ot p = ¢ sont aussi de tels graphes. La figure 1.3 qui suit montre le graphe
équ1hbré K3’3.

Figure 1.3 — le graphe équilibré K3 3

Sommet-connexité et aréte-connexité

La sommet-connezité (resp. aréte-connezité), d'un graphe connexe G, notée k(G)
(resp. A(G)), est le nombre minimum de sommets (resp. arétes) qu’il faut supprimer

pour que G ne soit plus connexe.

On dit que G est k-conneze si k(G) > k, c’est-a-dire que G est connexe et reste
connexe apres suppression d’au plus £ — 1 sommets. De la méme facon, on dit que
G est k-aréte-connexe si A\(G) > k, c’est-a-dire que G est connexe et reste connexe
apres suppression d’au plus £ — 1 arétes.

Un graphe connexe G est dit connere-minimal si, en supprimant une aréete quel-

conque, G n’est plus connexe.
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Propriété 1.1 Tout graphe G connexe contient un graphe connexe-minimal comme

graphe partiel.
La proposition suivante relie la connexité et le degré minimum dans un graphe G
Proposition 1.2 Pour tout graphe G, k(G) < A(G) < §(G).

Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un isthme dans un graphe G est une
aréte e de G tel que G\ {e} n’est pas connexe. Dans un arbre, toute aréte est un
isthme.

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un graphe T

Théoreme 1.1 i) T est un arbre,

ii) Il existe une chaine unique entre toute paire de sommets disjoints © et y de
T,

iii) T est connexe-minimal,

i) T ne contient pas de cycles, et si on rajoute une aréte entre deux sommets

non-adjacents x et y de T, on crée un cycle.
Les graphes connexes admettent la propriété suivante

Proposition 1.3 Un graphe G est connezxe si et seulement si il contient un arbre

T comme graphe partiel.

1.3 Opérations classiques

1.3.1 Produit cartésien

On appelle produit cartésien de deux graphes G = (V, E) et H = (V', E'), noté
GOH, le graphe K dont 'ensemble de sommets est le produit cartésien V(G) x
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V(H) et ou deux sommets (u,u’) et (v,v") sont adjacents si et seulement si :

u=v et uv € FE
ou

v =v et wv € FE.

La figure 1.4 montre le produit cartésien K OK,.

Il est & noter que le nombre de sommets dans GOH est |V|. |V'| et que le nombre
d’arétes est |V|.|E'| + |V'].|E|.

Figure 1.4 — le produit cartésien K,O0K,

Proposition 1.4 Le diamétre de la somme cartésienne de deux graphes G et G’

est la somme des diametres de ces graphes.

Preuve: Soient (z,z') et (y,y") deux sommets de GOG'. Soit P = x,z1,...,%, 1,y
une chaine géodésique dans G entre x et y, et soit P’ = a',2},...,2% ,,y" une

chaine géodésique dans G’ entre z’ et 3.

La chaine (z,2"), (v1,2'),..., (zx—1,2"), (y,2"), (¥, 7)), -+, (¥, 2_1), (y,¥') est une
chaine entre (x,2') et (y,y’) dans GOG'. P et P’ sont de longueurs respectives k
et 7, alors k + j < D(G) 4+ D(G') et donc D(GOG') < D(G) 4+ D(G").

Pour établir I’égalité, il suffit de prendre deux sommets (z,2') et (y,y’) du graphe
GOG' tels que dg(z,y) = D(G) et de (2, y') = D(G"). O
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1.3.2 Isomorphisme

Deux graphes G = (V, E) et G' = (V', E') sont dits isomorphes si et seulement si

il existe une application bijective ¢ : V' — V' qui vérifie la condition suivante :
zy € E <= p(x)p(y) € F

pour toute paire de sommets x,y dans V.

1.3.3 Distances, décompositions en couches

Notons N(z) I’ensemble des voisins d’'un sommet = (parfois noté N;(x)), et soient
Ni(z) ={y € V; d(z,y) =i} 'ensemble des sommets de V' qui sont a distance i

de z.

Une décomposition en couches de G, a partir d’'un sommet x donné, est formée de
I'ensemble {z, Ny(z), Na(x), ..., Ng(x)}.

Figure 1.5 — décomposition en couches de G

A noter que dans une décomposition en couches d’un graphe G, il n’y a des arétes

qu’entre couches successives ou bien dans une méme couche (figure 1.5).
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1.4 Intervalles

L’intervalle I;(u,v) (noté aussi I(u,v) s'il n’y a pas confusion) est I’ensemble des
sommets de G' appartenant aux chaines géodésiques entre u et v.
I(u,v) ={w € V; w appartient a une chaine géodésique entre u et v}

Trivialement, un sommet w € I(u,v) si et seulement si d(u, w)+d(w,v) = d(u,v).

Par abus de langage, on désignera par intervalle aussi bien ’ensemble I(u,v) que

le sous-graphe engendré par I(u,v).

Le lecteur pourra se référer a [57] pour une étude détaillée de la notion d’intervalle.

Toutefois, nous citons les propositions de base suivantes
Proposition 1.5 Soient u et v deuxr sommets d’un graphe G, alors
i) u,v € I(u,v),
i) I(u,v) = I(v,u),
i) Siw € I(u,v), alors I(u,w) C I(u,v),
) Siw € I(u,v), alors I(u,w)NI(w,v) ={w},
v) Stw € I(u,v) et z € I(u,w), alors w € I(z,v).

Proposition 1.6 Pour tout triplet u, v et w d’un graphe G, il existe un sommet z
dans I(u,w) N I(u,v) tel que

I(z,w)NI(z,v) ={z}
Proposition 1.7 Soient u, v, w et z quatre sommets d’un graphe G. z est l'unique
sommet de I(u,w) N I(u,v) tel que I(z,w) N I(z,v) = {z} si et seulement si
IHu,w) N I(u,v) = I(u,z2)
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1.5 Graphes médians et graphes distance mono-

tones

Certains types de graphes ont été défini en utilisant la notion de l'intervalle, parmi

ceux-ci les graphes médians et les graphes distance monotones.

Définition 1.1 Un graphe médian est un graphe tel que, pour tout triplet z, y, z
de sommets, lintersection des trois intervalles I(x,y), I(y,z) et I(z,x) est réduite a

un sommet.
Burosh, Havel et Laborde [14] ont introduit la notion de graphe distance monotone

Définition 1.2 Un graphe conneze est dit distance monotone si, pour tout inter-
valle I(z,y) et tout sommet z hors de l'intervalle, il existe un sommet z” dans I(x,y)
tel que d(z,2") > d(z,y).

Il est clair qu'un intervalle I(z,y) est tel que, pour tout z, 2z’ dans l'intervalle,
d(z,2") < d(z,y). Dans un graphe distance monotone, la propriété de la définition 1.2

est donc caractéristique des sommets de l'intervalle.

1.5.1 Autres graphes

Plusieurs autres types de graphes peuvent étre défini par les intervalles, les graphes
intrevalle réguliers, les graphes intervalle-diamétrals et les graphes sphériques, les
définitions de ces graphes ne seront pas données ici, le lecteur pourra se référer

a [10] pour une étude plus détaillée.

Ces définitions serviront dans le chapitre suivant pour donner quelques caractérisations

de ’hypercube.



Chapitre 2
L’hypercube

Les hypercubes occupent une place importante dans la littérature de l'informa-
tique et de la combinatoire, I’'objectif de ce chapitre est de citer quelques propriétés
des hypercubes qui sont utilisées dans la suite. Une présentation générale des hy-
percubes sera donnée, ainsi que quelques propriétés élémentaires de ce type de
graphe qui seront utiles dans les chapitres suivants. Enfin, nous décrivons plusieurs

caractérisations differentes d’un hypercube.

2.1 Le graphe de ’hypercube

Définition 2.1 L’hypercube de dimension n (noté Q, ) est le graphe de 2™ sommets
qui peuvent étre considérés comme étant tous les vecteurs booléens sur {0,1}", et o
deuxr sommets sont adjacents si et seulement si les vecteurs associés a ces sommets

different exactement en une seule composante.
Notons que @y = K1, 1 = K5 et que d’'une maniere générale, (,, peut étre défini
récursivement en utilisant le produit cartésien par Q.1 = Q,0K,.

Il est donc clair que @, (n > 1) est isomorphe a

K,0K, ... 0K, . (2.1)

n fois
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et donc que Qn+q = QnBQu.

La figure 2.1 montre les hypercubes de petites dimensions.

100 110
O
1 10 11
. o 101 111
001 011
@] O
0 00 01 &
000 010
Ql — KQ QQ - 04
Qs

Figure 2.1 — les premiers hypercubes

Une direction i dans ’hypercube de dimension n (i < n) est 'ensemble d’arétes de

@, dont les extrémités ont des vecteurs associés qui different a la ¢ composante.

direction 1

OF

Figure 2.2 — décomposition canonique de ()3
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La figure 2.2 montre une décomposition de (3 en deux copies de ()5 suivant la

direction 1 (les arétes en gras).

Il est facile de voir qu'une direction définit un couplage parfait de 2"~! arétes
qui décompose @, en deux copies disjointes de @, 1 (noté par @', ,,Q" ;). Une
telle décomposition s’appelle canonique suivant la direction ¢. Des arétes de méme
direction sont appélées paralléles. 11 est facile a voir qu’il y a n directions distinctes

dans I’hypercube de dimension n.

La notation suivante sera utilisée dans ce manuscrit : Pour u € V(Q!, ;) (resp.

V(Q"_y)), le sommet ' € V(Q"_,) (resp. V(Q!_;)) tel que uu' soit une aréte

du couplage qui relie Q),_, & Q) _, est notée Ulgn (resp. Uy, _1). De méme, pour

w € E(Q;,_,) on note u'v" = uv|,, , l'aréte de Q;_, tels que u’ et v’ soient
n—1

définis comme précédemment (u’ et u'v’ seront utilisés s'il n’y a pas de confusion).

Quelques propriétés élémentaires de I’hypercube

L’hypercube de dimension n est un graphe équilibré, n-régulier avec 2" sommets

et donc n.2"! arétes.

En utilisant la relation 2.1 et la proposition 1.4 (page 25), on obtient que le diametre

de 'hypercube @, est égal a n.

De plus, pour deux sommets x et y qui sont a distance k dans @Q,, il existe k!

chaines géodésiques entre x et y.

On peut montrer, par induction, qu’entre deux sommets quelconques de I'hyper-
cube, il existe n chaines deux a deux sommet-disjointes, ce qui prouve que sa

sommet-connexité (et donc son aréte-connexité) est égale au degré n.

La proposition suivante est une proposition plus forte

Proposition 2.1 I existe n-1 chaines de longueur inférieure ou égale a n et une
chaine de longueur inférieure ou égale a n+1, deux a deur sommet-disjointes, entre

toute paire de sommets dictints de [’hypercube de dimension n.
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Preuve: La preuve se fait par induction sur n. Il est facile a voir que le résultat
est vrai pour n = 2. Supposons par hypothese d’induction que le résultat est vrai

pour n — 1 et considérons (),,.

Soient z et y deux sommets de @, et soit {Q! ,, Q" ,} une décomposition cano-

nique de @,. Deux cas sont a distinguer :

cas 1 :1l existe une décomposition {Q!,_;,Q" |} de @, tel que x et y appartiennent

a @, .

Par hypothese d’induction, il existe n—1 chaines P, P, ..., P, | dans Q!,_,, de lon-
gueur inférieure ou égale a n. Dans )!_,, soit P’ une chaine de longueur inférieure
ou égale & n — 1 entre 2’ et y'. La chaine P = {z2’ U P' U yy'} est une chaine de

longueur inférieure ou égale a n + 1 entre x et y.

i "
n—1 n—1

Figure 2.3 — chaines disjointes dans @),

Les chaines Py, Py, ..., P,_1 et P sont les chaines voulues dans @,, (figure 2.3).
cas 2 : Pour toute décomposition {@Q!, ,,Q" }de Q,,z € Q) ety € Q .

Dans ce cas, puisqu’ils different de chaque composante, x et y sont a distances n

dans @, (z et y sont appelés antipodauz).

Les n chaines sont construites en partant de = et en prenant les directions z,i+1, ...
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(modulo n), pour i =1,...,n. Ces chaines sont deux a deux sommet-disjointes de

longueur n. O

on montre aussi, par induction sur n, que (,, est hamiltonien.

Assertion 2.1 L’hypercube est hamiltonien, de plus par toute aréte passe un cycle

hamiltonien.

Preuve: (o est hamiltonien. Supposons maintenant que (), ; vérifie cette pro-

priété. Soit uv une aréte de @, et soit {Q!,_,, Q" _,} une décomposition canonique

de @, tel que wv € Q) _,. Par hypothese d’induction, il existe un cycle hamil-

tonien C) dans ()},_, qui passe par uv. Soit xy une aréte de C, par hypothese

1

d’induction, il existe un cycle hamiltonien C5 dans qui passe par z'y’. Le

n—1
cycle C = CrUCy U{xx' Uyy'} \ {zy Ua'y'} est un cycle hamiltonien dans @, et
qui passe par 'aréte uv. O
Cy l /
-y | Y C,
v : | :
v z : !
! I 14
n—1 n—1

Figure 2.4 — cycle hamiltonien dans @,

A noter que dans ’hypercube de dimension n (n > 2), toute paire d’arétes adja-
centes de (), appartient a exactement un cycle de longueur 4. Il est a noter aussi,
que dans un cycle de I’hypercube, le nombre d’arétes dans une direction donnée
1 est toujours pair. Nous utiliserons par la suite souvent la conséquence que si un
cycle passe par une aréte xy, il existe une autre aréte de ce cycle de méme direction

que Ty.
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A noter aussi que toute aréte zy de (), appartient a exactement n — 1 cycles de

longueur 4 dans @Q,.

2.2 Décomposition en couches de I’hypercube

Soit {x, N1 (z), No(z), ..., N,(x)} une décomposition en couches & partir d’'un som-

met x quelconque de (),. On a les propriétés suivantes :

Propriété 2.1 i) Pour tout sommet y de No(x), il existe exactement deux arétes

reliant y a des sommets de Ny(x),

ii) |N(x)| = Ci.

Il est facile a voir que le nombre de sommets qui sont a distance impaire d’un
sommet quelconque z de @, est égale & 2" !, et que le nombre de sommets qui
sont & distance paire de z est égale & 2"~! — 1.

La figure 2.5 montre une décomposition en couches de 4 a partir du sommet 0000.

Figure 2.5 — décomposition en couches de 4
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On peut facilement vérifier les conditions i) et ii) de la propriété 2.1 sur cette figure.
On peut aussi remarquer quil n’y a pas d’arétes entre deux sommets quelconques

dans une méme couche (I’hypercube est un graphe biparti).

L’hypercube possede aussi la propriété suivante :

Propriété 2.2 Pour tout sommet y de N;(x) et tout sommet z de N;_1(x) (i > 2),
le nombre d’arétes entrey et N;_(x) est égale au nombre d’arétes entre z et N;_o(x)

plus 1. Plus précisement, le nombre d’arétes entre y et N;_q(z) est égale a i.

2.3 Quelques caractérisations de I’hypercube

Il existe plus d’une trentaine de caractérisation de ’hypercube a ce jour. Foldes [23]

a donné une des premieres caractérisations de I’hypercube :

Théoreme 2.1 Un graphe connere G=(V,E) est un hypercube si et seulement si

G satisfait auzr conditions suivantes :

(1) G est biparti,

(2) Pour toute paire z, y de sommets de G, le nombre de chaines géodésiques

entre = et y est d(z,y)!.

Laborde - Rao Hebbare [46] et Mulder [56] ont indépendamment demontré le

théoréme 2.2 suivant qui repose sur le concept de (0,2)—graphe.

Définition 2.2 Un graphe connexe G est un (0,2)—graphe si et seulement si toute

paire d’arétes adjacentes de G appartient a exactement un cycle de longueur 4.

Cette méme définition peut se formuler de maniere équivalente en termes de som-

mets et de chaines.
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Définition 2.3 Un graphe conneze G est un (0,2)—graphe si et seulement si pour
toute paire (r,y) de sommets distincts de G, il existe soit exactement 2 chaines de

longueur 2 reliant = a y, soit aucune chaine de longueur 2 reliant z a y.

Les propositions suivantes sur les (0, 2)-graphes sont données par Mulder [56]

Proposition 2.2 Si G est un (0,2)-graphe alors G est régulier.

Proposition 2.3 Soit G un (0,2)-graphe de degré n. Alors

V(@) <2

Pour un degré donné n, existe-t-il des (0, 2)-graphes pour lequels leur ordre atteint

la borne donnée dans la proposition 2.3 7

Il se trouve que pour n donné, ’hypercube est le seul (0, 2)-graphe n-régulier d’ordre
AR

Théoreme 2.2 Soit G=(V,E) un (0,2)—graphe. Alors
(1) G est régulier (notons n son degré),
(2) V(G)| <27,

(3) |V (G)| = 2" si et seulement si G est un hypercube de dimension n.

Une variante de cette caractérisation de I’hypercube en tant que (0, 2)-graphe a été
donné par Mollard [50]

Proposition 2.4 Soit un (0,2)-graphe n-régulier, alors

(1) D(G) <n,
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(2) D(G) = n si et seulement si G est le graphe de Uhypercube Q.

Le théoreme suivant donne une autre caractérisation de I’hypercube en tant que
(0, 2)-graphe [10]

Théoreme 2.3 Soit G un (0,2)-graphe tel qu’il existe une décomposition en couches

ot tout cycle de longueur 4 rencontre 8 couches, alors G est un hypercube.

Une autre caractérisation de I'hypercube a été donné par Van den Cruyce [17], elle

utilise la notion de graphe convexe.

Définition 2.4 Soit un graphe G=(V,E) et soit S C V(G) un ensemble de som-
mets. Le sous-graphe engendré pas S est dit convexe si pour toute paire (z,y) de
sommets distincts de S, tous les sommets qui appartiennent a une chaine géodésique

entre z et y, sont dans S.

La caractérisation suivante de I’hypercube s’ensuit :

Théoreme 2.4 Un graphe G est un hypercube de dimension n si et seulement si

l’ensemble des sous graphes convezes de G est {Qo,Q1,...,Qn}.

Caractérisation de I’hypercube par les intervalles

La caractérisation suivante de I’hypercube en terme d’intervalles est diie a Mul-
der [7].

Théoreme 2.5 Soit G un graphe biparti connexe. Les conditions suivantes sont

équivalentes

(i) G est un hypercube,
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(ii) Tout intervalle dans G engendre un hypercube,
(111) Tout intervalle dans G engendre un (0,2)-graphe,
(iv) Tout intervalle I(u,v) dans G contient evactement 24 sommets,

(iv) Tout intervalle I(u,v) dans G engendre un graphe avec ezactement d(u, v).2%4%?)~1

areétes.

La caractéristion suivante en terme de graphes médians est donnée par Mulder [57]

Théoréme 2.6 Un graphe connexe G = (V, E) est un hypercube si et seulement

si G est un graphe médian régulier.

D’autres caractérisations de I’hypercube en terme d’intervalles ont été données, en
particulier des caractérisations en termes de graphes distance monotones [14], de

graphes intervalle-réguliers et de graphe sphériques [10] peuvent étre trouvées.

2.4 Projection et anti-projection

Une projection (resp. anti-projection) d’un sommet u d’un graphe G sur un en-
semble de sommets S de G est un sommet v de S a distance minimum (resp.
maximum) de u. Pour tout ensemble de sommets S de G et pour tout sommet
u, on désigne par P(u,S) (resp. AP(u,S)) 'ensemble des projections (resp. anti-

projection) de u sur S.

On consideére les propriétés suivantes :
P1: Pour tout u,v et w, |P(u, I(v,w))| =1,

P2 : Pour tout u,v et w, |AP(u, I(v,w))| = 1.
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Un graphe vérifiant I'une de ces deux propriétés est un graphe biparti.

Mollard [52] a donné la caractérisation suivante de I’hypercube en considérant les

anti-projections sur les intervalles.

Proposition 2.5 Un graphe G est un hypercube si et seulement si G vérifie la

propriété P2.

Berrachedi [10] a donné un résultat analogue en considérant les projections sur les

intervalles.

Proposition 2.6 Un (0,2)-graphe qui vérifie la propriété P1 est un hypercube.
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Chapitre 3

Hamiltonicité de I’hypercube

S’il a été prouvé que I'hypercube de dimension paire est décomposable en cycles
hamiltoniens, le but de ce chapitre est de montrer un résultat de méme nature
pour les hypercubes de dimensions impaires (théoréme 3.9). La définition de la
décomposition de graphes est donnée dans la premieére section ainsi que les premiers
résultats. La deuxieme partie de ce chapitre sera consacrée a la décomposition de
produit cartésien des graphes ainsi qu’'une large vue sur les résultats antérieurs.
La troisieme section sera elle consacrée a la décomposition hamiltonnienne des

hypercubes. Deux problemes ouverts seront exposés a la fin de ce chapitre.

3.1 Décomposition Hamiltonienne de graphes

Définition 3.1 Un graphe G est décomposable en cycles hamiltoniens (ou cycles
hamiltoniens et un couplage parfait) si on peut partitionner [’ensemble de ses arétes

en cycles hamiltoniens (ou cycles hamiltoniens et un couplage parfait).

Il est tres connu que K, est décomposable en cycles hamiltoniens si n est impair
et en cyles hamiltoniens plus un couplage parfait si n est pair. Le théoreme suivant
cité dans Berge [8] est un théoreme de Walecki(1872) et Dirac(1972).
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Théoreme 3.1 Le graphe Ko, 1 peut étre décomposé en n cycles hamiltoniens, et

Ky, peut étre décomposé en n cycles hamiltoniens plus un couplage parfait.

La figure 3.1 montre une décomposition de K5 en 2 cycles hamiltoniens.

Figure 3.1 — décomposition hamiltonienne de Kj

3.2 Décomposition du produit cartésien de graphes

On rappelle que le probleme d’hamiltonicité dans les produits de graphes a été
beaucoup étudié. En particulier, la décomposition du produit cartésien de graphes
complets en sous-graphes hamiltoniens a été traité par Aubert et Schneider [5] qui

ont donné le théoreme 3.2 suivant

Théoreme 3.2 K,,0K, est décomposable en %(m +n — 2) cycles hamiltoniens

lorsque m+n est pair ou en %(ern— 3) cycles hamiltoniens et un couplage parfait

lorsque m+n est impair.

La preuve de ce théoreme repose sur le lemme suivant

k k+r
Lemme 3.1 Considérons G = U G; et G' = U G
i—1

=1
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ou les G; (resp. G;) sont des ensembles mutuellement disjoints d’arétes; alors

k k+r
GOG' = (U(GZDG;)> U U (aO U G%)
i=1 a €E(G) j=k+1

Remarque : Le cas particulier du théoreme 3.2 ou m = n a été montré indépendamment

par Myers [58].

Aubert et Schneider [6] ont également montré le théoreme 3.3, sur la décomposition
du produit cartésien d’un cycle et de I'union de deux cycles hamiltoniens en cycles

hamiltoniens.
Théoreme 3.3 Soit G un graphe d’ordre m décomposable en deux cycles hamilto-
niens et C un cycle d’ordre n, alors GOC' est décomposable en trois cycles hamil-

toniens.

Le théoreme 3.4 sur la décomposition hamiltonienne du produit cartésien de deux

cycles a été montré par Kotzig [45]

Théoreme 3.4 C,.0C, peut étre décomposé en deuz cycles hamiltoniens.

Figure 3.2 — décomposition hamiltonienne de C30C)

La figure 3.2 montre une décomposition en deux cycles (un en gras et l'autre en

pointillé) du produit cartésien C30C}.
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La décomposition hamiltonienne du produit cartésien de deux graphes quelconques

a également été exploré.

La conjecture suivante est diie a Bermond [9]

Conjecture 3.1 St G est décomposable en py cycles hamiltoniens et si Gy est
décomposable en py cycles hamiltoniens, alors G10G, est décomposable en py + po

cycles hamiltoniens.
Aubert et Schneider [6] ont réussi & montré cette conjecture dans un cas particulier

Théoreme 3.5 Si G est décomposable en p; cycles hamiltoniens et si Go est
décomposable en py cycles hamiltoniens, p; et py tel que ps < p1 < 2po, alors

G10G, est décomposable en py + ps cycles hamiltoniens.
Un corollaire immédiat de ce théoreme est le suivant

Corollaire 3.1 Si deux graphes G| et Gy sont décomposables en p cycles hamilto-

niens, alors le produit cartésien G10Gy est décomposable en 2p cycles hamiltoniens.

Apres cette exploration des résultats bien connus, nous nous intéressons dans la

section suivante a la décomposition hamiltonienne de graphes de type hypercube.

3.3 Hamiltonicité de I’hypercube

L’hypercube est un graphe hamiltonien (assertion 2.1 page 33). Un certain nombre
de résultats sont connus sur le nombre de cycles hamiltoniens differents de ’hyper-

cube.
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Petit historique

L’hypercube étant un graphe régulier de degré n, il existe au plus [2

21" cycles ha-

miltoniens disjoints (c’est a dire sans arétes communes).

Est-il vrai que si n est pair, il existe exactement 7 cycles hamiltoniens disjoints
(on aurait donc une partition de ’ensemble des arétes de I’hypercube en cycles

hamiltoniens).
Koester a remarqué que (Jg était décomposable en 3 cycles hamiltoniens.

Ringel [62] a conjecturé I'existence d’une décomposition de I’hypercube de dimen-

sion pair en cycles hamiltoniens et 1’a prouvé lorsque n est une puissance de 2.

Mollard [50] a indépendamment retrouvé ces deux derniers résultas comme corol-

laire des 2 théorémes suivants

Théoreme 3.6 Soit G un graphe hamiltonien, alors le produit cartésien GOG

possede au moins deux cycles hamiltoniens disjoints.
Le théoreme suivant est une conséquence immédiate du théoreme 3.5

Théoreme 3.7 Soit G un graphe hamiltonien qui posséde p cycles hamiltoniens
disjoints, alors le produit cartésien GOG possede au moins 2p cycles hamiltoniens

disjoints.

Comme conséquence immédiate du théoreme 3.7, nous pouvons donner le corollaire

suivant

Corollaire 3.2 Sin = 2P, alors l’hypercube de dimension n est un graphe possédant

2P=1 cycles hamiltoniens disjoints.

La résolution de la conjecture de Ringel a été obtenu par Aubert et Schneider
comme conséquence immédiate du théoreme 3.5 (résultat non publié communiqué

par Bermond).

[z] désigne la partie entiere de x
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Théoreme 3.8 L’hypercube de dimension 2n est décomposable en n cycles Hamil-

toniens.

La preuve de la décomposition hamiltonienne de (),, dans le cas n impair se trouve

danns les papiers suivants [2] :

Théoreme 3.9 L’hypercube de dimension 2n+1 est décomposable en n cycles Ha-

miltoniens plus un couplage parfait.

A titre anecdotique, remarquons que le théoreme 3.9 reste valable pour n = 0!

3.4 Problémes ouverts

Pour terminer ce chapitre, nous poserons deux questions dont I'une concerne la
décomposition de graphes quelconques et 'autre sur une extension possible du

théoreme 3.8.

Question 1 : Si G est un graphe hamiltonien, est-il vrai que le produit cartésien
GOGO. .. OG possede n cycles hamiltoniens disjoints ?
N—_————
n fois
La réponse a cette question est oui dans le cas particulier ot n est une puissance

de 2, par application répétée du théroreme 3.7.

La deuxieme question m’a été posé par Luis Goddyn lors d'une conférence sur la

théorie des graphes qui s’est déroulée a Vancouver (Juillet 2000).

Question 2 : Peut-on trouver n cycles hamiltoniens dans I’hypercube de dimension

n tel que chaque aréte de I’hypercube appartient a exactement 2 de ces cycles?

Comme @, est décomposable en cycles hamiltoniens (théoréme 3.8), la réponse a

cette question est positive dans le cas ou n est pair.

Pour n = 3, il est facile a voir qu’il n’existe pas trois cycles hamiltoniens dans ()3

qui vérifient cette propriété.
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Alspach a exhibé les cinq cycles hamiltoniens suivants dans (05 qui vérifient cette

propriété.

{5

Cl 02

el
it

<
[
03 04
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Cs

Le cas n > 7 reste toujours ouvert.



Chapitre 4
Chaines et cycles dans (),

Un type de problemes sur I’hypercube consiste en la recherche de chaines et de
cycles ayant certaines propriétés, et parmi ceux-ci les chaines et les cycles hamilto-

niens.

Nous rappellons quelques résultats connus sur les chaines hamiltoniennes dans la
premiere section de ce chapitre. Dans la deuxieme section, nous donnons trois

résultats préliminaires sur les cycles hamiltoniens.

La troisieme section est consacrée au résultat principal de chapitre, a savoir que,
sous certaines conditions, I’hypercube de dimension n peut étre partitionné en
des cycles sommet-disjoints (théoreme 4.2). Ce théoréme sert a montrer, dans le
chapitre suivant, que trois familles de graphes (les quasi-étoiles, les doubles quasi-

étoiles et les M D-graphes) sont des graphes plongeables dans I’hypercube.

4.1 Chaines hamiltoniennes dans (),

Le but de cette section est de donner quelques propriétés usuelles sur les chaines
hamiltoniennes dans (Q,,. Certains de ces résultats sont intéressants en tant que tel,
mais ils sont aussi utilisés dans le chapitre 5 pour étudier le probleme de plongement

de quelques familles de graphes dans I’hypercube.
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Lemme 4.1 Soient z et y deuxr sommets a distance impaire dans [’hypercube de
dimension n(n > 2). Il existe une chaine hamiltonienne P dans Qy, d’extrémités

z et y.

Preuve: La preuve se fait par induction. Le résultat est évident pour n = 2.
Suppposons que le résultat est vrai pour n — 1, et considérons @,,. Il est toujours

possible de trouver une décomposition canonique {@’, ;,Q" ;} de @Q,, tels que
T €@y ety €Qn_y.

/
n—1

Soit u un sommet voisin de x dans ) tel que u’ soit different de y.

Par hypothese d’induction, il existe une chaine hamiltonienne P’ dans @)}, _, d’extrémités

T et u, et une chaine hamiltonienne P" dans @/, d’extrémités y et u'.

La chaine P = P'U P" U uu’ est la chalne voulue dans @,,. O

Lemme 4.2 Soient (), pour n > 1, u un sommet quelconque de @Q,, et soit
W € V(Qn) un ensemble de sommets de @, tel que |W| < n — 1. Il eziste

une chaine hamiltonienne P dans @, d’extrémités u et v, avecv ¢ W.

Preuve: Dans ), il existe 2"~! sommets qui sont & distance impaire d’un sommet
donné z. Comme n — 1 < 277! il existe donc un sommet v & distance impaire
de u, tel que v n’appartient pas a W. Le résultat s’en déduit par application du

lemme 4.1. O

La propriété 4.1 sera souvent utilisée par la suite dans ca chapitre

Propriété 4.1 Soient uiv, et ugvy deux arétes de méme direction dans Q. Il

existe une décomposition canonique {Q!,_,, Q" _,} de Qy, tels que uyv; € E(Q),_,)
et usvy € E(QI_,).

Preuve: Supposons, sans perte de généralité, que d(uy,us) = d(vy,vy) = k. Les
sommets u; et usy different donc exactement de k£ composantes i, ..., i, de méme
pour les sommets v; et v5. Une décomposition canonique suivant I'une des directions

i; , 1 <j <k possede la propriété voulue. O
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Lemme 4.3 Pour n > 2, soient :
(1) u,vy,vy, 8 sommets distincts de Q,, tel que vive € E(Qy),
(1) W C V(Q) — v1 — vy un ensemble de sommets de @, tel que |W| <n —2.

1l existe une chaine hamiltonienne P dans @), — v1 — vy d’extrémités u et v, tel que
v ¢ W.

Preuve: La preuve de ce lemme se fait par induction sur n. Le cas n = 2 est

évident. Pour n = 3, les 6 cas possibles sont montrés dans la figure qui suit.

V2 V2
u U
U1 U1
V2 V2
U U

U1 U1

() u V2 u
U1 U1

Supposons, par hypotheése d’induction, que le lemme est vrai pour n — 1 (n > 4),
et considérons @),.

Par la propriété 4.1, il existe donc une décomposition canonique {Q’,_,,Q"_,} de
@, tel que

wWnV@i_)|<n—3 et |[WNV(Q,_ )| <n-3.
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Supposons, sans perte de généralité, que v,ve € V(Q! ).

Deux cas sont a distinguer
-u € V(Q, ).

A noter que n — 1 > 3. D’apres le lemme 4.2, il existe une chaine hamiltonienne
P’ dans @),_, d’extrémités u et v, tel que v soit different de v] et de v}. Par
hypothese d’induction, il existe une chaine hamiltonienne P” dans Q! | —v; — vy
d’extrémités v’ et w, tel que w ¢ W NV (Qr_,).

La chaine P’ U vv' U P" est le chaine voulue dans @,,.

-u € V(Q" ).

Par hypothese d’induction, il existe une chaine hamiltonienne P” dans Q! | —

v — v9 d’extrémités u et v. Par le lemme 4.2, il existe une chaine hamiltonienne
P’ dans Q),_, d’extrémités v’ et w, tel que w ¢ WNV(Q.,_,). La chaine voulue

dans @), est obtenue en combinant ces deux chaines.

Ce qui complete la preuve. O

Dans le but de montrer qu’une famille de graphes, les quasi-étoiles (voir chapitre 5),
est plongeable dans ’hypercube, Nebesky [61] & montré le théoréme suivant sur
la partition de ’hypercube en des chaines sommet-disjointes de longueurs paires.

Théoreme a rapprocher des résultats que nous venons de prouver.

Théoreme 4.1 Soient n et k deux entiers tels que :
1<k<n st 1<n<3 et
1<k<n st n>4.

et sotent :
(1) uy,ug, ..., ux, k sommets distincts de Q,,

(2) ai,az,...,a des nombres pairs tels que a; + as, ...+ ap = 2",
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(3) Wy, Wa, ..., Wy des ensembles de sommets de Q,,, avec |Wi| < n—k,... |[Wy| <
n—k.

1l existe k chaines sommet-disjointes P, P, ..., Py de Q,, d’ordres respectifs ayi, as, ..., ag,

tel que P; soit d’extrémités u; et v; avec v; ¢ Wi.

4.2 Cycles disjoints dans (@),

Le but de cette section est de donner quelques lemmes préliminaires sur les cycles
dans I’hypercube qui possedent certaines caractéristiques. Ces lemmes seront en-

suite utilisés pour démontrer le résultat principal de ce chapitre (théoreme 4.2).

Assertion 4.1 Soient zy et wv deux arétes paralléles de Q, (n > 2) tel que
d(z,u) = d(y,v) = 1. Il existe un cycle hamiltonien C dans Q, qui contient xy

et uwv comme seule aréte dans cette direction.

Preuve: La preuve de cette assertion se fait en utilisant la décomposition canonique

de @, suivant la direction de 'aréte uv. Considérons une telle décomposition. Par

/

I’assertion 2.1 page 33, il existe un cycle hamiltonien C; dans )}, ; qui contient

l'aréte ux, et un cycle hamiltonien Cy dans @) _, qui contient l'aréte vy. Le cycle
C=CiUCyU{uvUzy}\ {urUwvy} est le cycle voulu. O

Lemme 4.4 Pour (n > 2) soient :
(1) uv une aréte quelconque de @,

(2) W C E(Q) un ensemble d’arétes paralléles de Q,,, distinctes de uv, de méme
direction que wv tel que [W|<n — 2.

Il existe un cycle hamiltonien C dans Q, qui contient uv, tel que E(C)NW = ().
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Preuve: |[W| <n — 2, il existe donc une aréte xy dans @, \ W qui forme un cycle
Cy avec uv (on choisit une des arétes qui forment les (n — 1) cycles de longueur 4

avec xy). Par 'assertion 4.1, un cycle C' avec la propriété requise existe. O

Lemme 4.5 Pour n > 4 soient :
(1) uqyvy, usve deuz arétes paralléles de Q,

(2) W C E(Q,) un ensemble d’arétes paralléles de Q,,, distincets de ujvy et de

Uy, de méme direction que uyvy tel que |W| < n — 3.

Il existe un cycle hamiltonien C dans Q, —us —ve qui contient ujvy, tel que E(C)N

W =0.

Preuve: La preuve de ce lemme se fait par induction sur n.

Pour n = 4, la construction des cycles est donnée dans les figures 4.1, 4.2 et 4.3
qui suivent. Trois cas sont a distinguer selon la distance entre les deux arétes u;v,

et ugvy. Il est & noter que |W| < 1 (W est vide ou réduit a une seule aréte).

cas 1 : ujvy et usve sont a distance 1 dans Q4.

fig. 1.a fig. 1.b

Figure 4.1 — cas 1 - d(ujvy, ugvy) =1

Suivant I'aréete dans W, on utilisera les cycles des figures 1.a ou 1.b, les arétes

paralleles a uqv; utilisées dans les 2 cas sont disjointes.
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cas 2 : ujvy et usve sont a distance 3 dans (QQy.

Figure 4.2 — cas 2 - d(ujvy, ugvy) = 3

Suivant l'aréte dans W, on utilisera les cycles des figures 1.a ou 1.b, les arétes

paralleles a u v, utilisées dans les 2 cas sont disjointes.

cas 3 : ujvy et usve sont a distance 2 dans Q4.

fig. 3.a

1

1

| 1

/—.

[ \
I/ N

UL T e —
fig. 3.c

Figure 4.3 — cas 3 - d(ujvy, ugvy) = 2

Le troisieme cas ou les 2 arétes sont a distance deux nessécite 4 cycles, quelque
soit ’aréte considérée dans W, au moins un des cycles construit vérifie la propriété

voulue.
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Supposons maintenant, par hypothese d’induction, que le lemme est vrai pour
Qn_1(n >5), et considérons Q.

D’apres la propriété 4.1, il est toujours possible de trouver une décomposition

canonique {Q’, ;,Q" ,} de Q,, tels que

WNE@Q,_)] <n—1
WNE@)_)| <n-4

UoVy € E( n— 1)

Soient uyvh = ugva, SWi=Wn EQ, ) et Wo=WnNEW@Q" ;).

n—1

S Aiats : RPN : s ) NV
Deux cas sont a distinguer suivant que l’aréte u,v, appartient a );,_; ou a @), _,
cas 1wy € E(Q),_,).

Wy U {ubvl sl uyvy # uhyvl
Soit W] =

Wi si ujv; = uhv)
Il est clair que |[W{| < n — 3. Par le lemme 4.4, il existe un cycle hamiltonien C]
dans Q! _; qui contient ujv, tel que E(C7) N W, = ().

Soit xy une aréte de C] de méme direction que ujv; et soit z'y’ = Yo ( "y #
—1

u9vy). Par hypothese d’'induction, il existe un cycle hamiltonien CY dans ol —

us — vy qui contient z'y" tel que E(CY)NWy = 0 (ou E(CY) N Wy = {2y} si
'y € Wy).

Le cycle Cy = C{UCY U {za’ Uyy'} \ {zy U z'y'} est le cycle voulu.

cas 2 :uyv; € E(Qr_y).

Par hypothese d’induction, il existe un cycle hamiltonien C{ dans Q) _, — us — vy
qui contient uyv1, tel que E(CY) N W, = ().

Soit zy une aréte de Cf de méme direction que ujvy, et soit z'y" = xy, . Par le
QI

lemme 4.4, il existe un cycle hamiltonien C] dans @)],_, qui contient z'y’, tel que
E(Ci) NW, = 0 (ou E(O{) N, = {ZU’y,} si l'lyl c Wl)
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Le cycle C; = CUCY U {za' Uyy'} \ {zy Ux'y'} est le cycle voulu.
Ce qui complete la preuve. O

A noter que ce lemme n’est pas vérifié pour n = 3, il suffit pour cela de considérer

les deux arétes zy et uv de (3 qui soient a distance 2 comme le montre la figure 4.4.

Q

Figure 4.4 — contre exemple pour n = 3

Il est facile de voir qu’il n’existe pas de cycle hamiltonien dans QX3 —x —y qui utilise

laréte uv.

Lemme 4.6 Pour n > 3 soient :
(1) uv une aréte de Q,,

(2) Cy un cycle de longueur 4 qui contient deux arétes de méme direction que

uv, et distinctes de uwv,

(3) W C E(Q,) un ensemble d’arétes paralléles de méme direction que uv
(vw ¢ W), tel que [W|<n —3.

Il existe un cycle hamiltonien C dans Q,\Cy qui contient uv, tel que E(C)NW = ().
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Preuve: Vérification immeédiate pour n = 3, le seul cas possible est montré sur la

figure 4.2 suivante

Cy

Qs

On suppose maintenant, par hypothese d’induction, que le lemme est verifié pour

Qn_1(n > 4), et on consideére @,. Deux cas sont a distinguer :

!
n—1»

cas 1 : Tl existe une décomposition canonique {Q "} de @, tel que le cycle

Cy et l'aréte wv appartiennent a @), _,.

Soient W' = W N E(Q, ,),W" =W nE(Q!_,), et soit ab une aréte de W' (si
W' #0).

w’ si [W'|<n-4

On note Wlllz{ W\ab s W =3

Clairement |[W7,| < n—4. Par hypotheése d’induction, il existe un cycle hamiltonien
C] dans @Q',_; \ C4 qui contient uv tel que E(C7) N W/, = 0.

Si ab € (7. Par le lemme 4.4, il existe un cycle hamiltonien C dans Q) _; qui

contient a'b', tel que E(CY) NW" =0 (ou E(C)) N W" = {a't'} si 't € W"). Le
cycle C =ClUC,U{aa’ UbY'} \ {abUa'b'} est le cycle voulu.

Siab ¢ C} (ou si ab n’existe pas), on choisit une aréte zy sur le cycle C] de méme

direction que wwv. Par le lemme 4.4, il existe un cycle hamiltonien C?, dans Q)] _, qui

contient z'y’, tel que E(CH) NW" =0 (ou E(CY) NnW" = {a'y'} si 2’y € W"). Le
cycle C =ClUC,U{zz' Uyy'} \ {zy U 'y} est le cycle voulu.
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cas 2 : Une telle décomposition n’existe pas.

Dans ce cas le cycle C, contient une aréte a distance maximale de uv, on peut
alors choisir une décomposition canonique {Q!,_,,Q"_,} de @, tel que le cycle Cy
!

appartient a Q! _,, 'aréte uv appartient a Q" |, et |W'| < n — 4.

Comme uwv apprtient a n — 1 cycles de longueur 4 dans @, il existe donc une aréte

14

n—17

uv, tel que x'y’ = Y, n’appartient pas au cycle Cy. Par 'assertion 4.1, il existe
n—1

un cycle hamiltonien C{ dans

xy de méme direction que uv dans @) qui forme un cycle C} de longueur 4 avec

"

»_1 qui contient xy et uv comme seule aréte de

méme direction. Par hypothese d’induction, il existe un cycle hamiltonien C] dans
Q',_, \ Cy qui contient x'y’ tel que E(C]) NW' =0 (ou E(C)) NnW' = {2'y'} si
'y’ € W'). Le cycle C = CLUCT U{zz' Uyy'} \ {zyUz'y'} est le cycle voulu dans
@n-

Ce qui complete la preuve. O
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4.3 Théoréeme principal

Par analogie avec le théoreme 4.1 de Nebesky page 52 qui a montré que I’hypercube
peut étre partitionné en des chaines sommet-disjointes de longueurs paires, tel
que les extrémités de chaque chaine évitent un ensemble de sommets donné, nous
allons montrer dans cette section que I'hypercube de dimension n peut aussi étre
partitionné (théoreme 4.2) en des cycles sommet-disjoints tels que chaque cycle

évite les arétes d’un ensemble donné W.

Ce résultat nous montre que des cycles sommet-disjoints C', ..., C} d’ordres res-
pectifs ai, ..., ax (a; pair), avec k < n — 2, peuvent étre plongés dans I’hypercube
de dimension n (voir définition page 78), et a; +...4+ax < 2". dans tout ce chapitre,

une aréte est peut étre considerée comme un cycle de longueur 2.

La preuve de ce théoreme necéssite le lemme préliminaire suivant

Lemme 4.7 Pourn <4 etk <n-—2, soient :

(1) uyvy, ugvs, ..., ugvy k arétes paralléles de Qp,
(2) a1, az, ...,a des nombres pairs tels que a; + as, ...+ ap = 2",
(3) Wi, Wy, ..., Wy des ensembles d’arétes de Q,, non necéssairement disjoints,
de méme direction que uyvy (uv; ¢ W;), avec Wil <n—(k+1),...,|Wg| <
n—(k+1).
1l existe k cycles sommets-disjoints C1, Cs, . .., Cy dans QQ,,, d’ordres respectifs ay, as, . . .

qui passent respectivement par u;v;, tels que E(C;) NW; =0 (i =1,...,k).

Preuve: Le résultat est vrai pour £k = 1 par le lemme 4.4 page 53.

Reste a le vérifier pour n = 4 et k = 2, cette vérification sera donnée par les 3

figures suivantes.

Soient uiv, et usvy deux arétes paralleles de (4, a; et ay deux entiers positifs tels

y Ok
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que a; + ao = 16.

On peut supposer, sans perte de généralité, que a; > ay. Quatres cas sont a distin-

guer selon les valeurs de a; et as.

cas 1 :ay =14 et ay = 2.

Dans ce cas, il suffit d’appliquer le lemme 4.5 page 54.
cas 2 :ay =12 et ay = 4.

Soit Wj = {uyv1 } UWa. [W3| < 2, il existe donc une aréte zy qui n’appartient pas
a W, et qui forme un cycle Cy de longueur 4 avec usvs. Le cycle C peut ainsi étre

construit en appliquant le lemme 4.6.
cas 3 :a; = 10 et ay = 6.

Ce cas sera divisée en trois sous cas, selon la distance entre les deux arétes u;v;
et usvo. La construction des cycles sera donnée dans les figures 4.5, 4.6 et 4.7 qui

suivent. Il est & noter que |W;| <1 et que |[Wa| < 1.
cas 3.1 : ujvy et usvy sont a distances 1 dans Qy.

U1

Ui — Uy
fig. 4.5-c¢ : Wy =ab, Wy = cd fig. 4.5-d : Wi # ab, Wy = cd

Figure 4.5 — cas 3.1 - d(uqvq, ugve) =1
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cas 3.2 : ujvy et ugvy sont a distances 2 dans Qy.

Figure 4.6 — cas 3.2 - d(ujvy, ugvy) = 2
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cas 3.3 : ujvy et ugvy sont a distances 3 dans Qy.

Figure 4.7 — cas 3.3 - d(ujvy, ugvy) = 3

Le méme raisonnement que dans le cas 3.1 peut également s’appliquer aux deux
cas 3.2 et 3.3

cas 4 :a; = 8 et ay = 8.

Par la propriété 4.1, il est toujours possible de trouver une décomposition canonique
{Q%, Q4 } de Q4, tels que ujv; appartient & Q% et ugve appartient a Q5. Des cycles

qui possedent la propriété requise peuvent étre facilement construits.

Ce qui complete la preuve. O
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Théoreme 4.2 Pourn >3 etk <n—2, soient :

1l existe k cycles sommets-disjoints Cy, Cy, ..

(1) uyvy, ugvs, ..., uxvy k arétes paralléles de Qp,

(2) ai,az,...,a des nombres pairs tels que a; + as, ...+ ap = 2",

(8) Wi, Wy, ..., Wy, des ensembles d’arétes de Q,, non necéssairement disjoints,
de méme direction que uyvy (u;v; ¢ W;), avee |Wi| <n— (k+1),...,[W| <
n—(k+1).

., Cy dans Q,, d’ordres respectifs ay, as, . . .

qui passent respectivement par u;v;, tels que E(C;) NW; =0 (i =1,...,k).

Nous dirons que @), admet la propriété H(n, k) si cet ensemble vérifie la propiété

du théoreme 4.2 précédent.

Preuve: La preuve de ce théoreme se fera par induction sur n. H(3,k) et H(4, k)

sont vraies par le lemme 4.7.

Supposons, par hypothese d’induction, H(n — 1, k) pour Q,_1, et considérons @,,.

Pour toute décomposition canonique {G’, G"} de @, et pour i = 1,..., k on définit

;

G') ={uw;i ;i € I(G')}
G") ={uw; ;i € I(G")}

G') = Z a;, A(G") = Z a;

i€ I(G") i € I(G")

= 2=

y Ak,
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Deux cas se présentent :

cas 1 :1l existe une décomposition canonique {Q),_,, Q" _,} de Q,, tel que A(Q!,_,) =
AQn_y) =21

Soit I' = I(Q',_ ), I" = [(Q"_,), k' = |I'| et k" = |I"].

Puisque k' et k" sont non nuls, il est donc clair que ¥’ < k —1 < n — 3, et que
k" <n-—3.

Pour ¢ € I', soit
Wi=WiNnE@Q;,_,)

o !
vt = wv; N E(Q,_,) et
a, = a;

Il est clair que |W]| < (n—1) — (k' + 1), ujv] sont des arétes paralleles de Q],_, et
a; sont des entiers positifs tels que Z a; =271

iern
Par hypothese d’induction, il existe donc &' cycles sommet-disjoints C7, C3, ..., C},
dans Q) _, qui contiennent wu,v., d’ordres respectifs a, (i = 1,...,k"), tels que

E(CH)nW! =0.

Pour i € I") soit
Wi'=WinE@Q;, )
wv! =uwu; NEQY ) et

al

i = @

Il est clair que [W/'| < (n —1) — (K" + 1), uv] sont des arétes paralleles de Q7 _,
et a sont des entiers positifs tels que Z a; =21,

i E I//
Par hypothese d’induction, il existe donc k" cycles sommet-disjoints C7, CY, ..., C},
dans Q! | qui contiennent uv!, d’ordres respectifs a (i = 1,...,k"), tels que

E(C") N W = 0.

Les cycles C1, CY,..., C}, CY, C}, ..., C}, sont les cycles recherchés dans @,,.
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cas 2 : A(Q!, ;) # A(Q! ;) pour toute décomposition canonique {Q’, ;, Q" ,} de

(2, suivant une direction non parallele a wuv;.

Ce cas sera divisé en plusieurs cas et sous-cas, qui correspondent a quatres cas

particuliers (k = 1,2, 3 et 4), plus le cas général (k > 5).

cas 2.1 : k =1. Cest le cas du lemme 4.4 page 53.
cas 2.2 : k = 2. Supposons, sans perdre de généralités, que a; > ao.

cas 2.2.1 : ayg = 2. C’est le cas du lemme 4.5 page 54.
cas 2.2.2 : as = 4.

Soit Wi = {ujv1} U Wy alors |[W3| < n — 2. Comme une aréte de @, appartient
exactement a n—1 cycles de longueur 4, il existe donc une aréte ry qui n’appartient
pas a W3, et qui forme un cycle Cy de longueur 4 avec usvq. Le cycle C) peut ainsi

étre construit en appliquant le lemme 4.6 page 57.

cas 2.2.3 : ag > 6.

Soit {@!, , Q" ;} une décomposition canonique de @,, tels que ‘WI NE( 271)‘ <

n—4, [WiNE(Q,_,)| <n—4, et Paréte uv; appartient & E(Q,_,).
( Wll =Win E(Q;zfl)
Wi'=WinE(@;_)
On note % W2/ _ W2 N E(an_l) ot
Wi =W, N E(Qg_l)

cas 2.2.3.1 : uguy € E(Q),_;) et Wy = 0.

n—1

Soient a, = ay et a} = a; — 2"~'. Par hypotheése d’induction, il existe deux cycles
sommet-disjoints C] et Cy dans (!, | qui contiennent u,v; et usvy, d’ordres respec-
tifs a} et aj, tel que E(C]) NW]| = (.

Si a; > 2""' + 2, on choisit une aréte ab du cycle C] de méme direction que u;v;.

Par le lemme 4.4, il existe un cycle hamiltonien C] dans @) _, qui contient a'b’
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tel que E(CY)NW] =0 (ou E(CY)NW = {d't'} si a') € W/). Les 2 cycles
Ci=ClUC!U{ad UbY'} \ {abUd'b'} et Cy sont les cycles voulus.

Si a; = 2! +2, on prend l'aréte u v, au lieu de ab. On fait la méme construction,
le cycle C7 = uyv; U CY U {ugu) Uvoy} \ {u)v)}, Cy reste inchangé.

cas 2.2.3.2 : uguy € E(Q),_;) et Wy # .

n—1

Soient @), = 4 et a} = 2"~! — 4. Par hypotheése d’induction, il existe deux cycles
sommet-disjoints C] et C!, dans @), | qui contiennent u,v, et ugvy, d’ordres respec-
tifs a} et al, tels que E(C7) N W, = 0.

Soit ab une aréte du cycle C] de méme direction que ujvy, et soit zy l'aréte du
cycle C) de méme direction que wupvy. Par hypothese d’induction, il existe deux
cycles sommet-disjoints C}' et C) dans @:_, qui contiennent a'd’ et z'y’, d’ordres
respectifs 2" ' —ay +4 et ay — 4, tels que E(CY)NW]' =0 (ou E(CY)NW{" = {a't'}
siad e W/ )et E(CHNWY =0 (ou E(CY)NnWy ={z'y'} si 'y € WY).

Les deux cycles C1 = C{UCTY U {ad’ UbV'} \ {abUd't'} et Cy = CLUCY U {zz' U
yy'} \ {zy U z'y'} sont les cycles voulus dans Q.

cas 2.2.3.3 :uguy € E(QV 1) et Wi =1.

n—1

Wl u{ubvh}  si uhvl # ugm
SOlt Wlll - , . '

Wi Sl w5y = Uty
Il est clair que |W{,| < n — 3. D’apres le lemme 4.4, il existe un cycle hamiltonien
C] dans Q! _; qui contient ujvq, tel que E(C7) NW{, = 0.

Soit ab une aréte du cycle C| de méme direction que uv; et soit a'b’ = ab|Q,, , on
n—1

a dans tous les cas a'b’ # usvs.

Par hypothese d’induction, il existe deux cycles sommet-disjoints C{' et Cy dans
” | qui contiennent a'b’ et uyvy, d’ordres respectifs a; — 27! et ay, tels que

B AW! =0 (ou E(CYYNW" = {d't'} si 't € WY).

Les deux cycles C; = C1UCT U {aad" Ubb'} \ {abUd't'} et Cy sont les cycles voulus.
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cas 2.2.3.4 : uguy € E(Q_,) et Wi # 0.
Comme une aréte de (), appartient a n — 1 cycles de longueur 4, il existe donc

"
n—1»

Paréte 2’y = xy soit differente de wyv;.
@

une aréte ry dans qui forme un cycle C¥ de longueur 4 avec usvs, telle que

Soit ab une aréte de W7 (si W{ # (), et soit
wi si (uhvh = uyvy) ou (uhvh # uyvy et uhvh € WY)
Wi, =< Wiu{uppf\ab si upvy # wivy et Wi #0

1,0 : [ !
uhvy si ubvh # ujvy et Wi =10

Il est clair que |[W7;| < n—4. Par hypothese d’induction, il existe donc deux cycles
sommet-disjoints C] et C} dans @)/, , qui contiennent u,v, et z'y’, d’ordres respec-
tifs a; — 2" + 4 et ay — 4, tels que E(C)) NW{, = 0 et E(C) N Wy =0 (ou
E(CH)NWy = {a'y'} si 2’y € W3).

Si ab € (. Par le lemme 4.6, il existe un cycle hamiltonien C} dans Q! _, \ C§ qui
contient a'b’, tel que E(CY)NW =0 (ou E(CY)NW] = {a'l'} si d't) € W]).
Les deux cycles Cy = C{UCT U {ad’ UbY'} \ {abUd't'} et Cy = CLUCY U {zz' U
yy'} \ {zy U 2'y'} sont les cycles voulus.

Si ab ¢ C1, on choisit une aréte c¢d du cycle C] de méme direction que u;v;. Par le
lemme 4.6, il existe un cycle hamiltonien C{ dans Q!'_, \ C¥ qui contient ¢'d’, tel
que E(CYNW]" =0 (ou E(CY)nW] ={dd'} si dd € W/). Les deux cycles
Cr=CuCy U{cdudd}\{cdudd} et Co =CLUCU{zz' Uyy'} \ {zyUz'y'}

sont les cycles voulus.

cas 2.3 : k> 3.

Nous allons tout d’abord prouver qu’il existe une décomposition canonique {G1, G5}
de @, tel que A(G1) > A(Gy) et 1 < k(Ge) <k—2. (4.1)

Nous allons procéder par 'absurde. Supposons que cette décomposition cano-

nique n’existe pas, on peut donc supposer que pour toute décomposition canonique
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{G*,G*} de Q,, st A(G*) > A(G*™) et 1 < k(G*™), alors k(G™) =k —1. (4.2)

Comme k£ > 3, alors il existe une décomposition canonique {Gi1,G12} de @, tel
que A(G11) > A(G1a) et k(G12) > 1. D’apres la relation (4.2), k(G12) = k — 1, et
donc k(G11) = 1. Donc il existe i;1 < i < k, tel que U(G11) = {u;v;}. Comme
A(Gy1) > A(G12) alors a; > 2771,
Comme k(G12) = k — 1 > 2, il existe une décomposition canonique {G1,Gar} de
@, tel que

U(G12) N E(Ga1) # 0 # U(G12) N E(Gae)

Supposons, sans perdre de généralité, que A(Gg) > A(Gy). Comme U(Ga) N
E(Gy) # 0 alors k(Gay) > 1. D’apres la relation (4.2), k(Ga) = k — 1, et donc
k(Ga1) = 1. Donc il existe j;1 < j <k, tel que U(Ga1) = {u;v;}. Comme A(Ga1) >
A(Gy) alors a; > 2" 1. Comme U(Gh2) N E(Ga1) # 0 et U(Ga1) = {u;v;}, on peut
voir que ujv; € E(Gig). Donc ¢ # j, et a; + a; > 2", ce qui contredit notre

hypothése. La relation (4.1) est donc prouvé.

Ce cas sera a nouveau divisé en deux cas particuliers (k = 3 et k = 4), plus le cas

général.

cas 2.3.1 : k = 3.

Soit {Q),_,, @n_, } une décomposition canonique de @, tels que A(Q7,_,) > A(Q"_,)
et k(Q" ) =1.

!

Supposons, sans perte de généralité, que u v, et ugvy appartiennent a @);,_, et que

ap > as.
Soient Wi = Wi N E(Q;,_;), Wy = Wa N E(Q;,_,) et uzvy = uzvzjqr .

Si W # (0, soit ab une aréte de W/. Deux cas se présentent

cas 2.3.1.1 : 2 < ay <271 —4,
W si (ujvh = wuyvy) ou (ujvy € WY)
Soit W1, = & WIU{ubwhh \ab si ufuh # woy ot W £ 0

[ : [ ! __
usUy si uhvy # uvy et W) =10
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Puisque n > 5 et que |W]| < n —4, il est clair que |W{,| <n — 4.

Soient ah = ay et a} = 2" — ay. Par hypothese d’induction, il existe deux cycles

sommet-disjoints C et Cy dans @), _,, d’ordres respectifs a} et aj, qui contiennent

uyv1 et ugvy, tels que E(C7) NW], =0 et E(Cy) NW5 = 0.

Siab € C7, on remarquera que dans ce cas a'b’ # uzvs. Par hypothese d’induction, il

"
n—1

et az, qui contiennent a'b’ et uzvs, tels que E(CY)NW =0 (ou E(C])NnW/ =
{a'b'} siad't € W) et E(C3) N W3 = (. Les cycles C; = C; UCY U {aa’ UbY'} \
{abU d'b'}, Cy et C5 sont les cycles voulus.

existe deux cycles sommet-disjoints C7 et C3 dans @ d’ordres respectifs 2! —az

Siab ¢ C| ou W/ est vide, on choisit une aréte zy du cycle C| de méme direction

que uqvy, on remarquera que 'y’ # usvz. Par hypothese d’induction, il existe deux

"
n—1

contiennent z'y" et usvs, tels que E(CY)NW, =0 (ou E(CY)NW/ = {2'y'} si
'y € W) et E(C5)NWJ = 0. Les cycles C; = CiUCT U{xz' Uyy'} \ {zyuz'y'},

Cs et ('3 sont les cycles voulus.

cycles sommet-disjoints C} et C5 dans @ d’ordres respectifs 2" ' —a; et ag, qui

cas 2.3.1.2 :qy =271 — 2.

Si ujvy # wuqvp, alors la méme construction que dans le cas 2.3.1.1 marche en

prenant comme cycle C; = {ujv} U CY U {uu) Ui} \ {u)jo]}.

Si ujvy = uqvy, alors on utilisera une décomposition canonique {Q!,_,, Q" _,} de @,

!/

tels que w vy et uzvy appartiennent a @), _,, et uyv, appartient a QI _,. La méme

constrution que dans le cas 2.3.1.1 marche (en interchangeant as, usvy et as, uzvs).

cas 2.3.2 : k=4 (donc n > 6).

D’apres la relation (4.1), il existe une décomposition canonique {Q! ,,Q" |} de
Qn tels que A(Q!, 1) > AQ) ) et 1 <E(Q" ;) < 2.

Soit k" = k(Q"_,).

n—1
case 2.3.2.1 : k" = 1.

Supposons, sans perdre de généralité, que u vy, ugvs et uzvs appartiennent a Q!

et que a; > ap > az. On peut facilement voir que a3 < 2" 1 —8  (4.3).
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Soient Wi = W1 N E(Q;, ), Wy = Wo N E(Q;, ), W5 = W3 N E(Q;,_,), et soit
uyvy = UgVa)gr -

D’apres la relation (4.3), on en déduit qu’il existe deux entiers pairs strictement
positifs a) et a), tels que a} + a), + a3 = 2"~

Pour i = 1,2 si W/ # (), soit a;b; une aréte de W/, et soit

w! st (ujv) = wv;) ou (ujvy € W/)
wio=< Wiu{ujwi} \abi si (ujvy # wwy) et W/ #0
u v sio W/ =10

Puisque n > 6 et |[W/| < n — 5, il est clair que |W{,| < n — 5. Par hypothese

/

d’induction, il existe donc trois cycles sommets-disjoints C1{, C}, et C5 dans @/, _,,

d’ordres respectifs a}, aj, et az, qui contiennent wu,vy, usvy, et uzvs respectivement,

tels que E(C}) NW{, =0, E(Cy) N Wi, =0 et E(C3) N Wj = 0.

Pour i = 1,2, si a;b; € C; on pose z;y; = a,b}, sinon z;y; est une aréte quelconque
de C; de méme direction que u;v;, sur les cycles d’ordres respectifs a) et af. Par

construction des ensembles WY;, x;y; # uqvs.

Par hypothese d’induction, il existe trois cycles sommets-disjoints C7, CY, et C}
dans @) _,, d’ordres respectifs a; — a), a2 — aj et a4, qui contiennent =y}, Hy}
et uqvy, tels que E(CY) N W/ = 0 (ou E(CY) n W/ = {z\y}}, si 2y € W),

E(CHNWY =0 (ou E(CY) N WY = {abyb}, si zhyl, € WJ) et E(Cy) N W] = 0.

En combinant les cycles C] et Cf, CY et CY avec les deux cycles C5 et C4, nous

avons les quatres cycles voulus dans @),,.

case 2.3.2.2 : k" = 2.

!/

Supposons, sans perdre de généralité, que wu;v; et usve soient dans ,_,, et que

alzz ao.

Soient W] = Wy N E(Q,_,) et Wy = WoN E(Q), ), et si W] # () soit a;b; une

n—1 n—1
aréte de W/.
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Deux cas sont a distinguer suivant la valeur de as :

cas 2.3.2.2.1 1 ay, <271 -4

Soient ay = ay et a) = 2" — a,.
Soit

Wi U {usvs} U{u)ol} \arby si W[ #0, ayby # usvh et ayby # ujv)
Wl’l - I, 1o : !
uyvh U ulu) sio Wi =10

Puisque n > 6 et |[W]| < n—5, il est clair que |[W],| < n—4. Par hypothese d’in-

!
n—1»

duction, il existe donc deux cycles sommets-disjoints C], C!, dans Q) d’ordres

respectifs a} et aj, qui contiennent ujv; et uyvy, tels que E(C)) NW{, = 0 et

E(Cy)nWy = 0.

Si a;by € Cf, posons xy = a;by sinon soit xy une aréte quelconque sur le cycle

('} de méme direction que u,v;, on remarquera que dans tous les cas x'y’ # ujv}

et 2'y" # uyv). Par hypothese d’induction, il existe trois cycles sommets-disjoints
!, Cs et Cy dans Q)7 _,, d’ordres respectifs a; —a), as et ay, qui contiennent x'y’,

uzv3 et uyvyg, tels que E(CY)NW] =0 (ou E(CY)NW{ ={z'y'} si 2’y € W),

E(Cy)nWY =0 et E(Cy) NW] = 0.

En combinant les cycles C] et C7, avec les trois cycles Cy, C3 et Cy, nous avons

les quatres cycles voulus dans @),,.

cas 2.3.2.2.2 :ay =2""1 -2

Dans ce cas, on a forcément a; = 2"~' — 2. On prend a), = ay et a} = 2.

Si uhvy # wgvy et ujvy # wuyvy, alors la méme construction que dans le cas
précédent marche, en prenant pour Cy le cycle {uyv, }UCT U{uju)Uvvf }\{ujv]},
les cycles Cs, C3 et Cy restent inchangés.

Si uhvy = wyvy ou ujv) = wyv; (supposons ici, sans perdre de généralité, que
uhvy = wyvy). Dans ce cas il est toujours possible de trouver une nouvelle
décomposition canonique de @, qui vérifie la condition (4.1), tels que les arétes
u1v1 et uzvs soient toutes les deux dans @7,_,. Il suffit d’appliquer le cas 2.3.2.1

a cette nouvelle décomposition.
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cas 2.3.3 : k> 5 (donc n > 7).

Soit {Q!,_,, Q"_,} une décomposition canonique de @, tels que A(Q’,_;) > A(Q"_,)
On note I' = 1(Q!,_,), k' = |I'| et soit a = mil} a;.
eI’

Nous allons tout d’abord prouver que a < 2"~ ' — 4(k' — 1).  (4.4)

On va procéder par ’absurde, supposons que a > 2"~! — 4(k' — 1). Comme a est
pair, alors a > 2! —4(K' — 1) +2.  (4.5)
2" — 2"
Comme k" > 1, alors a < — (4.6)
Si k' = 2, alors -en combinant (4.5) et (4.6)- et puisque &’ <n—3ona, 2" ' -2 <

2=t — k" ce qui est une contradiction (k" > 3).

Si k' > 3, alors -en combinant (4.5) et (4.6)- on a
2m —2k" 2m — 2"
<
k' - 3

" —dn—4)+2< 2" 4K 1) +2<

Donc 2772 < 6n — 24, ce qui est une contradiction pour n > 5. La relation (4.4)

est donc prouvée.

On en déduit qu’il existe des ensembles disjoints non vides I#, I’ de I’ et des entiers
a; pairs qui satisfont

('=1*UT
a.=a; sii €%
%4§a;<ai sii €1°

Z a, =2""1

1 eI’
\

Pour cela, on observe qu’en partant de I® = () et qu’en diminuant successivement
les valeurs des a}, sauf pour les indices i tel que a;, est plus grand que 2, la somme
des a} parcourt les entiers pairs de A(Q) jusqu’'a a + 4(k — 1).

Soient U' = {uv; ; i € I'},U" ={uw; ; i € I"} et soit ky, = ‘I”‘.
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. " R A : r_ 1o . 1,0 /
Pour i € I", soit ujv; = uv,, et soit W' = {ubwl, i € I"; ulvl ¢ U'}.

n—1

Pour i € I, soit W/ =W; N E(Q.,_,) et si W/ # () soit a;b; une aréte de W.
On note

W! sii el

W ={ WiUW'\{a;b;} sii cIbet (W #0ouab; € Wy)
W' sii el et W =0

Puisque W) < n — (k+ 1) et que |W'| < |[I"| = k — k', il est clair que |W/|| <
(n—1)— (K +1).

Par hypothese d’induction, il existe k' cycles sommet-disjoints C7, C4, ..., C}, dans

! _1 qui contiennent u;v;, d’ordres respectifs a}, tels que E(C!) N W/, = 0.
Soit Il = {Z S Ib, aibi S C’ZI} et IQ = {Z S Ib, CLibi §é C{}
Pour i € Iy, soit x;y; une aréte du cycle C] de la méme direction que w;v;.

On note
kY = k" + Ky

W!'=W;NE@Q" ;) pouri<l1<k

n—1
U;V; sii € 1"
", .no__ AN 19
u; vy = ab; sii €14
Tyl sii €Iy
a; sii € 1"

a;—a. sii €I’

Il est clair que ki < K"+ k' —1 =k —1, et que les a] sont des entiers positifs pairs
tels que Z a; =271

i€ I'"Jrb
Comme £ < k—1, alors |[W/| <n—(k+1) < (n—1)—(k"+1). Par hypothese d’in-
duction, il existe donc k3 cycles sommet-disjoints CY, ..., C7, .. ., ,’C’g dans Q! | qui

contiennent les arétes u! v |
LG )

d’ordres respectifs a , tels que E(C’]’/) Nw" =§0.

LOX L(5)
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Pour i =1,...,k, on définit les cycles C; par :

;

C! sii elI”
Cz, U C’z” U {aiag U bzb;} \ {albz U a;b;} sit € Il et a; — a’ Z 4

)

C{UC’Z"U{ala;Ube;}\{albz} sii € Il et a; —a; =2

Ci= CIUC! Uz, Uy \{miy; U xhyl} sii € Iy et a; —al >4
CIUC! U{zxl Uyyi} \{ziyi} sii € Iy et a; —a, =2
cl st elI”
\
Les cycles (1, ..., Cy sont les cycles voulus dans @,,. Ce qui complete la preuve du
théoreme. O

Il est a noter que la condition "k < n—2" est la meilleure possible dans le théoreme

précédent :

Pour tout n, on peut trouver n—1 arétes paralleles dans @),,, et n—1 entiers positifs
pairs ay,...,a,_1, avec a; + ...+ a,_; = 2", telle que la condition du théoréme ne

soit pas satisfaite.

En effet, soit zy une aréte quelconque de @, et soient uqvy, ..., u, 10, 1 les (n—1)
autres arétes de méme direction que xy, qui forment avec zy un cycle de longueur
4 dans Q. Soient aq, ..., a,_; des entiers positifs pairs tels que a; +...4+a,_; = 2"
avec a; > 6 pour tout <. Puisque les voisins de x sont les sommets wu; ..., u, 1 et
les voisins de y les sommets v; ..., v, 1, un cycle qui passe par x doit étre un cycle
de longueur 4, xyu,;v;. @, ne peut donc pas étre partitionné en des cycles sommet-
disjoints C',...,C, qui passent par uqvy,...,u,_1v,_1 et d’ordres respectifs a; +

...+ ay_1 (les sommets z et y ne peuvent appartenir a4 aucun de ces cycles).
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Chapitre 5

Plongement de graphes dans

I’hypercube

La mise en oeuvre d’algorithmes paralléles sur des architectures multiprocesseurs
a mémoire distribuée a conduit au développement de la notion de plongement d’un

graphe G dans un graphe H.

Bien souvent, un algorithme distribué A est décrit en supposant ’existence d’une
topologie logique S, sur laquelle A est défini. Parmi les topologies logiques les plus

utilisées, se trouvent les arborescences et les hypercubes.

Une méthode pour implémenter sur un réseau R un algorithme A et sa structure
logique associée S, consiste a "simuler” S sur R. Cette simulation peut étre faite
en utilisant uniquement la structure du graphe S, en le plongeant dans le graphe

de R (voir la définition dans la section 5.1).

Par exemple, ’arbre binaire complet a 2" — 1 sommets n’est pas un sous-graphe
de I'hypercube de dimension n (voir la proposition 5.2), mais on peut le plonger
dans cet hypercube en remplacant simplement une aréte de ’arbre binaire par une
chaine de longueur 2 dans ’hypercube. De ce fait, un algorithme A, défini sur
I’arbre binaire, peut étre exécuté sur I'hypercube de sorte qu'une communication
entre seulement deux voisins sur l'arbre binaire est remplacée par une communi-

cation entre deux sommets a distance 2 sur I’hypercube. La dégradation du temps
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d’exécution se traduit par au plus un facteur 2.

Le probleme de plongement de graphes dans I'hypercube a été traité par plusieurs
auteurs. Ainsi, Havel [36, 37, 38, 33], Harary [27, 28, 29|, Nebesky [59, 60] et
plusieurs auteurs ont donné des familles de graphes qui sont plongeables dans I’hy-

percube.

Nous nous intéressons dans ce chapitre a trois familles de graphes plongeables dans
Qn, et plus particulierement aux double quasi-étoiles. Pour cela, nous considérons
une famille de graphes, que nous appellerons les M D-graphes!', nous montrons
que les doubles quasi-étoiles sont des graphes plongeables dans un certain M D-
graphes, nous montrons ensuite que les M D-graphes sont eux méme des graphes
plongeables dans @,. Nous en déduisons que les doubles quasi-étoiles sont des
graphes plongeables dans @,. Ce qui répondra a une question ouverte posée par
Havel [33]. Notons que ’on retrouvera de la méme fagon que les quasi-étoiles sont

des graphes plongeables dans @,,.

5.1 Définitions générales

Définition 5.1 Un plongement d’un graphe G dans un graphe H est défini par la
donnée d’une application injective ¢ de l’ensemble des sommets de G dans [’en-
semble des sommets de H, et d’une application P, de [’ensemble des arétes de G
dans ’ensemble des chaines de H, qui associe a chaque aréte vy de G, une chaine

reliant les sommets (x) et p(y) dans H.

Beaucoup de parametres ont été définis pour mesurer 'efficacité des plongements
(voir [40]). Nous donnerons la définition de ceux d’entre eux qui sont le plus souvent

étudiés, a savoir la dilatation, ’expansion et la congestion.

!La notion de M D-graphes & été introduite dans [42]
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Dilatation

La dilatation d’un plongement ¢ d’un graphe G dans un graphe H, notée dil(y) est
la longueur maximale des chaines P,(zy) de H, associées aux arétes zy de G. Dans
le cas ot I'on considere des chaines de plus courte longueur, la longueur de P,(xy)
est alors égale a la distance dy(p(z), p(y)) et la dilatation s’exprime uniquement
en fonction de ¢, par :

dil(p) = L dr((2), 0(y))

Dire que G est plongeable avec dilatation 1 est équivalent a dire que G est un
sous-graphe de H. Dans ce cas, I'image de I'aréte zy de G est I'aréte p(z)p(y) de
H. Side plus |V(G)| = |V(H)|, alors G est un graphe partiel de H.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement aux plongements de dilata-
tion 1, tout en rappellant des résultats sur les plongements de dilatation quelconque

dans I’hypercube.

Expansion

L’expansion d’'un plongement d'un graphe G dans un graphe H est le rapport du
nombre de sommets de H, sur le nombre de sommets de G. Ce parametre est une
mesure du degré d’utilisation des processeurs dans le cas d'un algorithme modelisé

par GG, et implémenté sur le réseau de processeurs modélisé par H.

une expansion égale a 1 peut correspondre a une utilisation optimale, ou du moins

tres efficace, des processeurs.

Congestion

La congestion d’un plongement ¢ d’un graphe G' dans un graphe H, notée cong(y),
est le maximum, pris sur toutes les arétes e de H, du nombre de chaines P,(zy) de

H, images d’arétes de (G, qui contiennent e.

Dans la littérature, le calcul de la congestion n’est généralement fait que pour un
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plongement qui optimise d’abord des contraintes sur la dilatation et 1’expansion.
Cependant, il semblerait que ce parametre soit plus important que la dilatation
(dépendant des modeles de communication) et qu’il serait intéressant de le mini-

miser, sans tenir compte de la dilatation.

Plongement optimal

Chercher un plongement d’expansion minimum d’un graphe G dans un graphe
d’une famille donnée, revient donc a plonger GG dans le graphe H de cette famille
ayant le plus petit nombre de sommets possible, supérieur ou égal a celui de G. On

dit que H est optimal pour G.

La seule borne inférieure connue pour la dilatation, valable pour tous les graphes
si 'expansion du plongement vaut 1 (’application ¢ est alors bijective), est donnée

par la proposition suivante

Proposition 5.1 Si ’expansion d’un plongement @ d’un graphe G dans un graphe
H vaut 1, alors la dilatation de ¢ est au moins égale au rapport du diamétre de H,

sur le diamétre de G.

5.2 Graphes et dimensions cubiques

Un graphe G est dit cubique s’il admet un plongement de dilatation 1 dans @,
pour un certain n. Le plus petit entier n pour lequel G est plongeable dans @),, est

appelé dimension cubique, noté cd(G).

Firsov [22] a remarqué que les arbres sont des graphes cubiques. Il a aussi montré
que tout graphe cubique est nécessairement biparti, mais la réciproque n’est pas vrai

en général. Un exemple de graphe biparti est le graphe K5 3 ci-dessous (figure 5.1).

K33 n’est pas un graphe cubique, il n’admet pas de plongement dans @),, quelque

soit la valeur de n. En effet, supposons qu’il existe un tel plongement, comme
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z
v

Y
{7

x

Figure 5.1 — le graphe Ks 33

u et v sont a distance 2 dans Ky 3, alors leurs images respectives p = ¢(u) et
q = @(v) seront aussi a distance 2 dans @,. Or, deux sommets & distance 2 dans
@, appartiennent a exactement 2 chaines sommet-disjointes de longueurs 2 dans
Qn, ce qui n’est pas possible car les 3 chaines sommet-disjointes de longueurs 2

dans K3 doivent se plonger dans 3 chaines sommet-disjointes dans (),,.

5.2.1 Décider si un graphe G est cubique
A noter qu'un graphe G est cubique si et seulement si toutes ses composantes

connexes le sont. Havel et Mordvek [39] ont donné les conditions nécessaires et

suffisantes suivantes pour dire si un graphe GG donné est cubique.

Conditions nécessaires et suffisantes

Un graphe G peut étre plongé dans @), si et seulement si on peut étiqueter les
arétes de G par des entiers appartenant a ’ensemble {1,...,n}, de telle sorte que

1) Toutes les arétes de G incidentes & un méme sommet = admettent des étiquetages
differents,
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2) Pour toute chaine P de G, il existe un entier i € {1,...,n} qui apparait un

nombre impair de fois dans I’étiquetage des arétes de P,

3) Pour tout cycle C' de G, aucun entier i de {1,...,n} n’apparait un nombre

impair de fois dans I’étiquetage des aretes de C'.
En utilisant ces conditions, Havel et Liebl [36, 37] ont montré, indépendamment
du résultat de Firsov, que les arbres sont des graphes cubiques et ont donné des

plongements efficaces des arbres binaires dans ’hypercube. Ils ont aussi montré que

les cycles sont des graphes cubiques si et seulement si ils sont d’ordres pairs.

Subdivision de graphes

Pour terminer cette section, nous donnons la définition de la subdivision de graphes,

qui sera utilisée plus tard dans ce chapitre.
Définition 5.2 La subdivision d’une aréte uv est le remplacement de uv par une
chaine u = ug,...,U;,..., U, = U ou les u; sont de nouveaur sommets pour i =

1,...,p — 1. Une subdivision d’un graphe G est un graphe ot les arétes de G ont

été subdivisés.

5.3 Complexité

Chercher un plongement de dilatation 1 d’'un graphe G dans un graphe H n’est
pas un probleme facile, ¢’est un probleme NP-complet. Le théoreme suivant a été
montré par Garey et Graham [25]

Théoreme 5.1 (subgraph isomporhism problem) Le probléme suivant est NP-complet

Données : G et H deux graphes.

Question : G est-il (isomorphe &) un sous-graphe partiel de H ?
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Arfati, Papadimitriou et Papageorgiou [4] ont étendu ce résultat dans le cas ou H

est le graphe de ’hypercube :

Théoreme 5.2 Le probleme suivant est NP-complet
Données : G un graphe, n un entier.

Question : G est-il un sous-graphe partiel de @Q,, ?

Enfin, Wagner et Corneil [63] ont montré que ce probléme reste NP-complet méme

dans le cas particulier ou GG est un arbre et o H est le graphe de I'hypercube Q),,.

Théoreme 5.3 Le probleme suivant est NP-complet
Données : T un arbre et n un entier.

Question : T est-il un sous-graphe partiel de @, ¢

5.4 Plongement dans (),

Le graphe de @), est biparti connexe et est tel que chaque ensemble de la bipartition

contient le méme nombre de sommets, (), est donc un graphe équilibreé.

Si GG est un graphe plongeable dans un graphe H, GG est connexe et H biparti, alors
G est biparti. Si de plus |V(G)| = |V(H)| et H équilibré alors G est aussi équilibré.

On notera GCQ, si G est un graphe plongeable dans @, avec dilatation d. Si la
dilatation vaut 1, on note simplement G C Q,,. G € Q,, est utilisé pour dire que
le graphe G n’est pas plongeable dans @,. Dans tout ce chapitre, on parlera de

plongement de dilatation 1 si aucune précision n’est donnée.

A noter que si G est un graphe plongeable dans H, H est plongeable dans H', alors
G est aussi plongeable dans H'.
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Conditions nécessaires pour un graphe G plongeable dans @,
Si un graphe G est plongeable dans le graphe @,,, alors nécessairement,

- V(@) <2,

- (G est biparti,

- le degré maximum de G, A(G) < n.
Si de plus |V(G)| = 2, alors G doit étre équilibré.

Toutes ces conditions sont nécessaires pour un graphe G qui est plongeable dans

(QQn, mais pas suffisantes, comme le montre I’exemple suivant (figure 5.2) :

Figure 5.2 — arbre équilibré & 16 sommets qui n’est pas plongeable dans Q4

Cet arbre T n’est pas plongeable dans ), pour la simple raison que dans 7" tous
les sommets sont a distance au plus 3 du sommet v, alors que dans @),, pour
tout sommet donné v, il existe un unique sommet u tel que d(u,v) = n (Q, est

antipodal). L’antipodal de v devrait étre a distance 4 dans Q.

On peut ainsi construire, pout tout n, un arbre équilibré 7" a 2" sommets avec
A(T) = 4, qui ne soit pas plongeable dans @),,. En fait, T peut étre construit avec

exactement un sommet de degré 4 (le sommet de degré 4 est noté w).
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Ce qui & motivé la conjecture suivante de Havel [33] :

Conjecture 5.1 Tout arbre T équilibré a 2" sommets tel que A(T) < 3, est plon-
geable dans Q).

Cette conjecture a été demontré dans plusieurs cas particuliers, dans le cas des
arbres binaires, des chenilles ainsi que dans d’autres cas que nous allons détailler

dans ce qui suit.

5.4.1 Plongement des cycles dans ’hypercube

L’hypercube est hamiltonien, il s’ensuit que le cycle Cy. est plongeable avec dila-
tation 1 dans @, et que c¢d(C),) = [log,(n)].

5.5 Plongement d’arbres binaires complets dans

I’hypercube

Les résultats qui suivent sont détaillés dans [36], [47] et [54]. En accord avec
la définition générale donnée dans la section 5.1, on appelle hypercube optimal
d’un graphe G d’ordre N, le plus petit hypercube dont le nombre de sommets est

supérieur ou égal a celui de G, soit @, avec n = [log,(N)].

Tout arbre est plongeable dans ’hypercube d’apres la section 5.2. On s’intéressera

donc a la recherche de plongement optimal de ces arbres dans I’hypercube.

Définition 5.3 L’arbre binaire complet B, est le graphe défini inductivement comme

suit

- By est le graphe complet K, 5,
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- Pour n > 2, B,, est formé de deuzr copies disjointes B | et Bl |, et d’un

sommet u, tel que u soit relié par une aréte a 'unique somment de degré 2 de

B) | et par une autre aréte a l'unique somment de degré 2 de B, _,.

B, By Bs

Figure 5.3 — arbres binaires complets

B,, est donc un graphe qui possede 2" sommets de degré 1, un seul sommet de
degré 2 et 2" — 2 sommets de degré 3. Cet unique sommet de degré 2 sera appelé

la racine de I'arbre. B,, est un arbre de hauteur n ayant 2"*! — 1 sommets.

Proposition 5.2 L’arbre binaire complet de hauteur n, B,, ne peut se plonger

avec dilatation 1 dans son hypercube optimal Q,11, pour n supérieur ou égal a 1.

Preuve: Les deux graphes sont bipartis. Le graphe B, étant connexe, un plonge-
ment de dilatation 1 doit envoyer chaque partie de la bipartition de B, dans une
classe de la bipartition de @,,. Or, I’hypercube a le méme nombre de sommets dans
les deux classes de la bipartition, alors que le nombre de sommets de ’arbre B,
dans une classe de la bipartition est strictement supérieur a 2", si n est strictement,

supérieur a 1. O

Par contre, en modifiant tres peu B,, on obtient un arbre qui se plonge avec dila-
tation 1 dans son hypercube optimal. Soit BDR(n) ’arbre obtenu en dédoublant
la racine de I'arbre binaire complet B,, en deux sommets x et y. Ces deux sommets
sont adjacents entre eux et chacun est adjacent a la racine d’un sous-arbre B,, ;.
Cet arbre est appelé arbre binaire complet double-racine. BDR(n) est un arbre

binaire ayant 2"! sommets, comme @, (voir figure 5.4).
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Figure 5.4 — arbre binaire complet double-racine BDR(3)

Proposition 5.3 L’arbre binaire complet double-racine BDR(n) peut se plonger

avec dilatation 1 dans son hypercube optimal Q1.

La preuve de cette proposition se fait par induction, elle ne sera pas détaillée ici.

Une preuve générale est donnée dans [55].

Le corollaire suivant s’en déduit

Corollaire 5.1 L’arbre binaire complet B, peut se plonger dans son hypercube

optimal Q11 avec dilatation 2 et une seule aréte dilatée.

Remarque : Par "aréte dilatée”, nous entendons une aréte xy de B, qui, par [’ap-
plication P, du plongement, se transforme en une chaine de longueur au moins
2.

Preuwve: B,C?BDR(n) par construction, BDR(n) C @Q,;1 par la proposition 5.3,
d'ott B,C*Qp1. O

La proposition suivante sur le plongement des arbres binaires se déduit facilement
de la proposition 5.3

Proposition 5.4 L’arbre binaire complet peut étre plongé avec dilatation 1 dans

I’hypercube de dimension égale a la dimension optimale plus 1.

Preuve: B, € BDR(n+ 1), BDR(n + 1) C Q.2 par la proposition 5.3, donc

B, C Qp12, ce qui complete la preuve. O
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5.5.1 Plongements d’arbres dans I’hypercube obtenus par

transformation des arbres binaires

Dans cette section, nous décrivons une famille d’arbres plongeables dans I'hyper-

cube, qui est obtenu par simple transformation des arbres binaires.

Soit le graphe D,,, qui est formé de I’arbre binaire complet B, auquel on ajoute
un sommet relié par une aréte a la racine de ’arbre, D,, est donc un arbre a 27*!

sommets. La figure 5.5 suivante montre [’arbre Ds.

D,

Figure 5.5 — I'arbre D,

Ce graphe n’est pas équilibré, et Havel [36] a montré que D,, (et donc B,,) est un
graphe plongeable dans I’hypercube @2, et donc que cd(D,,) = n + 2.

Pour n > 2, et pour k > 1, D¥ est défini comme suit

D! =D,

n

et
DF est le graphe pris en subdivisant chaque aréte de I’arbre binaire par k — 1 sommets

et I'aréte supplémentaire par & sommets.

Il est clair que |V (DF)| = k.2"*! (voir figure 5.6). Havel [33] a donné la proposition
suivante concernant le plongement de ces graphes dans I’hypercube, par exemple

pour k = 2 ce graphe est équilibré et vérifie la conjecture 5.1.

Proposition 5.5 Pour n > 2, |V(D?)| = 2"*2, et D? est un graphe plongeable

dans Qpia.
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Figure 5.6 — 'arbre D?
Une généralisation de cette proposition est donnée aussi par Havel [33]

Proposition 5.6 Pourn >2ets>1,

plongeable dans Q4 si1-

V(Dgs))‘ = Qntstl et DS?S) est un graphe

5.5.2 Autres plongements d’arbres
Les arbres n-aires complets sont tout naturellement une généralisation des arbres

binaires, ou le degré de la racine est égal a n. Un tel arbre de degré n et de hauteur
k est noté T}

Figure 5.7 — 'arbre 4-aires Ty

Havel [37] a donné la proposition suivante concernant le plongement de ces arbres

dans ’hypercube
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Proposition 5.7 T3 est un arbre plongeable dans Uhypercube, et cd(Ty) = [2H].

La question reste ouverte de savoir si un arbre binaire quelconque (arbre de degré
maximum 3) peut se plonger avec dilatation 2 dans son hypercube optimal (ce
qui serait le meilleur possible, au vu de la proposition 5.2), ou dilatation 1 dans

I’hypercube de dimension la dimension optimale plus un.

Si ’arbre binaire est de bipartition équilibrée, c¢’est-a-dire a le méme nombre de
sommets dans chaque classe de la bipartition, on retrouve la conjecture 5.1 de
Havel [33].

Cette conjecture est vérifiée pour certaines classes particulieres d’arbres, a savoir

les chenilles de degré maximum 3.

5.5.3 Plongements des chenilles

Définition 5.4 Une chenille (figure 5.8) est un arbre avec au moins trois sommets,

qui devient une chaine si tous les sommets pendants de cet arbre sont supprimeés.

Figure 5.8 — le graphe d’une chenille de degré 4

Une chaine P dans une chenille C' est appellé épine dorsale de C' si toute aréte
de C' est incidente a un sommet de P. Les sommets de P sont appelés sommets

épinaux. A noter que I’épine d’une chenille n’est pas unique.

Pour k > 1, soit [; (i = 1,...,k) des entiers positifs tel que k+1; + ...+ > 3.
D’apres [21], CAT(ly, . ..,l] denote la chenille qui est formée par une épine P & k
sommets, [; étant le nombre de sommets non épinaux adjacents au sommet ¢ de P.
Le nombre de sommets dans CAT[ly, ... l;] est k+1;+.. .+, et CAT[0, 1o, . .., k]

(k sommets épinaux) est isomorphe & CAT[lo+1,...,1] (k—1 sommets épinaux).
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Pour simplifier la notation, des parentheses et des puissances seront employés :

CAT[(3)'] = CATI3,3,3,3] et CATI0, (2,0)3,(0,2)?] = CATI0,2,0,2,0,2,0,0,2,0,2].

Quelques plongements connus
Soit C ’ensemble des chenilles de degré au plus 3, et soit C, le sous ensemble de C
formé par les chenilles équilibrées a 2™ sommets.

Soit C' une chenille dans C et soit P son épine (on note vy,...,vs 'ensemble des

sommets de P).

Pour z,y € V(P), on note Cy, le sous-graphe de C' engendré par les sommets

Ugy ooy Uy

Havel et Liebl [38] ont montré le théoreme 5.4 suivant sur les chenilles de degré

maximum 3, ce qui prouve la conjecture 5.1 dans ce cas particulier.

Théoreme 5.4 Toute chenille équilibrée a 2" sommets de degré mazrimum 3 est

plongeable dans Q.
Leur preuve repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.1 Pour n > 2, soit C € Cyyq1. Soit P une épine de C' et s = |V(P)].
Il existe x,y dans P (1 <z <y < s) tel que Cyy soit dans C,.

Harary et Lewinter[32] ont montré un résultat identique pour les chenilles de degré

maximum 4

Théoreme 5.5 Toute chenille équilibrée a 2" sommets de degré mazximum /j est

plongeable dans @Q,,.

Havel, Laborde et Mollard [21] ont donné d’autres plongements de ce type de
graphes. Ils ont aussi montré, en utilisant les propriétés de I'hypercube, que cer-

taines chenilles particulieres n’admettent pas de plongement optimal dans @),,.
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Lemme 5.2 Pourn > 3 et pour k > 0,
CAT[n—1,(0,n—3)*,0,n — 1] £ Q.

La preuve de ce lemme est détaillée dans [21], elle utilise le fait que deux sommets a

distance 2 appartiennent a exactement 2 chaines de longueurs 2 dans I’hypercube.

La proposition suivante sur le plongement des chenilles est aussi die a ces mémes

auteurs [21]
Proposition 5.8 i) Pour n > 4, CAT[(3)*"] C Qny2,

i) Pour 0 <n <3, CAT[(3)*"] € Qu2-

La preuve de i7) repose sur des considérations de degré maximum et le lemme 5.2.

La preuve de 7) se fait par une simple induction.

5.6 Plongements des grilles et des échelles

Définition 5.5 Une n-grille M = M(dy X da, ... X dy) est le produit cartésien de
n chaines Py, Py, ..., P, d’ordres respectifs dy,ds, ..., d,.

M(2 x 4) = P,OP,
Figure 5.9 — grille binaire
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5.6.1 Grille binaire

Une grille est dite binaire si d; est une puissance de 2 pour tout . Un exemple de
grille binaire est montré dans la figure 5.9 ci-dessus.

En particulier, si d; = 2 pour tout ¢, alors M est 'hypercube de dimension n.

Harary et Lewinter [28] ont montré que les grilles binaires sont des graphes plon-

geables dans ’hypercube en utilisant le lemme suivant

Lemme 5.3 Si A et B sont deux graphes plongeables dans U et W respectivement,
alors AOB est plongeable dans UOW .

Preuve: On a V(AOB) C V(UOW), et par définition du produit cartésien, on a
E(ADB) ¢ E(UOW). 0

Plongements des grilles binaires dans 1I’hypercube

Théoreme 5.6 La n-grille est un graphe plongeable dans Q,, si et seulement si
dy.dy...d, <2™.

Preuve: La condition nécessaire vient du fait que |V (M)| = d;.d> . .. d,, alors que
V(Qm)| <27

Maintenant supposons que dy.ds . ..d, = 2™. Dans ce cas M est le produit cartésien
de chaines d’ordres d; (ou d; est une puissance de 2 pour tout 7). Chaque chaine
d’ordre d; se plonge dans son hypercube optimal de dimension log d; car I’hypercube

est hamiltonien, la preuve s’en suit en utilisant le lemme 5.3. O

5.6.2 Echelles

Définition 5.6 Soient P; = aq,a0,...,a; et Py = by, by, ..., by deuxr chaines

d’ordres k, tels que les sommets a; et b; (i = 1,...,k) sont reliés par des chaines
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d’ordres rq, ..., de telle sorte que les extrémités de r; soient reliées ['une par une
aréte 4 a; et l'autre par une autre aréte a b; pouri=1,... k (a; et b; seront reliés
par une aréte si r; = 0). Le graphe qui en résulte est appelée une échelle E, et les

chaines entre a; et b; sont appelées les rangs de cette échelle.

b1 b4

a’ a4

Figure 5.10 — une échelle de rangs 2,0,2 et 4

Le théoreme 5.7 suivant sur le plongement des échelles dans I’hypercube est du a
Bezrukov [11]

Théoreme 5.7 Toute échelle équilibrée E est plongeable dans son hypercube opti-

mal.

La preuve de ce théoreme se fait par une simple induction, il suffit de le vérifier
pour une échelle F équilibrée a 2™ sommets (sinon on rajoute a F un rang d’ordre
2" — [V(E))).

Il en déduit facilement le corollaire suivant sur le plongement des chenilles dans

I’hypercube s’en déduit facilement

Corollaire 5.2 Soit C une chenille de degré mazimum 3, telle que toute aréte de
C'\ P soit subdivisée en un nombre pair de sommets. Alors C' est plongeable dans

son hypercube optimal.
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5.7 Plongement des quasi-étoiles et des double

quasi-étoiles

Apres avoir rappellé des résultats sur le plongement de certains graphes dans I’hy-
percube, nous nous intéressons a présent dans cette section a deux familles de

graphes, a savoir les quasi-étoiles et les doubles quasi-étoiles.

Par opposé aux plongements précédents qui concernaient les graphes a faible degré,
on s’intéresse ici aux plongements de graphes ayant un degré maximum par rapport

a I'hypercube.

Une étoile est, comme son nom l'indique, un arbre avec exactement un sommet
’ ’
qui n’est pas pendant. Ce sommet est appelé jonction , et son degré est le nombre

d’aretes qui sont incidentes a u. Un tel arbre est noté K, ,

Figure 5.11 — Ky,
Il est évident qu’une étoile est cubique et que cd(K,,) = n.

Une quasi-étoile est une étoile dont les arétes sont subdivisées. Le lemme 5.4 donne

une condition nécessaire et suffisante pour qu’une quasi-étoile soit équilibrée.

Lemme 5.4 Une quasi-étoile est equilibrée si et seulement si elle possede exacte-

ment une seule chaine de longueur impaire.

Le degré d’une quasi-étoile est le nombre de chaines qui sont incidentes a u. On
notera S(aj,as,...,a) une quasi-étoile ayant k chaines incidentes a u, d’ordres
respectifs ay,as,...,ar. Une quasi-étoile de degré k, a 2" sommets, est appelée

k-quasi-étoile équilibrée.
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Figure 5.12 — la quasi-étoile S(1,1,1,1,4)

Une double étoile est formée de deux étoiles dont les jonctions u et v sont reliées

par une aréte. A noter que u et v ne sont pas forcément de méme degré.

Une double quasi-étoile est une subdivision d’'une double étoile, dans laquelle ’aréte

qui relie v et v n’est pas subdivisée.

Une double quasi-étoile dont les sommets u et v sont de degrés respectifs k et s
(k > s), est notée S(ay,...,ag;by,...,bs). La figure suivante montre un exemple

d’un tel graphe

Figure 5.13 — la double quasi-étoileS(1, 4;2, 3)

Il est clair qu'une double quasi-étoile est équilibrée si et seulement si le nombre
de chaines d’ordres impairs qui sont incidentes a u est égal au nombre de chaines
d’ordres impairs qui sont incidentes a v. Une double quasi-étoile équilibrée

S(at,...,ax; b1, ..., bs) est appelée k-double quasi-étoile équilibrée.

Havel [33] a montré que les 3-quasi-étoiles equilibrée a 2" sommets sont plongeables
dans @,,, Nebesky [60] a étendu ce résultat aux 4-quasi-étoiles equilibrées et 5quasi-

étoiles equilibrées. Limaye [48] a prouvé ce méme résultat pour k = 6. Harary et
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Lewinter [29] ont cru prouvé le théoreme général suivant concernant le plongement

des quasi-étoiles

Théoreme 5.8 Toute k-quasi-étoile équilibrée a 2" sommets, avec k < n, est

plongeable dans Q.

Leur ”preuve” reposait sur le lemme suivant :

”"Etant donné un ensemble de sommets {v1,...,vs} qui appartiennent a la méme
classe de la bipartition de @, et {e1, ..., es} un ensemble d’entiers positifs tels que
> e; = 2" 1l existe s chaines sommet-disjointes {Pi,..., P;} d’ordres respectifs

e, ..,€s tels que v; soit une extrémité de P;”.

Il est facile de voir que ce lemme est faux en prenant vq,...,v, comme étant les
voisins d’un sommet donné v (avec s = n), et aucun des entiers e; qui soit égal &

2. Néanmoins, ce théoreme reste vrai par le résultat de Nebesky [61].

La preuve du théoreme 5.8 se fait par induction, en utilisant le théoreme 4.1 page 52.
Une preuve complete est donnée dans [61]. Ce résultat sera aussi une conséquence
immédiate de notre théoreme 5.9 page 100 sur le plongement des M D-graphes dans

I’hypercube.

La conjecture suivante concernant les doubles quasi-étoiles est die a Havel [33]

Conjecture 5.2 Toute double quasi-étoile équilibrée a 2™ sommets, de degré maxi-

mum n, est un graphe partiel de @Q,,.

Nous nous proposons de montrer cette conjecture dans de ce chapitre.

5.8 MD(ay,...,a;) graphes

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle famille de graphes, notée par
M D-graphes. Nous prouvons que les quasi-étoiles et les doubles quasi-étoiles sont

des graphes plongeables dans un certain M D-graphes.
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Définition 5.7 Soit uv une aréte donnée. On designe par M D(ay, ..., ax) graphe,
le graphe formé par l'aréte uv et de k (k > 1) chaines distinctes d’ordres respectifs
ai,...,a; ou les a; sont des entiers positifs pairs, tels que les extrémités de chaque
chaine soient reliées ['une par une aréte a u et ['autre extrémité par une aréte a v,
et tels que ay + ...+ a = 2" — 2 (figure 5.14).

Figure 5.14 — le graphe MD(2,4,8)

Il est clair que M D(ay, ..., a) est biparti si et seulement si a; est pair pour tout i.
On peut facilement voir qu'un M D-graphe biparti est équilibré. On note ce graphe,

un M D-graphe k-équilibré.

Propriété 5.1 Toute k-quasi-étoile équilibrée a 2" sommets est plongeable dans

un certain M D-graphe (k — 1)-équilibreé.

Preuve: Soit S(ay,...,ax) une k-quasi-étoile équilibrée a 2" sommets. On peut
supposer, sans perdre de généralité, que a; est impair. Soit v le sommet adjacent
a u sur la chaine d’ordre as, et soit wy, ..., w; les sommets extrémités des chaines
d’ordres aq,...,a;. On ajoute une aréte entre w; et wy et des arétes entre w; et v
pour i =3,...,k. S(ay,...,a) est donc un graphe plongeable dans M D(a; + as —
1,as,...,a;), et S est équilibrée implique que M D est équilibré (Figure 5.15). O

Propriété 5.2 Toute k-double quasi-étoile équilibrée a 2" sommels est plongeable

dans un certain M D-graphe k-équilibreé.

Preuve: Soit S(aq,...,ak; b1, ..., bs) une k-double quasi-étoile équilibrée a 2" som-

mets. On peut supposer, sans perdre de généralité, que aq,...,a;;by,...,b; sont
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w3

Wa

Figure 5.15 — plongement de S(3,4,4) dans MD(4,6), les arétes ajoutées sont en

pointillées

des entiers impairs et que a;i1,...,ak;bi11,...,bs sont des entiers pairs. Soient
Wi, ..., W les sommets extrémités sur les chaines d’ordres aq,...,a; et soient
Y1,---,Ys les sommets extrémités sur les chaines d’ordres by, ..., bs. On ajoute des
arétes entre w; et y; pouri =1, ..., s, et des arétes entre v et w; pours = s+1,..., k.
S(at,...,ag; by, ..., bs) est donc un graphe plongeable dans M D(ay + by, ..., a5 +
bs,Gs11,--.,0ak), €t S est équilibrée implique que M D est équilibré (Figure 5.16).
O

Figure 5.16 — plongement de S(1,2,4;3,4) dans MD(4,4,6), les arétes ajoutées sont

en pointillées
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5.9 Théoreme principal

Le but de cette section est de montrer que les M D-graphes équilibrés a 2" som-
mets sont des graphes plongeables dans (),,. Nous en déduisons, indépendamment
du résultat de Nebesky [60], que les quasi-étoiles équilibrées a 2" sommets sont
plongeables dans (),. Nous en déduisons également que les doubles quasi-étoiles
équilibrées a 2" sommets sont aussi des graphes plongeables dans @),, ce qui

résoudera la conjecture 5.2 page 97.

Théoreme 5.9 Tout M D-graphe k-équilibré a 2" sommets, avec k < n — 1, est
plongeable dans Q.

Comme conséquence directe de ce théoreme, nous avons les deux corollaires sui-

vants :

Corollaire 5.3 Toute k-quasi-étoile équilibrée a 2" sommets, avec k < n, est plon-

geable dans Q).

Corollaire 5.4 Toute k-double quasi-étoile équilibrée a 2™ sommets, avec k <

n — 1, est plongeable dans Q.

Preuve: Soit un M D(ay,...,a;) graphe a 2" sommets. Supposons, sans perdre de

généralité, que a; < ag < ... ay. (5.1)

Le cas k = 1 est vérifiée puisque (), est hamiltonien. La preuve de ce théoreme

sera divisé en plusieurs cas.
cas1:k=2.

a a . . .
51, ay = 52, By et Bs les chaines adjacentes a u, d’ordres respectifs a}
et ah, et soient ui, vy les extrémités de B; et By autre que u. Soient Bj et B} les

Soient a} =

chaines adjacentes a v, d’ordres respectifs a) et a), et soient u, v| les extrémités
de B] et B} autre que v. Soit P, la chaine d’ordre 2"~ formée par B; U By U {u},

et soit P, la chaine d’ordre 2"! formée par B] U By U{v}. Considérons maintenant
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une décomposition canonique de @, en Q;,_; et Q' _,. Q! _, est hamiltonien, soit A
un plongement de P; dans @Q!,_,, notons x = ¢(uy),y = ¢(v1) et z = ¢(u). Soit A’
le méme plongement de P, dans Q!_,, on aura ' = ¢(u}),y' = ¢(v]) et 2’ = ¢(v).

Le graphe formé par AU A’ U {zz'} U {yy'} U {22} est isomorphe & M D(ay, as)
(Figure 5.17).

N
T = ¢(uy) g

U1 Ull
y=olv) | | v=0o0))
-/
Q5 3
Figure 5.17 — plongement de MD(2,4,8) dans Q4
cas 2: k> 3.
Nous supposerons, par hypotheése d’induction, que M D(ay,...,ar.) a 2"~' som-

mets et plongeable dans @Q,_; pour kx < n — 2, et soit un M D(ay,...,a;) & 2"

sommets (K <n —1).

cas 2.1 : k = 3.

Pour n = 4, il est immédiat de construire des plongements de MD(2,2,10),
MD(2,4,8), MD(2,6,6) et MD(4,4,6) dans le graphe de (4. Un exemple d’un

tel plongement est montré dans la figure 5.18 suivante

Pour n > 5, soit aj = 2" ' —2—qa; > 0. On remarquera que aj < a3, par hypothese
d’induction, M D(ay, a}) étant équilibré & 2"~! sommets, est plongeable dans @', ;.
Il existe donc un plongement M D' de M D(a,,ay) dans @', |, notons x = ¢(u) et
y = ¢(v).
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Figure 5.18 — plongement de M D(2,2,10) dans Q4

Soit uiv; une aréte de meéme direction que xy, sur la chaine d’ordre ay (cette
aréte existe puisque cette chaine forme un cycle pair avec zy). Dans Q! |, par le
théoreme 4.2, il existe deux cycles sommet-disjoints C; et Cy d’ordres respectifs
as — as et ay qui contiennent ujv] et z'y’. Le graphe formé par M D' U C, U Cy U
{zz' Uyy Uuu) Yoo} \ {ugvg Uujo] Ua'y'} est isomorphe a M D(ay, as, a3) (voir
figure 5.19).

vy a3—a3

/ "
n—1 n—1

Figure 5.19 — plongement de M D(ay,as,a3) dans @,
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cas 2.2 : k =4.

On note a}, = 2"! — 2 — a; — ay. On remarquera que a < a4, deux cas sont a

distinguer
cas 2.2.1 : aly >0

Par hypothese d’induction, M D(ay, as,a}) est équilibré & 2"~ sommets, est plon-

geable dans @) _,. Il existe donc un plongement M D' de M D(ay,as,a)) dans

!
n—1»

zy sur la chaine d’ordre o} (cette aréte existe toujours pour la méme raison).

notons x = ¢(u) et y = ¢(v). Soit ujv; une aréte de méme direction que

"

n_1, par le théoreme 4.2, il existe deux cycles sommet-disjoints C; et C5

Dans
d’ordres respectifs a4 — a) et az qui contiennent u}v] et z'y’. Le graphe formé par
MD'"UCyUCy U {za’ Uyy Uugul Uwvv)} \ {ugvy Uujo] Ux'y'} est isomorphe a

MD(ay,a, a3, aq) (figure 5.20).

O
s
Y

/
—j?)
!/
uy
UF /
\ ! ax—ay; )

! "
n—1 n—1

Figure 5.20 — plongement de M D(ay, as, a3, as) dans @y,

cas 2.2.2 :aly =0
On a donc un M D(2" 2 — 2,212 2n=2 9n=2),

Pour n = 5, le plongement de M D(6, 8, 8,8) dans (5 est donnée dans la figure 5.21.
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Figure 5.21 — plongement de M D(6,8,8,8) dans Qs

Pour n > 6, soit al, = 2 et a}, = 2"72 — 2. M D(ay, ab, a}) est équilibré & 2"~ som-
mets, est plongeable dans @)/, ;. Donc, il existe un plongement M D’ de M D(ay, a)y, a)))
dans Q! _,, notons x = ¢(u) et y = ¢(v).

n—1»

Soient 1y, et xoyo deux arétes de méme direction que zy, sur les chaines d’ordres

1

respectifs al, et a}. Dans @7,

par le théoreme 4.2, il existe trois cycles sommet-
disjoints C Cy et C3 d’ordres respectifs as — aj, a, — aly et az qui contiennent x|y,
zhys et 2'y'. Le graphe formé par MD'UC, U Co U C3 U {zx' Uyy' Uz2) Uy yy U

o Uyayh} \ {z1y1 Uiy} Uzoys Uahyh Uz'y'} est isomorphe a M D(ay, az, as, ay).

Le cas général correspond au cas k > 5.

cas 2.3 : k > 5.

Nous allons tout d’abord prouver que a3 < 2" ! —4(k —3). (1)

On va proceder par I'absurde, pour cela supposons que az > 2"t —4(k—3). Comme
as est pair, alors a3 > 2" —4(k —3) +2. (2)

Comme les a; sont des entiers positifs pour tout i, alors par la relation (5.1) page
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2" —6
98 < .
7a3_k_

(3)

A noter que k£ < n — 1, donc -en combinant (2) et (3)- on a

2"—6 _2"—6
<

Tl 4 —4)+2< 2" 4k —-3)+2<
(n—4)+2< (k=3)+2< 53— <=

Donc 2773 < 3n — 15, ce qui est faux. Le résultat s’en suit.

Il est clair que a3+ a4+ ...+ ax > 2" ' +2, on en déduit d’apres (1) qu’il existe des
ensembles disjoints I; et I de {4,...,k} et des entiers pairs positifs strictement a
qui satisfont
( IIUIQZ{4,,]€}

a;=a; sii €I

{¢§%—4 siio€ly

k
a1+a2+2a;—:2n_1—2

i=4
\

Par 'hypothese d’induction, M D(ay, ag, a},as, ..., a}) est équilibré & 2"~1 som-

mets, est plongeable dans @, _;.

Il existe donc un plongement M D" de M D(ay, as, aly, a, ..., a,) dans Q!,_,, notons

z = ¢(u) et y = p(v).

Pour ¢ € I, soit z;y; une aréete de meéme direction que xy sur le chaine d’ordre

!
CLi.

On note kg = |I5|. Il est clair que ks +1 < k—2 < (n—1) — 2. Par le théoreme 4.2,

"

il existe donc ky + 1 cycles sommet-disjoints C%, C} dans @))_,, qui contiennent

'y, xlyl (i € Ip), d’ordres respectifs az et a (i € Iy).
Soit C3 = CL U {xx’ Uyy'} \ {2'y'} et C; = CLU {z;x} Uyyl} \ {ziy; U zhyl}.
Le graphe formé par MD' U Cs U C; est isomorphe & MD(ay,...,a;). Ce qui

1 € Io
complete la preuve. O
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5.10 MD(ay,...,a;) graphes subdivisés

On peut également se poser la question suivante : Les M D(ay,...,a;) restent-ils

des graphes plongeables dans @), si on subdivise I'aréte uv ?

Définition 5.8 Un M D graphe subdivisé, noté M D(ay; ay,. .., ax), est un MD(aq,. ..

graphe dans lequel [’aréte uv est subdivisée en un nombre pair de sommets ag, et
tel que ap +ay + ...+ ap = 2" — 2 (Figure 5.22).

Figure 5.22 — le graphe MD(2;2,4,6)

Il est clair que si l'aréte uv est subdivisée en un nombre impair de sommets, le
graphe qui en résulte ne serait pas plongeable dans I'hypercube car il ne serait pas
biparti. On s’intéresse donc uniquement a une subdivision d’ordre pair de ’aréte

uv.

Il est facile & voir que ces graphes, les M D(ag; ay,...,a;), sont plongeables dans
Qn si k < n — 2. En effet, il suffit de rajouter une aréte entre u et v, on aura donc
un M D(ag,a,...,a;) graphe avec k < n — 1, qui est pongeable dans @,, d’apres
le théoreme 5.9.

Le seul cas qui reste a traiter est lorsque £ = n — 1. On peut supposer, sans perdre

de généralité, que ag < ay,...,< Gy 1.

La figure 5.23 montre un plongement de M D(2;2,2) dans @3, la chaine d’ordre ag

étant en gras, celle d’ordre a; en pointillé et celle d’ordre ay est en trait normal.

Il est également tres facile de construire des plongements de M D(2;2,2,8), de
MD(2;2,4,6) et de M D(2;4,4,4) dans le graphe de @y, ceci résout le cas n < 4.
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le - - oo _ 0

S
S
—~
<
~

Figure 5.23 — plongement de M D(2;2,2) dans @3

cas général : n > 5.

Le probleme dans le cas général n’a pas été résolu, mais nous avons la conjecture

suivante

Conjecture 5.3 Un M D(agp;ay,...,a, 1) graphe est plongeable dans le graphe de
Q. si et seulement si, il ne contient pas le graphe de la figure suivante comme

sous-graphe induit.

Considérons un M D(ag; ay, . . ., a,_1) graphe, et supposons qu’il contienne ce graphe

comme sous graphe induit.

Nous allons montrer que ce graphe n’est pas plongeable dans @),,. Si tel était le cas,
il existerait donc un plongement M D' de M D(ay;ay,...,a, 1) dans @, tels que
r = ¢(u) et y = ¢p(v). Deux cas se présentent
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cas 1 :d(z,y) = 1.

Dans ce cas, x et y sont deux sommets voisins dans I’hypercube @,,. Mais le som-
met u admet n sommets voisins dans le graphe M D(ag;ay,...,a, 1), donc son
plongement M D' doit admettre n sommets voisins dans (,, autre que le sommet

©(u), ce qui n’est pas possible dans ce cas.
cas 2 : d(z,y) = 3.

x et y sont & distance 3 dans Q,. Le graphe de la figure précédente peut étre
considéré comme étant 4 chaines disjointes de longueur 4 entre u et v. Or, dans
Qn, 1l existe exactement 3 chaines disjointes de longueur 4 entre deux sommets a

distance 3. Donc ce graphe ne peut pas étre plongeable dans @),,.

Il est a noter que si la conjecture 5.3 est vérifiée, alors la conjecture suivante 1’est

aussi

Conjecture 5.4 Une double quasi-étoile équilibrée a 2™ sommets, de degré maxi-
mum est n, et dont [’aréte uv est subdivisée en un nombre pair de sommets, est

plongeable dans Q,,.

5.11 Probléemes ouverts

Pour terminer ce chapitre, nous citons quelques problemes de plongement de graphes

dans ’hypercube qui restent ouverts.

On peut se poser la question suivante : les M D graphes subdivisés, o1 I’on remplace
les entiers positifs pairs ag, ai, ..., a; par des entiers positifs impairs by, by, ..., b

restent-ils des graphes plongeables dans @), ?
Plusieurs conjectures sont également citées en ce qui concerne le plongement des

arbres dans ’hypercube

Conjecture 5.5 Tout arbre T avec A(T) < 3 peut étre plongé dans son hypercube

de dimension optimale plus 1, avec dilatation 1.
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Conjecture 5.6 Tout arbre T avec A(T) < 3 peut étre plongé dans son hypercube

optimal avec dilatation 2.

Conjecture 5.7 Tout arbre T avec A(T) <5 peut étre plongé dans son hypercube

optimal avec dilatation 2.

Des éléments de réponse sont donnés dans [34]. En particulier, Il est montré que si
la conjecture 5.1 page 85 est vraie, cela implique que les conjectures 5.5, 5.6 et 5.7

sont également satisfaites.
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Résumé Le but principal de ce manuscrit est de montrer que certaines familles de
graphes sont des graphes plongeables dans I’hypercube. Un probleme d’une autre
nature sera traité, il concerne la partition de I’hypercube en des cycles sommet-
disjoints de longueur paires. Nous prouvons que I'hypercube de dimension n peut
étre partitionné en k cycles sommet-disjoints de longueur pqires si £ < n — 1, et

qui utilisent des arétes de méme direction dans I’hypercube.

Le probleme de plongement de graphes dans I’hypercube fera 1’objet du dernier
chapitre. Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle famille de graphes, les
MD-graphes. Nous avons montré que les quasi-étoiles et les double quasi-étoiles sont
des graphes plongeables dans certain MD-graphes. Nous avons réussi a montrer
que les MD-graphes sont des graphes plongeables dans I’hypercube, ce qui nous
remontre que les quasi-étoiles, mais également montre que les doubles quasi-étoiles
sont des graphes plongeables dans @),,. Ce qui résout un probleme ouvert posé par
Ivan Havel depuis 1984.

Mots clés hypercube, partition en cycles disjoints, plongement de graphes

Abstract The aim of this thesis is to prove that certain family of graphs are
embeddable into hypercube. Another problem will be treated, it concerns the par-
titioning of hypercube in vertex-disjoints cycles of even length. We prove that
hypercube of dimension n can be partitined into k£ vertex-disjoints cycles of even

length if £ < n — 1, which use edges of the sams direction in the hypercube.

The last chapter concern the problem of embedding graphs into hypercube. In this
chapter, we introduce a new family of graphs, the MD-graphs. We prove that qua-
sistar and that double quasistar are embeddable into certain MD-graphs. We also
prove that MD-graphs are embeddable in @,,, which prove that quasistar and that
double quasistar are embeddable into hypercubes. This resolve an open question

posed by Ivan Havel since 1984.

Keywords hypercube, partitioning into vertex-disjoints cycles, spanning graphs of

hypercubes
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