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Introduction

L'informatique a historiguement été toujours employée par les scientifiques pour ré-
soudre des problémes de natures aussi variées que leurs disciplines. Les langages de pro-
grammation ont suivi leurs besoins pour permettre a la fois de formuler et de résoudre
les problemes. Ainsi Fortran fut développé par la communauté pour traiter facilement et
efficacement les calculs, souvent matriciels, des physiciens. Le probleme pour un pro-
grammeur est double : d’abord il s’agit de passer de I'application qu’il veut traiter, expri-
mée selon le formalisme propre a sa discipline, a un algorithme permettant de résoudre
le probléme de facon “efficace”, la notion d’efficacité étant définie selon les théories de
complexité. Ensuite il faut passer de la formulation de I'algorithme choisi a sa program-
mation, son implantation sur une machine cible, dans un langage donné&, pour atteindre
les meilleures performances possibles sur la machine.

L'évolution des langages de programmation a été motivée par la recherche d’'un meil-
leur cadre pour I'expression de I'algorithme choisi. Derniérement les langages orientés
objet ont commencé a s'imposer grace aux fonctionnalités qu’ils offrent en terme d’abs-
traction des données, ce qui permet a la fois de faciliter la mise au point, la maintenance
et la réutilisation du programme ; et en méme temps de concevoir le programme plus di-
rectement selon les termes des algorithmes implantés : entre les structures de données
manipulées par les algorithmes et leur implémentation au niveau de la machine, le lan-
gage offre une interface de plus en plus "naturelle” : il en va ainsi de la manipulation des
tableaux depuis Fortran-90 ou des "containers" C++ qui fournissent en standard des types
tels que les listes, les tables de hachage ou les piles. Le travail du compilateur et son effi-
cacité permettent en théorie de générer du code sans surcolt di a I'encapsulation de ces
types abstraits.

Parallelement aux évolutions dans les langages, les machines cibles se sont énormé-

13



1 — Introduction

ment modifiées. A la fin des années 70 les processeurs sont devenus vectoriels, puis pa-
ralleles. Les systemes d’exploitation permettant le multitdche ou la concurrence de plu-
sieurs processus sont apparus. Actuellement les machines sont constituées de plusieurs
noeuds, chacun étant lui-méme constitué de plusieurs processeurs a mémoire partagée.
Les noeuds, de types éventuellement différents, sont interconnectés selon des réseaux
éventuellement eux-mémes différents, I'ultime étape actuelle étant I'utilisation d’Internet
pour relier des grappes distinctes (projet Grille).

La programmation de telles machines, a plusieurs degrés de parallélisme, ajoute de
nouveaux problémes a ceux évoqués ci-dessus : cohérence des données en milieu dis-
tribué, acces concurrents dans une mémoire partagée, entrelacement des calculs et des
communications garantissant la performance du programme paralléle, ordonnancement
des taches sur une machine hétérogeri@es écueils sont d’autant plus cruciaux que les
machines paralleles sont avant tout destinées a des applications demandant de gros vo-
lumes de mémoire et de temps CPU : la performance des programmes est donc prioritaire
pour les utilisateurs qui cherchent du calcul haute performance.

Les solutions, en terme de modeéles de programmation paralléle, ne sont aujourd’hui
pas encore unanimement acceptées. Un standard d#ifgctorepose sur le paradigme
de I'échange de messages. Les librairies PVM ou MPI offrent des fonctions de communi-
cation et de synchronisation entre les processeurs qui s'ajoutent a un langage séquentiel
classique (C, C++, Fortran). Fortran, depuis ses versions 90 et 95, a évolué vers une ap-
proche “parallélisme de données”, en offrant des primitives de distribution des données,
les instructions séquentielles s’exécutant sur chaque processeur sur les données locale-
ment présentes (HPF). Lefficacité de cette approche semble limitée a certaines classes
d’applications. En ce qui concerne la mémoire partagée, des solutions comme Open-MP
permettent une programmation relativement simple de certaines applications grace a une
annotation du code séquentiel.

La difficulté réside également dans la complexité des machines employées : le nombre
de paramétres les caractérisant augmente (temps d’acces aux différents niveaux de mé-
moire, temps d’accés aux données distantes, puissances différentes selon les noeuds de
la machine..). Larecherche d’'un modéle assez simple pour permettre de résoudre les
problemes poseés et le rendre universel, qui soit en méme temps réaliste, reste une ques-
tion ouverte. Les modéles PRAM ou BSP tentent d’apporter des réponses a ce probleme.
Cette complexité des machines est non seulement un écueil pour définir un modeéle de
programmation, mais eégalement une difficulté pour I'obtention de performances.

Une solution pour traiter efficacement la parallélisation d’une application semble étre
de découplet’expression du parallélisméans I'algorithme dé’ordonnancementes
taches de calcul, pour une machine cible, selon les criteres imposés par le programmeur
(mémoire, temps de calcul, ). Ainsi il dispose a la fois d’'un programme directement
a I'image de son algorithme et d’'un mécanisme (I'ordonnancement) pour I'adapter aux
machines cibles. Les environnements de programmation paralléles qui permettent ce dé-
couplage ne sont malheureusement pas encore nombreux et la tache revient souvent au
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programmeur de coder a la fois I'algorithme et son ordonnancement, dans le méme pro-
gramme, limitant ainsi sa portabilité et éventuellement sa performance.

Organisation du document : Ce travail étudie dans ce contexte le traitement d’ap-
plications types rencontrées en mécanique et chimie quantique, en vue d’obtenir des pro-
grammes paralléles performants. Ce document est divisé en deux parties. La premiéere
présente la problématique et son contexte. Le premier chapitre introduit rapidement la
théorie quantique et ses applications en mécanique et en chimie. Le probleme type qui
se présente est la résolution de I'équation de Schroédinger dans des conditions adaptées a
chaque phénomene physique étudié. Cette équation est une équation aux valeurs propres
et différents algorithmes numériques peuvent étre envisagés pour la résoudre de facon ap-
prochée. Cette étude focalisera plus précisément sur des méthodes dites itératives, de type
de Lanczos/Arnoldi. L'un des calculs de mécanique quantique ou ce type d’algorithme
est intéressant est celui de la "boite quantique" BQ. En chimie également, la théorie quan-
tigue a de nombreuses applications. L'un des algorithmes de calcul en chimie, cible de ce
travail, est la méthode des perturbations de deuxieme ordre, MP2.

Pour les deux problemes types identifiés dans le chapitre 2, il existe des solutions
paralléles. Le chapitre 3 les introduit. Dans le cadre des méthodes itératives, la librai-
rie mathématique Arpack fournit une implémentation parallele basée sur I'échange de
messages (MPI). MPI sert aussi de modéle de programmation pour des implémentations
paralléles d’algorithmes de chimie quantique, SCF et MP2, comme dans le programme
Asterix par exemple. Un autre environnement paralléle est par contre employé dans le
logiciel commercial Gaussian : Linda, qui offre une mémoire virtuellement partagée au
programmeur. Enfin, Open-MP peut étre utilisé pour paralléliser des calculs de chimie
quantique.

Tous ces environnements permettent I'obtention de performances, mais imposent des
contraintes sur le programmeur : en terme de facilité de programmation ; de portabilité du
code ; d’adaptabilité de I'ordonnancement. Le chapitre 4 présente I'environnement paral-
lele ATHAPASCAN et le modele de programmation basé sur le flot de données qu'il pro-
pose. L'exemple de BQ est présenté etHAPASCAN . Enfin est étudié le probleme des
synchronisations nécessaires au contréle de la convergence d’'un algorithme itératif tel que
celui utilisé pour BQ. Le calcul d’'une norme sur un résidu, typiquement effectué a chaque
itération, impose une synchronisation réguliere aux taches de calcul. Pour augmenter le
parallélisme et donner de la liberté aux ordonnanceurs, il faut tenter de désynchroniser au
maximum ces taches. Dans certains cas, le changement de norme mathématique permet
d’éviter le probleme. Quand ce n’est pas possible, il faut envisager de relacher le contréle
de l'algorithme.

La modélisation de I'exécution d’'un programme (éventuellement) parallele sous forme
de flot de données et son interprétation par un environnement du type APASCAN
permettent a la fois de découpler la programmation de I'algorithme de son ordonnan-
cement sur une machine; et de fournir a I'environnement les informations a méme de
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1 — Introduction

calculer un ordonnancement optimal en fonction des critéres choisis. La deuxiéme par-
tie de ce document traite de I'ordonnancement d’une application décrite sous forme de
graphe de flot de données.

Etant donné le graphe qui modélise le flot de données, I'environnenmempPASCAN
permet son interprétation afin d’en calculer des ordonnancements. La premiére grandeur
gue I'on peut chercher a optimiser est le temps d’exécution. Selon le modéle de machine et
le type d’'information que I'on a sur le graphe, diverses stratégies peuvent étre appliquées
avec des garanties de performance. On peut ainsi adapter, selon I'algorithme d’ordonnan-
cement, I'exécution a la machine. Le chapitre 5 rappelle quelques modeéles classiques de
machine paralléle (PRAM pour les SMP, délai pour les machines a mémoire distribuée).
Dans le cas ou le graphe est connu dynamiquement, au cours de I'exécution, les meilleurs
algorithmes sont de type liste. Dans la cas ou I'on a une connaissance du graphe a la
compilation, on montre que I'environnementAPASCAN permet de retrouver des or-
donnancements et des performances tout a fait similaires a ceux d’'un programme MPI ou
Open-MP. On montre enfin quelles performances différents ordonnancements permettent
d’obtenir sur BQ, grace a™IAPASCAN .

L'autre critere fondamental pour les applications que I'on peut vouloir optimiser est

la mémoire requise par I'exécution. Dans le cas de MP2 par exemple, le compromis entre
espace memoire et temps de calcul est critique car on peut diminuer le premier en recal-
culant certaines des données en entrée, au prix du temps d’exécution. Le graphe de flot
de données peut étre annoté pour tenir compte des allocations et libérations de mémoire
effectuées par chaque tache. Ceci permet de calculer des ordonnancements a la fois ef-
ficaces en temps et qui limitent le surcolt mémoire que peut générer le parallélisme des
taches. C’est I'objet du chapitre 6.

Contributions :  les contributions principales de ce travail portent sur les aspects sui-
vants :

— un travail de reformulation algorithmique de deux problemes types de mécanique
et chimie quantique (BQ et MP2), particulierement adaptées a leur programmation
efficace (chapitre 6 pour MP2 et 3 pour BQ);

— I'étude comparative de I'adéquation des environnements paralléles de calcul perfor-
mant a ces deux problémes, pour les machines paralléles actuelles. En particulier,
un travail de benchmarking grace au test Linpack, sur une grappe de PC, est pré-
senté dans le chapitre 3 et dans I'annexe A ;

— lidentification des limitations de ces environnements et la présentation de I'envi-
ronnement AHAPASCAN qui permet de pallier ces limitations en découplant I'al-
gorithme de son ordonnancement;;

— une proposition de modélisation de la mémoire utilisée par des algorithmes tels
MP2 afin de pouvoir les ordonnancer en ayant pour objectif d’étre performant a la
fois en temps de calcul et en espace memoire utilisé (chapitre 6).

Ces contributions ont fait I'objet de quelques publications (référencées éventuellement

par ailleurs dans le document) :
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— [45], N. Malllard, J.-L. Roch et P. ValirorRarallélisation du calcul ab-initio de
I'énergie de corrélation électronique par la méthode M&&que le travail algo-
rithmique effectué sur le calcul MP2f(chapitre 6) ;

— [32], C.-P. Jeannerod et N. Maillatrdsing Computer Algebra to Diagonalize some
Kane Matricegésume un travail plus mathématique sur les méthodes de perturba-
tions appliquées a des Hamiltoniens usuels en physique des semi-condutfteurs (
section 2.3.1);

— [19], G. Fernandes, N. Maillard et Y. DenneulfParallelizing a Dense Matching
Region Growing Algorithm for an Image Interpolation Applicatfnésente un tra-
vail de parallélisation sur un algorithme d’interpolation d'images. Ce travail n’ap-
parait pas dans ce document;

— [56], B. Richard, P. Augerat, N. Maillard, S. Derr, S. Martin et C. Robetiuster :
Reaching TOP500 Performance Using Mainstream Hardvediectue un compte-
rendu du travail réalisé sur le benchmark Linpack pour I'entrée dans le top-500 de
la grappe Icluster du laboratoire ID-IMAGT( le chapitre 3 ainsi que I'annexe A).
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Mecanique guantique
et parallélisme






La mécanique et la chimie quantique font appel a des algorithmes numériques spé-
cialisés souvent trés exigeants en temps de calcul et en mémoire, qui nécessitent donc du
calcul a haute performance. Ce travail présente des techniques d’ordonnancement, en vue
d’exécutions efficaces en temps et en mémoire sur machines paralleles, appliquées a ces
algorithmes numériques pour la mécanique et chimie quantique.

Cette premiere partie positionne les problémes a la fois en ce qui concerne la méca-
nique quantique et du point de vue du parallélisme.

Le premier chapitre introduit rapidement la théorie quantique, son formalisme et les
problemes qu’elle tente de résoudre. Les méthodes numériques utilisées sont brievement
présentées. Deux problémes types sont présentés plus précisement : celui de la boite quan-
tique, qui fait appel selon notre analyse a des méthodes itératives de calcul de valeurs
propres ; et MP2, un calcul de chimie quantique qui présente un intéressant probleme de
compromis calcul/mémoire.

Dans les deux cas, on trouve des environnements qui offrent des solutions intéres-
santes pour des implémentations paralléles efficaces. Le chapitre 2 présente tout d’abord
une contribution personnelle sur le type de performances que I'on peut attendre d’'une
machine paralléle actuelle (grappe de 225 noeuds classée dans le top-500) sur le bench-
mark Linpack. Ensuite sont présentés quatre exemples de problemes de mécanique/chimie
guantique et des solutions paralléles : I'environnement Arpack/MPI pour BQ ; les calculs
de SCF en MPI; le calcul de MP2 en MPI de Nielsen et de Gaussian/Linda; et enfin le
calcul de Coupled-Cluster basé sur Open-MP.

Méme si on trouve des solutions déja efficaces sur certaines architectures, elles sont
donc a la fois trés peu portables en terme de performances et trés contraignantes pour le
programmeur en lui imposant des surcodts de programmation au-dela de ce qui est requis
par I'algorithme séquentiel. De plus, aucune garantie de performance n’est offerte par ces
environnements.

Le chapitre 3 propose un autre environnement de programmation parallele, Athapas-
can, qui offre une vision différente de I'application parallele grace a I'analyse du flot
de données que constitue I'algorithme. C’est sous cet environnement que les techniques
d’ordonnancement seront étudiées dans la partie suivante. Nous présentons également a
la fin de ce chapitre un algorithme asynchrone de contréle des synchronisations pour un
algorithme itératif du type de celui utilisé pour BQ.
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Physique et modélisation
mathématique du probleme

Ce chapitre introduit le contexte physique de ce travail : la mécanique et la chimie
guantique. La mécanique quantique a été développée pendant quasiment tout le ving-
tieme siécle, de fagon théorique pendant sa premiere moiti€, avant de se voir validée par
les observations et les expériences. Les applications a la chimie ont rapidement été nom-
breuses a cause de I'échelle des phénoménes traités par la théorie quantique. La premiéere
section introduit le formalisme et les postulats de la théorie quantique. Résoudre I'équa-
tion de Schrédinger apparait comme le probléme central qui se pose au physicien ou au
chimiste qui utilise cette théorie : nous exposons cette équation en 2.2 et nous l'illustrons
sur deux cas simples (atome d’hydrogene et puits quantique) a la fois pour mieux faire
comprendre ce dont il s’agit et parce que ces problemes sont a la base des approximations
utilisées dans la suite. Les deux sections suivantes focalisent la théorie sur les deux cas
gue ce travall traitera plus dans la suite : la résolution de I'équation de Schrédinger dans
le cas de la boite quantique (section 2.3) et les algorithmes spécialisés SCF et MP2 dans
le cas de la chimie quantiqad-initio (section 2.4).

2.1 Postulats de la mécanigue quantique

La mécanique quantique remplace la notion de position classique d’une particule par

sa probabilité de présence en un p@ir%%f (z,y,2)" de I'espace. L'école de Copenhague
a proposeé une série de postulats fondant la modélisation mathématique du comportement
d’un systeme de particules. Selon les auteurs (et les éléements de la théorie qui sont utilisés)
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2 — Physigue et modélisation mathématique du probleme

ces postulats sont en nombre variable. Nous suivrons dans ce document I'approche de
Cohen-Tannoudji qui en propose six dans [13].

Postulat 1 (Fonctions d’onde) Les états d’un ensemble départicules ponctuelles sont
décrits par une fonction a valeurs complexgs,, ro, ..., ry,t) = 1(r,t), ol

fEspacew*(r, t)i(r,t)drdr,y . .. dry représente la probabilité de trouver chaque particule
k € [1...N]dans I'élément de voluméy, centré surry, a l'instantt.

La fonction s’appellefonction d’'ondedu systéme de particules. La fonction d’onde
contient toute I'information possible sur 'ensemble de particules étudié : la calculer, ou en
extraire des informations, sera I'objectif constant des algorithmes étudiés dans ce travail.
Les fonctions d’onde doivent donc étre au minimum de carré sommable, et en corollaire
du postulat 1, leur normé, vaut1 (puisque cette norme représente la probabilité de
trouver les particules dans tout I'espace a un instaohnné).

Dans toute la suite du document on notera | . > le produit scalaird., et on a
donc< ¥ | ¥ > =1.

Postulat 2 (Grandeur mesurable) A chaque grandeur physiqué mesurable du sys-
teme de particules on peut faire correspondre un opérateur linéaire et hermitique
agissant dans I'espace des fonctions d’onde, et tel que la valeur moyenhe- de A,
mesurée quand le systéme est dans I'¢tay, a pour expression :

< A>= / U* AWdr.
E

space

La notation traditionnelle (de Dirac) pour la valeur moyenne d’'une observalast :
< ¥ | A|¥>,quiestdonc égal selon le postulat 2al | AV > (=< AY | U >
puisqueA est hermitique).

Exemple d’associations observables/opérateurs : la mécanique quantique four-

nit également une “table de correspondance” entre les grandeurs physiques mesurables
(encore appeléeasbservablekset les opérateurs mathématiques qui permettent de les cal-
culer.

— la positiony; selon la composantale I'espace (projection sur I'axealu repere) est
associée a I'opérateur “multiplication parildéme coordonnée” (par exemple : la
position selor: est associée a l'opérateur linéairer, y, z,t) — =.¥(x,y, 2, 1)) ;

— la quantité de mouvemenf selon la composantede I'espace est associee a I'opé-
rateur

_h0
= 1 81']"

ouh = h/2n (h = 6,62618.1073* J.s est la constante de Planck);
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Postulats de la mécanique quantigue — 2.1

— les autres observables s’expriment comme des combinaisons des précédentes et on
en déduit les opérateurs associes.
On peut donner I'exemple de I'observable “énergie cinétigkiet’un ensemble de par-
ticules. On sait qué’,. s’exprime, pour une particulg a partir dep la quantité de mouve-
ment :E.(i) = p?/2m;, oum, estla masse de la particule. A I'aide de I'opérateur associé
ap, on déduit que I'opérateur associdasera

, 1 0? 0? 0?
20 = 3t (53 + 37+ 7).

ce qui s’écrit encoré, (i) = — /- A.

- 2m;

L'énergie cinétique de I'ensemble das particules sera la somme des énergies de
chacune d’entre elles, et donc I'opératéurvaudra

N

h2

i=1 b

Le 7 indicant 'opérateur Laplacier\ est la pour rappeler qu’il doit étre calculé, pour
chaque particulé, en exprimant les coordonnées dans un repere d’origine

Postulat 3 (observable et valeur propre) La mesure d’'une observahlene peut donner
comme résultat que des valeurs propresdjd’opérateur correspondant al.

Exemple d’application de ce postulat : dans le cas ou I'observable recherchée est I'éner-
gie totale d’'un ensemble d¥ particules placées dans un potentiglr) qui ne dépend

gue des coordonnées ou I'on se trouve mais non du temps (potentiel Coulombien par
exemple), cette énergie est la sommeHleet deV'. V' ne dépendant que des positions

¢;, 'opérateur qui lui est associé ebfr,t) — V (r)¥(r,t) et 'on peut donc écrire que
'opérateur linéaire asssocié a I'observable Energie est le Hamiltonien :

N
h2
H:Z—%Ai‘i“/(rl,Tz,...,TN). (21)
=1

Le postulat 3 exprime donc que I'énergie observable de cet ensemble de particules est
forcément une valeur propre du Hamiltonien (2.1). L'étude du spectre de cet opérateur
sera développée dans les parties suivantes.

Postulat 4 (Décomposition spectrale dans le cas d’un spectre discreBoit\,, une va-
leur propre de I'observablel, de multiplicitég,,. Soitu’,i = 1... g, une base orthonor-
mée de I'espace propre associ@a Alors la mesure d’une observahledans I'état¥
de normel vaut ), avec la probabilité :

In
Pn)=> [<ul|¥> [
=1
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2 — Physigue et modélisation mathématique du probleme

Ceci est possible car les fonctions propres4d®rment une base orthonormée compléte
de I'espace total (puisqué est hermitique).

Le postulat 3 indique que le résultat d’'une mesure ne peut étre qu’une valeur propre
de I'opérateur associé a I'observable mesurée et le postulat 4 donne la probabilité avec
laquelle on 'obtient.

Néanmoins dés que la mesure est effectuée, on ne peut plus étre dadsdéépart
et on n'est plus dans le cas ou I'on “peut avoir la valeyavec la probabilité® (\,,)”". Le
postulat suivant précise ce que I'on attend dans ce cas :

Postulat 5 (Réduction de la fonction d’onde)Si le résultat de la mesure de I'observable
A sur le systeme dans I'ététdonne le résultak,,, I'état du systeme immédiatement apres
la mesure est la projection orthogonale diedans I'espace propre associé\a.

En particulier si\, est de multiplicitél, le systeme se trouve aprés mesure dans I'état
propre normé associeNg.

Ce dernier postulat est associé a I'image du “chat de Schrédinger” : un chat, c’est-
a-dire un ensemble de particules, est complétement isolé dans une boite sans interaction
avec I'extérieur. Un dispositif automatique est capable de briser a tout instant une cap-
sule de cyanure dans la boite. Le “chat quantique” est-il mort ou vivant ? Tant qu’aucune
mesure n’est effectuée (donc tant que personne ne regarde dans la boite, par exemple), il
n’est ni I'un ni l'autre : sa fonction d’'onde est une combinaison linéaire des états “mort”
et “vivant” selon le postulat 2, et une mesure pourrait déboucher sur I'une ou l'autre des
deux issues avec la probabilité du postulat 4. Par contre le postulat 5 précise que des que
la mesure est effectuée, le chat prend bel et bien I'un des deux états. Cette “expérience de
pensée” pose les problemes de la transmission de I'information (comment le chat “sait-il”
guel état prendre selon que la mesure est effectuée ou non?); et également la question
de savoir ce gu’est une mesure : une caméra qui filmerait le chat serait-elle “capable” de
le projeter dans I'un des deux états ? Ou doit-on postuler que seule la “conscience” d'un
observateur donne sa valeur a la mestre ?

Il mangque encore un postulat pour compléter la théorie exposée : celui qui gouverne
I'évolution temporelle de la fonction d’onde d’un systeme de particules.

Postulat 6 Un systéme de particules dans I'éfagr, t) évolue selon I'équation de Schro-
dinger dépendante du temps :

ih%\ll(r, t) = H(t)U(r,1). (2.2)

1Pour une réflexion sur les problémes philosophiques que soulévent les postulats de la mécanique quan-
tique et les résultats scientifiques qui les renforcent ou non, on pourra consulter par exemple [51].
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Equation de Schrédinger stationnaire — 2.2

L'équation de Schriédinger dépendante du temps est la plus générale qui soit. Les cas que
nous étudierons en chimie quantique a la section 2.4, ainsi que ceux de la section 2.3 se
simplifieront par rapport a cette équation tres générale. Nous commencons dans la section
suivante par regarder le cas du systeme stationnaire.

2.2 Equation de Schrodinger stationnaire

Dans le cas géneral I'opérateur associé a I'observable étudieée dépend du temps et
des trois coordonnées de I'espace. Cependant beaucoup d’applications peuvent apparaitre
dans des cas plus simples : la premiere section montre comment on peut simplifier le
calcul dans le cas stationnaire ; ensuite est expligué comment on peut passer d’'un cas a
une dimension d’espace au cas géneral a trois dimensions. Les parties suivantes expli-
citent deux cas ou I'on peut résoudre entierement I'équation de Schrddinger (atome de
I’hydrogéne et puits de potentiel carré).

2.2.1 Cas d’une particule soumise a un potentiel Vv
indépendant du temps

Dans ce cas, I'équation de Schrodinger (2.2) s’écrit

2

d i
iho W (r, 1) = =~ AW(r, £) + V(r)¥(r,1).

On peut rechercher des solutions sous la forme a variables séggrées= o(r)x(1).
En réinjectant dans I'équation ci-dessus et en regroupant les variables on obtielit gue
et x(t) doivent chacune vérifier :

i dx(t) _
{ﬂ . (2.3)

ou w est une constante. La premiere equation s’intégre trivialement et on en déduit que
les fonctions
U(r,t) = p(r)e”™

sont solutions de (2.2) si et seulemenpéi) est solution de I'équation de Schrddinger

simplifiée suivante :
2

() = huplr). (2.4)

Ainsi, on a séparé la partie temporelle de la partie spatiale de la fonction d’'onde. Une telle
fonction d’onde est appelée fonction d’orgtationnaire et 'équation (2.4) est I'équation
de Schrodinger stationnaire.
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2 — Physigue et modélisation mathématique du probleme

Cette forme spécifique des fonctions d’onde est valable dans tous les cas ou le Hamil-
tonien ne dépend pas du temps. Ce sera en patrticulier le cas pour le calcul des orbitales
de I'atome d’hydrogene présenté en section (2.2.3.1).

2.2.2 Cas ou le potentiel V se décompose selon les
coordonnées spatiales

Une autre simplification courante [34] est possible quand le potentiel s’écrit comme
une combinaison linéaire des variables d’espageet z. Par exemple, sV (z, vy, 2,t) =
Vi(x)+Va(y) + V3(z), on peut montrer ([13] p. 61) que les fonctions d’'onde stationnaires

o(x,y, z) S'écrivent sous la forme; (z) s (y)s(2), avecy; (x) vérifiant [—ﬁ @4 Vi(x)| gila)

2m dx?

E;pi(z), et que la valeur proprg associée & ()2 (y)ps(2) égaleE; + E, + Fs.

On est donc ramené a la résolution de I'équation de Schrodinger stationnaire mono-
dimensionnelle. A partir de celle-ci on peut “remonter” a I'équation tridimensionnelle.
Ceci justifie par exemple le traitement du cas monodimensionnel dans la section 2.2.3.2,

puisqu’on peut en déduire le cas général en trois dimensions.
2.2.3 Reésolution analytique de I'équation de Schrodinger
stationnaire

Le probleme est donc de calculer les valeurs et fonctions propres de I'opérateur Ha-
miltonien pour un ensemble dé particules (de masses;,i =1...N):

N
h2
fH:;—2miAi+V(r1,r2,...,rN). (2.5)
Selon les cas traités la fonction potentiélpeut varier. Dans les cas les plus simples
on aboutit a une équation différentielle entierement soluble analytiquement. Le cas de
'atome d’hydrogéne est présenté dans la section suivante, puis c’est 'exemple d’'une
particule piégée dans un puits de potentiel que nous discuterons.

2.2.3.1 Atome d’hydrogéne

Cet atome, le premier de la classification périodique, sert d’exemple car il permet a
la fois de mieux comprendre les notions de la mécanique quantique et de fournir des
fonctions d’onde de base qui fondent la plupart des méthodes numeériques présentées dans
la suite du document.
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Equation de Schrédinger stationnaire — 2.2

Le cas de I'atome d’hydrogene est le plus simple puisqu’il ne met en jeu qu’un unique
électron de masse, en rotation autour d’'un noyau de masge> m, suppose fixe. On
peut alors se ramener au cas a une seule particule de masse péduiteM /(m,. + M).

Le potentiel auquel est soumis I'électron est limité au potentiel Coulombien qui est
(on note ici||.|| la norme euclidienne d’un vecteur) :

e2

V(P)= —%
() dreo||r||

oU ¢, est une constante physique (permitivité du vide).

L'équation de Schrodinger (2.5) s’écrit donc dans ce cas :

2
By CU00)
20~ " Tamallr]

La géométrie completement sphérique de I'hydrogene permet de passer en coordonnées
sphériques pour la résoudre. On peut alors effectuer une séparation des variables pour
trouver exactement le spectre de cet opérdtéet une base orthonormée de ses vecteurs
propresd.

On obtient les valeurs propres (ordonnées)tdet ses fonctions propres, indicées par
n,letm:

w1
h?(4meg)* 2n?’
O (r,0,¢) = Ry (r)Y,"(0,0), 1=0,1,...,n—=1;m=—1,—-1+1,...,1—1,1

E,=-— n=1,...,400

La partie radiale des fonctions d’onde ne dépend pas deest du type :
R, (r) = KQ, (r)e_K,r
ou @, (r) estun polyndme de degré— 1 dépendant dé

La partie angulaire des fonctions propres,¥&8(0, ¢), sont des harmoniques sphé-
riques :

Y7 (0, 6) = %_Wsl,m(e)eimﬂ
Sl,m(g) = (214—; 1) Ei 4__ :ZB: ’ Pl|m|(COS 9)

ou Pl'm| (X) est lafonction de Legendre

On retrouve ici le phénomene de quantification de I'énergie (prédit par Planck) car
le spectre déH est discret et caractérisé par 3 nombres entigiset m : les nombres
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guantiques. L'énergie peut prendre donc plusieurs valeurs discretes (les valeurs propres
E, ci-dessus). A chacune de ces valeurs correspondent plusieurs fonctions propres (sauf
pourn = 1), caractérisées par les parametresn.

On appelle une telle fonction d’onde uasbitale.

Convention de vocabulaire : On désigne les différentes orbitales correspondant aux
différentes valeurs possibles du parametre | selon le tableau suivant :

101
lettre | s | p

N
N
(6)]
o
\‘

o
—
«
>
=

(s, p, d et f signifient “sharp”, “principal”, “diffuse” et “fundamental” ; ensuite on
utilise I'ordre alphabétique, la lettre j exceptée.)

On pourra donc parler par exemple de l'orbitale p=( 1) de I'état de premiere ex-
citation (o = 2, I'étatn = 1 étant I'étatfondamentglou état de repos de I'atome) de
I'nydrogéne, pour désignary'(r, 6, ¢) = Roq1(r)Y{" (0, ¢).

Les orbitales de I'atome d’hydrogéne serviront comme premiére approximation pour
fonder les méthodes numériques décrites en 2.4.

La section suivante propose un autre cas ou I'on sait résoudre exactement I'équation
de Schrodinger .

2.2.3.2 Puits carré

On se place dans cette section en dimensidriexemple d’une particule unique de
massen soumise a un potentiel constant par intervalles peut étre entierement résolu dans
certaines cas. Ceux-ci, simples, sont également a la base de nombreux modeéles en phy-
sique, par exemple pour les défauts dans un potentiel périodique comme on en trouve dans
les semi-conducteursf( section 2.3).

Si I'on se place sur un intervalle dii(z) = V;, I'équation de Schrodinger (2.5) se
ré-écrit simplement :
4\ g2y = (B Vo)W 2.6
(G ) V(o) = (B Vi)u(o) 26)
On montre facilement que les solutions de cette équation différentielle sont :
— SiE > Vj, en posant le réel positif tel quetl — V, = £

 2m

U(z) = Ae™™ + Be™™,

ou A, B sont des constantes complexes.

30



Equation de Schrédinger stationnaire — 2.2

— SiE <V, en posanp le réel positif tel quédy — F = g

2m
U(z) = Ae” + Be 7,

ou A, B sont des constantes complexes.
— siE =V}, ¥ est une fonction affine.
On montre de plus que les solutions sont continues et a dérivée premiére continue.

Le cas du puits de potentiel carré infini est celuiloft) = —oo < 0 pourz € [0, a
etV (z) = 0 partout ailleurs. En tenant compte des conditions aux bords dans ce cas on
aboutit aux solutions bien connues, en pogast = et dans le cas ok est entier :

—n°; (2.7)

2
U, (x) = \/jsin (@) : (2.8)
a a
On a donc également dans ce cas quantification des niveaux d’énergie.

Le cas du puits de potentiel carré fini est celui¥olr) = -V, < 0 pourx €
[—a/2,a/2] etV (z) = 0 partout ailleurs. En exprimant les conditions aux bords et le
fait que les solutions doivent ét@' on obtient que les solutionsV, < EF < 0 de
I'équation de Schrodinger sont solutions d’'une équation implicite. En posant :

2mE
p = - hQ ) (2'9)
2m(E + V;
k= ( = 0), (2.10)

il vient ([13]) que E doit vérifier :
— si(p —ik)/(p+ik) = —eke,

{|cos(7“)| ,OL‘JkOZ\/kaLpQ,

tan (k“) > 0.
— si(p—ik)/(p + ik) = e'*e,

[sin (42) | = £, 00k = /K2 + (2,
tan( ) < 0.
Dans I'un et l'autre cas les valeurs possiblesHesont les intersections entre une
droite de ccefficient directeur'k, et des arcs de sinusoide : on a & nouveau quantification
de I'énergie.

Ce dernier exemple montre la limite, tres vite atteinte, des cas analytiques, puisque
déja on ne peut plus trouver de formule explicite pour calculer les valeurs. dleva
de soi que des que I'on veut travailler sur un puits de potentiel un tant soit peu plus
compliqué, ou en plusieurs dimensions sans symétrie, le recours au numérique s'impose.
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2.3 Le probleme de la boite quantique (BQ)

Dans le cas tridimensionnel, le puits de potentiel décrit ci-dessus devient une “boite”
ou la particule est confinée. Le probléme de la boite quantique, noté BQ dans la suite,
consiste donc en la détermination des valeurs propres les plus petites (énergie de I'état
fondamental et des premiers états excités) ainsi que des fonctions d’onde associées du
HamiltonienH associé au puits de potentiel.

Cette section décrit rapidement un exemple de mécanique du solide ou I'on aboutit
directement sur ce probleme (2.3.1), puis une premiere méthode numérique pour le ré-
soudre (méthode variationnelle) utilisée de facon standard par les physiciens du solide.
Nous proposons un autre type d’algorithmes dans la section 2.3.3.

2.3.1 Méthode kp et masse effective
2.3.1.1 Méthode kp

Dans le cadre de la physique des semi-conducteurs, le Hamiltbhiem? /(2m,) +
V est tel que la fonction potentiél = V_(z,vy,2) + Vi (z,y, z), ou V. est périodique
afin de refléter la structure réguliere du cristal formant le matéridy et un potentiel
confinant.

Dans la suite de cette section on se placera dans le cadre de la dimension 1 pour simpli-
fier la présentation. Les résultats de la théorie se généralisent sans mal a trois dimensions.
Dans ces conditiond;, s’écrit typiquement’, = Vi,(z) = 0 Six & [—xo, 0] €t -V}
sinon, avecr, et V; des constantes positives. On n6tg le Hamiltonien% + Vo(x)

(p = —ihL).

V. étant périodique, le théoréme de Bloch [13] implique alors que les fonctions
propres deéH, sont sous la forme

v () = e*7 (),

ou k est un réel quelconque @tx) une fonction ayant la méme périodicité que le cristal.
Avec la fonction d’onde sous cette forme, on aboutit en ré-écrivant I'équation de Schro-
dinger a une séparation des variables et on se raméne a la résolution de I'équation de
Schrédinger au Hamiltonien "perturbé" :

h h?
5, Lo + k2 + —kp, k2= ——k2
my 2m0
L'opérateurd, peut donc étre vu comme une perturbation de I'Hamiltofdi@npar kp.
Pour calculer les valeurs et vecteurs propresHge on part donc de ceux d&, et on
observe I'influence de la perturbation sur eux. En nofgni > 0 les valeurs propres du
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Hamiltoniend, non perturbé(¥;) une base orthonormale de vecteurs propres associés
et

V= < i p |y >
myo
on obtient la matrice dg(.. dans la base dek; :
E + k2 (kPy)
H(k) = . (2.11)
(kPij) By + kj

En utilisant les formules de Rayleigh-Schroédinger on peut calculer une approximation au
deuxieme ordre des solutions de ce Hamiltonien pertiifpé

2

Ei(k) = E; + Z 5 _ij k2 + o(k?). (2.12)

(Dans [32] nous proposons une autre approche mathématique pour le traitement des per-
turbations dans le Hamiltonien, basée sur le polygéne de Newton).

Sous cette forme, le développement de I'énergie au deuxieme orédrpegmet d’'as-
similer la particule dans un potentiel périodique a une patrticule libre (potentiel constant)
puisque dans ce cas trivial les solutions de I'équation de Schrédingdr sent-12k? /2m.

Le développement (2.12) calculé, on peut donc calculer une masse effegtiyei ca-
ractérise la physique de la particule dans le potentiel périodique.

2.3.1.2 Boite quantique

Pour prendre en compte le potentiel confinentune technique classique ([20]) est
alors de résoudre a nouveau I'équation de Schrédinger pour la particule de masse effective
mg plongée dans le potenti€l,. La perturbation dle a la périodicité du cristal est prise en
compte par la masse effective de la particule ; le confinement est calculé par la résolution
numeérigue du Hamiltonien avec un potentiel "en forme de boite".

Les techniques numeériques de résolution peuvent étre diverses. L'une des plus em-
ployées est de type variationnel a cause des propriétés mathématiques du Hamiltonien.
La section suivante introduit celles-ci.

2.3.2 Meéthode variationnelle

La théorie de la mécanique quantique prévoit que I'énergie est la valeur minimale du
guotient de Rayleigh
<y |H|Yp>
Rp) = 2>
<¢ly>
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ou ¢ parcourt tout 'espace des fonctions d’onde. Cela revient a dire que le Hamiltonien
H vérifie le théoréme du min-max. Nous I'exposons ici en dimension fafi¢58, 53]).
Soit H la matrice hermitienne de tailtex n qui représenté{ dans I'espace de dimension
neti; < A\, <...< )\, sesn valeurs propres réelles.

Théoréme 1 (Formule du min-max) La k-iéme valeur propre\, de 'opérateurH est
donnée par la formule

H
A= min {max ( u,u)}, (2.13)
Vidim(V)=k |ueVuz0 (u,u)
H
= max { min M} (2.14)
Vidim(V)=n—k+1 |ueVuz0 (u,u)

Dans le cas particulier de= 1, 'équation (2.14) implique bien que la plus petite valeur
propre); est lemin, sur les vecteurs de tout I'espace, du quotien de Rayleigh.

Au dela de ce cas particulier de la plus petite valeur propre, le théoreme du min-
max permet de caractériser toute valeur propre comme un optimum dans un ensemble
particulier de sous-espaces de I'espace total.

Cela permet de déduire immédiatement une classe de méthodes numeériques trés em-
ployées par les physiciens : les méthodes dites variationnelles.

Le principe est de se placer en dimension finie en choisissant une base de fonctions
d’onde patrticulieres pour projeter le Hamiltonien dans un espace de dimension finie. La
physique (ou la chimie) du probléme intervient dans le choix de la base car les fonc-
tions d’ondes seront choisies selon les connaissamge®ri pour étre le plus proche
possible de la solution cherchée. L'idée est ensuite de définir les fonctions d’'onde de la
base en fonction d’un ou de plusieurs parametres caractéristiques du probleme. Comme
on cherche un minimum, il suffira ensuite de faire varier les paramétres afin de minimiser
le quotient de Rayleigh.

C’est ainsi que [20] traite le cas des puits quantiques a géométrie irréguliére (non
carrée). La base choisie est un ensemble de fonctions d’onde solutions du cas a puits
carré. Elles sont paramétrées par la largedu puits. Le Hamiltonien est exprimé dans
cette base puis on peut en calculer numériquement la plus petite valeur propre, ce qui sert
de fonction objectif & un algorithme de minimisation.

Cet algorithme a plusieurs avantages : le premier est de lier la recherche de la valeur
propre a un critere de minimisation d’énergie qui est purement physique. Le second est
de permettre au physicien d’exprimer sa connaissance du probleme a travers le choix de
la base. Cela permet de plagposterioride "donner du sens physique" aux énergies et
fonctions d’onde trouvées par I'optimisation.

L'inconvénient est la limitation justement dle au choix de la base : que faire quand on
n’'a aucune idéa priori ? Pire, ne risque-t-on pas de chercher la solution dans un espace
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qui n'est pas représentatif en fait du phénomene étudié ? Un autre élément limitatif est la
taille des espaces que 'on peut ainsi traiter. La matHosonstruite dans ces espaces est
souvent dense, ce qui limite la capacité de traitement.

2.3.3 Meéthodes itératives

Une autre idée est donc de discrétiser I'espace de facon indépendante des solutions
recherchées, par exemple par différences finies (ou par éléments finis). La riiatdee
taille n x n, du Hamiltonien aura le méme profil que celle d’un Laplacien (tridiagonale),
avec des ccefficients diagonaux en plus dds a la fonction potentiel. Elle sera donc trés
creuse, et hermitienne. On peut y appliquer une autre classe de méthodes numériques : les
méthodes itératives.

La premiére des méthodes itérative est celle de la puissance itéree.

Etant donné un vecteur initial,, la méthode de la puissance itérée consiste en le
calcul successif def*u, k = 1,2, 3, . . .. Cette suite de vecteurs converge vers le vecteur
propre associé a la plus grande valeur propre en module.

Une généralisation directe est I'itération des sous-espaces, qui part d’'une matrice
de taillen x m (constituée den vecteurs de départ, linéairement indépendants, pour les
itérations) et calcule les itératiods* X . Néanmoins la matrice ainsi calculée a I'étape
voit son rang diminuer car toutes ses colonnes convergent vers le vecteur propre associé a
la valeur propre de plus grand module. Pour éviter cela, il faut ré-orthogonaliser régulie-
rement la matrice : toutes lés> 1 itérations, on effectue la factorisatigh? = H'X. On
poseX = (), et on recommenckitérations. Le nombre d’itérations a effectuer avant
la ré-orthogonalisatio R dépend de la vitesse de convergence (donc de la mafiice
Cette méthode dle a Bauer permet d’obtenirecteurs (et valeurs) propres grace a I'em-
ploi d’'un sous-espace vectoriel de tailte celui engendré par les colonnes deX, noté

dans la suite.

Néanmoins on converge encore vers les valeurs propres les plus grandes en module.
Afin de sélectionner celles que I'on désire et également d’accélérer la convergence vers
la meilleure approximation possible dans I'espace de taillatilisé, on emploie des
techniques de projection orthogonale ([58]) sur le sous-espace. Etant donnée une base
orthonormale{ 7, Z, ... Z,,} du sous-espacz, la matriceZ*H Z, de taillem x m,

représente la projection de I'opérateur assod£, aestreint au sous-espaaé On peut
calculer le spectre entier de cette matrigex m par des méthodes directes (méthode

QR par exemple). On peut extraire de ce spectre les vecteurs propres qui nous intéressent
(par exemple ceux associés aux plus petites valeurs propres), les exprimer dans I'espace
de départ grace a la matrice de passdget recommencer les itérations a partie de ces
vecteurs sélectionnés.

On dispose donc de méthodes itératives efficaces pour calculer des valeurs propres

35



2 — Physigue et modélisation mathématique du probleme

localisées dans le spectre He La section 3.2 illustrera plus en détail I'utilisation de I'al-
gorithme de Arnoldi avec redémarrage implicite. Ce qui est important dans cette classe de
méthodes est qu’elles ne font interveAimu’a travers sa multiplication par un vecteur

(ou par plusieurs dans le cas des itérations de sous-espaces). Ce produit matrice-vecteur,
avec une matrice tres creuse, peut étre programmé de maniere trés performante sur ma-
chine vectorielle ou paralléle. De plus elles sont économes en mémoire. Cette facon de
traiter I'équation de Schrodinger est donc une alternative sérieuse a la méthode variation-
nelle.

2.4 Chimie quantique et méthodes
d’approximation

Malheureusement, la forme @€ dépend des potentiels auxquels est soumise la parti-
cule considérée et la résolution analytique de I'équation de Schrodinger est dans la grande
majorité des cas impossible. D’'une part, les problemes mathématiques a résoudre sont du
type “probleme an corps”, qui est 'exemple méme, dans son équivalent en mécanique
classique, du phénomeéne chaotique ; d’autre part, 'espace de Hilbert ot I'on travaille est
a priori de taille infinie ; pour calculer, on est donc amené a tronquer cet espace pour se
ramener en dimension finie, suffisamment grande pour assurer la précision des calculs.

L'expression du Hamiltonien fait apparaitre des dérivées secondes et (2.2) se ramene
a une équation différentielle aux variables en général non séparables que I'on peut ré-
soudre de maniéere approchée. Deux voies sont possibles pour cela : les tecbamues
empiriquesmodifient le Hamiltonien pour le simplifier en introduisant des paramétres
obtenus expérimentalement ; elles sont rapides a mettre en ceuvre, mais ne fonctionnent
gue pour des phénomenes déja connus. La chimie théoradumitio” permet le calcul
des propriétés chimiques des molécules (structure, énergie de liaison, moment dipolaire,
fréquences de vibration, potentiels d’interaction inter-moléculaires. ..) en faisant appel
aux fondements théoriques de la mécanique quantique. L'absence de tout paramétre ajus-
table ou empirique rend cette approghédictive d’ou son intérét dans toute situation ou
des mesures expérimentales sont difficiles.

Une premiére approximation en chimie quantigbenitio consiste a moyenner I'effet
den — 1 particules sur la-ieme : c’est I'objet de la méthode SCF (section 2.4.1). Pour
aller au dela, une méthode standard est celle des perturbations. La méthode MP2 a fait
I'objet d’'une étude particuliere dans le travail de parallélisation et sera exposee ensuite.

2.4.1 Champ moyen — méthode SCF

Les orbitales de I'atome d’hydrogéne sont bien connoeg.2.3.1). Mais dés I'atome
d’hélium, le deuxiéme de la classification périodique, apparaissent dans I'expression de
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I’lhamiltonien des termes de répulsion électronigefefar exemple des termes Coulom-
biens erl /||r;—r;|| entre deux particuleiset j) qui empéchent toute résolution analytique
des équations différentielles.

Comment faire donc dans le cas des atomes a plusieursl) électrons pour trouver
une “bonne” fonction d’'onde ? Hartree a proposéign’ une méthode dite SCF (Self
Consistent Field) pour trouver une approximation acceptable de la fonction d’onde.

Comme le probleme de calcul vient des termes d’interactions électroniques, on peut
partir en premiére approximation d’une fonction d’'ond® calculée en négligeant com-
pletement ces termes. Mathématiquemenhtlé séparation des variables en 2.2.2), cela
revient a écrire la fonction d’'onde comme un produit d’orbitales mono-électroniques, du
type hydrogenoide donc, comme celles décrites préecédemment en (2.2.3.1).

77[)(0) = (131(7"1, 917 QSI)(I)Z(T% 923 ¢2) te (I)n(rna gna ¢n) (215)

Dans I'ensemble des orbital@s(r;, 8;, ¢;), certaines seront dites “occupées”, c’est-a-
dire que I'on aura effectivement des électrons dans cette orbitale (au maximum deux par
orbitale) ; et les autres seront dites “virtuelles” : elles permettent de modéliser I'espace
complet des états excités possibles.

Le calcul desb; ,7 = 1,...,n est effectué de maniere itérative : on considere I'élec-
tron 1 et on assimile leg: — 1) autres a un “champ” moyen pour calculer un terme de
répulsion entre I'électron 1 et 'ensemble des autres, corrigeant ainsi I'oubli total de la ré-
pulsion inter-€lectronique dang®. On résout alors a nouveau I'équation de Schrédinger
avec un potentiel Coulombien issu de ce champ moyen pour obtenir une nouvelle orbi-
tale monoélectroniquégl) que I'on ré-injecte dans I'expression @& (cf. (2.15)) a la
place ded,. Puis on itere en refaisant la méme chose avec I'électron 2, ce qui denne
etc. .. Enrépétant I'opération, on obtient une expression moyenne de la fonction d’onde.

La méthode SCF — Self-Consistent Field — (le champ électronique trouvé est dit
“self-consistant” car apreg itérations il ne varie plus) a des limites, 'une d’entre-elles
etant qu’elle ne tient pas compte d’une exigence physique de base : il existe un quatrieme
nombre quantique, lgpin qui interdit une telle combinaison d’orbitales (un produit) pour
obtenir une fonction d’onde car elle ne satisfait pas a des régles de symétrie (principe de
Pauli). On est obligé donc de passer a un déterminant de spin-orbitales (orbitales cou-
plées avec un terme de spin prenant deux valeurs possibles), le déterminant de Slater, au
lieu d’'un produit d’orbitales. C’est Fock qui a proposé cette solutionggno, nommée
méthode de Hartree-Fock.

L'erreur sur les résultats obtenus pour I'énergie totale par les méthodes SCF est typi-
guement de l'ordre de 0% a 1 %.Dans beaucoup de domaines une telle précision est
suffisante. Mais pour les applications en chimie, cette précision est insuffisante. En effet,
I'ordre de grandeur d’une énergie est la centaine d’électrons-\olts : I'erreur est donc de
la taille d'un eV, ce qui est I'ordre de grandeur d’une énergie de liaison chimofuéZ]
page 290 pour plus de détails sur ces ordres de grandeurs). On retrouve ici le fait que I'on
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néglige dans ce calcul les interactions fines entre électrons pour se contenter d’'un champ
moyen.

On est donc ameneé a chercher a prendre en compte non plus un champ moyen pour les
répulsions électroniques, mais des interactions plus fines qui vont fournir une correction
au deuxieme ordre pour I'énergie. C’est tout le but de la méthode des perturbations.

2.4.2 Méthodes des perturbations

Pour avoir plus de précision que SCF, un certain nombre de théories ont été avancées.
Celle que I'on utilisera ici est celle ditméthode des perturbationise principe est a la
fois simple mathématiquement parlant et naturel en physique : il consiste a dire que ce
gue I'on connait est le premier terme d’un développement limité dont les termes suivants
apparaissent comme des perturbations, afin de corriger les imprécisions.

Notation “bracket” :
On utilisera dans la suite le formalisme dit de “bras” et de “kets” classique en mécanique
quantique ; on écrit une fonction d’'ondesous la forme d'un ket :| ¢ > ; le “bra”
noté< ¢ | estl'opérateur adjoint de. Sil'on se donne une matricé et deux fonctions
d'onde | p > et |1 >, onnote:

<g0|A|1/)>:///g0*Awdajdydz

On retrouve ainsi par le pur jeu syntaxique sur les notationg | et | v > les
opérations dues au produit hermitien classique daret I'on peut manipuler simplement
les expressions de maniere purement formelle.

La méthode des perturbations pose donc, compte tenu de ce que I'on vient de dire :
H=H+\W (2.16)

H? est un hamiltonien de valeurs proprEéO) calculables, avec les fonctions propres
associéeg ¢? > et:
E,=E® + \EW + N°E® + (2.17)

|y > = |0 > 4| > +A2 |2 > +... (2.18)

En développant alors en série I'équation
H- |77Z)n>:En' |77Z)n>

et en utilisant de plus une condition d’orthonormalisatiani,, | ©, > = 1), il vient
successivementf, [13] pour plus de détails) :
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— alordre0:
H [ > =Ej | 4) > (2.19)
— alordre 1:
B =< yn [ W | gy > (2.20)
('énergie, au premier ordre, est donc la valeur moyenne de la perturly&tipn
Et:
multiplicite de| 9, > 0 0
< g | W [0 >
(o) >=3 > qu — D | Y > (2.21)
m#n q=1 m n
— alordre 2:

o 0
multiplicite de| ¢, > | < w?nq | W | 7/)2 > |2

EP =" ) T pp (2.22)

m#n q=1
On peut poursuivre le développement a des ordres supérieurs en espérant améliorer la
précision. Ceci suppose cependant une convergence de la série, ce qu’aucune propriété
mathématique ne permet en général d’assurer. L'expérience montre que la formule MP2 a
pratiquement de bonnes propriétés et améliore significativement SCF. Aller au-dela colte
cher en mémoire et en temps de calcul avec une correction qui n'est pas garantie. C’est
pourquoi on s’arrétera ici a 'ordre deux.

2.4.3 Changement de base pour les orbitales

On a donc besoin, pour effectuer le calcul par la méthode des perturbations, des fonc-
tions d’ondes exprimées dans une base orthonorrofl@(19)).

Or pour traduire les propriétés chimiques des atomes de la molécule étudiée, on part
de la base desrbitales atomique$OA), que I'on sait bien exprimer a partir d’orbitales
du type hydrogéne (orbitales de Slater). Mais en pratique la base d’OA n’est pas orthonor-
male (en particulier les OA concernant deux atomes distincts ne sont pas orthogonales).

D’autre part la formule de calcul de I'énergie au second ordre (2.22) fait intervenir :
< WUy | W [y > (2.23)

pour tous Iespgw possibles (qui sont les fonctions d’onde Hartree-Fock de la molécule
considéree). Or on montref( [57]) qu'avec les fonctions d’ondes Hartree-Fock expri-
meées dans la base d@sbitales MoléculairegOM), qui est orthogonale par construction,
toutes ces intégrales sont nulles sauf celles mettant en jgf} yrgal a0, our)? esty)?

dont deux électrons sont passés d’orbitales occupées a des orbitales virtuelles. On peut
donc réécrire la sommation de (2.22) en une sommation sur les orbitales virtuelles et oc-
cupées, double a chaque fois puisque ne restent que les intégrales portant sur des doublets
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d’électrons : on n'a donc pas besoindié OM mais seulement d@?V'? pour la méthode

des perturbations. On utilise donc systématiquement la base des orbitales moléculaires
pour la méthode des perturbations. Avant de calculer I'énergie MP2, il faut donc effectuer
des changements de bases pour passer des intégrales sur les fonctions d’onde exprimées
dans la base des OA aux intégrales exprimées dans la base des OM.

On note traditionnellemerr|\o) el oupr | W | paps > les intégrales expri-
mées dans la base des OA(&t|jb) les intégrales aprés changement de base. Avec ces
notations et la remarque ci-dessus sur I'annulation des ccefficients, la sommation s’écrit
dans la base des OM simplement :

B _ Z (ialjb)* + 5 ((ialsb) — (ibUa))Q.

€+ € —€ — €

(2.24)

ijab

Pour obtenir le€)?V? orbitales moléculaires, orthonormales, dont on a besoin, on utilise

le calcul SCF qui permet d’obtenir justement les coefficieéhtsdes OM dans la base des

OA, qui ont ces propriétés. En effet, cette orthogonalité est nécessaire pour la méthode
SCF, puisqu’elle permet de simplifier lesccefficients du déterminant de Slater (qui tient
compte de I'antisymétrie de la fonction d’'onde, comme explique en 2.4.1).

Remarque : comme expliqué ci-dessus, pour le calcul MP2 on a donc besoin de
transformer des OA en OM uniqguement au nombreéJd& 2, et jamais d'effectuer des
transformations sur toutes (166 = O + V) orbitales. Par contre, pour les méthodes
allant au-dela de MP2, on ne peut faire 'économie d’'une transformation globale. En ce
sens, il peut étre intéressant d’étudier dans toute sa généralité la transformatigh des
orbitales méme si on doit garder a I'esprit que dans ce cas se pose fatalement le probleme
de leur stockage en mémoire.

2.4.4 Méthode des perturbations de Mgller-Plesset (MP2)

En 1932, Mgller et Plesset ont proposé un traitement basé sur la méthode des pertur-
bations, avec pour fonction d’onde non-perturbée (de degré 0) celle résultant d’'un calcul
SCF. L'hamiltonien non-perturbé est donc celui obtenu a I'issue des itérations de SCF
(avec les remplacements successifs des potentiels de répulsion électronique).

La perturbation va donc étre ici la différence entre la répulsion électronique exacte et
la moyenne utilisée par SCF.

Avec ce choix de perturbation, I'énergie au premier ordre est égale a I'énergie Hartree-
Fock. Au deuxiéme ordre, il vient la formule (2.22) :

£ _ Z (ia|jb)? + 5((ialjb) — (iblja))?

€+ € —€ — €

(2.25)
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i et j sont des indices drbitales occupéeau nombre de O ¢ et b sont des indices
d’orbitales virtuellesau nombre de V O + V = N est le nombre d'orbitales dans la
base considérée et c’est le paramétre qui mesure la complexité algorithmique du calcul.

On appelle MP2 (Mgller-Plesset d’ordre 2) le calcul de I'énergie par cette méthode.

2.4.5 Intérét pratiqgue de MP2

MP2 est a la fois une méthode de chimie quantique simple a mettre en oeuvre et le
premier moyen pour tenir compte de la corrélation électronique. Pour donner une idée
de lI'importance de celle-ci dans les calcals-initio, la figure 2.1 présente les résultats
compareés d'un calcul SCF, d'un calcul MP2 (effectués par P. Valiron [46]) avec I'éner-
gie expérimentalement mesurée par Aziz et Slaman [48]. Le systeme traité,est liele
graphe représente I'énergie d’interactipiff{a) entre les deux atomes en fonction de la

distance Q) qui les sépare. La taille de la base choisie est telle que I'on peut estimer que
son choix n’'influe pas sur la méthode numérique.

Ce systéme, qui ne possede pas de liaison, est représentatif des interactions de Van der
Waals, qui jouent un grand rdle dans la modélisation des gaz et des liquides.

X éxperience —t
100 ¥ . SCF -
‘ MP2 -

80 [

60

40 5
20
;é*%*%%%M
*

X\ -
%.
B3 X KEX x
20 L XX

-40
2.5 3 35 4 45 5

Figure 2.1 Energie d’interaction en fonction de la distance pour une molécuje dadculée
selon SCF, MP2, et mesurée expérimentalement.

On observe immédiatement la différence quantitative entre les valeurs calculées par
les deux méthodesb-initio d’'une part; et également entre la meilleure des deux (MP2)
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et la réalité expérimentale. Au-dela de I'écart quantitatif constaté méme avec MP2, on
observe surtout que SCF ne rend pas méme compte qualitativement d’'un phénomene chi-

miquement crucial : le minimum observé autour3designifie I'existence d’une interac-

tion inter-atomique, or la courbe obtenue avec SCF ne présente méme pas ce minimum.
D’autres méthodes fréquemment utilisées depuis peu, telles Density Functional Theory,

demeurent aujourd’hui également inadaptées pour le traitement précis des interactions de
Van der Waals. Des méthodes de corrélation électronique telles que Coupled-Cluster, qui
vont au-dela de MP2, permettent de retrouver pratiquement les valeurs expérimentales.

2.5 Conclusion

Ce chapitre a introduit les principaux concepts de la mécanique quantique et ses ap-
plications en chimie. Deux problemes types ont été décrits plus particulierement : le pro-
bleme du Hamiltonien dans une boite quantique, motivé par des calculs sur les semi-
conducteurs; et le probléeme MP2, nécessaire en chimie quantique.
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Le chapitre précédent a introduit un certain nombre de besoins en calcul intensif pour
la mécanique quantique, au moins pour deux problemes types : la boite quantique BQ et
la méthode des perturbations (MP2). Les algorithmes nécessaires sont souvent exigeants
en temps d’exécution et/ou en espace mémoire. Par exemple, I'algorithme de Pople pour
résoudre MP2 sur un probleme de taile= O + V' nécessite un espace mémaiv¢
O(OV N) motset un nombre d’'opérations flottantgsen O(ON* + kON*) (le premier
terme est le colt de l'algorithme MP2 lui méme; le second est le colt de calcul des
intégrales en entrée. Le ccefficignteprésente le colt de calcul d’'une intégrale, réputé
élevé). Typiquemen¥ vaut quelques centaines@tjuelques dizaines. Par exemple pour
N = 500,0 = 50, on aboutita :

M =8 x 50 x 450 x 500 = 85Mmots
T = (14 k)50 x 450* = (1 + k)3125000 Mflops = (1 + k)3.125T flops.

Sur un processeur de type Pentium Il a 733 MHz, supposé calculer un flop par cycle
donc 733 MFlops en une seconde, cela donne un temps d’exécutidrieh) x 1h10.
Réduire le temps d’exécution est possible a condition de ré-ordonner les cafc@lg)

mais cela fait passer a un espace mémoire quartique : on @aler® N* + kN* mais

M = (1/2)O*V N, ce qui fait dans notre exemple 268 Mmots.

On voit sur cet exemple simple que I'on atteint tres vite les limites de praticabilité
sur un processeur usuel. Le recours aux machines paralléles apparait comme le prolonge-
ment logique pour les utilisateurs de ces algorithmes. En effet des benchmarks standards
comme Linpack montrent la puissance que I'on peut obtenir avec des architectures paral-
leles, avec un effort de programmation non négligeable parfois. La section 3.1 présente

43



3 — Calcul haute-performance et mécanique quantique : étude de cas

les résultats obtenus sur une grappe de 225 PC, en vue d’intégrer le classement top-500
des 500 machines les plus performantes du monde.

La programmation des algorithmes pour la mécanique et chimie quantique, et leur exé-
cution sur machine séquentielle ou parallele, nécessite également un contrdle fin si I'on
veut tirer profit de ces architectures. Beaucoup de solutions ont déja été proposées par un
certain nombre d’environnements de programmation. Ce chapitre en présente quelques-
uns : la librairie numérique, éventuellement paralléle, Arpack permet d’utiliser des me-
thodes itératives efficacement (section 3.2) en se basant sur MPI. Le logiciel Gaussian,
écrit au-dessus de Linda (section 3.4), fournit des outils pour la parallélisation de cer-
tains algorithmes de chimie quantique. Des programmes paralleles, utilisant MPI, ont été
proposés également pour la chimie quantique, notamment pour SCF et MP2. Enfin le
standard Open-MP permet également de paralléliser certains algorithmes, au moins sur
multi-processeurs (section 3.5).

3.1 Performances sur grappe du benchmark
Linpack avec MPI

Les applications numériques alliant une librairie "bas-niveau” comme MPI a des opé-
rations d’algébre linéaire dense hautement vectorisables permettent aujourd’hui d’obtenir
d’excellentes performances sur machines paralléles a noeuds identiques [17]. C’est par
exemple le cas du calcul de la factorisatibti d’'une matrice dense, parallélisé grace
a MPI, tel que le benchmark HPL (High Parallel Linpack) le propok@épack est un
benchmark standard pour les processeurs vectoriels qui implémente la résolution d’'un
systéme linéairesia une factorisation LU (pivot de Gauss partiel). Les performances, en
terme de puissance de calcul (flops/s), de la version paralléle, servent de test d’entrée au
top-500, le classement mondial des supercalculateurs (http ://www.top500.0rg). La facto-
risation LU est en effet considérée comme un exemple représentatif des calculs effectués
par toute une classe de codes de simulation numérique.

MPI permet d’obtenir d’excellentes performances sur grappe de PC pour ce type d’'ap-
plications. L'article [56] détaille le travail d’optimisation du programme linpack réalisé
sur la grappe de 225 PC HP e-Vectra du laboratoire ID-IMAGannexe A détaille de
facon plus technique toutes les étapes et les résultats de ce travail. La figure 3.1 résume
les performances obtenues en parallele sur I-Cluster.

Les noeuds de la grappe sont des Pentium Il (HP eVectra) cadencés a 733 MHz,
disposant de 256 Moctets de mémoire chacun. La meilleure performance séquentielle
mesurée sur cette machine est de 680 MFlop/s (sur un produit matriciel, avec des Blas
optimisées). La performance séquentielle du programme Linpack paralléle (exécuté sur

www.netlib.org/hpl
2La grappe I-Cluster est financée par un projet commun INRIA/ID-IMAG/H.P. Grenoble.
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Figure 3.1 Performances du test Linpack (GFlop/s) vs. nombre de noeuds sur la grappe
I-Cluster

un nceud) est de 500 MFlop/s. Lors des meilleures performances mesurées sur 225 nceuds
qui sont de I'ordre de 81.6 GFlop/s, on obtient 368 MFlop/s nceud. On est donc en deca
des 500 MFlop/s séquentiels, mais on reste a une efficacitésgde00 = 73.6%, cela sur

une machine massivement paralléle et dont le réseau de communication (Fast-ethernet)
n’est pas excellent.

Le résultat & 81.6 GFlop/s sur le test Linpack place la grappe I-Cluster en position 385
au top-500.

Le travail d’optimisation mené a touché presque tous les niveaux, de I'architecture du

cluster a I'implémentation du benchmark.

— Latopologie du réseau a été testée dans plusieurs configurations. Elle s’est organi-
sée autour de 5 switches (HP ProCurve 4000), interconnectés par des liens Ethernet
100. Les topologies testées ont été le réseau complet, un arbre de switches et un
anneau.

— Les pilotes du réseau et le noyau Linux utilisés ont été optimisés en fonction des
cartes de I-Cluster (taille des buffers TCP).

— Les librairies mathématiques (Blas) ont été extensivement testées et modifiées. La
meilleure solution retenue a été un mélange des implémentations d’Atlas [67] et des
versions proposées par Intel de certaines routines de produit matriciel, directement
optimisées pour le Pentium lll. Les tests de performance ont été effectués a la fois
sur des produits de matrice de petite taille (tenant dans le cache), de grande taille
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(de l'ordre de celles manipulées par HPL) et sur la routine de factorisation LU
directement.

— Les routines de communications ont d( étre adaptées, surtout celle d’échange glo-
bal, en fonction de la topologie du réseau. En patrticulier la différence de perfor-
mance entre les communications intra- et extra-switches a conditionné le choix de
I'algorithme de diffusion. Le placement des calculs sur les processeurs a également
été imposé par le réseau.

— Enfin le benchmark Linpack propose lui-méme un grand nombre de parametres
d’algorithmique numérique, a tester et adapter selon la machine cible (taille de
blocs, type d’algorithme appelé en fin de récursion).

Chacun de ces parametres est trés technique et fait appel a des connaissances spécifiques.
Le travail a été réalisé par une équipe de 5 personnes. L'apport personnel a ce travail a
porté sur la mise au point des librairies mathématiques, des routines de communication
(algorithme de diffusion) et sur I'étude des valeurs optimales des parametres algorith-
miques de Linpack. La coordination avec les opérations relevant plus du niveau systéme
et/ou réseau a éte tres étroite car il faut bien sar tenir compte des interactions possibles
entre tous ces paramétres lors des tests de mise au point. Enfin et surtout, la difficulté
principale a été la variabilité extréme, surtout au niveau des performances du réseau, en
fonction du nombre de noeuds utilisés : I'ensemble des parameétres optimaux sur une exé-
cution a 100 noeuds a été catastrophique sur 225 (15 GFlops/s, soit plus de 5 fois moins
que les 81 GFlops/s obtenus a I'optimal !).

Les performances obtenues sur Linpack, sanctionnées par le classement au top-500,
justifient pleinement le choix d’'une librarie comme MPI pour obtenir d’excellents pro-
grammes paralléles sur des applications d’algebre linéaire du type linpack. Néanmoins
l'intéret de ce travail est a nuancer :

— par le volume de travail que cette performance a demandé : 1 mois de travail pour

5 personnes a temps plein. Le travail a de plus nécessité un investissement tres im-
portant sur des couches bas-niveaux de la machine (topologie du réseau, drivers et
noyau Linux a adapter), des librairies de communication (variantes de MPI, ver-
sions ré-écrites des broadcasts) et de calcul numérique (Blas optimisées selon le
processeur) ;

— par la portabilité de ce travail : toute modification du réseau par exemple (ou d'une

autre caractéristique de la grappe) se traduit par une perte brutale des performances.

La limitation de ce type d’approche apparait ainsi directement sur ce benchmark,
presque comme conséquence méme de sa performance.

Apres la présentation du type de calcul haute-performance que I'on peut effectuer en
parallele sur une application-test comme Linpack, les sections suivantes reviennent au
traitement de BQ et MP2 par des environnements paralleles.
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3.2 Arpack/Parpack et MPI

Comme il a été exposé en 2.3.3 I'équation de Schrddinger peut étre résolue en pro-
jetantH en dimension finie sur un espace de fonctions d’ondes discrétisé de facon a se
ramener a des calculs de valeurs propres sur des matrices creuses et symeétriques, ce qui
se fait bien a I'aide de méthodes itératives.

L'environnement Arpack[40] fournit une implémentation (entre autres) de la mé-
thode de Lanczos avec redémarrage implicite. Une version parallélisée a I'aide de MPI,
Parpack, est également fournie. Nous présentons ici I'algorithme, les principes qui ont
guidé les concepteurs d’Arpack et 'implémentation sur MPI. Enfin, cette librairie est
évaluée sur le probléeme BQ.

3.2.1 Principes de Arpack/Parpack
3.2.1.1 Espace de Krylov et méthode de Lanczos

Le chapitre précédent introduisait les méthodes itératives qui visent a construire un
espace vectorief de taillem contenant des bonnes approximations des vecteurs propres
recherchés. Au lieu de fixex priori la taille m de I’espace?, on peut aussi chercher a
construire itérativement cet espace a partir d’'un vecteur de dep@rt note par defini-
tion KC,,(u) 'espace vectoriel engendré par, Hu, H?u, ..., H™ 'u} appelé espace de
Krylov engendré pax. Un algorithme de Lanczos est basé sur une méthode de projection,
qui construit & chaque itération une base orthogonal€,ge:).

L'outil de base est la factorisation sous forme de Hessenberg d’'une matrice. Une ma-
trice A de taillen x n est dite sous forme Hessenberg (supérieure) si et seulement si
A;; =0 Vi> j+1, cest-a-dire que les cecefficients non-nuls sont au-dessus de la dia-
gonale, sur la diagonale et sur la premiére sous-diagonale uniquement. Toute matrice est
semblable a une forme de Hessenberg avec un changement de base orthonormée. Dans
le cas ou la matricel est hermitienne (ce qui est le cas du Hamiltonien), la forme de
Hessenberg d’'une matrice est donc tridiagonale.

Comme le montre par exemple [53], I'orthogonalisation de la famille de vecteurs
Hiu,i = 0...m aboutit directement a la factorisation @& sous forme Hessenberg.

En supposant qu&.,,(u) est de rangn et en notant),, R,, sa factorisatiorQR (Q,,

étant donc orthogonale, &, triangulaire supérieure), la matriee x m 7' def QLHQ,

est sous forme de Hessenberg.

L'intérét supplémentaire est que I'on peut facilement passer de I'espace dg taille
celui de taillej + 1 en construisant a la fois la factorisation de Hessenbergjet leieme

Shttp ://www.caam.rice.edu/software/ARPACK/
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vecteur de la base ortogonale kg, (u). L'algorithme 1 qui construit cette base est d0 a
Lanczos. La notation standard est utilisée :

wE T, i=1..m, (3.1)

5 E i1t =1...m—1. (3.2)

Le cas ous;;; S'annule est atteint $C,,(u) contient exactement une valeur propre re-

Algorithme 1 Algorithme de Lanczos
Entrées :un vecteur; norme;s3; < 1,qy < 0.

Itérations :

Pourj =1,2,...,m faire
rj <= Agy = Bigi
j 4 T7q;

Tj T — Q54

Bit1 < 7l

Gj+1 < 15/ Bim
Fin pour

cherchée. Dans ce cas le calcul itératif est bien sir interrompu.

Cet algorithme peut étre étendu au cas des matrices non hermitiennes. On parle alors
d’algorithme d’Arnoldi.

T représente la projection orthogonale de I'opérateur assadiéestreint aC,, (u) :
on est bien dans le cadre des méthodes de projection. La suite du calcul consiste donc
en la résolution du probléme aux valeurs propres ffoer Q. H(Q,, (ce qui est facilité
par sa structure tridiagonale), qui fournira des approximations "correctes" des éléments
propres.

Le principal inconvénient de cette version de I'algorithme de Lanczos est son manque
de stabilité numérique. La perte d’orthogonalité entre les vectgurenstruits itérati-
vement oblige a les ré-orthogonaliser fréquemment. Saad [58] envisage le cas ou la ré-
orthogonalisation est nécessaire a chaque itération.

De plus, pour arriver a une précision correcte, il est souvent nécessaire de choisir
de grande taille. Sil'on veut garder en mémoire des vectgfmour les réorthogonaliser
par exemple) on aboutit & un algorithme qui requi2ftim) en mémoire et augmenter
peut étre a terme limitatif.

Une possibilité pour répondre a ces deux difficultés est d’utiliser une méthode de
redémarrage.
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3.2.1.2 Algorithme de Lanczos avec redémarrage

L'idée est d'utiliser le contréle de I'espace que I'on a grace a une méthode par itéra-
tion de sous-espaces, avec la construction itérative de la forme de Hessenber@de
appligue donc I'algorithme de Lanczos a partirdgoour construird” jusqu’a une valeur
fixée dem. On en calcule les valeurs et vecteurs proppesu;), dont on sélectionne ceux
qui répondent a I'objectif (par exemple : la plus petite valeur progjeEt on se sert de
up, le vecteur propre associé, pour reconstruire un nouvel espace de Kiyloy) et la
matrice7” associée.

Redémarrage explicite  Afin d’améliorer encore la convergence vers les valeurs propres
désirées, au lieu de repartir directementu@e on peut utiliser un filtrage polynomial

des vecteurs propres;,j = 1...m deT. On se donne un polyndbmg et on pose

uy < Y(H)ug. En notant(\,4;),i = 1...n les éléments propres exacts He si on

aug = Y5 ajuy, alorsy(H)ug = Y77 ;v ()\;)i;. Le polyndmey doit donc étre bien
choisi pour prendre des valeurs "petites" sur les valeurs propgeéliminer, et "grandes”

sur celles que I'on veut calculer. Saad [58] propose par exemple d’utiliser les polynébmes
de Tchebycheff pouy.

Redémarrage implicite  Le dernier type de méthode est dit avec redémarrage im-
plicite [62]. Il combine la méthode de Lanczos a une factorisatiéhavec translations
implicites. La méthod&) R est un algorithme direct détaillé par exemple dans [39]. Il
consiste en une série de factorisation® de la matriced — p - I, H étant initialement
factorisée sous forme de Hessenbefgdlgorithme 2).

Algorithme 2 Algorithme@ R avec translations
Entrées : H,V,T,avecHV = VT etV*V = I, T sous forme de Hessenberg (facto-
risation deH).
Itérations :
Pour j =1,2,...,jusqu’a convergenciaire
Choisir une translatiop < ;.
Factoriser); = H — u; sous forme)R.
T+ QTQ;V +—VQ.
Fin pour

Les colonnes d& convergent vers les vecteurs propresietl’ converge vers une
matrice triangulaire dont la diagonale contient donc les valeurs proprEs de

L'algorithme de Lanczos avec redémarrage implicite est alors le suighri¢g al-
gorithmes (5) page 73 et (6) page 74 pour leur écriture exacte) : en rokamombre
de valeurs propres recherchées, on commence par effeatuer k£ + p itérations de
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Lanczos pour construire legs,i = 1...m comme décrit dans I'algorithme 1. A ce mo-
ment on dispose d’une factorisation de Hessentigrgde H restreint &K, (u), telle
que :HQ,, = QuT + fmel, (avece,, un vecteur orthogonal &,,(u)), ouT,, est sous
forme de Hessenberg €}, est orthogonale. On applique ensuijd? avecp transla-
tions sur cette factorisation. [41] montre que I'on peut ainsi annulet led premiéres
composantes du vecteur résidug]. On a donc une factorisation de Lanczos exacte
HQ, = QT dans un espace de dimensibnOn peut ensuite recommencer des ité-
rations de Lanczos pour revenir a un espace de dimensiehcontinuer le processus. Il

y a ainsi alternance deitérations de Lanczos et de factorisati@n® pour se ramener a
une matricek x k.

On a donc bien un algorithme de Lanczos avec redémarrage. Il est dit implicite car le
filtrage des valeurs propres recherchées, au lieu de se faire par I'application directe d’un
polyndme sur les vecteurs propres approchés calculés avant redémarrage, se fait par la
factorisation@ R avec translation. On montre que ces translations équivalent mathémati-
quement a I'application d’un polyndm X') = IT%_, (X — ), ou; sont les translations
appliguées. On a donc bien le méme principe de filtrage polynomial, caché sous les trans-
lations.

Arpack propose une implémentation, sous forme de librairie, de I'algorithme d’Ar-
noldi / Lanczos avec redémarrage implicite (IRA). Les concepteurs ont ainsi voulu baser
leur librairie sur un algorithme itératif qui présente les avantages suivants :

— étre stable numériquement, ce qui n’est pas le cas, comme on I'a vu, des implémen-

tations directes d’un certain nombre de méthodes itératives;

— étre basé sur des produits matrice-vecteur. L'utilisateur est donc sollicité unique-
ment en devant fournir cette opération. Arpack fournit un harnais de contréle de
I'algorithme (contrdle de la convergence, calcul des itérations de Lanczos, factori-
sations) R et calculs des translations,) etdemande a I'utilisateur, selon un code
précis, d’effectuer des produits matrice-vecteur quand nécessaire ("reverse commu-
nication").

Ceux-ci peuvent de plus étre implémentés comme boite noire, prenant en entrée un
vecteur et en fournissant un autre en sortie. En particulier cela ne nécessite pas que
la matrice H soit explicitement formée (ce qui est le cas dans certaines librairies
iteratives cf. [40]). Le travail pour l'utilisateur est donc minimal ;

— pouvoir utiliser au maximum des routines efficaces et bien implémentées car toutes
les opérations intermédiaires des algorithn@g®( calculs de norme,..) sont de
I'algébre linéaire dense bien maitrisée au niveau implémentation dans les librairies
séquentielles (Blas, Lapack) ;

— lamémoire requise est erim + 4) + 3m? + O(m). Le code EB12, qui implémente
une méthode de Lanczos avec redémarrage explicite en filtrant par des polynémes
de Tchebycheff, requiert un espace mémoirgem + 2m? + O(m) légérement
supérieur ¢ > m) ([40]).

La librairie Arpack apparait donc comme une implémentation prometteuse d’'une méthode
performante pour résoudre I'équation de Schrédinger dans certains cas présentés au cha-
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pitre précédent BQ. Une fois un algorithme séquentiel choisi se pose la question de sa
parallélisation afin d’employer au mieux I'algorithme le plus adapté sur les machines les
plus puissantes a la disposition des utilisateurs.

Arpack propose une version paralléle de I'algorithme IRA (Implicitly Restarted Ar-
noldi), basée sur le standard MPI. La section suivante présente celui-ci.

3.2.2 Principales caractéristiques de MPI

MPI (Message Passing Interface) est actuellement le standard pour la programma-
tion par passage de message [60]. Les bibliotheques de passage (ou échange) de mes-
sages offrent a un langage séquentiel (C ou Fortran) des routines de communication et
de synchronisation qui permettent la gestion en paralléle des processeurs utilisés. Le pro-
grammeur dispose d’une vision exacte ggsrocesseurs a sa disposition, chacun étant
identifié par son rang entfeetp — 1. C’est donc a lui de replier son algorithme sur les
p processeurs a sa disposition. La programmation est SPMD (Single Program, Multiple
Data), c’est-a-dire que chaque processeur charge en mémoire le méme code exécutable
et 'exécute sur des données différentes. En pratique on peut en rajoutant des tests sur le
rang du processeur faire exécuter des instructions différentes a des groupes prédéfinis de
processeurs.

3.2.2.1 Primitives de communication

MPI fournit aussi bien des communications point-a-point (send, receive) que des com-
munications globales de tous types (diffusion, échange global, réductipmeplus les
communications peuvent étre bloquantes ou non. Il existe aussi des variantes de chaque
primitive en fonction du type de bufferisation que I'utilisateur souhaite employer.

MPI encapsule les types scalaires usuels. Chague message est identifiétggr un
(étiquette) et un statut, qui contieatposteriorides informations sur le message ache-
miné. MPI fournit la notion degroupe: un groupe est un sous-espace des processeurs
disponibles, ce qui permet de partitionner les noeuds de la machine selon une topologie
virtuelle en fonction de I'algorithme programmeé. Des "wildcards" sont fournies pour rem-
placer la source (MPI_ANY_SOURCE) ou le tag (MPI_ANY_TAG) d’'un message en cas
d’une réception.

Des exemples de primitives parmi les plus usuelles sont :

MPI_SEND( buf fer, n, MPl _TYPE, dest, eti quette, group, status,ierr)
effectue un envoi bloquant deéléments déuf f er , de typeMPl _TYPE, vers le
processeudest . Le message sera étiqueté paii quet t e (ce qui permet éven-
tuellement de le distinguer d’'un autre a la réception) ; le procesisstr appartient
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au groupe de processegsoupe ; 'opération s’achéve en laissant des informa-
tions sur son déroulement dasisat us eti err ;

MPI_RECM buf fer,n, MPl _TYPE, source, eti quette, group, status,ierr)
effectue une réception bloquanterdéléments dansuf f er , de typevPl _ TYPE,
attendus du processexmur ce. le message attendu est étiquetégarquett e;
le processeusour ce appartient au groupe de processegr®upe ; 'opération
s’acheve en laissant des informations sur son déroulemenstansis eti err ;

MPI_ISEND, MPI_IRECV sont les analogues non-bloquants de ces opérations : le
processeur poursuit son travail sans se bloquer en attente d’'un partenaire pour com-
muniquer, ce qui permet du recouvrement calcul/communication.

MPI_BCAST( buffer, count, MPI_TYPE, source, groupe, ierr):le
processeur numemmour ce envoie a tous les autres (et a lui-mémeunt don-
nées de typ®Pl _TYPE, localisées chez lui a I'adresse pointée Ipaf f er .

MPI_GATHER(sendbuffer, sendcount, Ml _TYPE, recvbuffer, recv-
count, MPI _TYPE , source, groupe) :chaque processeurenvois@ur ce
le contenu desendbuf f er . sour ce recoit de chacun en stockant a partir de
'adresse pointée parecvbuf f er, dans 'ordre défini par les rangs des émet-
teurs.

MPI_ALLTOALL (sendbuffer, sendcount, MPI_TYPE, recvbuffer, recv-
count, MPI_TYPE, groupe) :chaque processeur envoie a tous les autres et
recoit de tous les autres. La donnéenvoyée par le processepest recue par le
processeuf et stockée a lg-ieme place a partir de I'adresse pointée pacv-
buffer.

3.2.2.2 Primitives de synchronisation

MPI prévoit aussi la gestion des synchronisations entre les processeurs, entre autres a
utiliser dans le cas de messages non bloquants. Deux exemples de telles primitives sont :

MPI_WAIT(requete, status, ierr) quipermetde bloquerle processeur jus-
gu’'a ce que equet e ait été accomplie (typiguement c’est I'attente de la fin d'une
opération non-bloquante d’'un autre processeur pour utiliser ses données);

MPI_BARRIER( groupe, status, ierr) quiétablit une barriere de synchro-
nisation entre tous les processeurs qui vont se bloquer sur cette instruction jusqu’a
ce que tous l'aient atteinte.

3.2.3 Parallélisation avec MPI dans Parpack

L'algorithme IRA repose sur des itérations matrice-vecteur. Arpack propose au pro-
grammeur toute la structure de controle des itérations, le test de convergence, la construc-
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tion de la matrice projetée du Hamiltonien sur I'espace de Krylov, eBeul le produit
matrice-vecteur est laissé au soin du programmeur.

La version paralléle de Arpack, Parpack, fournit des versions paralleles des structures
de contrdle (calcul de normes pour la convergence, initialisatiansgquireposent au
choix sur MPI ou sur les BLACS (Basic Linear Algebra Communication System). Il reste
donc au programmeur a fournir sa version parallele du produit matrice-vecteur pour com-
pléter le programme de calcul de valeurs propres.

3.2.3.1 Performances sur BQ en environnement distribué

Dans le cadre d’'une discrétisation par différences finies du Hamiltonien et de la résolu-
tion de I'équation de Schroédinger avec Arpack, il suffit de paralléliser le produit matrice-
vecteur creux.

Une méthode naive peut étre employée : on découpe le domaine maillé (tridimen-
sionnel) par exemple selon une directigrsans recouvrement entre les sous-domaines.
L'emploi d’un schéma aux différences finies pour discrétiser le Laplacien du Hamiltonien
implique que chaque nceud du maillage a besoin de connaitre les valeurs du vecteur sur
les deux nceuds voisins (dans les 3 directions de I'espace). La découpe isepdiguera
donc des communications entre chaque section de I'espace pour que le processeur calcu-
lant le produit matrice-vecteur sur l'intervalle,, z;] puisse avoir accés aux valeurs en
zg — 2 etz, — 1, ainsi qu'enz; + 1 et z; + 2. A chaque fois cela signifie le transfert de
vecteurs de données de taill&y, NV,,, ou N, et N, désignent le nombre de nceuds seton
et selony respectivement.

Avec ces données, chaque processeur peut calculer le produit matrice-vecteur loca-
lement sur tous les points, y, z) tels quez € [z, 24, soit un volume de calculs en
NyNy|zq — 24 + 1|, qui est donc plus important que le volume de communications si et
seulement si les sous-domaines sont découpés sal®t une "épaisseur” trés supérieure
a 2. La fonction potentiel n’agit que localement sur un nceud (elle n’a pas besoin des va-
leurs autres quér, y, z)), mais elle contient la description physique de la géométrie de la
boite quantique.

Lafigure (3.2), page 54, montre le résultat typique d’un calcul que nous avons effectué
avec Parpack, sur Cray T3E. Il s’agit de la fonction d’'onde de I'état fondamental (d’éner-
gie la plus basse) d’'une particule de type électron plongée dans une "boite" quantique
(un potentiel) en forme de "T". Dans une analogie en mécanique quantique il s’agirait
d’une bille placée dans une gouttiére horizontale en forme de T : la bille aurait alors une
probabilité égale de se trouver en n’'importe quel endroit de la gouttiére car la pesanteur
(le potentiel) la "confine" dans la gouttiere dont elle ne peut sortir. La fonction d’onde
vaudrait donc une constante non-nulle sur toute la surface de la gouttiere efl &, et
I'extérieur.
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3

On voit sur la figure ici un effet purement quantique de confinement a l'aide d’'une
"boite ouverte", car la fonction d’onde quantique (densité de probabilité) est fortement

localisée autour de "l'intersection” des deux branches du "T" : la particule a une probabi-
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Figure 3.2 Fonction d’onde de I'état fondamental calculée par Parpack (potentiel en forme de
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puisque la fonction d’onde "déborde" (prend une valeur non nulle) en dehors du puits de

lité plus grande de se trouver a cet endroit qu’en n'importe quel autre point de I'espace.
potentiel.

De plus on constate que la probabilité n’est pas nulle que la particule "sorte” du puits
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La figure (3.3), page 55, montre elle I'accélération (temps d’
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execu
calcul de la plus petite valeur propre avec Parpack, sur la grappe I-cluster du laboratoire

ID. L'accélération optimale pour un nombpede processeurs est La baisse de perfor-
mances quand le nombre de processeurs augmente est diie a une matricex@(aille

qui devient trop petite par rapport aux ressources de calcul disponibles.

divisé par le temps d’
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Figure 3.3 Accélération du calcul de la plus petite valeur propre du Hamiltonien avec
Parpack (routine pdnsaupd)

3.2.4 Arpack/MPI et 'ordonnancement

L'ordonnancement des calculs dans Parpack est purement statique : les vecteurs mani-
pulés sont distribués par blocs et les calculs effectués localement sur ces blocs. Une opéra-
tion synchronisante comme un calcul de norme est implémenté ad®UrnREDUCE.

Aucun mécanisme n’est prévu pour permettre un ordonnancement dynamique ou méme

une découpe difféerente des données. La portabilité sur un environnement hétérogene par
exemple est donc compromise. De facon générale la portabilité et les performances de

Parpack reposent sur celles de la couche MPI. Le travail présenté sur le benchmark Lin-

pack illustre les problemes que celles-ci posent.

3.3 SCF et MP2 avec MPI

La section précédente a présenté la parallélisation d’un calcul de mécanique quantique
a 'aide de MPI. En chimie quantique également des codes paralléles existent, basés sur
'échange de messages. Nous présentons ici deux implémentations : celle effectuée par
Devémy dans le cadre du programme Asterix, puis celle de Nielsen.
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3.3.1 SCF : version PVM dans Asterix

En reprenant les notations de la section 2.4.4 et celles de [16], I'algorithme 3 montre
comment se fait le calcul SCF. Le calcul consiste donc en 'assemblage de la matrice de

Algorithme 3 Algorithme de calcul SCF
1: Entrées :un entierN et une matriceV x N ¢, ;.

2: Itérations :

3: Répete

4:  Calcul de la matrice de densit&z,j =1... N, D;; = Zf)’zl CinCip

5. Calcul de la matrice de Fock Vi,; = 1...N,F; = F; +

ZkN,z:1 Dy ((ig kD) — 5(ik|j1)) -

6: Diagonalisation de la matrice de Fogk= P diag(ei, €5, ...ex)P.
70 Ny pocy < P
8: Jusqu'a Convergence des,

Fock (ligne 5), chaque ccefficient étant obtenu par sommation des intégralés, au
nombre total deV* qui sont calculées a la volée. Il y a ensuite une diagonalisation de la
matrice de Fock (qui est dense) a effectuer (ligne 6).

Deux approches existent pour la parallélisation : celle qui consiste en la distribution
exclusive du calcul des intégrales et qui duplique la matrice de Fock sur tous les nceuds
de calcul. Et celle qui distribue aussi la matrice de Fock pour effectuer une diagonalisa-
tion également paralléle [22]. La premiére approche se justifie par le colt du calcul des
intégrales qui est prépondérant. Néanmoins les processeurs de plus en plus performants
ont peu a peu réduit ce colt et transferé le probléme sur le stockage de la matrice de Fock,
qui se pose lorsqu’elle n'est pas distribuée.

Le logiciel Asterix est développé depuis plus de 30 ans au Laboratoire de Chimie
Quantique de Strasbourg. Jérdbme Deveémy a proposé une version parallele de SCF basée
sur la distribution du calcul des intégrales, en utilisant la librairie de passage de messages
PVM. Les intégrales a calculer sont regroupées en sous-ensembles (quartets) respectant
les symétries entre les indices, ce qui permet d’éviter des recalculs inutiles. Un schéma
de ferme de processeurs est utilisé pour permettre une régulation de charge dynamique
et pallier les tailles différentes des quartets. Dans [16], Devémy reporte une efficacité de
97.6% sur 31 noeuds (sur Cray T3D) de son SCF paralléle, sur un test compdrtant
242 fonctions de base. Sur cette taille de données, la parallélisation de la diagonalisation
ne semble donc effectivement pas un goulot d’étranglement.

lan Foster et les développeurs de la libraririe Cheh@t eux proposé une version
entierement distribuée de SCF, basée sur une encapsulation des structures de tableaux
paralléles pour les routines de construction de la matrice de Fock, et sur une librairie de
passage de messages pour la diagonalisation. Cela leur permet d’attaquer des probléemes

4http ://www-fp.mcs.anl.gov/chemio/
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plus gros. Dans [22] ils obtienneR6% d’efficacité sur 512 processeurs, avec le calcul
de I'énergie d’'une molécule g0,5H;, dans une base de 707 fonctions. Lefficacité de

la seule partie "assemblage de la matrice"9%$t, ce qui confirme I'importance de la
diagonalisation paralléle pour cette taille de calcul puisque I'on pErdd’efficacité sur

le total de I'algorithme en ajoutant la phase de diagonalisation pourtant parallélisée. Sur
un tel calcul il serait donc inenvisageable d'utiliser une version parallele de SCF avec une
diagonalisation séquentielle de la matrice de Fock.

Il existe donc a I'heure actuelle plusieurs implémentations (massivement) paralléles
tres efficaces pour I'algorithme SCF, basées essentiellement sur I'échange de messages.

3.3.2 MP2 : version MPI de Nielsen

En ce qui concerne MP2, un calcul qui raffine I'approximation fournie par SCF, on
trouve également plusieurs implémentations paralleles. Nous commencgons dans cette sec-
tion par rappeler le calcul MP2, et la fagon classique de I'effectuer tel que Pople et Head-
Gordon 'ont décrit. Au moins deux logiciels de "Computational ChemisBAMESS-

UK et Gaussian, proposent des implémentations paralléles de ce calcul, a co6té de nom-
breuses autres méthodes classiques [27]. Nielsen [50], dans le cadre du développement
du programme MPQC, fournit une implémentation de MP2 parallélisée en MPI pour ma-
chines a mémoire distribuée (d’autres environnements paralleles sont utilisés dans MPQC
selon I'architecture cible, par exemple pour SMP).

3.3.2.1 Algorithme et calcul de Pople

Exposé de l'algorithme. Le calcul MP2 a été exposé en section 2.4.4 dans son
contexte physique. Nous nous intéressons ici essentiellement a I'algorithme de calcul,
gue nous détaillons plus.

Etant donné :

— trois entiersV, O etV , telsqueD + V = N ;

— deux matrices’, de taille N x O etC- de tailleN x V;
— lesNtintégrales< uv | Ao > ,u,v,\,o =1...N;

— unvecteug;, [ = 1... N précalculé,
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MP2 calcule successivement :

Vi,jel...OVabel...V (3.3)
<ia|jb> = i Cou,iCorjCviaCvop < pv | Ao >, (3.4)
pvio=1
=Y Coui (Z Cvep (Z Corni (D Cvia < pv | Ao > ))) :
Jz o A v =5

puis la valeur de I'énergie de corrélation E :

<idal|jb> ?+l[<ialjb> — <ib|ja> ]?
— € T € —€ — €
iajb
La contribution & I'énergie met en jeu les deux termes | jb > et< ib| ja > .Ainsi,
ai ety fixés, sion ales valeurs deia | jb > pour touta et touth, on peut sommer leur

contribution directement daris. Cette propriété est utilisée dans I'algorithme de Pople.

Le calcul des transformations— i, v — a, A — j etc — b s’appelle “transforma-
tion a quatre indices”. Il correspond a un changement de base, puisque les ERI (Electronic
Repulsion Integralsy uv | Ao > sont calculées dans la base des Orbitales Atomiques
alors que les ERI finales ib | ja > sont exprimées dans la base des Orbitales Molécu-
laires.

Méthode de Pople.  Pople [28] propose de faire ces calculs dans I'ordre présenté page
59 dans I'algorithme (4) Pour controler 'espace mémoire requis par les intégrales d’'OA
(ily en a en toutO(N?), ou N est le nombre d’orbitales dans la base), on recalcule les
ERI au lieu de toutes les stocker : ainsi dans les boucte$, a chaque passage dans la
boucle la plus extérieure (sul), on appelle la routine de calcul des ERI.

Les boucless — 16 parcourent tous les couplesy pour un seau donné de couples
A, 0, ce qui permet d'effectuer la transformatipn— 7 pour tousless = 1... N et les
A, 0 du seau. La bouclé7 — 25 calcule ensuite la transformation— 1,V a =1...V
(18 — 20), puisA — j, du moins pour les valeurs dedu seau considéré. Au fur et a
mesure des parcours de tous les seaux on obtient donc apres l'inst2fctimuntes les
intégrales triplement transforméesia | jo > pourlesi du sead, touslesu=1...V
ettousleg = 1...0. Cela permet de faire la derniere transformatieth-¢ 30) o — b
=1...V. Alaligne31 l'algorithme a finalement tous les ia | jb > pour un couple
i, 7 donné et donc peut calculer la contribution a I'énergie MP2 pour ce couple.

5On appelera ici "seau" un groupe d'indices 1...0. C'est la traduction adoptée dans ce document
pour le terméatchemployé par Pople.
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Algorithme 4 Algorithme de Pople
1: Entrées :3 entiersN, O,V tels queN = O + V.
2. Les matrices’, ety de tailles respectivedy x O et N x V, le vecteur de taille
N.
3: Sortie : I'énergie au deuxiéme ordre.
4: Pour tousles seaux suri faire
5.  Pourtousles seaux. sur\, o faire

6 Pour tousles seauxV/ surpu, v faire

7: Pour tous i, v, A\, o € LM faire

8: Calcule< pv | Ao >

9: Fin pour

10: Pour tous i, v € M, i € I faire

11: Pour tous \, o € L faire

12: <iw|Ao> +=<puv|do> *xCopu;

13: <ip|Ao> +=<pv|Alo> xCop,,; {1ére transformation eni.}
14: Fin pour

15: Fin pour

16: Fin pour

17: Pour tous \, o € L faire

18: Poura=1...V,r=1...N faire

19: <ia| o> +=<iv|Ao> xCy,,{2éme transformatiom ena.}
20: Fin pour

21: Pourj <i,a=1...V faire

22: <ia|jo> +=<ia| o> *Co,,

23: <ia|jA> +=<ial| o> *Co,;{3€me transformation en;.}
24: Fin pour

25: Fin pour

26:  Fin pour
27:  Pourtous: € I,j < i faire

28: Poura=1...V,b=1...V,o =1...N faire

29: <ia|jb> +=<ia]|jo> xCy,,{4€me transformation enb.}
30: Fin pour

31 E + = contributior(i, j)

32:  Fin pour

33: Fin pour

Les calculsl2 — 13 et22 — 23 tiennent compte des symétries dans les ERb v et
A<>o.Eneffetona< uv | Ao > =<wvp | Ao > etdonc

<ip | Ao > :Z<V/L|)\0> Covi,

ce qui justifie la lignel 3. La ligne23 provient du méme calcul avec la symétkie o.

La complexité en mémoire et en nombre d’opérations, pour tout I'algorithme, est pré-
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| Instructions| Mémoire | Nb. opérationg

8 |L|[ M| FOWY)
12-13 | [I[N|M] ON?
19 v OVN®
2223 | [[JOVN |  O°VN?
29 V2 O?V2N
31 1 g

TAB. 3.1 Complexité (temps/mémoire) de chaque étape du calcul selon Pople

sentée dans le tableau 3.1.

Les étapes dominantes sont donc, pour la mémoire, le stockage des intégrales triple-
ment transformées ia | jo > en|I|OV N ; et le calcul de la premiére transformation
enON*. En pratique cependant, il faut aussi prendre en compte la complexité du calcul
des ERI (ligne8). Méme si elle n'est que d&(N?), la constante multiplicative (coGt
du calcul d’une intégrale) est importante et peut rendre cette étape plus colteuse que la
premiere transformation.

3.3.2.2 Parallélisation de MP2 par Nielsen

Deux versions paralleles de MP2 sont proposées par Nielsen. Dans les deux cas, le
calcul des intégraleg:v|\o) est distribué, comme dans la version paralléle de SCF, selon
les valeurs de: et v. Dans la version (V1) chaque processeur effectue la transformation
1 — i sur les intégrales qu'il posséde, avant un premier échange global pour que chacun
récupeére les intégralés | \o) complétement calculées et encore distribuées selGela
permet d’effectuer ensuite les transformations+ j etoc — «a, en obtenant ainsi des
intégrales triplement transformées et distribuées selba 4éme transformation est enfin
faite et chaque processeur a (ég]jb), pour uni, ses valeurs de, tous les;j et tous leg.

Il faut donc un deuxiéme échange global personnalisé afin de récupéfér|jds pour
unz, unj, tous les: et tous le$. Ceci obtenu, chaque processeur peut localement calculer
la contribution a I'énergie MP2 du couplej avec une ultime communication globale.

Cette version a le défaut d'imposer un échange global volumineux apres la 1ere trans-
formation puisgu’il faut échanger au totalV? intégrales mono-transformées. Dans la
version(12) la distribution des calculs est différente : Iga/|\c) sont initialement dis-
tribués uniquement sur. L'idée est de travailler localement au maximum, donc de dis-
tribuer selon un ccefficient qui sera transformé plus tard que les autres, ici le troisieme.
Cela reporte I'échange global & un moment ou les intégrales transformées seront moins
nombreuses. L'inconvénient est que I'on se prive ainsi d’'une symétrie existant entre les
cecefficients\ eto, ce qui impose de calculer deux fois les intégrales. De plus la distribu-
tion selon un unique ccefficient conduit & un probleme de déséquilibre dans la charge de
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calculs, qui se sent particulierement quand le nombre de processeurs augmente.

La figure 3.4, tirée de [50], présente les performances obtenues avec ces deux implé-
mentations de MP2. L'exécution a eu lieu avec une base de fdille 253,0 = 29,
sur une Paragon d’Intel. On voit clairement la limitation dle aux communications pour
I'implémentation(V'1). (V'2) est nettement meilleur mais nécessite un algorithme de ré-
gulation de charge pour étre réellement efficace.

Acedl fration
100
og | Ideal
—o— VI
0 4 v

weeeeees W2 (vee Sguilibrage de charge)

70 4

60 4

50 4

Tib de procs
T 1
10 20 30 40 50 60 70 8O S0 100

Figure 3.4  Accélération de MP2 dans les implémentations de Nielsen

3.4 Gaussian et Linda

En dehors de MPI, d’autres environnements de programmation parallele existent qui
sont utilisés pour ces calculs en chimie quantique. L'environnement Linda a été déve-
loppé a l'université de Yale et a été utilisé dans le logiciel commercial Gaussian-94. SCF
d’abord, puis MP2, ont ainsi bénéficié d'implantations paralléles.

3.4.1 Lenvironnement Linda

L'environnement Lind& propose un paradigme de programmation paralléle qui a
'avantage d’étre conceptuellement trés simple. Le programme définit de fagcon SPMD
plusieurs processus qui accedent a une mémoire (virtuellement) partagee, noplsee
space Chaque donnée (duple) dans le tuplespace est associée a un identificateur qui est

Shttp ://www.cs.yale.edu/Linda/linda.html
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une chaine de caracteres. Un tuplespace peut donc étre vu comme une table de hachage.
Les acces sur les tuples peuvent étre :

— en lecture r d permet de lire la valeurr.d("i df ", ? x) renvoie la valeur as-
sociée ai'df " dans la variablec. r dp effectue la méme opération en testant la
disponibilité du tuple demandé dans le tuplespace;

— en écriture out permet d’écrire une valeur dans le tuplespace.( " wxyz" , 200)
crée ainsi le tuple 200 associé a I'identificatexy z ;

— en lecture destructivei:n lit et enléve du tuplespace la valeur demandée. La va-
riantei np teste d’abord la disponibilité du tuple.

Enfin, la fonctioneval permet d’exécuter une fonction en paralléle dans un processus
Linda qui génere des tuples.

Il "’y a donc pas de notion de messages échangés : les "communications” sont effec-
tuées au niveau des accés au tuplespace. Il n’y a pas non plus explicitement d’opérateur
de synchronisation : en fait celles-ci sont effectuées par les accés en exclusion mutuelle
des tuples par I'opérateumn.

3.4.2 Gaussian

Le logiciel Gaussiahest I'un des standards de la "computational chemistry". Il fournit
une vaste gamme d’algorithmes de calculs, ainsi que des bases de données contenant, par
exemple, des bases d’orbitales pour les calabimitio.

Les calculs gu'’il permet sont les suivants :

— Energie : SCF, méthodes de perturbations d’ordre 2, 3, 4 et 5, directes ou non. Les
méthodes par interaction de configurations (CI), Coupled-Cluster (CC) et Density
Functional (DFT) sont aussi fournies.

— Optimisation de géométrie, calculs de propriétés moléculaires comme les moments
multipblaires par exemple.

Gaussian est développé depuis le début des années 1970. Sa derniéere version date de 1998,
et il fournit depuis 1994 des versions paralleles de SCF et DFT, qui utilisent Linda sur les
architectures a mémoire partagée.

3.4.3 Performances

Gaussian présente un test de calcul MP2 sur une base deMa#l@64

Peu d'informations sont disponibles sur les performances paralléles du MP2 de Gaus-
sian mais cette courbe fournie sur le site web officiel montre une perte de performance
sur un nombre relativement faible de processeurs. Elle est encore plus effective lorsque
I'on prend en compte les coordonnées — log des axes.

"http ://www.gaussian.com/

62



OpenMP - 3.5
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Figure 3.5 Temps de calcul de MP2 avec le logiciel Gaussian

3.4.4 Gaussian/Linda et 'ordonnancement

L'ordonnancement des calculs avec Linda est entierement laissé a la gestion des acces
au tuplespace. La simulation d’'une mémoire partagée permet théoriquement d’envisager
de bons algorithmes d’ordonnancemecit ¢hapitre 5). Néanmoins aucun mécanisme
n’'est proposé au programmeur pour personnaliser 'ordonnancement de son application.

3.5 OpenMP

Dans le cadre de calculs de chimie ou mécanique quantique, on trouve également des
codes parallélisés en utilisant la norme Open-MP. L'avantage est de pouvoir utiliser des
directives ajoutées a un code séquentiel classique pour obtenir directement un programme
paralléle sur SMP. La section suivante résume les grandes lignes de la norme Open-MP
utilisée actuellement par Valiron et Noga pour paralléliser un algorithme Coupled-Cluster
[66].

Présentation de Open-MP.  Open-MP permet I'utilisation dethreadssur machine

a mémoire partagée (SMP). La norme Open-MP [8] a été établie par un consortium de

constructeurs et d'utilisateurs afin de fixer un ensemble de directives qui permet a un com-

pilateur C ou Fortran classique de générer du code multithreadé. Elles étendent le modele
de programmation séquentiel en ajoutant des instructions pour distribuer les données,
synchroniser les processus ou les ordonnancer.

Open-MP utilise un modele d’exécution série-paralléle : le programme principal s’exé-
cute en séquentiel dans un processus maitre jusqu’a atteindre une directive parallele. A

8http ://www.openmp.org
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ce point le maitre lance des processus fils qui s’exécutent concurrentiellement. Les pro-
cessus peuvent accéder de facon concurrente a des données partagées. Une fois la partie
paralléle (accolade fermante dans un code Cerod par al | el en Fortran) terminée

les processus se synchronisent et le maitre reprend son exécution.

Les directives principales sont les suivantes :

— paral | el [cl ause] définitle début d’'une région paralléle. thause précise
la distribution des variables définies dans la région (privées, partagées,

— for,sections,singl e définissent des structures de controle distribuées entre
les processug.or permet d’effectuer des boucles itératives. Les itérations sont ré-
parties sur les processisect i ons permet de découper une suite d’'instructions
en sections, chacune d’elles étant exécutée par un unigue procassgbe défi-
nit un groupe d’instructions a effectuer en exclusion mutuelle par un seul processus.

— barrier,atom c oufl ush permettent des synchronisations entre les proces-
sus, sur des instructions pour les deux premieres, sur une donnée partagée pour
fl ush.

Les directives peuvent étre imbriquées, avec certains restrictions néanmoins.

La directiveschedul i ng permet de préciser un ordonnancement des threads de
calcul : il peut étre par blocs, cyclique, cyclique par blocs ou de type "ferme de processus"
et donc dynamique.

Enfin, Open-MP fournit une librarie d’utilitaires pour I'exécution qui permettent :

— l'accés a I'environnement d’exécution (nombre de processus a la disposition du
programme par exemple) ;

— l'acces a des primitives de verrou.

Coupled-Cluster.  Open-MP permet de paralléliser a faible colt de programmation

des nids de boucles complexes, du genre de ceux utilisés dans Coupled-Cluster, ou de
fortes dépendances de données et des acces memoire désordonnés rendraient délicate la
gestion de la localité, par exemple par échange de messages. C’est cette approche que
suivent par exemple Valiron et Noga dans [66]. lls obtiennent une accélération allant
jusqu’a 3 sur 4 processeurs, sur une machine a mémoire partagée.

3.6 Conclusion : contrdle de 'ordonnancement
dans les codes de mécanique et chimie
guantique

Dans ce chapitre nous avons présenté le travail réalisé en terme de calcul haute-
performance sur le benchmark Linpack. Constatant le travail qu’'un benchmark requiert,
Nnous avons ensuite présente plusieurs environnements plus ou moins standardisés qui per-
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- 36
| Env. paralléle] Paradigme | Probléme traité| Ordonnancement
MPI Messages Linpack codé dans le programme selon la mae
(P)arpack Messages BQ laissé au soin du programmeur
Gaussian | Mémoire partagée (Linda) SCF, MP2 caché au programmeur
Open-MP Mémoire partagée Coupled-Cluster réalisé automatiquement

TAB. 3.2 Résumé des environnements paralléles, des problémes traités et des facilités
d’ordonnancement proposées.

mettent déja de programmer efficacement, au moins sur certains types de machines, les
algorithmes requis en mécanique quantique. Sur des machines comme des clusters de PC
ou des machines a mémoire partagee, les performances peuvent étre excelidetes (
calculs MP2 de Fostegt al. ou la parallélisation Open-MP sur SMP). Le tableau 3.2
synthétise ce qui a été présenté dans ce chapitre.

Ces environnements ont tous deux limitations fortes : tout d’abord les programmes
sont tres peu portables. L'obtention de 81.6 GFlops/s sur le benchmark Linpack a néces-
sité le codage de l'algorithme de Broadcast de MPI. Un changement de machine, ou une
simple modification de son réseau, fait perdre toute la performance (I'ajout de quelques
nceuds sur un test avait fait chuter la performance de 75 a 16 GFlops/s par inadaptation
de la topologie du réseau). Le cas est encore plus vrai pour Open-MP qui propose des
solutions trés intéressantes, mais uniquement sur mémoire partagée : il faut reprogram-
mer I'ensemble —y compris en changeant de modeéle de programmation — pour passer sur
machine & mémoire distribuée.

De plus ces environnements laissent au programmeur le soin de programmer lui-méme
les structures de contréle permettant justement de garantir I'efficacité du programme. Par
exemple, le programme (V2) de Nielsen nécessite I'ajout de modules de régulation de
charge — travail qui revient au programmeur — pour gagner en efficacité. Ces structures de
contrble ne sont pas partie intégrante de I'algorithme initial a programmer mais sont des
méta-algorithmes chargés de gérer le parallélisme.

Ainsi, non seulement ces environnements rajoutent une charge de travail non négli-
geable a I'implémentation de I'algorithme, mais en plus ils limitent la portabilité d’un
programme en terme de performances. Pour garantir a la fois portabilité et performance,
d’autre outils de programmation paralléle existent. Nous présentons dans le chapitre sui-
vant I'environnement Athapascan qui rentre dans ce cadre.
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Lenvironnement Athapascan

Ce chapitre introduit un autre modéle d’exécution paralléle : le flot de données, ainsi
gu’un outil, 'environnement Athapascan, qui I'analyse pour ordonnancer au mieux le
programme selon des critéres a préciser, de facon automatique. Cela permet ainsi de pal-
lier les inconvénients des environnements présentés dans le chapitre 3. La section 4.1
introduit formellement le flot de données et le graphe qui permet de I'analyser. La section
suivante décrit I'environnement Athapascan qui implémente son calcul dynamique. La
section 4.3.1 montre sur I'exemple de BQ un premier programme athapascan. En fin de
chapitre, nous montrons comment, dans le cadre de la programmation du flot de données
ATHAPASCAN , on peut controler de fagon asynchrone la convergence d’un algorithme
synchrone tel celui qui sert a résoudre BQ.

4.1 Modélisation de I'exécution : description du
flot de données et graphes

A partir de ce chapitre nous caractérisons un programme par les calculs gu'il effectue
(“taches”) sur un ensemble de données. Ce double ensemble — taches et données — forme
un graphe ou l'on retrouve les grandeurs principales du programme. Ce graphe permet
également la formalisation du probléme d’ordonnancement du programme.
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4.1.1 Représentation de I'exécution par un graphe

Dans la suite nous caractérisons deux représentations d’un programme sous la forme
d’un graphe orienté sans cycle. Nous considérons que ces représentations sont une spécia-
lisation d’un graphe plus général : le graphe de taches. Un graphe de taches est composé
des nceuds représentant les taches et des arétes non orientées représentant les dépendances
entre les taches.

Le graphe de précédence. Un graphe de précédence définit un ordre partiel entre

les taches selon la sémantique spécifiée par le langage. Cet ordre traduit les relations de
dépendance entre les taches comme des spécifications d’'un ordre de précédence : les arcs
entre les noeuds sont orientés.

Les dépendances étant introduites pour régler des conflits d’accés a des données, elles
peuvent étre interprétées comme des communications entre les taches. Dans ce type de
graphe une tache est considérée préte dés que toutes les taches qui la précédent dans le
graphe sont terminées.

Notons que les graphes du type série-paralieti/join sont des graphes de précé-
dence.

Le graphe de flot de données. Si les dépendances entre taches sont considérées
comme des communications d’échange de données, il est possible d’ajouter les informa-
tions sur les données communiquées dans le graphe : une donnée accédée par une tache
peut étre caractérisée par le type d’opération que la tache va effectuer sur elle :

— lecture seule la tdche ne modifiera pas la donnée mais se contentera de lire sa
valeur;

— écriture seule la tache ne peut utiliser la donnée que comme “leftvalue”;

— écriture en accumulation plusieurs taches vont effectuer une opération associa-
tive et commutative sur une donnée en écriture (typiguement, un calcul de somme
itérée) ;

— modification ou lecture-écriture : la tAche va modifier la valeur de la donnée.

Ce graphe est appelé alors graphe de flot de données (GFD).

Définition 1 Le graphe de flot de données associé a un algorithme est le grapbe=
(V, E) tel que les tachesif) et les donnéeslf) forment 'ensemblé” = V, U V; des
nceuds, et les acces des taches sur les données forment I'ensedeislarétes. Ce graphe
est biparti puisqueZ’ C (V; x Vy) U (Vg x V3).

La signification d’une aréte est la suivante : soiert V; une tache etl € V; une
donnée, l'arétét, v) € E traduit un droit d'accés en écriture de la tactsur la donnée
d, et l'aréte(v, t) un droit d’accés en lecture de la taatsur la donnée.
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La différence entre les graphes de précédence et de flot de données se situe au niveau
des synchronisations. Dans les graphes de flot de données une tache est considérée préte
des que les données qu’elle a en entrée sont disponibles. Notons néanmoins qu’un graphe
de flot de données contient les informations d’'un graphe de précédence.

Pour la régulation de charge ce type de graphe fournit plus d’'informations, puisque les
données communiquées entre les taches sont identifiees — les tailles des données peuvent
egalement étre fournies. Cette information peut étre utilisée pour exploiter la localité des
données lors du placement de taches ou pour le routage des données accedeées vers le site
d’exécution d’'une tache.

4.1.2 Grandeurs caractéristiques du graphe

Les grandeurs caractéristiques d’'un programme paralléle ont leur équivalent en terme

de théorie des graphes et peuvent étre mesurées sur le GFD :

— T est le temps d’exécution séquentielle de I'algorithme décrit par le graphe. C’est
la somme des temps d’exécution de chaque tache, ou encore le nombre de taches
|V | dans un modéle a taches unitate3n parle aussi de travail de I'algorithme car
a une constante multiplicative pres, le temps est confondu avec le nombre d’opéra-
tions.

— T, est le temps d’exécution parallele de I'algorithme sur une infinité de proces-
seurs. C’est donc aussi la profondeur du graphe, c’est-a-dire le plus long chemin du
graphe (chemin critique), qui représente une suite de taches obligatoirement exécu-
tées séquentiellement.

— Le diamétrel du graphe représente le nombre minimal de processeurs requis pour
executer I'algorithme efi,..

4.1.3 Ordonnancement du graphe

[11] définit formellement 'ordonnancement d’un GFD. Etant donné un GFD l'or-
donnancement est une fonction qui spécifie, pour une architecture de machine donnée
(processeur®;,i = 1...p, mémoiresM;,i =1...p):

— un site d’exécution pour chacun de ses noeuds taches;

— un emplacement dans I'une des mémoires pour chacun de ses noeuds données.
Les sites et espaces mémoires doivent étre tels que I'ordre d’exécution des taches et d’ac-
cés aux données soit compatible avec I'ordre partiel définit par le graphe.

A tout ordonnancemer on peut associer un tempsS), qui sera la date de termi-
naison de la derniere tache ordonnancee.

1Bien sdr le cot "unitaire" est alors fonction de la granularité choisie par le programmeur : la complexité
peut s’exprimer en terme de nombre de produits matriciels, de comparaison dans le cas d’un tri, de nombre
d’arétes en théorie des graphes. ..
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Apres avoir défini le modeéle de programmation a partir du GFD, il reste a fournir un
environnement permettant de I'implanter. C’est le cas de I'environnenem@SCAN
qui est présenté dans la section suivante.

4.2 Lenvironnement Athapascan : calcul et
interprétation du Graphe de Flot de Données

La bibliothéque C++ AHAPASCAN 2 [18, 24, 11] offre un environnement de pro-
grammation basé sur le modele défini ci-dessus.

4.2.1 Athapascan

La bibliothéque AHAPASCAN fournit & I'utilisateur deux mots-clé pour définir taches
et données du GFD.
— Définition des tachesFork. L'utilisateur définit explicitement la granularité de
son programme en encapsulant les procédures qui seront appelées de facon asyn-
chrone. Ces taches sont créées par appel de la procédure géiéndue>() de
la bibliothéque instanciée avec le type de la tache a créer. Le corps de la tache sera
implanté comme une classe C++ fournissant I'opératgeuqui prend en entrée les
parametres de la tache. La figure 4.1(a) illustre ces créations.
— Définition des donnéesShared La bibliotheque AHAPASCAN définit une mé-
moire partagée afin de permettre aux tdches de coopérer. Cette mémoire peut conte-
nir des objets de tout type, et ceux-ci sont déclarés comme des objets standards mais
de typeShar ed<T> ou T représente le type spécifié par I'utilisateur. Les données
Shared seront ainsi les noeuds données du GFD.
Pour permettre a I'environnementrAAPASCAN de gérer les arétes du GFD (les acces
des taches sur les données), chaque tache spécifie au moment de sa création les acces qui
seront effectués sur les données de la mémoire partagée au cours de son exécution ou
lors de I'exécution de toute sa descendance : les différentes données qui seront accédées
sont spécifiées dans la liste des parametres de la tache et la description de ces droits
d’acces (lecture , écriturew, accumulatiorcw, modificationr _w) est faite a I'aide d’'un
mécanisme de typage : on distinguera ainsi les données Shared accédées en lecture (r) de
celles accédées en écriture (w).

Une tache a un fonctionement entierement asynchrone par rapport a la tache qui I'a
créée. Cela implique donc, entre autres, que la tdche mere ne peut accéder les résultats de
la tache fille : ces résultats seront exploités par une tache nécessairement différente. Le
systéme executif d’AHAPASCAN garantit (afin de permettre a d’éventuels ordonnanceurs
de faire des estimations fiables sur la durée d’exécution des taches) que I'exécution d'une

2L’url de la page officielle du projet est la suivante : http ://www-id.imag.fr.
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Lenvironnement Athapascan : calcul et interprétation du Graphe de Flot de Données — 4.2
struct sum {
voi d operator()( Shared_r<int> a,
Shared_r<int> b,
Shar ed_V\Ki nt>c ) { £ib (3)
c.wite( a.read() + b.read() ); :
} 3 £1b(2) s
b L . O
f £ib (1) \flb(o) )
struct fib { : Q K
voi d operator()( int n, : \ ,
Shared_w<int>r ) { : N l!// K
if( n<2) : ,
r.wite( n); : /
el se { : Ul V//
Shared<int> x, y : it
Fork< fib >()( n-1, x ); ‘O*\/
Fork< fib >()( n-2, y );: AL
Fork< sum>()( x, y, r ); \
} :
} s . ,
I : AN /
: N7
struct print~: public a_task { sum
voi d operator()( int n, :
Shared_r<int>r ) |
{ 1 ‘
printf("fib(%l)=%l\n", n, r.read()); -
} . I
b !
C\S print
int main( int argc, char** argv )
{
int n= atoi( argv[1l] );
Shared<int> r; : ) ) ——= création
Fork< fib >()( n, r )’ O aone [ domnee — — —> accés, dépendance
Fork< print >()( n, r ); ‘
return O;
! 3
(a) (b)

Figure 4.1 Calcul dun-ieme nombre de Fibonacci @irHAPASCAN .

En (a), dans le code C++ utilisant la bibliotheqWerHAPASCAN , I'expression du
parallélisme se fait en créant explicitement des tackesk). Les contraintes de

précédence entre ces taches sont déduites des acces effectués sur la mémoire partagée

(objetsShared. Ces acces sont déclarés dans les prototypes des taches par typpgan

une lecture, w pour une écriture). Les acces effectifs aux données sont effectués par les

fonctions membread()pour une lecture etvrite() pour une écriture. En (b), le graphe
de flot de données d’'une exécutionfid¢3). Bien que cela soit le cas pour cet exemple, le

graphe n’est pas forcément de type série-paralléle.

tache a lieu sans aucune synchronisation. Pour cela, une tache ne pourra débuter son
exécution que si toutes les données accédées en lecture sont prétes, c’est-a-dire que toutes

les taches qui écrivaient sur cette donnée sont terminées.

La figure 4.1 illustre les outils offerts au programmeur paHAPASCAN . Le pro-

grammeur définit trois taches : I'une effectuant la somme de deux doubles (sum); la se-
conde effectuant le calcul récursif méme (fibo). La derniere qui affiche le résultat (print).
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Chacune précise le type d’acces a ses données en mémoire partagée (r ou w). Selon ce type
d’acces AHAPASCAN fournit différents opérateurs de manipulation sur ces données : les
valeurs accédées en lecture ont la fonction membre "read()" définie. Les données en écri-
ture peuvent étre modifiées grace a I'opérateur write qui prend en argument la valeur

a écrire. Enfin, les taches sont appelées de fagon asynchrone par I'opérateur Fork(). La
partie droite de la figure montre le GFD de I'exécution de fib(3).

4.2.2 Construction du Graphe de Flot de Données

[24] décrit comment les modes d’accés sur les données en mémoire partagée per-
mettent au noyau PHAPASCAN de construire dynamiquement le GFD. Une dontée
est une succession de "versiodg chacune d’entre-elles étant une variable a assignation
unique qui contient la valeur de la donnée autophaque acces sur la donnée, spécifié
dans le profil de la tache, permet de mettre a jour le GFD pour gérer les éventuels conflits.

Lors de la déclaration d’'une donngepar une tache le graphe est modifié par ajout
de deux versions de : la premiére qui contient la valeur initiale de la seconde qui
contiendra la valeur apres les futures écriturescsur

Lors de la création d’'une taclie en notant sa mere, le graphe est modifié par ajout
det'. Selon les modes d’acceés a ses parametres, il y a également des modifications dans
les versions de ces données en parametres :

— acces en lecture : il suffit d'ajouter une aréte entre la donredda tache’'.

— acces en écriture : pour une écriture concurrente, il suffit de rajouter une aréte entre

t' et z. Pour une écriture : soitavait un acces en écriture simple et alors il faut
ajouter une nouvelle versiari de z, qui contiendra le résultat de I'écriture tleet
qui sera antérieure a la versiome = sur laquelle écrira.

Ainsi ATHAPASCAN peut construire dynamiquement le GFD a partir de la description
des acces sur les données. Cela permet, comme illustré dans le chapitre 5, de calculer des
ordonnancements du graphe.

4.3 BQ avec ATHAPASCAN

4.3.1 IRA en ATHAPASCAN

Comme expliqué en 3.2 I'algorithme d’Arnoldi avec redémarrage Implicite (IRA) est
particulierement adapté a certains calculs pour la chimie quantique. Cette section illustre
sur IRA la programmation enAPASCAN .

L'algorithme IRA [61] expliqué au chapitre 3 en 3.2 est présenté explicitement dans
les figures (5), page 73 et (6) page 74.
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Algorithme 5 Algorithme d’Arnoldi avec Redémarrage Implicite (IRA) — Itérations.
1: Fonction Itérations()
Entrées :3 entiersn > k + p;
une matriceA de taillen x n;
une matricé’ de taillen x k;
une matriceH de taillek x & ;
un vecteur- de taillen, qui vérifient :
AV —VH =r e, V'V =T, etVir =0.
Sorties : V, H complétées, de tailles x (k + p) et (k +p) x (k+p);
un vecteur tels queAV — VH =r-¢; V'V = Ii;, etVir = 0.
Pourj =1,2,...,pfaire {p itérations d’Arnoldi}
B« ||r|]. Sip < €, STOP.
Lak + j-ieme ligne deH devientﬂezﬂ-fl. v %7". Lak + j-ieme colonne d&
devientw.
13:  w <+ Av
14:  h <+ V'w. Lak + j-ieme colonne déf devienth.
15: r<+ w—Vh.
16:  Tant que ||s|| > ¢|r|| faire

i
N PO

17: s+ Vir

18: r«r—"Vts
19: h< h+s
20: Fintant que
21: Fin pour

(La routineShi ft (H, p) renvoiep valeurs qui serviront a lI'algorithmé@R avec
translation. Plusieurs solutions sont possibles pour ces translations [61]. Celle que nous
avons choisie d’'implanter utilise les valeurs propres exactes de la mairigpii est
"petite” et permet donc ce calcul a faible co@®hi ft (H, p) calcule donc leg + p
valeurs propres déf et renvoie legp plus grandes (dans le cas symétrique les valeurs
propres sont réelles). On forcera ainsi par translation la convergence vérsdé=urs
propres les plus petites de)

Les type de données de base sont des matrices et des vecteurs. Les opérations de base
a effectuer sont :

(). calcul de norme euclidienne et de produit scalaire ;

(ii). produits Matricex Vecteur, avec la matrice éventuellement transposée ; opérations
de type AXpY;
(ii). produits Matricex Matrice
(iv). factorisationQR,
La section suivante présente la fagon donHAPASCAN permet de décrire le parallélisme
dans l'algorithme IRAM.

La granularité du calcul peut étre n'importe laquelle classiquement définie en algebre
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Algorithme 6 Algorithme d’Arnoldi avec Redémarrage Implicite (IRA) — redémarrage.
1: Fonction Redémarrage()

Entrées : 3 entiersk,p,n > k + p;

une matriceA de taillen x n;

un vecteun; de taillen, normalisé.

Sorties : V, H de taillesn x (k +p) et(k +p) x k + p;

un vecteur tels queAV — VH =r e, , V'V = I, etV'r =0,

Initialisation : V < vy ; H + (vt Avy);r < Avy — v H.

[V, H,r] < lterations (A, V, H,r, 1, k — 1) {Initialisation : V et H vont étre de taille
k x k.}

10: Tant que ||r|| > ¢ faire

11: [V, H,r] < Iterations(A,V, H,r, k,p)

12:  u < Shift(H, p) {Cf. texte pour Shift()}

13: Q — [k+p

14:  Pourj =1,2,...,pfaire {Algorithme QR avec la translation }
15: H + Q' HQ;

16: Q + QQ,

17:  Fin pour

18: v+ (VQ)egy1 {v devientla colonné + 1 deV(Q}
I,

190 V+ (VQ) <0> {On ne garde que lek premieres lignes et colonnes U&).}

20: 5k — €2+1H6k = Hk+1,lc
21: o €Z+pQ6k = Qripk
22: 1+ (Brv+ oxr)

23: Fin tant que

linéaire : les matrices peuvent étre découpées par colonnes, par lignes, par blocs ou cycli-
guement, par blocs cycliques, ou encore étre découpées par blocs (sous-matrices). Nous
présentons ici une implantation qui effectue une découpe par blocs. La mhtricen va

donc étre vue comme une matrice de talllex NN, de blocs de:/N, lignes (on suppose

la division exacte) et/ N, colonnes. Chacun de ces blocs sera déclaré coBirared

De méme les vecteurs (de tail@ manipulés seront des vecteurs Mg vecteurs de
taille N/NN,, chacun étanBhared

La figure 4.2 page 75 montre un extrait du code4APASCAN pour implémenter un
type "matrix" qui peut étre utilisé dans la mémoire partagée.

"matrix” est une classe C++ classique, qui dérive ici de la classe C++ vector (c’est un
exemple d’'implantation). AHAPASCAN exige la définition de certains opérateurs (créa-
tion par copie — celui-ci, dans I'exemple, est hérité de la classe C++ "vector" et n'est
donc pas explicité dans le code de la figure —, destruction), d’une fonction d’empaque-
tage et d’'une fonction de désempaquetage. La premiere sert a décrire quelles information
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#include <vector>
#include " at hapascan- 1. h"

template<class T>
class matrix : public vectoT> {
public :
matrix(int row_dim_ = 0, int col_-dim_ = 0, const T& value = T(0)) matrix
. vecto T>(col_dim_*row_dim_,valug, _col_dim(col_dim_),
_row_dim(row_dim_) { };
10
int col_.dim() const { return _col_dim; } col_dim

bool operator==(const matrix<xT>& m) const { /* code ... */ }
matrix<T>& operator+=(const matrix<T>& m);
"matrix() { } “matrix

H

[* Packing operator */

al ostreamd. operator << ( al ostrean& out, const matrix<xT>& m) { 20
out << m.row_dim() << m.col_dim();
outal pack ( m.begin), m.row_dim()*m.col_dim() );
return out; }

[* unpacking operator */
template<class T>
al istrean& operator >> ( alistrean& in, matrix<T>& m) {
int p, g;
in >>p>>qQ;
m = matrix<T>(p,q); 30
in.al .unpack( m.begin), p*q );
return in; }

Figure 4.2 Implémentation e ATHAPASCAN d’une classe "matrix"

sur la classe doivent étre transmises lors d’un envoi et la deuxieme le format des données
en réception.

Calcul de norme et produit scalaire Les opérations vectorielles s’écrivent alors

tres naturellement enTJAPASCAN . Par exemple le produit scalaire de deux vecteurs

u et v distribués comme ci-dessus va effectiér taches paralléles, laieme prenant

en lecture les blocs de u et v pour effectuer leur produit scalaire localement et écrire

en accumulation (somme itérée) le résultat dans une variable partagée qui contiendra le
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résultat final. La figure (4.3) présente le GFD associé.

Nous illustrons sur cet exemple les notations introduites en 4.1.2 : classiquement on
prendra ici comme unité le produit de deux nombre flottants double préciEiosera
alorsO(n) car le produit scalaire de 2 vecteurs @ntrées impliquera multiplications.

~ = O(logn) car avec un nombre infini de processeurs a sa disposition on peut effec-
tuer un calcul arborescent tel que la profondeur du graphe de calcul sera logarithmique.
Enfin,d = O(n) dans une version naive de ce calcul car la premiéere étape du calcul ar-
borescent demandeprocesseurs (les techniques classiques de regroupement permettent
d’étre efficace et de n'utiliser qug,, = n/log(n) processeurgf. [31] par exemple).

VoA

prodmt scalaire prodmt scalaire prodmt scalaire
Iocal Iocal Iocal

Resultat CW

daVinci v2.1

Figure 4.3 Graphe de Flots de Données associé au calcul d’'un produit scalaire

Produits Matrice x Vecteur A partir de la formuley; = Zj.v:bl A, jx;, ilestimmédiat
gue le calcul du blog; du vecteur résultat est une écriture en accumulatiom\geslculs

A, jx;, eux-mémes des produits Matrice/ecteur effectués en séquentiel. La figure (4.4)
présente le GFD de ce calquigemvdans le cas d& x 3 blocs.

La figure 4.5, page 78 présente un exemple de codeAPASCAN sur le produit
matrice-vecteur parallejedgenv.

On voit la définition de la tache de calcul séquentiask dgenv qui prend en
entrée 3 parametres : une matrice (shared)n vecteur (shared) v, tous deux en lecture ;
et un vecteur (shared) déclaré ici en écriture concurrente. Cette tache fait un appel
a une routine des Blas (dgemv) pour calculer le produit le résultat étant dans:s.
Enfin, elle accumule dansla valeur deres, en utilisant la loi de cumulation définir par
vect _cunul .

vect cumul estelle-méme implantée emAAPASCAN grace a une fonction classe
C++, selon la syntaxe usuelle de définition d’'un opératé)ir Cette fonction ne fait ni
plus ni moins qu’une addition vectorielle (une fonction des Blas aurait pu étre utilisée ici
aussi).
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daVinci v2.1

Figure 4.4 Graphe de Flots de Données associé au calcul d’'un produit Matrigecteur,
pour3 x 3 blocs.

La fonction (qui n’est donc pas une tache parall@lépenv va "Forker" les taches
de calcul séquentielldsask _dgenv avec les parametres adaptés. Cette fonction prend
en argument la matricd qui est un tableau bidimensionnel de "matrix" : on retrouve
la découpe ded par blocs. De méme et v sont des tableaux de "vector", c’est-a-dire
des vecteurs distribués par blocs de ligneskgenv ne fait rien d’autre qu’appliquer la
formule de définition du produit matrice-vecteur par blocs (boucles suy).

Produits Matrice x Matrice Dans le calcul de IRAM cette opération n’intervient
que pour un produit’ x Q (V estn x (k+p) etQ (k+p) x (k+p)), lignes18 — 19 de
I'algorithme 6 et pour un produft  (produit de deux matrices de taille+p) x (k+p)).

La taille respective (typiquemerit+ p < n, cf. la section 3.2.1.2) de ces matrices incite
a dupliquerH et (). Le produitH @ sera donc effectué en séquentiel. Le calcy sera
effectué en parallele avac distribué en blocs de lignesf(les vecteurs des paragraphes
précédents) et aveg accédé intégralement par chaque tache de calcul.

Chaque tdchpdgemmva donc effectuer le produit matriciel d’'un bloc te(accédé
en lecture) par la matric€ (accédée en lecture) pour écrire le résultat dans un bloc de

VQ.

AXpY Les opérations de type AXpY se programment sans difficulté comme le produit
matriciel, avec un vecteur en plus accédé en lecture et dont on ajoute les composantes
au résultat du produit matrisematrice.
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#include " at hapascan- 1. h"
#include "matri x. h"

struct vect.cumul {
void operator() (vectodouble>& res const vectodouble>& val) {
int n = ressizg);
for (int i=0 7; i<n 7; i++)
redi] += val[i];
}
};

struct task dgemv{
void operator() (Sharedcw< vectcumul vectoxdouble> > r,
Sharedr< matrix<double> > A,
Sharedr< vectoxdouble> > v) {
double un = 1.0;
double zero = 0.0;
int pas=1;
char trans="n’ ;
int m = A.read).row_dim();
int n = A.read).col_dim() ;
int v_row = v.read).sizd);
vectorcdouble> *res = new vectoxdouble>(v_row, 0 );
dgem\&trans &m, &m, &un, A.read).begin(), &m,
v.read).begin), &pas &zerq res—>begin), &payg;
r.cumul *res);
}
};

void pdgemySharee: vectordouble> >* r,
Share& matrix<xdouble> >** A
Share& vectoxdouble> >* v,
const int nb_blocks) {
for (int i=0; i<nb_blocks; i++)
for (int j=0; j<nb_blocks; j++)
Fork< task dgemv>( COST )( r[i], A[ill], V@] );
}

/I Exemple d'utilisation :
pdgemy r, A, v, nb_blocks);

Figure 4.5 Implémentation eATHAPASCAN d’un produit matriciel parallele
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Itérations d’Arnoldi Avec ces opérations de base la fonctlt#rations() (cf. algo-
rithme 5) se programme facilement. La figure 4.6 page 79 montre le GFD associé tel que
calculé par AHAPASCAN a un moment donné d’une exécution. Linstruction 11 est un

i =
il

daVinci v2.1
(=]
[=]
2]
[&]

Figure 4.6  Graphe de Flots de Données associé au calcul des itérations d’Arnoldi, dans le cas
d’'une découpe eV, = 3 blocs.

calcul de norme 5 « ||r||, qui peut étre effectué en parallele lors de la mise a jour du
vecteurr (ligne 15). Linstruction 12 met a jour la matridé grace a3. H est donc ac-
cédé en lecture-écriture gten lecture 5 peut aussi étre accédée en lecture, aygour

a mise-a-jour de «+ (1/8)r. v est ensuite accédé en lecture pour la mise-a-jour de la
matriceV .

L'instruction 13 effectue un produit matrisevecteurw + Av déja décrit. La ligne
14 effectue de mémke < V'w. Une tache supplémentaire est créée qui prend la matrice
H en lecture/écriture et le vectedren lecture pour mettre a joud dont la derniere
colonne devienk.

Redémarrage La phase décrite dans l'algorithme 6 est décrit de la méme fagon en
ATHAPASCAN . La figure 4.7 page 80 montre le GFD associé, tel que calculé pas-A
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PASCAN lors d’'une exécution.

vQ3

| Update V, r ;

daVinci v2.1

Figure 4.7 Graphe de Flots de Données associé au calcul du redeagardestérations de
Arnoldi dans le cas d’'une découpe 8h = 3 blocs.

4.3.2 BQ : contrble de l'erreur

Comme expliqué a la section précédente, une classe de méthodes numeériques large-
ment utilisées en mécanique quantique est celle des méthodes itératives : une opération
élémentaire (produit matrice - vecteur par exemple ici) est répétée jusqu’a convergence,
avec une structure de contréle qui teste réguliéerement si le critére de convergence a été
atteint ou non.

Ce test nécessite souvent une synchronisation entre les taches qui participent au calcul.
C’est le cas dans la version proposée par Parpack, qui calcule une norme mettant en
jeu toutes parties du vecteur mises a jour en parallele par le produit matrice-vecteur. Ce
genre de synchronisation est particulierement visible sur les GFHABASCAN , comme
par exemple dans la figure 4.7 ou I'on voit le goulet d’étranglement que représente le
calcul de norme qui s’accumule dans la variabét a. Dans une approche paralléle,
un premier objectif est de diminuer le temps d’exécution. Pour cela, il faut enlever des
synchronisations.
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Nous présentons ici des technigues générales permettant de réduire le nombre de
points de synchronisation dans un algorithme itératif. Une premiére solution est de chan-
ger complétement l'algorithme de résolution pour utiliser une méthode asynchrone (sec-
tion 4.3.2.1. La section 4.3.2.2 présente une solutigas. Vient ensuite un algorithme
amorti pour ce controle et enfin un compromis entre ces deux premiers algorithmes.

4.3.2.1 Méthodes asynchrones

Une premiere possibilité est de changer complétement I'algorithmique numérique uti-
lisée pour employer des méthodes asynchrones. Nous suivons ici la présentation faite dans
[12]. Lidée est qu’un algorithme itératif effectue a chaque itération une transformation
H d’'un espace vectoriél dans lui-méme. La convergence est obtenue quand on a trouvé
un point fixex* de H. Pour introduire du parallélisme on décompdsen un produit
cartésien de sous-espadés: £ = E; x Ey; x ... x E,. La transformationd s’écrit
alors :

H EixEyx..xFE,— E xEyx...xFE,
x = (21, T9,...,2,) —> (Hi(x), Hy(z), ..., Hy(x)).

Les méthodes asynchrones vont alors consister en l'itération paralléle de chaque opérateur
H; surz, du typex*™ = H;(z*). Comme cela se fait sans synchronisation entre les
taches de calcul, & chaque itération celles-ci utiliseront des composdntitérés k'
potentiellement différents (par exemple a cause de délais de transmission dans un réseau,
ou de temps d’acces en mémoire partagée non homogene).

[1] prouve la convergence numeérique de certaines classes d’algorithmes désynchroni-
sés. C'est par exemple le cas de la résolution itérative de systémes liféaird$:c = b,

en utilisant une norme de type "max|(| " max; |z;]) et si le rayon spectral de est
inférieur al.

Cependant, méme si la convergence reste garantie dans certains cas, la vitesse de
convergence est modifiée par rapport a un algorithme synchrone. [1] montre que dans
certains cas la convergence peut étre meilleure pour un schéma asynchrone (méme si le
nombre de communications est supérieur, ce qui risque de faire perdre en temps de com-
munication un gain de temps numérique). [12] évoque également le cas des méthodes de
décomposition de domaine ou la modification du nombre de sous-domaines indépendants
peut agir comme préconditionneur qui accélére la convergence.

4.3.2.2 Contrdle d’'une itération et synchronisation : méthode k-pas

Sans évoquer davantage la modification algorithmique du calcul, on peut s’attacher a
la modification algorithmique de la structure de contrble de la convergence. Nous nous
intéressons ici au cas ou la terminaison du calcul est décidée lors de l'iténatioar
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un calcul nécessitant une synchronisation totale des calculs. Typiquement, cela sera le
cas quand l'arrét sera conditionné par la norme d’un vecteur qui devient inférieure a une
tolérances donnée. On fera I’hypothese suivante dans tout cette section : le test d’arrét, a
valeurs booléennes, est une fonction croissante du nombre d’itérations.

Une possibilité est de calculer le test d’'arrét a chaque itération. On est assuré ainsi
d’en effectuem,, au prix den, synchronisations.

La premiére amélioration possible est d'utiliser une méthiegas : on ne fait le test
d’arrét que toutes lek > 1 itérations. Soitn; = ¢gk,q € N* I'itération qui assure la
terminaison. Afin de déterminer, €|(q¢ — 1)k, ¢k] on repart de l'itératior{g — 1)k en
ré-effectuant chaque itération et le test a chaque fois. On aboutit ainsaa pire en
k + q — 1 synchronisations et aprég + k£ — 1 = O(n, + k) itérations.

4.3.2.3 Contréle amorti

Une autre idée est de faire évoluer le nombre d’itérations que I'on passe sans effectuer
de synchronisation.

Dans toute cette section la fonctitsy désigne le logarithme en base 2. Supposons

que I'on effectue un test d’arrét aux itératiatfs 2!, ..., 2% &, > 0, le test étant vérifié
pour la premiére fois 8", k; = [logn,]. On a alork -1 < n, < 2k e . On peut
réeffectuer le méme procédé en partant'de! = n,/2 : on effectue les tests d’'arrét aux
itérations’ + 20, 2 + 21 2L 4 2k &, < [log(ny/2)] tel que

ny

ni ko—1 m k
— < — 42 <n, < =42 < ny.

def N s 12 » N . .
On pose alors,, = 2% et on itére le procédé & nouveau a partirigler %2. On calcule
ainsik;, [ > 0 par récurrence, tel que

-1 -1

n,; n;
§ g okiml *<§:—l ok
=1 2 " = =1 2 i

def
On posey, =

2k,
Cela revient a effectuer la décomposition binairenge

Le nombre total de synchronisations effectuSesera au pire égal & + ko + .. . k;.
En notanty, = 2%, il vient :
[
ny

logny — 1) logn
2

Cette somme vaut

S = ( = O(log® ny).
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| | Itérations | Synchronisation$
k-pas | < k(qg+1) <k+gq
amorti 4n* log”(n*)

k-amorti | < g(k+4) | < q+log”(q)

TAB. 4.1 Colts des 3 algorithmes de contrble des itérations.

Comme de plug; /2 < n, < ny, il vient quen, < n; < 2n, et donc

S = O(log” n,).

Le nombre d'itérations calculégg pour aboutir a I'itératiom, est au pire égal a

[
ny
N == Z ? = 2n1 — ]_,
=0
En utilisant la méme majoration que ci-dessus £ 2n..), on aboutit au résultat :

N <dn, — 1.

4.3.2.4 Contréle xk-amorti

Enfin, on peut marier les approchespas et amorties en effectuant des synchroni-
sations de contrdle tous léspas jusqu’an; = gk comme en 4.3.2.2 afin de pallier le
défaut de I'approche amortie qui est de faire des "petits pas" au départ des itérations.
Une foisn, atteint on utilise I'algorithme amorti a partir de — 1)k pour converger vers
n* = gk + r,r < ¢ en4r itérations elog?(r) synchronisations.

On aboutit & un algorithme-amorti qui demandek + 4r < ¢(k + 4) itérations et
q +log®(n* — gk) < q +log?(g) synchronisations.

En bilan de ces 3 algorithmes, on peut dresser le tableau 4.1.

Commen* = kq + r,r < ¢, on a un premier algorithme 4 fois meilleur (en ordre
de grandeur) pour le nombre d’itérations que I'algorithme amorti. La différence de cout
en terme de nombre de synchronisations est moins évident puiséug peut étre vu
comme de l'ordre de grandeur d¢/n*, & comparer dog”(n*). Asymptotiquement I'al-
gorithmek-pas est donc moins performant que l'algorithme amorti pour le nombre de
synchronisations.

L'algorithme x-amorti, compromis entre les deux, conserve un nombre d’itération de
'ordre den* + v/n*, proche den* avec un nombre de synchronisations plus faible que
celui de l'algorithme amorti.
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4.4 Conclusion

En conclusion de ce chapitre et de cette premiere partie, le graphe de flot de don-
nées apparait comme un modéle de programmation paralléle qui permet de décrire des
algorithmes du type de ceux requis par la mécanigue ou la chimie quantique. L'environ-
nement AHAPASCAN permet une implantation de ce modele de programmation alternatif
au passage de messages ou aux directives de compilation type Open-MP. De plus le GFD,
par une description fine de I'exécution (éventuellement) paralléle permet de pallier les
limitations montrées pour les environnements classiques, que sont le manque de portabi-
lité d’'une architecture paralléle a une autre et la difficulté de garantir des performances.
Nous avons également présenté dans ce chapitre la facon dambASCAN nous permet
de programmer l'algorithme IRA, qui sert a résoudre BQ. Enfin nous avons apporté une
contribution sur des facons d’envisager de fagon asynchrone le contrdle d’'une application
fortement synchrone, du genre de IRA.

La partie suivante propose une analyse théorique et des résultats expérimentaux sur
les programmes PHAPASCAN introduits dans cette premiére partie.
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Nous avons montré comment des calculs types de mécanique et chimie quantique —
BQ et MP2 — peuvent étre programmeés en paralléle, et le type d’outils que les environne-
ments classiques proposent, leurs atouts et leurs limitations. Le modéle de la programma-
tion par description du flot de données présenté dans le chapitre précédent permet de trai-
ter certaines de ces limitations. Le programmeur peut, grace a un environnement comme
ATHAPASCAN , décrire son algorithme sous forme de taches paralléeles qui accédent des
données selon un typage précis. Cette description a son tour permet de calculer le GFD.
A partir du GFD, on peut :

— utiliser des modéles de machine différents, puisqu’il en est complétement indépen-

dant en ne décrivant que I'algorithme ;

— effectuer des calculs d’ordonnancement selon un modele de machine et selon les

criteres d’efficacité du programmeur.

Cette seconde partie traite de ces deux derniers problémes.

Une fois le graphe de flot de données spécifié par le programmeur il est nécessaire de
I'ordonnancer, c’est-a-dire d’attribuer a chaque tache et donnée un site et une date d’exé-
cution. Cela doit étre fait en fonction d’un critére a optimiser. Le premier de ces criteres
est souvent le temps d’exécution que I'on cherche a minimiser. Le type d’algorithme que
I'on peut employer dans ce but dépend a la fois du modéle de machine que I'on emploie
(avec ou sans réseau de communication par exemple) et de la connaissance sur le graphe :
on peut le connaitre des la compilation (cas statique) ou au contraire, ce qui est plus géné-
ral, le découvrir au fur et a mesure de I'exécution du programme. Les algorithmes de liste
sont alors le plus souvent employés. Le chapitre 5 présente ces algorithmes et les résultats
gu’ils permettent d’obtenir sur BQ.

Mais sur beaucoup d’applications "réalistes" le recours au parallélisme est requis au-
tant par le gain de mémoire que par la diminution du temps de calcul (étant donnée la
puissance des processeurs actuels c’est de plus en plus vrai). C’est en particulier le cas de
MP2. Un autre objectif de I'ordonnancement peut donc étre de garder un temps d’exécu-
tion performant tout en garantissant I'utilisation d’'un espace mémoire "raisonnable”, sans
trop de surcodt di a la gestion du parallélisme ou a la concurrence des allocations mé-
moire. Pour tenir compte de cet aspect mémoire, il faut annoter le GFD avec les quantités
de mémoire allouées et libérées par chaque tache. On obtient alors un outil sur lesquels
des algorithmes d’'ordonnancement permettent de garantir de bonnes performances. C'est
le cadre du chapitre 6.
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Contrble du temps d’exécution et
probleme BQ

La notion de temps d’exécution est liee au modele de programmation d’'une part et
au modele de machine paralléle d’autre part. Ce chapitre se place dans le cadre du GFD
(cf. chapitre 4) et décrit plusieurs bornes obtenues avec divers modeles de machine et dif-
férents ordonnancements. La premiére section rappelle rapidement quelques modeles de
machines paralléles les plus utilisés en algorithmique. Pour ordonnancer des algorithmes
sur ces modéles de machine on distingue le cas statique ou le GFD est connu des la com-
pilation, du cas dynamiqua priori plus difficile ou rien n’est connu avant I'exécution
du programme. La section 5.2 commence par ce dernier en présentant les algorithmes de
type "liste" souvent les plus performants. La borne de Graham est rappelée sur un modéle
de SMP, et une extension au cas d’'un modéle distribué simple est ensuite introduite. La
section 5.3 aborde le cas statique, ou I'on peut comparer les performances a celles d’'un
programme de type MPI ou Open-MP sur les ordonnancements statiques "simples” (cy-
cliques, par exemple); ou bien appliquer des algorithmes d’ordonnancement prenant en
compte plus finement le modéle de machine, qui sont a nouveau de type "liste". Enfin
le cas de I'ordonnancement de l'algorithme itératif IRAM utilisé pour résoudre BQ est
présenté dans la derniere section.
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5 — Contréle du temps d’exécution et probleme BQ

5.1 Modeles de machine paralléle pour
I'ordonnancement

Aborder I'analyse de I'exécution d’'un programme parallele sur une machine réeelle
est une tache tres difficile voire impossible de par la complexité du comportement des
machines actuelles. Ceci est encore plus vrai pour les machines paralléles et distribuées.

La solution classique est alors de recourir a un modéle d’exécution [44]. Un tel mo-
dele définit une machine abstraite ainsi que le comportement de cette machine lors de
I'exécution d’'un programme. Le modéle d’exécution doit étre suffisamment simple pour
rendre abordable I'analyse théorique d’'une exécution. Il doit également étre réaliste pour
rendre les prédictions aussi proches que possible d’'une exécution réelle. Il doit de plus
représenter une large classe de machines pour rendre I'analyse théorique portable. Ces
trois caractéristiques sont contradictoires et définir un modéle d’exécution passe par des
compromis.

Plusieurs modeles d’exécution ont ainsi été définis pour représenter I'exécution d’'un
programme sur une machine parallele. lls peuvent étre séparés en deux classes : les mo-
deles a mémoire partagée et les modéles a mémoire distribuée.

5.1.1 Modeles d’exécution & mémoire partagée

Dans ces modeles, les processeurs communiquent entre eux par I'intermédiaire d’'une
mémoire partagée. Ces modéles peuvent représenter les machines a mémoire partagée
(SMP) mais également les machines a mémoire distribuée dans lesquelles la mémoire est
virtuellement partagée.

Le plus connu de ces modeles est le modéle PRREtdllel Random Access Ma-
ching [21]. Une machine PRAM est composée dprocesseurs et d’'une mémoire par-
tagée. Les processeurs sont synchronisés entre eux. A chaque top d’exécution, chaque
processeur peut lire deux données, réaliser une opération et écrire une donnée. Ainsi, une
opération arithmétique éléementaire peut étre réalisée a chaque top d’exécution. Plusieurs
variantes et extensions de ce modeéle ont été proposées permettant de prendre en compte
les conflits d’acces a la mémoire partagée. La latence et les délais d’acces a cette mémoire
peuvent étre considérés : par exemple le modele Local-PRAM [38] associe a chaque pro-
cesseur une mémoire locale.

5.1.2 Modeles d’exécution a mémoire distribuée

Dans ces modeles, les processeurs communiquent entre eux par I'intermédiaire d’'un
réseau de communication. Ces modeles d’exécution cherchent alors principalement a mo-
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Ordonnancement dynamique du graphe — 5.2

déliser les communications entre processeurs. On parle souvent de modéle de communi-
cation plutét que de modéle d’exécution.

Le modéle délai est, jusqu’a recemment, le modéle de communication le plus uti-
lisé pour le probléme de I'ordonnancement d’applications représentées par un graphe de
taches [55, 52, 30, 68]. Dans ce modéle le réseau de communication est caractérisé par
une latence ou délai, correspondant au tempsgcessaire a la transition d’'un mot entre
deux processeurs. Nous utiliserons principalement dans ce chapitre le modele de Hwang
et al [30] dans lequel le temps de communication d’'un message de tadlgre deux
processeurs prend: unités de temps.

Ce modeéle délai est tres imparfait puisqu’il considere une bande passante infinie en
entrée et en sortie de chaque processeur : un processeur peut en effet envoyer ou recevoir
un nombre illimité de messages a un instant donné ; de plus il néglige completement la
latence du réseau, pourtant importante dans la plupart des machines actuelles. Pour remé-
dier a ces problemes, des modeles plus proches des machines réelles ont été proposés. On
peut citer parmi ceux-ci le modéle BSP proposé par Valiant [64] et le modele LogP pro-
posé par Culleet al.[15, 14]. Cependant, ces modéles sont beaucoup plus complexes a
utiliser que les modéles délais, tant du point de vue de la construction d’algorithmes d’or-
donnancement statiques que pour I'analyse théorique d’une exécution. C’est pourquoi trés
peu d’algorithmes d’ordonnancement ont été proposeés sur le modéle LogP [47, 9, 37]; de
plus, la plupart de ces algorithmes sont restreints a des classes de graphes de taches spé-
cifiques comme les arbres, ce qui limite leur intérét pour des applications réelles.

5.2 Ordonnancement dynamique du graphe

Dans le cas de la régulation dynamique de la charge, I'ordonnancement le plus ren-
contré en pratique consiste basiquement, lorsqu’un processeur devient inactif, a lui allouer
une tache préte s’il en existe. Un tel ordonnancement est appelé “algorithme de liste” :
il requiert de gérer une structure évoluant dynamiguement et permettant d’accéder aux
taches prétes.

Dans cette section, seul le ratio de performance (rapport entre le temps d’exécution
fourni par I'algorithme ordonnancé et le temps d’exécution optimal de I'algorithme) d’'un
tel algorithme pour un GFD quelconque est étudié. Le surcodt induit par sa mise en ceuvre
sur une architecture distribuée (gestion du graphe et contrdle de I'ordonnancement d’'une
part, introduction des communications d’autre part) est étudié dans la section 5.2.2.
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5 — Contréle du temps d’exécution et probleme BQ

5.2.1 Cas des communications négligeables — modele
PRAM

Théoréme 1 [26] Si les communications ne sont pas prises en compte, tout algorithme
d’ordonnancement de type liste a un ratio de performance borné(iaar %) sur une
machine constituée de processeurs identiques.

Nous rappelons la preuve de ce résultat car son schéma intervient dans de nombreuses
démonstrations.
SoitT,, lalongueur de 'ordonnancement fourni par I'algorithme de liste:sanachines.
Un algorithme de liste est tel que, a chaque instant, au moins un processeur execute une
tache. Ainsi, si a un instant donné un processeur est inactif alors il existe au moins un
processeur qui exécute une tache. pifune des taches qui s’est terminée a la dafe
et soitd;, la date de début d’exécution dg. Deux cas peuvent étre distingues :
cas 1 :soitaucun processeur n'a éteé inactif adant
cas 2 :soitil existe au moins un processeur inactif a un certain instantdyagboit
0 la plus grande date avauif, & laquelle au moins un processeur est inactif), A
t;, n'est pas préte car sinon elle aurait été affectée a un processeur inactif. Donc il
existe une tachg, telle quet;, est en cours d’exécutionfeett;, < t,,. Soitd,, la
date de début d’exécution dg.
En appliquant récursivement ce schéma jusqu’a ce que le cas 1 arrive, nous construisons
une sequence de tachgs < ... < t;, < t; telle que, a tout instant, soit tous les
processeurs sont actifs soit un processeur exécute unettachel i < k).

Soit T, le temps minimal sur un nombre infini de processeurg;ele nombre to-
tal d’opérations exécutées (temps sur un processeur sequentiel, appelé aussi travail). Le
temps total d’'inactivité#I est défini pat#tl = mT,, — T,. Pourl < i < k, soitl; la
durée de la tachg,. Nous avongt] < (m — 1) Zle l;,d’ou :

k

=1

En outre, les taches,, 1 < ¢ < k étant sur un chemin critiqugjz1 I, <Ty.0Ona
finalement :

T,< iy (1 - i) T (5.1)
m m

Par ailleurs, soif; la longueur de 'ordonnancement optimal. Ofia < 7T'x et, comme
T, opérations doivent étre exécutées par tout ordonnanceméjt,> 7;. En remplacant
dans (5.1), on obtientF,, < (2 — 1) T, 0

On montre également qu’ajouter des informations sur les taches, comme la durée de
leur exécution, ne permet pas d’améeliorer le ratio de performance sauf a restreindre le
type de GFD traités (tdches indépendantes par exemple).
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5.2.2 Prise en compte des communications : modeéle délai

Dans le cadre d’une machine distribuée, on utilise un modele prenant en compte les
communications. Nous montrons ici comment le modele délai permet des ordonnance-
ments dynamiques avec un ratio borné. Nous commencons tout d’abord par justifier I'uti-
lisation de ce modéle de machine en exposant comment on peut simuler une mémoire
partagée avec acces a un mot de la mémoire en témgsr une machine a mémoire
distribuée.

5.2.2.1 Simulation d’'une machine a mémoire partagée

Pour prendre en compte le colt des communications (contention et latence), nous si-
mulons une mémoire partagée. La simulation utilise des fonctions de hachage (choisies
aléatoirement dans une classe de fonctions de hachage universelles) pour distribuer les ob-
jets accessibles par tous les processeurs (i.e. les transitions dans le graphe de dépendance)
sur les différents modules mémoire [54, 38].

Le délai d’'une simulation est le temps requis pour I'acces a une donnée de taille
unité. Il est lié a I'évaluation de la fonction de hachage, a la contention mémoire (quand
plusieurs acces sont effectués vers un méme module) et a la latence (temps de routage).
Dans [54], une simulation de délai(log p) sur un réseau “butterfly” est donnée pour des
acces exclusifs (de type EREW). Dans [35], une simulation de d&lai log plog* p)
est donnée pour des acces aléatoires (de type EREW ou CRCW) sur une architecture
disposant d’'un réseau d’inteconnexion complet (la latence n’est pas prise en compte);
pour des acces concurrents (CRCW), la simulation est a un fdotgyr de I'optimal.

Pour obtenir une simulation optimale, ces délais doivent étre masqués par des cal-
culs. La technique classique (virtualisation ou “parallel slackness” [38, 65, 35]) consiste
a simulerg (¢ > p) processeurs virtuels sur leprocesseurs de 'architecture physique,
en utilisant généralement des processus légers. La simulation est alors dite optimale si le
délai pour un acces est proportionnel/a.

Dans la suite de cette section, nous supposerons disposer d’une simulation optimale de
délaih ; le nombre de processeursrequis pour une telle simulation peut alors étre supé-
rieur au nombre de processeprde I'architecture. L'ordonnancement sera donc effectué
surm processeurs et ngn mais comparé a I'ordonnancement optimalsprocesseurs.

Un processeur (parmi les) peut lire ou écrire un objet dans n’importe quel module meé-
moire distant. Le colt de I'acces a une donnée de taillst supposé borné pam ou h
est une constante de la machine.

Synchronisation. Les accés en mémoire distante ne permettent pas directement de
synchroniser les processeurs (a la différence des communications). Sur une architecture
distribuée asynchrone, des outils spécifiques de synchronisation (verrous, sémaphores)
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5 — Contréle du temps d’exécution et probleme BQ

doivent alors étre utilisés. Nous supposerons aussi que le colt d’acces a un verrou global,
lorsque celui-ci est libre, est lui aussi borné pdi requiert un aller-retour).

5.2.2.2 Ordonnancement dynamique avec communications

Dans le cadre du modele délai, chaque mot mémoire étant supposé accessible en temps
h, on peut adapter la preuve du ratio de I'algorithme glouton de Graham pour obtenir une
borne sur I'efficacité d’un algorithme de type liste en environnement parallele.

Néanmoins la gestion d’une liste de taches prétes n’est pas aussi simple en parallele
gu’en séquentiel car il faut gérer les acces concurrents dans une implémentation distri-
buée. Dans ce qui suit, nous considérons dans un but simplificateur une gestion séquen-
tielle de la structure permettant de calculer les taches prétes (i.e. la liste) et de les affecter
aux processeurs inactifs. A défaut d’étre la plus performante sur un grand nombre de pro-
cesseurs, elle permet d’estimer précisément le surcodt lié a la gestion de I'ordonnance-
ment. Pour éviter de dédier un processeur a la gestion de cette structure, elle est stockée en
mémoire (virtuellement) partagée et accédée par les processeurs en exclusion mutuelle ;
I'exclusion est réalisée par un verrou global.

Théoréme 2 Soit un programme parallele dont I'exécution géneréches et ; dépen-
dances (transitions). Soif; le temps d’'une exécution séquentielle (sur un processeur)
et T, le temps minimal sur un nombre infini de processeurs. Alors, dans le cadre d’un
modele délai de communicatiai,peut étre ordonnance sut processeurs identiques en
tempsT,, borné par :

T
Ty < = + Too + O(n + ng +m).
m

Comme pour le théoreme 1, la preuve est basée sur la construction d’'un ensemble de
taches situées sur un chemin critique déhsPour contréler I'ordonnancement, nous
utilisons une structure globale, visible par tous les processeurs et accédée en exclusion
mutuelle grace a un verrou globaér r ou- gr aphe ; outre le graphé&-, cette structure
contient :
— lalisteL; des taches prétes (initialisée avec les tache&s de degré entrant nul) ;
— lalisteL; des processeurs inactifs ; a l'initialisation, seul un processeur (dizgns
est supposée artficiellement actif — il simule la terminaison d’une tache fictive —, les
autresm — 1 processeurs étant mis dabs
L'ordonnancement des taches est géré de la facon suivante : lorsqu’un progetseur
mine une tache (par exemple?, au top 0), il exécute les instructions pest-traitement
liées & suivantes :

(). Prendre le verrowerrou- gr aphe.
(if). Mettre a jourG en ajoutant les nouvelles taches créées et les dépendances associées.
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(ii). Mettre a jour la listeL; des taches prétes en ajoutant les taches successeurs immé-
diats det dont tous les prédécesseurs sont terminés.

(iv). Tant que (; # vide) et (L; # vide) faire
Enlever une tachg de L, et un processeyr de L; ;
Lancer I'exécution de&' surp’'.

(v). Si(L; # vide) alors
Enlever une taché
Relacher le verroner r ou- gr aphe;
Exécutert’ (sur le processeur)

(vi). sinon
Ajouterp a la liste des processeurs inactifs
Relacher le verroner r ou- gr aphe;

De maniére évidente, 'ordonnancement ainsi construit est admissible, i.e. ne viole aucune
contrainte de précédence da&nsSoitT,, le temps d’exécution avec cet ordonnancement
surm machines. En reprenant le schéma de la preuve précédente (théoreme 1), il s'agit
de borner les tops d'inactivitgotentielle Les tops{1, ..., 7}, } sont partitionnés en trois
sous-ensembleg, (activité),O (ordonnancement) dt(inactivité) de la fagon suivante :
— atout top dansi, tous les processeurs exécutent une tache, i.e. une instruction de
I'application.
— atout top dang), une instruction de post-traitement (i.e. gestion de I'ordonnance-
ment) est en cours.
— a tout top dand, la liste L; des processeurs inactifs est non vide mais aucune
instruction de post-traitement n’est en cours d’exéecution.
En remarquant que, lorsqu’un processeur est en attente du verrou, une instruction de post-
traitement est nécessairement en cours sur un autre processeur, il n’y a pas diéhs
de tops ou un processeur est en attente du verrou.

# A peut étre trivialement borné p%. L'exécution en exclusion mutuelle des instruc-

tions de post-traitement permet de borner facilergent En effet, une fois le verrou pris,

le post-traitement ne consiste qu’en la mise a jour des listes (les opérations de base sont
en codt constant) et au lancement de nouvelles exécutions éventuelles. Lorsque le verrou
est libre, le temps nécessaire a sa prise est borng. parsqu’il n’est pas libre, il existe
nécessairement un autre processeur en train d’exécuter une instruction de post-traitement
(éventuellement en train de prendre ou de relacher le verrou). Par suite, le nombre de tops
dans#0 est borné pa®(h(n + nq +m)) (i.e. la taille du graphe).

#1I est borné de maniere analogue a la preuve de Graham, en remarquant que lors-
gu’un processeur est inactif et aucun en cours de post-traitement, il existe nécessairement
une tache sur un chemin critique qui est en cours d’exécution. Par#£uite,T’,..

Pour concluremT,,, = m#0 + m#A+ (m — D)#1. Do T, < L+ T+ O(n+
ng +m). O

Le ratio(2 — 1/m) de Graham se retrouve directement dans le caé@u= 0.
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5 — Contréle du temps d’exécution et probleme BQ

Implémentation d’un algorithme de liste. En pratique, la gestion centralisée des
listes et 'acces en exclusion mutuelle est évité. D’'une part, le graphe est stocké de maniere
distribuée ; d’autre part, lorsqu’un processeur est inactif, il scrute les autres processeurs
pour trouver une nouvelle tdche a exécuter (on parle de “vol” de tache). Une telle stratégie
est analysée en moyenne d’un point de vue théorique dans [5, 33] et permet d’obtenir un
résultat similaire au théoreme 2.

5.3 Connaissance statique du graphe

Dans le cas ou I'on connait le GFD a la compilation on peut, dans le cadre de I'uti-
lisation du GFD comme modéle de programmation, retrouver le type de programmation
"MPI" ou le programmeur code lui-méme I'ordonnancement a travers son utilisation de la
localité des données et de I'ordre des calculs. On peut aussi calculer des ordonnancements
prouves efficaces, et qui éventuellement utilisent des modeles de machine non-triviaux.

5.3.1 Ordonnancement "trivial" et programmation "MPI"

On peut dans le cas ou on connait statiquement le GFD obtenir un code dont la perfor-
mance est équivalente a un programme MPI. La programmation par échanges de messages
implique que le programmeur explicite dans son code :

— le site d’exécution de chaque instruction;

— la date d’exécution au plus tét de chaque instruction.

Typiquement on programme une distribution cyclique des calculs ou encore un schéma
de type "ferme de taches". (C’est le cas par exemple de nombre d’applications d’algébre
linéaire comme le benchmark Linpack; les programmes de mécanigue ou chimie quan-
tique basés sur MPI, présentés dans le chapitre 3, recourent a ce type de programmation.)
L'efficacité de 'ordonnancement est justifié empiriquement ou grace aux caractéristiques
connues de I'application et de son GFD. Lavantage de cette programmation est égale-
ment de ne pas imposer au programme le surco(t du calcul de 'ordonnancement, puisque
celui-ci est "codé en dur" dans le programme méme. Ne subsiste que le colt éventuel de
la mise en oeuvre de l'algorithme d’ordonnancement. Notons que les environnements de
programmation comme Open-MP ne proposent également comme ordonnancement que
des stratégies cycliques ou de "ferme de processeurs".

Un environnement commeTAAPASCAN autorise également l'utilisation d’informa-
tions statiques sur le GFD de I'algorithme pour I'ordonnancer. On retrouve alors des per-
formances tout a fait comparables a celles d’'un programme Open-MP ou multi-threadé
(pour SMP) ou d’'un programme MPI (pour machine distribuée). Le surco(t, en général
faible, de 'ordonnancement est le méme dans les 3 environnements paralléles. La figure
(5.1) page 97, tirée de [18], présente les courbes de performance comparées entre une
factorisationLL! programmée en BPHAPASCAN et le méme algorithme de la librairie
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Exécution surt x 1 processeurs, taille des bloes100
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Figure 5.1 ComparaisorATHAPASCAN /Scalapack sur une machine SMP (factorisatidi?).

Scalapack. Les deux algorithmesHaPASCAN et ScaLapack sont identiques : La fac-
torisation est réalisée sans pivotage, la matrice est partitionnée en blocs de méme taille
100 et le méme placement cyclique bidimensionel des blocs sur les nceuds est effectué.
Les exécutions ont été effectuées sur un nceud SMP de la méme machine, une station
SUN sous Solaris 7, (localisé a I'Université du Delaware), chacune contenant quatre pro-
cesseurs Ultra Sparc Il cadencé a 250 MHz et 512 méga octets de mémoire. La puis-
sance de référence d'un processeur de cette machine est de 390 Mflops. La édiirbe *
ATHAPASCAN " a été obtenue en utilisantTNAPASCAN avec un processus UNIX et
quatre processus légers, la courlid.” ATHAPASCAN sansthread$ a été obtenue en
utilisant ATHAPASCAN avec quatre processus UNIX et la courlig* ScalLapack” a été
obtenue en utilisant Scalapack et quatre processus UNIX. On remarque que la version
d’ATHAPASCAN qui n'emploie pas les threads et est donc la plus comparable au pro-
gramme Scalapack a des performances tout a fait équivalentes; de plus, l'utilisation de
processus légers plutot que des processus UNIX pour exploiter un nceud SMP améliore
jusqu’a deux fois les performances obtenues.

L'utilisation du GFD n’impose donc pas de surcodt par rapport a une programmation
"statique” usuelle de 'ordonnancement. Par contre le modeleaPASCAN permet de
découpler I'expression de I'algorithme de son ordonnancement (Open-MP permet aussi
cela). Lutilisateur gagne donc en facilité de programmation; et il peut également em-
ployer des outils d’ordonnancement plus €laborés qui tireront tout leur profit des infor-
mations du GFD.
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5.3.2 ETF/ERT : ordonnancement statique glouton avec prise
en compte des communications

5.3.2.1 Performance des ordonnancements statiques sur modele délai

Les algorithmes théoriques d’ordonnancement les plus classiquement utilisés pour
prendre en compte des communications sont E&Hiest Task Firstou ERT Earliest
Ready Firs{29]. Ces deux ordonnancements sont de type liste. lls consistent a ordonnan-
cer la tache qui pourra commencer son exécution au plus tot (en prenant en compte les dé-
lais éventuels de communication) sur I'un des processeurs inactifd? Soif Py, . .., P, }
lesp processeurs. L'algorithme évalue donc, pour chaque cquple;) € R x P, la date
de demarrage de la tachesur le processeur;, en considérant les délais de communica-
tion ainsi que la date de disponibilité gde Soit(r;, p;) un couple associé a la plus petite
date de démarrage ; la tacheest alors ordonnancee sur le procesgeur

Le théoreme suivant évalue la performance d’'un tel ordonnancement sur le modele
délai proposé dans [29] : le temps de communication deots entre deux processeurs
est supposeé prendre: unités de temps ; on note,,,,. le maximum, sur tous les chemins
du graphe, du volume de communication cumulé sur un chemin.

Théoréme 3 [43] Si I'on néglige le colt de calcul et de realisation de I'ordonnance-
ment, tout ordonnancement de type liste assignant une tache préte sur le processeur qui
démarrera son execution au plus t6t conduit a un temps d’exéctijiomajore par :

T 1
T, < =+ (1 — =)Too + 7Crnaa-
p p

Il est a noter que la majoration utilise le fait que le graphe de flots de données est entiere-
ment connu, ainsi que les durées des taches et les volumes de communication. Cependant,
ces algorithmes peuvent aussi étre utilisés a la volée ; dans ce cas, Doreille établit une ma-
joration similaire I, < % +(1— },)Too +7Cmaz+ [18] (Crnas €St le volume maximum de
communications sur un chemin du graphe légerement modifié : pour chaque tache le vo-
lume de données entrant par un arc est aligné sur le plus grand volume de données entrant
dans cette tache). Par ailleurs, le colt du calcul de I'ordonnancemengest) [29].

L'environnement AHAPASCAN permet d'utiliser ce type d’ordonnancemeanitexé-
cution pour la classe des programmes ou seule la tadche racine crée d’autres taches (les
autres créations de taches sont alors dégénérées en exécution séquentielle). Un ordonnan-
cement statique peut alors étre calculé a partir du graphe généré apres I'exécution de la
tache racine. Cet ordonnancement fournit un placement et un ordre d’exécution de toutes
les taches du graphe. Ainsi le placement des taches peut étre connu par tous les proces-
seurs en début d’exécution.

Ce modele d’exécution est surtout adapté aux applications pour lesquelles le graphe
de flot de données (et donc le parallélisme de I'application) peut étre décrit de maniére
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fine a partir de I'exécution d’'une petite partie du programme sur les données en entrée.
Notons cependant qu’il peut étre facilement étendu aux applications dans lesquelles le
parallélisme est décrit par phases (succession de phases de description du parallélisme
séparées par des phases d’exécution).

L’exécution du programme est alors divisée en quatre étapes distinctes :

(). Exécution de la tache racine, qui va générer le graphe de flot de données comme
décrit dans la section.

(if). Calcul d'un ordonnancement statique de ce graghfournissant un placement des
taches sur les: processeurs et un temps d’exécution du graphe>).

(iii). Diffusion de ce graphe et du placement des taches sur les processeurs. Une copie
du graphe est alors présente sur chaque processeur.

(iv). Interprétation du graphe et exécution des taches de ce graphe.

La derniére étape utilise activement le fait que le graphe est dupliqué sur chaque pro-
cesseur. La figure 5.2 montre un exemple simple de I'exécution sur deux processeurs
d’'un graphe contenarit taches et un objet partagé. Sur le procesdela tachet; est
préte mais comme elle a été placée sur le procegselle est retirée du graphe sans étre
exécutée. Le flot de données arrive alors sur le nagugli attend la version de I'objet
modifiée part; avant de devenir prét. Sur le processgula tachet,; est exécutée puis
retiree du graphe. Le flot de données arrive alors sur le ngeqgdi devient prét. Il est
alors possible en regardant les sites d’exécution des taches branchegslswoir que
le processeur a besoin de la version de I'objet partagé pour exéaytdre processeut
peut alors immédiatement apres la terminaison, cenvoyer les valeurs de la version de
I'objet sur le processeur. Le méme mécanisme est appliqué lors de la terminaison de
Le processeur peut alors immédiatement envoyer au processdarvaleur de la version
de l'objet.

5.3.2.2 Mesures obtenues sur la factorisation de Choleski

Mathias Doreille [18] a mesuré les performances obtenues sur la factorigdiicen
environnement distribué (sur IBM SP1). La figure (5.3) page 100 présente les courbes de
performance comparées entre une factorisafibhprogrammée en PHAPASCAN et le
méme algorithme de la librairie ScalLapack.

L'algorithme d’ordonnancement ici utilisé est un placement cyclique bidimensionnel.
On retrouve le bon comportement du programmmel APASCAN par rapport a ScaLapack
déja obtenu sur SMRA. figure (5.1)). Les ordonnancements ETF et ERT ont également
éte testés et ETF se révéle Iégérement meilleur que le placement cyclique.

L'utilisation de ces algorithmes est ainsi validée expérimentalement dans I'environ-
nement AHAPASCAN . La section suivante présente I'accélération obtenue par le pro-
gramme AHAPASCAN implémentant I'algorithme IRA, pour des exécutions sur archi-
tecture a mémoire partagée.
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Figure 5.2
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5.4 Application: BQ en A THAPASCAN sur SMP

Le programme AHAPASCAN présenté dans la section 4.3.1 du chapitre 4 peut bien-
§8'6 étre ordonnanceé selon les techniques présentées dans ce chapitre.



Application : BQ en ATHAPASCAN sur SMP - 5.4

La figure (5.4) page 101 présente I'accélération obtenue sur le programare A
PASCAN de calcul de valeurs propres par l'algorithme IR#. Gection 4.3.1), sur une
machine SMP a 4 processeurs. Chaque nceud est un Pentium-Pro, cadencé a 200 MHz et
disposant de 256 Mo de mémoire. Cette architecture, certes déja agée pour le calcul inten-
sif, sert néanmoins a illustrer les performances que le progranTmAe@RASCAN permet
d’envisager.

T T
Cyclic, main —+—
Cyclic, thread ---x--- ;
Random, main ---*--- g’
7 + Random, thread @ e

\\
09X

4 - Acceleration

N
\
X
SN

Nombre de threads
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figure 5.4  Accélération du programme IRA, sur un quadriprocesseur, en fonction du nombre
de threads utilisés pour ordonnancer les taches de calcul. Sont présentées les
accélérations pour 2 ordonnancements (cyclique et aléatoire), et dans chaque cas
on donne les performances du programme total (main) et de chaque thread.

Deux algorithmes d’ordonnancement sont ici présentés : le premier affecte les taches
prétes de facon cyclique sur les 4 processeurs. Le second les affecte de facon aléatoire.
Pour chaque ordonnancement, deux courbes sont données :

— l'accélération du programme total (main). Il va de soi que pour les deux ordon-
nancements elle stagne a partir de 4 threads puisque seuls quatre processeurs sont
disponibles;

— l'acceéleration mesurée dans chaque thread qui participe au calcul, c’estfa/dife,
ouT," estle temps d’exécution maximum parmi fethreads qui s’exécutent. Pour
les deux ordonnancements proposés on constate que I'accélération est linéaire en
ce qui concerne les threads : on peut donc attendre un bon comportement du pro-
gramme AHAPASCAN sur un SMP disposant de plus de noeuds.

On remarque que I'accélération, en valeur absolue, culmine pour le programme total

autour del .8, soit une efficacité de moins @de> en tenant compte des 4 noeuds de calcul.
Un benchmark paralléle NAS, basé sur Open-MP, obtient cet ordre de grandeur sur cette
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machine, sur un algorithme de gradient relativement proche du type d’opérations effec-
tuées par IRA. L'utilisation de la librairie PAPI ([10]) dans le cadre du travail de M. Pillon

a permis d’associer cette faible performance a une saturation des acces au bus mémoire
sur ce type d’application, sur cette machine déja vieille.

Sur cet exemple on n’observe pas de différence significative entre les deux algorithmes
d’ordonnancement proposés. Au niveau de I'accélération mesurée sur un thread, la per-
formance est néanmoins légerement meilleure avec I'ordonnancement cyclique.

En conclusion de ce chapitre nous avons présenté plusieurs stratégies d’ordonnan-
cement, statiques et dynamiques, pour machines a memoire partagée et machines a mé-
moire distribuée, pour lesquelles I'analyse du flot de données permet I'obtention de per-
formances théoriquement bonnes. Des expériences menées par M. Doreille illustrent la
possibilité qu'apporte I'environnementrAAPASCAN d'utiliser ces algorithmes pour ob-
tenir de bonnes performances. Notre expérimentation sur SMP avec le programme IRA
semble prometteuse pour les performances des versions distribuées.
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Des ordonnancements efficaces en temps ont été décrits dans le chapitre précédent.
On s’intéresse dans ce chapitre a des ordonnancements qui, tout en garantissant un temps
d’exécution optimal, limitent la consommation mémoire du programme.

Le Graphe de Flot de Données (GFD) définit un ordre partiel sur les taches de l'al-
gorithme qu’il décrit. Une exécution d’un programme qui implémente ce GFD superpose
a cet ordre partiel un ordre global, compatible avec lui. Cet ordre global peut étre défini
par le programmeur. C’est par exemple le cadre proposé par I'environnement Cilk [6],
qui repose sur un ordre sequentiel d’exécution en profondeur d’abord. Un ordonnance-
ment glouton au plus prés de cet ordre séquentiel permet alors d’envisager des bonnes
performances en temps et en mémoire.

L'autre approche que nous proposons consiste a calculer automatiquement un ordre
séquentiel total respectant I'ordre local, qui optimise I'allocation mémoire. Minimiser la
mémoire sur des exécutions paralléles n’est pas intéressant puisque d’'un ordonnancement
parallele optimal en mémoire on déduit simplement un ordonnancement séquentiel opti-
mal en mémoire : I'optimum en mémoire calculé en paralléle est donc forcément supérieur
ou égal a 'optimum en mémoire calculé en séquentiel. Une fois un ordonnancement sé-
guentiel calculé qui donne un espace mémoire minimal on peut ordonnancer en parallele
les nceuds du GFD en suivant au plus prés cet ordre séquentiel optimal.

Pour calculer I'ordre séquentiel optimal on doit annoter le GFD, selon un modéle
d’exécution tenant compte de la mémoire. On peut ensuite envisager des algorithmes ou
des heuristiques permettant le calcul du meilleur ordonnancement.

Ce chapitre présente tout d’abord un état des lieux des langages basés sur une exécu-
tion séquentielle : Cilk et Nesl pour les graphes série-paralléles (sections 6.1.1 et 6.1.2)
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et la généralisation proposée par Blelloch/Narlikar. Ces deux approches imposent au pro-
grammeur le choix d’un ordre séquentiel de référence. La section 6.2 propose un modele
de programmation paralléle avec annotation du GFD pour tenir compte de la mémoire,

qui permet de calculer un ordonnancement séquentiel optimal en mémoire. La section 6.3
explique ce calcul et sa complexité pour 'ordonnancement glouton basé sur cet ordon-
nancement. Enfin nous montrons sur MP2 comment I'analyse du flot de données permet
des ordonnancements efficaces en mémoire, en séquentiel et donc en paralléle.

6.1 Techniques de contrble de I'explosion
meéemoire des programmes paralléles

Cette section présente les solutions qui existent pour controler le colt en mémoire
d’'un programme parallele. On peut commencer par restreindre la classe de graphes que
I'on ordonnance. Dans le cadre des programmes série-paralléle un algorithme d’ordon-
nancement basé sur du vol de travail permet de borner le surcolt en mémoire dd au pa-
rallélisme (6.1.1). Plus généralement, on peut définir une classe d’ordonnancements des
programmes représentés sous forme d’un graphe orienté acyclique (DAG), qui garantit un
surcolt enS; + O(pTy)- (6.1.3). Cette classe d’ordonnanceurs repose sur un ordonnan-
cement séquentiel du DAG et son espace ménfgire

6.1.1 Restriction de la classe des programmes aux graphes
série-paralléle

Une premiére approche pour contrdler le comportement mémoire des exécutions pa-
ralleles d’'un programme est de restreindre le type de parallélisme utilisable par le pro-
grammeur. Un exemple de langage ayant cet objectif est (3% 6], langage destiné a
la programmation des machines paralléles a mémoire partagée dont le développement a
débuté en 1993 au MIT. C’est une extension du langage C qui offre des primitives pour
I'expression du parallélisme de contrdle par création explicite de taches. Un modéle de
colt, permettant de garantir les efficacités en temps et en consommation mémoire, est
associe au modele de programmation.

La description du parallélisme se fait a I'aide du motsj@wn placé devant un appel
de fonction, comme illustré figure (6.1)(a) page 105. Conceptuellement, lors de I'exécu-
tion du programme, une tache sera créée pour évaluer cette fonction. La sémantique de
cet appel differe de celle de I'appel classique d’'une fonction au sens ou la procédure ap-
pelante peut continuer son exécution en paralléle de I'évaluation de la fonction appelée au
lieu d’attendre son retour pour continuer. Cette exécution étant asynchrone, la procédure
créatrice ne peut pas utiliser le résultat de la fonction appelée sans synchronisation. Cette

1La page officielle du projet est maintenue a I'url suivartigp:://supertech.lcs.mit.edu/cilk/
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synchronisation est explicite par utilisation de I'instructsymc. Cette instruction a pour

effet d’attendre la terminaison de toutes les fonctions appelées en paralléle par la fonction
mere avant caync : le parallélisme exprimé est donc de type série-paralléle (en tenant
compte du fait que la tache mere s’exécute en concurrence avec ses filles, jusqu’a ren-
contrer l'instructionsync), comme illustré figure (6.1)(b). Les taches soeurs créées sont
supposeées indépendantes : il y a donc risque de concurrence sur les accés a la mémoire
partagée, concurrence qui doit étre gérée par I'utilisateur.

cilk int fib( int n)

if( n<2)
return n;

el se { , ()
int x, y; : flb(z)/o
x= spawn fib( n : V
d

(n-1); : .
y= spawn fib( n-2); : £ib (1)

(~
1O
, return( x+y ); N O\ £ib (0)
i)
&

} . \ ’ ’
: : ’
. - . ’
’

cilk int main( int argc, char** argv ) : - s
{ ; ~-__ | V4
int n, or; 3 =®

n= atoi( argv[1] ); ‘ »
= creation

r= spawn fib( n); :
p ( ) . O procédure O tache - - - > continuation

sync, — — —= dépendance
printf( "fib(%)=%\n", n, r );
return O;

(a) | (b)

Figure 6.1 Calcul dun-ieme nombre de Fibonacci en Cilk.
En (a), dans le code Cilk, I'expression du parallélisme se fait en créant une tSighe
a la place d'un classique appel de fonction. L'instructymcpermet d’attendre la
terminaison de toutes les taches créés par la procédurébigi-1) et fib(n-2). En (b), le
graphe d’exécution d'un appelfib(3) est représenté. Ce graphe est forcément de type
série-paralléle du fait de la synchronisation globale sur la fratrie effectuée par
I'instruction sync

Au modéle de programmation Cilk est associé un modéle de co(t [5]. En plus des
grandeurs déja définies en 4.1.2 page 69, chaque programme est caractéfigélaar
consommation mémoire de I'exécution sur un seul processeur lors d'une exécution en
profondeur du graphe de taches. Les taches définies par I'utilisateur sont ordonnancées
dynamiguement sur les processeurs par un algorithme de type liste, eyopleistealing
qui fonctionne par vol de travail : lorsqu’un processeur devient inactif, il tire au sort un
autre processeur, la victime, a qui il va voler une tache préte a étre exécutée. L'implan-
tation de cet ordonnanceur garantit que la durée d’exécdfjoiun programme (qui
n’utilise pas de variables d’exclusion mutuelle) sur une machmpracesseurs et que la
consommation memoirg, seront telles que :

T
T, = ;1+(’)(Too),
Sp S pSI
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Le codt de I'ordonnancement est de I'ordre du nombre de requétes de vol [7], donc de
'ordre de O(T,,) qui est considéré faible devaﬁlt. Une technique de compilation fine
[23] permet de placer tout le surcolt d’ordonnancement lors des vols.

6.1.2 Ordonnancement au plus pres d’'un parcours en
profondeur d’abord

Dans [2], une autre approche est proposée : En se basant sur un ordre séquentiel de
référence, limiter les taches du GFD ordonnancées selon un ordre difféerent afin d’évi-
ter de faire exploser I'espace mémoire utilisé. Lordonnancement séquentiel de référence
propose est le parcours en profondeur d’abord du graphe.

Selon cette techniqué, reste le méme mais
Sp =51+ O0(pT).

Cette nouvelle borne est meilleure dans les cag'Qu= 0(5;), ce qui est le cas par
exemple des problemes déC. Néanmoins I'ordonnanceur en ligne utilisé souffre de
plusieurs défauts : il impose des surcodts d’ordonnancement trop importants. De plus, il
est synchrone et ignore la localité des calculs dans I'ordonnancement qu’il calcule. Nous
présentons dans cette section le langage Nesl, qui permet au programmeur I'expression
d’un parallélisme série-paralléle avec cet ordonnancement.

NESL? est un langage de type fonctionnel qui permet d’exploiter un parallélisme de
données de type série-paralléle. Il a été développé au tout début des années 1990 a l'uni-
versité de Carnegie Mellon (le langage est toujours maintenu mais la derniere version date
de novembre 1995). Le projet Scandal en est I'héritier.

La génération du parallélisme se fait en appliquant une méme fonction sur une se-
guence de valeurs : la fonction sera appliquée en paralléle sur chacun des éléments de
la séquence, comme illustré figure (6.2)(a). C'est un parallélisme de données de type
SPMD. Un autre moyen de générer du parallélisme est d'utiliser des fonctions prédéfinies
par le langage, fonctions paralléles qui operent sur une séquence dans son ensemble : par
exemple le calcul de la somme, du tri ou la recherche du minimum. Tous ces appels sont
synchrones, le programme ne passant a I'instruction suivante que lorsque le résultat a été
entierement calculé, c’est-a-dire lorsque toutes les fonctions paralléles générées ont été
terminées; le parallélisme généré est donc de type série-parallele, comme illustré figure
(6.2)(b).

Les taches créées lors de I'exécution sont insérées dans un graphe de flot de données
comme illustré figure (6.2)(b). Un modele de colt est associé au modele de programma-
tion, en définissant cette fols, I'espace mémoire requis par une exécution séquentielle,

2La page officielle du projet dans lequel est développé le langage NESL est maintenue a I'url suivante :
urlhttp ://www.cs.cmu.ed&tandal/nesl.html
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£1b(3)
£ib(2) 0 £ib (1)
function fib_nesl( n )= © EAb(1)_pANL £ib (0 : O
if n<2 then 3 Q {30 /
. N /
n : . /
el se ; N : )/ : J/
let r={ fib_nesl(x)~: : Ny f /
xin[n-1, n-2] } : [Q]r : /
inelt(r, 0) +elt(r, 1); ‘ !
O.. o
function main( n )= } RIS _—
let r=fib nesl( n) in ; S
print_string( "fib(" ++ @ ++ ‘ [ \/ 1r
=+ @ ) v
O
O e m i L3O
— — —> résultat [] séquence synchronisante
() (b)

Figure 6.2 Calcul dun-ieme nombre de Fibonacci en NESL.
En (a), dans le code NESL, I'expression du parallélisme se fait en appliquant une fonction
sur une séquence a l'aide de la constructigpply-to-Each{ f(z) : x in seq }. Le résultat
de cet opérateur est une nouvelle séquence obtenue en appliquant la fonction fib a chacun
des éléments de la séquence initiale. La fonction elt() retourne un élément d’'une séquence
et 'opérateur tranforme un nombre en une chaine de caracteres. En (b), le graphe
d’exécution d’un appel a fib(3) est représenté. Ce graphe est forcément de type
série-paralléle, les taches méres étant synchronisées sur les séquences produites par les
taches filles.

cette exécution correspondant a un parcours du graphe en profondeur d’abord (en parcou-
rant les taches filles selon leur ordre de création, c’est-a-dire de gauche a droite dans les
représentations classiques du graphe). Pour I'exemple de FiboSaegi.

Les processeurs sont associés aux nceuds de ce graphe dynamiquement et par étapes :
régulierement un nombre fixg [og p, afin de permettre le recouvrement du co(t d’ordon-
nancement) de taches prétes sont affectée qugcesseurs de la machine. Le nombre
d’étapes de cet algorithme d’ordonnancement peut étre majoré, ce qui permet de garantir
les résultats suivants pour la durée d’exécufigret la consommation mémoirg, de
toute exécution sur une maching arocesseurs :

T
T, O (—l—i—Toologp)
p

S, < O(S)+ Twplogp)

IN

L'implantation de cet ordonnancement est basé sur un algorithme probabiliste, les per-
formances en temps sont donc obtenues avec une forte probabilité. Pour des programmes
générant suffisamment de parallélisme, c’est-a-dire pour Ies%ﬂeﬁsTOO etsS; > T,

les performances obtenues sont & un factedn(1) des optimales. Le nombre de taches
creees est limité par une technique de création paresseuse [49, 4] ce qui permet d’expri-
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mer des taches de durée trés petite au niveau du code source de I'application sans que cela
soit pénalisant pour les performances a I'exécution.

6.1.3 Langages avec variables de synchronisation

Ces deux résultats sont obtenus dans le cadre des graphes série-paralléles. Blelloch,
Narlikar et al. proposent dans [3] une généralisation de ce dernier résultat au cas des
langages avec variables de synchronisation. En conservant les notations de la section pré-
cédente et en définissante nombre de synchronisations (c’est-a-dire le nombre d’acceés
a des variables de synchronisation a assignation unique), I'algorithme Async-Q propose
un ordonnancement en ligne du GFD, qui respecte les bornes suivantes sur une machine
PRAM ap processeurs :

T, | T
O(—+ % + Too log(pTix)),

Sy, < S+ 0T log(pTy))-

T,

p

Async-Q est de plus asynchrone et peut étre implémenté efficacement.

Il reste basé sur un ordre séquentiel de référence qui est le parcours en profondeur du
GFD, en retardant I'exécution des taches qui effectuent des grosses allocation en mémoire.
De la sorte on évite de les exécuter t6t (et donc potentiellement en parallele).

L'inconvénient de ces solutions est d'imposer, par un mécanisme d’ordonnancement
qui est fondé sur lui, un ordre séquentiel global sur le GFD. La fin de ce chapitre propose
de garder un ordonnancement paralléle basé sur un ordre global séquentiel de référence,
mais en laissant libre le programmeur (ou I'environnement de programmation) de le cal-
culer.

6.2 Intérét de la représentation par le Graphe de
Flot de Donneées pour prendre en compte la
mémaoire

Cette section décrit le modéle d’exécution basé sur une annotation du GFD pour te-
nir compte de la mémoire dans I'ordonnancement. Nous commencons par décrire deux
modeles déja existants avant de présenter notre modeéle basé sur le GFD.
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interet de la representation par ie Grapne de Fiot de ponnees pour prendre en compte la
mémoire — 6.2

6.2.1 Exemples de modeles
6.2.1.1 Le modéle de Simpson et Burton

Un modele d’exécution basé sur un graphe de dépendance ne prend en compte que
les taches et définit sur elles un ordre partiel. Pour y ajouter la mémoire, dans le cadre de
graphes série-paralleles, Simpson et Burton [59] proposent de définir sur le graphe deux
fonctionsnet ethigh. lls les construisent récursivement : sur un neeud

(). net(n) renvoie la quantité de mémoire allouée par la tache, moins celle libérée ;
(i). high(n) renvoie la mémoire maximum utilisée par la tache au cours de son exécu-
tion.

Il faut également les regles de calcul pour passer des nceuds au graphe. Etant donnée la
deéfinition récursive d’'un graphe série-parallele, les auteurs donnent les regles de calcul
denet ethigh lors de la composition d’un grapli¢ par composition série de deux sous-
graphes?; etG, (G = G, + Gs) et par composition parallel&(= G, ||Gs) :

net(G1 + Gz) = net(Gl) + Het(Gz) )
net(G1]|G2) = net(Gy) + net(Gs) ;

high(G,]|G2) = max (high(G; + G3), high(Gy + G1)) .

Avec cette modélisation de la mémoire les auteurs peuvent calculer récursivement I'es-
pace mémoire requis par une exécution séquentielle en profondeur d’abord du graphe
série-paralléle et 'utiliser pour 'ordonnancer en paralléle.

6.2.1.2 Le modéle de Blelloch/Narlikar

Dans le cadre de I'ordonnancement d’'un programme paralléle avec variables de syn-
chronisation, et donc d’un DAG qui n’est plus forcément série-paralléle, Blelloch et al.
proposent un modele d’exécution prenant en compte la mémaoire [3].

A chaque nceud du DAG est associé un couple d’entiers :

— n(v), le "bilan", en terme d’espace alloué par la tache. C’est la différence entre le
total de I'espace alloué et le total de I'espace libéré par la taghe peut donc étre
négatif;

— h(v), 'espace maximum requis au cours de I'exécution de la tache.

En notantV; I'ensemble des taches en cours d’exécution aui tefpC; I'ensembles des
taches qui terminent a un tgp< 7, la mémoire requise pour I'exécution d’'un programme
an, entrées selon 'ordonnancement défini parlgg = 1... N, est :

Sy =n. + [max Z n(v) + Z h(v)

=1...N
veC; veVi\Ci

109



6 — Contrble de I'espace pour MP2

La premiere sommation représente la mémoire qui est en cours d’allocation par la suite
de taches qui ont été ordonnancées a I'instars deuxiéme est un majorant sur I'espace
requis par les taches en cours d’exécution a cet instant.

Les modéles de Burton et de Blelloch/Narlikar permettent de tenir compte, de facon
abstraite, de la mémoire pour ordonnancer efficacement un grapR@PASCAN pro-
pose un environnement concret qui permet, pour toute application, de calculer a la volée
le GFD sur lequel on peut appliquer le type de travaux exposeés ci-dessus. La suite de ce
chapitre propose donc une solution pour adapter le GFD afin de prendre en compte la
mémoire et d’obtenir ainsiia ATHAPASCAN des programmes efficaces en temps et en
mémoire.

6.2.2 Graphe de Flot de Données et espace mémoire

Par définition les données sont codées dans le GFD et on peut donc naturellement
annoter le graphe avec I'espace mémoire qu’elles occupent. Pour tout nceud denhnée
V4 on note M(v) le volume mémoire que la donnée occupe. C'estde au sens de
la section précédente. On n’affecte pas de volume mémoire aux taches de calcul elles-
mémes : on considere que la pile locale a chaque tache est de taille bornée. Les nceuds
"taches" du GFD ajoutent donc un volume constant d’occupation mémaoire.

L'intérét du GFD est de pouvoir prendre en compte les opérations de diffusion et de
réduction des données de maniére plus fine qu’'un graphe de précédence. De méme que
[18] et [24] I'utilisent pour borner le volume de messages nécessaire a un ordonnancement
optimal en temps, nous proposons donc de tirer parti des dépendances entre les nceuds
données et les nceuds taches du GFD pour affiner le modele de mémoire en précisant les
dates d'allocation et de libération de la mémoire requise par les données.

Annotation des arétes. Le GFD permet un controle fin des allocations et libérations
mémoires pour chaque type d’acces a une donnée : lecture ; écriture ; lecture concurrente ;
écriture concurrente ; lecture-écriture. On va donc associer a chaque: aBtee une
donnéev € V, et une tache € V; un poidsw(a) qui quantifiera I'action sur la mémaoire.

Lecture. v € V; une fois lue par une tachg la place gu’elle occupe en mémoire
partagée peut étre libérée. On associe donc un peids = —M(v) a l'arétev — .
Le signe— exprime la libération de la mémoirket (v) qui était occupée par.

Ecriture. C’est le cas symétrique du précédent : une tackerit la donnéev. Elle
doit donc allouer de la mémoire partagée : on associe un pgids= M (v) a l'aréte
t— .
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Lecture concurrente. Plusieurs taches € V;,i = 1...R accédent en lecture a

la donnéev. Différencier les arétes; = v — t; permet de définir a quel moment la
mémoireM (v) peut étre libérée : quand la derniére tache (selon I'ordonnancement choisi)

a effectué l'acces. Les acces des autres taches ne modifient pas I'état de la mémoire. On
note donc; I'indice de la derniere tache a effectuer 'acces, et on pose :

w(v — t;,) =-M(v);
wv—t) =0,Yiel...R,i#i.

Ecriture concurrente. De méme que pour les écritures concurrentes on peut fixer
exactement quelle tache € V, parmilesi € 1...W qui accedent une donnéeen
ecriture concurrente va effectuer I'allocation de la mémoire nécessaire : la premiere a
effectuer I'écriture, selon I'ordonnancement choisi. En notfaitindice de cette tache,

on pose donc :

w(tio — U) = M(U) 3
’U}(tz —>U) :O,Vl S ].R,Z?élo

Lecture-écriture.  L'acces en lecture-écriture ne permet que la modification de la mé-
moire pointée par la donnée. Une arétev <— ¢ porte donc un poidsi(a) = 0.

Annotations des taches. On peut alors définir 'espace mémoire requis par un noeud
tAchet du graphez = (V,T') : soit 'ensembleR, des arétes exprimant une lecture d’'un
nceud donnéd part. R, est 'ensemble des prédécesseurs dansG. Et soitlV, I'en-
semble des arétes exprimant une écrituretgansemble des successeurg)délors on
pose :

M(t)y= > Mla).

ac R UWy

6.3 Calcul de 'ordonnancement séquentiel
optimal d’'un GFD

Muni de ce modele d’exécution on peut calculer 'ordonnancement séquentiel du GFD
optimal en mémoire.

6.3.1 Formalisation du probleme d’optimisation

Soit un ordonnancement sequentiel des ta¢hedu graphe (dans le cadre sequentiel
il suffit de fixer un ordre d’exécution des taches@@our ordonnancer tout le graphe),
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6 — Contrble de I'espace pour MP2

ouo estune permutation dd, ..., n}. On noteV; 'ensemble des taches prétes autpp
c’est-a-dire celles dont les prédécesseurs ont été ordonnancées a<un top (au top

V1 contient les les noeuds de degré entrant nul). On peut alors définir 'espace mémoire
requis par cet ordonnancement :

On cherche donc 'ordonnancementiui minimise& (o). Ce probléme sera noté Min
dans la suite.

6.3.2 Complexité du probléme

Cette section montre que le probleme d’optimisation ci-dessus est NP-dur. Pour cela
on commence par se ramener au probleme de décidabilité qui lui est polynomialement
NP-réductible ¢f. [25] chap. 5) : étant donné le GFG = (V, F) annoté comme il
est décrit ci-dessus et un entigf, existe-t-il un ordonnancement et des ensembles
R, Wii=1...n,telsquef(o) < M ?

On définit le probleme MRS (Minimum Register Sufficiency) ainsi : étant donné un
graphe orienté sans circuit = (V, E') et un entier naturek’, existe-t-il un calcul de&~

utilisant au plugk registres, c’est-a-dire une numérotatignu,, . . ., v, des nceuds dg
(n = |V]) et une suiteSy, Sy, . . ., S, de sous-ensembles dle chacun tel ques;| < K,
tels que :
- S() - @1
— S, contient tous les nceuds de degré entrant nul;
—-Vi=1...n:
- v; €5;;

- Si\{vi} C Si_1;
— S;_1 contient toutes les nceudsels que(v;, u) € E.
Ce probleme est NP-complet ([25]).

Pour montrer la NP-difficulté de M#, il suffit de montrer gue MRS s’y réduit po-
lynomialement : MRS<\p MinS;, c’est-a-dire que si 'on se donne un oracle résolvant
MinS;, on sait resoudre MRS en temps polynomial.

La preuve de la réduction est directe : étant donné un graphe orienté samg£ituit
un entier naturek’, on construit le graph&’ formé des noeuds et des aréteg{avec
I'ajout pour chaque noeudd’un nceud’ et d’'une aréte — t' de poidsl. Le nceud’
est un noeud "donnée" accédé en écriture par le nceud "tadd@fisG’' chaque aréte a
ainsi le poidsw(a) = 1 ouw(a) = 0 (pour les arétes d&\G"). La construction d&' se
fait en temps linéaire par rapport a la taille@eL oracle permet la résolution de M
en temps polynomial sux’.
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Si la réponse est positive alors I'ordonnancement des taches ave€(o) < K
définit V. ensemble$;,i = 0... N —1 de taches prétes au tap toutes (par définition de
G") de poidsM(t) = 1, donc en nombre inférieur ou égaka En notants; def Vn_i,i=
0...N —1,etS, def (), on a bien quesy = 1} contient les taches de degré entrant nul;
gue Sy est vide. Numérotons également les taches "a I'envers" :v§<$f toy .- PAr
définition, les successeurs d’'une ta¢toedonnancée au topseront dang’;,; et doncs;
vérifie la derniére propriété également.

CommeVy_; contient forcément la derniére tdche ordonnarigge,, par définition
vy € S;1. Eten supposant que € S;, alors soitv; ;; est un prédécesseur deet alors par
définition,v; ., était dansS; ; ; soitv; ., était déja préte avant quene soit ordonnancée,
mais alors elle était déja forcément da#)s;. Dans les deux alternatives on a la méme
conclusion w;,; € S;;1. Par récurrence on conclut dond:; v; € S;.

La derniere propriétés;\{v;} C S; i, est évidente car une tache préte au pkes
reste au pas+ 1.

La numérotation; et les ensemblelg; sont donc solution du probleme MRS.

Si la réponse est négative la preuve ci-dessus montre que la numérotation deman-
dée pour MRS n’est que I'ordonnancemerde MinS,, surG’, a I'envers. Si la réponse
est négative pour ce dernier, il ne peut donc y avoir de numérotation qui satisfasse MRS.

On a donc en temps polynomial une réponse a MRS qui utilise un oracl€, Mie
qui établit la réductibilité et donc que M#q est NP-dur. O

Enfin, étant donnée une solution au probléme $4iril est trivial de parcourir lesv
noeuds dé&- et de calcule€ (o) en temps linéaire, afin de vérifier la propri€te) < M.
Ceci prouve que Mifi; est dansV P.

MinS; est donc NP-complet. O

6.3.3 Heuristigues de résolution et calcul de I'espace
minimum

Heuristique. Dans [36], Kleinet al. proposent une heuristique pour déterminer le
nombreS(n) de registres nécessaires a I'ordonnancement d'un gréphe taches en
temps polynomial, ave§(n) = O(S*(n)log®n), ol S*(n) est le nombre minimal de
registres nécessaires.

Etant donnée l'interdépendance montrée ci-dessus entrs; MirMIRS, I'heuristique
de Klein permet de calculer, en temps polynomial, un ordonnancement séquentiel en mé-
moire & un facteulog® n de I'optimal.
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Calcul de I'espace optimal. Si I'on veut calculer exactement I'espace optimal, on
peut utiliser la borne supérieure obtenue par I'heuristique de Klein et la combiner avec
un algorithme de recherche exhaustive, type Branch and Bound, qui utilisera la borne
heuristique pour élaguer fortement I'arbre de recherche. On peut également contraindre le
temps de parcours arborescent en décidant de ne pas chercher I'optimal mais simplement
de parcourir les solutions jusqu’a amélioration de la borne de I'heuristique.

6.4 Application : flot de données de MP2 et
ordonnancement

Cette section illustre sur MP2 le calcul du GFD et les divers ordonnancements que
I'on peut envisager afin de minimiser la mémoire requise. Le calcul selon Rdple (
chapitre 3, section 3.3.2.1 page 58) propose en fait un ordonnancement des différentes
étapes du calcul de MP2 : a l'aide d’un parametre (la taille des sBdaxprogrammeur
peut régler le taux de recalcul en fonction de I'espace mémoire dont il dispose.

L'approche par analyse du GFD permet de généraliser ce systéme d’ordonnancement,
en prenant en compte la mémoire comme expliqué dans les sections ci-dessus. Nous com-
mencons dans la section suivante par étudier la granularité du probleme MP2 afin de défi-
nir les taches du GFD. Pour cela nous utilisons une réécriture matricielle de I'algorithme.
Nous montrons ensuite comment ordonnancer le GFD obtenu afin d’étre efficace en me-
moire.

6.4.1 Analyse du flot de données de MP2

Le premier choix a faire est celui de la granularité du programme parallele. On décide
de ne pas se placer au grain le plus fin, mais a celui d'un bloc d’'ERI. Cela permet de
travailler sur des matrices, pour lesquelles des outils numériques standards existent qui
garantissent des implémentations aux performances quasiment optimales en séquentiel.
Les transformations se réécrivent naturellement comme des produits matriciels.

6.4.1.1 Reformulation de MP2

Dans toute la suite on utilisera des matrices de matrices (ou supermatridesst
une matrice réelle &,. Ny, lignes etN,..N,. colonnes, décrite comme une matrice de
N; x N, blocs de tailleN,, x Ny. On notera quéll est de taille[N;N.]|(NyNy.), et
on noteraM, g,i,;) le ccefficient d'indice(c — 1)N + 4, (8 — 1)N + j, i.e. I'élément
(1,7)(1 <7 < Ny, 1 < j < Ny) dubloc(e, 5),1 < a < N;,1 << N.dell.
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Le calcul MP2 utilise donc comme entrées une matfitele taille [NN]J(NN) ‘avec
MP\,U],(M,V) =< uv | Ao > .

Une instruction comme celle de la ligne 12 se réécrit
Viel, VA\o€L, M, ZCOW

= (CO [/\70-])7:71/7
c'est-a-dire que M}, ,; = CH My ), €M est{NN](ON). La transformation — a se
réécrit de méme comme le prod oli(ia) = (M[MCV). ,Viel, V\oeclL,ou
M" est une matric@VN|](OV'). On a donc directement : ’
M[,;\,a] = CtOM[/\ya]CV V)\, c=1...N.

Ceci se réécrit encore en terme de supermatrice. On définit la mEW¥is&ON) C,
dont seuls les blocs diagonaux sont non-nuls et valent tous la mafsice tailleO x N.

On se donne aussi la matri€g de taille[ N N](NV') dont seuls les blocs diagonaux sont
non-nuls et valent tous la matriég, de taille N x V. On obtient alors

= 66 X év.
De la méme facon, les transformations+ j etoc — b s’écrivent comme des produits

matriciels. On noteV la supermatriceOV|(NN) : Mo a0 =< ia | Ao > Vi €
1...0,Vbel...V, YA\ oel...N.Ilvientdonc:

= CLNyuCv, Yi=1...0,Ya=1...V,

ou encore B

= Cg X N x Cv.
Pour calculer I'énergie E, on n’a plus qu’a effectuer la sommation sur les ccefficients de
N".

La transformation permettant de passefdéa N s’écrit simplement. Elle consiste a
inverser les ccefficients des blocs et ceux des indices dans les blocs. C’est-a-dire que I'on
effectue :

A=1)N+i,(c—=1)N+a— (i—1)O +o0,(a—1)V + 0,
afin de transformer une matri¢®& N|(OV') en une matricéOV](NN).

Par exemple, une matri¢g2](23) sera ainsi transformée :

123000 1 0[20[30
456/000]|  [00]00]00
000[000 1 0[5 0[60
ooo‘ooo 00‘00‘00
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Soitl < p,q < N deux entiers naturels. Salt,, , la matrice N x N nulle partout
sauf I'élémen((p, ¢) qui vaut 1; soitP, , la matriceN x N définie par :

1 0 ... ... 0
R (U |
0 1
Pp,q:[n_Ap,p_Aq,q+Ap,q+Aq,p: ) )
: 0 0 O
| 0 O
0 . 1

ou lesl hors-diagonale sont €, ¢) et(q, p).

On vérifie facilement que la matricB, ;A est la matriced dont on a permuté les
lignesp etgq.

Dans notre systeme de notation par double indice, la ligde bloc A a l'indice
“global” (A — 1)N + i, et pour permuter la ligné du bloc A avec la ligneX du bloc
i, il faut donc multiplier a gauche paf_ 1)y, (i—1)0+x-

Si I'on veut maintenant permuter le ccefficigita) du bloc (A, o) et le ceefficient
(A, o) du bloc (7, a), on doit permuter les lignes mais aussi permuter les colonnes, donc
multiplier a droite patP, 1N 44,(a—1)v +o-

Comme on veut permuter tous les coefficients de tous les blocs la transformation se
rameéne a multiplied/ a gauche par :

P = H P y)Nyii-1)042

et a droite par :
P, = H P(trfl)N+a.(a71)V+tr
o=1...N,a=1...V
OnadoncV = P, x M" x P. etfinalement :
N'=C,L P-C,-M-Cy-P.-Cy. (6.1)

Le probléme du calcul de I'énergie MP2 se réduit donc a celui du calcul de la norme
de Fraebenius de la matrié€’, les ccefficients de la matrice étant fournis en entrée.

La section suivante présente différents parenthésages de ce calcul matriciel et les GFD
associes.

6.4.1.2 Flots de données de la reformulation de MP2

On propose ici deux parenthésages de ce calcul matriciel de MP2 et les GFD associés.
L'un possede une synchronisation de moins que l'autre. On peut aussi les comparer aux
deux versions MPI de Nielsenf(3.3.2).
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Parenthésage avec synchronisation globale. La premiére idée est d’effectuer

d’abord localement les transformations de tous les ccefficients possibles, puis de “permu-
ter” les indices de blocs et de ccefficients dans la matrice résultat afin de procéder aux

deux autres transformations. Cela conduit au parenthésage suivant :
N'"=CL-(P-(Ch-M-Cy)-P.)-Cy. (6.2)

Avec ce parenthésage, chaque bloa] de N doit étre multiplié & gauche par}, et
a droite parC'y. Mais Nj; , est formé de ccefficients d&/” issus de chacun des?
blocs M}, ;. On a donc nécessairement une synchronisation globale enf\ leslculs
produisant les\f}} , etlesOV calculs a partir desVj; ).

Autre parenthésage. Afin d’éviter une synchronisation globale entre les données
calculées, on propose le parenthésage suivant :

N"=(Ch-P)-(Ch-M-Cy)-(P.-Cv). (6.3)

Sil'onregarde la structure des matric(é_g - P, etP.-Cy, on obtient :

— C}, - P, est une matric@ N](OO), dont le blod]i, ] est constitué de la colonne
deC}, placée en colonnedu bloc (exemple avedy = 5,0 = 2):

Ct01,1 ‘ 031,2 ‘ 031,3 ‘ Ct01,4 ‘ Cf)1,N

062,1 Cto2,2 Cto2,3 062,4 Cto2,N
Cto1,1 ‘ 061,2 ‘ 061,3 ‘ Cto1,4 ‘ CE)I,N
062,1 Ct02,2 Ct02,3 032,4 CtOZ,N

— alinverse,P. - Cy est structurée par lignes : c’est une matiisd’ (V') donc
chaque blodv, o] est constitué de la ligne de Cy, placée a la ligne du bloc
(exemple avedvV =5,V =N — 0 =3):

¢

Cyip Cvig Cvig

t

Cyip Cvig Cvig
¢

Cyia Cvig Cvig

7
Cvg,l CV2,2 CV2,3
¢
Cyaq Cvae Cvag
¢
Cyo1 Cva2 Cvag

t

Cysy Cvse Cvsg

t

Cysy Cvse Cvsg
¢

Cysy Cvse Cvsgs

t

Cyyr Cvap Cvag

t

Cyyq Cvaz Cvag
¢

Cyyy Cvap Cvag

t

Cys1 Cvse Cvsg
¢

Cys1 Cvs2 Cvsg

¢
Cysy Cvsz Cvsg
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La structure de ces matrices permet de simplifier les produits a effectuer. La figure (6.3)
visualise la succession d’opérations a effectuer et les ccefficients concernés.

o o o o o +oh H At H A+ H A+ H A+ H

T e e i B e B i i
I

o o [} ) ol b H A+ H A+ H

I
I e e e e e o o 2 i
I

b H At H

i
e R e R e Rt B
i

b H

I
T e e i i B e e Al
I

b H A+ H A+ H A+ H A+ H

i
e e e e et B
i

R R R R R X X X .
i=1 X X X Cv ligne 1
- + o+ H A HEE HE A+ X X X

TIF s iy e AT eI A [xxx

I
T I e I S X X X

X X X Cv ligne N
X

Figure 6.3 Calculs par bloc pour obtenir I'énergie MP2.

En haut au centre on trouve la matri€g, - M - Cy, de taille[NN](OV) qui est
multipliée a gauche pary, - P,. Le résultat est don@© N](OV). Etant donnée la structure
creuse d&, - M - Cy, la superligne € 1...0 de cette derniére ne dépend que de la
lignei de chaque blog\, o] de M" (la figure montre comment on obtient les coefficients
de lalignei = 2).

Le produit & droite pa, - Cy peut ensuite étre effectué, pour obtenir une matrice
[OV](OV). Le bloc[i,a],i € 1...0,a € 1...V, ne dépend que des colonnesle
chaque blodi, o], = 1...N de la matrice précédente. Néanmoins, la contribution a
E met en jeu pour um fixé et unj fixé tous lesu etb. Notre indicage et nos opérations
par bloc fournissant leg” valeurs dez a partir d’'uni donné, nous devons utiliser 1&5
valeurs d& pour calculer la contribution de ;j et donc utiliser toute la superlignele la
matrice N obtenue a la fin.

Graphe de Flot de Données du dernier parenthésage. On peut tracer le GFD
de ce dernier parenthésage.

La figure (6.4) indique les dépendances de données exactes de ce parenthésage dans
le casN = 5,0 = 2,V = 3. En partant de la fin, on retrouve la dépendance dngtles
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Figure 6.4 Graphe de flot de données de I'algorithme de calcul MP2 dans la version sans
synchronisation globale, pour le cdé = 5,0 = 2,V = 3. On indique a co6té de
chaque groupe de taches (a), (b) et (c) la ou les transformations qu’elles effectuent,
et pour chaque donnée les indices qu’elles concernent.

données, a,b=1...V,j = 1...0. Au dessus par contre on a indépendance totale des
calculs pour différentes valeurs décf. la branche = 1 et la branche = 2 = O). Les

taches (cp — b (produit a droite paP, - Cy) se font en paralléle sur blocs différents
(blocs|i, a] du paragraphe précédent). Néanmoins, comme précisé ci-dessus, chacun de
ces blocs est formé a partir des colonaete chaque blo@, o],0 = 1... N de la matrice
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précédente, ce qui se traduit par une dépendance “all-to-all” sur le graphe.

Toujours en remontant, on a auparavant la transformatien j (produit a gauche
par Cf, - P)) qui s'effectue par les taches (b) siir blocs indépendants de taillgV'.
Ces blocs étaient le résultat des proddifs- M - Cy dont on n’avait gardé dans chaque
moitié du graphe que la lignede chaque bloc : a partir deé? blocs de tailleN x N
de la matriceM de départ, on a dond/” taches (a) qui calculent les lignésles blocs
du produitC%, - M - Cy (en réalité il s’agit donc de deux produits vecteursnatrices
successifs) et effectuent donc les deux premiéeres transformatiensetr — a.

Néanmoins on remarque que la derniére dépendance pour caicutet en jeu a
fixé I'ensemble des donnéesh = 1...V etj = 1...0. Or la formule de calcul d&
(3.5) dei, j indiquait que I'on pouvait mettre a jour pour un coupl€, j) € 1...0
donné.

Pour mettre a profit cette dépendance moins contraignante il faut effectuer les trans-
formations dans un ordre différent afin de renuméroter les ccefficients des matrices em-
ployées.

Renumérotation des transformations. L'algorithme précédent transformait la ma-
trice M »(p,v) en la matriceNNj; , (7,b). Afin de garder des produits par blocs tout
en aboutissant aprés les quatre transformations & un ensemble de {@l@upour un
couple(s, j) fixé, on redéfinit 'ordre des coefficients de fagon a transforidgr,) (12, A)

enNj ;(a,b).

On pose dond/j, (1, A\) =< pv | Ao > . Les équations de transformations, de
méme que précedemment, se réécrivent alors :

N"=(Cl,-P)-(Ch-M-Co)- (P.- Cy), (6.4)

ou les matrices sont :
— [NN](NN) pourM ;
— [OO)(NN) pourC% - M - Cop ;
— P, estla méme matrice que dans 6.1. Cette fois, par contre on=aF,.
Le graphe de flot de données associé a cet algorithme est fourni par la figure (6.5).

6.4.1.3 Caractéristiques des graphes

Dans cette section on suppose que la complexité en calcul d’'un produit matriciel d’'une
matricep x ¢ par une matrice x r estpgr.

Dans les deux graphes présentés pour modéliser le calcul MP2 dans sa formulation
matricielle, on peut annoter les taches par leur complexité en calculs et en mémoire (selon
les définitions présentées aux sections précédentes de ce chapitre). Par exemple dans le
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=

Figure 6.5 Graphe de flot de données de I'algorithme de calcul MP2 dans la version sans
synchronisation globale et avec renumérotation des transformations, pour le cas
N =5,0 =2,V =3.0nindique a coté de chaque groupe de taches (a), (b) ou
(c) la ou les transformations qu’elles effectuent et pour chaque donnée les indices
gu’elle concerne.

cas du premier graphe, |€sV? taches (a) qui calculent — 7 etv — a ont chacune une
complexité :
— N? 4+ NV en calcul (chaque tache effectue le calcul de la ligde bloc)\, o de la
matriceM"” comme expliqué figure (6.3). Ceci implique un produit matritiel N
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par N x N suivid'un autrel x N parN x V);
— V en mémoire.
Les ON taches (b) qui effectuent la transformatidn— j ont chacune la complexité
Suivante :
— ONYV en calcul (produit matricieD N par NV);
— OV en mémoire.
LesV? taches de (c) sonten:
— ONYV en calcul (produit matriciaD N parNV);
— OV en mémoire.
Enfin les taches de (d) sonten:

— OV? en calcul (sommation sur les termes des données en entrée);

— 1 en mémoire.

Les complexités en temps et en mémoire de chaque tache du GFD avec renumérotation
des indices (figure (6.5)) sont Ilégérement différentes : les tdches du groupe (a) (1ere et
2éme transformations — i et A\ — j) effectuent chacun&’? + NO opérations avec
un espace memoir@. Celles du groupe (by(— a) s’effectuent efO NV calculs, avec
une mémoireDV. Celles du groupe (c( — b) prennent un tempa’1/2? et un espace
mémoirel’ 2. Enfin celles de (d) se font en temp$ et en mémoire.

On peut alors calcul€rf,,, pour chacun des deux graphes : il est constitué dans les
deux cas deV taches du groupe (a) suivies d’'une tache du groupe (b), d’'une tache de (c)
et enfin d’'une tache (d). D’'ou, pour le graphe sans renumérotation (6.4)= N3 +
N2V + 20NV +OV?2. Dans le cas de I'autre graphe (6.5), = N? + N?20O + ONV +
NV? +V? =2N3+ V? en prenant en compte qie+V = N.

Les GFD présentés ne sont pas série-paralleles. lls comportent tous deux une forte
etape desynchronisation entre les taches (b) et (c). Dans le cas du premier graphe le
nombres de variables a assignation unique vallt' pour chaque valeur dg soitONV
au total. Dans le cas de I'autre GFDyautO2N.

En conclusion sur ces deux graphes proposes, dans [€ ¢casO, le T, du GFD
numéro 2 est plus petit que celui du GFD numéro 1, et son nombre de synchronisations
est également plus petit. La renumérotation des indices semble donc intéressante dans ce
cas pour avoir plus de parallélisme. Physiquement ce cas correspond a un calcul sur un
ensemble de particules en faible nombre, modélisé avec une grande base. Dans l'autre cas
par contre le GFD (6.4) a ufi,, qui parait meilleur (terme dominant é#*, contre2 N
pour I'autre) et moins de synchronisations.

6.4.2 Ordonnancement théoriqgue de MP2 avec contrainte sur
la mémoire

Cette section compare les espaces mémoires requis par difféerents ordonnancements de
MP2. Le GFD étant connu statiquement on peut calculer des ordonnancements efficaces
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en mémoire directement.

6.4.2.1 Ordonnancement de Pople

L’'ordonnancement proposé par Pople (décrit dans l'algorithme 4 page 59) utilise le
graphe 6.4. L'ordonnancement est présenté de facon schématique dans la figure (6.6),
page 124.

Le parcours du GFD proposé par Pople commence par une exécution en profondeur
d’abord. En effet la boucle externe sur les valeurs delonnance de facon séquentielle
les branches du GFD sur indicées paA l'intérieur de ces branches, le calcul est fait
dans I'ordre sur tous les indiceso pour la 1ére transformatigm — ¢ ; puis, pour une
valeur deos fixée (ligne 17), c’est-a-dire une branche de la partiea GFD que I'on suit
en descendant, on effectue les transformations a puis A — j (lignes 21—23; taches
du groupe (b) sur la figure). Ensuite ("Fin Pour" de la ligne 26) on termine la boucke sur
eto et ce n'est que quand tous ces indices ont été transformés que I'on effectue la 4eme
transformation, en suivant I'ordre sur(cf. la figure, le groupe de taches nommé (c)).
Enfin on effectue le calcul de la contribution a I'énergie (tache (d)), puis on exécute les
taches pour la valeur suivante d@deuxiéme moitié du GFD de la figure) selon le méme
ordre.

On retrouve bien sir avec le GFD parcouru dans cet ordre les complexités en temps et
en mémoire de Pople. Pour chaque valeur des N premieres taches (a) ordonnancées
s'exécutent en temps (au totd¥)* + VN2 et en espace mémoiféN. Elles sont suivies
d’'une tache de (b) qui prend NV calculs et un espace mémoitd/. Cette séquence
de N + 1 taches se répét¥ fois et seul 'espace mémoire de la derniere tache a besoin
d’étre conservé, d’ou un temps &t + VN3 + ON?V et un espace mémoire deOV .

Ensuite sont ordonnancées létaches de (c) qui prennent un temps (totalyd€V 2 et
un espace mémoire (total) d&/2. L'ultime tache (d) s’exécute en tempd/? en espace
mémoirel.

Au total I'ensemble de cette étape pour une valeurplend donc un temps
O(N* +VN? 4+ ON?*V + ONV? + 0V?),
et un espace mémoire enax(NOV,0V? 1) = OV N. Si enfin on ordonnance ces

branches du GFD selon des valeurs da seauX, on retrouve donc bien les complexités
présentées par Pople dans la table 3.1 page 60.

6.4.2.2 Ordonnancement en profondeur et duplication de taches

On peut également envisager de dupliquer les taches afin de limiter 'espace mémoire
requis tout en gardant un ordonnancement en profondeur d’abord. Cependant ceci n’est
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Figure 6.6 Ordonnancement selon Pople du GFD de MP2. Les taches sont exécutées en

suivant le trait gras en pointillés, en commencant a "Debut" et en terminant a "fin".

possible que sur le second graphe présenté dans la figure (6.5) page 121, moins synchro-
nisé que celui équivalent au calcul de Pople. La figure (6.7) présente I'ordre d’exécution
des taches (a) et (b) pour le calcul d’'une tache de (c), le tout pour une valetixée,

ainsi que I'espace mémoire requis par chaque tache de ces groupes avec I'ordonnance-
ment proposeé.

Pour une valeur dedonnée on peut ordonnancer tout d’abordaches du groupe (a)
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Figure 6.7 Ordonnancement du GFD de MP2 désynchronisé par renumérotation des
transformations. Les taches sont exécutées en suivant le trait gras en pointillés
pour calculer une contribution &. L'espace mémoire requis par chaque tache des
groupes (a), (b) et (c) apparait dans la marge gauche.

puis une tache du groupe (b) ; mémoriserdedonnées calculées qui seront nécessaires
a la tache de (c), puis ordonnancéautres taches de (a) suivie de la tache de (b), et ainsi
de suite jusqu’a obtention désN données en entrée de la tdehe— b de (c) qui peut
alors étre exécutée avec un espace méniditeEnfin, la tache (d) accumule le résultat
dansE en tempd/? et en espace.
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On exécute ainsi led/? taches de (a) et le¥ taches de (b) pour obtenir une contri-
bution aE. On doit donc duplique® fois lesN? taches de (a) et |e§ taches de (b) (&
fixé). Le temps d’exécution de cette version de MP2 est donc finalement :

O (O(N*+ N0 + ON*V) + ONV* + OV?).

(on retrouve dans cette formuledeen facteur qui compte chaque valeuride 1...0O et
a l'intérieur des parenthéses l@sduplications des étapes (a) et (b) suivies @ehiches
de (c) et de®) taches de (d).)

L'espace mémoire requis est lui égahax(NO, V?) = max ((O + V)0, V?). Ceci
est a rapprocher probablement de I'article de Taylor, [63] cité par Pople, qui évoque un
calcul de MP2 erO(N?) en mémoire.

En ne gardant que le terme dominant @N* dans le nombre d’opérations (car
N = O + V), on retrouve le surcolt d&3 duplications par rapport au cottN* du
calcul de Pople classique. Concrétement, certains calculs physiques qui voudraient simu-
ler des ensembles a peu de particules (ce(@ueesure) mais avec une grosse précision
(V' >> O) peuvent étre favorables a cet ordonnancement qui est seulement quadratique
en mémoire la ou le calcul de Pople est cubique.

6.4.3 Conclusion : MP2 — ordonnancement paralléle efficace
en mémoire

Nous avons proposé dans cette section deux graphes de flot de données modélisant
des ordonnancements des calculs de MP2. Le premier, (6.4) correspond a I'ordre proposé
par Pople. Le second, (6.5), est basé sur une autre numérotation des indices a transformer.
Ces deux GFD ont des caractéristiqiégs (temps d’exécution parallele sur un nombre
non-borné de processeurs)cefnombre de points de synchronisations) qui les différen-
cient selon la taille respective des parametres physiquesl’. Nous avons rappelé le
temps de calcul séquentidli(= ON* en premiére approximation) et I'espace mémoire
(S1 = OV N) requis par 'ordonnancement séquentiel de Pople sur le premier GFD. Nous
avons proposé également un ordonnancement séquentiel du deuxieme GFD qui aboutit
a un temps d’exécutio’; = O*N* avec un espace mémoife = max(V?, NO) qui
est donc seulement quadratique. La table (6.1) résume ces grandeurs pour chague GFD.
En séquentiel uniguement, dans le cas (physiquement significatif) ot O, on peut
envisager le deuxieme ordonnancement qui réduit 'espace mémoire d’'un ordre de gran-
deur au prix d& recalculs. De plus, toujours dans ce cas, ce deuxieme GFD présente des
caractéristiques paralléles plus intéressartes €t 7,,).

Ceci est d’autant plus intéressant que les algorithmes d’ordonnancement parallele on-
line du type de Async-Q présentés dans ce chapitre sont basés pour leurs performances
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‘ ‘ T ‘ o ‘ T ‘ S1 ‘
GFD (6.4)| N3+ N?V + 20NV +0OV? | OVN | ON* OV N
GFD (6.5) 2N3 +V? OON | O?N* | max(V? ON)

TAB. 6.1 Grandeurs caractéristiques des deux GFD pour MP2 (temps d’exécution paralléle
sur infinité de processeurs ; nombre de synchronisations ; temps séquentiel ; espace
mémoire séquentiel) avec les ordonnancements proposeés.

sur 'ordonnancement séquentiel, puisque :

T | T
O + TV L 7 tog(y),

S, < S+ 0Ty log(pTy)).

T,

p

Avec ce type d’algorithme dynamique basé sur I'ordonnancement du GFD (6.5) on
garantit donc a la fois un temps parallele meilleur gu’avec I'ordonnancement de Pople
grace a umr et un7,,, meilleurs, mais également un espace mémoire paraljsigli reste
a un facteur additif proportionneli,, de S;. En ordre de grandeur donc, le programme
paralléle garde un volume mémoire totia¢ (la somme des espaces mémoires requis sur
chaque nceud par le programme) égal a celui du programme séquentiel. Dans le cas d’'une
machine homogéne par exemple on aura donc un espace mémoire de I'oiglrgpde
requis par nceud.

En conclusion de cette étude théorique nous illustrons donc sur I'exemple de MP2
comment I'étude du flot de données permet de calculer des ordonnancements séquentiels
efficaces en temps et en mémoire, qui a leur tour débouchent sur des ordonnancements
paralleles efficaces. Rien n'empéche donc un environnementtedMASCAN d’effec-
tuer ce genre d’analyse du GFD a I'exécution grace aux heuristiques citées, de déduire un
ordonnancement séquentiel efficace en temps et en mémoire et finalement d’appliquer un
ordonnancement paralléle tel Async-Q basé sur cet ordonnancement séquentiel.
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Bilan et perspectives : de
I'application au programme
parallele performant

L'objectif premier du travail présenté était, partant des besoins en calcul haute perfor-
mance exprimés dans la communauté de la physique/chimie quantique, d’étudier quels
outils de parallélisme permettaient d’apporter des réponses, et dans quelle mesure ces ré-
ponses satisfaisaient les demandes. Dans le méme temps les problématiques propres au
calcul paralléle ont été abordées. Ce chapitre résume les principales thématiques adressées
dans ce document et les contributions apportées, avant de présenter quelques perspectives
possibles.

Bilan des travaux effectués

Le point de départ du travail applicatif est la compréhension des domaines concernés,
ici la mécanique et la chimie quantique. Deux calculs types, le probleme d’une particule
piégée dans une boite quantique (BQ) et MP2, la méthode des perturbations de Mgller-
Plesset, ont été plus particulierement traités. L'approche suivie a été dans les deux cas de
proposer une reformulation algorithmique des méthodes de résolution, qui semblait par-
ticulierement adaptée aux problemes : emploi de méthodes itératives de calcul de valeurs
propres (IRAM) dans le cas de (BQ); reformulation matricielle (par blocs) dans le cas
des boucles de transformations de MP2. Ces solutions algorithmiques ont été guidées a
chaque fois par des criteres d’efficacité en temps (calcul par bloc permettant 'emploi des
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BLAS, par exemple), en mémoire (méthode itérative adaptée au calcul sur des matrices
creuses pour (BQ)), ainsi que pour leur degré de parallélisme.

Plusieurs solutions existantes en terme d’environnements de programmation paralléle
et de leur adéquation aux applications traitées ont été présentées et comparées. La perfor-
mance de ces environnements a été montrée tout particulierement dans le cas de MPI sur
'exemple du benchmark Linpack, pour une architecture de grappe de PC qui semble étre
I'un des types de machine paralléle émergeant dans la communauté.

Les limitations de ces environnements ont cependant été également mises a jour. Elles
sont de plusieurs ordres :

— portabilité du code produit. Les hautes performances obtenues par un codage tres

spécifique a un environnement et/ou a une machine ne sont souvent pas portables.

— expressivité du parallélisme de I'algorithme cible Que ce soit dans le cadre al-

gorithmique pur ou dans le cadre de la programmation d’'une application, le surcoQt
de gestion du parallélisme, par exemple dans un paradigme de type "passage de
message"”, empéche le programmeur de coder son algorithme aussi naturellement
qgu’il le concgoit. On retrouve la la problématique des langages de programmation
séquentielle qui doivent donner au programmeur les bons outils pour exprimer son
algorithmique.

Pour le premier point, cette thése focalise sur 'ordonnancement comme outil permet-
tant d’adapter le code, de fagon transparente pour I'algorithme (et donc pour le program-
meur), a la machine cible. L'ordonnancement calcule un site et une date d’exécution pour
chaque tache de l'algorithme en fonction des caractéristiques de la machine et des objec-
tifs d’efficacité du programmeur qui peuvent étre par exemple le temps d’exécution ou la
mémoire requis par I'exécution.

Cependant, pour permettre le calcul d’un tel ordonnancement, il est nécessaire de spé-
cifier I'algorithme a coder. Une proposition pour décrire I'algorithme de facon a I'ordonn-
nancer efficacement (ce qui répond en méme temps au second point) est de le caractériser
par son flot de données, lequel peut étre modélisé par un graphe bipartite qui représente
les taches de calcul, les données et les acces des unes sur les autres : le graphe de flot de
données (GFD). Un environnement de programmation parall&leaBaSCAN , est éga-
lement introduit, qui permet la description du flot de donnéage graphe, sa construc-
tion au cours de I'exécution du programme et son ordonnancement selon les stratégies
choisies par le programmeur.

Pour ordonnancer le graphe selon 'objectif de performance choisi, différents algo-
rithmes peuvent étre utilisés. Nous rappelons ici quels algorithmes d’ordonnancement
permettent I'obtention de programmes hautement performants en terme de temps de cal-
cul, et les illustrons sur des programmeBHAPASCAN : calcul de factorisation de Cho-
leski et méthode d’Arnoldi avec redémarrage, laquelle peut étre employée pour (BQ).

Dans le cas important et fréquent en chimie quantique ou la mémoire est une moti-
vation clé pour le passage au parallélisme il faut que I'ordonnancement calculé réduise
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au maximum l'espace utilisé. Une contribution de ce travail est la proposition d’annota-
tion du Graphe de Flot de Données utilisé damsiAPASCAN par la mémoire utilisée.

La construction concrete du GFD pam#aPASCAN permet alors de calculer des or-
donnancements minimaux en mémoire : nous montrons que ce calcul est théoriquement
NP-complet mais des heuristiques existent qui permettent d’étre a un fagtéur) de
I'optimal (n étant le nombre de noeuds du GFD). Cela peut suffire, ou fournir une borne
qui permet d’envisager une recherche exhaustive de la solution optimale avec élagage de
I'arbre grace a la solution de I'heuristique. Dans le cas particulier du calcul MP2 nous
montrons enfin comment obtenir un ordonnancement des calculs efficace en temps et en
mémoire.

Perspectives

Le travail exposé a donc regardé un spectre de problemes assez large et pluridiscipli-
naire. Les perspectives ouvertes sont a la mesure de ce spectre et il reste bon nombre de
pistes a explorer au moment de conclure ce document.

— Au niveau d’AHAPASCAN , I'étape suivante serait I'implémentation dans I'en-
vironnement de I'annotation du GFD pour tenir compte de la mémoire, et I'écri-
ture des ordonnanceurs adaptés. La possibilité offerte par I'environnement d’écrire
ceux-ci de fagon modulaire devrait simplifier la derniére partie de ce travail de pro-
grammation. Toute une série de tests seraient alors envisageables.

— Pour I'ordonnancement il reste a imaginer les heuristiques qui permettraient de
prendre en compte des modeles plus complets des machines paralleles, par exemple
pour prendre en compte des machines a hiérarchie de parallélisme telles I-Cluster
avec ses 2 niveaux de communication (intra- et extra-switches), des machines cou-
plées par Internet, ou encore des grappes de SMP. Cela en soi est déja le sujet de
recherches entieres.

— En ce qui concerne le traitement numérique des algorithmes de mécanique et chimie
quantique regardés, plusieurs axes de travail auraient pu étre suivis également :

— sur (BQ), de nombreuses technique numériques sont I'objet de recherches sur le
type de méthodes ici proposées : préconditionnement pour accélérer la conver-
gence ; comparaison entre les diverses stratégies de redémarrage possibles ; conver-
gence de l'algorithme, selon le nombre de valeurs propres recherchées et les pro-
priétés du Hamiltonien a diagonaliser (ou, en terme physiques : existence ou non
d’'un premier état excité dans certains puits de potentiel) ;

— sur (MP2), le lien avec le calcul tensoriel et la fagon dont il permet d’exprimer
les boucles reste a faire.

— Un autre objectif naturel serait de "boucler la boucle" en revenant des problémes-
types étudiés a une application compléte, dans toute sa complexité. Le travail a faire
estimportant : les codes complets utilisés en chimie quantique, par exemple, posent
des problemes d’accés aux données irréguliers, d'utilisation de symétries fortes, qui
peuvent fortement compliquer un algorithme "épuré" lors d’'une étude théorique —
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qui reste néanmoins un préalable indispensable et en elle-méme complexe, pour

une programmation efficace.
L'ensemble de ce travail a finalement confronté les attentes, pour certains problemes de
meécanique et chimie quantique, aux solutions existantes et aux pistes de recherche en pa-
rallélisme sur le calcul haute-performance, afin de tenter de combler les manques de ce
qui est déja en cours d’utilisation. L'approche transversale a certainement accumulé les
problemes des différentes disciplines mais a permis également de montrer quelles solu-
tions peuvent se dégager pour la programmation performante d’applications numériques
pour la mécanique quantique.
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Annexe A

Evaluation de performances de
I-Cluster pour I'entrée au Top 500 :
optimisation du benchmark Linpack

Nous présentons dans cette annexe un résume plus technique du travail fourni pour op-
timiser le benchmark Linpack, qui sert a établir le classemen3@&super-calculateurs
les plus puissants au monde (sur ce type de calcul, bien sir), sur la grappe I-Cluster du
laboratoire ID-IMAG, développée en collaboration avec H.-P et I'INRIA Rhéne-Alpes.
Le rapport technique [56] reprend de fagcon plus détaillée cette section.

La premiére section introduit rapidement l'algorithme de pivot partiel implémenté
dans le test Linpack. La section suivante détaille chaque type de paramétre qui a été étudié
dans le travail : 'usage des Blas (testés sur plusieurs calculs types) ; les parametres algo-
rithmiques de Linpack (topologie de grille de processeurs, taille de matrice et de blocs,
diffusion, etc. .) ;l'influence de la topologie du réseau de I-Cluster. Enfin, la derniere sec-
tion résume a la fois le calendrier des résultats mesurés et I'importance relative de chacun
des parametres, pour autant que ceux-ci puissent étre considérés de facon autonome.

A.1 Benchmark Linpack

Le test Linpack effectue la résolution d’'un systéme linéaire grace a une factorisation
LU par la méthode du pivot partiel (routine dgefa de Lapack). Le calcul est fait par blocs,
dans sa version "right-looking™ : la matridé, de taillen x n, a factoriser est découpée en
blocs de taillen, x n,. Une factorisatior.U partielle deM peut s’écrire sous la forme :

Ly Un U U
PM = Loy 1 X MéQ Mé3 ,
Ly 0 T MéQ M?,>3
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ou L, etU;; sontdes matrices, x n, et P est une matrice de permutation représentant le
pivotage. Les M"" indiquent des valeurs d& modifiées par I'exécution de I'algorithme.

Lorsque I'on avance la factorisation d’'une étape, on calcule la prochaine colonne de
blocs deL et la prochaine ligne de blocs detels que :

/ L Un U U
( P, > PM = | Ly Loy X Uz Ups
L3y Lay 1 Mé3

(P> est une matrice de permutation d’ordre- n,;.) En comparant ces deux équations
et en identifiant les blocs, on voit que I'on commence par effectuer la factorisation de la
premiére colonne de blocs de la sous-matrice courante :

M;, L
p( Mo\ _ (L ) U, Al
()= (1) (A1)
On effectue alors le pivotage de la partie de la sous-matrice a droite de cette colonne :
M, M, Loy Loy
— Py x , — Py x . A.2
( M3, ) ’ ( Mz Lz ? Lz (A-2)

Ensuite on résout le systéme triangulaire (calcul du pivot) :
Uys = L} M), (A.3)
Enfin on met a jour la parti@/;, :
Mjq < M3y — L3pUss.

On est ensuite ramené a la méme forme de factorisation et on peut appliquer ces étapes
récursivement.

Pour paralléliser ce calcul, le test Linpack distribue les blocs de facon cyclique sur
une grille dep x ¢ processeurs. Ceci implique gu’'a chaque itération alternent les phases
suivantes :

(). une colonne de processus (qui possedent les blocs de la colonne du miligu de
effectuent la factorisation (A.1). Ceci constitue une section critique de I'algorithme;

(ii). cette colonne de processus doit ensuite diffuser a la fois le pivot calculé par (A.3)
et les pivotages a effectuer sur les lignes. Cette diffusion, pour chaque bloc, n’est
nécessaire que vers les processus qui sont sur la ligne (dans la grille de processeurs)
du bloc puisque les opérations de pivotage et de mise a jour ne se font que sur les
lignes;

(ii). chaque processeur ayant recu le pivot peut mettre a jour ses blocs en effectuant
(A.1).
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A.2 Parametres a optimiser

De trés nombreux parametres sont a optimiser sur ce benchmark. Certains portent sur
les opérations (séquentielles) de base : c’est le cas de tout ce qui concerne les calculs
a effectuer sur des blocs, qui repose essentiellement sur les routines des Blas. D’autres
sont liés a l'algorithmique de Linpack. Il faut bien sar prendre en compte le réseau de
la machine cible. Enfin des réglages au niveau du systeme doivent étre effectués sur ce
benchmark.

A.2.1 Blas

Chaque noeud de I-Cluster est un processeur Pentium Il cadencé a 733 Mhz, dispo-
sant de 256 Mo de mémoire. A raison d’une opération flottante par cycle, on s’attend donc
a une puissance de créte théorique de 733 MFlops/s par noeud.

Nous avons effectué plusieurs tests des Blas sur un nceud de I-Cluster : produit ma-
triciel (dgemm) pour petite matrice (tenant dans le cache) et "grosse" matrice (de taille
de I'ordre de plusieurs milliers); résolution de systéme linéaire (linpack-1000), afin de
se placer dans les conditions identiques au travail exigé par le benchrhar&l¢ul du
pivot).

4 versions des Blas ont été testées : deux basées sur Atlas [67], 'une sur la librairie
MKL d’Intel, et une derniére sur des Blas spécialisées pour Pentium Il par Greg Henry,
également d’'Intel.

A.2.1.1 Produit de matrices

Les figures A.1, A.2 et A.3 présentent les performances mesurées sur des produits de
matrices de tailles diverses, avec Atlas (version 3.2.0).

On atteint les 630 MFlops/s sur un produit de matrités x 102, soit 95% de la
puissance de créte théorique. Ce résultat est comparable aux benchmarks des universités
du Maine et de Lunenfled qui disposent de clusters de Plll sous Linux. Une fois la taille
du cache (256 Ko) dépasseée, on reste aux alentours de 500 MFlops/s, ce qui est encore
satisfaisant.

On observe un phénoméne de “plateawf’ A.3) dans les temps pour des groupes
de tailles voisinesdgemm découpe la matrice en blocs de taille optimale en fonction du
processeur et le temps de calcul d’'un produit matriciel est donc fonction de la taille de la
matrice modulo la taille des blocs. Quand on effectue le quotient du nombre d’opérations
par le temps, ce phénomeéne est atténué au fur et a mesure que le nombre d’opérations
augmente, d’ou ces oscillations amorties que I'on observe.
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Figure A.1 Puissance obtenue sur un produit matriciel, vs. taille de la matrice (100...200).
Compilation avec Atlas.
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Figure A.2 Puissance obtenue sur un produit matriciel, vs. taille de la matrice (100...1000).
Compilation avec Atlas.
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Figure A.3 Temps de calcul (ms) d’'un produit matriciel Blas. Compilation avec Atlas.

A.2.1.2 Linpackl1000 et utilisation de Lapack (version Atlas)

Le deuxiéme test séquentiel effectué est le benchmark Linpack1000, qui résout de
maniere itérative une série de systemes aléatoires delt@illex 1000.

En utilisant la librairie lapack, basée sur Atlas, on aboutit, sur 100 tests, a une puis-
sance moyenne de 417 MFlops/s (min = 407.7 MFlops/s, max = 420.5 MFlops/s). Cette
puissance, vu la taille du probleme traité, est comparable aux 500 MFlops/s obtenus sur
le test du produit matriciel.

De plus, on trouve sur le site de linpack (www.netlib.org/benchmark) deux résultats
pour des processeurs comparables : le Pentium Il Xeon 450 MHz affiche un résultat de
295 MFlops/s sur linpack1000; le Sun Ultra Sparc Il a 336 MHz donne lui 461 MFlops/s
sur ce test.

Nous avons conclu de ces tests séquentiels :

— que l'on peut attendre une utilisation assez performante de chaque noeud de la
grappe I-Cluster, aux alentours de 500 MFlops/s sur de gros problémes, voire encore
plus pres de la performance de créte sur des problémes plus petits.

— que les librairies Blas et Lapack compilées via Atlas sur la grappe sont fonction-
nelles pour atteindre ces performances simplement.
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Moyenne écart-type
Henry | 499.38 MFlop/s| 6.52 MFlop/s

Atlas 3.2.0| 493.96 MFlop/s| 1.8 MFlop/s

Atlas 3.2.1| 478.3 MFlop/s | 1.7 MFlop/s
MKL 439.9 MFlop/s | 2.1 MFlop/s

TAB. A1 Puissance CPU sur un produit matriciel de taille 2000, pour 4 librairies optimisées
pour Pentium Il

A.2.1.3 Comparaison avec les librairies Intel

Apres discussion avec Greg Henry (http ://www.cs.utk.edu/ ghenry/hidden/h4GMHy2/blas.html,
http ://www.cs.utk.edu/ ghenry/) et Bruce Greer qui font partie de I'équipe d’Intel déve-
loppant la librairie MKL (http ://developer.intel.com/software/products/mkl/index.htm),
nous avons choisi de focaliser nos tests sur le produit de grosses matrices, de taille proche
de celles manipulées par le test Linpack. (transa=transb="N’, M=13000, N=2000, K=96,
alpha=-1.0, LDA=LDC=13000, LDB=96, beta=1.0 pour dgemm.)

C’est sur cette taille de matrices et sur dgemm que nous avons comparé la librairie
MKL d’Intel, pour Pentium lll, avec Atlas. Nous avons également testé une version d’At-
las linkée avec la routine spécifique de produit matriciel codée par Greg Henry.

Les exécutions ont été faites 20 fois, sous Linux noyau 2.4.2. Les résultats sont inclus
dans le tableau A.1.

Nous avons retenu de ce test que la version optimale semblait étre la combinaison At-
las 3.2.0 + Greg Henry. C’est a lier a I'expérience menée a l'université de Chemnitz (Mat-
thias Pester m.pester@mathematik.tu-chemnitz.de), ou ils ont gagné 17 GFlops/s avec le
dgemm de Henry, par rapport a Atlas.3

De plus des problemes numériques avec MKL, sous le noyau 2.4.2, sont apparus qui
nous ont conduits a écarter cette librairie.

En ce qui concerne le test Linpack-1000, le tableau A.2 présente nos conclusions.

La aussi Atlas I'a emporté face aux librairies MKL. Finalement nous avons aussi testé
nos librairies directement sur une exécution séquentielle du benchmark Linpack paralléle
(en prenant tous les paramétres spécifiques a ce code égaux par ailleurs). Les résultats
sont allées de 943 a 952 secondes, sur 9 exécutions, avec Atlas/Henry, vs. 1027 a 1044
secondes pour Atlas 3.2.0 (12 exécutions). Cela a également contribué a notre choix de
garder cette combinaison Atlas + Henry. Remarquons enfin que ces temps d’exécutions
signifient environ 500 MFlop/s pour I'exécution séquentielle du benchmark Linpack sur
un nceud de I-cluster. Cela est a comparer avec les quelques 360 MFlops/s par nceud que
nos meilleures exécutions paralleles ont permis de dégager.
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Puissance CPU - Atlas 3.2.0

Min Max Moyenne
1strun | 417.9 MFlop/s| 425.9 MFlop/s| 425.6 MFlop/s
2nd run| 415.3 MFlop/s| 428.6 MFlop/s| 425.6 MFlop/s
Puissance CPU - Intel MKL

Min Max Moyenne
1strun | 326.2 MFlop/s| 336 MFlop/s | 333.6 MFlop/s
2nd run| 327.8 MFlop/s| 334.3 MFlop/s| 333.8 MFlop/s

TAB. A.2 Puissance CPU sur Linpack-1000, pour 2 librairies optimisées pour Pentium lIl.

A.2.2 Parametres algorithmiques

L’'algorithme parallele méme implémenté dans le benchmark comporte de nombreux
parameétres a régler selon la machine cible. De plus ils sont parfois interdépendants. Parmi
ceux-ci figurent :

La topologie de la grille p x ¢ de processeurs. Le "tuning guide" de Linpack
conseille d’utiliser une grille carrée. L'idée est de faire un compromis entre le nombre de
lignes (le calcul de l'indice du pivot impose de faire ce calcul de fagcon séquentielle selon
une colonne et un nombre trop grand de lignes va donc séquentialiser le programme) et le
nombre de colonnes (les diffusions du pivot calculé vont se faire selon une ligne et plus
on a de colonnes, plus la diffusion va étre colteuse). Greg Henry rapporte au contraire
de bons résultats obtenus avec une grille 4 fois plus large que profonde. Nous avons di
tester chaque configuration possible selon le nombre de noeuds utilisés. Bien sdr, selon
cette topologie, I'algorithme de diffusion également a di étre adapté.

— sur 32 noeuds : on peut faire des grilfes 4, 4 x 8,16 x 2,2 x 16. Les 4 furent
testées. L'avantage de ce petit nombre de noeuds est de pouvoir utiliser 32 noeuds
répartis sur un seul commutateur d’I-Cluster, en limitant ainsi I'hétérogénéité du
réseau. Plus de 180 expériences ont été faites sur les griftes. La meilleure
configuration a donné 11 GFlops/s. Sur une giilex 2 le meilleur résultat fut de
8.5 GFlops/s. Sur une grilex 16 la meilleure performance a été 9.7 GFlops/s.

— sur 96 et 98 noeuds96 = 8 x 12. Au vu des moins bonnes performances sur
les grilles16 x 2 et2 x 16 nous avons privilégié des grilles carrées. Nous n’avons
donc pas testé, par exemplex 24. Nous avons obtenu 34 GFlops/s sur une grille
8 x 12, et 35.1 GFlops/s s@i8 = 7 x 14 noeuds (grille pourtant nettement moins
"carrée”). Cela représente de 'ordre de 360 MFlops/s par nceud. Le passage de 32
a 100 noeuds a ainsi donné du crédit aux espoirs de bon passage a I'échelle de
Linpack sur I-Cluster.

— sur 215 noeuds : on peut uniquement faire une gtille 5. Cette configuration, a
I'origine celle qui devait étre la version définitive de I-Cluster, était donc trés défa-
vorable au test Linpack. De fait jamais nous n’avons réussi a mesurer de bonnes per-
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| Grille | Nombre d’exécutions Meilleure perf. |

Parameétres |

15 x 14 33 67.9 N=76020, Nb=141, WO3L2R3
14 x 15 10 71.8 (1) /76.4| N=76935, Nb=141, WO3L2R8
10 x 21 5 74.4 N=76500, Nb=141, WO3L2R8

TAB. A.3 Résultats des exécutions de Linpack sur 210 noeuds.

formances. Au mieux nous avons eu 32.4 GFlops/d3u noeuds, et 55 GFlops/s

surb x 43, soit 255 MFlops/s par nceud (soit 50% de la performance optimale sé-
qguentielle mesurée sur linpack, sur un nceud). Cela posa également un probleme
expérimental car de telles exécutions (la matrice était de I'ordi@@# x 77000)

prenait de 1h30 a 2h38 pour ces performances : la machine était donc entierement
occupeée, longtemps, pour produire des mauvais résultats.

On note la différence de performances entre la ghilie43 et la grille43 x 5. Cela

est dU a la bonne utilisation des commutateurs de I-Cluster dans la configuration

favorable. Ce point sera reprécisé plus bas.

— sur 210 noeuds : nous avons longtemps obtenu nos meilleurs résultats sur 210
noeuds, ca210 = 14 x 15 = 15 x 14. C’est cette configuration qui nous a permis de
comprendre I'influence de 'algorithme de diffusion en fonction des commutateurs.
Nous avons effectué 10 exécutions stk 15 noeuds ; 33 surbx 14 ; 5surl0x 21 ;

1 sur7 x 30; et 6 sur30 x 7. La table A.3 montre les meilleures performances

obtenues.

On note a nouveau que la meilleure performance obtenue, 76.4 GFlops/s sur 210
noeuds, donne a peu pres 360 MFlops/s par nceud.

— sur 225 noeuds : I'idée fut donc de revenir a une grille carrée et il fallut ajouter 10
noeuds supplémentaires pour cela aux 215 prévus initialement pour la configuration
de I-Cluster225 = 15 x 15 et nous attendions autour de 81 GFlops/s, a raison de
360 MFlops/s par nceud. Une premiére tentative fut de prendre des PC standards du
laboratoire ID, de marque différente de ceux du Cluster, mais basés sur des Pentium
[ll, pour compléter I-Cluster. L'expérience fut désastreuse (15 GFlops/s mesures),
a cause semble-t-il d’'un Iéger manque de mémoire des nouveaux noeuds, qui ont
swappé au début de I'exécution et ainsi bloqué tout le calcul.

Par contre une fois les 10 noeuds e-vectra regus, identiques aux 215 autres, nous
avons mesure des les premieres expériences 81.4 GFlops/s, sur 225 noeuds, avec
une matrice de taille N=80370. C’est cette mesure qui a servi de référence pour le
top-500.

Taille de matrice n et taille de blocs n,

Ce sont les parametres avec lesquels nous

avons travaillé de fagon tres empirique. Les conseils généraux sont de prendre la matrice
la plus grosse possible. Nous avons obtenu nos meilleures performances avec une matrice
de taille allant de 200 Moctets (par nceud) a 220 Moctets (la mémoire requise par nceud
étant bien sGA/(N) = Spﬁ a raison de 8 octets par réel double précision). Chaque nceud
dispose deb56 Moctets ée mémoire vive. || semble que pour des matrices plus grandes
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au moins une partie des noeuds commencaient a swapper au cours du test. Cela peut étre
di aux buffers requis par MPI, et/ou a ceux réservés par le systeme. La taille de matrice
traitée semble compatible avec les expériences effectuées sur d’autres machines.

En ce qui concerne la taille, des blocs, théoriqguement nous aurions dd travailler
ainsi :
(). déterminer la tailleV/ x N de la matrice traitée sur un nceud (sachant qu’elle prend
autour de210 Moctets) ;

(ii). déterminer expérimentalement la meilleure valeur/dgour I'opération dgemm
des Blas, sur des produits de matridés< K et K x N (cf. la section sur les tests
des Blas ci-dessus) ;

(iii). fixer n, = K etn en fonction dem,.

Cette derniére étape aurait di en toute rigueur suivre les regles suivangativisen et
qn,, divisen ; c’est-a-dire(ged(p, q) x ny) divise n.

L'ennui est que cette derniére contrainte est tres forte : par exemple avec des para-
metres réalistes, sur 210 noeugss 14, ¢ = 15, ged(p, ¢) = 210 et si on fixen, = 141
selon les tests des Blas, il faut choidir comme multiple de9610 = 210 x 141, ce
qui ne laisse que peu de choix si 'on veut que la matrice tienne en mémoire, car avec
M(n) = 210Mb il vient n ~ 76000 sur 210 noeuds. Finalement on s’apercoit que
'on peut uniqguement prendr® = 2 x 29610 = 59220 si I'on veut suivre toutes ces
contraintes. . etcette matrice nettement plus petite que: 76000 ne va pas donner une
performance optimale sur 210 noeuds.

Nous n’avons donc pas réellement suivi ce schéma, méme si certaines étapes furent
réalisées (mesure sur dgemm des meilleures tailles de blocs), pour les raisons suivantes :

(). Utilisant 4 ou 5 versions des Blas, avec chacune des valeurs différentes pour les va-
leurs optimales dé” et décider sur ces tests quelle version aurait été la meilleure,
aurait pris beaucoup de temps pour un résultat peu fiable car d’autres facteurs inter-
viennent dans le calcul total qui rendent I'analyse plus complexe que juste le calcul
de la taille optimale de bloc pour dgemm;

(il). méme en fixank, = K de cette fagon, les contraintes sip etq auraient été trop
grandes et nous auraient conduits a ne pas tester certaines valewsrdegui se
sont révélées correctes ;

(iii). finalement, en testant directement sur les exécutions de Linpack différentes va-
leurs den et n, (ce sont, chronologiquement, les derniers paramétres a avoir été
fixés), parfois respectant le critere de division, parfois non, nous avons obtenu
les meilleures performances sur des parametres ne respectant pas ce critere (par
exemplen = 76230 etn, = 141 sur une grillel5 x 14).

Algorithme de diffusion Le test Linpack fournit 6 algorithmes différents pour l'al-
gorithme de diffusion utilisé, qui sont des variantes autour de chaines de "send/receive”
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(chaine linéaire, ou arbre binaire tronqué a une profondeur donnéehacun a été testé

sur presque toutes les configurations. Ce fut en réalité le paramétre clé pour gagner (ou
perdre) des ordres de grandeur sur la performance. En particulier le passage a I'échelle de
98 a 210 noeuds impligua un changement radical d’algorithme de diffusion.

Dans un premier temps nous avons testé les diffusions sur 32 noeuds,AHK000.
Sur ces exécutions, les diffusions 1, 3 et 5 sont ressortis comme étant les plus efficaces.
Malheureusement ces expériences, faites au début du travail, ne prirent pas en compte
l'influence des switches (commutateurs) de I-Clustéraussi la section ci-dessous sur la
topologie du réseau). Les expériences ultérieures montrérent I'influence prépondérante de
ceux-ci sur les performances. D’autres mesures effectuées sur 32 noeuds regroupés sur un
unigque switch donnérent comme meilleurs les diffusions 3 et 5. (A peu prés 940 secondes
surn = 25000 etn, = 141. Avec l'algorithme de diffusion 4 on obtenait quelques 955
secondes.)

Nous avons obtenu les meilleures performances sur 96 et 98 noeuds avec la diffusion
de type 5.

En passant a 200 noeuds et plus, les résultats furent radicalement différents : les dif-
fusions 2 et 3 ressortirent nettement plus (autour de 67 GFlops/s) que le 5 qui restait
autour de 50 GFlops/s, les autres parametres étant égaux par aitleargq230, n, =
141, W0 = L2RS, sur210 = 14 x 15 noeuds). Ce choix fut confirmé quand les noeuds
furent mieux alloués sur les switches. Le "blocage" a 50 GFlops/s, pendant plusieurs jours,
a cause d’'un changement nécessaire d’algorithme de diffusion, fut I'un des obstacles ma-
jeurs de ce travail.

Au vu de l'influence de cette diffusion nous avons également testé des algorithmes
écrits "a la main" en MPI afin de les adapter a I-Cluster. Aucun n’apporta d’amélioration
significative aux algorithmes pré-concgus dans le test Linpack.

Autres parametres : La plupart des autres parametres de Linpack, de nature séquen-
tielle, furent fixés lors des tests intensifs sur 32 noeuds. De fagon surprenante, les valeurs
optimales n’ont pas toujours été celles préconisées par le "tuning guide”.

— Depth (nombre des colonnes de blocs factorisées a I'étape A.1 avant de les diffu-
ser) : sur 32 noeuds, Depth=0 a donné de 10.6 a 10.8 GFlops/s selon la diffusion,
et de 10.2 a 10.6 pour Depth=1. Sur 210=15x14 noeuds, Depth=1 a donné 62.9
GFlops/s W13L2R8,n = 76230,n, = 141), vs. 76.4 GFlops/s avec les mémes
parametres et Depth=0. Nous avons donc conclu que Depth=0 est la meilleure va-
leur sur I-Cluster.

— L2R8 : sur 32 noeuds le jeu de parametres qui donna les meilleurs résultats fut :
Rfact = Left (algorithme de factorisation récursive (séquentielle) de la colonne de
blocs) ; PNBMINs = 8 (critéere d’arrét de la récursion de la factorisation) ; Fact =
R (algorithme de factorisation utilisé une fois la récursion terminée) ; NDivs=2 (la
colonne de blocs va étre réecursivement découpée en NDivs colonnes).
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A.2.3 Topologie du réseau de I-Cluster

En dessous de la grille virtuelle utilisée par Linpack, on trouve bien sr une allocation
physique des processeurs de I-Cluster sur une topologie de réseau spécifique. Dans la
configuration finale, les 225 noeuds sont répartis sur 5 commutateurs, chacun regroupant
donc 45 noeuds.

La prise en compte de cette hiérarchie de communications fut cruciale pour gagner
encore quelques GFlops/s sur Linpack. L'évolution de cette topologie fut d’ailleurs condi-
tionnée par nos mesures : la machine a été adaptée au programme.

Durant les 10 premiers jours de tests sur 215 noeuds, ceux-ci étaient en effet répartis
comme suit : les 3 premiers commutateurs hébergeaient chacun 40 noeuds. Le quatrieme
en avait 48 et le dernier 47. Ainsi nous pouvions utiliser 32 noeuds placés sur un unique
switch. Par contre pour faire des tests plus gros, de taille réaliste, soit nous devions nous
restreindre a utiliser 40 nceuds par switch, soit 200 noeuds au maximum, pour le mapping
de la grille virtuelle ; soit nous déséquilibrions les schémas de communications par grille
en utilisant, pour quelques calculs, des processeurs placés sur un switch différent de ceux
de la"ligne" avec laquelle ils communiquaient. De fait, les meilleures performances furent
longtemps obtenues avec la premiére approche, doric:su) = 200 noeuds, pour une
grille adaptée de0 x 20 noeuds qui a donné 65.7 GFlops/s en minimisant les communi-
cations trans-switches. Il a juste fallu spécifier a MPI une liste de processeurs ordonnée
de facon a allouer les noeuds d’'une maniére qui respecte la topologie des switches.

Nous avons quand méme réalisé 70 GFlops/s sur une grilléxié5 noeuds, en ayant
donc des communications trans-switches, mais en adaptant I'algorithme de diffusion pour
en tenir compte.

Néanmoins le pas décisif fut I'ajout de 3 cartes sur les 3 switches sous-dimensionnés
a 40 noeuds, afin de pouvoir accueillir jusqu’a 47 noeuds sur chaque switch. Ainsi nous
avons pu déplacer les noeuds de facon a en avoir 43 par switch (soit 215 noeuds au total
— puis 225 a terme). Nous avons donc pu faire des mesures sur des grillés de
15 x 14 = 5 x 43 processeurs, optimales sur nos switches, a raison dahe tdelignes de
la grille virtuelle par switch. Le gain de cette manipulation de la topologie fut immédiat :
nous sommes passes de 70 GFlops/s a 76.4 GFlops/s sur 215 noeuds. Cette performance
fut la meilleure obtenue jusqu’a réception des 10 noeuds e-vectra supplémentaires pour
compléter la grappe a 225 noeuds.

Enfin, deux architectures furent testées pour les liaisons entre les switches : une connexion
sous forme d’étoile (graphe complet) entre les 5 switches avec des liens a 2 Gbits/s; et
une interconnexion sous forme d’anneau. De fagon surprenante nous n'avons pas note
d’amélioration significative avec la formation en étoile.
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Janvier 2001 : 28.4 GFlops/s sur 96 noeuds; 50004 (303 MFlop/s par nceud).

Lundi 19 mars : début des mesures pour le top-500.

Jeudi 22 mars : optimisations et nouvelles mesures sur 96 / 98 noeuds : 35 GFlops/s.

...jusqu’au 23 mars : mesures sur 32 noeuds.

Lundi 26 mars : Linux 2.4.2 et nouveau pilote.

Vendredi 30 mars - installation de 20 nouveaux noeuds.

Lundi 2 avril : installation du cluster avec 215 noeuds.

Dimanche 08 avril : 67 GFlops/s sur 210 noeuds.

Lundi 09 avril : 70 GFlops/s sur 210 noeuds.

Mardi 10 avril : 71.8 GFlops/s avec un bon mapping des 210 noeuds sur les switches.

Mercredi 11 avril : 43 noeuds par switch.

Jeudi 12 avril : Meilleure perf. sur 210 noeuds (76.4 GFlops/s on 210 nodes).

Vendredi 13 avril : échecs sur 215 et 225 noeuds (15 GFlops/s)

Dimanche 15 avril : Soumission.

Mercredi 18 avril : réception de 10 noeuds e-Vectra, installation de 225 noeuds sur I-Cluster,
mesure de 81.4 GFlops/s.

TAB. A.4 Chronologie des résultats sur le benchmark Linpack.

A.2.4 Pilotes et noyau Linux

Nous avons utilisé deux pilotes pour les cartes réseau 3Com de I-Cluster. Chaque
pilote a été installé et testé sous Linux 2.2.17 et Linux 2.4.2. Les améliorations mesurées
ont été perturbées par les tests des autres parameétres mais sur un série de 12 mesures nous
avons obtenu des tests durant 1038 secondes en moyenne avec le premier pilote, contre
989 secondes avec le deuxieme (sous le noyau 2.4.2). (mesures effectuées sur 32=8x4
noeuds sur un switch, avec une configuration WO5L2R8, 25000, n, = 141.)

Apres ces tests nous sommes restés sous Linux 2.4.2 et ce dernier pilote.

A.3 Conclusion : chronologie des résultats
obtenus et contributions principales des
parametres étudiés

La chronologie du travail et des résultats principaux est présentée dans la table A.4.

En résumé, et avec des précautions car ces parametres sont largement interdépendants,
on peut lister par ordre d'importance les parametres optimisés :
— algorithme de diffusion : passage de 50 a 67 GFlops/s sur 210 noeuds, soit a peu
pres 30 % de gain;
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— paramétres algorithmiques de Linpack : passage de 28.4 a 35 GFlops/s sur 96
noeuds (ceci comprend également quelques améliorations ddes aux Blas), soit a
peu pres 20% de gain;

— prise en compte des switches dans l'allocation des processeurs dans la grille vir-
tuelle : gain de 5 GFlops/s sur 70, soit 7% de la performance ;

— Blas/Lapack : le gain entre les différentes versions est moins évident a quantifier
car il dépend de chaque test considéré (produit matriciel, linpack-100®ur
le test linpack-1000, Atlas 3.2.0 affiche 425 MFlops/s contre 333 pour MKL (
table A.2), soit un gain de 27 %. Sur les mesures effectuées sur Linpack paralléle
avec I'une ou l'autre des versions des Blas, nous avons cité ci-dessus des mesures
donnant autour de 950 secondes avec Atlas/Henry, contre 1030 pour Atlas 3.2.0
seul, soit 8 % d’amélioration. Bien sdr on peut également avoir des performances
catastrophiques avec de mauvaises librairies;;

— pilotes/noyau Linux : gain de 50 secondes sur 1000, soit 5% de la performance;
Remarquons enfin que l'importance de ces parametres varie également selon le degré
de parallélisme de la machine : 'importance des switches apparait pour les exécutions
massivement paralleles. Au contraire les Blas vont sans doute jouer un r6le plus visible
sur les exécutions séquentielles.
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Résumé

Calcul Haute-Performance et Mécanique Quantique :
analyse des ordonnancements en temps et en mémoire

Ce travail présente I'apport de I'ordonnancement pour la programmation paralléle performante d’ap-
plications numériques en mécanique et chimie quantique. Nous prenons deux exemples types de résolution
de I'équation de Schrddinger — Boite Quantique (BQ) et Méthode des Perturbations d’ordre 2 (MP2) —
gui nécessitent de grosses ressources en calcul et mémoire. La programmation traditionnelle (échange de
messages et/ou multithreading) des machines paralléles (distribuées ou SMP) est illustrée par les perfor-
mances obtenues avec le benchmark Linpack sur la grappe I-cluster (INRIA). Le manque de portabilité du
code hautement performant obtenu montre I'importance d’'un environnement de programmation paralléle
permettant de découpler le codage de I'algorithme de son ordonnancement sur la machine cible. Nous in-
troduisons alors AHAPASCAN, qui repose sur I'analyse du flot de données, pour calculer dynamiquement
des ordonnancements prouves efficaces.

Un premier critére d’efficacité est le temps de calcul. Sur certains modéles de machines, la théorie et
I'expérience montrent queTMAPASCAN permet des ordonnancements qui garantissent des exécutions ef-
ficaces pour certains algorithmes adaptés a BQ, de type itératif (méthode de Lanczos). Un deuxiéme critére
fondamental est I'espace mémoire requis pour les exécutions paralléles en calcul numérique ; c’est particu-
lierement critique pour MP2. Nous proposons d’annoter le Graphe de Flot de Données (GFD) manipulé par
ATHAPASCAN pour prendre en compte la mémoire et permettre des ordonnancements dynamiques efficaces
en mémoire. Pour MP2, dont le GFD est connu statiquement, un ordonnancement efficace en temps et en
mémoire est donné.

Mots-clés : programmation paralléle, ordonnancement, calcul numérique, mécanique quantique.

Abstract

High-Performance Computing and Quantum Mechanics :
Analysis of Time and Memory Efficient Scheduling

This work shows the importance of scheduling for the programming of high performance numerical ap-
plications of quantum physics and chemistry. We focus on two methods for the Schrodinger equation : the
Quantum Box (QB) and the order two Mgller-Plesset (MP2) perturbation algorithm. Both require very large
amounts of computing time and memory. The traditional programming (message passing and/or multithrea-
ding) of parallel architectures (distributed or SMP) is illustrated through the performances obtained with
the Linpack benchmark on the I-Cluster machine of INRIA. The lack of portability of the high-performance
code obtained shows the need for an environment for parallel programming that allows the disconnecting of
algorithm coding from its scheduling on the target machine. We then introdue@PASCAN, that relies
on the analysis of the data flow to dynamically compute some schedules of proven efficiency.

For the execution time on some machine models, both theory and experiments showtheAdCAN
provides some schedules that guarantee good performance for algorithms adapted to QB, of iterative nature
(Lanczos algorithm). Another aim is to bound the memory required by parallel executions in numerical
computing; this is especially true for MP2. We propose to annotate the Data Flow Graph (DFG) to take
the memory into account and allow scheduling that is time and memory efficient. For MP2, whose DFG is
statically known, a memory and time efficient scheduling is given.

Keywords : parallel programming, scheduling, high-performance computing, quantum mechanics.



