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Introduction générale

Le travail de recherche présenté dans ce mémoire a été réalisé au sein de I’'équipe
Equations aux Dérivées Partielles du Laboratoire de Modélisation et Calcul, et dans
le cadre du projet IDOPT ("IDentification, OPTimisation et Simulation Numérique
en Physique et en Environnement"), projet commun CNRS-INPG-UJF-INRIA. Ce
travail a été soutenu par ailleurs par le projet europeen ANFAS, 'INRIA a travers les
actions CARI, AIRE Développement a travers I’équipe Calcul paralléle de I’Université
de Yaoundé 1 et la Mission Frangaise de Coopération et d’Action Culturelle de Yaoundé.
Il porte sur les problémes inverses utilisant les techniques de contréle optimal, avec
comme application I'identification des paramétres hydrodynamiques sur les modeéles
d’écoulements en milieu poreux non-saturé.

Problématique

[’essentiel des transferts assurant le renouvellement et/ou la dégradation des res-
sources en eaux souterraines se fait a travers les sols et la zone non-saturée de 1’aqui-
fere. Cette interface entre I’atmosphére et la ressource «eau souterraine» est une zone
trés active d’un point de vue hydrique, physico-chimique et biologique. Les transferts
peuvent étre des retours a I’atmosphere (prélévement d’eau et de solutés par les plantes,
dégradation biologique, ---) ou des infiltrations vers les nappes a surface libre.

Le processus physique de I’eau pénétrant dans le sol & partir de sa surface est généra-

lement connu sous le nom d’infiltration. L’infiltration est une composante primordiale
dans le cycle hydrologique. Il y a un lien étroit entre la quantité d’eau infiltrée dans le
sol et son processus de redistribution dans les zones non-saturées. Cette redistribution
d’eau dépend des conditions d’humidité, de la pression d’eau et de la perméabilité en
zone non-saturée.
Cet écoulement de ’eau dans le sol est caractérisé par des paramétres qui prennent
en compte le type de sol (parameétres hydrodynamiques), la condition initiale et les
conditions aux limites du sol considéré au travers des modeles numériques (lois de
conservation et de comportement).

Or ces paramétres et ces conditions aux limites nécessaires a la mise en ceuvre de
ces modeéles sont, dans la plupart des cas, trés peu connus car le complexe sol-eau ne
présente pas de propriétés et de conditions d’équilibre stables. Ceci est dii a sa trés
grande variabilité spatio-temporelle.



Méthodologie

[’assimilation variationnelle de données est une technique qui permet de détermi-
ner des paramétres inconnus dans un modeéle en combinant des informations sur les
observations et la dynamique du modeéle afin que les parameétres identifiés permettent
au comportement du systéme de s’accorder avec les observations. Le principe des mé-
thodes variationnelles qui repose sur la technique de contréle optimal des systémes
gouvernés par les équations aux dérivées partielles [60], est d’introduire une fonction-
nelle (fonction cofit) dépendant des parameétres de contréle et de la minimiser en cher-
chant les valeurs optimales de ceux-ci dans un espace de controles admissibles. Dans
la plupart des cas, cette fonctionnelle est choisie (au sens des moindres carrés) comme
étant ’écart quadratique entre les champs analysés (prévision du modele) et les me-
sures expérimentales (observations). Les valeurs optimales des parameétres inconnus de
cette fonctionnelle peuvent-étre trouvées en utilisant une méthode d’optimisation sans
contraintes qui nécessite la connaissance du gradient de la fonction cott par rapport
aux paramétres de controle. La méthode de controle optimal est plus pratique et plus
efficace et permet d’éviter la trés large demande en calcul et en stockage qu’aurait de-
mandé une différentation numérique, particuliérement pour les systémes possédant un
trés grand nombre de parameétres. Une analyse diagnostique (qualitative et quantita-
tive) du processus d’assmilation variationnelle notamment en ce qui concerne I'influence
du bruit sur les observations sur le processus d’assimilation et sa propagartion sur les
parameétres identifés ou 'influence de la configuration spatio-temporelle des données ré-
coltées in situ passe par des études au second ordre [104, 43|. La résolution du probléme
de contréle optimal passe par I’étape de calcul du gradient et 'analyse diagnostique par
les études au second ordre. Cette démarche passe nécessairement par le calcul des dé-
rivées premiéres et secondes de la fonction coiit. Le calcul des dérivées par rapport aux
paramétres de controle étant fastidieuse et sources d’innombrables erreurs, nous avons
utilisé le générateur automatique de codes Odyssée opérant en mode direct et inverse
sur les codes écrits en Fortran a partir d’une approximation discréte de la fonction cotit
et du modele direct.

Application aux modéles d’écoulement

Le formalisme variationnel introduit pour la premiére fois par Sasaki [90] dans le
contexte des modeéles d’écoulement, a depuis connu un développement considérable
tant du point de vue formel que du point de vue algorithmique. I.’abondante littéra-
ture sur les résultats obtenus par différents auteurs a ce sujet en témoigne. En milieu
non-saturé cette recherche se base sur le travail des météorologues (et plus récem-
ment des océanographes) jouissant d’une plus grande expérience dans le domaine. Les
différentes méthodes d’estimation des parameétres hydrodynamiques sur les modéles
d’écoulements en milieu poreux (des mesures in situ, des essais au laboratoire sur
un échantillon remanié), se voient donc ainsi étre remplacées par cette démarche que
les physiciens dénomment calage ou étalonnage de modeéles. Les travaux de Chavent
[12, 13, 11] en sont des précurseurs . Cette derniére décennie a vu une application



sans cesse croissante des problémes inverses dans les milieux poreux non-saturés. Les
possibilités offertes par cette approche sont nombreuses et son utilisation est devenue
fréquente pour I’estimation des parameétres dans les modéles hydrologiques. Dans notre
contexte, la fonctionnelle cotit définie mesure les écarts au sens des moindres carrés,
qui existe entre 'infiltration cumulée calculée et 'infiltration cumulée mesurée. Le pro-
bléme de controle optimal consistant & déterminer le jeu de paramétres ajustant «au
mieux» ces deux infiltrations cumulées.

Organisation du mémoire

Le présent mémoire est organisé autour de cing chapitres. Nous commencons par re-
gardé 'aspect physique afin de définir notre modeéle hydrologique d’infiltration. I.’équa-
tion aux dérivées partielles de type parabolique quasilinéaire qui en dérive est résolue en
suivant la méthodologie développée dans [12] et plus généralement dans [82, 62]. Cette
résolution mathématique est suivie d’une résolution numeérique. Dans un second cha-
pitre, nous définissons le probléme d’identification en milieu poreux non-saturé, ensuite,
nous présentons dans un cadre plus général le principe de I'assimilation variationnelle
de données en utilisant la technique de contréle optimal avec comme paramétres de
controle : la condition initiale, les conditions aux limites et un paramétre général. Ceci
sera utilisé pour définir le systéme d’optimalité dans le cadre continu et discret de notre
probléme d’identification. Des séries d’expériences numériques utilisant d’une part les
données synthétiques non-bruitées (infiltrations cumulées) distribuées selon plusieurs
configurations temporelles, d’autre part des données de terrain (réalistes) sont effec-
tuées dans un premier temps sans pénalisation de la fonction cofit et dans un second
temps avec pénalisation. La qualité d’'une «bonne» identification est non seulement
liee au modele, mais aussi a la qualité des données. Or I'acquisition des données in
situ est en général entachée d’erreurs. Il apparait de facon naturelle aprés la phase
d’identification de réaliser au sein du chapitre trois les études de sensibilitées utilisant
les équations adjointes. Ces études des sensibilités basées sur le calcul du Hessien de la
fonction cotit (produit du Hessien par un vecteur) et son inversion (analyse au second
ordre) se font en suivant la démarche proposée dans [81, 26], avec en toile de fond
un essai de déterminer non seulement I'impact eventuel d’une erreur de mesure des
observations sur les paramétres identifiés mais aussi de quantifier les données les plus
importantes a observer dans le processus d’identification. Dans le quatriéme chapitre,
en nous servant des progrés sans cesse croissants de la différentiation automatique, nous
reprenons les études réalisées aux chapitres deux et trois en nous servant des techniques
permettant d’obtenir des dérivées exactes (aux erreurs d’arrondi pres) d’une fonction
représentée par un programme informatique : le differentiateur 0Odyssée opérant sur les
codes écrit en Fortan a été utilisé. Dans la derniére partie, nous présentons une appli-
cation des méthodes de Newton en assimilation variationnelle de données [28], avec des
expériences numériques sur le modeéle hydrologique d’infiltration en zone non-saturée,
le parameétre de contréole étant réduit a la condition initiale.
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1.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre la physique liée a notre problématique. Cet aspect
physique nous conduira a un modéle hydrodynamique régissant les écoulements en mi-
lieux poreux non-saturés : modeéle direct. Ainsi, plusieurs formulations des équations
sont décrites : formulation en terme de pression en eau du sol, formulation en terme
de teneur en eau du sol et formulation mixte pression-teneur en eau du sol. Toutes ces
formulations sont mathématiquement équivalentes la seule différence se situant (pour
certaines) sur le plan de la conservation de la masse [7]. De facon générale, les équa-
tions de ’hydrodynamique caractérisant les écoulements en milieu poreux non-saturés
obtenues, sont des équations aux dérivées partielles non-linéaires de type parabolique
quasilinéaire et nous présentons une résolution dans des espaces fonctionnels conve-
nables. Ce travail est suivi de quelques expériences numériques utilisant des parameétres
hydrodynamiques d’un sable de Grenoble.

1.2 Définition du milieu poreux

Le sol est un systéme hétérogéne complexe composé de trois phases : la phase liquide
représentée par I’eau du sol, la phase gazeuse par 1’air et la phase solide par les particules
du sol, Hillel [50]. I.’essentiel des transferts de masses conduisant a I’évapotranspiration,
a la redistribution et a 'infiltration se fait dans la zone du sol constituée des couches
superficielles. Cette zone est appelée zone non-saturée. Les constituants élémentaires du
sol sont des particules solides dont la répartition en différentes classes de taille (argile,
sable, limon, gravier) permet de définir la texture sol et sert de base a la classification
des sols.

1.3 Hydrodynamique du milieu poreux

1.3.1 La loi empirique de Darcy

La loi de Darcy permet de décrire les écoulements dans un milieu poreux saturé :
elle exprime la proportionnalité entre le flux d’eau, ou vitesse de filtration g traversant
une colonne et le gradient de charge hydraulique (c.f. [58]) :

P
g= K"y (_ - ) ,
no \py

q est la densité de flux volumique (LT71),

relation dans laquelle :

K est la perméabilité du milieu poreux, indépendant du fluide (L?),
P est la pression de I'eau dans le sol (M L=1T?),

p est la viscosité dyamique de eau (M LT™1)

p est la masse volumique de 'eau (M L7?),

g est l'accélération de la pesanteur (LT7?%),
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z est la profondeur (orientée vers le bas) (L).

La loi de Darcy, bien que con¢ue & 'origine pour les écoulements en milieu saturé,
fut étendue par Richards en 1931 (c.f. [88]) & I’écoulement en sol non-saturé en stipulant
que la constante de proportionnalité K appelée conductivité hydraulique est fonction
de la teneur en eau du sol :

g=K(0).V(h—2z),
ou
0 = — : la teneur en eau volumique du sol (L*L~?), avec V,, volume d’eau dans le sol
et Vi \folume total du sol considéré.
K(0) = K.B’m(@)@ : la conductivité hydraulique (LT™1) et K,,(0) la perméabilité
relative. :
h = — : la pression effective de 'eau ().

On peut également 'exprimer sous forme de la pression en eau du sol sous la forme :
g=K(h).V(H)

H = h — z est la charge piézométrique, z représente la cote considérée.

[’expression de la conductivité hydraulique en fonction de la teneur en eau # ou en
terme de pression h est complexe et dépend du type de sol considéré (voir figure 1.1)
suivant ses caractéristiques structurales et texturales (Hillel [50]).

600 |-

500 |-

400

300 |

Conductivite hydraulique K

200 |

100 |

0 I I adezeeme T

I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Teneur en eau

FiG. 1.1 — Courbes K(6) pour trois types de sols différents

1.3.2 Equation de continuité

La loi de Darcy, a elle seule, ne suffit pas a décrire I’équation générale de I'écoule-
ment. Il faut pour cela, utiliser I’équation dite de continuité qui exprime la conservation
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de la masse d’eau dans une volume élémentaire représentatif du sol et qui s’écrit en sup-

posant I'indéformabilité du milieu (masse volumique constante) et la masse volumique
e l'eau également constante sous la forme :

de I’ 1 t tant la fi

0
ot

Cette équation exprime la correspondance entre la variabilité spatiale du flux et la

—V.g

variabilité temporelle de la teneur en eau.

1.3.3 Equation des écoulements en milieu non-saturé : équation
de Richards (1931)

[.’équation générale des écoulements en milieu poreux non-saturé résulte de la com-
binaison de la loi de Darcy généralisée en milieu non-saturé et de 1’équation dite de
continuité. Diverses formulations de cette équation sont possibles selon la variable d’état
considérée a savoir, la pression k(L) ou la teneur en eau 6 (L*.L7%). Cette équation
plus connue sous le nom d’équation de Richards depuis 1931, s’exprime comme suit :
% = VI[K(0)VH] (1.1)

ol
0 est la teneur en eau du sol (L°.17%)
H : est la charge piézométrique (H = h — z) (L) avec h la pression effective de I'eau
du sol.
K (0) est la conductivité hydraulique (L.771)
L’équation aux dérivées partielles (1.1) est associée aux conditions suivantes :

e des conditions aux limites du domaine d’étude de type Dirichlet (pressions imposées),
de type Neumann (flux imposées) ou de type Fourier (conditions mixtes);

e des conditions initiales en pressions A ou en teneur en eau 6.

A cause de la non-linéarité de ces équations, il est pratiquement impossible d’avoir
une solution analytique (excepté dans certains cas particuliers). Par conséquent, les
méthodes numériques sont largement utlisées pour résoudre 1’équation de 1’écoulement
en milieu poreux non-saturé.

1.3.4 Les fonctionnelles K(¢) et 6(h)
Relations 6(h)

Pour résoudre I'équation (1.1), il est nécessaire de connaitre la courbe de retention
6(h). Cette fonctionnelle relie la teneur en eau du sol 8(h) et la pression h. Il faut aussi
définir expression de la conductivité hydraulique K en fonction de la teneur en eau
6(h).

Ces relations caractérisant le milieu poreux sont trés difficiles d’accés. De plus, la rela-
tion entre la teneur en eau et la pression ne peut étre unique en raison de I’hystérese,
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dont une description plus détaillée est donnée par Hillel [50], Philip [85].

Plusieurs relations ont été proposées pour décrire la courbe de retention des sols.
Parmis ces relations, les plus utilisées sont celle de Brooks et Corey 1964 [5] et celle de
Van Genuchten 1980 [37]. La formulation de Brooks et Corey donne la relation entre
la teneur en eau et la pression a travers I’expression suivante :

0.+ (0,—0,) (k)T siah >1
b= { 0, siah <1 (1.2)

0, et 0, représentent respectivement la teneur en eau résiduelle et la teneur en eau
a saturation naturelle, a est un parameétre empirique. En utilisant la teneur en eau
réduite S, ou encore le taux de saturation donné par ’expression suivante :

-0,

I’équation (1.2) devient :
[ () siah >1
Se_{ 1 siah <1 (1.4)

La simplicité de cette équation fait qu’elle est souvent utilisée dans les modéles numé-
riques d’étude des milieux non-saturés.

La relation de Van Genuchten [37] permet de mieux décrire la courbe de retention pour
des valeurs de la teneur en eau proche de la saturation et de bien reproduire les formes
de courbes que sont susceptibles de restituer les autres méthodes.

L’équation est donnée en considérant le taux de saturation (1.3) par la relation sui-
vante :

v
[+ (ah)]™

m, A et a sont des constantes empriques qui déterminent la forme de la courbe de

Se = (1.5)

1
retention. Avec la simplification proposée par Van Genuchten m = 1— —, cette équation

n
est utilisée dans la relation de Mualem (1976) [72] donnant la conductivité hydraulique.

Relations K(0)

Etant donné qu’une estimation de la courbe de conductivité hydraulique K (6) est
plus difficile & obtenir expérimentalement que celle de la courbe de rétention h(8) (c.f.
[58]), différents auteurs ont proposé des formulations mathématiques pour obtenir des
conductivités a partir de la courbe de rétention. Parmis celles-ci, nous présentons le
modéle de Mualem 1976. Il donne la conductivité hydraulique & partir du taux de
saturation par la relation suivante :

K(S.) = k5! [];(g))] : (1.6)
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FiG. 1.2 — Teneur en eau en fonction de la presion h pour différents types de sol

avec f(ﬂ:/(fﬁ,

[ représente la connectivité des pores. [ a été estimé par Mualem & 5 aprés une moyenne

faite sur plusieurs échantillons de sols.

1
Apres intégration et en suposant que m = 1 — — (Van Genuchten 1980), la conductivité
n

hydraulique est donnée par la relation suivante :

K(S,) = b, 8" [1 _ (1 _ sﬁ)mr. (1.7)

En terme de pression cette équation s’écrit :

[1 = (ah)™ (1 + (ah)"]"]’
[1+ (ah)™)™

K(h) =k, (1.8)

En utilisant les relations de Brooks et Corey [5], 'expression de la conductivité
hydraulique est donnée par

K(S.) = K,8:7°%%, (1.9)
ou en terme de pression avec ah > 1 :

K,

Les courbes de conductivités hydrauliques K () reposent sur I'adjustement des va-
leurs expérimentales et sur les lois mathématiques empiriques. Ceci concerne également
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la relation h(@).

Différents modeéles ont été déja décrits plus haut. Dans la suite de notre étude, notre
choix sera porté sur le modeéle de Mualem-Van Genuchten :

e courbe de retention :

h n\ 1—— '
0, sih >0

¢ la conductivité hydraulique :

—40,\"
K(0) = K, > 1.12
-5 =7] (112)

Nous en déduisons I'expression de la capacité capillaire donnée par la relation sui-
(65_67‘) h n—1 h n %—] .
oy = E2 )T ()T sh<o
0 sih >0

Dans ces relations, h, (L™') est le paramétre d’échelle de Van Genuchten 1980 [37].
n et n sont des paramétres de forme adimensionnels

vante :

D’aprés Haverkamp et al [45], les parameétres de forme 5 et n sont fortement liés a
la texture du sol alors que les parameétres hydrodynamiques K, 0,5, 0,, h, sont eux
fortement liés & la structure du sol.

Ici, le nombre total de paramétres est de 6 : (K, 05, 0., hy, n, n).

Ce type de modele a été utilisé par Haverkamp et al [47]| pour comparer différentes
techniques de résolution numeériques de 1’équation de Richards et par Hills et al [51]
pour étudier I’écoulement de 1’eau dans des sols trés secs.
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1.4 Modéle direct : aspects mathématiques

[’objectif de ce paragraphe est de présenter le modéle direct ainsi qu'une approche
de résolution. C’est un probléme quasilinéaire dont la prescription des conditions initiale
et aux limites dans un espace fonctionnel convenable permet sa résolution. Pour ce faire,
nous nous servirons des méthodes développées par Lions [61] et reprises par Chavent
et Lemonnier [12].

1.4.1 Formulation du probléme

[.’écoulement de 1’eau dans le sol dans la direction horizontale n’est pas considéré.
Ainsi, le modéle monodimensionnel est en z —{ et est gouverné par I’équation parabo-
lique quasilinéaire [59] :

00 B 0 a0 JK(6) _
avec les coeflicients non-linéaires
bo, K, [ 0\
p)= % (0_)
(1.14)

0 2643
K() = K, (0—)

ou § = (1, z) est la teneur en eau, z est la coordonnée verticale orientée positivement
vers le bas (voire figure (1.5) et la profondeur de sol considérée est Z, t est le temps.

t

Fia. 1.5 — Colonne de sol

Les fonctions D(#) et K(6) sont respectivement, le coefficient de diffusion et la
conductivité hydraulique [72]. &, K, 0, correspondent respectivement au potentiel du
sol & saturation, a la conductivité hydraulique & saturation et & la teneur en eau a
saturation. Ks,0;, > 0, &, < 0, b > 0 est un paramétre lié au sol considéré.
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Les coefficients D(6) et K(6) peuvent aussi étre définis par une autre formule, par
exemple [59] :

D(6) = Doexp(=p(0o—0)), ; ; K(0) = Kyexp(=p(05,—6)), B>0.
La condition initiale est :
t=0, 0<z<Z, 6(0,2)=0o(z) (1.15)

et les conditions aux limites :

0
1>0, =0, ;D(G)g—:Ep, s 0> 0,
z
00 0 .
t>0,2=0, ;D0)=—=—F,, st 0<0<b (1.16)
82 ‘gk

1>0, 2=7, 0(t,L)=0,(t)

o I, est le potentiel d’évaporation contrélé par les conditions d’air, 63 est un pa-
rameétre qui donne la possibilité des sols a la rétention d’eau. Il est plus petit que le
taux d’humidité a saturation. En physique, quand 8 > 6, cela signifie que le sol est
assez humide, ainsi I'évaporation est entiérement contrélée par 1’air. Quand 6 < 6,
I’humidité du sol devient un facteur qui influence sur I’évaporation. Dans cette phase,
I’évaporation peut étre rattachée a I'humidité.

Remarque 1.1 Les coefficients D el K peuvent élre donnés par d’autres formules,
par exemple Van Genuchten [37]. Plus généralement, en utilisant le coefficient de dif-
Jusivité, on peul également (voir paragraphe 1.5.2) obtenir une forme en pression en
eau, ou la forme mizte pression-leneur en eau.

1.4.2 Reésolution du probléme pour les conditions initiale et aux
limites données

Nous allons considérer de maniére générale le probléme quasilinéaire parabolique
monodimensionel de la forme suivante :

0z

% _ 9 [D(G) 89] RO piy) () e =[0.7] % [0, 2]

ol 0z 0z
00 . _
(D () 5 K (9)) . =0

(D 0) % ~K (9)) - 0

0(0,2) = 0o(2)

(1.17)
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ou = 6(1,z) est la fonction inconnue, les coefficients D = D(0), K = K(6), et les
fonctions f(t,z), qo(t), ¢i(t) (qo(t), ¢i(t) étant les flux de drainage net) sont supposées
connues pour t € [0,T], z€ [0, 7], T, Z € IR}.

La résolution et les propriétés de régularité des problémes quasilinéaires parabo-
liques ont été traités par plusieurs auteurs. Nous pouvons citer de facon non exhaustive
Ladyzenskaya et al [82], Lions et Magenes [62], Henry [49], Lions [61]. Les résultats sur
I'existence et 'unicité de la solution faible des équations paraboliques quasilinéaires de
forme générale sont donnés dans [82].

Remarque 1.2 e choiz des conditions aux limites de type Neumann est fail pour des
raisons de simplicités. On aurait pu également choisir des conditions aux limiles de
type Dirichlet 6(t,0) = 0o(z) a la limite supérieure du domaine et 6(t,Z) = o(z) a la
limite inférieure du domaine d’étude ou des conditions aux limites de lype miztes [28].

Comme nous l’annoncions dans le résumé de ce chapitre, nous allons considé-
rer I’équation parabolique quasilinéaire de forme générale (1.17) avec les coefficients
D(6), K(0) fonctions de la solution, et avec des conditions aux limites non-linéaires
pour z = 0 et z = 7. La formulation générale du probléme est considérée. I.’existence
et I'unicité de la solution sont prouvées dans une classe spécifique d’espaces fonction-
nels en suivant la démarche proposée dans [12].

Nous allons a présent, mener une investigation du probléme (1.17). Pour introduire
la formulation généralisée de ce probléme et sa formulation en terme d’opérateurs, in-
troduisons les espaces fonctionnels suivants :

H = [* ([0, Z]) l'espace des fonctions & valeurs réelles de carré intégrable sur [0, 7]

Soit Y espace de Hilbert H' ([0, Z]) vérifiant :
(0, 7) CY C (1.13)

Ce choix de Y est fait pour résoudre de fagon générale le probleme (1.17) avec des
conditions de Dirichlet ou un probléme intermédiaire.

On notera dans la suite par ||.|, et par (.,.), la norme et le produit scalaire
dans l'espace O, O correspondant a I'un des espaces définis ci-dessus.

On rappelle que (voir [61, 12] ) :

(u,v)y, = <A;1u,/\;lv>y/ Yu,v €Y (1.19)

ot Ay est 'isomorphisme canonique de Y dans Y’ défini par :

Vo € Y, Ayv € Y' est défini par (Ayv, u)y y = (v,u)y YVu €Y. (1.20)

On identifiera enfin Y & une partie de H et a son dual H', et on aura la situation
suivante :

YCHCY (1.21)
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1.4.3 Formulation du probléme en terme d’opérateurs

Définissons a présent A : Y — Y’ un opérateur non-linéaire par :

ov o Y /
5, 5, K(9) 5, dz Yv,w €Y (1.22)

0

{amw) — (Al = [ [n@av Ow Ow

Nous ferons I’hypothése suivante dans la suite :

Hypothése 1.1 (H1) Les fonctions D(0) et K(6) de IR — IR sonl continues, bornées
et vérifient :

{HmﬂmMLMQ>0kkmw0§a1<Dw%<MhO§a2<Kw)<M@

presque partoul dans IR (1.23)

Remarque 1.3

(1) Cette hypothese n’est pas restrictive, en réalité, la conductivité hydraulique et le
coefficient de diffusivité sont des fonctions continues positives el bornées de la
variable 0 indépendemment du type de sol considéré, c’est-a-dire du choix des
paramétres hydrodynamiques.

(i1) La fonction a est une fonction scalaire el est en réalité fonction du coefficient de
diffisivité D(0) et de la conductivité hydraulique K(0) et on confondra simulla-
nément cetle fonction a Uapplication de Y x Y — IR

Supposons que :

fel*(0,T;H) 6, L*([0,Z])=H (1.24)

On considére alors 1’équation non-linéaire suivante :

<%(t>aw> +a(0(t),w)=(f(1),w)y Ywe Y,pp sur[0,T]
" (1.25)

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 Sous ['hypotheése (H1) et avec les notations qui précedent, le probleme
(1.25) admet une solution unique qui vérifie :

¢ 120, T;V)NL*(0,T; H) (1.26)
do

— c L}(0.T:Y' 1.2
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1.4.4 Existence et unicité
La démonstration du théoréme 1.1 est fournie dans [12] dans un cadre plus général,
cependant nous verrons en reprenant les grandes lignes de celle-ci, qu’elle s’adapte bien
a notre considération.
Existence et unicité de la solution du probléme 1.25
On se donne une base wy,...,w,,... de Y vérifiant :
(wj,v)y = Aj (wj,v)y Vv €Y,

ce qui permet de définir le probléme approché dans [wy, ..., w,,] par :

dé,, .
<W,wj> +a(Op,w;) = (fw;)y 7=1,2,....,m t €[0,T]
7 (1.28)

0,,(0) = 0o, 0o, — 0o dans L? ([0, Z]) lorsque m — 400

Ce systéeme d’équations différentielles non-linéaires admet une solution locale 8,

pour t € [0,7y] avec Ty <T.

Etape 1 : Estimations a priori
Les estimations a priori sont indispensables a la résolution du probléme (1.25).
Les trois estimations ci-dessous, permettront de justifier le passage a la limite.

i) Il existe une constante C tel que

16l (0.7, < €

(1.29)
H‘gm”Loo(o,Tf;Y) <C
ii) A est un opérateur borné de Y dans L (0,7;Y") et de plus, on a :
do,,
H— <c (130
dt 12(0,T;Y")

iii) On définit ensuite les fonctions

5u(0) = [ Dinan et 5.0 = [ Kl e R

primitives de D et K respectivement s’annulant en 0.
Alors les fonctions 3y, B3 sont continues de IR — IR et vérifient respective-

ment les relations :
181 (O )l 120,70y £ C
(1.31)
| B2 (0l r2073) < C

Ce résultat se déduit facilement de ’hypothese (1.23) et de la majoration
(1.29).
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Etape 2 : Existence de la solution du probléme 1.25
Des estimations a priori fournies par les relations (1.29), (1.30) et (1.31) précé-
dentes, on déduit ’existence d’une sous suite 8, de la suite 8, telle que :

0, — 0 dans L*(0,T;Y) faible (1.32)
do, db .
— — dans L*(0,T;Y") faible (1.33)
dt dt
0, — 0 dans L*(Q) fort et presque partout (1.34)
Bi(0,) — x1, B2(0,) — x2 dans L*(0,T;Y) faible (1.35)

de (1.34), (1.35) et du fait que les fonctions 3;, 7 = 1,2 sont continues par rapport
a 6, il en résulte que

Bi(0) = x1 et Bi(0) = x2 (1.36)
et on peut passer a la limite dans I'équation (1.28). D’ou I’existence d’une solution
a I’équation (1.25).

Etape 3 : Unicité

Pour prouver I'unicité de la solution de I’équation (1.25), on considére deux so-
lutions 6, et 6,. En posant

w = 0] - 02, (137)
on déduit de I’équation (1.25) que cette différence vérifie :

<%(t>,v> + (A (0 (t) — A(02(1)) ,v)y =0 Yo € Y, pp sur[0,T]

(1.38)
w(0) =0
En prenant dans (1.38) v = Aytw(t), il vient
1d
——(w(t),w(t))y, + (A (0:(1) — A(0:(1)), AT w(l)) =0
577 (w0, w(t)y + (A (B (1) = A(B:(1)), A7 (D)), L

w(0) =0

compte tenu de la définition (1.22) de lopérateur A et de (1.19), la relation (1.39)
se réécrit :

N

51 92)) (91 - 92) dz

2(0,)) (0, — 6,) dz (1.40)

N

|
O\O\No\

(01) + (B2 — 1) (62)) (61 — 02) vdl
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Grace a I'hypothese (1.23), on déduit que :

1d z z
Sy, + ar [T100 =l +aa [ 101 = baf}ydz <
7z
< (M + M2>/0 161 — 03] |v|yd=
d’ou
1d (7 W 7
§%<w(t),w(t)>y, + % ) |01 — 02|?1de + %A |0] _ 02|2d2’ S
< ME
= Z|U|L2(9)
M2
< S {u(t), w(®)y,
w(0) =0

ot M = M, + M, et a = a; + ay d’ou le résultat en utilisant le lemme de

Gronwall.

Il existe également un autre théoréme utilisant le principe du maximum. Ce théo-
reme est di a G. Chavent et Lemonnier (c.f. [12]). Compte tenu de 'hypothese 1.1, le
théoréme 1.2 ci-dessus s’accorde parfaitement a notre probléme.

Théoréme 1.2 Avec les notations précédentes et Uhypothese (1.23), si en plus
ferl* Q) et 0, € L*(]0, 7)) (1.41)

Alors, la solution de 'équation (1.25) vérifie (1.26) et (1.27) du théoreme 1.1 el de
plus :

e L™(Q) (1.42)

1.4.5 Conclusion

Les résultats d’existence et d’unicité d'une solution du modéle hydrologique d’in-
filtration que nous avons présentés ne sont qu’'un cas particulier des équations para-
boliques quasilinéaires. De fagon générale, les équations aux dérivées partielles de type
parabolique quasi-linéaire sont utilisées pour la modélisation de plusieurs phénomeémes
physiques, on peut citer de facon non exhaustive la modélisation de la chaleur, modé-
lisation des écoulements en milieux poreux etc...
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1.5 Résolution numérique de I’équation de I’hydrody-
namique en milieu poreux non-saturé

1.5.1 Introduction

La solution de I’équation aux dérivées partielles qui décrit I’écoulement de 1’eau
en zone non-saturée dépend de plusieurs facteurs, dont la forme de I’équation retenue,
c’est-a-dire la formulation en pression h , la formulation en teneur en eau # ou la
formulation mixte pression teneur en eau 6—h.

Différents auteurs (Milly [70], Celia et al [7], Rathfelder et Abriola [86]) ont noté que
les solutions numériques obtenues avec la formulation mixtes de ’équation de Richards
sont plus précises ques celles obtenues avec la formulation en h.

La discrétisation en espace de I’équation peut étre réalisée, soit avec la méthode des
différences finies, soit avec la méthode des éléments finis. Toutes fois, les deux méthodes
produisent des résultats presque identiques si la matrice de stockage utilisée dans la
méthode des éléments finis est diagonalisée afin de supprimer d’éventuelles oscillations
de la solution (c.f. [70, 7]). Cependant, en se reférant a [86, 7|, tout compte fait la
méthode des éléments finies semble plus appropriée. D’autres techniques de résolution
peuvent étre utilisées (méthodes spectrales par exemple).

En milieu poreux non-saturé, les relations entre variables caractéristiques du milieu
sont fortement non-linéaires. A cause de cette non-linéarité, un processus itératif est
utilisé pour résoudre le probléme de I’écoulement dans un domaine considéré. Pour ce
faire, plusieurs méthodes itératives existent parmi lesquelles la méthode de Picard ou
méthode de substitution, la méthode de Newton-Raphson.

LLa méthode de Picard ou méthode du point fixe est la plus utilisée a cause de la
simplicité de sa mise en ceuvre.

Dans cette partie nous présentons une résolution de I’équation de I'hydrodynamique en
milieu poreux non-saturé, en utilisant le precessus itératif de Picard. L’illustration est
faite en utilisant les parameétres hydrodynamiques d’'un sable de Grenoble (Grenoble

Sand).

1.5.2 L’équation de I’hydrodynamique

L’équation de I’hydrodynamique en milieu poreux non-saturé est une équation for-
tement non-linéaire. La non-linéarité de cette équation provient des relations §(h) et
K (h). Dans le cas de I’écoulement vertical & une dimension, elle est donnée par :

ot §(L3L7?) est la teneur en eau , h(L) est la pression en eau du sol, K(8)(LT™')
conductivité hydraulique z(L) est la profondeur orientée positivement vers le bas, ¢
(T') est le temps.

On associe a cette équation aux dérivées partielles des conditions aux limites du do-
maine d’étude et une condition initiale.
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Rappellons que trois choix sont possibles en fonction de la variable d’état consi-
dérée : forme h, exprimée en fonction de la pression en eau, forme —h, exprimée en
fonction de la teneur en eau et de la pression A et résolue en terme de pression et la
forme 6 exprimée en fonction de la teneur en eau.

L’équation de en £

L’introduction de la capacité capillaire (Richards 1931), définie par :

0

permet de mettre I’équation (1.43) sous la forme suivante :

cw%zgvm%%_ﬂ, (1.44)

K (h) est la conductivité hydraulique exprimée en fonction de la pression en eau, elle est
obtenue en combinant les relations K'(#) et 8(h). Il est & remarquer que cette équation
peut étre résolue en milieu poreux non-saturé, la pression h variant d’une facon continue
dans tout le domaine de I'écoulement (Haverkamp et al, [47]). La discrétisation de cette
équation est en général trés délicate.

h
En effet si une attention particuliére n’est pas apportée au terme C(h)——, il peut ne

pas y avoir équivalence entre I'expression continue et l'expression discrete (c.f. [86]).

L’équation mixte 6—h

[.’équation de I'hydrodynamique sous la forme mixte s’écrit :

Cette équation est aussi une équation fortement non-linéaire. La discrétisation de
cette équation a 'avantage de donner une équation conservative en masse (Celia et al
[7]). Elle peut étre utilisée en milieu poreux saturé et non-saturé.

L’équation en #

L’introduisant du coefficient de diffusivité capillaire par Childs et Collis-Georges

1950 défini par :
D(6) = K(@)ah
a a0

permet d’exprimer 1’équation de I'hydrodynamique comme une fonction dépendant
uniquement de 0 :

90 o a0
EZEP@@‘MM (1.46)
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L’équation (1.46) est appelée équation de Fokker-Planck, elle a pour variable d’état
la teneur en eau f, c’est une équation conservative en masse. Mais elle a un inconvenient
majeur, elle ne peut pas étre utilisée si une partie du domaine est saturée. En effet,
tout point d’'une zone saturée est défini par une valeur constante de la teneur en eau
égale a la teneur en eau a saturation naturelle 6,.

1.5.3 Solution numérique de I’équation de I’hydrodynamique

Nous allons considérer la formulation en h et la formulation mixte sera donnée en
remarque. La linéairisation des différentes équations est faite en utilisation la méthode

de Picard.

L’équation en h

La discrétisation temporelle de (1.43) est faite en utilisant un schéma implicite
d’Euler. La discrétisation spatiale est effectuée en utilisant un schéma aux différences
finies.

i désigne l'indice de discrétisation en espace, AZ le pas de discrétisation en hauteur
z; = 1Az

j désigne l'indice de discrétisation temporel, AT le pas de discrétisation en temps
t; = JAT.

On obtient le systéme suivant :

iaT (+1) AT

iAZ
(i+1) AZ
Z
Fic. 1.6 — Grille de discrétisation
- . - -
! At Az i+3 Az

1 RITY — pit!
- K] (ZTZH_])] i=1,,Ng, j=0,--, Nf1.47)
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Avec C,L-H_l = C(hﬁ_l) et KJI} = \/K(hg-l_l) x K(hfill)-

Nous avons choisi comme expression de Kt a moyenne géométrique entre les va-

:t 1
leurs de K; et K4, qui donne de meilleurs résultats numériques (Haverkamp et Vauclin
[87] ) comparativement a la moyenne arithmétique.

[’équation (1.47) se met sous la forme :

[ry+1 hfill + (KJ+11 +K]+1 + OJH) J+1 [rzy+1 hf+11
Az G411 ~j+1 ~j+1
= ——C'Th A.([H I']"')
At CZ 1 + <
soit sous forme matricielle :
A (R 1 = P (H) (1.48)

N ; . . 11 1
ol (H]'H) est le vecteur de pression en eau au pas de temps j + 1, H/T' = pith,

A (Hj"'l) est la matrice de conductance globale tridiagonale symétrique par définition
dont les éléments sont composés de conductivité hydraulique et de capacité capillaire
aux différents points de discrétisation.
Concrétement nous avons :
Aiip1 = Aipr = —Kfﬂ
2
Ao (1.9
A = K”‘ 1’”‘ —— it
* AL
F (Hj"'l) est un vecteur global dont les éléments sont fonctions des conductivités hy-
drauliques et des capacités capillaires.
Le systéme (1.48) doit étre associé a des conditions initiale et aux limites.

Conditions aux limites

— C’est dans le vecteur F' (Hj"'l) qu’interviennent les conditions aux limites de type

Neuman (conditions en flux) :

. Fy (Hj"']) = F (Hj"']) + qo avec gg le flux imposé & la limite supérieure du

domaine, z = 0 défini par gy = (—K(h)a—h — K)
|z 0

z
. Fy. (Hj"']) = Fy, (Hj"']) — gz avec gz le flux imposé a la limite inférieure du

domaine, z = 7 défini par qz; = (—]&( )g—h - K )
z
|z Z

— Les conditions de type Dirichlet (pression ou teneur en eau imposées) :
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L HITY = h(t,0) ou 9t = 6(t,0) condition a la limite supérieure du domaine,

z=0.
. H}th = h(t,Z) ou 95'\21 = 6(t, Z) condition a la limite inférieure du domaine,
z= /7.

Conditions initiales

. H? = h(0,2) pour i = 1,2,..., N., en terme de pression en eau.
. 09 =0(0,z) pour i = 1,2,..., N,, en terme de teneur en eau.

L’équation discréte de 1’écoulement (1.48) est une équation non-linéaire, les co-
efficients de cette équation sont fonction de la variable d’état que nous cherchons a
déterminer. Il faut, pour la résoudre, utiliser un processus itératif.

1.5.4 La méthode de Picard appliquée a la forme h

La méthode de Picard est la plus couramment employée. C’est une méthode assez
simple & utiliser. Elle fait appel a un processus itératif. Le systéme d’équation global
s’écrit :

A (RIF1m) pittmt = p () (1.50)

ou m est l'indice d’itération. Le processus itératif est poursuivi jusqu’a ce que les
variations de pressions d’une itération a 1’autre soient inférieures a une tolérance fixée
a priori. Pour la premiére itération on se fixe (Hj"'l’o) = (HJ)

Le systéme d’équation généralisée pour la méthode modifiée de Picard s’écrit :

A(hj+1,m>Ahj+1,m _ F(hj-l-l,m) _ A(hj"'l*m)h”l’m (1_51)

olt m est le compteur d’itération, At""™ représente le vecteur de pression au pas de
temps j+1 et a l'itération m, Ap/TH7TE = pattmtl _ pithm oot Je vecteur des pressions
en eau du sol au pas de temps j + 1 et a I'itération m 4 1 (itérations de Picard).

Ce processus itératif est construit de la maniére suivante :

la maniére suivante :

Etape 1 A/t"" = 17, est un vecteur initiale avec b’ la pression h au pas de temps j.
Etape 2 pour m =0,1,2,---, Nz faire :
(2) Construire le systéme (1.51)

(i) Résoudre le systéme linéaire (1.51) pour le vecteur ApI+™
(zzz) Construire la nouvelle solution : AIT1mtl — ApItlm+l 4 pitim

iv) Tester la convergence ‘Ah”l’m‘ = ‘h”l’m"'l - h]"'l’m‘ <€ X ‘h”l’m"'l‘

— si le critére n’est pas vérifié alors m = m + 1 et on retourne a I’étape 2.

— sinon ATV est la solution approchée de 1’équation (1.47) au pas de temps

j+1
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Cette méthode est simple & mettre en ceuvre et lorsque qu’elle converge, a une
vitesse de convergence assez faible (asymptotiquement linéaire).

Remarque 1.4 D’autres méthodes de linéarisation existent par exemple la méthode
de Newton-Raphson. Cetle méthode a éte employée pour la résolution de 'équation de
l’écoulement en zone non-saturée par plusieurs auteurs, Celia et al 1990 [7], Rathfelder
et Abriola 1994 [86], Lehmann 1996 [58]. Nous optons pour la méthode de Picard en

raison de sa simplicité.

1.5.5 Remarque (forme 6—h)

Remarque 1.5 Cette formulation est ulilisée dans le but de remédier aux problemes
de bilan en eau Celia et al [7].

La discrélisation de équation mizte (forme 0—h) est réalisée de la méme fagon que
la forme en h, c’est-a-dire en utilisant un schéma aux différences finies homogéne en
espace el un schéma implicite d’Euler en temps a [’équation mixte —h. Ce qui donne :

i+1,m+1 ] +1,m+1 i+1,m+1
O g 1 [ (BT R
At Az itg Az
. hj+1,m+1_hj+17m+1
Kothm [ = L -1 1.52
X_L AZ 9 ( )

m désigne ['indice d’itération.

Celte équation esl résolue en pression d’eau h. Pour ce faire, nous allons effectuer
un développement en série de Taylor pour exprimer la teneur en eau au pas de temps
7+ 1 et alitération m + 1 en fonction de la teneur en eau au pas de temps j + 1 et a
litération précédente m el de la pression en eau au pas de temps j+ 1 el aux itérations

m et m+1 (c.f. [7, 86]) ce qui donne a lordre un :

gitlmt1 — gittm % J+1m (hj+1,m+1 _ hj+1,m) +0(9), (1.53)
avec C'Z‘-jﬂ’m = % L™ capacité capillaire.

Nous obtenons en combinant les équations (1.52) et (1.53) Uéquation d’écoulement de

l'eau sous la forme mixte avec la méthode de Picard :
CritLmp i+ mtl At [
K3 K3 AZQ

~+1 i+1 1 i+1 i+1 i+1 j
+ KTl ] = Gt — (gt — g

]&rj:-ll’m'hgill’m-l-l - <[&'7,J_:'l1’m + [(;j-ll,m> .hg+1,m+1
2 i+1 -1

At ~i+1,m ~i+1,m
- — | K" = KT .
Az it3 i—3

Soit :

~7+1,m +1,m+1 ~7+1,m ~7+1,m +1,m +1,m+1 ~7+1,m +1,m+1
[\ij+l NI — ([‘ij+l — l'\j_l + A C! ! — [‘f_; AT
2 2 2 2
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i+1.m Ai+1,m AZZ +1,m 5 j+1,m
L (R S e

Az? ;
JtLm i

A ()

soil sous forme matricielle :
A (Hj'l'l’m) pitiml (Hj+1,m) . Az? <9j+1,m . 9j+1) (1.54)
At

La méthode de Picard modifiée appliquée a la forme mixte, se déduil de [’équation

(1.54) et s’écrit :

La matrice de conductance globale est tridiagonale symétrique identique au cas précé-
dant (forme en h) el le processus itératif utilisé pour résoudre cetle équation est celui
présenté pour la forme h.

1.6 Reésultats numériques

— La capacité capillaire C'(h) et la conductivité hydraulique K(h) considérées sont
définies de fagon empirique (Haverkamp et al [47]) par :

o (3 ()]
C(h) = hg hg H hg 7 <0 (1.56)

C(h) =0, si h > 0 (cas saturé).

h n 77(%_1)
K, ll + (—) ] , s1 h <0.
K(h) = hy (1.57)

K(h) = Ky, si h > 0 (cas saturé).
la teneur en eau résiduelle est nulle 4, = 0.
— La longueur du profil est de 100 cm.
— conditions initiale et limites :
— condition initiale : ~(0,z) = —61.5 cm
— condition a la limite supérieure : h(t,0) = —20.7 cm
— condition a la limite inférieure : A(t, Z) = —61.5 cm

Les parameétres hydrodynamiques sont ceux d’un sable de Grenoble : Ky = 4.28 x
107 em/s, 0, = 0.312 em®/em?®, hg = —16.4 em, n = 2.79, n = 6.73
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Les simulations sont réalisées sur une colonne de sol uniforme en considérant la

formulation de I’équation de Richards en terme de pression eu eau (forme h). Le pas

de discrétisation spatiale est variable :

temps de simulation est de 2 heures.

-10 T

Az =05 cm, Az =1 cmet Az =2 cm. Le

Pression en eau (cm)

—— AT=0.1sec

- AT=10 sec
——— AT=40 sec
— — AT=60 sec
— - - AT=120sec

-70 L L I I
0

Il
10 20 30 40 50

60

Profondeur (cm)

FiG. 1.7 = Distribution du profil des pressions en eau calculées avec la méthode modifiée
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de Picard pour la forme h de ’équation de Richards.

Le nombre d’itérations indispensable pour les simulations ne varie pas de fagon si-

gnificative en fonction de la variation des pas de discrétisation. On observe une légére
variation (voir graphiques de la figure 1.7) de la solution lorsque AT croit. Néanmoins,

cette variation n’altére pas la convergence des différentes solutions aux cours des ité-

rations.

100
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1.7 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de décrire les fondements théoriques du modéle physique
utilisé dans le cadre de ce travail. Le modéle décrit permet de simuler les écoulements
d’eau dans un milieu poreux non-saturé. I.’équation de Richards (1931) obtenue de cette
description physique, est une équation aux dérivées partielles non-linéaire de type para-
bolique et sa résolution mathématique s’est inspirée de la démarche dérivée de [12, 82],
en bénéficiant de I’hypothése non restrictive faite sur la conductivité hydraulique et sur
le coefficient de diffusivité. Les caractéristiques majeures de cette équation sont princi-
palement la condition initiale, les conditions aux limites, la relation conductivité-teneur
en eau, la relation teneur en eau-pression et les parameétres hydrodynamiques. La mise
en ceuvre numérique s’est faite en utilisant I'algorithme d’approximations successives
de Picard sur la forme pression en eau.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le probléme d’assimilation variationnelle de don-
nées pour l'identification des parameétres hydrodynamiques sur un modele d’écoulement
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en zone non-saturée. Dans ce probléme, nous cherchons la solution d’un probléme de
type contréle optimal. Les méthodes utilisant 1’état adjoint, permettent de déterminer
le gradient d’une fonction cofit a définir en fonction des parameétres a identifier. C’est
ainsi que nous rappelons et appliquons les techniques de développement du code adjoint
dans un cadre général, ensuite, nous étudions sa faisabilité sur le modéle décrit dans
le premier chapitre. Pour valider ce code et tester la faisabilité de la méthode d’opti-
misation de type descente, nous allons reconstituer les parameétres hydrodynamiques
(P. Ngnepieba et al [78, 79]) par minimisation des écarts au sens des moindres carrés
par des algorithmes utilisant le gradient de la fonctionnelle coit. Les conditions aux
limites et la condition initiale optimales seront également déterminées. Les observations
utilisées seront soit des observations simulées générées par le modéle direct (infiltration
cumulée ) soit des données de terrain d’une région de Grenoble.

2.2 Deéfinition d’un probléme de controéle optimal en
milieu poreux non-saturé

Nous nous intéressons ici a la recherche des parameétres d’un modéle numérique
connaissant une distribution de la solution en différents points de I'espace et a différents
temps de simulation. Nous allons ci-dessous, poser le probléme et définir le probléme
de controle optimal (probléme inverse).

2.2.1 Aspect conceptuel de I’écoulement de 1’eau en milieu non-
saturé

Le but de notre étude est l'identification des paramétres hydrodynamiques, des
conditions aux limites et initiale dans un modéle hydrologique monodimensionnel d’in-
filtration de I’eau dans le sol.

2.2.2 Rappel des équations

En se basant sur les équations définies au chapitre 1, nous considérerons la formu-
lation de ’équation en pression en eau (h) suivante :

(0,2) = hini(2)
(£,0) = hsurs (1)
(t

2
=

avec la capacité capillaire

[47]) -
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| S E) @) e,

C(h) =0, si h >0 (cas saturé).

h n "7(%_1)
K, [H (_) ] s <.
K(h) = hg (2.2)

K(h) = K, si h > 0 (cas saturé).

Les paramétres hydrodynamiques sont au nombre de cinq :

K, hy,0,,1m,etn. (2.3)
avec h, est le point d’inflexion de la courbe h = f(#) définie par

omafor(G)]

0 n
La relation (2.2) peut également s’exprimer en fonction de 8 par K(0) = K, <Q_>

2.2.3 Infiltration

[’infiltration décrit le processus de ’eau pénétrant dans le sol a partir de sa surface.
Plusieurs facteurs influencent le taux d’infiltration. Parmis ceux-ci nous pouvons citer
les propriétés du sol telles que sa porosité, sa conductivité hydraulique, et son taux
d’humidité initiale dépendant des conditions aux limites et initiale.

De maniére générale, pour une condition initiale variable 0(0, z) = 6;,,(z) U'infiltration
cumulée (1, en dimension un de I'espace exprimée en centimetres par unité de surface)
est définie par :

Lu(t) = /0 7 ot 7y dr, (2.4)

q(t,z) étant le taux d’infiltration.
Nous choisirons une condition initiale constante 6;,; = cte, dans ce cas l'infiltration
cumulée est définie par :

Lai(l) = /OZ (0(t,2) — O:n) dz (2.5)

ou Z désigne la profondeur de sol considérée, (¢, z) solution de (1.44) ou (1.45).

Ce type de mesure a été choisi pour sa simplicité. Les mesures de § étant trés longues,
difficiles et cotiteuses alors que la mesure de l'infiltration cumulée se fait assez sim-
plement. Les mesures sont faites en posant un cylindre de faible diameétre (pour les
mesures & une dimension) sur le sol et en versant de I'eau a 'interieur. On mesure
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FiG. 2.1 — Infiltration cumulée expérimentale : méthode des cylindres

ensuite le temps que met le sol pour absorber une hauteur z d’eau. Cela nous donne a
chaque temps ¢ la quantité d’eau absorbée par le sol.

En général, les parameétres (2.3) sont estimés de facon empirique a partir des mesures
d’infiltration sur le terrain.
Si 'on dispose des mesures de terrain [,4(¢;) aux instants ¢; ,j = 0,--- M, on peut
naturellement se poser la question :

Quel est le jeu de parametres (2.3) pour lequel Uinfillration cumulée I.4(t) calculée
par (2.5) est «la plus proche possibley de Uinfiltration mesurée Is(t) aux instants t; ?

Une description compléte du processus d’infiltration impose de prendre en compte
les caractéristiques du profil d’humidité et de pression du sol considéré, la profondeur
et les différents temps d’intégration ; raison pour laquelle nous devons tenir compte des
conditions aux limites et de la condition initiale de notre modéle pour mieux quantifier
notre processus d’infiltration. Ansi, a la question posée ci-dessus nous devons ajou-
ter aux parameétres (2.3) la condition initiale 6;,;, et les deux conditions aux limites
Osurs, €t O.na que nous supposerons constantes dans le temps pour des raisons de
simplicité.

Nous pouvons donc reformuler la question précédente par :

Quel est le jeu de parameétres Par = (Kg, 05, hy, 1, n, Oiniy Osurg, €l Opon0) pour
lequel Uinfiltration cumulée 1.,(t) calculée par (2.5) est «la plus proche possibley de
Uinfiltration mesurée 1,,(t) aux instants t; ¢

Pour répondre a cette question, on construit la fonctionnelle d’écart (fonction cofit)
entre 'infiltration calculée et I'infiltration mesurée :
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J(Par) = %

;(fcal(tj) — Ts(t7))” (2.6)

_ %/OT [/()Z(Q(t,z)—Hm;)dz—lobs(t) S(t—t;)dt,

ou 6 (t — t;) représente la masse de Dirac concentrée autour du point ¢;, At intervalle
de temps entre les différentes observations (At sera également le pas de discrétisation
temporelle qu’on définira au paragraphe lors des expériences numériques).

Le probléme revient a trouver le vecteur de parameétres :

e

Par* (K3, 03,05, 0%, s 05 Orgs 0fona) (2.7)
tel que

J(Par™) = I{}éﬁ](U) (2.8)

ot P est 'ensemble des vecteurs de paramétres admissibles.
Une caractérisation de Par™ est donnée par I’équation d’Euler-Lagrange :

VJ(Par*) =0 (2.9)

si ’ensemble des paramétres admissibles est 'espace P tout entier. Sinon, on a plutot
I’inégalité variationnelle :

(VJ(Par*),v — Par*) > 0VYv e V C P, (2.10)

V.J étant le gradient de J.

Mais c’est une condition nécessaire et non suffisante. En effet, la fonctionnelle J étant
non quadratique ([cal(t) est fortement non-linéaire par rapport aux paramétres) nous
ne pouvons chercher que des minima locaux.

2.3 Principes de ’assimilation variationnelle de don-
nées

Largement développées pour étre utilisées dans la modélisation de ’environnement
en géosciences, les méthodes adjointes peuvent étre aussi utilisées pour rechercher le
vecteur de parameétres optimal qui ajustera au mieux la sortie du modéle et les obser-
vations. Nous présentons ci-dessous le développement théorique diie & Le Dimet 1980
[16], 1982 [17], Le Dimet et Talagrand 1986 [29], Talagrand et Courtier [97, 98] etc.
Nous appliquons le modeéle adjoint et la théorie du controle optimal pour identifier les
parameétres hydrodynamiques qui interviennent dans le modele (1.44).
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Principe

Dans la théorie du contréle optimal, le modeéle aprés discrétisation (différences finies,
éléments finis, méthodes spectrales, méthode de Garlekin, méthode de collocation,...)
peut étre généralement décrit par une équation d’évolution de la forme suivante :

dX .
{E;ZNKBHJM,XEX, (2.11)

X(0)=u

ou X est la variable d’état appartenant a un espace de Hilbert X' (X = BN), t le temps,
K un vecteur de parameétre appartenant a espace de Hilbert K, I’ est un opérateur
différentiel non-linéaire de X' x K dans X' qu’on supposera (en général) différentiable,
v € V représente les valeurs de I'état X sur les frontiéres du domaine d’intégration et
dépend de la position et du temps d’intégration, on suppose aussi que V est un espace
de Hilbert. B est un opérateur linéaire. On supposera que P = K x X' x V, que 'on
appelera aussi un ensemble de paramétres admissibles, est un espace de Hilbert.
Désignons par O 'espace de Hilbert des observations et par C' 'opérateur de projec-
tion de X dans O. Lors des applications numériques O est nécessairement un espace
de dimension finie car on ne peut disposer que d’un nombre fini d’observations.

Nous supposons que pour K € K, u € X et v € V fixés, le probléme de Cauchy (2.11)
admet une solution unique X = X (K, u,v,1).

On définit une fonctionnelle d’écart entre la solution X du modele (2.11) et une obser-
vation (fonction coit) X,ps € O de P dans IR par :

1 -
J(K o) = SICX (K u,0) = Xonllg

T /1 , (2.12)
=§/HamK%mw_mm@%ﬁ
0
On pose alors le probléme de contréle optimal suivant :
trouver (K™, u*,v*) € P tel que:
(2.13)

J (K™ u*,v") = Ilr}éﬁ]([&,u,v)

De facon générale, lorsque J est différentiable, une condition nécessaire pour que
(K™, u*,v") soit solution de (2.13) est donnée soit par ’équation d’Euler-Lagrange :

oJ
oK

VJ(K* u*,v%) = %1 =0,
u
a.J

v

soit I'inégalité variationnelle :

(VJ(U"),vo=U")>0Yo e WCP,
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ot VJ représente le gradient de J par rapport a K, u et v.

La détermination de V.J permet de mettre en ceuvre des méthodes d’optimisation
de type descente. Etant donné que la résolution de (2.13) nécessite le calcul du gradient
de la fonction cotit, nous allons donner ci-dessous la méthode de calcul de ce gradient.

2.3.1 Probléme de minimisation sans contrainte

En fait, ensemble des états possibles étant théoriquement RN tout entier, on a
donc un probléme (pour le probléme discrétisé en espace) d’optimisation sans contrainte
s’écrivant :

trouver (K™, u",v") € P tel que:
(P) (2.14)
J (K™ u™,0") = Iéléﬁ](fx’,u,v)

La notion de convexité, en optimisation, joue un réle trés important, comme nous
le montre la propriété qui suit :

Propriété
51 la fonctionnelle J est convexe alors tout minimum local est global. Si de plus J est
strictement convexe, alors le minimum, s’il existe est unique.

Nous avons le théoréme d’existence d’un optimum suivant :

Théoréme 2.1 St la fonctionnelle J est convexre continue et si de plus :

lim J(v) =400

llvllp—+oo

alors il existe une solution minimale au probléeme (2.14).
En réalité, la condition de continuité n’est pas nécessaire, on peut la remplacer par
une condition plus faible de semi-continuité inférieure.

Pour plus de détails concernant I'introduction & la théorie du contréle optimal
appliquée aux équations aux dérivées partielles, la référence de J. L. Lions [60] est bien
appropriée.

2.3.2 Condition d’optimalité, le modéle adjoint

Définition 2.1 Soit ¢ une application de RN dans RN de variable x. On appelle
dérivée de Giteaur de ¢ dans la direction w, Uapplication définie par :

S — Tim 217 00) = 0(2)

a—0 o

lorsque cette limite existe. St @ est linéaire en w on peut alors noter

o(z,w) = (Vp(z),w)
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o Vi est le gradient de o par rapport a x
La dérivée de Giteaur est encore appelée dérivée directionnelle.
En posant H = (K,u,v) € P, si nous désignons par H = (F,ﬂ,ﬁ), une perturbation

sur H, alors cette perturbation permet de définir la dérivée directionnelle J de la
fonction coit J dans la direction H qui vérifie :

J(HH) = /OT<C.X(K,U,U) — Xops, C.X ) dt (2.15)

Ainsi, si on désigne par X la dérivée de Gateaux (dérivée directionnelle dans la
direction [\ u, U respectivement) du modeéle direct discrétisé (2.11) alors X est solution
de I’ equatlon (2.16) appelée modéle linéaire tangent :

X _ [a—F] X4+ [aq K+ B.%

dt 0X 0K (2.16)
X(0)=u
oF F . .
ol X et K représentent respectivement I'opérateur Jacobien de F' par rapport
X

a X et par rapport K.

Par définition du gradient on a :

J(H,H) = (VJ(H),H). (2.17)

Une fagon de déterminer le gradient lui méme (c’est-a-dire toutes ses composantes,

puisque c’est ce qu’on veut calculer), est de faire une perturbation unitaire sur chaque
parameétre, en maintenant les autres constants) et de calculer J. Ceci implique qu’il
faudra résoudre (2.16) autant de fois qu’il y a de parametres.
Dans le cas d’un petit nombre de paramétres, on pourrait faire cette démarche si on
n’avait besoin que du gradient (par exemple dans le cas d’une analyse de sensibilité).
Mais dans le cas qui nous intéresse, il faut faire appel au gradient dans un algorithme de
minimisation et on comprend trés vite que le coiit (calcul et espace mémoire) de cette
démarche devient trop vite élevé, sans d’ailleurs évoquer le grand nombre de paramétres
que I'on a de fagon plus générale pour les modéles météorologiques et océanographiques.
Dans ce qui suit, nous introduisons une méthode de calcul du gradient de la fonction
cotit J, VJ(H) par une seule intégration d’une équation associée au modele linéaire
tangent (2.16) indépendemment du nombre de parameétres de controle.

2.3.3 Le modéle adjoint

Pour trouver la linéarité de J par rapport a H nous faisons le produit scalaire
(convenablement choisi) de chacun des membres de la premiére équation du systéme
linéaire tangent (2.16) par une variable P de méme dimension que X (P € X'), et nous
intégrons le résultat obtenu sur I'intervalle [0, T']. Cela nous donne :
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/X T/[oF < | [0F] =
Pyd= (155 2K+ B, PVt
J <dt’ > 0 <[0X]X+laf(]‘+3“’]3>dt
En intégrant par parties le premier membre et en transposant le second, on trouve :
r/[oF]" | — - - T
—/0 <[87] P,A>dt + <X(T),P(T)>—<X(0),P(O)>—/0 (B*.P,5)dt =
T/dP | [oF]" ) <
= — —| P, X )dt
/0 <dt+laX] ’ > ’
et en vertu de la condition initiale de (2.16) :

-1l

]TP,R’>dt + <)?(T),P(T)>-<&,P(0)>—/OT<BT.P,5>dt:
_ /()T<Cil_];+l§_§rp,5(\>dt.

Si on définit P comme la solution de 1’équation appelée modéle adjoint du systéme

direct (2.16) :

ap  [oF]" ’
— 4| = =CT(C.X = Xu), ¢ ,
g P=C" (X = Xa,), 1€[0T]

P(T)=0

(2.18)

oit C" est la transposée (adjoint) de C', qui vérifie

(CX,Y), = <X, OTY> L VX EX, Y €0,

X

alors la dérivée directionnelle de la fonction cotit peut se mettre sous la forme :

' < [gﬂ TP’ f‘;> dt — (u, P(0)) — /OT (BT.P,%) dt
(2.19)

et les composantes du gradient de la fonction cotit par rapport & H sont données par :

J(1,1) =<VH.J,E>=_/

0

ToF]"
4 = — P dt
Vic] 0 8[&’]

V.J =—P(0) (2.20)

T
V,J = —/ BT .P dt
0

et le vecteur de parameétres optimaux est la solution des équations :
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TToF]"
VKJ:—/O [6[{] Pdl =0

V.J = —P(0) =

T
VU.Jz—/ BT.Pdi —0
0

Remarque 2.1 Nous avons traité de facon générale le probléeme, en prenant comme
paramétre de contréle la condition initiale, les conditions aux limites et un parameétre
intervenant dans le modeéle a travers ["opérateur non-linéaire F'. En considérant uni-
quement 'une des situalions (un seul paramélre ou deux parameélres quelconques), la
démarche serait identique, avec comme point commun le méme modéle adjoint. Ce choix
a €té fait en raison de la question a laquelle nous sommes aménés a répondre dans la
suite de notre travail : déterminer les parameétres hydrodynamiques, les conditions aux
limites et initiale de notre modeéle d’écoulements en zone non-saturée.

Pour obtenir le gradient de la fonction cotit J par rapport aux parameétres de controle,
il suffit de résoudre le modele direct (2.11), de le faire suivre de la résolution rétrograde
du modéele adjoint (2.18) et enfin d’appliquer la formule (2.20) pour obtenir le gradient
de la fonction cotit nécessaire a 'algorithme d’optimisation. Les observations utilisés
dans le second membre de ’équation adjointe sont des termes de forcages.

La solution (K™, u*,v*) du probléme (2.14) est donnée en résolvant le systéme :

L PXK) 4B X e RY, e[0T

X(0) =u"

dP ar" T '

- lax] P=CT(CX~Xus), t€10,T]

P(T) = 0 (2.21)
TroF)"

Vid = [ [81&’] Pdt=0

V.J=—P(0)=0
T

v, J = —/ BT.Pdi =0
0

qui est appelé systéme d’optimalité.

Cette technique a été utilisée par de nombreux auteurs dans divers problémes. En
météorologie et en océanographie on peut citer (de facon de non exhaustive) les tra-
veaux de Le Dimet |15, 16, 18, 19, 21, 17|, H. Ngodock [81], B. Luong [66], Thépaut et
Courtier [100]. En hydrologie, on peut également citer les travaux de Yang [106] pour la
modélisation du transport des sédiments en riviere, Lehmann [58| pour I'identification
des parameétres par approche inverse sur un modéle d’écoulement en zone non-saturée,
Chavent et al [11], et d’autres reférences [78, 79].
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La fonctionnelle a minimiser de fagon générale n’est pas quadratique, et une tech-
nique couramment utilisée consiste a la régulariser. Ainsi, si on dispose d’une observa-
tion (Ko, ug, vg) des parametres de controle et des parameétres de régularisation A, Az, A3
respectivement, cela permet de définir la fonction cotit de la maniére suivante :

. A e e 2 Ao 2 A3 2
J (K u,v,) = o |IK = Kollie +=lu—uolly + =lv — v
2 " 2 Y (2.22)
+§HC.X (K, u,v) — X5

En suivant la méme démarche que précédemment, on constate que le systéme adjoint
associé a cette nouvelle fonction cotit reste inchangé. Par contre le gradient de cette
fonctionnnelle prenant en compte ces termes régularisants devient :

Mo, . Tlor]"
V]f(—] — 7([& - [\O) —/0 [W‘| Pdt
Vud = %(u —u,) — P(0) (2.23)
_ A3 T T
Vol = 2w -wv,) —/0 BT.Pdi

Le paramétre de régularisation joue un réle trés important en assimilation varia-
tionnelle de données. En général, il varie dans I'intervalle [0, 1] et doit étre choisi de
sorte qu’au cours du processus de minimisation la distance de la solution du modeéle
aux observations puisse dominer ces termes régularisants.

Pour résoudre numériquement le probléme de contréle optimal, nous utilisons la
technique de minimisation de la fonctionnelle des écarts au sens des moindres carrés par
des algorithmes utilisant le gradient de la fonctionnelle. La plupart de ces algorithmes
de minimisation (sans contraintes) reposent sur une méthode dite de descente : en
partant d’un point quelconque, de 'espace, 1’algorithme construit une suite de points
dont le but est de converger vers le point de contréle optimal en faisant diminuer le
plus rapidement possible la fonctionnelle calculée en ces points. La direction liant deux
points successifs est appelée direction de descente. Cette direction est calculée par 1’al-
gorithme gréace aux directions du gradient et aux valeurs de la fonctionnelle évaluée en
différents points. Dans les algorithmes de descente, on a besoin, & chaque itération, du
gradient de la fonctionnelle par rapport aux paramétres de controle.

Dans ce qui suit, nous allons présenter ’algorithme de minimisation que nous uti-
lisons pour nos expériences numériques.

2.3.4 Méthode de minimisation numérique

Nous commencons tout d’abord par rappeler le principe des algorithmes de descente
en décrivant 'algorithme de Newton pour la recherche d’un zéro d’une fonction au
voisinage d'un point. Il est & noter que ce n’est qu'un cas particulier des algorithmes de
descentes. Les autres (gradient, gradient conjugué. ...) ne different que selon la fagon
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de choisir le pas de descente que nous définirons par la suite. Elle consiste a résoudre
successivement des problémes linéarisés, ce qui donne 1’algorithme suivant :
soit G : IR™ — IR™ et soit a résoudre

G(X)=0.

En partant d’un point Xy € IR™ quelconque, on calcule la suite X € IR™, qui converge
vers un zéro de (& sous certaines conditions. La suite Xj est définie par :

Xi1 = X — [JacG (X)) .G (Xy),

ou JacG (Xj) est le Jacobien de (& calculé au point Xj.

Dans un probléme de minimisation, la fonctionnelle G dont on veut chercher le
zéro est la fonction qui, & chaque point de l'espace associe le vecteur gradient de la
fonctionnelle J & minimiser, calculé en ce point :

G: IR"— IR™
Y — VJ(Y)

On cherche effectivement a résoudre V.J (X) = 0.

Le Jacobien JacG (X;) de G au point Xj dans ce cas est le Hessien de la fonc-
tion coiit J calculé au méme point. I’algorithme de Newton pour un probléme de
minimisation peut s’écrire :

Xpp1 = Xi — [HessJ (X)) .VJ(X2),

dans un probléme d’optimisation, on ajoute un paramétre dit de pas de descente et
I’algorithme se réécrit :

Xip1 = Xi — pp[HessJ (X)) .VJ (Xy),

ot py est le pas de descente.

La méthode de minimisation appliquée dans nos tests est un algorithme de type quasi-
Newton a mémoire limitée (QNML), la forme est dite «BFGS» (resp. «BFGS» inverse
) due a Broyden, Fletoher et al qui fournit une facon d’évaluer récursivement une
approximation du Hessien (resp. de 'inverse du Hessien) au point Xj. Cette formule
utilise uniquement les valeurs du vecteur gradient et les points X auquels Gy a été
évalué. L.a méthode de type quasi-Newton est en réalité une méthode de type gradient
car elle utilise seulement les variations du gradient de la fonctionnelle coiit J a mini-
miser entre deux itérés successifs pour obtenir de 'information sur le Hessien.

Nous avons utilisé plus précisement 'algorithme «M1QN3» développé par J.-C.
Gilbert et C. Lemaréchal [38] de I'INRIA.

Nous allons a présent introduire le principe de la méthode QNML. A chaque itéra-
tion de I'algorithme, le point X € IR™ est connu, on effectue :
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1 calcul du gradient au point X
Gk = VJ (Xk> )

2 calcul de la direction de descente
dk - _H—kGf(a
ot Hy, = By', By~ HessJ((Xy);
3 calcul du pas de descente pg

J( Xy + prdy) = plélﬂg J (X + pdy)

Ce qui revient a rechercher le minimum de J dans la direction de descente

4 Mettre a jour le point Xpyq par:
Xig1 = X + prdy

[’une des méthodes de mise a jour a chaque itération de By ou Hj qui donne les
meilleurs résultats est la formule ci-dessous :

1 La formule BFGS

B Ye @ yr [(Bk.sx) @ (Bg.sk)]
(Bl =B+ 705 (s, Bosn)

2 la formule BFGS inverse
(s — Hryr) @ si] + [sk @ (sx — Hryy)]

[Hya] = [Hy] +

<yk7 Sk>
sk — He.yr, yr
_ < 4 ’ > [Sk Q Sk]
Yk Sk

ol

sk = Xgg1 — Xg
est la différence entre deux points et,

Yr = Gk-l—] - Gk

est la différence entre deux gradients; (.,.) est le produit scalaire choisi dans IR™ ;
[. ® .] est le produit tensoriel associé & ce produit scalaire et est défini par :

®: IR™xR™— L(IR™)
(u,v) +— [u® v
avec pour w € R™, [u @ v].w = (v,w)u

En ce qui concerne la détermination du minimum de la fonction cofit utilisant cette
technique, nous pouvons par exemple citer les travaux de Navon et Zou [74, 73] Gilbert

et Lemaréchal [38], Zou et al [108].
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Remarque 2.2 Dans le cas ou le produit scalaire choisi et le produit scalaire Fucli-

dien, la matrice dans la base canonique (e;) du produit tensoriel [u @ v] s’écrit

],

1<j<m

Remarque 2.3 Les formules de type BFGS et BFGS inverse onl la propriété de
conserver le caractére défini positif de By el Hy si el seulement si (yy,si) est posi-
tif, ce qui assure que dy est effectivement une direction de descente.

En pratique, lorsque la taille du probléme est grand, il n’est pas possible de calculer
et de stocker tous les coefficients des matrices By ou Hy, mais seulement un nombre
limité de couples de vecteurs (yr, sk)icpe,,- Avec un algorithme spécialisé, on peut
calculer la direction descente dj a la k'™€ étape de la minimisation. Par conséquent,
la méthode quasi-Newton & mémoire limitée (QNML) consiste a calculer la matrice Hy

. . . , C e
en ne faisant intervenir qu'un nombre limité de couples de vecteurs (yy, Sk>1SkSm’ les
plus récents. La méthode QNMI. est donc une méthode trés efficace pour une capacité

de stockage raisonnable.

Critére d’arrét de 1’algorithme de minimisation

Dans le processus de minimisation, on doit choisir un critére d’arrét de ’algorithme.
En effet, soit 1’algorithme s’arréte trop tét, la convergence n’atteignant par encore
la solution, soit on a perdu trop de temps de calcul du pas de descente. En théorie
de controle optimal, quand 1’état de contréle est proche de 1'état optimal dans la
procédure de minimisation, la fonction coiit et son gradient par rapport a la variable de
contréle convergent tous vers une valeur nulle. Dans notre cas, nous utilisons un critére
d’arrét fréquent dans les algorithmes de minimisation. I.’algorithme s’arréte lorsque la
condition suivante est réalisée :

[V (X3
IV (Xo)l

otl 3 est un seuil fixé a I'avance de 'ordre de 107°.

<p (2.24)

Remarque 2.4 1 Pour cetle condition d’arrél, il faut faire altention de ne pas choisir
une initialisalion qui est proche de [’élat optimal, en effet la quantité ||V.J (Xo)|
serail inittalement petite.

2 Pour lUalgorithme de minimisation que nous ulilisons (M1QN3) on a en plus la
latitude de choisir d’autres tests d’arrét portant sur le nombre d’itération ou sur
le nombre total d’évaluation de la fonction coil ainsi que son gradient (nombre
d’appels de la routine simul).

2.4 Assimilation de données : identification

Dans cette partie, nous présentons une application de la méthode adjointe décrite
dans le paragraphe 2.3 pour le probléme d’identification des parameétres sur un modéle
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hydrologique d’infiltration en zone non-saturée. Nous cherchons a résoudre un probléme
numérique de type contréle optimal de la forme (2.8) ou les parametres hydrodyna-
miques, la condition initiale et les conditions aux limites sont prises comme étant les
variables de contréle. Dans ce probléme, nous cherchons a répondre & la question posée
dans la section (2.2.3) c’est-a-dire déterminer les paramétres hydrodynamiques ajustant
au mieux l'infiltration cumulée calculée et 'infiltration cumulée mesurée.

2.4.1 Forme continue du systéme d’optimalité

Nous faisons face a un probléme monodimensionnel, nous noterons la variable d’état
h (pression en eau) et P, la variable adjointe. Les observations sont prises ici comme
étant D'infiltration cumulée simulée & partir du modéle direct.

La fonction cotit se présente donc sous la forme :

)2 At M

J(Par) = %HPCLT‘ —par’| + 5 Z(]cal(tj> — [Obs(tj))Q (2.25)

7=0
2

— %HPCLT — par0H2 + %i\é/f l/oz (0(t, 2) = Oini) dz — Lops(t5)| -6 (1 —1;) dt,
=

dans laquelle X représente le paramétre de régularisation et Par? une estimation du
paramétre de controle.

En suivant la méthodologie développée dans le paragraphe 2.3, pour le modéle direct

défini au chapitre (1) :
oh 0 |, oh

h(0,z) = hzmz(z) (2.26)
h(t,0) = hsup(t)
h(t,Z) = hfona(t)

Le modeéle adjoint continu est défini par

0 ocC oh o [.oP] [oK] (0P [oh B
e (g (2 [5)) - o (o) + [ (5[ 1)) =
a]ca .
([cal - [obs) ahl(S(t - tx), 1= 0, (N— 1)
Pt=T,z)=0
P(t,z=0)=0
Plt,2=7)=0

(2.27)
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Les composantes du gradient de la fonction coiit J par rapport aux parameétres de
contréle sont définies par :

a1 (%) (15 ()
Ol ea

#30 [ oat) = 1) | G0 10— 1

T [ Ohini .oP o
+ l gL ] ([xa)pzzdt—l—)\(U—U )
af(h)

V3100) = [ (€I oy = (o) = L0310 1) 2582 43 (01— 05,

T P
VI (Ons) = = [ (K(h) (g) ) dt+ A (Osurs — 02,,.)
|z=0

VI(0fond) = /OT (K(h) ((z_]:) |Z:Z) dt + A (()fond - G?Md)
(2.28)

Le vecteur de paramétre U est défini par U = (K, 0, hs, n, n) et U° est observation
correspondante.

Les détails relatifs au développement du modéle adjoint et du calcul du gradient de
la fonction cofit sont fournis dans Ngnepieba et al [78, 79]. En ce qui concerne Iexis-
tence et la régularité de la solution du probléme de contréle de ce type de probléme,
on peut se référer & G. Chavent et P. Lemonnier [12] qui ont étudié dans cet article
le probléme de l'identification de la non-linéarité d’une équation parabolique quasili-
néaire, du méme type que celle que nous considérons dans notre probléme.

Remarque 2.5

Les détails plus approfondis concernant le développement des équations adjointes sont
donnés dans [9, 66]. Nous en retenons qu’il est préférable de prendre directement 1’ad-
joint du systéme direct discrétisé. Dans le cas contraire, on risque d’observer une di-
vergence de I'algorithme de minimisation.

2.4.2 Formulation du probléme discrétisé en espace et en temps

Soit Z la profondeur de sol considéré et T' la durée de temps pendant laquelle on
intégre le modele direct (2.26).
On pose :

Az=ﬁ zi=i1 X Nz,0=0,---, N
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At= - L= xALj=0,--, M

en choisissant N et M convenablement, on discrétise alors 1’équation (2.26) sous la
forme :

. B — piTt
C(hi™, Par).“th - (2.29)
1 : - ¥ : B — b
K, . (hi=', P H1 T K (KL P L W
Az l ( ’ ar) ( Nz ) XZ_E( ’ ar) ( Nz )]

pour j=1,--- Meti=1--- N—1

K1 (W', Par) = \/K (hiyr, Par) x K (hi™", Par) i =
Les coeflicients €' et K" sont donnés par les formules (2.1) et (2.2).
Dans la suite, on notera : KZ_Ill = Ki+% (hj_l, Par) et {71 C( hi™! Par)

On initialise le modéle par :

h? = hzm(PCLT'> s 221,,N
by = hsus(Par) . j=1,--- M
h?\f == hfond<P(lT') s ]Z 1,"',M

Ot hini(Par), hsurs(Par) et hona(Par) sont obtenus a partir de 05, hgurs €t hyong qui
sont également des parameétres a identifier.

Le vecteur d’inconnues a résoudre a chaque pas de temps j est alors
Hie RN=Y, Hl =h! ,i=1,---,N —1. L’équation (1.44) se met alors sous la forme
matricielle :

A(H7™, Par) H) = F(H™' Par) , j=1,M (2.30)
HO = HZM(PCH“) .
Ou A est une matrice carrée tridiagonale symétrique d’ordre (N —1) donnée par :
Az?
A = K7l 1’1 == ot =1,---,N—1
’ (X + g\ At 7 ) Y i 9 3
A = KIZL i=1,-0 N =2 (2.31)

e 1 .
Am’_l = ]X.Jl Z=2---,

_1 >
=3

et F (Hj_1 , Par) € IRN7! est le vecteur donné par

N —1

Fi=— ({ "Bl + Az (1’3 ' Kj‘l> LAz =it
At
Az?
Fi= Az( K- ‘-Kj_‘j) AZ CIThITY =2, N =2,
. A2 .
Fyoa = _K]]V__I%h] + AZ( rzjv 1; - [,J 1;) - AZIL CNZ iy
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On construit ensuite la fonction cotit discréte :

YL ne At 9
J(PCLT) = 5 Z (P(I,T‘l — P(I,T‘l) + 7 Z ([cal(tk) — obs(tk)> (232)
(=0 k=0
outy , k=0, -+, M désignent les instants auquels on dispose des mesures. [.q(t) est

obtenue en faisant une approximation de (2.5) par la formule des trapézes :

1 N-1
]cal<tk> = Az lg(esurf - 2617” + afond Z znz ] (233>

=1

2.4.3 Condition d’optimalité : cadre discret

Nous avons le modéle direct discret :

{ A(H'7', Par) H' = F (H'™', Par), j=1,---, M,
H® = Hiyi(Par)

la fonction coiit,

A ne At Y )
J(Par) = 5 (PCL'T'[ - PCLT'Z) + 7 E ([cal(tk) - obs(tk)>
=0 k=0

ou l'infiltration cumulée au temps j 1.4(¢;) est définie par :

N-1

La(t;) = Az (Z (f(hi) —0ini) + %(9f(md — 20, + stf)> (2.34)

k=1

Définissons le lagrangien £ par :

L(H, Par,P) = f)K A(H™Y, Par)H?, P7) — (F(H'™", Par), P/)]
At M
e

cal obs + Z (PCLT'[ PCLT?)Q- (235)

Ou H,Par et P sont considérées comme des variables indépendantes. Nous allons
dériver £ par rapport a ces variables indépendantes. P est regardé ici comme le mul-
tiplicateur de Lagrange.

Le gradient du Lagrangien doit étre nul au point réalisant le minimum. Ceci nous
conduit au systéme ci-dessous donnant les conditions du premier ordre :

o _
oH
oL _
oP

oL _
JdPar

0

0 (2.36)
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La solution de (2.36) est appelée point sationnaire de L.
La dérivée de £ par rapport & P nous donne le modéle direct :

A (Hj‘l, Par) H = F (Hf-l, Par) (2.37)

En dérivant £ par rapport a H nous obtenons le modeéle adjoint :

A(Hj—17par) pi = }"(Hj,Par) pitl _ A(Hj,Par) _pitl
—Di, (G=(M=1),..,1) (2.38)
PM =

Oun F (Hj, Paxr) et A (Hj, Pa'r') sont des matrices définies respectivement par :

- OF, (H=', Par)
f(HJ,Par)lk - o
N-1 i
: 0Ags (H?, Par) 1
A(H?, Par) = » o0 R

. . Na af (bl
D’ est un vecteur de RV~! défini par : D] = Z (Leat(t) — Lops(t5)) M

= - On]
( 1=1,...(N-)).

Nous avons d’autre part la relation fondamentale liant le gradient de la fonction coiit

par rapport a Par et la dérivée du Lagrangien par rapport aux paramétres de

JdPar

controéle :

oL

dPar|au point stationnaire

VJ(Par) = (2.39)
La dérivation de £ par rapport a Par en tenant compte de la condition initiale et les
conditions aux limites nous donne les composantes du gradient de la fonction coiit par
rapport a la variable de contréle Par :

M N-1 k+1 A M
_ ks (pri-1 / pi
Vi, J(Par) = AtAzZ(Z > aAs (F ,Par).ngk)JrAmsz
j=1 \k=1s=k-1 j=1
N-1 .
OF,(HI=1, P :
(Z %ﬁ) + A (K, — Ko) (2.40)
k=1 8
M /N—=1 k+1 8A ' o M
Vi, J(Par) = AtAzZ(Z Z hs (g1 Par).HgP,g) +ALAZY x (241)
=1 = =k-1 j=1

N-1 N-— .
OFy i1 of(Hy) 0
(H %(H , Par).P] + Zl cat (1) = Lops (t5))- o, + A (hy — BY)

,_.

x
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M N-1 k41 g, M
Ve, J(Par) = AtAzY (Z > 66“(1&1] ' Par). HJPJ) +AIAZY x (242)
j=1 \k=1 s=k—1 Jj=1
N-1 N-1 i
JF , ; of(Hj,
( aek (HJ_IJPGT)'P];:?-" (ICal(tj)_IObS(tj))' fa(e k)> +A(98 _92)
k=1 $ k=1 s

N—1 k41
( 4%, (HI1, Par).Hg'P,j) +

s=k—1 U

1
M /N-1
AtAzZ ( 8ﬂ(Hj_l,Par).Pg) +A(n—n" (2.43)

k=1 s=k-1 7j=1

Z

M N-1 k+1 A
_ Yks (prj-1 i pi ’
VaJ(Par) = AtAz ;(Z Z 5, (™", Par).H{P ) +AtAsz (2.44)
OF:
an

( : (H=', Par).P] + (Ica,(tj)—Iobs(tj)).aféf’z)> +A(n—n"

1l
-

M
hznz j
VomiJ(Par) = —AtAzY " <N.(1m,(tj) — Lons(t7)) + K3 <k ge P{> (2.45)

j=1
+ X (Oini — 09,2

M - j—1
K(H{™") Ohsur
Vo, d (Par) = 5 Z (([cal(tj) — Iops(t5)) + Kjl—l aesw; HJ PJ

K(HI™Y) Ohgur
—(hini + At). (/.1 ) ! PJ) A (Ogurs — 000ry) (2.46)

g [{(H:?V_ll) ah.fond 1
vﬂfgndJ(PClT') = - Z (([cal(tj) — obs(tj)) —+ i1 .86fond .HJ PJJV 1

N-1

I{(H‘Iy\f_—11 ) ahfond
I{}]V_—ll agfonal

—(Q.Kfv__l% + ).P]jv_l) + A (Oond — 09,,4) (2.47)

Dans ces relations, f est la fonction qui permet de passer de 6(z, ) a h(z,t); hiniy Rsurfy R fond
sont la condition initiale et les conditions aux limites du modeéle direct et sont fonctions

des parameétres.

Ainsi pour évaluer le gradient discret de notre fonction cott il faut résoudre le modéle
direct (2.30) et le modele adjoint (2.38) puis appliquer les formules (2.40),(2.42),(2.43),
(2.43),(2.45), (2.46),(2.46), (2.47).
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2.4.4 Test de précision du gradient

Dans le processus d’optimisation, il est indispensable de calculer correctement le

gradient de la fonction coiit par rapport a la variable de contréle afin de trouver la
bonne direction de descente. L’exactitude du calcul du gradient agit sur la vitesse
de convergence de la minimisation et sur la valeur correcte du parameétre de controle
optimal. Ainsi, avant d’entamer la phase d’optimisation proprement dite, on va vérifier
I’exactitude du calcul du gradient de la fonction cott qui est obtenu par la méthode
adjointe.
Pour tester le gradient, Courtier [14] a montré que le test efficace est fondé sur le
développement de Taylor a 'orde 1 de la fonctionnelle J. On écrit le développement
de Taylor au point U + aw avec une perturbation aw, choisie de sorte que w, direction
fixée, soit de norme 1, ensuite on fait tendre a vers 0. Ainsi pour,

J(U+aw)—JU)=a(VJ(U),w)+ O(a),
I'exactitude du gradient de la fonction cotit est calculé en estimant :

V() = J (U + aw) — J(U)
 a/(VJU),w)

(2.48)

et nous devons avoir :

limv(a) =1 (2.49)

a—0
Nous avons implémenté ce test avec comme condition initiale et conditions aux
limites : 0;,; = 8.2 x 107 2cm/em by = 0.312em/em; Oong = 8.2 x 107 %¢m/em, soit
hini(Par) = —87.72¢m, hyy ¢ (Par) = 0cm et hyopq( Par) = —87.72¢m . Nous avons pris

VJ(U .. . . .
w = # comme direction de perturbation. Les données d’infiltration cumulées
IVI(U)]]2
analytiques sont calculées avec comme parameétres d’entrés 0,,; = 8.2107%cm/em

Osurs = 0.312em/em , Ofonq = 8.21072¢m/em pour 'initialisation du modele direct et
les données d’infiltration cumulée analytique sont obtenues par le modeéle direct. Les
valeurs de ce test sont données dans le tableau (2.1).

Du tableau (2.1) on observe que v(a) tend vers 1 lorsque o« tend vers 0 de fagon
uniforme : au début, o < 27 la précision obtenue est relativement faible, en revanche
pour pour a > 2716 le gradient de la fonction cofit évalué en utilisant la méthode ad-
jointe donne une bonne précision, car ca se stabilise autour de la racine de la précision
machine (compris entre la convergence et les erreurs d’arrondi).

2.4.5 Expériences numériques

A présent que nous sommes en possession du gradient discret de la fonction cott
obtenu en utilisant la variable adjointe, nous allons tester dans cette partie, la capacité
du systéme adjoint a assimiler le parameétre de controle optimal. Nous allons utiliser les
données d’infiltration cumulée (observations) simulées a partir du modéle direct. Ces
observations seront distribuées suivant des configurations temporelles différentes. Nous
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o v o v o v

2= 1 2.1569140919 || 272 | 1.0002917866 | 2=% | 0.99994448022
27121 1.6575275331 || 272* | 1.0001178511 | 27°¢ | 0.99994396152
2713 1 1.3211655791 || 272 | 1.0000308824 | 2757 | 0.99994472837
2711 1.1593913083 || 2726 | 0.9999873986 || 278 | 0.99994519527
271 1 1.0793841029 || 2727 | 0.9999656547 | 2777 | 0.99994519527
27161 1.0406355858 || 272 | 0.9999547891 | 27* | 0.99994507159
2717 1 1.0215405012 || 2722 | 0.99994934661 | 2=* | 0.99994019844
2718 11.0109859608 | 27%° | 0.99994664755 | 2=*% | 0.99998279522
2-1911.0054983820 | 273" | 0.99994526890 | 2=*° | 1.00005166248
27201 1.0027254365 || 27%% | 0.99994461425 || 2=* | 1.00002672778
27211 1.0013352240 || 27%° | 0.99994436388 || 2=* | 1.00025034851
27221 1.0006396404 || 27%* | 0.99994403574 || 2= | 1.00075062562

TAB. 2.1 — Test de précision du gradient de la fonction cott

utiliserons successivement les données générées a tous les pas de temps, toutes les 60
secondes, toutes les 300 secondes et enfin toutes les 720 secondes afin de se mettre dans
le cadre des données collectables sur le plan physique. Ensuite nous considérerons un
jeu de données d’infiltration de terrain d’un sable de Grenoble.

Les paramétres de départ sont ceux d’un sable de Grenoble. Ce sont les mémes
paramétres que nous avons utilisés dans le paragraphe 2.4.4. Ces paramétres sont en
outre utilisés comme observation du vecteur de paramétres dans la fonction cotit. Nous
faisons I’hypothese 0 ¢,,4 = 0;,; ce qui permet d’avoir a I'initialisation du modeéle direct
hini(Par) = hfonq(Par) ce qui du reste ne change rien au probléme mais sera plutoét un
indicateur d’exfiltration ou non a la fin de l'identification. Les simulations sont faites
sur le sable de Grenoble et nous avons pris une profondeur 7 = 100 cm et le temps
de simulation est 7' = 3600s. Les pas de discrétisations sont Az = 1 ¢m en hauteur et
At = 10s en temps.

Nous commencons par une série d’expériences dans laquelle la fonction coiit n’est
pas pénalisée.

2.4.6 Expériences sans pénalisation : A =0
Données d’infiltration analytiques continues

Pour ce premier test nous avons utilisé les données d’infiltration simulées a tous pas
de temps pour permettre a 'optimiseur d’avoir plus d’informations.
[’application de la méthode décrite ci-dessus nous a donné les résultats suivants :
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Initialisation Résultat Valeur de référence

K, 0.00188 3.6386 x 102 4.28 x 1073

hy —15.8399 —15.83965 —16.40

0, 0.25 0.2861 0.312

n 4.973 4.9743 6.73

n 2.345 3.3702 2.79

00 0.0423 6.001 x 1072 8.16 x 1072
Osur g 0.244 0.3755 0.312
0 fond 0.242 4.0779 x 1072 8.16 x 1072

TAB. 2.2 — Tableau des paramétres identifiés

22.0
20.0 I
18.0 I
16.0 I
14.0 I
12.0 I
10.0 I

infiltration cumulee (cm)

courbe analytique
— — - Initialisation de I'optimisation
— — - courbe identifiee

60.0

120.0

180.0

240.0

300.0

temps (unite 10 secondes)

360.0

. données analyliques continues

FiG. 2.2 — Infiltrations cumulées simulée et identifée : données analytiques continues
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-3 L L L L

L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
iterations iterations

L L L L 10~

a droite au cours des itérations :

_ Jx IVl
FiG. 2.3 — Variations de — a gauche, et de
J "¢ [Vl

données analyliques contlinues

Données d’infiltration cumulée analytique distribuées toutes les 60 secondes

Nous avons donc, pour ce deuxiéme test, distribué les données toutes les 60 se-

condes. L’optimiseur nous a donné les résultats suivants :

Initialisation Résultat Valeur réelle
K, 0.00186 3.6044 x 1072 | 4.28 x 10~*
hyg —15.8399 —15.0095 —16.40
0, 0.25 0.3213 0.312
n 4.973 4.9748 6.73
n 2.345 2.3787 2.79
0ini 0.0423 7.041 x 1072 | 8.16 x 1072
Osurf 0.244 0.3522 0.312
0 fond 0.242 4.3116 x 1072 | 8.16 x 1072

TaB. 2.3 — Tableau des paramétres identifiés : données discrétes toutes les 60 secondes
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22.0

20.0 I
18.0 I
16.0 I
14.0 I
12.0 I
10.0 I

infiltration cumulee (cm)

40+ , courbe analytique 4
P — — - initialisation de I'optimisation
20 7 e courbe identifiee b

0.0 60.0 120.0 180.0 240.0 300.0 360.0
temps (unite 10 secondes)

FiGg. 2.4 — Infiltrations cumulées simulée et identifée : données discrétes toutes les 60
secondes

10
10"
10°
10’3 L L L L L L 10’5 L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
iterations iterations

N

a droite au cours des itérations :

. Jx [Vl
FiG. 2.5 — Variations de — & gauche, et de 1——
g " 7]

données analyliques distribuées loutes les 60 secondes
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Données distribuées toutes les 300 secondes

Nous avons pour ce troisiéme test, distribué les données toutes les 300 secondes.

Les résultats sont les suivants :

Initialisation Résultat Valeur réelle
K, 0.00196 41279 x 1072 | 4.28 x 1073
hyg —15.94 —15.940 —16.40
0, 0.233 0.2221 0.312
n 4,973 4.9728 6.73
n 2.345 2.3449 2.79
0ini 0.06 2.3449 8.16 x 1072
Osur s 0.225 8.2131 x 1072 0.312
0 fona 0.222 0.1967 8.16 x 1072

TaAB. 2.4 — Tableau des paramétres identifiés : données discrétes toutes les 300 secondes

infiltration cumulee (cm)

O courbe analytiqu
courbe identifiee

e

FiGg. 2.6 — Infiltrations cumulées simulée et identifée
toutes les 300 secondes

60.0 120.0

180.0 240.0

temps (unite 10 secondes)

300.0 360.0

: données analyliques discrétes



2.4

Assimilation de données

: identification

57

5 10 15 20

25 30 35 40

iterations

Ji
Fi1G. 2.7 — Variations de J—k a gauche, et de

données analyliques distribuées toutes les 300 secondes

0

45 50 0 5

[V Tl
IV ol

Données distribuées toutes les 720 secondes

L L
25 30
iterations

Il Il Il
10 15 20

Il Il Il Il
35 40 45 50

a droite au cours des itérations :

Pour les données distribuées toutes les 720 secondes nous avons obtenu les résultats

suivants :
Initialisation Résultat Valeur réelle
K, 0.00198 3.056 x 102 | 4.28 x 1073
hyg —15.84 —15.890 —16.40
0 0.243 0.2403 0.312
n 4.973 4.9729 6.73
n 2.365 2.3643 2.79
0;ni 0.055 5.2799 x 1072 | 8.16 x 1072
Osur s 0.23 0.23349 0.312
0 fond 0.22 0.22126 8.16 x 1072

TaB. 2.5 — Tableau des paramétres identifiés : données discrétes toutes les 720 secondes
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22.0

20.0
18.0

16.0

12.0

infiltration cumulee (cm)

4.0
2.0
0.00

14.0

10.0
8.0
6.0

O Courbe analytique
—— courbe identifiee

0.0

72.0

144.0

216.0 288.0
temps (unite 10 secondes)

360.0

Fia. 2.8 — Infiltrations cumulées simulée et identifée : données discrétes toutes les 720

secondes)
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-4

10

J
FIG. 2.9 — Variations de == & gauche, et de

I I I I I I I I I
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 13

iterations

J0

140

10
10" ]
107 | J
10° | i,

1 10" b ]
10'5 I I I I I I

40 0 20 40 60 80 100 120

iterations

IVl L
~——— 3 droite au cours des itérations :
[V Jo|

données analytiques distribuées toutes les 720 secondes
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Données de terrain

Les données de terrain que nous utilisons sont récoltées par la méthode décrite dans
[103] sur un sable de Grenoble. Nous disposons donc d’un jeu de données constitué de
6 points obtenus aux instants : 250,802, 1484, 2172,2954, et 3720 secondes

Pour ces données nous avons trouvé les résultats suivants :

Valeur de référence identifiés
K, 4.28 x 1073 1.7793 x 1073
hyg —16.40 —15.8999
R 0.312 0.2879
7 6.73 4.9730
n 2.79 2.3412
0ini 8.16 x 1072 7.4897 x 1072
Osur s 0.312 0.2897
0 fona 8.16 x 1072 0.2996

TAB. 2.6 — Paramétres identifiés : données de terrain

22.0

20.0 I
18.0 I
160 |
14.0 I
12.0 I

10.0 -

infiltration cumulee (cm)

8.0

6.0 -

O courbe de donnees

4.0 courbe identifiee 8

2.0 - .

0.0 L n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
0.0 400.0 800.0 1200.0 1600.0 2000.0 2400.0 2800.0 3200.0 3600.0

temps (secondes)

Fia. 2.10 — Infiltrations cumulées simulée et identifée : données de terrain
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0.91 10°
081 | 1
1 10" 9
107 9
| 10° .
0.01 L L L L L L L L L L 1074 L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

J
FiG. 2.11 — Variations de J—k a gauche, et de

données des terrain

Conclusion

iterations

[V Tkl
IV Jol

iterations

& droite au cours des itérations :

Sur les figures (2.3, 2.5, 2.7, 2.9, 2.11), on observe une nette décroissance des valeurs

relatives de la fonctionnelle coiit et de la norme de son gradient. I.invraisemblance de

certains paramétres identifés (voir tableaux 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6) par rapport aux

valeurs de référence se justifie par les non-linéarités apparaissant dans la fonctionnelle

a minimiser. Ceci a pour conséquence, la non-unicité de la solution de notre probléme de
contréle optimal et justifie le parfait comportement des infiltrations cumulées identifiées
par rapport aux infiltrations de référence (voir figures 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 2.10). Nous
allons dans la suite, refaire d’autres expériences numériques en ajoutant un terme de
régularisation a la fonction coiit et ensuite, tester un préconditionnement diagonal.
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2.4.7 Expériences avec pénalisation : A =5 x 10!

Nous utilisons ici, les parameétres hydrodynamiques qui nous ont servi a réaliser le

test de précision du gradient comme observation du parameétre de controle.

Les résultats de ces tests pour les données analytiques continues, discrétes toutes les

60 secondes , discrétes toutes les 300 secondes et discrétes toutes les 720 secondes sont

résumés dans le tableau (2.7).

Référence Identifié 1 Identifié 2 Identifié 3 Identifié 4
K, 4.28 x 1073 || 4.1857 x 1073 || 5.3133 x 1073 || 4.3175 x 1073 || 6.6141 x 1073
hy —16.40 —15.9382 —15.9383 —15.9803 —15.9392
0, 0.3124 0.2682 0.3380 0.3361 0.2908
7 6.73 4.9800 4.9793 5.8477 4.9790
n 2.79 5.3973 2.5739 2.8956 3.0985
Oini || 8.16 x 1072 || 6.7109 x 1072 || 9.8996 x 10~* 1.16 x 10=2 || 5.7139 x 10~*
Osur s 0.312 0.2684 0.3280 0.3355 0.2669
Ofona || 8.16 x 102 0.2679 0.13779 0.2606 x 102 0.2551

TaAB. 2.7 — Tableau des paramétres identifiés : 1, 2, 3 et 4 correspondant respective-
ment aux cas de données analytiques continues, discrétes toutes 60 secondes, toutes les
300 secondes et discrétes toutes les 720 secondes ; avec la fonction cotit pénalisée

Fia. 2.12 - Infiltrations cumulées simulée et identifée :

infltration cumulee (cm)

infiltration cumulee (cm)

22

20

- initialisation
18 |

o courbe analytique i
courbe identifiee

0 600 1200

1800 2400 3000

temps (s)

361

00

o courbe analytique
courbe identifiee

1200

0 600

1800 2400 3000

temps (s)

3600

22

20

initialisation
o courbe analytique
courbe identifiee

18 r

P T~
o N » O
T T T T

infiltration cumulee (cm)

o N M O ®
S e e

1800 2400 3000

temps (s)

0 600 1200

3600

O courbe analytique
courbe identifiee

infiltration cumulee (cm)

[ =

Hd @0 © O N > O
o o o o o o o

N
o

o
o

1800 2400

temps (s)

0 600 1200

3000

3600

au dessus & gauche données

analytiques continues, a droite données discrétes toutes les 60 secondes; au dessous a
gauche toutes les 300 secondes et a droite toutes les 720 secondes.
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I I I I I I I L I I 107

L L L L L L L L L
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iterations iterations

a droite au cours des itérations : au

FiG. 2.13 — Variations de ﬁ a gauche, et de M
7o IV Jol|

dessus données analytiques continues, au dessous données analytiques discrétes toutes
les 60 secondes.
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10 I I I I I

iterations iterations

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
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a droite au cours des itérations :

. Jx [V Tl
FiG. 2.14 — Variations de — a gauche, et de t——
J " [Vl

au dessus données analytiques discrétes toutes 300 secondes, au dessous données ana-
lytiques discrétes toutes les 720 secondes.
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()]

L L L L L L L L L L L
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iterations
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
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O Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
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FiG. 2.15 — Evolution des composantes du gradient |V.J|/|V.Jg| au cours des itéra-
tions. Les légendes A, B, C ,D correspondent respectivement aux données analytiques
continues, discrétes toutes les 60 secondes, discrétes toutes les 300 secondes et discrétes

toutes les 720 secondes
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FiG. 2.16 — Evolution des composantes du gradient |V.J|/|V.Jg| au cours des itéra-
tions. Les légendes A, B, C ,D correspondent respectivement aux données analytiques

continues, discrétes toutes les 60 secondes, discrétes toutes les 300 secondes et discrétes

toutes les 720 secondes
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Données de terrain

Valeur de référence identifiés
K, 428 x 1073 3.5621 x 10~3
hyg —16.40 —15.8999
0, 0.312 0.2879
n 6.73 4.9733
n 2.79 3.3007
49,;7”; 8.16 % 10_2 2.1785 x 10_2
Osur s 0.312 0.2904
Gfond 8.16 x 1072 0.2959

TAB. 2.8 — Paramétres identifiés : données de terrain : fonction cott pénalisée

O courbe de donnees
courbe identifiee

infiltration cumulee (cm)
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L

5] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000 3300 3600
temps (s)

Fia. 2.17 — Infiltrations cumulées simulée et identifée : données de terrain (fonction
colit régularisée)
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10 10
10" ]
10" i 107 ¢ 1
107 ¢ E
10'2 L L L L 10'4 L L L L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
iterations iterations
TS VJj : : :
FiG. 2.18 — Variations A a gauche, et de H a droite au cours des itérations
0 0

(données de terrain )

Remarque 2.5 Le choix des différentes initialisations de "optimisation s’est fail de
mantére aléatoire. On se rend compte & travers la figure (2.19), que ce choiz est treés
délicat et prend un temps trés considérable dans le processus d’optimisation. Nous avons
essayé au fur et @ mesure que les données d’infiltration cumulées simulées diminuaient,
des initialisations pour lesquelles Uinfillration cumulée au boutl de 1 heure est supérieure
a 15em, Uoptimisalion ne parvient pas a aller au déla de 20 itérations et le résultat
n’est guére appréciable. L’allure de la fonction coil (c.f. graphes 2.20) peut étre une
des justifications.

20.0
18.0 7 initialisation optimisation:10s i
' initialisation optimisation:60s
160 initialisation optimisation:300s i
— — - initialisation optimisation:720s
T 14.0
o) |
9 120
> L
IS
3 10.0
= |
'g 8.0 7
£ 60
4.0
2.0
00 1 1 1 1 1
0.0 60.0 120.0 180.0 240.0 300.0 360.0

temps (unite 10 secondes)

Fia. 2.19 — Choix du first guess pour 'optimisation
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1000 -
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0 0001 0002 0003 0004 0005 0.006 0.007 0.008 -185 -18 -17.5 -17 -165 -16 -1565 -15 -145
Kq hy
190
30000 150 -
27500 170 1
25000 160
22500 150
20000 140 |-
17500 130 -
15000 120 r
110
12500
100 -
10000
9
7500 0 L
5000 70k
2500 60 |
0 50
0.2 3
30000 . . : 156406
27500 4
25000 1 1.25e+06 |-
22500 4
20000 - 1 1e+06 |-
17500 4
15000 1 750405 |
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10000 1 Sev05 |-
7500 4
5000 | B 250405 |-
2500 4
0 : 0
2 25 3 35 4 02
n
200
15000
190 F
12500 4 180
170 F
10000 4
160
7500 | B 50 ¢
140 F
5000 1 130 |
120 F
2500 | J
110 F
o . 100 . . . . . . .
02 03 04 05 06 07 08 09 1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
6., O

F1G. 2.20 — Coupe de la fonction coit J(Kj, hg,0s,m,n, 0ini,0surf,0f0n4) au voisinage
de vecteur de parameétres de référence avec données analytiques discrétes toutes les 300
secondes
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FiG. 2.21 — Représentation en dimension 3 de la fonction cott : J(Ky, -+, ini, -, ),
J('vh97987'7'7'7'7')7 J('7'7987777'7'7'7'>7 J('7'7057'7n7'7'7')7 J('7'7'7n7n7'7'7')7

Iy 05, 0sur s, ) au voisinage de 'optimum : données de terrain
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2.4.8 Commentaires

Les tableaux des parametres identifiés (2.2),(2.3), (2.4),(2.5),(2.6), (2.8), (2.7), nous
montrent que le processus d’identification nous fournit des parameétres assez proches des
valeurs réelles. La conductivité hydraulique qui est 1'un des paramétres les plus signifi-
catifs car décrivant la dynamique des mouvements de 1’eau dans le sol, est au cours de
nos différentes expériences de minimisation bien reconstituée. Nous avons également la
condition initiale qui est assez bien reconstruite, c’est aussi d’une importance certaine
car sur les sites ot 'on réalise généralement la campagne de données, on ne dispose
pas une véritable information sur la teneur en eau initiale ( i.e 6;,;). Par ailleurs c’est
I'un des paramétres le plus sensible (entre autres K, 6, 0urf €t 050nq ) qui semble bien
identifié (voire courbes des figures 2.15 et 2.16)
[’ajout sur la fonctionnelle cotit des termes de pénalisation, ne change pas significa-
tivement les résultats. Le choix des parameétres de pénalisation (A et 'observation du
parameétre de controle) n’est pas toujours aisé; la valeur de A choisie ici nous a permis
de conserver sensiblement un nombre d’itérations identique a celui des premiéres ex-
périences (sans pénalisation).
Pour les données de terrain, les infiltrations identifiées et observées coincident parfaite-
ment d’apreés les figures (2.10) et (2.17). Ceci traduit le fait que le vecteur de paramétres
optimal dans la mesure du possible, ajuste au mieux les infiltrations cumulées.
La forme relativement plate de la fonction coiit, au voisinage de I'optimum pour les
données de terrain est facilement décernable en tracant les courbures de la fonction
colit suivant certaines directions du parameétre (Figure 2.21).

Cependant, les écarts qu’on peut constater sont & notre avis de plusieurs origines :

- Le probléme est fortement non-linéaire : non seulement le modéle (c’est-a-dire les
équations) mais en plus la dépendance de la fonction coiit par rapport aux para-
meétres. La fonctionnelle & minimiser n’est évidemment pas quadratique, et donc
on ne peut trouver que de minima locaux, qui a leur tour dépendent du point de
départ de la minimisation. Les écarts qui apparaissent dans les valeurs identifiées
résident aussi dans le fait qu’il n’y a pas de solution unique a notre probléme de
contréle optimal.

- Il existe une corrélation principalement entre K et 6; d’'une part et entre n et n
d’autre part. Et ces parameétres ont tous été traités comme des paramétres in-
dépendants les uns des autres. Or la variation d’'un des parameétres affecte les
autres. Les résultats semblent ressortir cette réalité de facon automatique.

- Le code numérique fournit une courbe d’identification cumulée légérement différente
de la courbe analytique, pour le méme vecteur de parametres (troncature, discré-
tisation). L’identification utilisant ce code produira donc de ce fait des parameétres
légérement différents des paramétres exacts.
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Les variables de contréle de notre probléme de contréle optimal ont des ordres de
grandeurs trés disparates. Une procédure couramment utilisée en optimisation consiste
a préconditionner le probléme, la meilleure approche est d’utiliser la matrice de cova-
riance. Ne disposant pas de cette matrice de covariance, nous allons adimensionaliser le
probléme de facon que les résultats soient indépendants du systéme d’unité. Ce qui re-
vient & préconditionner le probléeme diagonalement. Nous allons nous servir des ordres
de grandeurs des différentes variables de controle. Ainsi, nous les définirons de la fagon
sulvante :

K,/5x107%, h,/20,
n/3,

6,/0.3, n/7,
0ini /8 X 1072 040 /0.3, Orona/8 x 1075,

Cette redéfinition des variables de controle doit étre prise en compte sur les différentes
composantes du gradient de la fonction cotit avant d’entamer la phase de minimisa-
tion. Les résultats suivant les différentes distributions temporelles des observations sont
résumés dans le tableau 2.9.

Référence Identifié 1 Identifié 2 Identifié 3 Identifié 4
K, | 4.28 x 1072 || 3.9496 x 10~ || 2.5799 x 107 || 1.989 x 10~ || 3.5797 x 10~
hy —16.40 —15.9400 —15.9401 —15.9401 —15.9104
R 0.3124 0.2293 0.2271 0.2271 0.2157
n 6.73 5.472 4.9727 4.9727 4.9721
n 2.79 2.7531 2.3606 2.3606 2.3982
Oini || 816 x 1072 || 7.5780 x 1072 || 6.500 x 10=2 | 7.200 x 10~2 || 7.560 x 10~2
Osur s 0.312 0.3615 0.3733 0.37335 0.4291
O tong || 8.16 x 1072 0.2314 0.2193 0.2193 0.1528

TAB. 2.9 — Tableau des paramétres identifiés avec les variables adimensionnelles : 1, 2,
3 et 4 correspondant respectivement aux cas de données analytiques continues, discrétes
toutes 60 secondes, toutes les 300 secondes et discrétes toutes les 720 secondes ; avec
la fonction cofit pénalisée (A =5.107" )

Ce préconditionnement diagonale n’améliore pas les résultats. Pour espérer une
amélioration significative, la matrice de préconditionnement devrait étre la matrice de
covariance. Malheureusement, cette matrice est trés difficilement accessible. Une autre
piste & explorer se trouve dans les études au second ordre [104, 43].

2.5 Conclusion

Ce chapitre montre que les méthodes d’assimilation variationnelle de données large-
ment utilisées pour les modéles météorologique et océanographique peuvent étre appli-
quées aux problémes d’hydrologie, pour des problémes d’identification des parameétres
hydrodynamiques d’un modeéle d’écoulement souterrain en zone non-saturée qui ne sont
pas toujours accessibles par les mesures expérimentales.

[.’étape ultime aprés cette phase d’identification est de réaliser un travail a posteriori
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afin de quantifier le processus d’identification. Cette étape, passe forcement par une
analyse de sensibilité de la solution du probléme de contréle par rapport aux observa-
tions. En effet les observations que nous avons utiliées pour nos expériences numériques
sont supposées parfaites c’est-a-dire sans bruits ce qui n’est pas le cas dans la réalité.
Cette phase se fait en utilisant les équations adjointes au second ordre [104, 43].
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3.1 Introduction

Apres avoir résolu le probléme d’identification, les questions naturelles a se poser
sont les suivantes :

Quel est la part de 'apport de la précision des données observées dans la qualité de
la prévision 7

Quelles sont les données qui sont «importantes» a observer en priorité?

Quel est Deffet de la régularisation sur le paramétre identifié ?

Quel est le «bon choix» de 'opérateur de projection de I'espace d’état dans I'espace
des observations produisant une «meilleure» identification 7

En connaissant les propriétés de I’erreur d’observation (par exemple sa loi de proba-
bilité de distribution) : est-ce-que 'on peut déterminer les propriétés de l'erreur
de 'identification ?

Ces questions, dont on devine les enjeux importants, ont toutes un point commun :
elles soulévent le probléme de la sensibilité du vecteur du contréle optimal par rapport
aux paramétres d’entrée du probleéme. Qui dit sensibilité, dit calcul de la dérivée (ou
de la variation). On verra tout au long de ce chapitre que la dérivée du vecteur de
contréle optimal par rapport aux observations s’obtient par inversion du Hessien de la
fonction cotit. D’ou la nécessité, dans une étude a postériori d’un probléme d’identifi-
cation, de la possibilité d’inverser numériquement le Hessien de la fonction cott. Etant
donné I'importance du Hessien, nous allons présenté dans ce chapitre, le probléme de
controle utilisant le Hessien (Le Dimet et al [104, 26], Zou et al [107]). Nous verrons
dans la suite comment déduire I'analyse de sensibilité utilisant ce Hessien [81, 66].
[’analyse de sensibilité par rapport aux observations en se limitant au premier ordre
produit une surestimation de la sensibilité [81]. Les études se limitant au premier ordre
peuvent servir entre autres a analyser la sensibilité de la propagation des erreurs dans
les modeles (c.f. Ngnepieba et al [80, 25]), cependant, une bonne analyse de sensibilité
par rapport aux observations utilisant les équations adjointes nécessite forcément de
passer au second ordre car les observations ne sont accessibles qu’a travers le systéme
d’optimalité. Le coiit de calcul est certes double, cependant, le Hessien de la fonction
coiit obtenu donne une meilleure approximation qu’une simple approximation utilisant
le linéaire tangent.
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3.2 Rappels sur ’assimilation variationnelle de don-
nées : formulation générale

Nous commencons tout d’abord par rappeler ce qu’est 'assimilation variationnelle
(c.f. chapitre 2).
Soient V', H et K (espace de de parameétres indépendants) deux espaces de Hilbert
tels que V' C H avec injection continue et dense. Considérons un systéme dont 1’état
pendant l'intervalle de temps [0, 7] est régi par 1’équation d’évolution abstraite (3.1)
suivante :

{ X px, K 31)

X|5 = Uu.

=0
Pour ne pas alourdir les notations sans trop restreindre la généralité, nous identifie-
rons I'espace dual H' a H et I'espace dual K’ a K par la représentation de Riez-Fréchet
(Brezis [4]). Supposons que la condition initiale u € H, K € K et que F soit un opéra-
teur non-linéaire de V x K dans V', indépendant du temps. La solution X de I’équation
(3.1) est alors cherchée dans Iespace des fonctions de L? (0, T; V) dont les dérivées en

temps o appartiennent a L? (0,7; V).
Notons par W (0,7;V) cet espace de solutions. Comme les éléments de W (0,7;V)

sont continus dans H par rapport au temps c’est-a-dire L* (0,7;V) C C(0,T;V), on
cherche alors la solution X telle que :

dX
. — (F(X,K), o) D(0.T:V);
(e), = (PR g eeDO.TY) o)

X|t=0 = qu.

Pendant ce méme temps, des observations (mesures) sont faites sur I’état du sys-
teme. Nous considérons alors un opérateur d’observation C' € £ (L*(0,T;V),0) ou O
est 'espace des observations. Soit X,;s € O un vecteur d’observation. Le probléme d’as-
similation variationnelle qui nous intéresse consiste a identifier le vecteur de parameétres
K™ et la condition initiale ©* qui minimisent la fonctionnelle

. M o2 A 1 /T
JWJJ=NW=§WB—BW?%$W—JM+§AIWX—Xm%ﬁ,@&

ou X dépend de U = (u, K)T en tant que solution de I’équation (3.1).
Supposons en outre que V' soit séparable. Soit {vy,vs,...,v;,...} une base hilbertienne
de V. On peut alors décomposer le vecteur X solution de I’équation abstraite (3.1)
dans cette base et on obtient un systéme d’équations différentielles vérifiées par les
composantes de X. Soit (Xi(t), Xa(t),...,X;(t),...) les composantes de X, on a :

X;(t) = (X(t),v)y, VL €0,T] (3.4)

Comme la solution X () est continue de [0,7T] dans H, il en est de méme pour
chaque composante X;(¢). En supposant également que K admet une base hilbertienne
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{k;}, on en déduit de fagon analogue les composantes de la condition initiale et du
parameétre K dans la base {v;} et dans la base {k;} respectivement. Et pour tout
1 =1,2,..., nous pouvons introduire une fonctionnelle non-linéaire pour K € X :

Fi: VxK — R

- - 3.5
(6 K) = (P (5. K) 0 3
et 'opérateur F' dans (3.1) peut alors se mettre pour k& € K sous la forme :
F(p, K)=> Fi(p,K).v; VoeV (3.6)
7=1

Compte tenu des décompositions ci-dessus, nous pouvons réécrire le systéme (3.1)
sous la forme :

dX; i >

d—t](t) = F;j(X;,K) avec X(t)=> X;(t).v _
j=1 (3()

Xj|t=0 = u]-.

3.2.1 Quelques notions de calcul différentiel

En vue de leurs utilisations dans la suite, nous rappelons quelques notions de calcul
difféerentiel pour les opérateurs [81, 66].
On définit la dérivée partielle de la fonctionnelle F; par rapport a v par :

aF, (X K) = lim (X + av;, K) — F; (X, K)

ov; a—0 o

et la dérivée partielle seconde :

0*F; .0 [OF;
dv;0v; (X, ) = vy (87)2 (X, K ))

On définit de fagon analogue les dérivées partielles premiéres et secondes par rapport
a K par :

oF, . . OF, 9 (oF, .\ OF _ . 0 (0F
ok ) G () = 5 (8—kl(X BY) - gram (XK o (XK

) r) = a
On dira que Fj est deux fois Fréchet-différentiable en X (resp. en K) s’il admet une
représentation de Taylor de la forme :

i [ele] a2F
Fi(X 4 b K) = hik 3 g (XK hihi+ O (4]
t,k=1 ’ g

(3.8)
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; > 0*F;
)CLZ—{—ZZ Dk k (X [X) .aj.a; +

(resp. Fj (X, K +a) = F; (X,K) +>_ 01; (
=1 2

O (llallt))

On dira enfin que F' est deux fois Fréchet-différentiable en X (resp. en K') si pour
tout j chaque fonctionnelle F; est deux fois Fréchet-différentiable en X (resp. en K') et
de plus, les restes O (HhH%,) (resp. O (HaH,ZC)) sont uniformément bornés par rapport j.
Dans la suite, on supposera que F' est deux fois Fréchet-différentiable en tout point X
de V et tout point K de K. Nous supposerons en plus les dérivées partielles d’ordre
deux des fonctionnelles F; sont continues dans V', autrement dit pour tout ¢, 7, les
applications

0*F,;

X +—
81);81)2

— (X, K)

sont continues de V' dans IR.

On peut montrer que cette derniére hypothése implique que ’on peut commuter 'ordre
de dérivation partielle dans chaque dérivée partielle seconde des Fj;. On verra dans la
suite que cette conséquence impliquera (naturellement) la symétrie du Hessien de la
fonction cofit J.

Linéarisation et transposition

En notant par la—X] I'opérateur Jacobien de F' par rapport a X, nous avons, grace

aux dérivées partielles des fonctionnelles F, l ] qui peut s’écrire sous la forme :

ax
oF
[8—X : VK — VI
(h:th.Uk,[() I—)Z(Z X[)h) U5
k=1 7=1
De méme, V' étant un espace de Hilbert 'opérateur adjoint du linéarisé [ﬁ] s’écrit :
oF1" ,

(3.10)

(1 = Zlk.T)k, [X’) — Z (Z aFk X K ) [ ) Uy
e 8Uk

Si de plus lgﬁ;

] € L(V, V') (cest-a-dire si F est Fréchet-différentiable), alors il en

or1"

ﬁ] ; en plus ces deux opérateurs sont adjoints I'un de 'autre

dans le sens classique :

= |.v,w =(v, |z w
0X viv 0X v

est de méme pour l
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0*F
0X?

Si F' est deux fois Fréchet-différentiable nous notons de fagon analogue [ ] I'opé-

or
0X

rateur linéarisé de l ] au voisinage de X et nous définissons comme ci-dessus sa

02F]T

0X?

transposée [

2

0KoX
o*r 1"
0KoX ]

Par ailleurs, nous noterons au voisinage de K

ar
oX

] I'opérateur linéarisé de l

et sa transposée par l

3.3 Calcul du produit Hessien x vecteur

3.3.1 Systéme d’optimalité

Comme nous I’avons vu au chapitre 2, le vecteur de parametres optimal (condition
initiale et parameétre), U* = (K*,u*) est caractérisé par V.J(U*) = 0 ([17, 97, 98]).
Or le gradient de la fonction coiit J est obtenu par résolution successive de 1’équation
d’évolution directe et de I'équation adjointe rétrograde et en prenant ensuite les traces
de la variable adjointe sur ’espace de contréle, ce qui se traduit dans le cas qui nous
concerne par le systéme d’optimalité :

% = F(X,K*), 1€[0,T)
X(0) = u”
ar [a—F ' P=CT.(C.X—Xus), t€[0,T]
T lax| T el ’ (3.11)
P(T) =0
or1"
. % 0 _
Vid = M (K = K°) - laK] P=0
Vud =X (u* —u’) = P(0) =0

oit CT est I'opérateur adjoint de C' :

(C.X,Y)o=(X,CT.Y) (3.12)

vy

3.3.2 Evaluation du Hessien de la fonctionnelle cout

En appliquant une perturbation h, h = (h,, hx) sur le vecteur de parametres U,
nous obtenons le systéme linéaire tangent
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dX [oF] < [OF
o [a—x] At lalx’]hk (3.13)
X(0) = h,,

ot X est la perturbation sur X. Pour le systéme adjoint et la condition d’optimalité
nous obtenons :

AP [9°F —~  0*F T or1t . -
P(T)=0

Voud = Xyh, — P(0) =0

AR A .
9 d hr] b la

oxor T o d—X] F=0

(3.14)

Vrd = Mhg — [

P étant la perturbation sur P. Le Hessien est obtenu en exhibant la dépendance li-
néaire de V,J et Vi J par rapport a h.

Introduisons les variables adjointes au second ordre () et R qui seront définies
explicitement par la suite.
Effectuons le produit scalaire de I'équation linéaire tangente (3.13) par @ et de la
premiére équation de (3.14) par R (équations en X et P) nous additionnons les deux
quantités en les intégrant en temps de 0 & T pour obtenir :

T[ /4% dP T OF] - [0oF
e, (m, o= 1 {7+ [5lea),,

rl/[*F - F 1" [oF ' r -
-, <laTX+mh] m la_)g] & R>V,7V_ it [ (CT(CR) )., i

Aprés intégration par parties du membre de gauche et en utilisant les opérations

dt

de transpositions définies au paragraphe 3.2, on obtient :

(X(1),Q(T)),, — (X(0),Q(0)), +(P(T),R(T)), ~(P(0),R(0)), =

2 T
+/0T <5(\ +dQ+la§] Q — BXQR] P+CTOR>

/OT <ﬁ,+i—f—lg—§] > dt+/

Soit H la matrice Hessienne de la fonction cott J, H peut se mettre sous la forme

dt +

1A%

T T
0*F
<’”" [ ] Q‘[@K@Xﬂ P>VV,

’

dt

Huu HuK
3.15
( q Ku q KK ) ( )
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Ainsi, si nous définissons () et R comme solution du systéme adjoint au second
ordre (AS0) introduit par Wang et al [104], Le Dimet et al [43] :

Q@ [oF]" orF 1" .

a T |ox Q_[a)@}%] P=CCk,

dR  [9F] (3.16)
@ |ax| =0

Q(T)=0,

alors, 1l reste

(. Q0)) — (P(O) RO)) + [ <h BTF]Q - [ aingR]TP> dt =0

Par ailleurs, nous avons, ?J(U,U) = H(U)w = —]3(0) avec ﬁj(U,U) la perturbation
induite sur V.J(U) par v.

Prenons, R(0) = v, nous obtenons alors :
H(U).w = —P(0) = A\ — Q(0) (3.17)

Le produit exact du Hessien par un vecteur est donc obtenu par intégration directe
de la deuxiéme équation de (3.16) avec pour condition initiale R(0) = v, suivie de 'in-
tégration de fagon rétrograde de la premiére équation. Ensuite, on récupére le produit
du Hessien au point U par le vecteur v par la formule (3.17).

Nous pouvons également obtenir la matrice H tout entiére en intégrant successive-

ment :
(i) o, .
dQ [oF 0*F T
E-i— a—X Q — [axﬁl P=C"CR
(3.18)

dR  [OF]
@ |ox) =0

avec la condition initiale R(0) = ¢; pour le modele R et la condition finale

Q(T) = 0 pour le modéle @, ou e; est le i€ vecteur de la base canonique

de R" (u € V ~ IR"). Nous obtenons alors

8F]TQ_[ 9°F

T
oK 8[&’8)(3] Pt (3.19)

T
Huuei = /\QUu - Q(O)a Hu[x"ei = /\IUR' +/ [
0
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(ii) En intégrant m fois le systéme différentiel

dQ 1G22 PR 1750 2 .
dt _aX_Q_'bxvﬂ P=CCh
(3.20)
dR [OF]
@ |ax |

avec la condition initiale R(0) = 0 pour le modéle R et la condition finale Q(7') =
0 pour le modele @, ou f; est le j°™€ vecteur de la base canonique de IR™

(K € K~ R™)

Nous obtenons alors

ar1" oFr 1"
HKKfj = Mvg + lﬁ] Q — laKaXR] P (3.21)

Le systéme différentiel défini par ces équations est le Modeéle Adjoint au Second
Ordre (S0A) [104, 43]. La matrice hessienne est obtenue aprés n 4+ m intégrations de
(S04). L’adjoint au second ordre est facilement obtenu & partir de I’adjoint au premier
ordre en y ajoutant certains termes de forgages, en particulier le terme faisant interve-
nir la dérivée deuxiéme du second membre du modéle direct F' par rapport a X.

La détermination de la matrice hessienne est en pratique trés coiiteuse en particulier
quand la taille des parameétres de contréle est considérable. Néanmoins, la connaissance
du produit du Hessien par un vecteur suffit.

3.3.3 Symeétrie du Hessien

Le produit du Hessien de la fonction cotit (en un point U de 'ensemble des para-
metres admissibles) par un vecteur v est donné par la dérivée directionnelle du gradient
de la fonction coiit en U dans la direction v. On a

H(U).0 = Tim VJ(U + av) — VJ(U)

a—0 o

(3.22)

Pour calculer cette dérivée directionnelle, il suffit de calculer les dérivées direction-
nelles des variables X et P du systéme d’optimalité (3.11) dans la direction de la
perturbation v sur U.

Une perturbation v du parameétre de contréle U induit des perturbations des va-
riables X et P. Les perturbations X et P sont obtenues en effectuant la dérivée direc-
tionnelle du modele direct et la dérivée directionnelle du modeéle adjoint respectivement.
X et P sont solutions du systéme adjoint au second ordre :
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dX _[oF] & [oF]
di - |9X oK |
X(0) = v,

(3.23)

d]3 O2F orr " OF ’
a la)@ X+ aA’aX”"’] r lax] P=ct(oX)
P(T) =0

La résolution de ce systéme (3.23) permet d’obtenir la dérivée directionnelle %JJ(U, v)
par - -
Vud = Av, — P(0)
:p 9 T T
PP o O°F ] P_[aF] 5

OXOK’ + PE e X

D’autre part, nous avons par définition

FviKJ = )\1UK - [

H(U)w =V.J(U,v). (3.24)

Proposition 3.1 Sous les hypotheéses sur la bi-dérivabilité de lopérateur F définies
dans la section 3.2.1, le Hessien H de la fonction coil est symélrique, c¢’est-a-dire :

(HU).v,w)p = (v, H{U).w), Yv,weP

P=HxK.
Il est défini positif sous Uhypothése d’observation compléte.

Démonstration

La preuve de la symétrie du Hessien de la fonction se fait en utilisant les hypothéses
sur la bi-dérivabilité de 'opérateur F', ainsi que les équations adjointes au second ordre.
Une démonstration compléte est fournie dans [81, 66], le probléeme de contréle se rédui-
sant uniquement a la condition initiale. Cependant cette preuve s’adapte bien a notre
considération.
Pour étudier sa positivité, considerons le produit scalaire (H(U)v,v) dans V.
Par définition, nous avons de ce qui précede (3.17) :

(H(U)v,v) = (Ao — Q(0),v) = Ay (v,v) — (Q(0), R(0))
La premiére équation de (3.16) pouvant étre considérée comme 'adjoint au premier

ordre du systéme linéaire tangent (premiére équation de (3.16) ) pour la condition ini-
tiale R(0) = v, nous avons :

(HU)v,v) = <)\2U — ﬁ(O),v> = Ay (v,v) — <P( X
0*F — 0*F T
= /\2<v,v>—<X [aXQ —}-a[ ax" ] P-C C'X>

SEDY (CX,CX) OF % X,P
= X (v,0) +( ax7 8[ 8XW‘ ’
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N PF] —— Pr Yl ~
= A (v,0)+ (CX,CX) - <[8X2].XA,P> - <[m]v[(k,P> .

Ainsi, si nous choisissons l'opérateur C' = [ (opérateur identité), alors si la condition
(3.25) ci-dessous est satisfaite,

x| 1Pl <1, (3.25)

‘HPH ;

9*F .
H laxz ‘ laKaX (X, K )]

le Hessien de la fonction cofit est défini positif pour Ay > 0 :

(Ho,v) > Ay (v,v), (3.26)

Remarque 3.1 Le caractére défini positif du Hessien de la fonclion coiit ne se pose
pas s’il est pris a lUoptimum (c’est-a-dire en U*). En effet, ce n’est rien d’aulre que
la caractérisation de l'unicité (du moins locale) de la solution du probléeme de controle
oplimal.

On peut aussi calculer le produit du Hessien par un vecteur en utilisant les différences
finies entre deux valeurs du gradient. Le cotit du calcul serait équivalent, mais il n’existe
pas de méthode permettant de déterminer la distance optimale entre les deux points
du calcul du gradient.

3.4 Analyse de sensibilité

Dans cette section, on va se servir de 1’étude entreprise sur le Hessien de la fonction
(que I'on prendra a 'optimum) pour réaliser 'analyse de sensibilité qui est incontesta-
blement une phase a entreprendre & la suite du processus d’identification. Nous verrons
tout au long de cette section le lien étroit qui existe entre le Hessien de la fonction coiit
et 'analyse de sensibilité que ce soit par rapport & un bruit sur les observations, la
caractérisation de la sensibilité du contréle optimal, ou sur des critéres fonctionnels.

Nous ommettons dans cette partie la théorie générale de 1’analyse de sensibilé uti-
lisant les équations adjointes. En effet un condensé complet est fourni dans la thése de
Ngodock [81]. Nous suivrons tout au long de cet exposé, la démarche nouvelle d’analyse
de sensibilité utilisant les équations adjointes décrits dans [81].

3.4.1 Formalisme général

Pour introduire le formalisme général de ’analyse de sensibilité décrit dans [81],
nous supposons que le modéle a la formulation générale suivante :

F(X,K) =0, (3.27)

ou X est la variable décrivant I’état du systéme (atmosphére, océan, hydrologie ...), X
peut éventuellement étre fonction du temps et de 'espace. K est 'un des parameétres
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de controle du modeéle. (condition initiale et /ou limites, parametres classiques, ou une
combinaison de ces différents parameétres)

Pour les modeles géophysiques, F est un opérateur differentiel non linéaire. Dans les
calculs, F devient un opérateur de dimension finie.

Pour des raisons de simplicités, nous supposons que pour K fixé, I’équation (3.27) pos-
séde une unique solution X' (K).

Soit G une fonction scalaire donnée fonction de X'. Cette fonction sera appelée fonc-
tion réponse (G peut aussi étre une fonction de X' et K ).
Par définition, la sensibilité de G par rapport a K est le gradient de G par rapport & X'.
Dans le but d’estimer ce gradient, pour une perturbation k£ sur K la dérivée direction-
nelle de (3.27) nous donne :

OF - OF
St ok =0 (3.28)

X est la dérivée directionnelle de X' dans la direction de perturbation k. La dérivée

directionnelle de la fonction réponse dans la direction de perturbation k& est donnée
par :

G= 0.7

= (3.29)

3.4.2 Analyse directe de sensibilité

L’analyse de sensibilité empirique ou directe consiste a résoudre (3.28) pour une

perturbation & donnée pour obtenir X et l'i insérer dans (3.29) afin d’en déduire G.
Dans le cas des paramétres réels, c’est-a-dire K € R', [ > 1, nous pouvons avoir
besoin de calculer séparemment 1a sensibilité de G pour Chaque parameétre K; i=
L,---,l. Ceci demande [ fois la résolution du systéme (3.28) avec la perturbation
k = (0,0,---,k;,0,---,0) ou k; est la perturbation sur la jéme composante de Ki
du vecteur K.
Cette approche, d’évaluation de la sensibilité est trés coiiteuse si le nombre de pa-
rameétres est élevé, tel est le cas dans la pratique. [’analyse empirique de sensibilité
suppose de facon implicite que le modéle linéaire tangent (3.28) est valable au voisinage
de la solution autour de laquelle les dérivées sont évaluées. Cette hypotheése est vérifiée
pour les modéles linéaires. Cependant pour les modéles non-linéaires, nous n’avons au-
cune certitude que, pour une perturbation des paramétres, I'approximation du modéle
linéaire tangent reste encore valable. Dans le but d’éviter ces problémes, notre approche
d’analyse de sensibilité sera basée sur les équations adjointes.

Analyse de sensibilité en utilisant les équations adjointes

Historique

[’utilisation des équations adjointes pour I"analyse de sensibilité date de 1940. Nous
pouvons citer les travaux de Wigner [105] en 1945, dérivés de la théorie des perturba-
tions. La premiére utilisation des équations adjointes pour ’analyse de sensibilté sur un
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modeéle atmosphérique simple fut réalisée par Marchuk (1974). Depuis cette période,
I’analyse de sensibilité utilisant les équations adjointes a été faite par plusieurs auteurs.
Dans le domaine des sciences atmosphériques nous pouvons citer par exemple les tra-
vaux de Cacuci et al [6] en 1983, Zou et al en 1993 [107], Ngodock [81, 26].

[.’idée de base dans I'utilisation des équations adjointes pour I"analyse de sensibilité est
d’exhiber la dépendance linéaire de § par rapport a k dans (3.29).

En introduisant la variable adjointe P de jf'\, qui sera définie plus tard, on effectue le
produit scalaire de (3.28) par P, et on transpose les expressions ce qui donne :

<5€, [g—ﬁT.'P> + <k B—Z.r.w> =0. (3.30)

Par définition, nous avons :

5 [ 0G =5\
Q—<a7,2(>_<vg,k>. (3.31)
Si nous définissons P comme solution de :

Pl aG

8 o
alors nous obtenons :

oF 1"

VG = — l%] P (3.33)

Ainsi, pour I’étude de la sensibilité, on procéde de la facon suivante :

(i) Résoudre le modele direct (3.27) pour une valeur du parameétre proche du voisinage
ol 'on désire effectuer analyse de sensibilité,

(ii) résoudre le modeéle adjoint (3.32) pour la détermination de la variable P,

(iii) ensuite a partir de (3.33), la sensibilité par rapport a K est calculée. La résolution
du modeéle adjoint permet d’évaluer la sensibilité du modéle par rapport a toute
perturbation. Cette méthode requiert uniquement une résolution du modéle direct
et une résolution du modéle adjoint.

Analyse de sensibilité en présence d’observations

Pour I’étude de sensibilité en présence des données, nous utilisons "approche pro-
posée dans [81].
Soit K un vecteur de paramétre du modéle lié par 1’équation différentielle suivante :

(3.34)

La condition initiale et le paramétre K peuvent étre issus d’une procédure varia-
tionnelle décrite au chapitre 2.
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Soit K4 'ensemble de toutes les valeurs admissibles du parameétre K. Quand K par-
court 'ensemble K,; , u parcourt un ensemble U,; de toutes les conditions initiales
admissibles. Une perturbation sur K induira de ce fait une perturbation sur u. Dans le
but de prendre en compte la dépendance sur les perturbations nous allons considérer
les expressions suivantes afin de mener a bien I’étude de sensibilité :

x:(i) (3.35)

dd—); (X, K)
F(X,K) = r (3.36)
P l%l P —CT(CX = X,)

Ce qui signifie ainsi que, dans le contexte de 1’assimilation variationnelle de don-
nées, le concept de modéle est étendu au systéme d’optimalité. Les observations X,
doivent étre une entrée du modeéle et seront par la suite de notre étude considérées
comine parameétres pour une analyse de sensibilité par rapport aux observations. Il est
donc de ce fait possible de poser K = K ou K = Xy, ou K = (K, X,55) pour une étude
plus générale. Dans ce qui suite nous allons considérer le cas K = K, et nous verrons
comment en déduire le cas K = X, 5.

Dans le but d’estimer la sensibilité par rapport au paramétre k, appliquons une per-
turbation dans la direction k sur le parameétre K. Les dérivées directionnelles X de X
et P de P dans la direction k sont obtenues comme solution du systéme couplé :

ﬁ? BQX[%Y+B§MAﬂk
X(0)=1a
P [orF ST A oF L e
o laXQ()&,[x)X] P+ laKaX()&,[x)k] P+ laX(X K )] P=C"CX
P(T)=0
P(0)=0

(3.37)
Soit P = ( g ) la variable adjointe de X' = ); . Nous effectuons le produit

scalaire de la premiére équation de (3.37) par @ et de la deuxiéme équation par R et
nous intrégrons par parties entre les instants 0 et T'. Nous trouvons :

r

82

T
(quﬂ P—{ﬂOR> dt +

- dQ [oF
(7% [ ] o+ [5x

P |t o] ), o {[-poem] ), o
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+/0T <8?28X(X K). R] .P,k> dt +
HX(1),Q(T)), —(X(0),Q(0)), +{P(T), R(T)), —(P(0).R(0)) =0

Si nous considérons une fonction réponse sous la forme intégrale suivante :

G = /OT G(X)dl (3.38)

ou (G est une fonction scalaire, alors si () et R sont définies comme solutions de :

T

9 (o) o [FE ] preren=| 2]
%_ gf; (X, K )] R=0, (3.39)
Q(T) =0,
Q(0) =0,

le gradient de la fonction réponse est donné par :

VG = / ([8[, X, K )]T.Q— l%(}(, K).R]T.P) dt (3.40)

Remarque 3.2 (i) Nous obtenons ainsi un systéme couplé de 2 équations différen-
tielles. La seconde n’est rien d’autre que le modéle linéaire tangent. La premiére
équation posséde simultanément une condition initiale Q(0) = 0 et une finale
Q(T) = 0. La condition initiale QQ(0) = 0 est choisie pour annuler la dépendance
par rapport a la variation du parameétre de controle optimal. La seconde équation
ne posséde ni de condition initiale ni de conditions aux limites.

(ii) St G = J la fonction coil, il est évident que R =0 est une solution et Q = P est
le modeéle adjoint (au premier ordre). Si G # J alors R = 0 est toujours solu-
tion de la seconde équation. Formellement, nous obtenons une équation similaire
a Uéquation adjointe avec un second membre différent. Il n’y a aucune raison
d’avoir ) = 0 aprés intégration de celte équation, ainsi la sensibililé ne peul
pas étre déduite de ce «pseudo-adjointy dans la pratique courante de l'analyse de
sensibilité.

Analyse de sensibilité par rapport aux observations

La faiblesse de cette méthode qui consiste a utiliser ce «pseudo-adjointy est mise
en relief quand on effectue une analyse de sensibilité par rapport aux observations.
Ceci résulte du fait que les observations ne sont pas contenues explicitement dans le
modele direct mais sont plutét explicites dans le systéme d’optimalité. Ainsi on peut
considérer les observations comme parameétres et se poser la question de savoir qu’elle
sera l'influence d’une perturbation sur les observations sur les champs identifiés.
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En posant K = X,p5 nous sommes & méme de répondre a cette question, ¢’est-a-dire
d’évaluer la sensibilité de la fonction réponse par rapport a une perturbation sur les
observations.

Pour une fonction réponse G fonction de X, et implicitement fonction des observations
Xops, une étude analogue & ce qui précéde, permet de trouver une formule analogue a
(3.40) exprimant la sensibilité de la fonction réponse par rapport aux observations :

VG = -C.R= —/OT C.R(1)dl (3.41)

Calcul pratique de la sensibilité

Nous allons dans ce qui suit proposer une méthode (algorithme) pour résoudre le
systéme (3.39) pour des hypothéses garantissant I'existence et I'unicité de la solution
et ensuite calculer la sensibilité donnée par (3.40) ou (3.41).

(i) Choisir une condition initiale v pour la deuxiéme équation de (3.39) : R(0) = v
(ii) Intégrer cette deuxiéme équation de facon directe
(iii) Intégrer de facon rétrograde la premiére équation de (3.39)

Ainsi nous obtenons (0) comme une fonction de v : Q(0) = Q(0,v). Le probléme
revient donc a choisir v* de sorte que Q(0,v*) = 0.

En se fixant un vecteur v et en posant R(0) = v. Nous cherchons v* vérifiant
Q(0,v*) =0.
Soit (@1, R) solution de :

dQ, [oF]" or 10
W+[8_X] .Ql—lm.}%] Qi =C'CR
dR [OF
A K 3.42
di lax] =0 (342)
R(0)=wv
et ()3 solution de :
dQ, [ar1" = [od
ot [a_X] @ = [a_)g] (3.43)

Q2(T)=0

En utilisant la linéarité de la premiere équation de (3.39) nous pouvons écrire :

Q=01+ Q2 (3.44)
@1, Q2, R sont définis de fagon unique et on a :

Q(0) = Q1(0) + Q2(0) (3.45)

Nous remarquons que le systéme (3.42) est I'adjoint au second ordre étudié précé-
demment (voir section 3.3) et on a
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Q:(0) = Ho (3.46)

ou nous rappelons que H est la matrice hessienne de la fonction coiit par rapport
aux parameétres de controle du modele direct. Ainsi, il résulte de (3.45) et (3.46) que

nous avomns :

Q(0) = Hav + Q1(0) (3.47)

Toujours d’aprés ’étude qui a été faite précédemment sur 'ASO (a la section 3.3) et
a la remarque de la section 3.3.3 , nous avons H qui est symétrique et défini positif,
donc est H inversible et par conséquent il existe un unique v* tel que Q(0) = 0.

Remarque 3.3 (a) I ’évaluation complete de la matrice H el son inversion sont lrés
cotteuses, cependant le produil exact du Hessien par un vecteur est fourni a tra-
vers I’(ASO) pour n'importe quelle valeur de v. Ainsi, v* peul aussi élre caracté-
risé comme solution de :

f(v™) = Min f(v) (3.48)

veP
ou P est l'ensemble de tous les paramétres admissibles du modéle direct, et [ est
définie par
1
f(z) = 5 (H,2) +(Q2(0), 2) (3.49)

et nous pouvons alors utiliser une méthode de type descente ou gradient conjugué
pour la minimisation de f.

b) v* nest rien d’auire que la sensibilité du parameéire de coniréle optimal par rapport
a une perturbation sur les pammét'res.

3.5 Sensibilité du controle optimal par rapport a un
bruit sur les observations

Dans les développements faits ci-dessus, nous avons calculé la sensiblité d’un critére
fonctionnel par rapport aux observations. Mais le but de notre assimilation variation-
nelle étant de retrouver le vecteur de parameétre optimal U* (U™ = (K™, u")), nous
pouvons aussi calculer sa sensibilité par rapport aux observations. Le calcul de la sen-
sibilité de U* se fait de facon légérement différente de ce qui a été développé ci-dessus.
Pour calculer cette sensibilité, nous nous servirons d’hypothéses sur le Hessien.

Hypothéses

Soit X, 55 un vecteur d’observation fixé. Nous nous donnons les deux hypothéses sui-
vantes :

H1) 1l existe un voisinage Z autour de X, tel que : VZ € Z, le probléme de
minimisation
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J2(K3) = Min Jy(K) (3.50)

I\’E}Cad

admette une solution unique U}, avec Jz la fonctionnelle d’écart a 'observation 7 :
1 2
J2(U) = 5ln(U) = Zlly, (3.51)
ou 7 représente la composée de 'opérateur d’observation et du modéle dynamique.

H2) Le Hessien de la fonction cott Jx,, calculé au point optimal U = Uy~ est
continu et coercif, c’est-a-dire

g HessJx,,. (U;}Obs) (3.52)
alors il existe C' et a > 0 tel que

IH.X]| < CJ|X]|
(H.X,X) > o|X||”? VX € Kug

Nous énoncons alors le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Sous les hypotheéses H1) el H2), lapplication

M: Z2 — Ku

7 s UL (3:53)

ou K7, est la solution du probléme de minimisation (3.50), est Gateaux différentiable
au point Xyps €t sa dérivée est donnée par :
[d—M (Xobs)] 607 = H“l.[n']T.5Z Yo7z (3.54)
oz

ot 67 est un accroissement de ['observation 7, [n']T représente opérateur adjoint
du linéairisé de Uopérateur n, la linéairisalion étant faite aulour du point Uy  — =
M (Xops)-
Démonstration

Soit V = K,4 'espace des paramétres admissibles, et ‘H 'espace des observations
7. Supposons que V et ‘H soient des espaces de Hilbert. Pour des raisons de simplicité,
nous identifions V' & son dual V.
On considére I'application ¢ qui a tout couple (U, Z) associe le vecteur gradient de la
fonction cofit calculé au point K avec I'observation 7 :

G: VxH—V =V

(U, 7) —s ¥ Jy (U) (3:55)

Compte tenu de (3.51) , G peut s’écrire sous la forme explicite :

GU,7) = [ )] (n(U) = 2) (3.56)
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Si U = M (Z) c’est-a-dire si U est le vecteur de parametre optimal correspondant
a l'observation 7, la condition nécessaire d’optimalité nous assure que le gradient de
Jz calculé au point U s’annule; c’est-a-dire

GM(Z),Z)=0 VZeZ (3.57)
ce qui permet de définir une nouvelle application

G: H —V

7 —s G(M(7),7) (3.58)

et on a alors N
G(Z)=0 VZeZ

Calculons les dérivées partielles % €LV, V) et g—CZ; € L(H,V). Soit 6U (resp. 67)

un accroissement quelconque de U (resp. Z). D’aprés la définition de 'application

(3.53), on a :

oG J (= .
U = (v T, (U)) SK = HessJ; (U).6U (3.59)
et d’apres (3.56), on a :
oG T
— .57 =1r VA .
0 7=l (U) (3.60)
La dérivée —— calculée au point X,s est donc H. Compte tenu de ’hypotheése

H2) et grace au théoréeme des fonctions implicites, nous en déduisons que M est dif-
féerentiable en X,5. Sa dérivée s’obtient en différentiant (3.57) et en utilisant (3.58),
(3.60) :

oG

a—Z.(SZ =0
oG oM oG
oM , T _

d’ot le résultat :

oM

Remarque
Dans le cas o le modéle n est linéaire, le Hessien H s’écrit :

_ T
H=n"
Supposons que le vecteur d’observation X, soit connu avec une incertitude 7

Xobs - AX’ref + 7
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ol T est supposé étre un bruit Gaussien (par exemple), de matrice de variance-covariance

Z =F (T.TT). L’erreur de I'identification ¢ est aussi une Gaussienne de matrice de

variance-covariance

Z =H'y" Z n H™
E T

Si les observations sont décorrelées entre elles et si chacune d’elles est de méme

. < . . . . 2
variance ¢?, en d’autres termes si la matrice de variance-covariance est g = o°ld,
T
alors on a :

ZUZH_I.

Dans la k1€ direction propre w; du Hessien, correspondant a la valeur propre

pr > 0, la variance de D'erreur d’identification est 7_. Cette variance est d’autant
k

plus petite que pi est grand. Ainsi donc, I'identification dans les directions propres

correspondant aux plus grandes valeurs propres du Hessien est trés peu affectée par les

erreurs d’observations, elle est par contre beaucoup affectée dans les directions propres
correspondant aux plus petites valeurs propres du Hessien.

3.5.1 Analyse de sensibilité par rapport aux observations : cal-
cul pratique

Pour évaluer la sensibilité du vecteur de parameétres optimal par rapport aux ob-
servations, nous allons perturber le vecteur d’observation X, dans la direction de

perturbation A%, Si K% = M(X,) et W* = M (X 55 + h°") , alors la sensibilité du

obs
vecteur de paramétres optimal dans la direction h°*® est donnée par :

K* = M(X 55 + h?%) — M(X,3,) (3.61)

Nous allons exprimer K* en fonction de Ao, Puisque Xops et X,ps + 2% sont solu-
tions du systéme d’optimalité (3.11) avec pour vecteur d’observation X, et Xops + hobs
respectivement, des calculs algébriques simples montrent qu’une approximation du pre-
mier ordre, ﬁ, est solution du systéme :

T

dQ [oF or 10 e

-t 3% Q_lw@ﬁ]Q_cT@R—hU

dR  [9F

g la_X] =0 (3.62)
R(0) = K*

Q(T) =0

Q(0) =0

Le systéme (3.62) étant linéaire non homogeéne en R et @) nous pouvons Iécrire :

Q=01+ Qs (3.63)
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ot le couple (R, Q1) est solution de :

dQ1 o*F T
7l Ql lm ] . =C"CR
dR oF
- ld—X] R=0 (3.64)
R(0) = K~
et ()7 solution de :
dQQ T obs
Tl lax] @a=—CTh (3.65)

Q(T) =0
Le systéme (3.64) est identique a (3.42) et comme nous I'avons vu déja ci-dessus, il
s’en suit que

Q:1(0) = H.K* (3.66)

et nous pouvons caractériser K~ par la condition d’optimalité

Q0) =0
c’est-a-dire

H.K* +Q2(0) =0

ol P2(0) est la perturbation induite sur le gradient de la fonction coiit par la perturba-
tion h°** sur les observations. Il résulte de I’étude qui a été faite précédemment que la

matrice hessienne H est symétrique et définie positive et donc inversible, donc il existe
une solution unique K* pour le systéme (3.62).

Remarque - -
Nous obtenons d’apres ce qui précede K* = —H™1.Q3(0). Le calcul pratique de K* est
fait par minimisation de la fonctionnelle

flz) = % < Hz,z > +(Q2(0),z)

par une méthode de type descente ou gradient conjugué.

3.6 Application au modéle d’écoulement en zone non-
saturée

Pour le modeéle d’infiltration en zone non-saturée, formulé en terme de pression en
eau qui a été défini au chapitre 1, que nous rappellons ci-dessous :

C(h)% - % [[x(h) (% - 1)]

0, Z) = hzm(z),
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nous considérons la forme discrétisée définie au chapitre 2.
Ci-dessous, nous montrons comment évaluer le produit du Hessien x vecteur puis déduire
I’analyse de sensibilité.

3.6.1 Produit du Hessien de la fonction cotit en U° par un vec-
teur

Soit UY = (K° u®) un vecteur de paramétres choisi pour intégrer notre modéle.
Pour calculer le produit du Hessien en U° par un vecteur U° selon la démarche proposée
ci-dessus, 1l faut résoudre successivement :

1. Modéle h (non-linéaire) (le vecteur d’inconnues est h)

AWV R W= F(RWUKY) =1, M _
RO p (3.67)
2. Modeéle adjoint P (le vecteur d’inconnues est P)
AR K% . Pi = F (R, K°).PH — A(hI, KY) . Pt
+D7, (G =(M=1),---.1) (3.68)
PM =0
3. Modéle R (linéaire tangent) (le vecteur d’inconnues est R)
. . A o
1 _ 1 70 -1 1 70 -1
A(KK°) R = ([a (hi= I)RJ]—[ah(hf K°) R .hf]
. OA 1
-1 0\ ol _ j—-1 70\ 750| 25
([8[& , K ).[x] [8[&’ (h , K ).[x].h
R =" . (j=1,---,M1)
(3.69)
4. Modéle adjoint au second ordre : (le vecteur d’inconnues est ()
-1 g _ -1 70 1 1 70\ 750
AW K).Q = _(la_h(h] K )RJ Pit | o (W R) K .Pf)
+F (W, K" Qf“ A (R K).Q™!
oF
h] K© pj+1 P]+1
{37 (o) ] o 5 (00) )
0A :
h] [’0 py+1 [ro pitl
* [8h< ] a
0D —
K
(l 1 5]
QY =0 (J=(M-=1),---,1)
(3.70)

Le résultat du produit Hessien X vecteur est récupéré dans Q(t = 0)
Plus précisement, nous avons :
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H (UO) 0°=VIy

ou

VuJ = Mu® — Q(0)

Fda PF —,
avor Tt gk

T T
= oF
V]{J — )\2 [(0 - l P — la—X] Q

3.6.2 Analyse de sensibilité : critéres fonctionnels

Nous considérons les deux fonctions réponses ci-dessous :

ATAZ [T47
BK (huss) = = /0 /0 K(h)*dzdt,

et

ATAZ [T)7
BC(ha) = == /0 /0 C(h)2dzdt,

pouvant étre considérées comme la conductivité hydraulique moyenne F K et le coeffi-
cient de capacité capillaire moyen F(C respectivement.

Le choix de ces deux critéres est guidé par des considérations physiques de notre mo-
dele. En effet, la capacité capillaire et la conductivité hydraulique sont fonctions de
la pression A qui a son tour est fonction des observations dans le cas ot le paramétre
de controle est pris & 'optimum. Le but est de pouvoir mesurer la propagation d’un
bruit sur les observations sur ces deux grandeurs. Nous avons en résolvant I’équation
adjointe au second ordre () avec comme second membre

o] o o]

Le gradient de ces critéres fonctionnels par rapport aux paramétres de controle est
donné par :

\RY / / ([gi R~ K )]TQj [§2<h] 1 ]) ']TQJ) didz
+/ / [ )P’“] R — [gé(hj,ls’).Pmrm) dtdz

/ / [a]& W= K). herf# [g?,(hf [x)rl%j) didz

La sensibilité de ces critéres fonctionnels par rapport a une perturbation sur les
observations (ici représentées par linfiltration cumulée /,5) est donnée par :

V[obsg = - [aal;jl<h]>] 'Rj




3.7 Reésultats numériques 96

3.7 Résultats numériques

Des expériences numériques ont été réalisées avec le modeéle d’écoulement en zone
non-saturée décrit au chapitre 1. Nous considérons la formulation en pression.

La discrétisation est faite en utilisant les schémas décrits au chapitre 2. Les pas de
discrétisation choisis sont At = 10 secondes et Az =1 centimétre.

On rappelle que les observations (infiltration cumulée) sont générées soit a partir
du modeéle direct en se servant d’un jeu de paramétres de référence soit a partir d’ob-
servations provenant d’un sable de Grenoble.

Les observations (infiltration cumulée simulée), seront considérées suivant plusieurs
distributions temporelles (tous les pas de temps, toutes les 60 seondes, toutes les 300
secondes et enfin toutes les 720 secondes).

Pour mener a bien I'étude de sensibilité par rapport aux observations, ces derniéres
sont bruitées de £10% et nous avons calculé la sensibilité I7* = (K*, ﬂ*) du vecteur de
paramétre optimal par rapport & ce bruit sur les observations ainsi que celle des deux
critéres fonctionnels décrit dans le paragraphe 3.6.2.

Ci-dessous, nous présentons premiérement les résultats numériques du calcul de la
sensibilité de la conductivité hydraulique moyenne KK et du coefficient de capacité
capillaire moyen EC'. Ensuite, nous présentons les résultats numeériques du calcul de
U = (Kaé

3.7.1 Sensibilité des critéres fonctionnels

La sensibilité est obtenue en inversant le Hessien de la fonction cotit par un algo-
rithme de gradient conjugué, ensuite, on intégre le modeéle linéaire tangent avec comme
initialisation le résultat de cette inversion afin de décrire I’évolution de sa norme dans
le temps.

Pour les critéres fonctionnels (fonctions réponses) définis au paragraphe 3.6.2, nous
présentons sur les graphes (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), et
(3.10), les résultats du calcul de ces sensibilités.

Nous constatons & travers les courbes des graphiques (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5),
(3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) que la norme de la sensibilité de la conductivité hy-
draulique moyenne est supérieure & la norme de la sensibilité du coefficient capillaire
moyen. Nous pouvons conclure au vu de ces résultats que la conductivité hydraulique
moyenne est plus «sensible» que le coefficient capillaire moyen.
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Calcul de la sensibilite: EK

—— Toutes les donnees analytiques

10° I I I

Norme de la sensibilite: EK
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Convergence (iterations)
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|
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- Toutes les donnees analytiques

I I
30 40 50 60 70 80 90
Temps (unite 40 sec)

Fi1Gg. 3.1 — La figure de gauche représente la convergence du calcul du paramétre opti-
mal du gradient de EK au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en
fonction du temps) de la norme de la sensibilité de EK : toutes les données analyliques

Calcul de la sensibilite: EK

10° L —— Donnees analytiques toutes les 60 sec

Norme de la sensibilite: EK

0 5 10 15 20 25 30
Convergence (iterations)

N
o,

.
Q4

1

10

-- Donnees analytiques toutes les 60 sec

30 40 50 60 70 80 90
Temps

Fi1G. 3.2 - La figure de gauche représente la convergence du calcul du paramétre opti-
mal du gradient de EK au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en
fonction du temps) de la norme de la sensibilité de EK : données analytiques toutes les

60 secondes
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10*
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FiG. 3.3 - La figure de gauche représente la convergence du calcul du parameétre opti-
mal du gradient de EK au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en
fonction du temps) de la norme de la sensibilité de EK : données analytiques toutes les

300 secondes

-~ Donnees analytiques toutes les 720 sec
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Norme de la sensibilite: EK
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Fi1G. 3.4 — La figure de gauche représente la convergence du calcul du paramétre opti-
mal du gradient de EK au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en
fonction du temps) de la norme de la sensibilité de EK : données analytiques toutes les

720 secondes
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FiG. 3.5 - La figure de gauche représente la convergence du calcul du parameétre opti-
mal du gradient de EK au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en
fonction du temps) de la norme de la sensibilité de EK : données de terrain
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F1G. 3.6 — La figure de gauche représente la convergence du calcul du paramétre optimal
du gradient de EC au cours des itérations ; celle de droite montre I’évolution (en fonction
du temps) de la norme de la sensibilité de EC : toutes les données analyliques
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F1G. 3.7 — La figure de gauche représente la convergence du calcul du paramétre optimal
du gradient de EC au cours des itérations ; celle de droite montre I’évolution (en fonction
du temps) de la norme de la sensibilité de EC : données analyliques toutes les 60
secondes
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F1G. 3.8 — La figure de gauche représente la convergence du calcul du paramétre optimal
du gradient de EC au cours des itérations ; celle de droite montre I’évolution (en fonction
du temps) de la norme de la sensibilité de EC : données analytiques toules les 300
secondes
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Calcul de la sensibilite: EC
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F1G. 3.9 — La figure de gauche représente la convergence du calcul du paramétre optimal
du gradient de EC au cours des itérations ; celle de droite montre I’évolution (en fonction
du temps) de la norme de la sensibilité de EC : données analytiques toutes les 720
secondes
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FiG. 3.10 — La figure de gauche représente la convergence du calcul du parameétre
optimal du gradient de EC au cours des itérations; celle de droite montre 1’évolution
(en fonction du temps) de la norme de la sensibilité de EC : données de terrain
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3.7.2 Sensibilité du vecteur de paramétres optimal

Pour le calcul des sensibilités ci-dessous (suite & une perturbation de £10% sur
les observations), nous présentons des courbes de taux de convergence de la norme du
résidu HI* + (2(0) et de la norme du vecteur de sensibilite U*. Ces différentes courbes
sont obtenues au cours des itérations en divisant la norme du résidu a l'itération j par
la norme du résidu au point de départ de la minimisation. Il en est de méme pour la
norme du vecteur de sensibilité
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107 & E|
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0" F +10% 3 -
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
Convergence de la norme du residu Norme du vecteur H-1.v

Fig. 3.11 - La figure de gauche représente la convergence de la norme du résidu en
fonction des itérations:; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité : toutes les
données analyliques
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Convergence de la norme du residu Norme du vecteur H-1.v

FiG. 3.12 — La figure de gauche représente la convergence de la norme du résidu en
fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité : données
analytiques toutes les 60 secondes
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Fig. 3.13 — La figure de gauche représente la

fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité :

analytiques toutes les 300 secondes
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FiG. 3.14 — La figure de gauche représente la

fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité :

analytiques toutes les 720 secondes
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FiG. 3.15 — La figure de gauche représente la convergence de la norme du résidu en
fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité : données de
terrain

Sur les graphiques (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15) nous remarquons l'influence
des erreurs sur les observations sur la «qualité» du résultat de l'identification. Toute
fois, nous constatons une trés bonne convergence pour les données discrétes toutes les
10 secondes, toutes 720 secondes et pour les données de terrain. Une explication sera
fournie au paragraphe 3.10 car se comportement est lié au conditionnement du Hessien
de la fonction cotit. L’erreur de +10% sur les observations domine & chaque fois celle
de —10%. De facon globale on retient qu’une bonne identification nécessite forcément
de disposer de données «fiables».

Commentaires

Les parameétres identifiés par 1’assimilation variationnelle de données sont bien sen-
sibles aux bruits sur les observations. Cette sensibilité varie en fonction des différentes
configurations temporelles de données (figures 3.11, 3.12, 3.13, 3.14) et (3.15) lorsque
les observations sont perturbées.

Par ailleurs, pour le coefficient de capacité capillaire moyen et la conductivité hydrau-
lique moyenne, en regardant I’évolution de la norme de leurs sensibiltés, on constate la
tres forte sensibilité aux premiéres observations (< 400 secondes).

La sensibilité étant calculée par inversion du Hessien de la fonction coiit, son condi-
tionnement dépend de la distribution temporelle des données.

Ci-dessous, nous nous intéressons a la distribution temporelle des données afin de cher-
cher & quantifier le nombre de données indispensable a une «bonney identification.
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3.8 Sensibilité par rapport a la configuration tempo-
relle des observations

Dans la réalité, en hydrologie et de facon générale en géophysique, la configura-
tion spatio-temporelle des observations dépend des parameétres d’observation a travers
l'opérateur C' :

C:aeN— Cla)

ol @ € A, ensemble des paramétres d’observations admissibles. Pour les modéles hy-
drologiques, il peut étre caractérisé par la phase d’étallonage des données de terrains
Notre assimilation de données consistant & retrouver le vecteur de parameétre optimal
du modéle, nous nous sommes posés la question suivante :

« Comment calculer la sensibilité du vecteur de paramétre optimal par rapport a la
configuration temporelle des observations ¢ »

Soit ag € A et C = C (ayp).
Nous reprenons le probléme d’assimilation variationnelle de données évoqué dans les
chapitres précédents, et nous nous intéressons de fagon générale a I'opérateur C'. L.'opé-
rateur C' n’apparait que dans I’expression de la fonction coiit.
En posant w = (K, u) cette derniére devient :
Az | & - K°
2

J(w, ap) = %HU_UOH i %/OT 1C (a0) . X — X ]| dt

ce qui change le modéle adjoint dans le systéme d’optimalité en :

- |Grem] P = e el o) X - X a.71)
P(t=T)=0

Notons par P (¢, w, ag), la solution de (3.71), et définissons une nouvelle variable P
par
oF
oK

Plw) = [N (u — uo) — P(0,w,ap), A (K — KO) — l (X, K)] P (t,w, ao)) , en-

suite faisons les trois hypotheses suivantes :

Hypothéses

H1) Il existe un unique w* = (K*,u*) € £, = Eini X Koq tel que : P (w*) =0
H2) Tapplication

gad x A — gtlzd
(w,oz) — ﬁ(w,oz)

est de classe (!
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0P
H3) g—w (w, ag) est un isomorphisme deL (E,4, &)

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.2 Sous les hypothéses H1), H2), H3) , il existe A (resp V) voisinage
de ag (resp w*) dans A (resp &,4), €l une unique application :

e: A — &,

o — (o)
tels que :
(i) P(w,a) =0 pour tout a € A
(ii) e(ap) = (K*, u*)
(ii1) € est de classe C' et on a :
_ R
j—; (o) = [g—i (w*, ao)] .g—z (w*, ap) (3.72)

Démonstration :

La démonstration de ce résultat est déduite du théoréme des fonctions implicites
en se rappellant qu’en fait la définition de la nouvelle variable P est inspirée par le

systéme d’optimalité dans lequel nous avons :

aF !
Mt — P (0,w,00) =0 et \K*— [ﬁ(x, K*)l P (t,w,a0) = 0.
Remarques
de

- o est la sensibilité effective du vecteur de parameétres optimal par rapport aux
lov

paramétres d’observations.

oP , o*J ., . . . . .
" S (W, ap) = o7~ (w*, ap) est le Hessien de la fonction cotit par rapport a la variable
de controle (K, u). Explicitement, ses composantes sont définies par :
. PP
%(w,ao):/\lu —W(O,[X ,u,ao),
9 o Jorr . 7 or . 1" opP
e (w*, ap) = Mg K* — [8[{2 (X, K )] Pt w,a) — [ﬁ()(, K )] ¥ e (t,w,aq) ,
%] o*pP
* — 0 [,’* x*

ko ") = “grgy (o)

- Le calcul de cette sensibilité nécessite :

- le calcul du produit Hessien xvecteur, et on pourra l'inverser ensuite par des
méthodes du type gradient-conjugué.
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- la régularité au moins C' de 'application a — C (@), au cas o c’en est une,

pour le calcul du vecteur — (0, w™, ag)
Jw

o e1e, . Q€ T . . . p
- La sensibilité T donne une indication sur 'optimisation des paramétres d’observa-
o!

tion, les parameétres optimaux étant ceux pour lesquels la sensibilité est maximale.
On pourra ainsi établir un critére d’optimalité sur les parameétres d’observation
mais malheureusement, application @@ — C'(a), qui est le nceud central dans
cette approche n’est généralement pas accessible (en particulier pour les données
altimétriques satellitaires). Pour les modeéles hydrologiques, il peut-étre caracté-
risé par la phase d’étallonage des données de terrains (pression, teneur en eau,
infiltration cumulée) par rapport aux instruments de mesures.

La question abordée dans ce paragraphe est similaire au résultat sur le calcul de la
sensibilité U* du vecteur de paramétre optimal par rapport a un bruit sur les observa-
tions, abordée a la section 3.5.1. Il est intéressant de voir comment les deux expressions
de sensibilité sont semblables :

K* = —H™".Q4(0) (3.73)
dE _ —1 aP *
T () = —H e (0, w™, o) (3.74)

En réalité, cette similitude est loin d’étre une identité a cause de la différence de

la nature entre les deux vecteurs @Q(0) et o (0,w*, ag). Le premier est la perturba-
a

tion produite sur ’état adjoint par une perturbation sur les observations, et le second
est la perturbation produite sur I’état adjoint par une perturbation sur les parameétres
d’observations. Et il est important de noter qu’une perturbation sur les parameétres
d’observations n’induit pas une perturbation sur les observations, mais plutét un chan-
gement de la configuration spatio-temporelle des observations.

3.9 Role du Hessien en assimilation variationnelle des
données

Vu I'importance du Hessien dans les études de sensibilité et de fagon générale en op-
timisation, nous présentons ci-dessous, son impact dans les problémes de minimisation
dérivés du probléme d’assimilation variationnelle de données.

3.9.1 Approche statistique

On cherche a estimer les erreurs d’ajustement sur les parametres optimaux (résultats
de D'assimilation). Le point important dans cette démarche est que le Hessien de la
fonction coiit peut étre identifié a I'inverse de la matrice de covariance des parameétres de
contréle. La matrice de covariance peut étre utilisée pour estimer I'incertitude (I’erreur)
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sur un résultat quelconque du modéle (dépendant des parameétres) et ainsi, déterminer
quels parameétres du modele sont mal identifiés & partir des données.

Soit x le vecteur de contréle (parameétres a identifiés) d’'un modele, d le vecteur de
données et m(xz) l'application qui transforme les solutions du modéle (a partir des
parametres z) en vecteur comparable aux données d.

Supposons que les différences entre le modéle et les données

e=m(z)—d

sont des erreurs aléatoires. Notons que ces erreurs ne sont pas simplement dues aux
imprécisions des mesures; dans les modeéles météorologiques et océanographiques ou
hydrologiques (prélévement des données de terrain), une large contribution a cette
erreur est la représentativité ou I'erreur due a une résolution finie. Si ces erreurs suivent
une loi normale de moyenne nulle, alors la fonction coiit peut étre identifiée a ’argument
de la fonction gaussienne :

fr(z:0, 4) = ﬁ:ﬁ;})] . [-5¢744]. (3.75)

A étant l'inverse de la matrice de covariance des erreurs aléatoires et ¢ la dimension
du vecteur d [65, 99].

Considérée comme fonction des parameétres de controle, la fonction de distribution
(3.75) définit une fonction de vraisemblance :

L(z) = afg(d —m(z); 0, A) (3.76)

« étant une constante positive.
La minimisation de la fonction cotit équivaut & la minimisation de la fonction de vrai-

semblance. En normalisant le choix d'un ag de sorte que /L(;v)d;v =1, la fonction de

vraisemblance peut-étre regardée comme une densité de probabilité pour les variables
de contréle x. L’optimum correspond au mode de cette distribution, qui équivaut a
la distribution moyenne lorsque m(xz) est affine et lorsque la distribution des erreurs
d’ajustement est supposée gaussienne. Les covariances de cette distribution donnent
une mesure de la qualité de I'identification des parameétres a partir des données : Tha-
cker [99]

Lorsque m(z) est affine, la fonction de densité de z est :

fola; o, H) = [dgg?] % [—%(3} o H(x — 2 (3.77)

ot #* € IR® est I'optimum, et H est le Hessien de la fonction cofit :
T
om am
H=|—| A |—
dx oz
Ainsi, I'inverse du Hessien peut étre identifiée a la matrice de covariance de la densité
de probabilité des variables de contréle, et peut étre utilisée pour estimer la variance
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d’une fonction quelconque des variables de contréle. Ceci est analogue a la regression
[81].

Si m est non-linéaire ’estimation de ’erreur d’ajustement est plus compliquée. La fonc-
tion cofit peut avoir plusieurs minima relatifs, auquel cas les variables de controle pour-
raient avoir une grande probabilité d’étre localisées dans plusieurs régions disjointes.
La forme (I’allure) de la fonction cotit dépend du nombre, du type et de la qualité
des données. Plus on dispose des données, plus le minimum principal est profond dans
la forme de la fonction cotit; donc avec suffisamment de bonnes données, la fonction
colit aurait un unique minimum profond (plus profond que tous les autres), malgré la
non-linéarité de m. Dans le voisinage de ce minimum profond, la fonction cotit serait
quadratique et la densité de probabilité de = serait approximativement gaussienne. Si
c’est le cas, alors une bonne approximation de 'inverse de la matrice de covariance de
z est donnée par le Hessien de la fonction coiit (c.f. Gallant [35]).

En assimilation de données météorologiques, océanographiques ou hydrologiques, il
est trés peu probable d’avoir autant de données (observations) que de degrés de liberté
du modele. Néanmoins un unique optimum peut étre trouver en introduisant soit des
pseudo-données représentant une connaissance a priori, soit un terme de régularisation,
ce qui change la forme de la fonction coit et aussi de la fonction de vraisemblance.
L’expression générale du Hessien est alors :

H= (%)T.A. (%) + (‘ZZ;L)T.A.W@) _d) (3.78)

On remarquera que pour les modéles linéaires, le Hessien est indépendant des variables

de contréle. Par contre, pour les modeéles non-linéaires, le Hessien doit étre évalué en
x = x* pour une bonne approximation de la matrice de covariances.

Remarque :

[’estimation des erreurs d’ajustement et leurs covariances nécessite le calcul du Hessien
et de son inverse. Mais ceci n’est pas toujours possible a cause des coiits de calculs élevés
pour les modéles de grande taille. Mais il est possible, par la méthode de I'adjoint au
second ordre donnée par Le Dimet et al. [26, 104, 23, 43], de calculer le produit Hessien-
vecteur : H.v. Et par un algorithme de type gradient conjugué, on peut aussi calculer
H='.v ce qui est nettement plus précis (que les approximations du Hessien faites par
différences finies jusqu’a présent) et moins cotiteux.

3.9.2 Roéle du Hessien en optimisation

Du point de vue numérique, les problémes d’assimilation de données sont des pro-
blémes d’optimisation sans contraintes dans les cas les plus simples et leurs résolu-
tions numériques utilisent les algorithmes de descentes. Les informations sur le Hessien
sont fondamentales sur plusieurs aspects notamment en optimisation avec ou sans
contrainte. Toute méthode de minimisation a pour point de départ, I'assurance de la
forme quadratique de la fonctionnelle & minimiser au voisinage de 'optimum.
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Pour le probleme :

Inf F(z),

reR"

la condition nécessaire d’existence du minimum est
VF(z*) =0,

ol * est le point stationnaire. Pour caractériser I'existence du minimum du probléme de
minimisation de la fonctionnelle I, nous devons avoir certaines informations concernant
le Hessien.

3.9.3 Spectre du Hessien et convergence

Les valeurs propres de la matrice hessienne prédisent le comportement et la vitesse
de convergence de la minimisation avec ou sans contrainte. En effet supposons que la
fonctionnelle & minimiser non-linéaire F'(z) vérifie : |[F(z) — F(2*)|| < ea x € R" et
nous définissons ainsi #* comme une solution acceptable.

Si F est deux fois continuement différentiable, ie si F' € C? et si z* est un minimum
global alors
VF(*) =0

et H(z") son Hessien au point z* est défini postif, i.e.,
x*TH(:c*)x* > 0.
Le développement de F' en séries de Taylor & I'ordre 2 au voisinage de z* donne :
1
F(z)=F(z* 4+ hp) = F(2*) + §h2pTH($*)p + O(h*)

car VF(") = 0 ot [[pll = 1 et h=[[o —a7||
Pour toute solution acceptable au sens indiqué plus haut, nous obtenons

2€4
p"H(z*)p’

Toute I'information sur la vitesse de convergence de la minimisation sans contrainte

B =l — || ~

est contenue dans ||z — z*|| (Gill et al [40]). Si la matrice hessienne H(z*) est mal
conditionnée, alors une erreur sur x variera suivant la direction de perturbation p.

Si p est une combinaison linéaire de vecteurs propres correspondant a la plus grande
valeur propres, la taille de ||z — z*|| sera relativement petite. En revanche si p est une
combinaison linéaire de vecteurs propres correspondant a la plus petite valeur propre,
la taille de ||z — z*|| sera relativement grande ce qui traduit une convergence lente.

Pour une probléme de minimisation avec contrainte linéaire de type Ax = b ou A,
est une matrice de type m X n de plein rang le probléme peut étre réduit a un probléme
de minimisation sans contraintes en effectuant une projection sur le sous espace nul
associé a la matrice A. Pour plus de précision se référer a Gill et al [40].



3.10 Conditionnement du Hessien 111

3.10 Conditionnement du Hessien

Le conditionnement est défini par le rapport de la plus grande par la plus petite
valeur propre, qui sont toutes positives ou nulles dans le cas ou la matrice est symé-
trique et semi-définie positive. C’est le cas du Hessien. Une valeur propre nulle indique
que le Hessien est singulier et donc que les parameétres ne peuvent pas étre identifiés
a partir des données. A cause des erreurs d’arrondi, une valeur propre trés petite ne
peut étre distinguée d’'une valeur propre nulle. Un Hessien mal conditionné est presque
singulier, c’est-a -dire que certaines combinaisons linéaires des paramétres sont trés
mal identifiées. Si le Hessien est mal conditionné, ce qui est le cas lorsque certaines
combinaisons linéaires des paramétres sont mal identifiées, atteindre le minimum de
la fonction coiit nécessite beaucoup d’itérations par les algorithmes de descente. Une
approche algorithmique pour éviter cela est de préconditionner le processus de minimi-
sation pour accélérer la convergence. Le conditionnement du Hessien joue un role trés
important en assimilation variationnelle de données. Il donne une information a la fois
qualitative et quantitative sur :

e l'identification des paramétres : on identifie bien tous les paramétres (variables de
controle) lorsque le Hessien est bien conditionné, et lorsqu’il ne I'est pas, certaines
combinaisons linéaires des paramétres, notamment les directions des vecteurs
propres correspondant aux plus petites valeurs propres, sont mal identifiées.

o la vitesse de convergence du processus de minimisation.
e la sensibilité des parameétres optimaux par rapport aux observations (voir [81])

Lorsque les données sont suffisantes pour identifier les parameétres du modéle de facon
assez précise, Le Hessien parait bien conditionné, et la convergence ne pose pas trop de
problémes, du moins a priori. Néanmoins, des méthodes de descentes plus performantes
(quasi-Newton, Newton tronqué ) peuvent aider, notamment lorsque la lenteur de la
convergence est due aux données inadéquates. En réalité, la source du probléeme de
conditionnement et donc de vitesse de convergence peut se localiser dans le modéle
aussi bien que dans les données.

3.10.1 Consistance

La consistance du conditionnement peut étre définie par sa dégradation (croissante)
en fonction de la dégradation (décroissante) de la densité temporelle des observations.

On a:

R(H) = Do (3.79)

)‘min

Si H est symétrique et définie positive, nous pouvons écrire :
H=1IL"1L, (3.80)

L pouvant étre interprété comme l'opérateur qui a tout vecteur de parameétres de
contréle associe la projection de la solution du modeéle direct dans I'espace des obser-
vations :
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L(U) = C.X(U).

On a aussi :
T T
Appe = Max ol LU (3.81)
Ue Kag vt.u
U#£0

Les valeurs propres maximale et minimale du Hessien varient (décroissantes ou
croissantes) en fonction de la dégradation temporelle des observations. Par conséquent,
le conditionnement variera par rapport a la dégradation temporelle des observations.

3.11 Diagonalisation du Hessien par la méthode de
Lanczos

La méthode de Lanczos est une méthode de recherche du spectre d’'une matrice
symétrique qui n’est par forcément définie positive. C’est une méthode de type itérative.
Son principe repose sur les propriétés de convergence de 'espace de Krylov engendré
a partir d’un vecteur initial donné comme pour la méthode de gradient conjugué.
Rappellons la définition suivante de 1'espace de Krylov associé a une matrice H €
M (n,n). Soit zg € IR" donné, zo non nul, on définit espace de Krylov d’ordre m
comme le sous espace vectoriel :

de —
K & (o, Horo, 2o, ..., H™ " 2. (3.82)
Rappellons aussi que le spectre d’une matrice symétrique H est formé par des
valeurs propres, classés en ordre décroissant : Ay > Ay > ... A, qui sont des quantités
sup-inf :
xz, Hx) |
Ai= Sup Inf M 1 =1,2,...,n (3.83)
verr * {#0)
dimV'=1
iéme

La méthode de Lanczos a sa m

Rayleigh de H sur K,,, c’est-a-dire :

itération donne le spectre de la projection de

<;C,Proj,cm(H.:1:)>

0" =  Sup Inf : 1=1,2,...,m (3.84)
vcrr ° <$,Pro_],cm(.7:)>
dimV'=1
Soit {q1,q2,-..,qm} une base orthonormée et qui engendre 'espace de Krylov K,,
d’ordre m et soit @,, une matrice d’ordre n x m avec m < n dont la 7'°™M€ colonne

est le vecteur ¢;. L’opérateur de projection s’écrit Qin Par conséquent I'expression
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(3.84) devient :

0" = Sup Inf 3.85
vere *¢ (@nr, Q) (385)
dimV'=1
H.
= Sup Infu 1 =1,2,---,m
VK, 'S W)
dimV=1
[’algorithme de Lanczos repose sur 'existence d’une base {qi, qa, . .., g, } vérifiant
en plus la trés ingénieuse relation de reccurrence :
H.q; = Bj-1-gj-1 + 0j-q; + Bjqi1 J 2 1; et oy, 85 € IR (3.86)

Les coefficients a;, 8, sont déterminés par les relations a; = (H.q;, q;) et B; = (H.qj, qj+1)

L’algorithme de construction d’une telle base est la suivante :

1

b=0
=0

=

choisir ¢ tel [|g1]]2 =1
POUR j =1,2,...,m FAIRE

Zy = H.G; — Bj—1qj—

aj = (Z;, ;)

Uj = Zj = .G

Bi = 1d;l|2

= & pour B 20
FIN POUR

L’interprétation de (3.86) en écriture matricielle donne :
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QY. H.Q, = QL X H x| Qm
aq 51 0
_ o '@2 '52 ' def T,
0 5m—1 O

La matrice carrée T, est la matrice de Rayleigh tridiagonale symétrique d’ordre m,
elle correspond a celle de la projection orthoganale de H sur I'espace de Krylov K,
s’écrivant dans la base {q1, ¢z, ..., qm }. Les m éléments propres (0;,y;) avec 1 < j <m
de la matrice T,,, c’est a dire :

Tm.gj = Qj.gj gj e R™ 0, ¢ R

sont facilement calculables par la méthode ). R ou par la méthode de bissection. Les
couples (8;,Q..y;) sont appelés les éléments de Ritz de H. Ils donnent une approxi-
mation du spectre de H. En effet, on a les deux théorémes suivants :

Théoréme 3.2 [l existe m valeurs propres A\, AJ' ..., A7 de H telles que :

m

ol e, est le m®"€ vecteur de la base canonique de IR™

Théoréme 3.3 Les vecteurs de Rayleight-Ritz «7 et Qm-Yj, vérifient la relation sui-
vante :

Hfh;ﬂ _ 9;.”.1-;”” = B [(Firem)| Vi=1,2,---,m (3.88)

Remarque
Comme |¢;| = 1 et |€,] =1, alors |(¢}, em)| < 1.

Pour les démonstractions de ces deux théorémes, on peut se référer a ’article de KA-
HAN et PARLETT [53]. On remarque que I’approximation des éléments de Rayleigh-
Ritz et d’autant meilleure que le «résiduy (3, est petit. Le test d’arrét de I'algorithme
porte donc sur la valeur de cette quantité (3,,.

Cet algorithme est bien adapté a la décomposition spectrale du Hessien de la fonc-
tion cott JJ & minimiser, en effet sans avoir besoin d’expliciter la matrice du Hessien H,
il suffit que I’on fournisse a ’algorithme le produit H.q. Cependant, le grand incovenient
de la méthode de Lanczos est sa trés grande instabilité. Elle est donc trés affectée par
les phénomeénes diis aux erreurs d’arrondi. Ceci se traduit par une perte d’orthogonalité

naturelle des vecteurs {¢;} calculés. PARLETT et SCOTT [83] (également dans [57])
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ont montré que ce risque devient essentiel quand justement les quantités 3, [(y;, €m)]|
sont petites. Ils proposent une modifications de la méthode en ajoutant un processus
dit de «réothorganalisation-sélective» qui consiste a réothorganaliser les vecteurs {q;}
de temps a autre, suivant un critére portant sur les quantités 3, [(y;, em)|.

3.12 Expériences numériques

Les résultats de cette section sont basés uniquement sur le Hessien de la fonction
cotit. Nous présentons dans un premier temps la validité du produit Hessien x vecteur
de la fonction cotit (par un test de Taylor (voir [66]), ainsi que le test de symétrie pour
des vecteurs aléatoires.

La validité du produit Hessien x vecteur est donnée par :

JU +av)=JU)+ «(VJ(U),v) +

et nous devons avoir pour u (a) =

limp(a) =1
a—0 H ( ) ’
numériquement, on a
10"
M) 10° L 1
-1
107 4 = = = = = 5 »
10 10 10 10 10 10 10 10

FiG. 3.16 — Précision numérique du calcul du produit Hessien x vecteur

Pour tester la symétrie du Hessien, nous avons considéré deux vecteurs aléatoires v
et w.

La figure (3.16) et le tableau (3.1) ci-dessus nous permettent alors de conclure le
produit Hessien xvecteur a été bien calculé et que le Hessien est également symétrique
a la précision machine prés.
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(v.H(U),w)

213.305142

(v, H{U).w)

213.305087

TAB. 3.1 — Test de symétrie du Hessien

Pour étudier la variation du conditionnement du Hessien en fonction de la confi-

guration temporelle des données, (observations), nous allons utiliser dans un premier

temps, la méme distribution des données a savoir des données analytiques continues,

distribuées toutes les 60 secondes, 300 secondes et toutes les 720 secondes, et ensuite

les données de terrain.

Il est a noter que le conditionnement de la fonction coiit est calculé a I'optimum, par

la méthode de Lanczos, qui nous fournit de bonnes approximations des valeurs propres

minimale et maximale. Les résultats suivant ces différentes distributions temporelles

de données sont donnés sur les figures (3.17), (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21) ainsi que

les tableaux (3.2) et (3.3).

A

max
3.4e+07 T T

3.3e+07 |- B

3.2e+07 |- B

3.1e+07 | B

I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
Conditionnement

38000

37750

37500

37250

37000

36750

36500

36250

36000 L L
0

I I I I I L L L
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

775 -

750 L L
0

I I I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

32

F1G. 3.17 — Variations de la valeur propre maximale (a gauche), de la valeur propre

minimale(a droite) et conditionnement (dessous) suivant la distribution temporelle des

observations : toutes les données analytiques
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max min

4.163e+07 T T 60000

59000
4.162e+07
58000
57000

4.161e+07

56000

4.16e+07 - 55000

54000
4.159e+07

53000

52000
4.158e+07

51000

1 1 1 50000 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4.157e+07
o 26 28 30 32 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Conditionnement
T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

F1G. 3.18 — Variations de la valeur propre maximale (a gauche), de la valeur propre
minimale(a droite) et conditionnement (dessous) suivant la distribution temporelle des
observations : données analyliques loules les 60 secondes
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FiG. 3.19 — Variations de la valeur propre maximale (a gauche), de la valeur propre
minimale(a droite) et conditionnement (dessous) suivant la distribution temporelle des
observations : données analyliques toutes les 300 secondes
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FiG. 3.20 — Variations de la valeur propre maximale (a gauche), de la valeur propre

minimale(a droite) et conditionnement (dessous) suivant la distribution temporelle des

observations : données analytiques toutes les 720 secondes
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FiG. 3.21 — Variations de la valeur propre maximale (a gauche), de la valeur propre
minimale(a droite) et conditionnement (dessous) suivant la distribution temporelle des
observations : données de terrain
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H Observations ‘ AT ‘ 6AT ‘ 30AT ‘ 72AT H
Amaz 3.3826 x 107 | 4.1577 x 107 | 9.1372 x 10° | 2.3669 x 107
Amin 3.6221 x 10* | 5.0962 x 10* | 2.232 x 10% | 1.19.5104 x 102
Cond. 9.3388 x 107 | 8.1583 x 10% | 4.0926 x 10* | 1.98052 x 10°

TAB. 3.2 — Conditionnement du Hessien

H Observations ‘ Données de terrain H

Amaz 5.873304.34 x 10°
Amin 3.13.909 x 10?
Cond. 1.871017 x 10*

TAB. 3.3 — Conditionnement du Hessien

Commentaires

Nous constatons a partir de ces résultats que la dégradation de observations af-
fecte beaucoup plus les valeurs propres extrémes (et donc le conditionnement) pour les
données analytiques simulées. Pour les données de terrain, les résultats ne sont guére
meilleurs néanmoins le conditionnement réduit d’un facteur 102, est toujours d’un ordre
de grandeur élevé. Ceci traduit de fagon générale le mauvais conditionnement de notre
probléme d’identification et par ricochet explique la convergence lente de notre proces-
sus d’identification.

3.12.1 Autres expériences numériques

Pour bien comprendre les choses, nous allons procéder & une autre série de tests
de calcul de valeurs propres extrémes en se focalisant sur les données d’infiltration
simulée. Pour ce faire, nous allons distribuer les données suivant des distributions tem-
porelles différentes afin de mieux appréhender ce phénoméne. Rappellons que le pas
temps est de 10s et le temps de simulation choisi est de 1 heure. Nous allons distribuer
les données d’infiltration (observations), suivant des fréquences différentes : toutes les
20, 30, 40, 50, 80, 90, 100, 120, 150, 180, 200, 225, 240, 250, 360, 400, 450, 600, 800,
900, 1200,1800 secondes, ce qui correspond respectivement & 180, 120, 90, 72, 60, 45,
40, 36, 24, 20, 18, 16, 15, 14, 12,10, 9, 8, 6, 5, 4,5, 4, 3 et 2 observations respectivement.

Sur les figures (3.22),(3.23), (3.24), (3.25), sont représentées les différentes infiltra-
tions cumulées (simulé et identifié) et sur les figures du graphique (3.26) les évolutions
de la fonction coiit ainsi que la norme de son gradient correspondant & ces différentes
distributions temporelles des observations.
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10° |

10" |

F1G. 3.26 — Fonction cotit et norme du gradient lors du calcul du vecteur de paramétre
optimal. Les légendes A, B, C, D, E. F, G, H, [, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, et U

correspondent respectivement aux différentes configurations des observations.
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FiG. 3.27 - Variation des valeurs propres maximale (& gauche) et minimale (a droite)
en fonction de la dégradation temporelle de la configuration des observations
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F1G. 3.28 — Variation du conditionnement en fonction de la dégradation temporelle de
la configuration des observations

Commentaires

On constate sur les graphes de la figure (3.27) que le comportement des valeurs
propres minimale et maximale est fortement affecté par la distribution des observa-
tions. Pour une distribution de données comprise entre 2 et 30, cette influence est for-
tement accentuée avec un comportement aléatoire de la variation des valeurs propres
extrémes : en de¢a de 60 pour la valeur propre minimale, et en de¢a de 90 pour la va-
leur propre maximale. On constate la croissance du comportement des valeurs propres
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extrémes. Cependant la vitesse de croissance de la valeur propre maximale A, ., est
beaucoup plus grande que celle de la valeur propre minimale A,,;,. En conséquence, le
conditionnement du Hessien (d’aprés le graphe (3.28)) est décroissant au dela d’une
distribution de 90 observations. Cette décroissance suit asymptotiquement la valeur
10°%. Ceci explique sans doute le mauvais conditionnement de notre probléme de mi-
nimisation (existence de fortes non-linéarités) et justifie la nécessité du nombre élevé
d’itérations indispensable suivant les configurations temporelle des données, pour at-
teindre le minimum.

On a un conditionnement minimum «(H) = 439.13015 correspondant a une distri-
bution comportant 90 observations soit une observation toutes les 40 secondes. On
conclut qu’il est indispensable de favoriser la densité temporelle des données, méme si
en pratique, les mesures in situ ne sont pas faciles a réaliser pendant toute la durée de
I’expérience.

3.13 Conclusion et perspectives

Le calcul de la sensibilité selon la méthode décrite dans ce chapitre nécessite la
résolution du systéme d’optimalité qui se fait par des algorithmes de minimisation de
type méthodes de descente. Les propriétés de la fonction cotit ont ici toute leur impor-
tance dans la convergence plus ou moins rapide de la minimisation. Une autre partie
de cette importance est attribuée a la connaissance d’un bon point de départ (first
guess). Mais la connaissance de 'optimum est toujours approximative par le biais des
critéres d’arrét de la minimisation, principalement le nombre d’itérations et la norme
du gradient de la fonction cott lorsqu’elle devient petite.

Ensuite, la résolution du systéme adjoint au second ordre permet de mettre a jour le
produit H.v et d’utiliser le résultat de @ (0) pour entamer le calcul de la sensibilité
v™ par rapport aux observations par minimisation de la fonctionnelle (3.49) définie a la
page 89 qui suppose le stockage des états direct et adjoint. Le coiit mémoire d’évalua-
tion de la sensibilité en utilisant les équations adjointes au second est de deux fois le
cotit d’evaluation de la sensibilité (notamment par rapport aux observations, celles-ci
n’apparaissant que dans le systéme d’optimalité) en se limitant simplement aux équa-
tions adjointes au premier ordre [81]. Disposant du Hessien (produit Hessien x vecteur),
nous avons également étudié le conditionnement de notre probléme d’identification par
rapport a la distribution temporelle des observations

L’amélioration de ces résultats passe nécessairement par les voies ci-dessous :

- Prise en compte des différentes «fortes» non-linéarités : modéle et fonction coiit. Ceci
pourrait se faire par d’autres type d’algorithmes de minimisation : par exemple
«Newton global» ou des algorithmes type probabiliste (recuit simulé).

- Etudes plus approfondies du schéma numérique utilisé pour discrétiser le modeéle
direct.

- Disposer d’un nombre suffisant d’observations

- Préconditionner le probléme afin d’éspérer une diminution considérable du condi-
tionnement du Hessien de la fonction coiit et par conséquent, "amélioration de
I’algorithme de minimisation.
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[’assimilation de données pour une observation fixée est une approche permettant de
caratériser une bonne approximation des parameétres hydrodynamiques dans un modele
d’écoulement en zone non-saturée.

Pour une étude a posteriori, I’analyse au second ordre est un outil d’une importance
fondamentale dans des problémes d’assimilation variationnelle de données.
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4.1 Introduction

La différentiation automatique est un ensemble de méthodes permettant de générer
de maniére automatique un programme calculant les dérivées d’une fonction a partir
d'un programme calculant la fonction elle-méme. Nous avons vu dans les chapitres
précédents que le probléme inverse (problémes d’identification chapitre 2) consistait a
retrouver les paramétres hydrodynamiques a partir des mesures expérimentales. L’ap-
proche utilisée pour la résolution de ce probléme fut la méthode classique des moindres
carrés : minimisation des écarts entre la solution du modéle direct et les observations.
Le code d’optimisation de la fonctionnelle cotit réclame alors I’écriture de deux procé-
dures qui dépendent du probléme : I'une résout le probléme direct et calcule la fonction
cotit et "autre calcule le gradient de la fonction cott.

Pour I’analyse de sensibilité, nous constatons également qu’il est indispensable de dis-
poser des équations adjointes au second ordre et cela nécessite le calcul des dérivées
secondes au travers de I’adjoint au second ordre.

Le calcul des dérivées pourrait étre effectué en utilisant les différences finies clas-

siques en faisant légérement évoluer les parameétres un par un. Cette approche est trés
coiiteuse en temps de calcul, surtout lorsque le nombre de parameétres de contréle est
élevé. En plus, cette approche donne seulement une approximation du gradient et ne
permet donc pas une optimisation trés précise. De plus, il est trés difficile de choisir le
pas dans la formule des différences finies.
C’est pour cette raison que nous avons opté pour un calcul exact du gradient et du
Hessien de la fonction coiit. Cette approche est la plus efficace que ce soit en temps de
calcul (indépendant du nombre de paramétres) ou pour l'optimisation. En revanche,
elle est fastidieuse, difficile & mettre au point et propice & de nombreuses erreurs de
programmation. De plus, une fois la méthode mise en ceuvre pour un modéle, si une
modification doit étre apportée au schéma numérique, tout est a recommencer.

Deux situations peuvent étre envisagées :

e Ou bien le code direct existe déja. Ce cas est trés fréquent lorsque de grands codes
sont dévéloppés depuis plusieurs années. Alors le gradient et les dérivées d’ordre
supérieur peuvent étre directement calculés a partir de la procédure Fortran de
la simulation en utilisant par exemple Odyssée [33] ou Adifor [3].

e Ou bien la simulation n’existe pas ou peut étre réécrite. On utilise alors le calcul
formel pour automatiser le calcul du gradient et des dérivées d’orde supérieur
[63, 52].

Aprés avoir brievement rappelé le principe de la différentiation automatique des
fonctions représentées par des programmes en suivant la démarche décrite dans [39,
31], nous expliquerons comment avec Odyssée, le générateur automatique de codes,
nous pouvons a partir du modéle direct obtenir le gradient de la fonction coit (et
donc reprendre les optimisations du chapitre 2), ensuite extraire les dérivées secondes
(reprendre I'analyse de sensibilité du chapitre 3).
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4.2 Calcul des dérivées

Nous rappellons tout d’abord les différentes facon pour évaluer la dérivée d’une fonc-
tion coiit .J par rapport aux parametres de contréle x € IR", dans le cas on J(z,U(x))
dépend de z via la fonction U(z) qui est la solution d’'une équation aux dérivées par-
tielles. Nous supposerons que 1’équation d’état est définie par :

J(x,U(x)) onx — U (z)est défini par I'équation E (z,U(x)) =0

4.2.1 Différences finies

La méthode classique et trés couramment utilisée est la méthode des différences
finies. Dans ce cas, on a besoin de plusieurs évaluations de la fonction cofit sans avoir
besoin d’écrire de codes supplémentaires. La formule est donnée par :

dJ _[J(@+ e, U@+ &) — J(2,U(2))]
d.IZ' ~ E; ’

Cette approximation est justifiée lorsque les termes du second ordre du développement
de Taylor sont négligeables, donc au voisinage de ¢; = 0. Cependant, on fait face aux
difficultés suivantes :

. Le choix de ¢; : plusieurs valeurs de ¢; doivent étre testées.

. Le coiit du calcul proportionnel a la taille du parameétre de controle.

4.2.2 Meéthode de la variable complexe

Pour éviter le choix critique pour ¢ mais aussi pour éviter les erreurs dues a la sous-
traction présente dans les différences finies, on peut utiliser la méthode de la variable
complexe [92]. En effet, comme .J est a valeurs réelles, on a :

d]  R[J(z; +ie,U(z; +ic))]
de; €

+o(e),

dJ e*d*] 2 dPT :
J(zi +1e,U(z; +1ie)) = J(z,U(z)) + le— — ——— —i——— + o(c’
( Ul ) (2, U(@)) de 2 da? 6 dz3 (£7):
ol x; + i¢ signifie ajouter a la iéme composante du parameétre de contréle 'incrément
v/ —1. On peut observer ainsi qu’il n’y a plus de soustraction et que le choix de ¢ est
moins critique.
De méme, la dérivée seconde est donnée par :

J _ R (i +ie, Uz +ie)) — (2, U(2))]

dz? g2

Malheureusement, ici, la soustraction apparait de nouveau, mais est cependant moins
significative que dans la formule de différences finies centrées

T [J(x+e)—2J(x)+ J(x —e)]

dz? g2
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En pratique, cette méthode requiert simplement la redéfinition de toutes les va-
riables de controle réelles du programme dans la boucle correspondante comme étant
des variables complexes.

Par ailleurs, la complexité de cette approche est comparable & la méthode de différences
finies d’ordre 2, la complexité étant de ce fait proportionnelle au nombre de variables
du parameétre de controle.

4.2.3 Linéarisation de I’équation d’état

Pour réduire I'influence de ¢, une approche utilisée dans le calcul variationnel, est
de calculer avec les différences finies uniquement les dérivées partielles.
Ainsi, si on note dz = ¢€; et par 6U la variation de U (i.e. 6U = §z,0,,U). Par
linéarisation de F(z,U(z)) =0, on a:
) 0F
g—U(SU: —275:6 ~—[E(x+ee,U(x)) — E(x,U(x))]. (4.1)

Apres substitution, on obtient :

dJ 9] 8T oU

9z Vv an (42)

ot les dérivées partielles sont calculées par différences finies, mais — est calculé en
T

résolvant I’équation (4.1). Cependant, le coiit du calcul reste proportionnel a la taille
du parameétre de controle.

4.2.4 Méthode de I’état adjoint

Dans 'expression (4.2) de la méthode de linéarisation, on a :

9 BE\™'OF aJ (OB
ou oz oU \ oU
Dans cette expression, on a simplement trois termes qui apparaissent dans la dérivée

de la fonction coiit. Ainsi, on peut introduire une nouvelle variable P (variable adjointe),
définie par :

dJ 9] 9J

de Oz OU

Oz

oK

dz

OB\  aJ
TY™ — 7
P (8(]) e (4.3)

qui permet alors de calculer le gradient de la fonction cotit indépendemment de la taille
du parametre de controle, il suffit pour cela, de résoudre 1’équation (4.3). Le gradient
de la fonction cott est donné par :

d_']_a_'] pTa_E
dr ~ 0z oz’
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4.2.5 Meéthode adjointe et multiplicateurs de Lagrange

En introduisant le Lagrangien I = J+ PTE, et en écrivant la relation fondamentale
liant le Lagrangien et le gradient de la fonction coiit par rapport aux paramétres
de controle U, P,z (supposés indépendants). On obtient la condition d’optimalité a
I'optimum donnée par I’équation adjointe P :

oL 8J  .(OF

et le gradient de J
oL oJ 9J oK
Jdx Oz Oz Ox
On constate, que le cofit est proportionnel a la taille de la variable d’état et (a
moindre cofit) a la taille du parameétre de contréle, en effet aprés une résolution de

I’équation d’état et une résolution de 1’équation adjointe, il reste a évaluer la quantité

ok

—— de (4.5). Ceci peut se faire facilement en utilisant les différences finies, ou en uti-
x

lisant la différentiation automatique en mode direct ou en mode inverse [71, 67].

En pratique, la bonne approche consiste & construire une approximation des équa-
tions d’état et de la fonction cotit J, & définir un Lagrangien discret et des équations
adjointes discrétes et a calculer un gradient discret. Le gradient ainsi obtenu est exact
pour le probléme approché qui est effectivement résolu.

Cette méthode de 1’état adjoint est étroitement liée au mode inverse de la différentiation
automatique [41, 39].

4.2.6 Différentiation automatique des fonctions représentées par
des programmes

Le mode direct (forward)

Les principales approches, selon lesquelles une fonction représentée par un pro-
gramme peut étre différenciée se font en dérivant chaque ligne du programme. Ainsi,
les méthodes de différentiation automatique difféerent surtout selon ’approche de 1’'im-
plementation de cette idée. Une revue compléte de ces approches est fournie dans [39)].
Nous l'expliquerons a la section 4.3 sur un exemple.

Le mode inverse (adjoint)

Cette méthode s’apparente au calcul du gradient par la méthode de 'état adjoint
dans les problémes de contréle optimal. Elle est moins intuitive que le mode direct et
plusieurs implémentations existent suivant la formulation du modeéle [31, 39].
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4.3 Détermination pratique du systéme adjoint

Nous présentons ici une méthode pour dériver I’adjoint et calculer le gradient de la
fonction cotit pour un modeéle complétement discrétisé. Cette méthode est proche du
langage de programmation et est trés utile pour comprendre comment s’implémente
les codes correspondants au systéme adjoint de fagon automatique [101, 39].

Systéme direct

Nous appliquons ici les techniques décrites précédemment pour un modeéle discré-
tisé selon un schéma aux différences finies et intégré temporellement par la méthode
d’Fuler. Afin de simplifier I’écriture, nous supposerons que I'on contréle le systéme par
rapport a la condition initiale uniquement.

Nous supposons que I'état pendant 'intervalle de temps [0, T'] est régi par I’équation
d’évolution :

dX

— = F(X);

dt ( )7
X)oo = u.

Soit X; ’état discret a Uinstant ¢; = to + At pour ¢ € {0,...,T}.
La forme discrétisée avec le schéma d’Euler correspondante est

XO = u,
X1 = Xo+ ALF (Xo),

X, = Xooy + ALF (Xoo1),

Xr=Xr_1 4+ At.F(XT_l).

Chaque ligne du systéme ci-dessus est une opération qui peut étre non-linéaire et
qui sera codée sous forme de boucle DO effectuant un parcourt sur les composantes de
la variable X;.

Systéme linéaire tangent

Nous avons montré dans les chapitres précédents que le systéme linéaire tangent
est défini par :

dX [oF] <
o [a_X] i
X(0) = h,.

La forme discrétisée correspondante est :
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AX;O - hu;

Xl — XO + At [a—X <X0>] Xo,

— oF —

Xy = Xy + AL [a—X (Xt—1>] X1,
. OF _
X = X1 + AL [a—X (Xk—l)] Xp-1.

Systéme adjoint

Nous avons vu que le systéme adjoint s’écrit :

ap [oF 1"
— 4 | (X)) P=CT(X-X
i lax >] e obs)
P(T)=0
sous forme discréte, cela peut s’écrire :
P = Cy,
aF ’
Py = P+ AL [aX ( Xk )] Pioy + Chn,
aF ’
P_i =P +At-[ﬁ (Xt—1>] P, + Cyq,

aF g
POZP]+At[ﬁ(X0>‘| P]‘I‘C().

Remarque 4.1 Le modéle adjoint discret ci-dessus et lié au schéma de discrétisation
temporelle du modele direct. Si on avail choisil un autre schéma de discrétisation (Leap-
Frog par exemple) du modele direct le modele adjoint discret n'aurait pas la méme
formulation.

Ecriture du code adjoint

En fait, on peut obtenir le code du systéme adjoint simplement, en effet 1’adjoint
d’une fonction composée n’est autre que la transposition des adjoints des étapes élé-
mentaires prises dans 'ordre inverse [101, 39]. Cette méthode peut donc se résumer en

trois étapes :
1. Dériver les instructions.

2. Inverser 'ordre des instructions, en termes mathématiques, cela correspond a la
transposition par rapport au temps.
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3. Transposer chaque instruction.

Inverser ’ordre des instructions

Dans le cas d’'une séquence d’instructions arithmétiques, inverser ’ordre est simple.
Cette opération peut étre plus compliquée dans le cas de boucles ou de tests.

Une boucle peut étre écrite sous forme déroulée, c¢’est-a-dire que l'on peut écrire n
fois la séquence d’instruction contenue dans la boucle. On peut alors inverser 'ordre
des instructions et on constate que cela revient a inverser 'ordre des instructions dans
la boucle et a effectuer la boucle dans le sens inverse. Par exemple, la boucle :

Do i=1,3
Instructioni (i)
Instruction2(i)

ENDDO

devient :

Instructioni (1)
Instruction2(1)
Instructioni(2)
Instruction2(?2)
Instructioni(3)
Instruction2(3)

En inversant 'ordre des instructions, on obtient :

Instruction2(3)
Instructioni(3)
Instruction2(2)
Instructioni(2)
Instruction2(1)
Instructioni (1)

Ce qui revient a :

Do i=3,1,-1
Instruction2(i)
Instructioni (i)

ENDDO

Une instruction de test représente une alternative entre deux séquences possibles.
51 'on garde une trace du chemin suivi a 'exécution du code direct, inverser 'ordre
des instructions n’est pas une difficulté. Donc pour coder le systéme adjoint, il faut «se
rappelery du chemin suivi lors de I'exécution du systéme ditect, c¢’est-a-dire conserver
toutes les valeurs ayant servies a faire des choix et refaire les mémes choix dans le code.
Par exemple, si le code linéarisé s’écrit :
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IF (a.gt. b) THEN
Instructioni
Instruction2

ELSE
Instruction3
Instruction4

ENDIF

Si a ’exécution on a  a>b, on exécutera :

Instructionl
Instruction?2

ce qui donne le code adjoint :

Instruction?2
Instructionl

et qui revient a

IF (a.gt. b) THEN
Instruction2
Instructioni

ELSE
Instruction3
Instructiond

ENDIF

ol a et b sont les valeurs de a et b obtenues lors de 'exécution du code direct.

Transposer une instruction élémentaire

Les instructions de calcul d’un code sont toujours de la forme : une variable regoit
une valeur dépendant de n variables, cette opération est notée par un signe = mais c’est
en fait une instruction d’affectation dont les arguements sont toutes les variables qui
apparaissent dans le terme de droite. La transposée d’une application de IR" dans IR
étant une application de IR dans IR", la transposée de cette instruction sera composée
de n instructions. Par exemple, I'instruction :

a=>b=x*xc

est linéarisée dans une premiére étape, elle devient (avec pour convention que I’on garde
le nom des variables du systéme direct pour désigner leurs dérivées et que 1’on nomme
z* la variable * du systéme direct) :

a=Dbx*xzc+ zb * c

[’ordre des instructions est ensuite inversé, puis on transpose cette instruction, ce
qui donne I'instruction Fortran suivante :
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qt p * zc
r+p*zb

Q
I

H
1l

ot (p,q,r) est I'adjoint de (a,b,c). En nommant 1’adjoint de chaque variable par
son nom dans le systéme direct, on obtient une deuxiéme forme d’instruction informa-
tique (Fortran) équivalente :

b+ a *x zc
c + a * zb

¢]
1l

En effet, matriciellement, cela s’écrit simplement. L’écriture mathématique de I'ins-
truction linéarisée correspond a cette opération :

a 0 zc zb a bxzc+cxzb
b |«— |01 0 b | = b
c 0 0 1 c c

La transposition mathématique donne :

a 0 zc zb T a 0 00 a 0
b l+—]101 0 b ze 1 0 b | =] b+axzc
c 00 1 c zb 0 1 c+a xzb

On peut noter que 'application systématique de cette méthode engendre des lignes
inutiles qu’il sera intéressant d’éliminer par la suite [8].

4.3.1 Systéme adjoint au second ordre

Le code du systéme adjoint au second ordre est obtenu en dérivant le code adjoint.
On doit pour cela conserver les trajectoires du systéme direct, tangent et adjoint.

Remarque

Le développement d’un code adjoint (et adjoint au second ordre) n’est en général pas un
processus trés compliqué. Il peut néanmoins devenir fastidieux et long lorsque ’on veut
I’appliquer & de gros codes comme de modeéles météorologiques ou océanographiques.
Les écritures & la main nécessitent une validation a chaque étape et conduit souvent
a beucoup d’erreurs de typographie. C’est dans le but d’automatiser ce processus que
nous utiliserons dans les paragraphes ci-dessus le logiciel de différentiation automatique
O0dyssée pour déduire le modeéle adjoint et ensuite le modéle adjoint au second orde afin
de déduire les études de sensibilités par rapport aux observations. Nous commencons
tout d’abord par une bréve description du différentiateur automatique 0Odyssée.
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4.4 Dérivation automatique des codes adjoints : Uti-
lisation d’0Odyssée

4.4.1 Quelques définitions
On appelle :

routine informalique un morceau compilable de code constitué d’une entéte, de déclara-
tions de variables, d’expressions arithmétiques, d’expressions conditionnelles, d’appels
a d’autres routines, de lignes de contréle d’itérations et d’une instruction de fin,
variables d’entrée d’une routine R, les arguments de la routine dont la valeur est connue
pour 'exécution de cette routine. Les variables d’entrée actives sont les variables d’en-
trée par rapport auquelles le code direct est dérivé,

variables de sorties d'une routine R, les arguments modifiés par exécution de celle-ci,
code direct le code original que I'on souhaite dériver.

4.4.2 Geénéralités

Durant les deux derniéres décénies, les modéles adjoints étaient codés manuellement.

Cette tache est non seulement trés difficile a réaliser, mais est source de beaucoup d’er-
reurs. Avec l'apparition des logiciels de différentation automatique Adifor [3], Adol-C
[42] (pour les codes écrits en C/C++), TAMC, Odyssée [33], ..., ce travail difficile et
fastidieux, peut étre en partie évité.
Ces logiciels de différentiation automatique ont des performances différentes et per-
mettent de calculer les dérivées successives d'un code en mode linéaire tangent (linéa-
risation des expressions) et inverse pour certains, et opérent sur des programmes écrits
en langages différents (Fortran 77 pour Odyssée, TAMC et Adifor, C pour Adol-C).
Ces outils ont été utilisés pour plusieurs applications. Nous pouvons citer de fagcon non
exhaustive, I'utilisation d’0dyssée en météorologie pour la dérivation du code adjoint
Meso-NH par Chapentier et Ghémires [8], en thermohydraulique [31] et en aéronau-
tique pour étudier les probléemes d’optimisation de forme [67, 71]. La bibliographie
concernant le développement et les applications d’0dyssée s’obtiennent aisément sur
le site Web de 'INRIA (http://www.inria.fr). Ci-dessous, nous présentons quelques
caractéristiques de la version 1.7 d’ Odyssée que nous utilisons.

4.4.3 Présentation d’0dyssée

Odyssée (version 1.7) est le logiciel de différentiation automatique congu et réalisé
par le projet SAFIR (INRIA Sophia-Antipolis). Ce code de calcul formel prend en
entrée un code écrit en fortran 77 et construit deux codes dérivés, tangent et cotangent,
écrits et compatibles en Fortran 77. (Voir pour plus de détails [33, 31]).



4.5 Assimilation de données et différentiation automatique 142

4.4.4 Fonctionnalités d’0Odyssée
Le linéaire tangent (mode direct)

Le code linéaire tangent d’une unité est I'unité qui calcule la fonction représentée
par le code initial ainsi que son application linéaire tangente. Si les variables d’entrée
actives de I'unité initiale sont notées vp et les variables de sortie actives sont notées vys
et si cette unité calcule var := (vp), le code linéaire tangent calculera vy := 9 (vp)
et vp en vp dans la direction vp , par v 1= 'g/)l(vD).fJD. La variable ©3s ainsi calculée
contient la valeur de la dérivée (directionnelle) de vas au point vp dans la direction op.

Le linéaire cotangent (mode inverse)

Le code linéaire cotangent d’une unité est I'unité qui calcule son application linéaire
cotangente. Si on désigne encore par vp les variables d’entrée actives et par vy les
variables de sortie actives, le code linéaire cotangent met & jour les variables duales
Up associées aux entrées initiales vp a partir des variables d’entrée initiales vp et des
variables duales Tp et Tas.

4.5 Assimilation de données et différentiation auto-
matique

Nous présentons dans ce paragraphe, une application de la différentiation automa-
tique (via Odyssée) pour dériver les informations du premier et du second ordre sur le
modéle d’écoulement en zone non-saturée. Nous utiliserons la différentiation automa-
tique en mode inverse pour déduire le systéme adjoint (gradient de la fonction cott par
rapport aux variables d’entrée actives) et en mode direct sur le systéme d’optimalité
pour obtenir la dérivée directionnelle du gradient de la fonction cofit, nécessaire pour
mener 'analyse de sensibilité.

Tout d’abord, nous commencons par rappeler les équations pour le modeéle d’évolution
défini aux chapitres 2 et 3.

Modéle adjoint

Le calcul du gradient de la fonction coiit par rapport aux paramétres hydrodyna-
miques nécessite la résolution du modeéle adjoint. Ainsi, pour le modéle d’évolution de
forme générale :

si P est la variable adjointe associée a la variable d’état X, alors P est solution de
I’équation :
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P [oF]" .
P(T)=0.

La résolution de ce systéme de facon rétrograde permet d’obtenir le gradient de la
fonction cotit J par rapport aux parameétres de contréle U = (u, K)
Vo = Az2(u—u,) — P(0)
T
oF 4.7
] P (4.7)

V]{J — )\1([( - [\:;) - lﬁ

Modéle adjoint au second ordre et analyse de sensibilité

Pour une perturbation h, h = (hy, hg) sur le vecteur de parameétres U, nous obte-
nons le systéme linéaire tangent

dX _ [8F] T4 [8F]hk7

dt X oK
X(0) = hy,

ot X est la perturbation sur X. Pour le systéme adjoint nous obtenons :

P [°F < *F 1" [oF] 5
i+ 5 S gt P |5g) P=cT()
P(T) =0

P étant la perturbation sur P induite par k. La dérivée directionnelle dans la direction
de perturbation h = (hy, hx) du gradient de la fonction colt est définie par :

V.J = —ah, — P(0)
#*Fr ~ otF 1" or1"
axaf('X * 82[('hK] F- [8—)(] F

Aprés ces rappels, nous allons ci-dessous nous utiliser le différentiateur Odyssée
afin de dériver les études au premier et au second ordre.

Tid = =t - |

4.5.1 Modéle adjoint : (0dyssée)

Algorithmique modéle direct

Le modele direct est constitué de 4 routines principales. Les routines coefidimet les
routines coef2dim qui permettent respectivement de calculer la capacité spécifique et
la conductivité hydraulique, infcum est la routine permettant de calculer I'infiltration
cumulée et enfin tridial est la routine qui nous permet de résoudre a chaque pas de
temps un systéme tridiagonal afin de mettre & jour le vecteur de pression & I'itération
suivante. direct est la routine principale qui fait appel aux autres routines afin de
résoudre le modéle direct.
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direct +- (coefildim)
+- (coef2dim)
+- (infcum)
+- (tridial)

TAB. 4.1 — Structure du modéle direct

4.5.2 Utilisation d’0dyssée
Paramétres de dérivation

[’utilisation d’0dyssée requiert la spécification du mode de dérivation, la routine
principale (head) et les variables d’entrée actives par rapport auxquelles on souhaite
effectuer la dérivation.

Nous choisissons pour notre probléme comme variables d’entrée actives :

e la pression H pour dériver le modele adjoint.

e Les parameétres K, 0,5, hy, 0, n, 0;ni, Osurs et O5,nq (qu’on identifiera & K pour ne
pas alourdir les expressions) pour la dérivation des routines coef1dim, coef2dim,
infcum.

Dans le but de prendre en compte le terme (1.4(t;) — I,45(;)) provenant de la fonc-
tion cofit qui intervient dans le second membre de I’équation adjointe (2.38), il faut
écrire de facon judicieuse la routine de téte.

Apres dérivation de direct (H, K) par rapport a la variable active (pression), en
mode cotangent nous obtenons le code adjoint dont le graphe fonctionnel est présenté
sur la figure (4.2) ci-dessous.

directcl +- (coefldim)
+- (coefldimcl)
+- (coef2dim)
+- (coef2dimcl)
+- (infcum)
+- (infcumcl)
+- (tridial)
+- (tridialcl)

TAB. 4.2 — structure du code adjoint

Dans le formalisme d’0dyssée la variable adjointe est notée par HCCL (et de fagon
générale les routines dérivées ont le suffixe CL et les variables CCL en mode adjoint et TL
et TTL pour les variables en mode linéaire tangent) et correspond a P dans 1’équation

(4.6).

Pour évaluer les composantes de la fonction coit (4.7), nous effectuons la déri-
vation des routines coefidim, coef2dim , infcum en mode inverse par rapport aux
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parameétres de controle K. Ceci se fait facilement en dérivant les autres routines par
rapport a la variable active K. On peut également effectuer cette dérivation en mode
tangent, la seule différence se situe au niveau de I'initialisation des variables duales lors
des différents appels aux r outines dérivées.

En résumé, I'obtention du gradient de la fonctionnelle cotit J par Odyssée, s’obtient
facilement en dérivant les différentes routines du modéle direct en mode inverse .

Apres cette phase, nous allons & présent nous atteler aux dérivées secondes afin de
nous consacrer aux études au second ordre.

4.5.3 Adjoint au second ordre : Odyssée

Que ce soit pour 'analyse de sensibilité par rapport aux critéres fonctionnels, ou
I’étude de sensibilité du vecteur de parameétres par rapport a une perturbation sur les
observations, ’approche globale repose sur ’adjoint au second ordre (Le Dimet et al
[104, 43]) que nous avons présenté au chapitre 3.

A ce jour, aucun logiciel de différentiation automatique n’est susceptible, de lui
méme, de dériver 1’adjoint au second ordre d'un code. Cependant compte tenu de la
définition de I'adjoint au second ordre, il est naturel de chercher & utiliser ces logiciels
pour obtenir automatiquement le code associé. Nous pouvons citer les travaux de J.
Abate et al [1] qui ont décrit une approche d’évaluation automatique des dérivées se-
condes d’une fonction représentée par des codes écrits en Fortran ou en C. Néanmoins,
cette approche ne correspond pas a notre problématique car nous voulons conserver
I’esprit de ’analyse de sensibilité utilisant les équations adjointes.

En suivant la démarche qui nous a conduit a I'obtention du modéle adjoint, on peut

penser qu’il serait aisé de dériver de nouveau en mode cotangent le code adjoint obtenu
comme décrit dans [22]. Malheureusement la version actuelle d’0dyssée ne donne pas
satisfaction. En effet il résulte de cette deuxiéme dérivation un code pas clair, avec des
variables incohérentes.
Pour cette raison, et compte tenu du fait qu’en réalité notre analyse de sensibilté est
basée sur le calcul du produit du Hessien appliqué & un vecteur et que ce produit
Hessien vecteur n’est rien d’autre que la perturbation du gradient de la fonction cofit ;
cela nous suggére plutét de penser a une dérivation en mode linéaire tangent des codes
générés par dérivation en mode linéaire cotangent.

Nous expliquons ci-dessous notre approche.

Algorithme

e Construire le modéle direct en fonction des variables de controle.
¢ Différencier en mode adjoint par rapport a ces variables de contréle. Dans le for-
malisme d’0dyssée la variable adjointe est notée HC'C'L ce qui correspond a la
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variable adjointe P. Avant de poursuivre la dérivation, on remplace toutes les

occurences de HC'C'L par P.

e On regroupe dans le méme routine informatique, notée ASQO, les modeéles direct et
adjoint en y ajoutant le résultat du calcul du gradient de la fonction cotit obtenu
en utilisant le résultat du calcul de la variable adjointe générée par Odyssée
(que nous noterons par J pour simplifier notre exposé). En dérivant ASO par
rapport aux variables X et P en mode tangent on obtient la routine ASOT L et
les variables adjointes XTT'L, PTTL et JTTL.

On obtient dans JTTL la dérivée directionnelle du gradient de la fonction cott
dont les composantes correspondent a ﬁuJ et /VSKJ
L’appel de la routine ASOT'L avec initialisation de la variable duale XTTL a un
vecteur v permet alors d’obtenir dans JTTL, le produit Hessien x vecteur H(U).v
(U = (u, K)).

modele +- coefldim
+- coef2dim
+- infcum
+- tridial
modelecl +- coefldim
+- coefldimcl
+- coef2dim
+- coef2dimcl
+- infcum
+- infcumcl
+- tridial
+- tridialcl
modelecltl +- coefldimcltl
+- coefldimtl
+- coef2dimcltl
+- coef2dimtl
+- infcumcltl
+- infcumtl
+- tridialcltl
+- tridialtl

TAB. 4.3 — Graphe d’appel des routines du programme ASOTL.

Cette phase est complétée par une seconde dérivation en mode inverse par Odyssée
du modéle direct avec une modification, la fonction coiit est remplacée par la fonction
réponse.

Nous venons ainsi d’effectuer deux opérations qui nous permettent d’obtenir d’une part
le produit H(U*).v et d’autre part le second membre correspondant a 1(0).

Il ne reste plus qu’a utiliser un algorithme de type descente ou gradient conjugué pour
calculer la sensibilité v*, qui se résume en fait & I'inversion de la matrice hessienne.
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Sensibilité du paramétre optimal par rapport & une perturbation
sur les observations

Pour ce point, la différence se situe au niveau de la résolution du modeéle adjoint
permettant d’obtenir la variable adjointe P, :

dp, [oF]" ~
AT P N PN L
di lax] 2 C hobs

Pour ce faire, aprés dérivation du modéle direct et en mode inverse par Odyssée, par
rapport a la variable H, dans le code obtenu, les différentes observations a chaque pas
de temps sont remplacées par les perturbations correspondantes. Ce qui nous conduit
a une équation de calcul de la sensibilité identique au cas précédent.

Remarque

Le gradient de la fonction peut aussi s’obtenir en dérivant uniquement aprés regrou-
pement dans le modeéle direct de la routine qui évalue la fonction cott. Il suffit ensuite
de dériver soit en mode direct soit en mode adjoint par rapport aux paramétres de
controle (variables actives) et on obtient dans JTTL ou JCCL le gradient de la fonction
cotit.

Pour le produit du Hessien par un vecteur, il faut dériver deux fois, une premiére fois
en mode adjoint ensuite faire un regroupement judicieux et redériver une seconde fois
en mode direct ou inverse toujours par rapport aux variables de contréle. On obtient
dans JCCLTTL (ou JTTLCCL) le résultat souhaité. Lors des appels des différentes routines
dérivées, il faut initialiser convenablement les différentes variables duales.

4.6 Reésultats numériques

4.6.1 Validation des codes générés de facon automatique

Comme moyen de vérification des codes dérivés construits, on utilise classiquement
le test du gradient et le test de produit scalaire [8]. Le premier étudie 1'adéquation
du code direct avec les codes dérivées par comparaison de gradients directionnels, le
second permet de valider au sens ot 'on vérifie seulement 'adéquation entre le code
linéaire tangent et le code linéaire cotangent. Nous donnons ci-dessous le formalisme.

Le test du gradient d’une fonctionnelle
Soit P un programme informatique tel que

P. R — IR™

u — Plu)=v (4.8)

Pour valider les procédures de dérivation de notre programme, on choisit un fonc-
tionnelle J :
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J: R"— R
u —J(v) [=J(P))],

Dans notre cas, J sera la fonction coit.

(4.9)

Version mathématique

Pour vérifier I'exatitude du vecteur gradient de la fonctionnelle J, un test expéri-
mental fiable consiste & employer un développement de Taylor de .J au point v [14, 8].
En notant w € IR™ une perturbation dans la direction de dv € IR™ (||dv|| = 1), il
découle que

J(v+ w) = J(v) = (VJ(v), w) + of[[w]]).

Si pour toute direction dv € IR™, on vérifie :

J(v+ a.dv) — J(v)
a.(V.J(v),dv)

alors le test du gradient est satisfait : la linéarisation du code direct est convenable.

pour v(a) =

=1+ o(a), limv(a) =1,

a—0

Test du calcul Hessien X vecteur d’une fonctionnelle

Pour valider les procédures permettant de calculer le produit Hessien x vecteur
de la fonctionnelle J, nous allons utiliser le méme test expérimental qui consiste a
effectuer un développement de Taylor a I'orde 2 de J au point v. En notant comme
précédemment w € IR™ une perturbation dans la direction de dv € R™ (||dv|| = 1), il
découle que

J(v4w)—J(w)=(VJ(v),w)+ % <V2J(U)w, w> + 0(||w||2).

Si pour toute direction dv € IR™, on vérifie :

Ov) — — 5
o)~ )= S0 | -
T (V2J(v).0v,6v) a=0
alors le test du calcul du produit Hessien X vecteur est satisfait.
Sur les tableaux (4.4) et (4.5), nous présentons les résultats du test de gradient et

pour ((a)=

du test du calcul du produit Hessien x vecteur.

Pour tester la symétrie du Hessien, nous avons considéré comme au chapitre 3 deux
vecteurs aléatoires v et w. Nous observons sur le tableau (4.4) que v(a) tend vers
1 quand a vers 0, a > 2719 pour le gradient, on a une trés bonne précision pour
a = 27%. Pour le calcul du produit Hessien X vecteur, ((a) tend vers 1 quand a vers
0, a > 27%. Les tableaux (4.4), (4.5), montrent que le gradient de la fonction cofit et
le produit Hessien x vecteur sont bien calculés par 0dyssée. De plus a travers le ta-
bleau (4.6) nous constatons que le Hessien est symétrique (a la précision machine pres).
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‘ o ‘ v(a) H ! ‘ v(a) H oY ‘ v(a) ‘
271911.0030206678 | 272° | 1.0000029523 || 27°° | 0.99999995210
2=121'1.0007559210 || 2722 | 1.0000007345 || 2=*2 | 1.0000006607
271 11.0001890235 || 2=2* | 1.0000001073 || 2=5* | 1.0000006607
271611.0000472585 || 272 | 1.0000000006 || 27%¢ | 0.9999855429
27181 1.0000059071 || 2728 | 0.9999999521 || 278 | 0.9999553071

TAB. 4.4 — Précision du calcul du gradient : 0dyssée
o] g o] o [ o] <o
271010.510422571 || 2729 | 0.9986924079 || 272 | 1.0001848522
2712 1°0.756299875 || 2722 | 1.0024825991 || 27°% | 1.0000679719
2-110.890181975 || 2= | 1.0009696008 || 2=** | 0.9999919671
271610.957338651 || 2726 | 1.0006118047 || 27%° | 0.9999455327
2718 1.0.987029752 || 272 | 1.0003588691 || 2778 | 0.9999216944
TAB. 4.5 — Précision du calcul de Hessien X vecteur : Odyssée
(H(U).v,w) | 916.896193593925
(H(U).w,v) | 916.896102258690
TAB. 4.6 — Symétrie du Hessien
4.6.2 Identification

Nous allons a présent avant de passer a I’étude de sensibilité, procéder a la phase

d’identification car nous disposons du gradient de la fonction coiit. Pour cela comme

nous 'avons fait au chapitre 2, nous allons distribuer les données d’infiltration (ob-

servations) suivant des distributions temporelles différentes :

tous les pas de temps,

toutes les 60 secondes, 300 secondes , 720 secondes, et enfin nous utiliserons les don-

nées de terrains. En pratique nous avons utilisér le programme d’optimisation M1QN3

développé par Gilbert et Lemaréchal [38].
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Infiltration cumulee (cm)

22.0

ODYSSEE

18.0

— — Courbe analytique
—— Courbe identifiee
— — — Initialisation

ODYSSEE

1 L 1 L 1 L 1
600.0 1200.0 1800.0 2400.0
Temps (AT=10 secondes)

I
3000.0

3600.0

ODYSSEE

I I I 10

40 50
iterations

60 70 80 90 0

10

20

30

40 50 60 70 80 90
iterations

FiG. 4.1 — Infiltrations cumulées simulée et identifée au dessus, au dessous a gauche

[V Tl

_ Iy . . .
variations de A a gauche et de T——— a droite au cours des itérations données analy-

0
liques continues
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ODYSSEE

22.0

20.0 —

= = = = e

o N > o g

[S) 1=} o o o
T T T T T

Infiltration cumulee (cm)
g

o

T

6.0 -

4.0

2.0

005 I I I I

O Courbe analytique
—— Courbe identifiee

0.0 300.0 600.0 900.0 1200.0 1500.0 1800.0 2100.0 2400.0 2700.0 3000.0 3300.0 3600.0

ODYSSEE

Temps (sec)

5 ODYSSEE

iterations

| | | | | | | | | | | | | | | | 1 | | | | | | | | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170

iterations

FiG. 4.2 — Infiltrations cumulées simulée et identifée au dessus, au dessous a gauche

variations de Je a gauche et de M

Jo |V Jo|

tiques discrétes toutes les 60 secondes

a droite au cours des itérations données analy-
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ODYSSEE

Infiltration cumulee (cm)

—— Courbe identifiee
O Courbe analytique B

ODYSSEE

Jis} I
0.0 300.0 600.0 900.0 1200.0 1500.0 1800.0 2100.0 2400.0 2700.0 3000.0 3300.0 3600.0

Temps (sec)

5 ODYSSEE
T

-6

10 I I I I I I I I

0 10 20 30 40 50 60 70 80
iterations

90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
iterations

FiG. 4.3 — Infiltrations cumulées simulée et identifée au dessus, au dessous a gauche

variations de Je a gauche et de M

Jo Vo]

tiques discrétes toutes les 300 secondes

a droite au cours des itérations données analy-
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ODYSSEE
22.0 ; . ;

16.0 —

= = =

o N >

[S) 1=} o
T T T

Infiltration cumulee (cm)

Il
o
T

6.0

—— Courbe identifiee
O Courbe analytique
4.0

2.0

004 I I I I I I I I I I I
0.0 300.0 600.0 900.0 1200.0 1500.0 1800.0 2100.0 2400.0 2700.0 3000.0 3300.0 3600.0

Temps (sec)

ODYSSEE o ODYSSEE
T 10 T

-6

Il Il Il Il Il Il Il Il Il 10 Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

iterations iterations

FiG. 4.4 — Infiltrations cumulées simulée et identifée au dessus, au dessous a gauche

[V Tl
IV Jol

tiques discrétes toutes les 720 secondes

L Jr . . .
variations de — a gauche et de a droite au cours des itérations données analy-
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ODYSSEE
220 — . . . . —

18.0 -

14.0 -

12.0 -

8.0 -

Infiltration cumulee (cm)

6.0 -

—— Courbe identifiee

O Courbe de donnees
4.0

2.0

.0 G 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0 300.0 600.0 900.0 1200.0 1500.0 1800.0 2100.0 2400.0 2700.0 3000.0 3300.0 3600.0
Temps (sec)

ODYSSEE 0 ODYSSEE
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L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 1076 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

iterations iterations

Fia. 4.5 — Infiltrations cumulées simulée et identifée au dessus, au dessous & gauche

[V Il

_y Jr : : :
variations de — & gauche et de ——— a droite au cours des itérations données de

Jo IV Jo|

lterrain
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Commentaires

La phase d’identification utilisant 1’équation adjointe générée par Odyssée est bien
réalisée. Les différents graphes : (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) justifient ce bon dé-
roulement. [’explication peut étre fournie par la bonne évaluation du gradient de la
fonction coiit par Odyssée.

On observe aussi que, mis & part le cas des observations distribuées toutes les 60 se-
condes (ou le nombre d’itérations pour atteindre le minimum est élevé 170), le nombre
des itérations pour les autres configurations est inférieur ou égal & 100.

4.6.3 Analyse de sensibilité

Apres cette phase, nous abordons a présent, I’analyse de sensibilité. Pour ce faire,
nous utilisons les critéres fonctionnels (fonction réponse) qui ont été définis au chapitre
3 (paragraphe 3.6.2, page 95).

Ci-dessous, nous présentons 1’analyse de sensibilité réalisée sur ces deux fonctions
réponses en utilisant Odyssée.
Pour les graphes représentant 1’évolution de la norme de la sensibilité en fonction du
temps, on dérive le modeéle direct en mode linéaire tangent par rapport a la variable
active H et on I'intégre en I'initialisant avec les paramétres v et v} issus de I'inversion
du Hessien de la fonction coit.

Sensibilité des critéres fonctionnels

. ODYSSEE ODYSSEE
10 T T 375 T T

3s0 | - 4
- --- Toutes les donnees analytiques

10° 325 i

300 | i
. 275 |- 7

10 -

250 |- i

225 | T B

10

Calcul de la sensibilite: EK
Norme de la sensibilite: EK

200 - N

—— Toutes les donnees analytiques 175 4

L .
10 150 |- y 1

107 I I L L L L 100 I I I I I L L L
0

Convergence (iterations) Temps

F1G. 4.6 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EK au cours des itérations; celle de droite montre ’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EK : toutes les données analytiques
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ODYSSEE

. ODYSSEE
10 T T
3
10 —
10° B
107°
x
x
Y107 B [
£ g
3 =
K 2
S 2
8 §10°
© 10 T «
b 8
E o
3 5
10 —— Donnees analytiques toutes les 60 secondes b = Donnees analytiques toutes les 60 sec
10° F E
107 F 7
10" I I I I 10° | | I I I I I I
0 5 10 15 20 25 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Convergence (iterations) Temps

Fi1G. 4.7 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EK au cours des itérations; celle de droite montre ’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EK : données analytiques toutes les 60 secondes

ODYSSEE ODYSSEE
T T 24 T T
10° E
23 - B
10" | -------- Donnees analytiques toutes les 300 sec
22 B
10" 4
. 21 H
4 A 3 N
w 10 w
g . Lot »
3 10 T 2
- 819 i
= 10 1 °
o o
< ]
5 - ©18 - B
3 10° q £
o £
8 2
10" 1 17 B
Donnees analytiques toutes les 300 sec
107 ] 16 |- i
107 E 15 - B
lo'ﬂ I I L L L L 14 L Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 [ 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Convergence (iterations) Temps

FiG. 4.8 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EK au cours des itérations; celle de droite montre ’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EK : données analytiques toutes les 300 secondes
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ODYSSEE

ODYSSEE

Calcul de la sensibilite: EK

102 [ —— Donnees analytiques toutes les 720 sec

107 L L

Norme de la senssibilite: EK

8 T T

——————— Donnees analytiques toutes les 720 sec

=

.
0 5 10 15 20
Convergence (iterations)

25

Temps

F1G. 4.9 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de

EK au cours des itérations; celle de droite montre ’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EK : données analyliques toules les 720 secondes

. ODYSSEE
10 T T

10° B
N4
w

L 10" b 1
5
7]
2
o
&
©
3

s 10° F 7
2
<
¢

107 B

—— Donnees de terrain: D2
107 L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30

Convergence (iterations)

35

Norme de la sensibilite: EK

, ODYSSEE
10 T T
10" | 4
10° & 4
1
0 = - Donnees de terrain: D2 E
107 I I I I I I I I I
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Temps

Fi1G. 4.10 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de

EK au cours des itérations; celle de droite montre ’évolution (en fonction du temps)

de la norme de la sensibilité de EK : données de terrain
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ODYSSEE

Calcul de la sensibilite: EC

—— Toutes les donnees analytiques

107 L L L L

0 5 10 15 20
Convergence (iterations)

25

30

35

Norme de la sensibilite: EC
N
I

ODYSSEE

- Toutes les donnees analytiques

80

90

FiG. 4.11 - La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EC au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EC : toutes les données analytiques

. ODYSSEE
10 T
10° E
Q
i
£ 10" 1
2
i
2
o)
&
o]
8
s 10° 7
3
<
(8]
10 E
—— Donnees analytiques toutes les 60 sec
10 L L L

I
0 5 10 15
Convergence (iterations)

25

Norme de la sensibilite: EC

ODYSSEE

———————— Donnees analytiques toutes les 60 sec

10 20 30 40 50 60 70
Temps

90

FiG. 4.12 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EC au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EC : données analytiques toutes les 60 secondes
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. ODYSSEE ODYSSEE
10 T 175 T T
10 = e Donnees analytiques toutes les 300 sec
10° | E
125
[$)
g w
g 10" E g
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el ©
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Z w0° b 7 2
3 £
2 S
[§) z
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10 E
—— Donnees analytiques toutes les 300 sec 25 1
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Convergence (iterations) Temps

F1G. 4.13 - La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EC au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EC : données analytiques toutes les 300 secondes

: ODYSSEE ODYSSEE
10 T 18 T T
10° B

(8]
i u

g 10" i g 14
2 2
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2 : 13 -
] =
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3 e S12f
3 £
< S
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107 ] 10k

Donnees analytiques toutes les 720 sec .
oo - e Donnees analytiques toutes les 720 sec
10 L L L L L L 08 L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Convergence (iterations) Temps

FiG. 4.14 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EC au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EC : données analytiques toutes les 720 secondes
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ODYSSEE ODYSSEE
T 10 T T

Calcul de la sensibilite: EC
Norme de la sensibilite: EC
=
o
T

- Donnees de terrains: D2

—— Donnees de terrains: D2

10" L L L L L 1072 I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Convergence (iterations) Temps

Fi1G. 4.15 — La figure de gauche représente la convergence du calcul de la sensibilité de
EC au cours des itérations; celle de droite montre I’évolution (en fonction du temps)
de la norme de la sensibilité de EC : données de terrain

Sensibilité du contréle optimal

Pour 'analyse de sensibilité du vecteur de paramétres optimal par rapport a une

perturbation sur les observations, celles-ci ont été perturbées de £10%, nous présen-
tons ci-dessous les résultats générés par la méthode de descente (gradient conjugué)
utilisée pour minimiser la fonctionnelle assocée a la résolution de H (U*) o4+ P (0)
(voir chapitre 3, paragraphe 3.5.1, page 92).
Sur ces différents graphes, nous présentons le taux de convergence de la norme du
résidu H (U*) 04+ P, (0) ainsi que le taux de convergence du vecteur de sensibilité v
obtenus en divisant la norme du résidu et la norme de la sensibilité a chaque itération
par la norme du résidu et la norme de la sensibilité initiales respectivement.
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ODYSSEE

10

ODYSSEE

10 T T

+10%
——————— -10%

Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60
Convergence de la norme du residu

70 80

I
] 18 36 54 72 90
Norme du vecteur H-1.v

F1G. 4.16 — La figure de gauche représente la convergence de la norme du résidu en
fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité : toutes les

données analyliques

ODYSSEE

10

10

10

I I 10°

ODYSSEE
T T

! 1 !
0o 10 20 30 40 50 60
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FiG. 4.17 - La figure de gauche

représente la

. I I I
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96

Norme du vecteur H-1.v

convergence de la norme du résidu en

fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité : données

analytiques distribuées toutes les

60 secondes
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Convergence de la norme du residu

Norme du vecteur H-1.v

FiG. 4.18 - La figure de gauche représente la convergence de la norme du résidu en

fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité : données
analytiques distribuées toutes les 300 secondes
o ODYSSEE 5 ODYSSEE
10 T 10 T T
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10? +10% ] 107 L J
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o b ;
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Convergence de la norme du residu

Norme du vecteur H-1.v

FiG. 4.19 — La figure de gauche représente la convergence de la norme du résidu en

fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité :

analytiques distribuées toules les 720 secondes

données



4.7 Conclusion 163

ODYSSEE ODYSSEE
10 T T 10

+10%
- -10%

Il Il Il Il L Il L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 [1] 20 40 60 80 100
Convergence de la norme du residu Norme du vecteur H-1.v

FiG. 4.20 - La figure de gauche représente la convergence de la norme du résidu en
fonction des itérations; celle de droite la norme du vecteur la sensibilité : données de

terrain

Commentaires

Rappelons que I’évaluation de la sensibilité se fait en intégrant le modéle linéaire tan-
gent avec les parameétres issus du processus d’'inversion du Hessien.

Il ressort des différents graphes ci-dessus, que les incertitudes sur les observations que
ce soit sur la capacité spécifique moyenne ou sur la conductivité hydraulique moyenne
ont une influence sur la sensibilité. En effet 1’évolution de la norme de la sensibilité
pour une perturbation de +10% sur les observations est supérieure a la norme de la
sensibilité pour une perturbation de —10% sur les observations. Nous retrouvons ici
une confirmation des résultats du chapitre 3. D’on I'importance en assimilation varia-
tionnelle de disposer de données fiables afin d’espérer réaliser une bonne identification.

Les résultats mis en avant dans ce chapitre en utilisant le différentieur 0dyssée sont
assez satisfaisants. Cependant, ils sont a prendre sous certaines considérations, en effet,
les expériences comparatives (différences finies et utilisation de 0dyssée) réalisées dans
[71] pour résoudre une équation aux dérivées partielles (équation de Navier-stokes sous
forme conservative) en utilisant 1’algorithme de Newton, montrent que les résultats
dépendent en partie du schéma numérique utilisé. Odyssée produit de facon générale
de bien meilleurs résultats. Nous avons aussi de [31] que 'utilisation de Odyssée (en
comparaison avec les différences finies) donne plus de chiffres significatifs en double

précison.

4.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, les différents principes de la différentation
automatique suivie d’une application sur le différentiateur 0dyssée pour dériver I’ana-
lyse au premier et au second ordre sur notre modeéle d’écoulement en zone non-saturée.
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Nous avons bénéficié dans notre contexte du fait que notre modele direct est de taille
réduite. En effet, bien que I'utilisation de 0dyssée soit assez aisée, on ne doit pas perdre
de vue que les codes générés diis aux différentes sauvegardes dont ce differentiateur a
besoin afin de mettre a jour les différentes dérivées, sont de taille considérable. Ces
différentes sauvegardes alourdissent les codes dérivés et on doit faire face a un encom-
brement mémoire. Nous avons pu constater dans notre application, 0dyssée nécessite
trois fois plus d’espace mémoire. Son utilisation pour les codes industriels généralement
trés volumineux devrait prendre en compte la sauvegarde des trajectoires sur fichier
préconisée dans [8].
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une autre approche pour résoudre le probléme
d’identification. Cette approche est basée sur 1’algorithme de Newton. La formula-
tion du probléme d’identification présentée dans les chapitres antérieurs est réduite a
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I"assimilation de la condition initiale uniquement. Ce choix est guidé par la fortes non-
linéarité du modeéle considéré dans les chapitres antérieurs du point de vue contréle
des paramétres hydrodynamiques. Et par conséquence apparait, la grande difficulté
non seulement de formuler les équations mais également de caractériser les résultats de
convergence dans la méthode de Newton.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : nous présentons la méthode de Newton
ainsi que les résultats de convergence. Ensuite, nous étudierons sa faisabilité sur un
modele scalaire simple, le but étant de retrouver le paramétre apparaissant dans 'opé-

rateur F' <Cil—)t( = F(X,K)= K.X| afin de justifier le choix de cette reformulation.
En se servant de ce qui a été fait dans les chapitres précédents, nous appliquerons la
méthode de Newton sur notre modéle hydrologique d’infiltration en zone non-saturée.
Ceci, en utilisant des valeurs du vecteur de parameétre optimal obtenues au cours des
précédentes optimisations, le probléme de contréle se limite & la condition initiale. Ce
qui nous conduira a considérer quatre situations correspondant aux différentes distri-
butions temporelles des données. La premiére étant la situation ou les observations sont
distribuées a tous les pas de temps, la deuxiéme toutes les 60 secondes, la troisiéme
toutes les 300 secondes et enfin la derniére toutes les 720 secondes.

5.2 Présentation de la méthode de Newton

L.e modeéle que nous considérerons se présentera sous la forme suivante :

dt
X (0)

X = X (t,u) est la fonction inconnue appartenant pour tout temps ¢ € [0,7] a

{d—X F(X,Ky), t€(0,T) (51)

un espace de Hilbert X', u est le paramétre de contréle appartenant a I’ensemble des
parameétres admissibles U,y C X qui est également un espace de Hilbert. F' est un
opérateur non-linéaire de X' x Kyq dans X'. On pose YV = L, (0, T;X); (.,.)7,010) =

o =G, .)% produit scalaire et norme dans 'espace Y. Il est a noter ici que le
parametre K,,; € K,q sera fixé selon la configuration temporelle des données choisie.
Ainsi, 'opérateur non-linéaire F' peut étre considéré comme étant de X dans X'. Dans
ce cas, I’équation (5.1) peut se mettre sous la forme :

dX oL
{ = F(X,Kyp) = F(X), te(0,T) (52)
X (0) =u
On introduit la fonction cofit
o 1 /T
J(w) = Sl =l + 5 [ NCX = Xanely, dt (53)

ol @ > 0 est une constante, wu,, € U,q représente une observation de la condition
initiale u et X5, € Y, représente le vecteur d’observation, Y, étant un sous espace
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deVY, C: Y — Y, est un opérateur linéaire.

On considére le probléme d’assimilation de données (pour K,,; donné) afin d’iden-
tifier la condition initiale u suivant, déterminer :
X et u tels que :

(0) = u, (5.4)

La condition nécessaire d’optimalité conduit au systéme suivant

{ dj‘t’ —F(X), te(0,T), (55)
X (0) = u,
P ,
{ S AP =CT(CX = Xa), 1E(0T), (56)
P(T) =0,
VJ(u)=a(u—uws)— P(0)=0, (5.7)

avec comme inconnues X, P, et u

En supposant que la solution au probleme (5.5)-(5.7) existe, nous allons considérer
a présent la méthode de Newton pour sa résolution.

5.3 Méthode de Newton

Le systéme (5.5)-(5.7), avec les 3 inconnues X, P, u peut étre formulé en terme
d’opérateur de la forme :

F(U)=0, (5.8)
ou U = (X, P,u).

L’implémentation de la méthode de Newton nécessite le calcul de la dérivée F' (U)
de l'opérateur F au point U.

L’algorithme de Newton pour résoudre le probléme,
Upir = Up — [F (U] F(U,), on U, = (Xn,Pn,un), (5.9)

se décompose en 2 étapes :
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1 Chercher V,, = [F'(U,)]”".F (U,) comme solution du probléme
[F' (U)]. Vo =F(Uy). Vi, = (Yn,ﬁn,mJ est solution de :

dX, , — dX, i
i~ X)X = —m = F(Xa) (5.10)
Xn(())—ﬁn =X, —u,
dz Ly [F(X)T P H[F(X) K] P - 0TOX,
dP, )
= S [P (X)) P = O (C.X, = X) (5.11)
P, (T) =P, (T)
ot, — P, (0) = a(uy — ues) — P, (0) (5.12)
2 et ensuite poser U, = U, — V,, soit,
Xn-|-1 = Xn - yna Pn-|-1 = Pn - Fn, Upy1 = Up — Hn (513)

Comme U, = U, — V,, les équations (5.10), (5.11) et (5.12) peuvent étre refor-
mulées de la fagon suivante : pour X,,, P,, u,, chercher X, 11, P11, unq:1 tels que

an+1 1 _ !
{ L (X)) X = F (X2) = [F(X0)] X, (5.14)
Xnt1 (O) = Un41
dPn+1 7 7 T " 7 T
P X P = (X)X = X,
+ CT(C- X1 — Xops) (5.15)
P (T)=0
a (tns1 — Uops) — Pog1 (0) =0 (5.16)

5.4 Probléme d’assimilation de données linéaire a chaque
étape

Pour n fixé, le probléme (5.14)-(5.16) peut étre vu comme un probléme d’assimila-
tion de données linéaire. En effet, c’est le systeme d’optimalité associé au probléeme de
minimisation suivant : chercher X, u tels que :

dX v

(X)X =], te(0T)

- (5.17)
P (@) = af )
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ou f=F(X,)—[F'(X,)].X,.

avec comme fonctionnelle cofit

o) = =l g [ O = Xt 5 [ (2 519
[ (X0 (X = x)] (X = X))

Le Hessien H,, du probléme linéaire (5.17) est défini en résolvant successivement :

drR
{ — —[F'(X)].R=0, 1€[0,7T] (5.19)
R(0)=u
WP (@ = [P (%) RITP, — CTC.R
{ : o = .).R"P, : (5.20)
Q(T)=0
H,v =av—Q(0) (5-21)

Ainsi, si la méthode Newton est convergente, et que X,, — X, P, — P, u, — u,
alors H, — H (u) quand n — +o00, ot H (u) est le Hessien de la fonctionnelle coiit
initiale J (u) au point w.

Le Hessien H, est symétrique. De plus,

(Hnv,0)y = (a0 =@Q(0),v)y = a(v,v)x = (Q(0),v)y
= a(v,v), — (Q.[F"(X.).R"P, — C"C.R)
=a(v,v)y + (CR,CR) — ([F"(X,).R] R, P)

Ainsi, dans le cas ou 'opérateur C' = Iy (opérateur identité de X') et sous la condition
IEE" (X)) QI I Pall < 1 (5.22)
I'opérateur H,, est défini positif pour a > 0 :

(Hpv,v)y 2> a(v,v)y, (5.23)

donc le probléme linéaire (5.17) posséde une unique solution @, laquelle fournie un
minimum a la fonctionnelle .J, () définie par (5.18). La condition (5.22) doit étre
vérifiée & chaque étape du processus itératif.

5.5 Convergence de la méthode de Newton

Fixons Xy € Y, un nombre réel R € IR} et considérons la boule
Sr(Xo) ={X €Y || X — Xo|| < R}. Nous supposons que le probléme initial vérifie
les conditions suivantes pour tout X € Sg(Xy) :
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1 La solution du probléme

satisfait a I'inégalité

el < e (LA + [loll) (5.24)

2 La solution du probléme adjoint

vérifie
ol +1lé (Ol < e (ldll + llgllx) < = e (R, Xo) > 0; (5.25)

3 L’opérateur I est trois fois continuement Fréchet-différentiable et vérifie :

|F" (X)|| € 2y 2=z (R, Xo) >0 VX, (5.26)

IF" (X)|| < ¢s, c3 = s (R, Xo) > 0 VX, (5.27)

Sous I’hypothése d’observation compléte, ¢’est-a-dire C' = Iy nous avons les résul-
tats de convergence de la méthode de Newton ci-dessous.

Théoréme 5.1 Soient up € X, Xo €Y, R >0, et

1
Bn <1 + B(cz + esr) g) < 2’ (5.28)

X
=\ "o

+ [ X0 (0) = wol| + | X0 (0) = Xops || + al|uo — wons[

B = Max (oz_l (2CIC>{ + QC%C’{ + 4c%c?) +e1 4 2¢c7, a~! (c”l‘ + ey + 2c1c%*) + 4¢j,
a~ L (1 +c + QCIC’{)) .

Alors le systeme (5.17) posséde une unique solution X, P, u dans la boule S,. Avec
comme point de départ Xy, Py, ug, la méthode de Newton converge vers X, P, u. De
plus, on a l'estimation suivante sur le taux de convergence :

e

27 —1
X = Xol[ + 1P = Pull + [lu — ual[ < BWL (5.29)

-

ot h = 3277 (ca+ ear) < 2.
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Théoréme 5.2 Siles hypothéses (5.2/)-(5.27) sont satisfailes el si une approzimation
Xo, Po,ug est choisie de sorte que le Hessien Hy défini par (5.19)-(5.21) pour n = 0
soit défini positif. Alors si

h = B*Kn < (5.30)

DN | —

el

1—1—2h
R > Ry= ——"——Bn, (5.31)

le systéme posséde une solution (X, P,u) € Sg pour laquelle la méthode de Newton
converge.
Le tauz de convergence est défini par la formule :

o B

7 7 1
X = Xoll + 1P = Pall + flu = wally < o (20)" =T, (5.32)

ot la constante B dépend de la valeur propre minimale M,;, du Hessien H.

1
De plus, si pour h < g on e

1 —+v1=2h

DN | —

et pour h <
R< Ry
Alors la solution (X, P,u) est unique dans la boule Sg

La démonstration de ces deux théorémes est fournie par Le Dimet et Shutyaev [27]
Nous allons dans le paragraphe suivant, appliquer la méthode de Newton pour recher-
cher la condition initiale annulant le gradient de la fonction cofit.

5.6 Méthode de Newton pour résoudre VJ (u) =0

On considére a présent la méthode de Newton pour résoudre I’équation V.J (u) =0
laquelle est équivalente au systéme d’optimalité (5.5)-(5.7). Nous avons

Uit = tp — [ (u)] " VT () . (5.33)

Pour implémenter la méthode de Newton, & chaque étape, il est nécessaire de cal-
culer le Hessien (H = J") de la fonctionnelle cotit J et de résoudre le systéme linéaire
J" (uy) (tns1 — ) = VJ (uy,). En utilisant la définition du Hessien, on constate que
la méthode de Newton est constituée des étapes suivantes :

1 Déterminer X,,, P, en résolvant :

(5.34)
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dP, , T oo T
{dtHFumy&_C(G&—&w,tEMﬂ (5.35)
P.(T)=0
ensuite évaluer V.J (u,) = o (u, — o) — P, (0)
2 Déterminer v, = [J” (un)]_l.v.] (u,) comme solution du systéme suivant :
dR, . ,
{ = [F(X,)] R, £ € [0,T] (5.36)
R, (0) = v,
dQn ! T _ " T T
p + [F'(X,)] .Qn =[F"(X,)R,] .P.+ C C.R,, (5.37)
Qn(T)=0

av, — @, (0) = H (uy,) vy, = a (uy — ugs) — Py (0) (5.38)

3 Mettre & jour u,4; en posant :
Upt1 = Up — Vp. (5.39)

Ainsi, aprés avoir évalué le Hessien et résolu les équations correspondantes, il faut
résoudre a chaque étape le probléme de contréle optimal linéaire de la forme (5.36)-
(5.38) par des méthodes appropriées.

5.7 Méthode de Newton pour V.J(u) = 0 : conver-
gence

En supposant les hypotheses (5.24)-(5.27) satisfaites. Nous chercherons la solution
de V.J (u,) = 0 dans la boule

Sp={u: |lu—ullx <r} wgeX, r>0 (5.40)

Solent ug € X, u € S, et Xp, X solutions du probléme initial non-linéaire (5.2)
avec comme condition initiale X (0) = ug et X (0) = u. Nous supposons en outre que
pour r > 0, il existe R > 0 tel que

IX — Xollx < R. (5.41)

En introduisant les notations suivantes :

1= 19T ) [ K = 6 {26 (e + [C°Cl) + f +acllCCl.

B=c||CCIR+ || C (CXo = X)) |, '
ot les constantes ¢;, ¢} sont définies dans le paragraphe (5.5) par les hypothéses (5.24)-
(5.27), nous avons le résultat suivant :
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Théoréme 5.3 Soit ug € X tel que le Hessien H(ug) = J" (ug) soit défini posilif avec
la valeur propre minimale X\, > 0. Alors si

Kn
h = 32

min

1
< = A
<3 (5.43)

el
1 —+1—=2h
r> o= 7 (5.44)
h /\min
Léquation V.J (u) = 0 posséde une solution u € S, pour laquelle la méthode de Newton
converge.

Le tauz de convergence est défini par la formule :

20" p
2% hApmin

(5.45)

lu = unllx <

Pour prouver la convergence de la méthode de Newton, il faut nécessairement étu-
dier la dérivée troisieme J" (u) de la fonction cotit J. En différentiant le Hessien J” (u)
par rapport a u on trouve que pour v,w € X I'élément, J" (u) vw est défini en résolvant
successivement les équations suivantes :

dX .
{E;:FM% te0,7] (5.46)
X(0)=u
dP , T T Y
{EAW(XﬂP:C(GX—@,tEWj] (5.47)
P, (T)=0
dR ., o ,
{E?:wwA»& tef0,7] (5.48)
R(O)zv
dQ x)T Y Tp T
{@ﬁw< N".Q=—[F"(X)R".P+CTC.R, (5.49)
Q(T)=0
dRy .,
{E7=MWXN&,tEWj] (5.50)
Rl(O):w
YO (X071 = —[F"(X) RiTP + CTC.R
{ = O ] Ry, (5.51)
Q1 (T)=0
ng_ F'(X).R F'(X)R T
{W_[ (X)].Ry+ [F"(X)Ri].Q, t€]0,T] (5.52)
Ry (0)=w
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s (X)) Qu= —[F"(X)RT.Q - [F"(X) R".Q,

dt
~[F"(X)R,R]".P + CTC.Ry, (5.53)

Q2(T) =0

[T (u)] vw = —Q2 (0) (5.54)
Lemme 5.1 Sous les hypothéses (5.24)-(5.27) et (5.41), nous avons la majoration

sutvanle :

I[J"] (w) vw|| y < K. |Jo|lx|lw|lx Yu € Sy, v,we X, (5.55)
ot la constante K est définie par (5.42).

Démonstration :

Par définition, nous avons de (5.24)-(5.27), (5.46)- (5.53)

1" (] vwlly = 11Q2 (0l < ¢ [[F”(X) R)".Q
HF"(X) R".Q1 + [F" (X) RiR|.P = CTC.Ry|
< (IR QN+ e IRINQ:N + es [ R RIIPI + | C7C| [ Rall)
< {aalwllye (e [RINPI+ |CTC|IRI) + e IRl ¢ (2 | Rall. (556
1P+ | CTC| IR + es IR RIPI A+ [ C7C| exes || BRI R}
< i {2cec (ellQ]+ |CTC|) + & (es 1P|+ cren [CTC| ) } %

o]l [l

Comme nous avons de (5.47) et (5.25) :

1Pl < <

cr(cx -X)| <5 (5.57)

avec (3 définie par (5.42), ainsi, les relations (5.56) et (5.57) nous permettent d’avoir
(5.55) prouvant ainsi le lemme.

Démonstration du théoréme 5.3

Soit uy € X. Considérant la premiére étape de la méthode de Newton (5.33), Nous
avons le probléme :

H (ug) vo = V.J (ug) . (5.58)

D’apres les hypotheses, H (ug) = J" (ug) est défini positif, alors le probléme (5.58)
posséde une unique solution, de plus nous avons la majoration suivante pour vy :

lvollx <

0, (5.59)
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ou n = ||VJ (ug)||x et Apin la valeur propre minimale du Hessien.

Les estimations (5.55) et (5.59) montrent que toutes les hypothéses du théoréme
. 1
Kn < 9 la méthode de

de Kantorovitch [102] sont satisfaites. Ainsi, pour h = V3
min
Newton converge, et la majoration (5.45) sur le taux de convergence est satisfaite.

5.8 Etude d’un exemple d’application

Nous condeérerons dans ce paragraphe, le modéle scalaire simple suivant :

di (5.60)

I'objectif étant d’identifier le parameétre K € IR par 'algorithme de Newton.

X
{ KX 1e1]

La fonction cofit est

1 1
J(K) = S(K = Ke)' + 5/0 (X = X)L, (5.61)

« étant le paramétre de régularisation, K. une estimation du parameétre K et X5 =
cste une observation.

Le systéme d’optimalité est :

ax .
dP —
{ S P = (X - Xa), te0,1] (5.69)
P(1)=0
1
VIE) = a(K — Kuy) —/ X (1).P(t)dt =0 (5.64)
0
Soit apres résolution :
X (1) = Xoe™', 1 €]0,1]
_ Xovs K(1-t) Xo Kt K(2-1)
f((izv—T{e ;j2+ﬁ[e € :|, tE[O,l] X
0% obs K - 0 2K - - - 0
~ 1—-K)+ —— 2K — 1)+ oa(K —Ke) + —— | Xo —4X5] =0
(1 ) e (K 1) (K = K+t [ — 4]

(5.65)
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5.8.1 Application de la méthode de Newton sur un exemple

Nous appliquons la méthode de Newton décrite au paragraphe 5.3. Elle consiste
pour le modeéle scalaire simple (5.60) a résoudre pour X,,, P,, K,

dX, . - e
Xnt1(0) = Xo
dP, . - - ¢ ¢
{ dt+1 + K Pogr = (Ky = K1) P + (Xop — Xops), £ €[0,1] (5.67)
Prta (T) =0

1
VI (Kni1) = o (Kngr — Kest) + / [(Xn — Xps1) Py — XoPopa]dt =0 (5.68)
0

Pour les résultats numériques, les modeéles direct et adjoint sont intégrés en utilisant
un schéma d’Euler en temps. Nous comparons les résultats obtenus par la méthode
d’identification utilisée dans les chapitres antérieurs et ceux obtenus par la méthode de
Newton (5.66), (5.67), (5.68). Les valeurs de Xy, Xyps, Kest, €t a sont fixées a1, 1, 1

et 0.75 respectivement.

10° T T T T T 10°
2
10? 10
”
10 — - Fonct t
10 [ ] —— Gradient
10°
10°
S 10
10 10
10" F 4
10 F 4
— — Fonction cout ™,
Gradient 10 r b
12
10 " B ;.
10 - —
10"4 I I I I I I I I I I 10"g
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
iterations Iterations

FiG. 5.1 — Evolution de la fonction cotit et la norme du gradient au cours du proces-
sus d’itérations; a gauche probléme direct (itération classique), a droite au cours des
itérations dans la méthode de Newton
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FiG. 5.2 — Evolution de ’état X au cours des itérations : dans la méthode de Newton
a gauche lére itération, milieu 2éme itération et a droite 3éme itération. La légende A
correspond & la courbe intégrée avec Kopiimar classique, C initialisation de la méthode
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Fia. 5.3 — Evolution de I’état P au cours des itérations : dans la méthode de Newton
a gauche lére itération, milieu 2éme itération et a droite 3éme itération. La légende A
correspond a la courbe intégrée avec Kpiimar classique, C initialisation de la méthode
de Newton, B K, tima obtenu par la méthode de Newton.
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FiG. 5.4 — Paramétre optimal au cours des itérations de Newton

A partir de cet exemple, nous constatons I'influence de la non-linéarité du parameétre
a identifier au niveau de la condition d’optimalité, dés lors que ce paramétre se trouve
dans l'opérateur F' (méme si le modeéle considéré est linéaire). Ainsi, pour un modele
«non-linéaire», on ne peut espérer une convergence rapide [27].

Remarque 5.1 Sile paramétre de controle du modele (5.60) était réduit a la condition
initiale Xo, la condition initiale optimale, pour une fonction codt définie par

1
J(Xo) = %(XO — :UO)2 -I-/O [X (1) — Xops| dt, serail dans ce cas,

VJ (Xo) = o (Xo— %) = P(0),

soit
2Xobs
eX +1

Nous constatons dans ce cas, la simplicité de 'expression de la condition d’optimalilé

Xopt = @ (XO — xo) +
comparativement & lexpression dans la lroisieme équation de (5.65).

5.8.2 Justification du choix du modéle

Sur "'exemple décrit au paragraphe 5.8, la phase d’identification du parameétre K en
utilisant I'algorithme de minimisation pésenté au chapitre 2 se déroule parfaitement,
avec notamment une bonne décroissance de la fonction cotit (107°) et de la norme du
gradient (107'*) (figure 5.1). L’application de 'algorithme de Newton fait ressortir des
variations stationnaires de la fonction cotit et de la norme de son gradient au cours des
itérations. I’explication est toute simple, en effet le parameétre K apparaissant dans le
second membre de 1’équation (5.60), le probléeme de minimisation a résoudre a chaque
étape de l'algorithme de Newton est non-linéaire et le résultat de I'identification dé-
pend en partie du parameétre d’initialisation. Sur les courbes des graphes (5.2) et (5.3)
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les états direct et adjoint au cours des itérations de Newton, coincident a la troisiéme
itération. La mise en ceuvre de 'algorithme de Newton dans ce cas, nécessite la réso-
lution & chaque étape d’un probléme de minimisation non-linéaire.

Si N, désigne le coiit de la résolution du probléme de minimisation associé au sys-
teme d’optimalité (5.65), alors le coiit dit a I'application de I’algorithme de Newton
sera N. X N,, N, étant le nombre d’itérations (de Newton). On comprend trés vite
que 'application de I’algorithme de Newton pour un tel modéle est prohibitive. En re-
vanche, si le probléme d’assimilation de données est reduit a la recherche de la condition
initiale, 'application de ’algorithme de Newton induira & chaque étape un probléme
de minimisation linéaire, comme le prouve les résultats du paragraphe 5.4 ou encore la
remarque 5.1. On a dans ce cas un probléme quadratique et I'algorithme de Newton
convergera en une itération.

5.9 Reésultats numériques

Des expériences numeériques ont été faites avec le modeéle d’infiltration souterrainne
Les observations (infiltration cumulée) sont simulées par le modele direct : nous consi-
dererons quatre cas de figures suivant leur distribution temporelle (cas I toutes les
données analytiques, cas 2 discrétes toutes les 60 secondes, cas 3 discrétes toules les
300 secondes et cas 4 discrétes toutes les 720 secondes). Le temps de simulation du
modele direct est de 1 heure, la profondeur de sol considérée de 1 metre. Les pas de
discrétisation sont AT = 10s et AZ = lem. Le schéma numérique utilisé est le méme
que dans les chapitres précédents.

Pour les représentations graphiques en dimension trois, nous avons sur 'axe des abs-
cisses la profondeur z et sur 'axe des ordonnées le temps de simulation.

Nous présentons dans un premier temps les résultats numériques du calcul de la
condition intiale uy optimale qui nous fournira le point de départ dans 1’algorithme de
Newton. Les variables directe et adjointe initiales X, et Fy sont obtenues en intégrant
le modéle direct en prenant comme condition initiale uy. Ensuite la condition initiale
obtenue au cours des itérations de Newton est utilisée pour intégrer les modéles direct
et adjoint. Ensuite, nous présentons quelques cas d’évolution des modéles direct et
adjoint au cours des itérations de Newton.

Nous terminerons ces expériences numériques en présentant les tests numériques pour
la détermination de la condition initiale annulant le gradient de la fonction cott.
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FiG. 5.5 — Fonction cofit et norme du gradient au cours des itérations (utilisation de
I’algorithme décrit au chapitre 2 paragraphe 2.3.4, page 41 )
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5.9 Reésultats numériques

5.9.1 Evolution de I’état en fonction de la condition initiale
optimale au cours des itérations de Newton

modele direct h: iteration O (cas 1)
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Fia. 5.6 — Etat H en fonction de la condition initiale optimale obtenue au cours des ité-
rations de Newton : au dessus condition initiale de départ, a gauche premiére itération,

a droite deuxiéme itération (cas ])
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Fia. 5.8 — Etat H en fonction de la condition initiale optimale obtenue au cours des ité-
rations de Newton : au dessus condition initiale de départ, a gauche premiére itération,

a droite deuxiéme itération (cas 3)
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modele direct h:

eration O (cas 4)
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rations de Newton : au dessus condition initiale de départ, a gauche premiére itération,

a droite deuxiéme itération (cas 4
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5.9.2 Evolution du modéle adjoint en fonction de la condition
initiale optimale au cours des itérations de Newton
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FiG. 5.10 — Adjoint P en fonction de la condition initiale optimale obtenue au cours
des itérations de Newton : au dessus condition initiale de départ, & gauche premiére
itération, a droite deuxieéme itération (cas 1)
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itération, a droite deuxiéme itération (cas 2)
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modele adjoint P: iteration O (cas 3)
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FiG. 5.12 — Adjoint P en fonction de la condition initiale optimale obtenue au cours
des itérations de Newton : au dessus condition initiale de départ, & gauche premiére
itération , a droite deuxiéme itération (cas 3)
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modele adjoint P: iteration 1 (cas 4)
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5.9.3 Evolution de l’état et du
itérations de Newton

iteration 1 (cas 1)
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FiG. 5.14 — Evolution modeéle adjoint et modéle direct (cas 1)
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X a riteration 1 (cas 3)
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5.9.4 Reésultats numériques pour la résolution de V.J (u) =0

Pour ces tests numériques, nous considérons , les quatre configurations temporelles
des observations correspondantes a quatre valeurs du vecteur de parameétres.

Le premier travail a réaliser consiste a trouver la condition initiale ug telle que le
Hessien de la fonction coit en wug, H (ug), soit défini positif. Cette valeur de ug nous
servira de point de départ dans I'algorithme (5.34)-(5.39) de résolution de V.J (u) = 0.
Ce point de départ se trouve sans aucune difficulté car la résolution du systéme d’op-
timalité au début du paragraphe 5.9 (c.f. graphes 5.5) nous donne ce ug. En effet, en
ce point ug, H (uo) est nécessairement défini positif ceci n’exprime rien d’autre que la
condition suffisante d’existence d’une solution (au moins locale) unique au probléme
d’optimisation. Ce point ug nous sert de point de départ de 1’algorithme de Newton.

Nous avons effectué la décomposition spectrale du Hessien suivant les quatre dis-
tributions temporelles des observations. Dans chaque cas, nous avons effectué 100 ité-
rations de D'algorithme Lanczos. Cette étape est utilisée pour vérifier si la matrice
hessienne au point wug est définie positive. On constate sur les courbes du graphique
(5.16) que, quelque soit la configuration choisie, toutes les valeurs propres sont stricte-
ment positives, et donc le Hessien est défini positif au point wu.

Problémes Anin Anaz Cond. critére de convergence
Cas 1 0.643031  0.982707  1.528241
Cas 2 0.878232  0.878984  1.000855 A — Ao| 10710

Cas 3 0.8205396  1.053039 1.283350 n valeur de la niéme itération
Cas 4 0.817760 0.9305687 1.1379480

TAB. 5.1 — Valeurs de la plus petite valeur propre (A.;,), de la plus grande valeur
propre (Aq.) et du conditionnement du Hessien (Cond.) de la fonction cofit pris a la
condition initiale optimale, servant de point de départ dans 1’algorithme de Newton.
Les quatre cas correspondent aux différentes configurations temporelles des données.
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FiG. 5.16 — Toutes les valeurs propres correspondant aux quatre configurations tem-
porelles des données : au dessus a gauche cas 1 et a droite cas 2; au dessous a gauche
cas3, a droite cas 4
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Nous présentons a présent, les résultats obtenus en mettant en ceuvre 1’algorithme
de Newton (5.34)-(5.39). On se fixe comme condition d’arret :

[oallx = llttntr — wally < e=107" (5.69)

Sur les graphiques (5.17), (5.19), (5.21) et (5.23), nous avons représenté pour les
quatre configurations temporelles : & gauche la norme du gradient au cours des itéra-
tions, a droite ’évolution de la norme de u. Et sur les figures (5.18, 5.20, 5.22, 5.24),
en trait continu, la norme du résidu au cours des itérations, dans le processus d’inver-
sion du Hessien, en pointillé, la norme du résidu a lors de la derniére inversion. Cette
inversion est faite a chaque étape en résolvant le probléme de minimisation :

vt =il g(v),
o(0) = S(H () v,0) = (V7 (un) ),

ainsi, nous pouvons utiliser une méthode de type descente ou gradient conjugué pour
la minimisation de g.
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FiG. 5.17 — Evolution du gradient de la fonction cotit (gauche) et de la norme de u
(droite) au cours des itérations (cas 1)
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FiGg. 5.18 — Norme du résidu au cours du processus d’inversion : en trait continu
premiére inversion, en pointillés, derniére inversion (cas 1)
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FiG. 5.19 — Evolution du gradient de la fonction cotit (gauche) et de la norme de u
(droite) au cours des itérations (cas 2)
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FiGg. 5.20 — Norme du résidu au cours du processus d’inversion : en trait continu
premiére inversion, en pointillés, derniére inversion (cas 2)
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FiG. 5.21 — Evolution du gradient de la fonction cotit (gauche) et de la norme de u
(droite) au cours des itérations (cas 3 )
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FiGg. 5.22 — Norme du résidu au cours du processus d’inversion : en trait continu
premiére inversion, en pointillés, derniére inversion (cas 3)
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FiG. 5.23 — Evolution du gradient de la fonction cotit (gauche) et de la norme de u
(droite) au cours des itérations (cas 4)
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FiGg. 5.24 — Norme du résidu au cours du processus d’inversion : en trait continu
premiére inversion, en pointillés, derniére inversion (cas 4 )

Commentaires

Nous constatons que la méthode de Newton globale convergence au bout d’une
itération ce qui confirme les résulats théoriques, en effet nous avons a résoudre un pro-
bleme quadratique. Pour la résolution de V.J (u), I'algorithme de Newton nous fournit
des résultats trés satisfaisants. On arrive a avoir une décroissance du gradient de la
fonction cotit jusqu’a 107% pour les cas 1 et 4, et 107" pour le cas 3 (figures 5.17,
(5.21) et (5.23). Ces résultats semblent bien meilleurs comparativement a 1’algorithme
d’optimisation de type descente (quasi-Newton) classiquement utilisé jusqu’a présent
(c.f. [38]) et dans laquelle nous ne disposions d’aucune information sur le Hessien de
la fonction cott. En fait dans cet type d’algorithme, le Hessien est approché par les
variations successives du gradient de la fonction coiit entre deux itérés. Le prix a payer
dans la méthode de Newton mis en ceuvre est 1'utilisation de ’adjoint au second ordre
obtenant de fait le Hessien (produit du Hessien par un vecteur) exact. La qualité des
résultats obtenus ici est & ce prix. La méthode de Newton a en outre I'avantage de nous
fournir une indication sur le choix du first guess, ce qui n’est pas le cas des algorithmes
de type descente (quasi-Newton par exemple), cet avantage est non des moindres car,
pour cet type d’algorithme utilisé en boite noire, les résultats obtenus sont forcément
liés a ce point de départ (first guess) notamment lorsque la fonctionnelle & minimiser
n’est pas quadratique.
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5.10 Conclusion

LLa méthode de Newton est un outil extrémement puissant permettant entre autres
applications de résoudre les problémes d’assimilation variationnelle de données. Sa
mise en ceuvre nécessite 'utilisation des équations adjointes au second ordre. Pour
les modéles géophysiques généralement fortement non-linéaires, ¢’est probablement un
des outils qui prend en compte le mieux les caractéristiques de non-linéarités de ces
modéles.



Conclusion

Dans les sciences environnementales, ’assimilation de données basée sur les tech-
niques de contréle optimal a montré son efficacité pour la reconstitution des champs
a partir des observations et d’un modeéle (principalement en météorologie et en océa-
nographie). En hydrologie, cette méthode permet toujours a partir d’'un modéle et des
observations d’approcher les paramétres physiques qui ne sont pas toujours accessibles
au travers des mesures expérimentales. Son application dans ces problémes géophy-
siques a déja donné de nombreux résultats satisfaisants et concrets et son utilisation
devient de plus en plus courante voire indispensable.

[’analyse de sensibilité utilisant les équations adjointes au second ordre nous a
permis de réaliser une analyse a posteriori de notre processus d’identification. Il était
donc naturel de voir sous quelle contexte obtenir ces informations du second orde via
la différentiation automatique.

Sur le plan numérique et sous 1’hypothése de «l’exactitude» des modéles utilisés,
I'utilisation de ’assimilation variationnelle donne de résultats d’identification qui sont
«acceptables» sous reserve que 'on ne s’écarte pas trop des contraintes exigées par
cette méthode.

Nous avons dans la premiére partie (chapitre 1) de ce travail réalisé une investi-
gation du modéle physique ce qui nous permis de définir les différentes formulations
des modeéles d’écoulement en zone non-saturée, I’équation aux dérivées partielles non-
linéaire de type parabolique quasilinéaire qui en découle a été résolue dans une classe
spécifique d’espaces fonctionnels.

Pour la phase d’identification proprement dite abordée au chapitre 2 nous avons
obtenu de bons résultats en utilisant les données synthétiques non bruitées et des ré-
sulats d’identification sur les données réelles prometteurs.

Dans la troisiéme partie (chapitre 3), grace aux techniques d’analyse au second
ordre et en suivant la démarche décrite dans [81, 26], nous avons réalisé¢ une étude a
posteriori de notre processus d’assimilation variationnelle de données. Cette étude est
basée uniquement sur le Hessien de la fonction cofit (produit par un vecteur) et son
inversion permet de réaliser 'analyse de sensibilité par rapport aux observations. Cela
nous a également permis de réaliser un travail portant sur la configuration temporelle
des observations et de calculer la variation du conditionnement du Hessien en fonction



de la distribution des observations. Nous retenons de nos expériences numériques qu’il
est indispensable de favoriser la densité temporelle des observations méme si en pra-
tique cela est tres fastidieux et trés difficile : c’est le prix & payer pour espérer avoir
une bonne identification.

La difficulté dans les études entreprises dans les trois premiéres parties est essen-
tiellement liée a I’écriture des codes adjoints notamment avec I'introduction des termes
du second ordre. Au vu des récents progrés de la différentiation automatique, il nous
a paru naturel de reprendre les études réalisées au premier et au second ordre par le
différentiateur automatique Odyssée dans la quatriéme partie (chapitre 4). Ce choix
va de soit compte tenu non seulement des difficultés extrémes inhérentes a la codifica-
tion des dérivées manuelles mais aussi a I'impossibilité de coder a la main des dérivées
exactes. Avec I'utilisation du générateur automatique de code 0dyssée en mode linéaire
tangent et en mode cotangent, nous avons repris les études entreprises antérieurement
et nous avons obtenu des résultats satisfaisants avec pour point de départ, le modeéle
direct uniquement. Du fait que notre modéle direct était de taille réduite, I’encombre-
ment mémoire en mode inverse est resté suffisamment raisonnable pour permettre le
traitement des codes dérivés de notre modéle d’écoulement en zone non-saturée sur une
station de travail. Nous avons toute fois noté dans nos applications numériques, que
Odyssée consomme trois fois plus d’espace mémoire.

Nous avons terminé ce travail de thése en utilisant les méthodes de Newton en
assimilation de données. Pour ce faire, le probléme a été au préalable redéfini de sorte
a réduire le probléme a un probléme quadratique afin d’espérer une convergence rapide.
La variable de contréle se limitant uniquement a la condition initiale en utilisant les
parameétres hydrodynamiques obtenus au chapitre 2.
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Résumé

La détermination de certains paramétres hydrodynamiques dans les modéles d’écou-
lement en zone non-saturée (et plus généralement dans certains modeéles géophysiques)
requiert I'utilisation d’un modele et de données d’observations. Le but de ce travail est
de proposer une méthode d’assimilation variationnelle de données permettant de re-
constituer ces parameétres en tenant compte des observations et du modéle. La méthode
proposée est fondée sur les techniques de contréle optimal.

Le travail mené dans cette étude porte sur l'identification de paramétres sur le
modéle de Richards monodimensionnel ainsi que sa mise en ceuvre numérique. Au
préalable, une investigation de la physique liée & notre problématique est explorée.
Les données a assimiler sont les mesures d’infiltration cumulée et le vecteur de controéle
choisi est constitué de la condition initiale, des conditions aux limites et des parameétres
hydrodynamiques. C’est ainsi que suivant certaines distributions des observations (in-
filtration cumulée observée), le parameétre de contréle est reconstitué. Cette phase est
suivie par une étude a posteriorit basée sur les études au second ordre qui permettent
d’estimer ’erreur de 'identification, 'influence de la configuration temporelle des obser-
vations sur la qualité de 'identification ainsi qu’une bonne compréhension du processus
de minimisation. La dérivation automatique a ’aide du logiciel de différentiation au-
tomatique 0dyssée est utilisée pour déduire les informations du premier et du second
ordre. Enfin, en se servant des études au second ordre réalisées, nous appliquons 1’al-
gorithme de Newton au systéme d’optimalité.

Mots-clés : équation de Richards, assimilation variationnelle de données, modéle
adjoint, systéme d’optimalité, infiltration cumulée, adjoint au second ordre, analyse de
sensibilité, dérivation automatique.

Abstract

Some hydrodynamic parameters for unsaturated flow models cannot be measured,
they have to be tuned with respect to the observations and the ouput of the model. The
objective of this work is to propose a variational data assimilation method allowing to
retrieve these parameters by combining the model and the observation. The method 1s
based on optimal control theory.

The work deals with the problems of parameters identification with monodimen-
sional Richard’s model. As a preliminary, an investigation of the physics related to the
problem is explored. The data to be assimilated are measurements of cumulative infil-
tration and the control vector selected is the initial condition, the boundary conditions
and the hydrodynamic parameters. Thus according to certain distributions of the oh-
servations (observed cumulative infiltration), the control parameter is retrieved. This
phase is followed by an a posteriori study based on the use of second order adjoint
which allows to estimate the discrepancy, the influence of the temporal configuration
of the observations on the quality of the identification as well as a good understanding
of the minimization process. Automatic derivation through the differentiator Odyssée
is used to compute first and the second order information. Lastly, by using previous
second order studies realized, Newton algorithm is applies to the optimality system.

Key-words : Richard’s equation, variational data assimilation, adjoint model, optima-
lity system, cumulative infiltration, second order adjoint, sensitivity analysis, automatic
differentiation.



