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Détermination géométrique de chemins géodésiques
sur des surfaces de subdivision

Un chemin géodésique entre deux points sur une surface de R est un plus court chemin
local. Nous proposons deux méthodes de calcul de géodésiques qui ont ’originalité d’utiliser
des outils de modélisation géométrique dans ce contexte de géométrie différentielle.

La méthode de minimisation propose de travailler sur des surfaces paramétrées et d’étudier
le probleme en se plagant dans ’espace des parametres. Les courbes considérées y sont les cour-
bes de Bézier et les courbes splines. Leurs points de controle constituent les variables par rap-
port auxquelles la longueur du chemin image sur la surface est minimisée. L’implémentation
de cette méthode d’approximation et sa validation sont développées.

La méthode de subdivision propose de travailler sur des surfaces de subdivision, limites
d’une suite de réseaux générés par un schéma de subdivision. Une méthode itérative de calcul
exact de chemin géodésique sur une surface polyédrique est développée. Celle-ci permet ainsi
de calculer une suite de chemins géodésiques sur les surfaces polyédriques issues des réseaux
de controéle successifs. La convergence de cette suite de chemins géodésiques est traitée et de
nombreux exemples sont présentés.

Quelques applications sont enfin proposées: la génération de maillages surfaciques et la
modélisation des fibres du myocarde pour 'imagerie médicale.

Mots-clés : plus court chemin, géodésique, minimisation de longueur, schéma de subdivision,
surface de subdivision, surface polyédrique, formule de commutation, maillage, myocarde

Geometric computation of geodesic paths
on subdivision surfaces

Geodesic paths between two points on a surface of R?* are local shortest paths. We propose
two methods to compute them ; these ones are innovative because they use Computer Aided
Geometric Design tools in this context of differential geometry.

The minimisation method considers parametric surfaces and studies the problem in the
parameter domain. Bezier and spline curves represent there the approximation class. Their
control points are the variables for the minimization of the length of the image path on the
surface. The implementation of this approximation method and its validation are developed.

The subdivision method considers subdivision surfaces, limits of a sequence of control nets
generated by a subdivision scheme. An iterative and exact method to compute geodesic paths
on polyhedral surfaces is developed. This leads to the computation of a sequence of geodesic
paths on the polyhedral surfaces associated to the successiv control nets. The convergence of
the path sequence is discussed and we present results illustrated by examples.

Some applications are finally given: surface mesh computation and myocardium fibres
modelling in a medical context.

Keywords : shortest path, geodesic path, length minimization, subdivision scheme, subdivi-
sion surface, polyhedral surface, commutation formula, mesh, myocardium
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Espace

£Y)

B (a,b)

H(a,b)

Notations

espace des parametres avec pour parametres (u,v)
ensemble des courbes de Bézier de degré n définis entre a et b dans D
ensemble des chemins continus entre a et b dans ©

Réseaux, grilles, maillages, matrices

P, Pk
X, Xk
A, AF
E, EF
D, D
T, T

I

réseaux de points de controle

grilles de noeuds pour les schémas de subdivision
matrices associées & un schéma de subdivision
réseaux canoniques de points de controle

réseaux des différences divisées

maillages dans R? et ©

premiere forme fondamentale liée & la surface S

Objets géométriques et fonctions les paramétrant le cas échéant

Les objets géométriques sont notés avec des caracteres calligraphiques dans R3. Les fonc-
tions les paramétrant sont notées avec la méme lettre majuscule en caracteres droits. Les
objets géométriques dans ® sont notés avec des caractéres minuscules italiques. Les fonctions
les paramétrant sont notées avec la méme lettre minuscule en caractéres droits.

S

S
PO,Pk
c, ck
g, Gk
c7g

¢, ®
E e &
f’ f? g
L

T, N,
K

@

surface paramétrée de ® dans R? dans la premiere méthode
surface de subdivision dans R? dans la deuxiéme méthode
fonction limite d’un schéma de subdivision

polygodnes ou surfaces polyédriques qui interpolent P et P¥
chemins sur S, PF

chemins géodésiques sur S, P*

chemin quelconque et projection de G dans ©

chemin quelconque et géodésique dans la séquence mise a plat
séquences d’arétes dans R?, D et mise & plat

séquences de faces dans R?, © et mise & plat

liste des sommets pivots

tangente, normale

compact de R?, compact de ®

ouvert, voisinage d’un point

courbure, courbure géodésique et courbure normale



Points
P; points de contréle dans le cas courbe ou & topologie quelconque
P points de controle dans le cas d’une surface produit tensoriel
Pik, PZ; points de controle 4 la k-ieéme subdivision
A AF aa points source sur S, P¥, dans ® et dans la séquence mise a plat
B, B* a,a points destination sur S, P¥, dans D et dans la séquence mise & plat
M,..., M*, ... points de R?, points sur P*
m,...,m,... points dans © et dans la séquence mise a plat

Fonctions de base, opérateurs

A, AF opérateurs linéaires définissant un schéma de subdivision

Ay, A’f opérateurs linéaires associés au schéma des différences divisées
D, DF opérateurs des différences divisées

A, A;, Aj  opérateurs des différences finies

B, polynémes de Bernstein

Ny courbes B-splines

oF fonctions d’échelle

Angles, poids, coeflicients

a masque d'un schéma de subdivision
Ai poids barycentriques d’un point dans un triangle
& sommet des angles autour d’un sommet

Constantes

K nombre de subdivisions pour la méthode de subdivision
M,N nombre de points de controle



Introduction

Les géodésiques correspondent, dans leur définition la plus générale & des lignes suivant
lesquelles une énergie est localement minimisée. Elles sont de ce fait présentes dans de nom-
breux phénomenes naturels: disposition de fibres, trajectoires de particules libres soumises a
un champ de force, cadre dans lequel se place notamment la théorie de la relativité avec le
calcul de géodésiques dans des espaces courbes, ...

Nous nous intéressons dans ce qui suit aux géodésiques dans le contexte suivant: nous
considérons des surfaces de R?, deux fois dérivables, sur lesquelles nous allons calculer des
lignes géodésiques au sens ou elles sont localement de longueur minimale. Les notions de plus
court chemin et de chemin géodésique entre deux points sur une surface de R? sont donc
étroitement liées par le fait que les géodésiques sont des plus courts chemins locaux et que
les plus courts chemins globaux sont portés par des géodésiques.

Dans la littérature et dans un contexte appliqué, la définition différentielle d’une géodé-
sique mene & la caractériser par le biais d’équations différentielles (cf [Do Carmo, 1976]). La
résolution de ces équations avec des méthodes numériques constitue I’approche classique pour
déterminer les géodésiques. Parmi les méthodes numériques déployées, il y a les méthodes
de tirs (cf [Duflos et al., 1988]), des méthodes itératives (cf [Maekawa, 1996]). Une approche
différente consiste a formuler le probleme de recherche de plus court chemin sur une surface
en termes de propagation de contours: elles conduisent également a la résolution d’équations
différentielles. [Kimmel et al., 1994, Kimmel and Sapiro, 1995] développent ces travaux en se
placant dans I’espace des parameétres. [Huot et al., 1999, Cohen and Herlin, 1997] reprennent
cette idée dans le cadre d’une application des géodésiques en météorologie.

Nous introduisons une approche différente pour la détermination d’un plus court che-
min ou de chemin géodésique entre deux points sur une surface de R?, en proposant deux
méthodes. Nos méthodes ont la spécificité d’utiliser des outils géométriques, démarche in-
novante dans un tel contexte de géométrie différentielle. Elles présentent l'originalité et I'a-
vantage d’approcher ces plus courts chemins sans passer par les méthodes classiques, qui
requierent de résoudre des équations. Elles sont robustes dans le sens ol les points source
et destination sont fixés. Elles sont itératives car partent d’un chemin initial entre ces deux
points. Elles sont performantes en temps de calcul et permettent de générer des maillages
géodésiques.

Dans la premiere partie, nous exposons la méthode de minimisation. L.’idée consiste a
calculer un plus court chemin entre deux points donnés en minimisant la longueur & partir
d’un chemin initial. Les outils géométriques utilisés sont des courbes de Bézier et des courbes



splines qui constituent une classe de courbes, considérée dans I'espace des parametres, pour
I’approximation du plus court chemin. Nous exposons I'implémentation de la méthode en
présentant la classe d’approximation, le calcul de la longueur et ce qui a trait & la minimisa-
tion comme l'existence d’une meilleure approximation. Nous proposons ensuite un critere de
validation des chemins calculés et présentons enfin des résultats numériques.

Dans la deuxieéme partie, nous exposons la méthode de subdivision. Nous nous penchons
sur une description des schémas de subdivision et de leurs propriétés pour caractériser les
surfaces auxquelles notre méthode s’applique. Utilisant les propriétés de subdivision des sur-
faces, I'idée est basée sur la recherche de chemins géodésiques sur les différents réseaux de
controle a des étapes successives de subdivision. Ceci raméne donc le probléme au calcul de
chemin géodésique sur une surface polyédrique. La propriété de convergence des réseaux vers
la surface donne alors une approximation d’un chemin géodésique sur la surface limite. Nous
traitons ensuite la convergence de I’algorithme proposé ; nous présentons et discutons enfin
les résultats autour d’exemples détaillés et analysons le coiit de la méthode.

Dans la troisiéme partie, nous présentons des applications qui utilisent nos outils. Nous
construisons des maillages géodésiques dans un cadre d’optimisation de maillages. Nous
présentons enfin une application en imagerie médicale, plus précisément dans la modélisation
des fibres du myocarde par des géodésiques.



Premiere partie

Méthode de minimisation






Méthode de minimisation

Introduction

Soit S une surface réguliere de R3, compléte! et sans auto-intersection, définie paramé-
triquement sur un ouvert? ® de R? par:

S : ® — R3
(u,v) — S(u,v)
La méthode de minimisation que nous présentons dans cette premiére partie consiste a
approcher le plus court chemin entre deux points A et B de S en se placant dans I’espace

des parameétres ®. Aux points A et B correspondent deux points a et b de D, c’est-a-dire
A = S(a) et B =S(b). Nous considérons une courbe ¢ de ® définie par:

c:[0,1] =, t—c(t), c0)=a, c(l)=h.
Son image sur S est donnée par S o ¢, de sorte que
Soc(0)=A et Soc(l) =B,

et objectif est de minimiser la longueur de la courbe tracée sur S':

1
/ 1(S 0 o)'|| dt.
0

Cette minimisation se fait par rapport aux variables décrivant la courbe ¢ dans ®. Nous y
considérons des courbes polynomiales, décrites dans le formalisme Bézier ; leurs images for-
ment un sous-ensemble de I’ensemble des courbes sur S dans lequel nous allons chercher le
plus court chemin entre A et B. Nous appelerons cet ensemble de courbes sur la surface
classe d’approximation.

L’intérét de se placer dans ® est de pouvoir étudier le probleme en considérant directement
la contrainte liée a la surface. Cette considération par 'intermédiaire de ®© est relativement
naturelle: muni de la métrique associée a la premiere forme fondamentale I en tout point de
la surface S, ® constitue alors un espace riemannien dans lequel la longueur d’un chemin ¢

est:
/1 Ve @) T I (t) dt
0

Nous rejoignons la précisément notre probleme puisque les deux intégrales correspondent au
méme calcul.

1. La surface est compléte au sens géodésique, c’est-a-dire que toute géodésique peut étre de longueur
infiniment grande.

2. Si ® est un domaine fermé, nous supposons que S est prolongée par continuité sur un ouvert le contenant
(cf [Gallier, 2000], page 469).



Le principe de cette méthode est simple mais une étude plus approfondie souléve des que-
stions en ce qui concerne 'implémentation et la validation. Le chapitre 1 présente les différents
points liés & I'implémentation: le choix de la classe d’approximation qui va déterminer les
variables de minimisation, le calcul de la longueur et la mise en place de la minimisation. Le
chapitre 2 propose un critére de validation des courbes calculées par la minimisation, basé
sur la courbure géodésique; le choix de la paramétrisation et du coiit de la méthode sont
abordés et des exemples sont présentés.



Chapitre 1

Implémentation

Ce chapitre présente d’abord la classe d’approximation considérée. Nous parlons ensuite
du choix des routines de calcul de la longueur et de minimisation. Nous établissons I’existence
d’une meilleure approximation dans la classe d’approximation choisie et discutons le choix
de l'initialisation en ’illustrant par des exemples.

1.1 Classe d’approximation

Notre choix d’'une classe de courbes d’approximation dans ® s’est porté sur les courbes
de Bézier et les courbes splines écrites dans le formalisme Bézier. Comme notre objectif est
de construire des maillages géodésiques ' par le biais de cette méthode, nous sommes amenés
a:

1. calculer de nombreux chemins géodésiques. C’est pourquoi nous allons choisir une mi-
nimisation avec peu de variables pour des raisons de cout, autrement dit des courbes
de Bézier de degré peu élevé.

2. considérer des chemins relativement? courts. Ceci justifie le choix Bézier et le degré peu
élevé.

Si toutefois les chemins a calculer sont relativement longs, il peut en découler une certaine
rigidité de ces courbes face & laquelle un raffinement est proposé par subdivision des courbes
de la classe d’approximation ou par élévation de leur degré.

1.1.1 Formalisme Bézier

Nous nous plagons dans ® ol nous considérons la classe d’approximation constituée des
courbes de Bézier polynomiales de degré n, définies par leurs points de controle.

Bn(aab) = {C e ZpiBn,i(t)ap(] = Q,Pn = b}
=0

Les deux points de controle extrémaux coincident avec a et b et les points de controle internes
jouent le role de parametres libres qui permettent 'optimisation. Ce formalisme présente ici

1. Les maillages géodésiques sont développés dans la partie III sur les applications, chapitre 1, page 113.
2. Les chemins sont relativement courts au sens ol leur extrémités sont d’autant plus rapprochées que la
courbure de la surface est forte.
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un premier intérét qui réside dans I’inclusion des contraintes de position aux extrémités dans
Iécriture des courbes. La correspondance entre les courbes de Bézier de B, (a, b) et le polygone
des points de controle internes P sera notée par la suite:

cp(t) = ZpiBn,i(t)
i=0

Remarque 1.1 Par abus de langage, nous allons parler de la classe d’approzimation des
courbes de l’espace des paramétres, ou des polygones de controle correspondants, avec a l’esprit
naturellement qu’il s’agit de déterminer une meilleure approzimation du plus court chemin
sur la surface donc avec une association implicite des images des courbes sur la surface S.
Il est a noter que cet abus de langage est justifié si nous considérons ’espace riemannien ®
muni de L, la métrique lide a la premiére forme fondamentale de la surface S.

Premiere approximation avec des courbes de degré faible

En premiére approximation, la classe d’approximation est restreinte & des courbes de degré
faible. Dans le cas des courbes quadratiques, nous pouvons visualiser la fonction longueur en
fonction de la position du point de contrdle interne de la courbe de Bézier et ainsi observer
la sensibilité de la solution, c’est-a-dire le plateau éventuel ou la longueur est minimale.

(b)

Fic. 1.1 - Visualisation de la fonction longueur, de ses lignes de niveau et de son champ
de gradient en fonction du point de minimisation - (a) Exemple sur une surface de
Bézier. (b) Exemple sur une surface avec inflexion définie par la paramétrisation (u,v) —
(u,v, /| — log(v) — u?|) avec comme points extrémités (0,1) et (1,0).

Les courbes quadratiques se sont cependant avérées rigides dans de nombreux cas de figure;
dans nos travaux ultérieurs, nous souhaitons effectuer une étude concernant le coiit et la
qualité d’approximation en fonction du nombre de variables de minimisation.

Courbes splines

La flexibilité des courbes splines de degré n peut étre requise. Ces courbes polynomiales
par morceaux ne sont néanmoins pas écrites dans la base des fonctions B-splines, mais décrites
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\

1T,

Fi1Gc. 1.2 — Classe d’approximation dans l’espace des parameétres ©.

avec le formalisme Bézier. Ce dernier présente l'inconvénient de manipuler plus de points
de controle que le formalisme B-spline qui tient compte des conditions de raccordement,
mais a l'avantage d’inclure les conditions de positions aux extrémités. Il s’inscrit également
directement dans le contexte considéré de par le fait que cette classe d’approximation apparait
au sein d’un processus de raffinement par subdivision.

1.1.2 Raffinement

Si la premiére approximation calculée est trop rigide®, nous proposons de la raffiner. Ici se
présente & nouveau I'intérét du formalisme Bézier puisque nous avons & disposition deux outils
permettant d’augmenter la flexibilité de la courbe: la subdivision et I’élévation de degré. Les
figures 1.3 et 1.4 illustrent le processus: la premiere phase consiste & considérer une courbe de
degré faible, & partir de laquelle nous calculons par minimisation une approximation grossiére
du chemin recherché. Nous appliquons ensuite I'un des deux outils suivants.

La subdivision : la courbe obtenue est subdivisée, ceci dédouble son nombre de points de
controle intérieurs et engendre une courbe spline (cf figure 1.3). Il y a dans ce cas de
figure perte de la continuité C' au niveau du point de jonction, que nous espérons
néanmoins retrouver aprés minimisation par des phénoménes de tension.

minimisation subdivision minimisation

\
A/\/ R \//\/\/m

Initialisation
Fi1G. 1.3 — Raffinement par subdivision a partir d’une courbe quadratique.
L’élévation de degré: le degré de la courbe obtenue est élevé et son nombre de points de

controle intérieurs augmente (cf figure 1.4). Ici, la continuité C' — voire C* — en tout
point de la courbe est conservée.

3. La rigidité est évaluée selon le critere de validation exposé dans le chapitre 2, page 25.
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&\ / minimisation de degre \\ p minimisation
Initialisation

F1G. 1.4 — Raffinement par élévation de degré a partir d’une courbe quadratique.

Une nouvelle phase de minimisation est alors effectuée, avec comme initialisation la solution
de la minimisation a 1’étape précédente. Les étapes de subdivision ou d’élévation de degré
sont ensuite répétées si nécessaire, éventuellement en combinant ’'une et I’autre, avec ainsi la
possibilité de raffiner la courbe d’approximation localement. Pas & pas, elle devient de plus
en plus flexible et ceci permet d’atteindre la précision d’approximation désirée.

1.2 Longueur

La courbe C entre A et B sur la surface S, image d’une courbe ¢ de B,(a,b) a pour
longueur une expression fonction des points de contrdle internes de c:

Ln = (R = Ry
1
P o L,(P)= / I(Soce) | dt
0
Le calcul numérique de l'intégrale est basé sur la formule de Simpson, trés utilisée dans

la pratique car I’approximation converge tres rapidement vers l'intégrale quand le parameétre
de discrétisation r, pair, tend vers oo.

/Olf(t)dt - %[f(o) +4f(%) +2f(§) +---+2f(r — 2) +4f(r — 1) +f(1)]

r T T

L’erreur induite par cette approximation du calcul d’intégrale est en O(r—14) et le résultat est
exact pour les polynomes de degré 3.

L’application qui associe & un polygone P de (R?)"~! une courbe de B,,(a, b) est continue.
Comme D'application définissant la surface est réguliere, L,, est continue.

1.3 Minimisation

Notre probléme d’optimisation consiste & déterminer un minimum P* de (R?)"~! pour la
fonctionnelle longueur Ly, :

VP e (R)"! L,(P*) < L,(P)

Ici, Pavantage de Iécriture dans le formalisme Bézier apparait clairement, puisqu’il permet
d’exprimer une optimisation sans contrainte.

Notre choix arbitraire de la procédure de minimisation s’est porté sur la méthode classi-
que de gradient conjugué. Il s’avérerait cependant intéressant d’y consacrer une étude plus
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approfondie, en prenant en considération les exigences requises pour que la routine de mi-
nimisation soit adaptée aux besoins spécifiques de notre probléme. D’un point de vue plus
théorique, nous établissons 'existence d’une meilleure approximation et voyons ensuite la
sensibilité de la solution liée a l'initialisation.

1.3.1 Existence d’une meilleure approximation

Notons #(a,b) 1’espace des chemins continus qui relient a et b dans ©. Le théoréme de
Hopf-Rinow (cf [Gallot et al., 1990, Do Carmo, 1976]) établit ’existence d’un plus court che-
min entre deux points sur une surface complete. Il y a donc existence d’une meilleure appro-
ximation dans #(a, b) correspondant sur S & un plus court chemin porté par une géodésique.
Cependant, dans la classe restreinte que nous considérons, la classe d’approximation des
courbes de By, (a,b), il nous faut établir ’existence d’une meilleure approximation. Si nous
supposons qu’il existe une meilleure approximation P* dans (R?)" !, autrement dit cp- dans
B, (a,b), elle correspond alors & un chemin C* sur S de longueur minimale entre A et B dans
la classe d’approximation. Nous adoptons la démarche suivante qui consiste a restreindre:

1. la surface S & un domaine compact I ou se trouve, si elle existe, la courbe de longueur
minimale C* dans la classe d’approximation.

2. T’espace des parametres ® a un domaine compact £ ol se trouve, si elle existe, la courbe
de Bézier c¢p+~ dont I'image sur S est C*.

3. le domaine de (R?)”~! & un domaine compact K o1 se trouvent, s’ils existent, les points
de controle P* correspondant a cpx.

Ceci nous permettra de conclure.

Restriction de S & un domaine compact

Considérons ¢y une initialisation de la classe d’approximation By, (a, b). Son image Cy sur S
a pour longueur Ly. Nous construisons maintenant sur S le disque géodésique de centre A et
de rayon Ly : il s’agit des points a distance géodésique de A sur la surface S inférieure ou égale
a Lg. Ce disque contient donc B. Il est borné car inclus dans la boule euclidienne de centre
A et de rayon Ly de R3. Nous construisons de la méme maniere le disque géodésique fermé
borné de centre B et de rayon Lg. L’intersection de ces disques géodésiques est le domaine C,
fermé borné pour la métrique de S. En considérant S comme une sous-variété de R?, munie
de la métrique liée a la premieére forme fondamentale, les ouverts de S correspondent & la
trace d’ouverts de R? et la trace des compacts de R? sont les compacts de S.

(e <y

FiG. 1.5 — Disques géodésiques.

Lemme 1.1 Le chemin initial Cy appartient au domaine compact K.



vnoAriines 1. 1VIELIVIVIEIN LA LTTUIN

Démonstration :

Co est un chemin continu de longueur L reliant A et B. Soit P un point de Cy. La distance
entre A et P (resp. entre P et B) le long de Cy, chemin sur la surface S, est inférieure ou
égale & Lg. La distance géodésique entre A et P (resp. entre P et B) sur S est donc inférieure
ou égale a Lg, car la distance géodésique est la plus courte distance entre les points sur la
surface. P appartient donc au disque géodésique de centre A et de rayon Lg (resp. de centre
B et de rayon Lg). P appartient donc & Uintersection de ces deux disques, c¢’est-a-dire K.

Comme Cy est un chemin continu, que tout point de Cy appartient a X, Cyp appartient
donc a K.

O

Par la suite, nous parlerons de plus court chemin ou de meilleure approximation, au
singulier, c’est-a-dire en utilisant le plus court chemin ou la meilleure approximation, en
sachant qu’il n’y a pas forcément unicité.

Lemme 1.2 Le plus court chemin entre A et B sur S, parmi l’ensemble des chemins con-
tinus, se trouve dans K. Le plus court chemin entre A et B sur S, image d’une courbe de
By (a,b), s’il existe, se trouve dans K.

Démonstration :

Considérons Cey¢ un chemin continu entre A et B qui ne se situe pas entierement dans
K. 11 existe alors M un point de Cqpy qui n’appartient pas & K. Par construction de K, la
longueur de la portion de chemin de C.y; entre A et M ou entre M et B est strictement
supérieure a Ly et Ceyy ne peut donc étre plus court chemin.

Comme Cj est un chemin continu de longueur Ly, le plus court chemin parmi ’ensemble
des chemins continus entre A et B est de longueur inférieure ou égale & Ly. De plus, comme
Co appartient a la classe d’approximation, le plus court chemin entre A et B dans la classe
d’approximation, s’il existe, est de longueur inférieure ou égale a L.

Comme tout chemin continu entre A et B qui ne se situe pas entierement dans /C est
de longueur strictement supérieure & Lg, le plus court chemin parmi ’ensemble des chemins
continus entre A et B se situe donc dans K. De méme, si nous considérons un chemin dans
la classe d’approximation qui n’est pas inclus dans IC, sa longueur est strictement supérieure
& Lg. Ainsi le plus court chemin entre A et B dans la classe d’approximation, s’il existe, se
situe donc dans K.

O

La délimitation de la surface par ce domaine compact K permet de borner la zone dans
laquelle se trouve le plus court chemin.

Projection de K dans ’espace des parametres

Proposition 1.1 Soit K un compact de S. 1l existe un compact K de ’espace des parameétres
dont l'image sur S contient .

Démonstration :
Comme la surface est réguliere, S est localement bijective et C'. D’aprés le théoréme
d’inversion locale, "application S est donc localement difféomorphe.
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Soit I un compact de S. En tout point P de K, il existe un ouvert O(P) de S inclus
dans la boule fermée B;(P) de centre P et de rayon 1 (au sens de la métrique sur S) tel que
Papplication S admette une application inverse SISI définie sur O(P). Par construction:

Kc|Jow
PeK

Nous pouvons donc en extraire un sous-recouvrement fini | J Finie O(P;) qui contient K. Nous

considérons les compacts O(P;). Prolongée par continuité sur la frontiere de O(F;), Sl_%-l est

une application continue sur O(F;). L’image du compact O(P;) par SI_DZ_I, notée K; est donc
un compact de ®.

f=J & s®>OK

A est une union finie de compacts, donc un compact de ©.
O

Il suffit maintenant de considérer le compact IC construit précédemment comme intersec-
tion des disques géodésiques centrés en A et B et de rayons Lg; nous lui associons, avec la
proposition 1.1, un compact & de ® dont I'image contient K.

Nous supposons ici que S est injective. Notons que nous avons alors:

S(a)=AeKLCS(R) = ach
S)=BeKCS(R) = beRr

Lemme 1.3 La meilleure approzimation dans H(a,b), l’espace des chemins continus entre
a et b dans O, correspondant a un plus court chemin entre A et B sur S se trouve dans K.
La meilleure approzimation cp~ dans By(a,b), si elle existe, se trouve dans R.

Démonstration :

Considérons ce;; un chemin continu entre a et b qui ne se situe pas entierement dans {.
11 existe alors m un point de ce;; qui n’appartient pas & 8. Comme S est injective, S(m)
n’appartient donc pas a S(8). Or K est inclus dans S(8), S(m) n’appartient donc pas & K.

Soit Cegy 'image du chemin cgyy sur la surface S. S(m) est un point de Ceyy qui n’appartient
pas a K. D’apres la démonstration du lemme 1.2, la longueur de C.y est donc strictement
supérieure & Lg et Ceqy n’est donc pas un plus court chemin. ¢, n’est donc pas une meilleure
approximation dans H(a,b).

Comme tout chemin continu entre a et b qui ne se situe pas entierement dans & correspond
4 un chemin de longueur strictement supérieure & Ly, la meilleure approximation dans H/(a, b)
se situe donc dans K. De méme, si nous considérons un chemin dans By, (a,b) qui n’est pas
inclus dans £, la longueur de son image sur la surface S est strictement supérieure a Lg. Ainsi
la meilleure approximation cp~ entre a et b dans By, (a, b), si elle existe, se situe donc dans K.

O

Remarque 1.2 Sous un autre point de vue, les disques géodésiques de centre A correspondent
auxr domaines délimités par les fronts générés par la propagation de contour ¢ vitesse unité
depuis la source A. Dans ®, la vitesse de propagation est rattachée en tout point a la métrique
I, c’est-a-dire qu’il s’agit de propagation de contour dans l’espace riemannien ® muni de 1.
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Dans cette remarque, la phase de projection est effectuée avant la phase de construction
d’un domaine compact, qui correspond alors & l'intersection du disque issu de a et de celui
issu de b.

A partir de cette remarque, nous espérons construire directement le domaine f et ceci
devrait lever la restriction liée a l'injectivité de S: nous pensons ainsi apporter sous peu une
démonstration de I’existence pour un ensemble plus vaste de surfaces paramétrées.

Interprétation en termes de variables de minimisation

Dans la classe d’approximation considérée, la longueur d’une courbe dépend cependant
des points de controle internes qui jouent le role de variables de minimisation et nous allons
maintenant borner le domaine de ces variables.

Soit P € (R2)n+1, P= (po, p1,--- ,Pn)- La correspondance entre les courbes de Bézier de
degré n et le polygone des points de controle P est notée :

Ep(t) = piBni(t)
i=0

Nous avons noté P le polygone qui contient les points de contréle internes avec pour points
extrémités les points a et b. Ici, P est le polygone de tous les points de controle, les points
extrémités n’étant pas nécessairement égaux a a et b.

Proposition 1.2
Yo, VPe®)"™, Vd>0, 30>0, [[éplle <d= [P < D]

Démonstration :
Sans perte de généralité, nous pouvons nous ramener a 1’étude pour chaque composante
et ainsi considérer que les points de controle appartiennent a R.

Ieplle <d <= |ep)| <d, Vte[0,1]

1 2 n—1
= ca(t)| <d, t=0,—,—,... 1
‘CP()‘ — 7n7n7 ) n )
. ~ 1 n—1
Considérons le vecteur C des n + 1 valeursde cp ent=0,—,..., ,1:
n n
1 -1
C=(ep0),ep(1)s ep(——) ep1) € R

Comme les espaces vectoriels R*T! et R, [t] sont isomorphes, en connaissant n+1 valeurs d'un
polynéme de R, [t] en n + 1 abscisses distinctes, il est possible de déterminer ses coefficients.
Le vecteur C permet donc de déterminer Cp.

En considérant les valeurs des fonctions de la base de Bernstein en ¢t = 0, %, %, e ”T_l,
nous obtenons la matrice de passage, donc inversible M,, de dimension (n + 1) x (n 4+ 1):

L,

Mn(ZaJ) = Bn,j(%)
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cC=M,P < P=M,!'C

IPlloo=Mn 'Cllc < ¢IMa 'l Clle = IPloo <My ' od

avec ¢ > 0 et || M,, ! | étant la plus grande valeur propre de la matrice M, '.
U

Le domaine R, restriction de I'espace des parameétres ® est un compact borné. Il est
donc inclus dans un disque® de rayon borné d. D’aprés la proposition 1.2, nous pouvons
donc construire un disque K de rayon ¢ || M, ! || d fermé borné de (R?)"*!. Comme nous
considérons la norme infinie:

K= ([~ClIMn " [lood,C | My ™" [loo )"

Par construction, ’ensemble des courbes de Bézier de degré n correspondant aux points de
controle de K contient I’ensemble des courbes de Bézier de degré n incluses dans K, donc en
particulier celles d’extrémités a et b. Nous considérons le role particulier des points a et b
fixes. Il est possible de considérer le domaine K* de (R?)" !, sous-espace de K des points de
controle internes. Comme K est compact, K* est compact.

Si la meilleure approximation cp~ dans By, (a,b) existe, elle est dans &. Alors le polygone
des points de controle internes P* correspondant est nécessairement dans K*.

La fonction longueur L,, est continue sur le domaine compact K*, donc elle atteint ses
bornes. Il existe ainsi P* qui correspond & un minimum de L, dans K*, donc & un minimum
dans (R%)"~!, d’aprés ce qui précéde. Soit cp« la courbe de B, (a,b) associée. Son image C*
sur la surface S est un plus court chemin entre A et B dans la classe d’approximation.

1.3.2 Choix de l’initialisation

Théoréme 1.1 En tout point P, il existe un voisinage O(P) tel qu’il y a unicité du plus
court chemin entre P et tout point de O(P).

Ce théoreme se trouve dans [Do Carmo, 1976]. Il établit donc pour des points rapprochés
I'unicité d’un minimum. Il n’est cependant pas valable pour des paires de points éloignés.
L’exemple qui suit illustre la sensibilité de la solution en fonction de l'initialisation a classe
d’approximation fixée avec les deux cas de figures qui peuvent se présenter: I'existence de
plusieurs minima globaux et I'existence de optima locaux (cf figures 1.6 et 1.7).

4. Nous considérons le disque dans ’espace métrique muni de la norme infinie.



voAriling 1.

JIVIE L IVIEAN LA L LTUIN

Fi1g. 1.6 — Sensibilité de la solution suivant linitialisation. Exemple sur le paraboloide pa-
ramétré par (u,v) — (u,v,u? +v?%) avec comme points extrémités (—1,0) et (1,0). Les trois
courbes visualisées sont solutions de la minimisation dans Bs(a,b) d partir de trois initialisati-
ons différentes. La courbe ¢ correspond a un optimum local. Les courbes c1 et cy correspondent
a deux minima globauz ; il s’agit d’un cas symétrique avec non unicité du minimum global.

solution ¢ = initialisation

solution c1

solution c2

initialisation

longueur: 2.95

optimum local

C1
longueur: 2.82

minimum global

B s o 05 H

C2
longueur: 2.82

minimum global

Fi1G. 1.7 — Initialisations et solutions visualisées dans D.

Ce phénomene d’optimum local constitue un probléme intrinseque au probléme d’optimi-
sation, ici de recherche de plus court chemin. De maniére générale, I'initialisation se fait en
prenant une répartition réguliere des points de controle sur le segment [a, b] dans espace des

parametres.
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Fia. 1.8 — Sensibilité de la solution suivant l'initialisation. Exemple sur une surface de Bézier
de degré 5 x 5 avec comme points extrémités (0.3,0.05) et (0.95,0.7). Les deux courbes
visualisées sont solutions de la minimisation dans By(a,b) & partir de deuz initialisations
différentes. La courbe de gauche correspond a un minimum local et celle de droite a un mini-
mum global.

initialisation

solution g

-02 o 02 04 06 08 1 -02 o 02 04 06 08 1

¢ g
longueur: 1.28 longueur : 0.89
minumum local minimum global

Fi1G. 1.9 — Initialisations et solutions visualisées dans D.
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Chapitre 2

Validation et résultats

Apreés cette présentation des outils nécessaires a I'implémentation, nous proposons un
critere permettant de valider la meilleure approximation calculée. Nous discutons également
I'influence de la paramétrisation de la surface, la complexité de la méthode et nous présentons
enfin un ensemble d’exemples.

2.1 Validation

Nous nous penchons sur la question d’évaluer la qualité de l'approximation calculée.
Sachant qu’un plus court chemin' est porté par une géodésique, nous proposons un critére
basé sur sa définition différentielle. Si 'approximation obtenue ne satisfait pas la qualité
exigée, nous proposons alors de raffiner la solution par subdivision ou par élévation de degré.

2.1.1 Critere basé sur la courbure géodésique

Dans ’annexe B, des notions de base de la théorie des courbes et surfaces sont rappelées.
Une géodésique se caractérise par le fait que sa courbure géodésique est nulle en tout point.
Observer la courbure géodésique en tout point de la meilleure approximation nous permet
ainsi d’établir un critere de validation.

— Si la courbure géodésique est forte en un point, le chemin y est localement non optimal
au sens de la longueur. Ceci signifie donc que la classe d’approximation est trop rigide
et qu'un raffinement s’impose afin d’en augmenter la flexibilité.

— Si la courbure géodésique est faible, le chemin est alors localement peu dévié, donc
proche d’un plus court chemin local.

Pour calculer la courbure géodésique en un point d’une courbe C, paramétrée par C, nous

considérons le vecteur courbure en ce point, dirigé et orienté suivant la normale principale

—

N, et dont la norme est la valeur de la courbure k:

sl el
Np:(C'/\C”)/\C’, k:w
1C P

La courbure géodésique k, correspond a la composante tangentielle de ce vecteur courbure.
En notant Ng un vecteur normal & la surface S et  I'angle entre Ng et N, nous obtenons

1. Il s’agit ici d’un plus court chemin parmi ’ensemble des chemins continus reliant deux points.
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donc: . .
Ns AN
k, =k sin() = k IINs AN, [l
INs || I Np |
plan tangent plan osculateur

Ng Ns' Np

FiG. 2.1 — Courbure d’une courbe C en un point et composantes tangentielle kg et normale
k, a la surface.

D’un point de vue numérique, la courbure géodésique est évaluée en un nombre discret de
oints de C, que nous représentons sous forme de:
?

- moyenne l~<g de la courbure géodésique le long de C
kg = Z Ai kgi
i

ou \; pondere la valeur de la courbure au i-eéme point de discrétisation. Ce coefficient
A; est la longueur de 'arc de C compris entre les images des points ¢ et 7 + 1.
- courbe paramétrée par la longueur d’arc, avec les \;, ramenée a lintervalle [0, 1].

2.1.2 Minimisation de la courbure

Nous nous intéressons a exploiter directement le critere de validation par une minimisation
de la courbure géodésique. La premiere difficulté, et restriction, consiste & construire un
scalaire représentatif de la courbure géodésique le long de C. Quel qu’en soit le choix, le
fait qu’il soit calculé & partir d’'un nombre discret de points présente une incohérence avec
I'aspect purement local de la notion de géodésique. [Sethian, 1987, Osher and Sethian, 1988]
soulevent, dans un cadre plus général, le probleme d’instabilité des méthodes d’évolution de
front qui se basent sur des points discrets, appelés marqueurs. Ils proposent une alternative
qui consiste a reformuler les équations du mouvement comme une loi de conservation avec
viscosité.

Un résultat important qui fait le lien entre les deux approches vient de [Grayson, 1989]:
I’évolution d’une courbe suivant le champ de courbure géodésique fait tendre la courbe vers
un point ou vers une géodésique. Cette évolution tend également & minimiser localement
la longueur de la courbe. L’évolution de la courbe dans le sens de la courbure géodésique se
comprend intuitivement bien comme une direction de minimisation de la courbure géodésique
et comme une évolution suivant le gradient de la longueur. Ceci confirme donc la cohérence de
minimiser la longueur et de controéler la courbure géodésique puisque ces deux caractéristiques
de la courbe sont directement corrélées. Nous verrons cependant que la contrainte liée & la
classe d’approximation impose une forte contrainte qui limite 'interprétation de la courbure
géodésique (cf paragraphe 2.3, page 27).
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Cette idée de minimisation sur la courbure géodésique rejoint directement de nombreux
travaux de Kimmel (cf [Kimmel et al., 1994, Kimmel and Sapiro, 1995]) qui utilise les outils
proposés par Sethian par propagation de contour (cf [Kimmel and Sethian, 1998]).

11 parle d’évolution dans le sens de la courbure, ce qui est équivalent a 1’évolution suivant
la courbure géodésique puisque seule la composante tangentielle, donc correspondant a la
courbure géodésique intervient dans le déplacement sur la surface. Il projette le probleme
surfacique en un probléme bi-dimensionnel et se trouve face & des équations différentielles qui
régissent 1’évolution de la courbe, mais sans contrainte quant & la classe d’approximation. La
résolution ici est donc une fois de plus une résolution d’équations différentielles. Ces articles
répondent aux différents constats faits lors de I’ébauche de notre étude et développent cet
aspect de la minimisation de la courbure, c’est pourquoi nous n’avons pas poursuivi nos
travaux dans ce sens.

2.2 Discussion

2.2.1 P