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D�etermination g�eom�etrique de chemins g�eod�esiques
sur des surfaces de subdivision

Un chemin g�eod�esique entre deux points sur une surface de R� est un plus court chemin
local� Nous proposons deux m�ethodes de calcul de g�eod�esiques qui ont l�originalit�e d�utiliser
des outils de mod�elisation g�eom�etrique dans ce contexte de g�eom�etrie di��erentielle�

La m�ethode de minimisation propose de travailler sur des surfaces param�etr�ees et d��etudier
le probl�eme en se pla	cant dans l�espace des param�etres� Les courbes consid�er�ees y sont les cour�
bes de B�ezier et les courbes splines� Leurs points de contr
ole constituent les variables par rap�
port auxquelles la longueur du chemin image sur la surface est minimis�ee� L�impl�ementation
de cette m�ethode d�approximation et sa validation sont d�evelopp�ees�

La m�ethode de subdivision propose de travailler sur des surfaces de subdivision� limites
d�une suite de r�eseaux g�en�er�es par un sch�ema de subdivision� Une m�ethode it�erative de calcul
exact de chemin g�eod�esique sur une surface poly�edrique est d�evelopp�ee� Celle�ci permet ainsi
de calculer une suite de chemins g�eod�esiques sur les surfaces poly�edriques issues des r�eseaux
de contr
ole successifs� La convergence de cette suite de chemins g�eod�esiques est trait�ee et de
nombreux exemples sont pr�esent�es�
Quelques applications sont en�n propos�ees � la g�en�eration de maillages surfaciques et la

mod�elisation des �bres du myocarde pour l�imagerie m�edicale�

Mots�cl�es � plus court chemin� g�eod�esique� minimisation de longueur� sch�ema de subdivision�
surface de subdivision� surface poly�edrique� formule de commutation� maillage� myocarde

Geometric computation of geodesic paths
on subdivision surfaces

Geodesic paths between two points on a surface of R� are local shortest paths� We propose
two methods to compute them � these ones are innovative because they use Computer Aided
Geometric Design tools in this context of di�erential geometry�

The minimisation method considers parametric surfaces and studies the problem in the
parameter domain� Bezier and spline curves represent there the approximation class� Their
control points are the variables for the minimization of the length of the image path on the
surface� The implementation of this approximation method and its validation are developed�
The subdivision method considers subdivision surfaces� limits of a sequence of control nets

generated by a subdivision scheme� An iterative and exact method to compute geodesic paths
on polyhedral surfaces is developed� This leads to the computation of a sequence of geodesic
paths on the polyhedral surfaces associated to the successiv control nets� The convergence of
the path sequence is discussed and we present results illustrated by examples�
Some applications are �nally given � surface mesh computation and myocardium �bres

modelling in a medical context�

Keywords � shortest path� geodesic path� length minimization� subdivision scheme� subdivi�
sion surface� polyhedral surface� commutation formula� mesh� myocardium
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D espace des param�etres avec pour param�etres �u� v�
Bn�a� b� ensemble des courbes de B�ezier de degr�e n d�e�nis entre a et b dans D
H�a� b� ensemble des chemins continus entre a et b dans D

R�eseaux grilles maillages matrices

P� Pk r�eseaux de points de contr
ole
X� Xk grilles de noeuds pour les sch�emas de subdivision
A� Ak matrices associ�ees �a un sch�ema de subdivision
E� Ek r�eseaux canoniques de points de contr
ole
D� Dk r�eseaux des di��erences divis�ees
T� ttt maillages dans R� et D
I premi�ere forme fondamentale li�ee �a la surface S
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Les objets g�eom�etriques sont not�es avec des caract�eres calligraphiques dans R� � Les fonc�
tions les param�etrant sont not�ees avec la m
eme lettre majuscule en caract�eres droits� Les
objets g�eom�etriques dans D sont not�es avec des caract�eres minuscules italiques� Les fonctions
les param�etrant sont not�ees avec la m
eme lettre minuscule en caract�eres droits�

S S surface param�etr�ee de D dans R� dans la premi�ere m�ethode
S S surface de subdivision dans R� dans la deuxi�eme m�ethode

P� fonction limite d�un sch�ema de subdivision
P�� Pk P�� Pk polyg
ones ou surfaces poly�edriques qui interpolent P et Pk

C� Ck C� Ck chemins sur S� Pk

G� Gk G� Gk chemins g�eod�esiques sur S� Pk
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E � e� E s�equences d�ar
etes dans R� � D et mise �a plat
F � f � F s�equences de faces dans R� � D et mise �a plat
L liste des sommets pivots
T � N � T� N tangente� normale
K K compact de R� � compact de D
O ouvert� voisinage d�un point

k� kg� kn courbure� courbure g�eod�esique et courbure normale
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omes de Bernstein
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Constantes
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m�n nombre de points de contr
ole
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Introduction

Les g�eod�esiques correspondent� dans leur d�e�nition la plus g�en�erale �a des lignes suivant
lesquelles une �energie est localement minimis�ee� Elles sont de ce fait pr�esentes dans de nom�
breux ph�enom�enes naturels � disposition de �bres� trajectoires de particules libres soumises �a
un champ de force� cadre dans lequel se place notamment la th�eorie de la relativit�e avec le
calcul de g�eod�esiques dans des espaces courbes� � � �

Nous nous int�eressons dans ce qui suit aux g�eod�esiques dans le contexte suivant � nous
consid�erons des surfaces de R� � deux fois d�erivables� sur lesquelles nous allons calculer des
lignes g�eod�esiques au sens o�u elles sont localement de longueur minimale� Les notions de plus
court chemin et de chemin g�eod�esique entre deux points sur une surface de R� sont donc
�etroitement li�ees par le fait que les g�eod�esiques sont des plus courts chemins locaux et que
les plus courts chemins globaux sont port�es par des g�eod�esiques�

Dans la litt�erature et dans un contexte appliqu�e� la d�e�nition di��erentielle d�une g�eod�e�
sique m�ene �a la caract�eriser par le biais d��equations di��erentielles �cf �Do Carmo� ������ La
r�esolution de ces �equations avec des m�ethodes num�eriques constitue l�approche classique pour
d�eterminer les g�eod�esiques� Parmi les m�ethodes num�eriques d�eploy�ees� il y a les m�ethodes
de tirs �cf �Du�os et al�� ������ des m�ethodes it�eratives �cf �Maekawa� ������ Une approche
di��erente consiste �a formuler le probl�eme de recherche de plus court chemin sur une surface
en termes de propagation de contours � elles conduisent �egalement �a la r�esolution d��equations
di��erentielles� �Kimmel et al�� ���� Kimmel and Sapiro� ���� d�eveloppent ces travaux en se
pla	cant dans l�espace des param�etres� �Huot et al�� ���� Cohen and Herlin� ���� reprennent
cette id�ee dans le cadre d�une application des g�eod�esiques en m�et�eorologie�

Nous introduisons une approche di��erente pour la d�etermination d�un plus court che�
min ou de chemin g�eod�esique entre deux points sur une surface de R� � en proposant deux
m�ethodes� Nos m�ethodes ont la sp�eci�cit�e d�utiliser des outils g�eom�etriques� d�emarche in�
novante dans un tel contexte de g�eom�etrie di��erentielle� Elles pr�esentent l�originalit�e et l�a�
vantage d�approcher ces plus courts chemins sans passer par les m�ethodes classiques� qui
requi�erent de r�esoudre des �equations� Elles sont robustes dans le sens o�u les points source
et destination sont �x�es� Elles sont it�eratives car partent d�un chemin initial entre ces deux
points� Elles sont performantes en temps de calcul et permettent de g�en�erer des maillages
g�eod�esiques�

Dans la premi�ere partie� nous exposons la m�ethode de minimisation� L�id�ee consiste �a
calculer un plus court chemin entre deux points donn�es en minimisant la longueur �a partir
d�un chemin initial� Les outils g�eom�etriques utilis�es sont des courbes de B�ezier et des courbes
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splines qui constituent une classe de courbes� consid�er�ee dans l�espace des param�etres� pour
l�approximation du plus court chemin� Nous exposons l�impl�ementation de la m�ethode en
pr�esentant la classe d�approximation� le calcul de la longueur et ce qui a trait �a la minimisa�
tion comme l�existence d�une meilleure approximation� Nous proposons ensuite un crit�ere de
validation des chemins calcul�es et pr�esentons en�n des r�esultats num�eriques�

Dans la deuxi�eme partie� nous exposons la m�ethode de subdivision� Nous nous penchons
sur une description des sch�emas de subdivision et de leurs propri�et�es pour caract�eriser les
surfaces auxquelles notre m�ethode s�applique� Utilisant les propri�et�es de subdivision des sur�
faces� l�id�ee est bas�ee sur la recherche de chemins g�eod�esiques sur les di��erents r�eseaux de
contr
ole �a des �etapes successives de subdivision� Ceci ram�ene donc le probl�eme au calcul de
chemin g�eod�esique sur une surface poly�edrique� La propri�et�e de convergence des r�eseaux vers
la surface donne alors une approximation d�un chemin g�eod�esique sur la surface limite� Nous
traitons ensuite la convergence de l�algorithme propos�e � nous pr�esentons et discutons en�n
les r�esultats autour d�exemples d�etaill�es et analysons le co
ut de la m�ethode�

Dans la troisi�eme partie� nous pr�esentons des applications qui utilisent nos outils� Nous
construisons des maillages g�eod�esiques dans un cadre d�optimisation de maillages� Nous
pr�esentons en�n une application en imagerie m�edicale� plus pr�ecis�ement dans la mod�elisation
des �bres du myocarde par des g�eod�esiques�
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M�ethode de minimisation







M�ethode de minimisation

Introduction

Soit S une surface r�eguli�ere de R� � compl�ete � et sans auto�intersection� d�e�nie param�e�
triquement sur un ouvert � D de R� par �

S � D �� R
�

�u� v� ��� S�u� v�

La m�ethode de minimisation que nous pr�esentons dans cette premi�ere partie consiste �a
approcher le plus court chemin entre deux points A et B de S en se pla	cant dans l�espace
des param�etres D� Aux points A et B correspondent deux points a et b de D� c�est��a�dire
A  S�a� et B  S�b�� Nous consid�erons une courbe c de D d�e�nie par �

c � ��� �� D� t �� c�t�� c���  a� c��  b�

Son image sur S est donn�ee par S � c� de sorte que

S � c���  A et S � c��  B�

et l�objectif est de minimiser la longueur de la courbe trac�ee sur S �Z �

�
k�S � c��k dt�

Cette minimisation se fait par rapport aux variables d�ecrivant la courbe c dans D� Nous y
consid�erons des courbes polynomiales� d�ecrites dans le formalisme B�ezier � leurs images for�
ment un sous�ensemble de l�ensemble des courbes sur S dans lequel nous allons chercher le
plus court chemin entre A et B� Nous appelerons cet ensemble de courbes sur la surface
classe d�approximation�

L�int�er
et de se placer dansD est de pouvoir �etudier le probl�eme en consid�erant directement
la contrainte li�ee �a la surface� Cette consid�eration par l�interm�ediaire de D est relativement
naturelle � muni de la m�etrique associ�ee �a la premi�ere forme fondamentale I en tout point de
la surface S� D constitue alors un espace riemannien dans lequel la longueur d�un chemin c
est � Z �

�

q
c��t�T I c��t� dt

Nous rejoignons l�a pr�ecis�ement notre probl�eme puisque les deux int�egrales correspondent au
m
eme calcul�

�� La surface est compl�ete au sens g�eod�esique� c�est��a�dire que toute g�eod�esique peut �etre de longueur
in	niment grande�


� Si D est un domaine ferm�e� nous supposons que S est prolong�ee par continuit�e sur un ouvert le contenant
�cf �Gallier� 
�� page �����
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Le principe de cette m�ethode est simple mais une �etude plus approfondie soul�eve des que�
stions en ce qui concerne l�impl�ementation et la validation� Le chapitre  pr�esente les di��erents
points li�es �a l�impl�ementation � le choix de la classe d�approximation qui va d�eterminer les
variables de minimisation� le calcul de la longueur et la mise en place de la minimisation� Le
chapitre � propose un crit�ere de validation des courbes calcul�ees par la minimisation� bas�e
sur la courbure g�eod�esique � le choix de la param�etrisation et du co
ut de la m�ethode sont
abord�es et des exemples sont pr�esent�es�
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Chapitre �

Impl�ementation

Ce chapitre pr�esente d�abord la classe d�approximation consid�er�ee� Nous parlons ensuite
du choix des routines de calcul de la longueur et de minimisation� Nous �etablissons l�existence
d�une meilleure approximation dans la classe d�approximation choisie et discutons le choix
de l�initialisation en l�illustrant par des exemples�

��� Classe d�approximation

Notre choix d�une classe de courbes d�approximation dans D s�est port�e sur les courbes
de B�ezier et les courbes splines �ecrites dans le formalisme B�ezier� Comme notre objectif est
de construire des maillages g�eod�esiques � par le biais de cette m�ethode� nous sommes amen�es
�a �

� calculer de nombreux chemins g�eod�esiques� C�est pourquoi nous allons choisir une mi�
nimisation avec peu de variables pour des raisons de co
ut� autrement dit des courbes
de B�ezier de degr�e peu �elev�e�

�� consid�erer des chemins relativement � courts� Ceci justi�e le choix B�ezier et le degr�e peu
�elev�e�

Si toutefois les chemins �a calculer sont relativement longs� il peut en d�ecouler une certaine
rigidit�e de ces courbes face �a laquelle un ra�nement est propos�e par subdivision des courbes
de la classe d�approximation ou par �el�evation de leur degr�e�

����� Formalisme B�ezier

Nous nous pla	cons dans D o�u nous consid�erons la classe d�approximation constitu�ee des
courbes de B�ezier polynomiales de degr�e n� d�e�nies par leurs points de contr
ole�

Bn�a� b�  
�
c � t ��

nX
i��

piBn�i�t�� p�  a� pn  b
�

Les deux points de contr
ole extr�emaux co��ncident avec a et b et les points de contr
ole internes
jouent le r
ole de param�etres libres qui permettent l�optimisation� Ce formalisme pr�esente ici

�� Les maillages g�eod�esiques sont d�evelopp�es dans la partie III sur les applications� chapitre �� page ����

� Les chemins sont relativement courts au sens o�u leur extr�emit�es sont d�autant plus rapproch�ees que la

courbure de la surface est forte�
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un premier int�er
et qui r�eside dans l�inclusion des contraintes de position aux extr�emit�es dans
l��ecriture des courbes� La correspondance entre les courbes de B�ezier de Bn�a� b� et le polygone
des points de contr
ole internes P sera not�ee par la suite �

cP�t�  
nX
i��

piBn�i�t�

Remarque ��� Par abus de langage� nous allons parler de la classe d�approximation des
courbes de l�espace des param�etres� ou des polygones de contr�ole correspondants� avec �a l�esprit
naturellement qu�il s�agit de d�eterminer une meilleure approximation du plus court chemin
sur la surface donc avec une association implicite des images des courbes sur la surface S�
Il est �a noter que cet abus de langage est justi��e si nous consid�erons l�espace riemannien D

muni de I� la m�etrique li�ee �a la premi�ere forme fondamentale de la surface S�

Premi�ere approximation avec des courbes de degr�e faible

En premi�ere approximation� la classe d�approximation est restreinte �a des courbes de degr�e
faible� Dans le cas des courbes quadratiques� nous pouvons visualiser la fonction longueur en
fonction de la position du point de contr
ole interne de la courbe de B�ezier et ainsi observer
la sensibilit�e de la solution� c�est��a�dire le plateau �eventuel o�u la longueur est minimale�
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Fig� � ! Visualisation de la fonction longueur� de ses lignes de niveau et de son champ
de gradient en fonction du point de minimisation � 	a
 Exemple sur une surface de
B�ezier� 	b
 Exemple sur une surface avec in�exion d�e�nie par la param�etrisation �u� v� ��
�u� v�

p
j � log�v� � u�j� avec comme points extr�emit�es ��� � et �� ���

Les courbes quadratiques se sont cependant av�er�ees rigides dans de nombreux cas de �gure �
dans nos travaux ult�erieurs� nous souhaitons e�ectuer une �etude concernant le co
ut et la
qualit�e d�approximation en fonction du nombre de variables de minimisation�

Courbes splines

La �exibilit�e des courbes splines de degr�e n peut 
etre requise� Ces courbes polynomiales
par morceaux ne sont n�eanmoins pas �ecrites dans la base des fonctions B�splines� mais d�ecrites
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Fig� �� ! Classe d�approximation dans l�espace des param�etres D�

avec le formalisme B�ezier� Ce dernier pr�esente l�inconv�enient de manipuler plus de points
de contr
ole que le formalisme B�spline qui tient compte des conditions de raccordement�
mais a l�avantage d�inclure les conditions de positions aux extr�emit�es� Il s�inscrit �egalement
directement dans le contexte consid�er�e de par le fait que cette classe d�approximation appara
�t
au sein d�un processus de ra�nement par subdivision�

����� Ra�nement

Si la premi�ere approximation calcul�ee est trop rigide �� nous proposons de la ra�ner� Ici se
pr�esente �a nouveau l�int�er
et du formalisme B�ezier puisque nous avons �a disposition deux outils
permettant d�augmenter la �exibilit�e de la courbe � la subdivision et l��el�evation de degr�e� Les
�gures �� et �� illustrent le processus � la premi�ere phase consiste �a consid�erer une courbe de
degr�e faible� �a partir de laquelle nous calculons par minimisation une approximation grossi�ere
du chemin recherch�e� Nous appliquons ensuite l�un des deux outils suivants�

La subdivision � la courbe obtenue est subdivis�ee� ceci d�edouble son nombre de points de
contr
ole int�erieurs et engendre une courbe spline �cf �gure ���� Il y a dans ce cas de
�gure perte de la continuit�e C� au niveau du point de jonction� que nous esp�erons
n�eanmoins retrouver apr�es minimisation par des ph�enom�enes de tension�

minimisationsubdivision

Initialisation

minimisation

Fig� �� ! Ra�nement par subdivision �a partir d�une courbe quadratique�

L��el�evation de degr�e � le degr�e de la courbe obtenue est �elev�e et son nombre de points de
contr
ole int�erieurs augmente �cf �gure ���� Ici� la continuit�e C� " voire C� " en tout
point de la courbe est conserv�ee�

�� La rigidit�e est �evalu�ee selon le crit�ere de validation expos�e dans le chapitre 
� page 
��
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elevation
de degre minimisation

Initialisation

minimisation

Fig� �� ! Ra�nement par �el�evation de degr�e �a partir d�une courbe quadratique�

Une nouvelle phase de minimisation est alors e�ectu�ee� avec comme initialisation la solution
de la minimisation �a l��etape pr�ec�edente� Les �etapes de subdivision ou d��el�evation de degr�e
sont ensuite r�ep�et�ees si n�ecessaire� �eventuellement en combinant l�une et l�autre� avec ainsi la
possibilit�e de ra�ner la courbe d�approximation localement� Pas �a pas� elle devient de plus
en plus �exible et ceci permet d�atteindre la pr�ecision d�approximation d�esir�ee�

��� Longueur

La courbe C entre A et B sur la surface S� image d�une courbe c de Bn�a� b� a pour
longueur une expression fonction des points de contr
ole internes de c �

Ln � �R��n�� � R�

P �� Ln�P�  

Z �

�
k �S � cP�

� k dt

Le calcul num�erique de l�int�egrale est bas�e sur la formule de Simpson� tr�es utilis�ee dans
la pratique car l�approximation converge tr�es rapidement vers l�int�egrale quand le param�etre
de discr�etisation r� pair� tend vers ��

Z �

�
f�t�dt  
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L�erreur induite par cette approximation du calcul d�int�egrale est en O
�
�
r�

�
et le r�esultat est

exact pour les polyn
omes de degr�e ��
L�application qui associe �a un polygone P de �R��n�� une courbe de Bn�a� b� est continue�

Comme l�application d�e�nissant la surface est r�eguli�ere� Ln est continue�

��� Minimisation

Notre probl�eme d�optimisation consiste �a d�eterminer un minimum P� de �R��n�� pour la
fonctionnelle longueur Ln �

� P � �R��n��� Ln�P
� � 	 Ln�P �

Ici� l�avantage de l��ecriture dans le formalisme B�ezier appara
�t clairement� puisqu�il permet
d�exprimer une optimisation sans contrainte�

Notre choix arbitraire de la proc�edure de minimisation s�est port�e sur la m�ethode classi�
que de gradient conjugu�e� Il s�av�ererait cependant int�eressant d�y consacrer une �etude plus
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approfondie� en prenant en consid�eration les exigences requises pour que la routine de mi�
nimisation soit adapt�ee aux besoins sp�eci�ques de notre probl�eme� D�un point de vue plus
th�eorique� nous �etablissons l�existence d�une meilleure approximation et voyons ensuite la
sensibilit�e de la solution li�ee �a l�initialisation�

����� Existence d	une meilleure approximation

Notons H�a� b� l�espace des chemins continus qui relient a et b dans D� Le th�eor�eme de
Hopf�Rinow �cf �Gallot et al�� ���� Do Carmo� ����� �etablit l�existence d�un plus court che�
min entre deux points sur une surface compl�ete� Il y a donc existence d�une meilleure appro�
ximation dans H�a� b� correspondant sur S �a un plus court chemin port�e par une g�eod�esique�
Cependant� dans la classe restreinte que nous consid�erons� la classe d�approximation des
courbes de Bn�a� b�� il nous faut �etablir l�existence d�une meilleure approximation� Si nous
supposons qu�il existe une meilleure approximation P� dans �R� �n��� autrement dit cP� dans
Bn�a� b�� elle correspond alors �a un chemin C

� sur S de longueur minimale entre A et B dans
la classe d�approximation� Nous adoptons la d�emarche suivante qui consiste �a restreindre �

� la surface S �a un domaine compact K o�u se trouve� si elle existe� la courbe de longueur
minimale C� dans la classe d�approximation�

�� l�espace des param�etres D �a un domaine compact K o�u se trouve� si elle existe� la courbe
de B�ezier cP� dont l�image sur S est C��

�� le domaine de �R��n�� �a un domaine compact k o�u se trouvent� s�ils existent� les points
de contr
ole P� correspondant �a cP� �

Ceci nous permettra de conclure�

Restriction de S �a un domaine compact K

Consid�erons c� une initialisation de la classe d�approximation Bn�a� b�� Son image C� sur S
a pour longueur L�� Nous construisons maintenant sur S le disque g�eod�esique de centre A et
de rayon L� � il s�agit des points �a distance g�eod�esique de A sur la surface S inf�erieure ou �egale
�a L�� Ce disque contient donc B� Il est born�e car inclus dans la boule euclidienne de centre
A et de rayon L� de R

� � Nous construisons de la m
eme mani�ere le disque g�eod�esique ferm�e
born�e de centre B et de rayon L�� L�intersection de ces disques g�eod�esiques est le domaine K�
ferm�e born�e pour la m�etrique de S� En consid�erant S comme une sous�vari�et�e de R� � munie
de la m�etrique li�ee �a la premi�ere forme fondamentale� les ouverts de S correspondent �a la
trace d�ouverts de R� et la trace des compacts de R� sont les compacts de S�

B
A

.
. .

.
A

B .
.B

A

.
.

Fig� �� ! Disques g�eod�esiques�

Lemme ��� Le chemin initial C� appartient au domaine compact K�
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D�emonstration �

C� est un chemin continu de longueur L� reliant A et B� Soit P un point de C�� La distance
entre A et P �resp� entre P et B� le long de C�� chemin sur la surface S� est inf�erieure ou
�egale �a L�� La distance g�eod�esique entre A et P �resp� entre P et B� sur S est donc inf�erieure
ou �egale �a L�� car la distance g�eod�esique est la plus courte distance entre les points sur la
surface� P appartient donc au disque g�eod�esique de centre A et de rayon L� �resp� de centre
B et de rayon L��� P appartient donc �a l�intersection de ces deux disques� c�est��a�dire K�
Comme C� est un chemin continu� que tout point de C� appartient �a K� C� appartient

donc �a K�

�

Par la suite� nous parlerons de plus court chemin ou de meilleure approximation� au
singulier� c�est��a�dire en utilisant le plus court chemin ou la meilleure approximation� en
sachant qu�il n�y a pas forc�ement unicit�e�

Lemme ��� Le plus court chemin entre A et B sur S� parmi l�ensemble des chemins con�
tinus� se trouve dans K� Le plus court chemin entre A et B sur S� image d�une courbe de
Bn�a� b�� s�il existe� se trouve dans K�

D�emonstration �

Consid�erons Cext un chemin continu entre A et B qui ne se situe pas enti�erement dans
K� Il existe alors M un point de Cext qui n�appartient pas �a K� Par construction de K� la
longueur de la portion de chemin de Cext entre A et M ou entre M et B est strictement
sup�erieure �a L� et Cext ne peut donc 
etre plus court chemin�
Comme C� est un chemin continu de longueur L�� le plus court chemin parmi l�ensemble

des chemins continus entre A et B est de longueur inf�erieure ou �egale �a L�� De plus� comme
C� appartient �a la classe d�approximation� le plus court chemin entre A et B dans la classe
d�approximation� s�il existe� est de longueur inf�erieure ou �egale �a L��
Comme tout chemin continu entre A et B qui ne se situe pas enti�erement dans K est

de longueur strictement sup�erieure �a L�� le plus court chemin parmi l�ensemble des chemins
continus entre A et B se situe donc dans K� De m
eme� si nous consid�erons un chemin dans
la classe d�approximation qui n�est pas inclus dans K� sa longueur est strictement sup�erieure
�a L�� Ainsi le plus court chemin entre A et B dans la classe d�approximation� s�il existe� se
situe donc dans K�

�

La d�elimitation de la surface par ce domaine compact K permet de borner la zone dans
laquelle se trouve le plus court chemin�

Projection de K dans l�espace des param�etres

Proposition ��� Soit K un compact de S� Il existe un compact K de l�espace des param�etres
dont l�image sur S contient K�

D�emonstration �

Comme la surface est r�eguli�ere� S est localement bijective et C�� D�apr�es le th�eor�eme
d�inversion locale� l�application S est donc localement di��eomorphe�
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Soit K un compact de S� En tout point P de K� il existe un ouvert O�P � de S inclus
dans la boule ferm�ee B��P � de centre P et de rayon  �au sens de la m�etrique sur S� tel que
l�application S admette une application inverse S��P d�e�nie sur O�P �� Par construction �

K 

�
P�K

O�P �

Nous pouvons donc en extraire un sous�recouvrement �ni
S

finieO�Pi� qui contient K� Nous

consid�erons les compacts O�Pi�� Prolong�ee par continuit�e sur la fronti�ere de O�Pi�� S
��
Pi
est

une application continue sur O�Pi�� L�image du compact O�Pi� par S
��
Pi
� not�ee Ki est donc

un compact de D�

K  
�
finie

Ki S�K� � K

K est une union �nie de compacts� donc un compact de D�

�

Il su�t maintenant de consid�erer le compact K construit pr�ec�edemment comme intersec�
tion des disques g�eod�esiques centr�es en A et B et de rayons L� � nous lui associons� avec la
proposition �� un compact K de D dont l�image contient K�

Nous supposons ici que S est injective� Notons que nous avons alors �

S�a�  A � K 
 S�K� � a � K

S�b�  B � K 
 S�K� � b � K

Lemme ��� La meilleure approximation dans H�a� b�� l�espace des chemins continus entre
a et b dans D� correspondant �a un plus court chemin entre A et B sur S se trouve dans K�
La meilleure approximation cP� dans Bn�a� b�� si elle existe� se trouve dans K�

D�emonstration �

Consid�erons cext un chemin continu entre a et b qui ne se situe pas enti�erement dans K�
Il existe alors m un point de cext qui n�appartient pas �a K� Comme S est injective� S�m�
n�appartient donc pas �a S�K�� Or K est inclus dans S�K�� S�m� n�appartient donc pas �a K�

Soit Cext l�image du chemin cext sur la surface S� S�m� est un point de Cext qui n�appartient
pas �a K� D�apr�es la d�emonstration du lemme ��� la longueur de Cext est donc strictement
sup�erieure �a L� et Cext n�est donc pas un plus court chemin� cext n�est donc pas une meilleure
approximation dans H�a� b��
Comme tout chemin continu entre a et b qui ne se situe pas enti�erement dans K correspond

�a un chemin de longueur strictement sup�erieure �a L�� la meilleure approximation dansH�a� b�
se situe donc dans K� De m
eme� si nous consid�erons un chemin dans Bn�a� b� qui n�est pas
inclus dans K� la longueur de son image sur la surface S est strictement sup�erieure �a L�� Ainsi
la meilleure approximation cP� entre a et b dans Bn�a� b�� si elle existe� se situe donc dans K�

�

Remarque ��� Sous un autre point de vue� les disques g�eod�esiques de centre A correspondent
aux domaines d�elimit�es par les fronts g�en�er�es par la propagation de contour �a vitesse unit�e
depuis la source A� Dans D� la vitesse de propagation est rattach�ee en tout point �a la m�etrique
I� c�est��a�dire qu�il s�agit de propagation de contour dans l�espace riemannien D muni de I�
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Dans cette remarque� la phase de projection est e�ectu�ee avant la phase de construction
d�un domaine compact� qui correspond alors �a l�intersection du disque issu de a et de celui
issu de b�
A partir de cette remarque� nous esp�erons construire directement le domaine K et ceci

devrait lever la restriction li�ee �a l�injectivit�e de S � nous pensons ainsi apporter sous peu une
d�emonstration de l�existence pour un ensemble plus vaste de surfaces param�etr�ees�

Interpr�etation en termes de variables de minimisation

Dans la classe d�approximation consid�er�ee� la longueur d�une courbe d�epend cependant
des points de contr
ole internes qui jouent le r
ole de variables de minimisation et nous allons
maintenant borner le domaine de ces variables�
Soit $P � �R��n��� $P  �p�� p�� � � � � pn�� La correspondance entre les courbes de B�ezier de

degr�e n et le polygone des points de contr
ole $P est not�ee �

$c �P�t�  

nX
i��

piBn�i�t�

Nous avons not�e P le polygone qui contient les points de contr
ole internes avec pour points
extr�emit�es les points a et b� Ici� $P est le polygone de tous les points de contr
ole� les points
extr�emit�es n��etant pas n�ecessairement �egaux �a a et b�

Proposition ���

�n� � $P � �R��n��� � d � �� d � ��
h
k$c �P k� 	 d � k $P k� 	 d

i

D�emonstration �

Sans perte de g�en�eralit�e� nous pouvons nous ramener �a l��etude pour chaque composante
et ainsi consid�erer que les points de contr
ole appartiennent �a R�

k$c �P k� 	 d ��
��$c �P�t� �� 	 d� �t � ��� �

 �
��$c �P�t� �� 	 d� t  ��



n
�
�

n
� � � � �

n� 

n
� 

Consid�erons le vecteur C des n#  valeurs de $c �P en t  ��


n
� � � � �

n� 

n
�  �

C  
�
$c �P���� $c �P

� 
n

�
� � � � � $c �P

�n� 
n

�
� $c �P��

�
� R

n��

Comme les espaces vectoriels Rn�� et Rn �t� sont isomorphes� en connaissant n# valeurs d�un
polyn
ome de Rn �t� en n#  abscisses distinctes� il est possible de d�eterminer ses coe�cients�
Le vecteur C permet donc de d�eterminer $c �P�
En consid�erant les valeurs des fonctions de la base de Bernstein en t  �� �n �

�
n � � � � �

n��
n
� �

nous obtenons la matrice de passage� donc inversibleMn de dimension �n# �� �n# � �

Mn�i� j�  Bn�j
� i
n

�
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C  Mn
$P �� $P  Mn

��C

k $P k�  kMn
��C k� 	 c kMn

�� k�kC k� � k $P k� 	 kMn
�� k� d

avec c � � et kMn
�� k� �etant la plus grande valeur propre de la matrice Mn

���

�

Le domaine K� restriction de l�espace des param�etres D est un compact born�e� Il est
donc inclus dans un disque � de rayon born�e d� D�apr�es la proposition ��� nous pouvons
donc construire un disque k de rayon c kMn

�� k� d ferm�e born�e de �R��n��� Comme nous
consid�erons la norme in�nie �

k  ���c kMn
�� k� d�c kMn

�� k� d���n��

Par construction� l�ensemble des courbes de B�ezier de degr�e n correspondant aux points de
contr
ole de k contient l�ensemble des courbes de B�ezier de degr�e n incluses dans K� donc en
particulier celles d�extr�emit�es a et b� Nous consid�erons le r
ole particulier des points a et b
�xes� Il est possible de consid�erer le domaine k� de �R��n��� sous�espace de k des points de
contr
ole internes� Comme k est compact� k� est compact�
Si la meilleure approximation cP� dans Bn�a� b� existe� elle est dans K� Alors le polygone

des points de contr
ole internes P� correspondant est n�ecessairement dans k��
La fonction longueur Ln est continue sur le domaine compact k

�� donc elle atteint ses
bornes� Il existe ainsi P� qui correspond �a un minimum de Ln dans k

�� donc �a un minimum
dans �R� �n��� d�apr�es ce qui pr�ec�ede� Soit cP� la courbe de Bn�a� b� associ�ee� Son image C�

sur la surface S est un plus court chemin entre A et B dans la classe d�approximation�

����� Choix de l	initialisation

Th�eor�eme ��� En tout point P � il existe un voisinage O�P � tel qu�il y a unicit�e du plus
court chemin entre P et tout point de O�P ��

Ce th�eor�eme se trouve dans �Do Carmo� ����� Il �etablit donc pour des points rapproch�es
l�unicit�e d�un minimum� Il n�est cependant pas valable pour des paires de points �eloign�es�
L�exemple qui suit illustre la sensibilit�e de la solution en fonction de l�initialisation �a classe
d�approximation �x�ee avec les deux cas de �gures qui peuvent se pr�esenter � l�existence de
plusieurs minima globaux et l�existence de optima locaux �cf �gures �� et ����

�� Nous consid�erons le disque dans l�espace m�etrique muni de la norme in	nie�
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Fig� �� ! Sensibilit�e de la solution suivant l�initialisation� Exemple sur le parabolo�de pa�
ram�etr�e par �u� v� �� �u� v� u� # v�� avec comme points extr�emit�es ��� �� et �� ��� Les trois
courbes visualis�ees sont solutions de la minimisation dans B��a� b� �a partir de trois initialisati�
ons di��erentes� La courbe c correspond �a un optimum local� Les courbes c� et c� correspondent
�a deux minima globaux � il s�agit d�un cas sym�etrique avec non unicit�e du minimum global�
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Fig� �� ! Initialisations et solutions visualis�ees dans D�

Ce ph�enom�ene d�optimum local constitue un probl�eme intrins�eque au probl�eme d�optimi�
sation� ici de recherche de plus court chemin� De mani�ere g�en�erale� l�initialisation se fait en
prenant une r�epartition r�eguli�ere des points de contr
ole sur le segment �a� b� dans l�espace des
param�etres�
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Fig� �� ! Sensibilit�e de la solution suivant l�initialisation� Exemple sur une surface de B�ezier
de degr�e � � � avec comme points extr�emit�es ����� ����� et ������ ����� Les deux courbes
visualis�ees sont solutions de la minimisation dans B��a� b� �a partir de deux initialisations
di��erentes� La courbe de gauche correspond �a un minimum local et celle de droite �a un mini�
mum global�
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Fig� �� ! Initialisations et solutions visualis�ees dans D�
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��

Chapitre �

Validation et r�esultats

Apr�es cette pr�esentation des outils n�ecessaires �a l�impl�ementation� nous proposons un
crit�ere permettant de valider la meilleure approximation calcul�ee� Nous discutons �egalement
l�in�uence de la param�etrisation de la surface� la complexit�e de la m�ethode et nous pr�esentons
en�n un ensemble d�exemples�

��� Validation

Nous nous penchons sur la question d��evaluer la qualit�e de l�approximation calcul�ee�
Sachant qu�un plus court chemin � est port�e par une g�eod�esique� nous proposons un crit�ere
bas�e sur sa d�e�nition di��erentielle� Si l�approximation obtenue ne satisfait pas la qualit�e
exig�ee� nous proposons alors de ra�ner la solution par subdivision ou par �el�evation de degr�e�

����� Crit
ere bas�e sur la courbure g�eod�esique

Dans l�annexe B� des notions de base de la th�eorie des courbes et surfaces sont rappel�ees�
Une g�eod�esique se caract�erise par le fait que sa courbure g�eod�esique est nulle en tout point�
Observer la courbure g�eod�esique en tout point de la meilleure approximation nous permet
ainsi d��etablir un crit�ere de validation�

! Si la courbure g�eod�esique est forte en un point� le chemin y est localement non optimal
au sens de la longueur� Ceci signi�e donc que la classe d�approximation est trop rigide
et qu�un ra�nement s�impose a�n d�en augmenter la �exibilit�e�

! Si la courbure g�eod�esique est faible� le chemin est alors localement peu d�evi�e� donc
proche d�un plus court chemin local�

Pour calculer la courbure g�eod�esique en un point d�une courbe C� param�etr�ee par C� nous
consid�erons le vecteur courbure en ce point� dirig�e et orient�e suivant la normale principale
�Np et dont la norme est la valeur de la courbure k �

�Np  � �C
� � �C�� � � �C�� k  

k�C� � �C�� k

k �C� k�

La courbure g�eod�esique kg correspond �a la composante tangentielle de ce vecteur courbure�

En notant �NS un vecteur normal �a la surface S et � l�angle entre �NS et �Np� nous obtenons

�� Il s�agit ici d�un plus court chemin parmi l�ensemble des chemins continus reliant deux points�
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donc �

kg  k sin���  k
k �NS � �Np k

k �NS k k �Np k

k
T

g

k k

plan osculateur

n

pSSN

θ

plan tangent

NN

Fig� �� ! Courbure d�une courbe C en un point et composantes tangentielle kg et normale
kn �a la surface�

D�un point de vue num�erique� la courbure g�eod�esique est �evalu�ee en un nombre discret de
points de C� que nous repr�esentons sous forme de �

� moyenne $kg de la courbure g�eod�esique le long de C

$kg  
X
i

�i kgi

o�u �i pond�ere la valeur de la courbure au i��eme point de discr�etisation� Ce coe�cient
�i est la longueur de l�arc de C compris entre les images des points i et i# �

� courbe param�etr�ee par la longueur d�arc� avec les �i� ramen�ee �a l�intervalle ��� ��

����� Minimisation de la courbure

Nous nous int�eressons �a exploiter directement le crit�ere de validation par une minimisation
de la courbure g�eod�esique� La premi�ere di�cult�e� et restriction� consiste �a construire un
scalaire repr�esentatif de la courbure g�eod�esique le long de C� Quel qu�en soit le choix� le
fait qu�il soit calcul�e �a partir d�un nombre discret de points pr�esente une incoh�erence avec
l�aspect purement local de la notion de g�eod�esique� �Sethian� ���� Osher and Sethian� ����
soul�event� dans un cadre plus g�en�eral� le probl�eme d�instabilit�e des m�ethodes d��evolution de
front qui se basent sur des points discrets� appel�es marqueurs� Ils proposent une alternative
qui consiste �a reformuler les �equations du mouvement comme une loi de conservation avec
viscosit�e�
Un r�esultat important qui fait le lien entre les deux approches vient de �Grayson� ���� �

l��evolution d�une courbe suivant le champ de courbure g�eod�esique fait tendre la courbe vers
un point ou vers une g�eod�esique� Cette �evolution tend �egalement �a minimiser localement
la longueur de la courbe� L��evolution de la courbe dans le sens de la courbure g�eod�esique se
comprend intuitivement bien comme une direction de minimisation de la courbure g�eod�esique
et comme une �evolution suivant le gradient de la longueur� Ceci con�rme donc la coh�erence de
minimiser la longueur et de contr
oler la courbure g�eod�esique puisque ces deux caract�eristiques
de la courbe sont directement corr�el�ees� Nous verrons cependant que la contrainte li�ee �a la
classe d�approximation impose une forte contrainte qui limite l�interpr�etation de la courbure
g�eod�esique �cf paragraphe ���� page ����



���� DISCUSSION ��

Cette id�ee de minimisation sur la courbure g�eod�esique rejoint directement de nombreux
travaux de Kimmel �cf �Kimmel et al�� ���� Kimmel and Sapiro� ����� qui utilise les outils
propos�es par Sethian par propagation de contour �cf �Kimmel and Sethian� ������
Il parle d��evolution dans le sens de la courbure� ce qui est �equivalent �a l��evolution suivant

la courbure g�eod�esique puisque seule la composante tangentielle� donc correspondant �a la
courbure g�eod�esique intervient dans le d�eplacement sur la surface� Il projette le probl�eme
surfacique en un probl�eme bi�dimensionnel et se trouve face �a des �equations di��erentielles qui
r�egissent l��evolution de la courbe� mais sans contrainte quant �a la classe d�approximation� La
r�esolution ici est donc une fois de plus une r�esolution d��equations di��erentielles� Ces articles
r�epondent aux di��erents constats faits lors de l��ebauche de notre �etude et d�eveloppent cet
aspect de la minimisation de la courbure� c�est pourquoi nous n�avons pas poursuivi nos
travaux dans ce sens�

��� Discussion

����� Param�etrisation de la surface

Dans l�analyse de la m�ethode se pose la question de la param�etrisation qui intervient
bien que le probl�eme de plus court chemin soit purement g�eom�etrique� Les zones de fortes
courbures sur la surface� param�etr�ees sur de petits domaines sou�rent naturellement d�au�
tant plus du manque de �exibilit�e� Le choix de la param�etrisation a donc son importance�
L�article de �Speer et al�� ���� s�attarde sur le changement de param�etrisation au niveau
global dans le cas courbe� Dans le cas sp�eci�que des surfaces d�eveloppables� il existe une
param�etrisation telle que les g�eod�esiques correspondent aux lignes droites de l�espace des pa�
ram�etres� Mais dans le cas de surfaces quelconques� �etablir les crit�eres d�une param�etrisation
id�eale et trouver une param�etrisation globalement optimale constituent des probl�emes di��
ciles� voire insolubles�
Nous revenons donc �a l�id�ee d�adaptation locale des courbes d�approximation qui traite

localement les probl�emes de �exibilit�e�

����� Etude de la complexit�e

L�algorithme de cette m�ethode se base sur la routine de calcul de la longueur et la routine
de minimisation� Sa complexit�e y est donc directement li�ee� L��evolution des longueurs� des
courbures et du temps de calcul en fonction du degr�e des surfaces font partie de nos travaux
imm�ediats�

��� R�esultats

����� Courbure g�eod�esique et classe d	approximation sur le parabolo��de

Nous traitons deux exemples sur le parabolo��de� Nous observons l��evolution de la courbe
des courbures g�eod�esiques en fonction de la classe d�approximation� Plus le degr�e est �elev�e�
plus courte est la longueur et donc meilleure est l�approximation� La courbure g�eod�esique
v�eri�e dans ces deux exemples la m
eme �evolution � la courbure g�eod�esique moyenne des plus
courts chemins diminue en e�et lorsque le degr�e des classes d�approximation augmente�
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Fig� ��� ! Exemple entre les points a  ����� et b  ��� ��� Trac�e de la courbe des
courbures g�eod�esiques le long des chemins solutions dans di��erentes classes d�approximation�
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Fig� ��� ! Exemple entre les points a  ��� �� et b  ��� ��� Trac�e de la courbe des
courbures g�eod�esiques le long des chemins solutions dans di��erentes classes d�approximation�

����� Locale optimalit�e des g�eod�esiques

Nous reprenons ici l�exemple du parabolo��de illustr�e dans la �gure ��� page ��� Con�
sid�erons c� qui correspond �a un optimum local et c�� qui correspond �a un minimum global
dans B��a� b�� L�observation de la courbure g�eod�esique le long des chemins montre que c est
un chemin g�eod�esique alors que c� est un minimum global qui manque de �exibilit�e �cf �gure
�����
Ceci vient du fait que les g�eod�esiques sont des chemins localement optimaux� Le plus court

chemin sur la surface� sans contrainte de classe d�approximation est e�ectivement g�eod�esique
mais dans une classe d�approximation restreignant l�ensemble des courbes consid�er�ees� le
plus court chemin n�est pas n�ecessairement g�eod�esique� Dans l�exemple pr�esent�e� la courbe c
co��ncide avec un minimum local sans restriction sur les courbes� ce qui n�est pas le cas pour
le minimum global�
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Fig� ��� ! Courbes des courbures g�eod�esiques sur l�exemple du parabolo�de avec des solutions
g�en�er�ees par di��erentes initialisations� La courbe correspondant �a c est irr�eguli�ere en raison
des erreurs num�eriques� mais elle correspond �a une courbe nulle en tout point� Par contre� la
courbe correspondant �a c�� minimum global n�est pas g�eod�esique�

����� Longueur courbure g�eod�esique et classes d	approximation

Nous traitons deux exemples qui permettent �a nouveau de comparer les r�esultats dans
di��erentes classes d�approximation� Pour chacune d�elles� nous donnons �

! la visualisation du plus court chemin sur la surface�

! le trac�e de la courbe de B�ezier correspondante dans l�espace des param�etres et son
polygone de contr
ole�

! la longueur du plus court chemin�

! le trac�e de la courbe des courbures g�eod�esiques le long du chemin solution�

! la courbure g�eod�esique moyenne�

La surface consid�er�ee est une surface de B�ezier de degr�e �� � avec pour extr�emit�es

! a  ����� ���� et b  ����� ���� dans l�exemple �

! a  ����� ��� et b  ����� ���� dans l�exemple ��

Dans chaque exemple� il est int�eressant d�observer �
� l��evolution de la longueur en fonction de la classe d�approximation dans la troisi�eme

colonne des tableaux� Celle�ci d�ecro
�t naturellement puisque l�algorithme consiste �a minimiser
la longueur ert que toute classe d�approximation Bn�a� b� est incluse dans la classe d�appro�
ximation Bn���a� b��

� l��evolution des courbes en fonction de la classe d�approximation dans les deuxi�eme et
troisi�eme colonnes des tableaux� Visuellement� nous observons une convergence des chemins�
traduite �egalement dans la convergence des longueurs�

� l��evolution de la courbure g�eod�esique moyenne en fonction de la classe d�approxi�
mation dans la quatri�eme colonne des tableaux� Celle�ci ne d�ecro
�t pas malgr�e la d�ecroissance
des longueurs� Le crit�ere de courbure ne permet pas d��etablir une relation de d�ordre ou bien
une norme pour la qualit�e des plus courts chemins mais pour leur qualit�e au sens g�eod�esique�
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Ainsi� en terme de position� les plus courts chemins locaux et globaux sans restriction sur
la classe d�approximation sont g�eod�esiques� Mais dans notre contexte� le crit�ere de validation
reposant sur la courbure g�eod�esique est strict au sens o�u il ne permet que d�a�rmer ce qui
suit �
� si le crit�ere est bon� le chemin est peu d�evi�e donc proche d�un optimum local� car la

minimisation assure un contr
ole au sens de la longueur du chemin
� si le crit�ere n�est pas v�eri��e� il n�est pas possible de conclure� le chemin pouvant 
etre

proche d�un plus court chemin de par sa position et sa longueur� La courbure g�eod�esique
est en e�et tr�es sensible aux faibles variations locales� Les approximations calcul�ees sont
relativement proches et leurs courbes de courbure g�eod�esiques di��erent�

����� Ra�nement par subdivision de la classe d	approximation

Sur la m
eme surface nous proposons un ra�nement de la classe d�approximation par
subdivision� Dans cet exemple� la d�emarche consiste �a partir d�une courbe de B��a� b� ayant
comme extr�emit�es les points a  ����� ���� et b  ����� ������ Ce processus de ra�nement est
utile pour des chemins longs o�u une certaine souplesse est requise�

Fig� ��� ! Ra�nement par subdivision� Visualisation de la surface et des plus courts chemins
calcul�es� Les �etapes d�ecrites dans la �gure ��� correspondent �a une �evolution de la courbe la
plus claire �a la plus fonc�ee�
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Fig� ��� ! Ra�nement par subdivision� Di��erentes �etapes de minimisation et subdivision vues
dans l�espace des param�etres� D�ecroissance des longueurs�

Nous pouvons observer dans la �gure ��� que les minimisations avec les courbes spli�
nes� illustr�ees par les graphes b�� et c��� ne conduisent pas �a des courbes C� aux points de
jonction� Ceci est encore une fois fortement li�e au fait de se placer dans une classe d�appro�
ximation� Nous constatons n�eanmoins que les longueurs des chemins d�ecroissent � le proc�ed�e
de ra�nement par subdivision permet donc bien d�am�eliorer l�approximation du plus court
chemin�
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M�ethode de minimisation

Conclusions

Cette m�ethode a chronologiquement constitu�e une premi�ere approche de l�approximation
qui dans l�analyse a men�e �a toute une �etude autour de la validation par mesure de la courbure
g�eod�esique� Par la suite� nous nous sommes plus int�eress�es �a des travaux traitant des m�ethodes
de propagation de contour qui soul�event les m
emes di�cult�es li�ees au caract�ere local des
g�eod�esiques� Nous avons �etabli le lien entre notre approche par minimisation de la longueur
et celle propos�ee par ces travaux� li�ee �a la minimisation de la courbure g�eod�esique� Nous
n�avons pas approfondi certains points secondaires� notamment le choix arbitraire des routines
de minimisation et d�int�egration pour le calcul de la longueur�
Il faut n�eanmoins relever les points forts de notre m�ethode de minimisation � comme

nous l�avons soulign�e� le formalisme utilis�e pr�esente les avantages de consid�erer un probl�eme
de minimisation sans contrainte et la possibilit�e de ra�ner les courbes� m
eme localement�
L�int�er
et de la phase de minimisation grossi�ere peut se pr�esenter dans deux cadres�

! pour des chemins entre des points relativement �eloign�es sur la surface au sens o�u il peut
exister des minima locaux� Cette premi�ere approximation peut permettre de localiser
globalement le chemin et servir d�initialisation pour la courbe ensuite ra�n�ee� Ce point
reste encore �a �etudier�

! pour g�en�erer des maillages �a faible co
ut� Ce point nous semble 
etre un d�eveloppement
int�eressant de notre m�ethode puisque les noeuds d�un maillage sont g�en�eralement rap�
proch�es� Nous proposons donc une premi�ere approximation grossi�ere sur l�ensemble des
ar
etes du maillage et une am�elioration des ar
etes ne v�eri�ant pas le crit�ere de validation�
Nous d�evelopperons ces id�ees dans la partie III� chapitre � qui traite de l�optimisation
des maillages�
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M�ethode de subdivision
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M�ethode de subdivision

Introduction

Dans cette partie� nous pr�esentons une m�ethode g�eom�etrique d�approximation de chemin
g�eod�esique entre deux points sur une surface de subdivision� Ce type de surface est limite
d�une suite de r�eseaux de points de plus en plus denses obtenus par subdivisions successives
d�un r�eseau de points initial appel�e r�eseau de contr
ole de la surface�
Ces r�eseaux sont triangul�es et nous consid�erons alors les surfaces poly�edriques associ�ees�

La m�ethode est bas�ee sur une recherche de chemins g�eod�esiques sur les di��erentes surfaces
poly�edriques� La propri�et�e de convergence vers la surface nous donne une approximation du
chemin recherch�e�

Dans le chapitre � nous nous attardons �a d�e�nir les sch�emas de subdivision qui g�en�erent�
lorsqu�il y a convergence� des surfaces de subdivision� Nous �enon	cons les propri�et�es requises
pour notre m�ethode� formul�ees en termes de param�etrage de la surface limite et en termes
de propri�et�es sur le sch�ema de subdivision la g�en�erant�
Dans le chapitre �� nous d�ecrivons la m�ethode propos�ee dans le d�etail� Le probl�eme se

ram�ene entre autres �a un calcul de chemins g�eod�esiques sur des surfaces poly�edriques� Il utilise
la convergence de la suite de r�eseaux engendr�es par subdivision en projetant it�erativement
les chemins g�eod�esiques calcul�es sur les surfaces poly�edriques associ�ees aux r�eseaux�

Dans le chapitre �� nous �etudions la convergence de la suite de chemins engendr�es vers
un chemin g�eod�esique de la surface � nous proposons de valider notre m�ethode avec un crit�ere
local�
Dans le chapitre �� nous pr�esentons les r�esultats au travers d�exemples sur des surfaces

de B�ezier � nous discutons divers points et donnons la complexit�e de la m�ethode�



��



�

Chapitre �

Courbes et surfaces de subdivision

Les courbes et surfaces de subdivision font l�objet d�un grand nombre de travaux r�ecents�
Bien que toutes les fonctions ne puissent pas 
etre d�ecrites de cette mani�ere� la subdivision peut

etre utilis�ee pour cr�eer un large �eventail de fonctions� �a l�aide d�un processus simple� Le %corner
cutting% en est �a l�origine �cf �Gregory and Qu� ���� De Boor� ���� Boehm et al�� ������
Ces fonctions sont introduites par le biais des sch�emas de subdivision� dans le cadre de
l�analyse multir�esolution et �egalement dans celui des ondelettes� domaines qui pr�esentent et
utilisent des outils similaires abord�es sous un autre angle�
Malgr�e l�abondance de la litt�erature dans ce domaine� il n�existe pas de notations ni de for�

malisme englobant les sch�emas de subdivision� Les articles consid�erent en e�et g�en�eralement
un sch�ema de subdivision sp�eci�que et en �etudient au cas par cas le comportement � nous
les citerons au cours de ce chapitre� Les travaux de �Dyn� ���� Zorin and Schr�oder� ����
Guskov� ���� ont plus particuli�erement retenu notre attention� car ils s�av�erent plus g�en�eraux�
�Stollnitz et al�� ���� Lounsbery et al�� ���� abordent ce domaine d�une mani�ere plus g�eo�
m�etrique�
D�e�nir les notions propres aux sch�emas de subdivision constitue l�un des objectifs de ce

chapitre� Ceci �etant �etablit� nous pouvons ensuite pr�eciser les propri�et�es requises des surfaces
sur lesquelles la m�ethode de calcul de g�eod�esiques pr�esent�ee dans cette partie s�applique�

D�e�nition ��� Une surface de subdivision est une surface obtenue par un proc�ed�e r�e�
cursif en partant d�un ensemble d�enombrable de points isol�es�

Nous pr�esentons d�abord des d�e�nitions sur les sch�emas de subdivision� la notion de
convergence en leur associant une param�etrisation et le lien avec l�existence de fonctions
d��echelle� Nous proposons ensuite de consid�erer le sch�ema des di��erences associ�e au sch�ema de
subdivision qui v�eri�e la formule de commutation� Celle�ci caract�erise les propri�et�es requises
pour les surfaces que nous utilisons� r�esum�ees en �n de chapitre�

��� Sch�emas de subdivision

Nous d�e�nissons les di��erents types de sch�emas de subdivision avec une approche g�eom�etrique
et intuitive puis pr�esentons l��etat des travaux�
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����� D�e�nitions

D�e�nition ��� Une grille X est un maillage sur un domaine de R ou R
� � Ses sommets

sont appel�es noeuds� La grille est dite r�eguli�ere si la r�epartition des noeuds est r�eguli�ere et
si la topologie � du maillage l�est �egalement� sinon elle est irr�eguli�ere�

D�e�nition ��� Une suite de grilles fXkgk�N est un raffinement si

� le nombre de noeuds de Xk�� est sup�erieur au nombre de noeuds de Xk�

� la distance entre les noeuds de Xk est inf�erieure �a celle entre les noeuds de Xk���

� l�ensemble des noeuds devient dense sur le domaine consid�er�e�

Nous dirons qu�il est embo��t�e � si Xk�� correspond �a l�insertion de noeuds et d�ar�etes dans
Xk�

D�e�nition ��	 Une suite de grilles de ra�nement de type moyenne pour des topologies
g�en�erales dans R� se construit r�ecursivement �a l�aide de �
�� l�op�erateur de d�edoublement qui agit sur Xk �

� toute maille g�en�ere la m�eme maille

� toute ar�ete �pq� g�en�ere une maille �ppqq�

� tout sommet interne p de valence r g�en�ere une maille �a r sommets �egaux �a p � 	pp � � � pp	 
z �
r fois




� tout sommet de bord � p de valence r g�en�ere une maille �a r #  sommets �egaux �a p

� tout sommet de coin � p g�en�ere une maille �a � sommets �egaux �a p � 	pppp


�� l�op�erateur de moyennage 	�eventuellement r�ep�et�e une fois
 qui g�en�ere Xk�� �

� les sommets de Xk�� sont �egaux aux barycentres des sommets de chaque maille

� les ar�etes de Xk�� relient � nouveaux sommets correspondant �a � anciennes faces ad�
jacentes

�a� �b� �c� �d�

Fig� � ! Un exemple de ra�nement de type moyenne sur une grille de topologie quelcon�
que� 	a
 R�eseau initial� � 	b
 R�eseau apr�es d�edoublement des noeuds� � 	c
 R�eseau apr�es
d�edoublement et une phase de moyennage� � 	d
 R�eseau apr�es d�edoublement et deux phases
de moyennage� �

�� La topologie du maillage correspond aux connections entre les noeuds� ar�etes et faces�

� Par analogie avec les espaces d�approximation en analyse multir�esolution�
�� Un sommet de bord est un sommet qui n�est pas interne et dont la valence est di��erente de 
�
�� Un sommet de coin est un sommet qui n�est pas interne et dont la valence est 
�
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Si nous consid�erons la relation de dualit�e topologique� l�op�erateur de moyennage r�ep�et�e
correspond �a consid�erer la grille duale� Les grilles �b� et �d� sont donc topologiquement
�equivalentes�

Remarque ��� Cette d�e�nition permet de construire des ra�nements de grilles pour une
grille initiale pr�esentant une topologie quelconque� Ce qui nous int�eresse ici est uniquement la
topologie de ces grilles� Les ra�nements de grilles g�en�eralement consid�er�es dans les sch�emas
de subdivision suivent ce type d��evolution topologiquement parlant�

Proposition ��� Avec le ra�nement de type moyenne� les grilles deviennent de plus en plus
r�eguli�eres 	� la densit�e des noeuds double �a chaque �etape� mais le nombre de noeuds irr�eguliers
et le nombre de mailles irr�eguli�eres restent constants�

Ainsi les mailles g�en�er�ees par un tel ra�nement sont toutes du m
eme type� les noeuds de m
eme
valence� d�o�u la quanti�cation de la r�egularit�e des grilles� Les noeuds irr�eguliers correspondent
aux noeuds de valence 
 di��erente autour desquels la topologie est irr�eguli�ere par rapport �a
l�ensemble de la grille�

D�e�nition ��� Soit P� un ensemble initial de points de Rd sur une grille X�� Un sch�ema

de subdivision A est une suite d�op�erateurs lin�eaires fAkgk�N qui calculent r�ecursivement
une suite fPkgk�N d�ensembles de points sur un ra�nement de grilles fXkgk�N�

Pk��  AkPk

D�e�nition ��� L�ensemble de points P muni de la topologie induite par la grille X �a laquelle
il est associ�e est appel�e r�eseau de contr�ole et nous le noterons par abus �egalement P� Les
points du r�eseau sont appel�es points de contr�ole ou sommets du r�eseau�

En supposant que l�ensemble des points de contr
ole est naturellement ordonn�e� nous
pouvons consid�erer des matrices Ak et la subdivision s��ecrit sous forme matricielle �

Pk��  AkPk

Une �etape de subdivision qui passe de Pk �a Pk�� par l�action de l�op�erateur Ak est
constitu�ee de deux phases �

! une phase d�insertion qui permet d�introduire de nouveaux noeuds c�est��a�dire de ra�ner
la grille Xk en la grille Xk���

! une phase d�ajustement qui calcule les points de Pk�� en fonction des points de Pk�

D�e�nition ��� Le masque en un sommet P de Pk�� est l�ensemble des coe�cients qui per�
met de calculer P �a partir des points de Pk� c�est��a�dire l�ensemble des coe�cients n�ecessaires
�a la phase d�ajustement� Le masque d�un sch�ema de subdivision est l�ensemble des masques
appliqu�es en tout point� Il s�agit matriciellement parlant de Ak�

Dans le cas des surfaces produit tensoriel� les r�eseaux de points de contr
ole peuvent

etre ordonn�es dans des matrices et nous leur associons alors des masques matriciels �cf
�Cohen et al�� ���a���

D�e�nition ��
 Un sch�ema de subdivision est affine si en tout point� la somme des coe��
cients du masque est �egale �a � autrement dit� si l�op�eration d�ajustement est barycentrique�

�� La r�egularit�e ici porte sur la topologie de la grille�
�� La valence d�un noeud d�un maillage est le nombre de voisins de ce noeud dans le maillage�



�� CHAPITRE �� COURBES ET SURFACES DE SUBDIVISION

D�un point de vue matriciel� la somme des coe�cients de chaque ligne de chaque matrice Ak

est �egale �a �

Ceci caract�erise la stabilit�e du sch�ema de subdivision� nous y reviendrons dans les crit�eres
de convergence d�un sch�ema de subdivision �cf paragraphe ����� page ����

D�e�nition ��� Un sch�ema de subdivision est local ou le masque associ�e est �a support

compact s�il existe un entier L tel que le masque appliqu�e en tout point P poss�ede au plus
L coe�cients non nuls dans un voisinage restreint et born�e pour l�ensemble des points� d�un
point de vue matriciel� sur chaque ligne des matrices Ak il y a au plus L coe�cients non nuls
sur chaque ligne des matrices Ak�

D�e�nition ���� Un sch�ema de subdivision est stationnaire si l�op�erateur de subdivision
utilis�e �a chaque �etape est le m�eme� c�est��a�dire si les op�erateurs Ak sont ind�ependants de k�

D�e�nition ���� Un sch�ema est uniforme si le m�eme masque est appliqu�e en tout point de
la grille�

D�e�nition ���� Un sch�ema de subdivision est interpolant si les points calcul�es �a toute
�etape de subdivision k� sont des points �xes� c�est��a�dire qu�ils appartiennent �a tous les r�eseaux
Pk suivants� c�est��a�dire tels que k � k�� Ceci s��ecrit �

�k�� �k � k�� Pk� 
 Pk ou de mani�ere �equivalente �k Pk 
 Pk��

Exemple du cas stationnaire uniforme

Pour illustrer cet ensemble de d�e�nitions� nous proposons de regarder le cas des sch�emas
de subdivision stationnaires uniformes �a une variable �r  � ou produit tensoriel �r  ��� Les
grilles Xk correspondent �a une r�epartition r�eguli�ere des noeuds sur Rr et chaque subdivision
correspond �a une r�epartition r�eguli�ere deux fois plus dense �cf �gure ����

Fig� �� ! Ra�nements uniformes d�un intervalle et d�une grille de type produit tensoriel�

Un sch�ema de subdivision uniforme fait donc correspondre aux noeuds pairs� c�est��a�dire
existant �a l��etape k� une certaine combinaison lin�eaire des points de l��etape k et aux noeuds
impairs �noeuds ins�er�es lors de l��etape de subdivision de k �a k # �� une autre combinaison
lin�eaire des points de l��etape k� Ceci s��ecrit �

P k��
i  

X
j�Zr

��j�iP
k
j

qui correspond �a deux masques pour r  

P k��
�i  

X
j�Z

��jP
k
i�j P k��

�i��  
X
j�Z

��j��P
k
i�j
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et �a quatre masques pour r  �� qui d�eterminent le calcul de P�i��j � P�i����j � P�i��j�� et
P�i����j���

Remarque ��� Dans le cas d�un sch�ema de subdivision interpolant� P k��
�i  P k

i � i � Z
r�

Le masque correspondant �a l�op�erateur A est not�e ��i�i�Zr et la matrice A dans le cas
univariable s��ecrit � �

BB
� � � �� �� �	 � � � � � �
� � � �� �� �� � � � � � �
� � � � � � �� �� �	 � � �
� � � � � � �� �� �� � � �

�
CCA

����� Etat de l	art

De mani�ere g�en�erale� les sch�emas de subdivision peuvent 
etre quelconques� c�est��a�dire non
uniformes� non stationnaires� voire d�e�nis sur des grilles de ra�nement non embo
�t�ees� Il est
cependant di�cile dans les cas g�en�eraux d��etablir des crit�eres de convergence� L�essentiel des
travaux dans ce domaine traite de sch�emas stationnaires� Bien que les sch�emas de subdivision
stationnaires uniformes aient d�ej�a �et�e beaucoup �etudi�es ��Dyn� ���� Cavaretta et al�� �����
ils restent �a l�ordre du jour dans le cadre de travaux sur des grilles �a mailles hexagonales
��Dyn� ������
L�irr�egularit�e de la r�epartition des noeuds constitue un premier type de cas non uniforme et

fait l�objet de travaux r�ecents propos�es par �Daubechies et al�� ���a� Daubechies et al�� ����
dans le cas univariable et �Guskov� ���� Rabut� ���� dans le cas multivariable� Des r�esultats
sont �enonc�es avec des conditions sur l�irr�egularit�e dans la r�epartition des noeuds� entre autres
celle de consid�erer des noeuds simples� L�irr�egularit�e de la topologie de la grille constitue un
deuxi�eme type de cas non uniforme� Le ra�nement des grilles se formule en g�en�eral comme
un ra�nement de type moyenne au sens de la classe d��equivalence associ�ee �a la topologie du
maillage� Le choix du masque d�etermine ensuite la particularit�e du sch�ema de subdivision�
il est g�en�eralement identique pour les sommets de m
eme valence� Les images des noeuds qui
conf�erent �a la topologie son irr�egularit�e sont appel�ees sommets extraordinaires� De nom�
breux travaux proposent des masques en ces noeuds et �etudient la r�egularit�e qui en d�ecoule
�a la limite �cf �Cavaretta et al�� ��� Dyn� ���� Zorin and Schr�oder� ���� Warren� ������

Le cas des ra�nements de grilles �a topologie quelconque et non embo
�t�ees est un cadre
d��etude tr�es neuf�
Comme nous l�avons �evoqu�e dans l�introduction� l�essentiel des travaux consid�erent un

sch�ema de subdivision sp�eci�que et en �etudie les propri�et�es� Dans �Zorin and Schr�oder� ����
Dyn and Levin� ����� une classi�cation des di��erents types de sch�emas de subdivision clas�
siques pour les surfaces est donn�ee�
Face �a ces r�esultats et au cadre g�en�eral que nous souhaitons proposer pour notre m�ethode�

nous pr�esenterons une �etude globale� illustr�ee par le cas univariable et le produit tensoriel
qui en d�ecoule et proposerons des extensions �a tout type de surface limite d�un sch�ema de
subdivision� sachant qu�elles m�eritent toutes une attention particuli�ere et constituent �a part
enti�ere des sujets de recherche cons�equents�
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��� Convergence d�un sch�ema de subdivision

Nous associons une param�etrisation aux r�eseaux� d�e�nissons la convergence d�un sch�ema
de subdivision et construisons les fonctions d��echelle�

����� Param�etrisation et d�e�nition de la convergence

Nous d�eveloppons ce qui a trait �a la param�etrisation des r�eseaux pour d�e�nir la con�
vergence� Cet aspect a �et�e �etudi�e en d�etail par �Lounsbery et al�� ���� pour le cas courbe
et produit tensoriel� par �Floater� ���� Lee et al�� ���� pour les triangulations �a topologie
quelconque� cas auquel peuvent se ramener les grilles �a topologie quelconque� Sans perte de
g�en�eralit�e� nous consid�ererons d�esormais que le probl�eme est ramen�e �a l��etude d�une compo�
sante� c�est��a�dire que les points sont dans R�
Le domaine recouvert par les grilles Xk �a la limite s�apparente �a un domaine de pa�

ram�etrisation �ou espace des param�etres�� Notons xki le noeud correspondant �a P k
i sur la

grille Xk " les noeuds seront suppos�es simples " et consid�erons les fonctions Pk qui inter�
polent Pk aux points xki des grilles X

k� L�interpolation s��ecrit

Pk���  
X
i

P k
i 	

k
i ����

Les fonctions 	k
i d�ependent des grilles que nous consid�erons et nous proposons les fonctions

continues suivantes �

pour des grilles sur R � les fonctions $Nk
i d�e�nies par

$Nk
i �t�  

��
�
�t� xki���
�x

k
i � xki��� pour t � �xki��� x

k
i �

�xki�� � t�
�xki�� � xki � pour t � �xki � x
k
i���

� pour t 
� �xki��� x
k
i���

La courbe Pk correspondante est le polygone qui interpole les points lin�eairement par
morceaux�

pour des grilles de type produit tensoriel � le produit tensoriel de ces m
emes fonctions�
La surface Pk correspondante interpole les mailles du r�eseau par des surfaces bi�r�egl�ees
et est param�etr�ee par �

Pk�u� v�  
X
ij

P k
ij
$Nk
i �u�

$Nk
j �v�

pour des triangulations quelconques � les fonctions lin�eaires par morceaux qui valent 
en xki et � aux autres noeuds et qui sont a�nes sur chaque triangle� La surface P

k

correspondante est la surface poly�edrique qui interpole les points�

D�e�nition ���� Un sch�ema de subdivision est uniform�ement convergent si pour tout en�
semble initial de points P�� il existe une fonction continue P� telle que

lim
k��

sup
i
jP k

i � P
��xki �j  ��
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Par la suite� S ou P� param�etr�ee par P� d�esignera implicitement la limite de la suite
de r�eseaux de points fPkgk�N g�en�er�ee par le sch�ema de subdivision A�

Proposition ��� Si un sch�ema de subdivision converge uniform�ement sur une grille alors
il y a aussi convergence sur une autre grille de m�eme topologie� donc ind�ependance de la
convergence vis��a�vis de la param�etrisation�

D�emonstration �

La convergence uniforme des r�eseaux Pk sur les grilles Xk vers la fonction limite P�

s��ecrit �
lim
k��

sup
i
jPk�xki �� P

��xki �j  ��

Le changement de grilles correspond �a une reparam�etrisation des grilles� donc �a une applica�
tion bijective 	k telle que 	k�xki �  $xki � Les nouvelles grilles sont not�ees

$Xk� Il existe donc
une application inverse $	k telle que $	k�$xki �  xki � Nous avons donc la convergence sur les
grilles $Xk �

lim
k��

sup
i
jPk� $	k�$xki ��� P

�� $	k�$xki ��j  ��

avec Pk � $	k qui correspond �a la nouvelle param�etrisation des r�eseaux sur les grilles $Xk et
P� � $	k �a la nouvelle param�etrisation de la surface limite P��

�

Nous avons tenu �a �etablir cette propri�et�e pour a�ranchir la d�e�nition de la convergence
de la param�etrisation �a laquelle elle semble li�ee � les r�eseaux de points sont en e�et g�en�er�es
ind�ependamment des positions des noeuds des grilles dans l�espace des param�etres� Si l�ensem�
ble de points n�est pas associ�e �a des grilles de R ou R� explicitement mais suit un sch�ema de
subdivision de type moyenne au sens de la topologie de ses r�eseaux� il est possible de d�e�nir un
espace des param�etres� et d�y construire une suite de grilles � il correspond �eventuellement au
domaine construit sur le r�eseau de points le plus grossier P� �cf �Zorin and Schr�oder� ������
D�un point de vue fonctionnel� la disposition des noeuds des grilles dans l�espace des pa�
ram�etres joue n�eanmoins un r
ole important puisque la r�egularit�e de la param�etrisation de la
fonction limite en d�epend� Pour en neutraliser l�in�uence� nous proposons de consid�erer les
continuit�es g�eom�etriques Gr� Ce point est un sujet sur lequel nous n�avons pas trouv�e d�autre
r�ef�erence que �Guskov� ���� � il s�attarde �a d�e�nir de mani�ere plus pr�ecise les di��erents types
de grilles et les positions de leurs noeuds dans l�espace des param�etres a�n de pouvoir pa�
ram�etrer correctement des ensembles de points� Ceci constitue donc un domaine de recherche
�a explorer et qui fera l�objet de travaux ult�erieurs�

Pour clore cette d�e�nition de convergence� nous notons en�n qu�il existe des travaux rela�
tifs �a d�autres types de convergence comme la convergence faible� les convergences au sens des
normes Lp� la convergence int�egrale� � � � �cf �Cavaretta et al�� ��� Dyn and Levin� ������

����� Crit
eres de convergence

Nous nous int�eressons maintenant aux crit�eres de convergence d�un sch�ema de subdivision�
Dans les travaux� il existe de nombreuses approches pour les d�eterminer � par exemple par
l��etude spectrale en termes de conditions sur les valeurs propres� par le biais des propri�et�es
stochastiques des matrices� par l�interm�ediaire des polyn
omes de Laurent� � � � Nous donnons
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ici deux conditions communes �a l�ensemble des articles� pour plus de d�etails� s�y r�ef�erer �cf
�Dyn� ���� Cavaretta et al�� ��� Zorin and Schr�oder� ���� Bonneau� ������

Nous posons d�abord des conditions sur le masque du sch�ema de subdivision� en supposant
qu�il ne soit pas identiquement nul� c�est��a�dire qu�il existe un r�eseau de contr
ole initial P�

qui g�en�ere une suite convergeant vers une fonction non identiquement nulle�

! Le sch�ema de subdivision A est a�ne � ceci caract�erise sa stabilit�e� En e�et� �a partir
du jeu de donn�ees P� qui vaut  en tout point� la limite est la fonction identiquement
�egale �a �

! Le masque est �a support compact � ceci attribue au sch�ema de subdivision un caract�ere
local� Ainsi la perturbation d�un point de contr
ole ne modi�e que localement la fonction
limite� Cette condition est �egalement utile pour d�eterminer des fonctions de base�

Le lemme qui suit est issu de �Dyn� ����� valable dans le cas des courbes et surfaces
produit tensoriel limites de sch�emas de subdivision stationnaires uniformes�

Lemme ��� Soit 	 � C�Rr �� r   ou �� une fonction �a support compact satisfaisantX
i�Zr

	�x� i�  � x � Rr

Soit A un sch�ema de subdivision a�ne uniform�ement convergent� alors

lim
k��

X
i�Zr

P k
i 	��

k � �i�  P� ���

De plus� si 	 satisfait la condition de stabilit�e

c� � � tel que c�jjPjj� 	 jj
X
i�Zr

Pi	�� � i�jj�� pour tout r�eseau P born�e sur Zr

alors la convergence uniforme de la suite�X
i�Zr

P k
i 	��

k � �i�� k � Zr
�
�

pour toute donn�ee initiale P� implique la convergence uniforme du sch�ema de subdivision�

Ceci exprime donc l�id�ee que si nous consid�erons la suite fPkgk�N des polygones ou surfaces
interpolants� elle converge de la m
eme mani�ere que les r�eseaux de points correspondant�
sachant que la suite des grilles fXkgk�N est dense sur le domaine consid�er�e� Le choix des
fonctions interpolantes est arbitraire modulo le fait qu�elles soient �a support compact et
de somme  sur le domaine� Notons que le choix de fonctions interpolantes continues et
la convergence uniforme impliquent la continuit�e de la limite� Nous n�avons pas trouv�e de
g�en�eralisation de ce r�esultat et l�a encore� nous faisons face �a des travaux qu�il nous semblerait
int�eressant de prolonger�

����� Fonctions de base et �equation d	�echelle

Nous abordons le lien entre la convergence du sch�ema de subdivision A et l�existence
d�une base de fonctions pour l�espace vectoriel des fonctions limites de A� Dans le cas des
courbes splines par exemple� il s�agit de la base des fonctions B�splines�
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Construction des fonctions

! Soit E
���
�i� le r�eseau de points de contr
ole initial d�e�ni sur la grille X

� tel que

E
���
�i�j  � �j � i et E

���
�i�i  

Les r�eseaux fE
���
�i� gi forment une base canonique des r�eseaux de points sur la grille X

��

L�indice ��� en exposant signi�e que les r�eseaux initiaux sont consid�er�es sur la grille X��
l�indice i signi�e qu�il s�agit du r�eseau initial valant  au point Pi�

! Le sch�ema de subdivision A est appliqu�e �a partir des donn�ees initiales E
���
�i� et g�en�ere

les r�eseaux E
���k
�i� �

�
���
i  lim

k��
E
���k
�i�

! Comme le sch�ema de subdivision est local� les fonctions �
���
i sont �a support compact�

Base des fonctions limites

Tout jeu de donn�ees initialP� se d�ecompose dans la base des fE
���
�i� gi� Comme les fonctions

f�
���
i gi sont �a support compact� en se pla	cant en un point donn�e de l�espace des param�etres�

celles qui ne s�annulent pas sont en nombre �ni et nous en d�eduisons �X
i

P �
i �

���
i ���  P

����

De la m
eme mani�ere� si nous partons de la subdivision k�� les fonctions limites sont les �
�k��
i �

limites du sch�ema de subdivision initialis�e �a l��etape k� sur la grille X
k� par E

�k��
�i� �

�
�k��
i  lim

k��
E
�k��k
�i� et

X
i

P k�
i �

�k��
i ���  P����

Les familles f�
�k��
i gi sont des familles g�en�eratrices de l�espace vectoriel des fonctions li�

mites du sch�ema de subdivision� Si les fonctions de base sont Cn� alors les fonctions limites
sont �egalement Cn�

Equation d��echelle

Les fonctions de base associ�ees au niveau de r�esolution k peuvent s�exprimer comme combi�
naison lin�eaire des fonctions de base associ�ees au niveau de r�esolution k# par l�interm�ediaire
de l��equation d��echelle� qui est directement li�ee �a la matrice de subdivision Ak �

�ki ���  
X
j

Ak
j�i�

k��
j ���

Remarque ��� Dans le cas stationnaire uniforme �a une variable� les fonctions de base sont
les translat�ees d�une fonction �� unique solution de

����  
X
j

Aj��� � �j�
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Ici se situe le lien avec la th�eorie des ondelettes qui d�etermine les solutions de l��equation
d��echelle et en �etudie la r�egularit�e �cf �Jia et al�� ������ Les fonctions de base sont aussi
appel�ees fonctions d��echelle�

��� Sch�emas des di��erences et formule de commutation

Si les fonctions de base ne sont pas pr�ecis�ement connues� l��etude de la r�egularit�e des fonc�
tions limites se fait �a l�aide du sch�ema des di��erences que nous d�e�nirons dans un premier
temps� Il est reli�e aux d�eriv�ees par le biais de la formule de commutation� Introduite par
�Lemari�e�Rieusset� ���� dans le cadre des ondelettes� elle retiendra notre attention notam�
ment pour l�interpr�etation g�eom�etrique que nous en tirerons dans le chapitre �� page ���

����� G�en�eralit�es

Nous pr�esentons maintenant le concept des di��erences divis�ees et donnons la formule
de commutation� Nous allons utiliser ce qui en d�ecoule dans le chapitre �� sachant que les
conditions n�ecessaires �a ces r�esultats se trouvent dans les articles que nous citerons� Pour
les cas dans lesquels les r�esultats ne sont pas encore �etablis� nous sommes conscients du
travail qu�il reste �a faire dans ce sens et nous supposerons qu�ils le sont pour la suite de notre
d�emarche�
Dans les cas univariable et produit tensoriel� les di��erences divis�ees sont clairement

d�e�nies �cf paragraphe ������ Dans les autres cas �a plusieurs variables� il existe de nombreux
articles qui donnent une d�e�nition des di��erences divis�ees ��Neamtu� ���� De Boor� ����
Guskov� ���� Rabut� ������ mais il n�existe pas de d�e�nition universelle englobant ce con�
cept� Les di��erences divis�ees doivent n�eanmoins v�eri�er les propri�et�es suivantes �

� quand la grille se ra�ne� la di��erence divis�ee d�ordre r converge vers la d�eriv�ee r�i�eme
de la fonction limite�

�� les di��erences divis�ees sont calcul�ees �a partir d�une combinaison lin�eaire d�un nombre
�ni de points� pond�er�es par des poids qui d�ependent de leur position�

�� il existe une mani�ere r�ecursive de calculer les di��erences divis�ees� autrement dit� il est
possible de calculer les di��erences divis�ees d�ordre r# �a partir des di��erences divis�ees
d�ordre r�

Nous noterons Dk l�op�erateur des di��erences divis�ees d�ordre  qui transforme Pk et Dk

son image soit DkPk  Dk� La propri�et�e �� s�exprime aussi de la mani�ere suivante �

Proposition ��� Si le sch�ema de subdivision A converge� alors il existe un sch�ema A��
appel�e sch�ema des diff�erences �divis�ees�� tel que

Dk��  Ak
�D

k

A partir de l�existence du sch�ema des di��erences� nous �etablissons la formule de commu�
tation� Nous avons

Pk��  AkPk et Dk��Pk��  Ak
�D

kPk

donc

Dk��AkPk  Ak
�D

kPk
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Ce qui nous donne la formule de commutation �

Dk��Ak  Ak
�D

k

Ainsi e�ectuer une �etape de subdivision et consid�erer les di��erences divis�ees �equivaut �a
prendre le r�eseau des di��erences divis�ees et �a lui appliquer une �etape de subdivision�

Th�eor�eme ��� Si les fonctions de base du sch�ema de subdivision A sont C�� alors les
fonctions limites g�en�er�ees par A sont C� et le sch�ema des di��erences associ�e converge uni�
form�ement�

Nous ne d�evelopperons pas les ordres sup�erieurs qui v�eri�ent le m
eme type de propri�et�es�
ce qui nous int�eresse �etant l�interpr�etation g�eom�etrique li�ee aux di��erences divis�ees d�ordre 
que nous allons �evoquer dans les di��erents cas de �gure�

����� Cas univariable et produit tensoriel

Cas univariable

Soit P un polygone de contr
ole�

D�e�nition ���	 Le polygone des diff�erences finies �P est d�e�ni par les points des
contr�ole �

�Pi  Pi�� � Pi

Le polygone des diff�erences divis�ees D est d�e�ni par �

Di  DPi  
Pi�� � Pi
xi�� � xi

 
�Pi

xi�� � xi

Proposition ��	 Si un sch�ema de subdivision local est a�ne� alors il existe un sch�ema de
subdivision pour les di��erences �nies� Plus pr�ecis�ement� sous forme matricielle �

�Ak
�ij  

X
l

�
Ak

i���l �Ak
i�l

�

Le sch�ema des di��erences �nies donne un crit�ere de convergence du sch�ema A auquel il
est associ�e�

Proposition ��� Le sch�ema de subdivision A converge uniform�ement si et seulement si le
sch�ema de subdivision A converge uniform�ement vers � pour tout �P��

Th�eor�eme ��� Soit A un sch�ema du subdivision uniform�ement convergent� Soit fPkgk�Z
une suite de r�eseaux engendr�ee par A� initialis�ee en P�� de limite P�� Si le sch�ema des
di��erences divis�ees associ�e A� est uniform�ement convergent� alors il converge pour tout D�  
DP� vers la d�eriv�ee de P��

Remarque ��	 G�eom�etriquement� ceci signi�e que les c�ot�es des polygones tendent vers la
tangente en tout point � nous le d�evelopperons dans le chapitre �� page ���
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Le calcul de la matrice A� associ�ee au sch�ema des di��erences est le suivant �

Ak
� ij  

xkj�� � xkj

xk��i�� � xk��i

X
l

�
Ak

i���l �Ak
i�l

�

sachant que la somme est �nie car le sch�ema de subdivision A est local�

limite

D P’ = 
differentiation

differences divisees
DP

P

limite

Fig� �� ! Ce sch�ema illustre la formule de commutation pour le cas univariable�

La formule de commutation est �etablie dans les cas r�eguliers et irr�eguliers� stationnai�
res et non stationnaires� � les conditions et une �etude d�etaill�ee �gurent dans �Warren� ����
Daubechies et al�� ���a� Daubechies et al�� �����

Cas produit tensoriel

Le cas produit tensoriel est une extension du cas courbe�

DiP  
Pi���j � Pi�j
xi���j � xi�j

DjP  
Pi�j�� � Pi�j
xi�j�� � xi�j

L�ind�ependance des param�etres u et v entraine la convergence du sch�ema des di��erences vers
la di��erentielle�

lim
k��

Dk
iP

k  Su lim
k��

Dk
jP

k  Sv

Remarque ��� G�eom�etriquement� ceci signi�e que les mailles des r�eseaux tendent vers le
plan tangent en tout point � nous le d�evelopperons dans le chapitre �� page ���

Remarque ��� La proposition ��� est g�en�eralis�ee au cas produit tensoriel dans �Dyn� ������

La formule de commutation est �etablie dans le cas de grilles r�eguli�eres dans les articles de
�Cavaretta et al�� ��� Dyn and Levin� ���� � ce dernier traite �egalement le cas interpolant
et les cas irr�eguliers sont trait�es dans �Daubechies et al�� �����

����� Cas de triangulations 
a topologie quelconque

Plusieurs d�e�nitions pour les di��erences divis�ees ont �et�e propos�ees et chacun des articles
cit�es pose ses conditions puis �enonce la formule de commutation�

�Warren� ���� �etablit la formule de commutation dans le cas de subdivision sur des
triangulations �a topologie quelconque� Il d�e�nit les di��erences divis�ees� relativement aux
�el�ements spectraux de la matrice de subdivision� donne des conditions pour que le sch�ema
des di��erences existe et la convergence uniforme des d�eriv�ees�
Dans �Guskov� ���� et �Rabut� ����� les di��erences divis�ees multivariables sont obtenues

en d�e�nissant une surface lisse par interpolation des voisins et du sommet� et ce� pour des
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grilles de topologie quelconque� La di��erence divis�ee d�ordre  correspond aux coe�cients
d�ordre  dans le d�eveloppement de Taylor de la fonction interpolante� modulo un coe�cient
de normalisation� G�eom�etriquement� elle d�e�nit donc le plan tangent de la repr�esentation de
la fonction interpolante� Dans le cas de mailles triangulaires� le calcul des di��erences divis�ees
d�ordre  sur un triangle M�M�M� propos�ee par �Guskov� ���� est le suivant �

Du�M�M�M��  
�M� �M���v� � v��� �M� �M���v� � v��

�u� � u���v� � v��� �u� � u���v� � v��

Dv�M�M�M��  
�M� �M���u� � u��� �M� �M���u� � u��

�v� � v���u� � u��� �v� � v���u� � u��

Remarque ��� Ici� nous n�avons pas trouv�e de g�en�eralisation explicite de la proposition
���� Elle signi�e que les distances entre deux points voisins converge uniform�ement vers ��
Moyennant ce r�esultat� la validit�e de notre m�ethode pourra �etre �egalement �etablit pour ce
type de r�eseaux� C�est pourquoi nous ferons l�hypoth�ese qu�il est v�eri��e� Ceci est un point
sur lequel il serait int�eressant de s�attarder� Il n�en reste pas moins qu�il est encore possible�
lorsque le choix du sch�ema de subdivision est �x�e� de v�eri�er directement ce point sur le
sch�ema sp�eci�que consid�er�e�

��	 Notre cadre d��etude

Nous consid�erons dans notre m�ethode une surface de subdivision S avec les propri�et�es
suivantes �

� elle est limite uniforme d�une suite de r�eseaux � lim
k��

kPk � Sk�  � �ici S  P��

�� les fonctions S et Pk sont param�etr�ees sur un domaine commun�

�� le sch�ema de subdivision associ�e converge vers des surfaces C�� Cette continuit�e permet
d�avoir l�existence de g�eod�esiques sur la surface limite �les g�eod�esiques �etant di
�eren�
tiellement d�e�nies sur des surfaces de continuit�e au moins C���

�� le sch�ema des di��erences converge uniform�ement vers la di��erentielle�

�� le rapport des longueurs entre les c
ot�es et les diagonales est minor�e �cf �equation ���� page
��� Ce point n�a pas �et�e v�eri��e� Il semble n�eanmoins d�ecouler d�une certaine stabilit�e "
�a caract�eriser " du sch�ema de subdivision� Ceci fait partie de nos recherches ult�erieures
et nous supposerons donc que ce point est v�eri��e�

L�ensemble de ces conditions nous permet une validation de la m�ethode que nous pr�esentons
dans le chapitre suivant� Dans cette phase de validation �cf chapitre ��� nous aurons besoin de
certains r�esultats� d�emontr�es actuellement seulement dans le cas produit tensoriel� mais nous
supposerons qu�ils sont vrais dans d�autres cas� Les �etapes �a venir qui m�enent �a la validation
permettent en e�et de consid�erer un cadre plus large que le produit tensoriel�
Nous tenons �a souligner que d�une part ces points th�eoriquement manquants peuvent 
etre

�etudi�es une fois le sch�ema de subdivision choisi � d�autre part� si seules les propri�et�es  et
� sont v�eri��ees� nous ne pouvons �etablir de validation de la m�ethode �a priori� mais nous
avons n�eanmois de nombreux outils de validation num�erique pour les chemins g�en�er�es par la
m�ethode �cf chapitre ���
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Cas produits tensoriels trait�es dans nos exemples

Nous pr�esentons maintenant les surfaces de subdivision S sur lesquelles nous avons con�
struit nos exemples et qui v�eri�ent les propri�et�es  �a ��

Surfaces de B�ezier polynomiales

Les surfaces de B�ezier polynomiales suivent le sch�ema de subdivision non uniforme d�ecrit
par l�algorithme de De Casteljau �cf Annexe A�� � La d�eriv�ee d�une courbe de B�ezier s�ex�
prime comme une courbe de B�ezier de degr�e inf�erieur dont les points de contr
ole sont les
di��erences �nies et le produit tensoriel nous donne �

Su�u� v�  n

n��X
i��

mX
j��

�iPijBn���i�u�Bm�j�v� Sv�u� v�  m

nX
i��

m��X
j��

�jPijBn�i�u�Bm���j�v�

Surfaces B�splines uniformes

Les surfaces B�splines uniformes sont r�egies par un sch�ema de subdivision stationnaire et
uniforme donn�e par l�algorithme de De Boor�Cox� g�en�eralisation de l�algorithme de De Ca�
steljau� Dans �Daubechies et al�� ���� Bonneau� ���� Warren� ����� la formule est valid�ee
pour le cas des courbes splines uniformes� Elle est �etendue au cas produit tensoriel et donne
le r�esultat suivant �

Su�u� v�  c�

X
i

X
j

�iPijNn���i�u�Nm�j�v� Sv�u� v�  c�

X
i

X
j

�jPijNn�i�u�Nm���j�v�



��

Chapitre �

G�eod�esique sur une surface de

subdivision

��� Description de la m�ethode

La m�ethode pr�esent�ee s�applique aux surfaces de subdivision qui v�eri�ent les propri�et�es ex�
pos�ees dans le chapitre pr�ec�edent� Nous consid�erons une surface de subdivision sous forme pa�
ram�etr�ee� Dans le cas produit tensoriel des surfaces de B�ezier� par exemple� la param�etrisation
de la surface s��ecrit avec les polyn
omes de Bernstein �

S � ��� � � ��� � �� R
�

�u� v� ��� S�u� v�  

nX
j��

mX
i��

PijBn�j�u�Bm�i�v�

Les points de contr
ole de la surface de subdivision S forment le r�eseau de contr
ole P� Les
r�eseaux Pk engendr�es par des subdivisions r�ep�et�ees de P convergent vers S� Aux r�eseaux P et
Pk� nous associons par triangulation des surfaces poly�edriques P et Pk� Celles�ci convergent
�egalement vers S � la recherche d�un chemin g�eod�esique entre deux points A et B sur S se
ram�ene �a travailler sur ces surfaces Pk�

Les points source A et destination B sur S correspondent �a a et b de l�espace des pa�
ram�etres D� Les images de a et b sur Pk� not�ees Ak et Bk� convergent vers A et B par
subdivision� La m�ethode consiste ainsi �a calculer des chemins g�eod�esiques entre Ak et Bk

sur Pk� avec k croissant� pour converger vers une g�eod�esique entre A et B sur S� Ceci nous
conduit donc �a partager notre recherche de chemin g�eod�esique entre A et B sur S comme suit �

���

le calcul d�un chemin g�eod�esique entre deux points sur une surface poly�edrique

���

la phase de subdivision au cours de laquelle la g�eod�esique Gk calcul�ee sur la surface
poly�edrique courante Pk est projet�ee sur la surface poly�edrique subdivis�ee suivante Pk���

Ce qui donne l�algorithme principal suivant �
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G�EOD�ESIQUE

Donn�ees
S � une surface de subdivision de R�

a et b � deux points de l�espace des param�etres �correspondant �a A et B de S�
k � le nombre de subdivisions

R�esultat
Gk � g�eod�esique entre Ak et Bk sur Pk

G � approximation d�une g�eod�esique entre A et B sur S

Algorithme
C � image de �ab� sur P
k � 
tant que k 	 k faire

trouver �a partir de Ck un chemin g�eod�esique Gk entre Ak et Bk sur Pk ���

projeter Gk sur Pk�� �� Ck�� chemin entre Ak�� et Bk�� ���
k � k # 
C � Ck��

fin tant que

G � projection de Gk sur S

k

convergence vers

(S)

A

P

G

P

k+1

k+1k+1

k+1

.

.

b

a

A

B

Pk

k

k

G

B

kG

k+1

Projection de        sur       

(       ) converge versk

Subdivision

subdivisions répétées

k+1

k+1G

GC

C

G

A

k+1

S

G

Mise à jour de

S

B

v

u

Fig� �� ! Calcul de g�eod�esique sur une surface de subdivision�
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��� G�eod�esique sur une surface poly�edrique

La recherche d�un chemin g�eod�esique sur une surface de subdivision est ramen�ee �a �etudier
le probl�eme sur une surface poly�edrique� Il existe de nombreuses alternatives de r�esolution
dans la litt�erature pour le calcul ou l�approximation de plus court chemin sur ce type de
surface et nous citons quelques articles regroup�es suivant les m�ethodes qu�ils proposent�
Au premier abord� la recherche de plus court chemin sur une surface poly�edrique peut 
etre

vue comme un probl�eme continu o�u le plus court chemin recherch�e appartient �a un ensemble
in�ni de courbes� Apr�es avoir pos�e le probl�eme en termes de s�equences et de plus court chemin
au sein d�une s�equence� nous verrons que ce probl�eme peut se ramener �a un probl�eme discret�
Ce dernier constitue le cadre auquel se ram�enent la plupart des articles�
R�esoudre un probl�eme de plus court chemin dans une sc�ene poly�edrique fait appel �a des

outils similaires car il peut s�identi�er �a notre probl�eme en consid�erant une sc�ene poly�edrique
contenant un seul objet� ou un objet et son compl�ementaire� �Papadimitriou� ���� propose
de subdiviser chaque obstacle ou ar
ete des objets de la sc�ene en segments et de traiter
chaque segment comme noeud d�un graphe muni de poids pour ramener le probl�eme �a un
probl�eme de plus court chemin dans un graphe� L�algorithme de �Dijkstra� ���� intervient
alors pour r�esoudre la recherche de plus court chemin dans un graphe� Cette id�ee est re�
prise et am�elior�ee par �Choi et al�� ���� par un d�ecoupage di��erent des obstacles� puis par
�Varadarajan and Agarwal� �����
�Chen and Han� ���� Sharir and Schorr� ���� proposent une m�ethode exhaustive de re�

cherche de toutes les s�equences possibles contenant une g�eod�esique �a partir de la source�
Dans leurs articles� ils d�eveloppent de nombreux outils et �enoncent des propri�et�es qui vont
nous int�eresser par la suite� �Wolfson and Schwartz� ���� e�ectuent �egalement une recherche
exhaustive� o�u la complexit�e de l�algorithme est ainsi �evalu�ee �a un co
ut exponentiel�

Dans les travaux e�ectu�es plus r�ecemment concernant l�approximation de plus courts
chemins sur une surface poly�edrique� Har Peled entre autres a �ecrit de nombreux articles
��Agarwal et al�� ���� Har Peled� ���b� Har Peled� ���a�� � � � � am�eliorant l�id�ee de base
suivante � construire une bo
�te englobante simple �qui est optimis�ee au cours des di��erents
articles� de l�objet poly�edrique sur laquelle le calcul de plus court chemin est relativement peu
co
uteux� Projeter ensuite ce chemin sur la surface poly�edrique� Cette approche se retrouve
�egalement dans �Hershberger and Suri� �����

Parmi ces solutions� aucune ne nous convient cependant� du fait qu�elles ne calculent
qu�une approximation ou qu�elles proposent des algorithmes trop co
uteux� Nous proposons
donc notre propre m�ethode qui permet le calcul d�un chemin g�eod�esique entre deux points
sur une surface poly�edrique�
Nous introduisons dans un premier temps des d�e�nitions puis nous d�etaillons l�outil de

mise �a plat qui nous permet de faciliter les calculs en nous pla	cant dans une s�equence plane�
Nous caract�erisons ensuite un chemin g�eod�esique et nous d�eveloppons en�n notre m�ethode
it�erative � elle se base sur une mise �a jour du chemin courant au niveau des sommets autour
desquels il n�est pas localement optimal� Ceci nous permet de g�en�erer un chemin g�eod�esique
sur une surface poly�edrique�
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����� D�e�nitions

D�e�nition ��� Une surface poly�edrique P de R� est d�e�nie par un ensemble connexe
de faces planaires polygonales Fi 	polygones ferm�es
� avec leurs ar�etes Ei 	segments ferm�es

et leurs sommets Pi� tels que chaque ar�ete est incidente �a deux faces au plus et deux faces
s�intersectent soit en une ar�ete commune� soit en un sommet commun� soit pas du tout�

Nous supposons que P est sans auto�intersection� Sans perte de g�en�eralit�e� nous allons
consid�erer que toutes les faces sont triangulaires� �eventuellement apr�es triangulation� Nous
supposons �egalement que P est orient�ee et que ses faces respectent cette orientation � pour
toute paire �F� F �� de faces adjacentes� les orientations de F et F � sont coh�erentes si elles
induisent sur l�ar
ete commune des orientations oppos�ees� Consid�erons F une face orient�ee de
P de sommets P�� P� et P� et notons ui et vi les deux vecteurs supports normalis�es des ar
etes
incidentes au sommet Pi de F �

�ui  

�����
PiPi��

jj
�����
PiPi��jj

et �vi  

�����
PiPi��

jj
�����
PiPi��jj

� i  �� � � mod �

Avec ces notations �dont nous aurons besoin dans la suite de ce chapitre�� l�angle h�ui� �vii est
positif� c�est��a�dire de m
eme orientation que la face F �

0

0

11
1

0

2

+

2

P
v

uv

2

u

P
2

vu
P

Fig� ��� ! Orientation d�une face

D�e�nition ��� Soit P un sommet de P� La somme des angles autour de P sera not�ee S�P �
et d�e�nie comme suit � sur chacune des faces Fi de P� concourantes en P � nous consid�erons
la valeur de l�angle h�ui� �vii en P 	cf �gure ��� 	a

 �

S�P �  
X
i

h�ui� �vii

����� Mise 
a plat

Un concept g�eom�etrique cl�e dans l��etude de ce probl�eme est celui de mise �a plat d�une
s�equence tri�dimensionnelle� Pour l�introduire� nous rappelons d�abord quelques d�e�nitions�

D�e�nition ��� Une s�equence de faces adjacentes est une liste d�une ou plusieurs faces
F  �F�� F�� � � � � Fr��� telle que la face Fi est adjacente �a la face Fi��� Par extension� nous
dirons que deux ar�etes sont adjacentes si elles sont incidentes �a une face commune� De
fa�con similaire� il est possible de d�e�nir une s�equence d�ar�etes adjacentes E� Il est ainsi
�equivalent de consid�erer F ou E  �E�� E�� � � � � Er�� avec Ei  Fi

T
Fi��� i  � � � � � r�

D�e�nition ��	 Si toute face appara��t au plus une fois dans F � la s�equence est dite simple�
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Nous consid�erons d�esormais F  �F�� F�� � � � � Fr��� une s�equence de faces adjacentes et
E la s�equence d�ar
etes correspondante� La mise �a plat de F �autour de E� consiste �a e�ectuer
une transformation de F en s�equence plane F de la mani�ere suivante � consid�erons d�abord
F� et F� les faces adjacentes d�ar
ete commune E�� La mise �a plat de F� autour de E� est la
face f�� qui v�eri�e �

! f�� est image de F� par rotation autour de �la droite portant� E�

! f�� et F� sont co�planaires

! f�� et F� se situent de part et d�autre de E�

Nous consid�erons maintenant f�� �F� � assimil�ee �a une face plane � et F�� faces adjacentes
d�ar
ete commune E�� La mise �a plat de f

�
� � F� autour de E� est compos�ee de deux faces �

f��� image de F� par la compos�ee de deux rotations axiales suivant E� puis suivant E�� et
f��� image de F� par une rotation axiale suivant E�� Le processus est r�eit�er�e jusqu��a la mise
�a plat de fr��� � fr��� � � � � � fr��r�� � Fr autour de Er� A la �n du processus� la s�equence F
est transform�ee en F  fr� � f

r
� � � � � � frr�� � f

r
r � Fr��� Comme cette transformation de mise

�a plat conserve les propri�et�es d�adjacence entre les faces� l�image de F est une s�equence de
faces adjacentes� Nous l�appellerons s�equence mise �a plat ou espace de mise �a plat et
la noterons F  �f�� f�� � � � � fr��� fr� fr��� en identi�ant f�� � � � � fi� � � � � fr�� aux images des faces
F�� � � � � Fi� � � � � Fr��� Nous avons de plus que fi est superposable �a Fi� D�un point de vue pra�
tique� ce processus de mise �a plat peut 
etre assimil�e �a un d�epliage local it�eratif� Ainsi� nous
consid�ererons F comme un objet g�eom�etrique� c�est��a�dire ind�ependamment de sa position
dans l�espace� relativement �a la classe d��equivalence des s�equences de faces adjacentes planes
modulo les d�eplacements�

MISE �A PLAT

Algorithme
F� fF�g
pour i allant de  �a r faire

F� � rotation de F autour de Ei telle que F
� et Fi��

soient co�planaires et de part et d�autre de Ei

F� F� � fFi��g
fin pour

Fig� ��� ! proc�edure de mise �a plat
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Ces propri�et�es de mise �a plat permettent une correspondance rapide entre la s�equence
tri�dimensionnelle F et sa mise �a plat bi�dimensionnelle F�

Proposition ��� Soit F une face de F de sommets P�� P�� P�� Soient p�� p� et p� leurs
images dans la mise �a plat autour de E� Soit P un point de F � P  

P
�iPi�

P
�i  � La

mise �a plat de P autour de E est le point p  
P

�ipi�

Nous noterons et consid�ererons dor�enavant F� C� p� � � � les mises �a plat de F � C� p� � � �
autour de E �
Sur les surfaces poly�edriques triangul�ees que nous consid�erons� les faces sont planes et

toute s�equence qui en est issue peut de ce fait 
etre mise �a plat�

Remarque ��� Nous pouvons illustrer le calcul de S�P �� somme des angles autour de P �
�egalement par l�interm�ediaire de la mise �a plat� Nous consid�erons l�ensemble FP � de cardinal
r� des faces contenant P � Soit F� une face de FP � Nous construisons la s�equence simple F en
partant de F� et en parcourant FP � sans perte de g�en�eralit�e positivement� jusqu��a la r�i�eme
face� Soit F la mise �a plat de cette s�equence� Consid�erons u� l�ar�ete de f� non incidente �a
f� et vr l�ar�ete de fr non incidente �a fr��� Ces deux ar�etes correspondent �a la m�eme ar�ete
incidente �a P sur P� S�P � correspond �a l�angle entre u� de f� et vr de fr en parcourant la
s�equence F� Celle�ci peut se recouvrir 	cf �g� ���
 et dans ce cas S�P � � ���

Fig� ��� ! Somme des angles autour d�un sommet P et mise �a plat�

Nous �etablissons �a pr�esent le lien entre chemin sur une surface poly�edrique P et s�equence
de faces de P�

D�e�nition ��� Soit C un chemin sur P� Ce chemin C traverse la s�equence F  �F�� � � � � Fr���
s�il existe une partition de C en r #  arcs de courbe ferm�es Ci� �eventuellement restreints �a
un point� telle que �

� la concat�enation ordonn�ee des Ci soit C

� Ci 
 Fi� i  � � � � � r # 

D�e�nition ��� Soit C un chemin qui traverse une s�equence F � Le d�ecoupage de C dans

F est la suite ordonn�ee des intersections de C avec la s�equence d�ar�etes associ�ee �a F �

Proposition ��� Soient A et B deux points de P� Soit C un chemin reliant A et B sur P�
Il existe une s�equence de faces adjacentes F travers�ee par C�



���� GEODESIQUE SUR UNE SURFACE POLYEDRIQUE �

Construction �

En parcourant C depuis A� notonsMi les intersections ordonn�ees de C avec les ar
etes de P
et C�A�M��� � � � � C�Mi�Mi���� � � � � C�Mr� B� les portions de chemin de C entre deux points� Si
l�intersection de C avec une ar
ete E est un segment de longueur non nulle� nous ne consid�erons
que les extr�emit�es de C � E� Par construction� C�A�M��� � � � � C�Mi�Mi���� � � � � C�Mr� B�
sont des segments de courbes ferm�es� chacun inclus dans une face qui lui est associ�ee � notons
F�� � � � � Fi� � � � � Fr�� ces faces� Supposons que dans cette suite de faces� il existe deux faces
successives Fi et Fi�� qui ne soient ni adjacentes ni �egales� alors nous allons ins�erer entre elles
une s�equence de faces adjacentes � Fi et Fi�� poss�edent en commun Mi� point d�une ar
ete de
P� Mi est donc un sommet de P� A partir de Fi� nous parcourrons � les faces incidentes �a Mi

positivement jusqu��a Fi��� Les faces interm�ediaires de cette sous�s�equence sont ins�er�ees dans
la suite des faces et associ�ees �a Mi ins�er�e dans la liste des intersections autant de fois que le
nombre de faces ins�er�ees� Nous consid�erons maintenant cette suite de faces compl�et�ee� Deux
faces successives sont donc soit adjacentes� soit �egales� Si Fi et Fi�� sont �egales� C�Mi���Mi���
est inclus dans Fi et nous supprimons la redondance de la face Fi�� et du point d�intersection
Mi� La suite �nale F est donc une s�equence de faces adjacentes �a laquelle est associ�ee le
d�ecoupage induit par les points A� � � � �Mi� � � � � B� qui est donc travers�ee par C�A�B��

�

Remarque ��� Il n�y a pas n�ecessairement unicit�e de la s�equence F �

D�emonstration �

En e�et� ceci est li�e au fait que si nous consid�erons un chemin qui passe par P un sommet
int�erieur de P� la construction au niveau de l��etape � autorise �a d�e�nir deux s�equences
distinctes issues du parcours des faces incidentes positivement ou n�egativement�

�

Dans ce cas de �gure� les deux s�equences construites sont �equivalentes au sens o�u elles
sont travers�ees par un m
eme chemin� Nous exploiterons cette propri�et�e dans notre algorithme
de calcul �cf �gure ���� page ���

D�e�nition ��� Soient F  �F�� F�� � � � � Fr��� une s�equence de faces adjacentes et E  
�E�� E�� � � � � Er� la s�equence d�ar�etes associ�ee� Soient Mi� avec  	 i 	 r des points int�erieurs
aux ar�etes Ei de E� Soient A un point de F� et B un point de Fr�� tels que A � �F� nE���M�

et B � �Fr�� n Er� �Mr� Alors le chemin obtenu par la concat�enation des segments AM��
M�M�� � � � � Mr��Mr� MrB connecte la s�equence F �

A
B B

A

Fig� ��� ! 	a
 chemin traversant une s�equence 	b
 chemin connectant une s�equence
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Si les segments AM�� M�M�� � � � � Mr��Mr� MrB sont remplac�es par des arcs de courbe
dont les int�erieurs sont int�erieurs aux faces Fi de F � le chemin connecte �egalement F � Nous
nous restreindrons un peu plus loin �a ne consid�erer que des lignes polygonales� La propri�et�e
de connecter est plus forte que celle de traverser car les intersections avec les ar
etes de la
s�equence sont int�erieures aux ar
etes �cf �gure �����

Proposition ��� Soit C un chemin sur P et F une s�equence de faces travers�ee par C� Soit
C la mise �a plat de C dans F� La longueur de C est �egale �a la longueur de C�

D�emonstration �

Ceci d�ecoule des propri�et�es de conservation de la transformation de mise �a plat� Il su�t
de consid�erer le d�ecoupage de C dans F en r #  arcs de courbe Ci� Lors de la mise �a plat�
chaque face Fi subit des rotations axiales� de m
eme pour les chemins Ci qui y sont inclus� Les
rotations conservent les longueurs des chemins au sein de chaque face et donc la concat�enation
�nale des Ci donne le chemin C� d�apr�es la prop� ��� avec conservation de la longueur totale�

�

����� G�eod�esique sur une surface poly�edrique

D�e�nition ��
 Un plus court chemin global entre deux points A et B sur une surface
quelconque S est un chemin de longueur minimale parmi l�ensemble des chemins sur S reliant
A et B�

D�e�nition ��� Un plus court chemin local C entre deux points A et B v�eri�e la pro�
pri�et�e locale suivante � en tout point P de C� il existe un voisinage � O de P tel que C � O�
d�extr�emit�es AO et BO est un plus court chemin global entre AO et BO�

Proposition ��	 Un plus court chemin global est un plus court chemin local�

Nous nous pla	cons maintenant sur une surface poly�edrique P� Sur ce type de surface� nous
ne pouvons d�e�nir les lignes g�eod�esiques �a partir des courbures mais nous allons les d�e�nir en
consid�erant les propri�et�es de minimisation d��energie qu�elles poss�edent sur les surfaces deux
fois di��erentiables �cf annexe B��

D�e�nition ���� Une g�eod�esique entre A et B sur une surface poly�edrique P est un plus
court chemin local entre ces deux points�

Proposition ��� Etant donn�es deux points A et B� il existe un plus court chemin� donc une
g�eod�esique� reliant A et B�

Les surfaces poly�edriques que nous consid�erons sont suppos�ees compl�etes et l�existence
vient du th�eor�eme de Hopf�Rinow �cf �Gallot et al�� ������ Nous allons maintenant �etablir
quelques propri�et�es signi�catives des g�eod�esiques et des plus courts chemins� �Mitchell et al�� ����
Varadarajan and Agarwal� ���� exposent des propri�et�es et r�esultats similaires�

Lemme ��� L�intersection d�un plus court chemin avec une face est un segment de droite�
�eventuellement vide ou r�eduit �a un point�

�� La topologie sur la surface est celle induite par la topologie de R� �
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D�emonstration �

Supposons que l�intersection d�un plus court chemin C avec une face F ne soit pas un
segment de droite� Prenons les premier et dernier points Pi et Pf de C � F � Le plus court
chemin entre Pi et Pf est le segment de droite reliant ces deux points� Il est donc strictement
plus court que C � F � non rectiligne� consid�er�e comme plus court chemin� ce qui contredit
l�hypoth�ese�

�

Corollaire ��� Un plus court chemin passe par une face au plus une fois�

Corollaire ��� L�ensemble des s�equences simples contient les plus courts chemins�

Nous pouvons noter que contrairement aux plus courts chemins� l�intersection d�un che�
min g�eod�esique avec une face peut 
etre l�union de plusieurs segments de droite� puisque la
d�e�nition n�implique au chemin que d�
etre localement optimal �cf �gure �����

F
f f

Fig� ��� ! Chemin g�eod�esique sur un parall�el�epip�ede rectangle�

Proposition ��� Sur une surface poly�edrique P� les chemins g�eod�esiques sont des lignes
polygonales� dont les sommets se situent sur les ar�etes de P�

Par la suite� nous ne consid�ererons ainsi que des chemins polygonaux et dans la mesure du
possible des s�equences simples� D�apr�es la proposition ���� pour d�ecrire un chemin g�eod�esique�
il su�t donc de consid�erer une s�equence F qu�il traverse et le d�ecoupage correspondant�

Remarque ��� Ainsi� pour passer d�un chemin dans F au chemin correspondant dans F� il
su�t de rep�erer les intersections du chemin polygonal avec les ar�etes de la s�equence� c�est��a�
dire le d�ecoupage de C dans F � Par ce biais� le lien avec la s�equence plane F et le chemin C

est alors imm�ediat�

C�est ainsi que nous travaillerons dans F� Cette id�ee repr�esente une �etape dans l�algorithme
que nous avons mis en place�

Proposition ��� Si C est un chemin g�eod�esique qui connecte une s�equence F � alors sa mise
�a plat C est rectiligne dans F�

D�emonstration �

Supposons que C n�est pas rectiligne� D�apr�es la proposition ��� et la remarque ���� C est
une ligne polygonale dont les sommets se situent sur les ar
etes de F� Comme C connecte F � les
sommets de la ligne polygonale se situent �a l�int�erieur des ar
etes� Soit mi le sommet sur l�ar
ete
ei autour duquel C n�est pas rectiligne� L�angle hmi��mi�mimi��i n�est donc pas nul� Comme
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mi est int�erieur �a ei � il existe alors p � �mi��mi� et p
� � �mimi��� tels que �pp

�� � fi � fi�� �cf
�gure ����� �pp�� est donc plus court que �pmi�� �mip

�� et le chemin �mi��p�� �pp��� �p�mi��� est
donc plus court que �mi��mi�� �mimi���� Il est �egalement localement plus court puisque nous
pouvons choisir p et p� arbitrairement proches de m� Le chemin C n�est donc pas g�eod�esique�

�

�a� �b� �c� �d�

Fig� ��� ! Plus court chemin connectant une s�equence� 	a
 s�equence F et chemin C de R�

	b
 s�equence F et chemin C mis �a plat 	c
 s�equence F et chemin raccourci 	d
 s�equence F et
plus court chemin dans F� mais ne connectant pas F�

Proposition ��
 R�eciproquement� soit C un chemin connectant une s�equence F � Si C la mise
�a plat de C autour de E est un chemin rectiligne dans F alors C est un chemin g�eod�esique�

D�emonstration �
Puisque C connecte F� une faible perturbation de C reste dans la s�equence F et en augmente

la longueur car C est un chemin rectiligne� Il en d�ecoule donc� d�apr�es la proposition ��� et la
correspondance entre F � C et F� C� qu�une faible perturbation de C voit sa longueur augmenter
et que C est donc un chemin g�eod�esique�

�

Cette propri�et�e dans la mise �a plat peut aussi se traduire sous la forme suivante� qui est
donn�ee dans de nombreux articles� mais moins directement utilisable dans notre m�ethode �

Corollaire ��� Le plus court chemin forme� au niveau de chaque ar�ete travers�ee� des angles
entrant et sortant �egaux 	cf �gure ���
�

D�emonstration �
Dans la s�equence plane� C est rectiligne et cette propri�et�e est v�eri��ee� Le passage �a la

s�equence F et au chemin C ne modi�e pas les angles �a l�int�erieur des faces et l��egalit�e est
donc pr�eserv�ee �cf �gure �����

�
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�a� �b�

Fig� ��� ! 	a
 chemin g�eod�esique C dans F 	b
 angles entrant et sortant du chemin g�eod�esique
C au niveau d�une ar�ete de F

Il existe n�eanmoins des chemins g�eod�esiques qui ne connectent pas une s�equence� qui
passent donc par des sommets de P� Soit C un chemin polygonal sur P dont les sommets
se situent sur les ar
etes de P� Soit P un sommet de P par lequel C passe� Soient M�P et
PM� les segments de C entrant et sortant autour de P et F� et F� les faces adjacentes �a P
correspondantes� Nous consid�erons FP � l�ensemble des faces incidentes �a P � Nous construisons
deux s�equences F� et F� en parcourant FP entre F� et F� dans le sens positif et dans le sens
contraire �cf �gure �����

D�e�nition ���� Soient
h���pm��

���pm�i� et h���pm��
���pm�i�

les angles dans les s�equences F� et F�� L� angle de C autour de P est d�e�ni comme le
minimum des valeurs absolues de ces deux angles�

Nous pouvons relier ces angles dans F� et F� �a la somme des angles autour de P par �

S�P �  
�� ����pm��

���pm�

�
�

��# �� ����pm��
���pm�

�
�

��

m

m

1

2

m

m1

2

s�equence F� s�equence F�

Fig� ��� ! S�equences autour de P � angle de C autour de P �

Proposition ��� Soit C un chemin g�eod�esique qui passe par un sommet P de P� Alors l�angle
de C autour de P est sup�erieur ou �egal �a ��
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D�emonstration �

Supposons que cet angle soit strictement inf�erieur �a �� Pla	cons�nous dans la s�equence
correspondant �a ce minimum de l�angle� Le raisonnement est similaire �a celui de la proposition
��� �cf �gure ����� Il existe alors p� � �m�p� et p� � �pm�� tels que �p�p�� � F� p�p� est donc
plus court que �p�p� � �pp�� et le chemin �m�p�� � �p�p�� � �p�m�� est donc plus court que
�m�p� � �pm��� Il est �egalement localement plus court puisque nous pouvons choisir p� et p�
arbitrairement proches de p� C n�est donc pas localement optimal�

�

Corollaire ��	 Soit P un sommet tel que S�P � � ��� Il n�existe pas de chemin g�eod�esique
d�extr�emit�es di��erentes de P qui passe par P �

D�e�nition ���� Soit C un chemin g�eod�esique�
Un sommet P de P par lequel C passe et autour duquel l�angle de C est strictement

sup�erieur �a � est appel�e sommet de d�eviation de C�
Un sommet P de P par lequel C passe et autour duquel l�angle de C est �egal �a � est appel�e

sommet plat de C�
L�angle de d�eviation de C en P� sommet de d�eviation ou sommet plat� est �egal �a la

di��erence de l�angle de C autour de P et ��

Nous pouvons noter que l�angle de d�eviation est positif� Cette notion de d�eviation est
issue de ce qui se passe dans les s�equences mises �a plat �cf �gure ����� Avec les notations
introduites plus haut� nous pouvons consid�erer deux s�equences F� et F� au voisinage de P �
L�angle de d�eviation correspond au minimum de �

�� ����m�p�
���pm�

�
�

�� et
�� ����m�p�

���pm�

�
�

��

m

m

1

2

2

1m

m

s�equence F� s�equence F�

Fig� ��� ! S�equences autour de P � angle de d�eviation de C en P �

Nous pouvons maintenant caract�eriser un chemin g�eod�esique sur une surface poly�edrique
P comme v�eri�ant des propri�et�es de connection ou d�angle dans la ou les s�equences qu�il
traverse �

Lemme ��� Un chemin g�eod�esique C peut s��ecrire �

�A  M��F��M��F��M��F�� � � � �Mr�Fr�Mr��  B�
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A�M�� � � � �Mr� B sont les sommets ordonn�es par lesquels le chemin C passe et les Mi avec
 	 i 	 r sont des sommets de d�eviation ou des sommets plats � chaque Fi est une s�equence
que C�Mi�Mi��� connecte� La mise �a plat de C�Mi�Mi��� dans Fi est donc un segment de
droite� �mi�mi� ��

Nous avons caract�eris�e un chemin g�eod�esique comme v�eri�ant des propri�et�es de connection
ou d�angle dans la ou les s�equences qu�il traverse� Ce lien entre chemin et s�equence nous permet
de d�ecomposer le probl�eme de calcul de g�eod�esique sur P en deux sous�probl�emes �

! calculer le plus court chemin dans une s�equence de faces� Ceci permet de restreindre la
recherche d�un chemin g�eod�esique parmi l�ensemble des plus courts chemins dans une
s�equence�

! trouver une s�equence qui contienne un chemin g�eod�esique de P� Tant que la s�equence
courante ne contiendra pas un chemin g�eod�esique� nous aurons donc des mises �a jour �a
e�ectuer�

Ces deux �etapes m�eritent chacune une attention particuli�ere o�u l�espace de mise �a plat
permettra de d�eterminer ais�ement les solutions �a ces probl�emes�

Propagation de faisceaux

Nous nous concentrons ici sur le calcul de plus court chemin au sein d�une s�equence� Apr�es
avoir �enonc�e l�existence et l�unicit�e d�un tel chemin� nous proposerons notre algorithme de
construction bas�e sur la propagation de faisceaux�

Proposition ���� Soient A et B deux points de P� Soit F  �F�� F�� � � � � Fr��� une s�equence
de faces adjacentes telle que A � F� et B � Fr��� Parmi les chemins entre A et B traversant
F � il existe un unique plus court chemin C�

Pour d�emontrer cette proposition� �Sharir and Schorr� ���� consid�erent d�abord la s�e�
quence de droites qui portent les ar
etes Ei et montrent l�existence et l�unicit�e d�un plus court
chemin contraint �a passer par cette s�equence de droites� Ils �etablissent ce r�esultat �a l�aide
du lemme ��� sur l��egalit�e des angles entrant et sortant au niveau d�une ar
ete� Ils proposent
une m�ethode it�erative et une m�ethode formelle pour r�esoudre ce probl�eme� L��etape suivante
consiste �a ramener les points de contact avec les droites sur les segments et montrer que cette
modi�cation engendre bien le plus court chemin dans la s�equence F �

Ce r�esultat �etant �etabli� nous proposons une m�ethode plus directe pour calculer le plus court
chemin dans une s�equence en partant d�une id�ee de �Chen and Han� ����� Dans leur ar�
ticle� ils consid�erent le point A comme une source et d�ecoupent une surface poly�edrique
convexe en di��erentes cellules elles�m
emes convexes au travers desquelles tout point est
visible par A� Cette approche via un d�ecoupage en cellules se retrouve �egalement dans
�Sharir and Schorr� ����� Ceci ne s�adapte pas directement �a notre probl�eme car la sur�
face poly�edrique que nous consid�erons n�est pas n�ecessairement convexe et que le probl�eme
cherchant le plus court chemin d�une source �a tout point de la surface est plus complexe que
le n
otre� Nous allons ainsi calculer le plus court chemin au sein d�une s�equence en utilisant
ces outils de propagation de faisceau� issus du domaine de l�optique qui montrent par essence
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l�existence et l�unicit�e du plus court chemin� assimil�e alors �a un rayon lumineux �traversant
un milieu homog�ene��

D�e�nition ���� Un faisceau est caract�eris�e par un couple �s� e� o�u s est un point source
de R� et e est un segment de droite�

Le faisceau optique d�ecrit par �s� e� peut 
etre vu comme le secteur angulaire issu de
s et d�elimit�e par e� c�est��a�dire balay�e par les demi�droites issues de s qui intersectent e�
Dans le contexte g�eom�etrique que nous proposons� le faisceau d�ecrit par �s� e� existe au sein
d�une s�equence F et correspondra �a la face triangulaire dont s est un sommet et e est l�ar
ete
oppos�ee �sauf cas d�eg�en�er�e o�u s � e�� Le faisceau optique apparaitra alors dans la propagation
de faisceaux�
Pour calculer le plus court chemin entre A et B dans F � nous nous pla	cons dans l�espace

de mise �a plat� Nous consid�erons donc maintenant la s�equence plane F et le point a� point
source pour la propagation de faisceaux que nous d�ecrivons dans les sch�emas et l�algorithme
qui suivent� Pour expliquer cette phase de propagation de faisceaux� nous consid�erons la
premi�ere it�eration � les sch�emas de la �gure �� illustrent les di��erents cas possibles lors de
cette premi�ere phase�

�a� �b� �c�

1 e
2s

e e

e

2,1

s

2,2

e1

1s
e

1

1

s

2

s

e

Fig� �� ! Propagation du premier faisceau

Les trois cas de �gure sont les suivants �

�a� La propagation du faisceau �s� e�� couvre enti�erement e�� Le jeu de faisceaux de e� est
donc compos�e de �s� e���

�b� La propagation du faisceau �s� e�� ne voit que partiellement e� � il y a donc d�ecoupage de
e� et cr�eation d�une source s� au sommet de e� non commun avec e�� Le jeu de faisceaux
de e� est donc compos�e de �s� e���� et �s�� e�����

�c� La propagation du faisceau �s� e�� ne voit pas e� � il y a donc cr�eation d�une source s� au
sommet commun �a e� et e�� Le jeu de faisceaux de e� est donc compos�e de �s�� e��

��

D�e�nition ���	 Le jeu de faisceaux d�une ar�ete ei dans une s�equence F issu d�un point
source a est une liste non vide de faisceaux

�
�si��� ei���� � � � � �si�j � ei�j�

�
g�en�er�ee par la propa�

gation de faisceaux issue de a au travers de F� Ce jeu de faisceaux correspond �a la visibilit�e
de e dans F et �ei��� � � � � ei�j� est une partition de ei dont chaque �el�ement est coupl�e �a une
source qui le voit �a travers F�


� Ici� comme s� � e�� s� � f� et donc s� voit enti�erement e� pour la suite de la propagation�
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La propagation de faisceaux sur les ar
etes suivantes est e�ectu�ee de la m
eme mani�ere en
rempla	cant le faisceau �s� e�� par le jeu de faisceaux associ�e �a la derni�ere ar
ete trait�ee� Le
point destination b est consid�er�e comme une ar
ete de longueur nulle�

PROPAGATION DE FAISCEAUX

Algorithme
e� est compl�etement vue par la source a �car a � f��
donc e� est associ�ee �a �s���� e����  �a� e��
pour i variant de  �a r faire

ei est associ�ee au jeu de faisceaux � �si��� ei���� ��� �si�j�i�� ei�j�i��

propagation du jeu de faisceaux de ei sur l�ar
ete ei�� �cf �gure ���
fin pour

propagation du jeu de faisceaux de er sur l�ar
ete d�eg�en�er�ee �bb�

Proposition ���� Les jeux de faisceaux permettent de d�eterminer le plus court chemin entre
la source a et le point destination b mais �egalement entre a et tout point d�une ar�ete de la
s�equence�

Construction �

Soit p un point sur une ar
ete ei de F ou bien p  b� Nous allons traiter ces deux cas
car ce qui permet de construire le plus court chemin entre a et p est l�ensemble des jeux de
faisceaux des ar
etes e�� � � � � ei� Dans la partition li�ee au jeu de faisceaux de ei� p appartient �a
un sous�segment vu par une source que nous notons sp��

! Soit cette source est a � le segment de droite �ap� est alors contenu dans F qui correspond
donc au plus court chemin dans la s�equence�
! Soit sp� est di��erente de a � s

p

� est alors le sommet d�une ar
ete ej �par construction des
sources�� avec j � i� Dans le jeu de faisceaux de ej � s

p

� est vue par une autre source que
nous notons sp�� Nous r�e�it�erons le processus jusqu��a revenir �a la source a� Ceci se produira
n�ecessairement car les sources spl avec l croissant appartiennent �a des ar
etes dont l�indice
d�ecro
�t et qu�elles sont toutes issues de la propagation d�un faisceau initialis�e en a�
Le chemin polygonal partant de p� passant par les sources spl et arrivant en a correspond

au plus court chemin dans F entre a et p�
En e�et� le chemin traverse la s�equence� il est polygonal� rectiligne entre deux sources

successives du chemin� Il nous reste donc �a montrer qu�il est aussi optimal au niveau des
sources� Au niveau de toute source� l�angle du chemin dans la s�equence est sup�erieur ou �egal
�a �� par construction des sources� Le chemin nhe peut donc 
etre raccourci au niveau d�une
source� En tout point� le chemin est donc localement optimal dans la s�equence�

En interpr�etant ce chemin dans le contexte de l�optique� il correspond en e�et au rayon
lumineux issu de a qui arrive en p� La s�equence de ces sources permet donc d�avoir dans F
le plus court chemin entre a et p mais pour transcrire ce chemin dans la s�equence F � nous
consid�erons le d�ecoupage de ce chemin dans F� Nous savons donc en particulier calculer le
plus court chemin C entre a et b� Si a correspond �a la source qui voit b et que C  �ab�
connecte F alors C est un chemin g�eod�esique�

Nous venons d�associer �a toute s�equence le plus court chemin entre A et B qui la traverse�
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Mise �a jour autour de sommets pivots

Nous nous tournons maintenant vers la seconde �etape concernant la d�etermination d�une
s�equence de faces contenant un chemin g�eod�esique� L�a encore� �Sharir and Schorr� ���� se
sont pench�es sur le probl�eme et proposent une �etude combinatoire de parcours de toutes
les s�equences possibles� Nous proposons une m�ethode it�erative� Nous continuons �a travailler
dans l�espace des param�etres pour caract�eriser les mises �a jour n�ecessaires� locales� �a e�ectuer
sur le plus court chemin C dans la s�equence F �et leurs �equivalents C et F� calcul�e dans le
paragraphe pr�ec�edent�

D�e�nition ���� Un point ou sommet pivot p de C est un sommet de la s�equence F par
lequel C passe de sorte que C ne connecte pas F� Un point ou sommet pivot de C est le point
correspondant �a p� pivot de C� dans C�

Si le plus court chemin �a l�int�erieur de la s�equence courante mis �a plat est une ligne droite
connectant la s�equence� nous avons trouv�e un chemin g�eod�esique� Si tel n�est pas le cas� les
points pivots jouent un r
ole pr�epond�erant dans la recherche d�une s�equence contenant un
chemin g�eod�esique� En dehors de ces points� C est rectiligne et contenu dans l�int�erieur de F�
donc localement optimal� Par contre� au niveau de ces points pivots� une faible perturbation
de C peut sortir de la s�equence F�
Soit P un point pivot de C� Nous proposons de v�eri�er que C est optimal au voisinage de

P � Il l�est dans F � Une mise �a jour de F au voisinage de P en une s�equence F �� dans lequel
le plus court chemin est C� va nous permettre de voir si P est toujours pivot dans C��

a

b
p

P

B

A

�a� s�equence mise �a plat �b� s�equence de R�

Fig� ��� ! Plus court chemin dans une s�equence� Les faces grises sont les premi�ere et derni�ere
faces de la sous�s�equence �a modi�er� 	a
 Vue dans l�espace de mise �a plat du plus court chemin
C dans la s�equence F� 	b
 Vue dans R� du plus court chemin C dans la s�equence F �

Soit P un sommet pivot de C n�appartenant pas �a la fronti�ere de P� Soit �Fp�� Fp���� ���� Fp��
la sous�s�equence de faces adjacentes contenant P de F telle que Fp��� et Fp��� ne contiennent
pas P �cf �gure ����� Nous e�ectuons une mise �a jour de F au voisinage de P en rempla	cant
�Fp�� Fp���� ���� Fp�� par la sous�s�equence entre Fp� et Fp� orient�ee dans le sens contraire �cf
�gure �����
Nous allons maintenant �etudier en d�etail ce qui se passe localement lors d�une telle mo�

di�cation� Autour du sommet pivot P � C ne traverse pas l�int�erieur des faces contenues dans
la s�equence strictement entre Fp� et Fp� �cf �gure ���� sinon C ne serait pas optimal dans
F � Le chemin C est donc aussi un chemin de la s�equence modi��ee F � �cf �gure �����
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Avant modi�cation Apr�es modi�cation

pF
1

2

P

pF

1
2

pF

P

pF

Fig� ��� ! Sous�s�equences autour du sommet pivot P

Comme p est un sommet pivot de C� l�angle form�e par C dans F en p est sup�erieur ou �egal
�a ��

P n�est pas pivot de C� � ceci signi�e donc que C� ne passe pas par P � Donc C� est di��erent
de C� Or C� et C sont tous deux des chemins qui traversent F �� donc C� est plus court
que C� Cette mise �a jour a donc fait disparaitre le point pivot P et d�ecro
�tre strictement
la longueur du chemin �cf �gure ����b���

P est pivot de C� � cette mise �a jour n�a donc rien modi��e� C�  C� La longueur du chemin
reste donc inchang�ee� P pivot de C� signi�e donc que l�angle form�e par C� dans F� en p
est sup�erieur ou �egal �a �� Nous en d�eduisons donc que l�angle que fait C autour de P
est sup�erieur ou �egal �a �� C est donc optimal au voisinage de P et P est un sommet de
d�eviation ou un sommet plat de C� Nous allons garder la sous�s�equence dans laquelle
l�angle est minimal�

Lemme ��� La modi�cation d�une s�equence autour d�un sommet pivot fait d�ecroitre ou laisse
inchang�ee la longueur du chemin 	cf �gure ����
�

La m�ethode it�erative s�arr
ete apr�es un nombre �ni d��etapes en raison de la d�ecroissance
de la longueur ou de l�angle de d�eviation� Elle a donc pour r�esultat un chemin g�eod�esique
puisque la mise �a jour autour des sommets pivots les �elimine ou transforme les pivots en
sommets de d�eviation ou sommets plats autour desquels le chemin est �egalement optimal�

�a� Sommet de d�eviation �b� Pivot qui dispara��t apr�es mise �a jour

PP
p

p

Fig� ��� ! D�ecroissance de la longueur
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Nous notons �a nouveau qu�un chemin peut correspondre au plus court chemin dans deux
s�equences distinctes� ce que nous avons appel�e �equivalence des s�equences pour le plus court
chemin qui les traverse�

����� Algorithme

L�algorithme impl�ement�e calcule des g�eod�esiques sur la surface poly�edrique consid�er�ee� Les
deux paragraphes pr�ec�edents nous permettent d��ecrire l�algorithme correspondant �a l��etape
��� de l�algorithme principal G�EOD�ESIQUE �

G�EOD�ESIQUE SUR UNE SURFACE POLY�EDRIQUE

Donn�ees
C chemin initial quelconque entre A et B sur P
F s�equence de faces adjacentes travers�ee par C

R�esultat
G � chemin g�eod�esique entre A et B sur P

Algorithme
C � plus court chemin dans F
L � liste des sommets pivots de C
���

pour tout P sommet de L faire

F � � modi�cation de F autour de P
C � plus court chemin dans F �

L� � liste des sommets pivots de C
F � F �

si L� � L alors

L � L�

aller en ���

fin si

fin pour

G � C

Dans l�impl�ementation� nous avons retenu la s�equence dans laquelle le minimum de l�angle
de C en p� c�est��a�dire l�angle que fait C autour de P � est atteint� Nous avons aussi ajout�e une
phase de v�eri�cation apr�es chaque mise �a jour pour ne traiter que des s�equences simples et
ainsi s�orienter avec plus de probabilit�e vers un chemin g�eod�esique qui pourrait 
etre un plus
court chemin�
Dans ce chapitre� nous avons donc r�esolu le probl�eme suivant � nous nous donnons une

surface poly�edrique P� A et B deux points de P et C un chemin initial entre A et B sur P�
La m�ethode it�erative g�en�ere un chemin g�eod�esique G entre A et B sur P�
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��� Subdivision et projection

La surface S consid�er�ee pr�esente l�int�er
et d�
etre limite d�une suite de r�eseaux fPkg associ�ee
�a une suite de surfaces poly�edriques fPkg� Nous nous penchons maintenant sur la phase
de projection qui va permettre de faire le lien entre les surfaces poly�edriques et la surface
de subdivision S� Nous allons calculer sur chacun des r�eseaux un plus court chemin avec
la m�ethode propos�ee� Sur chaque r�eseau� l�initialisation du processus it�eratif sera issue du
chemin calcul�e �a l��etape de subdivision pr�ec�edente� Nous discuterons ensuite le choix de
l�initialisation d�un chemin sur la surface poly�edrique initiale�

����� Projection d	un chemin

Cette �etape permet de relier les chemins sur deux surfaces poly�edriques associ�ees �a deux
niveaux de subdivision di��erents �sans perte de g�en�eralit�e� ces deux niveaux seront consid�er�es
cons�ecutifs�� L�espace des param�etres� commun aux deux poly�edres Pk et Pk��� permet de
r�ealiser cette transition� A Gk� chemin g�eod�esique entre Ak et Bk sur Pk� est associ�e le
chemin ck " allant de a �a b " par projection dans l�espace des param�etres� L�image de ck

sur Pk�� peut alors 
etre consid�er�ee � il s�agit d�un chemin entre Ak�� et Bk��� not�e Ck�� et
appel�e projection de Gk sur Pk��� Ck�� est ainsi l�initialisation �a la recherche d�un chemin
g�eod�esique entre Ak�� et Bk�� sur Pk���

Fig� ��� ! Phase de projection d�un chemin de Pk sur Pk��

����� Initialisation

Sur les surfaces poly�edriques Pk� le chemin entre Ak et Bk est initialis�e par projection du
chemin g�eod�esique calcul�e sur Pk��� Sur la surface poly�edrique P�� nous avons arbitrairement
initialis�e C par l�image du segment de droite �ab� de l�espace des param�etres�

Un tel choix est naturellement discutable et il serait int�eressant d��etudier l�in�uence de
l�initialisation sur le r�esultat� A subdivision �x�ee� il y a d�ecroissance de la longueur et l�ini�
tialisation peut ainsi mener �a un minimum local non global� Un choix qui semblerait plus
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judicieux� mais �a �etudier �egalement� serait d�initialiser par un plus court chemin global entre
A� et B� sur la surface P� initiale� Pour d�eterminer un plus court chemin� il serait alors
envisageable d�e�ectuer une recherche exhaustive de parcours de l�ensemble des chemins pos�
sibles pour en extraire un plus court chemin� P� �etant une approximation grossi�ere de S�
elle contient peu de faces et cette recherche serait relativement peu co
uteuse� Il faudrait en�
suite discuter du bien fond�e d�un tel choix� qui engendrerait probablement des plus courts
chemins sur les surfaces Pk avec une plus forte probabilit�e que l�initialisation actuelle� mais
pas n�ecessairement dans tous les cas de �gure� Le choix de l�initialisation reste donc un point
�a �etudier pour am�eliorer l�algorithme global en termes de r�esultat� c�est��a�dire de chemin
g�eod�esique qui serait un plus court chemin�



��

Chapitre �

Convergence

La m�ethode de subdivision expos�ee g�en�ere une suite fGkgk�k de chemins g�eod�esiques�
Le chemin Gk de la derni�ere �etape de subdivision est l�approximation calcul�ee d�un chemin
g�eod�esique entre A et B sur S� Nous validons dans un premier temps la m�ethode avec un
crit�ere portant sur l��evolution de la d�eviation locale des chemins g�en�er�es� La convergence de
la suite fGkgk�N est ensuite �etudi�ee pas �a pas�

��� D�eviation 
locale�

La validation de notre m�ethode porte sur des propri�et�es locales de la suite de chemins
g�eod�esiques g�en�er�ee� Ces propri�et�es proviennent de l�hypoth�ese de convergence du sch�ema des
di��erences dont nous allons donner une interpr�etation g�eom�etrique li�ee au plan tangent en
tout point� Il en d�ecoulera que les chemins g�eod�esiques sur les surfaces poly�edriques tendent
�a la limite �a poss�eder des propri�et�es locales proches de celles des g�eod�esiques sur des surfaces
r�eguli�eres�
Par la suite� nous allons consid�erer les notations suivantes � soit �u�� v�� un point de

l�espace des param�etres D dont l�image Mk est un point de contr
ole de Pk pour tout k � k��
Soit N la normale �a S en S�u�� v��� Nous noterons et parlerons aussi de fMk

i gk�k� voisin de
fMkgk�k� dans fP

kgk�k� �ou fP
kgk�k�� en sous�entendant que �

� pour tout k � N� Mk
i est un voisin direct de M

k dans Pk �ou Pk�

�� les Mk
i sont les points correspondant aux noeuds m

k
i tels que tous les m

k
i � k � N sont

des noeuds ins�er�es sur la m
eme direction d�ar
ete ei�

����� Interpr�etation g�eom�etrique du sch�ema des di��erences

Nous allons montrer que les points voisins d�un sommet se rapprochent en un sens
angulaire de son plan tangent sur S� formul�e de la mani�ere suivante et appel�e relation

d�orthogonalit�e �

lim
k��

N �

�����
MkMk

i

k
�����
MkMk

i k
 � ����

pour tout fMk
i gk voisin de fM

kgk dans fP
kgk�
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Nous allons pr�esenter cette interpr�etation g�eom�etrique li�ee au sch�ema des di��erences dans
le cas des courbes� des surfaces produit tensoriel et des r�eseaux triangulaires embo
�t�es �a
topologie quelconque�

Cas des courbes

Nous d�ecrivons g�eom�etriquement la convergence uniforme du sch�ema des di��erences vers
la d�eriv�ee� Nous nous pla	cons dans le cas uniforme� Sans perte de g�en�eralit�e� les grilles ont leurs

noeuds �tki �i�Z en
�

i
�k

�
i�Z
� La di��erence divis�ee d�ordre  sur le segment �tki � t

k
i��� vaut

P k
i �P

k
i��

tki �t
k
i��

�

La convergence uniforme du sch�ema des di��erences vers la d�eriv�ee s�exprime g�eom�etriquement
par le fait que les c
ot�es des polyg
ones Pk convergent uniform�ement vers la tangente �moy�
ennant une normalisation des vecteurs�� Soit t� un noeud de l�espace des param�etres qui �a
partir d�un certain rang k� correspond �a un point de contr
ole M

k de Pk� pour tout k � k��
La di��erence divis�ee d�ordre  �a la subdivision k� k � k�� en t� a une valeur �a gauche et une
valeur �a droite� La convergence du sch�ema des di��erences en t� s��ecrit �

lim
k��

�k
�
Mk � Pk�t� �



�k
�
�
 C��t�� lim

k��
�k
�
Pk�t� #



�k
��Mk

�
 C��t��

o�u Pk est la fonction param�etrant Pk et C la fonction param�etrant la courbe limite C� Ce qui
nous int�eresse est la relation d�orthogonalit�e avec la normale N �a la courbe C en t� �

lim
k��

N �

�����
MkMk

i

k
�����
MkMk

i k
 � avec fMk

i gk�k� �

��
Pk�t� �



�k
�
�
k�N

�
�
Pk�t� #



�k
�
�
k�N

�

Remarque ��� Ce r�esultat ne tient pas compte de la norme de la d�eriv�ee et se g�en�eralise
facilement au cas non r�egulier avec des noeuds simples�

Ceci traduit donc la convergence en termes d�angles des c
ot�es du polyg
one de contr
ole vers
la tangente� Il s�agit de convergence uniforme�

Cas des surfaces produit tensoriel

Dans le cas des surfaces produit tensoriel� l�ind�ependance des param�etres u et v permet
de g�en�eraliser le r�esultat du cas courbe �a la convergence des di��erences divis�ees suivant les
lignes de coordonn�ees vers les d�eriv�ees partielles �cf paragraphe ����� page ���� En tout point
�u�� v��� noeud du r�eseau �a partir d�un certain rang� il en d�ecoule donc la relation d�orthogo�
nalit�e �� pour les suites de voisins suivant les lignes de coordonn�ees �� suites correspondant
aux cas repr�esent�es dans la �gure ����

Fig� �� ! Convergence vers les d�eriv�ees partielles�
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Remarque ��� Au lieu de se placer en un noeud correspondant �a un point de contr�ole�
nous �etablissons le m�eme type de r�esultat pour �$u� $v� quelconque en consid�erant les mailles
embo��t�ees des grilles associ�ees aux r�eseaux Pk contenant �$u� $v� 	cf �gure ���
� Soient Mk

les images de ces mailles� Par continuit�e de la di��erentielle� nous obtenons �egalement la
convergence vers le plan tangent en �$u� $v� des c�ot�es des mailles Mk�

. ..

Fig� ��� ! Suite de mailles associ�ee �a un point �$u� $v� dans l�espace des param�etres �a des degr�es
de subdivision croissants�

Cas de triangulations embo��t�ees �a topologie quelconque

Pour construire le sch�ema des di��erences� il faut choisir deux directions � ind�ependantes
suivant lesquelles se calculent les di��erences divis�ees� Sans perte de g�en�eralit�e� nous allons
consid�erer qu�il s�agit des directions suivant les lignes de coordonn�ees u et v� Les di��erences
divis�ees sur un triangle M�M�M� sont �

Du�M�M�M��  
�M� �M���v� � v��� �M� �M���v� � v��

�u� � u���v� � v��� �u� � u���v� � v��

Dv�M�M�M��  
�M� �M���u� � u��� �M� �M���u� � u��

�v� � v���u� � u��� �v� � v���u� � u��

Soit �$u� $v� un point de l�espace des param�etres D et fmk
�m

k
�m

k
�gk�N une suite de mailles

triangulaires des grilles Xk contenant �$u� $v�� Soient Mk
� � M

k
� et M

k
� les images respectives

de mk
�� m

k
� et m

k
� sur P

k et Mk
�M

k
�M

k
� la maille triangulaire associ�ee� contenant M

k� La
convergence du sch�ema des di��erences s��ecrit �

lim
k��

Dk
u�M

k
�M

k
�M

k
� �  Su�$u� $v� lim

k��
Dk
v �M

k
�M

k
�M

k
� �  Sv�$u� $v�

Consid�erons maintenant une direction w  cos���u#sin��� v� � � ��� ���� En tout point �$u� $v�
du triangle M�M�M�� nous d�e�nissons la di��erence divis�ee suivant w par �

Dw�M�M�M��  cos���Du�M�M�M�� # sin���Dv�M�M�M��

Nous avons �

lim
k��

�
cos���Dk

u�M
k
�M

k
�M

k
� � # sin���D

k
v �M

k
�M

k
�M

k
� �
�
 cos��� Su�$u� $v� # sin��� Sv�$u� $v�

soit
lim
k��

Dk
w�M

k
�M

k
�M

k
� �  Sw�$u� $v�

�� Les directions seront consid�er�ees normalis�ees et orient�ees�
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Remarque ��� Comme les di��erences divis�ees sont d�e�nies sur les triangles� nous avons
pris la notation Dk

w�M
k
�M

k
�M

k
� �� Soit �$u� $v� un point quelconque de D� Soit $Mk son image

sur Pk et T k un triangle de Pk contenant $Mk� Nous noterons �egalement Dk
w�$u� $v�� la valeur

de la di��erence divis�ee en �$u� $v� qui vaut la di��erence divis�ee sur le triangle T k� soit Dk
w�T

k��
Au niveau des ar�etes et sommets� un point peut appartenir �a plusieurs triangles mais ceci ne
pose pas de probl�eme� il su�t de consid�erer l�un d�eux� Nous allons �etablir des propri�et�es
ind�ependamment du choix de ces triangles�

Lemme ��� La convergence uniforme du sch�ema des di��erences associ�e aux directions u et v
implique la convergence uniforme des di��erences divis�ees suivant toute direction de d�erivation
w consid�er�ee� c�est��a�dire �

� �  k� tel que �k � k� sup
w

�
jDk

w�$u� $v�� Sw�$u� $v�j
�
	  � �$u� $v� � D

D�emonstration �

La convergence uniforme du sch�ema des di��erences s�exprime comme suit �

� �  k� tel que�k � k� max
�
jDk

u�$u� $v�� Su�$u� $v�j� jD
k
v �$u� $v�� Sv�$u� $v�j

�
	  � �$u� $v� � D

Soit w  cos���u# sin��� v� alors

Dk
w�$u� $v�  cos���D

k
u�$u� $v� # sin���D

k
v �$u� $v� et Sw�$u� $v�  cos��� Su�$u� $v� # sin��� Sv�$u� $v�

et

��Dk
w�$u� $v�� Sw�$u� $v�

��  �� cos��� �Dk
u�$u� $v�� Su�$u� $v�

�
# sin���

�
Dk
v �$u� $v�� Sv�$u� $v�

��� 	 � 

d�o�u le r�esultat�

�

Pla	cons�nous maintenant en un point �u�� v�� correspondant �a un point de contr
ole �a
partir d�un certain rang k�� Soit w la direction d�une ar
ete issue de �u�� v��� Soit �u

k
� � v

k
� � le

voisin direct de �u�� v�� dans cette direction et dans la grille X
k� Nous avons

w  
�uk� � u��u# �v

k
� � v��v

k�uk� � u��u# �vk� � v��vk

o�u nous supposons que les coordonn�ees sont exprim�ees dans la base des vecteurs �u� v��
Rappelons que Mk est l�image de �u�� v�� sur Pk et notons Mk

� l�image de �u�� v�� sur P
k�

Proposition ��� Les di��erences divis�ees univariables au niveau d�une direction d�ar�ete con�
vergent vers la d�eriv�ee suivant cette direction� ce qui s�exprime comme suit �

lim
k��

�����
MkMk

�

k�uk� � u��u# �vk� � v��vk
 Sw�u�� v��

D�emonstration �

Nous consid�erons une suite de sommets fMk
� gk�k� telle que �

! pour tout k � k�� M
kMk

�M
k
� est un triangle de P

k�
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! la suite de triangles fMkMk
�M

k
� gk�k� corespond �a une suite de triangles embo
�t�es dans

D�

Dk
w�u�� v��  

�uk� � u��D
k
u�M

kMk
�M

k
� � # �v

k
� � v��D

k
v �M

kMk
�M

k
� �

k �uk� � u��u# �vk� � v��v k

 
�uk� � u��

�
�Mk

� �Mk��vk� � v��� �M
k
� �Mk��vk� � v��

�
k �uk� � u��u# �vk� � v��v k

�
�vk� � v���uk� � u��� �vk� � v���uk� � u��

�
#

�vk� � v��
�
�Mk

� �Mk��uk� � u��� �Mk
� �Mk��uk� � u��

�
k �uk� � u��u# �v

k
� � v��v k

�
�vk� � v���u

k
� � u��� �vk� � v���u

k
� � u��

�

 
Mk

� �Mk

k �uk� � u��u# �vk� � v��v k
 

�����
MkMk

�

k �uk� � u��u# �vk� � v��v k

Avec la convergence du sch�ema des di��erences dans la direction w� nous en d�eduisons �

lim
k��

�����
MkMk

�

k �uk� � u��u# �v
k
� � v��v k

 Sw�u�� v��

�

G�eom�etriquement� les ar
etes normalis�ees
�����
MkMk

i

k
�����
MkMk

i k
tendent vers la tangente unitaire dans

la direction donn�ee par w� Il en d�ecoule la relation d�orthogonalit�e �� �

lim
k��

N �

�����
MkMk

i

k
�����
MkMk

i k
 � pour tout fMk

i gk voisin de fM
kgk dans fP

kgk

Le lemme �� �etablit l�uniformit�e de cette convergence sur la surface�

����� Somme des angles

La relation d�orthogonalit�e �� vient d�
etre �etablie pour tout sommet et ses voisins directs
dans les r�eseauxPk� Nous insistons maintenant sur la fait que la topologie associ�ee aux r�eseaux
Pk et celle associ�ee aux triangulations des surfaces poly�edriques Pk peut 
etre di��erente� Nous
supposons que les triangulations des Pk correspondent �a des grilles embo
�t�ees dans D� Ce cas
se pr�esente pour tout r�eseau contenant des mailles non triangulaires� Nous allons �etendre le
r�esultat d�orthogonalit�e avec la normale aux voisins de Mk dans la triangulation des surfaces
poly�edriques Pk�

Lemme ��� Pour tout voisin fMk
i gk de fMkgk sur fPkgk� nous avons �

lim
k��

N �

�����
MkMk

i

k
�����
MkMk

i k
 �

D�emonstration �

Ceci est v�eri��e pour les suites de voisins de fMkgk dans fP
kgk� d�apr�es ce qui pr�ec�ede�
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Soit Mk un point de Pk� Supposons qu�il existe un voisin direct de Mk dans la trian�
gulation de Pk qui� pour la topologie du r�eseau Pk est un ��voisin �cf �gures ��� et �����
Nous allons montrer que la relation d�orthogonalit�e �� est �egalement vraie pour les voisins
de fMkgk dans fP

kgk qui correspondent �a des ��voisins de fM
kgk dans fP

kgk�

M

M

M

M

3

4

2

1
M

Fig� ��� ! Voisins directs pour la topologie du r�eseau de contr�ole� r�eseau produit tensoriel et
voisins �eventuels pour la topologie associ�ee �a la triangulation de la surface poly�edrique�

Pour simpli�er les notations� nous consid�erons celles de la �gure ����

2

1

N

N

k

U
k

U

k

k
2U

N

1
k

U

N

k

�a� r�eseau produit tensoriel �b� r�eseau �a topologie quelconque

Fig� ��� ! ��voisin dans un r�eseau�

����N �
Uk
� # Uk

�

kUk
� # Uk

� k

���� 	


kUk
� # Uk

� k

���N � Uk
�

��# ��N � Uk
�

���

	


kUk
� # Uk

� k

���N � Uk
�

��# ���N �Nk
�
� Uk

�

��# ��Nk � Uk
�

��� �����

Or d�apr�es l�interpr�etation g�eom�etrique de la convergence uniforme du sch�ema des di��e�
rences vers le plan tangent� nous avons �

�� k�� �k � k��

����N �
Uk
�

kUk
� k

���� � 

����Nk �
Uk
�

kUk
� k

���� �  �����

qui permet de majorer le premier et le troisi�eme terme de la somme�
La continuit�e � du vecteur normal sur la surface de subdivision s��ecrit �

�� �� ��$u� $v�� k�u�� v��� �$u� $v�k � � kN�u�� v���N�$u� $v�k � 

et correspond �a la remarque ����


� La remarque ��� page ��� constate qu�en ce point� il serait int�eressant d�avoir la continuit�e uniforme�
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Comme nous avons la convergence uniforme du sch�ema de subdivision� d�apr�es la propo�
sition �� et les remarques �� et ��� pages � �a ��� f�Pkgk�N converge uniform�ement vers
�� A partir d�un certain rang les ��voisins se trouvent donc dans la boule de centre Mk et de
rayon �� soit �

k�u�� v��� �uk� vk�k � � et donc kN�u�� v���N�uk� vk�k � 

soit� avec les notations pr�ec�edentes � kN � Nkk � � Ceci permet de majorer le deuxi�eme
terme de la somme de l�in�egalit�e ��� �

���N �Nk
�
� Uk

�

�� �  kUk
� k

En rassemblant les di��erents termes et leur majoration� nous obtenons donc �

����N �
Uk
� # Uk

�

kUk
� # Uk

� k

���� 	 kUk
� k# �kU

k
� k

kUk
� # Uk

� k
 �����

Nous avons ici besoin d�une majoration uniforme du rapport des longueurs entre les c
ot�es du
r�eseau et les diagonales du r�eseau qui s�exprime comme suit �

c� � � tel que kUk
� k# �kU

k
� k 	 c� kU

k
� # Uk

� k

Cette condition� ajout�ee aux conditions requises exprime une certaine stabilit�e du sch�ema
de subdivision que nous n�avons pas encore approfondie et qui constitue une partie de nos
travaux actuels� Nous la supposons v�eri��ee� Moyennant cette condition� nous avons donc �

lim
k��

N �

�����
MkMk

i

k
�����
MkMk

i k
 � pour tout voisin direct et ��voisin fMk

i gk de fP
kgk

Ce r�esultat sur les ��voisins se g�en�eralise pour les i�voisins dans le cas o�u les triangulations
font intervenir des plus proches voisins �a distance i avec le m
eme type de majoration sur les
diagonales� Ceci correspond au cas de �gure illustr�e par la �gure ���� Nous ne disposons pas
de tous les r�esultats n�ecessaires dans le cas de topologies quelconques �cf chapitre �� mais si
tel �etait le cas� cette d�emonstration se g�en�eraliserait facilement�

�

Proposition ��� La somme des angles autour de Mk sur les surfaces Pk tend vers ���

lim
k��

S�Mk�  ��

D�emonstration �

Consid�erons une suite de triangles contenant Mk� correspondant �a une suite de triangles
embo
�t�es dans l�espace des param�etres D� Soient Mk

� et M
k
� les deux suites de voisins cor�

respondant aux sommets des triangles� A tout niveau de subdivision k� nous consid�erons
le plan de normale N passant par Mk et les projections mk

� et m
k
� de M

k
� et M

k
� dans ce

plan �cf �gure ����� Nous allons supposer de plus que les vecteurs
�����
Mkmk

��
�����
Mkmk

� �
�����
MkMk

� et
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M
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kM

k

M
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M k

m
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k
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.

m

Fig� ��� ! Angles en Mk dans un triangle de la surface poly�edrique Pk et dans sa projection
dans le plan tangent�

�����
MkMk

� sont normalis�es� Nous voulons montrer que l�angle en Mk du triangle de la surface
poly�edrique tend vers celui du triangle du plan tangent� soit �

lim
k��

�����������MkMk
� �
�����
MkMk

�

���� ��������Mkmk
��
�����
Mkmk

�

������  �
pour toute suite de triangles fMkMk

�M
k
� gk correspondant �a une suite de triangles embo
�t�es

dans D�
Le lemme ��� exprim�e avec les angles nous donne �

�� k�� �k � k��
������N������MkMk

�

���� �

�

��� 	  et
������N������MkMk

�

���� �

�

��� 	 

Comme
�����
Mkmk

� et
�����
Mkmk

� correspondent aux projections des vecteurs
�����
MkMk

� et
�����
MkMk

� dans
le plan normal �a N � il en d�ecoule �

�k � k��
��������Mkmk

��
�����
MkMk

�

��� 	  et
��������Mkmk

��
�����
MkMk

�

��� 	 

d�o�u une majoration de l�erreur entre les angles�����������Mkmk
� �
�����
Mkmk

�

���� ��������MkMk
� �
�����
MkMk

�

������ 	 � 
Nous supposons que la triangulation est localement conforme � �a partir d�un certain niveau

de subdivision et que la valence autour des sommets est uniform�ement � born�ee� Avec ces
hypoth�eses� nous obtenons �

���� �S�Mk�
��  ���X

i

������
Mkmk

i �
������
Mkmk

i��

�
�
X
i

������
MkMk

i �
������
MkMk

i��

����

	
X
i

�����������Mkmk
i �
������
Mkmk

i��

���� ��������MkMk
i �
������
MkMk

i��

������ 	 c

d�o�u le r�esultat�

�

�� Conforme signi	e que la projection dans le plan tangent conserve l�ordre de parcours des points voisins�
c�est��a�dire la topologie locale du maillage de R� �

�� Uniform�ement born�ee signi	e qu�il existe un entier l tel que quelquesoit le sommet de la triangulation�
sa valence est inf�erieure ou �egale �a l�
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����� Angle de d�eviation

Nous allons justi�er la pertinence de notre m�ethode en proposant un crit�ere de validation
local� Nous consid�erons fGkgk�N une suite de chemins g�eod�esiques sur une suite de surfaces
poly�edriques fPkgk�N �

D�e�nition ��� Soit �u�� v�� un point de D� �u�� v�� est un point permanent de fGkgk�N si
pour tout entier k�� il existe un entier k sup�erieur �a k� tel que Pk�u�� v�� est un sommet de
d�eviation de Gk�

Proposition ��� Soit �u�� v�� un point permanent de fGkgk�N� Soit fG
��k�gk�N la sous�suite

de fGkgk�N contenant tous les chemins g�eod�esiques tels que P��k��u�� v�� est un sommet de
d�eviation de G��k�� Soit ���k� l�angle de d�eviation de G��k� autour de P��k��u�� v��� Alors�
nous avons �

lim
k��

���k�  �

D�emonstration �

Pour all�eger les notations� nous allons noter fGkgk�N la sous�suite fG
��k�gk�N � Comme

�u�� v�� est un point permanent� P
k�u�� v�� est un sommet de d�eviation de fGkg� Par cons�equent

S
�
Pk�u�� v��

�
� �� �����

Rappelons que �k l�angle de Gk autour de Pk�u�� v�� �cf d�e�nition ��� page ��� v�eri�e �

S
�
Pk�u�� v��

�
� ��k � ��

Or d�apr�es la proposition ���
lim
k��

S
�
Pk�u�� v��

�
 ��

donc limk�� �k  �� L�angle que fait le chemin tend �a la limite vers � donc l�angle de
d�eviation tend vers z�ero �cf �gure �����

�

β

α

1

1
22α β

Fig� ��� ! L�angle de Gk autour de Pk�u�� v�� est �  min���� ��� et l�angle de d�eviation
�  min���� ����

Th�eor�eme ��� L�angle de d�eviation en tout point des chemins g�eod�esiques tend vers z�ero�
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D�emonstration �

Si fPkgk�N est une suite de surfaces poly�edriques convexes� le r�esultat est �evident car
fGkgk�N est une suite de chemins g�eod�esiques sans sommet de d�eviation �cf propri�et�e ��� sur
les points pivots� page ����
Pla	cons�nous dans le cas o�u il existe des sommets de d�eviation� A toute �etape de subdi�

vision k�� nous pouvons consid�erer l�ensemble des sommets de d�eviation �

! si le sommet de d�eviation consid�er�e est permanent� alors l�angle de d�eviation autour de
ce sommet tend vers z�ero d�apr�es la proposition ����

! si le sommet de d�eviation consid�er�e n�est pas permanent� alors il dispara
�t �a partir d�un
certain rang�

�

Ceci traduit donc la convergence simple de l�angle de d�eviation vers z�ero qui permet de
valider localement le chemin g�eod�esique calcul�e par notre m�ethode de subdivision�

Dans le cas des r�eseaux triangulaires� les topologies des r�eseaux et des surfaces poly�edriques
associ�ees sont les m
emes� La convergence uniforme du sch�ema des di��erences implique la con�
vergence uniforme des di��erences divis�ees vers la di��erentielle �uniforme sur la surface et pour
la direction� cf lemme ���� Ceci implique la convergence uniforme du produit scalaire des
normales avec les ar
etes normalis�ees des r�eseaux� �� donc des surfaces poly�edriques vers ��
Cette convergence uniforme des angles implique alors la convergence uniforme de la somme
des angles vers ��� Ce qui implique en�n la convergence uniforme de l�angle de d�eviation vers
��

Remarque ��	 Pour les r�eseaux poss�edant des mailles non triangulaires� il y a la phase
d�extension de la relation d�orthogonalit�e aux ��voisins� voire i�voisins du r�eseau� A ce ni�
veau� il manque la continuit�e uniforme du vecteur normal sur la surface pour en d�eduire
la convergence uniforme du produit scalaire pour toutes les ar�etes des surfaces poly�edriques�
c�est��a�dire la relation d�orthogonalit�e pour toutes les ar�etes des surfaces poly�edriques� Cette
phase s�ins�ere alors en �� dans le paragraphe ci�dessus�

Conjecture La continuit�e uniforme des normales semble fortement li�ee �a la convergence du
sch�ema de subdivision vers une limite C�� En e�et� la convergence vers une limite C� peut
se traduire en termes de convergence du sch�ema des di��erences d�ordre �� D�apr�es la pro�
position ��� et les remarques ��� et ���� pages �� �a ��� la convergence uniforme du sch�ema
des di��erences d�ordre � �equivaut �a la convergence uniforme du sch�ema des di��erences �nies
du sch�ema des di��erences 	divis�ees
 d�ordre � vers  � Ceci devrait mener �a la convergence
uniforme des di��erences des normales vers  et donc �a la continuit�e uniforme des normales
sur la surface de subdivision�

Nous verrons que dans la pratique� cette convergence uniforme a lieu et nous la validerons
num�eriquement en observant le nombre de points pivots� l�angle de d�eviation et la mise �a plat
�cf paragraphe ����

��� Convergence de la suite de chemins fGkgk�N

Nous entrons maintenant dans le d�etail des di��erents points concernant la convergence
des courbes Gk vers un chemin g�eod�esique G de S�
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����� Convergence dans l	espace des param
etres

Proposition ��	 Soit fPkgk�N une suite de surfaces poly�edriques qui converge uniform�ement
vers S� Soit fCkgk�N une suite de chemins sur fPkgk�N � Soit fc

kgk�N la suite de chemins cor�
respondants dans D� fckgk�N converge vers une courbe c si et seulement si fCkgk�N converge
vers une courbe C� image de c sur S�

D�emonstration �

Si fCkgk�N converge vers une courbe C� alors C est un chemin de S� d�apr�es la convergence
de fPkgk�N vers S� Les chemins correspondant dans D convergent donc �egalement�

Supposons maintenant que nous avons la convergence dans D� Montrons que Ck converge
vers C� La courbe Ck est param�etr�ee par Pk � ck et C� l�image de c sur S par S � c�

jPk�ck�t��� S�c�t��j

	 jPk�ck�t��� S�ck�t��j# jS�ck�t��� S�c�t��j

La convergence uniforme de la suite fPkgk�N vers S �

�   k� tel que � k � k� jPk�m�� S�m�j 	  �m � D

appliqu�ee en particulier �a m  ck�t� permet de majorer le premier terme� La convergence de
la suite de courbes dans D

� �� � t�  k��t tel que � k � k��t jck�t�� c�t�j 	 ��

associ�ee �a la continuit�e de S �

� �  �� tel que jmk �mj 	 � � jS�mk�� S�m�j 	 

permet de majorer le deuxi�eme terme� ce qui nous donne la convergence de la suite de courbes
dans R� �

lim
k��

Pk�ck�t��  S�c�t��

�

Cette premi�ere phase ram�ene l��etude de la convergence des chemins Ck des di��erentes surfaces
Pk �a l��etude de la convergence des chemins correspondants dans D�
Nous proposons de param�etrer ck sur l�intervalle ��� � en e�ectuant une r�epartition r�eguli�ere

de ses sommets ou en les r�epartissant suivant la longueur de chaque segment de la ligne bris�ee
tri�dimensionnelle relativement �a sa longueur totale� Ce dernier param�etrage pr�esente l�int�er
et
de pouvoir observer en m
eme temps la convergence au sens des longueurs�

����� Observation de l	algorithme

Nous cherchons �a �etablir la convergence de la suite de chemins fGkgk�N vers un chemin
limite� En e�et� comme le sugg�ere la d�e�nition des points permanents� l�algorithme pourrait
pivoter entre deux con�gurations et ne pas engendrer de chemin limite�

Si nous nous pla	cons dans l�espace des param�etres D� �a un niveau de subdivision �xe�
notre algorithme calcule un chemin g�eod�esique� L��evolution est compl�etement d�ependente
de la surface tri�dimensionnelle� Au niveau de l��etape de subdivision� il n�y a pas d�ajout
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d�information en ce qui concerne le chemin� il reste identique dans D� par contre� les points
tri�dimensionnels changent� La convergence repose donc compl�etement sur le lien entre les
surfaces poly�edriques� Nous ne sommes pas parvenus �a �etablir cette convergence � elle n�est
peut�
etre pas d�emontrable mais nous verrons n�eanmoins que ce point semble valid�e dans les
exemples �cf chapitre ���



��

Chapitre �

R�esultats

En e�ectuant une �etude compl�ete sur un ensemble de tests� nous donnons une validation
num�erique de notre m�ethode� Nous discutons l�in�uence de la triangulation des r�eseaux�
l�int�er
et de l�approche progressive par la subdivision et l��evolution de la longueur des chemins
calcul�es� Nous �etudions en�n la complexit�e de la m�ethode�

	�� Validation num�erique

����� Analyse des r�esultats

Pour l��etude des exemples� nous donnons les informations suivantes �

! l��etape de subdivision k�

! la longueur du chemin g�eod�esique Gk sur la surface poly�edrique Pk�

! la visualisation de Gk sur Pk et �eventuellement celle de la s�equence de faces Fk qui
contient Gk�

! la s�equence de faces mise �a plat Fk et le chemin Gk� qui correspond �a la mise �a plat du
chemin g�eod�esique Gk dans Fk�

! le nombre de pivots �a l�initialisation d�un chemin sur la surface poly�edrique Pk� c�est�
�a�dire avant les �etapes de mise �a jour�

! le nombre de mises �a jour ou nombre d�it�erations e�ectu�ees au niveau de subdivision
k pour trouver Gk sur Pk�

! le nombre de sommets de d�eviation dans le chemin g�eod�esique Gk�

! l�angle de d�eviation maximal aux sommets de d�eviation de Gk�

! la visualisation des projections gk des chemins g�eod�esiques Gk dans l�espace des pa�
ram�etres D� A�n de pouvoir mieux observer leur �evolution� ces courbes sont observ�ees
sur le m
eme graphe � elles sont translat�ees pour une meilleure lisibilit�e� De gauche �a
droite� elles correspondent �a des niveaux de subdivision croissants� La courbe la plus �a
droite correspond �a celle obtenue �a la derni�ere �etape de subdivision� c�est��a�dire gk et
n�est pas translat�ee�

L�analyse des r�esultats nous permet de valider num�eriquement notre m�ethode sur de
multiples aspects� En observant sur les exemples l��evolution des di��erents param�etres avec la
subdivision� nous constatons que les r�esultats apportent les conjectures suivantes �
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l�existence d�une courbe limite

! la visualisation des courbes sur les surfaces poly�edriques Pk montre une localisation
tr�es rapide sur les surfaces� qui elles�m
emes convergent tr�es rapidement vers la surface
de subdivision�

! la visualisation des courbes dans D con�rme cette observation de convergence rapide�
c�est��a�dire avec tr�es peu de subdivisions vers une courbe limite�

! la convergence des longueurs est observ�ee� et est une cons�equence imm�ediate de la
convergence des chemins�

la d�eviation globale

! le nombre de sommets de d�eviation sur les chemins g�eod�esiques reste constant

! l�angle de d�eviation maximal tend vers z�ero

! la mise �a plat tend �a 
etre localement et globalement rectiligne

La d�eviation locale a fait l�objet du chapitre pr�ec�edent� la d�eviation globale est constat�ee
dans les exemples �cf remarque ���� page ����

la stabilit�e algorithmique

! �a chaque subdivision� le chemin est initialis�e par projection� Lors de cette phase d�initia�
lisation du processus it�eratif de calcul de chemin g�eod�esique sur une surface poly�edrique�
le nombre de pivots est constant� ind�ependamment du niveau de subdivision � le nombre
de points autour desquels le chemin serait susceptible d�
etre d�evi�e augmente pourtant
rapidement�

! le nombre d�iterations �evolue raisonnablement�

Nous retrouverons ce dernier point dans le paragraphe ����� et dans l��etude de la comple�
xit�e �cf paragraphe �����

����� Tests

Nous avons choisi quatre exemples pour illustrer l�ensemble des tests que nous avons
e�ectu�es � ils correspondent �a une nappe simple� une surface avec une montagne� une nappe
complexe et une surface avec deux montagnes� A�n de faciliter la visualisation ult�erieure des
exemples� les surfaces sont observ�ees sous di��erents angles de vue�

Fig� �� ! Nappe simple correspondant �a une surface de B�ezier de degr�e �� ��
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Fig� ��� ! Surface avec une montagne correspondant �a une surface de B�ezier de degr�e �� ��

Fig� ��� ! Nappe complexe correspondant �a une surface de B�ezier de degr�e �� ��

Fig� ��� ! Surface avec deux montagnes correspondant �a une surface de B�ezier de degr�e ����
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CAS D�UNE NAPPE SIMPLE

subdivision g�eod�esique sur la mise �a plat d�eviation
longueur surface poly�edrique

et s�equence de triangles
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subdivision

	

longueur

������

0 0.5 1 1.5 2 2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

pivot � �

it�erations � �
sommet � �

subdivision

�

longueur

������

0 0.5 1 1.5 2 2.5

−1.6

−1.4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

pivot � 	

it�erations � ��

sommet � �
angle max � ������

subdivision

�

longueur

������

0 0.5 1 1.5 2 2.5

−1.6

−1.4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

pivot � �

it�erations � ��

sommet � �

angle max � �������

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Visualisation dans l�espace des pa�
ram�etres des courbes gk correspondant
aux chemins g�eod�esiques Gk�

Trac�e des longueurs en fonction du niveau
de subdivision �a partir de la subdivision
� Les longueurs ne diminuent pas �a
chaque �etape car elles correspondent �a
des chemins g�eod�esiques sur des surfaces
di��erentes �cf paragraphe �������
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CAS D�UNE SURFACE AVEC UNE MONTAGNE

subdivision g�eod�esique sur la mise �a plat d�eviation
longueur surface poly�edrique

subdivision
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Dans la derni�ere colonne� nous pouvons voir que les mises �a jour �a chaque subdivision g�en�erent
des chemins g�eod�esiques sans sommet de d�eviation�
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CAS D�UNE NAPPE COMPLEXE

subdivision g�eod�esique sur la mise �a plat d�eviation
longueur surface poly�edrique

et s�equence de triangles
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Dans la premi�ere mise �a plat� nous pouvons observer que la s�equence se recouvre autour d�un
sommet� ce qui met d�autant plus en �evidence la pr�esence d�un sommet de d�eviation�

A la subdivision � le chemin calcul�e longe le bord� Ce cas est pris en compte par notre algo�
rithme� la restriction ici �etant qu�aucune mise �a jour ne peut 
etre e�ectu�ee autour d�un point
de contr
ole appartenant au bord du r�eseau� S�il existe un pivot permanent sur le bord du
domaine� du fait de cette restriction� rien ne garanti qu�en ce point� la d�eviation des chemins
tende vers �� Sur cet exemple� le ph�enom�ene de bord disparait �a la subdivision suivante � en
pratique� nous consid�erons des paires d�extr�emit�es telles que le chemin g�eod�esique n�a pas
cette particularit�e de longer le bord de la surface�
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CAS D�UNE SURFACE AVEC DEUX MONTAGNES

subdivision g�eod�esique sur la mise �a plat d�eviation
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Cette surface est visualis�ee avec un degr�e de transparence� Ceci permet� dans la �gure
repr�esentant la surface poly�edrique initiale P�� de voir compl�etement le chemin g�eod�esique
G�� Le chemin G� contourne la montagne de gauche�
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	�� Discussion

����� In�uence de la triangulation

Dans le cas de surfaces produit tensoriel� les r�eseaux engendr�es poss�edent des mailles
quadrangulaires qui ne correspondent pas n�ecessairement �a des faces planes� Une phase de
triangulation s�av�ere donc n�ecessaire pour e�ectuer le passage de r�eseau �a surface poly�edrique�
Nous discutons ici l�in�uence du choix de la triangulation sur la m�ethode en pr�esentant un
exemple qui correspond �a la surface avec deux montagnes�

P� T� � T� � T� �

Fig� ��� ! Di��erentes triangulations �a partir d�un r�eseau produit tensoriel
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Fig� ��� ! Comparaison entre di��erentes triangulations�



	��� DISCUSSION ��

Les r�eseaux Pk correspondant �a la surface avec deux montagnes sont triangul�es de � fa	cons
di��erentes suivant les con�gurations propos�ees par la �gure ���� Dans la �gure ���� les chemins
g�eod�esiques calcul�es sont compar�es en termes de sommets de d�eviation� d�angle de d�eviation
et de longueur �a chaque niveau de subdivision�
Nous constatons que le nombre de sommets de d�eviation est di��erent pour chacune des tri�

angulations et ceci est pr�evisible puisque la m�ethode est appliqu�ee �a des surfaces poly�edriques
di��erentes� Nous observons que les di��erentes solutions ont tr�es peu de sommets de d�eviation�
donc quelquesoit la triangulation� la m�ethode est performante� Ceci est �egalement visible dans
l��evolution de l�angle de d�eviation avec la subdivision� qui dans les � cas de �gures tend rapi�
dement vers �� Les longueurs di��erent sur des subdivisions grossi�eres mais tendent rapidement
vers une valeur commune� Ceci se retrouve dans la �gure ��� qui montre graphiquement l�in�
�uence de la triangulation� A peu de subdivisions� les trois types de triangulations g�en�erent
des solutions tr�es di��erentes en termes de position � cependant� au del�a de � subdivisions�
les courbes obtenues ne sont plus distinguables� Comme les � jeux de surfaces poly�edriques
convergent vers la surface limite� les � courbes limites co��ncident�

triangulation courbe cpu
T� ! ! ! ! ! ! ! ��
T� ! � ! � ! � ! � ��
T� � � � � � � � � � � � � � ��

La triangulation T� est naturellement plus co
uteuse en temps car elle contient plus de
triangles�
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Fig� ��� ! Comparaison entre di��erentes triangulations des r�eseaux� Visualisation �a chaque
niveau de subdivision des courbes dans l�espace des param�etres D�
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����� Subdivision progressive et subdivision directe

Comme nous l�avons d�ej�a soulign�e� notre m�ethode pr�esente la particularit�e d�utiliser la
subdivision des r�eseaux� Elle pourrait 
etre quali��ee de m�ethode doublement it�erative dans
le sens o�u elle est it�erative lors du calcul de g�eod�esique �a subdivision �x�ee et it�erative dans
la suite de chemins g�eod�esiques fGkgk�k engendr�es �a chaque niveau de subdivision� Nous
montrons ici l�int�er
et de cette it�eration globale ou de ce que nous appelons subdivision
progressive� En travaillant sur des approximations grossi�eres de la surface� notre m�ethode
permet une approche globale et une initialisation du processus sur une surface o�u les s�equences
travers�ees contiennent relativement peu de triangles� Avec la subdivision� la g�eod�esique
pr�esente l�avantage d�
etre d�ej�a grossi�erement localis�ee�

Nous proposons une comparaison avec ce que nous appelons m�ethode bas�ee sur la subdi�
vision directe � cette derni�ere consiste �a supprimer la phase de construction progressive et
it�erative des chemins Gk� k � k � elle consiste �a d�eterminer directement le chemin g�eod�esique
Gk sur la surface poly�edrique Pk� La di��erence du point de vue de l�impl�ementation est
la suivante � pour la m�ethode directe� la premi�ere �etape consiste �a subdiviser le r�eseau in�
itial jusqu�au niveau de subdivision maximal souhait�e k � l�algorithme it�eratif de calcul de
g�eod�esique sur Pk �a partir d�une initialisation quelconque est ensuite appliqu�e� Ici� le travail
se fait imm�ediatement sur une surface tr�es ra�n�ee� le chemin initial traverse donc un grand
nombre de triangles et poss�ede ainsi un nombre de points pivots cons�equent� Les s�equences
manipul�ees sont longues d�es la premi�ere it�eration�

Les tableaux ���� ��� et ��� comparent le nombre total d�it�erations e�ectu�ees� le nombre
de points pivots avant mise �a jour� les temps de calcul et les longueurs des chemins �a di��erents
niveaux de subdivision� Leur lecture se fait colonne par colonne pour observer l��evolution de
ces di��erents aspects avec la subdivision� et en comparant les �evolutions entre les colonnes
directe et progressive� Les � � � dans les tableaux correspondent �a des probl�emes de m�emoire
li�es au trop grand nombre d�it�erations e�ectu�ees�

Subd� Nb total Nb pivots avant Temps Longueur
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Fig� ��� ! Comparaison pour la surface avec deux montagnes�
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Fig� ��� ! Comparaison pour la surface avec une montagne�
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Fig� ��� ! Comparaison pour la nappe complexe�

Le nombre total d�it�erations cro
�t tr�es rapidement pour la subdivision directe jusqu��a
atteindre les limites en m�emoire� mais reste stable pour la subdivision progressive� Le nombre
de pivots avant mise �a jour y est li�e� cro
�t pour la m�ethode directe et reste constant �a
chaque subdivision pour la m�ethode progressive � ceci constitue l�un des atouts de notre
m�ethode� Les temps de calculs sont cons�equents� A noter que m
eme si les courbes ne sont pas
pr�esent�ees� elles sont visuellement identiques et les colonnes contenant les longueurs ajoutent
une information dans ce sens�
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����� Evolution de la longueur

Nous avons �etabli la d�ecroissance de la longueur lors du calcul de g�eod�esique sur une
surface poly�edrique �cf th�eor�eme ���� page ��� Ceci correspond donc ici �a l��evolution de la
longueur �a un niveau de subdivision donn�e� Pourtant� lors d�une mise �a jour autour d�un
sommet de de d�eviation� c�est��a�dire autour duquel la mise �a jour ne modi�e pas le chemin�
il apparait parfois que la longueur augmente� Il s�agit d�un ph�enom�ene li�e �a la pr�ecision
machine� o�u la sensibilit�e num�erique intervient � la di��erence entre les longueurs est de l�ordre
de ���	�
A titre de remarque� l��evolution de la longueur des chemins g�eod�esiques Gk ne d�ecro
�t pas

n�ecessairement� Il s�agit en e�et de chemins sur les di��erentes surfaces Pk� dont les extr�emit�es
ne sont pas identiques � il n�est donc pas possible de pr�evoir leur d�ecroissance� par contre� elles
convergent naturellement vers la longueur de la courbe limite� si cette derni�ere existe�

	�� Etude de la complexit�e

����� Place m�emoire

Les objets repr�esent�es n�ecessitant de la place en m�emoire sont �

� la surface �

celle�ci est repr�esent�ee par son r�eseau de contr
ole initial de m�n points de contr
ole� Pour
e�ectuer le calcul de plus court chemin� il faut �egalement les r�eseaux subdivis�es jusqu��a k
fois �stock�es dans des �chiers�� Les r�eseaux Pk contiennent

�
�k�m� � # 

�
�
�
�k�n� � # 

�
points de contr
ole� La place m�emoire requise est en O��k�m� n���

Ainsi� le nombre de subdivisions est limit�e dans la majorit�e des cas par le nombre de points
de contr
ole g�en�er�es� Cette limitation du nombre de points n�est en pratique pas vraiment
contraignante vue la rapidit�e de convergence des r�eseaux de contr
ole vers la surface � peu de
subdivisions implique d�ej�a une bonne approximation�

Remarque 	�� Pour restreindre la place m�emoire occup�ee par les points de contr�ole� nous
envisageons de subdiviser les r�eseaux localement� La propri�et�e locale du sch�ema de subdivision
le permet� La di�cult�e ici consiste �a d�eterminer �a priori l�ensemble des patchs qui� lors de la
m�ethode it�erative �a une �etape de subdivision �x�ee� vont �etre travers�es par un chemin reliant
les deux extr�emit�es� Nous avons n�eanmoins remarqu�e que les courbes g�eod�esiques se localisent
rapidement vers une certaine zone de la surface� Cette id�ee de subdiviser localement m�eriterait
d��etre approfondie et impl�ement�ee�

� la s�equence de triangles �

elle contient O��k�m # n�� triangles� correspondant �a l�ordre du nombre de triangles
travers�es par un plus court chemin dans l�espace des param�etres� Les �gures �� et ���
m�enent �a ce r�esultat � nous visualisons l��evolution du nombre de triangles travers�es en fonction
du nombre de subdivisions sur di��erentes surfaces�
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Fig� �� ! Evolution du nombre de triangles travers�es en fonction du nombre de subdivisions�

La �gure �� donne l��evolution du nombre de triangles travers�es en fonction du nombre
de subdivisions sur les quatres surfaces tests� Nous avons choisi al�eatoirement un ensemble



�� CHAPITRE 	� RESULTATS

de �� tests sur chacune des surfaces �dont le degr�e est not�e en haut des graphes� et donnons
la courbe moyenne de ces tests�
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Fig� ��� ! Evolution moyenne normalis�ee par �k�m# n��

La �gure ��� correspond aux valeurs des courbes d��evolution moyenne de la �gure ��
divis�ees par �k�m# n�� Les courbes obtenues sont �egales �a une constante comprise entre ���
et ���� Le nombre de triangles travers�es par un chemin est donc en O��k�m# n���

����� Temps de calcul

Nous observons le co
ut en nombre d�it�erations e�ectu�ees �a chaque subdivision et en temps
de calcul� De m
eme que pour le nombre de triangles travers�es� nous observons d�abord un
ensemble de r�esultats issus de �� tests al�eatoires et la moyenne de ces r�esultats sur les quatres
surfaces tests�
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Fig� ��� ! Evolution moyenne du nombre d�it�erations� normalis�ee par �m# n� et visualis�ee
avec une �echelle logarithmique� Les pentes des courbes sont proches de �� La complexit�e est
donc peu d�ependante de k et quasiment en O��m# n���

La complexit�e en nombre d�it�erations est quasiment en O��m # n�� �cf �gures ��� et
����� Le nombre d�it�erations d�epend aussi de la forme de la surface� Le temps de calcul est
de l�ordre du nombre de points de contr
ole� c�est��a�dire en O��k�m � n�� �cf �gures ��� et
����� Comme nous l�avons soulign�e dans la remarque �� concernant la place m�emoire� une
subdivision locale de la surface permettrait �egalement d�am�eliorer ce temps de calcul�
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Fig� ��� ! Evolution du temps de calcul en fonction du niveau de subdivision requis�
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Fig� ��� ! Evolution moyenne du temps de calcul� normalis�ee par m � n et visualis�ee avec
une �echelle logarithmique en fonction du nombre de subdivisions� Les courbes trac�ees n�ont
parfois pas de valeurs pour des niveaux de subdivision bas o�u le temps de calcul est trop faible�
ou pour des niveaux de subdivision �elev�es o�u la place m�emoire pour les points de contr�ole
pose probl�eme� Les pentes relev�ees sont approximativement comprises entre 
� et �
�� Ceci
montre que le temps de calcul est de l�ordre du nombre de points de contr�ole� c�est��a�dire en
O��k�m� n���



M�ethode de subdivision

Conclusions

La m�ethode de subdivision est bas�ee sur l�utilisation de nombreux outils g�eom�etriques � la
subdivision de r�eseaux de points� des outils de mise �a plat� de propagation de faisceaux� � � �

Nous avons propos�e une synth�ese de r�esultats autour des sch�emas de subdivision et de la
formule de commutation� Ceci nous a permis de caract�eriser les propri�et�es requises pour la
surface de subdivision consid�er�ee�

Nous avons ramen�e le probl�eme �a la recherche de chemin g�eod�esique sur une surface
poly�edrique� Nous avons ainsi �et�e amen�es �a d�e�nir pr�ecis�ement les chemins g�eod�esiques sur
ce type de surface� Notre m�ethode s�est ensuite d�evelopp�ee autour de cette caract�erisation�
Le lien avec les surfaces de subdivision s�est fait par une �etape interm�ediaire de projection
de chemin entre deux r�eseaux successifs�
La validation de la m�ethode s�est construite autour de l�interpr�etation g�eom�etrique de la

formule de commutation� A cette validation s�ajoutent de nombreux crit�eres de validation
num�erique� observ�es lors des exemples pr�esent�es�
Dans cette �etude� faire le lien avec les travaux sur la courbure discr�ete constitue l�objet

de nos travaux actuels�





Troisi�eme partie

Applications





�

Chapitre �

Maillages

Le maillage d�un domaine plan� surfacique ou volumique consiste �a le d�ecomposer en
�el�ements simples� L�analyse de ses propri�et�es g�eom�etriques peut fournir des informations
int�eressantes sur la qualit�e de l�approximation du domaine� En calcul scienti�que� les mail�
lages sont fr�equemment utilis�es comme supports de calcul et sont notamment �a la base de
la m�ethode des �el�ements �nis� Les probl�emes mod�elis�es en termes d��equations aux d�eriv�ees
partielles ou d��equations di��erentielles requi�erent une solution num�erique� calcul�ee sur une
d�ecomposition du domaine� un maillage� La qualit�e du maillage est primordiale celui�ci in�
�uen	cant la validit�e des solutions engendr�ees lors de la r�esolution par ces m�ethodes�

Les outils et techniques �evoqu�es dans ce chapitre sont plus longuement d�evelopp�es par
�Bern and Eppstein� ���� et �George and Borouchaki� ���� Frey and George� ����� De nom�
breux travaux sont rassembl�es dans ces deux derniers ouvrages qui exposent en d�etail l�en�
semble des m�ethodes et r�esultats sur les maillages�

Le cas des maillages plans a �et�e tr�es �etudi�e� Nous nous int�eressons aux maillages surfaci�
ques pour lesquels il existe encore de nombreux probl�emes ouverts� Le cas tri�dimensionnel
reste actuellement peu d�evelopp�e�
Dans le cadre de maillages li�es �a une surface� le probl�eme consiste en g�en�eral �a approcher la

surface le plus �d�element possible� par une surface plane par morceaux� Les �el�ements simples
sont donc dans la majorit�e des cas des faces polygonales planes� tr�es souvent des triangles�
L�id�ee de consid�erer d�autres types d��el�ements que des faces triangulaires ou quadrangulaires
semble encore peu d�evelopp�ee� trop complexe et trop co
uteuse� Nous proposons de nous
rapprocher de la surface en cr�eant des maillages surfaciques� Ces derniers� m
eme s�ils n�ont
jusqu�ici pas fait l�objet d��etude pour la m�ethode des �el�ements �nis� ont d�autres applications
plus imm�ediates notamment en plaquage de textures� en m�edecine� en g�eophysique� � � �

La g�en�eration de maillages g�eod�esiques est d�abord introduite� Elle se fait naturellement
par l�interm�ediaire de l�espace des param�etres� Nous proposons donc de pr�esenter divers
outils qui permettent de g�en�erer des maillages plans optimaux� L�optimalit�e ou ce que nous
appelerons qualit�e d�un maillage sera d�etermin�ee en consid�erant des crit�eres g�eom�etriques�
Notre objectif consistera plus pr�ecis�ement �a cr�eer des maillages g�eod�esiques �equilibr�es au
sens des longueurs des ar
etes� Nous terminerons donc par la pr�esentation d�une m�ethode
permettant de g�en�erer ce type de maillages� avec illustration par des exemples�



� CHAPITRE �� MAILLAGES

��� Maillages surfaciques g�eod�esiques

����� G�en�eration de maillages g�eod�esiques

D�e�nition ��� Un maillage surfacique est un maillage dont les noeuds sont des points
de la surface et les ar�etes� des chemins sur la surface� Si les courbes en question sont des
g�eod�esiques� il s�agit alors d�un maillage �surfacique� g�eod�esique�

Nous allons restreindre notre �etude au cas de surfaces param�etriques � nous proposons
de g�en�erer les maillages �a partir de maillages dans l�espace des param�etres en e�ectuant les
�etapes suivantes �

� g�en�erer un premier maillage quelconque ttt �en g�en�eral une triangulation� dans l�espace
des param�etres D �

�� prendre l�image de ce maillage ttt sur la surface S de R� � nous obtenons le maillage
surfacique $T �

�� remplacer chaque ar
ete du maillage surfacique $T par un chemin g�eod�esique reliant les
deux extr�emit�es de l�ar
ete � nous obtenons le maillage g�eod�esique T� Ici intervient donc
l�un de nos algorithmes de calcul de chemin g�eod�esique�

MAILLAGE SURFACIQUE G�EOD�ESIQUE

Donn�ees
S une surface param�etr�ee par S de D dans R�

ttt un maillage dans l�espace des param�etres D

R�esultat
T un maillage g�eod�esique sur S

Algorithme
pour tout e ar
ete de ttt faire

�a�b� � extr�emit�es de e
A� S�a� et B � S�b�
G � chemin g�eod�esique entre A et B sur S
T � T � G

fin pour

Les outils de g�eom�etrie algorithmique o�rent diverses techniques pour g�en�erer des mail�
lages plans qui se r�epartissent en plusieurs cat�egories �

! les techniques optimales �Delaunay� � � � ��

! les techniques heuristiques �ajout de points de Steiner� � � � ��

! les d�ecoupages en quatrees�

! les m�ethodes bas�ees sur la d�ecomposition de polygones apr�es un premier d�ecoupage en
�el�ements convexes�

! les m�ethodes de type frontal qui cr�eent d�abord un maillage frontalier ensuite compl�et�e
par un maillage sur tout le domaine �cf �Laug et al�� ������



���� MAILLAGES SURFACIQUES GEODESIQUES �

����� Exemples de maillages g�eod�esiques

�� points �� points �� points

Fig� � ! Triangulations planes avec des noeuds tir�es au hasard�

Fig� �� ! Exemples de maillages g�eod�esiques correspondant �a la triangulation avec �  points�

Les maillages pr�esent�es ici utilisent la m�ethode de minimisation pour le calcul des ar
etes
g�eod�esiques �cf partie I�� Cette m�ethode est particuli�erement adapt�ee aux maillages� o�u les
chemins sont courts� La classe d�approximation utilis�ee est celle des courbes de degr�e ��
su�samment �exibles dans ce contexte et relativement peu co
uteuses en temps de calcul�
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��� Optimisation de maillages

L�optimisation d�un maillage tente d�en am�eliorer la qualit�e� A partir d�un maillage initial
quelconque� il s�agit donc de cr�eer it�erativement un maillage plus adapt�e �a certains exigences
formul�ees en termes g�eom�etriques� donn�ees par le cadre d��etude� Nous pr�esentons dans cette
optique quelques outils et techniques qui permettent d�optimiser un maillage� Nous d�e�nissons
ensuite des crit�eres caract�erisant les propri�et�es requises� auquels nous associons des mesures
de qualit�e�

����� Outils et techniques

Les algorithmes d�optimisation sont bas�es sur quelques outils de base� �a e�et local essen�
tiellement� parmi lesquels nous pouvons distinguer les op�erateurs topologiques� qui a�ectent
les connexions� des op�erateurs g�eom�etriques� qui modi�ent la position des sommets�

Le boug�e de points � un sommet libre � P du maillage est d�eplac�e vers un point Popt cal�
cul�e �a partir des faces ou ar
etes incidentes �a P � Le repositionnement est e�ectu�e si la
topologie du maillage ne subit pas de modi�cation�

La suppression d�ar�etes � une ar
ete libre du maillage peut 
etre supprim�ee � une telle mo�
di�cation implique une modi�cation topologique du maillage et m�ene �a la r�e�ecriture
locale du maillage� De mani�ere analogue� il est possible d�ins�erer une ar
ete�

L�insertion de points � les sommets ins�er�es s�appellent points de Steiner et permettent
entre autres de casser une ar
ete� Ces techniques sont essentiellement utilis�ees dans
l�approximation de surfaces par des maillages� L�ajout ou la suppression de points �a des
endroits sp�eci�ques du maillage� pour tenter de l�adapter au mieux� sont aussi appel�es
raffinement et d�ecimation�

La bascule d�ar�etes � ce proc�ed�e consiste �a remplacer une ar
ete %diagonale% dans un poly�
gone par une autre diagonale du polygone ��

����� Crit
eres et qualit�e

Les crit�eres �a satisfaire sur le maillage peuvent s�appuyer sur des consid�erations purement
g�eom�etriques ou plus algorithmiques� Seul le probl�eme consid�er�e permet de mani�ere pr�ecise
de d�eterminer le crit�ere qui correspond au mieux �a sa r�esolution� Nous �enum�erons ici les
crit�eres les plus courants qui peuvent porter sur �

les �el�ements � sur leur taille avec une contrainte d�aire� sur leur forme avec une contrainte
d�angle� de rapport d�aspect ou de type d��el�ements �triangles� quadrangles�� � � �

les ar�etes � sur leur longueur� � � �

les sommets � sur leur degr�e de rugosit�e� � � �

l�approximation � sur l�erreur entre la surface et le maillage l�approchant� � � �

la complexit�e � avec une limite sur le nombre d��el�ements� � � �

� � �

�� Un sommet ou ar�ete libre est non contraint �a garder sa position dans la triangulation�

� Le polygone correspond au lien de l�ar�ete� c�est��a�dire au bord de son �etoil�e�
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Les crit�eres ne sont pas n�ecessairement compatibles entre eux� En g�eom�etrie algorithmi�
que� un ou deux crit�eres sont en g�en�eral consid�er�es� bien que certains maillages� comme les
triangulations de Delaunay et les maillages en quatree� optimisent plusieurs crit�eres simul�
tan�ement� Il est cependant di�cile� voire impossible de trouver actuellement une m�ethode
respectant exactement l�un des crit�eres� La mesure de la qualit�e d�un maillage permet de
quanti�er le respect du crit�ere par le maillage � il s�agit d�une application de maillages �a des
nombres r�eels� en g�en�eral ramen�es �a l�intervalle ��� �� Suivant le crit�ere consid�er�e� la mesure
de la qualit�e d�un maillage se fait en prenant la somme� le minimum� le maximum de la
mesure de la qualit�e sur l�ensemble des �el�ements�

��� Tests et r�esultats

Dans ce qui va suivre� nous pr�esentons des exemples d�optimisation de maillages � notre
propos n�a pas �et�e d�impl�ementer des m�ethodes mais d�utiliser nos algorithmes� c�est pourquoi
nos techniques d�optimisation pourront para
�tre �el�ementaires faces aux mailleurs existants�

����� Maillage g�eod�esique par ra�nement de l	approximation des ar�etes

Nous reprenons des id�ees �evoqu�ees dans la partie I� Pour la construction du maillage
surfacique� nous choisissons une classe d�approximation� par exemple B��a� b�� Les ar
etes du
maillage sont calcul�ees avec la m�ethode de minimisation dans cette classe d�approximation�
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Fig� �� ! Vue du maillage dans l�espace des param�etres et l�egende�

Fig� �� ! Maillage g�eod�esique sur la surface sous � points de vue�
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Le crit�ere de qualit�e porte sur les ar
etes � si leur courbure g�eod�esique est su�samment
faible par rapport �a un seuil donn�e� elles correspondent �a des chemins relativement peu d�evi�es
et conviennent� Pour rem�edier �a une ar
ete de mauvaise qualit�e� nous proposons de ra�ner la
classe d�approximation �cf chapitre � page ��� La qualit�e du maillage est le minimium des
qualit�es des ar
etes�
L�exemple pr�esent�e dans les �gures �� et �� propose un maillage avec des ar
etes relative�

ment longues� dont les extr�emit�es sont relativement �eloign�ees� Pour une bonne approximation
des g�eod�esiques� certaines n�ecessitent une �exibilit�e plus grande que d�autres et donc un ra��
nement� Elles sont distingu�ees suivant la classe d�approximation �a laquelle elles appartiennent�
De mani�ere g�en�erale� les maillages mettent en jeu des paires de points rapproch�es et le crit�ere
g�eod�esique est v�eri��e pour une classe d�approximation de faible degr�e �cf �gure ��� page
���

����� Maillage �equilibr�e par boug�e de points

Description des di��erentes �etapes

Nous proposons de construire des maillages g�eod�esiques �equilibr�es au sens o�u les longueurs
des ar
etes g�eod�esiques du maillage sont �equivalentes� Dans la litt�erature� il existe aussi l�ap�
pellation de maillage unit�e� La mesure de la qualit�e s�appuie sur un crit�ere li�e au rapport
entre les longueurs des ar
etes incidentes �a un sommet commun� Nous d�ecrivons le processus
pas �a pas �

� Le maillage g�eod�esique T � sa construction s�e�ectue comme propos�e au paragraphe
�� Pour des raisons de complexit�e dans l�impl�ementation� nous avons choisi de �xer la to�
pologie du maillage� Les ar
etes du maillage surfacique sont des chemins g�eod�esiques calcul�es
ici avec la m�ethode de subdivision�

� La carte des longueurs � les longueurs des ar
etes g�eod�esiques sont associ�ees aux ar
etes
correspondantes dans l�espace des param�etres et constituent la carte des longueurs�

� Le crit�ere de qualit�e � il est bas�e sur le fait d�avoir des ar
etes g�eod�esiques de m
eme
longueur� En un sommet P du maillage� le calcul de la qualit�e Q utilise les longueurs li des
ar
etes incidentes au sommet P �

Q�P �  
mini li
maxi li

La qualit�e du maillage correspond �a la plus mauvaise qualit�e de ses sommets �

Q�T�  min
P�T

Q�P �

� Le boug�e de point � l�optimisation du maillage est locale � les sommets de mauvaise qualit�e
sont d�eplac�es en proc�edant �a un �equilibrage barycentrique� simple ou pond�er�e� ne modi�ant
pas la topologie du maillage�
Pla	cons�nous dans l�espace des param�etres muni de la carte des longueurs� Soit p le point

correspondant au sommet de plus mauvaise qualit�e� Soient nv sa valence
� et fpigi������ �nv

�� La valence d�un sommet d�un maillage est le nombre de ses voisins�
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l�ensemble de ses voisins� Nous posons

h  


nv

nvX
i��

li

la moyenne des longueurs des ar
etes incidentes �a p �dans la carte des longueurs� � h correspond
�a la longueur souhait�ee pour l�ensemble de ces ar
etes� Soit pj un voisin de p� Le point pidj
correspond �a l�emplacement id�eal de p sur l�axe pjp �

����pjpidj  
h

lj
��pjp  



nv

nvX
i��

li


lj
��pjp

Ce calcul suppose que le rapport des distances entre pj et p et entre pidj et p est �egal au
rapport des distances g�eod�esiques des points correspondants sur la surface � en g�en�eral� ceci
n�est pas vrai� mais permet d��equilibrer it�erativement et localement le maillage�
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Fig� �� ! Boug�e de points�

La position optimale popt de p se trouve dans l�enveloppe convexe de l�ensemble de points
fpidjgj������nv �

popt  
Pn

j�� �j

nX
j��

�jpidj

Plusieurs choix se pr�esentent pour les coe�cients �j �

! �j   qui correspond �a un barycentrage classique�

! �j li�e �a la qualit�e de l�ar
ete ppj �cf ci�apr�es��

! �j  � pour tous les voisins sauf pour celui correspondant �a la plus mauvaise qualit�e
o�u �j  �

Nous proposons de pond�erer les points par les longueurs lj� Ceci correspond �a l�interpr�etation
g�eom�etrique suivante � plus la distance lj entre pj et p est grande� plus l�in�uence de son
point id�eal est grande � le point optimal a donc tendance �a se rapprocher de ce point id�eal�
et inversement� Nous aboutissons donc �a

popt  
Pn
j�� lj

nX
j��

lj pidj

Si le d�eplacement de p vers popt ne modi�e pas la topologie du maillage� le d�eplacement est
e�ectu�e� sinon le d�eplacement est mod�er�e par un coe�cient � ���� �� de sorte �a conserver la
topologie du maillage� Il s�agit de d�eplacer le point p vers un point p�opt ainsi calcul�e �

p�opt  p#
��
d �d  ����ppopt
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� La mise �a jour � autour du sommet d�eplac�e� la carte des longueurs est mise �a jour en
calculant les ar
etes g�eod�esiques correspondant �a chaque ar
ete incidente �a p ainsi que leur
longueur et en calculant les nouvelles qualit�es en p et chacun de ses voisins�

� Le crit�ere d�arr�et � le maillage est ainsi progressivement et localement optimis�e� au niveau
des sommets autour desquels le crit�ere de qualit�e est le moins bien satisfait� Notre crit�ere
d�arr
et peut porter sur la qualit�e du maillage� le nombre d��etapes d�optimisation e�ectu�ees�
� � �

Exemples

Fig� �� ! Maillage surfacique avant et apr�es optimisation � la qualit�e varie de  ��� �a  ���

�a� �b� �c� �d�

Fig� �� ! Vues dans l�espace des param�etres� � 	a
 Topologie du maillage avant optimisation�
� 	b
 Topologie du maillage apr�es optimisation� � 	c
 Maillage correspondant au maillage
g�eod�esique avant optimisation� � 	d
 Maillage correspondant au maillage g�eod�esique apr�es
optimisation�



���� TESTS ET RESULTATS �

Fig� �� ! Maillage surfacique avant et apr�es optimisation�

�a� �b� �c� �d�

Fig� �� ! Vues dans l�espace des param�etres� � 	a
 Topologie du maillage avant optimisation�
� 	b
 Topologie du maillage apr�es optimisation� � 	c
 Maillage correspondant au maillage
g�eod�esique avant optimisation� � 	d
 Maillage correspondant au maillage g�eod�esique apr�es
optimisation�
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Fig� �� ! Evolution de la qualit�e lors de l�optimisation� L�axe des abscisses correspond au
nombre de boug�es de points� La qualit�e varie de  �� �a  ���
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Comme nous pouvons le constater dans les exemples� la qualit�e apr�es optimisation n�at�
teint pas des valeurs tr�es int�eressantes� une qualit�e de ��� signi�ant que la plus longue ar
ete
est deux fois plus longue que la plus courte ar
ete autour d�un sommet� Nous avons �et�e con�
front�es �a des di�cult�es li�ees �a la contrainte sur la topologie� l�algorithme bloquant sur une
con�guration limite�
Nos travaux concernant les maillages s�arr
etent ici� limit�es par les outils non impl�ement�es�

Il faudrait en e�et combiner les di��erents outils possibles pour optimiser au mieux le maillage�
Nous ne nous pencherons pas sur ce point car il existe� comme nous l�avons �evoqu�e� des
mailleurs appropri�es� Dans la suite de cette approche� l�id�eal serait justement d�int�egrer notre
calcul de g�eod�esiques dans un logiciel de maillages� Dans ce domaine� �Frey and George� ����
construisent �egalement des maillages �equilibr�es et apportent des r�esultats performants� Ils
consid�erent cependant que la distance entre deux points sur la surface est la longueur de
l�image du segment de droite de l�espace des param�etres� Leur calcul des longueurs de ces
ar
etes sur la surface n�ecessitent de plus un lourd proc�ed�e � il se fait par la mise en place d�une
carte de m�etriques sur une grille discr�ete associant �a l�espace des param�etres une structure
riemannienne discr�ete� Par interpolation des m�etriques aux points o�u elle n�est pas donn�ee�
cette structure permet de calculer une approximation des longueurs sur la surface� Notre outil
serait ici propice puisqu�il permet un acc�es direct �a la fois �a la g�eod�esique et �a sa longueur�



��

Chapitre �

Mod�elisation du myocarde

La mod�elisation g�eom�etrique et m�ecanique du myocarde fait l�objet d�une collaboration
scienti�que d�ebut�ee en octobre ���� entre une �equipe de recherche clinique �Biologie du
d�eveloppement et g�en�etique clinique� et des chercheurs en math�ematiques appliqu�ees et en
m�ecanique du site grenoblois� Cette collaboration associe les laboratoires LMC� L�S et TIMC
��equipe Reconnaissance des formes et microscopie quantitative�� Elle est reconnue par une
action concert�ee incitative et par la r�egion Rh
one�Alpes�
L��equipe clinique et l��equipe RFMQ disposent de donn�ees sur l�orientation des �bres

cardiaques obtenues par microscopie en lumi�ere polaris�ee� Elles d�esirent tester l�hypoth�ese
selon laquelle les �bres cardiaques suivent des lignes g�eod�esiques sur les couches �breuses
assimil�ees �a des surfaces� Cette hypoth�ese propos�ee par �Streeter� ���� pour le ventricule
gauche �a la g�eom�etrie simple pourrait 
etre correcte pour le ventricule droit� Ceci est l�objectif
du travail de th�ese d�A� Mourad� Il a paru opportun d�appliquer �a ce cas les r�esultats de
trac�es de g�eod�esiques que nous avons d�evelopp�es�
Nous nous int�eressons �a mod�eliser approximativement la forme g�eom�etrique des surfaces

des ventricules � elles sont topologiquement �equivalentes �a celle du tore� L��etude de ces surfaces
nous m�ene naturellement au calcul de boucles g�eod�esiques�

��� Surfaces ferm�ees

����� Construction de surfaces de genre �

Les surfaces produit tensoriel permettent� par un choix appropri�e des points de contr
ole
de construire des surfaces ferm�ees de genre � c�est��a�dire topologiquement �equivalentes �a un
tore� Le formalisme B�spline permet de construire de telles surfaces en contr
olant la r�egularit�e
au niveau des jonctions des patchs �cf �Hoschek and Lasser� ������ Les points de contr
ole sur
les lignes umin et umax �resp� vmin et vmax� sont les m
emes �cf �gure ����
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Fig� �� ! Egalit�e des points de contr�ole pour g�en�erer une surface de genre �

D�e�nition ��� Soit S une surface de subdivision de type produit tensoriel et de genre �
param�etr�ee sur un domaine D��� Les images sur S des lignes d�ordonn�ee minimale vmin

et d�ordonn�ee maximale vmax coincident et la ligne image est appel�ee ligne de jonction

horizontale� Les images sur S des lignes d�abscisse minimale umin et d�abscisse maximale
umax coincident et la ligne image est appel�ee ligne de jonction verticale�

ligne de jonction horizontale ligne de jonction verticale

Fig� ��� ! Une mod�elisation du ventricule droit avec le trac�e des lignes de jonction�

Remarque ��� Les surfaces pr�esent�ees sont mod�elis�ees avec des surfaces B�splines cubi�
ques � elles sont globalement C� et notamment le long de ces lignes de jonction�

����� Duplication du domaine de param�etrisation D��

L�information concernant le fait que la surface est ferm�ee� caract�eris�ee ici par l��egalit�e des
points de contr
ole de R� n�existe cependant pas dans D��� Pour y rem�edier� nous dupliquons
D��� les grilles de D�� et les r�eseaux de contr
ole associ�es � nous �elargissons ainsi l�espace des
param�etres en parcourant plusieurs fois la surface �cf �gure ����� Notons Dij les duplications
suivant u et v du domaine D�� et D l�espace obtenu par union des domaines Dij� Plus
pr�ecis�ement� avec D��  �umin� umax�� �vmin� vmax� et hu  umax � umin� hv  vmax � vmin�
nous avons �

Dij  �umin # ihu� umax # �i# �hu�� �vmin # jhv � vmax # �j # �hv �

De la m
eme mani�ere� tout point m  �mu�mv� de D�� est dupliqu�e en mij dans Dij �

mij  �mu # ihu�mv # jhv�



���� SURFACES FERMEES ��

L�image de ces points est par construction le m
eme point de S�

Fig� ��� ! Duplication de l�espace des param�etres D�� et d�un point de D��

Revenons �a notre recherche de chemin g�eod�esique entre A et B� deux points distincts sur
S� Aux points A et B correspondent deux ensembles de points �aij�ij et �bij�ij dans les Dij�

D�e�nition ��� Soient a et b deux points de D� Les nombres de tours horizontaux Tu et
verticaux Tv entre a  �au� av� et b  �bu� bv� sont �

Tu  

�
bu � au
hu

�
Tv  

�
bv � av
hv

�

o�u btc d�esigne la partie enti�ere de t� Nous parlerons par extension du nombre de tours T  
bTu�Tvc d�un chemin entre A et B sur S�

b
a

b

b

b

a

aa

b

b b

aa

a

b
a

1,-11,1

2,0a1,00,0

2,1

b
a

b
-2,0

-2,-1

-1,0

0,1

Fig� ��� ! Di��erentes classes de chemins et nombres de tours horizontaux et verticaux as�
soci�es�

Le choix des extr�emit�es a � �aij�ij et b � �bij�ij nous permet de contr
oler T entre A et B
sur S� Dans l�ensemble des paires d�extr�emit�es f�a� b�� a � �aij�ij � b � �bij�ijg� nous d�e�nissons
une relation d��equivalence modulo T� Ainsi deux paires sont �equivalentes si elles correspondent
au m
eme nombre de tours� Au niveau de la surface� consid�erons l�image sur S du segment
de droite reliant les deux extr�emit�es d�une paire � les paires �equivalentes ont la m
eme image�
Par extension� les chemins entre A et B appartiennent �a des classes d��equivalence� d�e�nies
modulo T � la m�ethode it�erative de calcul de g�eod�esiques implique que le chemin g�eod�esique
calcul�e appartient �a la classe d��equivalence du chemin initialisant le processus �cf �gure �����
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b� c b��� c b�� �c b� �c

Fig� ��� ! Di��erents chemins g�eod�esiques de di��erentes classes d��equivalence entre deux points
sur une surface B�spline correspondant �a une approximation du tore�

b����c b�� c

Fig� ��� ! M�eme exemple que dans la �gure ��� avec d�autres classes d��equivalence�

Fig� ��� ! Exemple sur une forme cylindrique�

��� Boucles g�eod�esiques

D�e�nition ��� Une boucle g�eod�esique est un chemin g�eod�esique dont les deux extr�emit�es
sur la surface coincident�

Notre m�ethode permet ais�ement de calculer ce type de courbes puisque nous �xons les
extr�emit�es� contrairement �a une m�ethode de tir o�u l�instabilit�e est relativement forte et une



���� BOUCLES GEODESIQUES ��

faible d�eviation au niveau de l�orientation de la tangente au d�epart peut g�en�erer un chemin
qui ne boucle pas� Nous consid�erons que les deux extr�emit�es correspondent au m
eme point
avant duplication de D��� c�est��a�dire que nous consid�erons la paire �a� b� avec a� b � �aij�ij �

Remarque ��� Ici� l�appellation de nombre de tours prend intuitivement tout son sens� Il
est directement li�e au nombre de lignes de jonctions travers�ees et le calcul de T donne des
entiers sans avoir �a consid�erer la partie enti�ere� La relation d��equivalence est conserv�ee �a la
condition de consid�erer Tu et Tv non sign�es�

D�e�nition ��	 Une g�eod�esique p�eriodique est une boucle g�eod�esique telle que les tan�
gentes unitaires aux extr�emit�es co�ncident�

La donn�ee d�un point et celle d�une direction d�eterminent une g�eod�esique �cf Annexe B��
Une g�eod�esique p�eriodique est une boucle g�eod�esique donc ses points de d�epart et d�arriv�ee
co��ncident� De plus les tangentes unitaires co��ncident �egalement en ces points� Le point de
d�arriv�ee et sa tangente d�eterminent donc la m
eme g�eod�esique que le point de d�epart et sa
tangente� d�o�u la p�eriodicit�e de la g�eod�esique� D�un point de vue g�eom�etrique� les notions
de point de d�epart et d�arriv�ee n�ont alors plus de signi�cation tout point de la g�eod�esique
p�eriodique pr�esentant les m
emes propri�et�es�

Boucles g�eod�esiques non p�eriodiques Boucles g�eod�esiques p�eriodiques

Fig� ��� ! Exemples de boucles g�eod�esiques sur le ventricule gauche�

A� Mourad se penche actuellement sur l��etude des g�eod�esiques p�eriodiques sur les surfaces
de r�evolution� sur lesquelles les m�eridiens constituent une famille de g�eod�esiques p�eriodiques�
Cependant �etant donn�ee une surface quelconque� il n�existe pas n�ecessairement de g�eod�esique
p�eriodique passant par tout point de la surface� L�un des atouts de notre algorithme est
qu�il calcule ais�ement des boucles g�eod�esiques� leur p�eriodicit�e �etant �a v�eri�er apr�es calcul�
Le probl�eme de l�existence est compl�etement d�ependant de l�aspect tant local que global
de la surface� A l�heure actuelle� il n�existe pas de travaux appliqu�es dans ce domaine�
Dans la litt�erature� le sujet est abord�e en math�ematiques pures par �Klingenberg� ����
Lusternik and Schnirelmann� ���� et par �Bangert� ���� qui �enoncent l�existence d�une in�
�nit�e de g�eod�esiques p�eriodiques sur une surface compl�ete� Ce r�esultat est le seul dont nous
disposons �a l�heure actuelle�
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Boucles g�eod�esiques non p�eriodiques

Boucles g�eod�esiques p�eriodiques

Fig� ��� ! Exemples de boucles g�eod�esiques sur le ventricule droit�

Notre contribution au projet de mod�elisation du myocarde s�est limit�ee �a ce que nous
venons de pr�esenter� en collaboration avec A� Mourad qui a mod�elis�e les surfaces et qui
poursuit ses travaux dans le suivi de �bre et vers une mod�elisation m�ecanique du myocarde�
Il s�int�eresse en particulier �a comprendre en quoi l�organisation g�eom�etrique des �bres car�
diaques permet un fonctionnement e�cace�
Cette �etude nous permet de soulever l�int�eressant probl�eme de d�eterminer une surface

telle qu�en tout point� il existe une g�eod�esique p�eriodique� Il s�agit l�a d�un probl�eme ex�
cessivement di�cile en raison de la sensibilit�e des g�eod�esiques � d�une part �a toute variation
locale de la surface � d�autre part dans leur construction avec la donn�ee d�un point de d�epart et
d�une direction soumise �a de faibles perturbations� Les surfaces constitu�ees de �bres semblent
r�epondre �a cette hypoth�ese et la nature donnerait donc l�existence de solutions�



��

Annexe A

Quelques notions de CAGD

L�objet de cette annexe est d��enoncer des d�e�nitions et propri�et�es relatives aux cour�
bes et surfaces B�ezier et B�splines� Les outils pr�esent�es sont �etudi�es en d�etail dans les
ouvrages de �Farin� ���� Hoschek and Lasser� ���� Risler� ���� dans �Boehm et al�� ����
Sablonni�ere and Le M�ehaut�e� ����� � � �

A�� Courbes de B�ezier polynomiales

D�e�nition A�� Soit n un entier� Les polyn�omes de Bernstein sont d�e�nis par �

Bn�i�t�  Ci
n�� t�n�iti pour i  �� � � � � n

o�u les Ci
n sont les coe�cients bin�omiaux�

Les polyn
omes de Bernstein sont de degr�e n et d�e�nissent une base pour les polyn
omes de
degr�e inf�erieur ou �egal �a n�

Proposition A�� Les polyn�omes de Bernstein poss�edent trois propri�et�es importantes �

� partition de l�unit�e �
Pn

i�� Bn�i�t�   t � ��� �

� positivit�e � Bn�i�t� � � t � ��� �

� r�ecursivit�e � Bn�i�t�  �� t�Bn���i�t� # tBn���i���t� t � ��� �

D�e�nition A�� Une courbe de B�ezier C polynomiale de degr�e n de R
d est une courbe

polynomiale param�etr�ee par C dans la base de Bernstein �

C�t�  
nX
i��

PiBn�i�t� t � ��� �

o�u les points fPigi������ �n appartiennent �a R
d et sont appel�es points de contr�ole de la

courbe C�

Une courbe de B�ezier et son polygone de contr�ole P  P�P�P� � � � Pn pr�esentent de
nombreuses propri�et�es g�eom�etriques � ils v�eri�ent des propri�et�es d�invariance par translation
et rotation� d�invariance par transformation a�ne du param�etre� des propri�et�es d�enveloppe
convexe� de diminution de la variation� d�interpolation aux extr�emit�es et d�interpolation des
tangentes aux extr�emit�es�
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Algorithme de De Casteljau L�algorithme de De Casteljau permet l��evaluation de
C en tout point t � ��� � avec des combinaisons a�nes de ses points de contr
ole� Des points

auxiliaires P
�r�
i sont �evalu�es par r�ecurrence �

P
�r�
i  P

�r���
i �� t� # P

�r���
i�� t r  � � � � � n� i  �� � � � � n� r

avec pour initialisation les points de contr
ole initiaux � P
���
�  P�� P

���
�  P�� � � � � P

���
n  Pn�

Le dernier point calcul�e nous donne l��evaluation � C�t�  P
�n�
� �

Ils sont arrang�es dans un sch�ema triangulaire �cf �gure A��
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Fig� A� ! algorithme de De Casteljau pour une courbe de B�ezier de degr�e ��

Subdivision d�un polygone de contr�ole L�algorithme de De Casteljau permet de
subdiviser le polygone de contr
ole P d�une courbe de B�ezier et les nouveaux points de contr
ole
correspondent aux lignes sup�erieures et inf�erieures dans le sch�ema triangulaire� Ils forment le
polygone P�� La valeur pour t est g�en�eralement 
� et ce sch�ema de subdivision correspond
�a une r�epartition r�eguli�ere des noeuds sur ��� �� La ligne sup�erieure correspond au polygone
de contr
ole d�une courbe de B�ezier param�etr�ee sur ��� 
�� et la ligne inf�erieure correspond
au polygone de contr
ole d�une courbe de B�ezier param�etr�ee sur �
�� �� La concat�enation de
ces deux courbes de B�ezier est la courbe C�

Convergence vers la courbe de B�ezier R�ecursivement� le processus est r�ep�et�e et
g�en�ere la suite de polygones fPkgk�N �

Th�eor�eme A�� �Th�eor�eme de convergence� Lorsque k tend vers #�� la suite des po�
lygones fPkgk�N tend uniform�ement vers la courbe de B�ezier C�

Des d�emonstrations de ce r�esultat se trouvent dans �Fiorot� ���� Lane and Riesenfeld� �����

D�erivation La d�eriv�ee d�une courbe de B�ezier s�exprime comme une courbe de B�ezier
de degr�e n� dont les points de contr
ole sont les di��erences �nies pond�er�ees par un coe�cient



A��� COURBES SPLINES UNIFORMES �

de normalisation des points de contr
ole de C �

C��t�  n

n��X
i��

�Pi�� � Pi�Bn���i�t�

Cette expression de la d�eriv�ee montre que les sch�emas de subdivision associ�es aux courbes
de B�ezier de di��erents degr�es v�eri�ent la formule de commutation�

El�evation de degr�e Toute courbe de B�ezier exprim�ee dans la base de Bernstein de
degr�e n� est une courbe polynomiale de degr�e inf�erieur ou �egal �a n�� Elle appartient donc
en particulier �a la classe des polyn
omes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� pour tout n � n� et
peut s�exprimer dans la base de Bernstein de degr�e n� Ceci s�appelle l��el�evation de degr�e et
le calcul des nouveaux points de contr
ole pour exprimer une courbe de B�ezier de degr�e n
comme une courbe de degr�e n#  est donn�ee par �

C�t�  
n��X
i��

QiBn���i�t� avec Q�  P�� Qn��  Pn�� et Qi  
iPi�� # �n# � i�Pi

n# 

A�� Courbes splines uniformes

D�e�nition A�� Les fonctions B�splines uniformes Nn�i de degr�e n sup�erieur �a � sont d�e�nies
par la relation de r�ecurrence �

Nn�i�t�  
t� i

n
Nn���i�t� #

i# n� t

n
Nn���i���t�

avec la B�spline de degr�e  

N��i�t�  

�
 si i 	 t � i# 
� sinon

D�e�nition A�	 Une courbe spline uniforme C de degr�e n s��ecrit sous forme param�etr�ee �

C�t�  
X
i�Z

PiNn�i�t��

La courbe C est Cn��� Les points fPigi�Z sont les points de contr
ole� Il leur est associ�e un
sch�ema de subdivision stationnaire uniforme o�u les nouveaux points de contr
ole v�eri�ent �

C�t�  
X
i�Z

P �
n�iNn�i��t��

Consid�erons plus sp�eci�quement les fonctions B�splines de degr�e  uniformes sur les en�
tiers� ou fonctions chapeaux N�����N����N���� � � � �

0

NN1,-1 1,i-1

i

Fig� A�� ! Fonctions B�splines de degr�e  uniformes sur les entiers�
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N��i�� a pour support �i� � i#� et N��i����
knt� est donc non nul pour t �� i��

�kn
� i��
�kn
�� Le

polygone Pk a pour repr�esentation param�etrique

Pk�t�  

�knX
i��

P k
i N��i����

knt� pour t � ��� ��

A�� Surfaces produit tensoriel

Les surfaces produit tensoriel peuvent 
etre obtenues �a partir de la repr�esentation des
courbes� Soit une courbe C�u�  

Pn�
i�� PiFi�u�� o�u les Fi sont les fonctions de base� Nous

d�epla	cons cette courbe le long d�une autre courbe� Ce d�eplacement peut 
etre d�ecrit �a l�aide
d�un second param�etre v �

Ci�v�  

nX
j��

PijGj�v�

D�e�nition A�� La surface r�esultante

S�u� v�  
mX
i��

nX
j��

PijFi�u�Gj�v�

est appel�ee surface produit tensoriel� o�u les param�etres �u� v� parcourent un domaine
rectangulaire� sans perte de g�en�eralit�e ��� ���

Les surfaces produit tensoriel sont ainsi g�en�er�ees en prenant le produit tensoriel des fonc�
tions de base en suivant deux directions orthogonales� Les points �Pij�ij forment le r�eseau

de contr
ole P� En CAGD� nous consi�derons en g�en�eral le produit tensoriel de fonctions de
base limites d�un sch�ema de subdivision� autrement dit les points de contr
ole suivant chaque
direction suivent un sch�ema de subdivision�

Subdivision d�un r�eseau de contr�ole La subdivision d�un r�eseau s�e�ectue de mani�ere
analogue au cas courbe� Elle est d�abord e�ectu�ee suivant une direction� d�apr�es le processus
appliqu�e dans le cas courbe puis dans l�autre direction� Consid�erons le r�eseau de contr
ole
initial P�

P  

P��� P��� P��� � � � P��n
P��� P��� � � � � � � P��n
� � � � � �
Pm�� Pm�� � � � � � � Pm�n

Chaque colonne du r�eseau est consid�er�ee comme un polygone et est subdivis�ee par le processus
associ�e �a une courbe� Apr�es cette �etape interm�ediaire� chaque colonne contient �m# points
de contr
ole� Nous consid�erons maintenant chacune des �m #  lignes comme un polygone �a
n points de contr
ole� que nous subdivisons�
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0n
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m0

00

=

0201

Fig� A�� ! R�eseau initial� r�eseau obtenu apr�es la subdivision suivant les colonnes et r�eseau
obtenu apr�es la subdivision suivant les lignes� qui correspond au r�eseau subdivis�e�

Le r�eseau ainsi obtenu est le r�eseau subdivis�e P� ayant ��m # � � ��n # � points de
contr
ole et les points

P�  

P �
��� P �

��� P �
��� � � � P �

���n

P �
��� P �

��� � � � � � � P �
���n

� � � � � �
P �
�m�� P �

�m�� � � � � � � P �
�m��n

En poursuivant ce proc�ed�e� nous obtenons �a la k�i�eme �etape� un r�eseau not�e Pk dont le
nombre total de sommets est ��km# �� ��kn# ��

Pk  

P k
��� P k

��� P k
��� � � � P k

���kn

P k
��� P k

��� � � � � � � P k
���kn

� � � � � �
P k
�km��

P k
�km��

� � � � � � P k
�km��kn

Exemple Les surfaces de B�ezier produit tensoriel de degr�e �m� �� �n� � s��ecrivent �

S�u� v�  
mX
i��

nX
j��

PijBn�i�u�Bn�j�v�

Les r�esultats �enonc�es dans le cas courbe sont g�en�eralis�es �

� Th�eor�eme de convergence �

Lorsque k tend vers #�� la suite des surfaces fSkgk�N tend uniform�ement vers la surface de
B�ezier S�

� La formule de commutation est v�eri��ee �

les di��erences �nies des points de contr
ole suivant les lignes de coordonn�ees permettent de
d�eterminer en tout point le plan tangent �a la limite de la subdivision des r�eseaux�



�� ANNEXE A� QUELQUES NOTIONS DE CAGD



��

Annexe B

Quelques notions de g�eom�etrie

di��erentielle

Sans entrer dans le d�etail de la g�eom�etrie des courbes et surfaces� il convient cependant
de rappeler certaines notions de formes fondamentales et de d�e�nir pr�ecis�ement ce qu�est une
g�eod�esique� de donner quelques caract�erisations et propri�et�es�

Soit S une nappe Ck� �k � �� Soit D 
 R
� l�espace des param�etres� La surface S est

donn�ee par
S � D �� R

�

�u� v� ��� M�u� v�

B�� Premi�ere forme fondamentale

TM � le plan vectoriel tangent �a S en M�u� v�� est dirig�e par les vecteurs �

�M

�u
 S

�

u�u� v�
�M

�v
 S

�

v�u� v�

La forme quadratique positive

�M� � TM �� R�

�V  ��� k�V k�

est appel�ee premi�ere forme quadratique fondamentale de S en M � Elle s��ecrit

�M� ��V �  E�� # �F��#G�� �V  �
�M

�u
# �

�M

�v

o�u

E  

�����M�u
����
�

F  
�M

�u
�
�M

�v
G  

���� �M

�v

����
�

En consid�erant BM
� la forme bilin�eaire associ�ee �a �M� � deux vecteurs �V� et �V�� �avec �Vi  

��i� �i��� sont orthogonaux si et seulement si

BM
� �

�V�� �V��  �� c�est��a�dire E���� # F ����� # ����� #G����  �
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Normale

��� �� �� E�� # �F��#G��

est une forme quadratique d�e�nie positive si et seulement si M est r�egulier� Donc EG�F � � ��
Nous posons

H  
p
EG� F �� soit H  

�����M�u �
�M

�v

���� �
Le vecteur normal unitaire �a TM en tout point r�egulier M�u� v� est d�e�ni par

NM  


H

�M

�u
�
�M

�v

Longueur d	arc

Soit C un arc trac�e sur S� param�etr�e par �

c � I 
 R � D C  S � c � I � R
�

t �� �u�t�� v�t�� t �� S
�
u�t�� v�t�

�
La longueur de C est �

L�C�  

Z b

a
k�C���t�kdt  

Z b

a

�
�M� �c

��t��
����

dt  

Z b

a

p
�Eu���t� # �Fu��t�v��t� #Gv���t��dt

Soit avec une param�etrisation normale � ds�  Edu� # �Fdudv #Gdv�

B�� G�eod�esiques

Courbure g�eod�esique

Le vecteur courbure en un pointM d�une courbe C est dirig�e et orient�e suivant la normale
principale �N et sa norme est la valeur de la courbure k �

�N  � �C� � �C�� � � �C�� k  
k�C� � �C�� k

k �C� k�

Sur la surface S r�eguli�ere� nous consid�erons au point M de la courbe C� le plan tangent
T et la normale �N en M �
� La courbure normale en M correspond �a la composante suivant la normale du vecteur

courbure� Elle ne d�epend que de la direction de la tangente de C en M �
� La courbure g�eod�esique kg en M correspond �a la composante tangentielle du vecteur

courbure� autrement dit �a la courbure de la projection de la courbe dans le plan tangent �a
S en M � En notant � l�angle entre la normale �a la surface �N et la normale pricipale �N� nous
avons �

kg  k sin���  k
k �N � �N k

k �N k k �N k
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Caract�erisations d	une g�eod�esique

D�e�nition B�� Une ligne g�eod�esique sur une surface param�etr�ee S de R� est une courbe
param�etr�ee telle que� en tout point de la courbe sur la surface sa courbure g�eod�esique s�annule�

Cette d�e�nition m�ene �a des �equations di��erentielles �

Eu�� # Fv�� #


�
E�uu

�� #E�vu
�v� #

�
F �v �



�
G�u

�
v��  �

Fu�� #Gv�� #

�
F �u �



�
E�v

�
u�� #G�uu

�v� #


�
G�vv

��  �

Remarque � ces expressions d�ependent uniquement de E� F � G et de leurs d�eriv�ees parti�
elles par rapport �a u et v� Nous donnons quelques caract�erisations pour se familiariser avec
cette notion� Les ouvrages de g�eom�etrie di��erentielle et de calcul di��erentiel exposent de nom�
breux r�esultats sur les g�eod�esiques �cf �Do Carmo� ���� Darboux� ������ nous en �enon	cons
ici quelques uns que nous utilisons dans nos travaux�

caract�erisation g�eom�etrique � en tout point de la courbe C� la normale �a la surface �N et
la normale principale sont colin�eaires
ou de mani�ere �equivalente

en tout point de la courbe C� la projection de la courbe dans le plan tangent a une
courbure nulle�

caract�erisation di��erentielle � la d�eriv�ee covariante est nulle en tout point de la courbe C
ou de mani�ere �equivalente

le champ de vecteurs tangents est parall�ele le long de la courbe C en tout point�

caract�erisation cin�ematique � Pour un point mobile d�ecrivant une trajectoire en mouve�
ment uniforme sur une surface� l�acc�el�eration �a chaque instant est nulle ou normale au
plan tangent�

Proposition B�� Soit P un point de S et �V � T � �V � �� Alors il existe une unique
g�eod�esique G telle que G���  P et G����  �V �

Proposition B�� Les chemins g�eod�esiques entre deux points A et B s�expriment comme
solutions d�un probl�eme variationnel o�u la fonctionnelle consid�er�ee est la longueur� Ce sont
donc des plus courts chemins locaux�
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