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Introduction

Contexte et objectifs

La compréhension des phénomènes se produisant dans un sillage est un enjeu écono-
mique important pour l’industrie du transport, principalement en avionique, automobile et
marine. Connaître des moyens d’influer sur un sillage est particulièrement intéressant, par
exemple dans un but de moindre consommation ou de meilleure performance. En effet, la
réduction de la consommation d’un avion en vol de croisière ou l’amélioration du confort
de conduite en phase de dépassement, par exemple, passent en général par une action sur
le sillage.

A l’heure actuelle, les stratégies utilisées en pratique pour diminuer les forces de traî-
née reposent essentiellement sur l’optimisation de forme. Il semble néanmoins que depuis
un certain nombre d’années, les nouveaux design géométriques n’apportent pas d’amélio-
rations significatives. Les efforts portent de plus en plus sur des stratégies dynamiques, où
le sillage est modifié par des actuateurs. Ces stratégies sont soit décidéesa priori, auquel
cas on parle de contrôle en boucle ouverte ou «open-loop control», soit rétroactives, et on
parle de contrôle interactif ou «closed-loop control».

Comme souvent en aérodynamique ou hydrodynamique, le coût de l’expérimentation
est important et l’approche numérique devient une alternative intéressante. La qualité des
résultats fournis par les méthodes numériques, dans le cadre de calculs de mécanique des
fluides, dépend fortement du type de discrétisation qu’elles utilisent. Chaque méthode a
ses propres contraintes et points forts : stabilité, précision, conservation algébrique des
moments, rapidité, flexibilité... Les investigations numériques que l’on peut trouver dans
la littérature montrent qu’il n’existe pas de méthode numérique surpassant les autres sur
tous ces points.

Néanmoins, il semble qu’il y ait un point commun à la plupart de ces méthodes : les
conditions de stabilité imposent de choisir des pas de temps petits, qui rendent difficiles
les calculs d’écoulements fortement instationnaires, tels que les sillages. De ce point de
vue, la robustesse des méthodes particulaires les rend attractives pour ce type de calcul.

Cette thèse s’articule autour de trois aspects. Le premier aspect, numérique, concerne
l’élaboration d’une méthode particulaire pour la résolution des équations de Navier-Stokes.
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Le deuxième aspect traite de la simulation directe des sillages, et le troisième aspect est
relatif au contrôle.

Tout d’abord, on développe et on valide une méthode particulaire rapide dans le cas
d’un domaine tridimensionnel avec un bord courbé. Ceci est l’objet de la première partie.
Il paraît raisonnable de développer cette méthode dans une géométrie simple : on choisit
ainsi la géométrie canonique du cylindre infini dans sa longueur, dont la littérature fournit
un nombre important de diagnostics, autant numériques qu’expérimentaux. De plus, les
sillages de cylindre mettent en évidence un certain nombre de phénomènes génériques,
tels que la topologie de tourbillons contra-rotatifs ou de «ponts» d’instabilités.

Le second objectif est de montrer qu’au delà de la validation numérique proprement
dite, la méthode choisie permet de modéliser les instabilités tridimensionnelles qui appa-
raissent dans les écoulement laminaires.

Enfin, le troisième objectif est de montrer que l’on peut agir sur les forces exercées
par le sillage ainsi que sur sa structure : on montre qu’un contrôle passif, c’est-à-dire en
boucle ouverte, peut d’une part diminuer la traînée, et d’autre part agir directement sur la
dimension de l’écoulement. Ce dernier point est tout à fait fondamental.

Avant d’exposer le plan de ce travail, nous allons en situer le contexte physique, puis
décrire les motivations qui ont conduit à l’élaboration de la méthode numérique.

Les écoulements turbulents et leur contrôle

D’une manière générale, on parle de turbulence dans un écoulement lorsque des struc-
tures de différentes échelles interagissent. Il se crée alors tout un ensemble de phéno-
mènes, allant des ruptures de symétries, et on parle alors d’instabilités, jusqu’à l’impré-
dictabilité (on voit alors souvent le terme dechaosintervenir).

Ces interactions entre tourbillons de différentes échelles font que certains se déve-
loppent et d’autres se dissipent. On observe alors des tourbillons qui se développent dans
des directions inattendues : la cohérence de l’écoulement est ainsi affectée et on assiste
à une répartition des forces différente, voire une apparition d’oscillations et de forts gra-
dients qui peuvent avoir des conséquences dramatiques. La figure 1 montre un exemple
de tourbillon naissant sur le dessus d’une aile d’avion et son devenir dans le sillage. Ce
tourbillon joue alors un rôle non négligeable sur l’ensemble de l’écoulement.

L’impact des structures turbulentes sur l’écoulement proche d’un bord, même lisse,
est encore mal connu. La compréhension de ces effets passe par l’étude de cas simplifiés,
en particulier pour la géométrie des formes : on peut alors comparer différentes approches
scientifiques sur un problème standard. C’est pourquoi l’étude des sillages de cylindres
circulaires reste motivante pour une partie de la recherche sur la mécanique des fluides, y
compris au niveau expérimental.
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FIG. 1 –Structures tridimensionnelles créées par les ailes d’un avion.A gauche, de haut en bas:
vue de face avec signe de la vorticité, vue de dessus avec représentation des instabilités, perspective
avec les structures cohérentes créées par les bouts d’aile, tirés de [32].A droite: illustration de ces
structures cohérentes sur un Boeing 727 (photo NASA).

Pour analyser ces écoulements, on a recours à des modèles mathématiques pour ex-
primer la dynamique d’un fluide. Ces modèles peuvent prendre de nombreuses formes,
suivant les hypothèses que l’on fait concernant le fluide et le contexte physique : com-
pressibilité, visco-élasticité, plasticité, capillarité, ionisation, effet thermique, caractère
multiphasique ou changeant d’état, parfait ou newtonien, interagissant avec un solide,
soumis à des forces extérieures telles que la force de Coriolis, etc...

Indépendamment de ces hypothèses, les écoulements se classent habituellement en
quatre grandes catégories : la propulsion (oujets), les écoulements internes, c’est-à-dire
en conduite ou à l’intérieur d’un solide, les domaines infinis et les écoulements externes,
c’est-à-dire les sillages.

Dans ce travail, on s’intéresse aux fluides newtoniens, monophasiques et incompres-
sibles, dans le cadre des sillages. On modélise leurs comportements par les équations de
Navier-Stokes : on adopte donc un point de vue déterministe, contrairement aux équa-
tions de Vlasov ou Fokker-Planck qui sont des modèles probabilistes. Le degré de tur-
bulence que l’on peut raisonnablement considérer correspond auxnombres de Reynolds
sous-critiques, c’est-à-dire inférieurs à� ���. Le plus grand nombre de Reynolds que l’on
utilisera sera���� pour des calculs de validation et��� pour les sillages turbulents.

Les effets d’un sillage étant difficiles à prévoir, les contrôler est encore plus délicat.
Le sillage d’un avion est un exemple désormais classique de traînée difficile à supprimer
et ayant un effet à grande échelle. En effet, il se forme en aval de l’écoulement des tour-
billons cohérents organisés en paires, dont la direction est alignée avec l’axe de l’avion. Il
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FIG. 2 –Exemple de sillage turbulent, ici créé par une éolienne.

naît à partir du fuselage et des embouts d’ailes (voir figure 1). L’argument de la fréquence
de décollage des avions est parfois avancé pour motiver les travaux portant sur les moyens
de détruire ou de limiter l’ampleur de ce tourbillon cohérent. Ce type de contrôle repose
pour l’instant essentiellement sur l’optimisation de forme et l’ajout de structures fixes sur
les ailes, avec des succès très limités.

D’une manière plus générale, les sillages sont responsables d’une part non négligeable
de la résistance au mouvement d’un corps évoluant dans un fluide (y compris l’air). En
ce qui concerne les technologies automobiles ou marines, cela se traduit par une consom-
mation plus importante lorsque le sillage est fort. Cet aspect aéro ou hydrodynamique est
alors tout aussi motivant qu’en avionique.

Les enjeux économiques concernant la réduction du coefficient de traînée sont donc
relativement importants, et parfois dans des cas insoupçonnés : la figure 2 montre le sillage
d’une éolienne dont la rotation n’est pas optimale à cause des forces de traînée. La réduc-
tion de ces forces de traînée passe elle-même par la compréhension des mécanismes qui
la réduisent ou l’amplifient.

Il est alors intéressant de posséder un outil pouvant simuler numériquement des écou-
lements autour d’un obstacle, même simple. On peut ainsi mettre un évidence un certain
nombre de réactions de l’écoulement en fonction d’un mouvement de l’obstacle ou de sa
surface. D’autant plus que qualitativement, ces réactions ne dépendent pas nécessairement
de la forme de l’obstacle.

De plus, les simulations numériques peuvent parfois mettre en évidence des artefacts
expérimentaux, qui font apparaître des phénomène non souhaités. On citera, dans le cas
qui nous concerne, c’est-à-dire le sillage d’un cylindre circulaire infini dans la longueur,
la courbe du coefficient de traînée obtenue expérimentalement par Wieselsberger dans les
années 1920 (cf. [130] et [131]). Cette courbe a longtemps été présentée comme un résul-
tat bidimensionnel alors que des instabilités tridimensionnelles y sont présentes. Elle était
par conséquent en désaccord avec les nombreuses simulations numériques bidimension-
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nelles réalisées dans les années 1980. Cette courbe sert parfois, à présent, de référence
pour les calculs tridimensionnels (voir [66] et [68]).

On citera aussi une expérience faite par Taneda en 1978 (voir [117]). Elle consiste
à réaliser une rotation d’un cylindre avec des paramètres bien choisis. On observe alors
une disparition quasi-totale du sillage. Ce résultat n’est pas actuellement reproduit numé-
riquement, ou alors partiellement (cf. [53] et [81]). Est-ce l’expérience qui est mise en
défaut, ou les méthodes numériques qui sont insuffisamment résolues ?

Ces deux exemples mettent en évidence la nécessité de considérer à la fois des résul-
tats expérimentaux et numériques.

Le cas cylindrique et ses aspects numériques

L’étude numérique des écoulements derrière un cylindre est donc motivée par plu-
sieurs arguments. Tout d’abord pour les raisons citées ci-dessus : l’analyse des sillages
passe par la compréhension de la genèse et de l’interaction des tourbillons engendrés par
des objets de forme simple.

Les méthodes numériques traditionnelles présentent toutes certaines lacunes, que nous
allons expliquer, dans le cadre des calculs de sillages derrière un cylindre. Parmi ces
méthodes classiques utilisées pour résoudre les équations de Navier-Stokes, on trouve les
méthodes dedifférences finieset volumes finis, les méthodesspectrales, et les méthodes
d’éléments finis.

Depuis un certain nombre d’années, des méthodes plus élaborées font leur apparition
en dynamique des fluides, telles que leséléments spectraux.

Le concept des méthodes dedifférences finieset volumes finisest très ancien : on
trouve des calculs d’écoulements utilisant un tel schéma en dimension 2 et à�� points,
pour un nombre de Reynolds de��, qui remontent à 1933 (travaux de Thom, voir [120]
basé sur le schéma de [121]). Pour ces méthodes, il se pose systématiquement le dilemme
entre précision et stabilité, et de plus il est nécessaire que les grilles soient alignées avec
le courant (voir la grille(d) de la figure 4 page 22).

Les méthodes d’éléments finissont peu présentes dans la littérature au niveau de
la comparaison des diagnostics pour les problèmes d’écoulements tridimensionnels. On
trouve néanmoins des travaux qui utilisent des grilles d’éléments finis pour des calculs de
sillages bidimensionnels, par exemple la thèse de Di Césaré [25] et un article de Mittal
[99]. Leurs grilles sont représentées sur la figure 4, et sont notées respectivement(d) et
(e). Mittal n’utilise pas ce type de méthode numérique pour ses calculs tridimensionnels,
pour lesquels il préfère les méthodes spectrales (voir [97]) et les méthodes de différences
finies sur lesquelles il greffe un modèle sous-maille (grille(d)de la figure 4, tirée de [98]).
Ce choix met en évidence le manque de précision des méthodes d’éléments finis, même
si elles sont souvent le seul choix possible pour une géométrie arbitraire.
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Les méthodes spectralessont reconnues pour être particulièrement précises, notam-
ment pour les problèmes de turbulence homogène. Elles souffrent néanmoins de condi-
tions de stabilité très contraignantes, et sont difficiles à mettre en œuvre dans une géomé-
trie complexe. Cependant, les méthodes spectrales ont donné de très bons résultats pour
les travaux fondateurs concernant les sillages de cylindre : on peut citer, entre 1994 et
1996, Thompson etal. dans [122] et [123], ainsi que Mittal, déjà cité, dans [97].

Une amélioration substantielle de ces deux dernières est la méthode deséléments spec-
traux, qui est probablement la méthode ayant donné le plus de résultats innovants en ce
qui concerne l’étude des sillages, durant les années 1990-2000, notamment par l’équipe
de Caltech et du MiT. Elles conservent néanmoins l’inconvénient majeur de nécessiter de
petits pas de temps qui rendent difficiles les longues simulations finement résolues. De
plus, ces méthodes nécessitent un domaine invariant dans une direction, et souffrent donc
d’un manque de généralité.

Enfin, on note que les modèles LES (c’est-à-dire «Large-Eddy Simulation»), sont de
plus en plus utilisés, motivés par le besoin de réaliser des calculs tridimensionnels pour
des nombres de Reynolds plus élevés. On pourra consulter les travaux de Jordan à�� 	
�
�� (voir [72] et [71]), Beaudan et Moin à�� 	 ���� (cf. [17]) qui utilisent un filtre de
Smagorinsky dynamique (voir [101] puis [56]), puis Mittal [98] qui choisit aussi�� 	
����. Ces travaux en sont pour l’instant au stade du développement, car ils ne mettent pas
encore en évidence les phénomènes de doublement de période des instabilités pour�� �
����, notamment celui prévu par Unal et Rockwell à�� 	 ���� (cf. [127]). En effet,
il est suggéré (par exemple dans [73] et [125]) des doublements de période successifs
des instabilités lorsque le nombre de Reynolds augmente, et ceci jusqu’au nombre de
Reynolds critique.

En conclusion de cet inventaire, toutes ces méthodes nécessitent des grilles relative-
ment complexes, même pour des obstacles aussi simples qu’un cylindre. On regardera,
pour s’en convaincre, les grilles citées ci-dessus et présentées sur la figure 4, page 22. Par
ailleurs, notons que cet inventaire n’est pas exhaustif, et qu’il existe d’autres méthodes,
comme par exemple les méthodes LANS ([91], développées à partir de [92] et [93]) ou
RANS (utilisées dans [71]).

Les méthodes particulaires

Les méthodes particulaires se présentent comme une alternative aux méthodes présen-
tées ci-dessus. On considère le modèle particulaire dont la discrétisation s’exprime sous
forme de solutions mesures, c’est-à-dire de sommes de masses de Dirac. Cependant, il
existe d’autres modèles particulaires, telles que les méthodes deblob.

Ces méthodes sont bien adaptées pour résoudre des équations où les phénomènes de
transport sont prépondérants, telles que les équations d’Euler ou de Navier-Stokes ([35]
et [44] et [21]). En effet, le transport est alors implicitement résolu par la nature même
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de la discrétisation, c’est-à-dire par le transport des particules. On a comme conséquence
directe la disparition de la condition de stabilité liée à ce terme, ce qui rend ce type de
méthode attractif pour les simulations longues : on obtient ainsi un bon compromis entre
précision et stabilité.

Si le concept des méthodes particulaires déterministes est lui aussi ancien (travaux de
Rosenhead en 1931 [106]), ces méthodes ont été redécouvertes par Harlow (cf. [65]), puis
par Chorin [29] et Léonard. L’étude théorique s’est d’abord focalisée sur la convergence
de ces méthodes pour les équations d’Euler, d’abord par Hald [62], Beale et Majda ([12],
[13] et [14], [15] et [11]), Cottet ([33], [34], [28] et [36]), puis Anderson et Greengard
([3], [6] et [4]).

Ces méthodes ont alors évolué, pour prendre en compte les effets visqueux des équa-
tions de Navier-Stokes ([44] et [38]), ainsi que les conditions limites pour les domaines
bornés ([37], [39] et [40], ainsi que [83]).

Suite aux développements théoriques mentionnés ci-dessus, plusieurs travaux se sont
proposés de valider, d’améliorer et d’utiliser ces méthodes. Citons les travaux numériques
de Koumoutsakos ([85] puis [89], [80], [82] et [86]) et Winckelmans ([137], [138], [139]
et [140]). Une autre direction a été de proposer les méthodes particulaires dans un cadre
de décomposition de domaine, couplées avec d’autres méthodes numériques (cf. [109]).
Les méthodes et les calculs de Koumoutsakos, concernant les calculs de sillages bidi-
mensionnels avec comme principale illustration le cas du cylindre, seront souvent utilisés
comme travaux de référence dans ce travail.

Des améliorations ont depuis été apportées, concernant principalement le cas tridi-
mensionnel et tripériodique, comme les problèmes de divergence (cf. [41]) ou de répar-
tition des particules (voir [42]). La plupart de ces aspects sont synthétisés dans l’ouvrage
de Cottet et Koumoutakos [43]. Notons que la liste de ces références est loin d’être ex-
haustive. On trouve des ouvrages comme [5], [55], [61] ou [43] faisant le point sur ces
techniques.

La première limitation technique des méthodes de vortex est le temps de calcul du
champ de vitesse, qui est évalué par une formule de convolution du type� 	 � � �
(cf. [15]). Remarquons que ce coût de calcul a été fortement réduit depuis l’apparition
des méthodes de développements multipolaires (fast multipoles methods, voir [60], [85]
et plus récemment [113]), dont l’idée est d’organiser les particules en «grappes» suivant
une structure d’arbre, et qui conduit à des calculs de convolution rapides.

Une autre approche consiste à remplacer cette convolution par des calculs de vitesses
sur une grille. Ceci permet l’utilisation de solveurs de Poisson rapides, mais nécessite
des transferts particules-grille. Ce type de stratégie a été envisagé très tôt (voir [65]),
mais est dépendante de la qualité des transferts entre la grille et les particules. Il sera
donc nécessaire, dans ce travail, d’utiliser des stratégies combinant plusieurs techniques
d’interpolation.

De ces deux approches, c’est-à-dire le calcul rapide de convolution et le couplage
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FIG. 3 –Instabilités tridimensionnellesdans le sillage d’un cylindre, de type B (photo expérimen-
tale de C.H.K. Williamson [135]).

grille/particules, on retiendra la seconde. En effet, bien que ces deux méthodes soient
opérationnelles en dimension 2, les techniques de développements multipolaires ne sont
pas encore suffisamment performantes en dimension 3. Des comparaisons avec des mé-
thodes spectrales ont permis de valider ces méthodes dans le cas tripériodique et pour
plusieurs exemples de référence, laminaires et turbulents ([48] et [128]).

En ce qui concerne les résultats sur les écoulements tridimensionnels autour d’un
cylindre, on comparera principalement nos résultats avec les travaux numériques de Hen-
derson (cf. [67], [69], [9], [68] et [18]), et avec les travaux de Mittal (cf. [97], [99] et [98]).

En ce qui concerne la comparaison avec l’expérimentation, on utilisera principalement
les résultats de C.H.K. Williamson. La figure 3, montre une image venant de ses travaux
et représentant le type d’instabilités que nous mettrons en évidence.

Ces données expérimentales nous serviront de points de comparaison pour les fré-
quences propres des écoulements ([133], [134] et [135]) et pour les longueurs d’onde de
transition (cf. [132] et [136]). Les coefficients de traînée seront comparés aux «vieilles»
mesures de Wieselsberger, datant du début du XXième siècle (cf. [130] et [131]).

En ce qui concerne les techniques numériques de contrôle, nous nous intéresserons à
un procédé de contrôle en boucle ouverte (dynamique mais non interactif), qui consiste à
réaliser une rotation du cylindre à diverses fréquences et amplitudes. Ceci est une stratégie
excessivement simple, mais qui fait encore l’objet de recherches intensives, tant au niveau



Plan du manuscrit 19

expérimental ([117] et [124]) qu’au niveau numérique ([7], [50], [26] et récemment [53]).

On notera qu’il existe à présent des techniques de contrôle très élaborées utilisant les
algorithmes génétiques ou l’intelligence artificielle ([77] et [78]), dans le but d’obtenir
des stratégies de contrôle optimales. Ces méthodes sont appliquées au contrôle des écou-
lements ([45], [76] et [79]), ou plus spécifiquement au problème de la réduction des forces
de traînée (voir [81], [84] et [95], ainsi que [94] et [96]). Nous constaterons que la straté-
gie considérée dans ce travail permet de faire décroître fortement le coefficient de traînée,
mais avec des vitesses de rotations supérieures à ces méthodes évoluées, c’est-à-dire éner-
gétiquement plus coûteuses.

Plan du manuscrit

Le but de la première partie est de développer une méthode particulaire déterministe et
hybride (c’est-à-dire en utilisant un couplage entre une grille et le jeu de particules), pour
intégrer les équations de Navier-Stokes dans un domaine cylindrique tridimensionnel de
longueur infinie. Les écoulements considérés seront périodiques dans la direction de l’axe
du cylindre.

On rappelle d’abord en quoi consistent les méthodes de vortex. On constate que ces
méthodes reposent sur deux points fondamentaux : le calcul efficace d’un champ de vi-
tesse, et le calcul de couche limite, qui numériquement assure le non-glissement des so-
lutions. On donnera alors l’algorithme de résolution des équations de Navier-Stokes dans
sa globalité, et abordera successivement tous les points de cet algorithme.

Le chapitre 1 décrit donc la méthode de vortex classique et définit la méthode hybride.
Après avoir présenté la discrétisation particulaire, on montre la nécessité d’une alterna-
tive aux calculs de convolution. Cette alternative ne concerne que le calcul du champ de
vitesse, et le reste du chapitre est consacré à la construction d’un tel champ.

Le but est de construire un champ de vitesse sans divergence et sans pénétration dont
le rotationnel est le champ de vorticité, qui est la donnée du problème. Pour ce faire, on
utilise la fonction courant.

Cette fonction courant et la vorticité étant liées par une équation de Poisson vecto-
rielle, on choisit un système de coordonnées qui découple au mieux l’expression du la-
placien vectoriel, tout en restant adapté à la géométrie du domaine. On constate que les
conditions aux limites restent couplées, et on introduit alors lepotentiel courant, fonction
harmonique qui permet un découplage complet du problème et ainsi un calcul rapide des
solutions.

Le chapitre 2 est consacré au calcul de couche limite, qui repose sur une technique de
flux de vorticité. Cette couche limite assure le non-glissement des solutions. La vorticité
produite vérifie alors une équation parabolique. Puisque l’on utilise un algorithme à pas
fractionnaires, ce calcul se fait séparément de l’étape de convection. On constate que ce
flux ne dépend que de la vitesse de glissement résultante du calcul de la diffusion.

On montre comment ce flux (condition aux limites de type Neumann sur la vorticité)
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est calculé si le domaine est un demi-espace, c’est-à-dire dont le bord est un plan. Il est
alors démontré dans la section 2.2 qu’une condition de Neumann crée de la divergence si
le bord est courbé : on ajoute alors un terme de courbure qui conduit à une condition aux
limites de type Robin (c’est-à-dire des conditions de Dirichlet et Neumann mêlées) et qui
ne produit pas de divergence.

On cherche alors une solution de l’équation parabolique sous sa forme intégrale, en
utilisant la méthode donnée dans [43], basée sur les techniques intégrales de [54] puis
un développement limité du potentiel de la chaleur. Le schéma de flux de vorticité est
construit composante par composante : on considère le cas de la direction axiale (section
2.4) puis de la direction azimutale (section 2.5). On construit alors un schéma explicite
de flux vectoriel, que l’on valide sur le même exemple que [85], c’est-à-dire un cylindre
en rotation périodique. Le cas où l’échelle de diffusion est plus petite que le pas de grille
est discuté empiriquement, en montrant l’effet de ce phénomène sur la couche limite,
c’est-à-dire la faculté à assurer le non-glissement des solutions.

Une approche plus numérique est exposée au chapitre 3, au sens où l’on considère le
problème discrétisé en espace, contrairement aux chapitres précédents. On décrit l’al-
gorithme à pas fractionnaires dans sa globalité, c’est-à-dire sa structure «convection-
remaillage-diffusion-flux».

On montre ensuite à la section 3.2 comment remédier aux effets de troncature du do-
maine, car on utilise un domaine borné comme approximation d’un domaine extérieur :
on exprime alors la condition de sortie et on montre comment remédier aux problèmes liés
au nombre de composantes connexes du bord du domaine. Après avoir défini les distribu-
tions de particules de référence à la section 3.3, on développe les méthodes de transfert
entre grilles et particules dans la section 3.4. On notera que le remaillage des particules
utilise les mêmes formules que l’interpolation entre une grille et un jeu de particules : on
parlera alors deméthodes de transfertsans nécessairement faire la distinction entre un
transfert grille/particules et particules/particules.

Le calcul de la diffusion par une méthode de redistribution de vorticité (schéma dit de
Particle Strength Exchange, cf. [52]) est alors décrit à la section 3.5. On reformulera la
technique de [52] pour tenir compte du caractère discret des sommations.

L’algorithme à pas fractionnaires étant ainsi complètement décrit, on le valide à l’aide
de simulations d’anneaux tourbillonnaires qui entrent en collision avec un solide de forme
cylindrique. On décrit alors les différentes phases de cette dynamique. On donne alors
des diagnostics d’un cas simplifié (domaine périodique sans obstacle, pour un nombre de
Reynolds allant de��� à ����), puis du cas complet à�� 	 ���.

La deuxième partie de la thèse utilise la méthode numérique décrite dans la première
partie pour le calcul de sillage au chapitre 4, puis pour le contrôle de sillage au chapitre 5.

On présente, au début du chapitre 4, les différents types de sillages possibles pour un
nombre de Reynolds sous-critique, ainsi que l’expression normalisée des forces exercées
par le sillage, c’est-à-dire le coefficient de traînée�� et le coefficient de portance��. On
réalise alors, principalement dans le but de valider le code, des simulations à�� 	 ��
(cas stationnaire), puis de��� à��� (cas instationnaires). Les diagnostics considérés sont
les coefficients�� et��, ainsi que la fréquence propre de l’écoulement.
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Le mécanisme d’apparition de la turbulence dans le sillage du cylindre est développé à
la section 4.3, après avoir décrit les principaux travaux en la matière. Les résultats concer-
nant l’effet de la tridimensionnalité sur les diagnostics cités ci-dessus sont alors donnés,
à�� 	 ��� et�� 	 ���. On vérifie que les instabilités, c’est-à-dire les structures tri-
dimensionnelles qui apparaissent dans l’écoulement bidimensionnel, sont bien celles qui
sont prévues par [9]. Ceci est vérifié principalement en étudiant le spectre du régime tran-
sitoire et les profils spectraux.

Enfin, le chapitre 5 étudie quelques cas de contrôle du sillage en utilisant des straté-
gies en boucles ouvertes. La première section de ce chapitre décrit une amélioration des
techniques de flux de vorticité décrites au chapitre 2. Cette amélioration est utile particu-
lièrement pour les objets en rotation.

La vitesse de rotation du cylindre utilisée comme moyen de contrôle est définie par
sa fréquence et son amplitude. Cela conduit à des contrôlesbasse fréquenceethaute fré-
quence, à faible amplitudeet forte amplitude. On montre qu’en dimension 2, on assiste à
une diminution de��
 du coefficient de traînée pour un contrôle haute fréquence à forte
amplitude.

On réalise alors ce type de contrôle sur un écoulement tridimensionnel turbulent à
�� 	 ���, et on montre que l’écoulement redevient bidimensionnel si l’amplitude est
suffisamment élevée, que la fréquence soit basse ou haute. On retrouve alors la même
diminution du coefficient de traînée à haute fréquence, puisque l’écoulement est bidimen-
sionnel à partir d’un certain temps.

On termine alors ce travail en exposant quelques calculs réalisés autour d’un cylindre
plus large (section 5.4), qui montrent que pour une même fréquence, on peut obtenir des
topologies très différentes de l’écoulement.

On conclura cette thèse en identifiant un certain nombre de perspectives d’application
et de développement de la méthode numérique.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

FIG. 4 –Types de grilles utilisées en pratique pour les calculs de sillage. :
(a) Grille d’éléments spectraux 3D utilisée par Thompson, Hourigan et Sheridan en 3D (cf. [122]),
(b) Grille d’éléments spectraux à 422 éléments utilisée par Henderson (voir [18] en 2D et [9] en 3D),
(c) Grille M1 d’éléments finis à 4060 éléments utilisée par Mittal et Kumar en 2D (dans [99]),
(d) Grille de différences finies 3D «C-mesh» utilisée par Mittal (cf. [98])
(e) Grille d’éléments finis 2D à 25842 éléments utilisée par Di Césaré (cf. [25]).
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Chapitre 1

Le modèle lagrangien hybride

On considère un fluide visqueux incompressible de masse volumique constante, sur
lequel les forces appliquées découlent d’un potentiel.

On appellera couronne de IR� de rayons�� et �� l’ensemble

� 	 ���	 
� � IR� � ��� � �� � 
� � ���
�

On construit ainsi un domaine cylindrique infini dans la direction de l’axe du cylindre, de
la forme� 	 � � IR où� est une couronne de IR� :
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On considère alors les équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-vorticité, dé-
finies dans l’annexe C, dont on cherche des solutions périodiques dans l’axe du cylindre,
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de période� : ���������������������


�


�
� � � �� � � � ��� ��� 	 � ��� �

� 	 ��� � sur�
� 	 � sur
�
��� � 	 � sur�

� et� �-périodiques en�

(1.1)

Pour traiter de manière cohérente et résoudre le problème de compatibilité des condi-
tions de bord, on décompose la condition de Dirichlet� 	 � en une condition de non-
pénétration� � �� 	 � et deux conditions de non-glissement� � ��� 	 � et � � ��� 	 �. Les
conditions de bord des équations de Navier-Stokes s’écrivent alors en deux parties :�������������������������


�


�
� � � �� � � � �� � ��� 	 � (1.2.1)

� � �� 	 � ��� 
�
��� � 	 � ��� �
��� � 	 � ��� �

(1.2.2)

� � ��� 	 �
� � ��� 	 � (1.2.3)

Nous appellerons «équation d’évolution» l’équation (1.2.1). La partie (1.2.2) repré-
sente le calcul du champ de vitesse associé à�, tandis que les hypothèses de non-glissement
(1.2.3) seront traitées par un «flux de vorticité». Le flux de vorticité en question représente
physiquement le calcul de la couche limite.

Ces deux parties forment les deux étapes d’un algorithme à pas fractionnaire. Donnons-
nous une distribution de vorticité. La première partie de l’algorithme consiste à tout
d’abord intégrer (1.2.1) en calculant autant que nécessaire la vitesse vérifiant (1.2.2). Cette
partie est illustrée par la figure 1.2.

La seconde partie corrige le glissement de la solution de la première partie en résolvant
un problème de Stokes satisfaisant (1.2.3). Elle sera étudié en détail au chapitre 3.

On rajoutera à cet algorithme un sous-pas de régularisation de la distribution des par-
ticules (décrit à la section 3.4 du chapitre 3), ainsi qu’un sous-pas de diffusion extrait de
la loi d’évolution. L’algorithme complet sera détaillé au chapitre 3, consacré aux aspects
numériques de la méthode.

Le chapitre présent développe d’abord la discrétisation de la loi d’évolution (1.2.1)
par une méthode lagrangienne, puis détaille le calcul d’un champ de vitesse satisfaisant
(1.2.2).
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1.1 Discrétisation lagrangienne

Cette section présente les idées principales liées aux méthodes particulaires hybrides.
On définit tout d’abord ce qu’est une discrétisation particulaire de l’équation d’évolution
(1.2.1) dans 1.1.1. Après avoir brièvement montré le besoin d’une alternative aux mé-
thodes de noyaux dans 1.1.2 (approche «classique» des méthodes particulaires), on expli-
quera en quoi consistent les méthodes hybrides dans 1.1.3. Le champ de vitesse jouant un
rôle central, on définira dans 1.1.4 ses conditions aux limites.

Le but de cette section étant de donner une vue d’ensemble de la méthode, la plu-
part des points cités dans 1.1.3 et 1.1.4 seront développés dans les sections et chapitres
suivants.

1.1.1 Discrétisation particulaire

On considère la discrétisation particulaire de� suivante :

���	 �� 	
�
���

����� Æ������� ����� (1.3)

où les triplets���	 ��	 ��� représentent localement la vorticité, la position1 et le volume
d’une particule élémentaire. L’ensemble� représente une partie d’un réseau de IR� ou
l’image d’un tel réseau, typiquement�ZZ�, ce qui revient à un ensemble d’indices.

L’équation

�


�
� � � �� 	 �

peut s’écrire, à partir du théorème de transport de Reynolds (cf. 1.1.4 de [43]) :�������������������

���

��
	 ����	 ��

���
��

	 ����	 ��

���
��

	 ����� ��� ����	 ��

Dans le cas incompressible��� � 	 �. L’équation d’évolution (1.2.1), discrétisée par
(1.3), s’écrit alors ���������

���

��
	
�
� � ��� ���

	
����

���
��

	 ����	 ��

1On utilise la notationÆ������� pour la masse de DiracÆ�������� � Æ� ��� ������, notation que l’on
retrouve parfois dans la littérature.
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avec des volumes�� constants.

Les principales difficultés de ce schéma sont l’évaluation du champ de vitesse, le
contrôle de la distorsion du réseau de particules et le calcul du laplacien et de l’étirement.

La distorsion des particules est limitée grâce à des techniques de remaillage, et feront
l’objet de la section 3.4 du chapitre 3. L’évaluation des opérateurs différentiels (étirement
et diffusion) sont des problèmes typiquement discrets, et seront abordés au chapitre 3.

Nous allons à présent définir ce qu’est une méthode hybride, après avoir mis en évi-
dence la nécessité d’une alternative par rapport aux méthodes particulaires classiques.

1.1.2 Evaluation de la vitesse par méthode de noyau

On se propose de montrer les lacunes du calcul de vitesse par méthode de noyau
(convolution), et donc de montrer la nécessité d’une alternative. Le critère retenu est le
temps de calcul.

L’approche classique en méthode particulaire est une évaluation de tous les champs
par convolution. Ceci pose un problème technique conséquent en dimension trois en ce
qui concerne le calcul du champ de vitesse.

Effectivement, si l’on considère un ensemble de� particules, le champ de vitesse peut
être calculé par convolution de� et d’un noyau régulier�� :

���� 	 ���� � �� � ���� 	
��

���

����� ����� �� avec ����� 	
�

��
�

�
�

�
où � est le noyau de Green régularisé (régularisation de la loi de Biot et Savart), et où�
est une fonction prenant en compte les conditions aux limites.

Ce calcul nécessite����� opérations pour connaître le champ de vitesse sur les�
particules. En dimension trois, le réseau qui porte les particules est de taille� �� �� ,
le nombre d’opérations est de l’ordre de��� ��. Dans ce travail, le� que l’on considère
est voisin de 200, ce qui rend une évaluation par noyau extrêmement coûteuse.

Il existe des méthodes d’évaluation rapide de telles formules, basées sur des dévelop-
pements multipolaires du noyau (cf. [60] et [85]). Ces formules rapides, en dimension
trois, sont de l’ordre de����	�� (cf. [113] et la figure 1.1 ci-après). Néanmoins, ces mé-
thodes sont surtout efficaces en dimension deux, et restent pour l’instant très coûteuses en
dimension trois.

La figure 1.1 montre qu’il y a un facteur de l’ordre de 50 à 100 entre un calcul in-
tégral avec développement multipolaire à l’ordre 1 et la méthode hybride présentée ici,
qui se comporte en����		�. Les calculs intégraux proviennent des travaux de Strickland
et al. (cf. [113]), tandis que la méthode présente est basée sur des interpolations à 125



1.1 Discrétisation lagrangienne 29

points et un solveur d’équations de Poisson non séparables, multi-résolution d’ordre 4.
Notons que le temps de calcul est surtout fonction de la taille de la grille sous-jacente, les
interpolations étant linéaires en�.

Cette comparaison est essentiellement qualitative, et on notera que l’on a utilisé un
facteur correctif2 de��������� pour prendre en compte la difference de matériel (Le calcul
de [113] serait plus rapide sur une machine de dernière génération).

Nombre de Taille de la grille Temps de
particules sous-jacente calcul (sec)

26640 35937 0.91
53368 70785 1.87
106592 139425 4.12
160768 274625 8.35
321512 545025 17.41
643056 1081665 35.38
1068400 2146689 68.80
2137376 4276737 140.39
26684 70785 1.64
53296 139425 3.70
80384 274625 7.76
125836 545025 15.71
251656 1081665 32.60
374120 2146689 62.58
748168 4276737 126.54 0.1

1

10
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1000

10000

100 1000 10000 100000 1e+06 1e+07

FIG. 1.1 –Comparaison de temps CPU en secondes pour le calcul d’un champ de vitesse, entre
une méthode de convolution et la méthode hybride :
��� Calcul intégral direct de [113],
��� Calcul de convolution avec développement multipolaire d’ordre 1 de [113],
��� Calcul hybride cylindrique pour une grille dense (remplie à���, haut de la table),
��� Calcul hybride cylindrique sur une grille creuse (remplie à���, bas de la table),
��� Calcul hybride d’ordre 2 en coordonnées cartésienne (laplacien séparable).

Ainsi, on préfère utiliser une méthode hybride pour l’évaluation de� dans les cas
tridimensionnels, car le nombre de particules est souvent de l’ordre de���, ce qui est
encore peu opérationnel pour une méthode de type convolution.

1.1.3 Evaluation de la vitesse par méthode hybride

Nous allons donc considérer une alternative aux évaluations de vitesse par calcul de
convolution. Uneméthode hybrideconsiste à utiliser à la fois la représentation lagran-
gienne et eulerienne (voir figure 1.2). Ces méthodes hybrides sont à présent classiques
(cf. [30], [109] et [64]).

La méthode numérique du calcul d’un champ de vitesse peut se résumer ainsi : on
dispose d’une champ de vorticité� sur une distribution de particules, que l’on transfert

2Constante corrective entre SPARC-Station 20 Modèle 71 (performance minimale parmi les Sun-
Sparc20) et AlphaStation 500MHz, fournie parStandard Performance Evaluation Corporation (SPEC).
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FIG. 1.2 –Illustration du couplage Euler/Lagrange pour l’étape de convection.

sur une grille et que l’on nomme��. On résout alors numériquement les équations de
Poisson décrites aux sections 1.3 et 1.4. Après une dérivation on obtient le champ de
vitesse�� sur la grille. Il reste alors à interpoler ces valeurs sur les particules.

Les interpolations entre grilles et particules jouent donc un rôle central. Ces techniques
de transfert feront l’objet de la section 3.4 du chapitre 3. Ces transferts reposent sur des
formules de convolution (ou plus généralement derégularisation), mais dont le noyau est
à support compact. La compacité du support du noyau garantit une évaluation très rapide
(linéaire) des convolutions.

Si l’on considère le transfert� des particules sur le domaine� (en pratique sur une
grille de�), ainsi que l’opérateur de résolution du champ de vitesse	, on obtient alors le
diagramme

�� � IH�
������

� ����
 �� � IH������ � IH�
������

�





�� ���
���
���

��Æ���� � ������ �����

(1.4)
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où les espaces IH������ et IH�
������ sont l’adaptation des espaces de Sobolev classiques

aux domaines périodiques dans une direction. Ils seront définis dans la section 1.2.2.

Insistons sur le fait que ce qui rend utilisable ces formules de convolution est la forte
compacité des noyaux lors des transferts. En effet, on utilise des noyaux dont le support
contient un nombre très limité de particules, ce qui permet des calculs de transfert en
����.

1.1.4 Conditions aux limites de la vitesse

Nous allons à présent expliciter les conditions aux limites de la vitesse dans le cadre
de la méthode hybride. La méthode exposée dans ce travail repose sur un algorithme à
pas fractionnaires qui répartit les conditions aux limites des équations de Navier-Stokes
et donc qui évite la surdétermination� 	 � et��� � 	 � sur le bord du domaine.

La méthode à pas fractionnaires utilisée pour résoudre les équations de Navier-Stokes
sera complètement développée au chapitre 3.1. Décrivons néanmoins l’idée de cette dé-
composition dont découlent les conditions aux bords de la vitesse.

Considérons, à l’instant�
, un écoulement���
� confiné dans le domaine� 	 � � IR
décrit en introduction de ce chapitre et sans flux de vitesse au bord.

On décompose alors les équations de Navier-Stokes (1.2) en deux problèmes qui
s’écrivent, sur��
	 �
 � Æ�� :

�������������������

���

��

����
����

	
�
�� � ��� ����

	
����

���
��

	 ���	 ���

����
	 ��� 	 ���
	 ���

(1.5)

avec���	 ��� estimé par (1.4) et vérifiant pour tout�

���
���� 	 ��

���� 	 �
� � �� 	 � ��� 
�

(1.6)
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et : �������������������������������������


��


�
� ���� 	 � sur�

����	 �
� 	 � sur�

�

��


�
� ��� 	 �
�


�
� ��� sur
�

�

�
 �� �


��


�

�
� ��� 	 �
�


�
� ��� sur
�

�� � �� 	 � sur
�

(1.7)

qui permet de satisfaire les hypothèses sur les composantes tangentielles de la vitesse.
Dans (1.7),��� et ��� sont deux champs de vecteurs orthogonaux entre eux, normés et tan-
gents à
�, tandis que�� est un champ de vecteur unitaire normal à
� et dirigé vers
l’intérieur du domaine, étant la courbure du bord. On note que le bord est une surface
dont le tenseur de courbure possède une seule valeur propre non nulle, par invariance du
domaine dans la direction axiale. Ceci permet de considérer la courbure comme étant un
réel .

La somme���
 � Æ�� 	 �� � �� est alors une approximation, ici à l’ordre 1 (mais
d’une manière plus générale l’ordre dépend du schéma de pas fractionnaires utilisé), de
la solution des équations de Navier-Stokes (1.2).

Lorsque l’on utilise le domaine� comme approximation d’un domaine extérieur

�� 	
�
��	 
	 �� � IR� � �� � 
� � ��

�
sans vitesse à l’infini, on a la condition� 	 � à l’infini et on fera l’hypothèse que le
bord extérieur est suffisamment loin du support de la vorticité pour supposer� 	 � sur
l’ensemble de
�.

L’ensemble
� possède alors deux composantes connexes, une commune à�� qui
représente lebord physiqueet la seconde qui est unbord virtuelsur lequel on impose une
condition limite artificielle� � �� 	 � qui représente l’absence de vitesse (ici normale) à
l’infini. L’effet de l’ajout d’une composante connexe sur le glissement moyen, c’est-à-dire
l’effet de troncature du domaine, sera développé dans la section 3.2.2.

En cas de vitesse à l’infini, le domaine de calcul� est toujours une approximation
d’un domaine extérieur��. En effet, dans ce cas le support de vorticité se déplace en
moyenne dans la direction de cette vitesse jusqu’à être en contact avec le bord virtuel.
On ne peut donc plus faire l’hypothèse énoncé ci-dessus. On considère alors la vitesse à
l’infini ��� et un champ de vitesse irrotationnel�
 vérifiant�������

��� �
 	 � ��� ��

����
 	 � ��� ��

�
 � �� 	 � ��� 
��

���
���

�
��� 	 ���
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puis on recolle, sur le bord virtuel, les composantes normales de ce champ potentiel au
champ de vitesse à l’intérieur du domaine de calcul�. L’équation 1.6 devient alors���

���� 	 ��

���� 	 �
� � �� 	 �
 � �� ��� 
�

On remarque que�� 	 �� �
 vérifie alors���
��� �� 	 ��

��� �� 	 ��� � �� 	 � ��� 
�

ce qui revient à nouveau à résoudre 1.6.

En conclusion, le champ de vitesse que l’on doit calculer vérifie���
���� 	 ��

���� 	 �
� � �� 	 � ��� 
�

(1.8)

quel que soit le problème considéré, borné ou en domaine extérieur, avec une vitesse à
l’infini ou pas.

Nous allons, dans la suite de ce chapitre, montrer successivement comment on calcule
un champ de vitesse vérifiant (1.8), c’est-à-dire sans divergence ni pénétration.

1.2 Propriétés du champ de vitesse cylindrique

Il n’est pas trivial de construire efficacement un champ de vitesse à la fois sans diver-
gence et sans pénétration sur le bord, vérifiant��� � 	 �. Nous allons, dans cette section,
mettre en évidence quelques propriétés liées au problème 1.8 :�����������

Trouver� tel que

� � �� 	 � ��� 
�
���� 	 � ��� �
��� � 	 � ��� �

Pour ce faire, nous allons introduire la fonction courant qui se déduit de problèmes
aux limites elliptiques. L’opérateur laplacien est présenté dans les différents systèmes
de coordonnées dans la section 1.2.1. La régularité de cet opérateur dans les espaces
fonctionnels périodiques est résumée en 1.2.2 et détaillée dans l’annexe A.

Le choix des systèmes de représentation des vecteurs seront développés dans la section
1.2.3. Nous aborderons alors dans la section 1.2.4 la stratégie retenue pour obtenir un
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champ de vitesse ayant les bonnes propriétés, ainsi que les hypothèses à introduire pour
découpler efficacement des problèmes dans la section 1.2.5.

Enfin, ces résultats intermédiaires étant acquis, on énonce dans la section 1.3 le théo-
rème de construction du champ de vitesse pour les champs de vorticité satisfaisant l’hy-
pothèse de fibration définie dans 1.2.5. La section 1.4 généralise cette construction pour
les champs ne vérifiant pas cette hypothèse ou pour corriger les erreurs numériques.

1.2.1 L’opérateur laplacien

Cette section présente les différentes expressions du laplacien scalaire et vectoriel
dans les différents systèmes de coordonnées, afin de pouvoir connaître quels couplages
découlent du choix de ces coordonnées.

En dimension 3, l’opérateurlaplacien scalaire� 	

�


��
�


�



�
�


�


��
s’écrit, en

coordonnées cylindriques��	 !	 �� :

�� 	
�

�





�

�
�

�


�

�
�
�

��

��


!�
�

��


��

En ce qui concerne lelaplacien vectorielen coordonnées cylindriques, la dépendance
des vecteurs de base par rapport à! fait que la formule ci-dessus ne s’applique pas sépa-
rément aux composantes, contrairement au cas cartésien.

En effet, en coordonnées cylindriques, lelaplacien vectorield’une fonction �� 	
�� ��� � �
 ��
 � �� ��� est donné par

��� 	

��� ���� � � ���
���� � � ��

���� � � ���

��� 	
�� ���
��

���

��� �

��

�� � � �
� � �
� � �

�� �� �
�

��

���������

�
�


!


��

!

�

���������
(1.9)

dans la base����	 ��
	 ����.

Si le point auquel on applique l’opérateur est exprimé en coordonnées cylindriques, et
si l’on veut le vecteur exprimé en coordonnées cartésiennes, c’est-à-dire

�� ��	 !	 �� 	 ����	 !	 ������ ����	 !	 ����� � ����	 !	 �����

alors on a, dans la base����	 ���	 ���� :��� ���� � � ���
���� � � ���
���� � � ���

��� 	 �

�� ��
��
��

�� 	 �"


��� ���� � � ���
���� � � ��

���� � � ���

��� (1.10)
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où"
 	

�� ��� ! � ��� ! �
��� ! ��� ! �
� � �

�� , mais surtout on a��� 	

�� ���
���
���

��

1.2.2 Régularité du Laplacien

On considère un ouvert� 
 IR�, domaine cylindrique (à base circulaire) borné dans
la direction radiale et infini dans la direction axiale, c’est-à-dire

� 	 � � IR

où� est une couronne bornée de IR�.

Le problème de la longueur infinie du cylindre est traité par l’intermédiaire des fonc-
tions�-périodiques dans l’axe du cylindre. Pour ce faire, on définit dans l’annexe A les
espaces fonctionnels��������, �������, IL�

������, IH�
������, IH�


������� et IH������. Ces no-
tions habituelles sont redéfinies pour prendre en compte l’intégrabilité des fonctions pé-
riodiques.

Nous considérons le cas des fonctions périodiques avec� borné dans le but de montrer
que les problèmes aux limites elliptiques utilisés dans la méthode numérique sont bien
posés.

Plusieurs résultats (plus généraux) relatifs à l’analyse fonctionnelle en domaine cy-
lindrique infini ont déjà été proposés. Le problème où la longueur dans les directions des
axes d’un cylindre de IR� tend vers l’infini est étudié dans [27]. Pour les problèmes de do-
maines extérieurs de IR� on pourra consulter [59]. Enfin, une alternative au présent travail
pourrait être de considérer les espaces de Sobolev définis par la transformée de Fourier
(voir le théorème 1.2 de [90], ou la section 21.20 de [141]), puis d’étudier la régularité
des solutions de l’équation de Helmholtz dans� (voir encore [59]).

On peut alors synthétiser le corollaire 1 et la proposition 4 de l’annexe A, concernant
l’existence et l’unicité du problème de Dirichlet non homogène, par un isomorphisme «à
la Zeidler» : si, au sens des distributions, on définit l’opérateur	�� 	 ����	 �����,
alors on a la

Proposition 1 L’opérateur

	� � IH���
��� ��� �
 IH�

������� IH���	�
��� �
��

avec# � �, est un isomorphisme.

En ce qui concerne les problèmes de Neumann non homogènes ou harmoniques, on
utilisera la proposition 5 et le corollaire 2 de l’annexe A.
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1.2.3 Choix de la représentation vectorielle

On se propose dans cette section de choisir les systèmes de coordonnées pour la po-
sition des points et la représentation des vecteurs. Le critère de choix est le découplage
optimal des équations.

L’approche classique pour calculer un champ de vecteur� satisfaisant��� � 	 �
et ���� 	 � est le passage par l’intermédiaire d’une fonction courant$ solution du
problème elliptique sous-déterminé suivant :�����������

��$ 	 � ��� �

���$ 	 � ��� �

���$ � �� 	 � ��� 
�

Effectivement,� 	 ���$ satisfait bien���� 	 ��� ����$� 	 � et���� 	 ���$��� 	 �,
où le vecteur normal à
� est�� 	 ����. De plus,���$ 	 � garantit

��� � 	 ��� ����$� 	 �����$���$ 	 �

En pratique, la condition���$ 	 � est vérifiée à travers les conditions aux limites sur$.
En effet, si���� 	 �, alors la divergence de la solution de���

��$ 	 � ��� �

���$ 	 � ��� 
�

est solution du problèmescalaire���
�����$ 	 � ��� �

���$ 	 � ��� 
�

d’où ���$ 	 � sur tout� par unicité.

La formule (1.9) montre que��$ 	 �, avec une représentation vectorielle en coor-
données cylindriques, est un problème de trois équations aux dérivées partielles couplées,
alors qu’en représentation cartésienne, les équations sont découplées. Ce couplage est
prohibitif car il interdit l’utilisation de solveurs scalaires pour un tel problème elliptique.

C’est pourquoi on choisira une représentation vectorielle cartésienne dans un système
de coordonnées cylindriques, naturellement adapté à la géométrie du domaine.Par contre,
l’inconvénient de la représentation cartésienne est le couplage des conditions de bord.
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En effet, d’une part on a

�� ���$ � ���
���$ � ��

���$ � ���

�� 	

�����������

�

�


$�


!
� 
$



�


$�


�
� 
$�


�

�

�

�

�$



�
� 
$�


!

�

�����������
d’où

� � �� 	 ���$ � ��� 	 �

�


$�


!
� 
$



�
et puisque$
 	 $ � ��
 	 $� ��� ! � $� ��� ! , la condition de non-pénétration s’écrit, en
représentation cartésienne :

� � �� 	 �

�


$�


!
�

$�


�
��� ! � 
$�


�
��� ! 	 �

D’autre part, on a
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donc les conditions au bord s’écrivent���������
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Ainsi, l’utilisation d’une représentation cartésienne découple les équations à l’inté-
rieur du domaine, mais couple fortement les conditions au bord. Il n’y a d’ailleurs pas
de manière efficace pour les découpler. C’est pourquoi on utilisera une quatrième compo-
sante, appeléepotentiel courant, ajoutant un degré de liberté dans le domaine et permet-
tant le découplage des conditions de bord.

1.2.4 L’équation du courant et du potentiel courant

Soit� un champ de vorticité que l’on suppose de divergence nulle. On introduit alors
les fonctionscourant$ (vectorielle) etpotentiel courant� (scalaire) solutions de���

��$ 	 � ��� �

���$ 	 � ��� 
�

�����
��� 	 � ��� �


�


�
	 ���$ � �� ��� 
�

(1.11)
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L’existence et l’unicité des solutions de ces problèmes dépendent des conditions de
bords que l’on ajoute à���$ 	 �. Dans le cas des coordonnées cylindriques, nous verrons
dans la partie 1.3 que cela conduit à des conditions limites de type Dirichlet et Neumann
non homogènes.

Le calcul pour trouver le champ de vitesse et ses caractéristiques est obtenu par la
propriété suivante :

Propriété 1 Soient� 	 � � IR où � est une couronne bornée deIR�, et � un champ
de IL �

������
�. S’il existe des solutions$ dansIH�

������
� et� dansIH�

������ aux problèmes
(1.11), avec# � �, alors le champ

� 	 ���$ ��� � IH���
��� ���

� (1.12)

vérifie���� 	 � sur�, et���� 	 � sur
�. D’autre part, si� � IH������, alors��� � 	 �.

Démonstration

Toutes les dérivations de premier ordre sont dans IH���
��� ��� � IL�

������ par hypothèse sur�
et�. Commençons par les deux égalités qui n’utilisent pas l’hypothèse de divergence nulle de�.
En effet, quelle que soit la valeur de	
� �, on a

	
� � � 	
� �
����� 	
� ���� � ��� � �
et

� � �� � 
��� � ����� � �� � �
sur le bord��.

D’autre part, puisque	
� � � �, � � 	
�� est solution de l’équation :��
�

��� � 	
� � � � 	�
 �

� � � 	�
 ��

Par unicité de la solution on a	
�� � � sur tout�. Ainsi, on a


��� � 
�� �
����� 
�� ���� � ��� ��	
�� � � ��	
�� � �

�

La formule (1.12) donne donc un champ de vitesse� à partir des solutions de (1.11),
et vérifiant��� � 	 �, ���� 	 � et� � �� 	 �.

1.2.5 Hypothèse de fibration

Une façon d’obtenir la condition qui implique���$ 	 � dans (1.11) est d’imposer au
bord$� 	 �, $� 	 � et ensuite


$�


�
	 �
$�


�
� 
$�
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Il en découle que la fonction

���
	 !	 �� 	

� �





$�


�
��
	 !	 %� �% avec $� 	 $� ��� ! � $� ��� !

intervient naturellement comme condition de bord de type Dirichlet non homogène pour
la fonction$�. En effet, si$� 	 � et$� 	 � au bord, alors$� 	 �� garantit que
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�
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!
	


$�


�
�

$�





car$� et$
 sont identiquement nulles sur le bord, et donc finalement���$ 	 �.

Néanmoins, on recherche les fonctions$�, $� et$� parmi les fonctions�-périodiques
en�, d’où la condition

�! � ��	 �&�	 ���
	 !	 ��������
	 !	 �� 	 $���
	 !	 ���$���
	 !	 ���� 	 � (1.13)

qui n’est pas nécessairement satisfaite.

En effet, on peut construire un contre-exemple dans��������� : soit

$���	 !	 �� 	 &�� ��� � ��� ! ���� �

et $���	 !	 �� 	 �, sur le domaine� � �&	 �&� et � � ��	 �� avec� 	 �&, domaine qui
correspond à une période et que l’on note'.

On considère alors�� 	 ��$� et�� 	 ��$� 	 �, et on a�
�

(� �� 	 � et
�
�

$� �� 	 �

ainsi que$���	 !	 �� 	 � en� 	 & et� 	 �&, pour tout! et�. On a alors� ��





$�


�
��	 !	 %� �% 	 � ��� ! ��� �

et donc pour�
 	 & ou�
 	 �&, c’est-à-dire sur les bords de� :

���
	 !	 �&� 	

� ��





$�


�
��
	 !	 %� �% 	 ��� ! ��� ! �	 � pour presque tout!

Dans ce cas, la fonction� n’est pas�&-périodique et donc ne peut pas être utilisée
comme condition de Dirichlet non homogène pour$�.

C’est pourquoi on introduit une hypothèse sur la vorticité moyennée en�, ditehypo-
thèse de fibration3. Si cette hypothèse est satisfaite, le découplage est relativement naturel
et sera décrit en (1.3). Dans le cas contraire, il faut utiliser une méthode plus élaborée, qui
nécessite des problèmes aux limites elliptiques annexes, et qui sera décrite en (1.4).

Cette hypothèse est la suivante :
3La vorticité moyennée en	 signifie que l’on intègre
 le long des fibres périodiques de�, en considé-

rant� comme un fibré vectoriel trivial� � IR
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Définition 1 Soit� un domaine cylindrique deIR� décomposé en� 	 ��IR, où� est un
ouvert arbitraire deIR�. Soit� une fonction telle que pour tout��	 
� � �, � �
 ���	 
	 ��
soit dansIL�

����IR�. On dit que� satisfait l’hypothèse de fibrationsi et seulement si

���	 
� � �	
� �




���	 
	 �� �� 	 �

Cette hypothèse est plus forte que l’hypothèse de moyenne nulle, mais si les compo-
santes�� et�� la satisfont, alors� est�-périodique. En effet, on a la

Propriété 2 Soit� un domaine cylindrique deIR� décomposé en� 	 � � IR, et borné
dans la direction radiale (ie� borné). Soit une fonction� � IH���� qui vérifie l’hypo-
thèse de fibration. Alors la solution du problème aux limites elliptique de type Dirichlet
homogène ���

��� 	 � ��� �

� 	 � ��� 
�

est unique dansIH���
��� ��� et vérifie

� �





�


�
��	 
	 �� �� 	 � pour tout��	 
� � �.

Démonstration

� � IH�
������ et le problème est donc bien posé d’après la proposition 1 et� � IH ���

��� ���.

D’autre part

���IL�
������

�

�
�
	� 	 �
 �

�
��������	�

IL�
������

où� est la période de� qui définit� � 
���� �� (cf. annexe A).

On introduit��
� �� �
� �



��
� �� �� ��, qui est donc solution de
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� � � 	�
 �


Puisque
 est borné, on obtient immédiatement� � �, et avec� � IH�
������ d’où

� �
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�
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� �� �� �� �

��

�

�
� �� � �

�

1.3 Construction du champ de vitesse

Les propriétés précédentes permettent d’énoncer la méthode de construction d’un
champ de vitesse, ainsi que sa régularité :
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Théorème 1 Soit� 	 � � IR où� est une couronne bornée deIR�. Soit� un champ de
vecteurs tel que

� � �IH�
������

� � IH�
������

	 � IH������

et dont les deux premières composantes vérifient l’hypothèse de fibration. On considère
les problèmes de Poisson aux conditions limites de type Dirichlet homogènes :���

��$� 	 �� sur�

$� 	 � sur
�

���
��$� 	 �� sur�

$� 	 � sur
�
(1.14)

Ces problèmes ont des solutions classiques, uniques, dansIH	
������, et la fonction

���	 !	 �� 	

� �





$�


�
��	 !	 %� �% où $� 	 $� ��� ! � $� ��� ! (1.15)

définie sur chaque composante connexe de
�, est�-périodique. On considère alors les
problèmes de Poisson aux conditions limites de type Dirichlet et Neumann non homo-
gènes : ���

��$� 	 �� sur�

$� 	 �� sur
�

�����
��� 	 � sur�


�


�
	 ��

�


�


!
sur
�

(1.16)

Ces problèmes ont des solutions uniques dansIH�
������, à une constante près pour�. Le

champ� 	 ���$��� est alors défini de manière unique dansIH�����, vérifie���� 	 �
et ��� � 	 � sur�, ainsi que� � �� 	 � sur
�.

Démonstration

Notons que le champ unitaire normal aux surfaces�� vaut��� sur la composante connexe inté-
rieure de��, et���� sur la composante connexe extérieure. C’est pourquoi on présente l’énoncé du
théorème et la démonstration avec��� plutôt qu’avec�� : cela évite de distinguer surfaces intérieures
et extérieures.

1. Existence et unicité de�� et �� – On utilise la proposition 1 : pour un problème aux
limites elliptique de type Dirichlet homogène et périodique, on a des solutions uniques� � et��

dans IH	������.

2. Fonction� et sa�-périodicité – Les fonctions
���

�

et

���

�

sont dans IH������� et vérifient

pour tout�
� �� � 
 :

� �




���

�

�
� �� �� �� �

� �




���

�

�
� �� �� �� � �

d’après la propriété 2. La fonction�� définie sur� par

���
� �� �� � � �
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� �� �� �
� � ��
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est donc dans IH�������. On a alors� � �����
��

qui appartient à IH�	���� ����.

3.Fonction�� – On utilise à nouveau la proposition1, mais pour un problème non homogène :
on a�� � IH�

������ et� � IH�	�
��� ����, d’où l’existence et l’unicité de la solution� � dans IH�������.

4. Consistance du problème de Neumann– Soit� � �� � ��. Il suffit de s’assurer que�
�

�
�




��

��

	
�	 � �

Puisque�
 est identiquement nulle sur��, on a

��



��

��
�
�




���

��
� ��� � ��
 � ��� � ��
 � ��
 � ��� � 
��� � ���

Les deux composantes connexes de� sont de la forme� � ��� ��, où� est un cercle, eta
fortiori une courbe fermée régulière. Or pour tout cercle��

��

���

��� � ��� �	 �

�
��

���

��� � ��
 �	�
�
��

���

��
 � ��� �	

�

� �




�

�
��� � ���

	
�� � �

d’où le résultat.

5. Manque de régularité de� – Raisonnons sur les données immédiatement disponibles.
D’une part, on a

��



��

��
� 
��� � ���

et d’autre part� � IH�
������

�, donc
��� � IH�
������

�, et ainsi
��� � ��
��
��

� IH�	�
��� ����.

D’après la proposition A.8, il existe une unique solution� dans IH�
������

�. On a alors� �

������ � IH�

������
�. Ce qui est gênant car la donnée est� � IH�

������
� est plus régulière que

le résultat, malgré la relation
��� � � que l’on va démontrer au point 6.

6. Régularité � � IH�
������ – La condition aux limites s’écrit
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La correspondance entre les dérivées normales permet de gagner un degré de régularité. Appelons
à nouveau
� et
� les rayons de la couronne
, et considérons une fonction� � 
���
�� 
��� telle
que��
�� � ���
� et���
�� � � pour
� et
�. On pose alors

�
�
� �� �� � ��
�

� �




���

��
��

qui est une fonction de IH�������
�, et

��

�


� ���
 � �
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et par conséquent, sur le bord, on a

��

�


� ��



� �




����

�
��
�� �

��

�


Il suffit alors de considérer��, unique solution à une constante près du problème de Neumann
homogène ����

���
���� � ��

���
��
� �

dans IH�������
� d’après la proposition 5 de l’annexe A. En effet,� � �� � �
 est donc aussi

dans IH�������
� et est bien solution du problème harmonique. Ce gain de régularité est dû à la

fonction de redressement, qui fait apparaître explicitement une dérivée normale, et qui est donc
bien compatible avec une condition de type Neumann (on pourrait d’ailleurs énoncer un résultat
similaire pour un domaine exterieur,ie 
 non borné, inspiré des théorèmes 3 et 5 de II.4 dans
[51]).

7. Propriétés de� – Les conditions limites de type Dirichlet homogènes� � � � et�� � �
sont équivalentes à�� � � et�
 � �. On a donc

	
� � �
�



�� �

���

�

�
�




��


��
�

���

��
�

���

�

� ��

��
� �

On peut alors appliquer la propriété 1 et on obtient immédiatement le résultat souhaité.
�

Plusieurs remarques s’imposent. On aurait pu définir une formulation variationnelle
vectorielle inspiré du problème de Stokes. Ce théorème ne fournit pas un résultat optimal
de régularité des champs satisfaisant���� 	 �, ���� 	 � et���� 	 �. Par contre, il fournit
unalgorithme de calculdu champ de vitesse, par la résolution de problèmesdécoupléset
bien posés. Cet algorithme permet d’utiliser des méthodes numériques performantes sur
les problèmes elliptiques standards scalaires, tout en fournissant un résultat de régularité
des solutions du problème continu (entre autres la continuité du champ de vitesse).

D’autre part, on peut un peu généraliser la régularité de la solution : Si� � IH�
������

�,
alors$ � IH���

��� ���
� et� � IH���

��� ���, et donc� � IH�
������

�. Y compris avec# 	 �.

Remarquons aussi que la divergence de� ne dépend pas de la divergence de�. Effec-
tivement,���� 	 ��� 	 � quelle que soit la valeur de����. Par contre, si��� � �	 �,
alors��� � �	 �.

Il est aussi nécessaire d’ajouter quelques mots sur l’hypothèse de fibration. Cette hy-
pothèse a l’air plus restrictive qu’elle ne l’est réellement. En effet, il suffit qu’il existe
un plan de symétrie de l’écoulement orthogonal au cylindre pour que l’hypothèse de fi-
bration soit satisfaite. Or c’est ce qui se passe en pratique pour les applications que l’on
considère : pour un sillage sans vorticité initiale, ou bien pour l’étude d’une structure
tourbillonnaire dont la condition initiale présente un plan de symétrie qui se conserve (par
exemple les anneaux tourbillonnaires ou les dipôles).
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Par ailleurs, la fonction� joue un rôle central : toute l’évaluation du champ de vitesse
repose sur elle, notamment la divergence de� et la condition de non-pénétration� ���. De
plus, une mauvaise évaluation numérique de� peut conduire à un problème de Neumann
harmonique mal posé (point 4 de la démonstration).

Or la �-périodicité de la fonction� est démontrée implicitement par la propriété 2.
Il n’est donc pas évident, numériquement, que���	 !	 �� 	 � comme c’est le cas pour le
problème continu ; surtout si l’on souhaite utiliser un schéma d’intégration explicite.

En conclusion, l’intégration numérique pour évaluer� pose le même problème qu’un
champ de vorticité ne satisfaisant pas l’hypothèse de fibration, bien que l’effet de cette er-
reur numérique soit souvent négligeable. Pour obtenir un champ de vitesse à partir d’une
fonction� qui n’est pas exactement périodique, ou bien à partir d’un champ de vorticité
sans hypothèse de fibration, nous allons introduire des problèmes elliptiques bidimension-
nels annexes.

1.4 Champs sans hypothèse de fibration

On considère à présent un écoulement qui ne satisfait pas l’hypothèse de fibration. La
fonction

���	 !	 �� 	

� �





$�


�
��	 !	 %� �% (1.17)

définie sur
�, n’est plus nécessairement�-périodique.

Numériquement, même si l’hypothèse de fibration est vérifiée, si le schéma d’intégra-

tion en� brise la périodicité, on a���	 !	 �� 	 ���	 !��

� �





$�


�
��
	 !	 %� �%, ce qui revient

à supposer que l’hypothèse de fibration n’est pas satisfaite.

On va donc montrer que l’on peut construire un champ de vitesse ayant les bonnes
propriétés en introduisant des problèmes de Poisson bidimensionnels. On considère tout
d’abord les notations suivantes :

Notations 1 (Perturbations moyennes)Soit� 	 � � IR où� est une couronne bornée
de IR�, et rayon intérieur�� et extérieur��. Soit un champ� � IH�

������
� � IH������.

On considère la fonction vectorielle�$ 	

�$�	 �$�	 �$�

�
et les problèmes de Poisson

aux conditions limites de Dirichlet homogènes suivants :

����

�����������
���$� 	 �� ��� �

�$� 	 � ��� 
�

�-périodicité en�

����

�����������
���$� 	 �� ��� �

�$� 	 � ��� 
�

�-périodicité en�
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On connaît ainsi les composantes radiales et angulaires�$� et �$
. On considère aussi
le terme de divergence longitudinale sur
�, c’est-à-dire pour� � IR :

���	 !	 �� 	

� �





 �$�


�
��	 !	 %� �%

ainsi que son écart à la périodicité) et la moyenne de cette écart)
 par

)��	 !� 	
�

�
���	 !	 �� �� )
��� 	

�

�&

� ��




)��	 !� �!

définies pour� � ���	 ���. On pose alors�������
*��	 !	 �� 	 ���	 !	 ��� �)��	 !�

+��	 !� 	

� 





�
)��	 ,�� )
���

	
�,

et on considère le problème aux limites elliptique de type Dirichlet non homogène

��	�

�������
���$� 	 ��

�$� 	 �* ��� 
�
et�-périodicité en�

Une première remarque : la fonction* est dans IH���
��� ���, malgré sa forme

*��	 !	 �� 	 ���	 !	 ��� �)��	 !�

qui ne le laisse pas supposer. En effet,

�$�


�
� IH���

��� ���, d’où

���	 !	 � � �� 	

� ���





 �$�


�
��	 !	 %� �% 	 ���	 !	 �� � ���	 !	 ��

et donc

*��	 !	 � � �� 	 ���	 !	 � � ��� � � �

�
���	 !	 ��

	 ���	 !	 �� � ���	 !	 ��� �

�
���	 !	 ��� ���	 !	 �� 	 *��	 !	 ��

La fonction� est donc par construction dans IH����� � ��	 ��� pour tout réel positif
�, ainsi que la fonction*. De plus* vérifie * � IL �

������. D’après la proposition 6 de
l’annexe A, on a ainsi* � IH���

��� ���.

Les problèmes aux limites elliptiques����, ���� et ��	� sont alors bien posés, et la

fonction �$ 	 
�$�	 �$�	 �$�

�
est dans IH���

��� ���
� � IH���

��� ��� 
 IH���
��� ���

�.
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Notations 2 (Problèmes de Poisson correctifs)Sous les notations 1, on considère les
problèmes aux limites suivants :
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�

�����
� ��� �

�
 � �

�

��
 	 � sur ���	 ���

 � � � 	 �)
 pour � � ���	 ���
ainsi que les problèmes aux limites de type Robin homogène et Dirichlet non homogène,
réduits en� et couplés

��� � ���
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Notons que le couplage des équations��� � ��� est beaucoup moins gênant que les
couplages évoqués à la section 1.2.3 car ils sont bidimensionnels. En pratique il sont
résolus par un algorithme de point fixe relaxé : on pose canoniquement- 	 �-�	 -
�,
� 	 ��	 ��, , le paramètre de relaxation, ainsi que

. 	

�
� �
�� �

�
Les équations��� � ��� s’écrivent alors�������������
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que l’on résout en itérant les résolutions de�������������
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On peut alors construire un champ de vitesse à partir d’un champ de vorticité dont les
composantes ne vérifient pas nécessairement l’hypothèse de fibration. C’est l’objet du
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Théorème 2 Soient� 	 � � IR où� est une couronne bornée deIR�, � un champ de
IH�

������
��IH������, les notations 1-2, et les solutions des problèmes elliptiques���� � � � ����.

Si on pose

$��	 !	 �� 	 �$��	 !	 ���  ������ � -���	 !���� � -
��	 !���


alors$ est�-périodique en� et on a��$ 	 � et���$ 	 �.

D’autre part, si on considère le problème de Poisson

��
�

�����
��� 	 �


�


�
	 ���$ � ��

alors� 	 ���$ ��� vérifie���� 	 �, ���� 	 � et� � �� 	 �.

Démonstration

1. �-périodicité de � – �, �� et �
 ne dépendent pas de�. �� étant�-périodique, on a�-
périodicité de

��
� �� �� � ���
� �� ��� ��
���� � ���
� ����� � �
�
� ����


2. Laplacien de� – Posons���
� �� �� � �� ��� � �
 ��
 � ����. On a alors

��� � �� �� � ������� � ���
D’après la formule (1.9), on a
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����� � ����
����� � �
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��� �


�
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��� � �

et��� � �, d’où
��� � �� �� � �

3. Divergence nulle– En développant l’expression de la divergence sur��, on obtient
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Posons� � 	
��. � vérifie alors : ��
�

��� � �

� � � 	�
 ��

donc� est identiquement nulle par unicité, et par conséquent	
�� � � sur tout�.

4.Formule du champ de vitesse– Les calculs du début de cette partie s’appliquent à nouveau,
c’est-à-dire

� � 
��� ���

et donc������
�����

	
� � � 	
� �
����� 	
� ���� � ��� � �

� � �� � 
��� � ��� �� � �� � �


��� � 
�� �
����� 
�� ���� � ��� ��	
� � � � ��	
�� � �  �!	"�� 	
�� � �

�

Ce théorème conclut la construction d’un champ de vitesse à divergence nulle et sans
pénétration.

En résumé, le calcul d’un champ de vitesse vérifiant les hypothèses (1.8) se fait de
deux façons. Si le champ de vorticité vérifie l’hypothèse de fibration, le théorème 1 donne
la construction du champ de vitesse à partir de la résolution de quatre problèmes de Pois-
son tridimensionnels scalaires et découplés.

Dans le cas où le champ de vorticité ne vérifie pas l’hypothèse de fibration, le théo-
rème 2 donne le champ de vitesse en ajoutant au théorème 1 des problèmes de Poisson
correctifs, un en dimension 1 et deux couplés en dimension 2, que l’on résout par un
algorithme de point fixe relaxé.

Numériquement, on résout ces problèmes de Poisson non séparables à l’aide du sol-
veur de Poisson-Helmholtz mis au point par J. Adams (cf. [1] et [2]), basé sur des mé-
thodes de multirésolution cyclique (voir aussi [20], [23] et [119]).



Chapitre 2

Calculs de couches limites

L’algorithme à pas fractionnaires utilisé pour approcher les solutions des équations de
Navier-Stokes, en formulation vitesse-vorticité, comporte en pratique quatre étapes. On a
tout d’abord une étape deconvectionqui utilise un champ de vitesse vérifiant��� � 	 �,
���� 	 � et� � �� 	 � au bord. Ce champ de vitesse ne prend pas en compte les effets de
glissement qui apparaissent par convection.

Suivent alors une étape deremaillagequi enlève les effets de distorsion dans la répar-
tition des particules, une étape dediffusionet une étape deflux de vorticitéqui annule les
vitesses de glissement.

Ce chapitre expose le dernier point, résolu en produisant un flux de vorticité sur le
bord. En dimension 2 (� est alors scalaire), cette équation s’écrit, dans un domaine� de
bord circulaire et sur un pas de temps��
	 �
 � Æ�� :�����������������


�


�
� ��� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

���	 �
� 	 � pour tout� � �

�

�


�
	 �
�



�
sur
����
	 �
 � Æ��

où � est la vitesse tangentielle créée par viscosité. Cette méthode en dimension 2 a été
introduite indépendamment par [39] et [83]. Elle a déjà été implémentée et validée dans
[85] et utilisée dans [109], toutes ces références concernant le cas bidimensionnel.

On commence ce chapitre par la présentation de deux cas simplifiés, le problème 2D
à la section 2.1.1 et le problème dans le demi-espace à la section 2.1.2. L’avantage de
ce dernier est qu’il ne présente pas de courbure, ce qui permet de formaliser de manière
simple le calcul de ces flux en dimension 3.

On montre ensuite, dans la section 2.2, que les équations dans le demi-espace ne se
transcrivent pas directement pour un bord présentant une courbure, d’où la nécessité d’un
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terme de bord correctif prenant en compte les effets de courbure.

On résume alors les sections précédentes à la section 2.3 en donnant l’expression
du problème tridimensionnel avec les conditions de flux correctes. Grâce à l’invariance
du domaine dans la direction axiale, on peut décomposer ce flux vectoriel en deux flux
scalaires : le calcul du flux axial est développé à partir du cas bidimensionnel, à la section
2.4, tandis que le flux azimutal est décrit à la section 2.5, à partir d’une équation intégrale
différente du cas axial.

On synthétisera les deux flux précédents en un schéma vectoriel à la section 2.6, où
l’on montrera l’efficacité de ce schéma sur l’exemple délicat d’un anneau tourbillonnaire
à�� 	 ���. On montrera aussi que jusqu’à un certain point, en cas de sous résolution,
cette méthode reste efficace.

Notons qu’à la section 5.1 du chapitre 5, nous introduirons un facteur de forme qui
permet de rendre plus précises ces formules de flux : en cas de rotation du cylindre, on
produira ainsi algébriquement la circulation théorique.

2.1 Problèmes continus simplifiés

2.1.1 Le cas bidimensionnel

On considère un champ de vorticité�� pour� 	 �
. On calcule la diffusion en résolvant
le problème aux limites parabolique suivant :

�����������������


��


�
� ���� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

����	 �
� 	 ����	 �
� pour tout� � �


��


�
	 � sur
����
	 �
 � Æ��

(2.1)

Il se crée alors une vitesse définie pour tout temps� entre�
 et �
 � Æ�, dite vitesse
de glissementet reliée à�� par les équations (1.2.2) page 26. On retrouve souvent cette
vitesse notée��������� dans la littérature. On s’intéresse à la composante tangentielle de
cette vitesse, que l’on note�
��� (en principe la vitesse normale est nulle).
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On crée alors le flux de vorticité suivant, qui annule les vitesses tangentielles :

�����������������


�	


�
� ���	 	 � sur����
	 �
 � Æ��

�	��	 �
� 	 � pour tout� � �

�

�	


�
	 �
�



�
sur
����
	 �
 � Æ��

(2.2)

La fonction� 	 �� � �	 est alors une approximation de

�������������


�


�
� ��� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

���	 �
� 	 ����	 �
� pour tout� � �

���	 �� 	 � sur 
����
	 �
 � Æ��

(2.3)

où pour tout�, � est le champ de vitesse associé à�.

L’équation (2.3) est un schéma qui évalue la diffusion et le flux qui assure le non-
glissement. Le reste de ce chapitre se focalise sur deux points : d’une part la manière
de formaliser l’équation (2.2) en dimension 3 en présence de courbure, et d’autre part la
méthode pour en construire une solution explicite, dont l’évaluation est rapide.

2.1.2 Le demi-espace

On considère le problème précédent en trois dimensions, que l’on simplifie par ab-
sence de courbure : soit� 	 ���	 ��	 ��� un champ de vorticité dans le demi-espace
IR� � IR�, la base de IR� étant alors notée����	 ���	 ����.

�� est la composante normale au bord du domaine, le champ unitaire normal au bord
étant�� 	 ���. On note� 	 ���	 ��	 ��� le champ de vitesse associé à la vorticité solution
du problème de diffusion.

Le bord étant à présent de dimension 2, on a deux flux de vorticité. Le problème
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parabolique modélisant ces flux s’énonce de la façon suivante dans le demi-espace :�������������������������������������


�


�
� ��� 	 � sur����
	 �
 � Æ�� (2.4.1)

���	 �
� 	 � sur� (2.4.2)

�

��


��
	 �
��


�
sur
����
	 �
 � Æ�� (2.4.3)

�

��


��
	 �


��

�

sur
����
	 �
 � Æ�� (2.4.4)

�� 	 � sur
����
	 �
 � Æ�� (2.4.5)

Les équations (2.4.1) et (2.4.5) impliquent

���


���
	 �. Si le champ� découle d’un

champ de vorticité��, on a alors sur
� :

���

�

�


��

�
	





��


��


��
�





��


��


��
�

���


���

	




�

�

��

��

� 
��

��

�
	





�
���� � ��� 	 
���


�
	 �

calcul que l’on trouve à la section 6.3.3 de [43].

Dans le cas des coordonnées cartésiennes, des dérivées commutent et on obtient


����


�
	

����


��
	 ���

�

�


��

�
	 �

La divergence de ce schéma est donc solution de���������������������


����


�
� ������ 	 � sur����
	 �
 � Æ��

��� ���	 �
� 	 � pour tout� � �





�
���� 	 � sur
����
	 �
 � Æ��

ce qui implique que���� 	 � pour tout� de��
	 �
 � Æ��. Ce schéma ne crée donc pas de
divergence dans le demi-espace.

Malheureusement, en général, les dérivées ne commutent pas avec la dérivée normale,
c’est-à-dire

���

�

�


�

�
�	 
����


�
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Nous allons montrer que ce problème, s’il est retranscrit tel-quel pour un domaine
courbé, crée de la divergence. On montrera alors qu’en ajoutant un terme de courbure, on
obtient une solution sans divergence.

En ce qui concerne les simulations numériques, dans le demi espace, qui utilisent ce
type de flux, on pourra consulter [129] (collision d’un anneau de vorticité avec un mur
basé sur un schéma de différences finies, cf. [103]).

2.2 Effet de courbure

Soit � une couronne bornée de IR� et � 	 � � IR. On munit chaque composante
connexe de
� 	 
� � IR d’un champ normal unitaire�� et d’un repère local du plan
tangent����	 ����. Puisque
� se réduit à deux cercles concentriques centrés sur l’origine,
ces champs sont naturellement les vecteurs de base en coordonnées cylindriques :�� 	 ���,
��� 	 ��� et��� 	 ��
.

Nous allons à présent montrer dans la section 2.2.1 que sans un terme de courbure
correctif, un flux calculé par une condition limite de Neumann crée de la divergence. On
définira alors dans 2.2.2 la bonne condition aux limites, qui est de type Robin.

2.2.1 Flux sans terme de courbure

Si on écrit le problème continu (2.4) sur un pas de temps��
	 �
� Æ��, pour une surface

� courbée : �����������������������������������


�


�
� ��� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

���	 �
� 	 � sur�

�

�


�
� ��� 	 �
�


�
� ��� sur
����
	 �
 � Æ��

�

�


�
� ��� 	 �


�


�
� ��� sur
����
	 �
 � Æ��

� � �� 	 � sur
����
	 �
 � Æ��

(2.5)

où le champ de vitesse� est associée à une vorticité��, et vérifie donc��� � 	 ��, ���� 	 �
et� � �� 	 �.

Comme nous l’avons déjà signalé, cette vitesse est souvent notée���������. Le terme

��
� est la dérivée de la vitesse associée à la vorticité de diffusion. Puisqu’au début d’un
pas de temps la vitesse est celle de la fin de cette étape pour le pas de temps précedent,
elle vérifie���
� 	 � sur le bord, et on obtient ainsi une approximation de (2.5) à l’ordre 1
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des conditions sur
����
	 �
 � Æ�� :�����������������

�

�


�
� ��� 	 �� � ���

Æ�

�

�


�
� ��� 	 �

� � ���
Æ�

� � �� 	 �

(2.6)

où� 	 ���
 � Æ��, car


�


�
��
 � Æ�� 	

���
 � Æ��� ���
�

Æ�
���Æ�� 	 ���
 � Æ��

Æ�
���Æ��

En cas de rotation du cylindre, avec une vitesse surfacique��, cette approximation
devient


�


�
��
 � Æ�� 	


��

�
��
 � Æ�� �

���
 � Æ��

Æ�
���Æ��

et à la seconde ligne de (2.6) s’ajoute un terme d’accélération. La contribution d’une telle
accélération joue un rôle délicat dans l’évolution de la circulation, et sera développée à la
section 5.1 du chapitre 5 de la seconde partie, relative aux sillages.

Revenons au calcul de la divergence du champ créé par ce problème. En coordonnées
cylindriques, si on considère une fonction����	 !	 �� 	 ����� � �
��
 � �����, on a

��� �� 	
�

�


���

�

�
�

�


�


!

�

��

�

d’où

���

�

 ��


�

�
	
�

�





�

�
�

��

�

�
�
�

�


��


�
!

�

���

�
�

et




�
��� �� 	


���

��

�
�

�


��

�

� ��
��
�
�

�


��


�
!

� �

��

�


!

�

���

�
�

On a finalement





�
��� �� 	 ���

�

 ��


�

�
� ��
��

� �

��

�


!

A partir du problème (2.5)-(2.6) et de��� � 	 �� où �� n’a pas de composante radiale,
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on obtient
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���� 	 ���
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�
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� � ��

�

�




�


� � ��
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�
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� ��� � �

��

�



!
�

�

�Æ�
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�


��
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� �

�Æ�
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�
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�
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�
�
�
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�



!
�

�

�Æ�
����� � ����

	
�

��

�



!
�
���

�Æ�
	

�

��

�



!
(2.7)

La divergence de la solution du problème continu (2.5) est alors solution de���������������������


����


�
� ������ 	 � sur����
	 �
 � Æ��

��� ���	 �
� 	 � sur�





�
���� 	

�

��

�



!
sur
����
	 �
 � Æ��

En général, sur le bord,�
 dépend de!, et un tel schéma crée de la divergence.

2.2.2 Flux avec terme de courbure

Il découle de ce calcul qu’en changeant la condition de bord sur�
 	 � � ��, c’est-
à-dire en ajoutant un terme de courbure dans (2.6), on obtient un champ à divergence
nulle. En effet, si on appelle la courbure (ici���, voir page 32), et si on choisit comme
conditions aux limites �����������������

�

�


�
� ��� 	 �� � ���

Æ�

�

�
 � �


�


�

�
� ��� 	 �

� � ���
Æ�

� � �� 	 �
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c’est-à-dire �����������������

�

��


�
	 ��


Æ�

�

�
 �
 �


�



�

�
	 �

��
Æ�

�� 	 �

(2.8)

alors le flux de divergence devient
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� �

�Æ�
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�Æ�
���� � � ���� 	 ���

�Æ�
	 �

La divergence est alors solution de���������������������


����


�
� ������ 	 � sur����
	 �
 � Æ��

��� ���	 �
� 	 � sur�





�
���� 	 � sur
����
	 �
 � Æ��

Elle est donc identiquement nulle. On obtient alors un algorithme qui ne crée pas de
divergence. De plus, si la courbure est nulle, on retrouve exactement la solution donnée
dans [43] pour le demi-espace.

Dans le cas peu visqueux, c’est-à-dire pour� � �, le terme de courbure peut être
considéré comme une perturbation. En effet,�
 est de l’ordre de��

�
�, tandis le flux


�
�
� est de l’ordre de���. On a alors

� �
 �  
�
� � �


�



�

Les calculs qui suivent permettront de préciser ce point.
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2.3 Modèle de flux de vorticité, résumé

Le problème (2.5) muni des conditions aux limites (2.8) s’écrit donc, pour un pas de
temps��
	 �
 � Æ�� :�������������������������������������


�


�
� ��� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

���	 �
� 	 � pour tout� � �

�

��


�
	 ��


Æ�
sur
����
	 �
 � Æ��

�

�
 �
 �


�



�

�
	 �

��
Æ�

sur
����
	 �
 � Æ��

�� 	 � sur
����
	 �
 � Æ��

(2.9)

où le champ de vitesse� est associée à la vorticité�� de l’étape précédente dans l’algo-
rithme à pas fractionnaires.� vérifie donc��� � 	 ��, ���� 	 � et� � �� 	 �.

Ce problème se décompose en uneéquation axiale�����������������


��


�
� ���� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

����	 �
� 	 � pour tout� � �

�

��


�
	 ��


Æ�
sur 
����
	 �
 � Æ��

(2.10)

et, en notant�� 	 ���	 �
	 ��, uneéquation azimutale�������������������������


��


�
� ���� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

����	 �
� 	 � pour tout� � �

�

�
 �
 �


�



�

�
	 �

��
Æ�

sur
����
	 �
 � Æ��

�� 	 � sur
����
	 �
 � Æ��

(2.11)

où est la courbure du bord (��� pour un bord cylindrique).

Rappelons que l’on retrouve exactement le problème du demi-espace si la courbure
 est nulle. De plus, la solution�� 	 ���	 �
	 ��� vérifie ��� ����� 	 � pour tout� �
��
	 �
 � Æ��.
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2.4 Problème de la vorticité axiale

Cette section expose la méthode numérique utilisée pour résoudre le problème aux
limites parabolique (2.10). Il s’agit d’une technique de développement qui permet de don-
ner des solutions explicites à la formulation intégrale de (2.10).

On présente tout d’abord les fonctions spéciales qui interviennent dans cette section :
d’une part les noyaux de l’équation de la chaleur en dimension�, ce qui traite en même
temps les dimensions� et �, et d’autre part les fonctions de Kelvin qui permettent de
construire des solutions analytiques de (2.10).

On expose alors la méthode désormais classique (cf. [85], [39], [83], [43] et [109])
pour résoudre ce problème en dimension 2.

On montrera ensuite que l’on obtient les mêmes résultats en dimension 3 avec le
noyau de la chaleur approprié. Un exemple test sera alors utilisé pour mettre en évidence
la qualité de l’approximation numérique.

2.4.1 Fonctions spéciales

Noyaux de la chaleur

On considère, en dimension n, la fonction la gaussienne suivante, avec/ � IR� et
� � IR�

� :

0�/	 � � 	
�

���&� ��	�
��

����

��

Cette fonction vérifie

0


�
�/	 � � 	

�
� �

��
�

�/��
�� �

�
0

et�0 	 � /

��
0 , d’où

�0 	 ����0 	 �0���
�
/

��

�
� /

��
� �0 	

�
���� /
��

�
�/��
�� �

�
0

avec��� / 	 � donc

0


�
	 �0 	

��/��
�� �

� �

��

�
0

La fonction0�/	 � � est donc un noyau de l’équation de la chaleur, c’est-à-dire vérifie

0


�
��0 	 �, et la fonction0�/	 �� � est solution de


0


�
� ��0 	 �

De plus, au sens des distributions,0�/	 �� 	 Æ
.
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Fonctions de Kelvin

Considérons les fonctions de Bessel modifiées de seconde espèce d’ordre�, notées
��. Elles satisfont les équations :

��� �� � �� � � ��� � ���� 	 �

et se déduisent des fonctions de Bessel.� et1� par la relation

����� 	
2&

�
�.��2�� � 21��2���

On définit lafonction de Kelvin��� d’ordre � par

������ � IR �
 �

� ��
 2����

�
� �����		

	
Ces fonctions sont parfois connues sous le nom defonctions de Thompson. D’une manière
générale, on posera���� 	 ������� et��2� 	 �������.

2.4.2 Cas bidimensionnel

On répète ici textuellement la méthode exposée dans [85] et [43], et utilisée dans
[109], développée pour la dimension 2, mais en n’utilisant pas les mêmes approximations
pour le développement limité du potentiel.

Dans le cas bidimensionnel,� est une fonction scalaire et
� un cercle centré sur
l’origine. Sur un pas de temps��
	 �
 � Æ��, on a alors :�����������������


�


�
� ��� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

���	 �
� 	 � sur�

�

�


�
	 3

���
	 � �

Æ�
� ��
 sur
����
	 �
 � Æ��

(2.12)

On peut alors exprimer la solution���	 �� sous sa forme intégrale (cf. [54]) :

���	 �� 	

� �

��

�
��

0��	 �! /	 � �-�/	 � � �/�� (2.13)

où0 est le noyau de la chaleur en dimension 2 de centre�

0��	 �! /	 � � 	
�

�&���� � �
"#$

�
� ��� /��
����� � �
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et- est le champ surfacique qui définit les poids des gaussiennes, solution de

��
�
-��	 �� � �

� �

��

�
��


0


��
��	 �! /	 � �-�/	 � � �/�� 	 3 ��	 �� �� � 
� (2.14)

La stratégie retenue pour approcher les solutions de l’équation intégrale (2.14) est de
la simplifier en considérant les poids- indépendants du temps, puis de faire un dévelop-
pement de Taylor en�
 du potentiel double couche de la chaleur, défini par

�-��	 �� 	 �

� �

��

�
��


0


��
��	 �! /	 � �-�/� �/�� �� � 
� (2.15)

On en déduit alors un coefficient*��
� tel que

�-��
	 4� 	 -��
�*��
�4���4��
avec4 	

�
�Æ� . On trouve dans la littérature (cf. [85], [43]), la méthode qui permet

d’obtenir l’approximation de�- suivante1 :

*��
� 	 � ��
�

�
�
&

(2.16)

où ��
� est la courbure de
� en�
.

On montrera au chapitre 5 que l’on peut apporter une correction à ce coefficient qui se
révèle intéressante en présence de forte courbure ou de rotation : on obtient alors un flux
extrêmement proche du flux exact dans le cas où3 est constant.

En injectant cette dernière relation dans (2.14), on trouve

��
�
-����  ���

�

!
�Æ��& -��� 	 3 ��� �����Æ���	��

d’où la solution approchée

-��� � ��
� �  ���

!
�Æ��&

3 ��� �� � 
� (2.17)

D’autre part, on intègre0 en temps par un schéma d’Euler explicite sur le pas de
temps��
	 �
 � Æ��. on obtient alors� ���Æ�

��

0��	 �
 � Æ�! /	 � � �� 	 Æ�0��	 �
 � Æ�! /	 �
� ���Æ��

	 Æ�0��	 Æ�! /	 �� ���Æ��
(2.18)

On considère aussi un réseau�de
� dont les points sont distants deÆ5 les uns des autres.

On exprime alors la forme intégrale (2.13) du flux de vorticité�, solution du problème
(2.12), en discrétisant l’intégrale sur le bord et en utilisant les formules (2.17) et (2.18).

1On notera un signe différent et un facteur de��� par rapport aux références citées : il s’agit d’une
erreur de retranscription.
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On obtient finalement le schéma bidimensionnel suivant :

���	 �
 � Æ�� �
�
���

��
�/� Æ5

� �  �/�
!
�Æ��&

�

�&�Æ�
"#$

�
���� /��

��Æ�

�
(2.19)

Notons qu’appliquer un schéma de type point-milieu à l’équation (2.18) conduit à un
écart-type de la gaussienne deux fois plus petit, ce qui oblige à raffiner deux fois plus que
le schéma d’Euler pour des nombres de Reynolds élevés. C’est pourquoi on préfère le
schéma d’Euler malgré une moindre précision.

2.4.3 Equation intégrale tridimensionnelle

On considère un ouvert� 	 � � ��	 �� où� est le domaine extérieur au disque de
rayon�. 
� est alors la surface du cylindre de longueur� dont la base est le cercle de
rayon� centré sur l’origine.

On considère à nouveau le problème (2.12), mais à présent tridimensionnel :�����������������


��


�
� ���� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

����	 �
� 	 � sur�

�

��


�
	 3

���
	 � �

Æ�
� ��
 sur
����
	 �
 � Æ��

(2.20)

On introduit la fonction gaussienne de IR� centrée en� suivante :

0��	 �! /	 � � 	
�

�&�	���	���� � ��	�
"#$

�
� ��� /��
����� � �

 
et on remarque que l’on peut encore exprimer�� sous sa forme intégrale (2.13) :

����	 �� 	

� �

��

�
��

0��	 �! /	 � �-�/	 � � �/��

Le champ unitaire normal au bord étant le même qu’en dimension 2, on montre que
le champ- est encore solution de (2.14). On utilise� ��

��

�

� �&���� � ���	�
��

������

������� �/� 	
�

�&���� � �
��

�������
���������

�

������� �/�

avec/ 	 �/�	 /�	 /�� où /� représente la composante axiale. On retrouve alors le même
développement limité de�-, c’est-à-dire l’approximation (2.18) pour le champ surfa-
cique-. On décompose alors le bord du domaine
� en panneaux de surfaceÆ5Æ�, dont
les centres forment un réseau�.
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Le schéma tridimensionnel axial s’écrit ainsi

����	 �
 � Æ�� �
�
���

��
�/� Æ5Æ�

� �  �/�
!
�Æ��&

�

��&�Æ���	�
"#$

�
���� /��

��Æ�

�
(2.21)

2.4.4 Validation

On utilise l’exemple bidimensionnel de [85] comme exemple pour valider les schémas
(2.19) et (2.21) : soit un objet cylindrique de rayon� en rotation autour de son axe, ayant
une vitesse tangentielle�
��� 	 ��� �.

On considère alors les solutions axisymétriques���	 �� de l’équation de la chaleur
suivante ���������������������������

��
�


�


�
�

��


��
�
�

�


�


�
	 � sur ��	����IR� (2.22.1)

� �&-périodique en� (2.22.2)

�

�


�

����
���

	 ���

��

	 ��� � pour tout� � IR� (2.22.3)

���
���

���	 �� 	 � pour tout� � IR� (2.22.4)

que l’on intègre avec les schémas (2.19) et (2.21), dans un domaine tridimensionnel mais
avec invariance des solutions dans la direction de l’axe du cylindre.

On considère les fonctions suivantes, basées sur les fonctions de Kelvin définies à la
section 2.4.1 : ���

����� 	 �� ���
�6��� � �� ���
�6���

����� 	 �� ���
�6��� � �� ���
�6���
avec6 	 ��

�
�. On remarque qu’alors la fonction

���	 �� 	 �*������ )������ ��� �� �*����� � )������ ��� �

est solution de (2.22.1) pour tout couple�*	 )�, et de plus vérifie (2.22.4). La relation
(2.22.2) est trivialement vérifiée.

On pose alors

7 	
6
�
�

������6� �
et on remarque que)� 2* 	 ����6��7 est l’unique couple de paramètres permettant à�
de satisfaire (2.22.3). On a ainsi construit une solution analytique de (2.22).
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La figure 2.1 montre les performances des schémas (2.19) et (2.21), en exhibant les
profils de vorticité obtenus numériquement et le profil de la solution analytique, pour
différents temps. Elle montre aussi la vitesse résiduelle, qui est de l’ordre de����.

Pour des temps plus long, on observe néanmoins un déphasage entre les solutions
numériques et les solutions anaylytiques. Pour les simulations à plus long terme avec de
hautes fréquences de rotation, utilisées pour le contrôle de sillages, on introduira donc la
notion determe de courbure discrèteà la section 5.1 du chapitre 5. Cette notion prend
en compte les intégrales numériques et produit donc une circulation exacte, c’est-à-dire
égale à la production de circulation théorique.

La méthode utilisée pour cette simulation repose sur un algorithme de diffusion de
type PSE (cf. section 3.5 du chapitre 3), auquel on superpose les schémas (2.19) et (2.21).
La vitesse est calculée en utilisant le théorème 1 du chapitre 1, car� étant purement
axial, le champ de vorticité vérifie l’hypothèse de fibration. On obtient alors un schéma
numérique de résolution de l’équation de la chaleur.

Les paramètres numériques de cette simulation sont les suivants : le cercle unité est
divisé en 512 panneaux, avec une viscosité� 	 ����, c’est-à-dire un nombre de Reynolds
�� 	 ��, et un pas de tempsÆ� 	 �����. Le domaine en� est� � � � � � &��, divisé en
64 intervalles égaux, tandis que la direction axiale est étroite, c’est-à-dire� � � � &��
pour 16 intervalles. Notons que dans ce cas l’échelle de diffusion�

�
�Æ� � ����Æ� avec

Æ� 	 �Æ!.

2.5 Problème de la vorticité azimutale

On considère dans cette section l’équation de flux de vorticité azimutale�
, dont l’ex-
pression est couplée avec la vorticité radiale. Ce flux est donné par le système d’équations
(2.11), que l’on réécrit :

�������������������������


��


�
� ���� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

����	 �
� 	 � pour tout� � �

�

�
 �
 �


�



�

�
	 �

��
Æ�

sur
����
	 �
 � Æ��

�� 	 � sur
����
	 �
 � Æ��

(2.23)

où est la courbure du bord et�� 	 ���	 �
	 ��.

Si on écrit ces équations sous forme scalaire, c’est-à-dire composante par composante,
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on obtient deux problèmes couplés :�������������
��
�


��


�
���� � �

��
�� 	


�



!
sur����
	 �
 � Æ��

����	 �
� 	 � pour tout� � �

�� 	 � sur
����
	 �
 � Æ��

(2.24)

et �����������������

��
�


�



�
���
 � �

��
�
 	 �
��


!
sur����
	 �
 � Æ��

�
��	 �
� 	 � pour tout� � �

�

�
 �
 �


�



�

�
	 3

���
	 �

��
Æ�

sur
����
	 �
 � Æ��

(2.25)

2.5.1 Equation intégrale azimutale

De même que pour les problèmes axiaux, on cherche� sous sa forme intégrale

����	 �� 	

� �

��

�
��

0��	 �! /	 � ��-�/	 � � �/��

On remarque que��, solution de (2.24), est identiquement nul au bord. De plus les
solutions de ces problèmes n’ont de valeurs significatives que près des bords, ce qui im-
plique que la contribution de�� est très faible.

On fait alors l’hypothèse simplicafitrice suivante : on suppose le champ surfacique�-
tangentiel, ce qui veut dire�-��	 �� 	 -��	 ����
��� puisque� ���� est nul. La forme intégrale
devient

����	 �� 	

� �

��

�
��

0��	 �! /	 � �-�/	 � ���
�/� �/�� (2.26)

avec (cf. chapitre 5 de [54])

��
�
-��	 ����
��� � �

� �

��

�
��

�

0


��
�  0

�
��	 �! /	 � �-�/	 � ���
�/� �/�� 	 3 ��	 ��

En prenant le produit scalaire de l’équation ci-dessus avec��
���, on obtient

��
�
-��	 �� � �

� �

��

�
��

�

0


��
�  0

�
��	 �! /	 � �-�/	 � ���
�/� � ��
��� �/�� 	 3 ��	 ��

Or, sur le cercle centré sur l’origine, de rayon� 	 �� , le produit scalaire précédent
devient

��
�/� � ��
��� 	 ����/� � ������ 	  / �  � 	  �� � /
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et donc

��
�
-��	 �� � �

� �

��

�
��

�

0


��
�  0

�
��	 �! /	 � �-�/	 � � �� � / �/�� 	 3 ��	 �� (2.27)

On pose alors
'��	 �! /	 � � 	  �0��	 �! /	 � �� � /

et on obtient le gradient par rapport/ suivant (par calcul direct) :

��' 	 ���0 
�� � /� 	  ����0��� � /� �  �0�

d’où


'


��
�/� 	 ��' � � /� 	  ����0 � /��� � /� �  �0� � / 	

�

0


��
�  0

�
� �� � /�

L’équation (2.27) s’écrit alors

��
�
-��	 �� � �

� �

��

�
��


'


��
��	 �! /	 � �-�/	 � � �/�� 	 3 ��	 �� (2.28)

Il reste alors à trouver un développement limité de la fonction' analogue à celui de
la section 2.4.2 du présent chapitre, afin d’avoir une estimation du champ surfacique-,
solution de (2.28).

2.5.2 Schéma numérique azimutal

On considère la fonction

'��	 �! /	 � � 	  �0���	 �! /	 � �� � /
où0 est la fonction gaussienne de IR� donnée par

0���	 �! /	 � � 	
�

��&�	���	���� � ��	�
"#$

�
� ��� /��
����� � �

 
ainsi que le potentiel

�-��	 �� 	 �

� �

��

�
��


'


��
��	 �! /	 � �-�/	 � � �/�� (2.29)

où 
� est un cylindre à base circulaire centré sur l’origine (sinon l’expression de' en
fonction de0 est légèrement différente).

On écrit
� 	 � � IR, et on considère une mesure�5 sur� et�� sur IR. On a alors
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� �

��
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�
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��
��	 �! /	 � �-�/	 � � ���/� �5�/� ��
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ce qui donne

�-��	 �� 	 �

� �
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"
�


 �'

��

��	 �! /	 � �-�/	 � � �5�/� ��

en posant�'��	 �! /	 � � 	  �0���	 �! /	 � �� � /
On retrouve donc la même expression que (2.15) à un facteur ���/ près. On considère

alors un point/��� qui parcoure le cercle�. Ce produit scalaire s’écrit :

 �� � / 	 ����/���� � ����/���� 	 �

� �  ���
������

où est toujours la courbure en/���.

Or la contribution de ce terme ne joue aucun rôle sur les termes d’ordre 0 et 1 du
développement limité de
 �'�
�. En effet, on montre que
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c’est-à-dire
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On retrouve ainsi la même estimation de�- que dans le cas bidimensionnel, à savoir
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�
�
&
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On obtient alors à nouveau

-��� � ��
� �  ���

!
�Æ��&

3 ���

De même que pour le schéma tridimensionnel axial (2.21), on décompose le bord du
domaine
� en panneaux de surfaceÆ5Æ�, dont les centres forment un réseau�. Il ne reste
plus qu’a exprimer la relation (2.26).

Le schéma tridimensionnel azimutal s’écrit alors

����	 �
� Æ�� �
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!
�Æ��&

�

��&�Æ���	�
"#$

�
���� /��

��Æ�

�
��
�/� (2.30)
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2.6 Synthèse et aspects numériques

Ce chapitre a débuté en évoquant le problème bidimensionnel classique permettant
de créer un flux de vorticité maîtrisant les vitesses de glissement et compatible avec les
équations de Navier-Stokes. Ce problème, de type équation de la chaleur, s’énonce

�����������������


�


�
� ��� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

���	 �
� 	 � pour tout� � �

�

�


�
	 �
�



�
sur
����
	 �
 � Æ��

On a montré à la section 2.1.2 que l’on pouvait naturellement étendre ce résultat au
demi-espace, et on obtient alors le problème de la chaleur (2.4). Or on a mis en évidence
que les équations du demi-espace créent de la divergence en cas de courbure.

On a alors imposé des conditions de type Robin (conditions mélées Dirichlet/Neumann)
sur le flux azimutal, ce qui a conduit au modèle de flux de vorticité donné par les équations
(2.9) de la section 2.3 :
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	 �
 � Æ��

�� 	 � sur
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où est la courbure locale du domaine.

On a alors construit aux sections 2.4 et 2.5, par des techniques intégrales, le schéma à
l’ordre 1 donné par les équations (2.21)-(2.30). On muni le bord
� d’un réseau�, dont
chaque point est le centre d’un panneau de surface élémentaireÆ5Æ�. Pour chaque point/
de ce réseau on considère l’angle!� tel que
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�
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et on introduit la matrice antisymétrique

�� 	

�� � � ��� !�
� � � ��� !�

� ��� !� ��� !� �

��
On obtient finalement le schéma vectoriel suivant, qui synthétise les équations (2.21)

et (2.30) :
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Æ5Æ� (2.31)

où �� 	 ���	 ��	 ��� et�� 	 ���	 ��	 ���.

Ce schéma est une discrétisation des intégrales
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��� (2.32)

Cette formule «continue» sera utilisée au chapitre 5

2.6.1 Simulation de l’anneau tourbillonnaire

Pour tester les algorithmes développés dans ce chapitre, on a utilisé des problèmes
axisymétriques ayant des solutions analytiques. Néanmoins, l’invariance par rapport a
une variable est trop simplificatrice, au sens où les phénomènes pouvant poser de réels
problèmes à ces algorithmes n’apparaissent pas.

On utilise alors un exemple complètement tridimensionnel pour valider les schémas
numériques : un anneau tourbillonnaire se propulsant sur un obstacle cylindrique, à�� 	
���. Cet exemple sera présenté en détail aux sections 3.7.1 et 3.7 du chapitre 3. On se
propose alors de comparer deux simulations : la première sans couche limite, c’est-à-dire
se limitant à� � �� 	 � sur le bord, et la seconde avec couche limite.

L’influence de la couche limite, c’est-à-dire l’impact du flux de vorticité, sur les diag-
nostics de l’écoulement est représenté par la figure 2.2. Elle compare un écoulement avec
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création de vorticité au bord à un écoulement sans cette création. Cette comparaison n’est
pertinente que pour un temps raisonnablement petit, car l’anneau se propulsant vers le
bord du domaine, il intéragit rapidement avec sa couche limite.

On constate donc, en regardant la figure 2.2, que les algorithmes de flux de vorticité
ne créent pas de divergence. D’autre part on constate qu’il y a un rapport de l’ordre de
300 entre les vitesses tangentielles contrôlées et non contrôlées.

2.6.2 Sous-résolution de la couche limite

Un problème supplémentaire relatif aux calculs tridimensionnels est la représentation
de la couche limite lorsque l’échelle

�
��Æ� est plus petite que le maillage. Ce problème

est souvent résolu en raffinant localement près des bords.

Bien que ce problème se pose sur l’ensemble du domaine, une sous-résolution exces-
sive de la couche limite peut conduire à un glissement non contrôlé, voire à une couche
limite absente. Un glissement non contrôlé signifie que les résultats obtenus ne modé-
lisent pas les équations de Navier-Stokes, et se traduit par une divergence (explosion) des
solutions.

Pour des nombres de Reynolds élevés, on sera amené à sous-résoudre la couche limite,
car les simulations tridimensionnelles sont vite limitées au niveau de la résolution. Ceci ce
produit lorsque��� 	 Æ��

�
��Æ� � �. Dans ce cas on se donne une échelle de diffusion

plus grande, c’est-à-dire un écart-type de diffusion différent.

En effet, en utilisant l’échelle de diffusion, 	
�
��Æ� , on peut remplacer le schéma

(2.31) par

����	 �
 � Æ�� �
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��� ���/�

�� �  �,��&���	�� ,�
"#$

�
���� /��

,�

�
Æ5Æ� (2.33)

et l’utiliser pour une échelle, plus grande, c’est-à-dire plus proche deÆ�.

La figure 2.3 montre comment se comporte la divergence et la viscosité numérique
pour la simulation d’anneau tourbillonnaire citée ci-dessus, en fonction du coefficient
,�Æ�. Elle met en évidence, pour cette simulation, une valeur critique, 	 ��
Æ� au delà
de laquelle il ne faut pas descendre sous peine de ne plus contrôler les diagnostics, en
particulier les vitesses de glissement et la viscosité.

Cette valeur critique dépend de la résolution utilisée et des facteurs de relaxation du
maillage entre les différentes directions. Cette simulation utilise un maillage vérifiant
Æ! 	 �Æ� 	 �Æ�, avec un

�
��Æ� �Æ� � �, ce qui est fortement sous-résolu. La relaxation

en � par rapport à! permet de limiter l’étirement du maillage à l’intérieur du domaine,
tandis que relaxation en� par rapport à� limite les gradients de la condition initiale.

Lorsque l’on considérera des nombre de Reynolds modérement élevés (c’est-à-dire au
delà de 400) qui nécessitent une sous-résolution, il conviendra de trouver empiriquement
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un facteur,�Æ� qui est suffisamment grand pour contrôler la vitesse de glissement, et
qui est suffisamment petit pour être physiquement acceptable (c’est-à-dire le plus proche
possible de l’échelle de diffusion naturelle).
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FIG. 2.1 –Flux de vorticité axisymétrique : solutions numériques comparées à la solution analy-
tique, aux temps# � �$��� �$�� �$�� �$�. — Solution analytique,� Schéma tridimensionnel (2.21),
� Schéma bidimensionnel (2.19).Tracé du bas :vitesse de glissement résiduelle.



72 Chapitre 2. Calculs de couches limites

0

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0.0012

0.0014

0.0016

0.0018

0 2 4 6 8 10 12
1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0 2 4 6 8 10 12

FIG. 2.2 – Influence de la couche limite sur la divergence, pour� � ��. A gauche:
divergence de� (— : Avec couche limite, - - : Sans couche limite).A droite : Vitesses de
glissement, les deux courbes du haut représentant les glissements sans couche limite, les
deux du bas avec couche limite.

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0 20 40 60 80 100

(a)

0.002

0.0021

0.0022

0.0023

0.0024

0.0025

0.0026

0.0027

0.0028

0.0029

0 20 40 60 80 100

(b)
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Chapitre 3

Approche numérique

Ce chapitre est consacré aux aspects numériques de la méthode lagrangienne hybride
développée aux chapitres précédents. Nous avons montré au chapitre 1 comment calculer
un champ de vitesse sans pénétration et sans divergence, associé à un champ de vorticité.
En pratique, ce calcul de vitesse s’effectue sur une grille. D’autre part, le non-glissement
est assuré par un flux de vorticité sur le bord, détaillé au chapitre 2.

Il reste à présent à synthétiser ces méthodes afin d’obtenir une solution approchée
des équations de Navier-Stokes. Pour ce faire, on utilise un algorithme à pas fraction-
naires de type «convection-remaillage-diffusion-flux». On retrouve cet algorithme, dans
le cas bidimensionnel, dans [43], [85] et [109]. Dans le cas tridimensionnel, en absence
de bord et d’étirement des coordonnées, on pourra consulter [64]. Le cas du bord plan en
dimension trois est discuté dans [43]. La première section de ce chapitre présente donc
cet algorithme.

On explique à la section 3.2 comment on remédie aux effets de troncature, c’est-à-
dire lorsqu’un domaine de calcul borné est utilisé comme approximation d’un domaine
extérieur (ce qui est le cas pour les sillages). On expose alors la façon dont on traite la
condition de sortie, qui est naturelle pour les méthodes particulaires, puis comment on
garantit la condition d’absence de vitesse azimutale moyenne.

La section 3.3 traite des différents aspects de discrétisation en espace. On définit les
distributions de référence, c’est-à-dire la répartition idéale des particules : ceci revient à
se donner un réseau dans le demi-espace en utilisant les coordonnées cylindriques, avec
les volumes appropriés. On donne brièvement les schémas de dérivation utilisés pour le
calcul de l’étirement, et on cite l’algorithme de résolution numérique des problèmes de
Poisson liés au calcul de la vitesse.

On décrit alors à la section 3.4 les techniques de remaillage et de transfert entre grilles
et réseaux de particules, dont la principale difficulté est de prendre en compte les effets
de bord. La section 3.5 est consacrée au calcul de la diffusion.

On présente ensuite à la section 3.6 le problème de la divergence de la vorticité. On
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considère principalement deux tenseurs d’étirement( ��� et��� �����, qui coïncident
lorsque��� � 	 �. On montre alors qu’il est préférable d’utiliser ce dernier lorsque la
vitesse ne présente pas de direction particulière trop marquée.

Enfin, la section 3.7 définit notre cas test, exemple validatif de la méthode numérique.
Il s’agit d’un anneau tourbillonnaire sans divergence défini à la sous-section 3.7.1), dont
expose les différentes phases de la dynamique (sous-section 3.7.2), et dont on passe en
revue les principaux diagnostics : le cas simplifié tripériodique à la sous-section 3.7.3 et
la simulation entière (c’est-à-dire avec étirement et bord) à la sous-section 3.7.4.

Cet exemple est sévère : la simulation est totalement tridimensionnelle dès l’instant
initial, il y a une couche limite bien développée qui agit fortement avec la structure an-
nulaire principale. Le nombre de Reynolds choisi est�� 	 ���, qui permet d’utiliser des
résolutions modérées sans que l’écoulement soit très visqueux.

3.1 Algorithme à pas fractionnaires

Nous avons vu au chapitre 1 que l’on pouvait appliquer une méthode de pas fraction-
naires aux équations de Navier-Stokes, qui décomposait les équations de Navier-Stokes
(1.2) en une partie de convection et diffusion (1.5) et une partie de flux de vorticité (1.7)
garantissant le non-glissement.

Dans le but de calculer la diffusion sur un réseau sans distorsion, on décompose le
problème (1.5) en trois étapes : la convection, la diffusion, et un remaillage éventuel entre
les deux pour éliminer les effets de distorsion du maillage formé par les particules.

La donnée initiale pour un pas de temps��
	 �
� Æ�� est un champ de vorticité���
�.
On obtient alors quatre étapes (3.1)-(3.2)-(3.3)-(3.4) pour un pas de temps. On appelle
respectivement��, ��, �� et�	 les solutions des quatre étapes (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4).

On a tout d’abord un sous-pas deconvection:�������������������

���

��

����
����

	
�
�� � ��

	
����

� ��
��

	 ���	 ���

����
	 ��� 	 ���
	 ���

(3.1)

où le champ de vitesse� est estimé par les théorèmes 1 et 2 du chapitre 1, via les inter-
polations définies à la section 3.4 du présent chapitre. Ce champ de vitesse� vérifie pour
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tout � les relations ���
������� 	 ����� sur�
������� 	 � sur�
���� � �� 	 � sur
�

Le système dynamique (3.1) est résolu numériquement par une méthode de Runge-
Kutta d’ordre 2 ou 4.

Suit alors, périodiquement, une étape deremaillagesur un réseau� :

����
 � Æ�	 � � � � �
 IR�


 ��
 ���
� 	

�


����
 � Æ�	 ��  ���

�
�� 


�

�
��

(3.2)

qui est décrite à la section 3.4.

On procède alors au calcul de ladiffusionen résolvant�������������������������������������


��


�
� ���� 	 � sur�

����	 �
� 	 ����	 �
 � Æ�� pour tout� � �


��


�
� ��� 	 � sur 
�

�
 (� �


��


�

�
� ��� 	 � sur 
�

�� � �� 	 � sur 
�

(3.3)

Cette opération de diffusion est résolue en utilisant l’approximation intégrale du la-
placien� �
 �����'���� avec

'���
� 	

�
�

8���	 
�
�
��
�� ����

	
��

Ceci conduit à résoudre �������

��


�
��	 �� 	

�

��� '
�����	 ��

����
	 �� 	 ����
 � Æ�	 ��

L’expression de8� sera donnée à la section 3.5.

Reste à définir l’algorithme assurant la condition de non-glissement, ce qui a été étudié
au chapitre 2. Si l’on appelle�� le champ de vitesse associé au champ de vorticité��, la
couche limite est calculée par
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�������������������������������������
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�	 � ���
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����
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(3.4)

qui est discrétisé par l’équation (2.31) du chapitre 2 :

�	��	 �
 � Æ�� �
�
���

��� ���/�

� �  �/�
!
�Æ� �&

�

��&�Æ���	�
"#$

�
���� /��

��Æ�

�
Æ5Æ�

On considère alors que champ de vorticité

���
 � Æ�� 	 ����
 � Æ�� � �	��
 � Æ��

est une approximation de la solution des équations de Navier-Stokes au temps�
 � Æ�.

Rappelons que les étapes (3.3) et (3.4) ne créent pas de divergence : cela a été démon-
tré à la section 2.2 du chapitre 2.

De plus, dans le cas bidimensionnel (ie(
 	 �� � �), les pas (3.3)-(3.4) sont exacte-
ment les équations (6.3.19-6.3.24) de [43] (cf. section 6.3.3 p.190). Dans le cas du demi-
espace, c’est-à-dire 	 �, on retrouve l’algorithme de création de vorticité décrit dans
[24].

Enfin, mis à part l’étape (3.2) de remaillage, on obtient le même algorithme à pas
fractionnaires développé en dimension 2 dans [43] et utilisé dans [109] (que l’on retrouve
aussi dans [85] mais avec une méthode purement lagrangienne, c’est-à-dire sans l’évalua-
tion hybride de la vitesse).

3.2 Effets de troncature

Cette section explique comment remédier aux effets de troncature, lorsque le domaine
de calcul est l’approximation d’un domaine extérieur. On considère tout d’abord le pro-
blème de la condition de sortie 3.2.1, puis le problème de la vitesse azimutale moyenne
dans 3.2.2. L’idée est d’imposer, en sortie, une condition sur la vitesse normale, et de
traîter la vitesse tangentielle de sortie par une correction de typechamp irrotationnel.
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3.2.1 Condition de sortie

Cet aspect de la troncature est beaucoup moins gênant pour une méthode particulaire
que pour une méthode eulerienne. L’approche classique pour traîter la condition de sortie
sur les points du bord extérieur est de leur imposer une équation de tranport, sur la vitesse,
ou éventuellement sur la vorticité.

Il convient de distinguer deux cas, avec et sans vitesse à l’infini. Ce problème a déjà
été évoqué à la section 1.1.4 du chapitre 1 : sans vitesse à l’infini, on considère que le
bord du domaine est suffisammment loin des particules pour pouvoir supposer la vitesse
nulle. On y impose alors la condition� � �� 	 �.

En présence de vitesse à l’infini, c’est-à-dire pour un objet plongé dans un écoulement,
il se crée un sillage qui se déplace dans le courant et donc atteint le bord. La stratégie alors
retenue est d’imposer au bord une vitesse qui est égale à la vitesse du champ irrotationnel
en absence de particules, c’est-à-dire� � �� 	 �
 � �� avec

��
 � ��� 	 9�

�
� � :�

��

�
��� !

On obtient alors une erreur en����.

3.2.2 Vitesse azimutale moyenne

On considère le cas où le domaine de calcul�, borné en rayon et défini par

��	 !	 �� � � 	���	 ������	 �&��IR

est une troncature du domaine extérieur

��	 !	 �� � � 	���	������	 �&��IR

Un champ de vorticité sans circulation, dans le domaine extérieur, implique une vi-
tesse azimutale de moyenne nulle sur le bord du domaine. Or nous allons montrer que
lorsque le domaine est tronqué, cette vitesse est proportionnelle à la vitesse de tangen-
tielle moyenne sur le bord extérieur de� (c’est-à-dire à la sortie du domaine de calcul).
On utilisera alors un champ irrotationnel pour la correction de la vitesse induite.

Etant donné la périodicité axiale et angulaire, le bord
� a deux composantes connexes
�� et ��, contrairement à
� qui n’a qu’une composante connexe��. Ces composantes
connexes sont deux surfaces cylindriques sont les bases sont des cercles concentriques,
centrés sur l’origine.

Si on appelle�� la vitesse azimutale moyenne sur�� et;� sa surface (respectivement
�� et;� sur��), alors on peut écrire sur les deux composantes connexes de
� :�

��

�
 �� 	 �� � ;� � �� � ;�
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Considérons un écoulement sans circulation autour d’un cylindre sans rotation, c’est-
à-dire �

�

� �� 	 �

avec, en particulier,
�
�

�� �� 	 �.

Si l’on cherche à approcher une solution sur le domaine non borné� par une solution
sur�, il y a une propriété de vitesse moyenne à conserver, qui ne se transmet pas si l’on
tronque le domaine. En effet, si l’on considère le domaine non borné�, on obtient, en
utilisant la condition de bord$� 	 � sur
� :�

�

�� �� 	
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�
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��$� � �� �� 	
�
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�
 �� 	 �� � ;� 	 �

donc la vitesse moyenne�� doit être nulle.

Lorsque le domaine est tronqué, le même calcul donne

�� 	 �;�

;�
��

qui est en général non nul.

Pour garantir une vitesse moyenne nulle sur le bord physique��, on ajoute alors le
champ irrotationnel
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où�� est la vitesse tangentielle résiduelle moyenne sur le bord artificiel��.

Effectivement,�
 ne rajoute ni vorticité, ni divergence car����
 	 �, ��� �
 	 � et
�
 � �� 	 �, et de plus�
 	 ��� d’où

�
 � �� 	 �

Ainsi, si on pose�� 	 �� � �
, on obtient��� �� 	 �, ��� �� 	 �, �� � �� 	 � et�
��

��
 �� 	 �
��

�
 � �
 �� 	 ;� ��
 � ��� 	 ;� �
 � �� 	 �

Cette correction est très importante, car sans elle un écoulement non symétrique crée
une vitesse moyenne sur le cylindre. Cette vitesse moyenne, hormis le fait qu’elle soit un
artefact, modifie fortement la vitesse du point de séparation lors d’un calcul de sillage, ce
qui fausse à la fois la nature des solutions et les estimations de traînée et de portance.
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3.3 Discrétisation en espace

On définit dans cette section la géométrie des grilles, c’est-à-dire les positions des
points et volumes des cellules, dans 3.3.1. On donne ensuite dans 3.3.2 les schémas de
dérivation utilisés pour les calculs de gradient, et on cite l’algorithme utilisé pour la réso-
lution numérique des problèmes de Poisson liés au calcul de la vitesse (qui apparaissent
dans les théorèmes 1 et 2 du chapitre 1).

3.3.1 Condition initiale et distributions de référence

On se propose à présent de définir les paramètres des grilles, et les distributions de
particules, qui dépendent du réseau sous-jacent induit par la grille. Les particules seront
alors initialisées sur un tel réseau, c’est-à-dire sur une grille cylindrique.

On reprend la définition de la modélisation particulaire de la vorticité :

���	 �� 	
�
���

�����Æ���������

On définit les réseaux portant les particules et les points de grille à l’aide des

Notations 3 Soient trois réels positifs� et�� � �� qui définissent l’ensemble

 	 ���	 ������	 �&����	 ��
et trois pas de discrétisationÆ�, Æ
 etÆ�, arbitrairement petits.

On considère le changement de coordonnées< :

< � IR�
� � IR� �
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� � IR
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qui font apparaître un volume élémentaire�
 	 Æ�Æ
Æ�.

A partir des notations 3, on définit la position des points sur la grille par l’ensemble
! 	 <

�	� �  	. De même, on définit les positions des particules par l’ensemble
� 	 <

�	� �  	.
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On peut alors utiliser les fonctions suivantes, pour les différents cas de calculs de
volumes :

– Grille cylindrique:

=� � ! �
 IR�

� ��
 �"���<�����
 	 ����
 �2 ��� �	 ��

� ��

�
Æ�
�
� ���

�
�

�

�2 ��� 	 ��

– Grille cylindrique étendue

=� � ! �
 IR�

� ��
 �"���<�����
 	 ����

– Distributionou réseau standard

=
 � � �
 IR�

� ��
 �"���<�����
 	 ����

La distribution standard définit une répartition des particules sans distorsion. Elle in-

terviendra pour les remaillages, et sert d’ensemble de définition pour les calculs de diffu-
sion et d’hypothèse de répartition pour les corrections volumiques lors des interpolations.

On l’utilise aussi pour exprimer la condition initiale du modèle particulaire. En effet,
si l’on se donne un champ initial de vorticité�
 et une telle distribution de particules
��	 =
�, alors pour tout�� de� on peut poser�� 	 (
���� et�� 	 =
���� et on obtient
la discrétisation particulaire

���
	 �� 	
�
���

��Æ������

3.3.2 Schémas de dérivation et problèmes inverses

Pour les calculs directs de dérivées sur une grille, on utilisera les schémas habituels
d’ordre 2, 3 et 4 suivants :


��� 
��� 
� 
��� 
���

1 -4 3
-1 0 1

-3 4 -1


��� 
��� 
��� 
� 
��� 
��� 
���

-2 9 -18 11
1 -6 3 2

-2 -3 6 -1
-11 18 -9 2

Schémas à l’ordre 2, pondérés en���% Schémas à l’ordre 3, pondérés en���%
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��	 
��� 
��� 
��� 
� 
��� 
��� 
��� 
��	

3 -16 36 -48 25
-1 6 -18 10 3

1 -8 0 8 -1
-3 -10 18 -6 1

-25 48 -36 16 -3

Schémas à l’ordre 4, pondérés en����%

En ce qui concerne la résolution des problèmes elliptiques utilisés dans le théorème 2
du chapitre 1, on utilise le solveur de Poisson-Helmholtz mis au point par J. Adams (cf.
[1] et [2]), basé sur des méthodes de multirésolution cyclique (notamment dans [20], [23]
et [119]).

Ce solveur résout les équations de Poisson non-séparables en dimension 3, ce qui
inclut l’expression du laplacien en coordonnées cylindriques. Sa rapidité, en utilisant les
paramètres standards d’optimisation, est très voisine d’une transformée en Fourier en! et
� suivie de la résolution des problèmes de Helmhotz 1D qui en découlent. C’est pourquoi
on utilise le solveur de Adams qui est souple d’utilisation et rapide.

3.4 Méthodes de tranfert

On s’intéresse dans cette section aux méthodes de transferts entre maillages. Ces trans-
ferts interviennent principalement de trois façons différentes :

– Pour remailler un ensemble de particules,
– Pour interpoler un champ défini sur un emsemble de particules vers une grille,
– Pour interpoler un champ d’une grille vers un jeu de particules.

Les formules de tranfert que nous allons définir sont basées sur des formules de
convolution, qui seront étendues à des formules d’interpolation plus générales. Les
mêmes formules seront utilisées pour les remaillages et les interpolations entre grilles
et jeux de particules. On peut donc parler de «formule d’interpolation» sans distinguer
les cas où elle s’applique à un remaillage ou à une interpolation grille/particules.

Le remaillage consiste à interpoler un ensemble de particules sur un autre pour réduire
la distorsion du maillage défini par un jeu de particules, c’est-à-dire reliant les particules.

D’autre part, on procède à des interpolations entre jeux de particules et grilles dans
le but de résoudre les problèmes de Poisson sur la grille : la vorticité est interpolée des
particules sur la grille, le courant est calculé sur la grille les théorèmes 1 et 2 du chapitre
1, en résolvant des problèmes du type��� 	 � sur la grille, et on en déduit la vitesse
que l’on interpole à nouveau sur les particules.
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On réalise donc plusieurs fois par pas de temps à de telles interpolations entre grilles
et particules, et on conserve une faible distorsion du jeu de particules en faisant un re-
maillage à chaque pas de temps.

On ne considérera pas les interpolations qui nécéssitent une résolution de systèmes
linéaires, par exemple de type interpolation de Lagrange, car le coût de calcul de ces
méthodes est prohibitif pour un modèle dynamique et tridimensionnel.

Il existe de nombreux schémas de transfert entre réseaux, structurés ou non. On pourra
consulter [43] qui comprend un certain nombre de méthodes présentant ces transferts.

On se propose, dans cette section, de présenter les transferts en coordonnées carté-
siennes avec un moyen de corriger les effets de bord. On montre ensuite comment on
procède, en pratique, pour réaliser ces transferts en coordonnées étirées (cylindrique dans
notre cas).

On finit cette section en exposant les noyaux utilisés, ainsi que les ensembles de
noyaux suivant le type d’application traitée.

3.4.1 Transferts en coordonnées cartésiennes

Travaillons tout d’abord dans l’espace entier� 	 IR�. On considère unnoyau �
IR� 
 IR d’ordre�, c’est-à-dire une fonction vérifiant (voir par exemple [31])���������������������

�
�

 ��� �� 	 � (3.5.1)

�
�

�� ��� �� 	 � �� � � et�* tel que� � �*� � � � � (3.5.2)

�
�

�� ��� �� � �� (3.5.3)

et on pose pour� > �

 ���� 	
�

��
 

�
�

�
(3.6)

On a alors une convergence d’ordre� (cf. [104]) :

Propriété 3 Il existe une constante�, indépendante de�, telle que pour tout� � ? ����IR��,
avec@ � IN� ou@ 	�, on ait''� �  � � �

''
IL � � � ������ �	� (3.7)

où� est l’ordre du noyau �.

Cette propriété ne dépend pas de la dimension de l’espace. De plus, elle s’étend na-
turellement aux espaces de Sobolev périodiques définis dans l’annexe A (en utilisant la
proposition 6 de la section A.3, dans l’annexe A) et utilisés au chapitre 1.
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On obtient alors unschéma de transfertd’une fonction� en une fonction�� que l’on
évalue en� par

����� 	  � � ���� 	 �

��

�
IR�

��
�  

�
�� 


�

�
�


D’une manière générale, on parlera dutransfertde�, depuis des points ou particules
sourcessur des points ou des particulesreceveurs, ou images.

3.4.2 Correction des effets de bord

En présence de bords, on ne peut pas utiliser les mêmes noyaux qu’à l’intérieur du
domaine. Ces derniers ne conservent pas la fonction unité, ce qui rend le schéma non
consistant.

Considérons un� suffisamment proche du bord
� pour que le support de la fonction
� �
  ���� 
� intersecte IR� "� sur un ensemble de mesure non nulle. Le transfert de la
fonction unité est alors donné par

����� 	 �

��

�
�

 

�
�� 


�

�
�
 	 �� �

��

�
IR���

 

�
�� 


�

�
�
 �	 �

d’après (3.5.1).

Il convient donc, pour les points proches du bord, d’utiliser des noyaux asymétriques
ou de support plus petit. Dans tous les cas, l’expression du noyau doit dépendre de la
position (par rapport aux bords) des images.

On alors conduit à utiliser une formule d’interpolation plus générale qu’une convo-
lution, de la forme ����� 	 �

��

�
�

��
�  

�
� 	

�� 


�

�
�
 (3.8)

où le noyau � ��	 /� �
  ��	 /� est une fonction telle que

 � � IR �
 IR
/ �
  ��	 /�

vérifie (3.5.1)-(3.5.2)-(3.5.3) pour tout� � �, � étant alors différent de IR�.

En pratique, on utilise des noyaux différents lorsque l’on se rapproche des bords : soit
des noyaux à support plus petit, soit des noyaux non symétriques lorsque l’on est trop
proche du bord.

Une alternative est d’utiliser un prolongement par linéarité ou par symétrisation : on
obtient par exemple le noyau;� défini à la section 3.4.5 par symétrisation à partir de" �

	.
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Un moyen de rendre ce schéma consistant, lorsque l’on ne peut plus utiliser de support
plus petit, est de corriger le noyau par sa valeur moyenne sur son support à l’intérieur du
domaine. On obtient alors un noyau asymétrique peu subtil mais utilisé en pratique (cf.
[19] et [109]).

On appellera cette méthode «correction de type Brackbill» : on se donne un noyau de
base qui est d’ordre� sur IR�. On a alors le noyau  défini pour tout��	 /� � �� par

  ��	 /� 	
 �/��

�

 ��� %� �%
(3.9)

qui vérifie effectivement (3.5.1)-(3.5.2)-(3.5.3).

Si on définit
� 	

�

 � � � �� � ��	  ��� 
� 	 �

�
alors le noyau  est d’ordre� sur� � � et d’ordre� sur�� " � �� �.

Enfin, on peut utiliser une formule plus générale que (3.8), où le choix de la répartition
dépend de la position des sources. C’est le type de formule utilisée par P. Koumoutsakos
en dimension 2 (cf. [85]) :
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�� 


�

�
�
 (3.10)

où le noyau � ��	 
	 /� �
  ��	 
	 /� est une fonction telle que

 ��� � IR �
 IR
/ �
  ��	 
	 /�

vérifie (3.5.1)-(3.5.2)-(3.5.3) pour tout��	 
� � ��. C’est une formule du type (3.10) que
nous utiliserons pour le remaillage près des parois.

3.4.3 Transferts en coordonnées étirées

L’idée est d’utiliser un noyau� dont l’expression en coordonnées cylindriques est
obtenue par tensorialisation. On peut alors utiliser des stratégies différentes et adaptées
suivant la direction considérée dans les cartes, car le bord est alors une ligne de niveau de
la coordonnée radiale (on a l’expression anglosaxone «body-fitted» pour un tel objet).

On utilise le changement de coordonnées donné par la fonction< des notations 3 de
la section 3.3.1, des coordonnées cylindriques dans l’espace physique.

Notons les pas de grilleÆ�, Æ! etÆ�, qui correspondent au domaine

�� 	 ���	 ���� ��	 �&�� ��	 ��
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On obtient alors la formule (3.8) dans les cartes, c’est-à-dire pour�� et�
 exprimés sous
la forme��	 !	 �� :

������ 	 �

��

�
��

���
�  ��� 	 ��� �

�

�
�"���<��� �
 (3.11)

On utilise alors la fonctionredimensionnementsuivante

 � �� �
 IR�

� ��

�
��

Æ�
	
��

Æ!
	
��

Æ�

�
(3.12)

avec

�"�� 	 �

Æ� Æ! Æ�

On peut rendre la formule (3.11) non isotrope par

������ 	 ��"�� �
�
��

���
�  ��� 	  ��� � �
�� �"���<��� ��
 (3.13)

puis utiliser la discrétisation particulaire

���
� 	�
���

��Æ����
���
On obtient ainsi la formule de sommation

������ 	�
���

�� ��

������  ��� 	  ��� � ����� (3.14)

où������ est le volume défini par

�

������ 	 ��"�� � �"���<��� 	
�

�� Æ� Æ! Æ�

avec��� 	 ���	 !�	 ���.

Une alternative est de remailler directement les circulations dans les cartes (cf. section
7.2 de [43]). Ceci revient à remplacer le volume de la source������ de la formule (3.14)
par le volume du receveur�! :

��! 	�
���

��  ��� 	  ���! � ����� (3.15)

à condition que les nouvelles particules��! soient sur un réseau dont le volume associé est
��"�� ��� 	 Æ� Æ! Æ�.
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3.4.4 Noyaux symétriques

Il existe principalement deux familles classiques de noyaux interpolateurs. La pre-
mière comprend les noyaux que l’on note �,  � et �. Le noyau � est l’interpolation
linéaire :

 � � IR� �
 IR
� ��
 �� � �2 � � ��	 ��
� ��
 � �2�A�

Koumoutsakos (cf. [85] et [86]) utilise le noyau �, d’ordre 2, comme noyau de remaillage
pour des calculs de sillages bidimensionnels purement lagrangiens :

 � � IR� �
 IR
� ��
 � � �� �2 � � (�	 �

�

(
� ��
 �� � ���� � ���� �2 � � (�� 	 �

�

(
� ��
 � �2�A�

bien que ce noyau ne soit pas continu. Une amélioration est la formule d’Everett d’ordre 3 :

 � � IR� �
 IR
� ��
 �� � ������ ���� �2 � � ��	 ��
� ��
 �� � ���� � ����� ���
 �2 � � ��	 ��
� ��
 � �2�A�

La contruction systématique de ces noyaux est discutée dans [85] et plus généralement
dans [70].

L’autre grande famille de noyaux que l’on considère est la famille des B-Splines cen-
trées"�, introduites par Schoenberg en 1973 (cf. [110]). Les deux premiers noyaux de
cette famille sont très simples. En effet,"� est l’assignation de la valeur de la particule
la plus proche (Nearest Grid Pointou NGP), à savoir la fonction caractéristique l1

��	��

tandis que le second est l’interpolation linéaire"� �  �.

A partir de "�, ces noyaux sont tous d’ordre 2 (car positifs, d’où l’intégrale de
��"���� qui ne peut être nulle), et ne se dinstinguent que par leur régularité.

Le noyau"�, souvent appeléTriangular Shaped Cloudou TSC, est de classe�� et
est défini par

"� � IR� �
 IR
� ��
 �

�
��� �

�
�� � �

�
��� �

�
�� �2 � � (�	 �

�

(
� ��
 �

��
�
� � ��� �2 � � (��	 �

�

(
� ��
 � �2�A�

Le noyau suivant"	 est surtout utilisé pour construire un noyau d’ordre 3, noté" �
	,

combinaison de"	 et sa dérivée.

"	 � IR� �
 IR
� ��
 �

���� ��� � 	
���� ��� �2 � � ��	 ��

� ��
 �
���� ��� �2 � � ��	 ��

� ��
 � �2�A�
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Ce noyau a été introduit par Monaghan dans [102]. On a alors

" �
	 � IR� �
 IR

� ��
 �
�
�� � �

�
�� � � �2 � � ��	 ��

� ��
 �
�
��� ����� � �� �2 � � ��	 ��

� ��
 � �2�A�

Les noyaux de la famille des �, bien que non continus à partir de l’ordre 2, n’in-
terpolent pas aussi bien les fonctions régulières que les B-Splines, mais sont plus précis
pour la représentation des fonctions ayant de forts gradients (cf. [85]), bien que présentant
des oscillations. Ils sont donc préférés pour les simulations où la dynamique présente une
discontinuïté, par exemple pour un départ impulsif.

Remarquons que l’on prolonge tous ces noyaux par symétrie pour les valeurs néga-
tives, c’est-à-dire en posant'������ 	 '�����. On peut s’assurer facilement que ces
noyaux conservent la même régularité en�.

3.4.5 Noyaux non symétriques

On présente à présent trois noyaux asymétriques, le noyau " introduit par P. Kou-
moutsakos (cf. [85]), ainsi que � , polynôme de Lagrange d’ordre 1 défini à partir des
demi-entiers, et;� que l’on introduit et qui est une version asymétrique de" �

	. Ces
noyaux sont en fait utilisés sous leur forme1 ( ", ( � et (;� à cause de la formule de convo-
lution.

Le noyau " est utilisé pour le remaillage près des bords (cf. [85]), et répartit une
quantité de manière asymétrique :

 " � IR� �
 IR
� ��
 �� �

���
�
��

� �2 � � (��
� 	

�
�

(
� ��
 ��� � ��� � �2 � � (�

�
	 �

�

(
� ��
 �

�
�� � �

�
�� � �2 � � (�

�
	 �
�

(
� ��
 � �2�A�

Un autre noyau décentré utile est l’extrapolation linéaire d’ordre 1, d’un réseau stan-
dard sur le bord. Il est construit comme étant exact sur les polynômes de degré 1 évalués
sur les demi-entiers��� et ���. Cela conduit à une expression de la forme

 ���� 	
�

�

�
�� �

�

��

� �

�

�
�� �

�

��

On obtient alors la définition

 � � IR� �
 IR

� ��
 �� � �� �
��

�
�2 � � ��	 ��

� ��
 � �2�A�
1On rappelle que�
 ��� � 
����.



88 Chapitre 3. Approche numérique

Il est utile notamment pour calculer la vorticité sur les bords du domaine, qui contribue
au calcul des termes de friction lors des simulations de sillage.

Enfin, on peut présenter une utilisation de" �
	 utilisant des données extrapolées par

symétrisation. On appelle ce noyau;�, qui vérifie

;��
 � �� 	" �
	��� 
� �" �

	�� � 
� �
 � ��	 ��

c’est-à-dire , en posant� 	 
 � � :

;���� 	" �
	���� �" �

	�� � �� 	" �
	������

�

�
���� � �� �� � ���	 ��

On obtient alors

;� � IR �
 IR
� ��
 � �2 � � ��
� ��
 �� � ��� � � �2 � � � � � �
� ��
 �

��
� � �

��
� � � �2 � � � � �

� ��
 �
��� � ������ �� �2 � � � � �

� ��
 � �2 � > �

3.4.6 Utilisation suivant la classe de problèmes

On utilise principalement" �
	 à l’intérieur du domaine, que ce soit pour les interpola-

tions ou pour le remaillage.

La périodicité en! et en� permet d’utiliser le noyau" �
	 sans modification. Cette

section se focalise donc sur la manière d’interpoler et de remailler dans la direction
radiale.

Proche des bords, on utilise les noyaux"�, ",;�, �, � et � , ainsi que la correction
volumique de Brackbill.

On distingue alors deux classes de problèmes, typiquement «avec faibles gradients»
et «avec forts gradients».

On retrouve, dans la classe de problèmes ayant de faibles gradients, les simulations
d’anneaux tourbillonnaires et de dipôles, et plus généralement toute dynamique non en-
traînée, pour des pas de temps suffisamment petits. On a alors, dans ce cas, des formules
assez simples, basées sur les corrections de Brackbill.

D’autre part, les notations suivantes seront systématiquement utilisées :
– �� représente une circulation sur le2èmepoint de grille source,
– �# représente une circulation sur leBèmepoint de grille receveur,
– �� une circulation sur la@èmeparticule source,
– �! une circulation sur laCèmeparticule receveuse,
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– ��, �#, �� et�! les positions associées,
– ��, �� et�� représentent les trois composantes de� � IR�.

De plus, on note les pas de grilleÆ�, Æ! et Æ�. Pour des raisons de commodité de
lecture, on utilisera la formule d’interpolation (3.15) en coordonnées étirées, mais on peut
tout aussi bien utiliser la formule (3.14).

a) Interpolation «Particules
 Grille» avec faibles gradients

On considère une distribution de particules� avec�� � � pour tout@ � �. Les
sources�� sont les particules et les receveurs�# sont des points de grille.

On utilise dans ce cas la formule de Brackbill (3.9) basée sur" �
	 et discrétisée. On

obtient :

  ��	 /� 	
" �
�

	 �/��
���

" �
�
	 ��� ���

	
" �

	�/
���

���
" �

	��
� � ����

" �
	��

� � ����"
�
	��

� � ����

qui conduit au schéma
�# 	

�
���

��  
 ��#	 �# � ���

En faisant l’hypothèse que les particules sont sur une distribution de référence (défi-
nition 3 de la section 3.3.1), on obtient une formule rapide :

– Si�# est sur le bord, c’est-à-dire sur la première ou la dernière couche de points de
grille, on a  ��#	 /� 	 �" �
�

	 �/�.
– Si�# est sur la seconde ou sur l’avant-dernière couche de points de grille, on a alors

  ��#	 /� 	
�


�%
" �
�

	 �/�

b) Interpolation «Grille 
 Particules» avec faibles gradients

On utilise, de même que précédemment, une correction de type Brackbill basée sur
" �

	. On a alors
�! 	

�
���

��  
 ��!	 �! � ���

avec

  ��	 /� 	
" �
�

	 �/��
���

" �
�
	 ��� ���

Si l’on fait à nouveau l’hypothèse simplificatrice de la distribution de référence, on
obtient encore les formules rapides suivantes :
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– Si�! est sur la première ou la dernière couche de points de particules, on a

  ��!	 /� 	
��

��
" �
�

	 �/�

– Si�! est sur la seconde ou sur l’avant-dernière couche de particules, on a alors

  ��!	 /� 	
��

��
" �
�

	 �/�

c) Remaillage avec faibles gradients

Ceci est le cas le plus simple, car le noyau" �
	 est nul surZZ� et vaut� en�. Les effets

de bord n’apparaissent donc pas dans la formule de Brackbill. On a alors tout simplement

�! 	
�
���

��"
�
�
	 ��!	 �! � ��� (3.16)

Il existe des améliorations de ce schéma, soit en utilisant l’erreur numérique de re-
maillage de la fonction unité, c’est-à-dire une correction de Brackbill sans l’hypothèse
simplificatrice d’absence de distorsion, soit par itération des remaillages (cf. équation
8.1.12 de la section 8.1 de [43]).

Cependant les résultats obtenus avec les formules précédentes nous ont paru suffisam-
ment précis, sans qu’il soit nécessaire d’y apporter de telles améliorations.

d) Interpolation «Particules 
 Grille» avec forts gradients

Ce type d’interpolation est la plus délicate des 6 cas traités ici. En effet, il faut réaliser
des interpolations et des extrapolations, valables sur des fonctions présentant de forts
gradients.

Soient� le rayon du cylindre,Æ� le pas de grille dans la direction radiale et�� le
domaine radial de calcul (typiquement�����	 �����). On a ainsi�� � � points de grille,
indexés de� à��, pour obtenir une formule d’interpolation simple.

On considère alors la formule d’interpolation

�# 	
�
���

��  
 ��#	 �# � ���

avec

  ��	 /� 	 '���	 /��" �
	�/

��" �
	�/

��
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où la fonction' � IR� 
 IR est définie par

' � �� � IR �
 IR
��	 %� ��
 ( ��%� si � 	 �

��	 %� ��
 (;��%� si � 	 � � Æ�
��	 %� ��
 " �

	�%� si � 	 � � �Æ� avec� � �� �� �����
��	 %� ��
  ��%� si � 	 � � ��� � ��Æ�
��	 %� ��
 �" �

	�%� si � 	 � � ��Æ�

(3.17)

Comme nous l’avons déjà vu, le noyau � est un polynôme de Lagrange d’ordre 1,
c’est-à-dire donnant une formule d’interpolation exacte sur les polynômes de degré 1
évalués sur les demi-entiers. Utiliser un noyau dont la précision repose sur l’hypothèse
d’absence de distorsion du jeu de particules est équivalent utiliser un noyau dont la for-
mule d’interpolation qui en découle est exacte sur les demi-entiers : en effet, le réseau
standard est décalé d’un demi pas de grille par rapport grille (voir la relation entre les
réseaux	� et	� des notations 3, page 79, de la section 3.3.1).

D’autre part, la valeur de la vorticité sur le bord n’intervient que pour l’évaluation du
coefficient de friction�� et pour le terme d’étirement� � �� dans les calculs 3D. Par
conséquent, pour les calculs de sillages 2D, ce noyau n’intervient qu’en post-traitement
pour le calcul de la friction.

e) Interpolation «Grille 
 Particules» avec forts gradients

Dans ce cas, on utilise une méthode analogue à celle développée en (d) : on a une
formule d’interpolation qui s’écrit

�! 	
�
���

�!  
 ��!	 �! � ���

avec
  ��	 /� 	 '���	 /��" �

	�/
��" �

	�/
��

Pour repérer sur quels points de grille la circulation d’une particule se répartit, on
introduit la fonction

D��� 	

�
� ��

Æ�

�
où � � � est la fonction «valeur entière» définie de IR
 ZZ et de IR� 
 IN.

La fonction' � IR� 
 IR est alors définie par

' � �� � IR �
 IR
��	 %� ��
 ( � �%� si D��� 	 �
��	 %� ��
  ��%� si D��� 	 �
��	 %� ��
 " �

	�%� si D��� � �� � � � �����
��	 %� ��
 ��" �

	�%���� si D��� 	 �� � �
��	 %� ��
 ��" �

	�%���� si D��� 	 �� � �

(3.18)
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On remarque que l’on se contente des formules «avec faibles gradients» pour les
couches externes, ce qui se justifie par le fait suivant : lorsque l’on calcule un sillage,
en aval les particules sortent du domaine de calcul peu après, tandis qu’en amont il n’y
a pas de vorticité proche du bord (on interpole alors la fonction nulle et on ne commet
aucune erreur).

f) Remaillage avec forts gradients

On utilise la méthode proposée par Koumoutsakos (cf. [85] et [86]) adaptée au calcul
3D. On utilise alors la formule (3.10) :

�! 	
�
���

��  
 ��! 	 �� 	 �! � ���

avec
  ��	 
	 /� 	 '���	 
�	 /��" �

	�/
��" �

	�/
��

et
' � ��

� � IR �
 IR
��!	 ��	 %� ��
 ( "�%� si D���� 	 �
��!	 ��	 %� ��
 "��%� si D���� 	 �
��!	 ��	 %� ��
 " �

	�%� sinon

(3.19)

Le noyau"� est utilisé pour gagner un ordre car dans ce cas, on a un support de���
disponible à l’intérieur du domaine de calcul.

Le noyau utilisé par Koumoutsakos dans [86], pour les calculs bidimensionnels de
sillage, est le suivant :

' � ��
� � IR �
 IR

��!	 ��	 %� ��
 ( "�%� si D���� 	 �
��!	 ��	 %� ��
  ��%� sinon

(3.20)

3.5 Approximation particulaire de la diffusion

Soit� une fonction etE un opérateur de diffusion :

E � 	
�
��#





��

�
��#���


�


�#

�
	 ��� ����� (3.21)

sans dépendance par rapport au temps et dans le contexte de la dimension 3.

Dans le cas des coordonnées cylindriques, cet opérateur s’écrit

��� 	 ��� ����� :��6 � 	

��� � � �

�
�

�
�

� � �

��� (3.22)
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On considère une approximation particulaire de la donnée�

�$��� 	

��
��


����Æ�����

et une approximation de l’opérateur de diffusion, donnée dans [52], de la forme

'� � ���� 	
�
�

8���	 
�
�
��
�� ����

	
�
 (3.23)

L’approximation particulaire de la diffusion (méthode dite deParticle Strength Ex-
changeou PSE), se déduit d’une quadrature numérique de cette intégrale : puis une qua-
drature de'� � �$��� :

'� � �$���� 	
��

%��

8����	 �%�
�
�% � ��

	
�% (3.24)

Le but du reste de cette section est de déterminer une relation entre le noyau8� de
l’équation (3.23) et l’opérateur de diffusion���� de l’équation (3.21), afin de rendre la
formule (3.24) utilisable.

3.5.1 Relation entre noyau et opérateur de diffusion

Commençons par rappeler la méthode de [52] pour obtenir une telle relation. Le noyau
de diffusion8� est exprimé sous la forme

8���	 
� 	
�

��

��
��#��

"�#��	 
�)
�
�#�
 � ��

où)�
�#��� 	

�

��
)�#


�
�

�
.

Il est commode d’utiliser une fonction de la forme) �#��� 	 ���#*��� où � 	
���	 ��	 ��� et où* est une fonction à symétrie sphérique à décroissance très rapide

*��� 	
�

� � ���!

Il faut définir la matrice" à partir de la fonction*, ce qui définit complètement le
noyau8� et donc l’opérateur de diffusion'�

$.

Tout d’abord, on utilise une matrice#��� à une seule variable, centrée :

"�#��	 
� 	 #�#

�
�� 


�

�
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et on définit la matrice7 	 �:�%� par

:�% 	

�
IR�

����
�
%*��� �� �	 5 	 ���� (3.25)

Un résultat de [52] montre qu’une approximation consistante à l’ordre 2 de la diffusion
est obtenue dès que l’on satisfait les relations suivantes :���������

#�%��� 	 :���% ��%��� @A�� �	 5 	 ����	 � �	 5

��
���

:��#����� 	 ������� @A�� � 	 ����
(3.26)

où���� est la matrice définissant l’opérateur continu dans (3.21), sous réserve d’existence
d’une solution à ce problème linéraire.

3.5.2 Diffusion anisotrope avec calcul intégral continu

On considère le cas où les intégrales de (3.25) définissant7 sont continues, c’est-à-
dire utilisant une mesure de Riemann (la fonction* est���IR��).

Si, avec*��� 	 �*�����, on définit le coefficient+ par

+ 	
�&

��

� ��




�*����� ��
alors pour une fonction à symétrie sphérique, on a:�� 	 �+ et :�% 	 + pour� �	 5. La
solution du problème (3.26) est alors donnée explicitement par

#�% 	 +����% �� #�� 	 +����� � +��

�
+����

d’où

� 	 +���� +��

�
+������� (3.27)

Remarquons que si l’on choisit

*��� 	
�

� � ����	

alors on a un calcul simple de+ :

+ 	
�&

��

� ��




��

� � ��	
�� 	

�&

��

�
�

%
:�6�:�����

���



	
�&�

���
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3.5.3 Diffusion anisotrope avec calcul intégral discret

Comme nous l’avons déjà fait remarquer, le schéma PSE est classiquement déduit
d’une formule de quadrature de l’intégrale (3.23). La convergence de cette quadrature
requiert d’avoir��� � � (où� est la distance maximale entre particules voisines), ce qui
signifie, en pratique, que l’échange concerne beaucoup de particules et donc nécessite un
temps de calcul important.

L’approche que nous avons suivie est basée sur le fait que ce calcul de la diffusion
suit immédiatement l’étape de remaillage. Le réseau portant les particules est alors très
régulier et on prend� 	 �. Pour une particule donnée, les particules des� couches
voisines sont alors distantes, en coordonnées cylindriques, de��

�
# avec# � ��	 �	 ��.

La quadrature des intégrales de (3.25) se calcule donc toujours sur le même réseau.
On peut alors résoudre le système (3.26) avec des coefficients qui découlent des calculs
discrets de ces intégrales.

Nous avons vu qu’en utilisant un calcul intégral continu, on a, pour2 �	 B :�
IR�

�	�*��� �� 	 �

�
IR�

����
�
#*��� ��

Cette relation n’est plus vraie si l’on utilise un calcul intégral discret. On considère le
réseau# 	 ZZ� et sa mesure de Radon

�/ 	
�
���

�Æ�

et on pose �������������
+� 	

�
IR�

�	�*��� �/

+� 	

�
IR�

����
�
#*��� �/

On a ainsi+� �	 �+�. La matrice7 a alors la forme suivante :

7 	

�� +� +� +�
+� +� +�
+� +� +�

��
La première relation de (3.26) donne

#�%��� 	 :���% ��%��� 	
�

+�
��%��� @A�� �	 5 	 ����	 � �	 5

On peut alors définir un vecteur pour les coefficients diagonaux :

�#� 	 #�� �� ��� 	 ���
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La deuxième relation de (3.26) s’écrit alors7�# 	 ��� et donc

�# 	 �7����
On a alors�"�7 	 +�� � �+�+

�
� � �+

�
� et

7�� 	
�

+�� � +�+� � �+��

�� +� � +� �+� �+�
�+� +� � +� �+�
�+� �+� +� � +�

��
Si l’on appelle3 la matrice ayant ses coefficients tous égaux à 1, l’expression précédente
s’écrit :

7�� 	
�

+�� � +�+� � �+��
�
�+� � �+����� � +�3

	
et donc �# 	

��+� � �+��

+�� � +�+� � �+��
�� �+�

+�� � +�+� � �+��
3 �

où le vecteur3 � a toutes ses composantes égales à+��. Par conséquent, le calcul discret
des intégrales permet d’écrire la relation (3.26) de la façon suivante :

#�� 	
��+� � �+��

+�� � +�+� � �+��
��� � �+�

+�� � +�+� � �+��
+�� (3.28)

Si la relation entre les coefficients diagonaux et non-diagonaux de7 du cas continu
est vérifiée, à savoir+� 	 �+� 	 �+, alors on retrouve la formule (3.27). Et ceci même si
l’on calcule de manière discrète les coefficients de7.

Dans le cas où� est diagonale (en particulier le cas des coordonnées cylindriques et
cylindriques étirées), la première relation de (3.26) donne

#�%��� 	 :���% ��%��� 	 � @A�� �	 5 	 ����	 � �	 5

Le calcul des coefficients diagonaux est donné par la formule (3.28). On obtient ainsi

� 	
��+� � �+��

+�� � +�+� � �+��
�� �+�

+�� � +�+� � �+��
+������� (3.29)

Notons que si� n’est pas diagonale, il est possible de faire des calculs similaires, mais
cette expression ne se simplifie pas autant.

3.5.4 Choix de la fonction à symétrie sphérique

On considère la fonction à symétrie sphérique

*��� 	
�

� � ���!
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où l’entierC est à déterminer. Changer de fonction* revient à changer un schéma à 27
points d’ordre 2 par un autre.

Nous avons vu que pourC 	 ��, le calcul continu des intégrales était immédiat.
Dans le cas où l’on calcule des intégrales discrètes, l’existence d’une primitive de��*���
importe peu.

Cette fonction définit donc un schéma à 27 points, pour estimer la diffusion en un
point à partir de ses 26 voisins. Le but est d’utiliser au mieux les 26 voisins de l’origine :
cela revient à maximiser la valeur de* sur les voisins de 0, c’est-à-dire à une distance
de

�
� et

�
�, et à minimiser sa valeur au delà, c’est-à-dire 2. On obtient alors le tableau

suivant :

C � � � 
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Les valeurs paires donnant des algorithmes de calculs plus rapides, on retiendra des
valeurs commeC 	 � ouC 	 ��, qui utilisent au mieux les 26 voisins de l’origine.

3.6 Divergence de la vorticité

Tout algorithme de discrétisation de la vorticité rencontre le problème de satisfaire
algébriquement la contrainte de divergence nulle de la vorticité. Dans le cas des méthodes
particulaires, ce problème a été étudié dans [41] et [43].

Nous décrivons ci-dessous les grandes lignes des méthodes proposées pour satisfaire
au mieux cette contrainte. On présente les expressions possibles pour le terme d’étirement
���� et leurs influences sur l’évolution de la divergence de la vorticité, lorsque���� �	 �.
Ces différentes expressions sont identiques, c’est-à-dire égales à� ���, lorsque���� 	 �
pour être compatibles avec les équations de Navier-Stokes. On finira cette section en
présentant la projection IH���, qui n’est en pratique utilisée que pour le «conditionnement»
des valeurs initiales, du fait de son caractère non conservatif.

3.6.1 Tenseur d’étirement

L’équation d’évolution de la vorticité à l’intérieur du domaine est donnée par


�


�
� � � �� � � � �� � ��� 	 �

avec���� 	 � pour tout temps�.
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L’équation suivie par���� permet de déterminer l’évolution numérique de la diver-
gence si numériquement���� �	 �. On remarque que


����


�
� ��� �� � ���� ��� �� � ���� ������ 	 �

avec ���������������

��� �� � ��� 	 � � ����� �
��

��#��


�#

��


��

�#

��� �� � ��� 	 � � ������
��

��#��


�#

��


��

�#

et par conséquent


����


�
� � � ����� � � � ������ ������ 	 �

D’autre part, puisque la vitesse est calculée par� 	 ���$ ��� avec��� 	 �, on a

���� 	 ��� ����$�� ����� 	 ��� 	 �

que� soit à divergence nulle ou pas. On obtient alors une équation de type transport–
diffusion


����


�
� � � ����� � ������ 	 � (3.30)

D’autre part, le modèle continu des équations de Navier-Stokes implique���� 	 �.
Si numériquement� n’est pas à divergence nulle, alors la loi d’évolution de la vorticité
peut s’écrire


�


�
� � � �� � ���	 �� � ��� 	 �

avec
���	 �� 	 � � �� �� � IH��� ���

ce qui ne contredit pas les équations de Navier-Stokes.

Une expression souvent utilisée pour� est

���	 �� 	 ��� ��� �� 	 � � ��� �����

Ainsi, si ���� 	 � alors on retrouve bien l’expression de l’étirement� � ��.

Or ��� ������� 	 � � �� � ��������, d’où

��� ����	 ��� 	 ��� ���� ��� ��� 	 ��� �� � ��� � ��� �������

	 � � ������ � � ����� � ��� ����� �
��

��#��


�#

��


��

�#
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FIG. 3.1 – Divergence moyenne (courbea) et son influence sur la viscosité numérique
(courbeb), en fonction du tenseur d’étirement, pour une simulation d’anneau tourbillon-
naire. —��� ��� ��, - - � � ��.

Puisque��� � 	 �, cette expression devient

��� ����	 ��� 	 � � ����� �
��

��#��


�#

��


��

�#

et la loi d’évolution de���� est alors


����


�
� ������ 	 � (3.31)

On retrouve cette propriété [41].

Un critère parfois retenu (cf. [43]) pour mesurer la divergence est la normalisation par
la palenstrophie����� :

�������
�����

qui est particulièrement justifié pour des tenseurs de type

���	 �� 	 ��� ��� �� � F�����

utilisés comme technique dissipative de divergence, introduites à l’origine pour la résolu-
tion des équations de Maxwell où l’absence de divergence des champs est fondamentale
(cf. section 3.4.2 de [43]). En effet, l’évolution de��� � est alors donnée par


����


�
� �� � F������ 	 �

On préférera utiliser ici un critère simple qui se dispense de l’évaluation du gradient
��, et qui se compare à l’unité. On considère ainsi le terme moyenné

�!
F���

''����''IL �
���

	
�!
F���

��
�

���������� ��

��	�

(3.32)
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oùF est la mesure de Lebesgues dans IR�.

On pourrait préférer une normalisation de typeF�='� où=' est le volume occupé par
les particules, ce qui éviterait de normaliser la divergence de la vorticité en considérant
un domaine où� est nul. Néanmoins, les particules remplissent
�
 à 
�
 du domaine,
ce qui reviendrait en gros à multiplier les présents résultats par���. Les deux critères ont
donc la même perspicacité.

La figure 3.1 représente le critère de divergence donné par la formule (3.32) pour les
deux tenseurs��� �� � �� et � � ��, en considérant la simulation d’un anneau tourbil-
lionnaire qui s’autopropulse sur le cylindre. Cette simulation sera décrite en détail à la
section suivante 3.7. Le volume de calcul est iciF��� 	 �&����

� � �� où�� est le rayon
de troncature.

Il semble clair que la divergence se comporte mieux avec��� ��� ��. Mais surtout,
on remarque que la viscosité numérique tend vers la viscosité cinématique, alors que la
viscosité numérique des solutions obtenues avec� � �� a un comportement instable et
diverge linéairement.

Néanmoins, il existe certaines classes de problèmes, dont les calculs de sillages, où il
se crée de grandes quantités de vorticité proche des bords. En effet, les erreurs numériques
sont les plus grandes au voisinage des bords, notamment à cause des forts gradients de
vorticité qui affectent la précision des formules d’intégration.

Ces erreurs numériques créent de la divergence, et le tenseur��� ����� les compense
en privilégiant la direction de l’écoulement : sa différence avec l’étirement naturel� ���
est����� qui privilégie la direction de la vitesse� moyenne. C’est pourquoi pour les
calculs de sillage on préférera un tenseur de la forme

���	 �� 	 � � ��� l1� �����

où� est un ensemble inclus dans le domaine de calcul mais ne possédant pas de point où
les schémas de dérivation ou d’interpolation sont décentrés. Ainsi on utilise l’étirement
� ��� proche du bord, et��� ����� où les schémas sont précis, mais surtout où le terme
����� ne représente pas une erreur numérique supplémentaire. Pour obtenir des champs
de vorticité à divergence nulle, on utilise alors une projection sur l’espace des fonctions
sans divergence IH��� ���.

3.6.2 ProjectionIH	
�

On peut facilement obtenir un champ à divergence nulle par projection sur IH��� ���.
Effectivement, si on appelle� le champ de vorticité dont la divergence est non nulle, il
suffit de considérer une pression@ solution du problème elliptique aux limites de types
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Neumann non-homogènes :�����
��@ 	 ���� �,� �


@


�
	 �� � �� �,� 
�

Ceci revient à rajouter un terme de pression à l’équation de vorticité.

On pose�� 	 � ��@ et on obtient ainsi

��� �� 	 ���� ��@ 	 �

et �� � �� 	 � � ����@ � �� 	 �

Le champ�� est alors à divergence nulle et sans flux sur le bord.

Cette projection étant susceptible d’être dissipative, on l’utilisera uniquement pour
s’assurer que la condition initiale numériquement à divergence nulle (cf. [74]).

3.7 Anneaux tourbillonnaires

On considère, comme exemple validatif de la méthode, un anneau tourbillonnaire à ré-
partition gaussienne autour de son squelette. Cet exemple, complètement tridimensionnel
dès l’instant initial, combine un fort effet convectif et un effet de couche limite important.

Après avoir montré comment on construit cette anneau, nous finirons ce chapitre en
exposant différents diagnostics de simulations tridimensionnelles. La simulation choisie
est la propulsion d’un anneau de vorticité contre un obstacle cylindrique. La dynamique de
cet anneau est représentée par les figures 3.8 et 3.9, qui montrent les surfaces d’isovaleurs
du champ vorticité, c’est-à-dire de l’anneau et de la couche limite qu’il crée.

3.7.1 Définition analytique d’un anneau tourbillonnaire

Nous allons définir la formule du champ de vorticité qui modélise un anneau tour-
billonnaire à répartition gaussienne autour de son squelette circulaire.

On définit un anneau par la distance de l’origine à son centre, notée*, son diamètre
), et l’écart-type8 de la répartition gaussienne.

La distance4 du squelette de l’anneau, en coordonnées cartésiennes, est donnée par

4��	 
	 ��� 	


) �

!

� � ��

��
� ��� *��
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FIG. 3.2 –Surface d’isovorticité d’un anneau tourbillonnaire et de la couche limite produite.

et la direction de la vorticité par

��( 	 ��� �' ���� où ' 	 �
!

� � ��

On définit alors le champ de vorticité par :

���	 
	 �� 	
�

�&8�
��)�������

�	�*� ��( (3.33)

qui présente une circulation� et un nombre de Reynolds :

�� 	
�

�

La figure 3.2 montre une surface d’isovorticité d’un tel champ, sur laquelle on dis-
tingue la vorticité primaire de l’anneau et la vorticité secondaire produite sur le cylindre
par effet de couche limite.

On choisit le domaine

��	 !	 �� � ��	 �& � ��� ��	 �&�� ���&	 �&�
avec les paramètres* 	 �, ) 	 ���, 8 	 ���, et� 	 �, ce qui donne�� 	 ���

Notons que���� 	 �. En effet, si on pose: 	 ���&8� et���	 
	 �� 	 "#$ ��4��	 
	 �����8��,
on a alors���	 
	 �� 	 : ���	 
	 �� ��� �'���� et donc

��� � 	 : � ��� ��� �'���� � : ��� �'���� � �� 	 :�� � ��(
avec

�� 	 � �

�8�
���4�� 	 �4�

8�
�4
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Or le vecteur��( est tangent aux surfaces de niveau de4, donc�4 est orthogonal à��( et
ainsi

���� 	 :�� � ��( 	 �:4�

8�
��4 � ��(� 	 �

Cependant, la divergence d’une discrétisation de� calculée par un des schémas de
dérivation de la section 3.3.2 n’est pas numériquement nulle.

3.7.2 Différentes phases de la dynamique de l’anneau

Avant de regarder de plus près les courbes des diagnostics, il convient de connaître
les différentes étapes de la dynamique de la solution. On utilise pour cette simulation
le paramètres numériques donnés à la section 3.7.1, page 101, avec des résolutions de

� � ��� � 
� et��� � ��
 � ���.

L’anneau commence par un stade de «changement de forme», car une répartition gaus-
sienne n’est pas conservée par les équations de Navier-Stokes. Pendant ce temps il se
forme un «coussin» de vorticité sur le bord, résultant de la vitesse au bord induite par
l’anneau, qui avance vers l’objet cylindrique.

Suit alors une phase derebond : l’anneau entre alors en contact avec le coussin de
vorticité, et pour� allant de�� à �� on observe une forte interaction entre l’anneau et sa
couche limite. Les vorticités de la couche limite et de l’anneau étant de signe différents,
d’une part l’anneau rebondit et d’autre part il entraîne et étire fortement le coussin (cf.
figure 3.8).
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FIG. 3.3 –Phases de la dynamique de l’anneau tourbillonnaire.A gauche :coefficient de friction
(—) et coefficient de pression (- -).A droite :Centre de vorticité avec obstacle (—) et sans obstacle
(- -)

C’est lors de cette phase que les diagnostics sont les plus perturbés. La figure 3.3
montre qu’avant� 	 ��, l’anneau exerce une poussée sur le cylindre (le coefficient de
pression est négatif). Ensuite, l’anneau exerce une aspiration quatre fois plus forte que la
poussée précédente. La courbe (b) de la figure 3.3 montre l’évolution du «centre de vor-
ticité» pour un anneau se propulsant sans obstacle et pour un anneau entrant en collision
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avec le cylindre. Cette quantité est définie comme le centre de gravité par

G+��� 	 ���

�
�

����� � ��

L’anneau se déplaçant sans obstacle, il avance presque linéairement, mais ralentit un peu
après� 	 ��. La courbe représentant la trajectoire de l’anneau avec obstacle est, au
début, en dessous de la première courbe car la présence de la couche limite sur le cylindre
joue un petit rôle. Autour de� 	 ��, G+��� est très ralenti car il y a rencontre avec la
couche limite. Ensuite la vorticité, en moyenne, reste «au dessus» du cylindre (c’est-à-
dire�� � G+��� � �, voir aussi les figures 3.8 et 3.9).

Le stade suivant, qui est un stade d’enroulementde la couche limite, est topologique-
ment le plus intéressant : pour�� � � � 
�, on observe que la partie du coussin arrachée
crée un anneau secondaire qui se reconnecte à l’anneau principal. Cet anneau secondaire
est mis en évidence par la figure 3.9.

Enfin, le quatrième stade est presque uniquementdiffusif : les structures ayant perdu
de l’énergie et de l’inertie, elles se dissipent petit à petit. Lors de cette phase les diagnos-
tics sont meilleurs car les effets convectifs sont beaucoup moins violents.

3.7.3 Diagnostics du problème simplifié : dynamique sans obstacle

Dans le but de montrer quelle est l’influence des conditions limites et de l’étirement,
on étudie la dynamique d’un anneau tourbillonnaire à�� 	 ���, �� 	 ���� et�� 	
����, en coordonnées cartésiennes périodiques, donc sans bord. On utilise un domaine
��&	 &�� avec une résolution de����. Si on identifie le pas de grille avec l’échelle de
diffusion, avec un pas de temps de���, on obtient un Reynolds nominal de���. Cette
simulation est donc sous-résolue d’un facteur� à�� 	 ���� et d’un facteur� à�� 	
����.

Ceci présente un complément à [64], qui étudie les anneaux minces et leur recon-
nection. Nous étudions ici le comportement de la méthode particulaire hybride pour les
anneaux épais, à travers la viscosité du schéma numérique.

Le calcul de viscosité du schéma numérique est un test sévère car cette quantité accu-
mule les erreurs dues aux différentes étapes du schéma numérique. Elle est définie par

���� 	 � �

��

�H

��
(3.34)

où�� est l’enstrophieetH est l’énergie, données par

�� 	

�
�

����� �� 	 ������� et H 	
�

�

�
�

����� �� 	
�

�
�������

On définit aussi letaux de dissipationpar le produit������.
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FIG. 3.4 –Viscosité du schéma numérique&��� (formule (3.34) des anneaux tourbillonnaires
sans obstacle en domaine tripériodique, avec une résolution de��� �.

En haut à gauche : Viscosité du schéma numérique et théorique à'� � ��� (- - -).
En haut à droite : Viscosité du schéma numérique à'� � ���� (– –) et'� � ���� (—).
En bas à gauche : Erreur absolue.
En bas à droite : Erreur relative :

(——) Erreur à'� � ����, pic à�$��� et s’équilibre autour de�$��,
(– – –) Erreur à'� � ����, pic à�$��� et s’équilibre autour de�$���,
(- - - -) Erreur à'� � ���, pic à�$��� et tend vers�.

On rappelle que la viscosité théorique est liée au nombre de Reynolds par�� 	 ���.
Puisque ces anneaux sont normalisés, c’est-à-dire avec une circulation égale à 1, on a

����������� 	
�

��

La viscosité du schéma numérique accumule les erreurs au sens où l’enstrophie est
calculée par sommation sur les particules tandis que l’énergie est sommée sur la grille car
elle n’est pas à support compact. Les erreurs d’interpolation jouent donc un rôle important
dans ce calcul.

De plus, pour les grands nombres de Reynolds,� est petit et l’évaluation deH peut
s’avérer délicate en simple précision, d’autant plus qu’il y a la division parÆ�. Enfin, en cas
de sous-résolution, les erreurs de diffusion sont difficilement contrôlables, principalement
proche des bords.
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FIG. 3.5 –Taux de dissipation.
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FIG. 3.6 –Croissance et décroissance de la divergence (en ordonnée).A gauche :Croissance
de la divergence, corrélée linéairement avec le glissement résiduel.A droite : Décroissance de la
divergence d’après l’équation de diffusion (3.31), corrélée linéairement à l’enstrophie.

On remarque sur la figure 3.4 que ces erreurs sont au plus de l’ordre de�
 pour un
nombre de Reynolds de����. Cette figure montre les erreurs absolues et relatives de la
viscosité du schéma numérique à�� 	 ���, �� 	 ���� et�� 	 ����.

3.7.4 Courbes diagnostics du problème complet

Cette simulation d’anneau tridimensionnel est un exemple validatif de la méthode à
pas fractionnaires (3.1)-(3.2)-(3.3)-(3.4). Les diagnostics présentés ici sont représenté sur
la figure 3.7.

On utilise les paramètres de la section 3.7.1. On parlera desimulation grossièrepour
une grille sous-jacente de résolution
������
�, et desimulation finepour une résolution
��� � ��
 � ���. On renvoie aussi à la section 2.6 du chapitre 2, page 67, pour d’autres
résultats concernant le comportement de la viscosité en cas de sous-résolution.

Comme nous l’avons remarqué dans la section précédente (dynamique d’un anneau
tourbillonnaire sans obstacle), le calcul de la viscosité du schéma numérique���� est
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un test sévère. Cette quantité est représentée par la courbe (a) de la figure 3.7, pour la
simulation grossière et pour la simulation fine. On a respectivement des erreurs maximales
de�
 et�
. Dans les deux cas, on obtient une erreur de viscosité de l’ordre de���
 dans
le stade diffusif. Un critère équivalent est le taux de dissipation, tracé sur la figure 3.5.

La courbe (b) de la figure 3.7 représente la circulation totale normalisée par le volume
du domaine (qui cumule les erreurs deproduction de circulation). On constate que la
simulation fine se comporte mieux. Les erreurs maximales sont néanomoins très petites
(� ���� et��� ����).

Dans le même genre de constatation, le coefficient de décollement�� doit être nul,
par symétrie du problème par rapport au plan����	 ����. On trouve ce coefficient représenté
par la courbe (e), qui est assez bruitée. On reconnait une valeur de crête de l’ordre de
����, cette quantité n’ayant pas de normalisation naturelle.

L’hélicité est un invariant (introduit par Moffatt, cf. [100]) dont le principal intérêt
est de montrer la conservation topologique (aspect développé dans [111]) d’une structure
fluide ou magnétique. Elle représentée par la courbe (d), en étant normalisée par la taille
du domaine, et vaut de l’ordre de�����.

La courbe (c) de la figure 3.7 montre le glissement résiduel après l’étape de flux de
vorticité (3.4). On trouve que ce glissement résiduel est de l’ordre de� ���	 à� ���	, tout
en descendant en dessous de���	 dans la phase diffusive. On renvoie aussi à la figure 2.2
du chapitre 2 (page 72), qui montre que l’étape de flux permet de diviser par environ���
la vitesse de glissement.

Reste enfin la divergence, représentée par la courbe (f) de la figure 3.7, et calculée en
utilisant la formule (3.32) page 99. Cette courbe présente un pic à���
 et décroît pendant
la phase diffusive jusqu’à���
.

3.7.5 Conclusion des diagnostics

A partir de ces diagnostics, on peut apporter un certain nombre de conclusions. Cette
simulation est sous-résolue, ce qui conduit à des vitesses de glissement résiduelles signi-
ficatives.

Néanmoins, on trouve un plusieurs diagnostics qui n’en souffrent pas : d’une part la
symétrie (circulation totale) et donc le décollement qui en est une directement fonction,
et d’autre part l’hélicité.

De plus, la divergence ne s’accumule pas. Son augmentation semble corrélée aux glis-
sements résiduels tandis que sa diminution semble corrélée à la diminution d’enstrophie,
c’est-à-dire en suivant l’équation de diffusion (3.31) qui prédit ce phénomène. Ces deux
corrélations sont tracées sur la figure 3.6.
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FIG. 3.7 –Diagnostics.De gauche à droite et de haut en bas:
(a) Viscosités du schéma numérique (simulations fine et grossière, lignes théoriques à����� et���),
(b) Circulations totales (simulations fine et grossière, normalisées),
(c) Glissement maximal (simulation fine),
(d) Hélicité (simulation fine, normalisée),
(e) Coefficient de décollement�� (simulation grossière),
(f) Divergence (simulation grossière, formule (3.32)).
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FIG. 3.8 –Propulsion d’un anneau tourbillonnaire sur un obstacle cylindrique, et son interaction
avec la couche limite. Surfaces d’isovorticité à# � �� ��� ��� ��� ��� ��. Couleur :� � �����(��.
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FIG. 3.9 – Création d’un anneau secondaire par arrachement et enroulement du «coussin» de
vorticité, puis reconnection de l’anneau secondaire avec l’anneau principal, après rebond. Surfaces
d’isovorticité à# � ��� ��� ��.
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Application au calcul

et au contrôle de sillage





Chapitre 4

Calculs de sillages

Ce chapitre est consacré à la simulation des sillages tridimensionnels. Depuis le dé-
but des années 1990, les moyens informatiques ont rendu possible la réalisation de tels
calculs, et plusieurs résultats quantitatifs ont été publiés à partir de 1992.

La première section de ce chapitre donne la formule des champs irrotationnels de IR�

autour d’un cylindre plan. Les théorèmes 1 et 2 du chapitre 1, pages 41 et 47, permettent
de calculer le champ de vitesse à partir du champ de vorticité en absence de vitesse à
l’infini. On peut considérer9� quelconque en ajoutant un champ de vitesse irrotationnel.

La section 4.2 est consacrée aux sillages bidimensionnels, principalement dans le but
de valider le code et d’obtenir des calculs de référence. On commencera cette section
en donnant l’expression des forces exercées par le fluide sur le cylindre (section 4.2.1).
On présentera ensuite, à la section 4.2.2, les différents types de sillages possible pour les
nombres de Reynolds sous-critiques : parmi les écoulements bidimensionnels stables, on
distingue les écoulements convergeant vers un état stationnaire (section 4.2.3) et restant
instationnaires (section 4.2.4).

Les écoulements turbulents sont alors présentés à la section 4.3, d’abord à�� 	 ���
dans la section 4.3.1, puis à�� 	 ��� dans la section 4.3.2. On étudie alors, à la section
4.3.3, l’écoulement à travers son spectre dans la direction axiale, sous différentes formes.

Enfin, on conclura en résumant les points les plus importants à la section 4.4.

4.1 Objet dans un écoulement et champs irrotationnels

Nous avons vu aux chapitres précédents comment construire une solution numérique
des équations de Navier-Stokes sans vitesse à l’infini. De cette solution on peut déduire
une solution ayant une vitesse9� à l’infini, de direction���.

En effet, étant donné un corps7, ouvert régulier de IR� représentant l’obstacle derrière
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lequel se crée le sillage, on cherche une fonction�
 vérifiant :�������������������

��� �
 	 � ��� IR� "7

��� �
 	 � ��� IR� "7

�
 � �� 	 � ��� 
7

���
���

�
��� 	 9� ���

qui pour un obstacle7 bidimensionnel peut se chercher sous la forme d’un champ irrota-
tionnel�
 	 ���$
 avec �����������

��$
 	 � ��� IR� "7

$
 	 � ��� 
7

���
���

���$��� 	 9� ���

Pour un obstacle cylindrique à base circulaire de rayon:, un courant irrotationnel de
circulation est donné par

$
��	 !	 �� 	 9�

�
� � :�

�

�
��� ! �  

�&
��&

:
�

�
(4.1)

En absence de circulation, c’est-à-dire pour 	 �, cette formule donne la vitesse
��
 	 ���$
 suivante�����������
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La figure 4.1 montre les lignes de niveau d’une telle fonction, pour 	 � et 	 �&.
On utilise en pratique cette formule pour 	 �.

Considérons un domaine de calcul�, dont le bord coïncide à l’intérieur avec
7. On
noteI 	 IR� " �� $ 7�, qui représente le domaine allant du bord extérieur de� jusqu’à
l’infini. On a alors l’union disjointe, de l’intérieur vers l’extérieur :

IR� 	 7 $ 
7 $ � $ 
I $ I

Si on considère un champ de vorticité� sans divergence et le champ de vitesse� associé
en utilisant le théorème 1 ou le théorème 2, alors� vérifie � � �� 	 �, ���� 	 � et
��� � 	 �, et est considéré nul en dehors du domaine de calul�.
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FIG. 4.1 –Lignes de courant d’un champ irrotationnel autour d’un cylindre circulaire.A gauche :
Sans circulation,à droite : circulation) � �*.

Le champ�� 	 �� �
 vérifie alors���������������������������

��� �� 	 � ��� �

��� �� 	 � ��� �

�� � �� 	 � ��� 
7

�� � �� 	 �
 � �� ��� 
I

���
���

����� 	 9� ���

et on applique ainsi le même algorithme à pas fractionnaires que pour les anneaux tour-
billonnaires, donné par les équations (3.1)-(3.2)-(3.3)-(3.4), en superposant le champ ir-
rotationnel�
 aux vitesses calculées par les théorèmes 1 et 2 du chapitre 1, pages 41 et
47.

Néanmoins, il se pose des difficultés supplémentaires. D’une part, la vorticité sort du
domaine de calcul, donc la circulation ne doit plus être calculée comme l’intégrale de�
sur�, car la circulation totale en absence de troncature du domaine est

� 	

�
IR���

� �� 	

�
�

� ���

�
,

� �� �	
�
�

� ��

On utilise alors comme diagnostic lacréation de circulationdonnée par


�


�
	 ��

�
��


�


�
��

qui ne dépend que de la vorticité sur le bord physique
7. Comme le flux de vorticité
moyen ne dépend que de la vitesse de l’équation de diffusion���������, qui elle même est
de moyenne nulle en absence de rotation, cette création de circulation doit être nulle.
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Rappelons que le domaine de calcul� est une approximation du domaine extérieur
IR� " 7 : ce problème a été traîté à la section 3.2.2 du chapitre 3, page 77. Le domaine
� ayant deux composantes connexes, nous avons montré que même en absence de circu-
lation, les vitesses tangentielles sur le bord extérieur de� créent une vitesse tangentielle
artificielle sur le bord intérieur. Ceci se produit lorsque les écoulements sont non sy-
métriques, et donc concerne les sillages dès que la première instabilité de Von Kármán
apparaît. La correction alors introduite repose aussi l’ajout d’un champs irrotationnel.

4.2 Calculs de sillages stationnaires et alternés

4.2.1 Coefficient de traînée

Si � 	 � sur 
�, la force exercée par le fluide sur le cylindre créant le sillage est
donnée par

3- 	 � �

��

�
�

� �� 	 � �

��

�
�

� % � ��

En cas de rotation du cylindre, avec une vitesse surfacique=�������, il faut ajouter au calcul
de force ci-dessus le terme d’accélération

&���

=����


�

On définit lecoefficient de traînée�� et lecoefficient de portance�� par

�� 	
�3- � ���
9���E

et �� 	
�3- � ���
9���E

(4.2)

Ces notations proviennent des termes anglosaxonsdragpour�� et lift pour��.

On montre qu’alors le coefficient�� peut se calculer par

�� 	 �� � ��

où le�� est lecoefficient de frictionvérifiant

�� 	
�3� � ���
9���E

avec 3� 	 ��
�
��

����
 ��

c’est-à-dire
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et où�� est lecoefficient de pressiondéfini par
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�3� � ���
9���E
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4.2.2 Types de sillages

La topologie d’un écoulement est principalement liée à sonnombre de Reynolds

�� 	
9�E

�
où9� est la vitesse à l’infini de la formule (4.1), c’est-à-dire la vitesse d’entraînement
du fluide,E le diamètre du cylindre et� la viscosité cinématique. Le repère de IR� est
�J	���	 ���	 ����, ��� représentant la direction de la vitesse à l’infini, et��� l’axe du cylindre.
Le vecteur���, orthogonal aux deux derniers, s’appelledirection de portance.

La figure 4.2 montre les différents comportements du sillage dans le domaine sous-
critique. Pour des nombres de Reynolds très petits (�� � �), l’écoulement est purement
visqueux et il n’y a pas de décollement.

Pour un nombre de Reynolds compris entre� et approximativement�%, il se crée, en
aval du cylindre, deux tourbillons symétriques. Ces tourbillons, de circulations opposées,
augmentent de volume mais convergent vers un état stationnaire. La longueur de la traînée
� est alors donnée empiriquement (voir [116] et référence [115] de [10], ainsi que [32])
par la relation

�

E
	 ���
���� ��

On trouve, pour de tels nombres de Reynolds, c’est-à-dire entre 5 et 47, des simulations
numériques utilisant un schéma de différences finies à�� 	 �� qui remontent à 1933
([120] basé sur le schéma de [121]).

A partir de�� 	 �%, les tourbillons se détachent et l’écoulement reste instationnaire.
Il se succède des tourbillons alternés, appelésAllées de Von Kármán. Ce changement de
comportement correspond à unebifurcation de Hopf.

Les premiers tourbillons se créent par paires, en dipôles, car le plan horizontal�J	���	 ����
est un plan de symétrie pour les équations de Navier-Stokes. On remarque que si l’on
ne force pas cette symétrie, les solutions symétriques sont instables et les tourbillons se
mettent naturellement en quinquonce. On parle alors d’instabilité de Von Kármán. Pour
les simulations présentées dans ce travail, on déclenche cette instabilité en procédant à
une période de légère rotation du cylindre, dans le but de briser la symétrie des solutions.

Du fait de cette dissymétrie de l’écoulement, la force résultante agissant sur le cy-
lindre n’est plus parallèle au sens du courant���. Il apparaît donc une force de portance
perpendiculaire dirigée alternativement dans un sens et dans l’autre, avec la fréquence
d’émission des tourbillons. Cette force de portance, normalisée, est appeléecoefficient de
portancedans la section 4.2.1.

Notons qu’en pratique, si le cylindre n’est pas fixé, cette force de portance oscil-
lante fait vibrer le cylindre, et est responsable de la production dessons éoliens.La figure
4.3 montre une telle structure de tourbillons alternés dans le cas géophysique de l’at-
mosphère : il s’agit d’un sillage nuageux derrière l’île de la Guadeloupe de la Baie de
Californie, typique des nombres de Reynolds sous-critiques de l’ordre de 200.



118 Chapitre 4. Calculs de sillages

���
���
���
���

���
���
���
���

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

����
����
����

����
����
����

Instabilité deBénard-Von Kármán


� � �

� � 
� � 
�

��

Déclenchement
artificiel


� � 
�


� � ���
� � ���

−2 0 2 4 6 8 10 12
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Ecoulement 2D Ecoulement 3D

FIG. 4.2 –Topologie de l’écoulement en aval d’un cylindre circulaire en fonction du nombre de
Reynolds, pour des nombres de Reynolds modéré, c’est-à-dire dans le domaine sous-critique.
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FIG. 4.3 –Allées de Von Kármán proche de la Baie de Californie. Photographie : Satellite GOES-
9, 25 juillet 1996.

Les types de sillages évoqués ci-dessus sont bidimensionnels. Nous verons à la sec-
tion 4.3 qu’à partir de�� 	 ���, les solutions bidimesionnelles sont instables et le sillage
devient tridimensionnel. Les bifurcations suivantes, comme les nombres de Reynolds cri-
tique et super-critique, respectivement à environ� ��� et � ���, ne concernent pas notre
étude et ne seront donc pas abordés.

4.2.3 Exemple d’écoulement stationnaire avec départ impulsif

On se propose de calculer, dans le but d’apporter une validation supplémentaire, le
coefficient de traînée à�� 	 ��, c’est-à-dire juste avant la bifurcation de Hopf à�� 	 �%,
nombre de Reynolds à partir duquel l’écoulement devient oscillant.

M. Bar-Lev et H. T. Yang ont publié en 1975 (cf. [8]) un développement asymptotique
des solutions des équations de Navier-Stokes dans le cas d’un écoulement autour d’un
cylindre avec départ impulsif. On a ainsi une formule asymptotique de�� montrant une
singularité en���	�, valide tant que les effets de convection ne sont pas trop forts :

�� 	 ��& � ��
�
&�� � �

)
�&

�
(4.3)

On vérifie, pour un écoulement très visqueux à�� 	 ��, que l’on retrouve bien cette
relation asymptotiquement. La figure 4.4 montre ce résultat, pour un pas de temps de
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FIG. 4.4 –Coefficient de traînée avec départ impulsif à'� � ��, singularité en��
�
# et conver-

gence.A gauche: — Solution analytique asymptotique de [8],� calcul présent, pointillés� � et
��. A droite: évolution de��, �� et��, lignes à 0.55, 1.04 et 1.59.

FIG. 4.5 – Isosurfaces de vorticité.A gauche: � 	 �. A droite: � 	 � et � 	 ����.
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Æ� 	 �����, ce qui est très petit étant donné la forte viscosité, mais permet de capturer la
singularité. Les coefficients obtenus sont présentés dans le tableau 4.7.

On constate que la courbe de�� de 4.4 présente un plateau vers� � � qui n’apparaît
pas dans les courbes de [86]. De même, on observe une convergence moins rapide que
[86]. Ceci montre les limites des hypothèses simplificatrices pour les formules d’interpo-
lations données à la section 3.4.6 du chapitre 3.

Pour une étude plus approfondie du comportement des forces lorsque le départ est
impulsif, on pourra consulter [86], pour un nombre de Reynolds allant de 40 à 9500
(cf. [82]).

4.2.4 Fréquence propre et allées de Von Kármán

Comme nous l’avons vu à la section précédente, à partir de�� 	 �%, l’écoulement
devient instationnaire et il se crée des structures alternées, communément appelée «allées
de Bénard-Von Kármán».

Soit� la période propre d’un tel écoulement. Sa fréquence propre, de valeur� 	 ���
permet de définir une fréquence adimensionnée, lenombre de Strouhal. Il est défini par

;� 	
� E

9�

De plus, le temps est normalisé par

� 	
9� �

�

La figure 4.6 montre une courbe de référence (cf. [67]) de;� en fonction du nombre
de Reynolds, jusqu’à 1000. Pour le cas bidimensionnel, il existe une relation universelle
entre nombre de Strouhal et nombre de Reynolds (cf. [134]).

Les calculs de sillages effectués en dimension 2 par la méthode tridimensionnelle
développée dans la première partie ont pour principal but de valider le code. On consi-
dère alors pour ces simulations un domaine mince, c’est-à-dire suffisamment étroit pour
que l’écoulement soit complètement bidimensionnel et stable, quel que soit le nombre
de Reynolds.

Les calculs de forces, c’est-à-dire des coefficients��, ��, �� et��, sont représentés
par les courbes de la figure 4.8, pour�� 	 ���, ���, ��� et ���. Les données sont
présentées sur le tableau 4.7, sur lequel on trouve les valeurs moyennes des coefficients
de traînée��, les valeurs limites de�� , les valeurs de crête du coefficient de portance*��, ainsi que les nombres de Strouhal;�. On y trouve aussi ces quantités pour�� 	 ��,
��� et���. Notons que l’on ne calcule pas le coefficient de pression de base��-.
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� Expérimental 3D (1991, [63])
Æ Expérimental 3D (1989, [133])
� Numérique 3D (1997, [68])
� Numérique 3D (1995, [97])
— Numérique 2D (1995, [67])

��Æ Expérimental 3D (1921, [130])
� Numérique 3D (1999, [18])
� Numérique 3D (1995, [97])
— Numérique 2D (1995, [67])

FIG. 4.6 –Nombre de Strouhal+� (à gauche) et coefficient de traînée�� (à droite) en fonction
du nombre de Reynolds'�, jusqu’à'� � ����. Expérimentation et simulation numérique en 2D
et 3D.Avec l’aimable autorisation de Ron Henderson.
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FIG. 4.8 –Courbes des forces à'� � ���, ���, ���, ���.
—— ��, – – 	��	, - - - �� , � � � valeurs du tableau 4.7.
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� �� �� ��
��� �� Source Date

40 1.68 – – – 0 [126] 1959

40 1.69 – – – 0 [86] 1995

40 1.57 0.54 1.03 – 0 [67] 1995

40 1.59 0.55 1.04 0 0 – –

100 1.35 0.35 1.0 – 0.166 [67] 1995

100 1.29-1.37 – – 0.31 0.164 [87] 1999

100 1.34 0.355 0.985 0.29 0.176 – –

200 1.34 0.24 1.1 – 0.197 [67] 1995

200 1.34 0.245 1.1 0.7 0.201 –

300 1.38 0.22 1.16 – 0.21 [67] 1995

300 1.39 0.22 1.17 0.96 0.211 – –

325 1.4 – – – 0.206 [67] 1995

325 1.4 – – 0.95 0.21 [99] 1999

400 1.4 0.195 1.205 – 0.220 [67] 1995

400 1.42 0.208 1.212 1.1 0.223 – –

500 1.445 0.172 1.273 1.18 0.226 [67] 1995

500 1.45-1.46 – – 1.18-1.2 0.228 [18] 1999

500 1.44 – – 1.18 0.229 – –

525 1.44 – – 1.21 0.228 [97] 1995

550 1.457 – – – 0.227 [67] 1995

550 1.46 0.17 1.29 1.22 0.2317 – –

TAB. 4.7 – Forces d’un écoulement 2D pour différents nombres de Reynolds : coefficient de
traînée moyen��, coefficient de frottement�� , coefficient de pression moyen��, valeur de crête
du coefficient de portance���, Nombre de Strouhal+�. Caractères droits : calculs de référence ;
caractères gras : calculs présents. Note :�� est calculé par�� � �� .

Pour ces simulations, le domaine de calcul est��	 !� � ��	 � � �&�� ��	 �&� avec une
résolution de��
� ��
, tandis que le pas de temps estÆ� 	 ����. Cette résolution permet
d’obtenir des résultats convergés.

On utilise alors la même résolution, dans les directions radiale et azimutale, pour
les calculs tridimensionnels : on obtient ainsi un calcul de référence bidimensionnel, par
exemple pour déterminer la différence de fréquence entre des écoulements 2D et 3D au
même nombre de Reynolds.

4.3 Sillages turbulents

Il est connu depuis assez longtemps que le sillage d’un cylindre circulaire devient
tridimensionnel pour un nombre de Reynolds suffisamment élevé. Les deux modes d’in-
stabilité, appelésmode Aet mode B, ont été clairement identifiés expérimentalement dès



124 Chapitre 4. Calculs de sillages

1988 par Williamson (cf. [132]).

Ces modes d’instabilité correspondent, respectivement, à des longueurs d’onde de
l’ordre de �E et ���E, dans le voisinage proche du cylindre, et ne dépendent pas du
nombre de Reynolds, au moins jusqu’à�� 	 ���� (cf. [9]). Il semble qu’il y ait d’autres
instabilités à haute fréquence à partir de�� 	 ����, ainsi que de fortes amplifications à
�� 	 ���� et�� 	 ���� (voir [127]), qui n’ont jamais été mis en évidence numérique-
ment.

Ceci signifie, en ce qui concerne l’aspect numérique (c’est-à-dire pour les équations
de Navier-Stokes), que les solutions bidimensionnelles sont instables à partir d’un cer-
tain nombre de Reynolds. Les premières simulations numériques mettant en évidence ce
phénomène datent de 1992 et sont dues à Tomboulides, Triantafyllou et Karniadakis (cf.
[125] et [73]).

Plusieurs calculs tridimensionnels, depuis, ont mis en évidence numériquement ce
phénomène : on citera entre autres Beaudan et Moin (cf. [17]), Thompson, Hourigan et
Sheridan (cf. [122] en 1994 et [123] en 1996), Henderson et Barkley (cf. [9] et [69] en
1996, ainsi que [68] en 1997), Mittal (cf. [98] et [97] avec Balachandar en 1995), Jordan
(cf. [72] en 1994 et [71] en 1997), Kravchenko, Moin et Shariff (cf. [87] en 1999).

Beaudan et Moin (cf. [17]) utilisent des schémas décentrés d’ordre 5 et 7 sur une
«grille en O» étirée, avec une résolution��� � ��
� ��. Jordan (cf. [71]) considère une
méthode de type RANS/LES à�� 	 �
��, sur une «grille en C» de résolution��� �
�����
 et avec un pas de temps adimensionné de� ���	. Barkley et Henderson (cf. [9])
travaillent avec une méthode d’éléments spectraux, dont la grille qu’il noteM6 contient
362 éléments où chaque élément contient 100 points. Leur pas de temps est de l’ordre de
����.

Mittal utilise un schéma de type différences-finies centrées avec un modèle de turbu-
lence sur une «grille en C» étirée dont le volume est de l’ordre��E � �%E � &E, avec
une résolution��� � ��� � �� pour une Reynolds à���� : voir [98] ainsi que la figure
4 de l’introduction, page 22. Le même auteur, dans [97], choisit une méthode spectrale
sur une «grille en O» à�� 	 ���, avec une résolution de�� � �
� � �� et un pas de
tempsÆ� 	 ��� ����. Mittal est aussi cité [87] pour avoir réalisé le même calcul avec une
résolution de�� � �
� � ��� pour un cylindre de largeur axiale��E.

En 1996, Barkley et Henderson publient dans [9] la valeur des deux nombres de Rey-
nolds critiques, à partir desquels se déclenchent ces instabilités : le mode A commence à
�� 	 ����� � ���, tandis que le mode B apparaît à�� 	 ��� � �, en accord avec les
expérimentations (cf. [133]).

Dans la sous-section 4.3.1, on montre le mécanisme qui conduit aux solutions tridi-
mensionnelles, ainsi que l’effet des structures tridimensionnelles sur le nombre de Strou-
hal ;� et sur le coefficient de traînée�� à �� 	 ���. La sous-section 4.3.2 montre le
calcul d’un sillage plus turbulent à�� 	 ���. Enfin, dans la sous-section 4.3.3, on s’inté-
resse aux profils spectraux et au spectre d’énergie.
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FIG. 4.9 –Influence des structures 3D sur les forces de traînée à'� � ���.
—— ��, – –��, - - - �� , � � � 0, 0.72, 0.96, 1.31, 1.39 (cf. tableaux 4.7 et 4.12).

4.3.1 Transition vers le régime turbulent àRe=300

Considérons à présent une simulation réellement tridimensionnelle : le domaine de
calcul est donné par

��	 !	 �� � ��	 � � �&�� ��	 �&�� ��&	 &�

Ce domaine est discrétisé en��
 � ��
 � ���, avec un pas de temps deÆ� 	 ����.

Les vitesses étant de l’ordre de� pour les petites valeurs de�, on obtient une CFL de
�Æ��Æ� � ����. On a par exemple���� 	 ��

 à � 	 %�. Cette valeur est au-delà de la
limite de stabilité linéaire d’une méthode de différences finies standard (par exemple

�
�

pour un schéma de type Runge-Kutta d’ordre 3 en temps).

Remarquons que ce pas de temps est environ�� fois plus élevé que les pas de temps
cité ci-dessus (c’est-à-dire dans [98], [97], [71] et [9]). Cette stabilité de la méthode parti-
culaire est alors très intéressante dans notre cas, puisque nous allons conduire les calculs
jusqu’à� 	 ���.

On procède aux étapes suivantes lors de cette simulation : on commence par un départ
impulsif, sans vorticité dans le domaine, à�� 	 ���. Pour briser la symétrie, on dé-
clenche artificiellement la première bifurcation de Von Kármán en réalisant une rotation
d’une période du cylindre pour� � � � �, c’est-à-dire une vitesse surfacique de

=������� 	 �����&��� �

avec� 	 �.
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FIG. 4.10 –Evolution des structures 3D et dimensionnalité de l’écoulement en fonction du temps.
A gauche: —— �

�

� , – –�������, - - - �������. A droite: dimensionnalité��#�.

Le flot est alors bidimensionnel et non symétrique, et les allées de Bénard-Von Kármán
se succèdent à une fréquence�
. Il se superpose alors petit à petit un germe d’instabilité,
représenté sur la figure 4.11. Les deux structures ne sont à ce moment pas du même
ordre de grandeur et cohabitent sans que le germe n’influe la dynamique des rouleaux
bidimensionnels.

Les instabilités ne font dès lors que croître, jusqu’à être du même ordre de grandeur
que les allées de Von Kármán. Si on considère le champ de vorticité�� 	 ���	 ��	 ���
où�� est la vorticité parallèle à l’axe du cylindre, on définit les enstrophies pour chaque
direction, c’est-à-dire���������������������

�������� 	
�
�

��
��/� �/ 	

�
�

���/� � ����� �/

�������� 	
�
�

��
��/� �/ 	

�
�

���/� � ����� �/

�������� 	
�
�

��
� �/� �/ 	

�
�

���/� � ����� �/

(4.4)

On a alors uneenstrophie axiale�������� et uneenstrophie orthogonale

�
�

� 	 �������� � �������� (4.5)

L’enstrophie totale est ainsi�� 	 �
�

� � ��������. On adoptera aussi la notation

�
�
	
+
��
� � ��

�

d’où �
�

� 	 �������� et�� 	 �������� � ��������.

Pour un écoulement bidimensionnel, la vorticité est exclusivement axiale, et on a�
�

� 	
�. Lorsque cette quantité devient non nulle, on se donne un paramètre* qui quantifie
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l’ordre de grandeur de�
�

� . On choisit alors de définir ladimensionnalitéde l’écoulement
par

���� 	 � �
�
�

� ���

*
(4.6)

Cette fonction� donne une indication de l’état de l’écoulement entre 2D et 3D. Une
valeur plus grande que 3 signifie que l’écoulement est plus tridimensionnel que l’état de
référence qui définit*.

Dans le cas présent, c’est-à-dire pour le calcul d’instabilités, ce paramètre* est choisi
comme la valeur moyenne de�

�

� dans son régime périodique ou quasi-périodique, entre
deux temps�� et�� :

* 	
�

�� � ��

� 
�


�

�
�

� ��� �� (4.7)

Nous verrons au chapitre suivant que dans le cas du contrôle, on choisit* comme la valeur
de�

�

� à l’instant de l’activation du contrôle.

La figure 4.10 montre l’évolution de�
�

� et de� en fonction du temps. On constate
que les instabilités se développent très rapidement (exponentiellement) vers� � ���, pour
atteindre un régime stable vers� � ���.

Lorsque les instabilités tridimensionnelles se développent, on observe une chute du
coefficient de traînée et une diminution de la fréquence propre de l’écoulement. La valeur
de ce coefficient de traînée est représentée dans le tableau 4.12 et sur les courbes de la
figure 4.9. Ce tableau compare les résultats présents aux travaux de Kravchenko, Moin et
Shariff (ainsi qu’à l’expérimentation avec les données de Williamson). On remarque que
le coefficient de traînée est un peu surévalué (de�
) par rapport à leurs calculs.

L’erreur sur le coefficient de traînée est assez faible, mais la différence en ce qui
concerne le nombre de Strouhal est plus importante : on observe une chute de 0.003 alors
que l’experimentation prévoit une chute plus importante de����%.

La valeur annoncée par Kravchenko etal. (cf. [87]), à savoir;� 	 �����, souffre du
manque de comparaison avec un calcul 2D qui permettrait de valider ce résultat. Cette va-
leur est intrinsèquement peu représentative, même si elle est exactement égale à la valeur
expérimentale : en effet, numériquement, le critère qui semble pertinent est la différence
de fréquence entre les écoulements 2D et 3D. D’autre part, la valeur que trouve Henderson
à�� 	 �
� (cf. [68]) est;� 	 ����%.

La cause de la surévaluation de la fréquence par rapport aux expérimentations, pour
Mittal et notre calcul, n’est pas à ce jour un phénomène totalement compris. Mittal avance
dans [98] l’argument des discrétisations trop grossières pour capturer les petites échelles.
En effet, ces petites échelles peuvent avoir une influance sur l’écoulement proche du bord
(influence donc directe sur le coefficient de traînée) et donc modifier l’ensemble et l’écou-
lement en aval, en particulier sa fréquence propre. Il semble que depuis 1995, Mittal ait
confirmé numériquement cette affirmation (référence 29 de [87]).
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� ��
��� �� Source Date Méthode

260 – 0.207 [68] 1997 Eléments spectraux

300 1.28 – «0.203» [87] 1999 B-Splines

300 1.31 0.72 0.208 – 2001 Présente

300 1.22 – 0.203 [131] 1922 Expérimentation

525 1.24 0.68 0.222 [97] 1995 Spectrale

550 1.2 0.445 0.220 – 2001 Présente

550 – 0.21 [133] 1989 Expérimentation

550 1.08 – – [130] 1921 Expérimentation

1000 1.21 – 0.21 [68] 1997 Eléments spectraux

1000 1.0 – – [130] 1921 Expérimentation

3900 1.1 � 0.45 0.216 [98] 1995 LES

TAB. 4.12 –Forces d’un écoulement 3D pour différents nombres de Reynolds : coefficient de
traînée moyen��, pic de coefficient de portance���, Nombre de Strouhal+�. Caractères droits :
calculs de référence ; caractères gras : calculs présents.

Lorsque l’on regarde les images expérimentales (voir la figure 3 de l’introduction), on
remarque que ces champs sont très bruités, alors que les solutions numériques peuvent
être bruitées ou non, comme le montre les figures 4.21 et 4.22. Néanmoins, les solutions
dont les instabilités ne sont pas alignées (comme [68]) peuvent conduire, de toute façon,
à des fréquences surévaluées par rapport aux expérimentations.

D’autre part, on voit sur la courbe des forces de traînée (fig. 4.9) que ces signaux
ne sont pas bruités et très réguliers. Cette régularité est telle que les solutions tridimen-
sionnelles deviennent cycliques. On met ce phénomène en évidence en traçant l’énergie
locale, c’est-à-dire l’énergie présente à l’intérieur du domaine de calcul et définie par

H. 	
�

�
�������

en fonction de l’enstrophie locale�� 	 �������. Cette courbe, représentée sur la fi-
gure 4.11, met en évidence un attracteur numérique.

Néanmoins, il semble que cet attracteur n’ait une forme aussi simple (c’est-à-dire
cyclique) que pour des nombres de Reynolds proches de la bifurcation�� 	 �
�, d’autant
plus que pour ce calcul il n’y a pas d’intéraction mode A/mode B (voir section 4.3.3).

Cette périodicité ne se met plus aussi facilement en évidence pour des nombre de
Reynolds plus grands. De plus, cette forme aussi clairement cyclique est probablement
due à l’alignement des instabilités, qui se conserve car le champ de vorticité est peu bruité
(voir les instabilités de la figure 4.22 page 139, alignées et non alignées).
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Solution 2D Germe d’instabilité à�
�
� ����

Solution transitoire Solution 3D Structures 3D seules
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FIG. 4.11 –Transition 2D� 3D et germe d’instabilité à'� � ���.

Légende des isosurfaces du haut : le germe d’instabilité est l’isosurface de vorticité du champ

�
�
�
�
��
� � ��

� .

Légende des isosurfaces du milieu :�� � ��$������, �� � ��$������, �
�
� �$������ et

�
�
� �$������.

Légende des courbes du bas :En abscisse, enstrophie locale��� ����. En ordonnée, énergie
locale�

��������. Couleurs: rotation initiale, transitoire vers l’attracteur des solutions 2D, attracteur
2D, transitoire vers l’attracteur des solutions 3D, attracteur 3D.
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FIG. 4.13 –Transition 2D� 3D à'� � ���. A gauche: isosurface de vorticité des structures
tridimensionnelles de la solution transitoire.A droite : isosurface de vorticité de bas niveau, sur
laquelle on voit les petites structures hélicoïdales.

4.3.2 Transition vers le régime turbulent àRe=550

Avant d’augmenter le nombre de Reynolds (ie. de passer de��� à ���), on s’aperçoit
qu’à�� 	 ��� les solutions transitoires sont plus perturbées qu’à��� (voir figure 4.13).

Il n’y a pas de différence fondammentales entre�� 	 ��� et�� 	 ���, si ce n’est
un comportement plus chaotique des solutions 3D. Notons qu’à�� 	 ���, on emploie le
même pas de temps, la même résolution et le même domaine de calcul que pour�� 	 ���,
dont la résolution est excessivement fine. Les principales phases de l’écoulement sont
représentées sur la figure 4.15, de peu après l’instant initial jusqu’à la tridimensionnalité
totale des solutions.

Le nombre de Strouhal des écoulements 3D augmente très lentement à partir de�� 	
��� (résultat obtenu l’expérimentalement). Le tableau 4.12 montre un nombre de Strouhal
à�� 	 ��� très proche de celui trouvé par Mittal (cf. [97]) à�� 	 ���. Cependant, ces
deux fréquences surestiment assez largement la fréquence trouvée expérimentalement.

En ce qui concerne le coefficient de traînée, représenté sur la figure 4.14, on trouve
en valeur légèrement en dessous de celle annoncée par Mittal, et un peu plus proche des
résultat expérimentaux (cf. tableau 4.12). Ce nombre de Reynolds étant le plus grand
possible se comportant bien avec une telle résolution, nous utiliserons cet écoulement
pour effectuer les calculs de contrôle.

A de tels nombres de Reynolds, l’écoulement est principalement gouverné par les
structures de typemode B. Cependant, lemode Arésiduel peut avoir un impact sur l’ali-
gnement des structures dumode B(voir la figure 4.22 page 139), et donc sur la fré-
quence de l’écoulement. Des simulations ultérieures avec un domaine de calcul plus large
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dans la direction axiale permettrons probablement d’obtenir des fréquences moindres,
plus proches des résulats expérimentaux ([87] utilise une largeur�� 	 ��E).

Effectivement, les domaines expérimentaux sont habituellement bien plus grand que
les domaines de calculs numériques : un domaine de calcul qui serait de la taille du do-
maine expérimental de la figure 3 de l’introduction (page 18), en extrapolant la résolution
de notre calcul, contiendrait un nombre de particules de l’ordre de���.
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FIG. 4.14 –Influence des structures 3D sur les forces de traînée à'� � ���.
—— ��, � – � �� 2D, – –��, - - - �� (voir tableaux 4.7 et 4.12)
� � � en haut :0, 0.17 1.2 et 1.46,� � � en bas :0, 0.445 et 1.22.

4.3.3 Spectre d’énergie et longueur d’onde des structures 3D

Comme nous l’avons vu en introduction de cette section, on trouve dans [9] les deux
nombres de Reynolds critiques : les modes A et B se déclenchent respectivement à������
��� et��� � �.

Dépassé�� 	 ���, la solution devient tridimensionnelle. On introduit alors le spectre
dans la direction de l’axe du cylindre par une transformée de Fourier : soit) un nombre
d’onde, qui permet de définir,�/ � IR� �
 lC�

��	 
� ��
 ,�/��	 
� 	 � ��




���	 
	 �����/� ��
(4.8)
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Ce nombre d’onde correspond à une longueur d’ondeF� 	
�&

)
et une longueur d’onde

normalisée
F�
E
	
�&

)E
(4.9)

Le profil spectral est alors l’application

�/ � IR� �
 IR�

��	 
� ��
 �,�/��	 
��� 	 ,�/ � ,�/ 	 �,�/���� � �,�/���� � �,�/���� (4.10)

Le spectre d’énergie est alors défini en norme IL� par l’application

& � ) ��
 �

�

'',�/''� 	 �

�

�
�
�,�/��	 
��� ���
 �	�

(4.11)

où le domaine�, infini en�, est décomposé en� 	 � � IR. Ce spectre& est représenté
sur la figure 4.16 lors de l’émergence du mode B à�� 	 ���.

La figure 4.18 montre, à�� 	 ���, un spectre ponctuel en��	 
� 	 ����	 ��, c’est-
à-dire,�/��	 
�. Ce point permet de le comparer au spectre de Mittal, à�� 	 ���. Ces
spectres sont tracés à� 	 
�	 %� et��. Ils correspondent au développement des instabilités
pour � 	 
�, puis à une phase de saturation à� 	 %�, en enfin à une phase où le spectre
devient lisse, vers� 	 ��. On constate que le spectre ponctuel de notre calcul est en accord
avec le calcul de [98]. Pour information, on trace le spectre total& sur la figure 4.19, page
136, à� 	 ��.

Lors de l’émergence de ces instabilités à�� 	 ���, on constate sur la figure 4.17
que l’on retrouve qualitativement le profil spectral du mode B de Barkley et Henderson
(cf. [9]) à�� 	 �
�.

Ce profil, c’est-à-dire la fonction�/, est tracé pour le) qui maximise&. Le nombre
d’onde) est égal à&�� � ��%� pour notre calcul, et���� pour [9]. La figure 4.17 montre
que&�� est la valeur la plus proche possible de���� dans notre spectre : on identifie alors
bien les mêmes structures. De plus, ceci illustre bien le fait que ces instabilités ne dé-
pendent pas du nombre de Reynolds, comme nous l’avions fait remarqué en introduction
de la section 4.3, notre Reynolds étant un peu plus du double de celui utilisé par Barkley
et Henderson dans [9]. On montre aussi l’évolution de ce profil en le traçant à différents
temps entre� 	 �� et � 	 %�, sur la figure 4.20 page 137.

La longueur d’onde normalisée du mode A estF��E 	 ���
 � ���� (cf. [9]), et aura
donc du mal à apparaître sur notre domaine de calcul, de largeur�&. Ceci est, par ailleurs,
probablement la raison qui explique la surestimation de la traînée et de la fréquence à
�� 	 ���. En effet, ces surestimations disparaissent pour des nombres de Reynolds plus
élevés, par exemple à��� (cf. tableau 4.12), où le mode A n’est quasiment plus présent
(cf. fig. 4.6).
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4.4 Conclusions

On peut tout d’abord conclure que la méthode numérique développée dans la première
partie est particulièrement précise pour les évaluations de fréquence et de traînée en di-
mension 2. On constate aussi que les courbes des forces de traînée sont très peu bruitées.

Les instabilités tridimensionnelles sont correctement modélisées par la méthode nu-
mérique développée dans la première partie. Elles se créent sur la bonne longueur d’onde,
et leur impact à�� 	 ��� sur le coefficient de traînée est en accord avec les résultats de
Mittal à�� 	 ���, bien que supérieur aux résultats expérimentaux. La fréquence propre
est elle aussi en accord avec les résultats de Mittal (cf. [97]). De plus, la surévaluation
de la fréquence à�� 	 ��� peut être imputée à la taille du domaine (plutôt qu’a la ré-
solution), principalement dans la direction axiale où le mode A n’a pas la place pour se
manifester.

On constate à nouveau que les solutions sont peu bruitées, mêmes pour des temps très
long. Enfin, on s’assure que la condition de sortie donne de bons résultats, à savoir une
absence d’accumulation et une absence d’aspiration (voir par exemple la figure 4.20).

La simulation à�� 	 ��� donnant des résultat particulièrement satisfaisants, nous
l’utiliserons pour les simulations de contrôle du chapitre suivant.
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Rotation initiale pour briser Ecoulement asymétrique,# � ��
la symétrie,# � �$�

Allées de Von Kármán 2D à# � �� Les instabilités 3D apparaissent,# � ��$�

Ecoulement 3D transitoire à# � �� Ecoulement 3D à# � ��

FIG. 4.15 –Différentes étape de l’écoulement à'� � ���, isosurface de vorticité à�� �
��$������ et�

�
� �$������.
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FIG. 4.16 –Spectre axial� du mode B et fréquence de résonance à'� � ��� lors du dévelop-
pement initial des instabilités.

FIG. 4.17 –Profils spectraux du nombre d’onde de résonance� durant le régime transitoire à
# � ��. En haut: profil ��		 à '� � ���, avec, � �. En bas: profil �
&�� de Barkley et
Henderson (cf. [9]) à'� � ���, avec, � �.
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FIG. 4.18 –Spectre ponctuel�,��* �� ��/�
� �� en
�, � �$� et��, � �.
En haut :— Mittal (cf. [98]) avec un spectre de�� points,� Beaudan et Moin (cf. [17]),
En bas :Calcul présent à'� � ���, - - - - # � ��, – – –# � ��, —— # � ��.
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FIG. 4.19 –Spectre� sur l’ensemble du domaine à# � ��.
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FIG. 4.20 –Profil spectral��		 à # � ��� ��� �� et�� (de haut en bas).
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FIG. 4.21 –Isosurfaces de vorticité des instabilités de typemode B. De gauche à droite et de haut
en bas :[71], [122], [87], calcul présent à'� � ���, calcul présent à'� � ���.
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Instabilités alignées.

Instabilités non alignées.

FIG. 4.22 –Instabilités de typemode Balignées et non alignées.De gauche à droite et de haut
en bas :[68], notre calcul à'� � ���, [87], notre calcul à'� � ��� ; [68], [122], notre calcul à
'� � ���, expermentation [135].
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Chapitre 5

Contrôle de sillage

Ce chapitre présente une approche de contrôle du sillage par rotation du cylindre au-
tour de son axe. Un paramètre intéressant à contrôler (c’est-à-dire à diminuer) est la force
exercée par le sillage sur l’obstacle, mesurée par l’intermédiaire des coefficients de traînée
et de portance, notés respectivement�� et��. Ces forces sont intéressantes à diminuer
car elles s’opposent au mouvement. D’une manière générale, elles conduisent à une plus
grande consommation d’énergie pour la traction ou la propulsion, par exemple en avio-
nique ou automobile. En ce qui concerne le cas simple du cylindre rotatif, on est en mesure
de réduire la force de traînée de l’ordre de��
.

Les deux principaux résultats de ce chapitre sont les suivants : d’une part, pour une ro-
tation d’amplitude suffisamment forte, un écoulement turbulent redevient bidimensionnel
et laminaire. D’autre part, pour une fréquence de rotation suffisamment élevée, on as-
siste à une diminution conséquente du coefficient de traînée, phénomène mis en évidence
expérimentalement dans [124].

Les contrôles possibles sont très nombreux. On citera par exemple, hormis les tech-
niques d’optimisation de forme, des techniques d’aspiration (cf. [112]) ou de micro-jets
(cf. [25]), ou encore par l’ajout d’un second cylindre en aval (cf. [114]). Notons que ces
références ne traitent que le cas bidimensionnel.

On peut trouver dans la littérature les effets sur le sillage d’une vibration verticale et
horizontale d’un cylindre circulaire (par exemple [99] à�� 	 ��� et [18] à�� 	 ���,
tous en dimension 2). Ces auteurs choisissent la fréquence des oscillations vibratoires
parmi les premières sous-harmoniques et sur-harmoniques, ainsi que pour des valeurs
proches de la fréquence propre de l’écoulement. Cependant, le type de problème qu’ils
considèrent n’a pas trait au contrôle, et le coefficient de traînée a tendance à augmenter. Il
est donc raisonnable d’envisager une technique de contrôle autre que par vibrations.

La technique de réduction de traînée présentée ici consiste, comme nous l’avons dit
ci-dessus, à réaliser une rotation du cylindre autour de son axe, dont la vitesse de rotation
est une fonction donnée dépendant uniquement du temps. Ce type de contrôle a été intro-
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duit expérimentalement dans [124], qui fournit un ordre de grandeur des paramètres de
contrôle pour envisager une diminution des forces du sillage.

En dimension 2, des simulations numériques ont été faites à�� 	 ����, et mettent
en évidence ce phénomène de réduction de traînée (cf. [57]). On trouve aussi de telles
simulations dans [26], à�� 	 ���, mais pas dans une approche de contrôle.

Il existe des techniques du même type, en dimension 2, qui utilisent des rubans mo-
biles à la surface du cylindre, dont les vitesses sont calculées par un algorithme génétique :
cela conduit à des réductions importantes de la traînée (voir [95], [94] et [96]). Dans ce
dernier cas, les paramètres de contrôle dépendent fortement du temps, ce qui n’est pas
le cas du contrôle que nous considérons : il convient de bien faire la différence entre un
contrôle rétroactif (ouclosed-loop control, voir par exemple [84], [76], [77], [79] et [78])
et un contrôle en boucle ouverte (ouopen-loop control).

La section 5.2 donne une valeur possible de fréquence et d’amplitude, utilisée pour
la rotation du cylindre dans le cadre d’une stratégie de contrôle passif. On montre que
ces valeurs diminuent le coefficient de traînée, dans le cas bidimensionnel. En effet, on
observe une chute de��
 du coefficient de traînée�� si on utilise la première sur-
harmonique comme fréquence de contrôle.

On développe ensuite, dans la section 5.3, deux types de rotation dans le cadre des
écoulements tridimensionnels :

Dans un premier temps (section 5.3.1), on considère une rotation ayant la pulsation
propre de l’écoulement. On appellera ce type de rotation «basse fréquence», qui permet
de ramener l’écoulement turbulent à un écoulement bidimensionnel, mais qui ne diminue
pas le coefficient de traînée.

On considère ensuite, à la section 5.3.2, un contrôle «haute fréquence», dont la pul-
sation est le double de la pulsation propre (c’est-à-dire la première sur-harmonique). On
montre qu’alors l’écoulement revient deux fois plus vite qu’à basse fréquence vers un état
bidimensionnel, et de plus on retrouve le même coefficient de traînée que pour le contrôle
bidimensionnel.

La section 5.4 montre les resultats de calculs effectués sur un domaine plus grand. On
observe ainsi, à haute fréquence, une bifurcation de la topologie de l’écoulement.

D’autre part, on conlut qu’à haute fréquence, on obtient une réduction conséquente du
coefficient de traînée, de l’ordre de��
 pour une rotation dont la vitesse angulaire est la
première surharmonique de l’écoulement. Ceci est l’aspect numérique à bas Reynolds des
expérimentations de Tokumaru et Dimotakis (voir [124] à�� 	 �����). On constate que
l’on observe le même phénomène, bien que difficilement comparable puisque les nombres
de Reynolds ne sont pas du même ordre.

Nous commençons ce chapitre en montrant (section 5.1) comment obtenir un flux de
vorticité très précis, en introduisant un coefficient qui corrige les effets de courbure, plus
efficace que celui donné au chapitre 2 au sens où il permet de produire algébriquement la
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bonne circulation. Ceci est utile dans le cas de la rotation du cylindre.

5.1 Objets en rotation et facteur de forme

Le facteur de forme qui corrige les effets de courbure a été déterminé en approchant
les solutions des équations intégrales du chapitre 2. On développe ici une autre approche,
prenant en compte les aspects discrets des intégrales, ce qui conduit à des calculs de flux
produisant algébriquement la bonne circulation.

Nous allons montrer que la différence entre ce facteur de forme et celui du chapitre 2
est négligeable en absence de rotation. Cependant, on gagne deux ordres de grandeur dans
le cas contraire.

On considère donc un objet cylindrique de rayon: et de largeur�, en rotation autour
de son axe, de vitesse surfacique=�������. En cas d’accélération de cette vitesse de rotation,
il se crée de la circulation (cf. [10]) :

��

��
	 ��&:� �=����

��
(5.1)

Dans l’algorithme à pas fractionnaires utilisé, cette circulation est créée par l’étape de
flux de vorticité axiale, qui s’énonce
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 se décompose en un terme convectif��
 et un terme rotatif
=����. Le flux de vorticité de décompose alors à son tour en

�����������������


��


�
� ���� 	 � sur����
	 �
 � Æ��

����	 �
� 	 � pour tout� � �

�

��


�
	 �
��



�
� ���


Æ�
sur
����
	 �
 � Æ��



144 Chapitre 5. Contrôle de sillage
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où+ est l’accélération surfacique, donnée par
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que l’on approche par
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Cette dernière équation de flux ne dépend pas de l’état du fluide. La production de
circulation obéit à la loi
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pour tout�. Après discrétisation en temps, ceci donne la relation que doit vérifier la solu-
tion de (5.2) :�
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Le schéma numérique utilisé pour calculer ce flux, donné par l’équation (2.32) du
chapitre 2, s’écrit pour un cercle de rayon: :
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avec une courbure 	 :��.

Nous allons à présent généraliser cette formule, pour prendre en compte la circula-
tion créée par une telle équation de diffusion. Nous comparerons ensuite cette expression
générale à l’approximation présentée au chapitre 2. Enfin, nous utiliserons un facteur de
forme qui découle des intégrales discrètes afin d’obtenir une production de circulation
optimale.

5.1.1 Facteur de forme

Nous allons à présent donner les relations que doivent vérifier le facteur de forme.
Nous allons d’abord l’estimer par calcul intégral continu, dans le but de le comparer au
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coefficient du chapitre 2, puis par calcul discret, qui permet de produire exactement la
circulation voulue.

On peut donc introduire, d’une manière générale un facteur de forme�0, qui permet
d’écrire l’équation (5.4) sous la forme
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En utilisant (5.5) et (5.3), on obtient la création de circulation suivante :
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On décompose alors� en� 	 � � IR où� est une couronne non bornée de IR� de
rayon:. Le bord
� est alors un cercle de circonférence�&:, et le bord
� est un cylindre
creux de surface�&:�. On introduit aussi la translation� de vecteur����, de telle sorte
que le translaté de
� passe par l’origine.

En utilisant l’invariance par rotation de�, on a
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On obtient alors l’équation que doit vérifier�0 :
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L’objet qui définit le bord étant convexe,ceci montre que le facteur de forme doit être
plus petit que 1.

5.1.2 Facteur de forme estimé par intégrale continue

Ce facteur de forme n’est pas utilisé en pratique. Néanmoins, il présente une intro-
duction au calcul discret, et surtout une validation numérique du coefficient trouvé au
chapitre 2.
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Viscosité Nombre de échelle de Rayon Coefficient du Formule

cinématique Reynolds diffusion relatif chapitre 2 exacte (5.7)
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�Æ� � �
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�Æ�

�

� � �
�
�Æ���

–

4 0.5 0.5 1 0.7642289947 0.7799735294

0.25 8 0.125 4 0.9338775569 0.9341222449

1/16 32 1/16 8 0.9659069271 0.9659391979

1/64 128 1/32 16 0.9826703782 0.9826745399

1/144 288 1/48 24 0.9883813544 0.9883826003

1/900 1800 1/120 60 0.9953203409 0.9953204214

1/2500 5000 1/400 200 0.9985915105 0.9985915126

TAB. 5.1 –Comparaison des coefficients de forme pour diverses viscosités. Le rayon est norma-
lisé :- � � et) � �, etÆ# � �$����. Le nombre de Reynolds est donné à titre indicatif pour une
vitesse.� � �.

En utilisant la décomposition des fonctions gaussiennes (cf. section 2.4.3 du cha-
pitre 2), on a
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L’équation (5.6) que vérifie�0 s’écrit alors
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Notons que cette formule est exacte. Elle se simplifie autant grâce à l’invariance du
domaine dans la direction et autour de l’axe du cylindre, et car la vitesse surfacique est
constante.

Le tableau 5.1 compare ce résultat aux calculs du chapitre 2. Le pas de temps est choisi
à Æ� 	 ���
�� pour avoir une large gamme d’échelles de diffusion et de rayons relatifs.

On remarque que le facteur de forme�0 devient proche de 1 lorsque l’échelle de
diffusion diminue. Pour� 	 ������, la formule du chapitre 2 possède 8 décimales en
commun avec la formule exacte.

Le coefficient�0 donné par la formule (5.7) produit exactement la circulation prédite
par les équations de flux continues. Néanmoins, lorsque l’on utilise la formule (5.5) pour
évaluer le flux de vorticité sur un réseau de particules, on a affaire à une somme et non plus
à une intégrale sur�. Il convient donc de prendre en compte cet effet de discrétisation.
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5.1.3 Facteur de forme estimé par intégrale discrète

Lorsque l’on utilise la formule (5.5), la circulation qui entre en jeu sur le réseau�de
particules���	 ��� est donnée par
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qui doit encore être égale à��&:�+��
 � Æ��Æ�.

Soit����	 �������un réseau de particules de positions�� et de volumes��. L’équation
discrète que doit vérifier�0 est alors donnée par :
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où�
 est un point arbitraire de la surface de
�.

Pour gagner en précision, il convient de prendre un point�
 parmi les sources de
diffusion, c’est-à-dire parmi les points où la vitesse tangentielle est évaluée. La création
de circulation vérifie alors algébriquement la formule 5.1. De plus, l’expression du flux
assurant le non-glissement (en plus de la vitesse de rotation) gagne elle aussi en précision.

D’autre part, dans l’algorithme à pas fractionnaires, le flux de vorticité est effectué
après le remaillage. Le réseau de particules ne présente donc jamais de distorsion lors
du calcul de cette somme. L’évaluation de�0 ne présente donc aucun coût de calcul : il
est évalué une seule fois et en un seul point, dès que�, Æ� et le réseau de référence sont
connus (voir les notations 3 du chapitre 3).

5.1.4 Exemple validatif : rotation avec départ impulsif

On se propose de tester la production de circulation pour un cylindre étroit de rayon
: 	 � et de longueur� 	 &�� plongé dans un courant à départ impulsif, de vitesse à
l’infini 9� 	 � à � 	 ��. Le cylindre tourne avec une vitesse surfacique

=���� 	 ����& ���� (5.9)

qui crée une circulation
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FIG. 5.1 –Création de circulation autour d’un objet en rotation.A gauche :circulations créée par
différents schémas et circulation théorique égale à�* � �
��*#����� si # � � et 0 sinon.A droite :
erreur par rapport à la circulation théorique, ligne continue à� ����.� formule (2.31) du chapitre
2,� formule (5.8) du chapitre 5.

dont la période est� 	 �. Après une période, la rotation est stoppée et la simulation est
poursuivie jusqu’à� 	 
 (ensuite les particules sortent du domaine de calcul).

La figure 5.1 compare les circulations créées par la formule (5.8) du présent chapitre
et la formule (2.31) du chapitre 2. On constate que l’erreur de circulation est de l’ordre de
� ���� si on utilise le facteur de forme estimé par calcul intégral discret. Etant donné que
nous allons utiliser des fréquences de contrôle relativement élevées, on utilisera systéma-
tiquement cette formule.

Cet exemple validatif utilise l’algorithme à pas fractionnaire dans sa totalité. On
intègre les équations de Navier-Stokes dans leur globalité, incluant la difficulté du départ
impulsif, ainsi que les erreurs de remaillage. On constate que cette simulation de rotation
et translation à départ impulsif conduit à une circulation dont l’erreur absolue avec la
circulation théorique ne dépasse pas� ����.

5.2 Vitesse de contrôle et cas bidimensionnel

On considère un écoulement de vitesse à l’infini9� 	 � autour d’un cylindre de
rayonE 	 �. La pulsation propre de l’écoulement s’écrit

�
 	 �&�
 	 �&
9� ;�

E

où;� est le nombre de Strouhal et�
 la fréquence propre de l’écoulement.
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D’une manière générale, le contrôle consiste à appliquer une rotation de vitesse sur-
facique de la forme

=������� 	 7�. �����.�� (5.10)

de pulsation de contrôle�.. Cette vitesse est égale à la vitesse angulaire puisque le cy-
lindre est de diamètre�.

La fréquence de contrôle associée à cette rotation est�. 	 �.��&, qui sous sa forme
non-dimensionnée définit lenombre de Strouhal forcé

;� 	
�.E

9�
(5.11)

La formule (5.10) s’écrit alors

=������� 	 7&;� ����&�;�� (5.12)

Il semble intéressant, d’après [58], de considérer la formule (5.12) dont l’amplitude
de contrôle7�. a pour coefficient7 	 &��, c’est-à-dire

=������� 	
&�;�

�
����&�;�� (5.13)

Nous ferons parfois l’abus de langage qui consiste à appeler7 l’amplitude.

On se propose de montrer, à�� 	 ���, qu’un contrôle basé sur le double de la
pulsation propre diminue les forces de traînée. Une pulsation double de�
 signifie que
l’on consière la première sur-harmonique

;� 	 �;�

où le nombre de Strouhal de référence est choisi à;� 	 ���� (voir tableau 4.7 du chapitre
précédent, page 123).

La simulation se déroule ainsi : on commence avec un départ impulsif à� 	 ��. On
exerce une légère rotation de� 	 � à � 	 � afin de déclencher la première instabilité
de Von Kármán, c’est-à-dire pour briser la symétrie verticale. On laisse ensuite le régime
quasi-périodique s’établir. A� 	 
�, le contrôle est activé en utilisant la formule (5.13).

La figure 5.2 montre l’évolution des forces de sillage lorsque l’on active le contrôle.
On remarque que le coefficient de friction�� n’est quasiment pas affecté par la rotation,
ce qui est physiquement cohérent : le contrôle s’effectue exclusivement par l’intermédiaire
du coefficient de pression��.

On constate alors une diminution d’un peu plus de��
 du coefficient de traînée��,
qui passe de���
 à �����, tandis que la valeur de crête du décollement*�� augmente de
��
, passant de���� à ���
. L’allure des allées de Von Kármán est représentée sur la
figure 5.4, que l’on pourra comparer aux résultats de contrôle tridimensionnel.



150 Chapitre 5. Contrôle de sillage

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 20 40 60 80 100 120

– – – �� sans contrôle,
—— �� après contrôle,
- - - - �� avant et après contrôle,
� � � � � 0, 0.17, 0.811 et 1.46.

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 20 40 60 80 100 120

– – – �� avant contrôle,
—— �� après contrôle,
� � � � � 0, 1.22 et 1.36.

FIG. 5.2 –Forces exercées par le sillage 2D à'� � ���, avant et après activation du contrôle.
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FIG. 5.3 –Forces exercées par le sillage à'� � ���. A gauche: � �/� en fonction du temps,
lignes à�$�� et�$�� ; A droite: 	��	 en fonction de��.

Remarquons que ce contrôle, très simple en soi, n’est pas si éloigné des meilleures
techniques de contrôle actuelles, par exemple en utilisant des rubans commandés par un
algorithme génétique, qui conduisent à�� � ��%� à �� 	 ��� ([96], [94] et [95]).
Cependant, nos vitesse tangentielles de rotation sont de l’ordre de�, alors que les leurs
sont de l’ordre de��� : notre technique de contrôle est donc de l’ordre de
� fois plus
coûteuse énergétiquement.

Pour se convaincre qu’au total la traînée n’est pas transformée en portance (dans ce
cas on aurait simplement changé la direction de cette force sans en diminuer la norme),
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Rotation initiale brisant la symétrie Allées de Von Kármán sans contrôle

Régime transitoire après Régime quasi-périodique sous contrôle
activation du contrôle et doublement de la fréquence

FIG. 5.4 –Allure des allées de Von Kármán avant et après activation du contrôle.

on trace le coefficient de force totale, c’est-à-dire la norme de

�3 	 ���	 ��� (5.14)

On constate ainsi, sur la figure 5.3, que��3� décroît de��
� à ����, c’est-à-dire de��
.

5.3 Contrôle 3D

Nous allons étudier dans cette section les effets de différents paramètres de contrôle,
toujours en réalisant une rotation du cylindre autour de son axe, dont la vitesse de ro-
tation est donnée par la formule (5.12). Ces différents paramètres de contrôle et leurs
conséquences sont représentés sur la figure 5.5.

On distingue donc deux classes de contrôles. D’une part l’optimisation de�� : à
haute fréquence le coefficient de traînée diminue, alors qu’il ne diminue pas à basse fré-
quence. D’autre part, une rotation de forte amplitude conduit au retour à un écoulement
bidimensionnel, à basse comme à haute fréquence.

La valeur des coefficients7 et�. de bifurcation de l’état final de l’écoulement, ainsi
que leur dépendance vis-à-vis du nombre de Reynolds, est un problème ouvert, qui de-
mandera des investigations numériques intensives.
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FIG. 5.5 –Stratégie de contrôle : valeurs des amplitudes et des fréquences choisies.

5.3.1 Contrôle 3D basse fréquence : aspect dimensionnel

Le but de cette simulation est de montrer qu’une rotation du cylindre, dont la vitesse
angulaire a la même fréquence que la fréquence propre du sillage, ramène l’écoulement à
un état bidimensionnel, bien que ne diminuant pas le coefficient de traînée.

Pour ce calcul de contrôle tridimensionnel à�� 	 ���, on laisse l’écoulement devenir
turbulent (voir section 4.3.2 du chapitre 4, page 130), puis on active le contrôle à� 	 ���.
L’allure de l’écoulement est alors représentée sur la figure 5.6.

On réalise alors, à partir de� 	 ���, une rotation du cylindre donnée par la formule
(5.12), c’est-à-dire de la forme

=������� 	 7&;� ����&�;��

à basse fréquence, ce qui signifie;� 	 ;� 	 ����, et avec une amplitude7 	 &�� �
���%� élevée.

On a alors7&;� � ���%��, qui représente l’ordre de grandeur de����. De même
qu’au chapitre précédent, on remarque la CFL est alors de l’ordre de�Æ��Æ� � ��
�, ce
qui rend la méthode particulaire attractive pour ce type de simulations.

On remarque tout d’abord qu’à basse fréquence, le coefficient de traînée�� aug-
mente, et que le coefficient de portance�� diminue, contrairement au calcul bidimen-
sionnel précédent à haute fréquence : ces valeurs sont tracées sur la figure 5.7. La valeur
moyenne du coefficient de force totale�3 , défini par la formule (5.14), augmente de��
�
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FIG. 5.6 – Allure du champ de vorticité avant activation du contrôle, ici à� 	 %�.

à ����, c’est-à-dire d’environ
��
. Cette fréquence n’est donc pas utilisable pour la ré-
duction de la traînée.

L’aspect intéressant de cette simulation est le suivant : l’écoulement, qui est forte-
ment tridimensionnel à� 	 ���, c’est-à-dire lorsque l’on active le contrôle, redevient
bidimensionnel. Le phénomène est mis en évidence d’une part en regardant les surfaces
d’isovorticité (voir figure 5.9), et d’autre part en utilisant ladimensionnalité����, tracée
sur la figure 5.8 et définie par la formule (4.6) du chapitre 4, page 127.

On choisit d’utiliser comme normalisation l’état de l’écoulement lors de l’activation
du contrôle. Cette formule s’écrit alors

���� 	 � �
�
�

� ���

�
�

� ��.�

où�. 	 ��� (instant où l’on active la rotation).

Une valeur supérieure à trois signifie alors que l’écoulement est encore plus dominé
par les structures tridimensionnelles, par rapport à l’instant de l’activation du contrôle.

On constate que� est très proche de� à � 	 �. � �� 	 ���, mais ne décroît que très
lentement à partir de cet instant.
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FIG. 5.7 –Forces exercées par le sillage 3D à'� � ���, avec contrôle basse fréquence.
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FIG. 5.8 –Dimensionnalité��#� avec contrôle basse fréquence : retour à un écoulement bidi-
mensionnel.
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FIG. 5.9 –Isosurfaces de vorticité après activation du contrôle 3D basse fréquence, aux temps
# � ���� ���� ���� ���. Légende :�� � ��$������, �� � ��$������, �

�
� �$������.

FIG. 5.10 –Contrôle basse fréquence à# � ���.
Bas niveau de vorticité	�� 	 � �

�
� � ���	����.
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5.3.2 Contrôle tridimensionnel haute fréquence

On réalise le même type de contrôle qu’à la section 5.3.1, mais avec une fréquence
deux fois plus élevée. La vitesse angulaire de rotation du cylindre, activée à�. 	 ���, est
alors donnée par

=������� 	 7&;� ����&�;��

avec;� 	 �;� 	 ���
, en conservant la même amplitude7 	 &�� � ���%�.

On constate (voir figure 5.11) que le retour à un écoulement bidimensionnel est alors
quasiment deux fois plus rapide qu’à basse fréquence. On remarque aussi qu’il n’y a pas
de plateau de la courbe de� suivi d’une convergence moindre.
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FIG. 5.11 –Dimensionnalité��#� avec contrôle haute fréquence : retour à un écoulement bidi-
mensionnel deux fois plus rapide qu’avec un contrôle basse fréquence. (—) Haute fréquence, (- -)
Basse fréquence.

Les différentes phases de ce retour à une solution 2D sont représentées par des surfaces
d’isovorticité sur la figure 5.16, pour� allant de�. � ��� à�. � ��. On voit ainsi que les
rouleaux, qui contiennent plus d’enstrophie, décrochent puis entraînent les instabilités.

L’instant où les «doigts» de vorticité sont décrochés du cylindre et se reconnectent
entre eux est illustré par la figure 5.17. Cette appellation est due à S. Jordan (cf. [71])
pour désigner la forme des instabilités 3D. La configuration finale est alors représentée
sur la figure 5.18.

D’autre part, puisque l’on utilise la même fréquence que pour le contrôle 2D de la
section 5.2, on doit s’attendre au même résultat, à savoir une diminution du coefficient
de traînée. La figure 5.12 montre qu’on obtient exactement la même valeur de traînée
moyenne, ce qui n’est pas une surprise puisque l’écoulement redevient bidimensionnel.

Les courbes du coefficient de traînée�� correspondant aux différentes rotations consi-
dérées dans les sections 5.2, 5.3.1 et 5.3.2, ainsi que celles du chapitre 4, sont résumées
sur la figure 5.13.
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FIG. 5.12 –Forces exercées par le sillage 3D à'� � ���, avec contrôle haute fréquence.
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FIG. 5.13 –Différentes courbes du coefficient de traînée��, avec amplitude élevée� � *��.
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FIG. 5.14 –Influence de+� sur��, à haute fréquence.
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FIG. 5.15 –Influence de+� sur�� : comparaison avec les résultats expérimentaux de Tokumaru
et Dimotakis (cf. [124]).

Dans le but d’avoir une idée de la sensibilité du coefficient de traînée, on réalise la
même simulation en choisissant une fréquence;� 	 �� � ��;�, avec� de telle sorte que
;� 	 ���� (on a alors� � ����
�
). On obtient ainsi la courbe de la figure 5.14.

On observe qu’alors le coefficient de traînée moyen�� décroît de����� à ��%�%. On
estime donc, pour notre simulation à�� 	 ��� :


��


;�
� ���� (5.15)

pour;� 	 �;�.

Ceci est à relier aux travaux expérimentaux de Tokumaru et Dimotakis, en 1991
(cf. [124]). Comparer nos résultats avec les leurs est hasardeux, car ils travaillent avec
un nombre de Reynolds�� 	 �����. Ils sont néanmoins représentés sur le même gra-
phique, c’est-à-dire la figure 5.15.
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FIG. 5.16 –Isosurfaces de vorticité après activation du contrôle 3D haute fréquence, aux temps
# � ���$�� ���� ���$�� ���� ���$�� ���� ���$�� ���.
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FIG. 5.17 –Isosurface de vorticité��� � �$������ à # � ��� (régime transitoire).

FIG. 5.18 –Retour à une solution bidimensionnelle, ici à# � ���.
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FIG. 5.19 –Effet de la tridimensionnalité sur le coefficient de traînée�� à '� � ���. Le
coefficient de friction�2 est tracé en pointillés. Valeurs particulières :�$��� et�$��

5.4 Différentes topologies de sillages avec cylindre large

On constate numériquement que, d’une manière générale, l’écoulement devient lami-
naire et bidimensionnel lorsque l’amplitude de rotation est élevée, et reste tridimensionnel
lorsque cette amplitude est faible. On désire à présent trouver une valeur de bifurcation.
Afin d’être réaliste sur la phénoménologie de la laminarisation, on réalise les simulations
dans un domaine de largeur�& 	 �&E, que l’on réalise à�� 	 ���. On capture ainsi les
structures de grandes longueurs d’onde, qui peuvent avoir un effet subtil sur les diagnos-
tics de sillage.

On obtient alors, au delà du régime transitoire, un profil de vorticité très semblable
aux résultats expérimentaux, représentés sur la figure 5.22. On remarque aussi figure 5.19)
que la grande largeur du cylindre permet d’obtenir une coefficient de traînée�� 	 ����
totalement en accord avec les résultats expérimentaux de Wielesberger [131].

On considère donc à nouveau une rotation donnée par la formule

=������� 	 7&;� ����&�;��

avec;� 	 ;� et;� 	 �;�, où;� 	 �����. On constate ainsi que pour un cylindre large,
il reste un peu de tridimensionnalité lorsque;� 	 ;� (voir figure 5.23). Cette tridimen-
sionnalité disparaît totalement lorsque;� 	 �;� (voir figure 5.24). Ce phénomène est
quantifié sur la figure 5.20.

En ce qui concerne la valeur de bifurcation, il est nécessaire de considérer un cas par-
ticulier dans un premier temps. On décide donc, à�� 	 ���, de considérer la fréquence
;� 	 �;� et de faire varier l’amplitude. La tridimensionnalité résiduelle est tracée sur la
figure 5.21. Cette figure montre que pour l’amplitude7 	 &��, l’écoulement redevient
bidimensionnel, alors que pour7 	 &��, l’écoulement reste 3D. La bifurcation est donc
encadrée :

&

�
� 7
 �

&

�
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FIG. 5.20 –Enstrophie orthogonale������ � ������ pour une amplitude de rotation� � *��.
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FIG. 5.21 –Enstrophie orthogonale������������� à'� � ���, avec+� � �+� et pour plusieurs
amplitudes :� � *��, *��, *�� et*��, de bas en haut.
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FIG. 5.22 –Structures de vorticités à'� � ���. A gauche : Images experimentale de William-
son [135]. A droite : résultat obtenu pour un cylindre large, doublé par périodicité dans l’axe du
cylindre.

Un problème connexe et encore largement ouvert est la reproduction numérique de
l’expérience de Taneda. Cependant le mécanisme conduisant à détruire le sillage est ici
complètement différent. En effet, S. Taneda a montré, en 1978 (cf. [117]), qu’une rotation
rapide du cylindre détruit le sillage, avec un nombre de Reynolds allant de�� à���. Pour
�� 	 ���% et�� 	 ���, le sillage disparaît lorsque;� 	 ��� et�� 	 &�;��� � ����� �
����&�, c’est-à-dire7 	 &��. Pour l’instant, ce résultat n’est numériquement reproduit
que partiellement.

On trouve dans [53] une simulation numérique 2D qui semble avoir reproduit cette
expérience. Les auteurs utilisent une fréquence;� 	 �� et une amplitude�� 	 7&;� 	
�&�, c’est-à-dire7 	 &�� � ���
%, et tracent la solution 2D moyennée sur une période
de rotation. La lacune de cette simulation est la fréquence très haute utilisée par rapport à
l’expérience originale, bien qu’utilisant la même amplitude, ainsi que le fait de moyenner
la solution en temps. Effectivement, d’autres simulations numériques utilisant les mêmes
paramètres de rotation que Taneda ne donnent pas le même profil (voir [81]). Il semble
donc que le problème ne soit pas totalement résolu, et il est très probable que les effets
tridimensionnels jouent un rôle important dans cette expérience.

Des simulations futures tenterons donc d’étudier de tels effets tridimensionnels. On
constate alors l’intérêt de réaliser une simulation à�� 	 �� avec un cylindre large,
comme le montre la figure 4.5 du chapitre 4 (page 120) : on a ainsi une solution très
visqueuse que l’on peut perturber artificiellement par une vibration du cylindre dans sa
direction axiale, et que l’on exitera par une rotation rapide similaire à celle utilisée tout
au long de ce chapitre.
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FIG. 5.23 –Effet d’une rotation à+� � +� et� � *��, avec'� � ���. Les structures 3D sont
très faibles mais ne disparaissent pas totalement. Niveau de vorticité à� � � ��$�.
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FIG. 5.24 –Effet d’une rotation à+� � �+� et � � *��, avec'� � ���. Les structures 3D
disparaissent entièrement. Niveau de vorticité à�� � ��$�.



Perspectives

L’élaboration d’une méthode particulaire tridimensionnelle a nécessité le dévelop-
pement d’un certain nombre d’aspects liés au caractère particulaire et à la formulation
vitesse-vorticité. On citera par exemple les conditions aux limites du flux de vorticité,
propres à la tridimensionnalité du problème et à la courbure du bord. On soulignera aussi
l’utilisation de techniques d’interpolation sélectives, comme par exemple le schéma (3.17)
page 91.

Nous avons mis en évidence la capacité de cette méthode à résoudre des problèmes
aussi complexes que des écoulements tridimensionnels instables. Sa robustesse a rendu
possible le calcul de sillages lorsque le cylindre est soumis à une rotation rapide, et l’étude
des phénomènes qui en découlent.

Les aspects numériques et mécaniques ayant été abordés conjointement, il en sera
de même pour les développements futurs. Ces développements concernent d’une part
l’extension de la méthode numérique à des géométries plus générales, et d’autre part
l’utilisation du code pour étudier la physique du problème.

Dans ce travail, nous avons mis en évidence un certain nombre de phénomènes liés à
la tridimensionnalité de l’écoulement lorsque le cylindre entre en rotation. Nous avons vu
au chapitre 5 que pour une même fréquence, on obtient des sillages totalement différents
suivant l’amplitude de cette rotation : les allées de Von Kármán peuvent faire disparaître
les instabilités.

Il se pose alors la question de la valeur de l’amplitude de bifurcation. Il se pose aussi
la question de la dépendance de cette bifurcation en fonction du nombre de Reynolds.
Une réponse peut être apportée par un nombre suffisant de simulations en procédant par
dichotomie, cette valeur étant déjà encadrée.

Un autre aspect qu’il ne faut pas négliger est l’étude des doublements de période suc-
cessifs lorsque le nombre de Reynolds augmente. Ces doublements sont suggérés par Unal
et Rockwell (cf. [127]) et évoqués au chapitre 4. Ceci implique de pouvoir considérer un
nombre de Reynolds�� > ���� et une échelle axiale de l’ordre de&E���
. Au delà du
défi qui semble purement technologique, il sera nécessaire d’incorporer un modèle sous-
maille dans le but d’éviter les accumulations d’énergie en bout de spectre, phénomène qui
commence à apparaître à�� 	 ��� (voir figure page 166). Ce type de modèle est décrit
dans le cadre des vortex dans [40]. Dans le cadre des calculs de sillages de cylindres, un
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modèle de Smagorinsky dynamique est utilisé dans [17] et [98], mais ne capture pas ce
doublement de période.

Une extension des techniques de contrôle est envisagée, en utilisant des portions de
cylindre rotatives, avec des vitesses différentes. On utiliseraa priori la répartition de vi-
tesse proposée par Milano (voir [94] et [96]). Ces vitesses ont été obtenues par des tech-
niques d’algorithmes évolutifs ou génétiques, et apportent une amélioration conséquente
par rapport à une rotation uniforme.

A plus long terme, on pourra s’intéresser aux problèmes de fluides oscillants, dont
le domaine d’application concerne, entre autres, la stabilité des plateformes pétrolières
(voir [16]). La discussion de [16] porte, entre autres, sur la fréquence d’un écoulement
oscillant autour d’un cylindre fixe et les forces de sillage qui en découlent. L’équivalent du
nombre de Strouhal est alors le nombre de Keulegan-Carpenter. La méthode développée
dans cette thèse pourrait permettre avec peu d’effort d’explorer numériquement les effets
tridimensionnels de ce type d’écoulement.

En ce qui concerne l’évolution de la méthode numérique, il apparaît clairement que
les efforts doivent porter sur une prise en compte de formes d’obstacles plus générales.
La principale difficulté est encore une fois relative au calcul du champ de vitesse, qui
nécessite une résolution rapide des équations de Poisson. Or, en géométrie quelconque,
cela conduit à un couplage des conditions aux limites et à des systèmes linéaires délicats à
résoudre. La stratégie que nous comptons retenir est l’utilisation de techniques de surfaces
immergées.

L’idée de cette méthode est inspirée de l’équation (1.11) page 37. Une fonction courant
$ est calculée dans un domaine� de géométrie simple (typiquement un cube), avec des
conditions aux limites soit périodiques, soit assurant la non-pénétration, par utilisation à
bon escient de conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann. Si on note7 
 � le
bord de l’objet considéré, muni d’une mesure8, alors on utilise comme correction de$
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la solution de �����
��� 	 ,
 ��� �


�


�
	 � ��� 
�

où,
 est une distribution telle que

� ,
	 D >	

�
�

*���D��� �8

La fonction* est alors évaluée par une technique de contrôle optimal de type GM-RES
(voir [107] et [108]), de telle sorte que,
 minimise la fonctionnelle

.�,� 	
�

�

''''
��,�
�
� ���$

''''�
���

	
�

�

�
�

����,� � ��� ���$
	�

�8

En notant�� les itérés successifs et en posant�� 	 ���$ ����, on a alors

���
���

�� � �� 	 �

puisque. tend vers�. On obtient alors, après un nombre suffisant d’itérations, un champ
de vitesse sans pénétration et sans divergence, quelle que soit la géométrie de7.

Ce type de méthode demande encore un travail conséquent de développement et
d’étude de stabilité. Des calculs bidimensionnels ont déjà permis de valider l’approche,
et des calculs tridimensionnels se focalisant sur la construction d’un tel champ de vitesse
montrent une convergence rapide de l’algorithme présenté ci-dessus. Cette méthode est
relativement économique au niveau coût de calcul car la fonction*, inconnue du pro-
blème, est définie sur un ensemble très petit par rapport à la taille du domaine du calcul.

Parmi les premières applications de ces techniques de surfaces immergées, il est prévu
de considérer des modèles de circulations biologiques tels qu’artères ou conduits respira-
toires. Des modèles plus complets incluant l’élasticité des membranes sont envisageables,
mais paraissent encore difficiles à mettre en œuvre en dimension 3.

Par ailleurs, une telle méthode de surface immergée permettrait de coupler des tech-
niques d’optimisation de forme et de contrôle en boucle ouverte ou fermée. A terme, il est
tout à fait envisageable que ces méthodes deviennent aussi «populaires» que les méthodes
d’éléments finis, en présentant l’avantage d’être naturellement adaptées aux problèmes où
les phénomènes de transport sont dominants.
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Annexe A

Espaces fonctionnels périodiques

L’objet de cette annexe est de définir les principaux espaces fonctionnels périodiques
dans une direction, et d’adapter les résultats de la théorie classique pour démontrer que les
problèmes aux limites elliptiques traditionnels sont bien posés. Les applications concernent
les problèmes de Dirichlet homogènes et non homogènes, ainsi que le problème de Neu-
mann harmonique.

Pour formaliser le contexte des cylindres infinis et leurs domaines de calcul, on consi-
dère un domaine cylindrique ouvert et connexe� 
 IR�, qui est infini dans la direction
de l’axe du cylindre, et qui est borné dans les autres directions. On peut décomposer ce
domaine en

� 	 � � IR

où� est un ouvert borné de IR���.

Ces domaines cylindriques ne se limitent pas aux cylindres circulaires tridimension-
nels, mais contiennent tous les cylindres de base�, ouvert borné de IR��� et de frontière
suffisamment régulière. Néanmoins, les applications que nous allons traité ici concernent
le cas où� est une couronne bornée de IR�.

On considère les fonctions�-périodiques dans l’axe de�, dont on isole l’ouvert cor-
respondant à une période :

' 	 ����	 ��

A.1 Cadre fonctionnel

On définit dans cette section les principaux espaces fonctionnels périodiques dans une
direction.
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A.1.1 Fonctions régulières périodiques

On peut définir les fonctions continues�-périodiques en dimension un par

������IR� 	
�
� � ���IR� � �� � IR	 ���� �� 	 ����

�
et les fonctions�-périodiques dans la direction�, dans� 	 � � IR :

��
������ 	

�
� � ����� � ���	 
� � �	 � �
 ���	 
	 �� � ��

����IR�
�

pour� � IN ou � 	�.

Si on considère la représentation�� de� dans le quotient

�
Æ
���ZZ � � � IR

Æ
�ZZ

on définit l’ensemble des fonctions périodiques infiniment dérivables à support compact
dans le quotient1

������� 	
-
� � �������� tel que-,$$� ��� soit compact dans� � IR

Æ
�ZZ

.
Aussi on définit les fonctions vectorielles régulières�-périodiques dans la direction�

et sans divergence
( 	

�
� � ��������� � ���� 	 �

�
A.1.2 Espaces de Sobolev périodiques

On définit les espaces de Sobolev�-périodiques dans une direction comme l’adhé-
rence des fonctions régulières pour la norme quotient :

?���
��� ��� 	 �������� dans ?����'�

c’est-à-dire au sens où� � ?���
��� ��� si et seulement s’il existe une suite de�������� telle

que ''' ���
�
� ��

��
�

'''
�
	����

���

���

�

On a ainsi une norme sur?���
��� ��� définie par

� �

''' ���

�

'''
�
	����

(A.1)

On pose alors IL������� 	 ? 
��
��� ��� et IH�

������ 	 ?���
��� ��� qui muni du produit

scalaire

) � 	 K * ���
	
/
�
��
�
	 K
��
�

0
IH


���
���	 K� � IH�

������ � IH�
������ (A.2)

1Les ensembles «����» sont parfois notés��	 ���.
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est un espace de Hilbert.

On remarque alors que IL������� s’identifie à IL��'�. De la même façon, on peut définir
IL������� comme les fonctions périodiques telles que�

��
�
� IL��'�

Par contre IH������� ne s’identifie pas à IH��'�. Par exemple, en dimension 1, la fonc-
tion de période 2 et définie sur' 	��	 �� par

���� 	

1
� �2 � � �

�� � �2 � � �

est IH��'� mais pas IH�������.

On définit aussi la variante vectorielle à divergence nulle

IH������ 	 ( dans IL�������
�

et l’espace IH�
������� 	 ������� dans IH�������.

A.2 Problèmes aux limites elliptiques périodiques

A.2.1 Problème de Dirichlet homogène

Soit un ouvert� 	 ��IR où� est un ouvert borné de IR��� de frontière suffisamment
régulière, et� une fonction donnée de IL�������.

On considère le problème aux limites elliptique : trouver une fonction� �-périodique
de� à valeurs dans IR telle que�����������

��� 	 � ��� �

� 	 � ��� 
�

�-périodicité en�

(A.3)

ainsi que sa formulation variationnelle : trouver une fonction� � IH �

������� telle que�

�

�� � �� �� 	

�
�

� � �8 �� � IH�

������� (A.4)

Une solutionclassiquede (A.3) est une solution� � ��
������ de (A.3). On montre

que toute solution classique est solution faible : on décompose
' en�� 	 
� � 
' et
�� 	 
'���. Si� est une solutionclassiquede (A.3), on obtient pour tout� � ������� :�

�

��� � �� 	
�
�

�� � �� ���
�
��

�

�


�
�8 �

�
��

�

�


�
�8
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avec� 	 � sur��. Or�� 	 � � ��	 ��, avec un champ de vecteur normal opposé enJ
et en�. Puisque��� � � � ��������, on a�

��

�

�


�
�8 	 �

d’où le résultat pour tout� � �������, et � � IH�

������� par densité : toute solution

classique est solution faible. On a alors la

Proposition 2 Le problème (A.4) possède une solution unique dansIH�

�������.

Démonstration

On applique la théorie classique de [22] et [105] dans le contexte périodique. Posons

-��� 0� �

�
�
�� � �0 �
 ���� 0� � IH�


�������� IH�

�������

La forme bilinéaire- est IH�
�������-elliptique. Le lemme de Lax-Milgram donne alors le résulat.
�

On a alors un résultat de régularité des solutions faibles :

Proposition 3 Soit� 	 � � IR où� est un ouvert borné deIR��� de classe��. Soit� la
solution de A.4, dansIH�


�������. Alors� � IH�
������.

De plus, si� est de classe���� et si� � IH�
������, alors� � IH���

��� ���. En particulier,
si# > ���, alors� � ��������.
Démonstration

Ceci est une reformulation du théorème IX.25 de [22] dans le cas périodique, à la nuance près
que ce théorème suppose�� borné. Or�� � 
 � IR. Néanmoins, l’hypothèse «�� borné» n’est
nécessaire que pour utiliser lemme IX.3 de partition de l’unité (toujours dans [22]), c’est-à-dire
pour utiliser un nombre fini de cartes locales de� contenant��. Or ce problème est évité par
périodicité : il existe un nombre fini de boules de IR� recouvrant
 � IR

Æ
�ZZ.

�

On se dispense du retour à la solution classique à partir de la solution faible, car la
proposition 3 nous oblige, en dimension 3, à supposer que� � IH�

������ et donc� �
IH	

������ pour avoir� � ��
������ (si # > � � �

� , alors IH������� + �����, cf. [141]
21.3 et 22.2b). En effet, exiger� � IH�

������ est parfois trop fort ou inutile, notamment
si l’on considère un problème non homogène dont la condition aux limites est moins
régulière que IH�	���� �
��. On se contente de remarquer que pour un problème homogène,
si � � IH�

������, alors� � ��������.
On obtient alors, par combinaison des propositions 2 et 3 :

Corollaire 1 Soit� 	 � � IR où� est une couronne bornée deIR�. Soit� � IH�
������.
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Alors le problème

Trouver une fonction� � �

������ telle que�����������

��� 	 � @���C�� @:��A�� ��� �

� 	 � ��� 
�

�-périodicité en�

(A.5)

admet une unique solution dansIH���
��� ���. De plus, si� � �
������, alors ��� 	 �

partout.

Démonstration

La proposition 2 nous donne existence et unicité d’une solution faible. Les domaines
 et�
étant de classe
�, la proposition 3 permet d’affirmer que cette solution� de (A.4) est IH�������,
et donc continue sur�. Reste à montrer que� est solution de (A.5) : pour tout0 � � ������, on a�

�
��� 0 �
 �

�
�
� 0 �


et donc, par densité,��� � � presque partout,� est continue et� � � sur��. En ce qui concerne
le cas où� est continue, on a��� � � partout. Si1 � �, alors� est une solution classique.

�

A.2.2 Problème de Dirichlet non homogène

Puisque� est régulier, on peut utiliser l’opérateur trace sur IH�
������ : si K est une

fonction de IH���	���� �
��, alors on considère�K � IH�
������ telle que�K 	 K sur
�, ainsi

que le convexe
���� 	

�
� � IH�

������ � � � �K � IH�

����

�
qui ne dépend pas du choix de�K.

On se ramène alors à la proposition IX.22 de [22] : l’équation variationnelle (A.4)
admet une unique solution dans����. On obtient alors la même régularité et le même
résultat que le problème homogène :

Proposition 4 Soit� 	 �� IR où� est une couronne bornée deIR�. Soient� � IH�
������

etK � IH%��	�
��� �
��, avec5 � �. Alors le problème

Trouver une fonction� � �

������ telle que�����������

��� 	 � @���C�� @:��A�� ��� �

� 	 K ��� 
�

�-périodicité en�

(A.6)
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admet une unique solution dansIH�
������ avec� 	 #2��#� �	 5�.

Remarque : On trouve dans [105] le même genre d’affirmation, mais avec5 � �. Or
les cas qui nous intéressent sont plus réguliers que la formulation faible (� � IL �

������),
mais moins réguliers qu’une solution classique (� � IH�

������). On considère typiquement
� � IH�

������, ce qui nous donne une solution� � IH�
������ + �
������. Mais si 5 	 �,

c’est-à-direK � IH�	�
��� ���, on perd alors la continuïté de�. C’est pourquoi on élimine le

cas5 	 �.

A.2.3 Problèmes de Neumann non homogène et harmonique

On applique la méthode proposée dans [105] adaptée au cas périodique :

Proposition 5 Soit� 	 �� IR où� est une couronne bornée deIR�. Soient� � IH�
������

etK � IH%��	�
��� �
�� où 5 � �, telles que�

���
��

� �� 	

�
����
��


K �8

Alors le problème : trouver une fonction� � �
������ telle que�������������

��� 	 � ��� �


�


�
	 K ��� 
�

�-périodicité en�

(A.7)

admet une unique solution dansIH�
������

Æ
IR avec� 	 #2��#� �	 5�.

et le

Corollaire 2 Soit� 	 ��IR où� est une couronne bornée deIR�. SoitK � IH���	�
��� �
��

avec# � �, telle que �
����
��


K �8 	 �

Alors le problème : trouver une fonction� � �
������ telle que�������������

��� 	 � ��� �


�


�
	 K ��� 
�

�-périodicité en�

(A.8)

admet une unique solution dansIH�
������

Æ
IR.
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Démonstration

Le domaine est
�, donc la régularit́e de la solution ne dépend que de la régularité de�. On
utilise alors la démonstration de [105]. On pourra aussi consulter les théorème 3 et 5 de II.4 de
[51] relatifs aux probèmes de type Neumann harmonique.

�

A.3 Caractérisation deIH#
������

Dans le but de pouvoir montrer qu’une fonction périodique est dans IH�
������, on

énonce la

Proposition 6 Soit� un ouvert borné deIR� suffisamment régulier,� 	 � � IR et � �
IL �

������. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) � � IH�

������

(ii) Soit7 
 � un ouvert borné. Alors�
��
�
� IH��7�.

(iii) Il existe un réel� > � tel que� � IH������	 �� ���

Démonstration

Le cas1 � � est trivial et donc on suppose1 � �. (i) � (ii) consiste à formaliser le
prolongement par périodicité des fonctions régulières, tandis que (ii)� (iii) est évident. Seul le
troisième point nécessite un peu de travail.

(i) � (ii) – On rappelle que si� est une fonction�-périodique , alors l’espace de Sobolev des
fonctions de période� vérifie IH�

������ � IH��
���� ���. L’intervalle ��� �� peut être remplacé
par n’importe quel intervalle de longueur�.

On choisi donc un entier2 tel que� � 
� �� 2�� 2��
���
� ��. � � IH�

������ est une fonction
�-périodique, a fortiori�2�-périodique, d’où� � IH��
���2�� 2���. On a alors par restriction
�
��
�
� IH����.

(ii) � (iii) – Evident.

(iii) � (i) – Dans le but de simplifier les notations, on prend� � IH ��
���� �� �%��. Il faut
montrer qu’il existe une suite�� de
������� telle que��� �

��
�
� ��

��
�

���
IH


���
�����
��� �

avec� � 
���� ��.

On pose�� � 
��%� �� �%� et on considère un ouvert régulier borné��
��" tel que

� � �� � ��
��" � 
���� �� �%�� �

On a ainsi� � IH����
��"� et d’après le corollaire 21.15 du théorème 21.A de [141], il existe

une suite de fonctions�� � 
����
��"� telle que �
 

���
��� � ��

��
IH


���
��
�

� �. Dans le cas1 � �,
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le théorème de Meyers-Serrin donne ce résultat pour un ouvert arbitraire. La suite�� vérifie a
fortiori ��� � ��

��
IH


����
�����
��� �

Il reste à «rendre» la suite�� périodique. Pour ce faire, on va utiliser une partition de l’unité qui
peut se recoller par périodicité. On considère donc une fonction tronquante� 
 � 
��IR� telle que
�
�
� � � si 
 � � et �
�
� � � si
 � %. On construit alors la fonction

��� ! � �� IR

 ��� ���
� 3� 	! 
� � ��� %�

 ��� �
�
� � %����
� � �
��%� 
�����
� 3� 	! 
� � �%� �%�

 ��� ���
� 	! 
� � ��%� ��

où 3 � ��� �� �� et 
 � �
�� 
�� 
��, et on prolonge alors��� en�� par périodicité. On constate
que�� � 
������� (voir la remarque ci-après). On a ainsi

��� � ��
��
IH


���
�
��� � ��

��
IH


����
��
� �
��� � ��

��
IH


��������
� �
��� � ��

��
IH


��������
�

avec �
 
���

��� � ��
��

IH

��������
� � �
 

���
��� � ��

��
IH


��������
� � � et

��� � ��
��
IH


����
��
� �
����
� 3�� ���
� 3�

��
IH


����
��
�

�
����
�� ���
�

��
IH


���������
�

d’où �
 
���

��� � ��
��
IH


����
��
� � �.

Enfin, on utilise le fait que�
�
�%���
��%�
� � �, et on pose� � ��
��	� ���
��IH

��
��
�

.
On obtient ainsi��� � ��

���
IH


��������
� �
����
�� �
�
� � %����
�� �
��%� 
�����
� 3�

���
IH


��������
�

�
���
�
� � %����
�� ���
��

���
IH


��������
� �
���
��%� 
�����
�� ���
� 3��

���
IH


��������
�

� �
����
�� ���
�

��
IH


��������
� � �
����
�� ���
� 3�

��
IH


��������
�

� �
��� � ��

��
IH


��������
� � �
��� � ��

��
IH


������������
�

d’où �
 
���

��� � ��
��
IH


��������
� � �.

On a donc construit une suite�� � 
������� telle que

��� �
��
�
� ��

��
�

���
IH


���
�����
��� �

et donc� � IH�
������.

�
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Remarque sur la construction de�� – On peut considérer les fonctions!� et !� sui-
vantes, qui sont�� :

!� � � �
 IR�

� ��
 � �2 �� � ���	 �� ���
� ��
 !
���� ��� �2 �� � ��	 ���
� ��
 !
��� ��� ��� �2 �� � ��� ��	 �� ��
� ��
 � �2�A�

et
!� � � �
 IR�

� ��
 � �2 �� � �� � �	 � � ��
� ��
 !
��� �� ��� �2 �� � �� � ��	 �� ��
� ��
 !
��� �� ��� �2 �� � �� � �	 �� ���
� ��
 � �2�A�

On a alors��� � � � ��	 �� �� �
 IR
� ��
 !���� � �K���� � � � !���� � �K���� � � �2 �� � ��	 ��
� ��
 !����K���� � !���� � �K���� � � �2 �� � ��	 ���
� ��
 !����K���� � !����K���� �2 �� � ���	 � � ��

qui se simplifie alors en utilisant les propriétés des sommes!� � !�. Cette fonction est
���� � ��	 � � ��� et vérifie ����� � � � 	 ������ pour tout� � ��	 ��. Elle se prolonge
donc par périodicité en une fonction�� � ��������.
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Annexe B

Formules usuelles

Cette annexe présente un certain nombre de formules fréquemment utilisées, dans le
but de simplifier la lecture.

B.1 Opérateurs différentiels cylindriques usuels

Les principaux opérateurs différentiels, en coordonnées cylindriques, sont les sui-
vants :

– Champ derotationnel

���$ 	

������
���$ � ���

���$ � ��


���$ � ���

������ 	

�����������

�

�
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!
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$�


�
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�

�

�
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�$



�
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!

�

�����������
– Champ dedivergence

���$ 	
�

�


��$��


�
�
�

�


$



!
�

$�


�

– Laplacien scalaire
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�
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– Laplacien vectoriel

�� 	

�� ���� � ���
���� � ��
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B.2 Relations usuelles entre opérateurs différentiels

On présente ici les formules non triviales de composition entre opérateurs differen-
tiels.

– Rotationnel de la convectionen vitesse pure

��� �� � ��� 	 � � �������� ��� � � ��

– Double rotationnel
��� ���� = � 	 �����= ���=

– Divergence d’un produit vecteur-scalaire

��� �� = � 	 = � �� � ���� =

B.3 Formules de Green

– Formule de Green scalaire�
�

�

K


��
�F 	 �

�
�


�


��
K �F �

�
��

� K ���� � ��� �8

– Formule de Green symétrique�
�

���� K �F 	 �
�
�

�� � �K �F �

�
��

K ��� � ��� �8

– Formule de Green antisymétrique�
�
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Annexe C

Equations de Navier-Stokes

Cette annexe se propose de présenter brièvement la construction du modèle de Navier-
Stokes dans le cas d’un fluide newtonien incompressible à densité constante, puis d’ex-
pliciter sa formulation en vitesse-vorticité. On s’intéresse uniquement à la physique du
problème, et par conséquent on ne se préoccupera pas des espaces fonctionnels dans les-
quels les grandeurs physiques évoluent.

C.1 Equations de vitesse et de vorticité

D’une manière générale, on considère un fluide newtonien de masse volumique4 et
de viscosité dynamique-. Le champ de vitesse de ce fluide est noté� et sa pression@. On
considère les quantités et les propriétés suivantes :

– Le tenseur taux de déformation� 	
�

�

�������
	

– Le tenseur des contraintes� 	 �@� � �-� � F��� �� où F et - sont liés par la
relation de Stokes�F � �- 	 � (cf. [49]).

– La conservation de la masse

4


�
� ��� �4�� 	 �

– L’incompressibilité

4


�
� � � �4 	 �

L’équation fondamentale de la dynamique (équation de Cauchy) est


4�


�
� ��� �4�� �� 	 ��� ��� � �

Le terme de contrainte dans l’équation de Cauchy s’écrit

��� ��� 	 ��@� ��� ��-�� � F���� � 	 ��@� -��� �F� -������

que l’on retrouve dans [118] (oùF est normalisé par un facteur 3).
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De plus, on a��� �4�� �� 	 �� � �4��� 4������ 4�� � ���
On remarque que par différence entre la conservation de la masse et l’incompressibi-

lité, on obtient���� 	 �. Les termes de contrainte se simplifient donc en :���
��� ��-�� 	 -��

��� �4�� �� 	 �� � �4��� 4�� � ���
L’équation de Cauchy s’écrit alors

4

�


�
� �

�

4


�
� � � �4

�
� 4� � ��� -�� 	 � ��@

c’est-à-dire , grâce à l’incompressibilité :


�


�
� � � ��� -

4
�� 	

�

4
�� ��@�

Si on considère une masse volumique4 constante à l’instant initial, on remarque
qu’elle reste constante par incompressibilité. On peut alors redimensionner-, � et @ en
posant� 	 -�4, � � 	 ��4 et @� 	 @�4. On obtient ainsi le modèle de Navier-Stokes :


�


�
� � � ��� ��� 	 � � ��@�

où� est appeléeviscosité cinématique.

Le problème, sur un ouvert� de IR� et en présence de bord (ie 
� �	 �), revient à
trouver� et@ tels que :���������


�


�
� � � ��� ��� 	 � ��@ ��� �

� 	 � ��� 
�
���� 	 � ��� �

(C.1)

où l’on a fait les hypothèses d’incompressibilité et de masse volumique constante à l’in-
tant initial (donc pour tout temps). De plus, on ne considérera que des champs de forces
découlant d’un potentiel :� 	 ��*.

On introduit la vorticité�, rotationnel de la vitesse�, notée� 	 ����, et parfois
�% �. Les équations de Navier-Stokes (C.1) s’écrivent alors, en formulation dite vitesse-
vorticité : �������������


�


�
� � � �� � � � ��� ��� 	 � ��� �

� 	 ��� � ��� �
� 	 � ��� 
�
���� 	 � ��� �

en utilisant��� �� � ��� 	 � � �� � � � ��.
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C.2 Nombre de Reynolds

Un paramètre fondamental pour l’étude de la turbulence est leNombre de Reynolds
��, fortement lié à la viscosité cinématique� du fluide considéré.

Pour un écoulement dans un domaine sans bord, de circulation�, il est défini par

�� 	
�

�

Pour un écoulement avec une vitesse a l’infini9� autour d’un obstacle cylindrique à
base circulaire de diamètreE, �� est défini par

�� 	
9�E

�
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Résumé

Ce travail est consacré au développement des méthodes particulaires pour la résolution des équations
de Navier-Stokes incompressibles en dimension 3. L’évaluation des formules de Biot-Savart ayant un coût
de calcul prohibitif en dimension trois, on utilise un couplage grille-particules. On applique alors cette
technique à la simulation et au contrôle de sillages produits par un cylindre.

La première partie est consacrée à la méthode numérique proprement dite. On commence par présenter
le modèle lagrangien et la méthode utilisée pour calculer le champ de vitesse, qui est la clef de voûte du
schéma. On décrit ensuite, au chapitre 2 comment sont calculées les couches limites. Enfin, on présente au
chapitre 3 l’algorithme à pas fractionnaire utilisé, ainsi que les méthodes de transfert entre jeux de particules
et grilles sous-jacentes, et le calcul de la diffusion. Le code est alors validé par des simulations d’anneaux
tourbillonnaires qui se propulsent sur un obstacle cylindrique, pour des nombres de Reynolds modérés
(entre 400 et 2000).

La seconde partie utilise la méthode numérique décrite précédemment, en l’appliquant dans un premier
temps à la simulation des sillages turbulents qui se développent derrière un cylindre circulaire (chapitre 4),
puis au contrôle de ces écoulements au chapitre 5.

Il est connu que les solutions bidimensionnelles sont instables pour des nombres de Reynolds suffisam-
ment élevés. Les instabilités tridimensionnelles sont identifiée grâce à leur profil spectral. Elles ont un effet
important sur les forces de traînée et sur la fréquence propre de l’écoulement.

Le chapitre 5, relatif au contrôle, se propose de mettre en évidence plusieurs phénomènes. On consi-
dère un contrôle en boucle ouverte, réalisé par une rotation à pulsation et amplitude constante. On étudie
des rotationsbasseet hautefréquences. Le coefficient de traînée est alors diminué de
�� par le contrôle
à haute fréquence, pour un nombre de Reynolds de���. De plus, on montre que l’écoulement turbulent
revient à un état bidimensionnel si l’amplitude de rotation est suffisamment élevée.

Mots-clés :Navier-Stokes, Méthodes particulaires hybrides, Sillages tridimensionnels, Turbulence, Contrôle.

Abstract

This work is devoted to the development of a particle method in order to solve the three-dimensional
Navier-Stokes equations. Since the Biot-Savart law is by far too expensive in three dimensions, an hybrid
grid-particle method is chosen. This method is then applied to simulations and control of three-dimensional
cylinder wakes.

The first part deals with the numerical method itself. We begin with a presentation of the lagrangian
model and the methodology used to compute the velocity field, which is essential in the scheme. The
chapter 2 describes how boundary layers are computed. The whole fractional step algorithm is eventually
presented in chapter 3, which also presents remesh and grid-particle interpolation techniques and diffusion
computation. The code is then validated on a vortex ring simulation, this ring colliding with a cylindrical
solid at moderate Reynolds numbers (between 400 and 2000).

The second part applies this numerical method to the computation of turbulent wakes developed behind
a three-dimensional circular cylinder (chapter 4), and then to their control in chapter 5.

It is now well-known that bidimensional solutions are unstable for high enough Reynolds numbers. The
three-dimensional instabilities are identified through their spectrum. They have a dramatic effect on wake
forces and self-frequency.

Chapter 5, related to control, intends to demonstrate several aspects. An open-loop control is performed
by means of a rotary oscillation of the cylinder with constant frequency and amplitude.Low frequencyand
high frequencyare considered. We show that the the high frequency control makes the drag coefficient
decrease by
��, with a Reynolds number of���. Moreover, we show that the turbulent wake goes back to
a bidimensional state when the amplitude is high enough.

Keywords : Navier-Stokes, Hybrid vortex methods, Tridimensional wakes, Turbulence, Control.


