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Intr oduction

La simulationnumériqueestun outil essentielpour le développementtechno-
logiquede disciplinestrès variéescommela mécaniquedesfluides, le calcul de
structureset la météorologie.Un phénomènephysiquepeutsetraiter numérique-
mentpar la discrétisationdu systèmed’Équationsaux DérivéesPartielles(EDP)
qui le modélise,le but étantd’obtenir un systèmematriciel linéaire.Numérique-
ment,la précisiond’unesolutiondépenddela finessedela discrétisationutiliséece
qui influencefortementla taille du systèmeà résoudre.En conséquence,les temps
decalculpeuventêtredequelquesmilliers d’heuressurun ordinateurconvention-
nel lors de la simulationdeproblèmesenvraiegrandeur. Les implémentationsin-
formatiquesconstruitessur ce principesont ainsi de grandesconsommatricesde
ressourcesdecalculet demémoire.

Danscecontexte, le calculparallèleestdeplusenplusutilisécommeunealter-
native permettantd’obtenir desdiminutionssubstantiellesdu tempsde restitution
descalculset/oud’effectuerdesétudesnumériquesde plus grandeprécisiontout
engardantun tempsdecalculraisonnable.Lespossibilitésdecalculparallèlesont
aujourd’huiprésentesà desdegrésdiversdanslessystèmesinformatiques.Cepeut
êtrevia desmachinesspécialementconçuespour ce type de calcul (CRAY T3E,
SGI PowerChallenge,IBM SP), desserveursou stationsmultiprocesseurstelles
quecellesoffertespar la plupartdesconstructeurs,ou bienunegrappe,homogène
ou non,demachinesprécédemmentcitées.Cesdernièressontdeplusenplus fré-
quemmentchoisiescar, construitesenutilisantdu matérielproduitengrandesérie,
lesgrappessontplusabordablesquelesmachinesparallèlesdédiées.Le problème
seposealorsd’offrir auprogrammeurd’applicationscritiqueslesmoyensd’exploi-
ter le potentieldepuissanceoffert parcesarchitecturesparallèles.

Danslecadredela résolutiondesystèmesissusdeladiscrétisationdeproblèmes
d’EDP, unefamille deméthodesseprêtantbienaucalculparallèleestconnuesous
le nomdeméthodesdedécompositiondedomaine[149,38]. L’idéedebase,com-
muneà cesméthodes,reposesur le découpagegéométriquedu domainephysique
en sous-domainesde manièreà travailler avec desproblèmesd’EDP locaux, i.e.
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associésaux sous-domaines,pluspetits.Pourcouplerles problèmesd’EDP posés
surchacundessous-domaines,la méthodedétermineitérativementdesconditions
aux limites à imposeraux frontièresde cesdomaines.Cettedescriptionsuccincte
fait apparaîtrele caractèreparallèlede la méthodepuisquela résolutiondessous-
problèmespeuts’effectuersurdesprocesseursdifférents,sousréserved’un échange
dedonnéesentreprocesseursrésolvantdessous-domaines“voisins” afin dedéter-
miner/fournir les conditionsaux limites. Les méthodesde décompositionde do-
mainesontun exempletypiquede parallélismeà grosgrain, seprêtantgénérale-
mentbienauxarchitecturesparallèlesdetypegrappecar lescommunicationssont
peuvolumineusesparrapportauvolumedecalcul.
L’obtention d’un parallélismeefficacelors de l’utilisation d’une méthodede dé-
compositiondedomainedépendfortementd’unedistributionéquitabledela charge
de calcul entreles processeurs.Lorsqueles problèmesprésententunecertaineré-
gularité(mathématiqueet géométrique),l’équilibragedechargeestassezsimpleà
réaliser. Par contre,cen’estplus le casdèslors quelesproblèmesmathématiques
présententunesingularitéouquela géométrieestcomplexe.
De plus,danscertainessituationsla charge associéeà un sous-domainevarie dy-
namiquementau coursdu calcul car les discrétisationspeuvent êtremodifiéeslo-
calement(plus finesou plus grossières)en fonction du problèmephysique.Cette
techniqued’adaptation de maillage permetdelesrésoudretout enévitantle coût
insupportableenmémoireet tempsdecalculd’unediscrétisationglobalementfine.
Il enrésultedesimplémentationsparallèlesayantuncomportementdynamique(im-
prévisible),ellessontditesirrégulièr es[136, 80].

La priseencomptede l’irrégularité ajouteun degrédedifficulté à la program-
mationd’applicationsparallèles,notammentsi l’on souhaitequele programmesoit
à la fois efficaceet portable.Une techniquede programmationse prêtantbien à
la miseen œuvred’applicationsirrégulièresestbaséesur desréseauxde proces-
suslégerscommunicants. Un processusléger(ou« thread», enanglais)[107, 103]
estuneabstractionpermettantd’exprimerla multiprogrammation(i.e. demultiples
flots d’exécutionindépendants)auseind’un processussystème.Le qualificatif “lé-
ger” vient du fait quela gestiondecesentitésa un coût trèsfaibleparrapportaux
processussystème.Il estalorsintéressantd’utiliser la multiprogrammationlégère
pourmanipuler(démarrer, arrêter, suspendre,déplacer)lestâchesd’un programme
dynamiquement.Cettetechniqueestégalementopportunepourrecouvrirlestemps
decommunicationpardu calculutile. Le paradigmedeprocessuslégerscommuni-
cantspermetd’exploiterefficacementlesarchitecturesdetypegrappedemultipro-
cesseurssymétriquescarlesprocessuslégerspeuvents’y exécuterenparallèle.Bien
quela multiprogrammationlégèresoitunetechniqueconnuedepuislongtemps,peu
d’applicationsdesimulationnumériqueentirentparti.

Danscetravail dethèsenousnousintéressonsà l’apport du paradigmedepro-
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cessuslégerscommunicantspour l’exécutionparallèleefficaced’applicationsde
simulationnumériquereposantsurdesméthodesdedécompositiondedomaine.Ce
travail s’inscritdansunecollaborationentrelesprojetsAPACHE1 et IDOPT2, loca-
lisésrespectivementauseindu LaboratoireInformatiqueet Distribution (ID) et du
Laboratoirede Modélisationet Calcul (LMC) de l’Institut de MathématiquesAp-
pliquéesde Grenoble(IMAG). Les thèmesde recherchedu projet APACHE sont
centréssurle développementd’un environnementdeprogrammationparallèlepor-
tableetefficace,nomméATHAPASCAN [26, 44,128]. Cetenvironnementcomporte
un noyau exécutif permettantl’utilisation de la multiprogrammationlégèredans
un contexte distribuéeet uneinterfaceapplicative implémentantun modèledepro-
grammationparallèlehaut niveau,basésur un mécanismede créationde tâches
communiquantentreelles par l’intermédiaired’une mémoirepartagée.Le projet
IDOPTs’intéresseàla miseaupointd’outils mathématiquesetalgorithmiquespour
la simulationnumériquedesystèmesissusdela physiqueet dessciencesdel’envi-
ronnement.

Résultantd’uneétroitecoopérationentrecesdomaines,notretravail aunedouble
vocation: d’unepartutiliser l’environnementATHAPASCAN pourla miseenœuvre
d’une classed’applicationstrès représentative du calcul scientifique,d’autrepart
proposerdessolutionsinformatiquesmathématiquementcorrecteset facilementas-
similablespar la communautéd’utilisateurs.Danscecadre,nosprincipalescontri-
butionssont:

– uneétudeapprofondiede l’apport du modèledeprocessuslégerscommuni-
cantsdansle cadredela résolutiondeproblèmesd’EDPpardesméthodesde
décompositiondedomaine;

– unharnaisinformatique,appeléAHPIK, permettantuneprogrammationaisée
d’applicationsreposantsur les méthodesde décompositionde domaine.Sa
conceptionorientéeobjetpermetd’encapsulerlesdétailsdegestiondespro-
cessuslégerset descommunications,ce qui facilite l’implantation de nou-
vellesméthodes;

– l’utilisation decetenvironnementdansle cadredela résolutiondeproblèmes
d’EDP classiqueset notammentpour un problèmeen mécaniquede fluides
degrandetaille.

Ce travail de thèsea fait objetdeplusieurspublicationsacceptées[39, 40, 41]
etun articleestencoursd’évaluation[14].

Le manuscritde thèseestorganiséentrois parties.La premièrepartieprésente

1AlgorithmiqueParallèleetpArtagedeCHargE,projetjoint CNRS-INPG-INRIA-UJF.
2Identification,Optimisationet SimulationNumériqueenPhysiqueet enEnvironnement,projet

joint CNRS-INPG-INRIA-UJF.

17



Introduction

desconceptsinformatiqueset mathématiquesessentiels.Nouscommençons(cha-
pitre 1) par une introductionau calcul parallèle: desarchitecturesparallèlesac-
tuelleset dela programmationdecelles-ci.Cettepartiecomprenduneintroduction
àla techniquedemultiprogrammationlégère.Le chapitre2 présentedesgénéralités
liéesàla résolutiondeproblèmesd’EDPenmettantl’accentsurlesméthodesdedé-
compositiondedomaine.La deuxièmepartiediscutedela programmationparallèle
decesméthodes,enprésentantl’état de l’art dansle chapitre3 puisenproposant,
dansle chapitre4, uneapprochesystématiquedeprogrammationparallèleetundé-
veloppementà l’aide detechniquesdemultiprogrammationlégère.Cettepartiese
conclutpar la présentationde l’environnementobjet AHPIK dansle chapitre5. La
troisièmepartie(chapitre6) présentedesrésultatsexpérimentaux.
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1 Le calcul parallèle

Lesprogrèsremarquablesdansle domainedela micro-électroniquefournissent
desmicroprocesseurstoujoursplus puissants,à un rythmesouvent supérieuraux
prévisionsles plus optimistes[94]. Seulementcet accroissementen puissancede-
mandedestechnologiesde plus enplus complexes,engendrantdesdifficultésqui
sefont remarquertantsurle plantechnologiquequesurle planéconomique.

En mêmetemps,lesbesoinsdesutilisateursdu calcul haute-performancesont
habituellementau-delàdesressourcesdisponibles.En effet, la conquêtedela puis-
sancenécessairepoureffectuerdescalculsdepointeestnaturellementsuivie parle
lancementdenouveauxchallenges.Celasetraduitpar desbesoinstoujourscrois-
santsentermesdeperformancearithmétique,capacitédestockageet rapiditéd’ac-
cèsauxdonnées.

Le calcul parallèleconstitueune réponseaux problèmessoulevés ci-dessus.
Il consisteà utiliser simultanémentles différentesressourcesdisponiblesdansun
systèmeinformatique(processeurs,mémoires,disques,réseauxdecommunication,
etc.)pourl’exécutiondescalculscorrespondantsà unemêmeapplication.Lesmo-
tivationspourunetelle techniqueontà la fois uncaractèretemporel(travailler plus
vite) et spatial(réaliserdesplusgrostravaux).Deplus,le parallélismepeutêtrevu
commeunefaçonde contournerles barrièrestechnologiqueset économiquesqui
s’imposentaudéveloppementdemicroprocesseurspluspuissants.

L’utilisation demultiplesprocesseurspourunemêmeapplicationimpliqueune
coopérationentreeux.Ce fait està l’origine desgrandesdifficultésliéesauparal-
lélisme: d’un point devuematérielparcequecelanécessitedestechnologiesper-
mettantunaccèsrapideàdesinformationsqui nesontpaslocalementaccessiblesà
un processeur, et d’un point devuelogiciel car il fautrepenserlesoutils classiques
deprogrammationafindeprendreencomptela coopérationentreprocesseurs.

Danscechapitrenoustenonsà introduirelesconceptsdebasedu calculparal-
lèle.Nouscommençons(section1.1)parprésenterquelquescatégoriesdemachines
parallèles,avec en particulier une discussionsur les tendancesactuellespour la
constructiondesuper-calculateurs.Nousprésentonsensuite(section1.2) quelques
notionspourla conceptiond’algorithmesparallèleset leur implantationsurlesdif-
férentstypesde machines.Les modèlesles plus courantspour la programmation
parallèlesontégalementévoquésdanscettesection.La programmationbaséesur
processuslégerscommunicantsest présentéeen détailsdansla sectionsuivante
(1.3), où l’on met en évidencel’intérêt de cettetechniquepour la miseen œuvre
d’applicationsirrégulières.Nousfinissons(section1.4) par présenterl’environne-
mentATHAPASCAN, qui constituela plate-formeexécutivepourle travail quenous
avonseffectué.
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Architectures pour le calcul parallèle 1.1

1.1 Architectures pour le calcul parallèle

Les différentesarchitecturesmatériellesseprêtantau calcul parallèlepeuvent
êtreclasséesselonplusieurscritères.Flynn[69] a proposédansles années70 une
classificationfondéesur la multiplicité desflots d’instructionset dedonnées,d’où
la distinctiondespremièresmachinesparallèlesenSIMD (machineexécutantune
mêmeinstructionsimultanémentsurplusieursdonnées)et MIMD (machineayant
plusieursflotsd’exécutionsimultanéssurplusieursdonnées).Certainsauteurs[154,
157] ont par la suitesubdivisé la classeMIMD en fonction du degré de couplage
entreprocesseurset mémoires.On distingueainsi les multiprocesseurs(ou ma-
chinesà mémoirepartagée)desmultiordinateurs(ou machinesà mémoiredistri-
buée).

Cetteclassificationgénéraleconstitueun repèreimportantlorsquel’on analyse
l’évolutiondesarchitecturesparallèlesaufil desannées.Dansla suitenoustenonsà
différencierlesarchitecturesàmémoirepartagéedesarchitecturesàmémoiredistri-
buée,puisnousdiscutonsdestendancesactuellesqui mènentà combinercesdeux
modèlesdemémoirepourla constructiondesuper-calculateurs.Pourplusdedétails
surlesdifférentesarchitecturesle lecteurpourraconsulter[32].

1.1.1 Architectures à mémoire par tagée

Les architecturesparallèlesà mémoirepartagée,aussiappeléesmultiproces-
seurs,sontcomposéesd’un ensemblede processeursayantaccèsà unemémoire
commune.La plupartdesmultiprocesseursactuellementdansle marchésontdes
systèmessymétriques(SMP – SymmetricMultiProcessing), dansle sensoù tous
lesprocesseursont lesmêmesfonctionset sontencompétitionpour lesressources
systèmedefaçonégale.

L’existenced’unemémoirepartagéefacilitele travail deparallélisationdesalgo-
rithmes.La miseenœuvredela coopérationentreprocesseursestsimplifiéecarles
communicationspeuvents’exprimerpardeslecturesou écrituresdezonesdemé-
moirepartagées,serapprochantde la programmationséquentielleclassique.Mais
l’accèsà la mémoirecommuneestaussile point faibledecesarchitectures.En ef-
fet, le couplagefort entreprocesseuretmémoirefait quel’augmentationdunombre
de processeursaugmenteaussila contentiond’accèsau bus reliant processeurset
mémoires.De cefait, lesarchitecturesà mémoirepartagéenepermettentderelier
qu’un nombrelimité deprocesseurs,autrementdit ellesnesontpasadaptéespour
le parallélismeàgrandeéchelle.
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Afin delimiter la chargedansle busd’interconnexion, lesarchitecturesactuelles
emploientplusieursniveauxde mémoirescache,de façonà ce que le tempsréel
d’accèsà unedonnéedépendede salocalisationdansla hiérarchiede mémoires.
Même avec l’utilisation de cestechniques,les architecturesSMP restentaujour-
d’hui limitées à quelquesdizainesde processeurs.Les machinesSun Enterprise
10000sontactuellementlesSMPdeplusgrandetaille dansle marché.Malgrécette
contrainted’extensibilité, les architecturesSMP se sont beaucouprépandues,en
particulierlesconfigurationsàdeuxouquatreprocesseursqui sontaujourd’huipro-
poséesparla plupartdesconstructeursdestationsdetravail.

1.1.2 Architectures à mémoire distrib uée

Lesarchitecturesàmémoiredistribuéesontconstituéesd’unensembledenœuds,
chaquenœudétantcomposéd’un processeuret d’unemémoirelocale.Lesnœuds
sont connectésentreeux par un réseaude communication,au travers duquel ils
peuventcoopérer. Grâceaucouplagepluslâcheentreprocesseurset mémoires,les
machinesutilisant cettearchitecturesontplus extensiblesà la fois en nombrede
processeursetencapacitémémoire.Celaapermisdeconstruiredesmachinespou-
vant employer plus d’une centainede processeurs.On parlealorsd’architectures
massivementparallèles(MPP– MassivelyParallel Processing).

Les technologiesd’interconnexion entre les nœudssont très variées,tant du
point devuedu matérielutilisé quedestopologiesproposées.Avecl’évolution des
technologiesstandard(FDDI, ATM, etc.), les machinesà mémoiredistribuéeres-
semblentdeplusenplusàdesréseauxd’ordinateurs.Avecunbonrapportprix/per-
formances,lesgrappes(«clusters» enanglais)construitesparl’assemblagedema-
tériel produitengrandesériesontdevenuestrèspopulaires.

Si l’absenced’une mémoirecommunepermetun parallélismeà plus grande
échelle,la miseenœuvred’applicationsparallèlessurlesmachinesàmémoiredis-
tribuéeestplus délicate.Aucun supportaux accèsdirectsà unemémoiredistante
n’estapriori fourni parcetyped’architecture,etlacoopérationentreprocesseursest
plus coûteusepar rapportaux architecturesà mémoirepartagée.Ceci estd’autant
plus vrai pour les architecturesde type grappe.Le programmeurdoit par consé-
quenceprendreen comptela localisationdesdonnéessur lesmémoireslocaleset
s’occuperexplicitementdela distributionoudumouvementdecesdonnéeslorsque
nécessaire.
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1.1.3 Architectures hybrides

La maturitédesmultiprocesseurset l’évolution constantedesréseauxd’inter-
connexion ont mis sur le marchédesmachinescombinantles deuxtypesd’archi-
tecturesprécédentes.Cesmachinessontconstituéesd’un ensembledenœudsmul-
tiprocesseursreliésentreeuxparun réseaud’interconnexion hautdébit, l’exemple
typiqueétantl’Origin 2000fabriquéepar SGI. Le modèlede mémoirede cesar-
chitecturesest mixte : mémoirepartagéeau sein d’un mêmenœud,et mémoire
distribuéeentrelesdifférentsnœuds.Certainesmachinesont uneorganisationmé-
moire où chaquenœudpeutaccéderà deszonesmémoireappartenantà d’autres
nœuds,mais la mise en œuvreefficacede cesmémoiresvirtuellementpartagées
n’esttoujourspasbienmaîtrisée.

Lesarchitectureshybridesoffrent unealternative pourcontournerle problème
d’extensibilitédesmachinesà mémoirepartagée.Elles ont aussil’avantaged’une
puissancede communicationsupérieurepar rapportaux machinesà mémoiredis-
tribuée,les premièresayantmoinsde nœudsqueles dernièresà unepuissancede
calculégale(i.e. unmêmenombredeprocesseurs).

L’assemblagede multiprocesseursen réseaus’est montréconvenablepour la
constructiondesystèmesdepetiteà grandetaille. Avecl’ample disséminationdes
machinesSMPsurle marché,lesgrappeset réseauxutilisentdesunitésàplusieurs
processeurs.L’acronymeCluMPs(Clusters of MultiProcessors apparaîtpourdési-
gnercesgrappesdemultiprocesseurs.L’architecturedesnouvellesmachinesmas-
sivementparallèlesdevient aussitrèsproched’une grappede SMP, la différence
résidantsurtoutdansl’utilisation deréseauxpropriétairesetdansla préservationde
l’image d’un systèmehomogène.Lessystèmesdeplusgrandetaille construitssur
ceprincipeaccommodentaujourd’huiprèsdedix mille processeurs,avecdesper-
formancesdépassantle teraflops( ��� ��� opérationsdepointflottantparseconde)[57].

Si lesarchitectureshybridespeuventmeneràdesperformancessansprécédent,
ellesreprésententaussidesnouveauxchallengespourle calculhaute-performance.
La mise en œuvred’applicationsparallèlesexploitant efficacementce type d’ar-
chitecturerestedélicatepuisqu’elledoit prendreen compteles différentsniveaux
de mémoirede la machine.La plupart desmodèlesde programmationparallèle
classiquesa étéconçuepour les architecturessoit à mémoirepartagéesoit à mé-
moire distribuée.Cesmodèlescorrespondentmal à une organisationhybride de
la mémoire.Le programmeurpeutdoncêtreamenéà utiliser simultanémentdeux
modèlesdeprogrammationdifférents.
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1.2 Programmation des machines parallèles

L’utilisation desressourcesd’unearchitectureparallèlepour la résolutiond’un
problèmepassepar l’extractiondu parallélismed’un algorithmeet parla construc-
tion d’un programmeparallèleexploitantefficacementceparallélisme.La concep-
tion d’un algorithmeparallèleestuntravail méthodiqueoùil fautprendreencompte
successivementun certainnombrede points liés à l’expressiondu parallélisme.
Nousprésentonsdansla section1.2.1 les principalesétapesd’une méthodologie
deparallélisation.Lesmodèlesvisantla miseenœuvreduparallélismesontensuite
présentésdans1.2.2.

1.2.1 Méthodologie de parallélisation

Une représentationsouvent utilisée pour décrireun programmeparallèleest
celled’un graphe de tâches. Lesnœudsd’un tel graphesontles tâchesd’un pro-
gramme(desséquencesdecalculs)tandisquelesarcsreprésententlesdépendances
entrelestâches(il s’agit souventdecommunications).Seloncettedescriptiond’un
programmeparallèle,la parallélisationd’un algorithmenécessitele découpagedu
travail en tâchespotentiellementparallèleset la définition des interactionsentre
elles,suivi d’unedistributiondecestâchessurlesprocesseursdela machineparal-
lèle.

Choix de la gran ularité des tâches

Lors du découpaged’un calcul,unequestionimportanteconcernela granula-
rité destâches,c’est à dire la taille de chaquetâcherelativementà la taille totale
du programme.On entendpar “taille d’une tâche” la quantitéde calculsassociés
à cettetâchenenécessitantpasdecommunicationavec lesautrestâches.Dansun
découpageàgrain fin, le calculestdécoupéenungrandnombredetâchesdepetite
taille. Inversement,la décompositiond’un travail en tâchespeunombreusesexi-
geantbeaucoupdecalculscaractériseun découpageà grosgrain. Unegranularité
fine offre plus d’opportunitéspour l’exploitation du parallélismeet pour l’équili-
bragedecharge.Mais un grain trop fin entraînesouventdescommunicationstrop
fréquentesentreprocesseurs.En revanche,le découpageà grosgrainpermetderé-
duirele tempsnécessaireà la gestiondu parallélisme,auprix d’unediminutiondu
parallélismepotentiel.Le choix de la granularitédoit doncsatisfaire un compro-
misentrele maximumdeparallélismepotentiel,unsurcoûtminimumdegestiondu
parallélisme,etun bonéquilibredechargeentrelesprocesseurs.
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En pratique,le choix de la granularitédépendfortementde l’architecturecible
etdel’application.Le coûtdela communicationentreprocesseursjoueun rôle im-
portantdansl’obtentiond’un parallélismeefficace: pluscesurcoûtestfaibledans
unearchitecture,plus elle seraapteà exécuterdestâchesde granularitéfine. Les
architecturesà mémoirepartagéesontdoncidéalespourexploiter le parallélismeà
grainfin, tandisquelesarchitecturesàmémoiredistribuéesontplusadaptéesaupa-
rallélismeàgrosgrain.Enrevanche,lesgrappesdemultiprocesseursont l’avantage
depermettrel’exploitationsimultanéededifférentsgrainsdeparallélisme.

Expression des interactions entre tâches

La définitiondesinteractionsentrelestâchesd’unprogramme,c’est-à-direl’uti-
lisation par unetâched’une donnéecalculéepar autretâcheestaussiimportante.
Celaétablitdescontraintesdeprécédenceentrelestâches.Le graphedetâchesagré-
mentédecetteinformationestungrapheorientéappelégraphedeprécédence. Ce
graphedéfinit un ordrepartiel pour l’exécutiondestâches.Les tâchesnonordon-
néesparcetordrepartielpeuventêtreexécutéesenparallèle.

Unealternative augraphedeprécédenceconsisteà représenterun flot dedon-
néessur le graphe.Danscettereprésentation,dénomméegraphe de flot de don-
nées, la précédenceentretâchesestinduitepar leséchangesdedonnées.Typique-
ment, les arcsdu graphecorrespondentà desopérationsde lectureou d’écriture
d’une donnée.Une différencefondamentaleentre le graphede précédenceet le
graphede flot de donnéesse trouve au niveaudessynchronisations.Dansle cas
d’un graphede précédence,unetâcheestprêteà exécuterquandtoutesles tâches
qui la précèdentsontterminées,tandisquedansun graphedeflot dedonnéesune
tâcheestprêtesi toutesles donnéesauxquelleselle accèdeen lecturesontdispo-
nibles.

La déterminationd’un graphedeprécédenceou d’un graphedeflot dedonnées
dépenddela connaissanceducomportementdel’applicationentermedephasesde
calculetdecommunication,ainsiquedeleursdurées.Enfonctiondecetteconnais-
sancepréalabledeleur comportement,lesapplicationset lesalgorithmesparallèles
peuventêtreclassésréguliers ou irréguliers [136,80]. Demanièregénérale,un al-
gorithmeestdit réguliersi le graphedetâchesassociéeststatique,c’est-à-dire,si la
duréedestâchesdecegrapheestconnueavantl’exécution,oubienpeutêtreprédite
àchaqueétaped’exécution.À l’inverse,ondit quel’algorithmeestirréguliers’il est
impossiblede prédirele comportementde l’algorithmeavantsonexécution,ou si
cetteprédictionreviendraità exécuterl’application,ou encoresi le comportement
del’algorithmechanged’uneexécutionà l’autreenfonctiondesdonnées.
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Ordonnancement et placement des tâches

Le graphedetâchesconstitueun élémentcentralpourl’ ordonnancementd’un
programmeparallèle.On entendpar ordonnancementl’attribution d’une datede
début d’exécutionà chaquetâchecomposantle graphe.Cetteattribution doit être
compatibleavec le nombrede processeursdisponibleset avec les contraintesde
précédenceentreles tâches.Cetteétapeestsouventcombinéeavec la distribution
spatialeou placementdu graphe,c’est-à-direà l’associationd’un sited’exécution
(unprocesseur)pourchacunedecestâches.L’ordonnancementet le placementd’un
graphedetâchesreprésentantun programmeparallèlesontdeuxaspectsfortement
liées1, touslesdeuxayantpourbut final l’obtentiond’uneexécutionefficaceoù les
communicationsentreprocesseurssontminimiséeset où le taux d’utilisation des
processeursest le plus élevé possible.La distribution destâchesde calcul sur les
processeursdoit doncéviter quecertainsprocesseursne soientsous-utilisésalors
qu’il restedu travail enattente.Cetobjectif peut-êtrevu sousdeuxoptiqueslégère-
mentdifférentes: le partage de chargequi consisteà répartirle travail defaçonà
cequetouslesprocesseurssoientactifsà tout instant,et l’ équilibrage de charge
qui consistenon seulementà garderles processeursactifs, mais aussià répartir
équitablementle travail entrelesprocesseurs.

L’équilibragedechargeaucoursdu calcul impliquededéplacerdestâches,ce
qui supposedestransfertsdedonnéesentrele processeursurchargéetunprocesseur
moinsactif. Cetteétapenécessitedescommunications,dont le coûtdoit êtrefaible
par rapportaugainespéré.En pratique,la décisiond’équilibrer la chargeestprise
en fonction d’un seuil minimal dépendantde la taille destâcheset représentant
un compromisacceptable.Ce compromisestgénéralementplus facile à atteindre
lorsquela granularitédestâchesestfine et que les donnéesà communiquersont
“peuvolumineuses”.

Les stratégiesd’ordonnancementet de placementsont fortementdépendantes
descaractéristiquesdu graphede tâches.Danslescasoù le graphedeprécédence
estcomplètementdéterminéil estpossibled’utiliser desheuristiquesstatiquesclas-
siques[46, 86]. Néanmoins,pourungrandnombred’applications,le comportement
du programmedépenddesdonnéeset le graphede tâchesassocién’est paspré-
dictible.Cesapplicationstypiquementirrégulièressontcaractériséesparla création
dynamiqued’un nombreimportantde tâchesayantsouvent desgrainstrèsdiffé-
rents.La réalisationd’un ordonnancementet d’un placementefficacespour telles
applicationsn’estdoncpastrivial.

1En effet, dansla langueanglaisel’ordonnancementet le placementsontdésignéspar un seul
mot : « scheduling».
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1.2.2 Modèles de programmation parallèle

Un modèlede programmationreprésentel’abstractiond’une machinedansle
but de séparerles aspectsconcernantle développementde l’application de ceux
liés à sonexécutioneffective.Desmodèlesexistentà différentsniveauxd’abstrac-
tion, du parallélismetotalementexplicite (où son expressionest complètementà
la chargedu programmeur)auparallélismeimplicite (parallélisationautomatique).
Les modèlesexplicitesprochesdesarchitecturessontassezrépanduspour lesap-
plicationsvisant la haute-performance,mais la programmationbaséesur cesmo-
dèlesestplusdifficile cartouslesdétailsde la parallélisationsontapparents.Dans
la suitenousfaisonsun tour d’horizon sur les modèlesqui s’adaptentle mieux à
chaquetyped’architecture,puisnousintroduisonsquelquesmodèlesà hautniveau
d’abstraction.Cetteprésentationestloin d’êtreexhaustive.Pourunevisionplusap-
profondiesur les modèlesde programmationparallèlequi ont étéproposésau fil
desannées,le lecteurpourraseréférerparexempleà [148] ou [147].

Programmation des architectures à mémoire par tagée

Sur architectureà mémoirepartagée,la programmationparallèleest souvent
fondéesurdestechniquesdemultiprogrammationlégère(« multithreading»)[107,
108, 103,30]. Seloncemodèle,le programmeparallèleestcomposéde multiples
flots d’exécution (fils d’exécution) concurrentsmanipulantdes donnéesplacées
dansunemémoirecommune.La notion de fil d’exécutionou processuslégerest
employée depuislongtempsau sein dessystèmesd’exploitation afin d’exprimer
destâchesconcurrentesau seind’un mêmeprogramme.Si dansunearchitecture
conventionnellelesprocessuslégerssontencompétitionpour l’utilisation du pro-
cesseur, dansunemachineSMPils peuventréellements’exécuterenparallèle.Par
définition,lesprocessuslégersappartenantàunmêmeprocessussystèmepartagent
deszonesmémoireallouéesà ce processus,d’où l’emploi naturelde la multipro-
grammationlégèresurdesmachinesSMP.

Étantdonnéqueles lectureset écrituresdansla mémoirecommunesefont en
parallèle,la difficulté decemodèledeprogrammationestdegarantirla cohérence
d’accèsauxzonesdemémoirepartagéeafindepréserver la sémantiquecorrectedu
programme.Pourcelale programmeurdoit recourirà desprimitivesdesynchroni-
sationcommelesverrousou lesvariablesdecondition(voir parexemple[104]). La
programmationsefait par l’intermédiairedebibliothèquesdeprocessuslégersqui
sontdisponiblesdansla plupartdessystèmes.Un jeu de primitivesstandardpour
desbibliothèquesoffrant la gestionet la synchronisationdeprocessuslégersestdé-
finit parla normePOSIX[96].La multiprogrammationlégèrepeutaussiêtreofferte
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auniveaudu langagedeprogrammation,commedansJava[120].

Une approcheplus récentepour la programmationdesSMP est le standard
OpenMP[49]. Il consisteessentiellementen un ensemblede procédureset direc-
tivesque le programmeurajouteà un programmeécrit en Fortranou C/C++ afin
d’aiderle compilateurà prendredesdécisionsdeparallélisation.La multiprogram-
mationlégèreestunenotionintrinsèquedanscestandard,maislesprocessuslégers
sont confinésau supportexécutif de OpenMP, le programmeurn’ayantpasà les
gérerlui même.

Programmation des architectures à mémoire distrib uée

Dansunearchitectureàmémoiredistribuée,la coopérationentreprocesseursse
fait classiquementpar échangede messages.Le programmeparallèleestorganisé
commeunecollection de processuss’exécutantsur un ensemblede processeurs,
chaqueprocessuspossédantunezonede mémoireprivée.L’échangede données
entreprocessusn’est possibleque par desopérationsd’envoi et réceptionexpli-
cites.L’approchedeprogrammationla plusrépandueestd’utiliser unebibliothèque
d’échangedemessagestelle quePVM[151] ou MPI[70]. Cettedernièreestenfait
un standardpour la programmationpar échangede messages,visantà la fois la
hauteperformancedescommunicationset la portabilitédesprogrammesparallèles
reposantsur ceparadigme.Desbibliothèquessuivant le standardMPI sontdispo-
niblessurungrandnombredeplates-formesactuellement,etcertainsconstructeurs
enproposentdesversionshautementoptimiséespourunearchitectureenparticulier.

La possibilitédemettreaupoint desapplicationsefficacessurdesarchitectures
extensiblesest un point fort du paradigmed’échangede messages,mais cela se
fait au prix d’une plus grandecomplexité de programmationparallèle.Commele
tempsde transmissiondesdonnéesestgrandpar rapportà la puissancede calcul
desprocesseurs,il fautchercherà réduirele pluspossiblelescommunicationspar
un choix minutieuxde la granularitédestâcheset unedistribution intelligentedes
donnéessurlesmémoireslocales.

Programmation des grappes de multipr ocesseur s

En ce qui concerneles architecturesparallèlesayantun modèlede mémoire
hybride,le paysagedesmodèlesde programmationestmoinsbien défini quece-
lui desarchitecturespurementà mémoirepartagéeou à mémoiredistribuée.Selon
l’abstractionde l’organisationmémoireofferte au programmeur, deux approches
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principalessontenvisageablespour la programmationde CluMPs [114, 29] : un
modèledeprogrammationuniforme,où le programmeurnevoit qu’unseulmodèle
mémoire(partagéeou distribuée),ou un modèlede programmationhybride,qui
combinela multiprogrammationlégèreet l’échangede messages.Pour l’unifica-
tion du modèledemémoire,unealternative consisteà utiliser desenvironnements
de programmationfournissantla fonctionnalitéd’une mémoirevirtuellementpar-
tagée[143, 150, 142, 63]. Les performancesd’un tel modèlesontnéanmoinstrès
dépendantesdu protocoledegestionde la cohérencede la mémoire.L’autrealter-
native estdeprogrammerlesCluMPscommedesmachinesà mémoiredistribuée.
On trouve ainsidesbibliothèquesd’échangedemessagesmisesaupoint pourune
communicationefficaceà l’intérieur desnœuds[18, 113, 29]. Le modèlede pro-
grammationhybride,àsontour, constitueunedespremièresapprochespourla pro-
grammationdesCluMPs.Eneffet, l’associationdela multiprogrammationlégèreà
la communicationparéchangedemessagessuscitaitdéjàbeaucoupd’intérêtavant
quelesCluMPsdeviennentpopulaires,parexempleparlespossibilitésdemasquer
lestempsdecommunicationpardescalculsutilesetdegérersimplementetélégam-
mentl’indéterminismedescommunications.Parmi lesbibliothèquesconstruitessur
ceprincipeon peutciter ATHAPASCAN-0 [44, 26,32], PM

�
[119] et Nexus[71].

Programmation indépendante d’ar chitecture

Afin defaciliterla compréhensionetle développementd’applicationsparallèles,
maisaussid’augmenterla portabilitédecesapplications,certainsmodèlesdepro-
grammationtravaillent avecuneplusgrandeabstractiondel’architectureparallèle.
Parmi les approchesde plus hautniveauon trouve la parallélisationautomatique
ou semi-automatique,qui vise la générationd’un codeparallèleà partir d’un pro-
grammeséquentiel,parl’intermédiaired’un compilateurcapabled’extrairele paral-
lélismeprésentdansun tel programme.La générationducodeparallèleestsouvent
guidéepar desdirectivesde compilationrajoutéesdansle programmesourceafin
dedéfinir, par exemple,un partitionnementdesdonnéesdu programme.Une telle
techniqueest employéedansle langageHPF (High PerformanceFortran), entre
autres.Cetteapprocheestpratiquepourle programmeur, maislesdifficultésliéesà
la détectionautomatiqueduparallélismeetàla générationdecodesefficacessurles
différentesarchitecturesparallèlesfont quelesoutilsdeparallélisationautomatique
sontmoinsgénérauxetparconséquencemoinsrépandusquelesoutilsdeprogram-
mationparallèleexplicite. En effet, la parallélisationautomatiqueestactuellement
plusefficacesurdesarchitecturesà mémoirepartagéequesurmémoiredistribuée,
et lesbonsrésultatssontsurtoutobtenuspourdesapplicationsconstituéesdenids
debouclesetpourlesquellesle parallélismenedépendpasdesdonnéesd’entrée.Le
lecteurintéressétrouveradans[66] unerevuedesproblèmeset techniquesconcer-
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nantla générationautomatiquedecodespourlesarchitecturesparallèles.

Dansun niveauintermédiaireentrela parallélisationexplicite et la parallélisa-
tion automatique,on trouve desparadigmespermettantd’abstrairecertainsaspects
de la machineparallèle.Les environnementsoffrant la fonctionnalitéd’une mé-
moirevirtuellementpartagéeensontun exemple: ils permettentd’abstrairele ré-
seaudecommunicationenfournissantdesmécanismesdepartagededonnéesentre
processeurs,occultantainsi lescommunicationsinhérentesà uneexécutionsurar-
chitecturedistribuée.La granularitédesdonnéespartagéesest variable: certains
systèmescommeTreadMarks[4] etSAM[144] offrentunespaced’adressageunique
de la mémoire,l’unité de partageétantle mot mémoireélémentaire.D’autresim-
plantentle partagededonnéesauniveaud’objetsdéfinisparle programmeur, c’est
le casd’Orca[9],Linda[36] etJade[134],entreautres.L’aspectcritiquedecetteap-
prochepour la programmationparallèlerésidedanssamiseenœuvreefficacesur
unearchitecturedistribuée,étantdonnéequela préservationde la cohérencede la
mémoirevirtuellementpartagéegénèredu traficsurle réseau.Lessystèmesoffrant
le partageau niveaude l’objet ont tendanceà êtreplus efficacessur architecture
distribuée,puisquela granularitédesdonnéespartagéesestplus grosseet mieux
adaptéeà l’application[8].

Finalement,on trouve dessystèmespermettantde séparerl’expressiondu pa-
rallélismedu placementréeldesdonnéeset descalculssur la machine.Il s’agit ici
d’uneabstractiondesprocesseurscomposantl’architectureparallèle: le program-
meurdéfinit explicitementles tâchesdu programmeparallèleet les dépendances
entreelles,sanspourautantprendreencomptel’architecturesur laquelleauralieu
l’exécution.Le systèmeexécutif assurel’ordonnancementautomatiquedestâches
etuneexécutioncorrectedel’applicationbaséesuruneanalysedugraphedetâches
ou du graphede flot de données.Le programmeurne gèrepasexplicitementles
communicationsentreles tâches,ce qui facilite grandementla miseen œuvrepa-
rallèle. Parmi les systèmesoffrant une telle abstractionon trouve Cilk[24, 98],
Jade[134],NESL[23] et ATHAPASCAN-1 [78].

1.3 Multipr ogrammation légère pour le calcul
parallèle

Quandl’algorithmiqueduproblèmeàparalléliserpeutêtreconçuedemanièreà
isolerun grandnombredetâches,il estnatureld’envisageruneexécutiondecelle-
ci en utilisant desprocessusdifférents.Une techniqueadaptéeà la gestionde ces
processus,tantpourlesarchitecturesàmémoirepartagéequepourlesarchitectures
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àmémoiredistribuée,estla multiprogrammationlégère.Pourlessecondes,cespro-
cessussontalorsutilisésconjointementavecunebibliothèquedecommunication.

1.3.1 Les processus légers en bref

Un processusléger(ouPL) 2 estuneabstractionpermettantd’exprimerdesmul-
tiples flots d’exécutionindépendantsau seind’un processussystème(e.g.UNIX,
appeléprocessuslourd). Les différentsflots d’exécutionpartagentle contexte de
mémoiredu processuslourd, leur gestionestdoncmoins coûteusequecelle des
processussystème.En effet, la gestiondesprocessuslégersnécessiteseulementla
manipulationde leur contexte d’exécution,tandisque les opérationssur les pro-
cessuslourdsdemandentaussila gestionde zonesmémoireet de ressources(fi-
chiersouverts,verrous,etc.)allouéespar le système.Par exemple,un changement
decontexte pourun processuslégerestde10 à 1000fois plus rapidequepourun
processuslourd[43].

Lesopérationsusuellementdisponiblespourla programmationavecdesproces-
suslégerssontla création(sur le mêmeprocesseurou surun autreprocesseur),la
destruction(souventl’auto-destruction),la communicationentrePL (parmessages,
appelsde procédureà distance,etc.) et la synchronisation(par sémaphores,ver-
rousd’exclusionmutuelle,barrièredesynchronisation,partagededonnées,etc.).La
normePOSIX[96] définitunstandardpourlesopérationsmanipulantdesprocessus
légerset desimplantationssontproposéespar la plupartdesgrandsconstructeurs
d’ordinateurs.

Bien qu’au niveaude l’interfacede programmationles bibliothèquesde PL
offrent souventdesfonctionnalitéssimilaires,leur miseenœuvrediffèresensible-
ment.Lesdifférentschoixd’implantationdecesbibliothèquesetdeleur intégration
avec le systèmed’exploitationsontétudiésendétaildans[43] et [32], entreautre.
Nousne donnonsici qu’un aperçudesdifférentestechniquesproposéesau fil du
temps.Ainsi, parexemple:

– certainesbibliothèquess’appuientsur des “PL système”,qui sont connus
du systèmed’exploitation sous-jacent.D’autresreposentsur des“PL utili-
sateurs”,qui sontplus“légers” quelesprécédents.Ils nesontpasconnusdu
systèmed’exploitationmaisseulementdel’environnementdeprogrammation
parallèlequi offre cesPL utilisateurs;

– la multiprogrammationdesPL peutêtreimplantéeavecdifférentesformesde

2Il existent plusieurssynonymespour désignerles processuslégers: “fil d’exécution”, ”flot
d’exécution”, « thread» ou « lightweight process». L’acronyme PL n’est pascourant,mais nous
l’utilisons pourallégerl’exposé.
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préemption: préemptionuniquementquandle PL estbloqué(e.g.enattente
d’un messageoud’un sémaphore),préemptionà la fin d’un quantum,etc.;

– la politique d’ordonnancementdesPL sur chaqueprocesseurpeut varier :
premierarrivé-premierservi,utilisationdepriorités,etc.

Lorsqu’unenvironnementdeprogrammationparallèleutiliseconjointementune
bibliothèquede PL et unebibliothèquede communication(commePVM[151] ou
MPI[70]), il doit y avoir compatibilité(plusou moinsforte) entrelesdeuxbiblio-
thèques:

– si la bibliothèquedecommunicationest« thread-safe», ellepeutêtreutilisée
defaçonconcurrenteparplusieursPL;

– si uneopérationdecommunicationest« thread-synchronous», elle peutblo-
querle PL qui l’exécutesansbloquerlesautresPL dansle mêmecontexte;

– si la bibliothèquedecommunicationest« thread-aware», elleconnaîtla mul-
tiprogrammationdesPL.

1.3.2 Le bénéfice à tirer des processus légers

Prenonsl’exemplegénérald’un programmecomposéde tâchesindépendantes
(voir figure1.1).L’utilisation deprocessuslégerssimplifie la programmation,carla
coordinationentretâchesestréduite.Lestâchessontexécutéesdefaçonconcurrente
ou enparallèleet, si un processuslégerestbloqué(parexemple,enattendantune
lectured’un fichier), les autresprocessuslégerspeuvent continuer. Le processeur
estainsimieuxutilisé.

Les PL constituentune techniquenaturellepour l’implémentationdestâches
d’une applicationparallèle.Cettevision d’un programmeparallèlecommeun en-
sembledetâches/PLinteragissantaplusieursintérêts:

– elle permetde décrire l’application indépendammentde la machinecible,
commeunensembledetâchesmultiprogramméess’exécutantsurunnombre
arbitrairedeprocesseurs(maisenpratiqueinférieuraunombredetâchespo-
tentiellementparallèles);

– elle simplifie la programmationdesapplications.Le programmeurn’a pasà
gérerlui-mêmele masquagedesattenteset descommunicationspardu cal-
cul, qui estpris enchargepar la multiprogrammationdechaqueprocesseur.
Si l’environnementdisposed’un ordonnanceurglobal,celui-ciprendaussien
charge l’allocation destâches/PLauxprocesseurs(statiquementou dynami-
quement)afin quetouslesprocesseursaientdestâchesactives.Il fautnoter
quela structurationd’un programmesousforme de graphede tâchesest la
bonnestructurepourlesalgorithmesd’ordonnancement.

LesPL communicantssontdoncle mécanismed’abstractiond’unemachinepa-
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(un seul fil d’exécution)
Processus Multiprogrammé
�

(deux fils d’exécution)
Processus Monoprogrammé
�

Processus léger
�

Figure 1.1 Programmationclassiquevs.multiprogrammationd’un programme
composédetâchesindépendantes.

rallèle(àmémoirecommuneou distribuée)permettantuneprogrammationflexible
et réactive d’un programmeparallèlecomposédetâches.

1.4 L’envir onnement de programmation
ATHAPASCAN

ATHAPASCAN est un environnementde programmationparallèleconçupour
êtreà la fois portableet efficacesurCluMPs,et permettrede façonaiséele déve-
loppementd’applicationsparallèles[26, 44, 128]. Cet environnementestconstitué
essentiellementpar un noyau exécutif à basede processuslégerscommunicants
(ATHAPASCAN-0) etuneinterfacedeprogrammationparallèlehautniveau(ATHA-
PASCAN-1). La mise au point d’applicationsdéveloppéessur ATHAPASCAN est
assuréeparun outil devisualisationdeprogrammesparallèles(PAJÉ [50, 51]), qui
permetdereprésentergraphiquementtoutessortesd’entitéset d’événementsauni-
veaudesdeuxmodulesdel’environnementATHAPASCAN etauniveaudel’applica-
tionprogramméeparl’utilisateur. Denombreusesapplicationsontétéécritesausein
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du projetAPACHE enutilisant l’environnementATHAPASCAN. Citonsentreautres
uneapplicationdedynamiquemoléculaire[16], un codedechimiequantique[115],
unebibliothèquedecalculsymbolique[81] etuncodederecherchecombinatoirede
type« branchandbound» [53].

1.4.1 Le noyau exécutif : ATHAPASCAN-0

ATHAPASCAN-0 est une bibliothèquepermettantl’utilisation de la multipro-
grammationlégèredansuncontextedistribué.L’abstractiondela machineparallèle
offerteparATHAPASCAN-0 estcelled’un réseaudenœuds3 decalculsur lesquels
s’exécutentdesprocessuslégers.Lesprocessuslégerscommuniquententreeuxpar
deséchangesdemessageentrenœudsdistinctset parmémoirecommuneà l’inté-
rieurd’un mêmenœud.Poursupporteruntel modèle,l’interfacedeprogrammation
deATHAPASCAN-0, écriteenlangageC, offre desprimitivespermettantla gestion
(création,destruction,suspension,etc.)desprocessuslégers,la communicationet
la synchronisationentreprocessuslégers.

Cenoyauexécutif permetd’exploiter quatretypesdeparallélismepouvantêtre
présentssurunearchitectureparallèle:

– le parallélismeentre les nœudscomposantl’application, étant donnéque
l’exécutionde chaquenœudsedérouleindépendammentdesautresnœuds
(miseàpartlessynchronisationsduesauxcommunications);

– le parallélismeà l’intérieur desnœuds,étantdonnéquechaquenœudpeut
comporterdesmultiples processuslégers.Si le nœudrésidephysiquement
surunemachineà plusieursprocesseurs,le systèmed’exploitationgérantce
nœudsechargederépartirlesprocessuslégersentrecesprocesseurs;

– le parallélismeentrecalculsetcommunications,parl’intermédiairedeprimi-
tivesasynchronesdecommunicationoffertespar la bibliothèque.Cetypede
parallélismeestégalementexploitableenutilisantplusieursprocessuslégers
parnœud: certainsprocessuslégerseffectuentdescalculstandisqued’autres
sechargentdescommunications,danscecasavecdesprimitivessynchrones;

– le parallélismeentre les communications,si un processusléger initie plu-
sieurscommunicationsnonbloquantesou si plusieursfils d’exécutioncom-
muniquentàpartir d’un mêmenœud.

ATHAPASCAN-0 représentela couchedeportabilitédel’environnementATHA-
PASCAN, servantdesupportexécutif aumoduledeplushautniveauqui estATHA-
PASCAN-1. Il sertaussipour la programmationdirected’applicationsparallèleset
peutêtreutilisé en tant quesupportexécutif pour d’autreslangagesde program-

3Un nœudATHAPASCAN-0 estactuellementimplantécommeunprocessuslourdUnix.
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mationet/oudesbibliothèquesparallèles(e.g.GIVARO[79]). Pourassurersapor-
tabilité, ATHAPASCAN-0 reposesurdesbibliothèquesstandardpour la gestionde
processuslégers(POSIXou équivalent)et pour la miseenœuvrede l’échangede
messages(MPI). ATHAPASCAN-0 estactuellementdisponiblesurdesnombreuses
plates-formes,commeparexempleIntel/Linux, SPARC/Solaris,IBM SP/Aix,SGI
MIPS/Irix.

1.4.2 L’interface de programmation haut niveau :
ATHAPASCAN-1

ATHAPASCAN-1 estla couchedeplushautniveaude l’environnementATHA-
PASCAN, construitepourfaciliter la programmationd’applicationsparallèlesdefa-
çon indépendantede l’architecture.Ceci est réalisépar unedescriptiond’un pro-
grammeparallèlesousformed’un graphedetâcheseffectuantdeslectureset écri-
turesde donnéessituéesdansunemémoirevirtuelle partagée.Le parallélismeest
toujoursexplicite dansATHAPASCAN-1 : le programmeurdoit fixer les différents
niveauxde découpedu travail en tâches,mais ce découpageest indépendantde
l’architecture.En effet, ATHAPASCAN-1 abstraitlesdétailsliés à la machinecible
prenanten charge tout ce qui relève desmouvementset synchronisationsde don-
nées.Le programmeurn’a pasà spécifierlescommunicationset tousleséchanges
de donnéessont faits de manièreimplicite à partir d’une relationde dépendance
de donnéesdécriteau momentde créationde chaquetâche.À partir de cettedes-
cription, ATHAPASCAN-1 construitun graphede flot de donnéespour déterminer
l’ordre d’exécutiondestâcheset le mouvementdesdonnées.Le placementréeldes
donnéeset descalculssur la machineestaussipris en charge par ATHAPASCAN-
1, qui permetl’emploi de différentesstratégiesd’ordonnancementde tâchespour
mieuxrépartirla charged’uneapplicationsurl’architecturecible.

Pratiquement,ATHAPASCAN-1 seprésentesousformed’unelibrairie C++ gé-
nérique.L’interfacedeprogrammationestréduiteàdeuxprimitives: fork etsha-
red. LesprocédurescomposantunprogrammeATHAPASCAN-1 utilisentla primi-
tive fork pour créerdestâchesde calcul potentiellementparallèles,et la primi-
tive shared pour déclarerdesdonnéespartagéeset sesmodesd’accèsassociés.
Un fork esttoujoursuneopérationasynchrone.La créationeffective de la tâche
dépenddela stratégiederégulationdecharge: parexemple,unenouvelle tâchepa-
rallèlepeutêtrecréesi certainsprocesseurssontinactifs,sinonla tâcheestexécutée
commeunappeldeprocédureenséquence.

Ce mécanismepermet,à partir d’un programmedonné,de déduirele parallé-
lismeeffectif, soit parcequele nombredeprocesseursestrestreint,soit à causedu

37



1 Le calcul parallèle

coûtdegestiondu parallélisme.

1.5 Conc lusion

Dansce chapitre,nousavons fait un tour d’horizon desconceptsdu parallé-
lisme.Il faudraenretenirquepourla suitenousconsidéronsla programmationdes
CluMPsavecdesprocessuslégersetdescommunications,etqu’unprogrammepa-
rallèleestun grapheorientédetypeflot dedonnées.Le chapitresuivantfait unétat
del’art surlesméthodesdedécompositiondedomaine.
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L’étudedephénomènesphysiquescomplexestelsquerencontrésenmécanique
desfluides,calculsdestructure,électromagnétisme,etc.,nécessitesouventla réso-
lution d’un systèmed’Équationsaux DérivéesPartielles(EDP).En général,il est
impossiblede déterminerexactementles solutionsd’un problèmed’EDP donné.
On fait alorsappelàdesméthodesnumériquestellesquela méthodededifférences
finies,la méthodedevolumesfinis oula méthodedesélémentsfinis pourdiscrétiser
le problèmed’EDP. Nousavonschoisi la méthodedesélémentsfinis.

Le préalableà la discrétisationdessystèmesd’EDP est la constructiond’un
maillagedont les caractéristiquesdépendentdu problèmephysiqueet de la géo-
métriedu domainede calcul. Ce maillageestconstituéd’élémentsgéométriques
simplesdéfinispar leurssommets.En utilisant ce maillageon transformele pro-
blèmecontinuenun problèmediscretdont la taille estproportionnelleaunombre
desommets.Lesinconnuesdeceproblèmesontlesdegrésdelibertédéfinissurles
élémentsgéométriques.

Un bonmoyenpourtraiterlesproblèmesdegrandetaille consisteàutiliser une
méthodede décompositionde domaine.Cesméthodesreposentsur le découpage
géométriquedu domainephysiqueen sous-domainespour permettrede travailler
avecdesproblèmespluspetits.Cesproblèmessontcoupléspardesconditionsaux
limites imposéesà leurs frontières.La manièredont sont couplésles problèmes
définit chacunedesméthodesdedécompositiondedomaine.Le caractèreparallèle
de celle-ci en découlenaturellementcar les sous-problèmespeuvent être résolus
localementsurdesprocesseursdifférents.Celaimpliquedescommunicationsentre
processeurstraitantdessous-domainesvoisins.

Parfois, il est nécessairede construiredesdiscrétisationstrès fines dansdes
zonesoù apparaissentdessingularitésde naturemathématiqueou de naturegéo-
métrique.Dansce cas,il est possibled’adapterdynamiquementla discrétisation
en raffinantou déraffinant le maillagepouréviter l’utilisation d’une discrétisation
globalementfine, troppénalisanteenplacemémoireet entempscalcul.

Dansle paragraphe2.1 de ce chapitrenousprésentonsles principauxaspects
de la méthodedesélémentsfinis, d’autresdétailssontprésentésdansl’annexe A.
L’adaptationdemaillageet lesproblèmesderépartitiondechargequi endécoulent
sontdiscutésdansle paragraphe2.2.Le paragraphe2.3traiteensuitedupartitionne-
mentdemaillageset desméthodesdedécompositiondedomaineclassiques.Pour
illustrer nosproposnousavonschoisiun problèmemodèlebidimensionnel.
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2.1 Discrétisation de problèmes d’EDP

La méthodedesélémentsfinis estutiliséepour la résolutionnumériqued’EDP
provenantdela modélisationdephénomènesphysiquestrèsvariés(thermique,élec-
tromagnetisme,aérodynamique,mécaniquedesfluides,mécaniquedesstructures,
etc.).Commepour touteméthodede discrétisation,sonobjectif est le calcul des
valeursapprochéesdu champsétudié(température,champmagnétique,pression,
vitesse,contraintes,déplacements,etc.) en certainspoints du domainephysique
danslequelestrésolule problème.On transformeainsi le problèmecontinuenun
problèmediscret.

Quelquesoit le problèmeà résoudre,la miseenœuvrede la méthodedesélé-
mentsfinis comprendlesétapessuivantes:

1. analysemathématiquedu problèmeavec,en particulier, l’écriture de la for-
mulationvariationnelledusystèmed’EDPà résoudre;

2. constructiond’un maillagedu domainephysiquevérifiantcertainesproprié-
tés;

3. définitiondesélémentsfinis ;

4. assemblagede la matriceet du secondmembreà partir descontributionsde
chaqueélément,avecpriseencomptedesconditionsauxlimites;

5. résolutiondusystème.

Dansceparagraphela discussionestcentréesurlespoints1, 2 et5. Lespoints3
et4 sontdéveloppésdemanièreexhaustivedansl’annexeA, ony trouveégalement
uneprésentationplusdétailléedupoint 2.

2.1.1 Le problème modèle et son analyse mathématique

Le problèmechoisimodéliselesdéplacementsverticauxd’unemembraneélas-
tiquefixéeparsonbordet soumiseà uneforceverticaledonnée(voir parexemple
[112]). Étantdonné
 unemembranedefrontière ������
 suffisammentrégulière,
et � la forceverticaleappliquéesurcettemembrane,le champdedéplacements�
quel’on souhaiteconnaîtreestsolutionduproblèmedePoisson:����� � � � dans
��� � � sur ��� (2.1)
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où
�

estl’opérateur de Laplace qui, endimension2, s’écrit :� ��� �! "��$#  �% �! "���&  �
La conditionlimite �'�(� sur la frontièredu domaine
 estappeléecondition

de Dirichlet homogène, elle signifie que le bord du domaine 
 ne peut passe
déplacer.

Lorsque � estunefonction de )  +* 
-, , c’est à dire lorsque � appartientà l’en-
sembledesfonctionsdecarréintégrablesur 
 , le systèmed’EDP(2.1)auneunique
solution � dansl’espace./�10324 * 
-, , défini par l’ensembledefonctionsde )  +* 
-,
dont la dérivéeestdans )  5* 
-, et dont la traceestnulle sur � . Pouruneanalyse
mathématiqueplusdétailléeduproblème,nousrenvoyonsà [131].

Pourrésoudrele problèmeparla méthodedesélémentsfinis, oncommencepar
écrire la formulationvariationnellecorrespondantau système(2.1). On multiplie
(2.1) par une fonction test 61780324 * 
-, , comme � , et on intègrepar parties.On
obtient 9$:<; �>= ; 6@?A#B� 9C: �D6@?A# � 9FE �!��!G =H6@?IG
où G estla normaleextérieureaudomaine
 , et

; � désignele vecteur; ��� JKKKL
�!��$#�!��!&

MONNNP �
Notreformulationvariationnelleseréduità9 :<; �Q= ; 6@?A#B� 9 : �D6@?A# (2.2)

car, 6 appartenantà 0 24 * 
-, , 6 estnullesurla frontière.

La méthodedesélémentsfinis utilise la formulation(2.2) pourdéterminerdes
approximationsde la solution � . Pourcela,on construitun sous-espace.!R (voir
annexe A, paragrapheA.2) de dimensionfinie inclus dansl’espace0324 * 
-, , et on
cherche��RS7'.!R , solutionapprochéede � , commesolutionde9 : ; ��R-= ; 6+R5?I#�� 9 : �D6+R5?I#T� UD6VRS73.�RW� (2.3)
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2.1.2 Mailla ge du domaine physique

Un maillaged’un domaine
 , noté XYR , estun ensemblede Z\[ élémentsgéo-
métriques“simples” (égalementappelésmailles) recouvrant
 , définispar les Z
sommetsdu maillage.L’indice ] est le pasde discrétisationdu maillage,il cor-
respondà la plus grandearêted’un élémentappartenantà XYR . Plus ] est petit,
meilleureseral’approximationdela solutiondu problèmeposésur 
 . Chaqueélé-
mentestnoté ^�[ et le domainerecouvert 
_R esttel que 
_R`�ba�ced["f 2 ^�[ . Le choixde
la géométriedesélémentsdépenddela géométriedu domaine
 et dela naturedu
problèmeàrésoudre.Endimension2, cesontparexempledestrianglesoudesrec-
tangles(resp.destétraèdresou desparallélépipèdesendimension3). Leséléments
constituantle maillagedoiventsatisfairecertainesconditions.En particulier, il est
nécessairequele maillagesoitconforme, c’estàdire,que XYR vérifie lespropriétés
suivantes:

1. toutélément̂�[ de XYR estd’airenonnulle;

2. l’intersectiondedeuxélémentsde XYR estsoit vide,soit réduiteàunsommet
ou unearêtecomplète(ou unefacecomplèteendimension3).

La figure 2.1 présentedesmaillagesen trianglesd’un domaine 
 , illustrant
lesdifférencesentreun maillageconformeet un maillagenon-conforme.La suite
de l’exposéde la méthodedes élémentsfinis discuteuniquementde maillages
conformes.

(b)(a)

Figure 2.1 (a) Maillage conforme, (b) Maillage non-conforme.

D’autrespropriétésgéométriquessontà vérifier pour quela méthodedesélé-
mentsfinis fournissede bonnesapproximationsde la solution (voir entreautres
[131]). Parexemple,la taille desélémentsdoit varierprogressivement,c’est-à-dire,
sansprésenterdediscontinuitéstrop brutales,et lesélémentstriangulairesou qua-
drangulairesnedoiventpasprésenterd’anglestrop obtus.Lescaractéristiquesgéo-
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2 La simulation numérique en parallèle

métriquesdu maillagesontfondamentalespour la méthodedesélémentsfinis, car
ellespermettentdedémontrerlespropriétésd’approximationde la méthode.Elles
sontétroitementliéesauproblèmephysiqueàrésoudreetàseséventuellessingula-
rités.En conséquence,la naturedu problèmeconditionnele choix demaillesplus
fines(i.e.uneplusgrandedensitéd’éléments)danscertaineszonesdudomainepour
obtenirdessolutionsavecsuffisammentdeprécision.

Encequi concernela miseenœuvreinformatique,unmaillageestfondamenta-
lementreprésentéparunelistedesommetset uneliste définissantl’interconnexion
entrelessommets(nousverronsplustardquecettereprésentationnesuffit paspour
la méthodedesélémentsfinis). Selonla topologied’interconnexion dessommets,
les maillagespeuvent être classéscommestructurésou non-structurés[82]. Dans
les maillagesstructurés, le schémad’interconnexion est tel que la connaissance
desindicesd’un sommeten donnela positionrelative. C’est le cas,par exemple,
desmaillagesen quadrangleslorsquel’on travaille en dimension2. Dansun tel
maillage,un sommetnoté *hg �ji@, apourvoisinde“gauche”le sommet*k*�g �ml ,n�ji@, et
pourvoisin de“droite” le sommet*o*hg % l ,n�piF, . Danslesmaillagesnon-structurés,
enrevanche,le schémad’interconnexion dessommetsestdetypequelconque.Les
maillagesnon-structuréssontdoncplus généraux,ils permettenten particulierde
recouvrirdesdomainesayantunegéométriecomplexe.La méthodedesélémentsfi-
nisseprêtebienà l’utilisation demaillagesnon-structurés,tandisquelesmaillages
structuréssontplussouventassociésauxméthodesdediscrétisationdetypediffé-
rencesfinies.

La générationdemaillagesadaptésauxproblèmesàrésoudren’estpasuneopé-
rationsimple,surtoutpourdesdomainesdegéométrieirrégulière.Beaucoupdetra-
vauxde rechercheportentsurdestechniquespermettantde générerdesmaillages
automatiquement.Pourplusdedétailssurcesujet,nousrenvoyonsà [82].

2.1.3 Form ulation matricielle

Surcemaillageonutilise la méthodedesélémentsfinis présentéedansl’annexe
A pourécrirele problème(2.3)sousla formematricielle.Ennotantq�r lesfonctions
élémentsfinis, on obtientle systèmesuivant:s\t �buv� (2.4)

où
s

estunematricedéfiniepositivedetaille ZxwyZ , d´élémentss r{z_� 9C:@|}; q�r�= ; qFz~?A#T� U g �ji�� l ���������"Z�� (2.5)
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est le vecteursolution � 2 �o�  ����������� c , et u est un vecteurde dimension Z , de

composantes u�zv� 9 :@| ��q@zn?A# UCi�� l ���������"Z�� (2.6)

En généralla matrice
s

estcreuse.Lorsquele maillageeststructuré,elle com-
porte5 diagonalesdansle casdesélémentsfinis � 2 (voir annexe A). Lorsquele
maillageestnon-structuré,la matricen’a pasdestructureparticulière.Toutefoisil
existe desalgorithmesde renumérotationdessommetsdu maillagepermettantde
limiter la largeurdebandedela matrice.

2.1.4 Résolution du système

Les méthodespermettantde résoudrele système(2.4) sontclassiquementre-
groupéesendeuxclasses[84] :

Méthodes directes Cesméthodessontbaséessurunefactorisationdela matrices
permettantd’aboutir à la solution en un nombrefini d’opérations.Elles

consistentàdéterminerunematricedepermutation� tellequela matrice� s
puissesefactoriseren un produit d’une matrice ) triangulaireinférieureet
d’unematrice � triangulairesupérieure.Celacorrespondà la méthoded’éli-
minationdeGaussavecpivot total.Cetteméthodea l’avantaged’êtreprécise
et stablenumériquementmaissacomplexité, mesuréepar � * Z��~, opérations
et � * Z  , variablesenmémoire,restreintsonusageà dessystèmesdepetite
taille ( Z����W�A�A� environ). Afin deréduirele coûtenmémoiredesméthodes
directes,on exploite la structurecreusede la matriceen stockantpeu,voire
pas,decoefficientsnuls[59]. Il existedenombreuxtypesdestockagecreux:
bande,profil, compresséparlignes,parcolonnes,pardiagonales,etc.

Méthodes itératives Cesméthodessontbaséessur le calcul d’approximations
successives,deplusenplusprécises,de la solutiondu systèmelinéaire.Les
méthodesde projectionde Krylov tellesquela méthodedu gradientconju-
guéet la méthodeGMRES(GeneralizedMinimumRESidual) sontparmi les
plus étudiéesactuellement[141]. L’avantagedecesméthodesestquela ma-
trice

s
n’estutiliséequedansdesproduitsmatrice-vecteur. Théoriquement,

cesméthodesconvergent en � * Z�, itérations,mais pratiquementon utilise
despréconditionneurspour accélérerla convergence.Cesméthodessonten
généralsupérieuresauxméthodesdirectespourlessystèmesdegrandetaille
( Z�� l �A�A�A� environ). Cependantla convergencedesméthodesitérativesest
hautementdépendantedela disponibilitéd’un bonpréconditionneur.
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Bien quecesalgorithmessoientperformants,le volumededonnéesestimpor-
tantetlestempsderestitutionsontlongslorsquela taille duproblèmediscretesttrès
grande.On fait alorsappelauparallélismepourréduireles tempsd’exécutionsoit
enagissantauniveaumatriciel(méthodesditesde«multisplitting»[121,162]), soit
enagissantauniveaudela discrétisationmathématiquedu problème.Danscecas,
lesnumériciensproposentl’utilisation deméthodesdedécompositiondedomaine.

2.2 Adaptation de mailla ge

L’utilisation d’uneméthodenumériqueapprochéetelle quela méthodedesélé-
mentsfinis, implique le choix d’un pasde discrétisation] adaptéau problèmeà
résoudre.Cechoixdoit meneràdesrésultatsd’uneprécisionetd’un coûtdecalcul
acceptables.

Pourdesproblèmesdont la solutionestrégulière,le choix du pasde discréti-
sations’appuiesur uneestimationd’erreursa priori , résultantde propriétésthéo-
riquesdela méthodedediscrétisationchoisie.Par exemple,pourlesélémentsfinis
detype � 2 , on saitquel’erreur commiselors du calculd’uneapproximation��R de
la solutionexacte� denotreproblèmemodèle(2.1)estbornéepar��� � � ��R ��� ���S]�� (2.7)

où � estuneconstanteindépendantede ] .
Cependant,la solutionpeutprésenterdessingularitésprovenantde la géomé-

trie du domaine(coin entrant,fissure,etc.)ou du systèmed’équations(matériaux
différents,ondesdechoc,etc.).Pouratteindreuneprécisionacceptablesur tout le
domaine,lesestimationsa priori imposentl’utilisation d’un maillageglobalement
fin. D’un pointdevuepratique,il seraitintéressantd’avoir unegrandedensitéd’élé-
mentsdanslesrégionsdudomaineoù la solutionestsingulière,et,éventuellement,
dediminuerla densitédesélémentsdanslesrégionsoùla solutionesttrèsrégulière.

Quandles singularitésproviennentde la géométriedu domaine,il estencore
faciled’identifier les régionscritiqueset ainsi construireun maillageadaptéavant
dedémarrerlescalculs(voir exempledela figure2.2).

Dansles autrescas,et notammentpour les problèmesd’évolution, les singu-
laritéspeuvent sedéplacerau coursdu temps,ce qui suggèrel’emploi de phases
d’adaptationdynamiquedu maillage.Danscecas,chaquerésolutiondu problème
d’EDP est suivie d’une phased’estimationd’erreur a posteriori qui fournit une
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Figure 2.2 Exempled’adaptationstatique: maillage autourd’un profil d’aile d’avion.

cartedeserreurscommisessurla discrétisationcourante.Dansceprocessusitératif,
l’itération numéro� sedécomposecommesuit :

1. résolutiondu problèmesurla triangulationX�� parle procédéhabituel.Cela
fournit unesolution,notée

t � .
2. pourtoutélémentdu maillageX�� ,

– calculd’un indicateurd’erreurlocal;
– si l’indicateur local estsupérieurà un seuildonné,l’élémentdoit êtreraf-

finé,

3. si desélémentsdu maillagedoiventêtreraffinéson modifiele maillageet on
passeà l’étape1, avec � � � % l .

La constructiondel’indicateurd’erreurlocal estbaséesurl’analysenumérique
deséquationsdu problèmeà résoudre[160].Pourchaqueélément,il dépendde la
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valeurde la solutiondansl’élémentconsidéréet la valeurde la solutiondansses
élémentsvoisins.Desméthodesderaffinementdemaillagesontdiscutéesdansl’an-
nexeB.

Dansle cadredesméthodesdedécompositiondedomaine(voir paragraphe2.3),
l’adaptationde maillagepeut induire un déséquilibrede charge et nécessiterun
repartitionnementdu maillage.

2.3 Méthodes de décomposition de domaine

Généralementon utilise uneméthodededécompositiondedomainelorsquele
problèmephysiquenécessiteunerésolution(élémentsfinis, différencesfinies,etc.)
dansunespacediscretdetrèsgrandedimension.Lorsquelesproblèmescomportent
dessingularitésméritantun traitementparticulier (coin, fissure,matériauxdiffé-
rents,cf. figure2.3), on utilise un maillageavecun grandnombrede sommetsou
desélémentsfinis dehautdegrépourobtenirdessolutionsplusprécises.�

���������������������������������������������������������������� ������������������������������������������������������
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Figure 2.3 Exemplesdesingularités.

Lesméthodesdedécompositiondedomainesontégalementintéressantespour
les problèmesnumériquesimpliquant un couplagede modèlessur desdomaines
naturellementdisjointscar, danscecas,leséquationsà résoudrediffèrentd’un do-
maineà l’autre (océan/atmosphère,fluide/structure,cf. figure2.4).

L’algorithmiquedesméthodesde décompositionde domainesuit le principe
classique“Di viserpour Régner”.Celaconduità uneparallélisationtrèsnaturelle,
particulièrementadaptéeà desarchitecturesparallèlesà mémoiredistribuée.Il est
intéressantdenoterquecesméthodespeuventêtreplusrapides,mêmesurcalcula-
teurséquentiel,quelesméthodesitérativesclassiques[137].
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Figure 2.4 Couplagesdemodèles.

Aprèsunecourtediscussionsurlesmanièresdepartitionnerle maillage,préam-
buleàtouteméthodededécompositiondedomaine,leprochainparagrapheprésente
desméthodesavec recouvrement(Schwarz) et desméthodessansrecouvrement
(Schurprimal,Schurdual,méthodedesjoints).

2.3.1 Partitionnement de mailla ge

Pourutiliser uneméthodededécompositiondedomaineil fautcommencerpar
construireunepartitiondu domaine(avecou sansrecouvrement)entenantcompte
decritèresmathématiques,qui ont uneinfluencesur la convergencedesméthodes,
etdecritèresinformatiquespertinentspourla parallélisation.

Demanièregénérale,lesoutilsdepartitionnementdemaillageexistantsutilisent
descontraintesgéométriques:

– répartitionéquitabledunombred’arêtes.Cetaspectestimportantlorsdel’uti-
lisationd’uneméthodededécompositiondedomaine,car il estéquivalentà
équilibrerla chargedecalculassociéàla résolutiondessous-domainessi l’on
considèrequela chargeparélémentesthomogèneà traversle maillage;

– nombred’interfaces.Celarevient à minimiser le nombrede sous-domaines
voisinspourchaquesous-domainedemanièreàminimiserle nombredecom-
municationsdela résolutionparallèle;

– minimisationdu nombred’arêtessur les interfacesd’un sous-domainepar
rapportaunombred’arêtessituéesà l’intérieur decelui-ci;

Cescritèresconduisentengénéralà dessous-domainesrelativementcompacts,
ce qui estnumériquementfavorableà l’efficacitédesméthodesde décomposition
dedomaine.

Les outils existantssontessentiellementbaséssur desalgorithmestravaillant
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à partir descoordonnéesgéométriquesdu maillage,ou desalgorithmesutilisant le
grapheassociéàla matriced’adjacencedumaillage.Parmilesoutils lesplusconnus
onpeutciterMetis[101], Scotch[126]et Chaco[91].

2.3.2 Méthodes avec recouvrement

Cesméthodessecaractérisentparle découpagedel’espacephysiqueenun en-
semblede domainesserecouvrant.Dansce document,nousnouslimiteronsà la
méthodedeSchwarzdontnousprésentonsdeuxvariantes: la méthodemultiplica-
tive et la méthodeadditive. Pourunediscussionplus approfondieà proposde ces
méthodes,nousrenvoyonsà [149] et [38].

Schwarz (1869) [145] a été le premiera introduireun schémade décomposi-
tion dedomaineapplicableà la résolutiondeproblèmesd’EDP, la convergencedu
schémaétantprouvéeultérieurement[110]. Danscetteméthode,on décomposele
domaineouvert,bornéetconnexe 
 en Ã sous-domainesouverts 
_[ ( Ä>� l �O�����"Ã )
telsque 
Å�Æa½["f 2jÇÉÈÉÈÉÇ Ê 
_[W�
Pourillustrer nosproposnousconsidérons,par la suite,unedécompositiondu do-
maineprincipalendeuxsous-domainesserecouvrant.Un exempleestproposédans
la figure2.5.

Soit ���b��
 la frontièredudomaine
 , etondistinguelespartiesËDÌ[ defrontière
de 
_[ ( ÄÍ� l �������"Ã ) incluesdansles sous-domaines
 Ì ( Î\� l �O�����"Ã��"Î�Ï�YÄ ) des
parties��[\Ð�� , i.e. :� ËeÌ[ � ��
_[ÒÑ�
 Ì �bU�Î�� l ��������Ã��"ÎÒÏ�bÄD���[ � ��
_[ÒÑ��¾�
La méthodedeSchwarzestuneméthodeitérative qui consisteà résoudrelespro-
blèmesd’EDP de façonalternéesur chaquesous-domaine,il n’y a pasde calcul
d’interface(voir méthodessansrecouvrement,paragraphe2.3.3).À chaqueitéra-
tion,desvaleurscalculéessur 
 Ì sontutiliséescommeconditionsauxlimites impo-
séessur lespartiesdefrontière Ë Ì[ sur 
_[ lors de l’itération suivante.L’itéré choisi
pour mettreà jour les conditionsaux limites détermineles variantesde cettemé-
thode.

50



Méthodes de décomposition de domaine 2.3

Ó�Ó�ÓÔ�Ô�ÔÕ�Õ�ÕÖ�Ö�Ö ×�×�××�×�×Ø�Ø�ØØ�Ø�ØÙ�Ù�ÙÙ�Ù�ÙÚ�Ú�ÚÚ�Ú�Ú Û�Û�ÛÛ�Û�ÛÜ�Ü�ÜÜ�Ü�ÜÝ�Ý�ÝÝ�Ý�ÝÞ�Þ�ÞÞ�Þ�Þ ß�ß�ßà�à�àá�á�áâ�â�âã�ã�ãä�ä�äå�å�åæ�æ�æ ç�ç�çç�ç�çè�è�èè�è�èé�é�éé�é�éê�ê�êê�ê�ê ë�ë�ëë�ë�ëì�ì�ìì�ì�ìí�í�íí�í�íî�î�îî�î�îï�ï�ï�ïï�ï�ï�ïð�ð�ðð�ð�ðñ�ñ�ñ�ññ�ñ�ñ�ñò�ò�òò�ò�òó�ó�ó�óó�ó�ó�óô�ô�ôô�ô�ôõ�õ�õ�õõ�õ�õ�õö�ö�öö�ö�ö ÷�÷�÷�÷÷�÷�÷�÷ø�ø�ø�øø�ø�ø�øù�ù�ù�ùù�ù�ù�ùú�ú�ú�úú�ú�ú�úû�û�ûû�û�ûü�ü�üü�ü�üý�ý�ýý�ý�ýþ�þ�þþ�þ�þ ÿ�ÿ�ÿÿ�ÿ�ÿ
�������������������������������������������������� ��������������

	�	�		�	�	
�
�
�

�
�
�
������������������������
�
�

�
�
������������������������ ��������������
�������������������������������������������������������������������������� ������������������������  � �  � � 

!�!!�!"�"�""�"�"#�##�#$�$�$�$$�$�$�$%�%�%%�%�%&�&�&�&&�&�&�&'�'�''�'�' (�(�(�()�)�)*�*�*�*+�+�+,�,�,,�,�,-�-�--�-�-.�.�..�.�./�/�//�/�/ 0�0�00�0�0
1�1�11�1�12�2�22�2�23�3�33�3�3 4�4�4�4�44�4�4�4�4

5�5�5�55�5�5�56�6�6�6�66�6�6�6�67�7�7�77�7�7�78�8�88�8�89�99�9:�:�::�:�:;�;;�;<�<�<�<=�=�=>�>�>�>?�?�? @�@�@@�@�@
A�A�AA�A�AB�B�BB�B�BC�C�CC�C�C

D�DD�DE�EE�EF�FF�FG�GG�GH�H�H�HH�H�H�HI�I�II�I�IJ�J�J�JJ�J�J�JK�K�KK�K�K L�L�LL�L�L
M�M�MM�M�MN�N�NN�N�NO�O�OO�O�OP�P�P�PP�P�P�PQ�Q�Q�QQ�Q�Q�QR�R�R�RR�R�R�RS�S�S�SS�S�S�S T�T�TT�T�T

U�U�UU�U�UV�V�VV�V�VW�W�WW�W�WX�X�X�XX�X�X�XY�Y�YY�Y�YZ�Z�Z�ZZ�Z�Z�Z[�[�[[�[�[
\�\�\�\\�\�\�\]�]�]]�]�]^�^�^�^^�^�^�^_�_�__�_�_`�`�`�`a�a�ab�b�b�bc�c�c d�d�de�e�ef�f�fg�g�gh�h�h�hh�h�h�hi�i�i�ii�i�i�ij�j�j�jj�j�j�jk�k�k�kk�k�k�k

l�l�l�ll�l�l�lm�m�mm�m�mn�n�n�nn�n�n�no�o�oo�o�op�p�pp�p�pq�q�qq�q�qr�r�rr�r�rs�s�ss�s�st�t�t�tu�u�u�uv�v�v�vw�w�w�w x�x�x�x�xx�x�x�x�x
y�y�y�yy�y�y�yz�z�z�z�zz�z�z�z�z{�{�{�{{�{�{�{|�|�|�||�|�|�|}�}�}}�}�}~�~�~�~~�~�~�~���������������������������������������������������������������������������������� ����������

�������������������������������������������������������������������������������������� ���������������������������������������������������������������������
���������������������
���������������������
���������������������

���������������
���������������
���������������
���������������

 � � �  � � � ¡�¡�¡¡�¡�¡¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢£�£�££�£�£ ¤�¤�¤¥�¥�¥¦�¦�¦§�§�§¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨©�©�©�©©�©�©�©ª�ª�ª�ªª�ª�ª�ª«�«�«�««�«�«�« ¬�¬�¬�¬¬�¬�¬�¬
­�­�­�­­�­�­�­®�®�®�®®�®�®�®¯�¯�¯�¯¯�¯�¯�¯ °�°±�±²�²³�³´�´�´�´µ�µ�µ¶�¶�¶�¶·�·�· ¸�¸�¸�¸¸�¸�¸�¸

¹�¹�¹�¹¹�¹�¹�¹º�º�º�ºº�º�º�º»�»�»�»»�»�»�»
¼�¼�¼�¼¼�¼�¼�¼½�½�½�½½�½�½�½¾�¾�¾�¾¾�¾�¾�¾¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿À�À�ÀÀ�À�ÀÁ�ÁÁ�ÁÂ�Â�ÂÂ�Â�ÂÃ�ÃÃ�Ã Ä�Ä�ÄÄ�Ä�Ä

Å�Å�ÅÅ�Å�ÅÆ�Æ�ÆÆ�Æ�ÆÇ�Ç�ÇÇ�Ç�ÇÈ�È�ÈÈ�È�ÈÉ�É�ÉÉ�É�ÉÊ�Ê�ÊÊ�Ê�ÊË�Ë�ËË�Ë�Ë
Ì�Ì�ÌÌ�Ì�ÌÍ�Í�ÍÍ�Í�ÍÎ�Î�ÎÎ�Î�ÎÏ�Ï�ÏÏ�Ï�ÏÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÑ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�ÑÒ�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�ÒÓ�Ó�Ó�ÓÓ�Ó�Ó�Ó
Ô�Ô�ÔÔ�Ô�ÔÕ�Õ�ÕÕ�Õ�ÕÖ�Ö�ÖÖ�Ö�Ö×�×�××�×�×Ø�Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø�ØÙ�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�ÙÚ�Ú�Ú�ÚÚ�Ú�Ú�ÚÛ�Û�Û�ÛÛ�Û�Û�Û Ü�Ü�ÜÜ�Ü�Ü

Ý�Ý�ÝÝ�Ý�ÝÞ�Þ�ÞÞ�Þ�Þß�ß�ßß�ß�ßà�à�à�àà�à�à�àá�á�á�áá�á�á�áâ�â�â�ââ�â�â�âã�ã�ã�ãã�ã�ã�ãä�ä�ä�ää�ä�ä�äå�å�åå�å�åæ�æ�æ�ææ�æ�æ�æç�ç�çç�ç�ç
è�è�èè�è�èé�é�éé�é�éê�ê�êê�ê�êë�ë�ëë�ë�ë

ì�ì�ìì�ì�ìí�í�íí�í�íî�î�îî�î�îï�ï�ïï�ï�ï ð�ðñ�ñò�òó�óô�ô�ô�ôõ�õ�õö�ö�ö�ö÷�÷�÷
ø�ø�øø�ø�øù�ù�ùù�ù�ùú�ú�úú�ú�úû�û�ûû�û�ûü�ü�ü�üü�ü�ü�üý�ý�ý�ýý�ý�ý�ýþ�þ�þ�þþ�þ�þ�þÿ�ÿ�ÿ�ÿÿ�ÿ�ÿ�ÿ���������������������������������������� ����������������	
��
�
�
����������� ����������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ����������
�������������������� � �  � � !�!�!�!!�!�!�!"�"�"�""�"�"�"#�#�#�##�#�#�#$�$�$�$$�$�$�$%�%�%%�%�%&�&�&&�&�&'�'�''�'�'(�(�((�(�( )�)�))�)�)

*�*�**�*�*+�+�++�+�+,�,�,,�,�,-�-�-�--�-�-�-.�.�.�..�.�.�./�/�/�//�/�/�/0�0�0�00�0�0�0 1�1�11�1�1
2�2�22�2�23�3�33�3�34�4�44�4�4

5�5�55�5�56�6�66�6�67�7�77�7�78�8�88�8�89�9�9�99�9�9�9:�:�::�:�:;�;�;�;;�;�;�;<�<�<<�<�< =�=�==�=�=
>�>>�>?�?�??�?�?@�@@�@A�A�AB�BC�C�CD�D E�E�EE�E�E

F�F�FF�F�FG�G�GG�G�GH�H�HH�H�HI�I�I�II�I�I�IJ�J�J�JJ�J�J�JK�K�K�KK�K�K�KL�L�L�LL�L�L�L
M�MM�MN�NN�NO�OO�OP�PP�P Q�Q�QQ�Q�Q

R�R�RR�R�RS�S�SS�S�ST�T�TT�T�TU�U�UU�U�UV�V�VV�V�VW�W�WW�W�WX�X�XX�X�X Y�Y�Y�YY�Y�Y�Y
Z�Z�Z�ZZ�Z�Z�Z[�[�[�[[�[�[�[\�\�\�\\�\�\�\

]�]�]]�]�]^�^^�^_�_�__�_�_`�``�`a�a�aa�a�ab�bb�bc�c�cc�c�cd�dd�de�e�e�ee�e�e�ef�f�ff�f�fg�g�g�gg�g�g�gh�h�hh�h�hi�ii�ij�jj�jk�kk�kl�ll�lm�m�mn�no�o�op�p
q�q�qq�q�qr�r�rr�r�rs�s�ss�s�st�t�tt�t�tu�u�u�uu�u�u�uv�v�vv�v�vw�w�w�ww�w�w�wx�x�xx�x�xy�y�y�yy�y�y�yz�z�z�zz�z�z�z{�{�{�{{�{�{�{|�|�|�||�|�|�|}�}�}}�}�}~�~�~~�~�~�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������
������
���
���������������
������
������������ � ¡�¡�¡�¡¡�¡�¡�¡¢�¢�¢�¢¢�¢�¢�¢£�£�£�££�£�£�£¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤ ¥�¥�¥¥�¥�¥

¦�¦�¦¦�¦�¦§�§�§§�§�§¨�¨�¨¨�¨�¨ ©�©�©�©©�©�©�©
ª�ª�ª�ªª�ª�ª�ª«�«�«�««�«�«�«¬�¬�¬�¬¬�¬�¬�¬­�­�­�­­�­�­�­®�®�®®�®�®¯�¯�¯�¯¯�¯�¯�¯°�°�°°�°�°±�±�±±�±�±²�²�²²�²�²³�³�³³�³�³´�´�´´�´�´

µ�µ�µµ�µ�µµ�µ�µ
¶�¶¶�¶
¶�¶

·�·�··�·�··�·�·
¸�¸¸�¸
¸�¸

¹�¹¹�¹º�ºº�º»�»»�»¼�¼¼�¼½�½�½½�½�½¾�¾�¾¾�¾�¾¿�¿�¿¿�¿�¿À�À�ÀÀ�À�À Á�Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á�Á
Â�Â�Â�Â�ÂÂ�Â�Â�Â�ÂÃ�Ã�Ã�Ã�ÃÃ�Ã�Ã�Ã�ÃÄ�Ä�Ä�Ä�ÄÄ�Ä�Ä�Ä�Ä

Å�ÅÅ�ÅÆ�ÆÆ�ÆÇ�ÇÇ�ÇÈ�ÈÈ�ÈÉ�ÉÉ�ÉÊ�ÊÊ�ÊË�ËË�ËÌ�ÌÌ�Ì Í�Í�Í�Í
Í�Í�Í�Í
Î�Î�Î�ÎÎ�Î�Î�ÎÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�Ð

Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ
Ò�Ò�ÒÒ�Ò�ÒÒ�Ò�Ò
Ó�Ó�ÓÓ�Ó�ÓÓ�Ó�Ó
Ô�Ô�ÔÔ�Ô�ÔÔ�Ô�Ô

Õ�Õ�Õ�ÕÕ�Õ�Õ�ÕÖ�Ö�ÖÖ�Ö�Ö×�×�×�××�×�×�×Ø�Ø�ØØ�Ø�ØÙ�Ù�ÙÙ�Ù�ÙÚ�Ú�ÚÚ�Ú�ÚÛ�Û�ÛÛ�Û�ÛÜ�Ü�ÜÜ�Ü�ÜÝ�Ý�Ý�ÝÝ�Ý�Ý�ÝÞ�Þ�ÞÞ�Þ�Þß�ß�ß�ßß�ß�ß�ßà�à�àà�à�àá�á�áá�á�áâ�â�ââ�â�âã�ã�ãã�ã�ãä�ä�ää�ä�äå�å�å�åå�å�å�åæ�æ�ææ�æ�æç�ç�ç�çç�ç�ç�çè�è�èè�è�è é�é�é�éé�é�é�é
ê�ê�êê�ê�êë�ë�ë�ëë�ë�ë�ëì�ì�ìì�ì�ì í�í�í�íî�î�î�îï�ï�ï�ïð�ð�ð�ðñ�ñ�ññ�ñ�ñò�ò�òò�ò�òó�ó�óó�ó�óô�ô�ôô�ô�ô

õ�õõ�õ
õ�õ
ö�öö�ö
ö�ö
÷�÷÷�÷
÷�÷
ø�øø�ø
ø�ø

ù�ùù�ùú�úú�úû�ûû�ûü�üü�üý�ý�ýý�ý�ýþ�þ�þþ�þ�þÿ�ÿ�ÿÿ�ÿ�ÿ���������� ��������������������������������������������������	�		�	 
�
�

�
�
��������������������
�
�

�
�
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������������������ �  �  � !�!!�!!�!"�"�""�"�"#�#�##�#�#$�$�$$�$�$%�%�%%�%�% &�&�&&�&�&'�'�''�'�'(�(�((�(�()�)�))�)�)*�*�**�*�*+�+�++�+�+,�,�,,�,�,-�-�--�-�- .�.�.�..�.�.�..�.�.�.
/�/�//�/�//�/�/0�0�0�00�0�0�00�0�0�01�1�11�1�11�1�12�2�22�2�23�3�33�3�34�4�44�4�45�5�55�5�5 6�6�66�6�67�7�77�7�78�8�88�8�89�9�99�9�9 :�:�:�::�:�:�:;�;�;�;;�;�;�;<�<�<�<<�<�<�<=�=�=�==�=�=�= >�>�>>�>�>?�?�??�?�?@�@�@@�@�@A�A�AA�A�AB�B�BB�B�BC�C�CC�C�CD�D�DD�D�DE�E�EE�E�EF�F�F�FF�F�F�FG�G�GG�G�GH�H�H�HH�H�H�HI�I�II�I�I J�J�J�JJ�J�J�JK�K�K�KK�K�K�KL�L�L�LL�L�L�LM�M�M�MM�M�M�MN�N�NN�N�NO�O�OO�O�OP�P�PP�P�PQ�Q�QQ�Q�Q R�R�R�RR�R�R�RS�S�S�SS�S�S�ST�T�T�TT�T�T�TU�U�U�UU�U�U�UV�V�V�VV�V�V�VW�W�W�WW�W�W�WX�X�X�XX�X�X�XY�Y�Y�YY�Y�Y�YZ�Z�Z�ZZ�Z�Z�ZZ�Z�Z�Z[�[�[�[[�[�[�[[�[�[�[\�\�\�\\�\�\�\\�\�\�\]�]�]�]]�]�]�]]�]�]�]^�^�^�^^�^�^�^^�^�^�^_�_�_�__�_�_�__�_�_�_`�`�`�``�`�`�``�`�`�`a�a�a�aa�a�a�aa�a�a�a b�b�bb�b�bc�c�cc�c�cd�d�dd�d�de�e�ee�e�ef�f�ff�f�fg�g�gg�g�gh�h�hh�h�hi�i�ii�i�i j�j�jj�j�jj�j�jk�k�kk�k�kk�k�kl�l�ll�l�ll�l�lm�m�mm�m�mm�m�mn�n�n�n�nn�n�n�n�nn�n�n�n�no�o�o�o�oo�o�o�o�oo�o�o�o�op�p�p�p�pp�p�p�p�pp�p�p�p�pq�q�q�q�qq�q�q�q�qq�q�q�q�qr�r�r�rr�r�r�rs�s�ss�s�st�t�t�tt�t�t�tu�u�uu�u�u v�v�v�vv�v�v�vv�v�v�v

w�w�w�ww�w�w�ww�w�w�wx�x�x�xx�x�x�xx�x�x�xy�y�y�yy�y�y�yy�y�y�y z�z�z�zz�z�z�z{�{�{�{{�{�{�{|�|�|�||�|�|�|}�}�}�}}�}�}�}~�~�~~�~�~������������������������������ �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� � �� �

� � � �

�

� � � ��� � �

Figure 2.5 Décompositionavecrecouvrement.

2.3.2.1 Méthode de Schwarz multiplicative

Pourinitialiser la résolutiononsedonne��� danstout le domaineetonconstruit
lesrestrictions� � � de � � dans� � et � �� de � � dans� � . Onfait demêmeavecle second
membre� . La méthodeitérativeconsistealorsà calculerles  ¢¡£¥¤¦£¨§ itérés( ��© � et �ª©� )
commesuit.

On résoutle problème«¬®­°¯�± �ª© � ² � � dans� �´³�ª© � ² µ sur ¶ �´³�ª© � ² � ©¸· �� sur ¹ ��
pour �ª© � , puisle problème «¬®­°¯�± � ©� ² � � dans� �º³�ª©� ² µ sur ¶ �»³�ª©� ² �ª© � sur ¹ ��½¼
pour �ª©� .

Danscetteméthodele calculestfait séquentiellementsurlessous-domaines,car
on utilise la connaissancedessolutions��©¾ déjàcalculéespourcalculer �ª©¿ ( ÀÂÁ²ÄÃ ).
La figure2.6 illustre l’exécutiondel’algorithmesurle problèmemodèle2.9.
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Cetteméthodeestéquivalenteà uneméthodedeGauss-Seidelparblocs.On en
déduitquecettevarianten’estpas,tellequ’elleest,adaptéeaucalculparallèle.Des
algorithmesdecoloriage(rouge-noir, parexemple)sontutiliséspourcompenserce
défaut.

2.3.2.2 Méthode de Schwarz additive

Eninitialisantla résolutiondela mêmefaçonquedansle paragrapheprécédent,
oncalculelesitéréssuccessifscommesuit :ÅÆ®ÇÉÈËÊÍÌÏÎ½Ð´ÑÓÒ�ÔÖÕª×Ø Ì Ù Ø dansÚ Ø ÐÕª×Ø Ì Û

sur Ü Ø ÐÕ × Ø Ì Õ ×¸ÝªÞß sur à ßØ Ð Èâá�ÌãÎ½Ð´ÑäÐåáçæÌèÊêé (2.8)

Cetteméthodeestadaptéeau calcul parallèlecar les résolutionssur les sous-
domainespeuventêtreeffectuéessimultanément.Eneffet, le calculdela solutionà
l’itéré ë nenécessitequela connaissancedessolutionsobtenuesà l’itéré ë Ò Î

. La
figure2.6présentel’exécutiondel’algorithmesurle problèmemodèle2.9.

Cetteméthodeestéquivalenteà uneméthodede Jacobipar blocs.Habituelle-
ment, les algorithmesasynchronesdécoulentde la méthodede Schwarz additive
(voir paragraphe4.2.1).

2.3.2.3 Comparaison entre Schwarz additive et Schwarz
multiplicative

Les méthodesde Schwarz multiplicative et additive diffèrenten termesde vi-
tessedeconvergence.Pourexaminerle comportementdeconvergencedecesmé-
thodes,nousallonsconsidérerla résolutiondu problèmemodèledansun domaine
unidimensionnel:

ÅÆ Ç°Ò�ÔìÕ Ì Û
dansí ÛîÐ»ÎðïñÐÕ¦ò ÛÉóôÌ ÛõÐ

Õ¦ò ÎöóôÌ Ûõé (2.9)

dont la solutiontriviale est Õ Ì÷Û
. Lessolutionsdesproblèmeslocauxsontégale-

mentdessegmentsdedroite.
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La figure2.6 illustre graphiquementla convergencedesdeuxméthodesversla
solutionexactedu problème.On vérifiequela méthodeadditiveconvergepluslen-
tementquela méthodemultiplicative.Selon[149], enpratique,pourdesnombreux
casdedécompositionendeuxsous-domaines,laméthodedeSchwarzadditiveexige
le doubledu nombred’itérationspour la convergencequela méthodedeSchwarz
multiplicatif.ø

0 10 1

Schwarz multiplicatif Schwarz additif

0 1ùûú ùûúùýü ùýü

þ úú

þ ü ú
þ ÿ úþ ÿ ü

þ úü

þ üü
þ úú

þ úü
þ ü ú

� ü � ú � ü � ú
ø

Figure 2.6 Représentationgraphiquedela convergencedela méthodedeSchwarz.

La vitessede convergencede cesméthodesestaussifortementinfluencéepar
la taille du recouvrement.On vérifie, à l’aide desreprésentationsgraphiquesde la
figure2.7,quela méthodeconvergeplusvite lorsquele recouvrementestgrand.

Le recouvrementimplique uneredondancede calculscar les degrésde liberté
sontassociésà plusieurssous-domaines.On en déduit que le coût de calcul des
problèmeslocauxcroît avec la taille du recouvrement.L’intérêt de cesméthodes
dépenddoncd’un boncompromisentrela vitessedeconvergenceet le volumede
calculsredondants.On remarqueraquela vitessedeconvergencediminuelorsque
l’on augmentele nombrede sous-domaines.Elle peutêtreamélioréeen utilisant
commesolutioninitiale la solutionobtenuesurunegrille grossière[153].

2.3.2.4 Mise en œuvre parallèle

Aprèsdiscrétisationdesproblèmeslocauxà l’aide d’une méthoded’éléments
finis nousavonsà résoudre,pourchaquesous-domaineÚ Ø , le systèmealgébrique� Ø Ø��¦Ø Ì�� Ø é
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Figure 2.7 Importancedu recouvrementpour la méthodedeSchwarz.

Aveccettenotationmatricielle,la miseenœuvreparallèledesméthodesdeSchwarz
additivepeuts’écriresousla formesuivante:

Algorithme 1 : Schwarzadditif enparallèle.
pour ë ÌãÎ

jusqu’à la convergencefair e
pour

Ê ÌÄÎ
jusqu’à � (le nombredesous-domaines)fair e [en parallèle]� ×Ø solutionde

� Ø Ø�� ×Ø Ì�� Ø
miseà jour desconditionsauxlimitesentresous-domainesvoisins

fin pour
fin pour

Cetalgorithmeestsynchronedansla mesureoù le calculdel’itéré ë�� Î néces-
site de tousles résultatsobtenusà l’itéré ë dansle casde la méthodede Schwarz
additive.La méthodedeSchwarzmultiplicatives’écrit demanièresemblable,avec
priseen compted’un coloriagedesprocesseurs.Il estpossiblede désynchroniser
cetalgorithme.Nousenreparleronsdansle paragraphe4.2.1.

2.3.3 Méthodes sans recouvrement

Cesméthodesont étédéveloppéesau coursde années70 par desmécaniciens
souhaitanteffectuerdescalculssurdesgrandesstructures.Lesressourcesdecalcul
disponiblesétantgénéralementinsuffisantes,lesscientifiquesont eul’idée d’effec-
tuerdescalculsparsous-structures[93, 47] pourtenir comptedesperformancesdes
calculateursdel’époque.
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Dansuneméthodesansrecouvrement,on décomposeÚ en � sous-domainesÚ Ø (
Ê Ì Î½Ð»é é Ð � ) tels que �Ú Ì�� Ø�� Þ�������� � �Ú Ø , et Ú Ø�� Ú ß Ì! 

(
á Ì Î Ð»é é Ð � Ð á æÌ Ê

).
Lorsqu’elle existe, l’interface à Ø ß entre les sous-domainesÚ Ø et Ú ß (

Ê æÌ á
) est

définiepar " à Ø ß Ì # Ú Ø$� # Ú ß Ð ÈâáËÌãÎ½Ð»é é Ð � Ð áçæÌ ÊêÐ
Ü Ø Ì # Ú Ø$� # Ú é

Cetteapprocheimpliquequelesnœudsdesinterfacesà Ø ß soientconnusauxsous-
domainesÚ Ø et Ú ß . Cependant,cedécoupageestqualifiédenonrecouvrantcar les
intérieursdesdifférentssous-domainessonttotalementdisjoints.

Un exemplededécompositionà deuxsous-domainesestproposédansla figure
2.8.Il noussertderéférencepourexpliquerlesméthodes.

%�%�%�%%�%�%�%&�&�&�&&�&�&�&'�'�'�''�'�'�'(�(�(�((�(�(�( )�)�))�)�))�)�)
*�*�**�*�**�*�*+�+�++�+�++�+�+,�,�,,�,�,,�,�, -�-�--�-�-

.�.�..�.�./�/�//�/�/0�0�00�0�0 1�1�11�1�12�2�22�2�23�3�33�3�34�4�44�4�45�5�56�6�67�7�78�8�8 9�9�99�9�99�9�9
:�:�::�:�::�:�:;�;�;;�;�;;�;�;<�<�<<�<�<<�<�< =�=�==�=�=

>�>�>>�>�>?�?�??�?�?@�@�@@�@�@A�A�A�AA�A�A�AA�A�A�AB�B�BB�B�BB�B�BC�C�C�CC�C�C�CC�C�C�CD�D�DD�D�DD�D�DE�E�E�EE�E�E�EF�F�FF�F�FG�G�G�GG�G�G�GH�H�HH�H�H I�I�I�II�I�I�IJ�J�JJ�J�JK�K�K�KK�K�K�KL�L�LL�L�LM�M�MM�M�MN�N�NN�N�NO�O�OO�O�OP�P�PP�P�P Q�Q�QQ�Q�QR�R�RR�R�RS�S�SS�S�ST�T�TT�T�TU�U�UV�V�VW�W�WX�X�X Y�Y�Y�YY�Y�Y�YZ�Z�Z�ZZ�Z�Z�Z[�[�[�[[�[�[�[\�\�\�\\�\�\�\]�]�]]�]�]^�^�^^�^�^_�_�__�_�_`�`�``�`�` a�a�a�aa�a�a�ab�b�b�bb�b�b�bc�c�c�cc�c�c�cd�d�d�dd�d�d�de�e�ef�f�fg�g�gh�h�hi�i�ij�jk�k�kl�l m�mm�mm�mn�nn�nn�no�oo�oo�op�pp�pp�p q�q�qq�q�qq�q�q
r�rr�rr�rs�s�ss�s�ss�s�st�tt�tt�tu�u�u�uu�u�u�uv�v�vv�v�vw�w�w�ww�w�w�wx�x�xx�x�x y�y�y�yz�z�z{�{�{�{|�|�|}�}�}}�}�}~�~�~~�~�~�������������������� ���������������

��������������������������������������������� ������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ���������������������������������������������������������������������������� ������������������������������������������ � � �  � � � ¡�¡�¡¡�¡�¡¢�¢�¢¢�¢�¢£�£�££�£�£¤�¤�¤¤�¤�¤ ¥�¥�¥¥�¥�¥¦�¦�¦¦�¦�¦§�§�§§�§�§¨�¨�¨¨�¨�¨©�©�©�©©�©�©�©ª�ª�ªª�ª�ª«�«�«�««�«�«�«¬�¬�¬¬�¬�¬ ­�­�­�­­�­�­�­

®�®�®�®®�®�®�®¯�¯�¯�¯¯�¯�¯�¯°�°�°�°°�°�°�°±�±�±�±²�²�²³�³�³�³´�´�´ µ�µ�µµ�µ�µ¶�¶¶�¶·�·�··�·�·¸�¸¸�¸¹�¹�¹¹�¹�¹º�º�ºº�º�º»�»�»»�»�»¼�¼�¼¼�¼�¼ ½�½�½�½½�½�½�½¾�¾�¾¾�¾�¾¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿À�À�ÀÀ�À�ÀÁ�Á�ÁÁ�Á�ÁÂ�ÂÂ�ÂÃ�Ã�ÃÃ�Ã�ÃÄ�ÄÄ�ÄÅ�Å�Å�ÅÆ�Æ�Æ�ÆÇ�Ç�Ç�ÇÈ�È�È�È É�É�É�É�ÉÉ�É�É�É�ÉÊ�Ê�Ê�Ê�ÊÊ�Ê�Ê�Ê�ÊË�Ë�Ë�Ë�ËË�Ë�Ë�Ë�ËÌ�Ì�Ì�Ì�ÌÌ�Ì�Ì�Ì�ÌÍ�Í�Í�ÍÍ�Í�Í�ÍÎ�Î�Î�ÎÎ�Î�Î�ÎÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÑ�ÑÑ�ÑÒ�ÒÒ�ÒÓ�ÓÓ�ÓÔ�ÔÔ�ÔÕ�Õ�ÕÕ�Õ�ÕÖ�Ö�ÖÖ�Ö�Ö×�×�××�×�×Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø Ù�Ù�ÙÙ�Ù�ÙÚ�Ú�ÚÚ�Ú�ÚÛ�Û�ÛÛ�Û�ÛÜ�Ü�ÜÜ�Ü�ÜÝ�Ý�ÝÝ�Ý�ÝÞ�Þ�ÞÞ�Þ�Þß�ß�ßß�ß�ßà�à�àà�à�à á�á�áá�á�áâ�ââ�âã�ã�ãã�ã�ãä�ää�äå�å�å�åæ�æ�æ�æç�ç�ç�çè�è�è�èé�é�éé�é�éê�ê�êê�ê�êë�ë�ëë�ë�ëì�ì�ìì�ì�ìí�í�íí�í�íî�î�îî�î�îï�ï�ïï�ï�ïð�ð�ðð�ð�ðñ�ñ�ñ�ññ�ñ�ñ�ñò�ò�òò�ò�òó�ó�ó�óó�ó�ó�óô�ô�ôô�ô�ô õ�õ�õö�ö÷�÷�÷ø�øù�ù�ù�ùù�ù�ù�ùú�ú�ú�úú�ú�ú�úû�û�û�ûû�û�û�ûü�ü�ü�üü�ü�ü�ü ý�ý�ýý�ý�ýþ�þ�þþ�þ�þÿ�ÿ�ÿÿ�ÿ�ÿ���������� �����������������������	�	�	 
�
�

�
�

��������������������
�
�

�
�


������������������������������������������������������������������������������������������������ ����������
����������������������������������������������������������������������

�������������������� � �  � � !�!�!!�!�!"�"�"�""�"�"�"#�#�#�##�#�#�#$�$�$�$$�$�$�$%�%�%�%%�%�%�%
&�&�&&�&�&'�'�''�'�'(�(�((�(�()�)�))�)�)*�*�**�*�*+�+�++�+�+,�,�,,�,�,-�-�--�-�- .�.�..�.�..�.�.

/�/�//�/�//�/�/
0�0�00�0�00�0�0
1�1�11�1�11�1�1
2�2�2�22�2�2�22�2�2�2
3�3�3�33�3�3�33�3�3�3
4�4�4�44�4�4�44�4�4�4
5�5�5�55�5�5�55�5�5�56�6�6�66�6�6�67�7�77�7�78�8�8�88�8�8�89�9�99�9�9

:�:�::�:�:;�;�;;�;�;<�<�<<�<�<=�=�==�=�=
>�>�>>�>�>?�??�?@�@�@@�@�@A�AA�AB�B�BC�CD�D�DE�EF�F�F�FG�G�GH�H�H�HI�I�I
J�J�JJ�J�JK�KK�KL�L�LL�L�LM�MM�MN�N�NN�N�NO�O�OO�O�OP�P�PP�P�PQ�Q�QQ�Q�QR�R�RR�R�RS�S�SS�S�ST�T�TT�T�TU�U�UU�U�U V�V�VW�W�WX�X�XY�Y�YZZ[

[
\\]
]
^�^�^^�^�^_�__�_`�`�``�`�`a�aa�a

b�b�bb�b�bc�c�cc�c�cd�d�dd�d�de�e�ee�e�ef�f�f�ff�f�f�fg�g�g�gg�g�g�gh�h�h�hh�h�h�hi�i�i�ii�i�i�ij�j�jj�j�jk�k�kk�k�kl�l�ll�l�lm�m�mm�m�m n�n�nn�n�n
o�o�oo�o�op�p�pp�p�pq�q�qq�q�qr�r�r�rr�r�r�rs�s�s�ss�s�s�st�t�t�tt�t�t�tu�u�u�uu�u�u�uv�v�vv�v�vw�w�ww�w�wx�x�xx�x�xy�y�yy�y�y z�z�zz�z�zz�z�z

{�{{�{
{�{

|�|�||�|�||�|�|
}�}}�}
}�}

~�~�~�~~�~�~�~������������������������������������������ ��������������
������������������������������������������

���������������
���������������
���������������
���������������

������������������������������������������������ ����������
�������������������������������������� ����������

����������������������������������������������������������������������
������
���
������
���
 �  � 
 � 
¡�¡¡�¡
¡�¡

¢�¢�¢¢�¢�¢£�£�££�£�£¤�¤�¤¤�¤�¤¥�¥�¥¥�¥�¥¦�¦�¦¦�¦�¦§�§�§§�§�§¨�¨�¨¨�¨�¨©�©�©©�©�© ª�ª�ª�ªª�ª�ª�ª
«�«�«�««�«�«�«¬�¬�¬�¬¬�¬�¬�¬­�­�­�­­�­�­�­

®�®�®®�®�®®�®�®
¯�¯�¯¯�¯�¯¯�¯�¯
°�°�°°�°�°°�°�°
±�±�±±�±�±±�±�±

²�²�²²�²�²²�²�²
³�³³�³
³�³

´�´�´´�´�´´�´�´
µ�µµ�µ
µ�µ

¶�¶�¶¶�¶�¶·�·�··�·�·¸�¸�¸¸�¸�¸¹�¹�¹¹�¹�¹º�ºº�º»�»»�»¼�¼¼�¼½�½½�½¾�¾�¾¿�¿À�À�ÀÁ�Á
Â�Â�ÂÂ�Â�ÂÃ�Ã�ÃÃ�Ã�ÃÄ�Ä�ÄÄ�Ä�ÄÅ�Å�ÅÅ�Å�ÅÆ�Æ�Æ�ÆÆ�Æ�Æ�ÆÇ�Ç�Ç�ÇÇ�Ç�Ç�ÇÈ�È�È�ÈÈ�È�È�ÈÉ�É�É�ÉÉ�É�É�ÉÊ�Ê�Ê�ÊÊ�Ê�Ê�ÊË�Ë�Ë�ËË�Ë�Ë�ËÌ�Ì�Ì�ÌÌ�Ì�Ì�ÌÍ�Í�Í�ÍÍ�Í�Í�ÍÎ�Î�ÎÎ�Î�ÎÏ�Ï�ÏÏ�Ï�ÏÐ�Ð�ÐÐ�Ð�ÐÑ�Ñ�ÑÑ�Ñ�ÑÒ�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�ÒÓ�Ó�Ó�ÓÓ�Ó�Ó�ÓÔ�Ô�Ô�ÔÔ�Ô�Ô�ÔÕ�Õ�Õ�ÕÕ�Õ�Õ�ÕÖ�Ö�Ö�ÖÖ�Ö�Ö�Ö×�×�×�××�×�×�×Ø�Ø�Ø�ØØ�Ø�Ø�ØÙ�Ù�Ù�ÙÙ�Ù�Ù�Ù Ú�Ú�ÚÚ�Ú�Ú

Û�Û�ÛÛ�Û�ÛÜ�Ü�ÜÜ�Ü�ÜÝ�Ý�ÝÝ�Ý�Ý
Þ�Þ�Þ�ÞÞ�Þ�Þ�Þß�ß�ßß�ß�ßà�à�à�àà�à�à�àá�á�áá�á�áâ�â�ââ�â�âã�ã�ãã�ã�ãä�ä�ää�ä�äå�å�åå�å�åæ�æ�æç�çè�è�èé�é

ê�ê�êê�ê�êê�ê�ê
ë�ëë�ë
ë�ë

ì�ì�ìì�ì�ìì�ì�ì
í�íí�í
í�íî�îï�ïð�ðñ�ñ ò�ò�òò�ò�ò

ó�ó�óó�ó�óô�ô�ôô�ô�ôõ�õ�õõ�õ�õ ö�ö�öö�ö�ö
÷�÷�÷÷�÷�÷ø�ø�øø�ø�øù�ù�ùù�ù�ù ú�ú�úú�ú�ú

û�ûû�ûü�ü�üü�ü�üý�ýý�ýþ�þ�þþ�þ�þÿ�ÿ�ÿÿ�ÿ�ÿ������������������������������������������������������������ ��������������������	�	�		�	�	
�
�

�
�
������������
�

�
���������������������������������������������� ������������������������������������������������������������������������ ������������������������������������������������ ���������� � �  � � !�!�!!�!�!"�"�""�"�" #�#�##�#�##�#�#$�$�$$�$�$$�$�$%�%�%%�%�%%�%�%&�&�&&�&�&&�&�& '�'�'�''�'�'�''�'�'�'(�(�(�((�(�(�((�(�(�()�)�)�))�)�)�))�)�)�)*�*�*�**�*�*�**�*�*�*+�+�++�+�++�+�+,�,�,,�,�,,�,�,-�-�--�-�--�-�-.�.�..�.�..�.�./�/�//�/�/0�0�00�0�01�1�11�1�12�2�22�2�23�3�33�3�34�4�44�4�45�5�55�5�56�6�66�6�6 7�7�77�7�78�8�88�8�89�9�99�9�9:�:�::�:�: ;�;�;�;;�;�;�;<�<�<<�<�<=�=�=�==�=�=�=>�>�>>�>�> ?�?�?@�@A�A�AB�BC�C�CC�C�CD�D�DD�D�DE�E�EE�E�EF�F�FF�F�F G�GG�GH�HH�HI�II�IJ�JJ�JK�KK�KL�LL�LM�MM�MN�NN�NO�O�OO�O�OP�PP�PQ�Q�QQ�Q�QR�RR�R S�SS�ST�TT�TU�UU�UV�VV�VW�WW�WX�XX�XY�YY�YZ�ZZ�Z [�[�[[�[�[\�\\�\]�]�]]�]�]^�^^�^_�_�_�__�_�_�_`�`�``�`�`a�a�a�aa�a�a�ab�b�bb�b�bc�c�c�cc�c�c�cd�d�d�dd�d�d�de�e�e�ee�e�e�ef�f�f�ff�f�f�fg�g�g�g�gg�g�g�g�gh�h�h�h�hh�h�h�h�hi�i�i�i�ii�i�i�i�ij�j�j�j�jj�j�j�j�jk�k�k�k�kk�k�k�k�kl�l�l�l�ll�l�l�l�lm�m�m�m�mm�m�m�m�mn�n�n�n�nn�n�n�n�n o�oo�op�pp�pq�qq�qr�rr�rs�s�ss�s�st�t�tt�t�tu�u�uu�u�uv�v�vv�v�v w�w�ww�w�wx�x�xx�x�xy�y�yy�y�yz�z�zz�z�z{�{�{{�{�{|�|�||�|�|}�}�}}�}�}~�~�~~�~�~ ������������������������������������������������������������������������ ���������������������������������������� ���������������������������������������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ����������������������������������������������������������������������� � �  � �  � � ¡�¡�¡¡�¡�¡¡�¡�¡¢�¢�¢¢�¢�¢¢�¢�¢
£�£�£�£�££�£�£�£�£¤�¤�¤�¤�¤¤�¤�¤�¤�¤¥�¥�¥�¥�¥¥�¥�¥�¥�¥¦�¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦�¦§�§�§�§§�§�§�§¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨©�©�©�©©�©�©�©ª�ª�ª�ªª�ª�ª�ª«�«�«�««�«�«�««�«�«�«¬�¬�¬¬�¬�¬¬�¬�¬­�­�­�­­�­�­�­­�­�­�­®�®�®®�®�®®�®�®¯�¯�¯�¯¯�¯�¯�¯¯�¯�¯�¯°�°�°�°°�°�°�°°�°�°�°±�±�±�±±�±�±�±±�±�±�±²�²�²�²²�²�²�²²�²�²�² ³�³�³³�³�³´�´�´´�´�´µ�µ�µµ�µ�µ¶�¶�¶¶�¶�¶·�·�··�·�·¸�¸�¸¸�¸�¸¹�¹�¹¹�¹�¹º�º�ºº�º�º »�»�»»�»�»»�»�»»�»�»

¼�¼�¼¼�¼�¼¼�¼�¼¼�¼�¼
½�½�½½�½�½½�½�½½�½�½
¾�¾�¾¾�¾�¾¾�¾�¾¾�¾�¾

¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿¿�¿�¿�¿
À�À�À�ÀÀ�À�À�ÀÀ�À�À�ÀÀ�À�À�À
Á�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�ÁÁ�Á�Á�Á
Â�Â�Â�ÂÂ�Â�Â�ÂÂ�Â�Â�ÂÂ�Â�Â�ÂÃ�Ã�Ã�ÃÃ�Ã�Ã�ÃÄ�Ä�ÄÄ�Ä�ÄÅ�Å�Å�ÅÅ�Å�Å�ÅÆ�Æ�ÆÆ�Æ�Æ Ç�Ç�Ç�ÇÇ�Ç�Ç�ÇÈ�È�È�ÈÈ�È�È�ÈÉ�É�É�ÉÉ�É�É�ÉÊ�Ê�Ê�ÊÊ�Ê�Ê�Ê Ë�Ë�Ë�ËË�Ë�Ë�ËÌ�Ì�Ì�ÌÌ�Ì�Ì�ÌÍ�Í�Í�ÍÍ�Í�Í�ÍÎ�Î�Î�ÎÎ�Î�Î�ÎÏ�Ï�ÏÏ�Ï�ÏÐ�Ð�ÐÐ�Ð�ÐÑ�Ñ�ÑÑ�Ñ�ÑÒ�Ò�ÒÒ�Ò�Ò Ó�Ó�Ó�ÓÓ�Ó�Ó�ÓÓ�Ó�Ó�Ó

Ô�Ô�Ô�ÔÔ�Ô�Ô�ÔÔ�Ô�Ô�ÔÕ�Õ�Õ�ÕÕ�Õ�Õ�ÕÕ�Õ�Õ�ÕÖ�Ö�Ö�ÖÖ�Ö�Ö�ÖÖ�Ö�Ö�Ö×�×�××�×�××�×�×Ø�Ø�ØØ�Ø�ØØ�Ø�ØÙ�Ù�ÙÙ�Ù�ÙÙ�Ù�ÙÚ�Ú�ÚÚ�Ú�ÚÚ�Ú�ÚÛ�Û�ÛÛ�Û�ÛÜ�Ü�ÜÜ�Ü�ÜÝ�Ý�ÝÝ�Ý�ÝÞ�Þ�ÞÞ�Þ�Þ ß�ß�ß�ßß�ß�ß�ßß�ß�ß�ß
à�à�à�àà�à�à�àà�à�à�àá�á�á�áá�á�á�áá�á�á�áâ�â�â�ââ�â�â�ââ�â�â�â ãåä

ãçæ

ã

ãéè ã æëê ãåä
ã æíì ãåäîèðï

ñ æ ä
Figure 2.8 Décompositionsansrecouvrement.

Touteslesméthodessansrecouvrementmènentà la constructiond’un système
d’interface. Unefois cesystèmeidentifié,lesméthodesdirectesou itérativesclas-
siquespeuventêtreutiliséespourle résoudre.Dansceparagraphenousprésentons
trois méthodessansrecouvrement: la méthodedu complémentdeSchurprimal, la
méthodedeSchurdualet la méthodedesjoints.Pourplusdedétailsàproposdeces
méthodes,nousrenvoyonsà [64] et à [149].
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2 La simulation numérique en parallèle

2.3.3.1 Méthode du complément de Schur ou Schur primal

Après le partitionnementdu maillage,on renuméroteles degrésde liberté du
systèmede manièreà isoler les inconnuesassociéesexclusivementà chacundes
deuxsous-domainesainsiquelesnœudsdel’interfaceòôóöõ . Le systèmealgébrique÷ùøðúðû
peutalorss’écrire: üý ÷ óþó ÿ ÷ ó��ÿ ÷ õþõ ÷ õ��÷ � ó ÷ �þõ ÷ ���

�� üý ø óø õø �
�� ú üý û óû õû �

��
(2.10)

Dansla décompositionenblocs2.10ondistingue:

– lessous-blocsdiagonaux
÷ óþó et

÷ õþõ correspondantà la matricederigidité as-
sociéeauxnœudssituésà l’intérieur dessous-domaines� ó et �åõ (l’interface
n’estpascomprise);

– le sous-bloc
÷ ��� correspondantà la matricede rigidité associéeaux nœuds

disposéssurl’interfaceòôóöõ ;
– lessous-blocs

÷�� � et
÷ � � ( � ú
	���


) sontidentiquesà unetranspositionprès.
Ils représententlesinteractionsentrelesnœudsde � � ( � ú�	���


) et lesnœuds
del’interface.

L’écriture(2.10)metenévidencel’absencedecouplagedirectentrelesvariables
situéesdansdessous-domainesdifférents: il n’est pasnécessaired’assemblerle
systèmecomplet.Dansla résolution,on utilisealorslesmatricesderigidité locales
suivantes: ÷ ó ú�� ÷ óþó ÷ ó��÷ � ó ÷�� ó������� et

÷ õ ú�� ÷ õþõ ÷ õ��÷ �þõ ÷�� õ��������� (2.11)

Dansl’écriture (2.11), la matrice
÷�� ó����� (respectivement

÷�� õ����� ) représenteles in-
teractionsentrelesnœudsdel’interfacecalculéesàpartir desélémentsfinis corres-
pondantaudomaine� ó (respectivement�åõ ). Le sous-bloc

÷ ��� estla sommedeces
deuxcontributionslocales.Le vecteur��� peutêtredécomposédela mêmemanière.

En supposantqueles matrices
÷����

( � ú�	���

) sontinversibles(c’est le casen

élémentsfinis si la triangulationestrégulière[131]), le système(2.10)s’écrit !#" ÷ óþó ø ó%$ ÷ ó�� ø � ú û ó÷ õþõ ø õ&$ ÷ õ�� ø � ú û õ÷ � ó ø ó%$ ÷ �þõ ø õ&$ ÷ ��� ø � ú û � �
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Méthodes de décomposition de domaine 2.3

Pouréliminerla troisièmeéquation,on exprime
ø ó et

ø õ enfonctionde
ø � :' ÷ óþó ø ó ú û ó&( ÷ ó�� ø �÷ õþõ ø õ ú û õ)( ÷ õ�� ø � � (2.12)

onendéduitque
ø � estsolutionde* ÷ ���)( ÷ � ó ÷,+ óóþó ÷ ó��)( ÷ �þõ ÷,+ óõþõ ÷ õ���- ø � úðû ���.( ÷ � ó ÷�+ óóþó û ó/( ÷ �þõ ÷�+ óõþõ û õ �

Enposant 0 ú ÷ ���)( ÷ � ó ÷ + óóþó ÷ ó��)( ÷ �þõ ÷ + óõþõ ÷ õ�� �1 ú û ���)( ÷ � ó ÷�+ óóþó û ó&( ÷ �þõ ÷�+ óõþõ û õ �
cetteéquations’écrit plussimplement0 ø � ú 1 � (2.13)

La matrice
0

estappeléecomplémentde Schur de
÷

. Cettetransformationdu
systèmed’originesegénéraliseàplusieurssous-domaines.La matrice

0
condensée

àl’interfaceestdense,etpourla construireil fautcalculerdesinversesdessystèmes
danschacundessous-domaines.Celaesttrèscoûteuxpourdesproblèmesdetaille
importante.

Les problèmessur les sous-domaines� ó et �åõ pouvant être résolusindépen-
damment(2.12),onpréfèrealorsrésoudrele systèmed’interface(2.13)sanscalcu-
ler explicitementle complémentde Schur

0
. Si l’on choisit uneméthodede gra-

dientconjugué,lesopérationssur
0

selimitent à desproduitsmatrice-vecteur, qui
peuventêtrecalculéssansl’assemblageexplicite de

0
(voir [137] pourplusdedé-

tails).Unealternativepourrésoudre(2.13)consisteà utiliser uneméthodedepoint
fixeavecpréconditionnement[112], parexemple20 * ø4365 ó� ( ø43� - ú 1 ( 0 ø43� �
où

20
estle préconditionneurde

0
. Pourla décompositionderéférenceàdeuxsous-

domaines,un deschoix possiblespour
20

est20 ú ÷ ���)( ÷ � ó *�798;:�<=*>* ÷ óþó>-?- + ó ÷ ó��)( ÷ �þõ *�798;:�<=*>* ÷ õþõ�-?- + ó ÷ õ�� �
où
7@8;:@<A* ÷ - estunematricediagonaledontla diagonaleestcellede

÷
. L’algorithme

2présentela résolution,paruneméthodedepointfixe,dusystèmed’interfacecarac-
téristiquedela méthodeducomplémentdeSchur. Onconsidèreunedécomposition
à B sous-domainescouplésparuneinterfaceglobaleC .

Le calculduvecteur
ø 3D (ligne6 del’algorithme)peutsefairesoitsurunproces-

seur“coordinateur”soit sur touslesprocesseursenmêmetemps.Cecalculnéces-
site,dansle premiercas,descommunicationsentrele processeurcoordinateuret les
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2 La simulation numérique en parallèle

processeurscalculantchacundessous-domaines.Dansle deuxièmecas,les com-
municationssepassententreprocesseurscalculantdessous-domainesqui partagent
aumoinsun nœud,demanièreà garantirla continuitéde la solutionsur les inter-
faces.Pourla décompositionsansrecouvrementdela figure2.8,cettecontraintede
continuitérevientàchercherdessolutionstellesqueE ó ú E õ sur òôóöõ � (2.14)

Algorithme 2 : Méthodedepoint fixepourle complémentdeSchurenparallèle.
1: pour F úG	

jusqu’à la convergencefair e
2: pour � ú�	

jusqu’à B (le nombredesous-domaines)fair e [en parallèle]
3:

ø 3�
solutionde

÷H��� ø 3� ú ûI� ( ÷�� D ø 3D
4: J 3� úð÷ D � ø 3�
5: fin pour
6:

20 ø 3D úðû D ( ÷ DKD øH3L+ óD (NMPO��Q ó J 3� $ 20 ø43L+ óD
7: fin pour

2.3.3.2 Méthode de Schur dual

Cetteméthodea étéprésentéedans[65, 64], elle estaussiconnuesousle nom
deFETI (Finite ElementTearingand Interconnecting). On distinguelesdeuxmé-
thodesde Schur, primal et dual, par la conditionde “continuité” imposéesur les
interfaces.Dansla méthodedeSchurdualon relaxe la contraintedecontinuitéen
cherchantdessolutionstellesqueR E óR Fíó ú R E õR F õ sur òôóöõ � (2.15)

Les dérivéesnormalessonthabituellementcalculéesau milieu desarêtes,ce qui
signifiequedeuxdomainesnes’échangerontdesdonnéesques’ils ontunearêteen
commun.Deuxdomainespartageantununiquepoint necommuniquentpas.

Commel’indique le nom de la méthode,on utilise uneformulationvariation-
nelle pour déduirele systèmealgébriquerésultant.Danscetteformulationon in-
troduitunevariablesupplémentaire,unmultiplicateurdeLagrangeS , pourprendre
en comptela contrainteà l’interface.On écrit alorsun problèmede minimisation
(voir [112] et annexe C) dont la solutionest

* E ó � E õ � ST- . Sousformematricielle,la
méthodedeSchurdualconsisteà trouver la solutiondusystèmealgébrique

üý ÷ óþó ÿ U,Vóÿ ÷ õþõWU VõU ó U õ ÿ
�� üý ø óø õX �� ú üý û óû õÿ

��
(2.16)
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où l’on distingue:
– lessous-blocs

÷ óþó et
÷ õþõ correspondantà la matricederigidité associéeaux

nœudsdessous-domaineslocaux � ó et �åõ (interfacecomprise);
– lessous-blocsUùó et U õ correspondantàdesmatricesbooléennessignéesper-

mettantde localiserlesnœudsde l’interface òôóöõ ainsiquelesnœudsvoisins
decetteinterfaceafind’effectuerle calculdela dérivéenormale;

– le vecteurdesmultiplicateursdeLagrange
X

représentantles forcesd’inter-
actionentrelessous-domaines.

En supposantque les matrices
÷H���

( � ú 	���

) sont inversibles,on déduit de

(2.16)leségalités ' ÷ óþó ø ó úðû ó/(YU,Vó X��÷ õþõ ø õ úðû õ.(YU,Võ X (2.17)

et Z Uùó ø ó[$NU õ ø õ ú ÿ � (2.18)

En remplaçant
ø ó et

ø õ issusde(2.17)enfonctionde
X

dans(2.18),on obtient
unsystèmed’interfacedontlesinconnuessontlesmultiplicateursdeLagrange

X0 X ú 1 �
(2.19)

où 0 ú U ó ÷ + óóþó U Vó $\U õ ÷ + óõþõ U Võ (2.20)

et 1 ú Uùó ÷�+ óóþó û ó[$NU õ ÷,+ óõþõ û õ � (2.21)

L’algorithmed’Uzawa, utilisé pour résoudre(2.19),fait apparaîtrele caractère
parallèledela méthode.Soit

X^] óöõ donnés,à l’itération F on supposeles
X 3 óöõ connus

etoncalcule
ø 3ó ,

ø 3õ et
X.3K5 óóöõ enrésolvant(2.17),puisencalculantle multiplicateur

deLagrangecommesuit X 3K5 ó ú�X 3 $Y_ * Uùó ø 3ó $NU õ ø 3õ - � (2.22)

On doit choisir _ demanièrequel’algorithmeconverge.Pourapprofondirla ques-
tion, sereporterà [45].

La méthodede Schurdual est plus facile a mettreen œuvreque la méthode
deSchurprimal, car il n’y a pasbesoinde numéroterlesvariablesdu systèmede
façonàséparerlesnœudsinternesdesnœudsd’interface.Deplus,cetteméthodeest
adaptéeaucalculparallèle,car leséchangesde donnéespour le calculd’interface
sontlimitésauxsous-domainespartageantunearête.Encesens,lesinterfacesentre
sous-domainessontgéréesdemanièredisjointe.
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2 La simulation numérique en parallèle

2.3.3.3 Remarques sur les méthodes sans recouvrement

Dansles deuxparagraphesprécédentsnousavonsutilisé les formalismesma-
thématiqueshabituels.Au final, on chercheà résoudreunsystèmelinéairedu type`,a ú�b � (2.23)

Dansle casde deuxsous-domaines,la matrice
`

et les vecteurs
a

et
b

sont
définiscommesuit : 0dcfe Ehgji�g 8;kl:9m 0dcfe Ehg b E :9m
` ú üý ` óþó ÿ ` ó��ÿ ` õþõ ` õ��` � ó ` �þõ ` ���

�� üý ÷ óþó ÿ ÷ ó��ÿ ÷ õþõ ÷ õ��÷ � ó ÷ �þõ ÷ ���
�� üý ÷ óþó ÿ U�Vóÿ ÷ õþõWU�VõUùó U õ ÿ

��
a ú üý a óa õa �

�� üý ø óø õø �
�� üý ø óø õX ��

b ú üý b ób õb �
�� üý û óû õû �

�� üý û óû õÿ
��

0 ú ` ���)( M õ��Q ó ` � � ` + ó�?� ` � � ÷ ���.( M õ��Q ó ÷ � � ÷ + ó��� ÷�� � M õ��Q ó U � ÷ + ó�?� U V�1 únb �o(NM õ��Q ó ` � � ` + ó�?� bp� û �.(NM õ��Q ó ÷ � � ÷,+ ó��� ûI� M õ��Q ó U � ÷,+ ó��� ûI�
Ceformalismepermetd’utiliser lesmêmesalgorithmesdepointfixeougradient

conjuguépour l’une ou l’autre méthode.Commenousle verronsci-dessous,cela
restevrai pourla méthodedesjoints.

Remarque: lesmatrices
÷ óþó et

÷ õþõ diffèrentd’uneméthodeà l’autre.
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2.3.3.4 Méthode des joints

Les méthodessansrecouvrementquenousvenonsde présenterseprêtentaux
maillageset décompositionsconformes,c’est à dire, où les triangulationsserac-
cordentauxinterfaces,etoù le découpageensous-domainessuitaussilesprincipes
deconformité(voir section2.1.2).La méthodedesélémentsjoints, proposéedans
[17], permetderelaxer cettecontrainte: lesmaillagesnesontplusnécessairement
conformesauxinterfaces,cequi peutfaciliter l’adaptationdemaillage.

Le systèmed’interfacecorrespondantà la méthodedesjoints estle mêmeque
celui correspondantà la méthodede Schurdual (2.19). Les différencesentreles
deuxméthodesrésultentduchoixdesfonctionsdebasesutiliséesdesdeuxcôtésde
l’interface.La méthodedeSchurdualutilise lesfonctionsélémentsfinis classiques
construitesde manièreidentiquedesdeux cotésde l’interface.La méthodedes
joints travaille avecdesbasesdifférantd’un côté(appelé“maître”) à l’autre (“ap-
peléesclave”) de l’interface.L’espacedesfonctionsdediscrétisationestconstitué
desfonctionsélémentsfinis pourlesnoeudsinternesà l’interface,et dedeuxfonc-
tionsspécifiquespourlesnoeudsextrêmesdecelle-ci[112].Lorsdela construction
desmatricesd’interface,le calcul desélémentsde U estréaliséà partir de la dis-
crétisationla plusfine (côtémaître).Unefois lesmatricesUùó et U õ construites,la
résolutiondu systèmed’interfacepour la méthodedesjoints est identiqueà celle
employéeparla méthodedeSchurdual.
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3 Outils pour la résolution d’EDP en parallèle : état de l’art

Les progrèsconjuguésdesméthodesnumériqueset destechniquesinforma-
tiquesassurentunrenouvellementpermanentdudomainederechercheconsacréàla
résolutiondeproblèmesd’EDPenparallèle.Danscechapitrenousnousintéressons
auxtechniquesetméthodesayantaboutià la conceptiond’un outil informatique.

La plupartdecesoutils n’emploientpaslestechniquesdemultiprogrammation
légère.Certainsprojets(voir paragraphe3.2.2)s’appuientsurdesnoyauxexécutifs
offrantdesprocessuslégers,maisl’intégrationdela multiprogrammationlégèreest
limitéeàdesmultiprocesseursàmémoirepartagée.L’utilisation efficacedeproces-
suslégerspour le parallélismesurmémoiredistribuéeaussibienquesurmémoire
partagéeresteun domainederechercheouvert.

Nousdistinguons(paragraphe3.1) trois groupesd’outils : les outils “algébri-
ques”qui seconcentrentsur la résolutionde systèmeslinéaires,lesoutils “numé-
riques” qui résultentd’une réflexion mathématiquemenéeà partir deséquations
continuesduproblème,et lesmodèlesouenvironnementsdeprogrammationadap-
tés,entreautres,à la résolutionenparallèleparuneméthodededécompositionde
domaine.Ensuite,le paragraphe3.2présente,demanièreplusprécise,PSPARSLIB
qui appartientà la classedesoutils algébriques,POOMAqui estunenvironnement
informatiquedédiéà la simulationnumérique.Le dernierparagrapheestdédiéà
unecourteintroductionànotrelogiciel, AHPIK, qui appartientà la classedesoutils
“numériques”dedécompositiondedomaine.

3.1 Des appr oches complémentaires

Pour construireun outil de résolutionde problèmesd’EDP, les développeurs
s’intéressentàdesaspectsmathématiques(problèmeàrésoudre,choixdeméthodes
dediscrétisation(§2.1),choix deméthodesderésolution(§2.1.4et §2.3)),et à des
aspectsinformatiques(choixdu langageet dumodèledeprogrammation).

3.1.1 Outils issus des mathématiques

Pour faciliter le développementd’applicationsde simulationnumérique,cer-
tainslogicielsfournissentunensembledecomposantsintervenantdansla résolution
de problèmesd’EDP. On trouve ainsi desenvironnementsintégrant,par exemple,
la discrétisationparélémentsfinis, l’adaptationdemaillage,et la résolutiondesys-
tèmeslinéaires.Dansce paragraphenousprésentonstout d’abord les outils issus
dela recherchesur la résolutionparallèledessystèmeslinéaires,puisdeslogiciels
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Des approches complémentaires 3.1

développéspardesscientifiquesdesdomainesd’application.

3.1.1.1 Bib liothèques pour la résolution de systèmes linéaires

Dansnotrecontexte, cetteapprocheestabstraiteausensoù elle nepermetpas
deprendreencomptecertainsdétailsspécifiquesaucalculd’EDP. Parexemple,les
étapesd’adaptationdemaillagenepeuventêtreréaliséeslorsquel’on nedisposepas
descoordonnéesphysiquesdumaillage.Il envademêmelorsquel’on veututiliser
unesolutioncalculéesurunegrille grossièrepour initialiser la résolutionitérative
dela méthodededécompositiondedomainechoisie[138].

On trouveactuellementdenombreusesbibliothèquesdédiéesà la résolutionde
systèmeslinéairessurmachineparallèle.L’ensembledestechniquesétanttrèsvaste,
cesbibliothèquessontengénéralspécialiséessoit danslesméthodesitérativessoit
danslesméthodesdirectes.

Méthodes directes : En ce qui concerneles méthodesdirectes,les efforts se
concentrentsurla parallélisationdela factorisationdela matriceetdusecond
membre,cequi représentele calcul le pluscoûteux.Pourplusdedétailssur
la résolutionparallèledesystèmeslinéairescreuxle lecteurpeutsereporter
à l’article [89] etaulivre [56]. Lesoutilsoffrantdesméthodesdirectesparal-
lèlessontengénéralplusrécentsquelesoutilsoffrantdesméthodesitératives.
Parmi cesoutils on peutciter CAPSS[90], PaStiX[92] et PSPASES[88], spé-
cialisésdanslessystèmescreuxsymétriquesdéfinispositifs,etSuperLU[109]
et S+[76] pourdessystèmesnon-symétriques.D’après[2], actuellementles
seulesbibliothèquesfournissantdessolveursadaptésàcesdeuxtypesdesys-
tèmessontMUMPS[1] et SPOOLES[5].

Méthode itératives : Elles sontrelativementfacilesà parallélisercar seulsdes
produitsmatrice-vecteuret desproduitsscalairesinterviennentdansleur al-
gorithmique.Cependantla convergencedecesalgorithmesdépendengrande
partiede l’utilisation depréconditionneursparallèles.Le passageà l’échelle
d’un grandnombredeprocesseursestun aspectcritiquepourcesméthodes
car leur vitessede convergencedécroîtavec le nombrede processeurs.Les
outils offrant ce type de méthodesontnombreux,unerevue desprincipales
bibliothèquespourla résolutionitérativedesystèmeslinéairesestdisponible
dans[60]. Parmi lesbibliothèquesparallèlesonpeutciterPSPARSLIB[139],
Aztec[95], BlockSolve[99], PETSc[10],ParPre[37] et PIM[48].
Dansces outils, les méthodesde décompositionde domainefonctionnent
commedespréconditionneurs: la solutiondu problèmed’EDP original est
typiquementobtenueà l’aide d’une méthodeitérative de Krylov, précondi-
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tionnéeparun opérateurcouplantlessolutionsdessous-problèmes.Lespré-
conditionneursbaséssur la méthodedeSchwarz sontlespluscourants.Les
bibliothèquesPSPARSLIB etParPresedistinguentparl’inclusion deprécon-
ditionneursbaséssurla méthodedu complémentdeSchur.
Cesbibliothèquesparallèlestravaillent sur unereprésentationdistribuéedu
systèmelinéaireà résoudre.En général,cettedistribution consisteà affecter
un ensemblede lignes de la matricecreuseà chaqueprocesseur: les pro-
cesseurspeuvent recevoir deslignescontigües(par exempledansPETScet
BlockSolve),oubienunensemblearbitrairedelignes(parexempledansAz-
tecet PSPARSLIB).

Remarque: En ce qui concernela miseen œuvre du parallélisme, l’approche
la plus répandueest fondéesur l’utilisation de MPI pour l’échange de messages
sur les architectures à mémoire distribuée. La bibliothèqueSuperLUutilise des
processuslégers pour lesarchitecturesà mémoirepartagée.

3.1.1.2 Envir onnements pour la résolution numérique d’EDP en
parallèle

Il s’agitd’outils offrant lescomposantspourla simulationnumériqueparEDP:
élémentsfinis,maillagesadaptatifs,solveursparallèles.Essentiellementconçuspour
la résolutiondeproblèmesdonnés,ils ont étéétendusprogressivement.Lesétapes
de conceptionet d’améliorationde chacund’entreeux sontainsi trèsdifférentes
d’un outil à l’autre. Nousavonsdécidéde présenterbrièvementtrois d’entreeux.
La bibliothèqueAHPIK, quenousavonsconstruite,appartientàcetteclassed’outils.
Elle estdétailléedansle paragraphe3.3.

Diffpac k

Diffpack[27]estunenvironnementpourle développementd’applicationsnéces-
sitantla résolutiondeproblèmesd’EDP. Lesbibliothèquescomposantcetenviron-
nementoffrent unelarge gammede fonctionnalités: maillagesstructurésou non-
structurés,adaptationdemaillage,diversesméthodesdediscrétisationet derésolu-
tion desystèmeslinéaires.Le calculparallèlen’a pasétépris encomptelors dela
conceptioninitialedecetenvironnement(audébut desannées90).Laparallélisation
dessolveursdesystèmeslinéairesdansDiffpackasuivi deuxapproches[31]: l’une
estbaséesur la parallélisationdesopérationsd’algèbrelinéairepour les solveurs
itératifs(multiplicationsmatrice-vecteur, produitsscalairesdevecteurs),l’autreest
fondéesurl’utilisation deméthodesdedécompositiondedomainedetypeSchwarz.
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Cesdeuxalternativessontcomplémentaires,étantdonnéquelesméthodesde dé-
compositionde domainepeuventêtreutiliséescommepréconditionneurspour les
solveursitératifsparallèles.Danslesdeuxapproches,lescommunicationsentrepro-
cesseursont étémisesenœuvreenutilisantMPI.

PadFEM

PadFEM[54] est un environnementpour la mise en œuvred’applicationsde
simulation numériqueutilisant la méthodedes élémentsfinis et l’adaptationde
maillagesur calculateurparallèle.Les facilitésoffertespar cet environnementin-
cluent: générationetpartitionnementdemaillage,élémentsfinis pourleséquations
de Poissonet Navier-Stokes,solveursbaséssur décompositionde domaine,esti-
mateursd’erreurs,raffinementdemaillageet répartitiondynamiquedecharge.Les
structuresde donnéesreprésentantles maillageset les élémentsfinis sontspécia-
lementconçuespour lescalculsadaptatifsenparallèle,facilitant le transfertd’élé-
mentsd’un sous-domaineà l’autreafinderépartirla chargedecalcul.Lessolveurs
desystèmeslinéairesutilisentdesméthodesmulti-grillesoudesméthodesitératives
detypegradientconjugué,cesdernièrespouvantêtrecouplésavecunprécondition-
neurbasésuruneméthodededécompositiondedomainedetypeSchur.

UG (Unstructured Grids)

UG[11] estun outil pour la résolutiond’EDP surmaillagesnon-structurésuti-
lisant desméthodesmulti-grilles adaptatives.Cet environnementest construitde
forme hiérarchique,s’appuyantsur un outil (DDD[22], voir section3.1.2.2)per-
mettantdemanipulerdesstructuresdedonnéesirrégulièreset desobjetsdistribués
surmachineparallèle.Un ensembledeméthodesnumériquesderésolutiond’EDP
estimplémentésurcettecouchedebase,la distribution dedonnéessur lesproces-
seursétanttransparenteauxalgorithmesutilisés.

3.1.2 Outils inf ormatiques

Lesapplicationsducalculscientifiquesontdegrandesconsommatricesdepuis-
sancede calcul. Elles sont aussià l’origine d’une demandecroissantepour des
logicielsnumériquesfiableset robustes,facilementadaptablesà desdifférentspro-
blèmes.La «réutilisabilité», la flexibilité et l’expressivité descodessourcesontdes
caractéristiquesdeplusenplusessentiellesdansle développementdecesapplica-
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tions.On fait doncappelà desméthodeset outils informatiquesgénérauxpour la
programmationdecelles-ci.

3.1.2.1 Le paradigme objet pour le calcul scientifique numérique

Au coursdesdernièresannées,la programmationparobjetsdansle contextede
l’implémentationd’outils dédiésaucalculscientifiquea suscitébeaucoupd’intérêt
(voir parexemple[132] ou [72]). Les langagesorientésobjetcommeC++ et Java
ontainsiconquisunnombreconsidérabled’adeptes,dansunmilieu oùFortranetC
ont toujoursétéleslangagesfavoris.

La programmationparobjetsoffredespossibilitésintéressantespourledévelop-
pementd’applicationsscientifiques.Lesprincipauxatoutssontdétaillésci-dessous:

– La notion de type abstrait de données(représentéedansle langageC++
par le conceptdeclasse) permetdeséparerinterfaced’utilisation et miseen
œuvre.Il est alors possiblede travailler dansun niveaud’abstractionplus
prochedesformulationsmathématiqueset numériques,sanssepréoccuper
desdétailsd’implémentation.Les classesreprésentantmatricesou vecteurs
sontun trèsbonexemplecarl’utilisateurn’a besoindeconnaîtrequelesopé-
rations(addition,multiplication,etc.)disponiblespourmanipulercesobjets.
Danscecaslesstructuresde donnéeset lesalgorithmesqui caractérisentla
miseenœuvrerestentcachés.

– Le polymorphisme offre la possibilitéde travailler avec desdifférentsob-
jetsimplémentantunemêmefonctiondel’interfaceapplicative.Celapermet
unemeilleurelisibilité du codedu fait de l’emploi d’un nom uniqueà une
mêmefonction.Onutiliseraparexempleunnomgénériquepourdésignerles
fonctionseffectuantun produit matrice-vecteursanssesoucierdesformats
particuliersdematriceet vecteurutilisés.EnC++, le polymorphismeestréa-
lisépardesfonctionsvirtuelles oudes« templates»[62].

– La notiond’héritagepermetdedéfinirdenouveauxobjetsparunecombinai-
sondespropriétésdedifférentstypesd’objetsou parun ajoutdepropriétésà
unobjetqui estdéjàdéfini.Celafavoriseévidemmentla réutilisationdecode
et sonextensibilité.

Lescaractéristiquesinhérentesauparadigmeobjetsontaussitrèsutilesdansle
contexte du parallélisme.Ceparadigmesertnotammentpourencapsulerlesdétails
liéesà la gestiondu parallélismedansuneapplication,cequi augmentesaportabi-
lité etsimplifiesaprogrammation.Denombreuxenvironnementsdeprogrammation
marientle parallélismeet lesobjets.LesexemplesreprésentatifssontMPI++[100],
C++//[33], MPC++[97], Java//[35], Do![106], JavaParty[127] et Eiffel//[34]. Le
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lecteurestrenvoyé à [77] pouruneprésentationdesdiversesextensionsparallèles
spécifiquesàC++.

3.1.2.2 Outils pour la gestion de structures de données distrib uées

Lorsdela résolutiondeproblèmesd’EDPenparallèle,lesstructuresdedonnées
représentantlesmaillages,lesmatrices,lesvecteurs,etc.,sontsouventdistribuées
surunensembledeprocesseurs.La gestiondecesstructurespeuts’avérerunetâche
complexe. Les difficultésproviennenten partiede la dualitéentreles représenta-
tions localeet globaledescesstructures.Par exemple,lorsqueunematricecreuse
estdistribuée,chaqueprocesseura besoindeconnaîtrela correspondanceentreles
numérotationslocaleet globaledesélémentsqui lui ont étéaffectés.La modifica-
tion desstructuresaucoursducalculajouteundegrédedifficultéà leurgestioncar
la modificationdesstructureslocalesimplique généralementdescommunications
pour préserver la cohérenceavec la représentationglobale.Dansce contexte, un
certainnombred’outils ontétéconçuspourfaciliter la gestiondestructuresdedon-
néesdistribuées.Unegrandepartied’entreeuxfournissentdesstructuresadaptées
aux calculsévoluant dynamiquement.Cesoutils intègrentalors desmécanismes
derépartitiondynamiquede charge.De manièregénérale,ils peuventêtreutilisés
commeunecouchelogicielle de basepour desoutils consacrésaux méthodesde
résolutiond’EDP.

Lesoutilspermettantla gestiondegrilles (maillagesstructurés)distribuéessont
les plus nombreux.Ils sontparticulièrementadaptésà la résolutionde problèmes
d’EDP par la méthodede différencesfinies. Parmi eux figurent A++/P++[125],
DAGH[124], KeLP[67] etPOOMA[133].D’autresoutilssontprésentésdans[123].
Bienquelesfonctionnalitésvarientd’un outil à l’autre, ils fournissenttousun sup-
port hautniveaupour la définitionet la manipulationdegrilles ou tableauxmulti-
dimensionnelsdistribués.Les détailsconcernantla miseen œuvredescommuni-
cationset synchronisationssur machineparallèleà mémoiredistribuéesontalors
cachésà l’utilisateur.

La gestiondemaillagesnon-structurésdistribuésestpluscomplexeet lesoutils
conçusdanscetespritsontpeufréquents.Unestructuregénéralepour la représen-
tationdistribuéedemaillagesnon-structurésestproposéedans[68] et incorporéà
l’outil PMDB[122]. Celui-ci prenden charge les représentationslocaleet globale
desmaillageset desesfrontières,ainsiquele transfertd’élémentsd’un processeur
à l’autre suiteà uneadaptationde maillage.L’outil DDD[22] fournit, quantà lui,
unsupportpourlesstructuresdedonnéesirrégulièreset lesobjetsdistribués.
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3.2 Étude de quelques outils représentatifs

3.2.1 PSPARSLIB

PSPARSLIB[139] estunebibliothèquepour la résolutionitérative desystèmes
linéairescreuxsurarchitectureparallèle.LesfonctionnalitésoffertesparPSPARS-
LIB sont baséessur une représentationdistribuéedu systèmeà résoudre,autour
de laquelles’articulentoutils de pré-traitement(partitionnement,etc.),noyaux de
calculalgébrique(multiplication matrice-vecteur, produit scalaire,etc.),précondi-
tionneurset solveursitératifs.Danscettebibliothèque,lesméthodesde décompo-
sition dedomainesontemployéessousformedepréconditionneurspouraccélérer
la convergencedesolveursitératifsparallèles.Desméthodesavecetsansrecouvre-
mentsontdisponiblesdansPSPARSLIB (Schwarzadditif et multiplicatif, et com-
plémentde Schur).Cettebibliothèqueestécriteen Fortranet utilise MPI pour la
miseenœuvredeséchangesdemessagesentreprocesseurs.

3.2.1.1 Structures de données

Les solveursparallèlesde PSPARSLIB travaillent sur un systèmed’équations
linéairesdistribuésurplusieursprocesseurs.Cettedistributionasonoriginedansle
partitionnementdugraphed’adjacenceassociéàla matricedusystème.Étantdonné
unematricecreuse

÷
dedimensionqsrtq , le graphe

1 ú *;u ��v - associéà cette
matriceestdéfinipar

–
u

un ensemblede nœuds
u úxw9	���
y� �z�z� � q|{ , chaquenœudcorrespondantà

uneinconnuedusystème;
–
v

un ensembled’arêtes
v ú
w *�8 �~} -�� :��#���ú ÿ�{ représentantlesdépendances

entreleséquationsdu système.
Ce grapheestnon-orientési la matriceestsymétrique,les arêtes

*�8 �~} - coïncidant
avec lesarêtes

* }�� 8 - . La figure3.1 illustre cettedualitéentrela représentationma-
tricielle d’un systèmeà12 inconnueset le grapheassociés.

Étantdonnéunpartitionnementdel’ensemble
u

en � sous-ensembles
u ó � ���z� � u9� ,le graphe

1
sedécomposeen � sous-graphes

1 � ú *�u�� ��v � - . Lessous-ensembles
v �

exprimentlesdépendancesdesnœudsappartenantà
u��

parrapportàd’autresnœuds
inclus ou non dans

u��
. Les sous-graphes

1 �
s’apparententà dessous-domaines.

Dansuneapprocheplus orientéeversles EDP, on effectuele partitionnementdes
élémentsdu maillageplutôt quedesesnœuds.Celaneconstituepourtantpasune
limitation à l’utilisation de PSPARSLIB, sachantqu’un partitionnementpar élé-
mentsestéquivalentaupartitionnementdesnœudsd’un graphedualaugrapheque
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Figure 3.1 (a) Profil d’unematricecreuseà 12 inconnues.(b) Graphed’adjacence
associé.

nousavons défini précédemment.Le graphedual de
1 ú *;u ��v - est le graphe1,� ú *;u � ��v � - où

u � ú�v
et
v �

est l’ensembledespairesd’arêtesde
v

qui par-
tagentunnœudde

u
.

P1 P2

2 3 4 5

111098

171614

1

7

13

6

12

15 18

Figure 3.2 Partitionnementd’un grapheen2 sous-graphes.

La figure3.2 illustre le partitionnementd’un grapheà18 nœudsen � úP

sous-

graphes.DansPSPARSLIB, chaquesous-grapheestaffectéàunprocesseurdistinct,� désignantà la fois le nombredesous-grapheset le nombredeprocesseurs.Cette
distribution du grapherevient à placerun ensembled’équations,i.e. de lignesdu
systèmelinéaire,surchaqueprocesseur.
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Étantdonnéun partitionnementconvenabled’un graphe
1

, PSPARSLIB dis-
tingueplusieursensemblesdenœuds:

– nœudsinternesassociésausous-graphe
1 �

(ou auprocesseur
8
) : nœudsex-

clusivementconnectésàd’autresnœudsappartenantà
1 �

;
– nœudsd’interfacelocaux: nœudsconnectésà desnœudsappartenantà

1 �
,

maisaussiàd’autressous-graphes;
– nœudsd’interfaceexternes: nœudsappartenantàd’autressous-graphesmais

qui sontconnectésàdesnœudsappartenantà
1 �

.

Danslecaslafigure3.2,l’ensembledesnœudsinternesà
1 ó est

w9	���
y���y�����K	6���f	K� { ,
l’ensembledes nœudsd’interface locaux de

1 ó est
wL�y�����K	�� { et l’ensemblede

nœudsd’interfaceexternesà
1 ó est

w����f	 ÿ �K	6� { . Danscesensemblesla numérota-
tion desnœudsestglobale,maisPSPARSLIB autorisela créationdecesensembles
à l’aide desnumérotationslocales.

Cesensemblesdenœudsjouentun rôle fondamentaldansPSPARSLIB carleur
identificationpermetde préparerles structuresde donnéeslocalespour les com-
municationsnécessaireslors du calcul itératif. En effet, lesmatriceset lesvecteurs
locauxsontconstruitsparpermutationdeséquationsaffectéesà chaqueprocesseur
de façonà séparerles nœudsinternesdesnœudsd’interfacelocaux.Les nœuds
d’interfaceexternesontégalementprisencomptedanscesstructures.

Quitteà procéderà unerenumérotationdesnœuds,la matricecreusedistribuée
selonPSPARSLIB prendla formeprésentéedansla figure3.3.

On y distinguela matricerectangulaire
÷ ó���;� de dimensionq ó,r\q représen-

tant les q ó équations(ou nœuds)affectéesauprocesseuri ó et composéedesdeux
blocs:

– U ó���~� estunematricecarréede dimensionq ó,rNq ó . Les éléments
:��#�

de ce
bloc sonttelsque

}
correspondà unevariablelocale,c’est-à-dire,à un nœud

affectéau processeur
8
. Dans U ó���~� les lignesen pointillé séparentles nœuds

internesà
1 ó desnœudsd’interfacelocauxde

1 ó ;
– U ó����� : un blocd’éléments

:��#�
telsque

}
correspondàunevariableexterne.

Tousles vecteursassociésau processusde résolution(vecteurde solution,se-
cond membre,etc.) sont partitionnéset organisésen conformitéavec la matrice.
Desstructuresdedonnéesadditionnelles,notammentuneliste deprocesseursvoi-
sinset unelistedenœudsd’interfacelocaux,sontégalementemployéespourgérer
lescommunications.

74



Étude de quelques outils représentatifs 3.2
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Figure 3.3 Vision globaled’unematricecreusedistribuéeselonPSPARSLIB.

On noteraquedesstructuresdedonnéessimilairessontutiliséespar lesbiblio-
thèquesAztec[95],BlockSolve[99] et PETSc[10].

3.2.1.2 Algorithmes parallèles

DansPSPARSLIB, les algorithmesde résolutiondu systèmelinéairedistribué
s’articulentautourdesolveursitératifsbaséssurdesméthodesdeKrylov tellesque
la méthodedu gradientconjuguéou la méthodeGMRES(GeneralizedMinimum
Residual). Dansce type de solveur, les calculsse résumentà descombinaisons
linéairesde vecteurs,produitsscalaireset produitsmatrice-vecteur. PSPARSLIB
implémentedesversionsparallèlesde cesopérationsen utilisant les structuresde
donnéesdécritesdansla sectionprécédente.

Lescombinaisonslinéairesdevecteursdistribuéssontdesopérationstotalement
parallèlesqui ne nécessitentpasde communications.Par exemple,unesommede
deuxvecteursdistribuésn’a besoinquedela sommedesreprésentationslocalesde
cesvecteurs.Pourlesproduitsscalairesdistribués,l’algorithmeconsisteàeffectuer
le produit scalairedesvecteurslocaux,suivi d’une sommeglobaledesrésultats
locaux.DansPSPARSLIB, cetteopérationestréaliséeà l’aide d’une primitive de
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communicationglobaleofferteparMPI.

Lesproduitsmatrice-vecteursontparmi lesopérationslespluscoûteusesdans
lessolveursitératifscontenusdansPSPARSLIB. Ils nesontsurpassésenvolumede
calculqueparla phasedepréconditionnementdela matrice.Étantdonnésunema-
triceetunvecteurdistribuésselonle formatdécriten3.2.1.1,l’algorithmeparallèle
pourle calculdu produitmatrice-vecteurs’effectuecommesuit :

1. multiplicationdubloc U ���~� dela matriceparle vecteurlocal;

2. envoi descomposantsdu vecteurlocal correspondantauxnœudsd’interface
locaux;

3. réceptiondesvaleurscorrespondantauxnœudsd’interfaceexternes;

4. multiplicationdubloc U ����� dela matriceparle vecteurdevaleursexternes,le
résultatobtenuestadditionnéàcelui dela premièremultiplication.

L’algorithmemisenœuvredansPSPARSLIB effectuesimultanémentlesétapes
1,2et3àl’aidedeprimitivesdecommunicationasynchronesdisponiblesdansMPI.
Lescommunicationssontdetypepoint-à-point,ellessedéroulententreprocesseurs
voisins.

Le calcul d’un préconditionneurpour la matricedistribuéeestnécessairepour
accélérerla convergencedessolveursitératifs disponiblesdansPSPARSLIB. Les
préconditionneursparallèlesbaséssurméthodesdedécompositiondedomainesont
mis en œuvreselon des algorithmestrès similaires à ceux décrits dansle cha-
pitre 2. On remarquenotammentquelescommunicationssedéroulentuniquement
entreprocesseursvoisins.Le schémaprécisde communicationvarie selonla mé-
thode(par exemple,pour la méthodemultiplicative de Schwarz, les communica-
tions obéissentà un algorithmede coloriagedesprocesseurs).Habituellement,le
préconditionnementne nécessitequede quelquesitérationsde la méthodede dé-
compositiondedomaine,la convergenceétantcontrôléepar la méthodederésolu-
tion itérativeglobale(GMRES,parexemple).

3.2.1.3 Appréciation de l’outil

PSPARSLIB estparmilesseulesbibliothèquesà fournir unevariétédeprécon-
ditionneursparallèlesbaséssur lesméthodesdedécompositiondedomaine.L’ap-
procheestsuffisammentgénéralepourpermettrela résolutiondesystèmesprove-
nantdedifférentstypesd’applications.

Cependant,cettebibliothèquene fournit pasde méthodeétroitementliée à la
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résolutiond’EDP. Pour l’instant, il n’y a pasde supportpour le partitionnement
dynamiquedessous-domaines(créationou éliminationdesous-domaines),ni pour
la résolutionparunschémaasynchrone.

3.2.2 POOMA

POOMA (Parallel Object-OrientedMethodsandApplications) estun environ-
nementexploitant les paradigmesde programmationpar objetset de parallélisme
dedonnéespourfaciliter le développementd’applicationsdecalculscientifiquesur
machinesparallèles.

3.2.2.1 Structures de données

La bibliothèquePOOMAs’articuleautourdetypesdedonnées(ouclassesd’ob-
jets) orientésvers le calcul scientifique.Les objetsde type Array sont les plus
généraux: ils représententdestableauxmultidimensionnelssupportantdifférents
schémasd’indexation.Leur conceptions’inspiredesfacilités fourniespar le lan-
gageFORTRAN-90.Cetteclassed’objetsgénériqueestnotammentparamétréepar
le nombrededimensionset le typedesdonnéesstockées.Parexemple,lesdéclara-
tions

Array ¢ 1, int £ V(20) ;
Array ¢ 2, float £ M(10,10) ;

représentent,respectivement,un tableauunidimensionnel(vecteur)de20 entierset
un tableaubidimensionnel(matrice)de taille

	 ÿ¤r 	 ÿ composéde réels.Un troi-
sièmeparamètre,optionnel,permetdedéfinir différentstypesdestockagepources
tableaux(dense,creux,centraliséoudistribué,entreautres).

POOMA tire parti du paradigmede programmationpar objetspour permettre
l’expressionnaturelledesopérationsmanipulantles objetsde type Array. Par
exemple,sousréservedela définition

Array ¢ 1, double£ A(N), B(N), C(N), D(N) ;

onpeutécrire
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A = B + C * sin(D) ;

Cetypedenotationpermetdecacherlesdétailsdemiseenœuvre(bouclessur les
indicesde

	
à q ), mettanten évidenceles opérationsmathématiquessur les vec-

teurs.La miseenœuvreperformantedecesopérationsdansPOOMAestassuréepar
l’utilisation detechniquesdeprogrammationtellesqueles«expressiontemplates»
[158].

Cettebibliothèqueoffre plusieurspossibilitéspour l’indexation d’un Array,
permettantnotammentdesélectionnerunintervalle,contiguounon,devaleursdans
un tableau.Cela se fait à l’aide desclassesInterval et Range fourniespar
POOMA.Par exemple:

Array ¢ 2, double£ M(N, N) ;
Range¢ 1 £ I(0, N ¥ 1, 2) ;
Interval ¢ 1 £ J(0, N ¥ 1) ;

Ci-dessus,l’objet detypeRange sertà sélectionnerles lignespairesdela matrice
(ou tableaubidimensionnel)M, tandisquel’objet detypeInterval permetd’in-
dexer tousles élémentsde la premièreligne deM. Il estainsi possibled’exprimer
uneopération(affectation,danscetexemple)surunsous-ensembled’élémentsd’un
tableaumultidimensionnel.Parexemple:

M(I,J) = 0.5 ;

POOMA offre un supporttrèsintéressantpour lescalculsbaséssur« stencils»
sur desespacesdiscrets.L’exempletypiquede « stencil» estcelui utilisé pour la
discrétisationduLaplacienendifférencesfinies: eneffet, dansunschémaexplicite
d’ordre1onutiliselespointsimmédiatementvoisinsd’unpointdonnépourmettreà
jour savaleur. Lescalculsmanipulantdes«stencils» supposentétablieunerelation
entreun domainespatialde calcul et un ensemblede valeurs.DansPOOMA, le
domainespatialesttraitéparl’intermédiairedela classeGeometry qui représente
un ensemblede pointsdéfinispar leurscoordonnéesgéométriques.La définition
de valeursdansle domainediscretsefait par l’application de « stencils» sur des
objetsde la classeField. POOMA permetde définir desconditionsaux limites
ayantuneinfluencesurunField et fournit lesmoyenspourlesprendreencompte
automatiquementlorsqu’il estnécessaire.
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POOMA fournit égalementun supportaux techniquesde simulationutilisant
desparticules.Cestechniquessontutilisées,parexemple,enconjonctionavecdes
méthodesdeMonteCarloafind’analyserstatistiquementunsystèmephysiquecom-
plexe.Danscecas,lesparticulesreprésententl’échantillonsurlequeltravaillentces
méthodes.DansPOOMA, cesentitéssontreprésentéespar desobjetsde la classe
Particles. Cetteclassepermetde gérerune collection dynamiqued’attributs
caractérisantun ensembledeparticules.LesParticles sontutilisablespoursi-
mulernumériquementdessystèmescomposésd’entitésdiscrètestellesqueionsou
molécules.

3.2.2.2 Algorithmes parallèles

Le modèled’exécutionparallèlechoisiparPOOMAestbasésurle parallélisme
de données,danslequelunemêmeinstructionde calcul estappliquéesimultané-
mentàchacundesélémentsd’un ensemblededonnées.Lesalgorithmesmanipulant
lesstructuresdedonnéesfourniesparPOOMAressemblentdoncàdesalgorithmes
séquentiels.Dansle codesuivant

Array ¢ 2 £ V(N, N) ;
Array ¢ 2 £ b(N, N) ;
Interval ¢ 1 £ I(1, N ¥ 2), J(1, N ¥ 2) ;

V = 0.0 ;
b = 0.0 ;
for (int it = 0 ; it ¢ 200 ; ++it)
{

V(I,J) = 0.25 * (V(I+1,J) + V(I ¥ 1,J) +
V(I,J+1) + V(I,J¥ 1) ¥ b(I,J)) ;

}

l’opérationà l’intérieur de la boucles’exécuteen séquentielou en parallèlepour
tousles élémentsappartenantaux intervallessélectionnéssur les vecteursV et b.
Le parallélismen’apparaîtpasexplicitement,maisenpratiqueil estprésentàniveau
dunoyauexécutifdePOOMA.Cemodèled’exécutionexploitela multiprogramma-
tion légèresurmultiprocesseursà mémoirepartagée: le calculdechaqueélément
esteffectuéparun processuslégeret lesdonnéessontstockéesdansunemémoire
communeaccessibleàtouslesprocessus.Pourcela,POOMAs’appuiesurunnoyau
exécutifappeléSMARTS[156],qui gèrelestâchesparallèles(implémentéespardes
processuslégers)et lesdépendancesdedonnéesentreelles.
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Danssa versionla plus récente,POOMA étendson modèled’exécutionaux
architecturesà mémoiredistribuée.Le stockagedesdonnéesrelatifs aux objets
POOMA estflexible : le passaged’un formatdestockagecontiguà un formatdis-
tribuén’exigequedeslégèresmodificationsaumomentdela créationdesobjetspar
l’utilisateur. Danscetteversion,la miseenœuvredescommunicationsnécessaires
à la gestiondesstructuresdedonnéesdistribuéesutilise la bibliothèqued’échange
demessagesnomméeCHEETAH.

3.2.2.3 Appréciation de l’outil

POOMAutilisedestechniquesdeprogrammationC++depointepourunemise
enœuvreaiséed’applicationsdesimulationnumérique.C’estunoutil puissantpour
la résolutiond’EDPparla méthodedesdifférencesfinies,avecdesabstractionsqui
pourraientêtreétenduesà la méthodedesélémentsfinis, sousréserve de pouvoir
travailler avecdesmaillagesnon-structuréset derésoudrelesproblèmesmatriciels
parlesalgorithmesclassiques.LesobjetsdetypeArray peuventêtreutiliséspour
représenterlesmatricesetvecteursnécessairesàla résolutiond’un systèmelinéaire.
Unerésolutionbaséesuruneméthodededécompositiondedomainepeutêtredéve-
loppéeenutilisantlesformatsdestockagedistribuéedesobjetsPOOMA.Demême,
onpeutenvisagerunespécialisationdesclassesGeometry etField adaptéeà la
méthodedesélémentsfinis.

POOMA metenœuvreuneapprochehautniveaupourl’expressiondu parallé-
lisme.Si ceparadigmepermetaisémentdepasserdu séquentielauparallèle,il ne
permetpasdecontrôlerla distributiondestâchesetdesdonnéessurlesprocesseurs.
Le parallélismeétantcaché,cetoutil estpeuflexible poureffectuerdesexpérimen-
tations(nombrede sous-domaines,placementsur les processeurs).La portabilité
estun autrepoint faible car les noyauxexécutifsSMARTS et CHEETAH ne sont
pasdisponiblessurunegrandevariétédeplates-formes.

3.3 Présentation de AHPIK

L’environnementAHPIK estcomposéd’un ensemblede classesC++ fournis-
santlesdiversesabstractionsimpliquéesdansle développementdesolveursdepro-
blèmesd’EDP baséssuruneméthodededécompositiondedomaine.Certainesde
cesabstractionssontexplicitementimplantéesdansAHPIK (parexemplemaillages,
élémentsfinis, solveursparallèles),pour les autresnousavonsdéveloppédesin-
terfacesavecdesbibliothèquesexternes(Metis,SparseLib++,MV++, IML++, Su-
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perLU). DansAHPIK, l’utilisation du paradigmeobjet (voir chapitre5) permetà
AHPIK d’offrir un supportfortementmodulairepourle développementdesolveurs
parallèlesencachantà l’utilisateur lesdétailsd’unemiseenœuvreparallèleà base
deprocessuslégers.

La figure 3.4 illustre l’organisationmodulairede AHPIK. Les classesde l’en-
vironnementsontrépartiesdanstrois couchesétabliessur desbibliothèquesfour-
nissantquelques“briques” de base.La couche1 correspondau noyau de AHPIK

(paragraphe4.3); cettecouchegénériqueencapsulelesdonnéeset lesalgorithmes
qui peuventêtreréutiliséspardesdifférentssolveursdedécompositiondedomaine.
Les schémasde communicationet synchronisationspécifiquesà chaqueméthode
sontdéfinisdansla couche2 (paragraphe5.3); ils utilisentlesfonctionnalitésfour-
niespar le noyau de AHPIK. Finalement,les calculsspécifiquesà chaquesolveur
sontdéfinispar l’utilisateur dansla couche3. Dansleschapitres4 et 5 nousdécri-
vonscestrois couchesendétail.

Athapascan

Schémas parallèles
¦Calculs spécifiques à chaque solveur

§

0:

1:

2:

3:

Metis, SparseLib++, MV++, IML++, SuperLU

Noyau de Ahpik

Figure 3.4 Organisationmodulaire deAHPIK.

En quelquesmots,le noyaude AHPIK estunecouchelogicielle génériquegé-
rant le parallélismeet lescommunicationsdansle cadredesapplicationsreposant
suruneméthodededécompositiondedomaine.Cenoyau fournit uneinterfacede
programmationindépendantedela bibliothèquedecommunicationutilisée(ATHA-
PASCAN-0, MPI – voir résultatsdansle paragraphe6.3.4),etpermetd’exprimerdes
schémasparallèlesservant à différentesméthodesde décompositionde domaine,
qu’ellessoientsynchronesou asynchrones.Cesschémaspeuventaussiservirdans
le cadredeproblèmesreposantsuruneméthodeavecdécoupegéométriquedu do-
mainederésolution,parexemplelorsdessimulationsendynamiquemoléculaire.
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

Les méthodesmathématiquesde décompositionde domaine(chapitre2, para-
graphe2.3)reposentsurunedécompositiongéométriquedudomainedecalculper-
mettantdebriserle problèmed’EDPcompletenunensembledeproblèmesd’EDP
pluspetits.La manièredontcesproblèmessontcouplésdéfinit la méthodede dé-
compositiondedomaine,uneparallélisationnaturelleendécoule.

Danscecadre,le schémaparallèle(paragraphe4.1)définit l’entrelacemententre
lestâchesdecalculslocauxetlestâchesdecalculd’interface.Cesdifférentesétapes
decalculsontliéesalgorithmiquementpardescommunications.La méthodeitéra-
tivechoisiepourrésoudrelesproblèmescouplésdéterminedespointsdesynchroni-
sation.Si deuxméthodesont lesmêmespointsdesynchronisationellesont le même
schémaparallèle.Le paragraphe4.2discutedesaspectsconcernantla synchronisa-
tion duschémaparallèle.

Nousavonschoisid’implémentercesschémasparallèlesà l’aide deprocessus
légerspour relaxer autantquepossiblelescontraintesdesynchronisation.Desdé-
tailssurla conceptiondunoyaudeAHPIK sontexposésdansle paragraphe4.3.Des
exemplesdeschémassontproposésdansle chapitre5.

4.1 Construction du graphe de tâches

Pourtouteslesméthodesdedécompositiondedomainequenousavonsétudiées,
il estpossibled’extraireunestructuredecalcul communeliée à la décomposition
d’un domainë en © sous-domaines¨«ª , ¬®­�¯9°�±K²z²�²z±�©®³ . Cettepartitioncréedes
interfaces,nousutilisons la notation ´�ª�µ pour désignergénériquementl’interface
entredeuxsous-domaines̈«ª et ¨«µ . Dansle casde méthodessansrecouvrement,
l’interfacereprésentegéométriquementla partiede frontièrecommuneaux deux
sous-domaines.Cesméthodespermettentalors de condenserle problèmed’EDP
enun problèmeposésur lesinterfaces.Danslesméthodesavecrecouvrement,une
“interface” représentegéométriquementle recouvrement(intersection)entredeux
sous-domainesdonnés,lesvaleursauxfrontièresdurecouvrement,internesàundes
sous-domaines,sontutiliséesalgorithmiquementcommedesconditionsauxlimites
pourl’autresous-domaine,etvice-versa.

Aprèsla définition desdifférentestâches(paragraphe4.1.1)et de l’évaluation
deleurcoût(paragraphe4.1.2),nousdéterminonslesdépendancesdedonnéesentre
cestâchespour construirele graphede précédence(paragraphe4.1.3).Ce graphe
est communaux différentesméthodes.Dansun secondtempsnousdiscutonsle
placementdestâches(paragraphe4.1.4)et la synchronisationdesalgorithmes(pa-
ragraphe4.1.5).
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4.1.1 Identification des tâches : le cas général

Pourchaquedomainede la décompositionle calcul d’une itérationde la mé-
thodecomprenddeuxtypesdetâches:

– les tâches¶ ª· qui effectuentlescalculslocauxassociésausous-domainë«ª .
Lestâchesdecalculslocauxnécessitentleséléments(matrices,vecteurs,pré-
conditionneurs)relatifs à un sous-domainë«ª . En général,les calculs lo-
caux s’articulentautourde la résolutiond’un systèmelinéaire.Cestâches
produisentdesdonnéesservantaucalculou à la miseà jour desvaleursaux
interfacesentrë«ª et sessous-domainesvoisins ¨«µ ;

– lestâches¶ ª�µ¸ , responsablesducalculdesvariablesassociéesà l’interfacé�ª�µ
et descommunicationsdesvaleursde celle-ci.On remarqueque ¶ ª?µ¸ et ¶ µ�ª¸
sont en généralidentiques(saufpour la méthodedesjoints), que le calcul
sur l’interfacepeutéventuellementêtrevide (méthodede Schwarz), et que
les transfertsdedonnéesentrecestâchesvont dépendretrèsfortementde la
méthodederésolution.

Remarque: Cettedéfinitiondetâchespeutêtre raffinéecar lessolveurs locaux
peuventêtre eux-mêmesparallèles: il s’agit alors d’un parallélismeà grain plus
fin. Le coûtdegestiondesprocessuslégers étantfaible, on peutlesutiliser pour la
miseen œuvre dessolveurs locaux(voir par exemple[58]). L’approche quenous
avonsretenuen’exploitepascettepossibilitécar nousutilisonsdessolveurs locaux
séquentielspourmatricescreusesoffertspar desbibliothèquesspécialisées.

4.1.2 Coûts des tâches

Le coût de chaquetâche ¶ ª· peutêtreestiméà partir du nombred’inconnues
associéesau problèmelocal posédansle sous-domainë«ª . Il dépendde la mé-
thode(itérative ou directe)utilisée.Lorsquele solveur local utilise une méthode
directe,on peutévaluerdemanièresûrele coûtdescalculs.Lorsquel’on utilise un
solveur itératif, on connaîtsacomplexité en fonction de certainespropriétésde la
matrice.Cespropriétésdépendentduproblèmeàrésoudre: parexemple,le coûtest
en ¹»º�¼ ½¿¾ pour la méthodedu gradientconjuguéappliquéeauproblèmedePois-
son.En pratique,celaestuneindicationapproximative du nombred’itérations,ce
qui peutmeneràdesdifférencesdecoûtentrelesrésolutionslocales.D’un pointde
vueparallélismecelainduit undéséquilibredecharge.

De même,le coûtdestâchesdescalculsrelatif à l’interface ´yª?µ estfonctiondu
nombredenœudssituéssurcelle-ci.En général,le coûtdescalculsd’interfaceest
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bien plus petit que le coût destâchesde calculslocaux.On remarquequesi les
sous-domainessonttroppetits,le coûtdescalculslocauxestdominéparle coûtdes
transferts,i.e. le coûtdegestionduparallélisme(lescommunications)estsupérieur
au coût descalculsutiles (calculslocaux et d’interface).Danscesconditions,la
parallélisationnepeutpasêtreefficace.

4.1.3 Interactions entre les tâches

Afin d’exprimerlesdépendancesentrelestâchesnousutilisonsla notation¶[ÀoÁ¶AÂf±?¶AÃ qui signifie que la tâche ¶[À dépenddestâches¶TÂ et ¶TÃ . Les dépendances
s’exprimentd’une itérationà l’autre de la méthodededécompositiondedomaine.
On note ¶Äº�Å~¾ l’exécutiond’une tâcheà l’itération Å et Æ�ª l’ensembled’indicesde
sous-domainesayantune interfacecommuneavec le sous-domainë«ª . Avec ces
notations,le graphedeprécédencetypiquepouruneitérationdedécompositionde
domaineseprésentecommesuit :

– les calculslocaux correspondantau sous-domainë«ª à l’itération Å néces-
sitentlesrésultatsdescalculsd’interfaceobtenusà l’itération précédente.On
adonclesprécédencessuivantes:¶ ª· º�Å~¾dÁ ¶ ª�µ¸ ºÇÅ%ÈÉ°�¾ ÊAË/­¿ÆLª

– le calcul correspondantà uneinterface ´�ª�µ à l’itération Å a besoindesrésul-
tatsdescalculslocauxsurle sous-domainë«ª ainsiquesurle sous-domaine
voisin ¨«µ . Lesprécédencess’écriventdonc:¶ ª�µ¸ ºÇÅ�¾oÁÌ¶ ª· º�Å~¾Í±?¶ µ· º�Å�¾;ÊAË&­|Æ�ª

Tâches de l’itération (i)

Tâches de l’itération (i−1)

PSfragreplacements

Î�ÏÐ�Ñ#Ò�ÓdÔÖÕ Îj×Ð�Ñ#Ò�ÓoÔÖÕ Î�ØÐ�Ñ#Ò�ÓdÔÖÕ
Î Ï#×Ù Ñ#Ò�ÓdÔÖÕ Î ×ÚØÙ Ñ#Ò�ÓoÔÛÕ

Î ÏÐ�Ñ#Ò�Õ Î ×Ð�Ñ#Ò�Õ ÎjØÐ�Ñ#Ò�Õ
Figure 4.1 Graphedetâchespourunedécompositionentrois sous-domaines.
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La figure4.1 illustre lesprécédencesentretâchespourunedécompositiond’un
domainerectangulaireentrois sous-domaines.Cegraphedeprécédenceestcarac-
téristiquedesméthodessynchrones.

Leséchangesdedonnéessontengénéralsymétriquescarchaqueprocesseurfait
un envoi desescontributionslocalessuivi d’uneréceptiondedonnéesextérieures.
Desméthodestellesque la méthodedesjoints ont uneconceptionmathématique
asymétriqueau niveaudescalculsd’interface,les communicationspeuvent alors
êtresoit symétriquessoit asymétriques.

4.1.4 Placement des tâches

Généralement,la décompositionen sous-domainesprend en comptele pro-
blème mathématique,des contraintesgéométriqueset des contraintesliées à la
convergencenumériquedela méthodededécompositiondedomaine.Il estnaturel
deconsidérerunedécompositionpermettantd’affecteraumoinsun sous-domaine
parnœud.Danscecaslestâches¶ ª· et ¶ ª�µ¸ sontplacéessurle mêmeprocesseur.

Bien queles tâches¶ ª�µ¸ et ¶ µ�ª¸ soientengénéralidentiques,cequi impliqueun
calcul redondantà l’interface,on les dupliquede manièreà réduirele nombrede
communicationset le nombredepointsdesynchronisation.Le gainestdoublecar
le coûtdececalculestsouventinférieuraucoûtd’unecommunication.

Afin d’obtenirunrecouvrementdescommunicationspardescalculsetunmeilleur
équilibragedecharge,onplaceplusieurssous-domainesparprocesseur. Danscecas
on placedessous-domainesvoisinssur le mêmeprocesseurde manièreà réduire
le volumedecommunicationsentreprocesseurs.Il estaussipossibledeprendreen
considérationla topologieduréseaupourdéfinirunbonplacementdestâches,mais
celaconduitàdessolutionspeuportables[116].

4.1.5 Sync hronisations

L’algorithmiqueclassiquedesméthodesdedécompositiondedomaineestsyn-
chrone: unetâche¶ · (calculslocaux)nécessitedesrésultatsdestâches¶ ¸ (calculs
d’interface)obtenusà l’itération précédente.Lescalculsd’interfaceimpliquentdes
communicationsentreprocesseurs.Ils représententdespointsde synchronisation
pourchacundesprocesseursqui doit attendreunedonnéeprovenantd’un autrepro-
cesseur. L’efficacitéparallèled’uneméthodededécompositiondedomainedépend
ainsid’un bonéquilibragedechargeentrelesprocesseurs.Eneffet,si le travail n’est
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

pasdistribuédefaçonéquitable,certainsprocesseursfinissentleurscalculsavantles
autres.Lestempsd’attenteainsicréésdégradentlesperformancesdel’algorithme.
Ce comportementest illustré dansla figure 4.2 pour unedécompositionen deux
sous-domaines.

sous−domaine 1
calcul local

sous−domaine 2
calcul local temps

Ü
d’attente
Ý

calcul de l’interface 1−2

Processeur
Þ
Processeur
Þ

1

2
ß

t

t

Figure 4.2 DiagrammedeGanttpour unedécompositionendeuxsous-domaines.

Lesméthodesasynchronespermettentd’éviter lestempsd’attenteenéliminant
autantquepossibleles pointsde synchronisation.Elles seprêtentaux problèmes
composésdes tâchesayantdescoûtsde calcul très différents.Le prix que l’on
paiepour cetteflexibilité au niveaudescommunicationsestuneperteen vitesse
deconvergencedoubléed’unecertaine“redondance”decalcul.Cesméthodessont
avantageuseslorsquela charge de calcul n’est pasbien équilibréeou lorsqueles
communicationsentreprocesseurssontlentes[75].

Mêmesi l’asynchronismepermetdecontournerle problèmedel’équilibragede
chargeentrelesprocesseurs,lesperteséventuellessurla vitessedeconvergencede
la méthodenumériqueitérative peuvent révélerqu’il estpréférablede choisir un
schémasynchroneclassique.

4.2 Extensions et cas spécifiques

4.2.1 Schémas async hrones

Dansle cadreducalculparallèle,lesalgorithmesasynchronessontutiliséspour
modéliserlescalculsitératifss’effectuantsurplusieursprocesseurscoopérant.Ces
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algorithmestolèrentleséventuelsdélaisdecalculetdecommunicationentrelesdif-
férentsprocesseurs: ils autorisentquelquesprocesseursàcalculerplusvite eteffec-
tuerplusd’itérationsqued’autres,ainsiqu’à échangerdesdonnéesplus fréquem-
mentqued’autres.Lesalgorithmesasynchronesont initialementétéétudiésdansle
cadredessystèmeslinéaires,la premièreréférenceconnueremontantà l’article de
Chazan-Miranker publiéen1969[42]. Depuiscetravail pionnier, plusieursauteurs
sesont intéressésà la théorieet à l’application desalgorithmesasynchrones[117,
135, 12, 19,7, 118].

Dansce paragraphenousfournissonsune introductionà cettefamille d’algo-
rithmes,notrebut étantdedonneraulecteurnon-spécialistelesélémentsessentiels
caractérisantlesmodèlesd’algorithmesasynchronesétudiésaufil desannées.Notre
introductionestbaséesur [75]. D’autressurvols sur les itérationsasynchronesse
trouventparexempledans[3, 21,20].

On sedonneun espaceà�áâà�À«ã®²z²�²hã¿àåä et uneapplicationæèç9àGé à . Les
composantsde æ sontnotésæëê , c’est-à-dire,onaæ�ç9àGé àì± íláîºÇí=ÀÍ±K²z²�²z±?í�ä^¾oé º�æ»ÀfºÇíT¾Í±f²�²z²�±�æpä�ºÖíT¾?¾Í±
où í�ê�±�æëê�ºÖíT¾Ä­Éàåê~±�Å4áï°�±K²z²�²z±�ð . On veut trouver un point fixe de æ . Pourcela,le
schémastandardconsisteàapprochercepoint fixeencalculantí ª�ñTÀ ánæ�ºÇí ª ¾Í± ¬ìánò�±f°�±K²z²�²z² (4.1)

Uneversionparallèlede la formulation(4.1) peutseconstruirecommesuit. Étant
donnéeunemachineparallèlecomportantó processeursºôóPõ�ð¤¾ , on associeun
blocdecomposantsö�÷�øù¯9°�±K²z²z²�±�ðú³ àchaqueprocesseurûA÷Lº�üëá�°�±K²z²�²z±;óý¾ . Le calcul
surle processeurûA÷ s’effectueensuiteselonl’algorithme3.

Algorithme 3 : Algorithmeparallèlepourl’approximationd’un point fixe.
1: pour ¬þá�° jusqu’à convergencefair e
2: obtenir í
3: pour Åo­®ö�÷ fair e
4: í�ÿ�� �ê ánæëê�ºÖíT¾
5: fournir í ÿ�� �ê afin deremplacerlescomposantsí�ê de í
6: fin pour
7: fin pour

Il convient remarquerquel’algorithme3 estvalablequelquesoit le modèlede
mémoire(partagéeou distribuée)de la machineparallèle.Lorsqu’il s’agit d’une
machineà mémoirepartagée,lesétapes2 et 5 del’algorithmesetraduisentrespec-
tivementpar unelectureet uneécrituredansla mémoirecommune.Lorsquel’on
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travaille surunemachineà mémoiredistribuée,cesétapessefont par échangede
messagesentrelesprocesseursconcernés.

Dansunemiseenœuvreparallèlesynchronede(4.1),chaqueprocesseurattend
que l’itération ¬ soit finie sur les autresprocesseursavant de passerà l’itération
suivante.Dansun schémaasynchrone,les processeursn’attendentpasles autres.
Commelestempsd’exécutiondela bouclesur Å peuventdifférerd’un processeurà
l’autre, il apparaîtdesdéphasages: le processusitératif estmoinsstructuré.Après
convergence,lesdifférentsprocesseursauronteffectuéplusou moinsd’itérations.
On remarquequ’il n’y a pasde tempsd’inactivité, puisqueles processeursn’at-
tendentjamaislesautres.

L’analysemathématiquede l’algorithme3 donnedesélémentsthéoriquesfon-
damentauxpourprouver la convergenced’un calcul itératif asynchrone.Soit ¬ un
compteurd’itérations( ¬ ­ �

) incrémentéde 1 à chaquefois qu’un processeurûA÷ obtient la valeurde í . À cet instant,la valeurde chaquecomposantde í pro-
vient d’un calculeffectuélors d’une itérationprécédente,c’est-à-dire,nousavonsíâá ºÇí���� � ª
	À ±K²z²�²z±?í���� � ª
	ä ¾ , où 
Kµ�º;¬�¾ ­ ��� ±�Ë áW°�±f²�²z²�±?ð sontdesindicesd’itérations
antérieuresà ¬ indiquantl’itération aucoursdelaquellele composantíhµ a étécal-
culé.On définit aussiun ensemble� ª decomposantscalculésà l’itération ¬ . Avec
cesdéfinitions,et étantdonnéí � ­Nà á à�À ã\²z²�²Tãtàåä , uneitérationasynchrone
s’appliquantà l’algorithme3 peut-êtremodéliséecommesuit[73, 152] :

í ªê á � æëê�ºÖí � � � ª
	À ±f²�²z²�±>í � � � ª
	ä ¾ïÊTÅ.­�� ªí ª���Àê ÊTÅ��­�� ª ² (4.2)

La formulation4.2doit satisfairecertaineshypothèses:
– seulsles composantscalculésantérieurementsontutilisésà l’itération cou-

rante,i.e., 
fê�º;¬�¾åõ�¬ëÈÉ° ÊTÅ.­®¯9°�±K²�²z²z±�ðú³��
– au fur et à mesureoù le calcul itératif avance,des valeursplus récentes

peuventêtreobtenuespourchacundescomposants,i.e.,�����ª
� � 
fê�º;¬�¾oá"! ÊTÅ.­®¯9°�±K²�²z²z±�ðú³��
– aucuncomposantnemanqued’êtremis à jour aucoursdu processusitératif,

i.e., # ¯j¬ ­ � ç@Åd­$� ª ³ # á%! ÊTÅo­®¯9°�±f²�²z²�±?ðú³9²
Un théorèmegénéralde convergencepour le modèled’itération asynchrone

(4.2)setrouve dans[19, 155].Bien quecemodèlefondamentalait denombreuses

90



Extensions et cas spécifiques 4.2

applications,il admetplusieursextensionsafin de tenir comptede situationssoit
plus spécifiquessoit plus générales.Par exemple,certainsauteursimposentdes
conditionssur les délais &�ê�º;¬�¾�á ¬lÈ'
Kê�º;¬�¾ (voir par exemple[6, 111, 129]). De
même,certainsauteurssesont intéressésaux casoù l’application æ a descom-
posantsæëê qui sonteux-mêmesapprochés,parexemplelorsquel’on travaille avec
desméthodesitérativesà deuxniveaux(« two-stageiterations»). Ce cadred’ap-
plication est traité par les modèlesd’itérationsasynchronesavec communications
flexibles[61, 118],qui autorisentl’envoi denouvellesvaleursde í�ê avantmêmeque
le calculitératif plusinterneait convergé.

La miseen œuvredesitérationsasynchronesesten généralplus difficile par
rapportauxméthodesitérativessynchronesclassiques.Un desproblèmesà traiter
à chaqueimplémentationestla terminaisondesalgorithmes.La convergenced’un
algorithmeitératif estbaséesuruneinformationglobalesurl’avancementdel’exé-
cution, cependantdansune exécutionasynchronechaqueprocesseura sa propre
vision du processusitératif. Bien quede nombreuxrésultatsthéoriquesmontrent
lesavantagesdesitérationsasynchrones,l’expérimentationautourdecesméthodes
resteencorefaible.Selon[102], lesdémarchesexpérimentalessontun facteurdé-
cisif pour justifier l’utilisation desméthodesasynchronesdansle cadredu calcul
haute-performance.Parmi les travaux fournissantdesrésultatsexpérimentauxsur
lesméthodesasynchroneson peutciter [28, 74, 87].

4.2.2 Résolution globale par une méthode de Krylo v

Lesméthodesdedécompositiondedomainepeuvent intervenir dansla résolu-
tion degrandsproblèmesmatricielsdedeuxmanières.

Dansla première,ellesservent à construireun problèmed’interface.Dansce
cason résoutpar exempleles problèmeslocauxà l’aide d’une méthodedirecteet
le problèmed’interfaceà l’aide d’uneméthodedepoint fixe ou d’uneméthodede
Krylov. Dansla seconde,ellespeuventêtreutiliséescommepréconditionneurspour
uneméthodedeKrylov. Lesdeuxcasseressemblentdupointdevuedel’exécution
parallèle,nousétudionsla premièrealternative enutilisant le formalismeintroduit
dansle paragraphe2.3.3pourlesméthodessansrecouvrement.Génériquement,ces
méthodescherchentà résoudre,dansle casde2 sous-domaines,()%* À�À ò * À�Ãò * Â�Â * Â�Ã* Ã?À * Ã�Â * Ã�Ã

+, ().- À- Â- Ã
+, á ()%/ À/ Â/ Ã

+,
(4.3)
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avecle systèmecondenséà l’interface0 - Ã^á"1
où 0 á * Ã�Ã.È Â2 ª
3TÀ * Ã�ª * ��Àª�ª * ª�Ã
et 1ùá * Ã�ÃoÈ Â2 ª43TÀ * Ã�ª * ��Àª?ª / ª

L’algorithme 4 présentela résolutionde ce systèmepar la méthodedu gra-
dient conjugué.Le lecteurtrouverauneprésentationplus détailléedansl’annexe
D. Toutesles instructionscomposantcet algorithmeutilisent desmatriceset vec-
teurslocaux.

Algorithme 4 : AlgorithmeCG génériquepourle sous-domainë«ªj±�¬ìáG°�±65 .
1:
- �Ã ánò {initialisation}

2:
- ª solutionde

* ª�ª - ª4á / ª«È * ª�Ã - �Ã
3: 7Kª4á * Ã�ª - ª
4: ó � á98 � á / Ã.È * Ã�Ã - �Ã È:7jÀIÈ:7KÂ {communications}

5: ; � á=<68 � < Â {communicationsglobales}

6: pour ÅIáâò�±f°�±K²z²�² jusqu’à la convergencefair e
7: >Kª solutionde

* ª?ª?>Kª4á * ª?Ã;ó ê
8: 7Kª4á * Ã�ª�>Kª
9: 7KÃ^á * Ã�Ã~ó ê

10: @NáA7KÃoÈ:7jÀIÈ:7fÂ {communications}

11: B ê áC<68 ê < Â6D ºE@H±�ó ê ¾ {communicationsglobales}

12:
- ê ñTÀÃ á - êÃGF B ê ó ê

13: 8 ê ñTÀ á.8 ê ÈHB ê @
14: I ê ñTÀ áC<68 ê ñTÀ < D <68 ê < Â {communicationsglobales}

15: ó ê ñTÀ á98 ê ñTÀ È:I ê ñTÀ ó ê
16: fin pour

Nousavonscachél’aspectparallèlede l’algorithme au seindesopérationsal-
gébriques.Lesinstructions(4,5,10,11et14),quenousavonsentourées,nécessitent
descommunications.Lesautresinstructionss’effectuentdemanièrelocale.Lesins-
tructions2 et 7 représententlescalculslocauxsur les sous-domaines.Cescalculs
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requièrentl’utilisation d’un solveurlocal.Lescalculsd’interfacesontprésentsdans
lesinstructions3–4et8–10,cesproduitsmatrice-vecteurnécessitentdescommuni-
cations.

La vérificationde la convergence(point de synchronisationglobale)esteffec-
tuéeauniveaudel’instruction14,qui nécessitedescalculsdenorme(instructions5
et14).Cescalculsimposentdespointsdesynchronisationglobaleadditionnels.Le
calculdu pasdedescente(instruction11) nécessitele calculd’un produit scalaire
global.

Une fois que la solution
- Ã condenséeà l’interfaceest obtenue,on résoutà

nouveaulessystèmeslocaux * ª�ª - ª�á / ªåÈ * ª�Ã - Ã
afindecalculerlessolutionslocales

- ª . On peutégalementlesobteniraucoursde
la résolutionitérative. Dansce cason utilise la solutioncalculéeà l’instruction 2
commesolutioninitiale

- �ª eton effectuele calculadditionnel- ê ñTÀª á - ª F B ê >Kª
aprèsle calculdu pasdedescenteB (instruction11).

L’algorithme se généraliseaisémentpour © �á 5 . Le problèmeest alors ré-
soluenconsidérantuneinterfaceunique(essentiellementpourla méthodedeSchur
primal) ou plusieursinterfaces(Schurdual,ou Schurprimal avec le domainedé-
composéen“tranches”).Dansle premiercaslescommunicationsnécessairespour
les étapes4 et 10 peuvent êtrerespectivementgroupéesavec les communications
globalesdesétapes5 et 11. On réduit ainsi les pointsde synchronisationde l’al-
gorithme.Dansle deuxièmecas,on peututiliser la liste dessous-domainesvoisins
(communicationspoint-à-point)de ¨«ª poureffectuerlesétapes4 et10.Le choixdu
modedecommunicationvaenfait dépendreduschémaparallèleeffectif.

Dansla méthodedu gradientconjugué,lesnormescalculéessontutiliséespour
mettreà jour la direction de descentenécessaireà l’itération suivante.Il est pé-
rilleux, la preuve théoriquen’existe pasà notreconnaissance,de calculer I ê ñTÀ de
manièreasynchronesouspeined’affecterla convergencedela méthodedegradient.
Cettelimitation n’existe pasdansles méthodesde point fixe, il estdoncpossible
d’effectuerle calculdenormedemanièreasynchronesurun processus“coordina-
teur”.
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4.3 Mise en œuvre des processus légers dans
le noyau de AHPIK

4.3.1 Motiv ations

Le développementdecenoyauaétéguidéparlespréoccupationssuivantes:

– réutiliserla mêmecouchelogicielle debasepour la miseenœuvredediffé-
rentesméthodes;

– changerfacilementle comportemententermedesynchronisationd’unemé-
thodede résolution.En général,il estdifficile de prévoir l’impact de l’uti-
lisationd’un schémasynchroneou asynchronedanslesperformancesparal-
lèlesd’uneméthodederésolution.C’estplusspécialementle caslorsqueles
calculssontdéséquilibrés.L’expérimentationavecdifférentsschémasdesyn-
chronisationest alors très utile pour la mise au point d’une applicationde
simulationnumérique.Nousverronsplus tard (paragraphe5.3) commentce
point esttraitédansAHPIK ;

– exprimer uneméthodede résolutionindépendammentde la bibliothèquede
communication.D’un point devueprogrammationparallèle,il estinstructif
de comparerunemiseen œuvrebaséesur ATHAPASCAN-0 avec unemise
enœuvrebaséesurMPI. Celapermetdemettreenévidencelesapplications
pourlesquellesl’utilisation du paradigmedeprocessuslégerscommunicants
offre desavantages.

4.3.2 Conception de l’interface

Le noyaude AHPIK estresponsablede la gestiond’un réseaudeprocessuslé-
gerscommunicants.À partir d’une topologiededécompositionen sous-domaines
et d’un placementdessous-domainessurlesprocesseurs,le noyaucréeun« pool»
deprocessuslégerssurchaqueprocesseur. À chaquesous-domainecorrespondau
moinsun processuslégerchargé decoordonnerl’enchaînementdescalculssurce
sous-domaine.Le noyau s’occupeaussidesliaisonsentrecesprocessuslégers.Il
initialiseun supportpourlescommunicationsparallèles,celui-ciestcaractérisépar
l’établissementde liens communicantsentresous-domainesvoisins.Ce support
autorisela modificationdu placementdessous-domainesaucoursdel’exécution:
unprotocoledereconfigurationduréseaudeprocessuslégerspeutêtremisenplace.
Poursimplifier l’exposé,noussupposonspourl’instantquechaqueprocesseurgère
unseulsous-domaine,leslienscommunicantsrelientdoncdesprocesseursvoisins.
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À chaquesous-domainecorrespondungroupedelienscommunicants,ennom-
bre généralementégal au nombred’interfacesdu sous-domaine.Ces liens sont
créésau lancementde AHPIK à partir du placementgéométriqueet algorithmique
dessous-domaines.Ils établissentles contactsentreprocesseursgérantdessous-
domainesgéométriquementvoisins.Génériquementce lien estappeléà effectuer
desopérationsdecommunicationd’objets(écriture,lecture,échange)contenantdes
donnéesnécessairesà la méthodederésolution.Par soucideréutilisabilité,la pro-
grammationdece lien estindépendantedu caractèresynchroneou asynchronede
la méthodederésolution.

PSfragreplacements

ûKJML

ûGN�OQP R JSL

R NTOQP
û R

Figure 4.3 Lienscommunicantsentre deuxprocesseurs voisins.

De manièreplus précise,la créationd’un lien implique la créationd’au maxi-
mumdeuxprocessusdecommunicationpourchacundesdeuxsous-domainescon-
cernés.Si l’on note û et R lesprocessuslégersprincipauxtraitantcessous-domaines,
on créedeux processusd’envoi de donnéesûGN�OQP et R N�OQP chargésd’envoyer le
contenud’un espacemémoirelorsquenécessaire.À cesprocessusd’envoi corres-
pondentdeuxprocessusderéception,respectivementR JSL et ûUJSL , dontlesfonctions
dépendentducaractèredela communication(voir figure4.3).Étudionsparexemple
deuxcomportementspossiblesduprocessusûUJSL :

– Lorsquela communicationest synchrone,le processusûUJSL attendque les
donnéessoientarrivées.Une fois queles donnéessontreçues,il attendque
le processusprincipall’interrogeafinderécupérerlesdonnées.Il nepeutpas
recevoir denouvellesdonnéestantquele processusû nel’a pasinterrogésur
lesprécédentes.Le processusû estbloquédanssonexécutionsi ûUJSL nepeut
lui fournir dedonnéesaumomentdel’interrogation.

– Lorsquela communicationestasynchrone,le processusûUJSL esttoujoursen
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attentede données,il contientles dernièresarrivées.L’arrivéede nouvelles
donnéeseffaceles précédentes.Lorsquele processusprincipal û a besoin
dedonnéesprovenantdu sous-domainevoisin, il interrogele processusûUJSL .
Toute interrogationest immédiatementsatisfaite par ûUJSL : le processusû
n’estjamaisbloquéenattentededonnées.

Le caractèresynchroneou asynchronede la résolutionsemanifestepar la se-
lection d’une routine,synchroneou asynchrone,implémentantles processusûUJSL
et ûUN�OQP . Lors d’unemiseenœuvresansprocessuslégers,cesroutinescontiennent
simplementdesappelsà desprimitivesdecommunicationtellesquecellespropo-
séesparMPI. Le processusû fonctionnetoujoursdefaçonidentique,quelquesoit
le comportementchoisipourlesprocessusûUJSL et ûUNTOQP .

Dansle cadredesméthodesdedécompositiondedomaine,les lienscommuni-
cantssontprincipalementutiliséspourlescommunicationsdesdonnéesd’interface.
Cependant,ils peuventêtreutiliséspourla communicationdedonnéeslorsdel’ini-
tialisationde l’application (parexemple,pourmettreen œuvreun algorithmedis-
tribuédecoloriagedessous-domainespourla méthodedeSchwarzmultiplicative).

Pourchaquesous-domaine,l’ensembledelienscommunicantsdéfinit un voisi-
nagecommunicant. Ceconceptpermetdedémarrerdescommunicationspourtout
le voisinageenmêmetemps.Enprésencedecalculsdécouplésdansunmêmesous-
domaine(voir section6.3.2),on peututiliser plusieursvoisinagescommunicants
pourun mêmesous-domaine.

4.3.3 Écriture orientée objet

Au début de l’exécutionparallèle,le noyaude AHPIK créeun processusléger
principalparsous-domaineenfonctionduschémadeplacementsurlesprocesseurs.
Il s’agit parexempledela créationdesprocessusû et R introduitsdansla section
précédente.En général,cesprocessuslégersprincipauxs’occupentde l’enchaîne-
mentdestâchesde calculslocauxet destâchesde calculsd’interfaceassociésà
un sous-domaine.Ils sontla basedesschémasde calcul caractérisantuneou plu-
sieursméthodesdedécompositiondedomaine.Desschémaspourlesméthodesque
nousavonstraitéesdanscettethèsesontdéjàdisponiblesdansAHPIK. Cettesection
expliquelesgrandeslignesdesoutils queAHPIK fournit pourleurmiseenœuvre.
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4.3.3.1 Aff ectation de tâches aux processus légers principaux

La définition de cestâchesobéit à certainesrègles.De manièregénérale,une
tâchecorrespondà uneclasse-fonctionC++ (« function class» [62]), c’est-à-dire,
uneclassepouvantêtreutiliséecommeunefonction.Il s’agit d’uneclassesurchar-
geantl’operateur’()’, dontla formela plussimples’écrit commesuit :

class user task
{

public :
void operator() ( [. . .paramètres. . .] ) {

[. . . corps de la fonction . . . ]
}

} ;

EnC++,unappelséquentielàcetteclasse-fonctions’écrit :

user task()( [. . .paramètres effectifs. . .] ) ;

DansAHPIK, cetteclasse-fonctiondoit êtredérivéedela classeDomainTask
prédéfinieparle noyau.Ainsi chaquetâchehérite,du noyaudeAHPIK, decertains
attributsla distinguantdesautrestâches(numérodu sous-domaineauquelelle cor-
respond,parexemple).Celas’écrit commesuit :

class user task: public DomainTask
{

public :
void operator() ( [. . .paramètres. . .] ) {

[. . . corps de la fonction . . . ]
}

} ;

En général,uneclassedérivéedeDomainTask spécifie,dansla fonctionsur-
chargeantl’opérateur’()’, le déroulementdescalculsrelatifs à un sous-domaine.
Celacomprendparexemplela lecturedumaillage,l’assemblagedusystèmed’équa-
tions algébriques,l’initialisation de la méthodede décompositionde domaineet
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l’appelauschémaparallèlecorrespondantà la résolutionglobaleitérative.Nousre-
parleronsplustard(paragraphe5.3)desschémasparallèlesaccessiblesauxclasses
dérivéesdeDomainTask.

Aveccesdéfinitions,un programmetrèssimpleutilisant directementles fonc-
tionnalitésoffertesparle noyaudeAHPIK a la forme:

#include V ahpik.h W
void
main(int argc, char** argv)
{

ahpik: :Init(argc, argv, "map", "dom") ;
ahpik: :SpawnDomainTasks(user task()) ;
ahpik: :Terminate() ;

}

La premièrefonctionAHPIK appeléedoit êtreahpik: :Init(). Cettefonctionini-
tialisela bibliothèquedecommunicationsurlaquellereposeAHPIK, puiss’occupe
dela créationdu réseaudeprocessuslégerscorrespondantà la décompositiongéo-
métriquedonnéeparlefichier"dom",avecleplacementdéfinidanslefichier"map".
Les liens communicantssont établispar cettefonction. Le nombrede processus
légerscrééssur chaqueprocesseurpendantl’initialisation de AHPIK est égal au
nombredesous-domainesplacéssurceprocesseur. Cesprocessuslégersrestenten
attented’unetâcheàexécuter.

La fonctionahpik: :SpawnDomainTasks() affectedestâchesauxprocessuslé-
gerscréessurun processeurX lors del’appel à ahpik: :Init(). Danscecasil s’agit
detâchesdetypeuser task. Cestâchesnereçoiventpasdeparamètre.Elless’exé-
cutenten parallèlelorsqu’il y a plus d’un sous-domaineaffectéau processeurX .
Cettefonctionretournelorsquetouteslestâchesontfini leurexécution: ellebloque
doncle fil d’exécutionprincipal.Cettefonctionestéquivalenteaucodesuivant:
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for (i = 0 ; i V ahpik: :DomainCount() ; i++)
{

ahpik: :DomainThread(i).NewTask(user task()) ;
}
for (i = 0 ; i V ahpik: :DomainCount() ; i++)
{

ahpik: :DomainThread(i).WaitDone() ;
}

La fonction ahpik: :DomainCount() retournele nombrede sous-domainesaf-
fectésauprocesseurX . Cetteinformationestobtenueà partir du placementdécrit
danslefichierspécifiéaumomentdel’initialisation. L’objetahpik: :DomainThread(i)
désignele processuslégercorrespondantau Y6Z[�\G[ sous-domaineaffectéau proces-
seurX . La fonctionNewTask() affecteunetâcheàceprocessusléger. Il s’agitd’une
tâcheasynchrone: son exécutionse dérouleen parallèleavec le fil d’exécution
principal.La fonctionWaitDone() permetensuited’attendrequele processusléger
sélectionnéait fini l’exécutionde la tâchequi lui a étéaffectée.Cetteécritureest
plus flexible quel’écriture utilisant ahpik: :SpawnDomainTasks() car elle permet
degérerle lancementet la synchronisationà la fin d’une tâchedemanièredécou-
plée,ainsi quede contrôlerles paramètrespassésaux tâches.On supposequede
nouvellestâchesnesontgénéréesquelorsqueles tâcheslancéesont étéachevées.
Ainsi toutappelàNewTask() avantquele processuslégerait fini satâchebloquele
fil d’exécutionprincipal.

4.3.3.2 Aff ectation de données aux liens comm unicants

Nousallonsmaintenantnousconcentrersurlesopérationsaccessiblesàunobjet
d’uneclassedérivéedeDomainTask. Rappelonsqu’un objetdecetteclasserepré-
senteunetâchetravaillant dansle contexte d’un seulsous-domaine.Cettetâchene
connaîtquelesdonnéescorrespondantà cesous-domaine.Elle estreliéeauxsous-
domainesvoisinspar l’intermédiairedu supportexécutif encapsulédansla classe
DomainTask. Cesupportexécutifpermetdegérerleslienscommunicantset le voi-
sinagecommunicantcorrespondantàcesous-domaine,ainsiquededéclencherdes
communicationsglobales(communicationscollectivesnécessairesau contrôlede
convergencedela méthodeitérative globale).L’associationd’un contexte à un ob-
jet dérivé deDomainTaska lieu aumomentdu lancementdela tâche,c’est-à-dire,
au momentoù l’on l’affecte au processusléger choisi (par l’intermédiairede la
fonctionNewTask()).
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Un comportementtypiqued’uneclassedérivéedeDomainTaskconsisteàasso-
cier desdonnéesaux liens communicants,puis à effectuerdesitérationsalternant
descalculslocauxetdescalculsd’interfaceentrelacéspardeséchangesdedonnées
à traversles lienscommunicants.Pourl’associationdedonnéesaux lienscommu-
nicantsondéfinit,pourchaqueinterface,lesdonnéesqui serontéchangéesaucours
d’unephasedu calcul.Celaestillustréparl’extrait decodesuivant:

class user task: public DomainTask
{

public :
void operator()()
{

// . . .
domain: :SelectCommMode(SyncCommMode) ;
for (i = 0 ; i V domain: :IfaceCount() ; i++)
{

domain: :InterfaceDataOut(i, x[i]) ;
domain: :InterfaceDataIn(i, y[i]) ;

}
// . . .

}
} ;

Avantl’associationdedonnéesauxlienscommunicantson doit définir le mode
decommunication(synchroneou asynchrone)pourl’échangededonnéesà travers
leslienscommunicants.La fonctiondomain: :SelectCommMode() estutiliséepour
cela.La fonction domain: :IfaceCount()retournele nombred’interfacesdu sous-
domaine.La donnéequi seraenvoyéeau Y6Z[]\U[ sous-domainevoisinestspécifiéepar
la fonctiondomain: :InterfaceDataOut(), la donnéequi serareçueestspécifiéepar
domain: :InterfaceDataIn(). Lesdonnéesà échangersontengénéraldesvecteurs.
Leur typen’a pasbesoind’êtrespécifié: le polymorphismeinhérentauparadigme
deprogrammationparobjetspermetd’utiliser le mêmenom de fonctionpourdes
différentstypesdedonnéesprédéfinies.

Lesfonctionsdomain: :InterfaceDataOut() etdomain: :InterfaceDataIn() créent
lesprocessuslégersdecommunication.SurunprocesseurX , il s’agitdesprocessusXU^S_ et XG`�aQb mentionnésdansle paragrapheprécédent.Le comportementde ces
processusdépenddu choix préalabled’un modede communicationsynchroneou
asynchrone.
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Les opérationsà travers les liens communicantssont soit desécritures,soit
deslectures,soit deséchanges(lecturespuisécritures)dedonnées.Cesopérations
peuvent êtredéclenchéessoit pour chaqueinterfaceséparément(lignes7 à 11 de
l’extrait de codeci-dessous),soit pour toutesles interfacesdu sous-domaineau
mêmetemps(ligne12 decetexemple).

1 class user task: public DomainTask
2 {
3 public :
4 void operator()()
5 {
6 // . . .
7 for (i = 0 ; i V domain: :IfaceCount() ; i++)
8 {
9 domain: :Write(i) ;

10 domain: :Read(i) ;
11 }
12 domain: :ExchangeAll() ;
13 // . . .
14 }
15 } ;

Leslienscommunicantsneserventqu’àdescommunicationspoint-à-pointentre
deuxprocessuslégerstraitantdessous-domainesvoisins.Lorsquela méthodede
résolutionimplique deséchangesde donnéesentreplus de deuxprocesseurs(par
exemple lorsqu’il existe une partie d’interface partagéepar plus de deux sous-
domaines),il faut traiter chaqueenvoi et chaqueréceptionséparément,puis trai-
ter leséventuellesredondancesdedonnéesreçues.Celadevient contraignantpour
lesméthodesavecrecouvrementappliquéesà desdécompositionsayantdeszones
géométriquescommunesàplusieurssous-domaines.Pourlesméthodessansrecou-
vrement,lespartiesd’interfacepartagéesserésumentà despointscommunsentre
deuxsous-domainesauminimum.

4.3.3.3 Opérations nécessitant des comm unications collectives

Les tâchesde typeDomainTask peuvent aussieffectuerdesopérationsglo-
bales,i.e.,desopérationsnécessitantdescommunicationscollectives.DansAHPIK,
il s’agit d’opérationsde réductionéquivalentesà la primitive MPI_ALLREDUCE
offerte par MPI. Elles servent à effectuerdesproduitsscalairesglobauxou bien
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descalculsdenormepour le contrôledeconvergencede la méthodeitérative glo-
bale.Classiquement,cesopérationsreprésententun point de synchronisationglo-
bale car elles nécessitentdesdonnéesde tous les processeurs.DansAHPIK, les
réductionspeuvent se déroulerde manièresynchroneou asynchrone.La sélec-
tion du modede fonctionnementde cesopérationsse fait à l’aide de la fonction
SelectControlMode(), commeindiquédansl’extrait decodesuivant:

class user task: public DomainTask
{

public :
void operator()()
{

// . . .
Vector v1, v2 ;
domain: :SelectControlMode(SyncControlMode) ;
// . . .
local dot = v1.dot(v2) ;
global dot = domain: :Reduce(local dot, Sum) ;
// . . .

}
} ;

Danscet exemple,l’opérationde réductionsertà calculerun produit scalaire
global entre deux vecteursdistribués.Cette opérationse déroulede façon syn-
chrone: chaqueprocessuslégerappelantReducebloquejusqu’àce que tous les
autresprocessusaient exécutécetteopération.Lorsquel’on choisit un modede
fonctionnementasynchrone,l’opérationnebloquepas.Elle retournela valeurdela
dernièreréductionachevée.Ce modede fonctionnementestutile lorsquel’opéra-
tion setrouveà l’intérieur d’uneboucle,c’est le casdu calculdela normededeux
vecteursservant à déterminerl’erreur globaleentredeux itérationsconsécutives.
Celasupposequela bouclenecontiennequ’uneopérationderéduction.Lorsquece
n’estpasle cas,lesréductionsasynchronessefont parl’intermédiaired’objetsper-
mettantdedistinguerchaqueopérationencours.Il s’agitd’objetsdetypeReductor,
qui doiventêtreinitialisés(lignes7 et8 del’exempleci-dessous)etensuiteregistrés
parle supportexécutif deAHPIK (lignes10 et 11).
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class user task: public DomainTask
{

public :
void operator()()
{

domain: :SelectControlMode(AsyncControlMode) ;
// . . .
ReductorV doubleW rnorm1(/* valeur initiale */ ) ;
ReductorV doubleW rnorm2(/* valeur initiale */ ) ;
// . . .
domain: :NewReductor(rnorm1) ;
domain: :NewReductor(rnorm2) ;
for (i = 0 ; i V max iter ; i++)
{

// . . .
norm1 = rnorm1.Reduce(resid1, Sum) ;
norm2 = rnorm2.Reduce(resid2, Sum) ;
// . . .

}
}

} ;

La miseenœuvredesopérationsglobalesutilise un processusléger“coordina-
teur” responsabledela collectedescontributionsdechaquesous-domaineetducal-
cul durésultatqui seraensuiteretournéauxprocessuslégersconcernés.Lorsqueles
opérationssontsynchrones,la fonctionReduceimplémentéeenvoie la contribution
localeà l’opérationderéduction,puisattendle résultatprovenantdu coordinateur.
Dansle casdesréductionsasynchrones,la fonctionReduceenvoie la contribution
localeet retourneimmédiatementla valeurde la dernièreréductionachevée.Ce
modedefonctionnementutilise,pourchaquesous-domaine,unprocessuslégerad-
ditionnelchargéderecevoir le résultatdu coordinateur.

4.3.3.4 Lancement des tâches de calcul d’interface

LestâchesdetypeDomainTask peuventégalementlancerdestâchesdecalcul
d’interface,i.e.,d’affecterdestâchesauxprocessuslégersdédiésà cepropos(voir
paragraphe5.2).La définitiond’une tâched’interfacesuit le mêmeprincipedécrit
auparagraphe4.3.3.1: il s’agitd’uneclasse-fonctionC++ surchargeantl’opérateur
’()’. Cetteclasse-fonctiondoit êtredérivéedela classeIfaceTask prédéfiniepar
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le noyaudeAHPIK. L’affectationdecestâchesauxprocessuslégersdecalculd’in-
terfacesefait à l’aide de la fonction domain: :SpawnIfaceTasks() appelépar une
tâchedetypeDomainTask. Celas’écrit commesuit :

class
UserIfaceTask: public IfaceTask
{

public :
void operator()( [. . . paramètres . . .] )
{

[. . . corps de la fonction . . .]
}

} ;
class
UserDomainTask: public DomainTask
{

public :
void operator()()
{

// . . .
domain: :SpawnIfaceTasks(UserIfaceTask()) ;
// . . .

}
} ;

4.3.4 Mise en œuvre parallèle avec ATHAPASCAN-0

La miseenœuvredeAHPIK s’appuiefortementsur le paradigmedeprocessus
légerscommunicants.Nousavonschoisid’utiliser la bibliothèqueATHAPASCAN-0
pourdeuxraisons: premièrement,la couchedeplushautniveauATHAPASCAN-1
était encoreen développementau début de ce travail. Deuxièmement,nousavons
voulu profiter desfonctionnalitésde plusbasniveauoffertespar ATHAPASCAN-0
pouruncontrôleplusfin duplacementetdel’ordonnancementdesprocessuslégers,
ainsiquedescommunicationsentreeux.

Afin d’obtenir un maximumd’indépendancede la bibliothèquesous-jacente,
les appelsaux fonctionsATHAPASCAN-0 sontcomplètementencapsuléesdansle
noyaudeAHPIK. Celapermetdesuivre l’évolutiondel’environnementATHAPAS-
CAN, ou mêmed’utiliser uneautrebibliothèquemariantlesprocessuslégerset les
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communications(par exemplelorsquedesimplémentationsde MPI-2[85] seront
disponibles).

L’ensembledesfonctionnalitésdeATHAPASCAN-0 quenousavonsutilisén’est
pastrèsvaste.La créationdeprocessuslégersestencapsuléedansuneclasseper-
mettantdemettreenœuvredesobjets“actifs” : il s’agitd’objetsayantunefonction
Start qui démarrel’exécutionenparallèled’unefonctionprédéfinie.Touslespa-
ramètresnécessairesàl’exécutiondecettefonctionsontpassésàcetobjetlorsdesa
créationou initialisation.La créationdu processuslégersa donctoujoursla même
formecarlesparamètresn’ont pasbesoind’êtrespécifiésàcemoment.

ÉtantdonnéqueAHPIK emploiedesprocessuslégersspécialisésdanslescom-
munications,nousutilisonsessentiellementdesprimitivesd’envoi et réceptionsyn-
chronesoffertespar ATHAPASCAN-0. Desprimitivesderéceptionasynchronesne
sontutiliséesquepourmettreenœuvrela terminaisondesprocessuslégersrécep-
teursqui sontindéfinimentenattentededonnées(danscecason utilise unerécep-
tion asynchronemultiple : le processuslégerredevient actif soit avec la réception
desdonnéesd’interface,soit avecunmessagedeterminaison).

4.3.5 Mise en œuvre parallèle avec MPI

Nous avons égalementmis en œuvreune versionde AHPIK baséesur la bi-
bliothèquede communicationMPI. Un programmeécrit à l’aide de AHPIK peut
s’exécutersur l’une ou l’autre versionsansmodificationdu codesource.Cepen-
dant,la versionMPI a unelimitation : elle nepermet,enl’état, d’affecterplusieurs
sous-domainesparprocesseur.

CetteversiondeAHPIK esttotalementbaséesurdesprimitivesdecommunica-
tion asynchronesoffertesparMPI afin dereproduirele mêmecomportementde la
versionbaséesurlesprocessuslégerscommunicants.
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L’environnementAHPIK aétéconçupourrépondreàdeuxobjectifs.Toutd’abord,
AHPIK estunoutil modulairedédiéà la miseenœuvrerapidedesméthodesmathé-
matiquesde décompositionde domaineet d’adaptationde maillagepermettantla
résolutiondeproblèmesd’EDP complexes.Le secondbut estdeproposerun envi-
ronnementparallèleconstruitautourdestechniquesdemultiprogrammationlégère
pour faciliter l’ordonnancementdestâcheslorsqueles calculssontdéséquilibrés,
l’utilisation d’algorithmesasynchronesdevenantnaturelle.

Danscecadre,la programmationparobjetsestintéressantecarellepermetd’ex-
primeraisémentuneconceptionmodulaireetgénériquepourle supportaudévelop-
pementde solveursparallèles.Ce paradigmede programmationnousa permisde
cacherdel’utilisateur lesdétailsd’unemiseenœuvreparallèleàbasedeprocessus
légers,et d’utiliser un mêmenoyauparallèlepourla miseenœuvred’un ensemble
deméthodes.

Danscechapitre,nousprésentonsd’abord(paragraphe5.1) lesdifférentsobjets
fournisparAHPIK pourla résolutiondeproblèmesd’EDP paruneméthodededé-
compositiondedomaine.L’exposérelie lesdifférentesclassesd’objetsauxcouches
logiciellesquenousavonsintroduitesdansle paragraphe3.3,figure3.4(afin defa-
ciliter la lecture,nousreproduisonscetteillustrationdansla figure5.1ci-dessous).
La miseenœuvreparallèlegénériquebaséesur les processuslégersestprésentée
dansle paragraphe5.2.On y distingueles interactionsentrelesdifférentesclasses
d’objets.Finalement,le paragraphe5.3 présentelesschémasdedécompositionde
domaineimplantés.

Athapascan
c

Schémas parallèles

Calculs spécifiques à chaque solveur
d

0:

1:

2:

3:

Metis, SparseLib++, MV++, IML++, SuperLU

Noyau de Ahpik

Figure 5.1 OrganisationdeAHPIK.
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5.1 Objets pour les méthodes de
décomposition de domaine

Lesélémentsmathématiquesintervenantdansla résolutiondeproblèmesd’EDP
par une méthodede décompositionde domainesont très différentsles uns des
autres: il est intéressantde choisir une représentationobjet pour ceux-ci.Cette
conceptionmodulairefacilite l’extensiondescouches2 et3 dela bibliothèqueAH-
PIK pour permettrela résolutionde nombreuxproblèmesd’EDP. La couche1, le
noyaudeAHPIK, restevalidequelsquesoientle problèmed’EDPet la méthodede
décompositiondedomainechoisis.

Lesparagraphes5.1.1et 5.1.2présententlesprincipalesclassesd’objetsinter-
venantdansla définitiond’un problèmed’EDP dansun sous-domaine(ou dansle
domainecompletdansle cassansdécompositiondedomaine).Lesclassesrelatives
à l’enchaînementdetâchesspécifiquesauxsolveurs(point fixe,gradientconjugué)
sontdécritesdansle paragraphe5.1.3.Elles implémententles schémasparallèles
utiliséspourrésoudreitérativementle problèmeissudela modélisationparunemé-
thodededécompositiondedomaine.Lesclassesdécrivantlescalculsspécifiquesà
uneitérationsontprésentéesdansle paragraphe5.1.4.

5.1.1 Classes caractérisant les problèmes d’EDP

AHPIK proposedeux classespour la discrétisationde problèmesd’EDP : la
classeFEM pour uneméthoded’élémentsfinis et la classeFDM pour les schémas
de différencesfinies. La fonction principalede la classeFEM estde construirele
systèmelinéaire (classeLinearEqSystem) correspondantau problèmed’EDP
discrétiséà l’aide d’un maillage(classeMesh). DansAHPIK il y a égalementune
classenomméeAdaptive2DMesh qui estutiliséepourdesproblèmesavecadap-
tationdemaillage.La classeFEM encapsulelesprocéduresdebasede la méthode
dediscrétisation: constructiondesfonctionsdebase,procéduresd’intégration,etc.
La classeFDM diffèredela classeFEM dansla mesureoùla constructiondusystème
n’a pasbesoindu maillage.L’assemblageestfait demanièreclassiqueà l’aide de
« stencils» (voir section3.2.2).LesclassesFEM et FDM servent à définir d’autres
classes,ellessontditesabstraitescarellesnepeuventpasêtreinstanciéesdirecte-
ment.

La hiérarchiede classespour les solveursclassiques[27, 10] de systèmesli-
néaires(figure 5.2) estd’un niveaud’abstractionprochedesformulationsmathé-
matiques.
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LinearEqSystem Matrix

Vector

LinearEqSolver

Preconditioner

IterativeSolverDirectSolver

CGGMRES

Figure 5.2 Hiérarchie declassespour lessolveurs classiquesdesystèmeslinéaires

Dansla figure5.2, lessolveursitératifset directssontdérivésdela classeabs-
traiteLinearEqSolver qui utilise la classeabstraiteLinearEqSystem pour
la représentationdu systèmelinéaire à résoudre.Les différentscomposantsdes
systèmeslinéaires(matrices,vecteurs,etc.)sont les classesMatrix, Vector et
Preconditioner. Cetteorganisationhiérarchiqueenclassesa permisl’emploi
debibliothèquesexternestellesqueSparseLib++[55]pourle stockageet la manipu-
lation dematricescreuseset devecteurs,IML++[130] pourlesméthodesitératives
derésolutiondesystèmeslinéaires,et SuperLU[52]pourlesméthodesdirectes.

À chaquenouveauproblème,le programmeurdoit écrireuneclassedérivéede
FEM ou de FDM. Cetteclassedéfinit les fonctionscalculantles contributions de
chaquenœudoudechaqueélémentdumaillageauxmatricesderigidité etdemasse,
ainsiquelesconditionsauxlimites.Cesfonctionssontutiliséespourl’assemblage
dusystèmelinéairecorrespondantauproblèmed’EDPdiscret.

5.1.2 Composants géométriques de la décomposition du
mailla ge

D’un point devue informatique,l´étapegéométriquededécompositiondu do-
maineesttraitéà l’aide dela classeSubDomain. Elle contientla descriptiongéo-
métriqued’un maillage(nœuds,élémentsetarêtes)àlaquelleonrajoutelesdescrip-
tionsdespartiesfrontières,desinterfaceset,pourlesméthodesavecrecouvrement,
lesfrontièresderecouvrement.Chacundessous-domainesestassociéàunobjetde
cetteclasse.
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La constructionhiérarchiquede cesobjetsgéométriquesest illustrée dansla
figure 5.3. Danscettefigure,uneflècheen trait plein de e vers f indiquequela
classef héritedela classee , tandisqu’uneflècheenpointilléede e vers f indique
quela classef utilise la classee poursaconstruction.

Adaptive2DMesh

SubDomain

Interface Boundary

Figure 5.3 Hiérarchie declassespour la représentationdessous-domaines

Plus précisément,la classeAdaptive2DMesh code la descriptiongéomé-
triqueadéquatepourreprésenterdesmaillagesadaptatifs(élémentsfinis) structurés
ou non-structurésendeuxdimensions.Selonlesexigencesdu problèmeà résoudre
(parexemplemaillageentrois dimensions),elle peutêtreremplacéeparuneautre.
La classeBoundary fournit lesinformationssurlespointsdediscrétisationsitués
sur la frontière dessous-domainescommuneau domaineglobal. La classeIn-
terface décritl’ensembledespointsdediscrétisationappartenantauxinterfaces,
celle-ci contientplus ou moins d’informations,elle est adaptéeà la méthodede
décompositiondedomaine.

Chacundessous-domainesestassociéàun objetdela classeSubDomain.

5.1.3 Suppor t au développement de solveur s

DansAHPIK, le supportaudéveloppementdesolveursparallèlesdedécompo-
sition dedomaineestfourni par la classedebaseDomainTask (voir paragraphe
4.3.3).Lesclassesdela couche2 (voir figure5.1)dériventdeDomainTask. Elles
précisentl’enchaînementdesétapesde résolution(point fixe, paragraphe5.3.1.1,
ou gradientconjugué,paragraphe5.3.1.2)du problèmeissudela modélisationpar
uneméthodededécompositiondedomaine.

La classeDomainTask appartientaunoyaudeAHPIK. Au démarragedu pro-
cessusderésolution,le noyaudeAHPIK créele réseaudeprocessuslégersetdéter-
minele graphedescommunicationsnécessaireaufonctionnementd’un objetdérivé
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de la classeDomainTask. Cetteclasseestdoncla couchelogicielle communeà
touslessolveursdedécompositiondedomaine,elleestabstraitecarellenecontient
paslesinstructionsdéfinissantle schémaderésolutionparuneméthodededécom-
positiondedomaine.

5.1.4 Les calculs spécifiques à chaque solveur

DansAHPIK, lesaspectsnumériquessontcomplètementdissociésdela gestion
du parallélisme.Étant donnéun schémaparallèle,l’implantation d’une nouvelle
méthodededécompositiondedomaine,i.e. d’un nouveausolveur, impliquela dé-
finition d’uneclasseC++ fournissantquelquesfonctionspré-définiesqui “remplis-
sent” le schémaparallèle.Cetteclassediffèred’uneméthodeà l’autre à causedes
spécificitésmathématiques: lesstructuresdedonnéeset lesopérateursélémentaires
sontadaptésà la méthodeconsidérée.

Prenonscommeexempleun schémaderésolutiondu problèmed’interfacepar
uneméthodede point fixe (voir 5.3.1.1).La figure 5.4 illustre la définition d’un
solveurbasésurceschéma.

class NewSolver
{

public :
// Calcul local sur les variables intérieures au sous-domaine.
templateg class LinearEqSystemh
void LocalComputation(LinearEqSystem& system) ;

// Calcul/misea jour des variables associéesi l’interface d’indice k.
// Le vecteur v représentela contribution externe au calcul d’interface.
templateg class Vectorh
void InterfaceComputation(int k, const Vector& v) ;

// Définition de la contribution locale.
templateg class Vectorh
void LocalContribution(int k, Vector& v) ;

} ;

Figure 5.4 Déclaration d’uneclassedérivéed’un schémaparallèle AHPIK
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Lesprincipalesfonctionsà fournir pourcomplétercetteclassesont:
– LocalComputation : cettefonction spécifiela méthodeutiliséepour la

résolutiond’un problèmed’EDP dansun sous-domaine,cequi permetd’uti-
liser AHPIK dansle casd’applicationsnécessitantle couplagede modèles
différents;

– LocalContribution : cettefonctionextrait les informationssur l’inter-
face;

– InterfaceComputation : cettefonctioncalculeet/oumetà jour lesva-
riablesassociéesàuneinterface;

Cestrois fonctionsmanipulentla matricederigidité et lesvecteursreprésentantle
secondmembre,la solutionà l’itération antérieureet la solutionactuelle,qui sont
desobjetsappartenantà la classeLinearEqSystem.

La figure5.5 illustre nosproposenprenantpourexemplela fonctionLocal-
Computation qui effectuela résolutiond’un systèmelinéairepar uneméthode
directe.On remarquel’appel à la fonction SolveLU définiedansla classeDi-
rectSolver. Sesparamètressontlescomposantsdu systèmelinéaire: matrice,
vecteurdesinconnueset secondmembre.

templateg class LinearEqSystemh
void
NewSolver : :LocalComputation(LinearEqSystem& system)
{

// Lecture de l’indice de la solution i l’itération actuelle.
int curr = system.CurrentSolutionIndex() ;

// Résolutionde Ax=b par une méthodedirecte.
SolveLU(system.SelectMatrix(), // matrice de rigidité

system.SelectSolution(curr), // solution cherchée
system.SelectRHS()) ; // vecteur du secondmembre

}

Figure 5.5 Exempled’implémentationdeLocalComputation.

Lors del’implantationd’unenouvelle méthode,le programmeurtravaille donc
surunobjetdela classeLinearEqSystem. Il n’a a priori pasàrefairele schéma
d’échangede messages.La méthodeutilisée pour la résolutiondu système(gra-
dientconjugué,relaxation,etc.)estdéfiniepar l’utilisateur. Il peutchoisirunedes
méthodesdéjàdisponiblesdansAHPIK ou bienfournir sespropresroutinesdecal-
cul.
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La structuremodulairequenousvenonsdeprésentera étéutiliséepourla mise
enœuvred’uneméthodesansrecouvrement,synchrone(lesinterfacesétanttraitées
par une méthodede Schurduale)et de méthodesavec recouvrement(Schwarz)
synchroneetasynchrone.Notreobjectifn’estpasdedévelopperla partienumérique
de cescodes,maisd’offrir un outil d’implantationflexible et modulairepour des
exécutionsparallèles.Le portaged’autrescodesnumériquesestenvisagé.

5.2 Mise en œuvre parallèle

UneapplicationAHPIK estglobalementorganiséedansunmodèleSPMD(Single
ProgramMultiple Data). LessolveursparallèlesdeEDPsontimplantéscommeun
ensemblede tâchesinteragissantes,chaquetâcheétantexécutéepar un processus
légerspécialisé.

Dans AHPIK, un processuslourd est associéà chaqueprocesseur1. Dans la
méthodede décompositionde domaine,ceprocessusgèreun (ou plusieurs)sous-
domainepourlequelsontdéfinisunensembledeprocessuslégersparmilesproces-
sussuivants:

– processuslégerdecalculslocaux: il exécutela tâchejlkm pourlesous-domainen k enappelantla fonctionLocalComputation, puisil extrait lesdonnées
d’interfaceenappelantla fonctionLocalContribution, cesontlesfonc-
tionsmentionnéesdans5.1.4.Ceprocessusappellerégulièrementlesproces-
suslégersdecalcul d’interface et decommunication, et occasionnellement
le processuslégerde contrôle de convergence(par exemplepour les mé-
thodesdepointfixe);

– processuslégerdecalculs d’interface : il exécutela tâchej k4op pour l’inter-
face q k4o entrelessous-domaines

n k et
n o . Il appellela fonctionInterfa-

ceComputation, mentionnéeen5.1.4;
– processuslégersde communication (envoi ou réception): ils envoient ou

reçoiventlescontributionslocales/externespourle calculdel’interfaceq k4o .
– processuslégerde contrôle de convergence: il calculel’erreur localecor-

respondantà l’itération courantedansle domaine
n k .

Cesprocessuslégerssontdéfinisdansdesclassesdu noyaudeAHPIK. Ils sont
ordonnancésselonla disponibilitédesdonnéesdontils dépendent.Quandun sous-
domainea plus d’une interface,descalculsd’interfacepeuvent être exécutésen
parallèlepar les différentsprocessuslégersdèsque leurs donnéesd’entréesont

1Un seulprocesseurpourraitgérerplusieursprocessuslourds.
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disponibles.

Pourcompenserl’effet négatifde la synchronisationinhérenteà certainesmé-
thodes,AHPIK permetd’affecterplusd’un sous-domaineparnœud.Cettetechnique
estutile pourrecouvrirlescommunicationsavecducalcul.

Génériquement,le comportementdescommunicationsetsynchronisationsentre
lesprocessuslégersestdéfini parun desschémasparallèles(voir paragraphe5.3).
Ce comportementest illustré dansla figure 5.6. On y retrouve tousles processus
légerscitésprécédemment.

(n+1)

(n)
itération

itération

sous−domaine 1
Processus légers du Processus légers du

sous−domaine 2
Processus légers du

sous−domaine 3

T1
Ω

T1
Ω

Tγ
12 Tγ

21 Tγ
23 Tγ

32

TΩ
 2 TΩ

 3

TΩ
 2 TΩ

 3

communication

synchronisation

de calculs locaux
contrôle des PL

contrôle des PL
de calculs d’interface

Figure 5.6 Schémaparallèle génériquepourunedécompositionen3 sous-domaines

5.3 Schémas parallèles génériques pour la
décomposition de domaine

5.3.1 Composition d’un schéma

DansAHPIK, lesschémasparallèlesdéfinissentl’enchaînementdestâches(cal-
culsetcommunications)aucoursduprocessusderésolutionitératif. Ils comprennent
la sélectiond’un modedecommunication(synchroneou asynchrone)pourlescal-
culsd’interfaceet pourle contrôledeconvergence(opérationsglobales).
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Lesschémassontgénériques.Ils sontimplantéssousformedefonctions« tem-
plates» C++paramétréespardesclassesreprésentantle sous-domaine,leséléments
du systèmelinéaireà résoudre,et lescalculsspécifiquesà uneméthodededécom-
positiondedomaine.Celapermet,parexemple,d’utiliserunmêmeschémapourdes
problèmesbidimensionnelsou tridimensionnelsà partir du momentoù lesclasses
correspondantesexistent.De même,les schémassont indépendantsdesstructures
dedonnéesreprésentantle systèmelinéaire.L’utilisateurpeutainsi opterpourses
propresclassesdevecteurs,matricesetpréconditionneursoubienutiliserlesclasses
disponiblesdansAHPIK.

Cetteconstructiongénériqueimplique l’utilisation de classesayantquelques
fonctionnalitésprédéfinies.Cesfonctionnalitésvarient selonla méthodeitérative
globalequi caractériseun solveurde décompositionde domaine.Nousallonsap-
profondir la questiondansles deuxparagraphessuivants.Le premierprésenteles
solveursitératifsbaséssuruneméthodedepoint fixe. Nousprésentonsensuiteles
spécificitéscaractérisantlessolveursbaséssuruneméthodedeKrylov ennousap-
puyantsurla méthodedu gradientconjugué.

5.3.1.1 Schéma pour solveur s reposant sur une méthode de point
fix e

Lesschémasitératifssecaractérisentparle calculd’approximationssuccessives
d’unefonction rtsvuTwyx9u , la séquencegénéréeayantla formeu k4zT{ x9u k�|H} svu k w�~
où } sEuTwlx�rtsvuTw��Hu . Danscecas,trouver le point fixe de rGsEuTw revient à résoudre} svuTw�x'� .

Le schémaparallèleAHPIK effectuantle calcul itératif global d’un solveurde
décompositiondedomaineparuneméthodedepointfixeestprésentédansla figure
5.7.On y distingue:

– lasélectiondumodedecontrôledeconvergence(ligne10).Danscetexemple,
il s’agitd’un contrôledeconvergenceasynchroneoù lesopérationsderéduc-
tion (ligne 23) ne bloquentpas le processusléger appelant.Une nouvelle
itérationpeutainsis’initier avantquetouslescalculslocauxsoientterminés
pourtouslessous-domaines;

– la sélectiondu modede communicationentrevoisins (ligne 11). Danscet
exemple,lescommunicationssontsynchrones;

– la définition des liens communicantsassociésà chaqueinterfacedu sous-
domainetraité(lignes12à16);
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– le calculitératif (lignes18à29);
– l’appel à la fonctiondecalculslocaux(ligne20);
– le lancementdestâchesde calcul d’interface(ligne 21). Cestâchess’exé-

cutenten parallèlepour chaqueinterfaceentrele sous-domainetraité et un
sous-domainevoisin;

– le calculdu résidulocal (ligne22);
– le calculdel’erreur correspondanteaucalculitératif global(ligne 23).

1 templateg class DDMethod, class Systemh
2 int
3 DDSyncFPDriver(const DDMethod& method, System& system,
4 int& max iter, double& tolerance)
5 {
6 int i, k, iter ;
7 double err;
8 Residualresid;
9

10 SelectControlMode(AsyncControlMode) ;
11 SelectCommMode(SyncCommMode) ;
12 for (i = 0 ; i g IfaceCount() ; i++)
13 {
14 InterfaceDataOut(i, method.DataOut(i)) ;
15 InterfaceDataIn(i, method.DataIn(i)) ;
16 }
17

18 for (iter = 1 ; iter g = max iter ; iter++)
19 {
20 method.LocalComputation(system) ;
21 SpawnIfaceTasks(IfaceTask(), method, system) ;
22 resid = system.CalcResidual(L2Norm) ;
23 err = Reduce(resid, L2Norm) ;
24

25 if (err g = tolerance)
26 break;
27

28 system.NewCurrentSolution() ;
29 }
30 }

Figure 5.7 Schémaparallèle typiqued’uneméthodedepoint fixe.

Lorsquel’on utilise un schémacommecelui de la figure 5.7, la classerepré-
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sentantla méthodede décompositionde domainedoit obligatoirementfournir les
fonctionssuivantes:

– DataOut etDataIn qui retournentrespectivementla donnéeà envoyer au�6����G�
sous-domainevoisin et l’adressede la placemémoirepour la donnée

qui serareçuedecesous-domaine.Cesfonctionsfournissentlesparamètres
d’entréepourlesfonctionsInterfaceDataOut etInterfaceDataIn
du noyau de AHPIK qui créentles processuslégersde communication(cf.
paragraphe4.3.3.2);

– LocalComputation etInterfaceComputation qui définissentres-
pectivementles calculslocauxet les calculsd’interface,ainsi queLocal-
Contribution qui calculela donnéeàenvoyerau

� ����G�
sous-domainevoi-

sin (cf. paragraphe5.1.4).

5.3.1.2 Schéma pour solveur s de type gradient conjugué

Les méthodesde type gradientconjuguésontsouvent utiliséespour accélérer
la convergenceducalculitératif globald’un solveurdedécompositiondedomaine.
Lorsquel’on utilise cetypedeméthode,le schémaparallèlediffère légèrementde
celui présentéauparagrapheprécédent.En effet, lesproduitsscalaireset le calcul
denorme(voir paragraphe4.2.2)introduisentdespointsdesynchronisationglobale
supplémentaires.Or unschémacommeceluidela figure5.7necontientqu’unseul
point desynchronisationglobale.NousavonsdoncinclusdansAHPIK un schéma
parallèlespécifiquepour les solveursde type gradientconjugué.Ce schémasup-
posequelesinterfacesentrelessous-domainessontgéréesdemanièredisjointe: il
résoutplusieurssystèmesd’interfaceau lieu d’un systèmeunique(voir ci-dessous
pourplusdedétailssurl’algorithme).Nousavonsutiliséceschémapourla miseen
œuvred’un solveurbasésur l’algorithmed’Uzawa pour la méthodedeSchurdual
(voir paragraphe5.4.5).Ce schémaestnéanmoinsgénériqueet peutpar exemple
s’appliquerà la méthodedu complémentdeSchurprimal lorsqueles interfacesne
possèdentpasdepointsencommun.La figure5.8présentele codeC++ correspon-
dant.On y distingue:

– la sélectiond’un comportementsynchronepour le contrôlede convergence
et la communicationentrevoisins(lignes9 et 10). L’algorithmedu gradient
conjuguéparallèleesttypiquementsynchrone,la convergencedela méthode
n’étantpasprouvée,ànotreconnaissance,pourdesitérationsasynchrones;

– la définition des liens communicantsassociésà chaqueinterfacedu sous-
domainetraité(lignes13et 14);

– l’initialisation dela méthode(lignes17à21),puisle calculitératif (lignes23
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à 29);
– les appelsaux fonctionsde calculslocaux (lignes 17, 25 et 30). Les deux

premièrescorrespondentà la résolutiond’un systèmelinéaire(cf. algorithme
auparagraphe4.2.2).La troisièmecorrespondà la miseà jour du vecteurde
solutioncorrespondantausous-domainetraité;

– le lancementdestâchesdecalculd’interface(lignes18,26,31 et 37);
– le calcul du résiduinitial (ligne 19) puis du résiduà chaqueitération(ligne

32),ainsiquele calculd’un produitscalaireglobal(ligne27)pourdéterminer
le pasdedescente� (ligne 28) àchaqueitération.

LestâcheslancéesparSpawnIfaceTasks s’exécutentenparallèlepourchaque
interfaceentrele sous-domainetraitéetunsous-domainevoisin.La figure5.9four-
nit un exempledu codeC++ exécutépar cestâches.Elles comprennenttypique-
ment:

– l’appel à unefonctionqui calculela contribution localeaucalculd’interface
(ligne 8);

– un échangededonnéesentresous-domainesvoisins(ligne9) ;
– l’appel àunefonctioneffectuantuncalculd’interface(ligne 10).

Remarque1 : L’algorithmegénériquedu gradientconjuguéprésentéau para-
graphe4.2.2admetplusieursdécompositionsentâchesdecalculslocauxetdecal-
culsd’interface. La décompositionquenousavonschoisimetenévidencelespoints
desynchronisationglobales.Leschémadela figure5.8nes’occupequedel’enchaî-
nementdestâches,lescalculseffectifssontfournispar uneclasse(ici DDMethod)
externeau schéma.On pourrait tirer parti du caractère génériquedel’algorithme
4 pour construire un schémacontenantaussiles calculset les structuresde don-
néesreprésentantlesvecteurs inhérentsà la méthodedu gradientconjugué.Dans
cecas,un objet de la classeDDMethod n’aurait besoinqued’indiquer lesdiffé-
rentssous-blocsdu système, conformémentà la décompositiongénériqueprésenté
auparagraphe2.3.3.3.

Remarque2 : On peutenvisager unschémasimilaireoù le traitementdesinter-
facesestfait demanièreglobale, i.e., où l’on résoutunsystèmed’interfaceunique.
Nousnel’avonspasprogrammé,maisl’identificationdestâchespouruntel schéma
peutsefaire facilement.
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1 templateg class DDMethod, class Systemh
2 int
3 DDSyncCGDriver(const DDMethod& method, System& system,
4 int& max iter, double& tolerance)
5 {
6 int i, iter ;
7 double normgd0, normgd1, psi dot p, alpha, beta;
8

9 SelectControlMode(SyncControlMode) ;
10 SelectCommMode(SyncCommMode) ;
11 for (i = 0 ; i g IfaceCount() ; i++)
12 {
13 InterfaceDataOut(i, method.DataOut(i)) ;
14 InterfaceDataIn(i, method.DataIn(i)) ;
15 }
16

17 method.LocalComputation1(system) ;
18 SpawnIfaceTasks(IfaceTask1(), method, system) ;
19 normgd0 = Reduce(method.CalcResidual(), Sum) ;
20 if (normgd0 g = tolerance)
21 return 0 ;
22

23 for (iter = 1 ; iter g = max iter ; iter++)
24 {
25 method.LocalComputation2a(system) ;
26 SpawnIfaceTasks(IfaceTask2a(), method, system) ;
27 psi dot p = Reduce(method.CalcDot(), Sum) ;
28 alpha = normgd0 / psi dot p ;
29

30 method.LocalComputation2b(system, alpha) ;
31 SpawnIfaceTasks(IfaceTask2b(), alpha, method, system) ;
32 normgd1 = Reduce(method.CalcResidual(), Sum) ;
33 if (normgd1 g = tolerance)
34 return iter ;
35

36 beta = normgd1 / normgd0;
37 SpawnIfaceTasks(IfaceTask2c(), beta, method, system) ;
38 normgd0 = normgd1;
39 }
40 }

Figure 5.8 Schémaparallèle typiqued’uneméthodedegradientconjugué.
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1 class
2 IfaceTask1: public IfaceTask
3 {
4 public :
5 templateg class DDMethod, class Systemh
6 void operator()(DDMethod& method, System& system)
7 {
8 method.LocalContribution1(IfaceId(), system) ;
9 IfaceExchange() ;

10 method.InterfaceComputation1(IfaceId(), system) ;
11 }
12 } ;

Figure 5.9 Exempledecodepour unetâchedecalcul d’interface.

5.3.2 Les différents schémas et leur représentation
graphique

Dansle paragrapheprécédent,nousavonsmontréqueAHPIK offre desméca-
nismesflexibles pour la compositiondesschémasparallèles.Les multiplespossi-
bilités pour l’enchaînementdestâcheset les modesde communicationentreelles
conduisentà desprogrammesparallèlesayantdescomportementsdifférentsface
aux éventuelsdéséquilibresde charge. Celas’observe surtoutsur plusieursitéra-
tionsdela méthodededécompositiondedomaine.Demême,chaqueitérationd’un
solveur(pointfixeougradientconjugué,parexemple)auncomportementparallèle
caractéristiquequi résultedespoints de synchronisationglobaleet despoints de
synchronisationentresous-domainesvoisins.

Dansceparagraphe,nousillustronsle comportementdedifférentsschémaspa-
rallèlesà l’aide d’unereprésentationgraphiquedeleur exécution.Lesdiagrammes
quenousallonsprésenteront étégénérésà l’aide de l’outil PAJÉ 2[51], développé
auseinduprojetAPACHE. Cetoutil permetla visualisationdetracesd’exécutionde
programmesparallèlesbaséssur le paradigmedeprocessuslégerscommunicants.
Lestracesquenousallonsvisualiseront étégénéréesparuneversioninstrumentée
dunoyaudeAHPIK.

La fenêtreprincipalede PAJÉ fournit un diagrammeespace-tempsmontrant

2L’URL de la pageofficielle du projet est la suivante: http://www-apache.imag.fr/
software/paje
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l’activité desfils d’exécutiondanslesnœudsdela machineparallèle.Cediagramme
combinelesétatsdechaquefil d’exécutionet lescommunicationsentreeux.L’axe
horizontalreprésentele temps.Lesfils d’exécutionsontgroupésparnœudssuivant
l’axe vertical. Les communicationssont représentéespar desflèches,tandisque
l’état desfils d’exécutionest représentépar desrectangles.Le diagrammeutilise
descouleurspourindiquerle typedecommunicationou l’activité desfils d’exécu-
tion.

laplace-uzawa-allsync-3nodes-lu.trace  —  ~/traces/collection

     9.691362

Thread State Communication

Synchronization

0 5 10

X Programa
da deinha

Node 0 Thr 0:6214

Thr 0:6219

Node 1 Thr 1:7129

Thr 1:7134

Thr 1:7136

Thr 1:7137

Node 2 Thr 2:5506

Thr 2:5511

Thr 2:5513
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Figure 5.10 Visualisationduschémadepointfixesynchronepour la méthode
d’Uzawa: casparfaitementéquilibré.

Lafigure5.10illustrel’exécutiond’unprogrammeutilisantlaméthoded’Uzawa
pourrésoudrele problèmedePoissonsurundomainedécomposéen2 sous-domai-
nes.Afin defaciliter la compréhensiondu diagramme,nousavonsutilisé 3 nœuds
pourcetteexécution,le nœud0 étantconsacréuniquementaucalculdel’erreurglo-
bale.Le premierprocessuslégerdechaquenœudestresponsabledel’initialisation
de AHPIK, il n’intervient pasau coursdu calcul.Sur les nœuds1 et 2 on trouve,
dansl’ordre d’apparition,lesprocessuslégerssuivants:

– unprocessuslégerresponsabledestâchesdecalculslocaux
– un processuslégerresponsabledestâchesdecalculd’interface,qui fait aussi

lesenvoisdedonnéesauxsous-domainesvoisins
– unprocessuslégerderéceptiondesdonnéesd’interface
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Chaquetrait horizontalreprésentelesdifférentsétatsd’un processusléger. Les
rectanglesplus clairs indiquentles intervallesde tempsoù le processuslégerest
bloqué(enattentedecommunicationoulorsd’unesynchronisation).Lesrectangles
plusfoncéscorrespondentauxintervallesoù le processuslégerest« activable».

Le programmecorrespondantà la figure 5.10 effectue 10 itérationspour la
convergencede la méthodededécompositiondedomaine.La chargedecalculest
bienéquilibréecar le maillaged’origine a étédécoupéendeuxmaillagesdetaille
identiqueet la résolutiondesproblèmeslocauxest faite par uneméthodedirecte
(factorisationLU). Celasetraduitpardeséchangesdedonnéestrèsrégulières,avec
destempsd’attentenégligeablesparrapportauxtempsoù lesprocesseurssontac-
tifs.

On observe dansla figure 5.11quecet équilibreestperturbélorsquel’on uti-
liseuneméthodeitérativepourla résolutiondesproblèmeslocaux,i.e. lorsquel’on
travaille avecuneméthode2 niveaux(« two-stagemethods»). Pourle problèmeen
question,le solveurlocal surle nœud2 convergemoinsvite quesurle nœud1. Par
conséquent,cedernierresteinactif entredeuxitérations,enattentedecommunica-
tion avecle voisin.

laplace-uzawa-allsync-3nodes-iter.trace  —  ~/traces/collection

    12.456430
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Figure 5.11 Visualisationdu schémadepointfixesynchronepour la méthode
d’Uzawa: déséquilibre decharge provenantdel’utilisation d’un solveur
local itératif.
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Sur cesexemples,le contrôlede convergence(calcul de l’erreur globale)est
effectuéà l’aide d’un point desynchronisationentreprocesseursaprèschaqueité-
rationdela méthodededécompositiondedomaine.Danscesdiagrammes,lesmes-
sagespour la miseen œuvredesréductionsglobalesseconfondentavec lescom-
municationsentrevoisins.La figure5.12montrel’exécutiondu mêmeprogramme
desfiguresprécédentespour unedécompositionen 4 bandesverticales.Le sous-
domaine1 estaffectéau nœud1 et ainsi de suite.Le découpagegéométriqueest
tel queles sous-domainesdu milieu (2 et 3) ont 2 voisins,tandisqueceuxsitués
auxextrémités(1 et 4) nepossèdentqu’un seul.Danscetexemple,le maillagedu
premiersous-domaineestplusfin (1625nœuds)queceluidesautressous-domaines
(1105nœudsdanschacundesmaillagescorrespondants).Celaengendredestemps
d’attentevisiblessurlesprocessuslégersexécutantlestâchesdecalculslocaux.La
synchronisationglobaleà la fin dechaqueitérationfait quel’exécutionsoit caden-
céeparle processeurpluschargé.

Il convientderemarquerquepouruneméthodedepointfixe,lecalculdel’erreur
sertuniquementà arrêterle calcul itératif. La normecalculéen’entrepasdansles
calculsdelaprochaineitération,commec’estlecaslorsquel’on utiliseuneméthode
deKrylov. Onpeutdonceffectuerle contrôledeconvergencedefaçonasynchrone:
au lieu d’attendrela valeurde l’erreur globale,chaqueprocesseurayantfini une
itérationentamele calculdela prochaine(lescommunicationsentrevoisinsrestent
synchrones).Pourla décompositionen4 bandesverticalescitéeprécédemment,le
choix d’un contrôledeconvergenceasynchroneproduit le diagrammede la figure
5.13. On remarquesur ce diagrammeun processusléger additionnelsur chaque
nœud: il s’agitd’unprocessuslégerquiattendqueleprocessusléger“coordinateur”
envoie les résultatsdesopérationsglobales(réductions)asynchrones.L’exécution
estmaintenantcadencéepar leséchangesdedonnéesentresous-domainesvoisins.
Celafait queles nœudséloignésdu nœudplus chargé effectuentplus d’itérations
dansun mêmeintervalledetemps.

Itérations async hrones Nousnousintéressonsmaintenantà montrerle com-
portementparallèled’un schémadecalculeffectuantdesitérationsasynchrones.À
titre comparatif,nouscommençonsparprésenter, dansla figurefigure5.14,l’exé-
cutiond’un programmeutilisantuneméthodedeSchwarzsynchroneclassiquepour
résoudrele problèmed’EDP� �����Q�Q�
��� | �����T�
��
� | �������6��
� | ����� x r dans

n ~� x � sur ���
Le domained’origine est décomposéen 4 sous-domaines(bandesverticales)se
recouvrant.Commedanslesexemplesprécédents,on affecteun sous-domainepar
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laplace-uzawa-allsync-5nodes-desequi-lu.trace  —  ~/traces/collection
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Figure 5.12 Visualisationd’exécutionpour unedécompositionen4 sous-domaines:
contrôledeconvergencesynchroneclassique.

nœudde calcul, le sous-domaine1 sur le nœud1 et ainsi de suite.La charge de
calculestlégèrementdéséquilibréeentrelesnœuds,cequi induit lestempsd’attente
visibles surtoutsur le nœud4. Sur ce diagramme,on distinguefacilementla fin
dechacunedes11 itérations: il suffit de repérerlescommunicationsglobalesqui
synchronisenttouslesnœuds.

Lorsquel’on utilisedescommunicationsasynchrones(globalesetentrevoisins)
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laplace-uzawa-convasync-5nodes-desequi-lu.trace  —  ~/traces/collection
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Figure 5.13 Visualisationd’exécutionpourunedécompositionen4 sous-domaines:
contrôledeconvergenceasynchrone.

dansce solveur, le diagrammed’exécutionparallèlea la forme présentéedansla
figure5.15.Deuxremarquesimportantesressortentdecetteillustration: première-
ment,le processusitératif estmoinsstructuréquecelui de la figure5.14.En effet,
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schwarz-synchrone-4sds.trace  —  ~/traces/collection

      150.066

Thread State Communication

Synchronization

0

X Programa
da deinha

Node 0 T 0:15929

T 0:15934

Node 1 T 1:12075

T 1:12080

T 1:12082

T 1:12083

Node 2 T 2:12794

T 2:12799

T 2:12801

T 2:12802

T 2:12803

T 2:12804

Node 3 T 3:11531

T 3:11536

T 3:11538

T 3:11539

T 3:11540

T 3:11541

Node 4 T 4:17482

T 4:17487

T 4:17489

T 4:17490

ms

Figure 5.14 Diagrammeillustrant l’exécutiondela méthodedeSchwarzadditif
synchrone.

lesitérations“se mélangent”à causedela désynchronisationdescommunications,
il n’estpluspossiblededéterminerl’itération courantedemanièreglobale.Deuxiè-
mement,onremarquequelesprocessuslégersexécutantlestâchesdecalculslocaux
sonttoujoursactifs.Ils nebloquentjamaisenattentededonnées.
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schwarz-asynchrone-4sds.trace  —  ~/traces/collection
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Figure 5.15 Visualisationd’exécutiondela versionasynchronedela méthodede
Schwarzadditif.

Multiples sous-domaines par nœud de calcul Un desatoutsde AHPIK

résidedansla facilité d’affecterplusieurssous-domainesparnœuddecalcul.Cela
est illustré dansla figure 5.16 pour la résolutiondu problèmede Poissonsur un
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domainedécomposéen4 sous-domaines.Nousutilisons2 nœudspourcetteexécu-
tion. Chaquenœudtraite2 sous-domaineset il n’y a pasde nœuddédiéau calcul
de l’erreur globale: le processusléger correspondantpartagele processeuravec
lesprocessuslégersresponsablesdestâchesdecalcullocaux,decalculd’interface,
etc.La méthodede décompositionde domainechoisiepour cet exempleestcelle
de Schurdual (algorithmed’Uzawa), avec unerésolutionglobalepar méthodede
pointfixe.

Les sous-domainesayantdestailles différentes,on effectueun placementde
manièreà équilibrerla chargesur les2 nœuds.On remarquesur la figure5.16que
lesprocesseurssontbienutilisés: àuninstantdonné,il y apratiquementtoujoursun
processuslégeractif pourlestâchesdecalculslocaux.Cescalculssontdéclenchés
automatiquementavecla disponibilitédesdonnées.

5.4 Les méthodes de décomposition de
domaine implantées

Dansceparagraphe,nousnousattachonsà montrerlescalculs(locauxet d’in-
terface)caractérisantchaqueméthodede décompositionde domaineimplantéeà
présentdansAHPIK.

Tousles solveurscomprennentuneprocédured’initialisation qui construitles
structuresdedonnéesspécifiquesàchaqueméthode.

5.4.1 Schwarz additif sync hrone

Pournotremiseenœuvredela méthodedeSchwarzadditif, la systématiquede
découpageentâchesdu chapitre4 nousdonne,pourchaquesous-domaine� � :

– unetâchedecalculslocaux ¡ �¢ qui effectuela résolutiondu systèmelinéaire
issude la discrétisationpardifférencesfiniesdu problèmed’EDP posédans
cesous-domaine.À chaqueitération £¥¤§¦�¨6©ª¨�«¬«�« , il s’agit derésoudre­ �4��®°¯� ¤'±²¯´³¶µ� «
Le secondmembre±U� prendencomptelesconditionsauxlimites,il estmisà
jour àchaqueitérationdela méthodededécompositiondedomaine.La tâche¡ �¢ de l’itération £ nécessiteles valeursdu secondmembre±K� à l’itération£¸·¹¦ ;
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multi-laplace-uzawa-allsync-3nodes-desequi-lu.trace  —  ~/traces/collection
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Figure 5.16 Diagrammed’exécutionavecdeuxsous-domainespar nœuddecalcul.

– un ensemblede tâches¡ �4º» , en nombreégal au nombrede sous-domaines
ayantuneinterfacecommuneavec � � . Cestâchesextraientl’information né-
cessairepourmettreàjour lessecondsmembrespourle calculdunouvel itéré
danslessous-domaines� º voisinsde � � . Il s’agit desvaleursde la solution® ¯� calculéedansle sous-domaine� � restreintesà l’interface ¼ �º . Il estdonc
nécessairededistinguerlesélémentsde ®U� et de ±U� correspondantauxfron-
tièresde recouvrement,commeillustré dansla figure 5.17.Dansce dessin
nousavonsutilisé unenumérotationlocalecartésiennedesnœudsdechaque
sous-domaine.Pourplusdelisibilité, seulsquelquesnumérossontindiqués.
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Figure 5.17 Communicationspour la méthodedeSchwarz: distinctiondesnœuds
correspondantauxfrontièresderecouvrement.

Dans AHPIK, les calculs spécifiquesà ce solveur sont codésdansla classe
SchwarzSolver. Elle définitentreautre:

– desfonctionspermettantd’identifier les valeursdu vecteursolutioncorres-
pondantauxnœudsdela frontièrederecouvrementinterne,ainsiquelesva-
leursdu vecteurdu secondmembrecorrespondantauxnœudsdela frontière
derecouvrementexterne;

– lescalculscorrespondantauxtâches¡ ¢ et ¡ » (fonctionsLocalComputa-
tion etInterfaceComputation).

5.4.2 Schwarz additif async hrone

La classeSchwarzSolver contenantlescalculsspécifiquesà la méthodede
Schwarz estindépendantedu caractèresynchroneou asynchronede la résolution.
Le changementdecomportementdela méthoderésultedu choix du schémaparal-
lèleaveccommunicationsasynchronesentresous-domainesvoisins.
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5.4.3 Schur primal, méthode de point fix e

Dansla méthodedu complémentdeSchurprimal, lesrésolutionsdessystèmes
locauxsontcoupléesparla résolutiondu systèmed’interface

Æ ®ÈÇÉ¤"ÊÉ¨ (5.1)

où ®ÈÇ estle vecteursolutiondu systèmed’interface,

Æ ¤ ­ Ç�ÇË· ÌÍ �
Î µ ­ Ç�� ­ ³¶µ�4� ­ �ÀÇ (5.2)

et ÊÏ¤9±ÈÇÐ· ÌÍ �
Î µ ­ ÇÑ� ­ ³¶µ�4� ±U��« (5.3)

Le sous-bloc
­ Ç�� correspondà la partie de la matricede rigidité qui gèrela

relationentreles nœudsinternesau sous-domaine� � et les nœudssituéssur les
partiesde frontièrede � � communesà un autresous-domaine(ce sont les nœuds
appartenantauxinterfaces¼Q�4º entre � � etsessous-domainesvoisins � º ).

Informatiquement,le vecteur®ÈÇ estunecollectiondevecteursdesolution,cha-
cuncorrespondantà uneinterface ¼ª�Òº entredeuxsous-domaines� � et � º . Lorsque
lesinterfacesn’ont pasdepoint encommun,cesvecteurssontdisjoints.

Nousavonsmisenœuvreunsolveurqui résoutcesystèmeitérativementàl’aide
d’une méthodede point fixe avec préconditionnementde la matrice

Æ
(voir para-

graphe2.3.3.1).Le préconditionneurutilisé,noté ÓÆ , estdonnépar

ÓÆ ¤ ­ Ç?ÇË· ÌÍ �
Î µ ­ Ç���Ô]Õ×ÖÀØ�ÙÈÔÒÔ ­ �4��ÚMÚ ³¶µ ­ �ÛÇT¨
où Õ×ÖÀØ�ÙÈÔ ­ Ú estunematricediagonaledontla diagonaleestcellede

­
.

Pourcesolveurnousavonsidentifié,pourchaquesous-domaine� � :

– unetâchedecalculslocaux ¡ �¢ qui effectuela résolutiondusystèmelinéaire:­ �4�´® ¯� ¤"±K�Ü· ­ �ÀÇ¶® ¯Ñ³¶µÇ «
La tâche¡ �¢ a besoindu vecteur®ÈÇ solutiondu systèmed’interfaceà l’itéra-
tion £Ý·Þ¦ . Lorsquelesinterfacesn’ont pasdepointencommun,celarevient

132



Les méthodes de décomposition de domaine implantées 5.4

à obtenir, pourchaquesous-domaine� º voisin de � � , le vecteurdesolution®Uº (solutionrestreinteauxnœudssituésauxinterfaces¼Q�4º ) à l’itération £Ð·ß¦ .
Cettetâchefournit le vecteursolution ® ¯� correspondantauxnœudsinternes,
nécessaireauxcalculsd’interface;

– unetâchedecalculd’interface¡ Ç» . Cettetâcheabesoinduvecteur®°¯´³¶µÇ , ainsi
quedescontributionsdesà sous-domainesaucalculd’interface(il s’agitdes
produits

­ Ç���® ¯� ). Elle résoutle système

ÓÆ ®l¯Ç ¤'±ÈÇÐ· ­ Ç�Çá®°¯´³¶µÇ · ÌÍ �
Î µ ­ Ç���®°¯�ãâ ÓÆ ®°¯´³¶µÇ
Dansle casoù les interfacessont totalementdisjointes,cette tâchese dé-
composeenun ensembledetâches¡ �4º» . Chacuned’entreellesestassociéeà
l’interfaceentre � � et l’un dessous-domainesvoisins � º .

Lescalculsspécifiquesàcesolveursontcodésdansla classeSchurFPSolver
disponibledansAHPIK. Cetteclassedéfinitentreautre:

– desfonctionsderénumérotationdessystèmeslocaux,chargéesdeséparerles
nœudsinternesdesnœudsd’interface;

– lescalculscorrespondantauxtâches¡ ¢ et ¡ » (fonctionsLocalComputa-
tion etInterfaceComputation).

5.4.4 Schur dual, méthode de point fix e

Mathématiquement,il s’agit d’appliqueruneméthodedepoint fixe pour la ré-
solutiondusystèmed’interface

Ætä ¤'ÊÉ¨
oùnousavons,pourunedécompositionen à sous-domaines:

Æ ¤ ÌÍ �4Î µ�å � ­ ³¶µ�4� å�æ� ¨
et ÊÏ¤ ÌÍ �4Î µ å � ­ ³¶µ�4� ±U�Ñ«

La méthodedeSchurdualpermetderésoudreséparémentlesproblèmessurles
interfaces.Nousavonsdonc,pourchaqueinterfaceçÞ¤.¼Q�4ºá¤9¼Qºè� :
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Æ Ç ä ÇÉ¤"Ê°Çé¨
où Æ ÇÉ¤ ÌÍ �
Î µ å Ç ­ ³¶µ�4� å²æÇ ¨
et ÊlÇÉ¤ ÌÍ �
Î µ å Ç ­ ³¶µ�4� ±U�´«

Chaquesystèmed’interfaceestrésolupar l’algorithmed’Uzawa,présentédans
le paragraphe2.3.3.2.Avec la méthodesystématiquede découpageen tâchesdu
chapitre4 on extrait, pourchaquesous-domaine� � :

– unetâchedecalculslocaux ¡ �¢ qui effectuela résolutiondu systèmelinéaire
suivant: ­ �4�ê® ¯� ¤"±K�Ü· ë¶ìÍÇ�Î µ å æÇ ä ¯Ç
La tâche ¡ �¢ a besoindesvaleursde

ä Ç obtenuesà l’itération £:·í¦ . Elle
fournit le vecteur® ¯� , nécessaireaucalculd’uneinterface.

– lestâchesdecalculd’interface¡ �4º» . Ellesontbesoindesvaleursdela solution® ¯� et ® ¯º pourcalculer:ä ¯�îTµÇ ¤ ä ¯Ç²âÞï Ô å ÇQð��4ñ ®l¯� · å ÇQð�ºèñ ®°¯º Ú�«La contribution d’une tâche ¡ �¢ pour le calcul d’une interface ç est donc® ¯� å Ç�ð��
ñ . Lescalculsd’interfacesontlesmêmesdesdeuxcôtésdel’interface.
Lestâchesdecalculsd’interface¡ �Òº» ontbesoindesvaleursdela solution ® ¯�
et ® ¯º .

Au contrairede la méthodedeSchurprimal, le systèmen’estpasnumérotéde
façonàséparerlesnœudsinternesdesnœudsd’interface.

DansAHPIK, lescalculsspécifiquesà cetteméthodesetrouventdansla classe
UzawaFPSolver. Cetteclassedéfinit :

– lesfonctionsconstruisantlesmatriceså pourchaqueinterface
– lescalculscorrespondantauxtâches¡ ¢ et ¡ » (fonctionsLocalCOmputa-
tion etInterfaceComputation) conformémentàcequenousvenons
deprésenter.

134



Les méthodes de décomposition de domaine implantées 5.4

Diagramme d’exécution Afin d’illustrer le comportementparallèled’un sol-
veur basésur uneméthodede point fixe, nousfournissonsdansla figure 5.18 un
diagrammed’exécutionavec« zoom» surquelquesitérationsdela méthodededé-
compositiondedomaine.Il s’agitdela résolutiond’un problèmedetrèspetitetaille,
où lestempsdecommunicationsonttrèsvisibles,dépassantmêmele tempsducal-
cul d’interface.On distingueà la fin de chaqueitération l’échanged’un message
avecle processusléger“coordinateur”,nécessairepourle contrôledeconvergence
global.

zoom-laplace-uzawa-fp-allsync-3nodes-lu.trace  —  ~/traces/collection
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Figure 5.18 Schur dual,méthodepoint fixe: «zoom» sur lesitérations.

5.4.5 Schur dual, méthode du gradient conjugué

DansAHPIK, la classeUzawaCGSolver réunit lescalculsspécifiquesà l’al-
gorithmed’Uzawa appliquéà la méthodede Schurdual avec une résolutionpar
gradientconjuguésurlesinterfaces.En plusdesstructuresdedonnéespropresà la
méthodederésolution,cetteclassedéfinit les fonctionsqui remplissentle schéma
du gradientconjuguéparallèleprésentéauparagraphe5.3.1.2.Il s’agit descalculs
effectuésparlestâches¡ ¢ et ¡ » associéesàsous-domaine� � , suivantl’algorithme
9 présentéà l’annexeD.

Pourcetteméthode,la méthodesystématiquede découpageen tâchesdu cha-

135



5 L’environnement objet de AHPIK

pitre4 nousdonne:

– unetâchedecalculslocaux ¡ �¢ à l’initialisation (LocalComputation1) :

­ �4��®U��¤'±U�Ü· ë¶ìÍÇ�Î µ å Ç äóòÇ
La contributionpourle calculdel’interfaceç estô ÇQð��4ñõ¤ å Ç¶®U�

– unetâchedecalculsd’interface¡ �4º» (InterfaceComputation1) à l’ini-
tialisation.Cettetâcheretournele résiduà l’interfaceç , donnéparö ÇÉ¤ ô ÇQð��
ñ â ô ÇQð�º�ñ

– unetâchedecalculslocaux ¡ �¢ (LocalComputation2a) pour l’itérationÖ . Elle abesoindurésidusurtouteslesinterfacesentrele sous-domaine� � et
sessous-domainesvoisins � º pourrésoudrele système:

­ �4��÷Ñø� ¤ ë¶ìÍÇ�Î µ å æÇÈù øÇ ¨
fournissantle vecteurdevariablesintermédiaires÷�� pour le calculdu pasde
descente.La contributionpourle calculdel’interfaceç estô Ç�ð��
ñ ¤ å Çª÷��

– unetâchedecalculsd’interface ¡ �4º» (InterfaceComputation2a) pour
l’itération Ö . Elle calculela contribution de l’interfaceç aucalculdu pasde
descenteú ø : û

¤ ô ÇQð��
ñ â ô ÇQð�ºèñ
– unedeuxièmetâchede calculslocaux ¡ �¢ (LocalComputation2b) pour

l’itération Ö . Elle calculelessolutionslocalesà l’itération Ö â ¦ :ü ø îTµ� ¤ ü ø��â ú ø ÷��
– unedeuxièmetâchedecalculsd’interface¡ �Òº» (InterfaceComputation2b)

pour l’itération Ö . Elle calculela directiondedescentecorrespondantà l’in-
terfaceç : ü ø îTµÇ ¤ ü øÇ â ú ø ù øÇ
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– unetroisièmetâchedecalculsd’interface¡ �4º» (InterfaceComputation2c)
pourl’itération Ö . Elle calculele résiducorrespondantà l’interfaceç :ö ø îTµÇ ¤ ö øÇ â ú ø

û
Ç

On remarquequele nombrede tâchespour l’algorithmedu gradientconjugué
estsupérieurà celui d’uneméthodedepoint fixe.Toutefois,à chaqueinstantil n’y
qu’uneseuletâchede calcul local active par sous-domaine.Cestâchessontdonc
exécutéspar le mêmeprocessusléger. Il enestdemêmepourcequi concerneles
tâchesde calcul d’interface: les tâchesassociéesau mêmesous-domaines’exé-
cutentenparallèle,maisil n’y aqu’uneseuletâcheactiveparinterface.

Diagramme d’exécution Lafigure5.19fournit undiagrammed’exécutionavec
« zoom» surquelquesitérationsde la méthodededécompositionde domaine.Ce
diagrammeillustre le comportementparallèlecaractéristiqued’unerésolutioncou-
pléeparla méthodedugradientconjugué.Onremarquequeceschémaderésolution
nécessiteplusdecommunicationsqu’uneméthodedepointfixe.Il secaractérisepar
deuxpointsdesynchronisationglobaleà la fin dechaqueitération.

zoom-laplace-uzawa-cg-allsync-3nodes-lu.trace  —  ~/traces/collection

       74.013

Thread State Communication

Synchronization

65 70 75 80 85 90 95 100 105

X Programa
da deinha

Node 0 T 0:28093

T 0:28098

Node 1 T 1:30953

T 1:30958

T 1:30960

T 1:30961

Node 2 T 2:27008

T 2:27013

T 2:27015

T 2:27016

ms

Figure 5.19 Schur dual,méthodedu gradientconjugué: « zoom» sur lesitérations.
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5.4.6 Méthode des éléments joints

Lescalculsspécifiquesà la méthodedesélémentsjoints diffèrentpeudeceux
quenousvenonsde décrirepour la méthodede Schurdual. La principalesdiffé-
rencesviennentde la constructiondesmatricesd’interfaceainsiquedeséchanges
de donnéesasymétriquesprovenantde la méthodenumériquequi distingue,pour
chaqueinterface,le côté(sous-domaine)maîtreducôtéesclave.Nousdonnonsplus
deprécisionssurla miseenœuvredecetteméthodedansle paragraphe6.3.
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6 Études expérimentales de problèmes d’EDP classiques

Un desrésultatslesplusimportantsdecetravail estl’écritured’unebibliothèque
flexible pour la miseenœuvredeméthodesdedécompositiondedomainepour la
résolutionenparallèledeproblèmesd’EDPdegrandetaille. Cechapitrediscuteles
performancesdela bibliothèqueAHPIK pourplusieursméthodesdedécomposition
de domaine.Nousavonsdécidéde présenterles résultatsde manièreprogressive
surdesproblèmesdontla complexité mathématiquevacroissante.

Les premièresexpériencesont pour but de montrerle comportementdesmé-
thodestant d’un point de vue de la convergencemathématiquequed’un point de
vue de l’efficacité parallèledesalgorithmes.Pour réalisercesexpériences,nous
avonschoisi le problèmele plusclassiqueenEDP: le problèmedePoissondécrit
dansla section2.1.1.

Dansun deuxièmetemps,le comportementinhomogènedesméthodesderéso-
lution localeitérativesestmis enévidenceparl’intermédiairedela résolutiond’un
problèmedeconvection-diffusion.Il apparaîtnotammentquele nombred’itérations
nécessairespourla convergencedela résolutionlocaleparuneméthodedetypegra-
dientconjuguéestvariable,cequi introduit delégersdéséquilibresdecharge.

Suiteà cesproblèmesacadémiquesnousavonsconsidéréle portaged’un code
parallèleimplémentéà l’aide de la bibliothèqueMPI, et résolvant les équations
de Navier-Stokes.La discrétisationdu problèmerequiertenviron 250 000 degrés
de liberté répartis,aprèsdécomposition,en 92 sous-domaines,et affectéssur 22
processeurs.Pendantle portage,il estapparuquececodeestpeuflexible carconçu
pourcetteuniqueapplication.De taille réelle,celle-ci constituecependantun test
pertinentpourévaluerl’intérêt deAHPIK.

6.1 Étude expérimentale du compor tement de
convergence des méthodes numériques

Les méthodesde décompositionde domaineont un comportementde conver-
gencetrèsdépendantdesconsidérationsgéométriquesrelativesà la décomposition
dudomaine.Il aétéprouvéquele nombredesous-domainesetleurrapportd’aspect
ontuneforte influencesurla vitessedeconvergencedesméthodes[64].

Bienquelesrésultatsprésentésdansceparagraphesoientconnusdesutilisateurs
et développeursdeméthodesdedécompositiondedomaines,il nousa sembléper-
tinentde lesrappelerafin demettreenévidencele dilemmeconcernantle nombre
de sous-domaines.En effet, on a potentiellementplus de parallélismelorsquele
nombrede sous-domainesestgrand,maison perden efficacitécar cesméthodes

142



Étude expérimentale du comportement de convergence des méthodes
numériques 6.1

mathématiquessontitérativeset impliquentun surcroîtdecalculsdanscecas.

Pour illustrer nospropos,nousavonschoisi le problèmede Poissonbidimen-
sionneldécrit dansla section2.1.1.Notre but n’étant pasde comparerles diffé-
rentesméthodesnumériques,nosrésultatssontuniquementbaséssur la méthode
deSchurdual.Nousl’avonschoisicarsasimplicitéauniveaudu traitementdesin-
terfacespermetdemanipulerfacilementdifférentesdécompositionsgéométriques.
Lesdécoupesensous-domainesserontpréciséesaufur et àmesure.

6.1.1 Rappor t d’aspect et décomposition géométrique

Pourlesdomainesbidimensionnels,le rapportd’aspectd’un sous-domaineest
caractériséparle rapportentresalongueuret salargeur. Pourunediscrétisationré-
gulière,un rapportd’aspectgrandimpliquepotentiellementdesinterfacescompor-
tantplusdenœuds.Nousallonsétudiersonrôle dansla convergencedesméthodes
parl’intermédiairededeuxdécompositionsclassiques.Le domainedecalculestle
carréunitaire �ý¤�þ ÿ�¨?¦ ��� þ�ÿ�¨�¦ � discrétiséà l’aide detrianglesdéfinissurunegrille
cartésiennecomportant257pointséquidistribuésdanschacunedesdirections.Au
final, le problémecomporte66049inconnues.Pourcemêmedomaine,nousconsi-
dérons:

– une décompositionen � bandesrectangulairesd’égale largeur. Le rapport
d’aspectdecesrectanglesestégalà � commemontrédansla figure6.1(a);

– unedécompositionen rectanglesdont le rapportd’aspectestégalà 1 ou 2
(figure6.1(b)).

La résolutiondu problèmed’interfaceestréalisépar la méthodedepoint fixe,
lesproblèmeslocauxsontrésolusparunefactorisationLU. Le tableau6.1présente
le nombred’itérationsnécessairespour la convergencedu solveurSchurdualdans
chacunedesdécompositionsconsidérées,ainsi que les tempsde restitutionpour
la résolutiondu problèmeen séquentielsurchaquedécomposition(il s’agit d’une
versionséquentielledu solveurdedécompositiondedomaine).

On observe quele nombred’itérationspour la convergencecroît effectivement
avecl’augmentationdu nombredesous-domaines,et ceteffet estplusnégatifpour
la décompositionenbandes.Cependant,le solveurlocalchoisiestplusrapide,dans
le casconsidéré,lors de la résolutiondessystèmesissusde la décompositionen
bandes.Pourcesexpériences,nousavonsutiliséuncritèred’arrêtégalà ¦�ÿ ³�� , cequi
expliqueenpartiele petitécartentrele nombred’itérationspourlesdécompositions
en8 et 16 sous-domaines.
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(b)

(a)

PSfragreplacements

�	��
 �	��� �	��
 �	��� �

Figure 6.1 Décompositionsen(a) bandesverticales,rapportd’aspectégalà � et (b)
blocsrectangulaires,rapportd’aspectégalà 1 ou 2.

Nombrede Nombred’itérations Tempsderestitution(s)
sous-domaines bandes blocs bandes blocs

2 2 2 82.1 82.1
4 19 2 109.2 82.7
8 22 19 59.2 107.8
16 25 21 43.1 107.4

Tableau 6.1 Nombred’itérationspour la convergenceet tempsderestitutionpour la
méthoded’Uzawaenséquentielsur lesdécompositionsenbandeset en
blocs.

Nombrede Tempsderestitution(s) Accélérations
processeurs bandes blocs bandes blocs

2 41.3 41.3 1.98 1.98
4 46.9 20.7 3.89 3.99
8 12.8 23.1 7.83 7.84
16 4.7 12.8 15.06 15.39

Tableau 6.2 Tempsderestitutionparallèle pour lesdécompositionsenbandeset en
blocs.

L’influencedu comportementde convergencesur les efficacitésparallèlesest
illustréedansle tableau6.2. Les tempsde restitutionparallèlefournis dansce ta-
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bleausontobtenusenaffectantun sous-domaineparprocesseur. Lesaccélérations
sontcalculéespar rapportà la versionséquentielledu solveur Uzawa (point fixe)
pourchacunedesdécompositions(cf. tableau6.1).On observeque,danscecasoù
la chargedecalculestparfaitementéquilibrée,lesaccélérationsobtenuessonttrès
satisfaisantes.

Lesrésultatsquenousvenonsdeprésenterneseprêtentévidemmentpasà une
généralisation,cependantils mettentenévidencequele compromisentrela vitesse
de convergenceet le maximumde parallélismepotentieldépendde plusieursfac-
teursetn’estpastoujoursfacileàprédire.Danscesens,lesvoiesderecherchepour
obtenirdebonnesefficacitéslors de l’utilisation d’uneméthodededécomposition
dedomainesontmultiples: certainsauteurss’intéressentauxheuristiquespermet-
tant d’optimiser le rapportd’aspectlors du partitionnementdu maillage(voir par
exemple[161]), d’autrestravaillentsurdesméthodesnumériqueshybridespermet-
tantd’accélérerla convergencede la méthodededécompositiondedomaine(voir
par exemple[140] qui présenteun exemplede solveur associantles méthodesde
décompositiondedomaineauxméthodesmultiniveauxalgébriques).Il estdoncim-
portantde disposerd’outils informatiquesflexiblespermettantunemiseen œuvre
parallèlerapidedenouvellesméthodesnumériques.

6.1.2 « Scalabilité » de Schur dual

Pourévaluerla «scalabilité» dela méthodedeSchurdual,le domainedecalcul
estconstruitpar juxtapositiond’autantde répliquesdu carréunitairequede pro-
cesseursutiliséspour l’expérience.Nousconsidéronsdeuxtaillesdifférentespour
la grille représentantle carré,avec les nombrede nœudsrespectivementégauxà��� � ���

et ��� � ��� . Les décompositionssont forméesde � carrésalignés,où� correspondau nombrede processeursutilisé pour chaqueexécution.La taille
du problèmecroît doncavec � . Commedansle paragrapheprécédent,on affecte
un sous-domainepar processeur. Pourun casparfaitement« scalable», les temps
d’exécutiondoivent resterconstantslorsquel’on augmentele nombrede proces-
seurs.Le tableau6.3regroupelesrésultatsobtenuspourcetteexpérience.

On observe sur le tableau6.3 quel’augmentationdu nombrede processeursa
un effet plus négatif lorsqueles sous-domainessontde taille plus petite.En effet,
danscecasle coûtdescommunicationsdevient importantpar rapportaucoûtdes
calculs.Lorsquelessous-domainessontde taille plusgrande,lescommunications
sontmoinscontraignantescarle tempspasséà échangerdesmessagesestpetit par
rapportauxtempsdecalcul.Pourcesproblèmes,il fautchercheràéviterl’inactivité
desprocesseursainsiqu’àobteniruneutilisationefficacedeceux-ci.
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Nombrede Tempsderestitution(s)
processeurs

��� � ��� ��� � ���
2 0.59 5.12
4 0.61 5.15
8 0.67 5.20
16 0.77 5.33
24 0.86 5.42
32 0.97 5.52
48 1.28 5.69
64 3.44 5.88

Tableau 6.3 Tempsderestitution,problèmesdetaille croissante.

6.2 Déséquilibres de charge et recouvrement :
expériences avec un problème de
convection-diffusion

Leséquationsdeconvection-diffusionsontuneversionlinéariséedeséquations
de Navier-Stokes.À ce titre, ellessontutiliséesdansde nombreuxproblèmesde
mécaniquedesfluides.Parmi euxfigurentdesproblèmesd’environnementtelsque
le transportet diffusion de polluantsdansl’atmosphèreou l’océan,de sédiments
danslesfleuves,etc.La discrétisationdecesproblèmes,souventtridimensionnels,
s’effectuedansun espacede grandedimension,ce qui justifie l’utilisation d’une
méthodededécompositiondedomaine.Poursimplifier l’exposénousnousplaçons
dansle cadreacadémiquesuivant.

En notant �.¤�þ�ÿ�¨�¦ ��� þ�ÿ�¨�¦ � le domainedefrontière � , � unefonctionde ���´Ô]� Ú ,
et ú ø ( ÖÉ¤ ¦�¨�«¬«�¨
© ), � � ÿ et !#" ÿ desréels,le problèmed’EDP modélisantla
convection-diffusions’écrit$%%%& %%%' Trouver (*),+ µò Ô]� Ú tel que·-!/.0( â �Í ø Î µ ú ø21 (143 ø â �5( ¤6� dans� ¨( ¤'ÿ sur � « (6.1)

La solutiondiscrètede(6.1) estcherchéedansl’espaced’approximationdesfonc-
tionsélémentsfinis � µ . La méthodededécompositiondedomainechoisiecalcule
la solution à l’intérieur dessous-domainesà l’aide d’un gradientconjuguépré-
conditionnépar unefactorizationLU incomplète.La résolutionaux interfacesest
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faite par uneméthodede Schurprimale.Le domainede calculest identiqueà ce-
lui présentédansle paragrapheprécédent(carréunitaire,grille régulière257x257).
Lessous-domainessontdesbandesverticales.La solutioninitiale estsurunegrille
grossière.Cestestsont étéeffectuéssurunemachineparallèleIBM-SP2.

Nombrede Nombredeprocesseurs
sous-domaines 2 4 8 16

2 0.81 - - -
4 1.22 1.83 - -
8 1.78 2.77 3.99 -
16 1.86 3.57 6.07 8.01

Tableau 6.4 Accélérationsobtenuespourdesdifférentesdécompositionsetdifférents
schémasdeplacement

L’objectif decetteétudeexpérimentaleestd’analyserle comportementdeAH-
PIK pourdesdifférentsnombresdesous-domainesetdesdifférentsschémasdepla-
cementdecessous-domainessurlesprocesseursdisponibles.Nousconsidéronsles
décompositionsdudomaineoriginalen2,4,8 et16sous-domainesnon-recouvrants
de taille identique.Le tableau6.4 montrelesaccélérationsdu solveurparallèlede
décompositionde domainepour desexécutionssur 2 à 16 processeurs.Pourcal-
culercesaccélérations,nousavonsfait uneversionséquentielledu solveurdedé-
compositiondedomaine,et nousavonsmesuréle tempsderestitutionpourchaque
décomposition.Ensuite,nousavonschoisi l’exécutionséquentiellela plus rapide
(avec16sous-domaines)commeréférence.Eneffet , il aétéprouvé[64]quela mé-
thodede décompositionde domaineagit commeun préconditionneursusceptible
d’accélérerla convergenced’un calculd’EDP.

Dansle tableau6.4, on remarquequeles accélérationssontpeusatisfaisantes
quandun seul sous-domaineest affecté à chaqueprocesseur. Pour interpréterce
résultat,il fautsepenchersurle calcul lui même.Pourmettreenévidencele motif
de ce comportement,nousavons tracé le nombre 7 d’itérationsnécessairesà la
convergencedela méthodededécompositiondedomaineet le nombred’itérationsÖ � pour la résolutionà l’intérieur de chaquesous-domaine� �Ñ¨98A¤ ¦�¨�«¬«�«¬¨
à . Les
courbesde la figure 6.2 montrentque le nombred’itérations Ö]� peut varier d’un
sous-domaineà l’autre (mêmes’ils sontdemêmetaille). On observe aussiquece
nombredécroîtlorsqu’onserapprochedela solution.Cesdifférencessurle nombre
d’itérationsviennentdu choix d’une méthodeitérative (gradientconjugué)pour
la résolutiondu problèmed’EDP à l’intérieur dessous-domaines.Ce choix d’un
solveuritératif induit uneincertitudesurla duréedechaqueitération.La figure6.3
tracelesvariationsmaximales(enpourcentages)decesnombresd’itérations.
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rie

ur
 d

es
 s

ou
s-

do
m

ai
ne

s

:
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Figure 6.2 Nombred’itérationsà l’intérieur dessous-domainesaucours desitérations

dedécompositiondedomaine.Lesdécompositionsconsidéréessont: (a) 2
sous-domaines,(b) 4 sous-domaines,(c) 8 sous-domaineset (d) 16
sous-domaines.
Lesfiguressonttracéesà uneéchelledifférentepour unemeilleurevisibilité des
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L’incertitudedunombred’itérations<>= introduitundéséquilibredecharge(donc
uneinactivité) entrelesnœudsdecalculqui esttrèsvisibleàcausedela naturesyn-
chronede la méthodededécompositiondedomaine.À mesurequenousaugmen-
tonsle nombredesous-domainesparprocesseuret pourun nombretotal desous-
domainesfixé, les accélérationss’améliorentpuisqueles attentesduesau schéma
synchronesontrecouvertespardu calcul.Cesrésultatsnouspermettentdevérifier
quele surcoûtlié à l’utilisation d’un environnementgénériques’appuyantsurdes
processuslégerscommunicantsestacceptable.Cetteétudeexpérimentalemetaussi
enévidencele fait queAHPIK permetunchoixaisédunombredesous-domaineset
unplacementflexible decessous-domainessurlesprocesseurs.Cetteflexibilité est
trèsutile pourl’implantationdemécanismesderépartitiondynamiquedecharge.

6.3 Aspects de la multipr ogrammation d’une
application réelle

6.3.1 Un problème d’écoulement de fluide

Le problèmequenousavons traité modélisel’écoulementd’un fluide incom-
pressibleautourd’un cylindre. Cettesimulationest très couranteen mécanique
desfluideset a fait l’objet de plusieurs« benchmarks» (voir par exemple[146]).
L’écoulementest régi par les équationsde Navier-Stokesécritesci-dessoussous
formeadimensionnelle: ? @?BADC @ EGFD@ H IJLK4M @ NOFLP/Q

div @ H6R2Q (6.2)

où @ H#S�@5QUTWV et P sontrespectivementleschampsdevitesseetdepressioncherchés.
La géométriedu problèmeainsiquelesconditionsauxlimites sontspécifiéesdans
la figure6.4.LesconditionsauxlimitesdesortiesontPYX[Z�\>]�^`_`a�H6R2Q @bdccc Ze\>]�^`_fa H6R2Q T5X Ze\e]�^`_`agHhRWi (6.3)

La conditiond’entréeestdonnéepar@jSeR2QUk2VlHhm knS�opNqk2Vosr Q T5X Ze\>]>^`_`atH6R2Q (6.4)

où ouHhvBi I estla hauteuradimensionnelledu canal.
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Figure 6.4 Géométrieet conditionsauxlimitespour le problèmed’écoulementautour
du cylindre.

Le domainede calcul estsubdiviséen 92 sous-domainesnon-recouvrants(cf.
figure6.5).La décompositionestgéométriquementconforme: l’intersectionentre
deuxsous-domainesw = et wyx estsoit vide, soit réduiteà un sommetou à un côté.
Chaquesous-domainepossèdeauplus4 sous-domainesvoisins.

Figure 6.5 Décompositiondedomaineducylindre.

Surchaquesous-domaine,la représentationlocaledela vitesseetdela pression
s’effectueà l’aide d’élémentsfinis mixtes z�{ -iso-z|r9}~z�{ (voir Girault-Raviart[83]
ou Brezzi[25]). Ces élémentsimpliquent l’utilisation d’un maillage triangulaire
pour l’interpolation de la pressionet d’un maillagedeuxfois plus fin pour le cal-
cul de la vitesse.Le nombretotal de nœudsdu maillagede vitesseestde 113121
( � 2,9 I R�� nœudsdepression).Le maillageestnon-conforme: il estplusfin dans
lessous-domainesqui entourentle cylindre et enaval decelui-ci (1681nœudspar
sous-domaine,ce sont les sous-domaineshachurésdansla figure 6.5). Il estplus
grossierailleurs(1089nœudsparsous-domaine).

La simulationconsisteàcalculerle régimeinstationnaireétablipourunnombre
deReynolds

JLK H I R�R .
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6.3.2 Description du code original

Le codeoriginalestuncodeparallèlepourla résolutiondeséquationsdeNavier-
Stokesen2 dimensions.Il estécritenFortran90etutilise la bibliothèqueMPI pour
lescommunicationsentreprocesseurs.Le problèmeestrésoluàl’aide dela méthode
desélémentsjoints.Dansla suite,nousnousconcentronssurl’aspectalgorithmique
de ce code,les précisionsconcernantles méthodesnumériquesétantsimplifiées
autantquepossible.Pourplusdedétailssurlesaspectsnumériquesnousrenvoyons
à [13].

Avantchaquesimulation,unpremierprogrammesechargedepréparerlesdon-
nées.Pourchaquesous-domaineondéterminele maillagepourla vitesse(construit
à partir decelui de la pression),puis les interfacesdu sous-domaineet les indices
dessous-domainesvoisins.Le résultatest stockédansdesfichiers.Chaquepro-
cesseurlit les fichiers de donnéescorrespondantaux sous-domainesqui lui sont
attribués.Il construitensuitedesmatricesderigidité locales,despréconditionneurs
et desmatricesd’élémentsjoints (qui vont servir lors deséchangesdedonnéesdes
interfaces).

Un despointsparticuliersdecetteapplicationestqueviscositéet incompressi-
bilité du fluide sonttraitéesendeuxphasesséparées.À chaqueitérationen temps
( �
A
), le solveurNavier-Stokesrésoutdeuxsystèmeslinéairespour la vitesse(com-

posanteshorizontaleet verticaledu champdevitesse)et un systèmepour la pres-
sion. La structuredu programmeprincipal est donnéede manièresimplifiée par
l’algorithme5.

Algorithme 5 : StructureduprogrammeprincipalducodeNavier-Stokes.
lecturedesdonnées
initialisations
pour <

A H I jusqu’à Niter fair e
calculdela composantehorizontaledela vitesse
calculdela composanteverticaledela vitesse
calculdela pression

fin pour

L’algorithme5 suggèreunordreséquentieldansla résolutiondestroissystèmes
linéaires,maisen réalité il n’existe pasde dépendancede donnéesentreles cal-
culs descomposanteshorizontaleet verticaledu champde vitesse.Les systèmes
correspondantspeuvent doncêtrecalculésen parallèle,les résultatsétantensuite
utiliséspour le calcul de la pression.Cettepossibilitén’est pasexploitéedansle
codeoriginal.
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Solveur de pression

Le solveur de pressionest un solveur entièrementlocal, c’est-à-direqu’il ne
nécessitepasde communicationentreprocesseurs.Le systèmeposédanschaque
sous-domaineestrésolude manièreindépendanteà l’aide d’une méthodede gra-
dientconjuguépréconditionnéparle processeurtraitantcesous-domaine,

Solveur de vitesse

La miseenœuvredusolveurdevitesseestbaséesurcelleproposéedansl’article
originel de la méthodedesélémentsjoints[17] (voir aussi[15]). Cesolveurrésout
le systèmematriciel: �L�����0� H �L��� i (6.5)

La matrice
�

estunematricesymétriquedéfiniepositive. Elle a unestructure
diagonaleparblocs,oùchaquebloc

� =U= correspondà la discrétisationparéléments
finis du problèmedansle sous-domainew = . Lesvecteurs

�
et
�

sontdécomposés
demanièreanalogue.La matrice

�
estunematriced’interfacequi s’apparenteà la

matrice� apparaissantdansla formulationmatricielledela méthodedeSchurdual
(voir paragraphe2.3.3.2).Elle possèdeaussiunestructureparblocs,chacund’entre
eux matérialisantla connexion entreles sous-domainesw = et wyx voisinsà travers
uneinterface ��= x . La multiplication par

�
peutêtrevue commeuneopérationde

relèvementsurl’interfaceducôtéesclave.Cellepar
� �

correspondàuneopération
derestriction.

Le système6.5 est résolupar la méthodedu gradientconjuguéselonl’algo-
rithme 6 [13]. On notequecet algorithmene nécessitepasde solveurde système
linéairelocal.Lescalculslocauxserésumenteneffet àdesproduitsmatrice-vecteur.

Les opérationsquenousavonsentouréesnécessitentdescommunications.La
miseenœuvreestsimilaireàcelledugradientconjuguépourl’algorithmed’Uzawa.
Toutefois,danscesolveurparallèle,le comportementdesprocesseursn’estpassy-
métriquecarondistinguele ”cotémaître”du“cotéesclave” pourtraiterlescontribu-
tionsdesinterfacesdansla méthodedesélémentsjoints.Pouruneinterfacedonnée,
le sous-domainemaîtreenvoie l’information àl’esclavelorsdela multiplicationpar
la matrice

�
. Lesopérationssontinverséeslors dela multiplicationpar la transpo-

sée
� �

. L’algorithme7 fournit de manièresynthétiqueles opérationsnécessaires
poureffectuerla multiplicationpar

�
.
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Algorithme 6 :Algorithme CG pour la résolution de 6.5 sur le sous-domainew = Q9�DH I Q�i�i�i�QU� .

1:
���=��2�����f��� H�R {initialisation}

2: P � Hh� � H � � � =
3: � � H  9� �   r
4: pour < HhR2Q I Q¡i�i�i jusqu’à la convergencefair e
5: ¢ H � P _
6: £ H � =U=¡¢
7: ¤ H � � £
8: ¥ _ H¦ 9� _   r } S ¤ Q>P _ V
9:
� _¨§ {=��2�����f��� H � _=��2�©�ª�f��� C ¥ _ P _

10: � _`§ { H�� _ N ¥ _ ¤
11: « _¨§ { H¦ 9� _¨§ {   }  9� _   r
12: P _¨§ { H�� _¨§ { N « _¨§ { P _
13: fin pour
14:
� H �0� =��2�©�ª�f���

Algorithme 7 : Multiplication par
�

.
pour tout sous-domainew = fair e

initialisations
pour tout interface��= x de w = fair e

si �W= x estesclavepour w = alors
multiplicationmatrice-vecteur
envoi decontributionauprocesseurtraitant wyx

sinon
réceptiondecontributionduprocesseurtraitant wyx
multiplicationmatrice-vecteur
résolutiondesystèmetridiagonal

fin si
fin pour

fin pour
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6.3.3 Por tage de l’application avec AHPIK

Dansun premiertemps,nousnoussommesintéressésauportagede l’applica-
tion à l’aide deAHPIK. Nousl’avonsensuitetransforméenun codepermettantdes
résolutionsadaptativesavec l’ajout d’une estimationd’erreursa posteriori et de
procéduresd’adaptationdynamiquedemaillage.

Le travail deportageadébutéavecla traductionducodeenlangageC++àl’aide
de la bibliothèqueBlitz++[159]. Une alternative auraitétéd’isoler despartiesde
codeséquentielenFortran90puisdelesappeleràpartirduprogrammeprincipalen
C++.Cependant,parsoucideportabilité,nousavonspréféréla premièresolution.

La partiela plusimportantedu travail deportageconcernele solveurdevitesse
car le solveur de pressionne nécessitepasde communications.Le découpageen
tâchesadoptéestsimilaireà celui du gradientconjuguépour la méthodedeSchur
dual (paragraphe5.4.5).Au niveaudu schémaparallèle,unedesprincipalesdiffé-
rencesentrecesdeuxméthodesrésidedansl’asymétriedescommunicationsentre
sous-domainesvoisins : les processuslégerstraitant les interfaceseffectuentsoit
desenvois soit desréceptionsdedonnéescontrairementauxéchanges(envois puis
réceptions)typiquesdesautresschémas.La figure6.6 fournit un exempledu code
C++correspondantàunetâched’interfacequi effectueuneopérationderelèvement
surle côtéesclaved’uneinterface(multiplicationpar

�
).

Dansleprogrammeoriginal,unmêmeprocesseurgèreplusieurssous-domaines.
Pour ce faire, le code exécutépar chaqueprocesseurest composéde suitesde
bouclessurlessous-domainesqui lui ont étéaffectés.Lesbouclessontentrelacées
pardescommunications,cequi permetderegrouperlesdonnéesdansle mêmemes-
sagelors desopérationsnécessitantdescommunicationsglobales.Lors du portage
surAHPIK, lesbouclessur lessous-domainesdisparaissent.En effet, la gestionde
plusieurssous-domainesparnœudesttransparentedansAHPIK : lessolveursspé-
cifient les calculsassociésà un seulsous-domaine,tandisque le noyau prenden
chargele regroupementdesdonnéeslorsquenécessaire.Nousavonsaussitiré parti
de la flexibilité offerte par la multiprogrammationlégèrepour exprimer en paral-
lèle lescalculsindépendantsdescomposanteshorizontaleet verticaledu champde
vitesse.

Le travail a poursuivi avec la transformationdu codeC++ en un codeadap-
tatif. Pource faire,nousavonsremplacéles structuresde donnéesreprésentantle
maillagedansle codeoriginalparla classeAdaptive2DMesh offerteparAHPIK.
Ensuite,nousavonsajoutél’estimationd’erreursa posteriori basésur [160] dans
le processusde résolution.Tout raffinementgéométriquedu maillageestsuivi de
la miseà jour desstructuresde donnéesreprésentantles matriceset vecteursdes
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1 class
2 IfaceMultQTask1: public IfaceTask
3 {
4 public :
5 template¬ class DDMethod, class Domain, class System­
6 void operator()(DDMethod& method,
7 Domain& domain,
8 System& system)
9 {

10 if (domain.IsSlave(IfaceId())) {
11 method.LocalContributionMultQ1(IfaceId(), system) ;
12 IfaceWrite() ;
13 } else {
14 IfaceRead() ;
15 method.InterfaceComputationMultQ1(IfaceId(), system) ;
16 }
17 }
18 } ;

Figure 6.6 CodeC++ correspondantà unetâched’interface: relèvementsur le côté
esclavedel’interface.
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systèmesà résoudre.

Difficultés rencontrées

Lorsquel’on utiliseunebibliothèquedéveloppéeparailleursondoit faireatten-
tion à cequ’elle soit « thread-safe». Cen’estpasle casdela bibliothèqueBlitz++.
Nousavonsdoncajoutéunecouchelogicielleàcettebibliothèqueafindepermettre
àplusieursprocessuslégersd’appelerlesfonctionsdemanipulationdetableaux.

6.3.4 Résultats numériques

Notre premièreexpérienceconsisteà comparerl’application originaleavec la
versionreposantsurAHPIK dansuncasoùla chargedecalculestbiendistribuéesur
les sous-domaines.Cetteétudeexpérimentalea étémenéesur deuxplates-formes
différentes: unegrappedePCsmonoprocesseurset unegrappedeSMPcomposée
dePCsbiprocesseurs.Les deuxgrappessonthomogènes,maisles processeursde
la grappede SMP sont plus rapidesqueceuxde la grappede monoprocesseurs.
Nousutilisons22nœudsdecesgrappespourchaqueexécutionparallèle,la plupart
desnœudsont donc 4 sous-domainesà résoudre.La figure 6.7 montrele temps
d’une itérationpour l’application originalesur MPI et pour l’application reposant
surAHPIK.

On voit quela versionreposantsur AHPIK offre desperformanceslégèrement
inférieuresà cellesobtenuesparla miseenœuvreoriginale(MPI) sur la grappede
PCsmonoprocesseurs.Celas’explique en partiepar le bon équilibragede charge
qui caractérisecetteexpérience.En effet, lorsquele taux d’utilisation desproces-
seursesthaut,l’utilisation deprocessuslégersintroduit un surcoût.Dansle casde
ATHAPASCAN-0, cesurcoûtestdû à l’emploi d’un processuslégerresponsablede
la scrutationdesmessagessurchaquenœud.Pourplusdedétailssurcesujetnous
renvoyonsà [32]. Surun nœudmultiprocesseur, la versionreposantsurAHPIK ob-
tient de meilleuresperformancesque l’application originalepour desparamètres
d’exécutionidentiques.On voit quela versioncombinantprocessuslégerset com-
municationss’adapteautomatiquementaux multiprocesseurs,tandisque le code
original n’exploitequ’unseulprocesseur.

Notre deuxièmeexpérienceconsisteà incorporerl’adaptationde maillageaux
deuxversionsde l’application.Celaintroduit desdéséquilibresde charge dèsque
le nombrededegrésdelibertéassociésaumaillagevaried’un processeurà l’autre
au coursde la résolutiontemporelle.Poursimplifier la miseen œuvre,on raffine
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Figure 6.7 Résultatspour unedistribution équitabledessous-domaines.

toujoursun sous-domaineentier, ainsi la configurationoriginale du maillageest
atteinteenunpetitnombred’adaptations.La figure6.8montrelesrésultatsobtenus
avecl’exécutiondescodesadaptatifssurchacunedesplates-formesconsidérées.Si
les résultatssur la grappede SMP reproduisentle comportementobservélors de
notrepremièreexpérience,lesrésultatssurla grappedemonoprocesseursmontrent
que,dansle casoù la chargedecalculn’estpaséquilibrée,la versionAHPIK peut
atteindreou mêmedépasserlesperformancesducodeadaptatifbasésurMPI.

On remarquequecetteexpériencereprésenteun cascritiquepour la multipro-
grammationlégèrecarlescalculslocauxsontdegrosgrainet le schémaderecolle-
mentdesinterfacesrequiertdessynchronisationsglobalesfréquentes.Demeilleures
performancespour la versionreposantsurAHPIK sontattenduessi cessynchroni-
sationspeuventêtrerelaxées.

6.4 Conc lusion

La miseenœuvrebaséesur lesprocessuslégersoffre un degréde libertésup-
plémentaireau niveaude l’ordonnancement,et permetd’utiliser efficacementune
plateformeSMP. DansAHPIK, cettetechniquea aussipermisd’optimiserlescom-
municationsentrelesprocessuslégerscorrespondantà dessous-domainesaffectés
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Figure 6.8 Résultatspour le codeadaptatif.

à un mêmeprocesseur: danscecas,leséchangesde donnéessefont dansla mé-
moirepartagée,et nonpasparle réseau.Cesdétailsétantencapsulésdansle noyau
de AHPIK, leur exploitation danslesdifférentesapplicationsn’exige pasd’efforts
dela partdel’utilisateur.
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Danscettethèse,nousnoussommesintéressésà la parallélisationdeproblèmes
d’EDPpardesméthodesmathématiquesdedécompositiondedomaine,etpluspar-
ticulièrementàl’utilisation duparadigmedeprocessuslégerscommunicantspourla
miseenœuvreparallèledecesméthodes.Ceparadigmeconstituela basedel’envi-
ronnementdeprogrammationATHAPASCAN développéauseinduprojetAPACHE,
danslequels’inscritnotretravail. L’orientationverslesproblèmesd’EDPasonori-
ginedansuneétroitecoopérationavecle projetIDOPT.

Lesenvironnementsintégrantcommunicationetmultiprogrammationlégèresus-
citent beaucoupd’intérêt pour la mise en œuvred’applicationscritiquescar, au
niveaumatériel,lesarchitecturesde typegrappedemachinesà mémoirepartagée
(CluMPs)sontdeplusenplusfréquemmentchoisiesparlesdécideurs.Onremarque
cependantqueceparadigmen’estpasréellementexploitédanslesbibliothèquespa-
rallèlesapplicatives(voir l’état del’art auchapitre3).

Dansle cadrede la parallélisationde problèmesd’EDP à l’aide de méthodes
de décompositionde domaine,un problèmecritiqueestde trouver un compromis
entrele maximumdeparallélismepotentielet le minimumdeperteenconvergence.
En effet, bienquele degrédeparallélismecroisselorsquele problèmeestdécoupé
enun grandnombredesous-problèmes,cedécoupageestengénéralnuisibleà la
convergencedesméthodesnumériques.L’équilibragedela charge,soucipermanent
danstouteprogrammationparallèle,estd’autantplus crucial quelesméthodesde
décompositiondedomainesontclassiquementsynchrones.Ainsi il estparfoissou-
haitabled’augmenterle nombredesous-domainespourmieuxdistribuer la charge
de calcul entreles processeurs,mêmesi celasefait au détrimentde la vitessede
convergence.Onaffectealorsplusieurssous-domainesparnœuddecalcul.Lesmé-
thodesitérativesasynchronessontégalementunealternative pour aborderle pro-
blèmepuisqu’il s’agit dedésynchroniserlescalculspouréviterlestempsd’attente.

Aprèsdeschapitresintroductifssur la multiprogrammation(chapitre1), sur les
méthodesdedécompositiondedomaine(chapitre2) et un étatdel’art (chapitre3),
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nousavonsabordécesproblèmessousplusieursangles.Celanousa, entreautres,
conduità l’écriture d’une bibliothèqueflexible, AHPIK, pour la résolutionen pa-
rallèle de problèmesd’EDP de grandetaille afin de montrerquele paradigmede
processuslégerscommunicantsestadaptéà ce type de méthodes.S’appuyantsur
la multiprogrammationlégère,cettebibliothèquepermetd’exploiter aisémentles
différentesformesdeparallélismeprésentesdansunearchitectureparallèle(cf. pa-
ragraphe1.4.1).

Dansles chapitres4 et 5, nousavons montréque le paradigmede processus
légerscommunicantss’adaptebien à cettestratégied’équilibragede charge. En
proposantd’utiliser un ensembledeprocessuslégerspour lescalculset communi-
cationscorrespondantsàun sous-domaine,nousavonscodédessolveursparallèles
demanièregénérique.Pourutiliserceux-ci,il suffit decoderle solveurduproblème
d’EDP écrit dansle sous-domaine: cettepartiedu travail estdu ressordel’utilisa-
teur, elle estindépendantedesaspectsinformatiquesdela gestiondu parallélisme.
En effet, dansAHPIK, l’utilisateur n’a pasà organiserexplicitementlesséquences
calculs/communicationscar deux schémasparallèlesgénériquesd’entrelacement
destâches(pointfixeetgradientconjugué)s’enchargent.La programmationorien-
téeobjetdeAHPIK alargementfacilité l’écrituregénériquedessolveursetschémas
parallèles.Le supportauxméthodesasynchronesconstitueégalementundesatouts
de l’environnementAHPIK car, le parallélismen’étantpasexplicite, les schémas
parallèlespeuventêtreexécutéssuivantl’un ou l’autremodedesynchronisation.

Nousavonsmontrégraphiquementle comportementparallèled’applicationsre-
posantsuruneméthodededécompositiondedomaine.Lesdiagrammesd’exécution
présentéscouvrentunelargegammedecomportementsparallèlespourlesapplica-
tions reposantsur uneméthodede décompositionde domaine.Cesrésultatssont
bienconnusde la communauté“informatique”, maispasforcémentde la commu-
nauté“mathématique”.Nousjugeonsquelesdiagrammesprésentéspeuventcontri-
buerauxrapprochementdesdeuxdisciplines.

Perspectives et travaux futur s

Les perspectivesouvertesà la suitede nostravaux ont la mêmedoubleorien-
tationqui s’estmanifestéeaucoursdecettethèse.Ellesconcernentdesproblèmes
relatifsà l’algorithmiqueparallèleainsiqu’à la miseenœuvredesméthodesnumé-
riques.

L’extensiondesfonctionnalitésde AHPIK pour le supportauxcalculsavecdes
maillagesadaptatifsconstitue,ànotreavis, unedesvoieslesplusintéressantespour
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la poursuitede ce travail. En effet, AHPIK contientun supportgéométriquepour
l’adaptationde maillage(voir chapitre5). Celui-ci a étéutilisé dansl’application
enmécaniquedesfluidesdécriteauparagraphe6.3. Il conviendraitd’étendreAH-
PIK parunensembledeméthodespermettantla répartitiondynamiquedela charge
decalculpourremédierauxdéséquilibresrésultantd’étapesd’adaptation.Dansce
sens,lesprocessuslégersencapsulésdansle noyaude AHPIK offrent un degréde
liberté importantpour la miseenœuvreet l’évaluationdedifférentesstratégiesde
répartitiondecharge.

Encorevisantla répartitiondynamiquedecharge,il seraitintéressantd’envisa-
gerunemiseenœuvredeAHPIK baséesurunecouchelogicielle telle queATHA-
PASCAN-1, l’interfacedeprogrammationhautniveaudéveloppéedansle cadredu
projet APACHE. En effet, l’expressiondu parallélismesousforme d’un graphede
tâchesestconformeauparadigmedeprogrammationproposéparATHAPASCAN-1.
Danssaversionactuelle,AHPIK laisseau programmeurla définition de la granu-
larité destâches.Une versionbaséesur ATHAPASCAN-1 pourrait tirer parti d’un
découpagedynamiqueen tâches(ainsi que d’un ordonnancementde cestâches)
s’adaptantautomatiquementà la plate-formeparallèlehôte.

Toujoursencequi concernele supportauxcalculsadaptatifs,unepistecomplé-
mentaireàsuivreseraitl’inclusion,dansAHPIK, demécanismesdegestiondestruc-
turesdedonnéesdistribuéespouvantévoluerdynamiquement(paragraphe3.1.2.2).
En l’état, lesschémasdecalculoffertsparAHPIK sontcomplètementindépendants
desstructuresde donnéesutiliséespour représenterles matriceset vecteursdis-
tribués.Le challengeseraitdoncd’incorporerdansAHPIK unecouchelogicielle
gérantdesstructuresdedonnéesdynamiquestoutengardantle caractèregénérique
desschémasdecalcul.

Une autre perspective qui s’ouvre grâceà la réalisationde AHPIK est l’ex-
périmentationautourdesméthodesnumériques.Dansce contexte s’insèrent,par
exemple,l’étudeet l’utilisation desméthodesasynchrones,la rechercheautourdes
préconditionneursparallèleset l’extensiondeAHPIK àd’autresalgorithmesoùl’on
pourraitutiliser la notion de sous-domaine(méthodesde « multisplitting» en al-
gèbrelinéaire,par exemple).Cettevoie est particulièrementintéressantepar son
caractèremultidisciplinaire.

La poursuitede l’évaluationexpérimentalede AHPIK constitueaussiun autre
point pouvant être développéà l’avenir. Au coursdu développementde AHPIK,
nousnoussommesessentiellementconcentréssurla conceptiongénériquedessché-
masde calcul parallèles,en évitant de nouslancersur une optimisationpréma-
turéedescodes.Une évaluationexpérimentaleplus pousséemettraiten évidence
lessourcesd’inefficacitéprovenantdirectementdenotremiseenœuvre,permettant
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ainsid’ouvrir la voiepourl’améliorationdesperformancesparallèlesdeAHPIK. Un
aspectméritantcertainementd’être repenséconcernel’algorithme centralisépour
les opérationsde réductionglobales: bien quesimple à mettreen œuvre,un tel
algorithmeconstitueungoulotd’étranglementlorsquel’on utiliseungrandnombre
deprocesseurs.

Il ne faut cependantpasperdrede vue queles performancesde AHPIK seront
toujoursdépendantesdu noyaudecommunicationsous-jacent.À cetitre, un autre
axe pour la continuationdece travail seraitle portagede AHPIK suruneautrebi-
bliothèquequeATHAPASCAN-0. Unepossibilitéqui sedévoile estl’utilisation du
noyaudecommunicationencoursdeconceptiondansle cadredesprojetsAPACHE

et MultiCluster, ce derniers’intéressantau déploiementde grappeset grilles de
grappespourle calculparallèleetdistribué.Un tel portageseraitsuivi denouvelles
mesuresde performancesur les grappesdisponibles.Cela permettraitde vérifier
le passageà l’échelledecentainesdeprocesseurs,ainsiquedecontribuerà l’éva-
luationdecenouveaunoyaudecommunicationpouruneclassed’applicationstrès
représentativeducalculscientifique.
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AnnexeA

Méthodedesélémentsfinis

A.1 Mailla ge du domaine physique

Un maillage ®°¯ d’un domaine w , est un ensemblede ±d² élémentsgéomé-
triques“simples” (égalementappelésmailles)recouvrantw . L’indice ³ est le pas
dediscrétisationdu maillage,il correspondà la plusgrandearêted’un élémentap-
partenantà ®°¯ . Plus ³ estpetit, meilleureseral’approximationde la solutiondu
problèmeposésur w . Chaqueélémentestnoté ´µ² et le domainerecouvert w ¯ est
tel que w ¯ H·¶�¸�¹²»º { ´�² . Le choix de la géométriedesélémentsdépendde la géo-
métriedu domainew et de la naturedu problèmeà résoudre.En dimension2, ce
sontparexempledestrianglesou desrectangles(resp.destétraèdresou desparal-
lélépipèdesendimension3). Lesélémentsconstituantle maillagedoiventsatisfaire
certainesconditions.En particulier, il estnécessairequele maillagesoit conforme,
c’estàdire,que ®°¯ vérifie lespropriétéssuivantes:

1. toutélément́µ² de ®°¯ estd’aire nonnulle;

2. l’intersectiondedeuxélémentsde ®°¯ estsoit vide,soit réduiteàunsommet
ou unearêtecomplète(ou unefacecomplèteendimension3).

La figure A.1 présentedesmaillagesen trianglesd’un domaine w illustrant
lesdifférencesentreun maillageconformeet un maillagenon-conforme.La suite
de l’exposéde la méthodedes élémentsfinis discuteuniquementde maillages
conformes.

D’autrespropriétésgéométriquessontà vérifier pour quela méthodedesélé-
mentsfinis fournissede bonnesapproximationsde la solution (voir entre autre
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A Méthode des éléments finis

(b)(a)

Figure A.1 (a) Maillage conforme, (b) Maillage non-conforme.

[131]). Parexemple,la taille desélémentsdoit varierprogressivement,c’est-à-dire,
sansprésenterdediscontinuitéstrop brutales,et lesélémentstriangulairesou qua-
drangulairesnedoiventpasprésenterd’anglestrop obtusou trop aigus.De même,
il est souhaitableque la rondeur ¼�² desélémentssoit petite.En dimension2, ¼�²
s’écrit : ¼�² H ³4²½ ²
où ³B² estla taille de la plusgrandearêtede l’élément ´µ² (équivalenteaudiamètre
du cerclecirconscrità ´µ² ), et ½ ² estle diamètredu cercleinscrit danśµ² . Lesca-
ractéristiquesgéométriquesdu maillagesont fondamentalespour la méthodedes
élémentsfinis, car elles permettentde démontrerles propriétésd’approximation
de la méthode.Elles sontétroitementliéesau problèmephysiqueà résoudreet à
seséventuellessingularités.En conséquence,la naturedu problèmeconditionnele
choix demaillesplusfines(i.e. uneplusgrandedensitéd’éléments)danscertaines
zonesdudomainepourobtenirdessolutionsavecsuffisammentdeprécision.

En cequi concernela miseenœuvreinformatique,un maillageestfondamen-
talementreprésentépar uneliste de sommetset uneliste d’arêtesdéfinissantl’in-
terconnexion entre les sommets(nousverronsplus tard que cettereprésentation
ne suffit paspour la méthodedesélémentsfinis). Selonla topologied’intercon-
nexion dessommets,lesmaillagespeuventêtreclasséscommestructurésou non-
structurés[82]. Dansles maillagesstructurés, le schémad’interconnexion est tel
quela connaissancedesindicesd’un sommetendonnela positionrelative.C’estle
cas,parexemple,desmaillagesenquadrangleslorsquel’on travaille endimension
2. Dansuntel maillage,unsommetnoté S�¾¿Q©À�V apourvoisinde“gauche”le sommetS¿S�¾ÁN I V9Q©À�V et pour voisin de “droite” le sommet S�S�¾ C I V9Q©À�V . Dansles maillages
non-structurés, enrevanche,le schémad’interconnexion dessommetsestdetype
quelconque.Lesmaillagesnon-structuréssontdoncplusgénéraux,ils permettenten
particulierde recouvrirdesdomainesayantunegéométriecomplexe. La méthode
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Définition des éléments finis A.2

desélémentsfinis seprêtebienàl’utilisation demaillagesnon-structurés,tandisque
lesmaillagesstructuréssontplus souventassociésaux méthodesde discrétisation
detypedifférencesfinies.

La générationdemaillagesadaptésauxproblèmesàrésoudren’estpasuneopé-
rationsimple,surtoutpourdesdomainesdegéométrieirrégulière.Beaucoupdetra-
vauxde rechercheportentsur destechniquespermettantde générerdesmaillages
automatiquement.Pourplusdedétailssurcesujet,nousrenvoyonsà [82].

A.2 Définition des éléments finis

Le maillage du domainephysiquen’est qu’un supportgéométriquepour la
méthodedesélémentsfinis. Pourque les élémentsgéométriquesdu maillagede-
viennentdes“élémentsfinis”, quelquesdéfinitionsdoiventêtreajoutées.Unmaillage®°¯ agrémentédetellesdéfinitionsestappelétriangulation et noté ÂW¯ .

Soit :
– unepartiecompacté de Ã J r , connexeet d’intérieurnon-vide(triangle,qua-

drangle,etc.);
– unensemblefini Ä � HÆÅGÇÉÈËÊËÌÈ º { de Í pointsounœudsdistinctsdéfinissur ´ ;
– un espacevectoriel z � dedimensionfinie et composéde fonctionsdéfinies

sur ´ àvaleursréelles.

Le triplet S ´ Q z � Q Ä � V estappeléélémentfini deLagrange lorsque,étantdonnéÍ scalairesréelsquelconquesS ¥ ÈÎVÏÌÈ º { , il existe uneuniquefonction P�Ð z � telle
que,entoutnœudÇÉÈ de Ä � :P|S�ÇGÈÑVtH ¥ ÈÉQ Ò2À0H I Q¡i�i�i�Q Í i

La fonction P peutégalements’écrire,pourtoutnœudÇÉÈ de Ä � :P|S�ÇÉÈ�V�H ÌÓ _ º { ¥ _ P _ SeÇÉÈÑVÑi
où lesfonctionsP _ QU¾|H I Q¡i�i�i�Q Í vérifientla condition:P _ S�ÇGÈÎVtH¦Ô I si ¾jHÕÀR si ¾-ÖHÕÀ Ò2À0H I Q¡i�i�i�Q Í (A.1)

✍ intérpretation : pour toute fonction × , il existe une fonction ØÚÙDÛ � et une seule
qui interpole × sur Ü �
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Les fonctions P _ Q¿¾0H I Q¡i�i�i�Q Í sontappeléesfonctions de basepour l’élément
fini deLagrangeS ´ Q z � Q Ä � V . Dansla littératureanglo-saxonne,cesfonctionssont
désignéessousle nom de « shapefunctions»; c’est pourquoicesfonctionssont
aussiparfoisappeléesfonctionsdeforme.

Poursimplifier l’exposé,regardonscequesignifientcesrelationsdansle casdu
maillagebidimensionnelillustré dansla figureA.2, recouvrantun domainerectan-
gulaire Ý NßÞWQ»Þ4àBá Ý N I Q I à . Cemaillageestconstituéde35sommetset48éléments
triangulaires.

−1 2 30−3 1−2

−1

0

1

2

−2

Figure A.2 Maillage d’un domainerectangulaire.

Nousallonsmaintenantdéfinir unetriangulationÂW¯ sur le maillagedela figure
A.2. Pourcelanousavonschoisid’utiliser lesélémentsdetype zt{ , c’est-à-dire,les
élémentsfinis deLagrangededegré1. Un élémentzt{ estcaractérisépar le tripletS ´ Q z � Q Ä � V où

– ´ estun triangleappartenantà unmaillage®°¯ ;
– Ä � HâÅGÇ { Q»Ç r Q»Ç�ã�Ê , c’est-à-dire,unensemblede3 nœuds,chaquenœudcoïn-

cidantaveclessommetsdu triangle ä ² ;
– z � H zt{ , c’est-à-dire,l’espacedespolynômesdedegréinférieurou égalà 1

en b et k .
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Définition des éléments finis A.2

L’élémentzt{ deréférenceestprésentédansla figureA.3.

a2

a3

a1

Et = {a1, a2, a3}

a1 = (0,0)

a2 = (1,0)

a3 = (0,1)

Pt = (p1, p2, p3)

où où

p1(x,y) = 1 − x − y

p2(x,y) = x

p3(x,y) = yT

Figure A.3 Élémentfini Û { .
Il convient remarquerquenœudsdesélémentsfinis necoïncidentpastoujours

aveclessommetsdesélémentsgéométriques.Il existedesélémentsoùlessommets
ne sontpasdesnœuds(élémentfini de type hybrideprimal, par exemple),ou des
élémentsdont lesnœudssontpris sur lesarêtesou mêmeà l’intérieur del’élément
géométrique(élémentfini deLagrangededegré3).

Les définitionsquenousvenonsd’introduire sontgénéralisablesà toutela tri-
angulationÂ2¯ . Lorsquel’on travaille avecla triangulationcomplète,l’union desen-
semblesÄ � associésà chacundesélémentsdela triangulationformeun ensembleÄ H ÅGÇGÈËÊ ¸È º { de ± nœudsdistinctsdéfinis sur Â2¯ . Les nœudsde Ä sont appe-
lés degrésde liberté ; ce sontles inconnuesde notreproblèmediscret.À chaque
nœudcorrespondunefonction de basecontinue,quenousallonsnoterà nouveauP _ , vérifiantla conditionP _ S�ÇGÈÎV�H Ô I si ¾jHÕÀR si ¾-ÖHÕÀ Ò2À0H I Q¡i�i�i�Q ±
Chacunedecesfonctionsapoursupportl’ensembledesélémentscontenantlenœudÇGÈ et vaut R surle restantde Â2¯ (voir figureA.4).

Le nombrede degrésde liberté par nœuddépenden réalité de la naturedu
problèmetraité.Notreproblèmemodèleadmeteneffet un seuldegrédelibertépar
nœud(déplacementsverticaux).Pourcertainsproblèmesd’élasticité,parexemple,
six degrésdelibertésontnécessairespourdéfinir lesrotationset translationsen å ,æ

et ç .
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1

PSfragreplacements

èÉé

Figure A.4 Représentationgraphiquedesfonctionsdebasepour un domaine
bidimensionnel.

Nouspouvonsmaintenantintroduirel’espaceêìë surlequelnousallonsdétermi-
nernotresolutionapprochéeí�ë . Il s’agit d’un espacedefonctions î continuessurï ë , tellesquela restrictionde î à tout triangle ð¦ñÕò2ë appartientà l’ensemblede
polynômesdedegréinférieurou égalà1. La dimensiondel’espaceêìë estégaleau
nombretotal d’inconnuesassocieésaumaillage ò2ë , lesfonctionsde ê4ë étantentiè-
rementdéterminéesparleursvaleursenchacundenœudsdeceséléments.Danscet
espace,l’approximationà la solutionde(2.2)s’écrit donc:

íìë�ó ôõ ö¨÷�ø í öúùBö (A.2)

où û estle nombretotal d’inconnues(ou degrésde liberté)associéesaudomaine
discrétisé

ï ë et í ø9ü í�ý ü¡þ�þ�þ�ü í ô sontlesvaleursdela solutionapprochéepourchaque
inconnue.
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Assemblage du système A.3

Aveccesnotations,la formulationvariationnellediscrèteassociéeà(2.2)s’écritÿ�� � �����	�
����
������ ÿ�� � � ��
������ ����
������� 
(A.3)

Cetteégalitéestvraiepourtouteslesfonctionsdebase
��

�"!#�%$&�' ( ) )�+*

appartenant
à l’espace

���
.

Enutilisantl’écriture (A.2) de
���

dansla base
�,�

, la formule(A.3) devient- �,. ÿ � � ��./��
������ ÿ � � � ��
������ ����.0�0��
1�����2 
(A.4)

Le problème(A.4) estéquivalentà la résolutiond’un systèmelinéaire3�4 �657�
(A.5)

où
3

estunematricedetaille
*98�*

, d´éléments3 .:
;� ÿ�� � �<��.��=���2
������ �?>@�"!#�A$��' ) ( )�+*B�
(A.6)4

est le vecteursolution
�DC+�E�GFH�' ( ) )�I�GJ

, et
5

est un vecteurde dimension
*

, de
composantes 5K
7� ÿ�� � � �2
������ �?>E�"!#�%$��' ) ( )�+*B 

(A.7)

A.3 Assemb lage du système

Le calcul descoefficients
3 .L


de la matrice
3

selonla définition (A.6) sefait
en parcouranttous les élémentsdu maillage.La contribution de l’élément M au
coefficient

3 .:

s’écrit 3 .L
ON M1P � ÿ QSR ����.��=����
������ (A.8)

et le coefficient
3 .L


estcalculéparla formule3 .L
7� T- U V C 3 .L
&N M1P  
La matrice

3
, dite matrice de rigidité , estcreuseausensoù la plupartdeses

coefficientsestnulle.Eneffet,
3 .:
ON M1P�W�YX

si etseulementsi Z . et Z 
 sontdesnœuds
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Figure A.5 Profil dela matricederigidité pour le problèmedePoisson.

du triangle [ U . Le profil de
3

pour le problèmemodèleque nousavons choisi
est illustréedansla figure A.5 (les coefficientsnon-nulssont représentéspar des
carrés).Ceprofil estétroitementlié à la numérotationdesnœudschoisie.

Dans(A.7) figurentdesintégralesqu’on ne peut,en général,calculerde ma-
nièreexacte.Onutilisedoncdesformulesdequadrature,c’est-à-dire,oncalculeles
intégralesdemanièreapprochée.

En procédantainsi,onnecalculepaslesélémentsnulsdela matrice.
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Algorithme 8 : Algorithmegénériquepourl’assemblagedela matricederigidité.3 .L
;\ X
pour ] �A$

jusqu’à nombred’élémentsdu maillagefair e
initialisationdesconstantespourla formuledequadrature(points,poids)
pour

>^�%$
jusqu’à nombrededegrésdelibertédu ]`_acbda élémentfair e

pour
!#�A$

jusqu’à nombrededegrésdelibertédu ]�_acb^a élémentfair e3 .:
7\ 3 .L
fehg U ��.i��
����
fin pour5j.K\ 5j.ke g U ��. � ���

fin pour
fin pour

A.4 Prise en compte des conditions aux limites

L’algorithmed’assemblagedécrit dansla sectionprécédenterempli la matrice3
et le vecteur

5
pour tout degré de liberté défini sur le domainediscret l � , y

comprisles nœudssituéssur la frontière m . Pour compléterla procédure,il faut
ensuite“ajuster” lesvaleurscorrespondantesauxnœudsfrontièreafindeprendreen
comptelesconditionsauxlimites.Il s’agitd’assurer, pourtouteinconnue

>
associée

à un nœudsitué sur la frontière m , la condition
�,.n� � N Z . P . Pour ce faire, une

techniqueconsisteà remplir cetteconditionde manièreapprochéeen multipliant
l’élémentdiagonal

3 ./.
dela matriceet l’élément

5�.
dusecondmembreparunetrès

grosseconstanteo .
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AnnexeB

Algorithmes de raffinement de
maillage

Il existe plusieurstechniquesqui permettentde modifier un maillageau cours
d’un calculadaptatif.Le choix de la techniqueestfait en fonctionde la naturedu
problème.Pourdesproblèmesstationnaires,la tendanceestd’utiliser unetechnique
optimale,qui estplus coûteusemaisfournit desmeilleursrésultats.Pourdespro-
blèmesqui dépendentdutemps,ungrandnombred’adaptationspeuventêtrenéces-
sairesaucoursdu calcul: l’algorithmed’adaptationdoit êtrerapideet doit êtreca-
pabled’effectuerraffinementset déraffinements.L’interpolationentreun maillage
et l’autredoit êtreprécise.

Il convientderappelerquela qualitéd’unesolutionobtenueavecla méthodedes
élémentsfinis estfonctiondu typed’élémentchoisi (ordredespolynômesdebase)
et dela finessedu maillage.Lestechniquesd’adaptationagissentalorsenessayant
d’améliorerl’un ou l’autredecescritères:

Raffinement p Consisteàaugmenterlesdegrésdespolynômesdebase.End’autres
mots,on associeplusdenœudsà chaqueélément,sanschangersareprésen-
tationgéométrique.

Raffinement h Consisteà augmenterle nombrede nœudset d’élémentscom-
posantle maillage,de façonà réduirela taille desélémentsdiscrétisantle
domaine.La miseenœuvrepasseparun découpagedeséléments,suivi gé-
néralementd’unedivision desélémentsvoisinsafin degarderla conformité
du maillage.Cetteméthodeestrapide,et possèdel’avantagedepermettrele
retour à la grille grossièreen renversantle processusde découpage.Cette
méthodepermetaussiuneinterpolationpréciseentreles maillesemboîtées.
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Elle est idéalepour les problèmesdépendantdu temps.La connectivité du
maillagechange,ainsicetteméthodeestseulementappropriéeauxmaillages
nonstructurées.

Raffinement r Consisteà déplacer(relocaliser) les sommetsafin d’obtenir une
meilleuresolutionavecunnombrefixed’inconnues.Cetteméthodepeutseule-
mentfairefaceàdespetitsréglages,sansintroduiredesélémentstrèsdégéné-
rés,maiselleestrapideetpermettantle raffinementcommele deraffinement
dumaillage.Elle estappropriéepourlesmaillagesstructurés,qui exigentune
connectivité fixe, et pour lesproblèmesdépendantdu tempscar la vitesseet
la capacitéderaffineret deraffiner sontimportantes.✍ Réfs : Dufour

Raffinement m Consisteà changerleséquationsou le modèlephysiqueselonle
comportementlocal de la solutionapprochée.Par exemple,on peututiliser
deséquationslinéariséessi lestermesnon-linéairesdumodèlephysiquesont
négligeables.

Remailla ge Consisteàgénérerle maillageavecunnouveaupasdediscrétisation.
Cetteméthodeestplusgénérale,maiselle estplus lente,et il estdifficile de
renverserle raffinement.

Dansce travail nousavons utilisé le raffinementh décrit dansle paragraphe
suivant.

B.1 Adaptation par découpa ge

Ondisposed’unediscrétisationdudomaineentriangles.Onnote p U le maillage
de départ– c’est unetriangulationconforme.Une phased’estimationsd’erreur[]
détermineun ensembleqGr detrianglesoù l’erreur localeestgrande.Pouramélio-
rer la qualitéde la solutiondu problèmed’EDP, on raffine les trianglesde qGr . La
constructiond’unetriangulationadaptéeM U+s C parla techniquededécoupagesefait
endeuxphases:

– découpagedesélémentsquiontétédésignésparl’estimateurd’erreur: chaque
trianglede qGr estdécoupéenquatretriangleshomothétiques(figureB.1(b)).
Celaproduitun maillage M U+s C qui n’estpasconformeentrela zoneraffinée
et unezonenonraffinée;

– découpagede miseen conformité: s’appliqueaux trianglesayantun nœud
nouvellementcréesurl’une deleursarêtes.Unetechniqueconsisteà ajouter
destriangles“verts”. On joint le milieu de l’arête coupéen deux au som-
metopposépourformerdeuxnouveauxtriangles(figureB.1(b)).Cesdécou-
pagesproduisentdesélémentsde qualitémoindrepar rapportaux éléments
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introduitsdansla phasededécoupagestandard.Dansdesdécoupagessucces-
sifs, les triangles“verts”sontsupprimésavant l’étapede raffinement(figure
B.1(c)).

La figure B.1 illustre l’application de cettetechniquepour deux raffinements
successifs.

(a)

(c)(b)

Figure B.1 Raffinementpar découpage. (a) Triangleà raffiner. (b) Premierraffinement.
(c) Deuxièmeraffinement.
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AnnexeC

La méthodedeSchur dual

C.1 Réecriture du problème

Soit Z Nt )�' P uneforme bilinéaire,continueet coercive de u Cv N l;P . Soit w Nt P une
formelinéairede w F N l;P . Alors le problèmeM	xOy �Gz o'x �{� u Cv N l;P`|to
}G~ � o�Z Nc���Iz P � w N�z P �?zn� u Cv N l;P (C.1)

admetuneuniquesolutionappartenantà u Cv N l;P .
LorsqueZ Nt )�' P estsymétriquei.e. Z Nc���Iz P � Z N�z��I� P �?���Iz�� u Cv N l;P , le problème

(C.1)équivautauproblèmedeminimisationM�x&y ��z o'x �B� u Cv N l;Pj|to
},~ � o1� Nc� P���� N�z P �?zn� u Cv N l;P  (C.2)

où � estla fonctionnellequadratiquedéfiniepar� Ncz P � Z N�zG�Ez Pj��w N�z P �?zn� u Cv N l;P  (C.3)

C.2 Schur dual

Poursimplifier, onsupposequeZ Nc���Iz P � ÿ�� ���� /��z���� �?���Iz�� u Cv N l;P  
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C La méthode de Schur dual

et onpose ��L� �KCf�A��z2C�� u C N l C P7� z2C���X
sur ��l��{��l C�����,F��A��z=F	� u C N l F P7� z=F���X
sur ��l��{��l F�����A�%�kN�z�C+�IzOF P ���DC�8��,F � z2C��YzOF

sur � CcFH�� 
Pour résoudrele problème(C.1) sur l par la méthodede décompositionde do-
maine,on utilise lesfonctionnelles� U Ncz U P � $� ÿ � R � ��z U � F ��� � ÿ � R � z U ����� �?z U ��� U �`� ] ��$&� �
et on résoutle problèmedeminimisationsousla contrainteprésentedansla défini-
tion de

�
:M	xOy �Gz o'x Nc�DC��I��F P ��� |to
}��7~ � o� CHNc�DC P e � F�Nc��F P���� C�Ncz2C P e � F�N�zOF P ��Ncz2C��Iz=F P ���f (C.4)

Pourprendreencomptelacontrainteàl’interfacedansleproblèmedeminimisation,
on introduit un multiplicateur de Lagrange � . Le Lagrangien�¡  �¢8 w F N � CcF P�£ ¤ ¥ associéauproblème(C.4)estdéfini commesuit :� Ncz2C��Iz=F'� �`P � � C�N�z�C P e � F�Ncz=F P e ÿ�¦�§(¨ � N�z�C � z=F P � �  
On peutmontrerquele point

Nc�DC��E�GF���© P ���ª8 w F N � CcF P estpoint sellede
�

i.e.
– le point

Nc�DC��I��F P ��� estunminimumde w Nt )�' )��© P� N��DC��I��F'��© P � «­¬k®¯i° §"± ° ¨0²´³'µ � N�z�C��EzOF
��© P �
– le point

©{� w F N � CcF P estunmaximumde
� Nc�DC��E�GF��' P¶E·�¸¹ ³Hº ¨ ¯ ¦�§(¨ ² � N��`C+�I��F'� ��P � � Nc�DC��I��F'�+© P �

estsolutiondu problèmedeminimisation.

C.3 Différence entre les 2 méthodes de Schur

On considèreunedécompositionsansrecouvrementde l telle quel � l C`» l F
� tel que l C �{l F���¼� 
Les méthodesde décompositionde Schur, primaleet duale,sedistinguentpar

la manièred’imposerla “continuité” à l’interface:
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Différence entre les 2 méthodes de Schur C.3

– Schurprimal suppose �DC��¡�GF
surl’interface ½

– Schurdualsuppose(dualisationdela contrainte)ÿ ¦ � N��`C � ��F P � � ��X � � � w F N � CcF P  (C.5)
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AnnexeD

La méthodedu gradient conjugué

L’algorithmede gradientconjuguégénériqueprésentéau chapitre4 estdérivé
del’algorithmefigurantdansLascaux-Théodore[105]. Pourrésoudrele problème3 �¾��¿
�

(D.1)

oneffectuelesopérationssuivantes

1. Initialisations

(a)
� v

donné,

(b)
� v � x v �6¿ � 3 � v ,

(c) À v � �­� x v �(� F ;

2. Itérations,pour
>^��X��H$��' ) ( 

(a) calculdupasdedescente:Á . � �­� x . �­� FIÂ N 3 � . ��� . P �
(b) calculdela directiondedescente:� . s C �Ã� . e Á . � . �
(c) calculdu résidu: x . s C � x . � Á . 3 � . �
(d) calculdel’erreur : À . s C � �­� x . s C �­� F Â �­� x . �­� F �
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D La méthode du gradient conjugué

(e) calculdela directiondedescenteconjuguée:� . s C � x . s C �ÄÀ . s C � .  
Nousavons montréau chapitre2 que les méthodesde décompositionde do-

mainesansrecouvrement(Schurprimal,SchurDual,méthodedesjoints)reviennent
à résoudrele systèmed’interface qdÅ�Æ �YÇ��
qui s’écrit demanièredéveloppée:ÈLÉ Æ"ÆS� É Æ C ÉËÊ CC"C É C Æ�� É Æ F ÉËÊ CF"F É F ÆEÌ(Å�Æ ��Í Æ�� É Æ C É#Ê CC"C Í�C � É Æ F ÉËÊ CF"F Í#F' 
Enadaptantlesétapesprécédentes,la méthodedegradientconjugués’écrit comme
suit. Les étapesindiquéesen caractèresgrasserontimplémentéesinformatique-
ment.

1. Initialisations

(a) Î vÆ donné,

(b) on calcule� v � x v��Ç �ÏqdÅ vÆ�ÐN�Í Æ��ÏÑ U V C ± F É Æ U É Ê CUEU Í U Pd�ÓÒ��ÏÑ U V C ± F É Æ U É Ê CUEU É U ÆtÅ vÆ e É Æ"ÆEÔ=Å vÆ ���Í ÆÕ�ÏÑ U V C ± F É Æ U ÉËÊ CUIU È Í U � É U Æ@Å vÆ Ì,� É Æ"ÆEÅ vÆ  
(D.2)

Onremarquequele termeentrecrochetcorrespondàdesrésolutionssur
lessous-domaines: Í U � É U ÆEÅ vÆ � É UIU Å U � (D.3)

on endéduit� v � x v �6Í ÆÕ�ÏÑ U V C ± F É Æ U ÉËÊ CUEU É UIU Å U � É Æ"ÆIÅ vÆ�6Í ÆÕ�ÏÑ U V C ± F É Æ U Å U � É Æ"ÆIÅ vÆ  (D.4)

Lesvecteurs
� v

et x v sontdela mêmedimensionque Å vÆ .
D’un point de vue informatique,on procèdecommesuit (sur chaque
processeur] ��$�� �

) :

i. calcul de Î¾Ö (variable locale)par résolution de× Ö�ÖOÎ¾Ö �6Ø Ö1� × Ö�Ù'Î¾ÚÙ �Û Ö � × Ù�ÖOÎ¾Ö � (D.5)
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ii. calcul du résidu :Ü Ú �YÝ Ú ��Ø Ù�� × Ù�Ù
Î ÚÙ � Û=Þ � Û'ß � (D.6)

(c) calcul de l’err eur : à Ú � �(� Ý Ú �(�á½ (D.7)

2. Itérations,pour
>^��X��H$��' ) ( 

(a) Dansle calcul du pasde descente, on veutévaluer q � . parla formuleq � . �ÐN É Æ"Æ�� É Æ C É Ê CC"C É C Æ�� É Æ F É Ê CF"F É F Æ+P � . (D.8)

sansinverserles matrices
É UIU

( ] �â$�� �
). Pour le faire, on utilise des

variablesintermédiairesã U ( ] �%$&� � P tellesqueã U � É Ê CUIU É U Æ � . (D.9)

i.e. tellesque ã U soientsolutionsdesproblèmeslocaux :× Ö�ÖOä2Ö � × ÖHÙ Ü^å  (D.10)

Unefois cescalculslocauxréalisés,on poseæ Û Ö � × Ù�Ö=ä2Ö � ç{��è,��éD�Û Ù � × Ù�Ù Ü å � (D.11)

et onévalue ê �Aë Î åÙ � Û Ù	� Û=Þ � Û
ß  (D.12)

Le pasdedescenteest Á^å � �­� Ý å �(� ß
Â N ê � Ü å P � (D.13)

(b) calcul de la dir ection dedescente:Î å s ÞÙ � Î åÙ e Ádå Ü å � (D.14)

(c) calcul du résidu : Ý å s Þ �YÝ å � Á^å ê � (D.15)

(d) calcul de l’err eur : À å s Þ � �(� Ý å s Þ �­� ß
Â �­� Ý å �(� ß � (D.16)

(e) calcul de la dir ection dedescenteconjuguée:Ü å s Þ �6Ý å s Þ �ÄÀ å s Þ Ü å  (D.17)
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D La méthode du gradient conjugué

L’algorithmequenousvenonsde présenterrésoutun systèmed’interfaceglo-
bal,c’est-à-direqu’il traitesimultanémenttouteslesinterfacesd’unedécomposition
donnée.Dansla suite,nousnousattachonsà étudierle casoù toutesles interfaces
entresous-domainessonttraitéesdemanièredisjointe.C’estle casparexemplede
la méthodedeSchurdualet dela méthodedeSchurprimal lorsquele domaineest
décomposéen“tranches”.On veutmontrerque,danscecasparticulier, nousavons
plusieurssystèmesd’interface.Si l’on note

*ì.
le nombred’interfaces(disjointes)

d’unedécompositiondonnée,nousavonsdoncq�í2Åîí ��Ç í � ïÏ�%$��' ) ( )�+*ì.
Le processusde résolutionsedécomposealorsenun ensembledecalculsd’inter-
facepouvantêtreeffectuésindépendammentlesunsdesautres.Celanouspermet
d’exprimerl’algorithmeCG génériquepourun sous-domainel U ayantun nombre
quelconqued’interfaces,cequi facilite l’identification destâchesrelativesaupro-
cessusderésolutionsurun sous-domaine.

Pourillustrer nospropos,prenonscommeexemplela décompositiond’un do-
mainerectangulaireen3 “tranches”nonrecouvrantes.Si l’on réorganisele système
linéairerésultantdefaçonà séparerlesnœudsinternesdesnœudssituésauxinter-
faces,nousavonsle systèmesuivant:

É � ðññññò
É C"CóX X É C�ôõXX É F"FõX É Föô É F"÷X X É Æ"Æ X É Æ ÷É ôIC É ôøFõX É ô"ôõXX É ÷"F É ÷ Æ X É ÷"÷

ùHúúúúû Å � ðññññò
Å CÅ FÅ�ÆÅ ôÅ ÷

ùHúúúúû ÍÓ� ðññññò
Í�CÍ#FÍ ÆÍËôÍ#÷

ùHúúúúû
Cetteformulationmatriciellenousdonnelessystèmesd’interfaceq ô Å ô7�YÇ�ô

et q ÷ Å ÷7�YÇì÷
où q ô�� É ô"ô � F- U V C É ô U É Ê CUIU É U ô'� Ç�ô��6ÍËô � F- U V C É ô U É Ê CUIU Í U
et q ÷�� É ÷"÷ � Æ- U V F É ÷ U É Ê CUIU É U ÷'� Ç�÷���Í#÷ � Æ- U V F É ÷ U É Ê CUIU Í U  

Rappelonsque les matrices q ô et q ÷ sont composéesdesblocsde la matrice
globaleayantune influencesur les interfacesrespectives.Les vecteurs

Ç�ô
et
Çì÷

sontdécomposésdefaçonanalogue.
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Cesnotationsmettentenévidencequelescalculsde Å ô et Å ÷ sontindépendants
l’un del’autre.L’algorithme9 fournit uneécrituregénériquedu gradientconjugué
pour ü sous-domaineslorsquelesinterfacessontdisjointes(résolutiondeplusieurs
systèmesd’interfaceaulieu d’un seul).

Algorithme 9 : AlgorithmeCGgénériquepourle sous-domainel U � ] ��$��' ) ( )� ü .

1: Å ví ��X�� ��ï���$��' ) ( )�+*�.
{initialisation}

2: Å U solutionde
É UIU Å U �6Í U �ÏÑ J,ýí V C É U í2Å ví

3:
Û í ¯ U ² � É í U Å U � ��ïÏ�%$��' ) ( )�+*ì.

4:
� ví � x ví ��Í íþ� É í'í2Å ví � Û í ¯ U ² � Û í ¯/ÿ ² � ��ïÏ��$&�' ( ) )�+*ì.

5:

à v � Ñ J,ýí V C�� x ví � F
6: pour

>^�6X��'$&�' ( ) 
jusqu’à la convergencefair e

7: ã U solutionde
É UEU ã U � Ñ J,ýí V C É U í � .í

8:
Û í ¯ U ² � É í U ã U � ��ï���$��' ) ( )�+*�.

9:
Û í � É í'í � .í � ��ï���$��' ) ( )�+*�.

10:

ê í � Û íþ� Û í ¯ U ² � Û í ¯/ÿ ² � ��ïÏ��$��' ) ) (�+*�.
11: Á . � Ñ J,ýí V C�� x .í � F Â N ê í �0� .í P
12: Å . s Cí � Å .í e Á . � .í � ��ï �A$��' ) ( )�+*�.
13: x . s Cí � x .í � Á . ê í � ��ï �%$&�' ( ) )�+*ì.
14: À . s C � Ñ J,ýí V C�� x . s Cí �

Â
� x .í � F

15:
� . s Cí � x . s Cí �ÄÀ . s C � .í � ��ïÏ��$&�' ( ) )�+*ì.

16: fin pour
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Résumé: Les applicationsde simulationnumériquenécessitantla résolutionde problèmesd’Équationsaux

DérivéesPartielles(EDP) sontsouvent paralléliséesà l’aide d’une méthodede décompositionde domaine.Ces

méthodesmathématiquessont naturellementouvertesau parallélisme,cependantleur exploitation efficacesur

les machinesparallèlesdevient difficile lorsqueles applicationsont un comportementirrégulier. C’est le caspar

exemplelorsquelesproblèmesmathématiquessontrésolusdansdesdomainesgéométriquescomplexesoulorsque

l’on utilisedestechniquesd’adaptationdemaillage.Unetechniquedeprogrammationseprêtantbienà la miseen

œuvred’applicationsirrégulièresestla multiprogrammationbaséesurdesréseauxdeprocessuslégerscommuni-

cants.Danscettethèsenousréalisonsuneétudeapprofondiede l’apport deceparadigmedeprogrammationà la

résolutiondeproblèmesd’EDPpardesméthodesdedécompositiondedomaineetnousmontronsqu’il existeune

écriturealgorithmiquegénériquedecelles-ci.Unedenosprincipalescontributionsrésidedansla conceptionetréa-

lisationd’un harnaisinformatique,appeléAhpik, permettantuneprogrammationaiséed’applicationsreposantsur

lesméthodesdedécompositiondedomaine.Ceharnaisfournit un supportgénériqueadaptableà denombreuses

méthodesmathématiques,qu’ellessoientsynchronesouasynchrones,avecousansrecouvrement.Uneconception

orientéeobjetpermetd’encapsulerlesdétailsdegestiondesprocessuslégersetdescommunications,cequi facilite

l’implantationdenouvellesméthodes.Nousavonsutilisé l’environnementAhpik dansle cadredela résolutionde

problèmesd’EDP classiqueset notammentpourun problèmeenmécaniquedefluidesdegrandetaille.

Mots clés: Multiprogrammationlégèredistribuée,méthodesdedécompositiondedomaine,résolutiond’Équa-

tionsauxDérivéesPartiellesenparallèle,programmationgénérique,grappesdemultiprocesseurs.

Title: Genericparallel multithr eadedprogramming of domain decompositionmethods

Abstract: Numericalsimulationapplicationsrequiring the resolutionof Partial Dif ferential Equation(PDE)

problemsare often parallelizedusing domaindecompositionmethods. Thesemathematicalmethodsare well

adaptedto parallelcomputing,howevertheireffectiveexploitationonparallelmachinesbecomesdifficult whenthe

applicationshave an irregularbehavior. This is thecasefor examplewhenthemathematicalproblemsaresolved

over complex geometriesor whenoneusesmeshrefinementtechniques.A programmingtechniquethat is useful

to copewith irregularparallelapplicationsis multithreading.In this thesisweperformathoroughstudyontheuse

of this programmingparadigmfor solvingPDEproblemsthroughdomaindecompositionmethods,andwe show

thata genericalgorithmicwriting of this methodsis possible.Oneof our maincontributionsresidesin thedesign

andimplementationof aprogrammingharnesscalledAhpik, allowing for easydevelopmentof applicationsrelying

on domaindecompositionmethods.This programmingenvironmentprovidesa genericsupportthat is adaptable

to many mathematicalmethods,which canbesynchronousor asynchronous,overlappingor non-overlapping.Its

object-orienteddesignallows to encapsulateimplementationdetailsconcerningthe managementof threadsand

communications,which easesthe taskof developingnew methods.We validatethe Ahpik environmentin the

context of theresolutionof someclassicalPDEproblemsandin particularfor onelargeproblemin computational

fluid dynamics.

Keywords: parallelmultithreadedprogramming,domaindecompositionmethods,parallelsolutionof Partial

Dif ferentialEquations,genericprogramming,clustersof multiprocessors
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