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Intr oduction

La simulationnumériqueestun outil essentiepour le déweloppementechno-
logique de disciplinestrés variéescommela mécaniquedesfluides, le calcul de
structureset la météorologie Un phénoménghysiquepeutse traiter numérique-
mentpar la discrétisationdu systémed’Equationsaux DérivéesPartielles (EDP)
qui le modélise,le but étantd’obtenir un systemematriciel linéaire. Numérique-
ment,la précisiond’unesolutiondépendlela finessalela discrétisationutiliséece
qui influencefortementla taille du systemea résoudreEn conséquencdestemps
de calcul peuwentétrede quelquesnilliers d’heuressur un ordinateurcorvention-
nel lors de la simulationde problémesen vraie grandeurLes implémentationsn-
formatiquesconstruitessur ce principe sontainsi de grandesconsommatricesle
ressourcede calculetdemémoire.

Danscecontexte, le calcul paralleleestde plusenplusutilisé commeunealter
native permettantd’obtenir desdiminutionssubstantielleslu tempsde restitution
descalculset/ou d’effectuerdesétudesnumériquesie plus grandeprécisiontout
engardantun tempsde calculraisonnablelLes possibilitésde calcul parallélesont
aujourd’huiprésentes desdegrésdiversdansles systémesnformatiqguesCe peut
étrevia desmachinesspécialementoncuespour ce type de calcul (CRAY T3E,
SGI PaverChallenge)]BM SP), desseneursou stationsmultiprocesseurselles
guecellesoffertesparla plupartdesconstructeurspu bien unegrappe homogéne
ou non,de machinegprécédemmentitées.Cesderniéresontde plus en plusfré-
guemmenthoisiescar, construiteenutilisantdu matérielproduiten grandesérie,
les grappessontplus abordablegjueles machinegparallélesdédiéesLe probléme
seposealorsd’offrir auprogrammeud’applicationscritiqueslesmoyensd’exploi-
terle potentielde puissanceffert parcesarchitectureparalleles.

Dansle cadredelarésolutiondesystemesssusdela discrétisatiorde problémes
d’EDP, unefamille de méthodeseprétantbien au calcul paralléleestconnuesous
le nomdeméthodesde décompositionde domaing 149, 38]. L'idée debasecom-
munea cesméthodesreposesur le découpaggéomeétriquedu domainephysique
en sous-domainede manierea travailler avec desproblemesd’EDP locauy, i.e.
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Introduction

associésux sous-domaineglus petits. Pourcouplerles problemesd’EDP posés
surchacundessous-domaineda méthodedéterminetérativementdesconditions
aux limites a imposeraux frontieresde cesdomainesCettedescriptionsuccincte
fait apparaitrde caractéreparallélede la méthodepuisquela résolutiondessous-
problemegpeuts’effectuersurdesprocesseurdifférents sousrésened’'un échange
de donnée®ntreprocesseursésohantdessous-domaine$soisins” afin de déter
miner/fournir les conditionsaux limites. Les méthodesde décompositiorde do-
mainesontun exempletypique de parallélismea grosgrain, se prétantgénérale-
mentbien aux architectureparallélesde type grappecarles communicationsont
peuvolumineuseparrapportauvolumede calcul.

L'obtentiond’un parallélismeefficacelors de l'utilisation d’'une méthodede dé-
compositiordedomainedépendortementd’unedistribution équitabledela chage
de calcul entreles processeurd.orsqueles problemesprésententine certaineré-
gularité (mathématiquet géométrique)l’équilibragede chage estassemsimplea
réaliser Par contre,ce n’estplusle casdéslors queles problemesnathématiques
présententinesingularitéou quela géométrieestcomplece.

De plus, danscertainessituationsla chage associée un sous-domainearie dy-
namiquemenau coursdu calcul car les discrétisationgpeuwvent étre modifiéeslo-
calement(plus fines ou plus grossiéreskn fonction du probléemephysique.Cette
techniqued’adaptation de maillage permetde lesrésoudreout enévitantle codt
insupportableen mémoireet tempsde calculd’'une discrétisatiorglobalementine.
Il enrésultedesimplémentationparallélesayantun comportemendynamiqugim-
prévisible),ellessontditesirrégulier e4136, 80].

La priseencomptedel'irrégularité ajouteun degré de difficulté a la program-
mationd’applicationsparallelesnotammensi 'on souhaitequele programmesoit
a la fois efficaceet portable.Une techniquede programmatiorse prétantbien a
la miseen ceuvred’applicationsirréguliéresestbaséesur desréseauxde proces-
suslégerscommunicants Un processusger(ou «thread», enanglais)[107103]
estuneabstractiorpermettant’exprimerla multiprogrammatior{i.e. de multiples
flots d’exécutionindépendantsauseind’un processusystémele qualificatif “lé-
ger” vient du fait quela gestionde cesentitésa un codttrésfaible parrapportaux
processusystemell estalorsintéressant’utiliser la multiprogrammatioriégere
pourmanipuler(démarrerarrétey suspendrejéplacer)estachesd’un programme
dynamiguementCettetechniqueestégalemenbpportunepourrecouvrirlestemps
decommunicatiorpardu calculutile. Le paradigmede processuggerscommuni-
cantspermetd’exploiter efficacementesarchitecturesie type grappede multipro-
cesseursymeétriquesarlesprocessutggerspeuents’y exécuterenparalléle Bien
guela multiprogrammatioégéresoit unetechniqueconnuedepuidongtempspeu
d’applicationsde simulationnumériqueentirent parti.

Danscetravail dethesenousnousintéressons I'apport du paradigmede pro-
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cessudégerscommunicantgour I'exécutionparalleleefficace d’applicationsde
simulationnumériquereposansurdesméthodesie décompositioredomaine Ce
travail s’inscritdansunecollaboratiorentreles projetsAPACHE! etIDOPT?, loca-
lisésrespectrementau seindu Laboratoirelnformatiqueet Distribution (ID) etdu
Laboratoirede Modélisationet Calcul (LMC) del'Institut de Mathématique#\p-
pliquéesde Grenoble(IMA G). Les themesde recherchedu projet APACHE sont
centréssurle déweloppement’un ernvironnementde programmatiorparallelepor-
tableet efficace, NnommEATHAPASCAN [26, 44,128. Cetervironnementomporte
un noyau exécutif permettant’utilisation de la multiprogrammationégéredans
un contexte distribuéeet uneinterfaceapplicatve implémentantin modélede pro-
grammationparallélehaut niveau,basésur un mécanismede créationde taches
communigquanentreelles par I'intermédiaired’'une mémoirepartagéele projet
IDOPT s’intéresseila miseaupointd’outils mathématiquestalgorithmiquegour
la simulationnumériquede systéemesssusde la physiqueet desscienceglel’envi-
ronnement.

Résultant’'uneétroitecoopératiorentrecesdomainesnotretravail aunedouble
vocation: d'unepartutiliserl'environnementATHAPASCAN pourla miseenceuvre
d’une classed’applicationstrés représentatie du calcul scientifique,d’autre part
proposedessolutionsinformatiquesmathématiquememorrecteetfacilementas-
similablesparla communautél’utilisateurs.Dansce cadre,nosprincipalescontri-
butionssont:

— uneétudeapprofondiede I'apport du modélede processusgerscommuni-
cantsdansle cadredela résolutionde problemesl’EDP pardesméthodesle
décompositiorde domaine

— unharnaisnformatique appeléAHPIK, permettantineprogrammatioraisée
d’applicationsreposantur les méthodesle décompositiorde domaine.Sa
conceptiororientéeobjet permetd’encapsulefes détailsde gestiondespro-
cessudégerset descommunicationsge qui facilite 'implantation de nou-
vellesméthodes

— l'utilisation decetervironnementlansle cadredela résolutionde problemes
d’EDP classique®t notammenipour un probléemeen mécaniquede fluides
degrandetaille.

Cetravail de thésea fait objetde plusieurspublicationsacceptée§39, 40, 41]
etun articleestencoursd’évaluation[14].

Le manuscritde théseestorganiséentrois parties.La premierepartieprésente

LAlgorithmiqueParalléleet pArtagede CHaigE, projetjoint CNRS-INPG-INRIA-UJE
2|dentification,Optimisationet SimulationNumériqueen Physiqueet en Environnementprojet
joint CNRS-INPG-INRIA-UJE
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Introduction

desconceptdanformatiqueset mathématiquesssentielsNous commencgongcha-

pitre 1) par uneintroductionau calcul paralléle: desarchitecturegparallelesac-

tuellesetdela programmatiorde celles-ci.Cettepartiecomprenduneintroduction

alatechniquaedemultiprogrammationégére Le chapitre2 présentaelesgénéralités
liéesalarésolutiondeproblemes’EDP enmettant’accentsurlesméthodesledé-

compositiordedomaine La deuxiémepartiediscutedela programmatiorparalléle
de cesméthodesen présentantétat de I'art dansle chapitre3 puis enproposant,
dansle chapitred, uneapprochesystématiquele programmatiorparalléleetun dé-

veloppement l'aide de techniguesie multiprogrammatiordégére.Cettepartiese

conclutparla présentatiore I'environnemenbobjet AHPIK dansle chapitre5. La

troisiemepartie(chapitre6) présentalesrésultatsexpérimentaux.
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Premiere partie

Probléematiqueet Techniques
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1 Le calcul parallele

Lesprogresremarquabledansle domainedela micro-électroniqudournissent
desmicroprocesseurujoursplus puissantsa un rythme souwent supérieuraux
prévisionsles plus optimistes[94. Seulementet accroissemengn puissancele-
mandedestechnologiesle plus en plus complees,engendrantesdifficultés qui
sefont remarquetantsurle plantechnologiqueuesurle planéconomique.

En mémetemps,les besoinsdesutilisateursdu calcul haute-performancsont
habituellementu-deladesressourcesdisponiblesEn effet, la conquétedela puis-
sancenécessairpoureffectuerdescalculsde pointeestnaturellemensuiie parle
lancementde nouweauxchallengesCelasetraduit par desbesoingtoujourscrois-
santsentermesde performancarithmétiquecapacitéde stockageet rapiditéd’ac-
cesauxdonnées.

Le calcul paralléleconstitueune réponseaux problémessoulesés ci-dessus.
Il consistea utiliser simultanémentes différentesressourceslisponiblesdansun
systemenformatique(processeursnémoiresdisquesréseauxde communication,
etc.)pourl’exécutiondescalculscorrespondanta unemémeapplication.Les mo-
tivationspourunetelle techniqueont a la fois un caractéreaemporel(travailler plus
vite) et spatial(réaliserdesplus grostravaux). De plus, le parallélismepeutétrevu
commeune faconde contourneres barrierestechnologique®t économiquegui
s’'imposentaudéwloppementie microprocesseurglus puissants.

L'utilisation de multiplesprocesseurpourunemémeapplicationimplique une
coopératiorentreeux. Ce fait esta I'origine desgrandedifficultésliéesau paral-
Iélisme: d’'un point de vue matérielparcequecelanécessitalestechnologieper
mettantun accegapidea desinformationsqui ne sontpaslocalementiccessiblea
un processeyretd’un pointdevuelogiciel caril fautrepensetesoutils classiques
de programmatiorafin de prendreen comptela coopératiorentreprocesseurs.

Dansce chapitrenoustenonsa introduireles conceptsde basedu calcul paral-
lele.Nouscommencgongsectionl.l) parprésentequelquesatégoriesliemachines
paralleles,avec en particulier une discussionsur les tendancesactuellespour la
constructionde supercalculateursNousprésentongnsuite(sectionl.2) quelques
notionspourla conceptiord’algorithmesparallélestleur implantationsurles dif-
férentstypesde machinesLes modelesles plus courantspour la programmation
parallelesontégalementwquésdanscettesection.La programmatiorbaséesur
processudégerscommunicantsest présentéeen détailsdansla sectionsuvante
(1.3), ou I'on meten évidence'intérét de cettetechniquepour la miseen ceuvre
d’applicationsirréguliéres.Nousfinissons(sectionl1.4) par présentef’environne-
mentATHAPASCAN, qui constituda plate-formeexécutive pourle travail quenous
avonseffectué.
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Architectures pour le calcul parallele 1.1

1.1 Architectures pour le calcul parallele

Les différentesarchitecturesnatériellesse prétantau calcul parallélepeuent
étre classéeselonplusieurscritéres.Flynn[69] a proposédansles années/0 une
classificatiorfondéesur la multiplicité desflots d’instructionset de donnéesd’ou
la distinctiondespremiéresmachinegarallélesen SIMD (machineexécutantune
mémeinstructionsimultanémensur plusieursdonnéesgt MIMD (machineayant
plusieurdlots d’exécutionsimultanésurplusieursdonnées)Certainsauteur§154,
157 ont par la suite subdvisé la classeMIMD en fonction du degré de couplage
entre processeurgt mémoires.On distingueainsi les multiprocesseurgou ma-
chinesa mémoirepartagéedesmultiordinateurs/ou machinesa mémoiredistri-
buée).

Cetteclassificationgénéraleconstitueun repéreéimportantlorsquel’on analyse
I'évolutiondesarchitectureparallelesaufil desannéesDansla suitenoustenonsa
différenciedesarchitectureamémoirepartagéalesarchitectureaméemoiredistri-
buée,puis nousdiscutonsdestendancesictuellesqui ménenta combinercesdeux
modeélesilemémoirepourla constructiordesupercalculateursPourplusdedétails
surlesdifférentesarchitecturese lecteurpourraconsultef32].

1.1.1 Architectures a mémoire partagee

Les architecturegarallelesa mémoire partagée aussiappeléesnultiproces-
seurs,sontcomposéesl’un ensemblede processeursyantaccésa une mémoire
communeLa plupartdesmultiprocesseuractuellementiansle marchésontdes
systemesymétrigueg SMP — SymmetricMultiProcessing, dansle sensou tous
lesprocesseursnt les mémedonctionset sonten compétitionpourlesressources
systemalefaconégale.

L'existenced’unemémoirepartagédacilite le travail deparallélisatiordesalgo-
rithmes.La miseenceuvredela coopératiorentreprocesseursstsimplifiéecarles
communicationpeuents’exprimer par deslecturesou écrituresde zonesde mé-
moire partagéesserapprochantle la programmatiorséquentiellelassique Mais
I'accésala mémoirecommuneestaussile point faible de cesarchitecturesEn ef-
fet, le couplagdort entreprocesseuet mémoirefait quel’augmentatiordu nombre
de processeuraugmenteaussila contentiond’accésau bus reliant processeurst
mémoiresDe cefait, lesarchitectures mémoirepartagéane permettentle relier
gu’un nombrelimité de processeurggutrementit ellesne sontpasadaptéepour
le parallélismea grandeéchelle.
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1 Le calcul parallele

Afin delimiter lachagedande busd’interconneion, lesarchitecturesctuelles
emploientplusieursniveauxde mémoirescache,de fagcona ce que le tempsreel
d’accesa une donnéedépendede salocalisationdansla hiérarchiede mémaoires.
Méme avec l'utilisation de cestechniques)es architecturesSMP restentaujour
d’hui limitées a quelquesdizainesde processeurs._es machinesSun Enterprise
10000sontactuellementes SMP de plusgrandetaille dansle marché Malgrécette
contrainted’extensibilité, les architecturesSMP se sont beaucouprépanduesen
particulierlesconfigurationgdeuxou quatreprocesseurgqui sontaujourd’huipro-
poséegarla plupartdesconstructeursle stationsde travail.

1.1.2 Architectures a mémoire distrib uée

Lesarchitectureamémoiredistribuéesontconstituées’'un ensembl@enceuds,
chaquenceudétantcomposé&l’un processeuet d’'une mémoirelocale.Les nceuds
sont connectésentre eux par un réseaude communicationau travers duquelils
peuentcoopérerGraceaucouplagepluslacheentreprocesseurst mémoiresjes
machineautilisant cettearchitecturesont plus extensiblesa la fois en nombrede
processeurst encapacitétnémoire Celaa permisde construiredesmachinegou-
vant employer plus d’'une centainede processeurdOn parle alors d’architectures
massvementparallelefMPP— MassivelyParallel Processing,

Les technologiesd’interconneion entre les noeudssont tres variées,tant du
pointdevue du matérielutilisé quedestopologiesproposéesivecl’évolution des
technologiestandard FDDI, ATM, etc.),les machinesa mémoiredistribuéeres-
semblentleplusenplusadesréseauxd’ordinateursAvecun bonrapportprix/per-
formanceslesgrappeg«clusters» enanglais)construitegparl’assemblagele ma-
tériel produitengrandesériesontdevenuegréspopulaires.

Si I'absenced’'une mémoirecommunepermetun parallélismea plus grande
échelle Ja miseenceuvred’applicationsparallélessurlesmachiness mémoiredis-
tribuéeestplus délicate. Aucun supportaux accesdirectsa une mémoiredistante
n'estapriori fourni parcetyped’architectureetla coopératiorentreprocesseursst
plus colteusepar rapportaux architectures& mémoirepartagéeCeci estd’autant
plus vrai pour les architecturesie type grappe.Le programmeurdoit par consé-
guenceprendreen comptela localisationdesdonnéessur les mémoiredocaleset
s’occupermrxplicitementdela distribution ou du mouvementde cesdonnéegorsque
nécessaire.
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Architectures pour le calcul parallele 1.1

1.1.3 Architectures hybrides

La maturitédesmultiprocesseurst I'évolution constantedesréseauxd’inter-
conneion ont mis surle marchédesmachinescombinantles deuxtypesd’archi-
tecturegprécédentegCesmachinesontconstituéesl’un ensemblale noeudsnul-
tiprocesseurseliésentreeux par un réseaud’interconnaion hautdébit,'exemple
typique étantl’Origin 2000 fabriquéepar SGI. Le modelede mémoirede cesar-
chitecturesest mixte : mémoirepartagéeau sein d’'un mémenceud,et mémoire
distribuéeentreles différentsnceudsCertainesnachinent uneorganisatiormé-
moire ou chaguenceudpeutaccéder deszonesmémoireappartenané d’autres
nceudsmais la mise en ceuvreefficace de cesmémoiresvirtuellementpartagées
n’esttoujourspasbienmaitrisée.

Les architecturesybridesoffrent une alternatve pour contournere probléme
d’extensibilité desmachinesa mémoirepartagéeElles ont aussil’avantaged’'une
puissancale communicatiorsupérieurgar rapportaux machinesa mémoiredis-
tribuée,les premieresayantmoinsde nceudsjueles derniéresa unepuissancele
calculégale(i.e. un mémenombrede processeurs).

L’assemblagale multiprocesseurgn réseaus’est montré corvenablepour la
constructionde systemesle petitea grandetaille. Avecl'ample disséminatiordes
machinesSMP surle marchéJesgrappest réseauxtilisentdesunitésa plusieurs
processeurd.’acroryme CluMPs(Clustess of MultiProcessos apparaipour dési-
gnercesgrappesde multiprocesseurd.’architecturedesnouwellesmachinesmas-
sivementparallelesdevient aussitres proched’une grappede SMP, la différence
résidantsurtoutdansl’utilisation deréseauwpropriétaireetdansla préserationde
'image d’'un systemenomogenel es systémesle plus grandetaille construitssur
ce principeaccommodenaujourd’huipresde dix mille processeursavec desper
formancesiépassarie teraflopq10'? opérationsiepointflottantparseconde)[57].

Silesarchitecturefiybridespeuventmenera desperformancesansprécédent,
ellesreprésenterdussidesnouweauxchallengepourle calculhaute-performance.
La mise en ceuvred’applicationsparallelesexploitant efficacementce type d’ar-
chitecturerestedélicatepuisqu’elledoit prendreen compteles différentsniveaux
de mémoirede la machine.La plupart des modelesde programmatiorparallele
classiques été conguepour les architecturesoit & mémoirepartagéesoit a mé-
moire distribuée.Ces modeélescorrespondenimal a une organisationhybride de
la mémoire.Le programmeupeutdoncétreamenéa utiliser simultanémentieux
modelesde programmatiordifférents.
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1 Le calcul parallele

1.2 Programmation des machines paralleles

L'utilisation desressources’'une architecturgoarallélepourla résolutiond’un
problemepassepar'extractiondu parallélismed’un algorithmeet parla construc-
tion d'un programmeparalléleexploitant efficacemente parallélismeLa concep-
tion d’un algorithmeparalléleestuntravail méthodiquenuil fautprendreencompte
successiementun certainnombrede points liés a I'expressiondu parallélisme.
Nous présentonglansla sectionl1.2.1les principalesétapesd’'une méthodologie
deparallélisationLesmodéles/isantla miseenceuvredu parallélismesontensuite
présentéslansl.2.2.

1.2.1 Méthodologie de parallélisation

Une représentatiorsouwent utilisée pour décrire un programmeparallele est
celled’'un graphe de taches Les nceudsd’un tel graphesontlestachesd’un pro-
gramme(desséquencedecalculs)tandisquelesarcsreprésenterlesdépendances
entrelestacheqil s’agitsouventde communications)Seloncettedescriptiond’'un
programmeparalléle,la parallélisationd’un algorithmenécessitdée découpageiu
travail en tachespotentiellemeniparalleleset la définition desinteractionsentre
elles,suivi d'unedistribution de cestachessurlesprocesseurdela machineparal-
lele.

Choix de la granularité des taches

Lors du découpagel’un calcul, une questionimportanteconcernda granula-
rité destachesc’estadire la taille de chaguetacherelatvementa la taille totale
du programmeOn entendpar “taille d’'unetache”la quantitéde calculsassociés
a cettetachene nécessitanpasde communicatioravec les autrestaches Dansun
découpagagrain fin, le calculestdécoupénun grandnombredetachegle petite
taille. Inversementja décompositiord’un travail en tdchespeu nombreusexi-
geantbeaucouple calculscaractérisein découpageé gros grain. Unegranularité
fine offre plus d’opportunitéspour I'exploitation du parallélismeet pour I'équili-
bragede chage. Mais un graintrop fin entrainesouventdescommunicationsgrop
fréquente®ntreprocesseur€n revanchele découpage grosgrainpermetderé-
duirele tempsnécessaira la gestiondu parallélismeau prix d’une diminutiondu
parallélismepotentiel.Le choix de la granularitédoit donc satishire un compro-
mis entrele maximumde parallélismepotentiel,un surcodtminimumdegestiondu
parallélismegtun bonéquilibrede chage entreles processeurs.
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Programmation des machines paralleles 1.2

En pratique le choix de la granularitédépendortementde I'architecturecible
etdel’application.Le coltdela communicatiorentreprocesseurgueun roleim-
portantdansl’obtentiond’un parallélismeefficace: plus ce surcoltestfaible dans
unearchitectureplus elle seraaptea exécuterdestachesde granularitéfine. Les
architecturea mémoirepartagéesontdoncidéalespourexploiter le parallélismea
grainfin, tandisquelesarchitecturea mémoiredistribuéesontplusadaptéeaupa-
rallélismeagrosgrain.Enrevancheesgrappesie multiprocesseursntl’avantage
depermettrd’exploitationsimultanéale différentsgrainsde parallélisme.

Expression des interactions entre taches

La définitiondesinteractionentrelestachesd’'un programmeg’est-a-dird’uti-
lisation par unetached’une donnéecalculéepar autretacheestaussiimportante.
CelaétablitdescontraintesleprécédencentrelestacheslLe graphedetachesagré-
mentéde cetteinformationestun grapheorientéappelégraphe de précédenceCe
graphedéfinit un ordre partiel pour I'exécutiondestachesLes tachesnon ordon-
néegpar cetordrepartielpeuentétreexécutéeenparallele.

Une alternatve au graphede précédenceonsistea représenteun flot de don-
néessurle graphe.Danscettereprésentationdénomméeayraphe de flot de don-
nées la précédencentretachesestinduite parles échangesle donnéesTypique-
ment, les arcsdu graphecorrespondena desopérationsde lecture ou d’écriture
d’'une donnée.Une différencefondamentaleentrele graphede précédencet le
graphede flot de donnéesse trouve au niveaudessynchronisationsDansle cas
d’'un graphede précédencejnetacheestprétea exécuterquandtouteslestaches
qui la précedensontterminéestandisque dansun graphede flot de donnéesune
tacheestprétesi toutesles donnéesauxquelleslle accedeen lecturesontdispo-
nibles.

La déterminatiord’'un graphede précédenceu d’un graphedeflot dedonnées
dépendiela connaissancdu comportementle'applicationentermedephasesie
calculetdecommunicationainsiquedeleursduréesEnfonctiondecetteconnais-
sancepréalabladeleur comportementiesapplicationsetlesalgorithmegaralléles
peuwentétreclasséséguliers ouirréguliers[136, 80]. De manieregénéraleun al-
gorithmeestdit réguliersi le graphedetachesassociéststatiquec’est-a-diresila
duréedestacheglecegrapheestconnueavantl’exécution,oubienpeutétreprédite
achaquettaped’exécution A I'in verse pndit quel’algorithmeestirréguliers’il est
impossiblede prédirele comportementle I'algorithme avant sonexécution,ou si
cetteprédictionreviendraita exécuterl’application, ou encoresi le comportement
del’algorithme changed’'une exécutiona l'autre enfonctiondesdonnées.
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1 Le calcul parallele

Ordonnancement et placement des taches

Le graphedetachesconstitueun élémententralpour!l’ ordonnancementd’un
programmeparalléle.On entendpar ordonnancemeritattribution d’'une datede
déhut d’exécutiona chaguetachecomposante graphe.Cetteattribution doit étre
compatibleavec le nombrede processeurslisponibleset avec les contraintesde
précédencentrelestaches Cetteétapeestsouventcombinéeavec la distribution
spatialeou placementdu graphe c’est-a-direa I'associationd’un site d’exécution
(unprocesseuppourchacunalecestachesL’ordonnancemergtle placement’un
graphedetacheseprésentanin programmeparallélesontdeuxaspectgortement
liéed, touslesdeuxayantpourbut final I'obtentiond’une exécutionefficaceoll les
communicationgentreprocesseursontminimiséeset ou le taux d’utilisation des
processeursstle plus élevé possible.La distribution destachesde calcul surles
processeurdoit doncéviter que certainsprocesseurge soientsous-utilisésalors
gu'il restedutravail enattente Cetobjectif peut-étrevu sousdeuxoptiquedégére-
mentdifférentes le partage de charge qui consistea répartirle travail de fagona
ce quetousles processeursoientactifs a tout instant,et I' équilibrage de charge
qui consistenon seulement garderles processeursctifs, mais aussia répartir
équitablemenile travail entrelesprocesseurs.

L’équilibragede chage au coursdu calculimplique de déplacerdestachesce
qui supposealestransfertsledonnéegntrele processeusurchagéetunprocesseur
moinsactif. Cetteétapenécessitelescommunicationsgontle codtdoit étrefaible
parrapportau gainespéréEn pratique la décisiond’équilibrerla chage estprise
en fonction d’'un seuil minimal dépendante la taille destacheset représentant
un compromisacceptableCe compromisestgénéralemenplus facile a atteindre
lorsquela granularitédestachesestfine et que les donnéesa communiquersont
“peuvolumineuses”.

Les stratégied’ordonnancemengt de placementontfortementdépendantes
descaractéristiquedu graphede tachesDansles casou le graphede précédence
estcomplétementéterminél estpossibled’utiliser desheuristiquestatiqueslas-
sigues[4686]. Néanmoinspourun grandnombred’applications)e comportement
du programmedépenddesdonnéeset le graphede tachesassocién’est paspré-
dictible. Cesapplicationgypiquemenirrégulieressontcaractériséegarla création
dynamiqued’'un nombreimportantde tachesayantsouwent desgrainstres diffé-
rents.La réalisationd’'un ordonnancemerdt d’un placemenefficacespourtelles
applicationan’estdoncpastrivial.

LEn effet, dansla langueanglaise’ordonnancemenet le placemensontdésignéspar un seul
mot: «schedulingy.
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1.2.2 Modeéles de programmation parallele

Un modélede programmatiorreprésentd’abstractiond’'une machinedansle
but de sépareres aspectsconcernante déwloppemente I'application de ceux
liés a sonexécutioneffective. Desmodélesexistenta différentsniveauxd’abstrac-
tion, du parallélismetotalementexplicite (ou son expressionestcomplétement
la chage du programmeurgu parallélismemplicite (parallélisatiorautomatique).
Les modelesexplicites prochesdesarchitecturesontassezépandugpour les ap-
plicationsvisantla haute-performancemaisla programmatiorbaséesur cesmo-
delesestplusdifficile cartouslesdétailsde la parallélisatiorsontapparentsDans
la suite nousfaisonsun tour d’horizon sur les modélesqui s’adaptente mieux a
chaquetype d’architecture puis nousintroduisongjuelquesnodelesa hautniveau
d’abstractionCetteprésentatiorstloin d’étre exhaustve. Pourunevision plusap-
profondiesur les modélesde programmatiorparallélequi ont été proposésau fil
desannéesle lecteurpourraseréférerparexemplea[148] ou[147].

Programmation des architectures a mémoire partagée

Sur architecturea mémoirepartagéela programmatiorparalléleest souvent
fondéesurdestechniquesie multiprogrammatiodégere(« multithreading»)[107,
108 103, 30]. Selonce modéele,le programmeparalléleestcomposéle multiples
flots d’exécution (fils d’exécution) concurrentsmanipulantdes donnéesplacées
dansune mémoirecommune La notion de fil d’exécutionou processuségerest
employée depuislongtempsau sein des systemedd’exploitation afin d’exprimer
destachesconcurrentesu seind’un mémeprogramme Si dansune architecture
cornventionnelleles processugégerssonten compétitionpour I'utilisation du pro-
cesseyrdansunemachineSMPils peuwentréellemens’exécuterenparalléle.Par
définition,lesprocessutegersappartenani un mémeprocessusystemepartagent
deszonesmémoireallouéesa ce processusg’ou 'emploi naturelde la multipro-
grammatioriégéresurdesmachinesSMP.

Etantdonnéqueles lectureset écrituresdansla mémoirecommunesefont en
parallele Ja difficulté de ce modelede programmatiorestde garantirla cohérence
d’accésauxzonesde mémoirepartagéafin de présererla sémantiqueorrectedu
programmePourcelale programmeudoit recourira desprimitivesde synchroni-
sationcommelesverrousou lesvariablesde condition(voir parexemple[104]). La
programmatiorsefait parl'intermédiairede bibliothequesle processuggersqui
sontdisponiblesdansla plupartdessystemesUn jeu de primitivesstandardoour
desbibliothequeffrantla gestionetla synchronisatiomle processuségersestdé-
finit parla normePOSIX[96].La multiprogrammationégerepeutaussiétreofferte
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auniveaudu langagede programmationcommedansJava[12Q.

Une approcheplus récentepour la programmationdes SMP est le standard
OpenMP[49. Il consisteessentiellemengn un ensemblede procédurest direc-
tivesquele programmeurjoutea un programmeécrit en Fortranou C/C++ afin
d’aiderle compilateura prendredesdécisionsde parallélisationLa multiprogram-
mationlégereestunenotionintrinséquedansce standardmaislesprocessugers
sont confinésau supportexécutif de OpenMR le programmeumn’ayantpasa les
gérerlui méme.

Programmation des architectures a mémoire distrib uée

Dansunearchitecture&a mémoiredistribuée la coopératiorentreprocesseurse
fait classiqguemenpar échangale messaged.e programmeparalléleestorganisé
commeune collection de processus’exécutantsur un ensemblede processeurs,
chaqueprocessugpossédantine zonede mémoireprivée. L'échangede données
entre processus’est possibleque par desopérationsd’ervoi et réceptionexpli-
cites.L’approchedeprogrammationa plusrépanduestd’utiliser unebibliothéque
d’échangede messagetelle que PVM[151] ou MPI[70]. Cettederniereestenfait
un standardpour la programmatiorpar échangede messagesyisanta la fois la
hauteperformancelescommunicationgt la portabilitédesprogrammeparalleles
reposantsur ce paradigmeDesbibliothequessuivantle standardMPI sontdispo-
niblessurun grandnombrede plates-formesctuellementet certainsconstructeurs
enproposentiesversionshautemenoptimiséegpourunearchitectureenparticulier

La possibilitéde mettreau point desapplicationsefficacessurdesarchitectures
extensiblesest un point fort du paradigmed’échangede messagesnais celase
fait au prix d’'une plus grandecompleité de programmatiorparalléle.Commele
tempsde transmissiordesdonnéesestgrandpar rapporta la puissancale calcul
desprocesseurs| fautchercherréduirele plus possiblelescommunicationpar
un choix minutieuxde la granularitédestacheset unedistribution intelligentedes
donnéesurlesmémoiredocales.

Programmation des grappes de multipr ocesseur s

En ce qui concerndes architecturegarallélesayantun modélede mémoire
hybride,le paysagedesmodeélesde programmatiorestmoins bien défini que ce-
lui desarchitecturepurementa mémoirepartagéemu a mémoiredistribuée.Selon
I'abstractionde I'organisationmémoireofferte au programmeurdeux approches
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principalessontervisageablepour la programmatiorde CluMPs[114, 29] : un
modelede programmatioruniforme,ou le programmeunevoit qu’un seulmodéle
mémoire(partagéeou distribuée),ou un modelede programmatiorhybride, qui
combinela multiprogrammatioriégereet I'échangede messagesPour I'unifica-
tion du modelede mémoire,unealternatve consistea utiliser deservironnements
de programmatiorfournissantia fonctionnalitéd’'une mémaoirevirtuellementpar
tagée[143, 150, 142 63]. Les performances!’un tel modélesontnéanmoingres
dépendantedu protocolede gestionde la cohérencale la mémoire.L'autre alter
native estde programmetes CluMPscommedesmachinesa mémoiredistribuée.
Ontrouve ainsidesbibliothequesd’échangede messagemisesau point pourune
communicatiorefficacea l'intérieur desnceudq18, 113 29]. Le modélede pro-
grammatiorhybride,a sontour, constitueunedespremieresapprochepourla pro-
grammatiordesCIuMPs.En effet, 'associationde la multiprogrammationégerea
la communicatiorpar échangale messagesuscitaitdéjabeaucoup’intérétavant
guelesCluMPsdeviennentpopulairesparexempleparles possibilitésde masquer
lestempsdecommunicatiorpardescalculsutilesetdegérersimplementtélégam-
mentl'indéterminismedescommunicationsParmilesbibliothequesonstruitesur
ceprincipeon peutciter ATHAPASCAN-0 [44, 26,32], PM?[119] et Nexus[71].

Programmation indépendante d’architecture

Afin defaciliterlacompréhensioptle déweloppementl’applicationgaralléles,
maisaussid’augmenteta portabilité de cesapplicationscertainsmodelesde pro-
grammatiortravaillent avec uneplus grandeabstractiorde I'architectureparallele.
Parmi les approchesle plus hautniveauon trouve la parallélisationautomatique
ou semi-automatiquegui vise la génératiord’un codeparallélea partir d'un pro-
grammeséquentielparlintermédiaired’'un compilateurcapabled’extrairele paral-
lélismeprésentansuntel programmela génératiordu codeparalléleestsouvent
guidéepar desdirectvesde compilationrajoutéesdansle programmesourceafin
de définir, par exemple,un partitionnementlesdonnéeglu programmelUne telle
techniqueestemployée dansle langageHPF (High PerformanceFortran), entre
autres Cetteapprocheestpratiquepourle programmeymaislesdifficultésliéesa
la détectiorautomatiquelu parallélismeestala génératiorde codesefficacessurles
différentesarchitectureparalleledont quelesoutils deparallélisatiorautomatique
sontmoinsgénérawet parconséquencmoinsrépandugjuelesoutils de program-
mationparalléleexplicite. En effet, la parallélisatiorautomatiquesstactuellement
plus efficacesurdesarchitectures mémoirepartagéegue surmémoiredistribuée,
etles bonsrésultatssontsurtoutobtenuspour desapplicationsconstituéegle nids
debouclesetpourlesquellede parallélismenedépendrasdesdonnéesi’entrée L e
lecteurintéressérouveradans[66] unerevue desproblemesettechniquesoncer
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nantla génératiorautomatiquele codespourlesarchitectureparalléles.

Dansun niveauintermédiaireentrela parallélisationexplicite et la parallélisa-
tion automatiquepn trouve desparadigmepermettant’abstrairecertainsaspects
de la machineparallele.Les ervironnementsoffrant la fonctionnalitéd’'une mé-
moire virtuellementpartagéesn sontun exemple: ils permettend’abstrairele ré-
seaudecommunicatiorenfournissantlesmécanismede partagededonnéegntre
processeurgyccultantainsiles communicationsnhérentest uneexécutionsurar
chitecturedistribuée.La granularitédesdonnéegartagée®st variable: certains
systemesommeTreadMarks[§etSAM[144] offrentunespacel’adressaganique
dela mémoire |'unité de partageétantle mot mémoireélémentaireD’autresim-
plantentle partagede donnéesuniveaud’objetsdéfinisparle programmeurc’est
le casd’Orcal9], Linda[3§ etJade[134]entreautresL’aspecicritique de cetteap-
prochepourla programmatiorparallélerésidedanssamise en ceuvreefficacesur
unearchitecturaistribuée,étantdonnéequela préserationde la cohérencale la
mémoirevirtuellementpartagéayéneredu trafic surle réseaulLes systemesffrant
le partageau niveaude I'objet ont tendancea étre plus efficacessur architecture
distribuée,puisquela granularitédesdonnéegartagée®st plus grosseet mieux
adaptée l'application[§.

Finalementon trouve dessystéemegpermettande séparet’expressiondu pa-
rallélismedu placementéeldesdonnéest descalculssurla machinell s'agitici
d’une abstractiordesprocesseursomposant’architectureparalléle: le program-
meur définit explicitementles tachesdu programmeparalléleet les dépendances
entreelles,sanspourautantprendreen comptel’architecturesurlaquelleauralieu
I'exécution.Le systéemeexécutif assurd’ordonnancemenautomatiquedestaches
etuneexécutioncorrectedel’applicationbaséesuruneanalysedu graphedetaches
ou du graphede flot de donnéesLe programmeumne gére pasexplicitementles
communicationentrelestachesce qui facilite grandementa mise en ceuvrepa-
rallele. Parmi les systéemesoffrant une telle abstractionon trouve Cilk[24, 98],
Jade[134]NESL[23 et ATHAPASCAN-1 [78].

1.3 Multipr ogrammation Iégere pour le calcul
parallele

Quand’algorithmiquedu problemea parallélisepeutétreconcuede manierea
isolerun grandnombredetachesjl estnatureld’ervisageruneexécutionde celle-
ci enutilisant desprocessuslifférents.Une techniqueadaptéea la gestionde ces
processudantpourlesarchitecturestmémoirepartagéejuepourlesarchitectures
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amémoiredistribuée estla multiprogrammationégére Pourlessecondes;espro-
cessusontalorsutilisésconjointementvecunebibliothequede communication.

1.3.1 Les processus légers en bref

Un processusger(ou PL) 2 estuneabstractiorpermettant’exprimerdesmul-
tiples flots d’exécutionindépendantsau seind’un processusysteme(e.g. UNIX,
appeléprocessudourd). Les différentsflots d’exécutionpartagente contete de
mémoiredu processugourd, leur gestionestdonc moins colteusegue celle des
processusystemeEn effet, la gestiondesprocessusegersnécessiteseulementa
manipulationde leur contexte d’exécution,tandisque les opérationssur les pro-
cessudourds demandentussila gestionde zonesmémoireet de ressourcegfi-
chiersouverts,verrous,etc.) allouéespar le systemePar exemple,un changement
de contexte pour un processugégerestde 10 a 1000fois plusrapidequepourun
processusourd[43.

Lesopérationsisuellementlisponiblegpourla programmatioravecdesproces-
suslégerssontla création(surle mémeprocesseuou surun autreprocesseur)a
destruction(souwentl’auto-destruction)la communicatiorentrePL (parmessages,
appelsde procédurea distance etc.) et la synchronisatior(par sémaphoresyer-
rousd’exclusionmutuelle barriéredesynchronisatiorpartagededonnéesetc.).La
normePOSIX[9§ définitun standargourlesopérationsnanipulanidesprocessus
légerset desimplantationssontproposéegar la plupartdesgrandsconstructeurs
d’ordinateurs.

Bien qu’au niveaude linterface de programmationes bibliothequesde PL
offrent souventdesfonctionnalitéssimilaires,leur mise en ceuvrediffere sensible-
ment.Lesdifférentschoix d'implantationdecesbibliothéquestdeleurintégration
avecle systemed’exploitation sontétudiésen détail dans[43] et[32], entreautre.
Nousne donnonsici qu’un apercudesdifférentestechniquegproposéesu fil du
temps.Ainsi, parexemple:

— certainesbibliothéquess’appuientsur des “PL systéme”,qui sont connus
du systemed’exploitation sous-jacentD’autresreposentsur des“PL ultili-
sateurs” qui sontplus“légers” quelesprécédentsls ne sontpasconnusdu
systemed’exploitationmaisseulementlel’environnementleprogrammation
parallelequi offre cesPL utilisateurs

— lamultiprogrammatiordesPL peutétreimplantéeavecdifférenteformesde

2|l existent plusieurssynorymes pour désignerles processuségers: “fil d’exécution”, "flot
d’exécution”, « thread» ou « lightweight process>. L'acronyme PL n’est pascourant,mais nous
I'utilisons pourallégerl’exposé.
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préemption préemptioruniquementjuandle PL estbloqué(e.g.enattente
d’'un messageu d’'un sémaphorepréemptiorala fin d’'un quantumetc.;
— la politique d’ordonnancemendes PL sur chaqueprocesseupeutvarier :
premierarrivé-premierservi, utilisationde priorités,etc.
Lorsqu’unervironnementleprogrammatiomparalléleutilise conjointementine
bibliothequede PL et une bibliothequede communicationlcommePVM[151] ou
MPI[70]), il doity avoir compatibilité(plus ou moinsforte) entreles deuxbiblio-
theques
— silabibliothequede communicatiorest« thread-safe, elle peutétreutilisée
defaconconcurrentgarplusieursPL;
— siuneopérationde communicatiorest« thread-synchronous elle peutblo-
guerle PL qui I'exécutesansbloquerlesautresPL dansle mémecontexte;
— silabibliothequedecommunicatiorest« thread-avare», elle connaita mul-
tiprogrammatiordesPL.

1.3.2 Le bénéfice atirer des processus légers

Prenond’exemplegénérald’'un programmecomposéle tachesndépendantes
(voir figurel1.1).L'utilisation deprocessuggerssimplifie la programmationgarla
coordinatiorentretachesestréduite Lestachesontexécutéeslefaconconcurrente
ou en paralleleet, si un processuségerestbloqué(par exemple,en attendanune
lectured’un fichier), les autresprocessus$égerspeuwent continuer Le processeur
estainsimieuxutilisé.

Les PL constituentune techniquenaturellepour 'implémentationdestaches
d’une applicationparalleéle.Cettevision d’'un programmeparallélecommeun en-
sembledetaches/Plinteragissana plusieursintéréts:

— elle permetde décrire I'application indépendammende la machinecible,
commeun ensemblaletachesmultiprogrammeées’exécutantsurun nombre
arbitrairede processeurémaisen pratiqueinférieuraunombrede tachego-
tentiellemenparalléles)

— elle simplifie la programmatiordesapplicationsLe programmeun’a pasa
gérerlui-mémele masquagelesattenteset descommunicationgar du cal-
cul, qui estpris en chage parla multiprogrammatiorde chaqueprocesseur
Sil'environnementlisposad’un ordonnanceuglobal, celui-ciprendaussien
chage I'allocation destaches/Plaux processeurgstatiquemenbu dynami-
guement)fin quetousles processeuraientdestachesactives.ll fautnoter
guela structurationd’un programmesousforme de graphede tachesestla
bonnestructurepourlesalgorithmesd’ordonnancement.

LesPL communicantsontdoncle mécanismel’abstractiord’unemachinepa-
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Processus léger
l__\_ __________ '| l_______I l_______I
: Fonctionnalité ~ Fonctionnalité | : Fonctionnalité|: Fonctionnalité |
| 1 2 : | 1 I 2 |
| | B |
| | | N |
| | A |
| | I I
| | LT |
| | | ) |
| | | N |
| | | N |
| | | L |
| | | N |
| |: | | N |
| | | I| :
- | . N |
Processus Monoprogrammé Processus Multiprogrammé
(un seul fil d’exécution) (deux fils d’exécution)

Figure 1.1 Programmationclassiquevs. multiprogrammationd’un programme
composéletachesindépendantes.

rallele (2@ mémoirecommuneou distribuée)permettantineprogrammatiorflexible
etréactive d'un programmeparallélecomposéletaches.

1.4 Lenvironnement de programmation
ATHAPASCAN

ATHAPASCAN estun ervironnementde programmatiorparalléleconcu pour
étrea la fois portableet efficacesur CluMPs, et permettrede faconaiséele déve-
loppementd’applicationsparalléles[2644, 12§. Cetervironnementestconstitué
essentiellemenpar un noyau exécutif a basede processudégerscommunicants
(ATHAPASCAN-0) etuneinterfacedeprogrammatiomparallélehautniveau(ATHA-
PASCAN-1). La mise au point d’applicationsdéweloppéessur ATHAPASCAN est
assurégarun outil devisualisationde programmegparalléleg PAJE [50, 51]), qui
permetdereprésentegraphiqguementoutessortesd’entitéset d’événementsuni-
veaudesdeuxmodulesdel’environnemenfATHAPASCAN etauniveaudel’applica-

T4

tion programmégarl’utilisateur. Denombreuseapplicationntétéécritesausein
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du projet APACHE enutilisantl’environnementATHAPASCAN. Citonsentreautres
uneapplicationde dynamiquemoléculaire[1§ uncodede chimiequantique[11h

unebibliothequedecalculsymbolique[8]) etun codederecherche&eombinatoirede
type « branchandbound» [53].

1.4.1 Le noyau exécutif : ATHAPASCAN-0

ATHAPASCAN-0 estune bibliothéquepermettant'utilisation de la multipro-
grammatioriégeredansun contexte distribué.L’abstractionrdela machineparallele
offerte par ATHAPASCAN-0 estcelled’un réseaude noeuds’ de calculsurlesquels
s’exécutentdesprocessugegersLesprocessuggerscommuniquenéntreeuxpar
deséchangesle messag@ntrenceuddistinctset par mémoirecommunea I'inté-
rieurd’'un mémenceudPoursupporteuntel modeéleSinterfacede programmation
de ATHAPASCAN-O, écriteenlangageC, offre desprimitivespermettanta gestion
(création,destructionsuspensionetc.) desprocessu¢egers,la communicatioret
la synchronisatiorntreprocessusgers.

Cenoyau exécutif permetd’exploiter quatretypesde parallélismepouvant étre
présentsurunearchitecturegarallele:

— le parallélismeentre les noeudscomposant’application, étant donné que
I'exécutionde chaquenceudse dérouleindépendammerdesautresnceuds
(misea partlessynchronisationduesauxcommunications)

— le parallélismea l'intérieur desnceuds gtantdonnéque chaquenceudpeut
comporterdesmultiples processugéegers.Si le nceudrésidephysiquement
surunemachinea plusieursprocesseurde systemed’exploitation gérantce
nceudsechagederépartirlesprocessugersentrecesprocesseurs

— le parallélismeentrecalculset communicationsparl’intermédiairede primi-
tivesasynchronese communicatioroffertesparla bibliotheque Cetypede
parallélismeestégalemenexploitableen utilisant plusieursprocessuggers
parnceud certaingprocessuegerseffectuentdescalculstandisqued’autres
sechagentdescommunicationsjansce casavecdesprimitivessynchrones

— le parallélismeentre les communicationssi un processuséger initie plu-
sieurscommunicationsion bloquantesu si plusieursfils d’exécutioncom-
muniquenta partird’'un mémenceud.

ATHAPASCAN-O0 représentéa couchedeportabilitédel’environnementATHA -
PASCAN, senantde supportexécutif aumodulede plus hautniveauqui estATHA-
PASCAN-1. Il sertaussipourla programmatiordirected’applicationsparalléleset
peut étre utilisé en tant que supportexécutif pour d’autreslangagese program-

3Un nceudATHAPASCAN-0 estactuellemenimplantécommeun processusourd Unix.
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mationet/oudesbibliothequegaralléleqe.g. GIVARO[79]). Pourassuresapor-
tabilité, ATHAPASCAN-0 reposesur desbibliothequesstandardoour la gestionde
processugegers(POSIX ou équialent)et pour la miseen ceuvrede I'échangede
messagefMVIPl). ATHAPASCAN-0 estactuellementisponiblesurdesnombreuses
plates-formesgommepar exemplelntel/Linux, SFARC/Solaris,|IBM SP/Aix, SGI
MIPS/Irix.

1.4.2 Linterface de programmation haut niveau :
ATHAPASCAN-1

ATHAPASCAN-1 estla couchede plus hautniveaude I'environnementATHA-
PASCAN, construitepourfaciliter la programmatiord’applicationgparallélesdefa-
conindépendantele I'architecture.Ceci estréalisépar une descriptiond’un pro-
grammeparallelesousforme d’un graphede tacheseffectuantdeslectureset écri-
turesde donnéesituéesdansune mémoirevirtuelle partagéelLe parallélismeest
toujoursexplicite dansATHAPASCAN-1 : le programmeudoit fixer les différents
niveauxde découpedu travail en tachesmais ce découpageestindépendante
I'architecture.En effet, ATHAPASCAN-1 abstraitles détailsliés ala machinecible
prenanten chage tout ce qui reléeve desmouvementset synchronisationsle don-
néesle programmeun’a pasa spécifierlescommunicationgt tousles échanges
de donnéessontfaits de maniéreimplicite a partir d’'une relation de dépendance
de donnéeglécriteau momentde créationde chaquetache.A partir de cettedes-
cription, ATHAPASCAN-1 construitun graphede flot de donnéegour déterminer
I'ordre d’exécutiondestachesetle mouvementdesdonnéesl e placementéeldes
donnéeset descalculssurla machineestaussipris en chage par ATHAPASCAN-
1, qui permetl’emploi de différentesstratégiesd’ordonnancemende tachespour
mieuxrépartirla chage d’une applicationsurl'architecturecible.

PratiguementATHAPASCAN-1 seprésentessousformed’unelibrairie C++ gé-
nérique Ll’interfacedeprogrammatiorestréduiteadeuxprimitives: f or k etsha-
r ed. Lesprocéduregsomposantin programmeATHAPASCAN-1 utilisentla primi-
tive f or k pour créerdestachesde calcul potentiellemenparalleles.et la primi-
tive shar ed pour déclarerdesdonnéegartagée®t sesmodesd’accesassociés.
Un f or k esttoujoursuneopérationasynchronela créationeffective de la tache
dépendiela stratégiederégulationde chage : parexemple,unenou\elle tachepa-
rallele peutétrecréesi certaingprocesseursontinactifs,sinonla tacheestexécutée
commeun appelde procédureenséquence.

Ce mécanismepermet,a partir d’'un programmedonné,de déduirele parallé-
lisme effectif, soit parcequele nombrede processeursstrestreint,soita causedu
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coltdegestiondu parallélisme.

1.5 Conclusion

Dansce chapitre,nousavons fait un tour d’horizon desconceptsdu parallé-
lisme.ll faudraenretenirquepourla suitenousconsidéron$a programmatiordes
CluMPsavecdesprocessusgerset descommunicationset qu’un programmepa-
rallele estun grapheorientédetypeflot dedonnéesLe chapitresuivantfait un état
del'art surlesméthodesle décompositiorde domaine.
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L'étudede phénomenephysiquesompleestelsquerencontréenmécanique
desfluides,calculsde structure glectromagnétismetc.,nécessitsouentla réso-
lution d’un systémed’Equationsaux DérivéesPartielles(EDP). En général,l est
impossiblede déterminerexactementes solutionsd’un probléemed’EDP donné.
Onfait alorsappela desméthodesiumériquegellesquela méthodede différences
finies,la méthodalevolumesfinis oula méthodalesélémentdinis pourdiscrétiser
le problemed’EDP. Nousavonschoisila méthodedesélémentdinis.

Le préalablea la discrétisationdes systemesi’EDP estla constructiond’un
maillagedont les caractéristiquesiépendentiu problemephysiqueet de la géo-
métrie du domainede calcul. Ce maillage est constituéd’élémentsgéométriques
simplesdéfinis par leurs sommetsEn utilisant ce maillageon transformele pro-
bléemecontinuen un problemediscretdontla taille estproportionnelleau nombre
desommetsLesinconnueslece problémesontlesdegrésdeliberté définissurles
élémentgéométriques.

Un bonmoyenpourtraiterles probléemesie grandetaille consistea utiliser une
méthodede décompositiorde domaine.Cesméthodegseposentsur le découpage
géométriquedu domainephysiqueen sous-domainepour permettrede travailler
avecdesproblemegplus petits. Cesprobléemessontcoupléspar desconditionsaux
limites imposéesa leurs frontiéres.La manieredont sont couplésles problemes
définit chacunedesméthodesie décompositiorde domaine Le caractergaralléle
de celle-ci en découlenaturellementar les sous-problémepeuwent étre résolus
localemensurdesprocesseurdifférents Celaimpligue descommunicationgntre
processeuraitantdessous-domainegoisins.

Parfois, il estnécessairale construiredesdiscrétisationdres fines dansdes
zonesou apparaissendessingularitésde naturemathématiqueu de naturegéo-
métrique.Dansce cas, il estpossibled’adapterdynamiquementa discrétisation
enraffinant ou dérafinantle maillagepour éviter I'utilisation d’une discrétisation
globalemenfine, trop pénalisant&nplacemémoireet entempscalcul.

Dansle paragraphe.1 de ce chapitrenousprésentonges principauxaspects
de la méthodedesélémentdinis, d’autresdétailssont présentéslansl’annexe A.
L'adaptationde maillageet lesproblemeslerépartitionde chage qui endécoulent
sontdiscutéslande paragraph@.2.Le paragraph@.3traiteensuitedu partitionne-
mentde maillageset desméthodesie décompositiorde domaineclassiquesPour
illustrer nosproposnousavonschoisiun problémemodelebidimensionnel.
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2.1 Discrétisation de problemes d’EDP

La méthodedesélémentdinis estutiliséepourla résolutionnumériqued’ EDP
provenantdela modélisatiordephénoméneghysiquedrésvariés(thermiqueglec-
tromagnetismeaérodynamiquenécaniquelesfluides, mécaniquedesstructures,
etc.). Commepour toute méthodede discrétisationson objectif estle calcul des
valeursapprochéeslu champsétudié (températurechampmagnétique pression,
vitesse,contraintes déplacementsetc.) en certainspoints du domainephysique
danslequelestrésolule probleme . On transformeainsile probléemecontinuenun
problémediscret.

Quelquesoit le problemea résoudrela miseen ceuvrede la méthodedesélé-
mentsfinis comprendes étapesuivantes

1. analysemathématiquelu problémeavec, en particulier I'écriture de la for-
mulationvariationnelledu systemed’EDP arésoudre

2. constructiond’un maillagedu domainephysiquevérifiant certaineproprié-
tés;
3. définitiondesélémentdinis;

4. assemblagée la matriceet du secondmembrea partir descontributionsde
chaquetlémentavecpriseencomptedesconditionsauxlimites;

5. résolutiondu systéme.

Dansceparagraphéa discussiorestcentréesurlespointsl, 2 et5. Lespoints3
et4 sontdéweloppésde maniéreexhaustve dansl’annexe A, ony trouve également
uneprésentatiomplusdétailléedu point 2.

2.1.1 Le probleme modele et son analyse mathématique

Le problemechoisimodélisdesdéplacementgerticauxd’une membranelas-
tique fixée parsonbord et soumisea uneforce verticaledonnégvoir parexemple
[112)). EtantdonnéQ unemembranale frontiérel’ = 9 sufisammentéguliére,
et f la force verticaleappliquéesur cettemembranele champde déplacements
quel’on souhaiteconnaitreestsolutiondu problemede Poisson:

—Au f dansQ,
{ v = 0 surl. (2.1)
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2 La simulation numérique en paralléle

ou A estl'opérateur de Laplace qui, endimension2, s’écrit:

u  0%u
Au=— + —.
YT B2 + 0y?

La conditionlimite v = 0 surla frontieredu domainef2 estappeléecondition
de Dirichlet homogeéne elle signifie que le bord du domainef) ne peutpasse
déplacer

Lorsquef estunefonctionde L?(Q2), c’estadire lorsque f appartienta I'en-
sembledesfonctionsdecarréintégrablesur(?, le systemel’EDP (2.1)auneunique
solutionu dansl’espaceV = H(f), défini parl’ensemblede fonctionsde L?(12)
dontla dérivéeestdansL?(Q2) et dontla traceestnulle surI". Pourune analyse
mathématique@lusdétailléedu problemenousrenvoyonsa[131].

Pourrésoudrde problémeparla méthodedesélémentdinis, on commencepar
écrire la formulation variationnellecorrespondanau systeme(2.1). On multiplie
(2.1) par une fonctiontestv € H}(f2), commeu, et on intégre par parties.On

obtient 5
/Vu-Vvdxz/fvdx—/—u-vdn
Q Q r on

oun estla normaleextérieureaudomainef?, et Vu désignde vecteur
ou
ox
ou
9y

Vu

Notreformulationvariationnelleseréduita
/Vu-Vvd:vz/fvd:v (2.2)
Q Q

car, v appartenand H, (), v estnulle surla frontiére.

La méthodedesélémentdinis utilise la formulation(2.2) pour déterminerdes
approximationgle la solution . Pour cela,on construitun sous-espacé}, (voir
annee A, paragraphe\.2) de dimensionfinie inclus dansl'espaceH} (2), eton
chercheu,, € V}, solutionapprochéeleu, commesolutionde

/ Vuy, - Vupdr = / fopdx, Vv, € V. (2.3)
Q Q
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2.1.2 Maillage du domaine physique

Un maillaged’un domainef2, noté M;,, estun ensemblale N, élémentgyéo-
métriques‘simples” (égalementppelésmailles) recouvrant(), définisparles N
sommetsdu maillage.L’'indice h estle pasde discrétisationdu maillage, il cor
responda la plus grandearéted’un élémentappartenané M. Plus h estpetit,
meilleureseral’approximationde la solutiondu problemeposésur 2. Chaqueglé-
mentestnoté M, etle domainerecou\ert(),, esttel que?;, = UfCleMk. Le choixde
la géométriedesélémentglépendle la géométriedu domainel) etdela naturedu
problemearésoudreEn dimension2, ce sontparexempledestrianglesou desrec-
tangleg(resp.destétraedresu desparallélépipedesndimension3). Leséléments
constituanie maillagedoiventsatishire certainesconditions.En particuliet il est
nécessairguele maillagesoitconforme, c’estadire, que M, vérifielespropriétés
suivantes

1. toutélément)M,;, de M,, estd’aire nonnulle;

2. l'intersectiondedeuxélémentsie M,, estsoitvide, soitréduiteaun sommet
ou unearétecomplete(ou unefacecompleteendimensiond).

La figure 2.1 présentedes maillagesen trianglesd’'un domaines?, illustrant
les différencesentreun maillageconformeet un maillagenon-conformelLa suite
de I'exposéde la méthodedes élémentsfinis discute uniquementde maillages
conformes.

(a) (b)

Figure 2.1 (a) Maillage conforme (b) Maillage non-conforme

D’autrespropriétésgéométriquesonta vérifier pour que la méthodedesélé-
mentsfinis fournissede bonnesapproximationsde la solution (voir entre autres
[131]). Parexemple la taille desélémentsloit varierprogressiementc’est-a-dire,
sansprésentede discontinuitégrop brutales et les élémentdriangulairesou qua-
drangulaireme doiventpasprésented’anglestrop obtus.Lescaractéristiquegéo-
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2 La simulation numérique en paralléle

métriguesdu maillagesontfondamentalepourla méthodedesélémentdinis, car
ellespermettende démontredes propriétésd’approximationde la méthode Elles
sontétroitementiéesauproblemephysiquearésoudrest a seséventuellessingula-
rités. En conséquencda naturedu problemeconditionnele choix de maillesplus
fines(i.e. uneplusgrandedensitéd’élémentsanscertainezonesdu domainepour
obtenirdessolutionsavec sufisammentde précision.

En cequi concernda miseenceuvrenformatique un maillageestfondamenta-
lementreprésent@aruneliste desommetset uneliste définissant'interconneion
entrelessommetgnousverronsplustardquecettereprésentatione suffit paspour
la méthodedesélémentdinis). Selonla topologied’interconneion dessommets,
les maillagespeu\ent étre classéscommestructurésou non-structurés[82 Dans
les maillagesstructurés, le schémad’interconn&ion esttel que la connaissance
desindicesd’un sommeten donnela positionrelative. C’estle cas,par exemple,
desmaillagesen quadranglesgorsquel’'on travaille en dimension2. Dansun tel
maillage,un sommemnoté (i, j) apourvoisinde“gauche”le sommet((i — 1), j) et
pourvoisinde“droite” le sommet((i + 1), j). Danslesmaillagesnon-structurés,
enrevanche)e schémal’interconne&ion dessommetsestdetype quelconqueles
maillagesnon-structurésontdoncplus générauxjls permettenten particulierde
recouvrirdesdomainesyantunegéométrieccomplece.La méthodalesélémentdi-
nis seprétebienal utilisation de maillagesnon-structurégandisquelesmaillages
structuréssontplus souentassociégaux méthodesle discrétisatiorde type diffé-
rencedinies.

La génératiorde maillagesadaptésuxproblemesrésoudren’estpasuneopé-
rationsimple,surtoutpourdesdomainesiegéomeétriarréguliere Beaucoupletra-
vaux de rechercheortentsur destechniquegpermettante générerdesmaillages
automatiquemenPourplusde détailssurce sujet,nousrenvoyonsa[82].

2.1.3 Formulation matricielle

Surcemaillageon utilise la méthodedesélémentdinis présentéeansl’annexe
A poureécrirele probleme(2.3) sousla forme matricielle.En notantg; lesfonctions
élémentdinis, on obtientle systemesuivant:

AU =F, (2.4)
ou A estunematricedéfiniepositve detaille N x N, d"éléments

Aij= | Vé;-Védx, Vi,j=1,..,N, (2.5)

Qp,
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U estle vecteursolutionuy, us, ..., uy, €t F estun vecteurde dimensionN, de
composantes

Qp

Engénérala matrice A estcreuselLorsquele maillageeststructuré elle com-
porte 5 diagonaledansle casdesélémentdinis P; (voir annee A). Lorsquele
maillageestnon-structuréla matricen’a pasde structureparticuliére.Toutefoisil
existe desalgorithmesde renumérotatiordessommetsdu maillage permettante
limiter la largeurde bandedela matrice.

2.1.4 Reésolution du systéme

Les méthodegpermettanide résoudrde systeme(2.4) sontclassiqguemente-
groupéeendeuxclasses[8p-

Méthodes directes Cesméthodesontbaséesurunefactorisatiordela matrice
A permettantd’aboutir & la solution en un nombrefini d’opérations.Elles
consistentidéterminelunematricede permutationP telle quela matriceP A
puissese factoriseren un produit d’'une matrice L triangulaireinférieureet
d’'une matrice R triangulairesupérieureCelacorrespond la méthoded’éli-
minationde Gaussavec pivot total. Cetteméthodea 'avantaged’'étre précise
et stablenumériquemenmaissacompleité, mesuréepar O (N?) opérations
et O(N?) variablesen mémoire restreintsonusagea dessystemesle petite
taille (N < 5000 erviron). Afin deréduirele coltenmémoiredesméthodes
directes,on exploite la structurecreusede la matriceen stockantpeu, voire
pas,decoeficientsnuls[59. Il existedenombreuxtypesdestockagecreux:
bande profil, compress@arlignes,parcolonnespardiagonalesetc.

Méthodes itératives Cesméthodesontbaséesurle calcul d’approximations
successies,de plusenplus précisesde la solutiondu systemdinéaire.Les
méthodegde projectionde Krylov telles que la méthodedu gradientconju-
guéetla méthodeGMRES (GenearlizedMinimumRESidua) sontparmiles
plus étudiéesactuellement[14]l L'avantagede cesméthodesstquela ma-
trice A n'estutiliséequedansdesproduitsmatrice-\ecteur Théoriquement,
cesméthodesconvergenten O(N) itérations,mais pratiquemenbn utilise
despréconditionneurpour accéléreda corvergence.Cesméthodesonten
généralkupérieureaux méthodeglirectespourles systemesle grandetaille
(N > 10000 erviron). Cependanta corvergencedesméthodestérativesest
hautementdépendantéela disponibilitéd’un bon préconditionneur
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2 La simulation numérique en paralléle

Bien que cesalgorithmessoientperformants|e volumede donnéesestimpor-
tantetlestempsderestitutionsontlongslorsquéataille duproblemediscretesttres
grande On fait alorsappelau parallélismepour réduireles tempsd’exécutionsoit
enagissanauniveaumatriciel(méthodeslitesde « multisplitting»[121,162), soit
enagissanfiu niveaude la discrétisatiormathématiquelu probléme Dansce cas,
lesnumériciengproposent utilisation de méthodesle décompositiorde domaine.

2.2 Adaptation de maillage

L'utilisation d’'une méthodenumériqueapprochédelle quela méthodedesélé-
mentsfinis, implique le choix d'un pasde discrétisation, adaptéau problemea
résoudreCe choix doit meneradesrésultatsd’'une précisionetd’un coltde calcul
acceptables.

Pourdesproblémesdont la solutionestréguliere,le choix du pasde discréti-
sations’appuiesur une estimationd’erreursa priori, résultantde propriétéshéo-
riquesde la méthodede discrétisatiorchoisie.Par exemple,pourles élémentdinis
detype P;, on saitquel’erreur commiselors du calculd’une approximationu, de
la solutionexacteu de notreproblémemodeéle(2.1) estbornéepar

llu —up|| < Ch, (2.7)
ou C estuneconstanténdépendanteeh.

Cependantla solution peutprésentedessingularitésprovenantde la géomeé-
trie du domaine(coin entrant fissure,etc.) ou du systemed’équationg(matériaux
différents,ondesde choc,etc.). Pouratteindreune précisionacceptablesur tout le
domaine Jesestimationsa priori imposent’utilisation d’un maillageglobalement
fin. D’'un pointdevuepratiquejl seraitintéressand’avoir unegrandedensitéd’élé-
mentsdanslesrégionsdu domaineou la solutionestsinguliere et, éventuellement,
dediminuerla densitédesélémentglandesrégionsoula solutionesttresréguliere.

Quandles singularitésproviennentde la géométriedu domaine,il estencore
facile d’identifier les régionscritiqueset ainsi construireun maillageadaptéavant
dedémarretescalculs(voir exempledela figure2.2).

Dansles autrescas, et notammentpour les problemesd’évolution, les singu-
larités peuvent se déplacerau coursdu temps,ce qui suggerd’emploi de phases
d’adaptationdynamiquedu maillage.Dansce cas,chaquerésolutiondu probléme
d’EDP estsuwie d’'une phased’estimationd’erreur a posteriori qui fournit une
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Figure 2.2 Exempled’adaptationstatique: maillage autourd’un profil d’aile d’avion.

cartedeserreurscommisesurla discrétisatiorcourante Dansce processugératif,
l'itération numérop sedécomposeommesulit :

1. résolutiondu problémesurla triangulationMP? parle procédéabituel.Cela
fournit unesolution,notéelU?.

2. pourtout élémentdu maillage M?,
— calculd’'unindicateurd’erreurlocal;
— sil'indicateurlocal estsupérieura un seuildonné,'élémentdoit étreraf-
finé,
3. sidesélémentgdu maillagedoiventétreraffinéson modifie le maillageeton
passel’étapel, avecp = p + 1.

La constructiordel’indicateurd’erreurlocal estbaséesurl’analysenumeérique
deséquationdu problemea résoudre[160]Pourchaqueélément,l dépendde la
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2 La simulation numérique en paralléle

valeurde la solutiondansl’élémentconsidéréet la valeurde la solutiondansses
élémentwoisins.Desméthodesleraffinementde maillagesontdiscutéesland’an-
nexe B.

Dansle cadredesméthodesledécompositiomledomaingvoir paragraph@.3),
I'adaptationde maillage peutinduire un déséquilibrede chage et nécessiteun
repartitionnemendu maillage.

2.3 Méthodes de décomposition de domaine

Généralemendn utilise uneméthodede décompositiorde domainelorsquele
problemephysiquenécessiteinerésolution(élémentdinis, différencedinies, etc.)
dansun espacaliscretdetresgrandedimensionLorsquelesproblémesomportent
dessingularitésméritantun traitementparticulier (coin, fissure,matériauxdiffé-
rents,cf. figure 2.3), on utilise un maillageavec un grandnombrede sommetsou
desélémentdinis de hautdegré pourobtenirdessolutionsplus précises.

matériau 1

W matériau 2

matériau 3

Raftinement local Faille géologique

Figure 2.3 Exemplesiesingularités.

Les méthodesle décompositiorde domainesontégalemenintéressantepour
les problemesnumériquesmpliquantun couplagede modelessur desdomaines
naturellementlisjointscar, dansce cas,les équationsa résoudredifféerentd’un do-
mainea 'autre (océan/atmospheéréiuide/structurect. figure2.4).

L’algorithmique des méthodesde décompositiorde domainesuit le principe
classiqué'Diviser pour Régner”.Celaconduita une parallélisationtres naturelle,
particulierementadaptée desarchitectureparallélesa mémoiredistribuée.ll est
intéressantle noterquecesméthodepeuentétreplusrapidesmémesurcalcula-
teurséquentielgquelesméthodestérativesclassique$137].
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Figure 2.4 Couplagesdemodéles.

Apréesunecourtediscussiorsurlesmaniéresie partitionnerde maillage préam-
bule atouteméthodededécompositiomledomainele prochainparagrapherésente
desméthodesavec recouvremen{Schwarz) et desméthodessansrecouvrement
(Schurprimal, Schurdual, méthodedesjoints).

2.3.1 Partitionnement de maillage

Pourutiliser uneméthodede décompositiorde domaineil fautcommencepar
construireunepartition du domaine(avec ou sansrecouvrementgntenantcompte
de criteresmathématiquegjui ont uneinfluencesurla corvergencedesméthodes,
etdecriteresinformatiquespertinentgourla parallélisation.

Demanieregénéralelesoutilsdepartitionnementiemaillageexistantsutilisent
descontrainteggéométriques

— répartitionéquitabledunombred’arétesCetaspecestimportantiorsdel’uti-
lisationd’'une méthodede décompositiorde domaine caril estéquivalenta
équilibrerla chagedecalculassociélarésolutiondessous-domainesi I'on
considéereguela chage parélémentesthomogéene traversle maillage;

— nombred’interfaces.Celarevient & minimiserle nombrede sous-domaines
voisinspourchaguesous-domaindemaniereaminimiserle nombredecom-
municationgdela résolutionparallele

— minimisationdu nombred’arétessur les interfacesd’'un sous-domaingar
rapportaunombred’arétessituéesal'intérieur de celui-ci;

Cescriteresconduisenengénérai dessous-domainegelatvementcompacts,
ce qui estnumériquementavorablea I'efficacité desméthodesie décomposition
dedomaine.

Les outils existantssont essentiellemenbaséssur desalgorithmestravaillant
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a partir descoordonnéegéométriquesiu maillage,ou desalgorithmesutilisantle
grapheassociéla matriced’adjacencelu maillage Parmilesoutilslesplusconnus
on peutciter Metis[107], Scotch[126]t Chaco[91].

2.3.2 Méthodes avec recouvrement

Cesméthodesecaractérisenparle découpagele 'espacephysiqueenun en-
semblede domainesse recouvrantDansce documentnousnouslimiteronsa la
méthodede Schwarz dontnousprésentonsleuxvariantes la méthodemultiplica-
tive et la méthodeadditive. Pourunediscussiorplus approfondiea proposde ces
méthodesnhousrenvoyonsa[149] et[38].

Schwarz (1869)[145] a étéle premiera introduire un schémade décomposi-
tion de domaineapplicablea la résolutionde problemes’EDP, la corvergencedu
schémaétantprouvéeultérieurement[110 Danscetteméthode on décomposde
domaineouvert, bornéetconnee 2 en K sous-domainesuverts), (k = 1, .., K)
telsque

Q= Up=1,. k-

Pourillustrer nosproposnousconsidéronsparla suite,unedécompositiordu do-
maineprincipalendeuxsous-domaineserecouvrantUn exempleestproposédans
la figure2.5.

Soitl" = 99 lafrontiéredudomaine?, etondistingudlespartiesy: defrontiére
de Q; (kK = 1,.., K) incluesdansles sous-domaine®; (I = 1,..,K,l # k) des
partiesl', C T, i.e.:

’Y]lc = 3QkﬂQl, Vlzl,..,K,l#k‘,
Fk = 3QkﬂF

La méthodede Schwarz estune méthodeitérative qui consistea résoudrdes pro-
blemesd’EDP de fagonalternéesur chaquesous-domainei] n'y a pasde calcul
d’interface (voir méthodessansrecouvrementparagraph€.3.3).A chaqueitéra-
tion, desvaleurscalculéesur(2; sontutiliséescommeconditionsauxlimitesimpo-
séessurles partiesde frontiere~., sur, lors del'itération suivante.L'itéré choisi
pour mettrea jour les conditionsaux limites détermineles variantesde cettemé-
thode.
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Figure 2.5 Décompositioravecrecouvement.

2.3.2.1 Méthode de Schwarz multiplicative

Pourinitialiser la résolutionon sedonneu’ danstout le domaineet on construit
lesrestrictionsu? dew® dans(?; etud deu® dans(),. Onfaitdemémeavecle second
membref. La méthoddtérative consistealorsa calculerles n®™es itérés(u? etuy)

commesuit.

Onrésoutle probleme

pouru?, puisle probleme

pouruy.

—A’U/? = f1 danSQl,
uf = 0 surl’'y,
ul = uyt sury?

—Aug = f2 danﬂg,
uy = 0 surl’y,
ul = ul surys.

Danscetteméthodde calculestfait séquentiellemergurlessous-domainesar
on utilise la connaissancdessolutionsu]* déjacalculéegpourcalculeru} (I # k).
Lafigure2.6illustre I'exécutiondel’algorithmesurle problémemodele2.9.
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Cetteméthodeestéquialentea uneméthodede Gauss-Seidglarblocs.On en
déduitquecettevarianten’estpas,telle qu’elle est,adaptéeaucalculparalléle Des
algorithmegde coloriage(rouge-noir parexemple)sontutiliséspourcompensece
défaut.

2.3.2.2 Meéthode de Schwarz additive

Eninitialisantla résolutiondela mémefaconquedansle paragraph@récédent,
on calculelesitéréssuccessifeommesuit :

—Auz = fk danSQk,

Vk=1,2 up = 0 surl’y, (2.8)
ul = ull osuryk, VI=1,2, 1 #k.

Cetteméthodeestadaptéeau calcul parallélecar les résolutionssur les sous-
domainegpeuwentétreeffectuéesimultanémenten effet, le calculdela solutiona
I'itéré n nenécessitguela connaissancdessolutionsobtenuesl'itéré n — 1. La
figure 2.6 présentd’exécutiondel’algorithme surle problememodele2.9.

Cetteméthodeestéquialentea une méthodede Jacobipar blocs. Habituelle-
ment, les algorithmesasynchroneslécoulentde la méthodede Schwarz additive
(voir paragraphd.2.1).

2.3.2.3 Comparaison entre Schwarz additive et Schwarz
multiplicative

Les méthodesde Schwarz multiplicative et additive difféerenten termesde vi-
tessede corvergence Pourexaminerle comportementle corvergencede cesmé-
thodesnousallonsconsidéreta résolutiondu problememodéledansun domaine
unidimensionnel

—Au = 0 dansf0,1],
0, (2.9)
u(l) = 0.

£
—~~

o
~

I

dontla solutiontriviale estu = 0. Les solutionsdesprobléemedocauxsontégale-
mentdessegmentsdedroite.
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La figure 2.6 illustre graphiquemenia corvegencedesdeuxméthodes/ersla
solutionexactedu probleme On vérifie quela méthodeadditive corverge pluslen-
tementquela méthodemultiplicative. Selon[149], enpratique pourdesnombreux
casdedécompositiondeuxsous-domainesa méthodade Schwarzadditive exige
le doubledu nombred’itérationspour la convergencequela méthodede Schwarz
multiplicatif.

. 1 .
T TR
Ql - Q‘) -
Schwarz multiplicatif Schwarz additif

Figure 2.6 Représentatiographiquedela corvergencedela méthodeade Shwarz.

La vitessede corvergencede cesméthodesestaussifortementinfluencéepar
la taille du recouvrementOn vérifie, a I'aide desreprésentationgraphiquesle la
figure2.7,quela méthodeconverge plusvite lorsquele recouvremenéstgrand.

Le recouvremenimplique uneredondancele calculscar les degrésde liberté
sontassociés plusieurssous-domainesOn en déduitque le codt de calcul des
problemedocaux croit avec la taille du recouvrementl’intérét de cesméthodes
dépenddoncd’un bon compromisentrela vitessede corvergenceet le volumede
calculsredondantsOn remarquerajuela vitessede corvergencediminuelorsque
I'on augmentde nombrede sous-domaineslle peutétre amélioréeen utilisant
commesolutioninitiale la solutionobtenuesurunegrille grossiere[15B

2.3.2.4 Mise en ceuvre paralléle

Apresdiscrétisationdesproblemedocauxa I'aide d’'une méthoded’éléments
finis nousavonsarésoudrepourchaguesous-domainé,, le systemealgébrique

AkkUk = Fk.
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Figure 2.7 Importancedu recouvementpourla méthodede Schwarz.

Aveccettenotationmatricielle,la miseenceuvreparalléledesméthodesle Schvarz
additive peuts’écriresousla forme suivante:

Algorithme 1 : Schwarzadditif enparalléle.
pour n = 1 jusqu’a la convergencefair e
pour £ = 1 jusqu’'a K (le nombrede sous-domainedgir e [en paralléle]
Uy solutionde Ay, Uy = Fy,
misea jour desconditionsauxlimites entresous-domainegoisins
fin pour
fin pour

Cetalgorithmeestsynchronalansla mesureoule calculdel’itéré n + 1 néces-
site detouslesrésultatsobtenusa I'itéré n dansle casde la méthodede Schwarz
additive. La méthodede Schwarz multiplicative s’écrit de manieresemblableavec
prise en compted’un coloriagedesprocesseurdl estpossiblede désynchroniser
cetalgorithme Nousenreparleronglansle paragraphd.2.1.

2.3.3 Méthodes sans recouvrement

Cesméthodeont été déweloppéesau coursde années/0 par desmécaniciens
souhaitaneffectuerdescalculssurdesgrandesstructuresLesressourcedecalcul
disponiblesttantgénéralemennsuffisantes]esscientifiquesonteul’idée d’effec-
tuerdescalculsparsous-structures[937] pourtenir comptedesperformancesles
calculateurslel’époque.
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Dansune méthodesansrecouvrementpn décomposé) en K sous-domaines
U (k=1,.,K) telsqueQ = Up1 g, et N =0( =1,..,K,l # k).
Lorsqu’elle existe, I'interface~,, entreles sous-domaine$), et Q; (k # [) est
définiepar
Ykt = 8Qk N an, VI = 1, ..,K,l 75 k,
{ Fk = 8Qk08§2

Cetteapprochamplique queles nceudslesinterfacesy,, soientconnusaux sous-
domaineq; et();. Cependantce découpagestqualifié de nonrecouvrantarles
intérieursdesdifférentssous-domainesonttotalemendisjoints.

Un exemplede décompositiora deuxsous-domainesstproposédansla figure
2.8.11 noussertderéférencgourexpliquerlesméthodes.

0 N R

— N
L0 \\XN\Q XN\
S0 v s S .

}

Y12

Figure 2.8 Décompositiorsansrecouvement.

Toutesles méthodesansrecouvremenienenta la constructiord’'un systeme
d’interface. Unefois ce systemeddentifié,lesméthodeglirectesou itérativesclas-
siquespeuwentétreutiliséespourle résoudreDansce paragraph@ousprésentons
trois méthodesansrecouvrement la méthodedu complémentle Schurprimal, la
méthodede Schurdualetla méthodedesjoints. Pourplusdedétailsa proposdeces
méthodesnousrenvoyonsa [64] eta[149].
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2 La simulation numérique en paralléle

2.3.3.1 Méthode du complément de Schur ou Schur primal

Apresle partitionnementu maillage,on renumérotdes degrésde liberté du
systémede maniérea isoler les inconnuesassociéegxclusvementa chacundes
deuxsous-domainesinsiquelesnceudglel’interfacey;,. Le systemealgébrique

AU =F
peutalorss’écrire:
A 0 Ay Uy F
0 A22 A23 U2 - F2 (2 10)
Asr Aszp Ass Us F;

Dansla décompositiorenblocs2.10ondistingue:

— lessous-blocsliagonaux4;; et Ay, correspondard la matricederigidité as-
sociéeauxnceudssituésa l'intérieur dessous-domaineg; et(, (I'interface
n’'estpascomprise)

— le sous-blocA;; correspondana la matricede rigidité associéeaux nceuds
disposésurl’interfaceys ;

— lessous-blocsd,; et Az, (kK = 1, 2) sontidentiquesa unetranspositiorpres.
lls représenteresinteractionsentrelesnceudsle ), (k = 1, 2) etlesnceuds
del'interface.

L’écriture(2.10)metenévidencd’absencalecouplagelirectentrelesvariables
situéesdansdessous-domainedifférents: il n'est pasnécessairg’assemblete
systemeomplet.Dansla résolution,on utilise alorslesmatricesderigidité locales

suivantes ) ) ) )
A = s ) etA, = ( 22 B ) 2.11
' ( Az AY) ’ Ap A§) (211)

Dansl'écriture (2.11),la matrice A{} (respectiementA(?) représentdes in-
teractionsentrelesnoeudglel’interfacecalculées partir desélémentdinis corres-
pondantaudomaine; (respectrement();). Le sous-blocAs; estla sommedeces
deuxcontributionslocales Le vecteurf; peutétredécomposélela mémemaniere.

En supposantueles matricesA;, (kK = 1, 2) sontinversibles(c’estle casen
élémentdinis si la triangulationestréguliere[131]), le system&?2.10)s’écrit

AU+ AisUs = F
AUy + AgsUs = F,
A3 Uy + AzoUs + Ag3Us = F.
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Pouréliminerla troisiemeéquationon exprimeU; etU, enfonctiondeUs :

{ AllUl = Fl - A13U3

2.12
AUy = Fy — AgylUs, (2.12)

onendéduitqueUs estsolutionde
(Ass — Ag1 Af] Avs — A3p A Ag3)Us = Fiz — Azt AT Fy — Agp Ay Fo.

Enposant
S = Asz — Az AT A1z — Agp Ay Ags,
G= Fs3 — A31A1_11F1 - A32A2_21F2’

cetteéquations’écrit plus simplement

SUs = G. (2.13)

La matriceS estappeléecomplémentde Schur de A. Cettetransformatiordu
systemed’origine segénéralise plusieurssous-domaines.a matriceS condensee
alinterfaceestdensegtpourla construirel fautcalculerdesinverseslessystéemes
danschacundessous-domaineselaesttréscolteuxpourdesproblemegietaille
importante.

Les problemessur les sous-domaine§); et 2, pouvant étre résolusindépen-
dammen{2.12),on préferealorsrésoudrde systemed’interface(2.13)sanscalcu-
ler explicitementle complémentde SchurS. Sil'on choisitune méthodede gra-
dientconjugué Jesopérationssur S selimitent & desproduitsmatrice-\ecteuy qui
peuwentétrecalculéssans’assemblagexplicite de S (voir [137] pourplusdedé-
tails). Unealternatve pourrésoudrg2.13) consistea utiliser uneméthodede point
fixe avecpréconditionnement[1]2parexemple

SUrtt — UM =G - SUr,

ou S estle préconditionneude S. Pourla décompositiorderéferencea deuxsous-
domainesun deschoix possiblegpour S est

S = Ass — Az (diag((An1)) " Az — Asp(diag((Ag)) ™" Ass,

oudiag(A) estunematricediagonaledontla diagonalesstcellede A. L'algorithme

2 présentda résolution paruneméthodeadepointfixe,dusystemeal’interfacecarac-
téristiquedela méthodedu complémentle Schur On considerainedécomposition
a K sous-domainesouplésparuneinterfaceglobaleZ.

Le calculduvecteurU} (ligne 6 del’algorithme)peutsefairesoitsurun proces-
seur“coordinateur”soit surtousles processeuresn mémetemps.Ce calcul néces-
site,dande premiercas,descommunicationgntrele processeucoordinateuetles
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2 La simulation numérique en paralléle

processeursalculantchacundessous-domainedansle deuxiemecas,les com-
municationssepassenéntreprocesseursalculantdessous-domainegui partagent
aumoinsun nceud,de maniérea garantirla continuitéde la solutionsurlesinter-
facesPourla décompositiosansrecouvremendela figure 2.8, cettecontraintede
continuitérevienta chercherdessolutionstellesque

U; = Ug SUlNy9. (214)

Algorithme 2 : Méthodede pointfixe pourle complémentle Schurenparalléle.
1. pour n = 1 jusqu’a la corvergencefaire
2. pour k£ =1jusqu’a K (le nombredesous-domainedgir e [en parallele]
3 U} solutionde A, U = F, — AyzUZ
4 V' = A Up
5. fin pour
6
7:

SUP = Fr — AgzUP ' = 5 v+ Sur?
fin pour

2.3.3.2 Méthode de Schur dual

Cetteméthodea été présentéelans[65 64], elle estaussiconnuesousle nom
de FETI (Finite ElementTearing and Interconnecting. On distingueles deuxmé-
thodesde Schur primal et dual, par la conditionde “continuité” imposéesur les
interfaces.Dansla méthodede Schurdual on relaxe la contraintede continuitéen
cherchantlessolutionstellesque

6u1 _ 8u2
3n1 ang
Les dérivéesnormalessont habituellementalculéesau milieu desarétesce qui

signifiequedeuxdomainesies’échangeroniesdonnéegjues’ils ontunearéteen
commun.Deuxdomainegpartageantin uniguepoint necommuniguenpas.

Sur-yis. (215)

Commelindique le nom de la méthode on utilise une formulationvariation-
nelle pour déduirele systémealgébriquerésultant.Danscetteformulationon in-
troduitunevariablesupplémentaireyn multiplicateurde Lagrange\, pourprendre
en comptela contraintea I'interface.On écrit alorsun problémede minimisation
(voir [112] etannee C) dontla solutionest(u,, uz, A). Sousforme matricielle,la
méthodede Schurdual consistea trouver la solutiondu systémealgébrique

A11 0 B? U1 F1
O A22 Bg U2 - F2 (216)
B, By, 0 A 0
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oul'on distingue:

— lessous-blocsAd;; et Ay, correspondard la matricede rigidité associéaux
nceudsiessous-domaine®caux(2; et€), (interfacecomprise)

— lessous-blocsB; et B, correspondard desmatricesbooléennesignéegper
mettantde localiserles nceudge I'interface;, ainsiqueles nceudsvoisins
de cetteinterfaceafin d’effectuerle calculdela dérivéenormale

— le vecteurdesmultiplicateursde LagrangeA représentanesforcesd’inter-
actionentrelessous-domaines.

En supposantjue les matricesAy; (K = 1,2) sontinversibles,on déduitde

(2.16)leségalités

A11U1 - F1 - B{A,
{ A22U2 - F2 - BgA (217)
et
{ BlUl + B2U2 =0. (218)

Enremplacant/; etU, issusde(2.17)enfonctionde A dans(2.18),on obtient
un systemeal’interfacedontlesinconnuesontles multiplicateursde LagrangeA

SA =G, (2.19)

ou
S = BiA['B] + B,A3,) By (2.20)

et
G = BlAfllFl + B2A521F2. (221)

L'algorithmed’Uzawa, utilisé pour résoudrg2.19), fait apparaitrde caractére
paralléledela méthode Soit A%, donnésal'itération n on supposdes A, connus
etoncalculeUr, Uy et A7 enrésohant(2.17),puisencalculantiie multiplicateur
deLagrangecommesuit

A" = A" 4 p(BiUT + B,UD). (2.22)

On doit choisir p de manierequel’algorithme converge. Pourapprofondirla ques-
tion, sereportera [45].

La méthodede Schurdual estplus facile a mettreen ceuvreque la méthode
de Schurprimal, caril n'y a pasbesoinde numéroteres variablesdu systemede
faconaséparetesnceudsnternesdesnceudst’interface .De plus,cetteméthodeest
adaptéeaau calcul paralléle,carles échangesle donnéegourle calculd’interface
sontlimités auxsous-domainegartageantinearéte Encesenslesinterfacesentre
sous-domainesontgéréesie manieredisjointe.
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2 La simulation numérique en paralléle

2.3.3.3 Remarques sur les méthodes sans recouvrement

Dansles deux paragrapheprécédentsmiousavons utilisé les formalismesma-
thématiquesabituels Au final, on cherchearésoudraun systemdinéairedu type

CX =D.

(2.23)

Dansle casde deuxsous-domaineda matriceC et lesvecteursX et D sont

définiscommesuit :

SchurPrimal SchurDual
Cii 0 Cis A O A A O BY
C: O 022 023 0 AQQ A23 0 A22 Bg
Cs1 Cs Csg Az Aszp Asg B, By, 0
X, U, U,
X = X2 U2 U2
X3 Us A
D, B B
D = D2 F2 F2
D F; 0

S =Cs3 — Zzzl C3k0k_k10k3

Asz — Zizl AskA;;kl Ags

2 —
Zk:l BkAklekT

G = D3~ Y, CCyi! Dy

Fy— Y0 AsAlFy

2 _
Zk:l BkAlclek

Ceformalismepermetd’utiliser lesmémesalgorithmesilepointfixe ougradient
conjuguépour I'une ou I'autre méthode Commenousle verronsci-dessouscela
restevrai pourla méthodedesjoints.

Remaque: lesmatricesA;; et Ay, differentd’'uneméthodea I'autre.
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2.3.3.4 Méthode des joints

Les méthodessansrecouvrementue nousvenonsde présentese prétentaux
maillageset décompositiongonformesc’est a dire, ou les triangulationsse rac-
cordentauxinterfacesgtoule découpagensous-domainesuitaussiesprincipes
de conformité(voir section2.1.2).La méthodedesélémentgoints, proposéelans
[17], permetderelaxer cettecontrainte: les maillagesne sontplus nécessairement
conformesauxinterfacesce qui peutfaciliter 'adaptationde maillage.

Le systemead’interfacecorrespondard la méthodedesjoints estle mémeque
celui correspondané la méthodede Schurdual (2.19). Les différencesentreles
deuxméthodesésultentdu choix desfonctionsde basesutiliséesdesdeuxcotésde
l'interface.La méthodede Schurdual utilise lesfonctionsélémentdinis classiques
construitesde maniéreidentiquedes deux cotésde l'interface.La méthodedes
joints travaille avec desbasedifférantd’un c6té (appelé‘maitre”) a l'autre (“ap-
peléesclae”) delinterface.L’espacedesfonctionsde discrétisatiorestconstitué
desfonctionsélémentdinis pourlesnoeuddnternesal’interface,et de deuxfonc-
tionsspécifiquepourlesnoeudsextrémesde celle-ci[112].Lors dela construction
desmatricesd’interface,le calcul desélémentsde B estréaliséa partir de la dis-
crétisationla plusfine (c6témaitre).Unefois les matricesB; et B, construites|a
résolutiondu systémed’interfacepour la méthodedesjoints estidentiquea celle
employéeparla méthodede Schurdual.
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3 Outils pour la résolution d’EDP en paralléle : état de I'art

Les progrésconjuguésdes méthodeshumériqueset destechniquesnforma-
tiguesassurentinrenouellementpermanentudomainederechercheonsacréla
résolutiondeproblemesi’EDP enparalléle Danscechapitrenousnousintéressons
auxtechniquegt méthodesayantaboutiala conceptiord’un outil informatique.

La plupartde cesoutils n’emploientpaslestechniquesie multiprogrammation
leégere Certainsprojets(voir paragraph@&.2.2)s’appuientsurdesnoyaux exécutifs
offrantdesprocessusgers maislintégrationdela multiprogrammatioriégéereest
limitée a desmultiprocesseura mémoirepartagéel 'utilisation efficacede proces-
suslégerspourle parallélismesur mémoiredistribuéeaussibien quesur mémoire
partagéeesteun domainederechercheuvert.

Nous distinguons(paragraphes.1) trois groupesd’outils : les outils “algébri-
ques”qui seconcentrensur la résolutionde systemedinéaires,les outils “numé-
riques” qui résultentd’une réflexion mathématiquenenéea partir deséquations
continuesdu probleme etlesmodélesou ervironnementsle programmatioradap-
tés,entreautres a la résolutionen parallelepar uneméthodede décompositiorde
domaine Ensuite Je paragraph8&.2 présentegde maniéreplusprécise PSRARSLIB
qui appartient la classedesoutils algébriquesPOOMA qui estun ervironnement
informatiquedédiéa la simulationnumérique Le dernierparagraphesstdédiéa
unecourteintroductionanotrelogiciel, AHPIK, qui appartientila classedesoutils
“numériques’de décompositiorde domaine.

3.1 Des approches complémentaires

Pour construireun outil de résolutionde problemesd’EDP, les déweloppeurs
s’intéressend desaspectsnathématique@roblemearésoudrechoixdeméthodes
dediscrétisation(82.1),choix de méthodeglerésolution(82.1.4et 8§2.3)),etades
aspectsnformatiqueqchoix du langageet du modélede programmation).

3.1.1 Ouitils issus des mathématiques

Pour faciliter le déweloppementd’applicationsde simulationnumérique cer
tainslogicielsfournissentinensemble&lecomposantmtervenanidandarésolution
de problemesd’EDP. On trouve ainsi desernvironnementsntégrant,par exemple,
la discrétisatiorparélémentdinis, I'adaptationde maillage etla résolutionde sys-
témeslinéaires.Dansce paragraphaousprésentongout d’abordles outils issus
delarecherchesurla résolutionparalleledessystemedinéaires,puis deslogiciels
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déweloppéspardesscientifiqguesiesdomainesi’application.

3.1.1.1 Bibliothéeques pour la résolution de systémes linéaires

Dansnotre contexte, cetteapprocheestabstraiteau sensou elle ne permetpas
deprendreencomptecertainsdétailsspécifiquesucalculd’EDP. Parexemple les
étapesl’adaptatiordemaillagenepeuwentétreréaliséesorsqued’on nedisposeas
descoordonnéephysiquesiu maillage.ll envade mémelorsquel’on veututiliser
unesolutioncalculéesur unegrille grossiérepour initialiser la résolutionitérative
dela méthodede décompositiorde domainechoisie[138].

Ontrouve actuellementle nombreusesibliothequegdédiéesa la résolutionde
systemesinéairessurmachineparallele L'ensembledestechnique®tanttresvaste,
ceshibliothequessonten généralspécialiséesoit dansles méthodestérativessoit
danslesméthodesglirectes.

Méthodes directes : En ce qui concerneles méthodedirectes,les efforts se
concentrensurla parallélisatiordela factorisatiordela matriceetdu second
membre ce qui représentée calculle plus colteux.Pourplus de détailssur
la résolutionparallélede systemedinéairescreuxle lecteurpeutsereporter
al'article [89] etaulivre[56]. Lesoutils offrantdesméthodegslirectesparal-
lelessontengénéraplusrécentgjuelesoutils offrantdesméthodestératives.
Parmi cesoutils on peutciter CAPSS[9(), PaStiX[92] et PSRASES[8], spé-
cialisésdandessystemesreuxsymétriquesléfinispositifs,et SuperLU[109
et S+[76] pour dessystemesion-symétriquesD’apres|2], actuellementes
seulesibliothéquedournissantlessolveursadaptés cesdeuxtypesdesys-
temessontMUMPS[1] et SPOOLES[5].

Méthode itératives : Elles sontrelatvementfacilesa parallélisercar seulsdes
produitsmatrice-\ecteuret desproduitsscalairesnterviennentansleur al-
gorithmique .Cependania cornvergencede cesalgorithmesdépencengrande
partiede I'utilisation de préconditionneurparallelesLe passage I'échelle
d’'un grandnombrede processeursstun aspectritique pour cesméthodes
car leur vitessede corvergencedécroitavec le nombrede processeurd.es
outils offrant ce type de méthodesontnombreux,unerevue desprincipales
bibliothéquegpourla résolutionitérative de systémedinéairesestdisponible
dang[60]. Parmilesbibliothequegaralleleson peutciter PSRARSLIB[139],
Aztec[9, BlockSole[99, PETSc[10],ParPre[3T et PIM[48].

Dans cesoutils, les méthodesde décompositionde domainefonctionnent
commedespréconditionneurs la solutiondu problemed’EDP original est
typiguementobtenuea I'aide d’'une méthodeitérative de Krylov, précondi-
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tionnéeparun opérateucouplanties solutionsdessous-problemed.es pré-
conditionneurdaséssur la méthodede Schwarz sontles plus courantsLes
bibliothequed®SPARSLIB et ParPresedistinguentparl’inclusion deprécon-
ditionneurshaséssurla méthodedu complémentie Schur
Cesbibliothequegparallélestravaillent sur une représentatiomlistribuéedu
systemdinéairea résoudre En général cettedistribution consistea affecter
un ensemblede lignes de la matrice creusea chaqueprocesseur les pro-
cesseurpeuent recevoir deslignescontigiies(par exempledansPETScet
BlockSolwe), ou bienun ensemblarbitrairede lignes(parexempledansAz-
tecet PSRARSLIB).

Remague: En ce qui concernela miseen ceuve du parallélisme I'approche
la plus répandueestfondéesur I'utilisation de MPI pour I'échange de messges
sur les architectures a mémoie distribuée La bibliothéqueSuperLU utilise des
processu$egers pour lesarchitectulesa mémoie partagée

3.1.1.2 Environnements pour la résolution numeérique d’EDP en
parallele

Il s’agitd’outils offrantlescomposantpourla simulationnumériquepar EDP:
élémentdinis, maillagesadaptatifssolveursparallélesEssentiellemertongugpour
la résolutionde problémegdonnésijls ont étéétendugrogressiement.Les étapes
de conceptionet d’améliorationde chacund’entre eux sontainsi trés différentes
d’un outil a l'autre. Nousavonsdécidéde présentebrievementtrois d’entre eux.
LabibliothéqueAHPIK, quenousavonsconstruite appartienticetteclassed’outils.
Elle estdétailléedansle paragraph&.3.

Diffpac k

Diffpack[27]estunervironnemenpourle déweloppement’applicationséces-
sitantla résolutionde problemesd’EDP. Lesbibliothequessomposanteterviron-
nementoffrent une large gammede fonctionnalités. maillagesstructurésou non-
structurésadaptatiorde maillage,diverseanéthodesle discrétisatioret derésolu-
tion de systemedinéaires.Le calcul parallélen’a pasétépris encomptelors dela
conceptioninitiale decetervironnemen{audéhut desannée®0).La parallélisation
dessolveursde systemedinéairesdansDiffpacka suivi deuxapproches[31]I'une
estbaséesur la parallélisationdesopérationsd’algebrelinéaire pour les solveurs
itératifs (multiplicationsmatrice-\ecteur produitsscalairesie vecteurs)|'autre est
fondéesurl'utilisation deméthodesledécompositiomledomainedetype Schwarz.
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Cesdeuxalternatvessontcomplémentairegtantdonnéque les méthodesle dé-
compositionde domainepeuent étre utiliséescommepréconditionneurpour les
solveursitératifsparallelesDanslesdeuxapprochedescommunicationgntrepro-
cesseursnt étémisesenceuvreenutilisantMPI.

PadFEM

PadFEM[54 estun ervironnementpour la mise en ceuvred’applicationsde
simulation numériqueutilisant la méthodedes élémentsfinis et I'adaptationde
maillagesur calculateurparalléle.Les facilités offertespar cet ervironnementin-
cluent: génératioret partitionnementle maillage €lémentdinis pourleséquations
de Poissonet Navier-Stokes, solveursbaséssur décompositiorde domaine esti-
mateurdd’erreurs raffinementde maillageet répartitiondynamiquede chage. Les
structurede donnéegeprésentanties maillageset les élémentdinis sontspécia-
lementconguegour les calculsadaptatifsen paralléle facilitantle transfertd’élé-
mentsd’un sous-domaina 'autre afin derépartirla chage de calcul.Lessolveurs
desystemedinéairesutilisentdesméthodesnulti-grilles oudesméthodegtératives
detypegradientconjuguégcesdernierepounantétrecouplésavecun précondition-
neurbasésuruneméthodede décompositiorde domainedetype Schur

UG (Unstructured Grids)

UG[11] estun outil pourla résolutiond’EDP sur maillagesnon-structurésiti-
lisant desméthodeamulti-grilles adaptatres. Cet ervironnementest construitde
forme hiérarchique s’appuyantsur un outil (DDD[22], voir section3.1.2.2)peF
mettantde manipulerdesstructuresie donnéesrréguliereset desobjetsdistribués
surmachineparalléle.Un ensemblale méthodesiumériquegie résolutiond’ EDP
estimplémentésur cettecouchede base Ja distribution de donnéesurles proces-
seursétanttransparentauxalgorithmeautilisés.

3.1.2 Outils informatiques

Lesapplicationsdu calculscientifiquesontdegrandesonsommatricede puis-
sancede calcul. Elles sont aussia 'origine d’une demandecroissantepour des
logicielsnumériquediableset robustesfacilementadaptables desdifférentspro-
blemesLa «réutilisabilité», la flexibilité etl'expressvité descodessourcesontdes
caractéristiquede plus en plus essentielleslansle déweloppemente cesapplica-
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tions. On fait doncappela desméthodest outils informatiquesgénérauxpour la
programmatiorde celles-ci.

3.1.2.1 Le paradigme objet pour le calcul scientifique numeérique

Au coursdesdernieresannéesla programmatiorparobjetsdansle contete de
I'implémentationd’outils dédiésau calcul scientifiquea suscitébeaucoup’intérét
(voir parexemple[132] ou [72]). LeslangagesrientésobjetcommeC++ et Java
ontainsiconquisun nombreconsidérabl@’adeptesdansun milieu ot Fortranet C
onttoujoursétéleslangagedavoris.

La programmatiomarobjetsoffre despossibilitésntéressantegourle déwelop-
pement’applicationsscientifiquesLesprincipauxatoutssontdétaillésci-dessous

— La notion de type abstrait de données(représentéelansle langageC++
parle conceptde class@ permetde sépareinterfaced’utilisation et miseen
ceuvre.ll estalors possiblede travailler dansun niveaud’abstractionplus
prochedesformulationsmathématiquest numériquessansse préoccuper
desdétailsd'implémentation Les classegeprésentantnatricesou vecteurs
sontuntrésbonexemplecar!’utilisateur n’a besoinde connaitrequelesopé-
rations(addition,multiplication, etc.) disponiblegpour manipulercesobjets.
Dansce casles structuresde donnéest les algorithmesqui caractérisenia
miseenceuvrerestentcachés.

— Le polymorphisme offre la possibilité de travailler avec desdifférentsob-
jetsimplémentanunemémefonctiondel’interfaceapplicatve. Celapermet
une meilleurelisibilité du codedu fait de 'emploi d’'un nom uniquea une
mémefonction.On utiliseraparexempleun nomgénériquepourdésignetes
fonctionseffectuantun produit matrice-\ecteursansse soucierdesformats
particuliersde matriceet vecteurutilisés.En C++, le polymorphismeestréa-
lisé pardesfonctionsvirtuelles ou des«templates»[62].

— Lanotiond’héritage permetde définir denouveauxobjetsparunecombinai-
sondespropriétésde différentstypesd’objetsou parun ajoutde propriétésa
unobjetqui estdéjadéfini. Celafavoriseévidemmenta réutilisationde code
etsonextensibilité.

Les caractéristiquemhérentesau paradigmeobjet sontaussitresutilesdansle
contecte du parallélismeCe paradigmesertnotammenpourencapsuleles détails
liéesala gestiondu parallélismedansuneapplication,ce qui augmentesaportabi-
lité etsimplifie saprogrammationDe nombreuervironnementsleprogrammation
marientle parallélismeetlesobjets.LesexempleseprésentatifsontMP1++[100],
C++//[33], MPC++[97], Java//[35, Do![106], JavaRarty[127 et Eiffel//[34]. Le
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lecteurestrenvoyé a [77] pour une présentatiordesdiversesextensionsparalléles
spécifiqguesa C++.

3.1.2.2 Outils pour la gestion de structures de données distrib uées

Lorsdelarésolutiondeproblemesi’EDP enparalléle Jesstructuregsledonnées
représentanes maillagesjes matrices Jes vecteursgtc., sontsouventdistribuées
surunensembl@leprocesseurd.a gestiondecesstructurepeuts’avérerunetache
complee. Les difficultés proviennenten partie de la dualité entreles représenta-
tionslocaleet globaledescesstructuresPar exemple,lorsqueune matricecreuse
estdistribuée,chaqueprocesseua besoinde connaitrda correspondancentreles
numérotationgocale et globaledesélémentgyui lui ont étéaffectés.La modifica-
tion desstructuresaucoursdu calculajouteun degré dedifficulté aleur gestioncar
la modificationdesstructuredocalesimpligue généralementlescommunications
pour préserer la cohérenceavec la représentatiomglobale. Dansce contecte, un
certainnombred’outils ont étéconguspourfaciliter la gestionde structuresiedon-
néesdistribuéesUne grandepartied’entreeux fournissentdesstructuresadaptées
aux calculs éwluant dynamiquementCesoutils intégrentalors desmécanismes
de répartitiondynamiquede chage. De maniéregénéralejls peuwent étreutilisés
commeune couchelogicielle de basepour desoutils consacrésux méthodesle
résolutiond’EDP.

Lesoutils permettanta gestiondegrilles (maillagesstructurésyistribuéessont
les plus nombreux.lls sontparticulierementdaptésa la résolutionde problemes
d’EDP par la méthodede différencesfinies. Parmi eux figurent A++/P++[12],
DAGH[124], KeLP[67 etPOOMA[133].D’autresoutils sontprésentédang123].
Bien quelesfonctionnalitésvarientd’'un outil al’autre, ils fournissentousun sup-
port hautniveaupour la définition et la manipulationde grilles ou tableauxmulti-
dimensionnelglistribués.Les détailsconcernanta mise en ceuvredescommuni-
cationset synchronisationsur machineparallélea mémoiredistribuéesontalors
cachésl'utilisateur.

La gestionde maillagesnon-structuréslistribuésestpluscomplee etlesoutils
concgusdanscetespritsontpeufréquentslUne structuregénéralepourla représen-
tation distribuéede maillagesnon-structuréestproposéeadans[68] et incorporéa
'outil PMDBJ[122]. Celui-ci prenden chage les représentationkbcale et globale
desmaillageset de sesfrontiéres ainsiquele transfertd’élémentsd’un processeur
al'autre suite a une adaptatiorde maillage.L’outil DDD[22] fournit, quanta lui,
un supportpourlesstructuresledonnéesrréguliereset lesobjetsdistribués.
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3.2 Etude de quelques outils représentatifs

3.2.1 PSPARSLIB

PSRARSLIB[139] estunebibliothequepourla résolutionitérative de systéemes
linéairescreuxsurarchitecturearalléle Lesfonctionnalitésoffertespar PSRARS-
LIB sontbaséessur unereprésentatioristribuéedu systémea résoudre autour
de laquelles’articulentoutils de pré-traitemen{partitionnementetc.), noyaux de
calcul algébrique(multiplication matrice-\ecteuy produit scalaire etc.), précondi-
tionneurset solveursitératifs. Danscettebibliothéque Jes méthodesle décompo-
sition de domainesontemployéessousforme de préconditionneurpour accélérer
la corvergencede solveursitératifs parallélesDesméthodesvecet sansecouvre-
mentsontdisponiblesdansPSRARSLIB (Schwarz additif et multiplicatif, et com-
plémentde Schur).Cettebibliothequeestécrite en Fortran et utilise MPI pour la
miseenceuvredeséchangesle messagesntreprocesseurs.

3.2.1.1 Structures de données

Les solveursparallelesde PSRARSLIB travaillent sur un systemed’équations
linéairesdistribué surplusieurgorocesseurettedistribution a sonoriginedansle
partitionnementlu graphed’adjacencassocié la matricedu systémeEtantdonné
unematricecreuseA dedimensionN x N, le grapheG = (V, E) associé cette
matriceestdéfini par

— V unensemblade nceudsV” = {1, 2, ..., N}, chaguenceudcorrespondand

uneinconnuedu systeme

— E unensemblel'arétest = {(¢, ) | a;; # 0} représentariesdépendances

entreleséquationsiu systeme.
Ce grapheestnon-orientési la matriceestsymétriquees arétes(i, j) coincidant
aveclesarétes(j, ). La figure 3.1 illustre cettedualité entrela représentatioma-
tricielle d’'un systemea 12 inconnuet le grapheassociés.

Etantdonnéun partitionnementie'ensemblel” enp sous-ensemblés, ..., Voo
le grapheG sedécomposenp sous-graphe§; = (V;, E;). Lessous-ensemblek;
exprimentlesdépendancedesnceudsappartenar V; parrapportad’autresnoeuds
inclus ou non dansV;. Les sous-graphes§;; s'apparentent dessous-domaines.
Dansuneapprocheplus orientéeversles EDPR, on effectuele partitionnementes
élémentdu maillageplutot quede sesnceudsCelane constituepourtantpasune
limitation a l'utilisation de PSRARSLIB, sachantqu’un partitionnementpar €lé-
mentsestéquialentaupartitionnementlesnoeudsd’'un graphedualaugrapheque
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Figure 3.1 (a) Profil d'unematricecreusea 12 inconnues(b) Graphed’adjacence
associe.

nousavons défini précédemment_e graphedualde G = (V, F) estle graphe
G' = (VI,E")ouV' = E et E' estl'ensembledespairesd’arétesde FE qui par
tagentunnceudde V.

il P
S (5 R B €N ) S
OO S R -

Figure 3.2 Partitionnement’un grapheen?2 sous-gaphes.

Lafigure3.2illustre le partitionnement’un graphea 18 nceudenp = 2 sous-
graphesDansPSRARSLIB, chaquesous-graphestaffectéaunprocesseudistinct,
p désignant la fois le nombrede sous-graphestle nombrede processeurCette
distribution du grapherevient a placerun ensembled’équationsj.e. de lignesdu
systemdinéaire,surchaqueprocesseur
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Etantdonnéun partitionnementornvenabled’un grapheG, PSRRSLIB dis-
tingueplusieursensemblesle nceuds

— nceuddnternesassociéfu sous-graph&s; (ou auprocesseur) : noeudsex-
clusvementconnectés d’autresnceudsappartenard G; ;

— nceuddd’interfacelocaux: nceudsconnectés desnceudsappartenané G;,
maisaussia d’autressous-graphes

— nceudsl’interfaceexternes nceudsappartenand d’autressous-graphesiais
qui sontconnectés desnceudsappartenara G;.

Dansle caslafigure3.2,'ensembledesnceudsnternesaGG; est{1, 2,7, 8,13, 14},
I'ensembledes nceudsd’interface locaux de G; est{3,9,15} et I'ensemblede
noeudd’interfaceexternesa G, est{4, 10,16}. Danscesensemble$a numérota-
tion desnceudsestglobale maisPSARSLIB autorisela créationde cesensembles
al'aide desnumérotationgocales.

Cesensemblesle nceudgouentun role fondamentatlansPSRARSLIB carleur
identificationpermetde prépareres structuresde donnéedocalespour les com-
municationsécessaire®rs du calculitératif. En effet, lesmatricesetlesvecteurs
locauxsontconstruitspar permutationrdeséquationsaffectéesa chaqueprocesseur
de fagona séparetes noeudsinternesdes nceudsd’interface locaux. Les noeuds
d’interfaceexternesontégalemenpris encomptedanscesstructures.

Quittea procéder unerenumérotatiomlesnceuds|a matricecreusedistribuée
selonPSRARSLIB prendla forme présentéelansla figure 3.3.

On Yy distinguela matricerectangulaired;,, de dimensionN; x N représen-
tantles V; équationgou nceudsyffectéesauprocesseul’; etcomposéalesdeux
blocs:

— Bj,. estunematricecarréede dimensionN; x N;. Leséléments;; dece
bloc sonttelsquej correspond unevariablelocale,c’est-a-dire a un nceud
affectéau processeut. Dans B, leslignesen pointillé séparentes nceuds

internesa G; desnceuddd’interfacelocauxdeG; ;
— B!, :unblocd'élémentss;; telsque; correspondaunevariableexterne.

ext *

Tousles vecteursassociésu processusle résolution(vecteurde solution, se-
cond membre,etc.) sont partitionnéset organisésen conformité avec la matrice.
Desstructuresde donnéesadditionnellesnotammentneliste de processeursoi-
sinsetuneliste de nceudsd’interfacelocaux,sontégalemenemployéespourgérer
lescommunications.
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=
o

Figure 3.3 Msionglobaled’'une matricecreusedistribuéeselonPSFARSLIB.

On noteraquedesstructuresde donnéesimilairessontutiliséesparlesbiblio-
thequesAztec[95],BlockSole[99 et PETSc[1(.

3.2.1.2 Algorithmes paralléles

DansPSRARSLIB, les algorithmesde résolutiondu systemeinéaire distribué
s’articulentautourde solveursitératifsbasésurdesméthodesle Krylov tellesque
la méthodedu gradientconjuguéou la méthodeGMRES (Genealized Minimum
Residud). Dansce type de solveur, les calculsse résumenta descombinaisons
linéairesde vecteurs produits scalaireset produits matrice-vecteur PSARSLIB
implémentedesversionsparallelesde cesopérationsen utilisant les structuresde
donnéegslécritesdansla sectionprécédente.

Lescombinaisoninéairesdevecteurdistribuéssontdesopérationgotalement
parallelesqui ne nécessitenpasde communicationsPar exemple,une sommede
deuxvecteurdistribuésn’a besoinquede la sommedesreprésentation®calesde
cesvecteursPourlesproduitsscalaireglistribués,I’algorithme consistea effectuer
le produit scalairedesvecteurslocaux, suivi d’'une sommeglobale desrésultats
locaux.DansPSRARSLIB, cetteopérationestréaliséea I'aide d’une primitive de
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communicatiorglobaleofferte par MPI.

Les produitsmatrice-ecteursontparmiles opérationdes plus colteuseslans
lessolveursitératifscontenugsiansPSRARSLIB. lIs nesontsurpassésnvolumede
calculqueparla phasede préconditionnemerde la matrice.Etantdonnésunema-
trice etunvecteurdistribuésselonle formatdécriten3.2.1.1 'algorithme parallele
pourle calculdu produitmatrice-\ecteurs’effectuecommesuit :

1. multiplicationdubloc B,,. dela matriceparle vecteurocal,;

2. envoi descomposantslu vecteurlocal correspondanaux nceudsd’interface
locaux;

3. réceptiondesvaleurscorrespondaraux nceudsl’interfaceexternes

4. multiplicationdu bloc B,,; dela matriceparle vecteurdevaleursexternesje
résultatobtenuestadditionnéa celui dela premieremultiplication.

L’algorithmemis enceuvredansPSIARSLIB effectuesimultanémentesétapes
1,2 et3al’aide deprimitivesdecommunicatiorasynchronedisponiblegdansMPI.
Lescommunicationsontdetype point-a-pointellessedéroulenentreprocesseurs
Voisins.

Le calculd’'un préconditionneupour la matricedistribuéeestnécessair@our
accélérela cornvergencedessolveursitératifs disponiblesdansPSRARSLIB. Les
préconditionneurparalléleshasésurméthodesle décompositiore domainesont
mis en ceuvreselon des algorithmestres similaires a ceux décrits dansle cha-
pitre 2. On remarquenotammentjuelescommunicationsedéroulentuniquement
entreprocesseursoisins.Le schémaprécisde communicatiorvarie selonla mé-
thode (par exemple,pour la méthodemultiplicative de Schwarz, les communica-
tions obéissent un algorithmede coloriagedesprocesseursHabituellement)e
préconditionnemente nécessitaque de quelquestérationsde la méthodede dé-
compositionde domaine Ja corvergenceétantcontréléeparla méthodede résolu-
tion itérative globale(GMRES, parexemple).

3.2.1.3 Appréciation de I'outil

PSRARSLIB estparmilesseuleshibliotheques fournir unevariétéde précon-
ditionneursparallélesbaséssurles méthodesle décompositiorde domaine L’ap-
procheestsufisammentgénéralepour permettrela résolutionde systemegprove-
nantde différentstypesd’applications.

Cependantgettebibliothéquene fournit pasde méthodeétroitementiée a la
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résolutiond’EDP. Pourlinstant, il n’y a pasde supportpour le partitionnement
dynamiquedessous-domainegréationou éliminationde sous-domaineshi pour
la résolutionparun schémaasynchrone.

3.2.2 POOMA

POOMA (Parallel Object-OrientedViethodsand Applicationg estun erviron-
nementexploitantles paradigmesle programmatiorpar objetset de parallélisme
dedonnéegpourfaciliter le déweloppement’applicationsde calcul scientifiquesur
machinegparalleles.

3.2.2.1 Structures de données

LabibliothequePOOMA s’articuleautourdetypesdedonnéegou classesi’ob-
jets) orientésversle calcul scientifique.Les objetsde type Ar r ay sontles plus
généraux ils représententlestableauxmultidimensionnelsupportandifférents
schémagl’indexation. Leur conceptions’inspire desfacilités fourniespar le lan-
gageFORTRAN-90. Cetteclassed’objetsgénériqueestnotammenparamétré@ar
le nombrededimensiontle typedesdonnéestockéesPar exemple lesdéclara-
tions

Array<1, int> V(20);
Array<2, float> M(10,10);

représententespectrement,un tableawnidimensionne({vecteur)de 20 entierset
un tableaubidimensionnel(matrice)de taille 10 x 10 composéde réels.Un troi-
siemeparameétrepptionnel,permetde définir différentstypesde stockaggpources
tableaux(densecreux,centraliséou distribué, entreautres).

POOMA tire parti du paradigmede programmatiorpar objetspour permettre
'expressionnaturelledes opérationsmanipulantles objetsde type Arr ay. Par
exemple,sousrésene dela définition

Array<1, double> A(N), B(N), C(N), D(N);

on peutécrire
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A =B + C * sin(D);

Cetypede notationpermetde cacheres détailsde miseen ceuvre(bouclessurles
indicesde 1 a N), mettanten évidenceles opérationanathématiquesur les vec-
teurs.LamiseenceuvreperformantelecesopérationslansPOOMA estassuré@ar
I'utilisation detechniquesleprogrammationellesqueles« expressiortemplates

[158)].

Cettebibliothequeoffre plusieurspossibilitéspour I'indexation d’un Ar r ay,
permettanhotammentesélectionneunintervalle, contiguounon,devaleursdans
un tableau.Cela se fait a I'aide desclassed nt er val et Range fourniespar
POOMA. Par exemple:

Array<2, double> M(N, N);
Range<1> 1(0, N-1, 2);
Internval<1> JO, N-1);

Ci-dessusl’objet detype Range serta sélectionneteslignespairesdela matrice
(ou tableaubidimensionnelM tandisquel’objet detypel nt er val permetd’in-
dexer tousles élémentgle la premiereligne de M |l estainsi possibled’exprimer
uneopération(affectation,danscetexemple)surun sous-ensembl@'élémentg’un
tableaumultidimensionnelPar exemple:

M(1,J) = 0.5;

POOMA offre un supporttresintéressanpourles calculsbaséssur « stencils»
sur desespacesliscrets.L’'exempletypique de « stencil» estcelui utilisé pour la
discrétisatiordu Laplacienendifférencedinies: eneffet, dansun schémaexplicite
d’ordrel onutiliselespointsimmédiatementoisinsd’un pointdonnépourmettrea
jour savaleur Lescalculsmanipulandes« stencils» supposenétablieunerelation
entreun domainespatialde calcul et un ensemblede valeurs.DansPOOMA, le
domainespatialesttraité parl’intermédiairedela classeGeon®et r y qui représente
un ensemblale points définis par leurs coordonnéegéométriquesLa définition
de valeursdansle domainediscretsefait par I'application de « stencils» sur des
objetsde la classeFi el d. POOMA permetde définir desconditionsaux limites
ayantuneinfluencesurunFi el d etfournitlesmoyenspourlesprendreencompte
automatiquemenrbrsqu’il estnécessaire.
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POOMA fournit égalemenun supportaux techniquesde simulationutilisant
desparticules Cestechniquesontutilisées,parexemple,en conjonctionavecdes
meéthodesleMonteCarloafind’analyseistatistiquemeninsystemephysiquecom-
plexe.Danscecas lesparticuleseprésentertéchantillonsurlequeltravaillentces
méthodesDansPOOMA, cesentitéssontreprésentéegar desobjetsde la classe
Parti cl es. Cetteclassepermetde gérerune collection dynamiqued’attributs
caractérisantin ensemblale particulesLesPar t i cl es sontutilisablespour si-
mulernumériguementessystemesomposesi’entitésdiscrétedellesqueionsou
molécules.

3.2.2.2 Algorithmes paralleles

Le modeéled’exécutionparallélechoisiparPOOMA estbasésurle parallélisme
de donnéesdanslequelune mémeinstructionde calcul estappliguéesimultané-
mentachacurdesélémentsl’un ensembleledonnéeslesalgorithmesmanipulant
lesstructuresiledonnéesourniesparPOOMA ressemblendonca desalgorithmes
séquentielsDansle codesuivant

Array<2> V(N, N);
Array<2> b(N, N);
Intenal<1> 1(1, N—-2), J1, N-2);

V = 0.0;

b =0.0;

for (int it = 0; it < 200; ++it)
{

V(1,J) = 0.25 * (V(I+1,J) + V(1-1,J) +
V(I,3#1) + V(,3-1) — b(l,9);

I'opérationa l'intérieur de la boucles’exécuteen séquentiebu en parallélepour
tousles élémentsappartenanaux intervalles sélectionnésur les vecteursV et b.
Le parallélismen’apparaipasexplicitement,maisenpratiquel estprésentiniveau
dunoyauexécutifdePOOMA. Cemodéled’exécutionexploite la multiprogramma-
tion Iégéresur multiprocesseura meémoirepartagée le calculde chaqueélément
esteffectuéparun processugégeret les donnéesontstockéegslansunemémoire
communeaccessibl@touslesprocessus?ourcela,POOMA Ss’appuiesurunnoyau
exécutifappeléSMARTS[156],qui gerelestachegaralléleimplémentéepardes
processuggers)etlesdépendancede donnéegntreelles.
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Danssaversionla plus récente POOMA étendson modeled’exécutionaux
architecturesa mémoiredistribuée.Le stockagedes donnéegelatifs aux objets
POOMA estflexible : le passage’'un formatde stockagecontigua un formatdis-
tribuén’exige quedeslégeresnodificationsaumomentdela créationdesobjetspar
I'utilisateur. Danscetteversion,la miseen ceuvredescommunicationmiécessaires
ala gestiondesstructuresde donnéedlistribuéesutilise la bibliotheéqued’échange
demessagesomméeCHEETAH.

3.2.2.3 Appréciation de I'outil

POOMA utilise destechniquesle programmatiorC++ de pointepourunemise
enceuvreaiséed’applicationde simulationnumériqueC’estun outil puissanpour
la résolutiond’EDP parla méthodedesdifférencedinies,avecdesabstractiongjui
pourraientétre étendues la méthodedesélémentdinis, sousrésene de pou\oir
travailler avecdesmaillagesnon-structurégt de résoudrdes problemesnatriciels
parlesalgorithmesclassiqueslesobjetsdetypeAr r ay peuwentétreutiliséspour
représentelesmatricesetvecteursiécessairedlarésolutiond’'un systemdinéaire.
Unerésolutionbaséesuruneméthodede décompositiomle domainepeutétredéve-
loppéeenutilisantlesformatsdestockagelistribuéedesobjetsPOOMA.De méme,
on peutervisagerunespécialisatiordesclasseszeonet ry etFi el d adaptéeila
méthodedesélémentdinis.

POOMA meten ceuvreuneapprochehautniveaupourl’expressiondu parallé-
lisme. Si ce paradigmepermetaisémente passedu séquentiebu paralléle,il ne
permetpasdecontrblera distributiondestachestdesdonnéesurlesprocesseurs.
Le parallélismeétantcaché cetoutil estpeuflexible poureffectuerdesexpérimen-
tations(nombrede sous-domaineglacementsur les processeurs).a portabilité
estun autrepoint faible car les noyaux exécutifsSMARTS et CHEETAH ne sont
pasdisponiblesurunegrandevariétéde plates-formes.

3.3 Présentation de AHPIK

L'environnementAHPIK estcomposéd’'un ensemblede classeC++ fournis-
santlesdiversesabstractiongmpliquéesdansle déweloppementie solveursdepro-
bléemesd’EDP baséssuruneméthodede décompositiorde domaine Certainesle
cesabstractionsontexplicitementimplantéeslansAHPIK (parexemplemaillages,
élémentdinis, solveursparalleles) pour les autresnousavons déweloppédesin-
terfacesavecdesbibliothequesxternegMetis, SparseLib++MV++, IML++, Su-

80



Présentation de AHPIK 3.3

perLU). DansAHPIK, l'utilisation du paradigmeobjet (voir chapitre5) permeta
AHPIK d’offrir un supportfortementmodulairepourle déweloppementle solveurs
parallelessncachan@ 'utilisateur lesdétailsd’'une miseenceuvreparallelea base
deprocessugégers.

La figure 3.4 illustre I'organisationmodulairede AHPIK. Les classedle I'en-
vironnementsontrépartiesdanstrois couchestabliessur desbibliothequedour-
nissantquelques‘briques” de base.La couchel correspondau noyau de AHPIK
(paragraphd.3); cettecouchegénériqueencapsuldes donnéest les algorithmes
qui peuentétreréutiliséspardesdifférentssolveursde décompositiome domaine.
Les schémagle communicationet synchronisatiorspécifiguesa chagueméthode
sontdéfinisdansla couche2 (paragraph®.3); ils utilisentlesfonctionnalitégour-
niesparle noyaude AHPIK. Finalement]es calculsspécifiquesa chaquesolveur
sontdéfinispar'utilisateur dansla couche3. Dansles chapitres4 et 5 nousdécri-
vonscestrois couchesendétail.

3: Calculs spécifiqgues a chaque solveur ‘

2: Schémas paralléles

l
1: Noyau de Ahpik I
l

0: | Athapascan ‘ Metis, SparseLib++, MV++, IML++, SuperLU

Figure 3.4 Organisationmodulaie de AHPIK.

En quelqueamots,le noyaude AHPIK estunecouchelogicielle génériquegé-
rantle parallélismeet les communicationglansle cadredesapplicationsreposant
suruneméthodede décompositiorde domaine .Ce noyau fournit uneinterfacede
programmatiorindépendantdela bibliothequedecommunicatiorutilisée(ATHA-
PASCAN-0, MPI —voir résultatslande paragraphé.3.4),etpermetd’exprimerdes
schémagarallelessenant a différentesméthodesde décompositiorde domaine,
gu’ellessoientsynchrone®u asynchronesCesschémagpeuwentaussiservirdans
le cadrede problemegeposansuruneméthodeavec découpegéométriquealu do-
mainederésolution parexemplelors dessimulationsendynamiquemoléculaire.
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

Les méthodesnathématiquede décompositiorde domaine(chapitre2, para-
graphe2.3)reposensurunedécompositiorgéomeétriqualu domainedecalcul per
mettantde briserle problemed’EDP completenun ensemblale problemesi’EDP
plus petits.La maniéredont cesproblémessontcouplésdéfinit la méthodede dé-
compositiondedomaine uneparallélisatiomaturelleendécoule.

Danscecadre)e schémaparallele(paragraphd.1)définitI’'entrelacemenéntre
lestachegdecalculslocauxetlestachegdecalculd’interface Cesdifférentegtapes
de calculsontliéesalgorithmiguemenpardescommunicationsLa méthodetéra-
tive choisiepourrésoudrdesproblemesouplésdéterminedespointsdesynchroni-
sation.Sideuxméthode®ntlesmémegointsdesynchronisatiorllesontle méme
schémaarallele Le paragraphd.2 discutedesaspectsoncernanta synchronisa-
tion duschémaparalléle.

Nousavonschoisid'implémentercesschémagparallelesa I'aide de processus
légerspour relaxer autantque possibleles contraintesde synchronisationDesdé-
tails surla conceptiordu noyaude AHPIK sontexposésiansle paragraphd.3.Des
exemplesde schémasontproposéslansle chapitre5.

4.1 Construction du graphe de taches

Pourtoutedesméthodesledécompositiomledomainequenousavonsétudiées,
il estpossibled’extraire une structurede calcul communeéliée a la décomposition
d’un domaine2 en K sous-domaine®;, k£ € {1, ..., K'}. Cettepartition créedes
interfaces,nous utilisons la notation~y,; pour désignergénériquemenkinterface
entredeuxsous-domaineg;, et ;. Dansle casde méthodessansrecouvrement,
l'interfacereprésentggéomeétriquementa partie de frontiere communeaux deux
sous-domainesCesméthodegpermettentalors de condensete problemed’EDP
enun probléemeposésurlesinterfaces Dansles méthodeswvecrecouvrement,ne
“interface” représentgéomeétriguemene recouvrementintersection)entredeux
sous-domainedonnés|esvaleursauxfrontieresdurecouvremeninternesaundes
sous-domainesontutiliséesalgorithmiquementommedesconditionsauxlimites
pourl'autre sous-domainegtvice-vesa

Apresla définition desdifferentesaches(paragraphet.1.1) et de I'évaluation
deleurcolt(paragraphd.1.2),nousdéterminonsesdépendancededonnéeentre
cestachespour construirele graphede précédencéparagraphet.1.3).Ce graphe
estcommunaux différentesméthodesDansun secondtempsnousdiscutonsle
placementlestacheqparagraphd.l1.4)etla synchronisatiomlesalgorithmeqpa-
ragraphet.1.5).
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Construction du graphe de taches 4.1

4.1.1 Identification des taches : le cas général

Pourchaquedomainede la décompositiorle calcul d'une itérationde la mé-
thodecomprenddeuxtypesdetaches

— lestachesl? qui effectuentles calculslocauxassociésu sous-domain€l; .
Lestacheglecalculslocauxnécessiteniesélémentgmatricesyecteurspre-
conditionneursyelatifs a un sous-domaing,. En général,les calculslo-
caux s’articulentautourde la résolutiond’un systemelinéaire. Cestaches
produisendesdonnéesenantau calculou ala misea jour desvaleursaux
interfacesentre(?, et sessous-domainegoisins); ;

- Iestécheél“,fl, responsabledu calculdesvariablesassociéeal'interfacey,
et descommunicationsiesvaleursde celle-ci. On remarqueque T et T*
sonten généralidentiques(saufpour la méthodedesjoints), que le calcul
sur I'interface peut éventuellemengétre vide (méthodede Schwarz), et que
lestransfertsde donnéesntrecestachesvont dépendrdresfortementde la
méthodederésolution.

Remagque: Cettedéfinitionde tachespeutétre raffinéecar les solveus locaux
peuventétre eux-mémegparalléles: il s’agit alors d’'un parallélismea grain plus
fin. Le coOtde gestiondesprocessusegers étantfaible, on peutles utiliser pourla
miseen ceuve dessolveus locaux (voir par exemple[58]). L'approche quenous
avonsretenuen’exploite pascettepossibilitécar nousutilisonsdessolveus locaux
séquentielpour matricescreuseofferts par desbibliothequesspécialisées.

4.1.2 Colts des taches

Le colt de chaquetacheTE peutétre estiméa partir du nombred’inconnues
associéesu problemelocal posédansle sous-domainé),. Il dépendde la mé-
thode (itérative ou directe) utilisée. Lorsquele solveur local utilise une méthode
directe,on peutévaluerde maniéresirele coltdescalculs.Lorsquel’on utilise un
solveur itératif, on connaitsacompleité enfonction de certaineropriétésde la
matrice.Cespropriétésiépendentlu problemearésoudre parexemple le coltest
enO(v/N) pourla méthodedu gradientconjuguéappliquéeau problémede Pois-
son.En pratique,celaestuneindicationapproximatve du nombred'itérations,ce
qui peutmenera desdifférencesle coltentrelesrésolutiondocales.D’un pointde
vue parallélismecelainduit un déséquilibrede chage.

De méme le coltdestachesdescalculsrelatif a l'interface~,, estfonctiondu
nombrede nceudssituéssur celle-ci. En général Je coltdescalculsd’interfaceest
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

bien plus petit que le colt destachesde calculslocaux. On remarqueque si les

sous-domainesonttrop petits,le coltdescalculslocauxestdominéparle coltdes
transfertsj.e. le coltde gestiondu parallélismglescommunicationsgstsupérieur
au colt descalculsutiles (calculslocaux et d’'interface). Danscesconditions,la

parallélisatiome peutpasétreefficace.

4.1.3 Interactions entre les taches

Afin d’exprimerlesdépendanceantrelestachesiousutilisonsla notation7; <«
T,, T3 qui signifie que la tacheT; dépenddestachesT; et T;. Les dépendances
s’exprimentd’uneitérationa I'autre de la méthodede décompositiorde domaine.
On noteT'(i) 'exécutiond’une tachea l'itération i et v, I'ensembled’indicesde
sous-domaineayantune interfacecommuneavec le sous-domainél,.. Avec ces
notationsJe graphede précédencéypiquepouruneitérationde décompositiorde
domaineseprésent&eommesulit

— les calculslocaux correspondanau sous-domaing, a l'itération i néces-
sitentlesrésultatdescalculsd’interfaceobtenusal'itération précédenteOn
adonclesprécédencesuivantes

Tk (i) <« T,fl(i —1) VIey

— le calcul correspondand uneinterface~yy;, alitération i a besoindesrésul-
tatsdescalculslocauxsurle sous-domaing€l, ainsiquesurle sous-domaine
voisin€);. Lesprécédences'écriventdonc:

Tfl(i) L TE@G), TL(0)VL € v

Téaches de ['itération (i-1)

Taches de l'itération (i)

Figure 4.1 Graphedetachespourunedécompositiorentrois sous-domaines.
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Construction du graphe de taches 4.1

Lafigure4.1lillustre les précédencesntretachegpourunedécompositiord’un
domainerectangulaireentrois sous-domainese graphede précédencestcarac-
téristiquedesméthodesynchrones.

Leséchangededonnéesontengénérakymétriquesarchaqueprocesseuiait
un envoi de sescontributionslocalessuivi d’'une réceptionde donnéesxtérieures.
Desméthodedelles quela méthodedesjoints ont une conceptionmathématique
asymeétrigueau niveaudescalculsd’interface,les communicationgeuent alors
étresoit symétriquesoit asymétriques.

4.1.4 Placement des taches

Généralementla décompositionen sous-domainegrend en comptele pro-
bleme mathématiquedes contraintesgéométriqueset des contraintesliées a la
convergencenumériquedela méthodede décompositiorde domainell estnaturel
de considéremunedécompositiopermettantd’affecterau moinsun sous-domaine
parnceud Danscecaslestachesr¥ etle sontplacéesurle mémeprocesseur

Bien quelestachesT et T/ soientengénéralidentiquesce qui implique un
calculredondanta l'interface,on les dupliquede maniérea réduirele nombrede
communication®t le nombrede pointsde synchronisationLe gainestdoublecar
le coltde cecalculestsouwentinférieuraucoltd’'une communication.

Afin d’obtenirunrecouvremenlescommunicationpardescalculsetunmeilleur
équilibragedechage,on placeplusieurssous-domainegsarprocesseubDanscecas
on placedessous-domainesgoisinssurle mémeprocesseude maniérea réduire
le volumede communicationgntreprocesseurdl estaussipossiblede prendreen
considératiora topologiedu réseaipourdéfinirunbonplacementiestachesmais
celaconduita dessolutionspeuportables[11p

4.1.5 Synchronisations

L’algorithmiqueclassiquedesméthodeslie décompositiorde domaineestsyn-
chrone: unetachely, (calculslocaux)nécessitelesrésultatsdestachesr’, (calculs
d’interface)obtenusal'itération précédentd_escalculsd’interfaceimpliquentdes
communicationentreprocesseurdls représententiespoints de synchronisation
pourchacundesprocesseurqui doit attendreunedonnégorovenantd’un autrepro-
cesseurlefficacitéparalleled’'une méthodede décompositiorde domainedépend
ainsid’'un bonéquilibragedechageentrelesprocesseurgkn effet, sile travail n’est
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

pasdistribuédefagonéquitable certaingrocesseurfinissenteurscalculsavantles
autreslLestempsd’attenteainsicréésdégradentes performancesle'algorithme.
Ce comportemenestillustré dansla figure 4.2 pour une décompositioren deux
sous-domaines.

caleul IOCQI calcul de l'interface 1-2
sous—domaine 1

Processeur
1
Processeur
calcul local temps
sous—domaine 2 d’attente

Figure 4.2 Diagrammede Ganttpour unedécompositiondeuxsous-domaines.

Lesméthodessynchronepermettent’éviter lestempsd’attenteen éliminant
autantque possibleles points de synchronisationElles se prétentaux problémes
composéglestachesayantdes coltsde calcul trés différents.Le prix quel'on
paie pour cetteflexibilité au niveaudescommunicationgestune perteen vitesse
de corvergencedoubléed’'une certaine‘redondance’tle calcul. Cesméthodesont
avantageusebrsquela chage de calcul n’est pashbien équilibréeou lorsqueles
communicationgntreprocesseursontlentes[7%.

Mémesil'asynchronismgermetde contournete problemedel’équilibragede
chageentrelesprocesseurdes perteseventuellessurla vitessede corvergencede
la méthodenumériqueitérative peuvent révélergu’il estpréférablede choisirun
schémasynchroneclassique.

4.2 Extensions et cas spécifigues

4.2.1 Schémas async hrones

Dansle cadredu calculparalléle Jesalgorithmesasynchronesontutiliséspour
modéliseres calculsitératifs s’effectuantsur plusieursprocesseursoopérantCes
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algorithmegolérentleséventuelsiélaisde calculetdecommunicatiorentrelesdif-
férentsprocesseursils autorisenjuelguegprocesseuracalculerplusvite eteffec-
tuer plus d’itérationsqued’autres,ainsiqu’a échangedesdonnéegplus fréquem-
mentqued’autres Lesalgorithmesasynchronesntinitialementétéétudiésdansle
cadredessystemedinéairesa premiéreréférenceconnueremontant l'article de
Chazan-Mirankr publié en 1969[43. Depuisce travail pionnier, plusieursauteurs
sesontintéressés la théorieet a I'application desalgorithmesasynchrones[117

13512, 19,7,118].

Dansce paragraphaousfournissonsuneintroductiona cettefamille d’algo-
rithmes,notrebut étantde donneraulecteurnon-spécialistées élémentsessentiels
caractérisariesmodélegi’algorithmesasynchronestudiésaufil desannéesNotre
introductionestbaséesur [75]. D’autressunwols sur les itérationsasynchronese
trouventparexempledang[3, 21, 20].

Onsedonneunespacel = E; x ... X E,, etuneapplicationH : £ — E. Les
composantsle H sontnotésH;, c'est-a-direpna

H:FE—E, z=(x1,-2m)— (Hi(z),..., Hp(x)),

oux;, H;(z) € E;,i = 1,...,m. Onveuttrouver un point fixe de H. Pourcela,le
schémastandardtonsistea approcherce pointfixe encalculant

o = H(2¥), k=0,1,.. (4.1)

Une versionparallélede la formulation (4.1) peutse construirecommesuit. Etant
donnéeune machineparallélecomportanty processeurgp < m), on associeun
blocdecomposantd; C {1, ...,m} achaqueprocesseuP;(j = 1, ..., p). Le calcul
surle processeup’; s’effectueensuiteselonl’algorithme 3.

Algorithme 3: Algorithme parallélepourl’approximationd’un pointfixe.
1: pour k = 1 jusqu’a corvemgencefaire
2:  obtenirz
pour i € J; faire
o} = H(z)

3
4
5: fournir z'** afin deremplacetescomposants; dex
6
7

fin pour
fin pour

Il corvientremarquequel’algorithme 3 estvalablequel quesoitle modelede
mémoire(partagéeou distribuée)de la machineparalléle.Lorsqu’il s’agit d’'une
machinea mémoirepartagéelesétape et5 del'algorithme setraduisentespec-
tivementpar unelectureet une écrituredansla mémoirecommune Lorsquel’on
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

travaille surunemachinea mémoiredistribuée,cesétapesse font par échangele
messagesntreles processeursoncernés.

Dansunemiseenceuvreparallelesynchronele (4.1),chaqueprocesseuattend
que l'itération k soit finie sur les autresprocesseursvant de passera I'itération
suivante.Dansun schémaasynchroneles processeurs’attendentpasles autres.
Commelestempsd’exécutiondela bouclesuri peuwentdifférerd’un processeua
l'autre, il apparaidesdéphasagesle processu#ératif estmoinsstructuré Apres
convergence Jes différentsprocesseurauronteffectuéplus ou moinsd’itérations.
On remarquegu’il N’y a pasde tempsd’inactivité, puisqueles processeurs’at-
tendenfamaislesautres.

L'analysemathématiquele I'algorithme 3 donnedesélémentghéoriquegon-
damentauypour prouver la corvergenced’un calcul itératif asynchroneSoit £ un
compteurd’itérations (¢ € N) incrémentéde 1 a chaquefois qu’un processeur
P; obtientla valeurde z. A cetinstant,la valeurde chagquecomposantie z pro-
vient d’un calcul effectuélors d’une itération précédenteg’est-a-dire housavons
z = (2% 2ir®) o s(k) € No,l = 1,...,m sontdesindicesd'itérations
antérieures k£ indiquantl’itération au coursdelaquellele composant:; a étécal-
culé. On définit aussiun ensemble’* de composantgalculésa l'itération k. Avec
cesdéfinitions,et étantdonnéx, € £ = E; x ... x E,,, uneitérationasynchrone
s’appliguantal'algorithme 3 peut-étremodéliséecommesuit[73 152] :

af = (4.2)

{ H;(z'®, . air®) vie I*
it Vi ¢ I*.
La formulation4.2 doit satishire certainedypothéses
— seulsles composantgalculésantérieuremensontutilisés a l'itération cou-
rante,i.e.,
si(k) <k—-1 Vie{l, .., m}

— au fur et a mesureou le calcul itératif avance,des valeursplus récentes
peuwentétreobtenuegpourchacundescomposants,e.,

lim s;(k) =00 Vie{l,..,m};
k—o00
— aucuncomposante manqued’étre mis a jour au coursdu processugeératif,
ie.,
HkeN:ieI*}| =00 Vie{l,..,m}.

Un théoremegénéralde corvergencepour le modéled’itération asynchrone
(4.2) setrouve dans[19, 155]. Bien quece modélefondamentahit de nombreuses
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applications,l admetplusieursextensionsafin de tenir comptede situationssoit
plus spécifiquessoit plus généralesPar exemple, certainsauteursimposentdes
conditionssur les délaisd; (k) = k — s;(k) (voir parexemple[6, 111,129]). De
méme,certainsauteursse sontintéressésux casou I'application H a descom-
posantsH; qui sonteux-mémespprochésparexemplelorsquel’on travaille avec
desméthodestératives a deux niveaux (« two-stageiterations»). Ce cadred’ap-
plication esttraité parles modélesd’itérationsasynchronesvec communications
flexibles[61, 118], qui autorisent’'envoi denou\ellesvaleursde z; avantmémeque
le calculitératif plusinterneait corvemé.

La mise en ceuvredesitérationsasynchronegsten généralplus difficile par
rapportaux méthodestératvessynchroneglassiquesUn desproblemesa traiter
a chaquemplémentatiorestla terminaisondesalgorithmesLa corvergenced’'un
algorithmeitératif estbaséesuruneinformationglobalesurl’avancementie'exé-
cution, cependantiansune exécutionasynchronechaqueprocesseun sa propre
vision du processustératif. Bien que de nombreuxrésultatsthéoriguesmontrent
lesavantageslesitérationsasynchroned,expérimentatiorautourde cesméthodes
resteencorefaible. Selon[102], les démarchegxpérimentalesontun facteurdé-
cisif pour justifier I'utilisation desméthodesasynchroneslansle cadredu calcul
haute-performancdarmi les travaux fournissantdesrésultatsexpérimentauxsur
lesméthodessynchronesn peutciter[28, 74, 87].

4.2.2 Reésolution globale par une méthode de Krylov

Les méthodegle décompositiorde domainepeuentintervenir dansla résolu-
tion degrandsproblémesnatricielsde deuxmaniéres.

Dansla premiere ellessenent a construireun problemed’interface.Dansce
cason résoutpar exempleles problémedocauxa I'aide d’'une méthodedirecteet
le problemed’interfacea I'aide d’'une méthodede point fixe ou d’'une méthodede
Krylov. Dansla secondeellespeuentétreutiliséescommepréconditionneurpour
unemeéthodedeKrylov. Lesdeuxcasseressemblentu pointdevuedel’exécution
parallele nousétudionsla premierealternatve en utilisantle formalismeintroduit
dande paragraph@.3.3pourlesméthodesansecouvrementGénériquementes
méthodesherchentirésoudregdansle casde 2 sous-domaines,

Cu 0 Ci X1 D,
Cs1 Csp Css X3 D4
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

avecle systemecondensé l'interface

SX3 - G
ou
2
S = 033 - Z C3kck_klck3
k=1
et

2
G =0~ CuCiy' D

k=1

L'algorithme 4 présentda résolutionde ce systémepar la méthodedu gra-
dient conjugué.Le lecteurtrouveraune présentatiorplus détailléedansl’annexe
D. Toutesles instructionscomposantet algorithmeutilisent desmatriceset vec-
teurslocaux.

Algorithme 4 : Algorithme CG génériqugoourle sous-domain€, k = 1, 2.
1: X3 = 0 {initialisation}
2: X solutionde Cyx Xy = Dy — Cr3 XY
3: & = O Xy,
4: |p° =10 = Dy — C33 X9 — & — & [{communications}

5: | € = [|r%]|? | {communicationgylobales}

6: pour i = 0,1, ... jusqu’a la corvergencefaire
7: 2z solutionde Cyzx = Ciap®
8 & = Uk
9: &= Csp'
10: | =& — & — & [{communications}

11: |t = ||7Y|?/ (¥, p') [{communicationgylobales}
12: X;H = X§ —i-.ozipi

13: it =7rt — ol

14: | B = ||rt+Y| /|Irt)]? [{communicationgylobales}
15: pi+1 — ,r,i-l—l _ ﬂi—l—lpi

16: fin pour

Nousavonscachél’aspectparallelede I'algorithme au seindesopérationsal-
gébriguesLesinstructiong4,5,10,11et 14), quenousavonsentouréesnécessitent
descommunicationd.esautrednstructionss’effectuentdemaniérdocale.Lesins-
tructions2 et 7 représententes calculslocauxsurles sous-domainegescalculs
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requiérent’utilisation d’'un solveurlocal. Lescalculsd’interfacesontprésentslans
lesinstructions3—4 et 8—10,cesproduitsmatrice-\ecteumécessitendescommuni-
cations.

La vérificationde la corvergence(point de synchronisatiorglobale)esteffec-
tuéeauniveaudel’instruction 14, qui nécessitelescalculsdenorme(instructionss
et14). Cescalculsimposentdespointsde synchronisatiomlobaleadditionnelsLe
calculdu pasde descentdinstruction11) nécessitde calculd’un produitscalaire
global.

Une fois quela solution X3 condensée l'interface est obtenue,on résouta
nouweaulessystemesgocaux

Cir Xy = Dy — Cy3 X3

afindecalculerlessolutionslocalesX,. On peutégalementes obteniraucoursde
la résolutionitérative. Dansce cason utilise la solutioncalculéea I'instruction 2
commesolutioninitiale X} eton effectuele calculadditionnel

XZ—H = Xk + aizk
aprede calculdu pasde descente: (instruction11).

L’algorithme se généraliseaisémentpour K # 2. Le problemeestalors ré-
soluenconsidérantineinterfaceunique(essentiellemermiourla méthodede Schur
primal) ou plusieursinterfaces(Schurdual, ou Schurprimal avec le domainedé-
composeéen“tranches”).Dansle premiercasles communicationsiécessairepour
les étapest et 10 peuent étrerespectiementgroupéesavec les communications
globalesdesétapess et 11. On réduit ainsiles points de synchronisatiorde I'al-
gorithme.Dansle deuxiémecas,on peututiliser la liste dessous-domainegoisins
(communicationpoint-a-point)de 2, poureffectuerlesétapest et10.Le choixdu
modede communicatiorva enfait dépendralu schémaaralléleeffectif.

Dansla méthodedu gradientconjugué Jes normescalculéesontutiliséespour
mettrea jour la direction de descentenécessairea I'itération suivante.ll estpé-
rilleux, la preue théoriquen’existe pasa notre connaissancale calculers+! de
maniéreasynchronsouspeined’affecterla convergencedela méthodedegradient.
Cettelimitation n’existe pasdansles méthodedle point fixe, il estdoncpossible
d’effectuerle calculde normede manieéreasynchronesur un processuscoordina-
teur”.
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4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

4.3 Mise en ceuvre des processus légers dans
le noyau de AHPIK

4.3.1 Motiv ations

Le déweloppementle cenoyaua étéguidéparlespréoccupationsuivantes

— réutiliserla mémecouchelogicielle de basepourla miseenceuvrede diffé-
rentesméthodes

— changeffacilemente comportemenéntermede synchronisatiord’'une mé-
thodede résolution.En général,il estdifficile de préwir I'impact de I'uti-
lisationd’'un schémasynchroneou asynchronalansles performancegaral-
lelesd’'une méthodede résolution.C’est plus spécialemente caslorsqueles
calculssontdéséquilibréd.’expérimentatioravecdifférentsschémaslesyn-
chronisationestalorstrés utile pour la mise au point d’'une applicationde
simulationnumérique Nousverronsplustard (paragraph&.3) commentce
point esttraité dansAHPIK ;

— exprimer une méthodede résolutionindépendammerde la bibliothequede
communicationD’un point de vue programmatiorparalléle,il estinstructif
de comparerune mise en ceuvrebaséesur ATHAPASCAN-O avec une mise
enceuvrebaséesur MPI. Celapermetde mettreenévidencdesapplications
pourlesquelled’utilisation du paradigmede processuggerscommunicants
offre desavantages.

4.3.2 Conception de l'interface

Le noyaude AHPIK estresponsablée la gestiond’un réseauwde processuse-
gerscommunicantsA partir d’une topologiede décompositioren sous-domaines
etd’un placementessous-domainesurlesprocesseurde noyaucréeun « pool»
de processugégerssur chaqueprocesseurA chaquesous-domaineorrespondu
moinsun processuségerchagé de coordonnet’enchainementlescalculssurce
sous-domainele noyau s'occupeaussidesliaisonsentrecesprocessuségers.ll
initialise un supportpourlescommunicationparallélescelui-ciestcaractérispar
I'établissemente liens communicants entre sous-domainesoisins. Ce support
autorisela modificationdu placementiessous-domaineau coursde I'exécution:
unprotocoledereconfiguratiordu réseaueprocessutegerspeutétremisenplace.
Poursimplifier 'exposé noussupposonpourl’instant quechaqueprocesseugere
unseulsous-domaindeslienscommunicantselientdoncdesprocesseurgoisins.
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A chaquesous-domaineorrespondin groupede lienscommunicantsennom-
bre généralemenégal au nombre d’interfacesdu sous-domaineCes liens sont
créésaulancemente AHPIK a partir du placemenggéométriqueet algorithmique
dessous-domainedls établissentes contactsentre processeurgérantdessous-
domaineggéométriquementoisins. Génériquemente lien estappeléa effectuer
desopérationglecommunicatiord’objets(écriture lecture £changefontenantles
donnéesécessairea la méthodede résolution.Par soucide réutilisabilité,la pro-
grammationde ce lien estindépendantelu caracteresynchroneou asynchronale
la méthodederésolution.

P Q
4 N
Py — ouT
g =
S
L1 L]
Pour T Qv
o J

Figure 4.3 Lienscommunicantgntre deuxprocessels voisins.

De maniereplus précise la créationd’un lien implique la créationd’au maxi-
mumdeuxprocessusle communicatiorpour chacundesdeuxsous-domaineson-
cernésSil'on noteP et() lesprocessukgersprincipauxtraitantcessous-domaines,
on créedeux processugl’envoi de donnéesPoyr et Qoyr chagésd’envoyer le
contenud’un espacenémoirelorsquenécessaireA cesprocessus’ernvoi corres-
pondenteuxprocessuderéceptionrespectrement);y et Prx, dontlesfonctions
dépendentlu caractérelela communicatior{voir figure4.3). Etudionsparexemple
deuxcomportementpossiblesiu processus’; y :

— Lorsquela communicationest synchrone e processus’;y attendque les
donnéessoientarrivées.Une fois queles donnéesontrecuesjl attendque
le processusgrincipallinterroge afin derécupéretesdonnéesll nepeutpas
rece/oir denouwellesdonnéegantquele processu$’ nel’a pasinterrogésur
lesprécédented.e processug’ estbloquédanssonexécutionsi Pry nepeut
lui fournir dedonnéesaumomentdel’interrogation.

— Lorsquela communicatiorestasynchronele processud’; y esttoujoursen

95



4 Structure du parallélisme pour la décomposition de domaine

attentede donnéesijl contientles dernieresarrivées.L’arrivée de nouwelles
donnéesffaceles précédented.orsquele processugprincipal P a besoin
dedonnéegprovenantdu sous-domainegoisin, il interrogele processug’; v .

Toute interrogationestimmédiatemensatishite par Pry : le processus’

n'estjamaisbloquéenattentede données.

Le caracteresynchroneou asynchronele la résolutionse manifestepar la se-
lection d’'une routine, synchroneou asynchroneimplémentanties processus’;
et Poyr. Lors d’'une miseen ceuvresansprocessugégers,cesroutinescontiennent
simplementdesappelsa desprimitivesde communicatiortellesquecellespropo-
séegparMPI. Le processug$’ fonctionnetoujoursde fagonidentique quelquesoit
le comportementhoisipourlesprocessus’ y et Poyr.

Dansle cadredesméthodegie décompositiorde domaine Jeslienscommuni-
cantssontprincipalementtiliséspourlescommunicationslesdonnéesl’interface.
Cependant]s peuwentétreutiliséspourla communicatiordedonnéegorsdel’ini-
tialisationde I'application (par exemple,pour mettreen ceuvreun algorithmedis-
tribuéde coloriagedessous-domainegourla méthodede Schwarz multiplicative).

Pourchaquesous-domaind,ensemblede lienscommunicantsléfinit un voisi-
nagecommunicant Ceconceppermetdedémarredescommunicationgourtout
le voisinageenmémetemps En présencele calculsdécoupléslansun mémesous-
domaine(voir section6.3.2),on peut utiliser plusieursvoisinagescommunicants
pourun mémesous-domaine.

4.3.3 Ecriture orientée objet

Au déhut del'exécutionparalléle,le noyaude AHPIK créeun processuséger
principalparsous-domainenfonctiondu schémaleplacemensurlesprocesseurs.
Il s’agit parexempledela créationdesprocessud et ) introduitsdansla section
précédenteEn général cesprocessusegersprincipauxs’occupentde I'enchaine-
mentdestachesde calculslocaux et destachesde calculsd’interfaceassociés
un sous-domainells sontla basedesschémasie calcul caractérisantine ou plu-
sieursméthodesledécompositiome domaine Desschémagourlesméthodegjue
nousavonstraitéesdanscettethésesontdéjadisponiblesiansAHPIK . Cettesection
expliquelesgrandedignesdesoutils que AHPIK fournit pourleur miseenceuvre.
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4.3.3.1 Affectation de taches aux processus légers principaux

La définition de cestachesobéit a certainesegles.De maniéregénéraleune
tachecorrespond une classe-fonctiorC++ (« function class» [62]), c’est-a-dire,
uneclassepouvantétreutiliséecommeunefonction. |l s'agitd’'uneclassesurchar
geant’'operateur()’, dontlaformela plussimples’écritcommesuit:

class usertask
{
public :
void operator() ( [...paranetres..] ) {
[... corpsde la fonction ... ]
}
1

En C++, unappelséquentieh cetteclasse-fonctiors’écrit :

usertask)( [...parangtres effectifs...] );

DansAHPIK, cetteclasse-fonctiomloit étredérivéedela classeDonai nTask
prédéfinieparle noyau. Ainsi chaqueéchehérite,du noyaude AHPIK, de certains
attributsla distinguantdesautrestdchegnumérodu sous-domainauquelelle cor-
respondparexemple).Celas’écritcommesuit:

class user task: public DomainTask
{
public :
void operator() ( [...paranetres..] ) {
[... corpsde la fonction ... ]

}
h

Engénéraluneclassedérivéede Donai nTask spécifie,dansla fonctionsur
chageantl’opérateur’()’, le déroulementescalculsrelatifs a un sous-domaine.
Celacomprendrarexemplela lecturedumaillage 'assemblagelu systéemel’équa-
tions algébriques/initialisation de la méthodede décompositiorde domaineet
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I'appelauschémaparallélecorrespondari la résolutionglobaleitérative. Nousre-
parlerongplustard (paragraph®.3) desschémagparallélesaccessibleauxclasses
dérivéesde Donai nTask.

Avec cesdéfinitions,un programmeres simple utilisant directementes fonc-
tionnalitésoffertesparle noyaude AHPIK alaforme:

#include <ahpikh>

void

main(int argc, char** amgv)

{
ahpik: :Init(argc, agv, "map", "dont');
ahpik: :SpavnDomainBskguser task)) ;
ahpik: :Terminat¢) ;

}

La premiérefonction AHPIK appeléaloit étreahpik: :Init(). Cettefonctionini-
tialise la bibliothequede communicatiorsurlaquellereposeAHPIK, puiss’occupe
dela créationdu réseauwde processusegerscorrespondard la décompositiorgéo-
métriquedonnéeparle fichier"dom", avecle placementéfinidande fichier"map".
Les liens communicantsont établis par cettefonction. Le nombrede processus
leégerscrééssur chaqueprocesseupendant!’initialisation de AHPIK estégalau
nombrede sous-domaineglacéssurce processeurCesprocessugegersrestenten
attented’'unetachea exécuter

La fonctionahpik: :SpavnDomainTsksg) affectedestachesaux processuse-
gerscréessurun processeuP lors del'appel a ahpik: :Init(). Danscecasil s'agit
detachegdetypeusertask Cestachesmerecoventpasde parametreElles s’exé-
cutenten parallélelorsqu’il y a plus d’'un sous-domainaffecté au processeur”.
Cettefonctionretourndorsquetouteslestachesontfini leur exécution: elle bloque
doncle fil d’exécutionprincipal.Cettefonctionestéquivalenteaucodesuivant:
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for (i = 0; i < ahpik: :DomainCoun) ; i++)

{ ahpik: :DomainThrea@).NewTasKuser task)) ;
ior (i = 0; i < ahpik: :DomainCoun) ; i++)

{ ahpik: :DomainThrea@).WaitDon€) ;

}

La fonction ahpik: :DomainCounf) retournele nombrede sous-domaineaf-
fectésau processeul. Cetteinformationestobtenuea partir du placementécrit
dande fichierspécifitGaumomentdel'initialisation. L'objetahpik: :DomainThread)
désignele processuségercorrespondanau :°™¢ sous-domainaffectéau proces-
seurP. LafonctionNewTask) affecteunetacheaceprocessugger Il s’agitd’'une
tacheasynchrone son exécutionse dérouleen paralléleavec le fil d’exécution
principal.La fonction WaitDon€) permetensuited’attendrequele processugger
sélectionnéait fini I'exécutionde la tdchequi lui a étéaffectée.Cetteécritureest
plus flexible quel'écriture utilisant ahpik: :SpavnDomainTskg) car elle permet
de gérerle lancementt la synchronisatiora la fin d’'unetachede maniéredécou-
plée,ainsi que de contrblerles parametrepassésux tdches.On supposejue de
nouwellestachesne sontgénéréesgjuelorsquelestachedancéesont étéacheées.
Ainsi toutappela NewTask) avantquele processu#gerait fini satachebloquele
fil d’exécutionprincipal.

4.3.3.2 Affectation de données aux liens comm unicants

Nousallonsmaintenanhousconcentresurlesopérationsaccessibleaunobjet
d’'uneclassedérivéede DomainTask Rappelongju’un objetde cetteclasserepré-
senteunetachetravaillant dansle contexte d’un seulsous-domaineCettetachene
connaitquelesdonnéesorrespondara ce sous-domainektlle estreli€éeauxsous-
domainesvoisins par I'intermédiairedu supportexécutif encapsuléansla classe
DomainTask Cesupportexécutif permetde gérerleslienscommunicantgtle voi-
sinagecommunicantorrespondard cesous-domainainsiquededéclenchedes
communicationgylobales(communicationgollectives nécessaireau contrélede
convergencede la méthodetérative globale).L’associatiord’'un contecte a un ob-
jet dérivé de DomainTaska lieu aumomentdu lancemente la tache c’est-a-dire,
au momentou I'on l'affecte au processudéger choisi (par I'intermédiairede la
fonctionNewTask)).
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Un comportementypiqued’uneclassedérivéede DomainTaskconsistea asso-
cier desdonnéesaux liens communicantspuis a effectuerdesitérationsalternant
descalculslocauxetdescalculsd’interfaceentrelacépardeséchangesledonnées
atraversleslienscommunicantsPourl’associationde donnéesaux liens commu-
nicantson définit, pourchaquenterface lesdonnéegjui seronttchangéeaucours
d’'unephasedu calcul.Celaestillustré parl'extrait de codesuivant:

class usertask: public DomainTask
{
public :
void operator()()
{
...
domain: :SelectCommMod&yncCommModg;
for (i = 0; i < domain: :IfaceCour(); i++)
{
domain: :InterfaceDataOlt, X[i]);
domain: :InterfaceDatal(, y[i]);
}
...
}
b

Avantl’associationde donnéesauxlienscommunicant®n doit définir le mode
de communicatior(synchroneou asynchronepourl’échangede données travers
leslienscommunicantd.a fonctiondomain: :SelectCommMod@ estutiliséepour
cela.La fonctiondomain: :IfaceCount(yetournele nombred’interfacesdu sous-
domaineLa donnéequi seraernvoyéeau:*™® sous-domaingoisin estspécifiéepar
la fonctiondomain: :InterfaceDataOu}, la donnéequi serarecueestspécifiéepar
domain: :InterfaceDatal(). Les données échangesonten généraldesvecteurs.
Leur type n’a pasbesoind’étre spécifié: le polymorphismeanhérentau paradigme
de programmatiorpar objetspermetd’utiliser le mémenom de fonction pour des
différentstypesde donnéegprédéfinies.

Lesfonctionsdomain: :InterfaceDataOy} etdomain: :InterfaceDatal() créent
lesprocessugggersdecommunicationSurun processeur, il s’agitdesprocessus
Pry et Pogyr mentionnégdansle paragraphegrécédentLe comportemente ces
processusiépenddu choix préalabled’'un modede communicatiorsynchroneou
asynchrone.
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Les opérationsa travers les liens communicantssont soit des écritures,soit
deslectures soit deséchangeglecturespuis écritures)de donnéesCesopérations
peuwent étre déclenchéesoit pour chaqueinterfaceséparémentlignes7 a 11 de
I'extrait de code ci-dessous)soit pour toutesles interfacesdu sous-domainewu
mémetemps(ligne 12 de cetexemple).

class usertask: public DomainTask
{
public :
void operator()()
{
...
for (i = 0; i < domain: :IfaceCour(); i++)

{

© 00 N O O b~ W NP

domain: :Write(i) ;
domain: :Readi) ;

e
= O

}

domain: :ExchangeAl) ;
...

}

e
ga A W DN

h

Leslienscommunicanteesenentqu’'adescommunicationpoint-a-pointentre
deux processugégerstraitantdessous-domainesoisins. Lorsquela méthodede
résolutionimplique deséchangesle donnéesntreplus de deux processeurgpar
exemplelorsqu'il existe une partie d’interface partagéepar plus de deux sous-
domaines)jl fauttraiter chaqueernvoi et chaqueréceptionséparémentpuis trai-
ter les éventuellesredondancede donnéesecues Celadevient contraignanpour
les méthodesvec recouvremenappliguées desdécompositionslyantdeszones
géométriqguesommunes plusieurssous-domainefourlesméthodesansrecou-
vrement,les partiesd’interfacepartagéeserésument despointscommunsentre
deuxsous-domaineauminimum.

4.3.3.3 Opérations nécessitant des comm unications collectives

Lestachesde type Donmai nTask peuwentaussieffectuerdesopérationgglo-
bales,.e.,desopérationsiécessitamiescommunicationsollectves.DansAHPIK,
il s’agit d’'opérationsde réductionéquialentesa la primitive MPI_ALLREDUCE
offerte par MPI. Elles senent a effectuerdes produits scalairesglobauxou bien
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descalculsde normepourle contrdlede corvergencede la méthodetérative glo-
bale.Classiquementesopérationgeprésententin point de synchronisatiorglo-
bale car elles nécessitentlesdonnéedde tous les processeursDans AHPIK, les
réductionspeuent se déroulerde manieresynchroneou asynchronelLa sélec-
tion du modede fonctionnemente cesopérationsse fait a I'aide de la fonction
SelectControlMod@, commeindiquédansl’extrait de codesuiant:

class usertask: public DomainTask
{
public :
void operator()()
{
...
Vector vl, v2;
domain: :SelectControlMod&yncContolMode) ;
...
localLdot = v1.dot(v2);
globaldot = domain: :Reduc@ocal dot, Sunm);
...

Danscet exemple,l'opération de réductionserta calculerun produit scalaire
global entre deux vecteursdistribués. Cette opérationse déroule de facon syn-
chrone: chaqueprocessudéger appelantReducebloquejusqu’ace quetousles
autresprocessusient exécutécette opération.Lorsquel’on choisit un modede
fonctionnemenasynchronel,opérationnebloquepas.Elle retournda valeurdela
derniereréductionacherée.Ce modede fonctionnementestutile lorsquel’'opéra-
tion setrouve al'intérieur d'uneboucle,c’estle casdu calculdela normede deux
vecteurssenant a déterminen’erreur globale entre deux itérationsconsécuties.
Celasupposeuela bouclene contiennegqu’uneopérationderéduction Lorsquece
n'estpasle cas,lesréductionsasynchronesefont parl’intermédiaired’objetsper
mettantdedistinguerchaqueopératiorencours.ll s’agitd’objetsdetypeReductor,
qui doiventétreinitialisés(lignes7 et 8 del'exempleci-dessousgt ensuiteregistrés
parle supportexécutifde AHPIK (ligneslOet11).
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class user task: public DomainTask
{
public :
void operator()()
{
domain: :SelectControlMod@syncCorrolMode) ;
...
Reductoxdouble> rnorm(/* valeur initiale */);
Reductoxdouble> rnormd/* valeur initiale */);
...
domain: :NewReductogrnorml) ;
domain: :NewReductofrnorm3? ;
for (i = 0; i < max.iter; i++)
{
...
norml = rnorm1Reducéesidl Sunm);
norm2 = rnorm2Reducéresid2 Sum);
...

La miseen ceuvredesopérationgylobalesutilise un processuséger“coordina-
teur” responsabldela collectedescontributionsde chaguesous-domainetdu cal-
cul durésultatqui seraensuiteretournéauxprocessugegersconcernés.orsqueles
opérationsontsynchronesda fonctionReducamplémentéenvoie la contribution
localeal’opérationderéduction puis attendle résultatprovenantdu coordinateur
Dansle casdesréductionsasynchroneda fonction Reduceervoie la contribution
locale et retourneimmédiatementa valeur de la derniéreréductionacheée. Ce
modedefonctionnementitilise, pourchaquesous-domainajn processusgerad-
ditionnelchagé derecevoir le résultatdu coordinateur

4.3.3.4 Lancement des taches de calcul d'interface

LestachesletypeDonmai nTask peuentégalementancerdestachegecalcul
d’interface,i.e., d’affecterdestachesaux processugegersdédiésa ce propos(voir
paragraph®.2).La définition d’une tached’interfacesuit le mémeprincipedécrit
auparagraphd.3.3.1: il s’agitd’uneclasse-fonctiofC++ surchageant’opérateur
'()’. Cetteclasse-fonctiomloit étredérivéedela classd f aceTask prédéfiniepar
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le noyaude AHPIK. L'affectationde cestachesaux processusegersde calculd’in-
terfacesefait a I'aide de la fonction domain: :Spavniface Bskg) appelépar une
tachedetypeDomai nTask. Celas’écritcommesuit:

class
UserlfaceBsk: public IfaceTsk
{
public :
void operator()( [... parangetres...] )
{
[... corpsde la fonction ...]
}
1
class
UserDomain@sk: public DomainTask
{
public :
void operator()()
{
...
domain: :SpavnifaceskgUserlfaceask)) ;
...
}
1

4.3.4 Mise en ceuvre paralléle avec ATHAPASCAN-0

La miseenceuvrede AHPIK S’appuiefortementsurle paradigmede processus
légerscommunicantsNousavonschoisid’utiliser la bibliothequeATHAPASCAN-0
pour deuxraisons: premiérementla couchede plus hautniveauATHAPASCAN-1
étaitencoreen déweloppementu déhut de ce travail. Deuxiemementnousavons
voulu profiter desfonctionnalitésde plus basniveauoffertespar ATHAPASCAN-0
pouruncontrdleplusfin duplacemenetdel’ordonnancemendesprocessugers,
ainsiquedescommunicationgntreeux.

Afin d’obtenir un maximumd'’indépendancele la bibliothéquesous-jacente,
les appelsaux fonctionsATHAPASCAN-0 sontcomplétemenencapsuléedansle
noyaude AHPIK. Celapermetde suivrel’évolution del’environnementATHAPA S-
CAN, ou mémed'utiliser uneautrebibliothequemariantles processu¢gerset les
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communicationgpar exemplelorsquedesimplémentationsle MPI-2[85] seront
disponibles).

L’ensembledesfonctionnalitésdle ATHAPASCAN-0 quenousavonsutilisé n’est
pastresvaste.La créationde processugegersestencapsuléeansuneclasseper
mettantde mettreenceuvredesobjets‘actifs” : il s’agitd’objetsayantunefonction
St art qui démarrd’exécutionenparalleled’'unefonctionprédéfinie Touslespa-
rametresiécessairedl’exécutiondecettefonctionsontpassés cetobjetlorsdesa
créationou initialisation. La créationdu processuggersa donctoujoursla méme
formecarlesparamétres’ont pasbesoind’étre spécifiésacemoment.

Etantdonnéque AHPIK emploiedesprocessuségersspécialiséslanslescom-
municationsnousutilisonsessentiellemerdesprimitivesd’ernvoi etréceptionsyn-
chronesoffertespar ATHAPASCAN-0. Desprimitivesde réceptionasynchronese
sontutiliséesque pour mettreen ceuvrela terminaisondesprocessugegersrécep-
teursqui sontindéfinimentenattentede donnéegdansce cason utilise unerécep-
tion asynchronamultiple : le processu$egerredevient actif soit avec la réception
desdonnéesl’interface,soit avecun messageeterminaison).

4.3.5 Mise en ceuvre parallele avec MPI

Nous avons égalemenimis en ceuvreune versionde AHPIK baséesur la bi-
bliothequede communicationMPI. Un programmeecrit a I'aide de AHPIK peut
s’exécutersur I'une ou I'autre versionsansmodificationdu codesource.Cepen-
dant,la versionMPI a unelimitation : elle nepermet,enl’état, d'affecterplusieurs
sous-domainegarprocesseur

Cetteversionde AHPIK esttotalemenbaséesurdesprimitivesde communica-
tion asynchronesffertespar MPI afin de reproduirele mémecomportementle la
versionbaséesurlesprocessuggerscommunicants.
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5 Lenvironnement objet de AHPIK

L'environnemenfAHPIK aétéconcupourrépondreadeuxobjectifs.Toutd’abord,
AHPIK estun outil modulairedédiéala miseenceuvrerapidedesméthodesnathé-
matiquesde décompositiorde domaineet d’adaptationde maillagepermettantia
résolutionde problemes’EDP complexes.Le secondout estde proposerun envi-
ronnemenparalléleconstruitautourdestechniquesle multiprogrammationiégere
pour faciliter 'ordonnancementiestacheslorsqueles calculssontdéséquilibrés,
I'utilisation d’algorithmesasynchronedevenantnaturelle.

Danscecadre Ja programmatiomparobjetsestintéressantearelle permetd’ex-
primeraisémentineconceptiormodulaireetgénériquepourle supportaudéwelop-
pementde solveursparalléles Ce paradigmede programmatiomousa permisde
cacherelutilisateur lesdétailsd’'unemiseen ceuvreparallélea basede processus
|égers,etd’utiliser un mémenaoyau parallélepourla miseenceuvred’'un ensemble
deméthodes.

Danscechapitre nousprésentonsl’abord(paragraph®&.1) lesdifférentsobjets
fournispar AHPIK pourla résolutionde problemesi’EDP paruneméthodede dé-
compositiordedomainel’exposérelie lesdifférenteslassesl’objetsauxcouches
logiciellesguenousavonsintroduitesdansle paragraph®&.3, figure 3.4 (afin defa-
ciliter la lecture,nousreproduisongetteillustration dansla figure 5.1 ci-dessous).
La miseen ceuvreparallélegénériquebaséesur les processugegersestprésentée
dansle paragraph&.2.Ony distinguelesinteractionsentreles différentesclasses
d’objets.Finalementje paragraph&.3 présentdes schémasle décompositiorde
domaineimplantés.

3: Calculs spécifiques a chaque solveur ‘

2: Schémas paralléles

l
1. Noyau de Ahpik I
l

0: | Athapascan ‘ Metis, SparseLib++, MV++, IML++, SuperLU

Figure 5.1 Organisationde AHPIK.
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5.1 Objets pour les méthodes de
décomposition de domaine

Lesélémentsnathématiquemtervenantdanda résolutiondeproblemes’EDP
par une méthodede décompositionrde domainesont tres différentsles uns des
autres: il estintéressante choisir une représentatiorobjet pour ceux-ci. Cette
conceptiommodulairefacilite I'extensiondescoucheg et 3 dela bibliothequeAH-
PIK pour permettrela résolutionde nombreuxproblémesd’EDP. La couchel, le
noyaude AHPIK, restevalide quelsquesoientle problemed’EDP et la méthodede
décompositiorde domainechoisis.

Lesparagraphe8.1.1et5.1.2présententes principalesclassesi’objetsinter-
venantdansla définition d’un probléemed’EDP dansun sous-domain¢ou dansle
domainecompletdansle cassansdécompositiomledomaine)Lesclasseselatves
al’enchainementietachesspécifiguesauxsolveurs(pointfixe, gradientconjugué)
sontdécritesdansle paragraphé.1.3.Elles implémentenies schémagaralleles
utiliséspourrésoudratératvemente probléemeassudela modélisatiorparunemé-
thodededécompositiordedomaine Les classesiécrivantles calculsspécifiques
uneitérationsontprésentéedansle paragraph&.1.4.

5.1.1 Classes caractérisant les problemes d’EDP

AHPIK proposedeux classespour la discrétisationde problemesd’EDP : la
classeFEM pour une méthoded’élémentsfinis et la classeFDM pour les schémas
de différencedinies. La fonction principalede la classeFEM estde construirele
systemdinéaire (classeLi near EqSyst em) correspondanau problémed’ EDP
discrétiséa I'aide d’'un maillage(classevesh). DansAHPIK il y a égalementine
classenomméeAdapt i ve2DMesh qui estutiliséepourdesproblemesvecadap-
tationde maillage.La classeFEMencapsuldes procéduresie basede la méthode
dediscrétisation constructiordesfonctionsde base procédures!’intégration,etc.
Laclassé-DMdifferedela classe-EMdansla mesureoula constructiordu systeme
n’a pasbesoindu maillage.L’assemblagestfait de maniereclassiquea I'aide de
« stencils» (voir section3.2.2).Les classes-EMet FDMsenent a définir d’autres
classesellessontditesabstraitescar ellesne peuent pasétreinstanciéeslirecte-
ment.

La hiérarchiede classegour les solveursclassiqueg27, 10] de systemesdi-
néaires(figure 5.2) estd’un niveaud’abstractionprochedesformulationsmathé-
matiques.
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/4 Precondi ti oner
/
Li near EqSyst em é_’ Mat ri x
Li near EqSol ver [~ — ™ a=y
\
\
w Vect or
Di rect Sol ver IterativeSol ver
cee GVRES eee cG

Figure 5.2 Hiérarchie declassegourlessolveus classiquesle systemebinéaires

Dansla figure 5.2, les solveursitératifs et directssontdérivésde la classeabs-
traiteLi near EqSol ver qui utilise la classeabstraiteli near EqQSyst empour
la représentatiordu systemelinéaire a résoudre.Les difféerentscomposantsies
systemedinéaires(matrices,vecteursgetc.) sontles classesdvat r i x, Vect or et
Precondi t i oner . Cetteorganisatiorhiérarchiqueen classes permisl’emploi
debibliothequesxternegellesqueSparseLib++[55pourle stockagestla manipu-
lation de matricescreuse®t de vecteurs)ML++[130] pourlesméthodestératives
derésolutionde systemedinéaires et SuperLU[52]pourlesméthodeglirectes.

A chaquenouweauprobléme e programmeudoit écrireuneclassedérivéede
FEMou de FDM Cette classedéfinit les fonctions calculantles contributions de
chaquenceudbudechaquetlémendumaillageauxmatricesderigidité etdemasse,
ainsiquelesconditionsaux limites. Cesfonctionssontutiliséespourl’assemblage
du systemdinéairecorrespondarduproblemed’EDP discret.

5.1.2 Composants géométriques de la décomposition du
maillage

D’un point de vue informatique,l’étapegéométriquale décompositiordu do-
maineesttraité al'aide dela classeSubDomai n. Elle contientla descriptiongéo-
métriqued’un maillage(nceudsélémentetaréteshlaquelleonrajoutelesdescrip-
tionsdespartiesfrontieres,desinterfaceset, pourlesméthodesvecrecouvrement,
lesfrontiéresde recouvrementChacundessous-domainesstassocié un objetde
cetteclasse.
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La constructionhiérarchiquede cesobjetsgéométriquesstillustrée dansla
figure 5.3. Danscettefigure, uneflecheentrait plein de A vers B indiquequela
classeB héritedela classeA, tandisqu’uneflecheenpointilléede A vers B indique
guela classeB utilise la classed poursaconstruction.

Adapt i ve2DMesh

Interface Boundary

~ ~
~ ~
~ ~
~ ~

SubDomai n

Figure 5.3 Hiérarchie declassegourla représentatiomlessous-domaines

Plus précisémentla classeAdapt i ve2DMesh codela descriptiongéomeé-
triqueadéquatgourreprésentedesmaillagesadaptatifélémentdinis) structurés
ou non-structurégndeuxdimensionsSelonles exigencesdu problémearésoudre
(parexemplemaillageentrois dimensions)elle peutétreremplacéearuneautre.
La classeBoundar y fournit lesinformationssurlespointsdediscrétisatiorsitués
sur la frontiére dessous-domainesommuneau domaineglobal. La classel n-

t er f ace décrit’'ensembledespointsdediscrétisatiorappartenarauxinterfaces,
celle-ci contientplus ou moins d’informations, elle est adaptéea la méthodede
décompositiome domaine.

Chacundessous-domainesstassocié un objetdela classeéSubDonai n.

5.1.3 Suppor t au développement de solveur s

DansAHPIK, le supportau déweloppemente solveursparallélesde décompo-
sition de domaineestfourni parla classede baseDonmai nTask (voir paragraphe
4.3.3).Lesclasseslela couche2 (voir figure5.1)dériventde Donai nTask. Elles
précisent’enchainementiesétapesde résolution(point fixe, paragraphé.3.1.1,
ou gradientconjugué paragraph®.3.1.2)du probléemeissude la modélisatiorpar
uneméthodade décompositiordedomaine.

LaclasséDomai nTask appartieneunoyaude AHPIK. Au démarragelu pro-
cessugslerésolutionje noyaude AHPIK créele réseaudeprocessugegerset déter
minele graphedescommunicationmécessairaufonctionnement’un objetdérivé
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dela classeDomai nTask. Cetteclasseestdoncla couchelogicielle communea
touslessolveursde décompositiome domaineglle estabstraitecarelle necontient
paslesinstructionsdéfinissante schémalerésolutionparuneméthodede décom-
positiondedomaine.

5.1.4 Les calculs spécifiques a chaque solveur

DansAHPIK, lesaspectsiumériquesontcompléetementlissociéglela gestion
du parallélisme Etantdonnéun schémaparalléle,'implantation d’une nouwelle
méthodede décompositiorde domaine|.e. d’'un nouweausolveur, impliquela dé-
finition d’une classeC++ fournissanfjuelguedonctionspré-définieqqui “remplis-
sent”le schémaparallele.Cetteclassediffere d’'une méthodea I'autre a causedes
spécificitégmathématiqueslesstructuresledonnéegtlesopérateurglémentaires
sontadaptésila méthodeconsidérée.

Prenonsommeexempleun schémade résolutiondu problemed’interfacepar
une méthodede point fixe (voir 5.3.1.1).La figure 5.4 illustre la définition d’'un
solveurbasésurceschéma.

class NewSolwver
{
public :
/I Calcul local sur les variables intérieures au sous-domaine
template<class LinearEqSystens
void LocalComputatiofLinearEqSystm& system;

/I Calcul/misea jour des variables associéesx l'interface d’indice k.
/I Le vecteurv représentda contribution externe au calcul d'interface
template<class Vector>

void InterfaceComputatiaimt k, const Vecto& v);

/I Définition de la contribution locale

template<class Vector>
void LocalContrilution(int k, Vecto& v);

b

Figure 5.4 Déclarationd'uneclassedérivéed’'un schémaparallele AHPIK

112



Objets pour les méthodes de décomposition de domaine 5.1

Lesprincipalesfonctionsa fournir pourcomplétercetteclassesont:

— Local Conput at i on : cettefonction spécifiela méthodeutilisée pour la
résolutiond’un problemed’EDP dansun sous-domaine;e qui permetd’uti-
liser AHPIK dansle casd’applicationsnécessitante couplagede modeéles
différents

— Local Contri buti on : cettefonction extrait lesinformationssur I'inter-
face;

— I nterfaceConput at i on : cettefonctioncalculeet/oumetajour lesva-
riablesassociéesa uneinterface;

Cestrois fonctionsmanipulentia matricederigidité et lesvecteurgeprésentare
secondmembre |a solutiona I'itération antérieureet la solutionactuelle,qui sont
desobjetsappartenand la classe.i near EQSyst em

La figure 5.5 illustre nosproposen prenantpour exemplela fonctionLocal -
Conput at i on qui effectuela résolutiond’un systemdinéaire par une méthode
directe.On remarqud’appel a la fonction Sol velL U définie dansla classeDi -
rect Sol ver . Sesparametresontles composantslu systemdinéaire: matrice,
vecteurdesinconnuestsecondnembre.

template<class LinearEqSystens

void

NewSolver: :LocalComputatiofLinearEqSyste®& system

{
/I Lectue de I'indice de la solution « l'itération actuelle
int curr = systemCurrentSolutioninek() ;

/I Résolutionde Ax=b par une méthodedirecte

SolvelLU(systemSelectMatriX), // matrice de rigidité
systemSelectSolutiotcurr), // solution cherchée
systemSelectRHY); // vecteurdu secondmembe

Figure 5.5 ExemplaedimplémentatiordeLocal Conput ati on.

Lors del'implantation d’une nouwelle méthode e programmeutravaille donc
surunobjetdelaclassd.i near EqQSyst em |l n’aapriori pasarefairele schéma
d’échangede messaged.a méthodeutilisée pour la résolutiondu systeme(gra-
dientconjugué relaxation,etc.) estdéfinie parl'utilisateur. Il peutchoisirunedes
méthodesléjadisponiblesdansAHPIK ou bienfournir sespropresroutinesde cal-
cul.
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La structuremodulairequenousvenonsde présenten étéutiliséepourla mise
enceuvred’uneméthodesangecouvrementsynchrondlesinterfacesttanttraitées
par une méthodede Schurduale) et de méthodesavec recouvremen{Schwarz)
synchroneetasynchronelNotreobjectifn’estpasdedéweloppeia partienumérique
de cescodes,mais d’offrir un outil d'implantationflexible et modulairepour des
exécutiongparallélesLe portaged’autrescodesnumériqguegstervisagé.

5.2 Mise en ceuvre parallele

UneapplicationAHPIK estglobalemenbrganiséelansunmodéleSPMD(Single
ProgramMultiple Data). Lessolveursparallelesde EDP sontimplantéscommeun
ensemblede tachesinteragissanteshaquetacheétantexécutéepar un processus
légerspécialisé.

Dans AHPIK, un processusgourd est associéa chaqueprocessedr Dansla
méthodede décompositiorde domaine ce processugereun (ou plusieurs)sous-
domainepourlequelsontdéfinisun ensemblale processugegersparmilesproces-
sussuivants:

— processukégerdecalculslocaux: il exécutdatachel}: pourle sous-domaine
Q, enappelanta fonctionLocal Conput at i on, puisil extraitlesdonnées
d’interfaceenappelanta fonctionLocal Cont ri but i on, cesontlesfonc-
tionsmentionnéeslans5.1.4.Ceprocessusppellerégulierementesproces-
suslégersdecalcul d'interface etdecommunication, etoccasionnellement
le processudégerde contrdle de corvergence(par exemplepour les mé-
thodesde pointfixe);

— processu$égerde calculs d’'interface : il exécutela técheTfl pourl'inter-
facev, entrelessous-domaine®;, et(),. Il appellela fonctionl nt er f a-
ceConput at i on, mentionnéenb5.1.4;

— processudégersde communication (envoi ou réception): ils ervoient ou
recoventlescontributionslocales/&ternespourle calculdel'interfaceyy;.

— processu$égerde contrble de convergence: il calculel’erreur locale cor
respondand l'itération courantedansle domaine),.

Cesprocessugegerssontdéfinisdansdesclassesiu noyaude AHPIK. Ils sont
ordonnancéselonla disponibilitédesdonnéeslontils dépendentQuandun sous-
domainea plus d'une interface,descalculsd’interface peuwent étre exécutésen
parallelepar les différentsprocessudégersdes que leurs donnéesd’entréesont

1Un seulprocesseupourraitgérerplusieursprocessuourds.
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disponibles.

Pourcompenset'effet négatifde la synchronisationnhérentea certainesmé-
thodesAHPIK permetd’affecterplusd’'un sous-domainparnceudCettetechnique
estutile pourrecouvrirlescommunicationsvecdu calcul.

Génériqguemente comportementlescommunicationgtsynchronisationentre
les processugégersestdéfini parun desschémagparallélegvoir paragraph&.3).
Ce comportemenestillustré dansla figure 5.6. On y retroue tousles processus
|égerscitésprécédemment.

Processus légers du Processus légers du Processus légers du

sous—domaine 1 sous—domaine 2 sous—domaine 3

| |

| |

| |
itération 1 I 2 I 3
(n) To | Ta | To

| |

| |

/

a4
itération
1 3
(n+1) TQ TQ
|:| controle des PL
de calculs locaux -«——— communication
I contréle des PL — — — = synchronisation
de calculs d’interface

Figure 5.6 Sdémaparalléle génériquepour unedécompositioren 3 sous-domaines

5.3 Schémas paralleles génériques pour la
décomposition de domaine

5.3.1 Composition d'un schéma

DansAHPIK, lesschémaparalleleséfinissentenchainementlestacheqcal-
culsetcommunicationsqucoursdu processuderésolutionitératif. Ils comprennent
la sélectiond’un modede communicatior(synchroneou asynchronepourlescal-
culsd’interfaceet pourle contrdlede convergence(opérationglobales).

115



5 Lenvironnement objet de AHPIK

Lesschémasontgénériqueslls sontimplantéssousforme de fonctions«tem-
plates» C++ paramétréepardesclasseseprésentarie sous-domaindeséléments
du systemdinéairearésoudregt les calculsspécifiquesa uneméthodede décom-
positiondedomaine Celapermetparexemple d’utiliserunmémeschémaourdes
problemeshidimensionnel®u tridimensionnels partir du momentou les classes
correspondantexistent. De méme les schémasontindépendantslesstructures
de donnéegeprésentant systemdinéaire.L utilisateur peutainsi opterpour ses
propreclassesievecteursmatricesetpréconditionneursubienutiliserlesclasses
disponiblesdansAHPIK.

Cette constructiongénériqueimplique I'utilisation de classesayantquelques
fonctionnalitésprédéfinies Cesfonctionnalitésvarient selonla méthodeitérative
globalequi caractérisaun solveur de décompositiorde domaine .Nousallons ap-
profondir la questiondansles deux paragraphesuivants.Le premierprésentdes
solveursitératifs baséssur une méthodede point fixe. Nousprésentongnsuiteles
spécificitéscaractérisanes solveursbasésuruneméthodede Krylov ennousap-
puyantsurla méthodedu gradientconjugué.

5.3.1.1 Schéma pour solveur s reposant sur une méthode de point
fixe

Lesschémageératifssecaractérisenparle calculd’approximationsuccessies
d’'unefonction f(z) = z, la séquencgénéréayantla forme

gt = oF + A(2"),

ou A(z) = f(z) — z. Danscecas,trouver le point fixe de f(x) revientarésoudre
A(z) =0.

Le schémgparalléleAHPiK effectuantle calculitératif global d’un solveurde
décompositiomledomaineparuneméthodede pointfixe estprésentélanda figure
5.7.0ny distingue:

— lasélectiordumodedecontrdledeconvergenceligne 10). Danscetexemple,

il s’agitd’'un contrélede corvergenceasynchroneulesopérationsleréduc-
tion (ligne 23) ne bloguentpasle processudéger appelant.Une nouwelle
itérationpeutainsis’initier avantquetousles calculslocauxsoientterminés
pourtouslessous-domaines

— la sélectiondu mode de communicationentrevoisins (ligne 11). Danscet

exemple,lescommunicationsontsynchrones

— la définition desliens communicantsassociésa chaqueinterface du sous-

domainetraité (lignes12a16);
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— le calculitératif (lignes18a29);

— I'appelalafonctiondecalculslocaux(ligne 20);

— le lancementdestachesde calcul d’interface (ligne 21). Cestachess’exé-
cutenten parallélepour chaqueinterfaceentrele sous-domaindraité et un
sous-domain&oisin;

— le calculdu résidulocal (ligne 22);

— le calculdel’erreur correspondantau calculitératif global (ligne 23).

1 template<class DDMethod class System>
2 int
3 DDSyncFPDwer(const DDMethod& method Systen& system
int& max_iter, double& tolerancg
{
int i, k, iter;
double err;
Residualresid,;

© 00 N o g »

10 SelectControlMod@syncContréMode) ;
11 SelectCommMod&yncCommModg;
12 for (i = 0; i < IfaceCour(); i++)

13 {

14 InterfaceDataO\ft, methodDataOuf)) ;
15 InterfaceDatal(i, methodDatalr(i)) ;

16 }

17
18 for (iter = 1; iter <= max.iter; iter++)

19 {

20 methodLocalComputatio(systam) ;

21 SpavnifaceskglfaceBsk), method systen);
22 resid = systemCalcResiduglL2Norm) ;
23 err = Reducéresid L2Norm);

24

25 if (err <= tolerancg

26 break;

27

28 systemNewCurrentSolutiof) ;

29 }

30 }

Figure 5.7 Sdémaparallele typiqued’'une méthodele pointfixe

Lorsquel’on utilise un schémacommecelui de la figure 5.7, la classerepré-
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sentania méthodede décompositiorde domainedoit obligatoiremenfournir les
fonctionssuivantes

— Dat aQut etDat al n quiretournenrespectrementla donnéea ervoyer au
i®™e sous-domaineoisin et 'adressede la place mémoirepour la donnée
qui serarecuede ce sous-domaineCesfonctionsfournissenies parametres
d’entréepourlesfonctionsl nt er f aceDat aCut etl nt er f aceDat al n
du noyau de AHPIK qui créentles processuségersde communication(cf.
paragraphd4.3.3.2);

— Local Conmput ati on etl nt er f aceConput at i on qui définissentes-
pectvementles calculslocauxet les calculsd’interface,ainsiqueLocal -
Cont ri but i on quicalculela donnéea ervoyer aui®™¢ sous-domaingoi-
sin(cf. paragraph®&.1.4).

5.3.1.2 Schéma pour solveur s de type gradient conjugué

Les méthodesle type gradientconjuguésont souwent utiliséespour accélérer
la corvergencedu calculitératif globald’un solveurde décompositiore domaine.
Lorsquel’on utilise cetype de méthode)e schémaarallelediffére légeremente
celui présentéu paragrapherécédentEn effet, les produitsscalaireset le calcul
denorme(voir paragraphd.2.2)introduisentdespointsde synchronisatiomglobale
supplémentaire®©r un schémaommeceluidela figure5.7 necontientqu’un seul
point de synchronisatiomlobale.Nousavonsdoncinclus dansAHPIK un schéma
parallelespécifiquepour les solveursde type gradientconjugué.Ce schémasup-
posequelesinterfacesentreles sous-domainesontgéréesle manieredisjointe: il
résoutplusieurssystemesl’interfaceau lieu d’'un systemeunique(voir ci-dessous
pourplusdedétailssurl’algorithme).Nousavonsutilisé ceschémaourla miseen
ceuvred’'un solveurbasésurl'algorithme d’'Uzawa pour la méthodede Schurdual
(voir paragraphé.4.5). Ce schémaestnéanmoingyénériqueet peut par exemple
s'appliguera la méthodedu complémente Schurprimal lorsqueles interfacesne
posseédenpasde pointsencommun.La figure5.8 présentde codeC++ correspon-
dant.Ony distingue:

— la sélectiond’'un comportemensynchronepour le contrélede corvergence
etla communicatiorentrevoisins(lignes9 et 10). L’algorithmedu gradient
conjuguéparalleleesttypiqguemensynchronela corvergencede la méthode
n'étantpasprouvée a notreconnaissancegourdesitérationsasynchrones

— la définition desliens communicantsassociésa chaqueinterface du sous-
domainetraité (lignes13et14);

— I'initialisation dela méthodglignes17 a21), puisle calculitératif (lignes23
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a29);

— les appelsaux fonctionsde calculslocaux (lignes 17, 25 et 30). Les deux
premierecorresponderd la résolutiond’un systémdinéaire(cf. algorithme
auparagraphd.2.2).La troisiemecorresponda la misea jour du vecteurde
solutioncorrespondardausous-domainéraité;

— le lancementlestachegle calculd’interface(lignes18,26,31 et 37);

— le calcul du résiduinitial (ligne 19) puis du résidua chaqueitération (ligne
32),ainsiquele calculd’un produitscalaireglobal(ligne 27) pourdéterminer
le pasdedescentey (ligne 28) a chaquetération.

LestachedancéeparSpawnl f aceTasks s’exécutenenparallélepourchaque
interfaceentrele sous-domaingaité etun sous-domaingoisin. La figure5.9four-
nit un exempledu code C++ exécutépar cestaches Elles comprennentypique-
ment:

— l'appel a unefonctionqui calculela contribution localeau calculd’interface

(ligne8);
— unéchangaledonnéegntresous-domainegoisins(ligne 9);
— I'appelaunefonctioneffectuantun calculd’interface(ligne 10).

Remagquel : L'algorithme génériquedu gradientconjuguéprésentéau para-
graphe4.2.2admetplusieuss décompositionentachesde calculslocauxet decal-
culsd’interface La décompositiomuenousavonschoisimetenévidencdespoints
desyndronisationglobalesLe schémadela figure 5.8 nes’occupequedel’enchai-
nementestaches,lescalculseffectifssontfournispar uneclasse(ici DDVet hod)
externeau schéma.On pourrait tirer parti du caractére génériquede I'algorithme
4 pour construire un schémacontenantaussiles calculset les structures de don-
néesreprésentantes vecteus inhérentsa la méthodedu gradientconjugué Dans
cecas,unobjetdela classeDDMVet hod n’aurait besoinqued’indiquer les diffé-
rentssous-blocglu systemgconformémend la décompositioménériqueprésenté
au paragraphe2.3.3.3.

Remaque2 : On peuternvisager un schémasimilaire ou le traitementdesinter-
facesestfait demaniee globalg i.e., oul'on résoutun systemel’interfaceunique
Nousnel’avonspasprogrammémaisl’identification destachespouruntel schéma
peutsefaire facilement.
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1 template<class DDMethod class System>
2 int
3 DDSyncCGDrver(const DDMethod% method Systen& system
int& max.iter, double& tolerance
{
int i, iter;
double normgdQ normgdl psidot.p, alpha beta;

© 00 N o 0o b

SelectControlModg&yncContréMode) ;
10 SelectCommMod&yncCommModg;
11 for (i = 0; i < IfaceCour(); i++)

12 {

13 InterfaceDataOuft, methodDataOufi)) ;
14 InterfaceDatal(i, methodDatalr(i)) ;

15 }

16
17 methodLocalComputation{system) ;

18 SpavnlfaceskglfaceBskk), method system;
19 normgd0= ReducémethodCalcResidud), Sum);
20 if (normgd0 <= tolerancg

21 return O;

22

23 for (iter = 1; iter <= max.iter; iter++)

24 {

25 methodLocalComputationagystem) ;

26 Spavnifaceaskglfacesk2#), method system;

27 psidot p = ReducémethodCalcDo{), Sunj;

28 alpha= normgdQ/ psidotp;

29

30 methodLocalComputation2system, alphg;

31 SpavnifaceaskglfaceBsk2ly), alphg method systen);
32 normgdl = ReducémethodCalcResidal(), Sum);

33 if (normgdl <= tolerancé

34 return iter;

35

36 beta= normgdl/ normgdQ,

37 SpavnifaceaskglfaceBsk2¢), betg method system;
38 normgd0= normgdl;

39 }

40 }

Figure 5.8 Sdhémaparalléle typiqued’'une méthodedegradientconjugué.
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1 class

2 IfaceBskl: public IfaceTsk

3 {

4 public :

5 template<class DDMethod class System>

6 void operator()(DDMethod method Systen& system
7 {

8 methodLocalContrilution1(lIfacdd(), system:;

9 IfaceExchandg;

10 methodinterfaceComputionl(Ifaced(), system;
11 }

12 };

Figure 5.9 Exempledecodepourunetachedecalcul d’interface

5.3.2 Les differents schémas et leur représentation
graphique

Dansle paragrapherécédentnousavonsmontréque AHPIK offre desméca-
nismesflexibles pour la compositiondesschémagparallelesLes multiples possi-
bilités pour I'enchainementestacheset les modesde communicatiorentreelles
conduisenta desprogrammegarallélesayantdescomportementslifférentsface
aux éventuelsdéséquilibregle chage. Celas’obsene surtoutsur plusieursitéra-
tionsdela méthodadedécompositiomle domaine De méme chaquetérationd’un
solveur(pointfixe ou gradientconjugué parexemple)aun comportemenparalléle
caractéristiquayui résultedespoints de synchronisatiorglobale et despoints de
synchronisatiorntresous-domainegoisins.

Dansce paragraphenousillustronsle comportementie différentsschémagpa-
rallelesa l'aide d’unereprésentatiographiquede leur exécution.Lesdiagrammes
quenousallonsprésenteont étégénérésa I'aide del'outil PaJE 2[51], déweloppé
auseinduprojetAPACHE. Cetoutil permetia visualisationdetracesd’exécutionde
programmegparalléleshaséssur le paradigmede processuségerscommunicants.
Lestracesguenousallonsvisualiseront étégénéréepar uneversioninstrumentée
dunoyaude AHPIK.

La fenétreprincipale de PAJE fournit un diagrammeespace-tempaontrant

2’'URL de la pageofficielle du projet estla suivante: ht t p: / / ww+ apache. i mag. fr/
sof t war e/ paj e
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I'activité desfils d’exécutiondandesnceudsiela machinegparalléle Cediagramme
combineles étatsde chaqudil d’exécutionetlescommunicationgntreeux.L’axe

horizontalreprésentée temps.Lesfils d’exécutionsontgroupésparnceudsuivant

I'axe vertical. Les communicationssont représentéepar desfleches,tandisque

I'état desfils d’exécutionestreprésentépar desrectanglesLe diagrammeutilise

descouleurspourindiquerle type de communicatiorou I'activité desfils d’exécu-
tion.

P

9.691362 s

laplace-uzawa-allsync-3nodes-lu.trace — ~/traces/collection

nghread State ZlCommunication
ﬂSynchronization

T T T T T T T T T T T T
Node0 |Thro:6214 | I

Thr 0:6219

Node1 [Thr1:7129|ff

Il' __—A] 2\ T4 P 4" 7\ AR P AN 5/
I

Thr1:7136 |

L
Thr 1:7137 [

Node 2 Thr 2:5506 R

- /
Thr2:5511 | —R v/

Thr 2:5513 |

Thr 2:5514 [

i
d
!
Q

%

K
!
3!

Figure 5.10 Msualisationduscémade pointfixe syndronepourla méthode
d’'Uzawa: casparfaitemengquilibré.

Lafigure5.10illustrel’exécutiond’'un programmauitilisantla méthoded’Uzawa
pourrésoudrde problémedePoissorsurun domainedécomposé&n2 sous-domai-
nes.Afin de faciliter la compréhensiodu diagrammenousavons utilisé 3 nceuds
pourcetteexécution,le nceud) étantconsacréiniguementaucalculdel’erreurglo-
bale.Le premierprocessuségerde chaquenceudestresponsabléel’initialisation
de AHPIK, il n’intervientpasau coursdu calcul. Surles nceudsl et 2 on trouve,
dansl’ordre d’apparition,lesprocessuggerssuivants:

— unprocessuggerresponsabldestachegle calculslocaux

— unprocessuggerresponsabldestachede calculd’interface,qui fait aussi
leservois dedonnéesuxsous-domainegoisins

— unprocessu$gerderéceptiondesdonnéed’interface
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Chaquetrait horizontalreprésentdes différentsétatsd’'un processuséger Les
rectanglesplus clairs indiquentles intenvalles de tempsou le processugéeger est
bloqué(enattentedecommunicatioroulors d’'unesynchronisation)_esrectangles
plusfoncéscorresponderauxintervallesou le processusgerest« activable».

Le programmecorrespondana la figure 5.10 effectue 10 itérationspour la
convergencede la méthodede décompositiorde domaine La chage de calcul est
bien équilibréecar le maillaged’origine a été découpéen deuxmaillagesde taille
identiqueet la résolutiondesproblémedocaux estfaite par une méthodedirecte
(factorisation_U). Celasetraduitpardeséchangesedonnéesresrégulieresavec
destempsd’attentenégligeablepar rapportaux tempsou les processeursontac-
tifs.

On obsenre dansla figure 5.11 que cet équilibre estperturbélorsquel’on uti-
lise uneméthodetérative pourla résolutiondesproblemedocaux,i.e. lorsquel’on
travaille avecuneméthode2 niveaux(« two-stagemethods»). Pourle problemeen
guestionJe solveurlocal surle nceud2 corverge moinsvite quesurle nceudl. Par
conséquentedernierresteinactif entredeuxitérations enattentede communica-
tion avecle voisin.

laplace-uzawa-allsync-3nodes-iter.trace — ~/traces/collection

lehread State glCommunication
ﬂSynchronization

o o e
IS | T T

T T T e T T T T T T T T T T
Node 0 |Thr0:3269 | I

Thr 0:3274

Node1 |Thr 1:a108 ]
o] | W
|

Node 2 Thr 2:4359 4

Thr 2:4364 | % > 7 ) i v i i
Thr 2:4366 { $ ¢ ¢ \l
Thr 2:4367 | Y

Figure 5.11 Msualisationdu schémade pointfixe syndronepourla méthode
d'Uzawa: déséquilibe de charge provenantdel'utilisation d’'un solveur
local itératif.
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Sur cesexemples,le contrdle de corvergence(calcul de I'erreur globale) est
effectuéa l'aide d’un point de synchronisatiorentreprocesseurapreschaqueté-
rationdela méthodede décompositiome domaine Danscesdiagrammedgsmes-
sagegour la miseen ceuvredesréductionsglobalesse confondentavec les com-
municationsentrevoisins.La figure 5.12 montrel’exécutiondu mémeprogramme
desfiguresprécédentepour une décompositioren 4 bandesverticales.Le sous-
domainel estaffecté au nceudl et ainside suite.Le découpaggéométriqueest
tel queles sous-domainedu milieu (2 et 3) ont 2 voisins, tandisque ceuxsitués
aux extrémités(1 et 4) ne possedentju’un seul. Danscet exemple,le maillagedu
premiersous-domainestplusfin (1625nceudsjjueceluidesautressous-domaines
(1105nceudsianschacundesmaillagescorrespondantsCelaengendralestemps
d’attentevisiblessurlesprocessusgersexécutaniestacheslecalculslocaux.La
synchronisatiomglobalea la fin de chaquatérationfait quel’exécutionsoit caden-
céeparle processeupluschagé.

Il corvientderemarquequepouruneméthodedepointfixe,le calculdel’erreur
sertuniquement arréterle calculitératif. La normecalculéen’entre pasdansles
calculsdela prochaineatération,commec’estle caslorsque’on utiliseuneméthode
deKrylov. Onpeutdonceffectuerle contrélede corvergencedefagonasynchrone
au lieu d'attendrela valeur de I'erreur globale,chaqueprocesseuayantfini une
itérationentamee calculdela prochainglescommunicationgntrevoisinsrestent
synchrones)Pourla décompositioren 4 bandesserticalescitée précédemmente
choix d’'un contrélede corvergenceasynchrongroduitle diagrammede la figure
5.13. On remarquesur ce diagrammeun processuséger additionnelsur chaque
nceud il s’agitd’un processugerquiattendguele processutger‘coordinateur”
envoie les résultatsdesopérationgglobales(réductions)asynchroned.’exécution
estmaintenantadencégarles échangesle donnéeentresous-domainegoisins.
Celafait queles nceud<tloignésdu nceudplus chagé effectuentplus d’itérations
dansun mémeintervalle detemps.

Itérations async hrones Nousnousintéressonsnaintenant montrerle com-
portemenparalléled’'un schémale calcul effectuantdesitérationsasynchronesi
titre comparatif houscommencongar présenterdansla figurefigure 5.14,I'exé-
cutiond’un programmautilisantuneméthodede Schwarzsynchroneclassiquepour
résoudrde problemed’EDP

—10_2Au+0.5%+1.5g—z+10u = f dansQ,
v = 0 surl.

Le domained’origine est décomposén 4 sous-domainegbandesverticales)se
recouvrantCommedansles exemplesprécéedentspn affecteun sous-domaingar
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[=] uzawa-allsync-5nodes-desequilu
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Figure 5.12 Msualisationd’exécutionpour unedécompositioren4 sous-domaines
contrdlede corvergencesyndironeclassique

nceudde calcul, le sous-domaind. surle noeudl et ainsi de suite.La chage de
calculestlégerementiéséquilibréentrelesnceudscequiinduit lestempsd’attente
visibles surtoutsur le nceud4. Sur ce diagrammeon distinguefacilementla fin
de chacunedesll itérations: il suffit derepérerdescommunicationglobalesqui
synchronisentouslesnceuds.

Lorsquel’on utilise descommunicationsisynchronegylobalesetentrevoisins)
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[m]
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Figure 5.13 Msualisationd'exécutionpour unedécompositioren4 sous-domaines
contrdlede cornvergenceasyn@irone

dansce solveur, le diagrammed’exécutionparallélea la forme présentéalansla
figure5.15.Deuxremarquesmportantegessortente cetteillustration: premiere-
ment,le processu#ératif estmoinsstructuréquecelui dela figure 5.14.En effet,
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[=] : “asds.
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Figure 5.14 Diagrammeillustrantl’exécutiondela méthodede Sthwarzadditif
syndirone

lesitérations‘se mélangent’a causede la désynchronisatiodescommunications,
il n'estpluspossiblededéterminet’itération courantedemaniéreglobale.Deuxié-

mementpnremarquejuelesprocessutegersexécutantestacheslecalculslocaux

sonttoujoursactifs.lls ne bloquentamaisenattentededonnées.
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Figure 5.15 Msualisationd’exécutiondela versionasyntironedela méthodele
Sdwarzadditif.

Multiples sous-domaines par nceud de calcul Un desatoutsde AHPIK
résidedansla facilité d’affecterplusieurssous-domainepar nceudde calcul. Cela
estillustré dansla figure 5.16 pour la résolutiondu problemede Poissonsur un
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domainedécomposén4 sous-domainedNousutilisons2 nceudgour cetteexécu-
tion. Chaquenceudtraite 2 sous-domainestil n'y a pasde nceuddédiéau calcul
de I'erreur globale: le processudéger correspondanpartagele processeuavec
lesprocessusegersresponsabledestachede calcullocaux,de calculd’interface,
etc. La méthodede décompositiorde domainechoisiepour cet exempleestcelle
de Schurdual (algorithmed’Uzawa), avec unerésolutionglobale par méthodede
pointfixe.

Les sous-domaineayantdestailles différentes,on effectue un placementde
manierea équilibrerla chage surles2 nceudsOn remarquesurla figure 5.16 que
lesprocesseursontbienutilisés: auninstantdonné|l y apratiquementoujoursun
processuggeractif pourlestachesle calculslocaux.Cescalculssontdéclenchés
automatiqguemeravecla disponibilitédesdonnées.

5.4 Les méthodes de décomposition de
domaine implantées

Dansce paragraphenousnousattachons montrerles calculs(locauxet d’in-
terface)caractérisanthaqueméthodede décompositiorde domaineimplantéea
présentlansAHPIK.

Tousles solveurscomprennentine procédured’initialisation qui construitles
structuresledonnéespécifiques chaquaméthode.

5.4.1 Schwarz additif sync hrone

Pournotremiseenceuvrede la méthodede Schwarz additif, la systématiquele
découpagentachesdu chapitre4 nousdonne pourchaquesous-domainé, :

— unetachede calculslocauxT{ qui effectuela résolutiondu systemdinéaire
issude la discrétisatiorpar différencedinies du problemed’EDP posédans
cesous-domainéA chaqudtérationn = 1, 2, ..., il s’agitderésoudre

Akk:U]? = Fl?il.

Le secondnembreF;, prendencomptelesconditionsauxlimites, il estmisa
jour achaquetérationdela méthodadedécompositiomledomaineLatache
Tk de l'itération n nécessitdes valeursdu secondmembreF, a l'itération
n—1;
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Figure 5.16 Diagrammed’'exécutionavecdeuxsous-domainegar nceuddecalcul.

— un ensemblede téchesTfl, en nombreégal au nombrede sous-domaines
ayantuneinterfacecommuneavec(),. Cestachesxtraientl'information né-
cessair@ourmettreajour lessecondsnembregourle calculdunouwelitéré
dansles sous-domainef,; voisinsde (. Il s’agit desvaleursde la solution
Up calculéedansle sous-domainé€);, restreintes l'interface~r. Il estdonc
nécessairdedistinguerles élémentsle U, etde F}, correspondarauxfron-
tieresde recouvrementcommeillustré dansla figure 5.17. Dansce dessin
nousavonsutilisé unenumérotatiorlocalecartésiennélesnceudsle chaque
sous-domaind?ourplusdelisibilité, seulsquelquesiumérossontindiqués.
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Figure 5.17 Communicationpourla méthodede Shwarz: distinctiondesnoceuds
correspondanauxfrontielesderecouvement.

Dans AHPIK, les calculs spécifiquesa ce solveur sont codésdansla classe
Schwar zSol ver . Elle définitentreautre:

— desfonctionspermettand’identifier les valeursdu vecteursolutioncorres-
pondantauxnceudge la frontierede recouvremeninterne,ainsiquelesva-
leursdu vecteurdu secondnembrecorrespondardux nceudge la frontiere
derecouvremengxterne;

— lescalculscorrespondantuxtachesly, et T, (fonctionsLocal Conput a-
tionetlnterfaceConputation).

5.4.2 Schwarz additif async hrone

La classeSchwar zSol ver contenantescalculsspécifiques la méthodede
Schwvarz estindépendantelu caracteresynchroneou asynchronale la résolution.
Le changementie comportementle la méthoderésultedu choix du schémaparal-
lele aveccommunicationgsynchronegntresous-domainegoisins.
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5.4.3 Schur primal, méthode de point fixe

Dansla méthodedu complémentle Schurprimal, lesrésolutionsdessystemes
locauxsontcoupléegarla résolutiondu systemed’interface

SU; =G, (5.1)

ou Uz estle vecteursolutiondu systemed’interface,

K
S == AII - Z AIkA];klAkI (52)
k=1
et
K
G = FI - ZAIICA];lek (53)
k=1

Le sous-blocAz; correspondh la partie de la matricede rigidité qui gerela
relation entreles nceudsnternesau sous-domainé;, et les noeudssituéssur les
partiesde frontierede €2, communes un autresous-domainéce sontles nceuds
appartenanauxinterfacesy,; entref), etsessous-domainegoisins(;).

Informatiquementie vecteurU; estunecollectiondevecteurde solution,cha-
cuncorrespondard uneinterfacey,; entredeuxsous-domaineg;, et);. Lorsque
lesinterfacesn’ont pasde pointencommun cesvecteurssontdisjoints.

Nousavonsmisenceuvreunsolveurqui résoutcesystemetératvemental’aide
d’une méthodede point fixe avec preconditionnemende la matrice S’ (voir para-
graphe2.3.3.1).Le préconditionneuutilisé, notéS, estdonnépar

K
S=Arr =) An(diag((Aw)) A,
k=1
oudiag(A) estunematricediagonaledontla diagonaleestcellede A.
Pource solveurnousavonsidentifié, pour chaquesous-domaing€ly, :

— unetachedecalculslocauxT¥ qui effectuela résolutiondu systemedinéaire:
AU = By — AgzUR 1.

La tacheT?% abesoindu vecteurl/; solutiondu systémed'interfacea l'itéra-
tionn — 1. Lorsquelesinterfacesn’ont pasde pointencommun celarevient
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a obtenir pour chaquesous-domaing; voisin de ), le vecteurde solution
U, (solutionrestreinteauxnceudssituésauxinterfacesyy;) al’itération n — 1.
Cettetachefournit le vecteursolutionU} correspondarguxnceudsnternes,
nécessairauxcalculsd’interface;

— unetachedecalculd'interfaceT’”. Cettetacheabesoinduvecteur/; *, ainsi
guedescontributionsdesK sous-domaineaucalculd’interface(il s’agitdes
produitsAz,U}). Elle résoutle systeme

K
SU} = Fr — AzzUP™ =Y " AnUp + SUF™
k=1
Dansle casou les interfacessont totalementdisjointes,cette tachese dé-
composeenun ensemblelletécheSTf’. Chacundl’entreellesestassociéa
I'interfaceentre(;, etl'un dessous-domainegoisins();.

Lescalculsspécifiquesicesolveursontcodésdanda classeschur FPSol ver
disponibledansAHPIK. Cetteclassadéfinitentreautre:
— desfonctionsderénumérotatiomlessystemesocaux,chagéesdeséparetes
nceudsnternesdesnceudd’interface;
— lescalculscorrespondarduxtachesly, etT’, (fonctionsLocal Conput a-
tionetl nterfaceConputati on).

5.4.4 Schur dual, méthode de point fixe

Mathématiquement| s’agit d’appliguerune méthodede point fixe pour la ré-
solutiondu systemed’interface

SA =G,

ou nousavons,pourunedécompositioren K sous-domaines
K
-1 T
S=Y BwAgBy,
k=1

et

K
k=1

La méthodede Schurdualpermetderésoudreséparémeriesproblémesurles
interfacesNousavonsdonc,pourchaquéanterfaceZ = v, = v :
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StAz = G,
ou
K
Sr =Y BrAg B,
k=1
et

K
GI = ZBIAI;]CIFIC

k=1

Chaquesystemal’interfaceestrésolupar'algorithmed’'Uzawa, présentéans
le paragraphe.3.3.2.Avec la méthodesystématiquale découpagesn tachesdu
chapitre4 on extrait, pourchaquesous-domaing€l, :

— unetachede calculslocauxT¥ qui effectuela résolutiondu systémedinéaire

suivant:
N;

AUy = F, — >  BIA}
=1
La tacheT} a besoindesvaleursde Az obtenuesa l'itération n — 1. Elle
fournit le vecteurUy, nécessairaucalculd’uneinterface.
- Iestéchesjecalculd’interfaceT,fl. Ellesontbesoindesvaleursdela solution
U etU; pourcalculer:

AZ = A} + p(Bry Uy — BzoyUp).

La contritution d’'une tacheTE pour le calcul d’'une interface Z estdonc
Uy Bz Lescalculsd’interfacesontlesmémesiesdeuxcotésdelinterface.
Lestachegde calculsd'interfaceT ontbesoindesvaleursdela solutionU;!
etuy.

Au contrairede la méthodede Schurprimal, le systemen’est pasnumérotéde
facona séparetesnceudsnternesdesnceudsd’interface.

DansAHPIK, lescalculsspécifiques cetteméthodesetrouventdansla classe
UzawaFPSol ver . Cetteclassedéfinit:
— lesfonctionsconstruisantes matricesB pourchaquenterface
— lescalculscorrespondarauxtachesly, et7T), (fonctionsLocal COmput a-
tionetlnterfaceConput at i on) conformémené cequenousvenons
deprésenter
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Diagramme d’exécution  Afin d'illustrer le comportemenparalléled’un sol-
veur basésur une méthodede point fixe, nousfournissonsdansla figure 5.18 un
diagrammaed’exécutionavec « zooms surquelquestérationsde la méthodede dé-
compositiordedomainell s'agitdelarésolutiond’un problémedetréspetitetaille,
oulestempsde communicatiorsonttrésvisibles,dépassannémele tempsdu cal-
cul d’interface.On distinguea la fin de chaqueitérationl’échanged’un message
avecle processugeger“coordinateur”,nécessair@ourle contrdlede corvergence
global.

_|Thread State leommunication
_|Synchron|zat|on

55 | leo | Cles |
Node 0 T0:24774 | |

T 0:24779 9

Node 1 T1:19072 | L B

[ruscor TN mm.“.-‘["_ —“__{ﬁ
- T 1:19079 1 t T i‘ k i i |

= \/"' I R RN

Node2 [T 2:20757 | \/ | [ | | | v |
T220764 | FI bl b b1 FIJ B |

T 2:20762

i T 2:20765
Fy
hi > [ E——— T |

Figure 5.18 Sdwurdual, méthodepointfixe: «zoom surlesitérations.

5.4.5 Schur dual, méthode du gradient conjugué

DansAHPIK, la classeUzawaCGSol ver réunitles calculsspécifiquesa I'al-
gorithmed’Uzawa appliquéa la méthodede Schurdual avec une résolutionpar
gradientconjuguésurlesinterfaces En plusdesstructuresie donnéepropresa la
méthodede résolution,cetteclassedéfinit les fonctionsqui remplissente schéma
du gradientconjuguéparalleleprésentéau paragraph®.3.1.2.1l s’agitdescalculs
effectuésparlestachesly, etT, associeea sous-domainé€);, suivantl’algorithme
9 présenté l'annexe D.

Pourcetteméthode Ja méthodesystématiquele découpagen tdchesdu cha-
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pitre 4 nousdonne:
— unetachedecalculslocauxT¥ alinitialisation (Local Conput ati onl):

N;
AU = F, = > BrAy

=1
La contribution pourle calculdel'interfaceZ est

§z(k) = BzUs

- unetéchedecalculsd’interfaceTfl (I nt er f aceConput at i onl) al’ini-
tialisation.Cettetacheretournéde résidual’interfaceZ, donnépar

rr = &zw) + &z

— unetachede calculslocauxT¥ (Local Conput at i on2a) pourl'itération
1. Elle abesoindurésidusurtouteslesinterfacesentrele sous-domain€,, et
sessous-domainegoisins(); pourrésoudrde systeme

N;
i T i
Aprzy = E BrpT,
=1

fournissante vecteurde variablesintermédiaires;;, pourle calculdu pasde
descentela contribution pourle calculdelinterfaceZ est

&) = Bz

- unetéchedecaIcuIsd’interfaceTfl (I nt er f aceConput at i on2a) pour
I'itération 4. Elle calculela contribution de I'interfaceZ au calcul du pasde
descentey :

Y = &) + &z

— unedeuxiémetachede calculslocauxT# (Local Conput at i on2b) pour
l'itération 7 . Elle calculelessolutionslocalesal'itérationi + 1 :

o
Xit = Xi + iz

- unedeuxiémetéchedecalculsd’interfaceTfl (I nt erfaceConput at i on2b)
pourl'itération i . Elle calculela directionde descenteorrespondara I'in-
terfaceZ :

Xph = X7 +a'py
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- unetroisiémetéchedecalculsd’interfaceTfl (InterfaceConput ati on2c)
pourl’itération i . Elle calculele résiducorrespondara l'interfaceZ :

i+l _ i i
ry =rr+a'Yr

Onremarqueguele nombrede tachespour I'algorithme du gradientconjugué
estsupérieura celui d’'une méthodede point fixe. Toutefois,a chaquanstantil n'y
gu’uneseuletachede calcul local active par sous-domaineCestachessontdonc
exécutégparle mémeprocessusiger Il enestde mémepour ce qui concerndes
tachesde calcul d’interface: les tdchesassociéesu mémesous-domaine’exé-
cutentenparalléle maisil n’'y aqu’uneseuletacheactive parinterface.

Diagramme d’exécution Lafigure5.19fournitundiagrammel’exécutionavec
«zoom» sur quelquestérationsde la méthodede décompositiorde domaine.Ce
diagrammellustre le comportemenparallélecaractéristiquel’une résolutioncou-
pléeparla méthodedugradienttonjugué Onremarquayueceschémalerésolution
nécessitplusdecommunicationgju’'uneméthodelepointfixe.ll secaractéris@ar
deuxpointsdesynchronisatiomlobaleala fin de chaquédtération.

ﬂThread State leOmmunication
zlSynchronization

lesl |11 Tg0l "1 11 " Igsl "1 "1 "1 " Igol "I "1 "I " Igsl "I "I "I Tgol "I "I T Tgsl "1 T Tq00 | [ T Iq05 I
Node o [T 0:28093 | 1

T 0:28098

Node1 [T 1:30953 | ]J
T g B R R R RN
. T1:30960 | ¢] H *l Y Ll T Sl LA ST S
=
\ | \
Nodez [rzzzoos | \ | LTI I W 1] | i
oo | A
T2:27015 | +\! ‘ﬂ:—:r & R he % \* 3 L% ll% |
~ I e I W A R AL 1) 1
Ai A 2 ]

Figure 5.19 Sdurdual, méthodedu gradientconjugué& «zoonw surlesitérations.
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5.4.6 Méthode des éléments joints

Les calculsspécifiquesa la méthodedesélémentgoints differentpeude ceux
gue nousvenonsde décrirepour la méthodede Schurdual. La principalesdiffé-
rencesviennentde la constructiondesmatricesd’interfaceainsiquedeséchanges
de donnéesasymétriqueprovenantde la méthodenumériquequi distingue,pour
chaquénterface le coté(sous-domainenaitredu cotéesclare. Nousdonnonlus
deprécisionssurla miseenceuvrede cetteméthodedansle paragraphé.3.
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6 Etudes expérimentales de problémes d’EDP classiques

Undesrésultatdesplusimportantsdecetravail estl’écriture d’unebibliothéque
flexible pourla mise en ceuvrede méthodesle décompositiorde domainepourla
résolutionenparallelede problemesi’EDP degrandetaille. Ce chapitrediscuteles
performancesiela bibliothequeAHPIK pourplusieuraméthodesle décomposition
de domaine.Nous avons décidéde présentetes résultatsde maniéreprogressie
surdesproblémeglontla compleité mathématiqueacroissante.

Les premieresexpériencesont pour but de montrerle comportementiesmé-
thodestantd’un point de vue de la corvergencemathématiquejue d’'un point de
vue de l'efficacité paralléledes algorithmes.Pour réaliserces expériencesnous
avonschoisile problemele plus classiqueesn EDP: le problémede Poissondécrit
dansla section2.1.1.

Dansun deuxiemaemps,Je comportemeninhomogenalesméthodesle réso-
lution localeitérativesestmis enévidenceparl’intermédiairede la résolutiond’un
problemedecorvection-difusion.ll apparaihotammentuele nombred’itérations
nécessairggourla corvergencedelarésolutionocaleparuneméthodedetypegra-
dientconjuguéestvariable,cequi introduitdelégersdéséquilibresle chage.

Suitea cesproblémesacadémiquesousavonsconsidérde portaged’un code
paralleleimplémentéa I'aide de la bibliothequeMPI, et résohant les équations
de Navier-Stokes. La discrétisationdu problémerequierterviron 250 000 degrés
de liberté répartis,apresdécompositionen 92 sous-domainest affectéssur 22
processeurd?endante portagejl estapparuguece codeestpeuflexible carconcu
pour cetteuniqueapplication.De taille réelle,celle-ci constituecependantin test
pertinentpourévaluerl’intérét de AHPIK.

6.1 Etude expérimentale du compor tement de
convergence des méthodes numeériques

Les méthodegle décompositiorde domaineont un comportementle corver
gencetresdépendantiesconsidérationgéométriqueselativesa la décomposition
dudomainell aétéprouvéquele nombredesous-domainestleurrapportd’aspect
ontuneforte influencesurla vitessede corvergencedesméthodes[6}

Bienquelesrésultatprésentédansceparagraphsoientconnusdesutilisateurs
etdéwloppeurde méthodesle décompositiorde domainesil housa sembléper
tinentde lesrappelerafin de mettreen évidencde dilemmeconcernante nombre
de sous-domaine<n effet, on a potentiellementplus de parallélismelorsquele
nombrede sous-domainesstgrand,maison perd en efficacité car cesméthodes
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mathématiquesontitérativesetimpliquentun surcroitde calculsdansce cas.

Pourillustrer nos propos,nousavons choisile problémede Poissonbidimen-
sionneldécrit dansla section2.1.1. Notre but n’étant pasde compareres diffé-
rentesméthodesnumériqguesnosrésultatssontuniqguementaséssur la méthode
de Schurdual.Nousl'avonschoisicarsasimplicité au niveaudu traitementdesin-
terfacespermetde manipulerfacilementdifférentesdécompositiongéométriques.
Lesdécoupegnsous-domaineserontpréciséesufur etamesure.

6.1.1 Rapport d’aspect et décomposition géométrique

Pourles domaineshidimensionnelsle rapportd’aspectd’'un sous-domainest
caractérisgparle rapportentresalongueuret salargeut Pourunediscrétisationé-
guliere,unrapportd’aspectgrandimplique potentiellementlesinterfacescompor
tantplusdenceudsNousallonsétudiersonréle dansla corvergencedesméthodes
parl'intermédiairede deuxdécompositionslassiquesl.e domainede calculestle
carréunitaire2 =)0, 1[x]0, 1] discrétiséa I'aide de trianglesdéfinissur unegrille
cartésienneomportan257 points équidistriluésdanschacunedesdirections.Au
final, le problémecomporte66 049inconnuesPource mémedomainenousconsi-
dérons

— une décompositioren v bandesrectangulairesi’égale largeur Le rapport
d’aspectdecesrectangle®stégala v commemontrédansla figure 6.1(a);

— unedécompositioren rectanglesdont le rapportd’aspectestégala 1 ou 2
(figure6.1(b)).

La résolutiondu problémed’interfaceestréaliséparla méthodede point fixe,
lesproblémedocauxsontrésolusparunefactorisatiorLU. Le tableau6.1 présente
le nombred’itérationsnécessairepourla corvergencedu solveur Schurdual dans
chacunedesdécompositionsonsidéréesainsi que les tempsde restitution pour
la résolutiondu problemeen séquentielsurchaquedécompositior(il s’agitd’'une
versionséquentiellelu solveurde décompositiorde domaine).

On obsene quele nombred'itérationspourla corvergencecroit effectivement
avecl'augmentatiordu nombrede sous-domainegt ceteffet estplusnégatifpour
la décompositiorenbandesCependantge solveurlocal choisiestplusrapide,dans
le casconsidéréjors de la résolutiondessystemesssusde la décompositioren
bandesPourcesexpériencespousavonsutilisé uncritéred’arrétégala10—*, cequi
expligueenpartiele petitécartentrele nombred’itérationspourlesdécompositions
en8 et 16 sous-domaines.
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@

(b)

Figure 6.1 Décompositiongn(a) bandesverticalesrapportd’aspectégala v et(b)

blocsrectangulaies,rapportd’aspectégala 1 ou 2.

Nombrede [ Nombred'itérations| Tempsderestitution(s)
sous-domaines bandes|  blocs bandes blocs
2 2 2 82.1 82.1
4 19 2 109.2 82.7
8 22 19 59.2 107.8
16 25 21 43.1 107.4

Tableau 6.1 Nombe d'itérationspourla convergenceettempsderestitutionpourla
méthoded’Uzawaenséquentiesur lesdécompositionsenbandeseten

blocs.

Nombrede | Tempsderestitution(s) | Accélérations

processeurs bandes blocs bandes blocs
2 41.3 41.3 1.98 | 1.98
4 46.9 20.7 3.89 | 3.99
8 12.8 23.1 7.83 | 7.84
16 4.7 12.8 15.06 | 15.39

Tableau 6.2 Tempsderestitutionparalléle pourlesdécompositionenbandeseten

blocs.

L'influence du comportementle corvergencesur les efficacitésparallelesest
illustréedansle tableau6.2. Les tempsde restitutionparallélefournis dansce ta-
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bleausontobtenusen affectantun sous-domain@ar processeulLes accélérations
sontcalculéesarrapporta la versionséquentielledu solveur Uzawa (point fixe)
pourchacunalesdécompositiongcf. tableau6.1). On obsere que,dansce casou
la chage de calcul estparfaitementéquilibrée les accélération®btenuesonttres
satishisantes.

Lesrésultatgguenousvenonsde présentene seprétentévidemmenpasa une
généralisationgependanils mettenten évidencequele compromisentrela vitesse
de corvergenceet le maximumde parallélismepotentieldépendde plusieursfac-
teurset n’estpastoujoursfacileaprédire.Dansce sensjesvoiesderecherchgour
obtenirde bonnesefficacitéslors de I'utilisation d’'une méthodede décomposition
dedomainesontmultiples: certainsauteurss’intéressenaux heuristiquegpermet-
tant d’optimiserle rapportd’aspectlors du partitionnementlu maillage (voir par
exemple[161]), d'autrestravaillent surdesméthodesiumériquesybridespermet-
tantd’accéléreda corvergencede la méthodede décompositiorde domaine(voir
par exemple[140] qui présentaun exemplede solveur associantes méthodegle
décompositiomedomaineauxméthodesnultiniveauxalgébriques)ll estdoncim-
portantde disposerd’outils informatiquesflexibles permettanune miseen ceuvre
parallélerapidede nouwellesméthodesiumériques.

6.1.2 « Scalabilité » de Schur dual

Pourévaluerla « scalabilité» dela méthodeade Schurdual,le domainede calcul
estconstruitpar juxtapositiond’autantde répliquesdu carréunitaire que de pro-
cesseursitiliséspour I'expérience Nous considérongleuxtailles différentespour
la grille représentante carré,avec les nombrede nceudsrespectrementégauxa
33 x 33 et 65 x 65. Les décompositionsont forméesde P carrésalignés,ou
P correspondau nombrede processeursitilisé pour chaqueexécution.La taille
du problémecroit doncavec P. Commedansle paragrapherécédentpn affecte
un sous-domaingar processeurPourun casparfaitement« scalable», les temps
d’exécutiondoivent resterconstantdorsquel’'on augmentde nombrede proces-
seursLe tableau6.3regroupelesrésultatobtenuspour cetteexpérience.

On obserne surle tableau6.3 quel’augmentationdu nombrede processeura
un effet plus négatiflorsqueles sous-domainesontde taille plus petite.En effet,
dansce casle coldtdescommunicationglevient importantpar rapportau coltdes
calculs.Lorsqueles sous-domainesontde taille plus grande Jes communications
sontmoinscontraignantesarle tempspassé échangedesmessagesstpetit par
rapportauxtempsdecalcul.Pourcesprobléemesil fautchercheg éviterl'inactivité
desprocesseurainsiqu’aobteniruneutilisation efficacede ceux-ci.
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Nombrede | Tempsderestitution(s)
processeurs 33 x 33 65 x 65

2 0.59 5.12

4 0.61 5.15

8 0.67 5.20

16 0.77 5.33

24 0.86 5.42

32 0.97 5.52

48 1.28 5.69

64 3.44 5.88

Tableau 6.3 Tempsderestitution,problemedetaille croissante

6.2 Deéseéequilibres de charge et recouvrement
expériences avec un probleme de
con vection-diffusion

Leséquationgle corvection-difusionsontuneversionlinéariséedeséquations
de Navier-Stokes. A ce titre, elles sont utiliséesdansde nombreuxproblémesde
mécaniquelesfluides.Parmi euxfigurentdesproblémesi’environnementelsque
le transportet diffusion de polluantsdansl’atmosphéreou I'océan, de sédiments
danslesfleuves,etc.La discrétisatiorde cesprobléemessouwenttridimensionnels,
s’effectuedansun espacede grandedimension,ce qui justifie I'utilisation d’'une
méthodede décompositiore domaine Poursimplifier 'exposénousnousplacons
dansle cadreacadémiqusuivant.

EnnotantQ =)0, 1[x]0, 1] le domainedefrontierel’, f unefonctionde L?(2),
eta; 1 = 1,..,2), 8 > 0 ety > 0 desréels,le problemed’ EDP modélisanta
convection-difusions’écrit

Trouveru € H(Q) tel que

2
ou
—uA ; = f dans(), 6.1
1 u—i—iz:;aaxi—i-ﬁu f (6.1)
u = 0 sur(.

La solutiondiscretede (6.1) estcherchéalansl’espaced’approximationdesfonc-
tions élémentdinis P!. La méthodede décompositiorde domainechoisiecalcule
la solution a I'intérieur dessous-domainea l'aide d’'un gradientconjuguépré-
conditionnépar unefactorizationLU incompléte.La résolutionaux interfacesest
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faite par une méthodede Schurprimale.Le domainede calcul estidentiquea ce-
lui présenté@ansle paragraph@récéden{carréunitaire,grille réguliere257x257).
Lessous-domainesontdesbandewerticalesLa solutioninitiale estsurunegrille

grossieéreCestestsont étéeffectuéssurunemachineparallelelBM-SP2.

Nombrede Nombredeprocesseurs
sous-domaines 2 4 8 16
2 0.81 - - -
4 1.22 | 1.83 - -
8 1.78 | 2.77 | 3.99 -
16 1.86 | 3.57 | 6.07 | 8.01

Tableau 6.4 Acceéléationsobtenuegpour desdifférentesdécompositionst différents
schémagdeplacement

L'objectif de cetteétudeexpérimentaleestd’analyserde comportementie AH-
PIK pourdesdifférentsnombresiesous-domainest desdifférentsschémaslepla-
cementdecessous-domainesurlesprocesseurdisponiblesNousconsidéronges
décompositiondudomaineoriginalen2, 4, 8 et 16 sous-domaineson-recouvrants
detaille identique.Le tableau6.4 montreles accélérationslu solveur parallelede
décompositiorde domainepour desexécutionssur 2 a 16 processeursPour cal-
culer cesaccélérationsnousavonsfait uneversionséquentielledu solveur de dé-
compositionde domaine et nousavonsmesurde tempsderestitutionpour chaque
décompositionEnsuite,nousavons choisil'exécutionséquentiellda plus rapide
(avec 16 sous-domainesjommeréférenceEn effet, il aétéprouve[64]quela mé-
thodede décompositiorde domaineagit commeun préconditionneususceptible
d’accéléretta corvergenced’un calculd’EDP.

Dansle tableau6.4, on remarqueque les accélérationsont peu satishisantes
guandun seul sous-domainest affecté a chaqueprocesseurPour interpréterce
résultat,l fautsepenchersurle calcullui méme.Pourmettreenévidencde motif
de ce comportementnousavons tracéle nombre d’itérationsnécessairea la
convergencede la méthodede décompositiorde domaineetle nombred’itérations
i, pour la résolutiona l'intérieur de chaquesous-domainé,, k = 1,..., K. Les
courbesde la figure 6.2 montrentque le nombred'itérationss, peutvarierd’'un
sous-domaina l'autre (mémes'ils sontde mémetaille). On obsene aussiquece
nombredécroitiorsqu’onserapprochalela solution.Cesdifférencesurle nombre
d’itérationsviennentdu choix d’une méthodeitérative (gradientconjugué)pour
la résolutiondu problémed’EDP a I'intérieur dessous-domainesCe choix d’'un
solveuritératif induit uneincertitudesurla duréede chaqudtération.La figure 6.3
tracelesvariationsmaximalegenpourcentagesje cesnombredd’itérations.
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Nombre d'itérations a l'intérieur des sous-domaines
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L'incertitudedunombred’itérationsi,, introduitundéséquilibralechage(donc
uneinactiité) entrelesnceudsle calculqui esttresvisible a causalela naturesyn-
chronede la méthodede décompositiorde domaine A mesureque nousaugmen-
tonsle nombrede sous-domainepar processeuet pour un nombretotal de sous-
domainedixé, les accélérations’améliorentpuisqueles attentesduesau schéma
synchronesontrecou\ertespar du calcul. Cesrésultatsnouspermettentle vérifier
guele surcodtlié al'utilisation d’'un ervironnementgénériques’appuyantsur des
processuggerscommunicantestacceptableCetteétudeexpérimentalanetaussi
enévidencde fait queAHPIK permetunchoixaisédunombredesous-domainest
unplacementlexible de cessous-domainesurlesprocesseurLetteflexibilité est
trésutile pourl'implantationde mécanismesderépartitiondynamiquede chage.

6.3 Aspects de la multipr ogrammation d’une
application réelle

6.3.1 Un probleme d’écoulement de fluide

Le probléemeque nousavonstraité modélisel’écoulementd’un fluide incom-
pressibleautourd’un cylindre. Cette simulation est trés couranteen mécanique
desfluideset a fait I'objet de plusieurs« benchmarks (voir par exemple[146)).
L’écoulementestrégi par les équationsde Navier-Stokes écritesci-dessoussous
formeadimensionnelle

u 1
divu =0,
ouu = (u,v) etp sontrespectrementieschampslevitesseetdepressiorcherchés.

La géométriedu problemeainsiqueles conditionsauxlimites sontspécifiéeslans
la figure 6.4.Lesconditionsauxlimites de sortiesont

Uu
p‘sortie =0, — = 0, U‘sortie =0. (63)
T lsortie
La conditiond’entréeestdonnéepar
y(H —y)
u(0,y) = GT’ V] sortic = 0 (6.4)

ou H = 4.1 estla hauteuradimensionnellglu canal.
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Figure 6.4 Géométrieetconditionsauxlimitespourle problémed’écoulemenautour
ducylindre.

Le domainede calcul estsubdvisé en 92 sous-domaineson-recouvrantgcf.
figure 6.5). La décompositiorestgéométriguementonforme: l'intersectionentre
deuxsous-domaineg;, et(2; estsoit vide, soit réduitea un sommetou a un coté.
Chaquesous-domainpossedau plus4 sous-domainegoisins.

Figure 6.5 Décompositiordedomainedu cylindre.

Surchaguesous-domainda représentatiofocaledela vitesseetdela pression
s’effectuea l'aide d’élémentsfinis mixtes P;-iso-P,/P; (voir Girault-Raviart[83]
ou Brezzi[2]). Cesélémentsimpliquent I'utilisation d’'un maillage triangulaire
pour I'interpolation de la pressionet d’'un maillagedeuxfois plusfin pourle cal-
cul dela vitesse Le nombretotal de nceudsdu maillagede vitesseestde 113121
(~ 2,910* noceudsde pression)Le maillageestnon-conforme il estplusfin dans
les sous-domainequi entourente cylindre et enaval de celui-ci (1681 nceudgar
sous-domainege sontles sous-domainebachurésdansla figure 6.5). Il estplus
grossiemilleurs(1089nceudgparsous-domaine).

La simulationconsistea calculerle régimeinstationnairedtablipourun nombre
deReynolds Re = 100.
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6.3.2 Description du code original

Le codeoriginalestuncodeparallelepourla résolutiondeséquationgleNavier-
Stokesen2 dimensionsll estécritenFortran90 et utilise la bibliothequeMPI pour
lescommunicationgntreprocesseurd.e problemeestrésolual’aide dela méthode
desélémentgoints. Dansla suite,nousnousconcentronsurl’aspectalgorithmique
de ce code, les précisionsconcernantes méthodesnumériquesétantsimplifiees
autantguepossible Pourplusdedétailssurlesaspectsiumériguesiousrenvoyons
af13].

Avantchaquesimulation,un premierprogrammesechage de préparetesdon-
néesPourchaquesous-domainen déterminde maillagepourla vitesse(construit
a partir de celui de la pression) puis les interfacesdu sous-domainet lesindices
dessous-domainesoisins. Le résultatest stockédansdesfichiers. Chaquepro-
cesseullit les fichiers de donnéescorrespondanaux sous-domainegui lui sont
attribués.ll construitensuitedesmatricesderigidité locales,despréconditionneurs
etdesmatricesd’élémentgoints (qui vont servirlors deséchangesle donnéegles
interfaces).

Un despointsparticuliersde cetteapplicationestqueviscositéet incompressi-
bilité du fluide sonttraitéesen deuxphaseséparéesA chaqudtérationentemps
(61), le solveur Navier-Stokesrésoutdeuxsystemedinéairespour la vitesse(com-
posantesorizontaleet verticaledu champde vitesse)et un systéemepour la pres-
sion. La structuredu programmeprincipal estdonnéede manieresimplifiée par
I'algorithme5.

Algorithme 5 : Structuredu programmeprincipaldu codeNavier-Stokes.
lecturedesdonnées
initialisations
pour it = 1 jusqu’a Niter faire
calculdela composantéorizontaledela vitesse
calculdela composanteerticaledela vitesse
calculdela pression
fin pour

L’algorithme5 suggeraun ordreséquentietiansla résolutiondestrois systemes
linéaires,mais enréalitéil n’existe pasde dépendancee donnéesntreles cal-
culs descomposantesiorizontaleet verticaledu champde vitesse.Les systemes
correspondantpeuwent donc étre calculésen parallele,les résultatsétantensuite
utilisés pour le calcul de la pression Cettepossibilité n’est pasexploitée dansle
codeoriginal.
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Solveur de pression

Le solveur de pressionestun solveur entierementocal, c’est-a-direqu’il ne
nécessitpasde communicatiorentre processeurd.e systemeposédanschaque
sous-domainestrésolude maniéreindépendant& I'aide d’'une méthodede gra-
dientconjuguépréconditionnéparle processeutraitantce sous-domaine,

Solveur de vitesse

Lamiseenceuvredusolveurdevitesseestbaséeasurcelleproposéeland’article
originel de la méthodedesélémentgoints[17] (voir aussi[15]). Ce solveurrésout
le systémamatriciel:

QTAQU = Q'F. (6.5)

La matrice A estune matricesymétriquedéfinie positive. Elle a unestructure
diagonaleparblocs,ou chaquebloc Ay, correspond la discrétisatiorparéléments
finis du problemedansle sous-domain€,. LesvecteurdJ et F' sontdécomposés
demaniéreanalogueLa matrice@ estunematriced’interfacequi s’apparente la
matrice B apparaissardansla formulationmatricielledela méthodede Schurdual
(voir paragraph@.3.3.2) Elle possédeaussiunestructureparblocs,chacurd’entre
eux matérialisanta conn&ion entreles sous-domaine§);, et (; voisinsa travers
uneinterface~;;. La multiplication par () peutétre vue commeune opérationde
relévementsurl’interfacedu cotéesclae. Cellepar@” correspondiuneopération
derestriction.

Le systeme6.5 estrésolupar la méthodedu gradientconjuguéselonl’algo-
rithme 6 [13]. On note que cet algorithmene nécessitgasde solveur de systéme
linéairelocal.Lescalculslocauxserésumeneneffet adesproduitsmatrice-vecteur

Les opérationsggue nousavons entouréesiécessitendescommunicationsLa
miseenceuvreestsimilaireacelledu gradientconjuguépourl’algorithmed’Uzawa.
Toutefois,dansce solveurparalléle le comportementiesprocesseurg’estpassy-
métriquecarondistinguele "coté maitre”du“coté esclae” pourtraiterlescontribu-
tionsdesinterfacesdansla méthodadesélémentgoints. Pouruneinterfacedonnée,
le sous-domainenaitreenvoie l'information al’esclave lors dela multiplicationpar
la matrice(). Lesopérationsontinverséedors dela multiplication parla transpo-
séeQ?’. L'algorithme 7 fournit de maniéresynthétiqudes opérationsnécessaires
poureffectuerla multiplicationpar Q.
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Algorithme 6 :Algorithme CG pour la résolutionde 6.5 sur le sous-domaine
Qr,k=1,....K.

1. Uy = 0{initialisation}
2: |1p° =10 =QTF,

3| = ||r??

4: pour i =0, 1,... jusqu’a la corvergencefair e
5. |z=Qp

6: f = Akkz

7 Y =Q7¢

5 o = [IFIP/ ()

9' Z}+1't = llf?mait're + azpz

10 piHl =i — gy

1 | = (e /e

12: pi—|—1 — Tz'—|—1 _ Bi—Hpi
13: fin pour
14: | U = QUy

maitre

Algorithme 7 : Multiplication par@.
pour tout sous-domain€, faire
initialisations
pour tout interfacey;,; de(; faire
Si v, estesclae pour (2, alors
multiplicationmatrice-wecteur
ernvoi decontribution auprocesseutraitant(),
sinon
réceptionde contribution du processeutraitant(;
multiplicationmatrice-ecteur
résolutionde systemdridiagonal
fin si
fin pour
fin pour
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6.3.3 Portage de l'application avec AHPIK

Dansun premiertemps,nousnoussommesntéressésu portagede I'applica-
tion al'aide de AHPIK. Nousl’avonsensuitetransforméenun codepermettanties
résolutionsadaptaties avec I'ajout d’'une estimationd’erreursa posteriori et de
procéduresl’adaptatiordynamiquede maillage.

Le travail deportageadéhutéavecla traductiondu codeenlangageC++al’aide
de la bibliothéqueBlitz++[159]. Une alternatve aurait été d’isoler despartiesde
codeséquentieenFortran90 puisdelesappele’ partirdu programmeprincipalen
C++. Cependantpar soucide portabilité,nousavonspréféréla premieresolution.

La partiela plusimportantedu travail de portageconcernde solveurde vitesse
car le solveur de pressionne nécessitgpasde communicationsLe découpagen
tachesadoptéestsimilaire a celui du gradientconjuguépour la méthodede Schur
dual (paragraph®.4.5).Au niveaudu schémagparalléle,unedesprincipalesdiffé-
rencesentrecesdeuxméthodesésidedansl’asymétriedescommunicationgntre
sous-domainesoisins : les processuségerstraitantles interfaceseffectuentsoit
desenvois soit desréceptiongle donnéegsontrairementux échangegenvois puis
réceptions}ypiguesdesautresschémasla figure 6.6 fournit un exempledu code
C++correspondaraunetached’interfacequi effectueuneopératiorderelévement
surle cétéesclae d’'uneinterface(multiplication par Q).

Dansle programmaeriginal,unmémeprocesseugéereplusieurssous-domaines.
Pour ce faire, le code exécuté par chagueprocesseuest composéde suitesde
bouclessurles sous-domainegui lui ont étéaffectés.Lesbouclessontentrelacées
pardescommunications;equi permetderegroupeldesdonnéeslande mémemes-
sagelors desopérationnécessitaniiescommunicationglobales Lors du portage
surAHPIK, lesbouclessurles sous-domainedisparaissentn effet, la gestionde
plusieurssous-domainepar nceudesttransparentelansAHPIK : lessolveursspé-
cifient les calculsassociés un seulsous-domainetandisque le noyau prenden
chagele regroupementlesdonnéedorsquenécessairdNousavonsaussittiré parti
de la flexibilité offerte par la multiprogrammatioriégerepour exprimer en paral-
lele les calculsindépendantdescomposantelorizontaleet verticaledu champde
vitesse.

Le travail a poursuvi avec la transformationdu code C++ en un codeadap-
tatif. Pource faire, nousavonsremplacées structuresde donnéegeprésentante
maillagedande codeoriginal parla classeAdapt i ve2DMesh offertepar AHPIK.
Ensuite,nousavonsajoutél’estimationd’erreursa posteriori basésur[160] dans
le processusle résolution.Tout raffinementgéométriquedu maillageestsuvi de
la misea jour desstructuresde donnéegeprésentaniies matriceset vecteursdes
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6.3

1 class

2 IfaceMultQBskl: public Iface®Bsk

3 {

4 public :

5 template<class DDMethod class Domain class System-
6 void operator()(DDMethod& method

7 Domair& domain

8 Systen& systen)

9 {

10 if (domainisSlave(Ifaceld))) {

11 methodLocalContrilutionMultQ1(Ifaceld(), system:;
12 IfaceWritg) ;

13 } else{

14 IfaceReaf) ;

15 methodinterfaceComputgonMultQ1(Ifaceld(), system;
16 }

17 }

18 };

Figure 6.6 CodeC++ correspondané unetached’interface: relevemensurle coté

esclavadel’interface
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systemesrésoudre.

Difficultés rencontrées

Lorsquel’on utilise unebibliothequedéweloppéegarailleursondoit faireatten-
tion acequ’elle soit « thread-safe. Cen’estpasle casdela bibliothequeBlitz++.
Nousavonsdoncajoutéunecouchdogicielle a cettebibliothéqueafin de permettre
aplusieursprocessusegersd’appeleresfonctionsde manipulationdetableaux.

6.3.4 Reésultats numeériques

Notre premiéreexpérienceconsistea comparef’application originale avec la
versionreposansurAHPIK dansuncasoula chagedecalculestbiendistribuéesur
les sous-domaineette étudeexpérimentalea été menéesur deux plates-formes
différentes unegrappede PCsmonoprocesseuet unegrappede SMP composée
de PCsbiprocesseurd.es deuxgrappesonthomogéenesmaisles processeurde
la grappede SMP sont plus rapidesque ceux de la grappede monoprocesseurs.
Nousutilisons22 nceudgle cesgrappegourchaqueaxécutionparalléle Ja plupart
desnceudsont donc 4 sous-domainesa résoudrela figure 6.7 montrele temps
d’uneitérationpour I'application originale sur MPI et pourl'application reposant
SurAHPIK.

On voit quela versionreposansur AHPIK offre desperformancesgerement
inférieuresa cellesobtenuegparla miseenceuvreoriginale(MPI) surla grappede
PCsmonoprocesseur€elas’explique en partie par le bon équilibragede chage
qui caractériseetteexpérience En effet, lorsquele taux d’utilisation desproces-
seursesthaut,l'utilisation de processugegersintroduit un surcodt.Dansle casde
ATHAPASCAN-O0, cesurcoltestdd al'emploi d’un processusegerresponsablee
la scrutationdesmessagesur chaquenceud Pourplus de détailssur ce sujetnous
rervoyonsa [32]. Surun nceudmultiprocesseyta versionreposansur AHPIK ob-
tient de meilleuresperformancegjue I'application originale pour desparametres
d’exécutionidentiquesOn voit quela versioncombinantprocessusgerset com-
municationss’adapteautomatiquemenaux multiprocesseurgandisque le code
original n’exploite gu’un seulprocesseur

Notre deuxiémeexpérienceconsistea incorporerl’adaptationde maillageaux
deuxversionsde I'application. Celaintroduit desdéséquilibresle chage desque
le nombrede degrésde liberté associésumaillagevarie d’'un processeua I'autre
au coursde la résolutiontemporelle.Pour simplifier la mise en ceuvre,on raffine
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B Application originale,
grappe de PC

O Version AHPIK,
grappe de PC

Application originale,
grappe de SMP

B Version AHPIK,
grappe de SMP

Temps d une iteration (s)

= L L7 T N ¥ e NN |

Figure 6.7 Reésultatpourunedistribution équitabledessous-domaines.

toujoursun sous-domainentier ainsila configurationoriginale du maillage est
atteinteenun petitnombred’adaptationslLa figure 6.8 montrelesrésultatobtenus
avecl’exécutiondescodesadaptatifssurchacunalesplates-formegonsidéréesSi

les résultatssur la grappede SMP reproduisente comportemenbbservélors de
notrepremiereexpériencelesrésultatsurla grappede monoprocesseursontrent
gue,dansle casou la chage de calcul n’estpaséquilibrée la versionAHPIK peut
atteindreou mémedépasseles performancesiu codeadaptatifbasésur MPI.

On remarguegue cetteexpériencereprésentein cascritique pour la multipro-
grammatioriégerecarlescalculslocauxsontdegrosgrainetle schémalerecolle-
mentdesinterfacesequiertdessynchronisationglobalesréquentesDe meilleures
performancepourla versionreposansur AHPIK sontattenduesi cessynchroni-
sationgpeuentétrerelaxées.

6.4 Conclusion

La miseen ceuvrebaséesur les processu$egersoffre un degré de liberté sup-
plémentaireau niveaude I'ordonnancementet permetd’utiliser efficacemenune
plateformeSMP. DansAHPIK, cettetechniquea aussipermisd’optimiserlescom-
municationsentreles processuggerscorrespondard dessous-domaineaffectés
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6
w54 -= MPI,
g A grappe de PC
E —— AHPIK,
'é 3 grappe de PC
=
= 2 MPI,
z grappe de SMP
E 11 —— AHPIK,

0 grappe de SMP

1 2 3 4 5 6 7

Nombre d adaptations du maillage

Figure 6.8 Résultatpourle codeadaptatif

aun mémeprocesseur dansce cas,les échangesle donnéesefont dansla mé-
moire partagéeet nonpasparle réseauCesdétailsétantencapsulédansle noyau
de AHPIK, leur exploitation dansles différentesapplicationsn’exige pasd’efforts
dela partdel'utilisateur.
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Danscettethése housnoussommesntéressés la parallélisatiorde problémes
d’EDP pardesméthodesnathématiquede décompositiomledomaine etpluspar
ticulierement/'utilisation du paradigmeleprocessu&gerscommunicantpourla
miseenceuvreparallélede cesméthodesCe paradigmeconstituda basedel’envi-
ronnementeprogrammatiofATHAPASCAN déweloppéauseindu projetAPACHE,
dandlequels’inscritnotretravail. L'orientationverslesproblémes!’EDP a sonori-
ginedansuneétroitecoopératioravecle projetIDOPT.

Lesenvironnementitégrantcommunicatioretmultiprogrammatiotégeresus-
citent beaucoupd’intérét pour la mise en ceuvred’applicationscritiquescar, au
niveaumatériel,les architecturesle type grappede machinesa mémoirepartagée
(CluMPs)sontdeplusenplusfréquemmenthoisiegarlesdécideursOnremarque
cependanfuece paradigmean’estpasréellementxploité dandesbibliothéquepa-
rallelesapplicatves(voir I'état del'art auchapitre3).

Dansle cadrede la parallélisationde problemesd’EDP a I'aide de méthodes
de décompositiorde domaine,un problémecritique estde trouver un compromis
entrele maximumde parallélismepotentieletle minimumde perteencornvergence.
En effet, bienquele degré de parallélismecroisselorsquele problémeestdécoupé
enun grandnombrede sous-problémes,e découpagesten généralnuisiblea la
convergencadesméthodesiumériquesL’équilibragedela chage,soucipermanent
danstoute programmatiorparalléle,estd’autantplus crucial queles méthodegle
décompositiomde domainesontclassiquemergynchronesAinsi il estparfoissou-
haitabled’augmentete nombrede sous-domainepour mieuxdistribuerla chage
de calcul entreles processeuranémesi celasefait au détrimentde la vitessede
convergence Onaffectealorsplusieurssous-domainegarnoeudde calcul.Lesmé-
thodesitératves asynchronesont égalementne alternatve pour aborderle pro-
blemepuisqu’il s’agit dedésynchronisdes calculspouréviterlestempsd’attente.

Apresdeschapitresntroductifssurla multiprogrammatior{chapitrel), surles
meéthodesle décompositiorde domaine(chapitre2) etun étatdel’art (chapitre3),
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nousavonsabordécesproblémessousplusieursangles.Celanousa, entreautres,
conduita I'écriture d’'une bibliothequeflexible, AHPIK, pour la résolutionen pa-
rallele de problemesd’EDP de grandetaille afin de montrerquele paradigmede
processugégerscommunicantestadaptéa ce type de méthodesS’appuyantsur
la multiprogrammatiorégere,cette bibliothequepermetd’exploiter aisémentes
différentedormesde parallélismeprésenteslansunearchitecturegparalléle(cf. pa-
ragraphel.4.1).

Dansles chapitres4 et 5, nousavons montré que le paradigmede processus
légerscommunicantss’adaptebien a cette stratégied’équilibragede chage. En
proposant’utiliser un ensemblale processusegerspourles calculset communi-
cationscorrespondanta un sous-domainajousavonscodédessolveursparalléles
demanieregénériquePourutiliser ceux-ci,il suffit decoderle solveurduprobléme
d’EDP écritdansle sous-domaine cettepartiedu travail estdu ressorde I'utilisa-
teur, elle estindépendantéesaspectsnformatiquesde la gestiondu parallélisme.
En effet, dansAHPIK, I'utilisateur n’a pasa organiserexplicitementles séquences
calculs/communicationsar deux schémagparallélesgénériquesd’entrelacement
destachegpointfixe etgradientconjuguék’enchagent.La programmatiororien-
téeobjetde AHPIK alargementacilité I'écriture génériqualessolveursetschémas
parallélesLe supportauxméthodesgsynchronesonstitueegalementin desatouts
de I'environnementAHPIK car, le parallélismen’étantpasexplicite, les schémas
parallelegpeuentétreexécutéssuivant!’'un oul'autre modede synchronisation.

Nousavonsmontrégraphiquemenie comportemenparalleled’applicationge-
posansuruneméthodededécompositiomedomaineLesdiagrammesl’exécution
présentésouvrentunelargegammede comportementparallelegpourlesapplica-
tions reposantsur une méthodede décompositiorde domaine.Cesrésultatssont
bien connusde la communautéinformatique”, maispasforcémentde la commu-
nauté‘mathématigue”Nousjugeonsjuelesdiagrammegprésentépeuentcontri-
buerauxrapprochemerdesdeuxdisciplines.

Perspectives et travaux futur s

Les perspectiesouvertesa la suite de nostravaux ont la mémedoubleorien-
tation qui s’estmanifestéeau coursde cettethese Elles concernentesproblemes
relatifsal’algorithmiqueparalléleainsiqu’ala miseenceuvredesméthodesiumé-
riques.

L'extensiondesfonctionnalitésde AHPIK pourle supportaux calculsavecdes
maillagesadaptatifsconstitue A notreavis, unedesvoieslesplusintéressantegour
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la poursuitede ce travail. En effet, AHPIK contientun supportgéométriquepour
I'adaptationde maillage (voir chapitre5). Celui-ci a été utilisé dansl’application
enmécaniquealesfluidesdécriteau paragraph®.3. 1l corviendraitd’étendreAH-
PIK parunensemblale méthodepermettanta répartitiondynamiquedela chage
de calcul pourremédieraux déséquilibresésultantd’étapesd’adaptationDansce
sens/es processusegersencapsuléslansle noyaude AHPIK offrentun degré de
libertéimportantpourla miseen ceuvreet I'évaluationde différentesstratégiesle
répartitionde chage.

Encorevisantla répartitiondynamiquede chage, il seraitintéressant’ervisa-
gerunemiseenceuvrede AHPIK baséesurunecouchelogicielle telle que ATHA-
PASCAN-1, I'interfacede programmatiorhautniveaudéweloppéedansle cadredu
projet APACHE. En effet, I'expressiondu parallélismesousforme d’un graphede
tachesstconformeauparadigmeale programmatioproposéar ATHAPASCAN-1.
Danssaversionactuelle,AHPIK laisseau programmeuta définition de la granu-
larité destaches.Une versionbaséesur ATHAPASCAN-1 pourraittirer parti d’un
découpagalynamiqueen taches(ainsi que d’'un ordonnancemente cestaches)
s’adaptanautomatiquemerd la plate-formeparallélehbte.

Toujoursencequi concernde supportauxcalculsadaptatifspunepistecomplé-
mentaireasuire serait’inclusion, dansAHPIK, demécanismedegestiondestruc-
turesde donnéedlistribuéespouvantéwluerdynamiquemenfparagraph@&.1.2.2).
Enl'état, lesschémaslecalcul offertspar AHPIK sontcomplétemenindépendants
desstructuresde donnéeautiliséespour représentetes matriceset vecteursdis-
tribués.Le challengeseraitdonc d’incorporerdansAHPIK une couchelogicielle
gérantdesstructuresie donnéeslynamiquegout engardante caractérgénérique
desschémasle calcul.

Une autre perspectie qui s'ouvre gracea la réalisationde AHPIK estl'ex-
périmentationautourdes méthodesnumériguesDans ce contecte s’'inserent,par
exemple,I'étude et I'utilisation desméthodessynchroneda rechercheutourdes
préconditionneurparallelesetl’extensionde AHPIK ad’autresalgorithmesoul’on
pourraitutiliser la notion de sous-domainéméthodesde « multisplitting» en al-
gebrelinéaire, par exemple).Cettevoie est particulieremenintéressantgar son
caractéranultidisciplinaire.

La poursuitede I'évaluationexpérimentalede AHPIK constitueaussiun autre
point pouvant étre déweloppéa 'avenir. Au coursdu déweloppementde AHPIK,
nousnoussommesssentiellemertoncentrésurla conceptiorgénériqualessché-
masde calcul paralleles,en évitant de nouslancer sur une optimisationpréma-
turéedescodes.Une évaluationexpérimentaleplus pousséeamettraiten évidence
lessourcedl’inefficacitéprovenantdirectementie notremiseenceuvre permettant
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Conclusion et perspectives

ainsid’ouvrir lavoie pourl’'améliorationdesperformanceparallélesie AHPIK. Un

aspectméritantcertainement’étre repenséconcernd’algorithme centralisépour
les opérationsde réductionglobales: bien que simple a mettreen ceuvre,un tel

algorithmeconstitueun goulotd’étranglementorsquel’on utilise un grandnombre
deprocesseurs.

Il ne faut cependanpasperdrede vue que les performanceslie AHPIK seront
toujoursdépendantedu noyau de communicatiorsous-jacentA cetitre, un autre
axe pour la continuationde ce travail seraitle portagede AHPIK suruneautrebi-
bliothequeque ATHAPASCAN-0. Une possibilitéqui sedéwile estl'utilisation du
noyaude communicatiorencoursde conceptiordansle cadredesprojetSAPACHE
et MultiCluster, ce derniers’intéressantiu déploiementde grappeset grilles de
grappegourle calculparalléleet distribué.Un tel portageseraitsuivi denouwelles
mesuregde performancesur les grappesdisponibles.Cela permettraitde vérifier
le passage I'échelle de centainesle processeursinsi quede contribueral'éva-
luationde ce nouveaunoyaude communicatiorpouruneclassed’applicationstres
représentatie du calculscientifique.
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AnnexeA

Méthode desélémentsfinis

A.1 Maillage du domaine physique

Un maillage M;, d’'un domainef?, estun ensemblede N, élémentsgéomé-
triqgues“simples” (égalementppelésmailles) recouvrant. L'indice 4 estle pas
dediscrétisatiordu maillage,il correspond la plusgrandearéted’'un élémentap-
partenant M. Plush estpetit, meilleureseral’approximationde la solutiondu
problémeposésur 2. Chaqueélémentestnoté T}, etle domainerecouert €, est
tel que ), = U,’f:lek. Le choix de la géométriedesélémentsdépendde la géo-
métriedu domainef2 et de la naturedu problémea résoudre En dimension2, ce
sontparexempledestrianglesou desrectanglegresp.destétraédre®u desparal-
lélépipedeendimension3). Lesélémentsonstituante maillagedoiventsatistire
certaineconditions.En particulier il estnécessairguele maillagesoitconforme
c’estadire,que M,, vérifie lespropriétéssuivantes

1. tout élémentl}, de M, estd’aire nonnulle;

2. l'intersectiondedeuxélémentsle M, estsoitvide, soitréduiteaun sommet
ou unearétecompléte(ou unefacecompléteendimension3).

La figure A.1 présentedes maillagesen trianglesd’'un domainef? illustrant
les différencesentreun maillageconformeet un maillagenon-conformela suite
de I'exposéde la méthodedes élémentsfinis discute uniquementde maillages
conformes.

D’autrespropriétésgéométriqguesonta veérifier pour quela méthodedesélé-
mentsfinis fournissede bonnesapproximationsde la solution (voir entre autre
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A Méthode des éléments finis

(a) (b)

Figure A.1 (a)Maillage conforme (b) Maillage non-conforme

[131]). Parexemple la taille desélémentsloit varierprogressiementc’est-a-dire,
sansprésentede discontinuitégrop brutales et les élémentdriangulairesou qua-
drangulairese doivent pasprésented’anglestrop obtusou trop aigus.De méme,
il estsouhaitableque la rondeurp, desélémentssoit petite. En dimension2, p,
s’écrit:

hi
Pk = —

9k

ou h; estla taille de la plusgrandearétede I'élémentT}, (équivalenteau diametre
du cerclecirconscrita Ty), et g, estle diametredu cercleinscrit dansT}. Les ca-

ractéristiguegéométriquesiu maillage sontfondamentalegpour la méthodedes
élémentsfinis, car elles permettentde démontrerles propriétésd’approximation
de la méthode Elles sont étroitementliées au problemephysiquea résoudreet a

seséwventuellessingularités En conséquencéda naturedu problemeconditionnele

choix de maillesplusfines(i.e. uneplus grandedensitéd’éléments)danscertaines
zonesdu domainepourobtenirdessolutionsavec sufisammente précision.

En ce qui concernda miseen ceuvreinformatique,un maillageestfondamen-
talementreprésentgar uneliste de sommetset uneliste d’arétesdéfinissant’in-
terconngion entreles sommets(nousverronsplus tard que cette représentation
ne suffit paspour la méthodedes élémentsfinis). Selonla topologied’intercon-
nexion dessommets|es maillagespeuent étre classécommestructuréou non-
structurés[8R Dansles maillagesstructurés, le schémad’interconn&ion esttel
guela connaissancdesindicesd’'un sommetendonnela positionrelative. C’'estle
cas,parexemple,desmaillagesenquadranglesorsquel’on travaille endimension
2. Dansuntel maillage,unsommetoté (7, j) apourvoisinde“gauche”le sommet
((i = 1),4) et pourvoisin de “droite” le sommet((: + 1), j). Dansles maillages
non-structurés, enrevancheJe schémal’interconn&ion dessommetsestdetype
guelconquelesmaillagesnon-structurésontdoncplusgénérauxils permettenen
particulierde recouvrirdesdomainesayantune géométriecomplexe. La méthode

164



Définition des éléments finis A.2

desélémentdinis seprétebienal’utilisation demaillageson-structurésandisque
les maillagesstructuréssontplus souventassociésaux méthodesle discrétisation
detypedifférencedinies.

La génératiorde maillagesadaptésuxproblemesrésoudren’estpasuneopé-
rationsimple,surtoutpourdesdomainesie géométriarréguliere Beaucoupletra-
vaux de rechercheportentsur destechniquegermettante générerdesmaillages
automatiqguemenPourplusde détailssurce sujet,nousrenvoyonsa[82].

A.2 Définition des éléments finis

Le maillage du domainephysiquen’est qu’un supportgéométriquepour la
méthodedesélémentdinis. Pour queles élémentsgéométriquesiu maillagede-
viennentdes‘élémentdinis”, quelquegsléfinitionsdoiventétreajoutéesUn maillage
M, agrémentéletellesdéfinitionsestappelériangulation etnoté7,.

Soit:

— unepartiecompactel’ de IR?, connexe et d’intérieurnon-vide(triangle,qua-
drangleetc.);

— unensembldini E” = {a;}7_, den pointsou nceuddlistinctsdéfinissurT;

— un espacevectoriel PT de dimensionfinie et composéde fonctionsdéfinies
surT avaleursréelles.

Letriplet (T, PT, ET) estappeléélémentfini de Lagrangelorsque étantdonné
n scalairegéelsquelconquega;)7_,, il existe uneuniquefonctionp € PT telle
que,entoutnceuds; de ET :

pla;) =a;, Vj=1,..,n.
La fonctionp peutégalemens’écrire,pourtoutnceuds; de E™ :
n
plaj) =Y cipi(ay).
=1
oulesfonctionsp;, i = 1, ..., n vérifientla condition:

_J1 sioi=3 .
pz-(aj)—{ 0 si ij Vi=1,..,n (A1)

O intérpretation : pour toute fonction v, il existe une fonction p € Pr et une seule
qui interpole v sur Ep
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A Méthode des éléments finis

Les fonctionsp;,7 = 1,...,n sontappeléedonctions de basepour I'élément
fini deLagrange(T, PT, ET). Dansla littératureanglo-saxonnegesfonctionssont
désignéesousle nom de « shapefunctions»; c’est pourquoicesfonctionssont
aussiparfoisappeléegonctionsdeforme.

Poursimplifier 'exposé regardonsce quesignifientcesrelationsdansle casdu
maillagebidimensionnelllustré dansla figure A.2, recouvranuun domainerectan-
gulaire] — 3, 3[ x | — 1, 1[. Cemaillageestconstituéde 35 sommetst 48 éléments
triangulaires.

|

Figure A.2 Maillage d’'un domainerectangulaie.

Nousallonsmaintenantéfinir unetriangulation7;, surle maillagedela figure
A.2. Pourcelanousavonschoisid’utiliser lesélémentsletype P, c’est-a-direjes
élémentdinis de Lagrangede degré 1. Un élémentP; estcaractérisépar le triplet
(T, PT,ET) ol

— T estuntriangleappartenand un maillageM,, ;

— ET = {a4, ay, a3}, c'est-a-direun ensemblale 3 nceudschaquenceudcoin-

cidantaveclessommetgiutriangle M, ;

— PT = P, c’est-a-dire)'espacedespolynomesde degréinférieurou égala 1

enz ety.
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Définition des éléments finis A.2

L'élémentP; deréférenceestprésenté@ansla figure A.3.

a3

Et={al, a2, a3} Pt = (p1, p2, p3)

ou ou
al=(0,0) pl(xy) =1-x-y
a2 =(1,0) P2(X,y) = X

a3 =(0,1) p3(x.y) =y

al a2

Figure A.3 Elémentfini P;.

Il corvient remarqueique nceudslesélémentdinis ne coincidentpastoujours
aveclessommetsiesélémentgiéométriqued! existedesélémentoulessommets
ne sontpasdesnceudgélémentfini de type hybride primal, par exemple),ou des
élémentdontlesnceudssontpris surlesarétesou mémeal'intérieur del’élément
géométriqudélémentfini de Lagrangede degré 3).

Les définitionsque nousvenonsd’introduire sontgénéralisablea toutela tri-
angulation7,. Lorsquel’on travaille avecla triangulationcompléte)'union desen-
semblesE” associés chacundesélémentsie la triangulationforme un ensemble
E = {a;}}L, de N noeudsdistinctsdéfinis sur 7,. Les nceudsde E sontappe-
lés degrésde liberté ; ce sontlesinconnuesde notre problémediscret.A chaque
nceudcorrespondunefonction de basecontinue,que nousallons notera nouveau
p;, Vérifiantla condition

_J1 sioi=5 .
pi(aj)—{o Si Z?é_] Vj—l,,N

Chacunalecesfonctionsapoursupport’ensembledesélémentsontenante nceud
a; etvaut0 surle restantde 7, (voir figure A.4).

Le nombrede degrésde liberté par nceuddépenden réalité de la naturedu
problémetraité. Notre problememodéleadmeten effet un seuldegré deliberté par
nceud(déplacementserticaux).Pourcertainsproblemegd’élasticité,parexemple,
six degrésdeliberté sontnécessairegour définir lesrotationset translationen X,
YetZ.
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A Méthode des éléments finis

Figure A.4 Représentatiographiquedesfonctionsde basepour undomaine
bidimensionnel.

Nouspouwonsmaintenanintroduirel’espacel/, surlequelnousallonsdétermi-
nernotresolutionapprochée,,. Il s’agitd’un espaceale fonctionsv continuessur
Qy, tellesquela restrictionde v atouttriangle” € 7, appartieni@al'ensemblede
polynbmegdedegréinférieurou égala 1. La dimensiondel’espaceV}, estégaleau
nombretotal d'inconnuesassocieéaumaillage7;, lesfonctionsde V;, étantentie-
rementdéterminéeparleursvaleursenchacunde nceudsie cesélémentsDanscet
espacel’approximationala solutionde (2.2) s’écritdonc:

N
Up = Zuipi (A.2)
i=1

ou N estle nombretotal d’inconnuegou degrésde liberté) associéeau domaine
discrétis&;, etu,, us, ..., uy sontlesvaleursdela solutionapproché@ourchaque
inconnue.
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Assemblage du systéme A.3

Aveccesnotations]a formulationvariationnellediscreteassociée (2.2) s’écrit

Vuy - Vpide = fpjdz, Vp; € V. (A.3)

Qp, Qp

Cetteégalitéestvraie pourtouteslesfonctionsdebasep;, j = 1, ..., N appartenant
al'espaceV,.

Enutilisantl’écriture (A.2) deu,; dansla baseV},, la formule (A.3) devient

Zuz/ pipjdr = [ fpjdz, Vpi,pj € Vp. (A.4)
Qp,

Le probleme(A.4) estéquivalentala résolutiond’'un systemdinéaire
AU =F, (A.5)

ou A estunematricedetaille N x N, d"éléments
Aj; = Vpi-Vpdz, Vi,j=1,..,N, (A.6)
Qp

U estle vecteursolutionuy, us, ..., uy, €t F estun vecteurde dimensionN, de
composantes

Fj = fp]-d$, VZ,] = 1, ceey N. (A7)
Qp

A.3 Assemb lage du systeme

Le calcul descoeficients A;; de la matrice A selonla définition (A.6) sefait
en parcouranttous les élémentsdu maillage.La contritution de I'élémentT” au
coeficient 4;; s’écrit

Ai(T) = /M Vp; - Vpjdz, (A.8)
k

etle coeficient A;; estcalculeparla formule
K
k=1

La matrice A, dite matrice de rigidité , estcreuseau sensou la plupartde ses
coeficientsestnulle. Eneffet, 4;;(T) # 0 si etseulemensi a’ eta’ sontdesnceuds
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A Méthode des éléments finis

Figure A.5 Profil dela matricederigidité pourle problémede Poisson.

du triangle M. Le profil de A pour le problememodeleque nousavons choisi
estillustrée dansla figure A.5 (les coeficients non-nulssontreprésentépar des
carrés) Ceprofil estétroitementié ala numérotatiordesnceudshoisie.

Dans(A.7) figurentdesintégralesqu’on ne peut,en général,calculerde ma-
niereexacte.On utilise doncdesformulesde quadratureg’est-a-dire pn calculeles
intégralesde maniéreapprochée.

En procédantinsi,on necalculepaslesélémentsiulsdela matrice.
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Prise en compte des conditions aux limites A.4

Algorithme 8 : Algorithme génériquegpourl’assemblagelela matricederigidité.
pour k£ = 1 jusqu’a nombred’élémentgdu maillagefair e
initialisationdesconstantepourla formule de quadraturépoints,poids)
pour i = 1 jusqu’a nombrededegrésdeliberté du k™€ élémenffaire
pour j = 1 jusqu’a nombrede degrésdelibertédu k¢ élémenfaire
Aij — Aij + fk pipjdm
fin pour
fin pour
fin pour

A.4 Prise en compte des conditions aux limites

L’algorithmed’assemblagelécrit dansla sectionprécédenteempli la matrice
A et le vecteur F' pour tout degré de liberté défini sur le domainediscret(2;, y
comprisles nceudssituéssur la frontiere I'. Pour compléterla procédurejl faut
ensuite‘ajuster’lesvaleurscorrespondantesmuxnoeuddrontiereafin deprendreen
comptelesconditionsauxlimites. Il s’agitd’assurerpourtouteinconnuei associée
a un nceudsitué sur la frontiere I, la conditionu; = f(a;). Pour ce faire, une
techniqueconsistea remplir cette condition de maniereapprochéesn multipliant
I'élémentdiagonalA;; dela matriceet!’élémentF; du secondnembreparunetrés
grosseconstante.
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AnnexeB

Algorithmes de raffinement de
maillage

Il existe plusieurstechniquegjui permettente modifier un maillageau cours
d’un calcul adaptatif.Le choix de la techniqueestfait enfonction de la naturedu
problemePourdesproblémestationnaireda tendancestd’utiliser unetechnique
optimale,qui estplus colteusamaisfournit desmeilleursrésultats Pourdespro-
blemegyui dépendentlutempsungrandnombred’adaptationpeuwentétrenéces-
sairesaucoursdu calcul: I'algorithme d’adaptatiordoit étrerapideet doit étreca-
pabled’effectuerraffinementset dérafinementsL’interpolationentreun maillage
etl'autre doit étreprécise.

Il corvientderappelequela qualitéd’unesolutionobtenueavecla méthodeles
élémentdinis estfonctiondu type d’élémentchoisi(ordredespolynémesde base)
etdela finessedu maillage.Lestechniquesi’adaptatioragissenalorsenessayant
d’améliorerl’'un oul'autre de cescritéres:

Raffinement p ConsistéaaugmentelesdegrésdespolynémesiebaseEnd’autres
mots,on associeglus de nceudsa chaqueglément sanschangersareprésen-
tationgéométrique.

Raffinement h Consistea augmenteite nombrede noeudset d’élémentscom-
posantle maillage,de fagona réduirela taille desélémentsdiscrétisante
domaine La miseen ceuvrepassepar un découpagelesélémentssuivi gé-
néralement’une division desélémentsvoisinsafin de garderla conformité
du maillage.Cetteméthodeestrapide,et possedd’avantagede permettrde
retour a la grille grossiéreen rerversantle processugsle découpageCette
méthodepermetaussiuneinterpolationpréciseentreles maillesemboitées.
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B Algorithmes de raffinement de maillage

Elle estidéalepour les problemesdépendantu temps.La connectvité du
maillagechangeainsicetteméthodeestseulemenappropriéeaux maillages
nonstructurées.

Raffinement r Consistea déplacer(relocalise) les sommetsafin d’obtenir une
meilleuresolutionavecunnombrefixe d’'inconnuesCetteméthodepeutseule-
mentfairefaceadespetitsréglagessansntroduiredesélémentsresdégéné-
rés,maiselle estrapideet permettantle raffinementcommele derafinement
dumaillage Elle estappropriégourles maillagesstructurésqui exigentune
connectité fixe, et pour les problemesiépendantlu tempscar la vitesseet
la capacitéeraffiner et derafiner sontimportantesil Réfs : Dufour

Raffinement m Consistea changeleséquationsou le modélephysiqueselonle
comportementocal de la solutionapprochéePar exemple,on peututiliser
deséquationginéariséesi lestermesnon-linéairesiu modélephysiquesont
négligeables.

Remaillage Consisteagénérette maillageavecun nouveaupasdediscrétisation.
Cetteméthodeestplus généralemaiselle estpluslente,etil estdifficile de
rernversere raffinement.

Dansce travail nousavons utilisé le raffinementh décrit dansle paragraphe
suivant.

B.1 Adaptation par découpa ge

Ondisposead’unediscrétisatiordudomaineentriangles Onnote7; le maillage
de départ— c’est une triangulationconforme.Une phased’estimationsd’erreur(]
détermineun ensembleSy detrianglesou I'erreur localeestgrande Pouramélio-
rer la qualité de la solutiondu problémed’EDP, on raffine les trianglesde Sr. La
constructiord’unetriangulationadaptéd™**! parla techniquededécoupagsefait
endeuxphases

— découpagédesélémentgiui ontétédésignéparl’estimateurd’erreur: chague
trianglede St estdécoupénquatretriangleshomothétiquegfigure B.1(b)).
Celaproduitun maillageT**! qui n’est pasconformeentrela zoneraffinée
etunezonenonraffinée;

— découpagele miseen conformité: s’appliqueaux trianglesayantun nceud
nouwellementcréesurl’'une deleursarétesUnetechnigueconsistea ajouter
destriangles“verts”. On joint le milieu de I'aréte coupéen deux au som-
metopposéourformerdeuxnouweauxtriangles(figure B.1(b)). Cesdécou-
pagesproduisentdesélémentsde qualité moindrepar rapportaux éléments
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Adaptation par découpage B.1

introduitsdansla phasededécoupagstandardDansdesdécoupagesucces-
sifs, les triangles“verts’sontsupprimésavant I'étape de raffinement(figure
B.1(c)).

La figure B.1 illustre I'application de cettetechniquepour deux raffinements
successifs.

(b)

Figure B.1 Rafinemenpar découpage. (a) Triangle a raffiner. (b) Premierraffinement.
(c) Deuxiemeaffinement.

175



B Algorithmes de raffinement de maillage

176



AnnexeC

La méthodede Schur dual

C.1 Reéecriture du probleme

Soita(.,.) uneforme bilinéaire,continueet coercve de H; (). Soit L(.) une
formelinéairede L?(2). Alors le probléeme

Trouwver u € H}(Q) tel que a(u,v) = L(v) Yo € Hi(Q) (C.2)

admetuneuniquesolutionappartenana H} (Q2).

Lorsquea(., .) estsymétriqud.e.a(u, v) = a(v, u) Vu,v € H}(2), le probléme
(C.1) équivautau problemede minimisation

Trouver u € Hy(Q) tel que J(u) < J(v) Vv € Hy(9). (C.2)
ou J estla fonctionnellequadratiqueléfiniepar

J() =a(v,v) — L(v) VYo e H} (). (C.3)

C.2 Schur dual

Poursimplifier, on supposejue

a(u,v) = / Vu.Vodz Yu,v € Hy(Q).
Q
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C La méthode de Schur dual

etonpose

Vi= {’Ul c Hl(Ql) |U1 = 0surdof2nN 891},

Vo = {’UQ c Hl(Qg) |U2 = 0surdof2nN 892},

V = {(Ul,Ug) eV xV, ‘ V1 = Vg Sur712}.
Pourrésoudrele probléme(C.1) sur Q2 par la méthodede décompositiorde do-
maine,on utilise lesfonctionnelles

1
Ji(vg) = A (V| ?dr — ; fuedz, Vv € Vi, Vb =1,2
k k

etonrésoutle problemede minimisationsousla contrainteprésentalansla défini-
tiondeV :

Trouver (uy,uy) € V tels que

Jl(ul) + JQ(UQ) S Jl(’l)l) + Jg(’l)g) V(Ul,’l)g) evV. (C4)

Pourprendreencomptéda contrainteal’interfacedande problémedeminimisation,
on introduit un multiplicateur de Lagrange u. Le Lagrangien
L:V x L*(v12) — IR associéuprobléme(C.4) estdéfinicommesuit:

L(vy, v, u) = Ji(v1) + Jo(ve) + / vy — vo)ds.

Y12

On peutmontrerquele point (uy, us, ) € V' x L?(7,2) estpointsellede L i.e.
— le point (uy, us) € V estunminimumde L(., ., A)

L(uy,uz, A) = inf  L(vy, vy, A),

(u1,u2)€EV
— le point\ € L?(v;3) estunmaximumde £(uy, uy, .)
sup  L(uy, ug, p) = L(u, uz, A),

. ueL(m2)
estsolutiondu problemede minimisation.

C.3 Différence entre les 2 méthodes de Schur

Onconsideraunedécompositiorsansrecouvrementle Q) telle que

Q=0Q,UQ,, telqueQ; Ny = 0.

Les méthodegle décompositiorde Schur primale et duale,sedistinguentpar
la maniéred’imposerla “continuité” al'interface:
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Différence entre les 2 méthodes de Schur C.3

— Schurprimal suppose
u; = uy surl’interface;

— Schurdualsupposddualisationdela contrainte)

/H(Ul —ug)ds =0 V€ L*(71). (C.5)

Y
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C La méthode de Schur dual
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AnnexeD

La méthodedu gradient conjugué

L’algorithmede gradientconjuguégénériqueprésentéau chapitre4 estdérvé
del’algorithmefigurantdansLascaux-Théodorf05]. Pourrésoudrde probléme

Az = b, (D.1)

on effectuelesopérationsuivantes

1. Initialisations
(a) z° donné,
(b) p° =7 =b— Ax2°,
(c) B° = [Ir°[]%;
2. Itérations,pouri = 0,1, ...
(a) calculdupasdedescente

o = |||/ (Ap', p'),
(b) calculdela directiondedescente

xz—f—l — .Q’,'Z + azpz’

(c) calculdurésidu:
i+

7 1 :TZ—O!ZApZ,

(d) calculdel’erreur: . ' .
B = [l P/ I
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D La méthode du gradient conjugué

(e) calculdela directionde descent&onjuguée

+1 _  i+1 i+1, 14
ptt =" = Bt

Nous avons montréau chapitre2 que les méthodesde décompositiorde do-
mainesangecouvremen{Schurprimal, SchurDual, méthodedesjoints) reviennent
arésoudrde systemeal’interface

SX3 = G,
qui s’écritdemaniéredéweloppée
[Ca3 — C31C;'C13 — C32C5' Co3] X3 = D3 — C31C1i' Dy — C33C35' Do

Enadaptantesétapegprécédentesa méthodede gradientconjugués’écritcomme
suit. Les étapesindiquéesen caractéregras serontimplémentéesnformatique-
ment.

1. Initialisations
(@) X3 donné
(b) oncalcule
0 =70
=G - SXJ
= (D3 - Zk:l,Q C3kCl;k1Dk) - [_ Zk:l,Q CSkO/chck?:Xz? + Ci3 Xg,
= D3 — 31 5 OskCry [Dr — Cis X3] — Cs3 X3,
(D.2)
Onremarqueyuele termeentrecrochetcorrespon@desrésolutionssur
lessous-domaines

Dy, — Cra X3 = Cr Xy, (D.3)

onendéduit

pP’=r% =D;3— D k=12 CstCp CirXi — C3. X3

D.4
= Ds — Zk:l,Q Csp Xy, — C33 XY (D.4)

Lesvecteurg’ etr® sontdela mémedimensionque X?.
D’un point de vue informatique,on procedecommesuit (sur chaque
processeuk = 1,2) :

i. calculde Xy (variable locale)par résolution de

Cuc Xk = Dy — Cy3X3Y,

&k = Car X, (D-5)
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ii. calculdu résidu:
P0 =r’= D3 — Csng - & — &, (D-6)

(c) calculdel’erreur:
e = ||x°; (D.7)

2. Itérations,pouri = 0,1, ...
(a) Dansle calcul du pasde descenteon veutévaluerSy® parla formule

Sp' = (Cs3 — 03101_11013 - 03202_21023)pi (D.8)

sansinverserles matricesCy;, (¢ = 1,2). Pourle faire, on utilise des
variablesntermédiaires; (k = 1, 2) tellesque

2z, = Ciyt Cap’ (D.9)
i.e.tellesquez, soientsolutionsdesproblémeslocaux:
Cikzk = Ck3pi- (D.lO)

Unefois cescalculslocauxréaliséspn pose

gk = C3ka, k = 1, 2,
. D.11
{ &3 = Casp’, ( )
etonéwalue .
Y =8X3=2¢§ —& — & (D.12)

Le pasdedescentest
ol = ||r']|?/ (¥, ), (D.13)

(b) calcul dela direction de descente

XE =X + olp, (D.14)
(c) calculdu résidu::
ritl =i — iy, (D.15)
(d) calculdelerr eur:
B = ([ 2 /]2, (D.16)

(e) calcul dela direction de descenteconjuguée:

pi+1 — ri+1 _ ,Bi+1pi- (Dl?)
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D La méthode du gradient conjugué

L'algorithme que nousvenonsde présenterésoutun systemed’interfaceglo-
bal,c’est-a-direqu’il traitesimultanémentoutedesinterfacesd’'unedécomposition
donnéeDansla suite,nousnousattachonsa étudierle casou touteslesinterfaces
entresous-domainesonttraitéesde maniéredisjointe.C’estle casparexemplede
la méthodede Schurdual et de la méthodede Schurprimal lorsquele domaineest
décomposé&n“tranches”.On veutmontrerque,dansce casparticulief nousavons
plusieurssystemed’interface.Si 'on note N; le nombred’interfaces(disjointes)
d’'unedécompositiordonnéenousavonsdonc

SIXI:GI, 1= 1,...,Ni

Le processusle résolutionse décomposealorsen un ensembleale calculsd’inter-

facepouvant étre effectuésindépendammenés unsdesautres.Celanouspermet
d’exprimerl’algorithme CG génériguepour un sous-domainé€2, ayantun nombre
quelconqual’interfaces ce qui facilite I'identification destachesrelativesau pro-

cessuglerésolutionsurun sous-domaine.

Pourillustrer nos propos,prenonscommeexemplela décompositiord’un do-
mainerectangulairen3 “tranches”nonrecouvrantesSi I'on réoganisde systéme
linéairerésultantde facona séparetes noceudsnternesdesnceudssituésauxinter-
facesnousavonsle systémesuivant:

Cii O 0 Cis O X, D,
0 022 0 024 025 X2 D2
C=10 0 Cs3 0 Css X=1| X3 D= | Ds
Cu Cap O Cu 0O Xy D,
0 Cso Cs3 0 Css X5 Ds

Cetteformulationmatriciellenousdonneles systemesl’interface
Si X, =Gy et S3X5 =Gs

) 2
Sy =Cy — Zc4k0k_k10k4a Gy =Dy — Zalkck_lek
k=1 k=1
et

3 3
S5 = Cs5 — Z CsxCppy Chs, Gs = D5 — Z CsxCry Dy

k=2 k=2

Rappelongjue les matricesS, et S; sontcomposéeslesblocsde la matrice
globaleayantune influencesur les interfacesrespecties. Les vecteursG, et G
sontdécomposeédefaconanalogue.
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Cesnotationamettentenévidenceguelescalculsde X, et X5 sontindépendants
'un del'autre. L'algorithme9 fournit une écrituregénériquedu gradientconjugué
pour K sous-domaine®rsquelesinterfacessontdisjointes(résolutionde plusieurs
systemesl'interfaceaulieu d’'un seul).

Algorithme 9: Algorithme CG génériquepourle sous-domain€y, k =1, ..., K.

1: X2=0, VI=1,..,N,{initialisation}

2: X} solutionde Oy Xy, = Dy, — S0 Crr X9

3: §I(k) =CpXg, VI=1,..,N;

4:|\py =17 = D7 — Crz X7 — &y — &y VI =1,..,N;

5: |€" =370, IIrgll”

6: pour i = 0,1, ... jusqu’a la corvergencefair e
7 2k SOlUtiondeckak = Zé—\ll CkIpZI

8: €I(k) = CI/?Zk, VI = 1, ceey ]\/vZ

9 é-I = CIIpZIa VI = 17 )NZ
10:  |Yr =& — &y — Sz}, VI =1,...,N;
1 ol = o0 [IrE P/ (v, pY)
122 X =X +aoiph, VI=1,..,N;
130 it =yl —alpr, VI =1,..,N;
14| B =00 el
15:  pfl =it —giFlpl - YT =1,.. N,
16: fin pour

185






[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]
[7]

[8]

[9]

[10]

Bib liographie

Amesty (P. R.), Duff (I. S.) et L'Excellent(J.Y.). — A fully asyntironous
multifrontal solver using distributed dynamicsdheduling — Rapporttech-
niqueRT/APO/99/2, ENSEEIHTFIRIT, 1999.

Amesty (P. R.), Duff (I. S.),L’Excellent(J.Y.) etLi (X. S.).— Analysis,Tu-
ningandComparisorof Two Geneanl SpaseSolvesfor DistributedMemory
Computes. — RapporttechniqueRT/APO/00/3,ENSEEIHTFIRIT, 2000.
Amitai (D.), Averbuch (A.), Israeli(M.), Itzikowitz (S.) et Turkel (E.).— A
sunwey of asynchronousinite-differencemethodgor parabolicpdeson mul-
tiprocessorsAppliedNumericalMathematicsvol. 12,1993,pp. 27—45.
Amza (C.), Cox (A. L.), DwarkadagS.), Keleher(P), Lu (H.), Rajamoly
(R.), Yu(W.) etZwaenepoe{W.). — Treadmarks Sharednemorycomputing
on networks of workstationslIEEE Computey vol. 29, n2, février 1996, pp.
18-28.

Ashcraft(C.) et Grimes(R. G.). — SPOOLES: An objectorientedsparse
matrix library. In : Proceeding®f the Ninth SIAM Confeenceon Parallel
Processindor ScientificComputing— mars1999.

Bahi(J.).— Algorithmesparallelesasynchronepourdessystemesinguliers.
In : C.R.I'Acad. Sci.Ser 326, pp.1421-1425- 1998.

Bahi (J.), Miellou (J.-C.)et Rhofir (K.). — Asynchronousnultisplitting me-
thodsfor nonlinearfixed point problems.Numerical Algorithms vol. 15,
1997,pp. 315-345.

Bal (H. E.), BhoedjangR.), Hofman(R.), JacobqC.), Langendoer{K.) et
Ruhl(T.). — Performancevaluationof the Orcashared-objectystem ACM
Trans.on ComputerSystemsvol. 16,n1, février 1998,pp. 1-40.

Bal (H. E.), KaashoeKM. F.) et TanenbaungA. S.).— Orca: A languagdor
parallelprogrammingof distributedsystemslEEE Transactionsn Softwae
Engineeringvol. 18,n3, mars1992,pp. 190-205.

Balay(S.),Mclnnes(W. GroppL. C.) et Smith(B.). — Efficientmanagement
of parallelismin object-orientechumericalsoftwarelibraries.In : Modern

187



Bibliographie

Softwae Toolsin ScientificComputing éd.parArge (E.), BruasefA. M.) et
Langtanger(H. P.). — BirkhauserPress1997.

[11] Bastian(P) etWittum (G.).— Adaptive multigrid methods The UG concept.
In : AdaptiveMethods- Algorithms, Theoryand Applications pp.17-37.—
Braunschweig1994.

[12] Baudet(GérardM.). — Asynchronousterative methodsfor multiprocessors.
Journal of the ACM, vol. 25,n2, avril 1978,pp.226-244.

[13] Ben-Abdallah(A.). — Méthodede projectionpour la simulationde grandes
structure turbulentessur calculateus paralleles — Thésede doctorat,Uni-
versitéPierreet Marie Curie, Paris, 1998.

[14] Ben-AbdallanA.), CharadA. S.),Charpentiefl.) etPlateauB.). — Ahpik :
A ParallelMultithreadedFrameavork Using Adaptivity andDomainDecom-
positionMethodsfor SolvingPDEProblemsin : 13thinternationalConfe-
renceon DomainDecompositiorMethods— Lyon, France poctober2000.A
paraitre.

[15] Ben-BelgacenfF.). — Themortarelemenmethodwith Lagrange multipliers.
— Rapporttechnique94-1, Mathématiquepour I'lndustrie et la Physique,
UniversitéPaul Sabatier1994.

[16] Bernard(Pierre-Eric),Gautier(Thierry) et Trystram(Denis).— Large scale
simulationof parallelmoleculardynamicsin : Proceeding®f SecondMer-
ged SymposiuniPPS/SPDP13th International Parallel ProcessingSympo-
siumand 10th Symposiunon Parallel and Distributed Processing— San
Juan,PuertoRico, avril 1999.

[17] Bernardi(Christine),Maday (Yvon) et Patera(Anthory T.). — A new non
conformingapproachto domaindecomposition The mortar elementme-
thod. In : College de France Seminar éd. par Brezis (Haim) et Lions
(Jacques-Louis)- Pitman,1994.

[18] Bernasch{M.). — Efficientmessag@assingon sharednemorymultiproces-
sors.Lecture Notesin ComputerSciencevol. 1156,1996.

[19] BertsekaqD. P). — Distributedasynchronousomputationof fixed points.
Math. Programmingvol. 27,1983,pp. 107-120.

[20] BertsekagD. P) et Tsitsiklis (J.N.). — Someaspect®f parallelanddistribu-
tediterative algorithms— A surwey. Automatica vol. 27,1991,pp. 3-21.

[21] BertsekagDimitri P) et Tsitsiklis (JohnN.). — Parallel and Distributed
Computation NumericalMethods— Prentice-Hallnc., 1989.

[22] Birken(K.) etRuhle(R.).— Dynamicdistributeddata: Efficient, portableand
easyto use.In : Parallel Computing State-of-the-ArandPerspectivesiPro-
ceedingsof the ConfeenceParCo’95, 19-22 Septembef 995, Ghent,Bel-

188



Bibliographie

gium, éd.parD’Hollander(E. H.), Joubert(G. R.), PetergF. J.) et Trystram
(D.). pp.303-310—- Amsterdamfévrier 1996.

[23] Blelloch (Guy E.). — NESL: A NestedData-PFarallel Languaye (\ersion
3.1). — RapporttechniqueCMU-CS-95-170ComputerScienceDepartment,
Carngjie Mellon University, septembrd 995.

[24] Blumofe (R. D.), Joeg (C. F.), Kuszmaul(B. C.), Leiserson(C. E.), Ran-
dall (K. H.), Zhou (Y. C. E.), Randall(K. H.) et Zhou (Y.). — Cilk : an
efficient multithreadeduntimesystem ACM SIGPLANNotices vol. 30,n8,
aolt1995,pp.207-216.

[25] Brezzi(F.). — On the existence,uniquenessand approximationof saddle-
point problemsarising from lagrangianmultipliers. Revue Franc. Automat.
Inform. Ret. Openat., vol. 8, nR-2,1974,pp. 129-151.

[26] Briat(J.),Ginzhkurg (I.) etPasin(M.). — ATHAPASCAN-0B : unnoyauexécu-
tif parallele Lettre du CalculateurParallele, vol. 10,n3,1998,pp.273-293.

[27] Bruaset(Are Magnus)et LangtangenHansPetter).— Object-orientedle-
sign of preconditionedteratve methodsn Diffpack. ACM Transactionson
MathematicalSoftwae, vol. 23,n1, mars1997,pp.50-80.

[28] Buchholz(P), Fischer(M.) et Kemper(P). — Distributed steadystateana-
lysis using kronecler algebra.ln : Numerical Solutionof Markov Chains
(NSMC’99) éd. par Plateau(B.) et Stevart (W. J.). pp. 76-95.— Prensas
Universitariagle Zaragozal999.

[29] Bugge(Hakon O.) et Husoy (PerO.). — Efficient SAR processingon the
SCALI systemlIn : InternationalParallel Processingsymposium- 1997.

[30] Butenhof(David R.).— Programmingwith POSIXthreads — ReadingMA,
USA, Addison-Wesley, 1997,381p.

[31] Cai(X.). — Two object-oriente@pproachew theparallelizatiorof Diffpack.
In : Proceeding®fthe HiPer'99 Confeence — Tromsg,Norway, 1999.

[32] Carissimi(Alexandre)— Le noyauexécutifAthapascan-@tlI'exploitationde
la multiprogrammationlégee sur les grappesde stationsmultiprocessets.
— Thésededoctorateninformatique Institut NationalPolytechniquele Gre-
noble,Francenovembrel999.

[33] Caromel(D.), Belloncle (F.) et Roudier(Y.). — The C++// languageln :
Parallel ProgrammingUsing C++, éd.parWilson (G.) et Lu (P), pp.257—
296.— CambridggMA), USA, MIT Press;1996.

[34] Caromel(Denis).— Towardsa methodof object-orientedconcurrentpro-
gramming.Communicationsf the ACM, vol. 36,n9,1993,pp. 90-102.

[35] Caromel(Denis) et Vayssiere(Julien).— A Java framework for seamless
sequentialmulti-threadedanddistributedprogramminglin : Proceedings

189



Bibliographie

of the ACM Workshopon Javafor High-PerformanceNetworkComputing—
mars1998.

[36] Carriero(Nicholas)et Gelernter{David). — How to write parallelprograms
A guidefor the perplexed. ACMCS vol. 21, n3, septembrel 989, pp. 323—
357.

[37] Chan(T.) et V.Eijkhout.— Designof a library of parallel preconditiones. —
Rapporttechniqued7-58,UCLA CAM, 1997.

[38] Chan(Tony F.) et Mathav (TarekP). — Domaindecompositioralgorithms.
In : ActaNumerical994 pp.61-143—~ CambridgeJniversityPress1994.

[39] Chardo(A. S.),Charpentie(l.) et PlateauB.). — Un ervironnemenimodu-
laire pour I'exploitation desprocessugégersdansles methodesie déecom-
positionde domaineln : 11*M€Rencontesfrancophonesiu parallélisme
desarchitectules et dessystémesed. par Pazat(J.-L.) et Quinton (P), pp.
145-150— RennesFrancejune 1999.

[40] Chardo(A. S.), Charpentier(l.) et Plateau(B.). — A framework for paral-
lel multithreadedmplementationof domaindecompositiormethods.In :
Parallel Computing: Fundamentalsand Applications éd. par D’Hollander
(E. H.), Joubert(G. R.), PeterqF. J.) et Sips(H. J.).pp. 95-102 — Imperial
College Press2000.

[41] Chardo(A. S.), Charpentier(l.) et Plateau(B.). — Programmatiorpar ob-
jet et utilisationde processu$egerspourles méthodegle décompositiorde
domaine.Techniqueet Sciencdnformatiquesvol. 19,n5, 2000.

[42] Chazan(D.) et Miranker (W.). — Chaoticrelaxation.Linear Algebra andIts
Applications vol. 2, 1969,pp.199-222.

[43] Christaller(M.). — Vers un Supportd’ExécutionPortable pour Applications
ParallélesIrrégulieres: Athapascan-0— Thesede doctorat,UniversitéJo-
sephFourier, Grenoblel, novembrel996.

[44] Christaller(M.), Briat (J.) et Riviere (M.). — Athapascan-0 conceptsstruc-
turantssimplespouruneprogrammatiorparalléleefficace.Calculateus Pa-
ralléles vol. 7,n2,1995,pp.173-196.

[45] Ciarlet(P. G.). — Introductiona I'analyse matricielle et a I'optimisation. —
Masson,1994,CollectionMathématiqueg\ppliquéegpour la Maitrise.

[46] CosnardM.) et Robert(Y.). — Algorithmiqueparallele: uneétudede com-
plexité. Techniqueet Sciencesnformatiques1987.

[47] Craig(R.) etBampton(M. C. C.).— Couplingof substructure$or dynamic
analysisAIAAJ, vol. 4,1968,pp.1313-1321.

190



Bibliographie

[48] da Cunha(RudneiDias) et Hopkins (Tim). — The Parallel Iteratve Me-
thods(PIM) packageor the solutionof systemsof linear equationson pa-
rallel computersAppliedNumericalMathematics Transactionf IMACS
vol. 19,n1-2,décembrel995,pp. 33-50.

[49] Dagum(Leonardo)et Menon(Ramesh)- OpenMP: An industry-standard
API for shared-memorprogramminglEEE ComputationalScience En-
gineering vol. 5, n1,jarvier/mars1998,pp. 46-55.

[50] de Oliveira Stein(B.) et Chassinde Kegommeaux(J.). — Interactve vi-
sualisationervironmentof multi-threadedparallelprograms.in : Parallel
Computing FundamentalsApplicationsand New Directions pp.311-318.
— Elsevier, 1998.

[51] deOliveiraStein(Benhur).— Visualisationinteractive et extensiblede pro-
grammegarallelesa basede processu#égers. — Thesededoctorat,Univer
sité Joseph-ourier, France pctobre1999.

[52] Demmel(JamedN.), Gilbert(JohnR.) etLi (Xiaoye S.).— An asynchronous
parallelsupernodadlgorithmfor sparsesaussiarelimination.SIAM Journal
onMatrix AnalysisandApplications vol. 20,4, octobre1999,pp.915-952.

[53] Denneulin(Y.). — Granularityand on-line schedulingof branch& bound
tasks.In : 12th Confeenceof the EuropeanChapteron CombinatorialOp-
timization — 1999.

[54] Diekmann(R.), Dralle (U.), Neugebaue(F.) et Romke (T.). — PadFEM: A
portableparallelFEM-tool. In : High-PerformanceComputingand Networ
king(HPCN'96 Europe) éd.parLiddell (H.), Colbrook(A.), Hertzbege(B.)
et Sloot(P), pp.580-585— SpringefVerlag,1996.

[55] Dongarra(J.), Lumsdaine(A.), Pozo(R.) et Remington(K.). — A sparse
matrix library in C++ for high performancerchitecturesln : Proceedings
of the2nd ObjectOrientedNumericsConfeence pp.214-218— 1992.

[56] Dongarra(J. J.), Duff (I. S.), SorensenD. C.) et van der Vorst (H. A). —
NumericalLinear Algebra for High-PerformanceComputes. — SIAM, 1998.

[57] Dongarra(JackJ.), Meuer(HansW.) et StrohmaierErich). — TOP500su-
percomputesites,11thedition.In : Supecomputing200Q — Dallas,USA,
novembre2000.

[58] Doreille (Mathias).— Athapascan-1 vers un modélede programmation
paralléle adaptéau calcul scientifigue— Thésededoctoratnstitut National
Polytechniquede Grenoble 1999.

[59] Duff (I. S.), Erisman(A. M.) et Reid (J. K.). — Direct Methodsfor Spase
Matrices — Oxford, UK, ClarendorPress;1986,341p.

191



Bibliographie

[60] Eijkhout (Victor). — Overview of iterative linear systemsolver packages.
NHSEReview, vol. 3, n1, 1998.— http ://www.nhse.og/NHSEre/iew/98-
1.html.

[61] EI-Baz(D.), Gazen(D.), Miellou (J.-C.)et Spiteri(P). — Mise enceuvrede
méthodestrativesasynchronesvec communicatiorflexible — aplicationa
la résolutiond’une classede problemesd’optimisation.Calculateus Paral-
leles vol. 8,1996,pp.393-410.

[62] Ellis (M. A.) et Stroustrup(B.). — TheAnnotatedC++ RefeenceManual —
Addison-Wesley, 1990.

[63] Erlichson(Andrew), Nuckools (Neal), Chessorn(Greg) et HennessyJohn).
— Softflash: Analysingthe performanceof clustereddistributedvirtual sha-
redmemory In : Proceedingf the Seventhinternational Confeenceon
Architectural Supportfor ProgrammingLanguayesand Opemting Systems
(ASPLOSVII), ComputerArchitecture News, pp.210-220-— octobre1996.

[64] Farhat(C.) et Roux(F.-X.). — Implicit parallelprocessingn structuralme-
chanics ComputationaMedanicsAdvancesvol. 2, 1994,pp. 1-124.

[65] Farhat(Charbel)et Roux (Francois-Xaier). — A Methodof Finite Element
TearingandInterconnectingandits Parallel Solution Algorithm. Int. J. Nu-
mer Meth.Engng, vol. 32,1991,pp. 1205-1227.

[66] Feautrier(Paul).— Compilingfor massvely parallelarchitecturesaperspec-
tive. Microprogrammingand Microprocessos, vol. 41,1995,pp. 425-439.

[67] Fink (S.J.),Baden(S.B.) etKohn(S.R.). — Efficient run-time supportfor
irregular block-structuredapplications.Journal of Parallel and Distributed
Computingvol. 50,n1,1998,pp.61-82.

[68] Flaherty(J.),Loy (R.),Ozturan(C.), ShephardM.), Szymansk{B.), Teresco
(J.) et Ziantz (L.). — Parallel structures and dynamicload balancing for
adaptivenite elementomputation— RapporttechnigueSCOREC22-1996,
Sci. Comp.Res.Ctr., RensselaeglPolytechnidnstitute,1996.

[69] Flynn (MichaellJ.).— Somecomputerorganizationsandtheir effectiveness.
IEEE Transactionson Computes, vol. C-21,n9, septembrel972,pp. 948—
960.

[70] Forum (MessagePassinginterface).— MPI : a message-passinigterface
standard.International Journal of SupecomputerApplicationsand High
PerformanceComputingvol. 8, n3/4,1994,pp. 159-416.

[71] Foster(lan), Kesselmar(Carl) et Tuecle (Steven).— The Nexus approach
to integrating multithreadingand communicationJournal of Parallel and
DistributedComputingvol. 37,n1,1996,pp. 70-82.

192



Bibliographie

[72] Fox (Geofrey C.) et FurmanskiWoijtek).— Javafor parallelcomputingand
asageneralanguagdor scientificandengineeringimulationandmodeling.
Concurency: Practiceand Experiencevol. 9, n6,juin 1997,pp.415-425.

[73] Frommer(A.). — Parallele asyntironeiterationen chap.4, pp. 187-231—~
Berlin, WissenschaftlicheRechnenAkademie, 1995.

[74] Frommer(A.), Schwandt(H.) et Szyld (D. B.). — Asynchronouswveighted
additive Schwarz methods Electron. Trans.Numer Anal,, vol. 5, 1997, pp.
48-61.

[75] FrommerAndreasketSzyld(DanielB.).— Onasynchronougerations.Jour-
nal of Computationabnd AppliedMathematicsvol. 23,2000,pp.201-216.

[76] Fu(C.),Jiao(X.) etYang(T.).— Efficientsparsd.U factorizationwith partial
pivoting ondistributedmemoryarchitectureslEEE Transactionson Parallel
andDistributedSystemsvol. 9, n2, février 1998,pp. 109-?7?

[77] Furmento(Nathalie),Roudier(Yves)et Siegel (Gunther).— Parallélismeet
DistributionenC++. Unerevuedeslangagesexistants— Rapporttechnique
RR 95-02,SophiaAntipolis, France]3S, 1995.

[78] Galiléee(F.), Roch(J.L.), Cavalheiro(G. H.) etDoreille (M.). — Athapascan-
1 : On-line building dataflow graphin a parallellanguageln : Pact'98. —
1998.

[79] Gautier(T.). — Calcul formel et parallélisme: Conceptiondu Systémeési-
varo et Applicationsau Calcul dansles ExtensionsAlgébriques— Thesede
doctorat Institut NationalPolytechniquele Grenoble 1996.

[80] Gautier(T.), Roch(J-L.)etVillard (G.).— Regularversusrregularproblems
andalgorithms.in : Proc. of IRREGULAR’95Lyon, France — Springer
Verlag,Septembred 995.

[81] Gautier(Thierry).— Calcul formelet parallélisme: Conceptiordu Systéme
Givaro et Applicationsau Calcul dansles ExtensionsAlgébriques— Thése
dedoctorat,Institut NationalPolytechniquele Grenoble France Juin 1996.

[82] Geoge (Paul Louis). — Généation Automatiquede Maillages. Applica-
tions aux Méthodesd’ElementsFinis. — Paris, Masson,1991, Collection
RedherchesenMathématiqueé\ppliquées

[83] Girault (Vivette) et Pierre-ArnaudRaviart. — Finite ElementMethodsfor
NavierStolesEquations— New York, SpringefVerlag,1986.

[84] Golub (GeneH.) etLoan (CharlesF. Van).— Matrix computations— Bal-
timore,MD, USA, The JohnsHopkinsUniversity Press;1996,third édition,
JohnsHopkinsStudiesn the MathematicalSciences698p.

[85] Gropp (William), Lusk (Ewing) et Thakur(Raje&). — Using MPI-2 : Ad-
vancedrFeatuesof the Messa@e-Rassinginterface — CambridgeMA, MIT
Press1999.

193



Bibliographie

[86] Guinand(F.). — OrdonnancemerdavecCommunicationpour Architectuies
Multiprocessews dansDivers Modélesd’Exécution — Thésede doctorat,
Institut NationalPolytechniquale Grenoblejuin 1995.

[87] Guivarch(R.).— Résolutiorparallele de problémesaux limites coupléspar
desméthodesle sous-domainesyndironeset asyntirones — Thésededoc-
torat, Institut NationalPolytechniquale Toulouse 1997.

[88] Gupta(Anshul),Karypis(Geoge)etKumar(Vipin). — Highly scalableparal-
lel algorithmsfor sparsematrix factorizationlEEE Transactionsn Parallel
and DistributedSystemsvol. 8, n5,mai1997,pp. 502-520.

[89] Heath(M. T.), Ng (E.) et Peyton (B. W.). — Parallel algorithmsfor sparse
linearsystemsSIAMReview, vol. 33,n3,1991,pp.420-460.

[90] Heath(M. T.) et Raghaan (P). — Performanceof a fully parallelsparse
solver. TheInternational Journal of SupecomputerApplicationsand High
PerformanceComputingvol. 11,n1, Spring1997,pp. 49-64.

[91] HendricksonBruce)et Leland(Robert).— A multilevel algorithmfor parti-
tioning graphsln : Proc. Supecomputingd5. — 1995.

[92] Henon(P), Ramet(P) etRoman(J.).— A mappingandschedulingalgorithm
for parallelsparsean-in numericalfactorization.n : EuroPar'99 Parallel
Processingpp. 1059-1067-— SpringerVerlag,1999.

[93] Hurty (W. C.). — Dynamicanalysisof structuralsystemsusingcomponent
models. AIAA J., vol. 4, 1965,pp.678—-685.

[94] Hutchesor{G. Dan)etHutchesor{JerryD.). — Technologyandeconomicsn
the semiconductomdustry ScientificAmerican vol. 274,n1, janvier 1996,
pp.40-46.

[95] Hutchinson(S. A.) et al. — AztecUser’s Guide: Version 2.0. — Rapport
technique SandiaNationalLaboratories1998.

[96] IEEE.- IEEE Standad for MultithreadedProgrammingPOSIX.1c— IEEE
ComputerSocietyPress;1995.

[97] Ishikawa (Y.) etal. — RWC massvely parallelsoftwareernvironmentandan
overview of MPC++.In : Proceedingf Workshopon Parallel Symbolic
Languaesand Systems- 1995.

[98] Joeg (C.F.).— TheCilk systenfor parallel multithreadeccomputing— Cam-
bridge,MA, USA, Thesig(ph.d.),Massachusetigstituteof TechnologyDe-
partmentof ElectricalEngineeringandComputerScience 1996,199p.

[99] JoneqdM. T.) et PlassmaniiP. E.). — BlockSolve95usess manual: Scalable
library softwae for the solution of sparselinear systems— Rapporttech-
niqueANL-95/48, ArgonneNationalLab., 1995.

194



Bibliographie

[100] Kafura (Dennis)et Huang(Liya). — MPI++ : A C++ languagebinding for
MPI. In : MPI Developes Confeence — University of Notre Dame,juin
1995.

[101] Karypis (Geoge) et Kumar (Vipin). — A fastand high quality multilevel
schemeéor partitionningirregular graphs.SIAM Journal of ScientificCom-
puting, 1997.

[102] Keyes(D.).— Trendsin algorithmsfor nonuniformapplicationsonhierarchi-
cal distributedarchitecturesln : Proceeding®f the Workshopon Computa-
tional Aerosciencesn the 21stCentury éd. par Salas(M. D.) et Anderson
(W. K.). pp.103-137 - Kluwer, 1999.

[103] Kleiman (Steve), Shah(Devang)et SmaaldergBart). — ProgrammingWith
Threads — MountainView, CA, USA, SunSoftPress;1995,534p.

[104] Krakowiak (S.).— Systemed’exploitation: principesetfonctions — Tech-
niquesdel'ingénieur, 1996.

[105] Lascaux(P) et Théodor(R.). — Analysenumériguematricielle appliquéea
l'art delingénieur: Méthodestératives — Masson,1987.

[106] Launay(Pascale)et Pazat(Jean-Louis)— A Framework for Parallel Pro-
grammingin Java — RapporttechniqueRR-3319,INRIA, 1997.

[107] Lewis (Bil) etBerg (DanielJ.).— Threadsprimer : a guideto multithreaded
programming— MountainView, CA, USA, SunSoftPress;1996,319p.

[108] Lewis (Bil) etBerg (DanielJ.).— Multithreadedorogrammingwith pthreads
— MountainView, CA, USA, SunMicrosystems1998,382p.

[109] Li (X. S.) et Demmel(J. W.). — A scalablesparsedirect solver using sta-
tic pivoting. In : Proceedingsof the Ninth SIAM Confeenceon Parallel
Processingor ScientificComputing— mar1999.

[110] Lions (PierreLouis).— Onthe Schwarz alternatingmethod.l. In : FirstIn-
ternational Symposiunon DomainDecompositiorMethodsfor Partial Dif-
ferential Equations éd. par Glowinski (Roland),Golub (GeneH.), Meurant
(GérardA.) et Périaux(Jacques)- PhiladelphiaPA, USA, 1988.

[111] Lubachesky (B.) et Mitra (D.). — A chaoticasynchronouslgorithm for
computingthe fixed point of a nonngative matrix of unit spectralradius.
Journal of the ACM, vol. 33,1986,pp. 130-150.

[112] Lucquin(B.) etPironneayO.).— Introductionau Calcul Scientifique— Paris,
Masson 1996.

[113] Lumetta (Steven S.), Mainwaring (Alan) et Culler (David E.). — Multi-
protocol active message®n a clusterof SMPs.In : Proceedingsof Su-
percomputing’97(CD-ROM). — SanJose CA, novembrel997.

195



Bibliographie

[114] Lusk (E.L.) et Gropp(W. W.). — A taxonomyof programmingmodelsfor
symmetricmultiprocessorandSMP clustersin : Proceeding®f Program-
ming Modelsfor MassivelyParallel Computes, pp. 2—7.— Dallas,USA,
1995.

[115] Maillard (N.), Roch(J.-L.)etValiron(P).— Parallélisationdu calculab-initio
del'’énemgie decorrélationélectroniqueln : RenRr'9 —9emegencontes
francophoneslu parallélisme p. 45.— LausanneSuissemai 1997.

[116] McManus(Kevin). — A Strategy for MappingUnstructued MeshComputa-
tional MechanicsProgramsonto DistributedMemoryParallel Architectues
— University of Greenwich,Wellington St., London, SE186PF, Thésede
doctorat,ComputingandMathematicalSciencemars1996.

[117] Miellou (J.-C.).— AlgorithmesderelaxationchaotiquearetardsRevueFran-
caised’Automatiqued’Informatiqueet RethercheOp’erationnelle(RAIRD),
avril 1975,pp.55-82.

[118] Miellou (J.C.),EI-Baz(D.) etSpitéri(R.).— A new classof asynchronouge-
rative algorithmswith orderintervals. Mathematicoof Computationvol. 67,
1998,pp. 237-255.

[119] Namyst(R.) et Méhaut(J.-F). — PM? : Parallel multithreadedmachine A
computingenvironmentfor distributedarchitecturesin : Parallel Compu-
ting : State-of-the-Araind PerspectivesProceeding®f the ConfeencePar-
C0'95,19-22Septembet 995,Ghent,Belgium éd.parD’Hollander (E. H.),
Joubert(G. R.), PeterqF. J.) et Trystram(D.). pp. 279—-285—~ Amsterdam,
février 1996.

[120] Oaks (Scott) et Wong (Henry). — Java Threads — Newton, MA, USA,
O'Reilly & Associatesinc.,1999,319p.

[121] O’Leary (DianneP.) et White (R. E.). — Multisplittings of matricesandpa-
rallel solution of linear systems SIAM Journal on Algebraic and Discrete
Methodsvol. 6, n4,1985,pp. 630—-640.

[122] Ozturan(Can).— DistributedEnvironmentandLoadBalancingfor Adaptive
Unstructued Meshes— Thesede doctorat,ComputerScienceDepartment,
RensselaegPolytechnidnstitute,1995.

[123] ParasharM.). — Scalabledistributeddynamicgrids: A surwey of existing
support— http ://www.ticam.uteas.eduparashar/Bpers/surgy/.

[124] ParashafM.) et Browne (J.C.).— DAGH : A data-mangementinfrastruc-
ture for parallel adaptiverefinementecniques— Rapporttechnique De-
partmentof ComputerSciencelUniversityof Texasat Austin, 1995.

[125] Parsons(R.) et Quinlan(D.). — A++/P++ array classedor architecturan-

dependenfinite differencecomputationsin : Proceedingsof the Second
AnnualObject-OrientedNumericsConfeence — 1994.

196



Bibliographie

[126] Pellegrini (F) et Roman(J.).— SCOTCH : A software packagefor static
mappingby dualrecursve bipartitioningof processandarchitecturegraphs.
In : High-PerformanceComputingand Networking(HPCN’96 Europe) éd.
parLiddell (H.), Colbrook(A.), Hertzbege(B.) et Sloot(P), pp.493-498-—
SpringefVerlag,1996.

[127] Philippsen(Michael) et Zenger(Matthias).— JavaParty — transparente-
mote objectsin Java. Concurency: Practiceand Experiencevol. 9, n11,
novembrel997,pp.1225-1242.

[128] PlateauBrigitte) etal. — Présentatiord’APACHE. — RapportAPACHE 1,
Grenoble IMA G, octobre1993.

[129] Pott(M.). — Onthecornvergenceof asynchronougerationmethodgor non-
linear paracontractionandconsistentinear systemsLinear Algebra Appl.,
vol. 283,1998,pp. 1-33.

[130] Pozo(Roldan)etal. — IML++ WWWHomePage. — Disponiblesurle Weba
http ://gams.nist.ge/facmd/StaiRPozo/iml++.htnh 1997.

[131] Raviart (P. A.) et Thomas(J. M.). — Introductiona I'analyse numériquedes
équationsaux dérivéespartielles — Masson,1994, Collection Mathéma-
tiquesAppliqguéegourla Maitrise.

[132] Reis(GabrielDos).— Vers unenouvelleapproche du calcul scientifiqueen
C++. — RapporttechniqueRR-3362 INRIA, Institut Nationalde Recherche
eninformatiqueeten Automatique , 1998.

[133] Reynders(J. V. W.) etal. — POOMA : A framework for scientific simula-
tions of paralllel architecturesin : Parallel Programmingusing C++. —
CambridgeMA, 1996.

[134] Rinard(M. C.)etLam (M. S.).— Thedesignjmplementatiorandevaluation
of Jade ACM Trans.Prog. Lang and Sys, vol. 20, n3, mai 1998, pp. 483—
545.— Rinards PhD Thesis,CompSci, Stanford1994.

[135] Robert(F.), Charnay(M.) etMusy (F.). — Itérationschaotiquesérie-paralléle
pourdeséquationsion-linéaresiepointfixe. Appl. Math., vol. 20,1975,pp.
1-38.

[136] Roucairol(C.) etal. — Stratageme: Une méthodolgie de programmation
paralléle pour les problemeson structurés— Rapporttechnique PRiSM,
Versaillesdécembrel 995.

[137] Roux(F.-X.). — Méthodesde décompositiorde domainepourdesproblemes
elliptiques.Calculateus Paralleles vol. 7,n3,1995,pp. 237-253.

[138] SaadY.).— Data StructuesandAlgorithmsfor DomainDecompositiorand
DistributedSpaseMatrix Computations— Rapporttechniqued5-014,Min-
neapolisDepartmenbf ComputerScienceUniversity of Minnesota,1995.

197



Bibliographie

[139] Saad(Y.) et Malevsky (A.). — PSRARSLIB : A portablelibrary of distribu-
tedmemorysparseterative solvers.In : Proceeding®f Parallel Computing
Tedchnolagies (PaCT-95) éd. par M. (V. E.) etal. — St. Petershrg, Russia,
septembre 995.

[140] Saad(Y.) et Suchomel(B.). — ARMS: An algebraic recursive multilevel
solverfor geneal sparselinear systems- RapporttechniqudJMSI-99-107,
MinnesotaSupercomputemstitute, University of Minnesota,Minneapolis,
1999.

[141] Saad(Yousef).— Iterative Methodsfor Spasse Linear Systems— Boston,
PWSPublishing,1996.

[142] SamantaR.), Bilas (A.), Iftode (L.) et Singh(J. P). — Home-basedVM
protocolsfor SMP clusters:. Designandperformanceln : Proc. of the 4th
IEEE Symp.on High-PerformanceComputerArchitecture (HPCA-4) — fé-
vrier 1998.

[143] Scales(D. J.), GharachorlodK.) et Aggarwal (A.). — Fine-grainsoftware
distributedsharednemoryon SMPclustersin : Proc.ofthe4thlEEE Symp.
on High-PerformanceComputerArchitectuie (HPCA-4) — février 1998.

[144] Scales(Daniel J.) et Lam (Monica S.).— The designand evaluationof a
sharedobject systemfor distributed memorymachineslin : Proceedings
of the First Symposiunon Operating System®esignand Implementation
(OSDI'94), pp.101-114~ 1994.

[145] Schwarz (H. A.). — Uber einige AbbildungsaufgabenGes. Math. Abh,
vol. 11,1869,pp. 65-83.

[146] Shaefer(M.) et Turek (S.). — Benchmarkcomputationsof laminar flow
aroundcylinder. In : Flow Simulationwith High-PerformanceComputes
II, éd.parHirschel(E.H.).— Vieweg, 1996.

[147] Skillicorn (D. B.) et Talia (D.). — ModelsandLanguagedor Parallel Com-
putation.ACM ComputingSurves vol. 30,n2,1998,pp. 123-169.

[148] Skillicorn (David B.). — Foundationof parallel programming— Cambridge
University Press 1995, Internationalserieson parallel computation

[149] Smith(B.), Bjorstad(P.) et Gropp(W.). — DomainDecomposition Parallel
Multilevel Methodsfor Elliptic Partial Differential Equations— Cambridge
University Press;1996.

[150] Stets(R.), DwarkadagsS.),Hardavellas(N.), Hunt(G.), Kontothanassif..),
ParthasarathyS.) et Scott(Michael).— Cashmere-2L: Software coherent
sharednemoryon a clusteredremote-writenetwork. In : Proc. of the 16th
ACM Sympon Operating System®rinciples(SOSP-16)- octobrel997.

[151] Sunderam(V. S.).— PVM : a framework for parallel distributed. Concur
rency practiceand experiencevol. 2, n4,décembrel 990,pp. 315-339.

198



Bibliographie

[152] Szyld (D. B.). — Differentmodelsof parallelasynchronougerationswith
overlappingblocks.ComputationaAppliedMathematicsvol. 17,1998, pp.
101-115.

[153] Tallec (P. Le) et Tidriri (Moulay D.). — CornvemgenceAnalysisof Domain
Decompositioralgorithmswith full overlappingfor the advection-difusion
problems— RapporttechniqueRR-2435,INRIA Rocquencourt]994.

[154] TanenbaunfAndrew S.).— ModernOperating Systems- Englevood CIiff,
NJ, PrenticeHall, 1992.

[155] Uresin(A.) et Dubois(M.). — Sufficient condiionsfor the corvergenceof
asynchronougerations.Parallel Computingvol. 10,1989,pp.83-92.

[156] VajracharygSuvwas),Karmesin(Steve),Beckman(Peter) Crotinger(James),
Malony (Allen), Shende(Sameer) Oldehoeft(Rod) et Smith (Stephen)—
SMARTS: Exploitingtemporalocality andparallelismthroughverticalexe-
cution. In : Proceedingf the 1999 Confeenceon Supecomputing pp.
302—-310—~ ACM Pressjuin 1999.

[157] vander Steen(Aad J.) et Dongarra(JackJ.).— Overviev of RecentSuper
computes. — RapporttechniqueUT-CS-96-325 Departmeniof Computer
SciencelUniversityof Tennesseevril 1996.

[158] Veldhuizen(T.). — ExpressiortemplatesC++ Report vol. 7, n5, juin 1995,
pp.26-31.

[159] Veldhuizen(T.).— Arraysin Blitz++. In : Proceeding®fthe2ndInternatio-
nal ScientificComputingin Object-OrientedParallel Environmentg1SCO-
PE’98). — SpringerVerlag,1998.

[160] Verfurth (Rudiger).— A Review of A Posteriori Error Estimationand Adap-
tive Mesh-Refinemefiedniques— Wiley andTeubner1996.

[161] Walshav (C.), Cross(M.), Diekmann(R.) et Schlimbach(F.). — Multile-
vel meshpatrtitioningfor optimisingaspectatio. Lectue Notesin Computer
Sciencevol. 1573,1999,pp. 285-300.

[162] White (R. E.).— Multisplitting of asymmetricpositive definitematrix. SIAM
Journal on Matrix Analysisand Applications vol. 11, n1, janvier 1990, pp.
69-82.

199









Résumé: Lesapplicationsde simulationnumériquenécessitanta résolutionde problémesd’Equationsaux
DérivéesPartielles(EDP) sontsouwent parallélisées I'aide d’'une méthodede décompositiorde domaine.Ces
méthodesmathématiquesont naturellemenbuvertesau parallélisme,cependanteur exploitation efficace sur
les machinegarallélesdevient difficile lorsqueles applicationsont un comportemenirrégulier. C’estle caspar
exemplelorsquelesprobléemesnathématiquesontrésolusdansdesdomainegéométriguesomplecesoulorsque
I'on utilise destechniquesi’adaptatiorde maillage.Unetechniquede programmatiorseprétantbienala miseen
ceuvred’applicationsirrégulieéresestla multiprogrammatiorbaséesur desréseauxde processuggerscommuni-
cants.Danscettethésenousréalisonsune étudeapprofondiede I'apport de ce paradigmede programmatiora la
résolutionde probléemes’EDP pardesméthodesle décompositiorde domaineet nousmontronsqu’il existeune
écriturealgorithmiquegénériquadecelles-ci.Unedenosprincipalescontributionsrésidedanda conceptioretréa-
lisationd’un harnaisnformatique appeléAhpik, permettantineprogrammatioraiséed’applicationsreposansur
les méthodegle décompositiorde domaine.Ce harnaisfournit un supportgénériqueadaptablea de nombreuses
méthodesnathématiquegu’ellessoientsynchrone®u asynchronesvecou sansrecouvrementUneconception
orientéeobjetpermetd’encapsuletesdétailsdegestiondesprocessuggersetdescommunicationssequi facilite
I'implantationde nouwellesméthodesNousavonsutilisé I'environnementAhpik dansle cadredela résolutionde
problémesi’EDP classique®t notammenpourun problémeenmécaniqualefluidesde grandetaille.

Mots clés: Multiprogrammatioriégéredistribuée méthodesie décompositiomle domaine résolutiond’ Equa-
tionsaux DérivéesPartiellesen paralléle programmatiorgénériquegrappesie multiprocesseurs.

Title: Generic parallel multithr eadedprogramming of domain decompositionmethods

Abstract: Numericalsimulationapplicationsrequiring the resolutionof Partial Differential Equation(PDE)
problemsare often parallelizedusing domain decompositiormethods. Thesemathematicalmethodsare well
adaptedo parallelcomputing howevertheir effective exploitationon parallelmachinebecomedlifficult whenthe
applicationshave anirregularbehaior. Thisis the casefor examplewhenthe mathematicaproblemsaresolved
over complex geometrieor whenoneusesmeshrefinementechniquesA programmingiechniquethatis useful
to copewith irregularparallelapplicationds multithreading.In this thesiswe performathoroughstudyontheuse
of this programmingparadigmfor solving PDE problemsthroughdomaindecompositiormethodsandwe show
thata genericalgorithmicwriting of this methodds possible.Oneof our maincontributionsresidesn thedesign
andimplementatiorof aprogrammingharnesgalledAhpik, allowing for easydevelopmenbf applicationgelying
on domaindecompositiormethods.This programmingervironmentprovidesa genericsupportthatis adaptable
to mary mathematicamethodswhich canbe synchronousr asynchronousyverlappingor non-overlapping.lts
object-orienteddesignallows to encapsulatémplementatiordetailsconcerningthe managemensf threadsand
communicationsyhich easeghe task of developingnen methods. We validatethe Ahpik ernvironmentin the
context of theresolutionof someclassicalPDE problemsandin particularfor onelarge problemin computational
fluid dynamics.

Keywords: parallelmultithreadedprogramming domaindecompositiormethods parallel solution of Partial
DifferentialEquationsgenericprogramminggclustersof multiprocessors
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