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Introduction

L'importance croissante du parall�elisme et de la r�epartition dans les syst�emes informatiques actuels a
rendu n�ecessaire le d�eveloppement de m�ethodes et de logiciels d'aide �a la conception et �a la v�eri�cation
adapt�es �a ce type d'applications.

Parmi les di��erentes m�ethodes de v�eri�cation existantes, la v�eri�cation formelle a pour objectif de
garantir le fonctionnement correct d'un programme vis-�a-vis de l'ensemble de ses ex�ecutions possi-
bles. Plus pr�ecis�ement, elle consiste �a comparer une description de ce programme, exprim�ee dans
un formalisme appropri�e, avec une description de ses sp�eci�cations, c'est �a dire de l'ensemble des
propri�et�es qu'il doit satisfaire. Sch�ematiquement, la v�eri�cation formelle n�ecessite donc la r�eunion de
quatre �el�ements ([God90]) :

� une repr�esentation P du programme �a v�eri�er,

� une repr�esentation S de ses sp�eci�cations,

� une relation de satisfaction, qui d�e�nit formellement la comparaison de P et S,

� et, le cas �ech�eant, un algorithme, ou proc�edure de d�ecision, pour mettre en �uvre cette com-
paraison.

Notons que les notions de programme et de sp�eci�cations sont en fait assez relatives, et que, d'une
fa�con g�en�erale, P et S peuvent être vues comme deux repr�esentations formelles du même syst�eme, P
d�esignant la plus d�etaill�ee et S la plus abstraite.

Concernant les syst�emes parall�eles, l'int�erêt de cette approche vient du fait que, pour une large
classe d'entre-eux au moins, les aspects essentiels de leur fonctionnement peuvent être repr�esent�es
par un nombre �ni d'�etats. Par cons�equent, la comparaison entre le mod�ele P ainsi obtenu et les
sp�eci�cations S peut être mise en �uvre en utilisant des proc�edures de d�ecision e�caces qui reposent
sur une �enum�eration exhaustive de l'ensemble des �etats de P.

Cette id�ee est �a l'origine d'une m�ethode de v�eri�cation automatique, g�en�eralement d�esign�ee sous le
terme de m�ethode bas�ee sur les mod�eles (ou model-based method), que nous pr�esentons plus en d�etail
dans la suite.

La v�eri�cation �a partir d'un mod�ele

En premier lieu, les programmes que l'on consid�ere dans cette approche doivent être exprim�es dans
un langage qui poss�ede une s�emantique op�erationnelle bien d�e�nie. Dans le cas des programmes
parall�eles, des exemples de langages fr�equemment utilis�es sont CSP [Hoa78], certaines techniques de
description formelles normalis�ees (ou FDT, comme Estelle [ISO88] ou Lotos [ISO87]), et, plus
g�en�eralement, tous les langages bas�es sur les alg�ebres de processus (tels CCS [Mil80],Meije [Bou85b]).



2 Introduction

A partir de la s�emantique op�erationnelle du langage, il est possible d'associer �a tout programme donn�e
un syst�eme de transitions �etiquet�ees P (i.e., un ensemble d'�etats muni d'une relation de transition)
qui mod�elise son comportement (i.e., l'ensemble de toutes ses ex�ecutions possibles).

Selon le formalisme utilis�e pour repr�esenter les sp�eci�cations, on distingue alors deux m�ethodes de
v�eri�cation :

sp�eci�cations logiques :
Elles permettent de caract�eriser des propri�et�es globales du programme telles que l'absence de
blocage, l'exclusion mutuelle ou encore l'�equit�e. Ce type de sp�eci�cation est g�en�eralement
exprim�e par des formules d'une logique temporelle qui sont interpr�et�ees sur l'ensemble des
syst�emes de transitions �etiquet�ees.

Une sp�eci�cation S est donc repr�esent�ee par une classe in�nie de syst�emes de transition �eti-
quet�ees et la v�eri�cation consiste �a s'assurer que le syst�eme particulier P appartient �a cette
classe (ou encore que P est un mod�ele pour S, ce que l'on note P j= S). Toute proc�edure de
d�ecision pour la relation de satisfaction j= d�e�nit alors une m�ethode pratique de v�eri�cation.

sp�eci�cations comportementales :
Elles consistent �a d�ecrire le comportement attendu du programme, observ�e �a un certain niveau
d'abstraction. Les sp�eci�cations sont donc repr�esent�ees elles aussi par un syst�emes de transitions
�etiquet�ees S qui peut �eventuellement être issu d'un programme exprim�e dans le même langage
que le programme �a v�eri�er.

La comparaison entre les deux syst�eme de transitions �etiquet�ees P et S s'e�ectue alors au
moyen d'une relation d'�equivalence ou de pr�eordre R, dont le choix est fonction des crit�eres
d'abstraction que l'on souhaite prendre en compte. Toute proc�edure de d�ecision pour la relation
R d�e�nit donc une m�ethode pratique de v�eri�cation.

Ces deux approches peuvent êtres vues comme compl�ementaires : il apparâ�t en e�et, que, parmi
l'ensemble des propri�et�es que l'on est amen�e �a v�eri�er en pratique, certaines d'entre elles peuvent
facilement être repr�esent�ees comme une abstraction du comportement attendu du programme, alors
que d'autres s'expriment mieux dans un formalisme plus d�eclaratif, comme les logiques temporelles.

En�n, notons �egalement que les relations d'�equivalence d�e�nies pour la v�eri�cation de sp�eci�cations
comportementales peuvent aussi jouer un rôle dans le cadre de la v�eri�cation de sp�eci�cations logiques.
En e�et, certaines logiques temporelles sont ad�equates pour une relation d'�equivalence R dans le sens
o�u deux syst�emes de transitions �etiquet�ees satisfont les mêmes formules de cette logique si et seulement
si ils sont �equivalents par R. Par suite, pour v�eri�er que P satisfait une formule S, il su�t de s'assurer
que n'importe quel syst�eme de transitions �etiquet�ees P0 �equivalent �a P moduloR satisfait S. L'int�erêt
d'une telle d�emarche est alors directement li�e �a l'obtention d'un syst�eme P0 dont le nombre d'�etats
est inf�erieur �a celui de P.

Dans ce travail, nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�es �a la v�eri�cation de sp�eci�cations
comportementales, et, plus pr�ecis�ement, aux m�ethodes pratiques de v�eri�cation qui sont associ�ees �a
cette approche.

La v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales

Parmi l'ensemble des relations d'�equivalence entre syst�emes de transitions �etiquet�ees d�edi�ees �a la
v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales, la bisimulation forte [Mil80, Par81] occupe une place
pr�epond�erante. En e�et, cette relation est tout d'abord importante du point de vue th�eorique dans
le sens o�u elle sert de support �a la d�e�nition de toute une famille de relations | les relations de
bisimulation | qui correspondent chacune �a des crit�eres d'abstraction di��erents. Mais, il existe
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�egalement un second int�erêt, plus pratique, dû au fait qu'il lui est associ�ee une proc�edure de d�ecision
e�cace, qui peut alors être �etendue �a chaque �el�ement de cette famille.

La proc�edure de d�ecision \classique" associ�ee �a la bisimulation forte est bas�ee sur un algorithme
de minimisation qui permet de calculer le quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees vis-�a-
vis de cette relation (i.e., le plus petit syst�eme de transitions �etiquet�ees qui lui soit �equivalent).
Plus pr�ecis�ement, ce quotient est construit en proc�edant par ra�nements successifs d'une partition
initiale de l'ensemble des �etats du syst�eme de transitions �etiquet�ees jusqu'�a la rendre compatible avec
sa relation de transition (i.e., deux �etats sont dans une même classe si et seulement si ils peuvent
�evoluer via la relation de transition vers deux �etats dans une même classe). La partition �nale
ainsi obtenue permet alors de d�eterminer les �etats du quotient. Par suite, comparer deux syst�emes de
transitions �etiquet�ees revient �a v�eri�er si leurs quotients sont ou non identiques. Plusieurs algorithmes
de ra�nements ont �et�e propos�es, parmi lesquels l'algorithme de Paige et Tarjan [PT87] dont la
complexit�e en temps est de O(m: logn), o�u n d�enote le nombre d'�etats du syst�eme et m le cardinal
de sa relation de transition.

Pour �etendre cette proc�edure de d�ecision aux autres relations de bisimulation, les algorithmes usuels
reposent alors sur deux phases : on e�ectue dans un premier temps un certain nombre de transforma-
tions sur les relations de transition des deux syst�emes, puis on compare modulo la bisimulation forte
les nouveaux syst�emes ainsi obtenus. Ces transformations, qui d�ependent de la relation d'�equivalence
consid�er�ee, sont en g�en�eral bas�ees sur des calculs de fermeture transitive.

Sur le plan pratique, la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales n�ecessite donc deux types
d'outils :

� un compilateur, dont le rôle est de traduire le programme �a v�eri�er en un syst�eme de transitions
�etiquet�ees (STE) qui mod�elise l'ensemble de ses ex�ecutions possibles,

� et un v�eri�cateur, qui impl�emente un certain nombre de proc�edures de d�ecision associ�ees �a
des relations d'�equivalence ou de pr�eordre, et qui permet ainsi de comparer le syst�eme de
transitions �etiquet�ees repr�esentant le programme �a celui repr�esentant ses sp�eci�cations. Notons
qu'en pratique le rôle du v�eri�cateur doit être �egalement de fournir des �el�ements de diagnostic
lorsque le programme �a v�eri�er est incorrect.

D'une mani�ere g�en�erale, ces deux outils s'organisent alors selon l'architecture \classique" suivante :
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(STE)

STE

Diagnostic

Vrai/Faux

Description des sp�eci�cations
Description du programme

V�eri�cateurCompilateur

De nombreux logiciels pour la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales bas�es sur cette architec-
ture ont �et�e r�ealis�es �a ce jour (tels Ald�ebaran [Fer88], Auto [dSV89], Tav [GLZ89], Concurrency
Workbench [CPS89], Branching Tool [GV90], etc : : : ). On trouve une pr�esentation et une com-
paraison d�etaill�ee de la plupart de ces logiciels dans [Kor91b] et [IP91].

Toutefois, en d�epit de l'e�cacit�e des algorithmes mis en �uvre, cette approche sou�re d'une restric-
tion importante due au fait qu'elle n�ecessite de construire et m�emoriser l'ensemble du syst�eme de
transitions �etiquet�ees qui mod�elise le programme �a v�eri�er (c'est �a dire l'ensemble de ses �etats et
de sa relation de transition). Par cons�equent, la taille des syst�emes qui peuvent être trait�es reste
limit�ee et il s'av�ere en pratique que cette limite est rapidement atteinte lorsque l'on s'int�eresse �a des
programmes r�ealistes. Ce probl�eme, souvent d�esign�e sous le terme de probl�eme de l'explosion d'�etats
| qui est commun �a toutes les m�ethodes de v�eri�cation bas�ees sur les mod�eles | fait l'objet d'un
nombre important de recherches depuis quelques ann�ees.

Dans ce contexte, les objectifs de notre travail sont l'�etude de nouvelles proc�edures de d�ecision pour
les relations de bisimulation qui doivent permettre de comparer un programme �a ses sp�eci�cations
comportementales sans construire au pr�ealable l'ensemble du syst�eme de transitions �etiquet�ees qui
lui correspond. D'un point de vue pratique, cette �etude s'int�egre dans le cadre de la r�ealisation d'une
bô�te �a outils [FGM+91] pour la v�eri�cation de programme Lotos, articul�ee autour du compilateur
C�sar [Gar89, GS90a] et du v�eri�cateur Ald�ebaran [Fer88, FM91b]. L'int�erêt de consid�erer un
langage de description normalis�e commeLotos est alors de pouvoir confronter les algorithmes obtenus
�a de \vrais" exemples.

R�eduire la taille du mod�ele

Pour rem�edier au probl�eme de l'explosion d'�etats, une premi�ere solution consiste �a e�ectuer la v�eri�-
cation non plus �a partir d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees repr�esentant l'ensemble des ex�ecutions
du programme mais �a partir d'un espace d'�etats plus r�eduit, qui peut �eventuellement d�ependre de la
propri�et�e �a v�eri�er. Nous pr�esentons ici un certain nombre d'approches qui ont �et�e envisag�ees pour
g�en�erer ce \mod�ele r�eduit" :
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� En premier lieu, il est souvent possible de tirer parti du caract�ere compositionnel du langage
utilis�e pour d�ecrire le programme. Plus pr�ecis�ement, dans le cas des alg�ebres de processus, un
programmeP est g�en�eralement repr�esent�e comme la composition parall�ele d'un ensemble de ter-
mes, chaque terme pouvant lui-même être mod�elis�e par un syst�eme de transitions �etiquet�ees Pi.
Par suite, plutôt que de g�en�erer directement le syst�eme de transitions �etiquet�ees correspondant
au programme complet, une solution possible consiste �a e�ectuer simultan�ement sur l'ensemble
des Pi des op�erations de composition et de minimisation modulo une relation d'�equivalence
donn�ee. Toutefois, en l'absence de pr�ecautions suppl�ementaires dans l'ordonnancement de ces
deux op�erations, et du fait que chaque composition e�ectu�ee soit locale �a quelques uns des Pi, il
est possible que la taille des syst�emes interm�ediaires engendr�es soit sup�erieure �a celle qu'aurait
eu le syst�eme r�esultat obtenu de mani�ere classique.

Pour rem�edier �a ce probl�eme, des strat�egies de r�eduction sont propos�es dans [Fer88] et [dSV89],
et une m�ethode qui permet de prendre en compte l'environnement lors des compositions est
d�ecrite dans [GS90b]. Des approches similaires sont �egalement pr�esent�es dans [CLM89] pour
la v�eri�cation de sp�eci�cations logiques, et dans [VT91], pour la v�eri�cation de sp�eci�cations
comportementales modulo une relation d'�equivalence particuli�ere.

� Une seconde approche consiste �a remettre en cause la solution habituellement retenue pour
transformer une description parall�ele du programme en un mod�ele purement s�equentiel | le
syst�eme de transitions �etiquet�ees | et qui est bas�ee sur la technique de l'entrelacement (ou in-
terleaving) : le fait que deux �ev�enements (ou actions) puissent avoir lieu de fa�con simultan�ee est
repr�esent�e par l'ensemble des entrelacements possibles de ces deux �ev�enements, dans n'importe
quel ordre. Pour r�eduire la taille du mod�ele, on peut vouloir de ne pas construire explicitement
cet ensemble de s�equences, mais uniquement un seul de ses �el�ements. Les s�equences \man-
quantes" peuvent alors être retrouv�ees �a partir de ce repr�esentant unique grâce �a une relation
de d�ependance qui d�e�nit toutes les permutations possibles sur l'ensemble de ses actions. De
plus, l'e�cacit�e de la m�ethode de v�eri�cation mise en �uvre sur ce mod�ele r�eduit est souvent
am�elior�ee en tirant parti du fait que la propri�et�e que l'on v�eri�e peut être ind�ependante de
l'ordre dans lequel ont lieu une partie de l'ensemble des actions du syst�eme.

Cette solution a �et�e appliqu�ee au probl�eme de la v�eri�cation de sp�eci�cations logiques [Val90,
GW91a], �a celui de de la v�eri�cation des propri�et�es de sûret�e des syst�emes [GW91b], ou en-
core �a celui de la v�eri�cation de sp�eci�cation comportementales modulo une relation parti-
culi�ere [God90]. N�eanmoins, l'extension possible de cette approche au cas des relations de
bisimulation ne parait pas imm�ediate.

� En�n, dans le cas particulier o�u le programme �a v�eri�er est constitu�e d'un ensemble de N
composants identiques, il est possible de mettre en �uvre des m�ethodes de v�eri�cation par
induction comme celles d�ecrites par exemple dans [CG87] ou [WL89] qui permettent de ne pas
avoir �a g�en�erer un syst�eme de transitions �etiquet�ees repr�esentant le comportement de ces N
composants.

Toujours dans le but de r�eduire la taille du mod�ele, une autre m�ethode, radicalement di��erente,
fait actuellement l'objet de nombreux travaux. Contrairement aux solutions pr�ec�edentes, elle ne
consiste pas �a diminuer le nombre des �etats du mod�ele, mais plutôt �a en adopter une repr�esentation
symbolique qui soit plus e�cace en m�emoire, et qui �evite d'avoir �a �enum�erer de mani�ere exhaustive
cet ensemble d'�etats lors de la v�eri�cation. En pratique, la solution la plus fr�equemment utilis�ee
consiste �a mod�eliser le programme �a l'aide d'un ensemble de fonctions bool�eennes, impl�ement�ees au
moyen de graphes de d�ecision binaires (ou BDD [Bry86]). Les algorithmes de v�eri�cation reposent
alors sur des op�erations symboliques entre les �el�ements de cet ensemble.
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La v�eri�cation symbolique a �et�e �etudi�ee aussi bien dans le cas de sp�eci�cations exprim�ees �a l'aide
d'une logique temporelle [CMB90, BCM+90, RHR91], que dans le cas de sp�eci�cations comporte-
mentales [BFH90a, BCM+90, EFT91]. Toutefois, l'e�cacit�e de cette approche d�epend encore large-
ment de la fa�con dont sont obtenues les fonctions bool�eennes qui mod�elisent les programmes, et, en
particulier, son application �a des langages qui permettent de d�e�nir des valeurs sur des domaines
quelconques ne semble pas �evidente �a l'heure actuelle.

V�eri�er �a la \vol�ee"

Parall�element �a ces premi�eres solutions qui avaient pour but de g�en�erer directement un syst�eme de
transitions �etiquet�ees r�eduit, il existe �egalement une seconde approche pour r�esoudre le probl�eme de
l'explosion d'�etats qui consiste �a e�ectuer la v�eri�cation au fur et �a mesure de la g�en�eration de ce
syst�eme, et surtout sans avoir �a le m�emoriser dans son int�egralit�e. Cette approche, peut être moins
ambitieuse que les pr�ec�edentes, est g�en�eralement d�esign�ee sous le terme de v�eri�cation \�a la vol�ee".

Cette approche peut donc être repr�esent�ee par l'architecture suivante, dans laquelle le compilateur
et le v�eri�cateur sont en fait int�egr�es dans un même outil :

Description du programme Description des sp�eci�cations

Vrai/Faux

Diagnostic

V�eri�cation \�a la vol�ee"

Compte-tenu de ce principe, pour qu'une propri�et�e puisse être v�eri��ee \�a la vol�ee", il est n�ecessaire
qu'il lui soit associ�e une proc�edure de d�ecision qui repose sur un algorithme de parcours du syst�eme
de transitions �etiquet�ees qui soit \compatible" avec celui mis en �uvre au moment de la g�en�eration.

A l'heure actuelle, cette condition a d�ej�a pu être obtenue pour di��erentes classes de propri�et�es :

� Les premi�eres applications de la v�eri�cation \�a la vol�ee" ont �et�e consacr�es au probl�eme de
l'analyse d'accessibilit�e [Hol85, Hol87], qui consiste �a s'assurer qu'un programme ne contient
pas de blocage.

� Par la suite, cette m�ethode a alors �et�e �etendue aux propri�et�es de sûret�e, sp�eci��ees �a partir de
formules de logiques temporelles [JJ89, BFH90b].

� En�n, plus r�ecemment, des algorithmes de parcours plus sophistiqu�es ont permis de v�eri�er \�a
la vol�ee" une classe de propri�et�es plus g�en�erales qui peuvent être sp�eci��ees �a l'aide d'automates
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de B�uchi [CVWY90, JJ91].

Vis-�a-vis des objectifs que nous nous sommes �x�es, la v�eri�cation \�a la vol�ee" pr�esente un certain
nombre d'avantages :

� Du fait que la v�eri�cation est bas�ee sur une �enum�eration de l'ensemble des �etats du syst�eme
de transitions �etiquet�ees qui mod�elise le programme, sa relation de transition n'a jamais a être
m�emoris�ee. De plus, il existe des algorithmes qui permettent de mettre e�cacement en �uvre
ce type d'�enum�eration sans même m�emoriser dans son int�egralit�e l'ensemble des �etats de ce
syst�eme [Hol89, JJ89].

� Cette approche est enti�erement ind�ependante du langage choisi pour d�ecrire le programme,
dans le sens o�u elle ne repose pas sur une propri�et�e quelconque de ce langage. Elle peut donc
être appliqu�ee �a n'importe quel formalisme | �a la condition toutefois que celui-ci permette
de g�en�erer un syst�eme de transitions �etiquet�ees �ni | et elle ne n�ecessite pas de remettre
profond�ement en cause l'architecture du compilateur.

� En�n, signalons �egalement que certaines m�ethodes de r�eduction qui permettent de g�en�erer
directement un syst�eme de transitions �etiquet�ees r�eduit restent compatible avec une m�ethode
de v�eri�cation \�a la vol�ee" : la v�eri�cation s'e�ectue alors simplement au fur et �a mesure de la
g�en�eration du mod�ele r�eduit.

Par cons�equent, il nous a paru int�eressant de pouvoir appliquer cette approche �a la v�eri�cation de
sp�eci�cations comportementales. Nous pr�esentons donc dans ce travail de nouvelles proc�edures de
d�ecision pour diverses relations de bisimulation qui peuvent être mises en �uvre lors d'un parcours
simultan�e des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees �a comparer, et qui ont �et�e impl�ement�ees au
sein du logiciel Ald�ebaran.

Organisation du document

Ce document est compos�e de trois parties.

La premi�ere partie pr�esente les deux familles de relations d�edi�ees �a la v�eri�cation de sp�eci�cations
comportementales auxquelles nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�es, qui sont respective-
ment les relations de simulation et de bisimulation.

Le chapitre 1 introduit un certain nombre de d�e�nitions g�en�erales concernant les syst�emes de
transitions �etiquet�ees et les relations d'�equivalence qui leurs sont associ�ees.

Le chapitre 2 est consacr�e aux pr�eordres de simulation et �equivalences de bisimulation. Nous
pr�esentons tout d'abord de mani�ere intuitive ces deux familles de relations �a travers la notion
de comportement observable, puis nous en donnons une d�e�nition formelle, param�etr�ee par un
ensemble de langages d'actions �. A chaque valeur de ce param�etre sera associ�ee une relation
particuli�ere, qui correspond �a un certain crit�ere d'abstraction.

Tout au long de ce travail, nous nous sommes attach�es �a un petit nombre de relations de
bisimulation et de simulation qui sont respectivement la bisimulation forte, l'�equivalence ob-
servationnelle, la ��a-bisimulation, la delay bisimulation et la bisimulation de branchement,
ainsi que l'�equivalence et le pr�eordre de sûret�e. Nous pr�ecisons les valeurs du param�etre � qui
permettent de d�e�nir chacune de ces relations, en essayant �a chaque fois de montrer leur int�erêt
en pratique.

En�n, nous terminons ce chapitre en comparant ces relations entre elles vis-�a-vis de la relation
d'inclusion, et en pr�ecisant leurs positions relatives dans le treillis des partitions. Cette com-
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paraison est d'abord e�ectu�ee dans le cas g�en�eral puis en consid�erant certains cas particuliers
qui nous semblent int�eressants du point de vue de la v�eri�cation.

Les deux autres parties sont consacr�ees aux m�ethodes de v�eri�cation de sp�eci�cations comporte-
mentales, et, plus pr�ecis�ement, �a la comparaison de deux syst�emes de transitions �etiquet�ees �a l'aide
d'une relation d'�equivalence d�e�nie sur l'ensemble de leurs �etats. En e�et, partant du constat qu'une
relation d'�equivalence peut être caract�eris�ee soit par une partition (i.e., l'ensemble de ses classes
d'�equivalence), soit par une partie d'un produit cart�esien, deux approches sont envisageables.

La deuxi�eme partie pr�esente l'approche \classique" dans le cas d'une relation de bisimulation, qui
consiste �a ra�ner une partition initiale de l'ensemble des �etats des deux syst�emes jusqu'�a obtenir les
classes d'�equivalence pour cette relation. Les algorithmes mis en �uvre reposent donc sur des calculs
de plus grand points �xes d'op�erateurs de ra�nements d�e�nis sur le treillis des partitions.

Le chapitre 3 d�ecrit les proc�edures de d�ecision usuelles qui sont associ�ees aux relations de bisim-
ulation et de simulation, et en particulier celles impl�ement�ees dans le logicielAld�ebaran. Nous
donnons tout d'abord les principes g�en�eraux des algorithmes de minimisation et de comparaison
en rappelant la notion de compatibilit�e d'une partition par rapport �a une relation de transition,
ainsi que celle de quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees modulo une relation de bisim-
ulation. La d�e�nition param�etr�ee d'�equivalence de bisimulation donn�ee au premier chapitre
permet d'obtenir une pr�esentation g�en�erale de ces algorithmes, valide pour toute relation de
bisimulation.

Nous d�ecrivons alors plus pr�ecis�ement les proc�edures de d�ecision utilis�ees en pratique pour les
relations que nous avons choisi de consid�erer. Nous rappelons donc le principe de l'algorithme de
ra�nement propos�e par Paige & Tarjan dans le cas de la bisimulation forte, puis nous pr�esentons
les algorithmes de transformation de la relation de transition qui sont utilis�ees dans le cas des
autres relations d'�equivalence. L�a encore, nous avons essay�e d'adopter une d�emarche qui soit
la plus g�en�erale possible en utilisant la notion de forme pre-normale introduite dans [Fer89].
Nous pr�ecisons �egalement pour chaque relation le coût des algorithmes obtenus.

Le chapitre 4 est consacr�e �a un probl�eme assez peu �etudi�e mais qui nous semble important en
pratique et qui est le calcul d'un diagnostic lorsque les deux syst�emes de transitions �etiquet�ees
que l'on compare ne sont pas identi��es par la relation d'�equivalence (ou de pr�eordre) consid�er�ee.
Nous pr�esentons un formalisme qui nous parait appropri�e pour exprimer la non-�equivalence
et qui est bas�e sur la notion de s�equence diagnostique : il s'agit d'un couple de s�equences
d'ex�ecutions de ces deux syst�emes, qui, �a partir de leurs �etats initiaux, conduisent via des
actions observables identiques, �a deux �etats o�u la non-�equivalence apparâ�t clairement (i.e., des
�etats erreurs). Nous d�e�nissons formellement ces s�equences et nous justi�ons leur existence.

Dans le but d'o�rir �a l'utilisateur un diagnostic plus facile �a exploiter, nous nous int�eressons
alors au probl�eme de la recherche de s�equences diagnostiques minimales. Nous proposons donc
trois relations d'ordre sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecution d'un syst�eme de transitions
�etiquet�ees, ainsi que des algorithmes qui permettent de calculer les s�equences diagnostiques
minimales associ�ees �a chacune de ces relations.

La troisi�eme partie pr�esente la m�ethode que nous avons d�evelopp�ee pour comparer des syst�emes
de transitions �etiquet�ees \�a la vol�ee". Son principe consiste �a construire un sous-ensemble de la
relation d'�equivalence (ou de pr�eordre) que l'on consid�ere, en examinant uniquement des couples
d'�etats accessibles �a partir des �etats initiaux des deux syst�emes. L'algorithme propos�e repose donc
sur le calcul du plus grand point �xe d'un op�erateur d�e�ni sur le treillis des relations binaires.

Le chapitre 5 d�ecrit cette approche de fa�con d�etaill�ee dans le cas d'une relation de bisimulation
ou de simulation quelconque. Plus pr�ecis�ement, on montre tout d'abord comment l'existence
d'une telle relation entre deux syst�emes peut être exprim�ee comme une propri�et�e sur l'ensemble
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des s�equences d'ex�ecution �el�ementaires d'un produit synchrone d�e�ni entre ces syst�emes. A
partir de ce crit�ere d'�equivalence on d�eduit un premier algorithme dont la complexit�e en temps
est exponentielle en fonction de la taille de ce produit synchrone.

Nous pr�esentons alors deux am�eliorations pour cet algorithme qui permettent de ramener cette
complexit�e �a O(m:n) dans le cas g�en�eral et �a O(m) lorsque l'un des deux syst�emes est d�eter-
ministe, avec n et m d�esignant respectivement le nombre d'�etats et de transitions du produit
synchrone. Nous justi�ons formellement la correction de ces algorithmes.

Le chapitre 6 d�ecrit la mise en �uvre des algorithmes de comparaison propos�es au chapitre
pr�ec�edent, l'objectif �etant de montrer la faisabilit�e d'une v�eri�cation \�a la vol�ee" �a partir de
cette approche. Nous pr�ecisons donc d'abord comment ces algorithmes g�en�eraux peuvent être
adapt�es e�cacement �a la plupart des relations d�e�nies au chapitre 1, puis nous pr�esentons
les structures de donn�ees que nous avons retenues pour impl�ementer le parcours du produit
synchrone. Nous discutons alors de l'am�elioration possible de cette impl�ementation en adoptant
des techniques plus e�caces en m�emoire pour mettre en �uvre ce parcours ([Hol89] et [JJ89]).

Nous terminons ce chapitre en d�ecrivant plus sp�eci�quement les nouvelles fonctionnalit�es que
nous avons ainsi apport�e au logicielAld�ebaran, puis nous comparons �a partir de di��erents ex-
emples les nouvelles proc�edures de d�ecision ainsi obtenues au proc�edures de d�ecision \classiques"
qui �etaient d�ej�a impl�ement�ees dans ce logiciel.

En�n, nous pr�esentons en Annexes un exemple de v�eri�cation d'un protocole de di�usion atom-
ique [BM91].
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Chapitre 1

D�e�nitions pr�eliminaires

Nous introduisons dans cette partie un certain nombre de d�e�nitions pr�eliminaires concernant les
syst�emes de transitions �etiquet�ees et les relations d'�equivalence.

1.1 Notations

On utilisera dans la suite les op�erateurs ensemblistes usuels suivants :

� ; d�enote l'ensemble vide ;

� Pour tous ensembles E1 et E2,

{ E1 [E2 repr�esente l'union de E1 et E2 ;

{ E1 \E2 repr�esente l'intersection de E1 et E2 ;

{ E1 � E2 repr�esente la di��erence ensembliste de E1 et E2 ;

{ E1 � E2 repr�esente le produit cart�esien de E1 et E2 ;

{ E1 � E2 repr�esente la relation d'inclusion entre E1 et E2 ;

{ E1 � E2 repr�esente la relation d'inclusion stricte entre E1 et E2 ;

� Pour tout ensemble E,

{ jEj repr�esente le cardinal de E ;

{ min (E) (resp. max (E)) repr�esente, lorsqu'il existe, le plus petit (resp. le plus grand)
�el�ement de E pour une relation d'ordre donn�ee.

Pour tout ensemble E, on d�esignera par E� (resp. E1) l'ensemble des s�equences �nies (resp. des
s�equences �nies ou in�nies) d'�el�ements de E. Plus pr�ecis�ement, en notant

� E0 = ;,

� E1 = E,

� et, 8i � 1; Ei+1 = Ei � E,



14 Chapitre 1. D�e�nitions pr�eliminaires

on a :

E� =
i<1[
i=0

Ei

E1 =
1[
i=0

Ei

Clairement, on a E� � E1.

En�n, pour tout �el�ement ! = (x1; x2; : : : ; xk) de E�, on notera :

� !(i), le ieme �el�ement de ! :

8i; 1 � i � k : !(i) = xi

� j!j, la longueur de ! : j!j = k

1.2 Syst�emes de transitions �etiquet�ees

1.2.1 D�e�nitions

On consid�ere un ensemble Q dont les �el�ements sont appel�es �etats, un ensemble A dont les �el�ements
sont appel�es �etiquettes (ou noms d'actions), et une �etiquette particuli�ere, � , non incluse dans A.

D�e�nition 1.2-1
Un syst�eme de transitions �etiquet�ees S est un quadruplet (Q;A; T; q0), o�u :

� Q d�esigne l'ensemble des �etats de S, Q � Q,

� A repr�esente l'ensemble des actions de S, A � A [ f�g,

� T est la relation de transition, T � Q� (A [ f�g)�Q,

� q0 est un �el�ement particulier de Q, appel�e �etat initial de S.

Remarque 1-1
Un syst�eme de transitions �etiquet�ees peut donc être vu comme un graphe orient�e, muni d'un �etat
initial, et dont les arcs sont �etiquet�es par un label. Par cons�equent, l'ensemble du vocabulaire d�e�ni
pour les graphes reste valide, en particulier les notions usuelles de chemin, châ�ne, cycle et circuits.

Intuitivement, le lien entre un syst�eme de transitions �etiquet�ees S et un programme P est imm�ediat :

� Les �etats de S repr�esentent les �etats de P, d�e�nis par la valeur de ses variables et de son
compteur ordinal ;

� La relation de transition de S d�e�nit les changement d'�etats du programme lors de l'ex�ecution
d'une instruction (�a chaque instruction �etant attach�e un label).

Formellement, ce lien peut être �etabli �a l'aide d'une s�emantique op�erationnelle du langage dans lequel
P est d�ecrit, qui indique alors comment associer �a chaque programme un syst�eme de transitions
�etiquet�ees qui le mod�elise.

Pour un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0) et p un �el�ement de Q, nous utiliserons les
notations suivantes :
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� Le pr�edicat (p; a; q) 2 T sera not�e p
a
�!T q (ou p

a
�! q, s'il n'y a pas ambigu��t�e sur la relation

de transition). L'�etat q est alors d�e�ni comme un successeur de p par l'action a. Un �etat sans
successeur sera appel�e un �etat puits.

� On d�esignera par T [p] l'image de l'�etat p par la relation de transition T , et par Ta[p] son image
par la relation de transition �etiquet�ee Ta :

T [p] = f(a; q) 2 A� Q j p
a
�!T qg

Ta[p] = fq 2 Q j p
a
�!T qg

Ta[p] repr�esente alors l'ensemble des successeurs de p par l'action a.

� Ces notations pourront �egalement être �etendues �a la relation de transition inverse T�1 :
T�1[p] = f(a; q) 2 A� Q j q

a
�!T pg

T�1a [p] = fq 2 Q j q
a
�!T pg;

et Ta[p] d�esigne alors l'ensemble des pr�ed�ecesseurs de p par l'action a.

� On notera de mani�ere similaire les successeurs et les pr�ed�ecesseurs d'un ensemble d'�etats B de
Q (B � Q) :

T [B] =
S
p2B

T [p]

Ta[B] =
S
p2B

Ta[p]

et,
T�1[B] =

S
p2B

T�1[p]

T�1a [B] =
S
p2B

T�1a [p]

� En�n, nous consid�ererons �egalement l'ensemble Act(p) des actions pour lesquelles p admet un
successeur par T (i.e, les actions qui peuvent être e�ectu�ees �a partir de p) :

Act(p) = fa 2 A j 9q 2 Q : p
a
�!T qg

et, pour B � Q,

Act(B) =
S
p2B

Act(p)

Remarque 1-2
Les ensembles Ta[B] et T�1a [B] co��ncident avec les images de B par les fonctions de pre- et post-
conditions (ou transformateurs de pr�edicats) de 2Q vers 2Q :

prea(B) = T�1a [B] = fq 2 Q j 9p : q
a
�! p ^ p 2 Bg

posta(B) = Ta[B] = fq 2 Q j 9p : p
a
�! q ^ p 2 Bg

Il est souvent int�eressant de consid�erer les successeurs et les pr�ed�ecesseurs d'un �etat (ou d'un ensemble
d'�etats) non plus pour une action donn�ee, mais pour un langage d'actions � d�e�ni sur l'ensemble
A� des s�equences de A (� � A�). Intuitivement, les notations suivantes permettent d'e�ectuer des
abstractions sur l'ensemble des actions du syst�eme, en d�e�nissant l'action abstraite � comme �etant
un ensemble de s�equences d'actions concr�etes de A :

� Pour � � A�, et pour p; q 2 Q, on notera p
�
�!T q le pr�edicat d�e�ni par :

� 3 a1 � � �an ^ 9q1; � � � ; qn�1 2 Q : p
a1�! q1 ^ q1

a2�! q2 ^ � � � ^ qn�1
an�! q:
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� Les pr�ed�ecesseurs et les successeurs d'un �etat p (ou d'un ensemble d'�etats B) par � sont respec-
tivement not�es :

T�[p] = fq 2 Q j p
�
�!T qg

T�[B] =
S
p2B

T�[p]

et

T�1� [p] = fq 2 Qjq
�
�!T pg

T�1� [B] =
S
p2B

T�1� [p]

� En�n, si � d�enote un ensemble de langages � d�e�nis sur A� (� � 2A
�

), l'ensemble Act�(p) des
langages (ou actions abstraites) de � pour lesquelles p admet un successeur est d�e�ni par :

Act�(p) = f� 2 � j 9q 2 Q : p
�
�!T qg

et, pour B � Q,

Act�(B) =
S
p2B

Act�(p)

La d�e�nition suivante permet de caract�eriser les syst�emes de transitions �etiquet�ees en fonction de la
structure de leur relation de transition :

D�e�nition 1.2-2
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees :

� S est dit �ni si et seulement si il poss�ede un nombre �ni d'�etats,

� S est dit �a branchement �ni si et seulement si chacun de ses �etats a un nombre �ni de suc-
cesseurs :

8p 2 Q : jT [p]j <1;

Pour un syst�eme S �a branchement �ni, on appelle facteur de branchement c de S, le rapport
entre les cardinaux de sa relation de transition et de l'ensemble de ses �etats :

c =
jT j

jQj

� S est dit d�eterministe si et seulement si chacun de ses �etats a au plus un successeur par une
action donn�ee :

8p 2 Q : 8a 2 A : jTa[p]j � 1:

L�a encore, cette notation sera �etendue aux langages d'actions de la fa�con suivante : si � est un
ensemble de langages d�e�nis sur A, S est dit d�eterministe pour � si et seulement si

8p 2 Q : 8� 2 � : jT�[p]j � 1:

Dans la suite on ne consid�erera que des syst�emes de transitions �etiquet�ees �nis, �a branchement �ni,
d�eterministes ou non.

En�n, nous d�e�nissons une relation d'�egalit�e sur l'ensemble des syst�emes de transitions �etiquet�ees,
qui permet d'identi�er des syst�emes qui sont identiques aux noms des �etats pr�es. Cette relation peut
donc être vue comme un isomorphisme entre graphes, et un syst�eme de transitions �etiquet�ees comme
une classe de graphes isomorphes.
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D�e�nition 1.2-3
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)i=1;2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees. S1 et S2 sont dits �egaux
(ou identiques au noms des �etats pr�es), et on note S1 = S2 si et seulement si :

� A1 = A2

� Il existe une bijection � de Q1 dans Q2 telle que :

{ q02 = �(q01)

{ T2 = f(�(p); a;�(q)) j (p; a; q) 2 T1g

1.2.2 S�equences d'ex�ecution

Apr�es avoir pr�esent�e les syst�emes de transitions �etiquet�ees en tant que mod�ele formel pour repr�esenter
des programmes, il reste �a pr�eciser la notion de s�equence d'ex�ecution.

D�e�nition 1.2-4
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soit � un ensemble de langages d�e�nis
sur A�.

� Pour tout �etat p0 de Q, on note Ex(p0) l'ensemble des s�equences d'ex�ecution (�nies) sur S
issues de p0 :

Ex(p0) = f(p0; a0; p1; : : : ; ak�1; pk) 2 Q� (A� Q)� j 8i; 0 � i < k � 1 : pi
ai�!T pi+1g

� De fa�con similaire, en consid�erant les langages �i de � comme des actions abstraites, on d�e�nit
l'ensemble Ex�(p0) de la mani�ere suivante :

Ex�(p0) = f(p0; �0; p1; : : : ; �k�1; pk) 2 Q� (�� Q)� j 8i; 0 � i < k � 1 : pi
�i�!T pi+1g

On �etend alors cette notation aux syst�emes de transitions �etiquet�es eux-mêmes en d�e�nissant
l'ensemble des s�equences d'ex�ecutions d'un syst�eme comme�etant l'ensemble des s�equences d'ex�ecution
issues de son �etat initial :

D�e�nition 1.2-5
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soit � un ensemble de langages d�e�nis
sur A� :

Ex(S) = Ex(q0)

Ex�(S) = Ex�(q0)

On termine alors cette section en donnant des notations et d�e�nitions compl�ementaires sur les
s�equences d'ex�ecutions :

D�e�nition 1.2-6
Soit S = (Q;A; T; q) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soit � = (p1; �1; p2; : : : ; �k�1; pk) une
s�equence d'ex�ecution sur S, avec � 2 Ex� (p1) :

� Pour tout 1 � i � k, on d�esigne par �(i) le ieme �etat de � : �(i) = pi ;

� Le nombre d'�etats de � (ou longueur de �) est not�e j�j : j�j = k ;

� Le dernier �el�ement de � est not�e last (�) : last (�) = �(j�j) = pk
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� � est une s�equence d'ex�ecution �el�ementaire si et seulement si tout ses �etats sont distincts :

8i; 0 � i � k; 8j : i 6= j ) �(i) 6= �(j)

Par suite, si Q est �ni alors toute s�equence �el�ementaire de S est �nie et l'ensemble des s�equences
�el�ementaires de S est �egalement �ni.

� � est une s�equence d'ex�ecution circuit si et seulement si �(0) = �(k) = p0.

En�n, pour toutes s�equences d'ex�ecution � et �0 d�e�nies sur S et satisfaisant :

� = (p0; �0; p1; : : : ; �k�1; pk) ^ �0 = (p00; �
0
0; p

0
1; : : : ; �

0
k0�1; p

0
k0) ^ 9� : pk

�
�!T p00;

on note (�; �; �0) la s�equence obtenue par concat�enation de � et �0 :

(�; �; �0) = (p0; �0; p1; : : : ; �k�1; pk; �; p
0
0; �

0
0; p

0
1; : : : ; �

0
k0�1; p

0
k0)

1.3 Relations d'�equivalence et partitions

On rappelle quelques d�e�nitions et notations g�en�erales concernant les relations d'�equivalence et les
partitions d�e�nies sur un ensemble Q.

1.3.1 D�e�nitions

D�e�nition 1.3-1
Pour tout ensemble Q, une relation d'�equivalence R d�e�nie sur Q est une partie de Q2 (R � Q�Q)
telle que :

� R est r�e
exive :

8q 2 Q : (q; q) 2 R:

� R est sym�etrique :

8(p; q) 2 Q2 : (p; q) 2 R , (q; p) 2 R:

� R est transitive :

8(p; q; r) 2 Q3 : ((p; q) 2 R ^ (q; r) 2 R) ) (p; r) 2 R

D'autre part, R est relation de pr�eordre si et seulement si R est r�e
exive et transitive.

Remarque 1-3
Dans la suite, pour toute relation binaire R, on emploiera indi��eremment les deux notations �equiva-
lentes

(p; q) 2 R et p R q:

D�e�nition 1.3-2
On appelle partition d'un ensemble Q, un ensemble � = fXi j i 2 Ig de parties de Q (8i 2 I : Xi � Q)
tel que :

� Les �el�ements Xi de � sont deux �a deux disjoints :

8(i; j) 2 I : i 6= j ) Xi \Xj = ;
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� � d�e�nit un recouvrement de Q :S
i2I

Xi = Q

A toute relation d'�equivalence R d�e�nie sur Q, il est possible d'associer une partition �R de Q telle que
deux �el�ements de Q appartiennent au même �el�ement de �R si et seulement si ils sont �equivalents par R.
R�eciproquement, �a toute partition d�e�nie sur Q, il est possible d'associer une relation d'�equivalence
�� telle deux �el�ements de Q soient �equivalents par �� si et seulement si ils appartiennent au même
�el�ement de �. Plus formellement :

D�e�nition 1.3-3
SoitR une relation d'�equivalence d�e�nie sur un ensembleQ. �R = fXi j i 2 Ig est la partition associ�ee
�a R si et seulement si :

8(p; q) 2 Q2 : pRq , 9i 2 I : fp; qg � Xi

Les �el�ements de �R sont alors appel�ees les classes d'�equivalence de R. De plus, pour tout �etat p de
Q, on note [p]R la classe de � qui le contient. On a alors :

�R = f[p]R j p 2 Qg

En�n, pour une partition � donn�ee, on note �� la relation d'�equivalence �a laquelle elle est associ�ee.

1.3.2 Treillis des relations et treillis des partitions

L'ensemble des relations d'�equivalence sur Q2, muni de l'op�erateur d'inclusion �, forme un treillis
complet (qui est un sous-treillis du treillis des relations binaires) et dont les extremums sont respec-
tivement :

� Le maximum est la relation universelle Q2, dans laquelle chaque �el�ement est en relation avec
tous les autres ;

� Le minimum est la relation identit�e f(p; p) j p 2 Qg, dans laquelle chaque �el�ement est en relation
uniquement avec lui-même.

L'ensemble des op�erateurs d�e�nis sur les relations d'�equivalence (i.e., de 2Q vers 2Q) admet respec-
tivement l'intersection \ et l'union [ comme borne inf�erieure et borne sup�erieure.

On dira qu'une relation R1 est plus forte qu'une relation R2 si et seulement si R1 est contenue dans
R2 (R1 � R2). Clairement, si R1 est plus forte que R2, alors deux �el�ements de Q �equivalents modulo
R1 seront �equivalents modulo R2 :

R1 � R2 , 8(p; q) 2 Q2 : p R1 q ) p R2 q

En�n, pour toute fonction totale, croissante, F de 2Q vers 2Q on notera :

� ��:F(�) le plus petit point �xe de F par rapport �a �

� ��:F(�) le plus grand point �xe de F par rapport �a �

De fa�con similaire, il est possible de munir l'ensemble des partitions sur Q (i.e., une partie de 22
Q

)
d'une relation d'ordre v d�e�nie de la mani�ere suivante :

D�e�nition 1.3-4
Soient � et �0 des partitions d�e�nies sur Q. On dit que � est un ra�nement de �0 (not�e � v �0) si et
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seulement si :

8X 2 � : 9X0 2 �0 : X � X0

Remarque 1-4
Si � est un ra�nement de �0, alors la relation d'�equivalence associ�ee �a � est plus forte que la relation
d'�equivalence associ�ee �a �0 :

� v �0 , �� � �0
�

L'ensemble des partitions sur 22
Q

, muni de la relation d'ordre v, forme �egalement un treillis complet
dont les extremums sont :

� Le maximum est la partition universelle � = fQg.

� Le minimum est la partition identit�e � = ffpg j p 2 Qg.

On note alors respectivement u et t les bornes inf�erieure et sup�erieure des op�erateurs d�e�nis de 22
Q

vers 22
Q

:

D�e�nition 1.3-5
Soient � = fXi j i 2 Ig et �0 = fX0

i j i 2 I
0g deux partitions d�e�nies sur Q :

� La partition � u �0 est d�e�nie comme l'intersection deux �a deux des classes de � et de �0 :

� u �0 = fX \X0 j X 2 � ^ X0 2 �0g

� La partition � t �0 est alors d�e�nie comme la plus petite partition qui soit un majorant de � et
�0 (vis-�a-vis de l'op�erateur v) :

� t �0 =u
i

�i : � v �i ^ �0 v �i

Remarque 1-5
Il est facile de v�eri�er que :

� � u �0 est la plus grande partition (vis-�a-vis de l'op�erateur de ra�nement v) satisfaisant :

8(p; q) 2 Q2 : p ��u�0 q ) p �� q ^ p ��0 q

� De fa�con duale, � t �0 est la plus petite partition qui v�eri�e :

8(p; q) 2 Q2 : p �� q ^ p ��0 q ) p ��t�0 q

En�n, pour toute fonction totale, croissante, G de 22
Q

vers 22
Q

on note :

� �� : G(�) le plus petit point �xe de G par rapport �a �

� �� : G(�) le plus grand point �xe de G par rapport �a �



Chapitre 2

Relations de simulation et de

bisimulation

Nous pr�esentons dans ce chapitre une famille de relations d'�equivalence et de pr�eordre entre syst�emes
de transitions �etiquet�ees. Ces relations sont utilis�ees dans le cadre de la v�eri�cation des syst�emes
parall�eles, pour lequel elles o�rent un int�erêt particulier. A�n de pouvoir motiver leur d�e�nition,
nous rappelons en premier lieu quels sont leurs rôles dans le processus de v�eri�cation et, par suite,
quelles sont les principales conditions qu'elles doivent satisfaire en pratique :

� Dans le cas de sp�eci�cations comportementales, une relation d'�equivalence ou de pr�eordre per-
met d'�etablir un ensemble de crit�eres de comparaison pour d�ecider si le syst�eme de transitions
�etiquet�ees mod�elisant le comportement d'un programme parall�ele est \�egal" ou non au syst�eme
de transitions �etiquet�ees repr�esentant sa sp�eci�cation : la notion d'\�egalit�e" que l'on consid�ere
alors d�etermine la s�emantique que l'on donne �a ce programme. Par cons�equent, dans cette
approche, le choix d'une \bonne" relation d'�equivalence d�epend de la nature des propri�et�es que
l'on souhaite v�eri�er : d'une part cette relation doit être su�samment forte pour n'identi�er que
des syst�emes satisfaisant les mêmes propri�et�es, mais, elle doit aussi conduire �a une description
intuitive du comportement attendu en permettant d'e�ectuer des abstractions sur les aspects
du programme qui ne sont pas prises en compte par la v�eri�cation.

� Dans le cas de sp�eci�cations logiques, les relations d'�equivalence sont utilis�ees de mani�ere aux-
iliaire, dans un but purement pratique : a�n de diminuer le coût de la v�eri�cation, au lieu
d'�evaluer les formules de la sp�eci�cation sur le syst�eme de transitions �etiquet�ees qui mod�elise
le programme �a v�eri�er, il est int�eressant de pouvoir les �evaluer sur le quotient de ce syst�eme
modulo une relation d'�equivalence convenablement choisie. Cependant, une telle approche n'est
est possible que si la relation d'�equivalence consid�er�ee pr�eserve les formules de la sp�eci�cation
(i.e, chaque formule valide sur un syst�eme de transitions �etiquet�ees l'est aussi sur son quotient
modulo cette relation).

En�n, rappelons que, dans la pratique, une relation d'�equivalence ne sera r�eellement utile que s'il
lui est associ�e un algorithme e�cace de comparaison ou de minimisation permettant de traiter des
exemples r�eels.

Pour r�epondre �a ces divers besoins, un nombre important de relations ont �et�e propos�ees dans la
litt�erature, di��erant tant par leur s�emantique que par le formalisme (ou domaine) sur lequel elles
sont d�e�nies. Concernant les relations entre syst�emes de transitions �etiquet�ees, on peut trouver dans
[Gla90] une pr�esentation des di��erentes s�emantiques existantes, ainsi qu'un certain nombre de crit�eres



22 Chapitre 2. Relations de simulation et de bisimulation

de classi�cation. L'un de ces crit�eres, qui permet de comparer entre elles la plupart des familles de
relations propos�ees �a ce jour, est bas�e sur la distinction que l'on fait usuellement entre le temps
lin�eaire et le temps arborescent pour la description des syst�emes parall�eles : dans le premier cas, on
s'int�eresse uniquement �a l'ensemble des s�equences d'ex�ecution du syst�eme (et par suite au langage
d'actions d�e�ni par cet ensemble), alors que dans le second cas on prend �egalement en compte la
structure de branchement de ces s�equences, ce qui revient �a consid�erer des arbres d'ex�ecution. Lorsque
l'on compare les di��erentes s�emantiques en fonction de leur capacit�e �a distinguer deux syst�emes du
point de vue de la structure de branchement, on obtient un treillis complet [Gla90], ordonn�e par la
relation d'inclusion, et qui est tel que :

� Son plus grand �el�ement, celui qui distingue le moins de syst�emes, est la s�emantique corre-
spondant �a l'�equivalence de trace [Hoa78], d�e�nie comme la relation d'�egalit�e sur les ensembles
de s�equences d'ex�ecution. Il correspond �a l'�egalit�e classique des langages pour la th�eorie des
automates.

� Son plus petit �el�ement, celui qui distingue le plus de syst�emes, est la s�emantique correspondant
aux �equivalences de bisimulation [Par81], qui peuvent être vues comme des relations d'�egalit�e
entre les structures de branchement des arbres d'ex�ecution des syst�emes.

Les autres relations se situe alors entre ces deux extremums. On peut citer par exemple l'�equivalence
par mod�eles de refus [BHR84], l'�equivalence par mod�eles d'acceptation [BKO88] [GS86] et l'�equivalence
de test [NH84].

Parmi les di��erentes familles de relations qui ont �et�e propos�ees dans le cadre de la v�eri�cation, les
relations de bisimulations (ou relations comportementales) occupent une place pr�epond�erante, et ce
pour plusieurs raisons :

� A partir de la d�e�nition g�en�erale de bisimulation, il est possible de construire un certain nom-
bre de relations d'�equivalence ou de pr�eordres, �eventuellement d�edi�ees �a un type d'utilisation
particulier, comme la v�eri�cation d'une certaine classe de propri�et�es, ou la pr�eservation d'un
sous-ensemble des formules d'une logique temporelle donn�ee.

� La s�emantique de ces relations, qui repose sur la notion de comportement global du syst�eme est
assez intuitive, ce qui facilite l'�ecriture de sp�eci�cations de types comportementales.

� En�n, et c'est aussi une des raisons essentielles du succ�es de ces relations, il existe un algo-
rithme [PT87] e�cace de comparaison et de minimisation des syst�emes de transitions �etiquet�ees
modulo une bisimulation particuli�ere, la bisimulation forte. Cet algorithme a pu ensuite être
�etendue �a d'autres relations de bisimulation [KS83, Sor87] mais aussi �a des relations bas�ees sur
des s�emantiques plus faibles comme l'�equivalence de test [CH89], ou l'�equivalence par mod�ele
d'acceptation [Fer89].

Par suite, l'int�erêt suscit�e par les relations de bisimulations a �et�e �a l'origine d'un nombre important
d'outils de v�eri�cation, qui ont entre autres permis de mieux cerner les limitations actuelles pos�ees
par ce type d'approche, et de d�ecouvrir quelles sont les relations pour lesquelles les algorithmes se
comportent le mieux en pratique.

Dans la suite du chapitre, nous rappelons tout d'abord la d�e�nition g�en�erale d'�equivalence de bisim-
ulation, puis nous pr�esentons plus en d�etails les relations qui nous semblent prometteuses du point
de vue de la v�eri�cation, et auxquelles nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�e dans ce
travail. Nous terminons alors par une comparaison de ces di��erentes �equivalences en les situant dans
le treillis des partitions.
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2.1 Bisimulation modulo un crit�ere d'abstraction

Nous proposons tout d'abord une d�e�nition intuitive de la s�emantique de bisimulation, bas�ee sur la
notion de comportement observable des programmes. Nous en donnons ensuite une d�e�nition plus
formelle en termes de relation d'�equivalence entre �etats des syst�emes de transitions �etiquet�ees.

2.1.1 Comportements observables

Dans une s�emantique de bisimulation, on consid�ere que l'�etat d'un programme �a un instant donn�e
est enti�erement d�etermin�e, d'une part, par l'ensemble des actions qui peuvent être e�ectu�ees �a cet
instant, et, d'autre part, par les �etats qui pourront être atteints apr�es ex�ecution de ces actions.

On dit alors que deux programmes se trouvent dans des �etats identiques si et seulement si leurs
comportements possibles �a partir de ces �etats sont les mêmes : �a toute �evolution de l'un d'eux par
une s�equence d'actions donn�ee correspond une �evolution de l'autre par la même s�equence d'actions,
telle qu'�a chaque instant les comportements o�erts par les �etats atteints lors de l'ex�ecution de ces
s�equences soient �a leur tour identiques.

La relation de bisimulation permet de formaliser cette notion d'�egalit�e de comportements en
l'exprimant au niveau des mod�eles : deux syst�emes de transitions �etiquet�ees se bisimulent lorsqu'ils
repr�esentent des programmes qui o�rent des comportements identiques. Plus pr�ecis�ement, la bisimu-
lation est d�e�nie de mani�ere r�ecursive comme une relation d'�equivalence sur l'ensemble des �etats des
deux syst�emes de transitions �etiquet�ees :

Deux �etats p et q se bisimulent si et seulement si pour tout successeur p0 de p par une
action a donn�ee, il existe un successeur q0 de q par la même action a tel que p0 et q0 se
bisimulent, et r�eciproquement.

De fa�con similaire, il existe une seconde relation, la relation de simulation, qui mod�elise la notion
d'inclusion entre comportements : intuitivement un syst�eme simule un autre syst�eme si et seulement
si celui-ci pr�esente au moins le même comportement. La relation de simulation est d�e�nie �a partir
de la bisimulation en consid�erant non plus une relation d'�equivalence mais la relation de pr�eordre qui
lui est associ�ee.

Ces deux relations sont rarement utilis�ees telles quelles dans le cadre de la v�eri�cation, car elles ne
permettent pas de rendre compte de la di��erence d'abstraction qui existe entre le comportement d'un
programme et celui sa sp�eci�cation comportementale. Il est donc n�ecessaire de d�e�nir des relations
plus faibles, qui identi�eront davantage de comportements.

Une solution possible consiste �a adopter un point de vue plus relatif sur le concept d'action d'un
syst�eme en �etablissant un crit�ere d'abstraction [Bou85a]. On consid�ere alors non plus les actions
\concr�etes" du syst�eme (i.e, les actions atomiques qu'il peut e�ectuer) mais ses actions abstraites, ou
actions observables, constitu�ees d'un ensemble de s�equences d'actions concr�etes. Plus pr�ecis�ement,
un crit�ere d'abstraction peut donc être vu comme la donn�ee d'une partition partielle de l'ensemble
des s�equences d'actions concr�etes du syst�eme (deux s�equences d'actions qui appartiennent �a la même
classe correspondent �a la même action abstraite), ou, de fa�con �equivalente, par la donn�ee d'un langage
d'actions observables construit sur cet ensemble.

Nous adopterons donc une d�e�nition plus g�en�erale pour la bisimulation et la simulation en les con-
sid�erant comme des familles de relations param�etr�ees par un langage d'actions observables. En
instanciant ces relations par un langage donn�e, on d�etermine alors une relation d'�equivalence (resp.
de pr�eordre) qui permet de comparer deux syst�emes modulo certaines abstractions de leur comporte-
ment (la fa�con dont seront e�ectu�e ces abstractions �etant �x�ee par le choix du langage d'actions
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observables).

Nous donnons dans la section suivante une d�e�nition plus formelle de ces deux relations.

2.1.2 Relations de bisimulation et de simulation

Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensemble de
langages disjoints sur A[ f�g, et soit � un �el�ement de � (� � (A[ f�g)�).

La relation de bisimulation est d�e�nie comme une famille de relations binaires sur Q1�Q2 param�etr�ee
par � :

D�e�nition 2.1-1
Soit l'op�erateur B� : 2Q1�Q2 �! 2Q1�Q2 d�e�ni par :

B�(R) = f(p1; p2) j 8� 2 � : 8q1 : (p1
�
�!T1 q1 ) 9q2 : (p2

�
�!T2 q2 ^ (q1; q2) 2 R))

8q2 : (p2
�
�!T2 q2 ) 9q1 : (p1

�
�!T1 q1 ^ (q1; q2) 2 R))g

Une relation R sur Q1 � Q2 est une bisimulation si et seulement si R � B�(R).

L'�equivalence de bisimulation �� pour le langage � est alors d�e�ni comme le plus grand point �xe
de l'op�erateur B� [Par81] :

�� = �R: ((Q1 � Q2) \ B�(R))

Il est souvent commode de d�e�nir de fa�con plus inductive la relation �� comme l'intersection d'une
suite d�ecroissante de relations �k

�(k2N ) [Mil80] :

� �0
�= Q1 �Q2

� 8k � 0; �k+1
� = B�(�k

�)

On a alors,

�� =
1\
i=0

(�i
�)

De fa�con similaire, la relation de simulation est obtenue �a partir de l'�equivalence de bisimulation en
consid�erant le pr�eordre associ�e. Elle est donc �egalement d�e�nie comme une famille de relations sur
Q1 � Q2 param�etr�ee par � :

D�e�nition 2.1-2
Soit l'op�erateur I� : 2Q1�Q2 �! 2Q1�Q2 d�e�ni par :

I�(R) = f(p1; p2) j 8� 2 � : 8q1 : (p1
�
�!T1 q1 ) 9q2 : (p2

�
�!T2 q2 ^ (q1; q2) 2 R))g

Une relation R sur Q1 � Q2 est une simulation si et seulement si R � I�(R).

On appelle alors pr�eordre de simulation v� pour le langage � le plus grand point �xe de l'op�erateur
I� :

v� = �R: ((Q1 � Q2) \ I�(R))

Comme dans le cas de l'�equivalence de bisimulation, la relation v� peut être d�e�nie comme
l'intersection d'une suite d�ecroissante de relations vk

�(k2N ) :

� v0
�= Q1 �Q2

� 8k � 0;vk+1
� = I�(v

k
�)
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On a alors,

v� =
1\
i=0

(vi
�)

En�n, �a partir du pr�eordre de simulation, il est possible de d�e�nir une troisi�eme famille de relations en
consid�erant la relation d'�equivalence engendr�ee par ce pr�eordre : on appelle �equivalence de simulation
�� l'intersection de la relation v� et de sa relation inverse :

x �� y , x v� y ^ y v� x

Nous montrons dans la section 2.6 que l'�equivalence obtenue est bien di��erente de l'�equivalence de
bisimulation.

2.2 La bisimulation forte

La relation de bisimulation forte, not�ee � et souvent d�esign�ee sous le terme d'�equivalence forte, est
l'�equivalence de bisimulation obtenue lorsque l'on consid�ere comme observable chacune des actions
concr�etes du syst�eme. Elle correspond donc �a l'ensemble de langages � suivant :

� = ffag j a 2 A�g

Par suite, du fait qu'aucune abstraction n'est e�ectu�ee lors de la comparaison, seuls des syst�emes
o�rant exactement les mêmes comportements pourront être identi��es par la bisimulation forte. Bien
que cette relation ne soit donc pas adapt�ee �a la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales, elle
occupe n�eanmoins une place importante tant sur le plan th�eorique que sur le plan pratique :

� On peut la consid�erer comme la relation d'\�egalit�e" pour les syst�emes de transitions �etiquet�ees.
Par suite, un syst�eme donn�e est g�en�eralement d�e�ni modulo la bisimulation forte. Ceci est de
plus justi��e par le fait que si deux syst�emes se bisimulent fortement, alors ils sont identi��es par
n'importe quelle autre relation int�eressante du point de vue de la v�eri�cation.

� elle pr�eserve l'ensemble des propri�et�es que l'on peut exprimer �a l'aide des logiques temporelles
utilis�ees �a l'heure actuelle. Ainsi, toute formule des logiques HML [HM85], LTAC [QS83] ou
CTL� [CES83] valide sur un syst�eme de transitions �etiquet�ees S l'est �egalement sur toute la
classe des syst�emes de transitions �etiquet�ees �equivalent �a S modulo la bisimulation forte, et en
particulier sur le syst�eme quotient de S pour cette relation.

� En�n, la bisimulation forte est �egalement importante du point de vue algorithmique : il existe
en e�et un algorithme e�cace de calcul du quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees pour
cette relation, sur lequel repose les m�ethodes de v�eri�cation utilis�ees en pratique pour la plupart
des autres relations de bisimulation. Ce point sera d�evelopp�e plus en d�etail dans le chapitre 3.

2.3 L'�equivalence observationnelle

L'un des crit�eres d'abstraction les plus c�el�ebres utilis�e pour la v�eri�cation de sp�eci�cations comporte-
mentales est le crit�ere d'observation propos�e par Milner pour l'alg�ebre de processus CCS, et sur
lequel est bas�ee l'�equivalence observationnelle (ou �equivalence faible) [Mil80].

Ce crit�ere repose sur une partition des actions du syst�eme en deux classes, les actions visibles, qui
sont celles que l'on souhaite prendre en compte lors de la v�eri�cation, et les actions internes (ou
invisibles), sur lesquelles portent e�ectivement l'abstraction, et qui seront renomm�ees �a l'aide de
l'�etiquette particuli�ere � . Le point de vue adopt�e par Milner est alors de consid�erer qu'on ne peut
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pas distinguer par la seule observation un syst�eme e�ectuant une ou plusieurs actions internes d'un
syst�eme n'e�ectuant aucune action. Par suite, une action observable sera d�e�nie comme �etant une
action visible, �eventuellement pr�ec�ed�ee et suivie par un nombre quelconque d'actions internes.

Plus formellement, l'�equivalence observationnelle, not�ee �o, est l'�equivalence de bisimulation pour
l'ensemble de langages � suivant :

� = f��g [ f��a�� j a 2 Ag

Malgr�e cette d�e�nition attrayante, l'�equivalence observationnelle sou�re d'un certain nombre de d�esa-
vantages du point de vue de la v�eri�cation :

� Sur le plan th�eorique, elle pr�esente l'inconv�enient de ne pas pr�eserver la structure de branchement
des syst�emes [GW89], comme illustr�e par l'exemple 2-1 (ce point �etant �egalement repris dans
la section 2.4). Contrairement �a la bisimulation forte, l'�equivalence observationnelle ne pourra
donc pas être utilis�ee pour la v�eri�cation de sp�eci�cations exprimant des propri�et�es li�ees �a la
structure de branchement du syst�eme (comme certaines formules des logiques arborescentes).

Exemple 2-1
La �gure suivante repr�esente deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 observationnelle-
ment �equivalents qui di��erent par leur structure de branchement :

c

c�b

aa

c

b �

a

11

1098

76

5

4

32

1

0

A partir de leur �etats initiaux (resp. 0 et 5), les deux syst�emes peuvent ex�ecuter l'action ob-
servable (��a��). Apr�es ex�ecution de cette action, il est possible d'atteindre :

{ soit des �etats �a partir desquels l'action b peut être ex�ecut�ee (resp. 1 pour S1, 6 pour S2),

{ soit des �etats �a partir desquels l'ex�ecution de b est impossible (resp. 3 pour S1, 9 et 7 pour
S2).

La di��erence entre ces deux syst�emes du point de vue de la structure de branchement r�eside
alors dans \le moment" �a partir duquel le syst�eme \choisit" de fa�con non d�eterministe entre
ces deux types de successeurs par l'action (��a��) : pour S1, ce choix est toujours e�ectu�e
apr�es ex�ecution de l'action a alors que pour S2, il est �egalement possible qu'il ait lieu avant son
ex�ecution.

� Sur le plan pratique, l'utilisation de l'�equivalence observationnelle pour la v�eri�cation de sp�eci-
�cations comportementales est �egalement limit�e en raison du coût en temps souvent prohibitif
de la proc�edure de d�ecision associ�ee �a cette relation. En e�et, l'algorithme usuel (d�ecrit dans
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le chapitre 3) consiste �a e�ectuer un certain nombre de transformations sur les syst�emes de
transitions �etiquet�ees �a comparer, puis �a d�ecider si les syst�emes obtenus apr�es cette premi�ere
phase sont �equivalents modulo la relation de bisimulation forte. Toutefois, les r�esultats obtenus
�a partir des outils \classiques" existants montrent que ces transformations, bas�ees sur des cal-
culs de fermeture transitive des relations de transition, s'av�erent extrêmement coûteuses d�es
que l'on compare des syst�emes de taille moyenne [GV90, Qin91]. En cons�equence, il semble que
si cet algorithme est bien adapt�e �a la v�eri�cation de syst�emes de petite taille (quelques milliers
d'�etats), il ne convient pas pour traiter des exemples plus r�ealistes.

Un certain nombre de travaux ont donc �et�e men�es ces derni�eres ann�ees, soit pour tenter d'am�eliorer
la proc�edure de d�ecision de l'�equivalence observationnelle, soit pour proposer des alternatives �a cette
relation. Deux types d'approches nous semblent particuli�erement prometteuses :

� La premi�ere approche consiste �a d�e�nir une relation de bisimulation plus forte que l'�equivalence
observationnelle, la bisimulation de branchement [GW89], qui pr�eserve la structure de branche-
ment des syst�emes. Associ�ee �a une proc�edure de d�ecision e�cace, et impl�ement�ee dans plusieurs
outils, cette relation tient d�esormais une place importante du point de vue la v�eri�cation.

� Dans la seconde approche, on s'int�eresse �a une large classe de propri�et�es que l'on est amen�e
�a v�eri�er dans la pratique, qui sont les propri�et�es de sûret�e des syst�emes. Une relation
d'�equivalence permettant de caract�eriser exactement cette classe dans une s�emantique de simu-
lation a donc �et�e d�e�nie [Rod88], pour laquelle il existe une proc�edure de d�ecision plus e�cace
que celle de l'�equivalence observationnelle.

Ces deux approches sont pr�esent�ees dans la suite de fa�con plus d�etaill�ee �a travers les relations
d'�equivalences qui leurs sont associ�ees.

2.4 Les relations pr�eservant la structure de branchement

2.4.1 D�e�nition g�en�erale

La bisimulation de branchement (ou branching bisimulation) a �et�e propos�ee par van Glabbeek et
Weijland �a partir du constat suivant :

L'�equivalence observationnelle ne pr�eserve pas la structure de branchement des syst�emes
car elle ne respecte pas la notion intuitive d'�egalit�e des comportements observables sur
laquelle repose la relation de bisimulation.

En e�et, il a �et�e vu dans la section 2.1.1 que deux syst�emes pr�esentent des comportements observables
identiques si et seulement si �a chaque �evolution de l'un des syst�emes par une s�equence d'actions
observables correspond une �evolution de l'autre syst�eme par la même s�equence d'actions telle qu'�a
chaque instant les possibilit�es d'�evolution des deux syst�emes par une action donn�ee soient les mêmes.
Or, en reprenant l'exemple 2-1 il apparâ�t que cette condition n'est pas respect�ee dans le cas de
l'�equivalence observationnelle :

A partir de son �etat initial, le syst�eme S2 peut e�ectuer la s�equence d'actions observables :

5
a
�! 7

c
�! 10:

A cette �evolution correspond une seule �evolution de S1 par la même s�equence d'actions observables :

0
a
�! 1

�
�! 3

c
�! 4:

Clairement, les possibilit�es d'�evolution des syst�emes S1 et S2 ne sont pas �a chaque instant identiques
lors de l'ex�ecution de ces deux s�equences : S1 peut interrompre l'ex�ecution de la premi�ere action
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observable en ex�ecutant une action b (�a partir de l'�etat 1), ce que ne peut faire S2.

L'id�ee de van Glabbeek et Weijland a donc �et�e de proposer une nouvelle relation, bas�ee sur ce
même crit�ere d'abstraction, mais qui respectant la notion d'�egalit�e des comportements des syst�emes.
Intuitivement, cette relation est obtenue en renfor�cant la d�e�nition de l'�equivalence observationnelle
par une contrainte suppl�ementaire sur les �etats atteints pendant l'ex�ecution d'une action observable :

Deux �etats p et q appartenant �a des syst�emes S1 et S2 sont �equivalents si et seulement si :

� A chaque successeur p0 de p par une action observable ��a�� correspond un successeur
q0 de q par la même action observable tel que d'une part p0 et q0 soient �equivalents.

� A chaque \�etat interm�ediaire" p00 de S1 atteint pendant l'ex�ecution de l'action ��a��,
corresponde un �etat q00 de S2 �egalement atteint lors de l'ex�ecution de cette action
qui lui soit �equivalent.

A partir de cette d�e�nition intuitive, il est en fait possible de construire un certain nombre de relations
qui vont di��erer uniquement dans la fa�con dont sont \choisis" les �etats interm�ediaires qui doivent
rester �equivalents lors de l'ex�ecution d'une action observable. Plus formellement, nous consid�erons
une relation g�en�erale RC param�etr�ee par une fonction bool�eenne C exprimant une condition sur les
�etats atteints lors de l'ex�ecution d'une action observable. Au choix d'une fonction C correspondra
alors une relation donn�ee.

D�e�nition 2.4-1
Soit C une fonction bool�eenne. RC est la plus grande relationR sym�etrique sur Q1 �Q2 satisfaisant :

p R q , 8a 2 A [ f�g : 8p0 : p
a
�! p0 )

(i) a = � et p0 R q,

ou

(ii) 9 q1; q0; q2 : q
��
�! q1

a
�! q0

��
�! q2 et C(R; p; q1; q

0; q2).

Nous consid�ererons ici des fonctions C(R; p; q1; q
0; q2) obtenues �a partir de conjonctions des pr�edicats

binaires suivants :

(1) p R q1

(2) p0 R q0

(3) p0 R q2

Par suite, le point (ii) de la d�e�nition de RC peut être sch�ematis�e par la �gure suivante :
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Plus pr�ecis�ement, quatre fonctions seront envisag�ees pour C, donnant lieu �a quatre relations
d'�equivalences :

� La relation la plus faible est obtenue lorsque l'on ne fait aucune hypoth�ese sur les �etats inter-
m�ediaires, ce qui correspond �a la fonction

Cobs = (p0 R q2):

Comme on pouvait s'y attendre, cette relation n'est autre que l'�equivalence observationnelle.

� La relation la plus forte, qui est la bisimulation de branchement de van Glabbeeck et Weijland,
est obtenue en exigeant que les �etats interm�ediaires q1, q0 et q2 soient respectivement �equivalents
�a q1 et �a q0, ce qui correspond �a la fonction :

Cbr = (p R q1) ^ (p0 R q0) ^ (p0 R q2):

Les deux autres relations occupent des positions interm�ediaires entre l'�equivalence observationnelle
et la bisimulation de branchement :

� La delay bisimulation [NMV90] est obtenue en consid�erant la fonction Cd = (p0 R q0).

� La �-bisimulation [BvG87] est obtenue en consid�erant la fonction C� = (p R q1) ^ (p0 R q2).

Il peut parâ�tre int�eressant de renforcer davantage la d�e�nition de la bisimulation de branchement
en exigeant que tous les �etats interm�ediaires qui sont atteints entre les occurrences de deux actions

internes lors de l'ex�ecution des s�equences q
��
�! q1 et q0

��
�! q2 restent �equivalents �a p et p0 respec-

tivement. Toutefois, le lemme suivant ([NMV90]) montre que la relation d'�equivalence ainsi obtenue
co��ncide avec la bisimulation de branchement telle que nous l'avons d�e�ni ici :

Lemme 2.4-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit p0; p1; : : : ; pn des �etats de Q (n > 0)

tels que p
�
�!T1 p1

�
�!T1 p2 � � �

�
�!T1 pn

�
�!T1 p

0: En notant Rbr, la relation RC (cf. d�e�nition 2.4-1)
obtenue pour C = Cbr, on a :

p Rbr pn , 8i; 0 � i � n : p Rbr pi

Remarque 2-1
De fa�con similaire, il est facile de voir que la bisimulation de branchement et la delay bisimulation
co��ncident �egalement avec les relations d'�equivalence obtenues lorsque l'on consid�ere respectivement
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les fonctions bool�eennes :
C0br = (p R q1) ^ (p0 R q0)

C0d = (p0 R q0) ^ (p0 R q2)

Dans la suite, nous nous int�eressons plus particuli�erement �a la bisimulation de branchement et la
delay bisimulation.

2.4.2 La bisimulation de branchement

En adoptant un formalisme similaire �a celui utilis�e pour les relations de simulation et de bisimulation,
la bisimulation de branchement peut être d�e�nie de la fa�con suivante :

D�e�nition 2.4-2
Soit Bbr : 2Q1�Q2 �! 2Q1�Q2 d�e�ni par :

Bbr(R) = f(p1; p2) j 8a 2 A [ f�g :

8q1 : (p1
a
�!T1 q1 ) (a = � ^ (q1; p2) 2 R) _

(9q2q
0
2 : (p2

��
�!T2 q

0
2 ^ q02

a
�!T2 q2 ^ (p1; q

0
2) 2 R ^ (q1; q2) 2 R)))

8q2 : (p2
a
�!T2 q2 ) (a = � ^ (p1; q2) 2 R) _

(9q1q
0
1 : (p1

��
�!T1 q

0
1 ^ q01

a
�!T1 q1 ^ (q01; p2) 2 R ^ (q1; q2) 2 R)))g

Une relation R sur Q1 � Q2. R est une bisimulation de branchement si et seulement si R � Bbr(R).

Dans la suite, nous appellerons bisimulation de branchement, not�ee �br le plus grand point �xe de
l'op�erateur Bbr :

�br = �R: ((Q1 � Q2) \ Bbr(R))

Comme les relations de bisimulation et de simulation, la relation �br peut �egalement être construite
comme intersection d'une suite d�ecroissante de relations �br

k
(k2N ) :

� �br
0 = Q1 � Q2

� 8k � 0;�br
k+1 = Bbr(�br

k)

On a alors :

�br=
1\
i=0

(�br
i)

Sur le plan de la v�eri�cation, la bisimulation de branchement permet de rem�edier �a la plupart des
inconv�enients li�es �a l'utilisation de l'�equivalence observationnelle :

� Pr�eservant la structure de branchement des syst�emes, elle peut être utilis�ee pour la v�eri�cation
de sp�eci�cations exprim�ees �a l'aide des logiques arborescentes. Cette relation est par exemple
ad�equate pour un sous-ensemble de la logique CTL [NV90] : toute formule de ce sous-ensemble,
valide sur un syst�eme de transitions �etiquet�ees donn�e, l'est �egalement sur son quotient modulo
la bisimulation de branchement.

� De plus, il existe un algorithme e�cace pour comparer (resp. minimiser) des syst�emes de transi-
tions �etiquet�es modulo la bisimulation de branchement (cf. chapitre 3). Cet algorithme, qui ne
n�ecessite pas le calcul pr�ealable de fermetures transitives sur les relations de transitions permet
de traiter des syst�emes de taille moyenne (i.e, quelques centaines de milliers d'�etats).
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� En�n, il n'existe pas �a notre connaissance d'exemple \r�eel" de syst�eme qui ait �et�e v�eri��e �a
l'aide de l'�equivalence observationnelle et qui n'aurait pu l'être en utilisant la bisimulation de
branchement.

2.4.3 La delay bisimulation

Dans la section 2.4.1, la delay bisimulation a �et�e obtenue �a partir de la relation RC en consid�erant
une fonction bool�eenne C particuli�ere. Plus pr�ecis�ement, cette relation (not�ee �d) est d�e�nie de la
mani�ere suivante :

D�e�nition 2.4-3

p �d q ,

((8a 2 A [ f�g : 8p0 : p
a
�!T1 p0 )

(a = � ^ p0 �d q) _ (9q1; q
0 : q

��
�!T2 q1

a
�!T2 q

0 ^ p0 �d q0))))

^

((8a 2 A [ f�g : 8q0 : q
a
�!T2 q0 )

(a = � ^ p �d q0) _ (9p1; p
0 : p

��
�!T1 p1

a
�!T1 p0 ^ p0 �d q0))))

La proposition 2.4-1 permet de donner une autre d�e�nition de cette relation en terme d'�equivalence
de bisimulation.

Proposition 2.4-1
p �d q ,

(8a 2 A : 8p0 : (p
a
�!T1 p

0 ) 9q0 : (q
��a
�!T2 q0 ^ p0 �d q0)))

^ (8p0 : (p
�
�!T1 p

0 ) 9q0 : (q
��
�!T2 q0 ^ p0 �d q0)))

^

(8a 2 A : 8q0 : (q
a
�!T2 q0 ) 9p0 : (p

��a
�!T1 p

0 ^ p0 �d q0)))

^ (8q0 : (q
�
�!T2 q0 ) 9p0 : (p

��
�!T1 p

0 ^ p0 �d q0)))

Preuve : Elle est imm�ediate du fait que l'implication :

(8a 2 A [ f�g : 8p0 : p
a
�!T1 p

0 )

(a = � ^ p0 �d q) _ (9q1; q
0 : q

��
�!T2 q1

a
�!T2 q

0 ^ p0 �d q0))

est logiquement �equivalente �a :

(8a 2 A : 8p0 : (p
a
�!T1 p

0 ) 9q0 : (q
��a
�!T2 q

0 ^ p0 �d q0)))

^ (8p0 : (p
�
�!T1 p

0 ) 9q0 : (q
��
�!T2 q

0 ^ p0 �d q0)))
2.

A partir de la proposition 2.4-1, il est facile de voir que la relation �d est l'�equivalence de bisimulation
obtenue en consid�erant l'ensemble de langage :

� = f��g [ f��a j a 2 Ag
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Du point de vue de la v�eri�cation, l'int�erêt de cette relation par rapport �a la bisimulation de branche-
ment n'est pas �evident au premier abord :

� Elle ne pr�eserve pas toutes les propri�et�es exprimables �a l'aide des logiques temporelles arbores-
centes (par exemple seul un sous-ensemble de CTL est pr�eserv�e), et d'autre part elle ne semble
pas non plus mieux adapt�ee �a la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales.

� La proc�edure de d�ecision \classique" qui lui est associ�ee, et qui est construite sur le même
principe que celle de l'�equivalence observationnelle, n'est pas plus e�cace dans le cas g�en�eral
que celle de la bisimulation de branchement. N�eanmoins, nous verrons au chapitre 5 que cette
relation peut jouer un rôle lorsque l'on se place dans le cadre de la comparaison \�a la vol�ee".

2.5 Les relations pr�eservant les propri�et�es de sûret�e

2.5.1 Propri�et�es de sûret�e

Parmi les di��erentes classes de propri�et�es consid�er�ees en pratique pour sp�eci�er le comportement
attendu d'un syst�eme parall�ele, on distingue g�en�eralement entre propri�et�es de sûret�e et propri�et�es de
vivacit�e. Cette distinction, originalement propos�ee par Lamport [Lam77], est motiv�ee intuitivement
de la mani�ere suivante :

� Une propri�et�e de sûret�e (ou safety) exprime le fait que toute action e�ectu�ee par le syst�eme est
une action correcte, ou, de fa�con �equivalente, que le syst�eme ne pr�esente jamais un comporte-
ment non pr�evu par sa sp�eci�cation.

� Une propri�et�e de vivacit�e (ou liveness) exprime le fait toute action correcte sera in�evitablement
e�ectu�ee par le syst�eme.

Dans la pratique, il apparâ�t qu'un certain nombre de propri�et�es utiles peuvent être exprim�ees sous la
forme de propri�et�es de sûret�e, et que leur v�eri�cation est g�en�eralement plus facile �a mettre en �uvre
que celle des propri�et�es de vivacit�e.

Les sp�eci�cations suivantes, emprunt�ees au domaine des protocoles de communication, en pr�esentent
quelques exemples :

Exemple 2-2
L'une des propri�et�es souvent requise pour les protocoles est la pr�eservation de l'ordre des mes-
sages transmis. Nous prenons ici l'exemple d'un protocole de di�usion atomique, le protocole
rel=REL [SE90], qui permet le transfert de messages entre une station �emettrice et un groupe de
stations r�eceptrices, tout en tol�erant les pannes potentielles de chacune des stations engag�ees dans la
communication. Cet exemple est pr�esent�e plus en d�etails dans l'annexe B.

La sp�eci�cation de ce protocole comprend entre-autres la propri�et�e de sûret�e P suivante :

Toute s�equence de messages adress�ee par un �emetteur E ne pourra être re�cue par chacun
des r�ecepteurs que dans l'ordre o�u elle a �et�e �emise.

Plus pr�ecis�ement, si l'on num�erote chaque message �emis par E �a l'aide des entiers successifs 0, 1,
: : : , n � 1, et si l'on consid�ere comme seules actions visibles les r�eceptions de ces messages (not�ees
Receivei) par un r�ecepteur R donn�e, on obtient la sp�eci�cation comportementale repr�esent�ee par le
graphe S(E;R) de la �gure suivante lorsque n messages sont �emis de E vers R :
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Receiven�1Receive1

n � 1210

Receive0

La sp�eci�cation compl�ete de la propri�et�e P est alors repr�esent�ee par l'ensemble des syst�emes de
transitions �etiquet�es S(E;R) obtenus pour chacun des couples �emetteur-r�ecepteur du r�eseau.

Exemple 2-3
Cet exemple, issu de [Rod88], d�ecrit une partie du service d'un protocole de transport de la couche 4
du sch�ema de normalisation propos�e par l'ISO. Ce protocole permet la communication entre deux
entit�es, l'initiateur et l'accepteur, en faisant appel �a des fonctions de la couche inf�erieure (couche
r�eseau). Informellement, le fonctionnement du protocole peut se d�ecomposer en trois phases :

� La premi�ere phase consiste �a �etablir la connexion entre les deux entit�es. L'initiateur commence
par �emettre une demande de connexion (ConReq). Le r�eseau transmet alors une indication
de connexion (ConInd) �a l'accepteur, qui peut �emettre �a son tour une r�eponse de connexion
(ConRep). Dans ce cas, une con�rmation de connexion (ConConf) est retourn�ee par le r�eseau
�a l'initiateur, et la connexion est �etablie.

� Une fois la connexion �etablie, l'initiateur peut alors envoyer des messages �a l'accepteur. Pour ce
faire, il �emet un certain nombre de demandes de donn�ees (DataReq), transmises �a l'accepteur
par le r�eseau sous forme d'indications de donn�ees (DataInd).

� A tout moment l'initiateur peut d�ecider d'interrompre la communication. Il �emet dans ce cas
une demande de d�econnexion (DisReq), transmise �a l'accepteur par le r�eseau sous forme d'une
indication de d�econnexion (DiscInd). La connexion est alors termin�ee lorsque l'initiateur re�coit
une con�rmation de d�econnexion (DisConf) de la part du r�eseau.

Un certain nombre de propri�et�es de sûret�e d�ecrivant le service de ce protocole sont pr�esent�ees
dans [Rod88] �a l'aide de la logique temporelle LTAC [QS83]. Nous consid�erons ici l'une d'entre-elles,
not�ee P , et nous l'exprimons de fa�con comportementale par un syst�eme de transitions �etiquet�ees :

Toute demande de donn�ees est pr�ec�ed�ee d'une con�rmation de connexion, et il n'y a pas
de demande de d�econnexion entre les occurrences de ces deux actions.

En consid�erant comme observables les seules actions DataReq, ConConf et DisReq, la propri�et�e P
est repr�esent�ee par le syst�eme suivant :

DataReq

ConConf

DisReq

DisReq

2

1

0
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Exemple 2-4
En�n, nous consid�erons dans cet exemple un protocole destin�e �a assurer la s�ecurit�e des d�epassements
dans une �le de v�ehicules automobiles [E�aFJ90]. De fa�con plus pr�ecise, la �le de v�ehicules est
mod�elis�ee par un ensemble de processus communicants, chacun d'eux �etant rep�er�e par un num�ero
d'ordre dans la �le. L'une des propri�et�es critique que devra respecter toute impl�ementation de ce
protocole est alors la propri�et�e de sûret�e P suivante :

Une fois que le v�ehicule i a commenc�e une op�eration de d�epassement, ni le v�ehicule i+1,
ni le v�ehicule i � 1 ne peuvent �a leur tour entamer un d�epassement avant que i n'ait
termin�e le sien.

Une autre formulation possible pour P est d'imposer que, pour tout couple de v�ehicules adjacents
(i; i+ 1), les op�erations de d�epassements soient toujours e�ectu�ees en exclusion mutuelle. En repr�esen-
tant par DebDepi (resp. FinDepi) les actions de d�ebut (resp. de �n) de d�epassement du v�ehicule i,
on obtient alors la sp�eci�cation comportementale Si suivante :

DebDepi+1

FinDepi+1

FinDepi

DebDepi
21 0

La sp�eci�cation compl�ete de P est alors repr�esent�ee par l'ensemble des graphes obtenus lorsque l'on
consid�ere chaque v�ehicule i de la �le.

L'examen de ces exemples montre qu'il existe un certain nombre de cas que l'on rencontre souvent
lorsque l'on sp�eci�e le comportement attendu d'un syst�eme parall�ele et qui correspondent �a des
�enonc�es de propri�et�es de sûret�e. D'une mani�ere g�en�erale, on a a�aire �a ce type de propri�et�e dans les
situations suivantes (cette liste n'�etant pas exhaustive) :

� pour exprimer des conditions sur l'ordre dans lequel certaines actions peuvent être ex�ecut�ees,

� pour sp�eci�er que deux actions ne sont jamais ex�ecutables �a partir d'un même �etat,

� pour v�eri�er qu'une (ou plusieurs) actions donn�ees seront toujours ex�ecut�ees entre les occur-
rences de deux autres actions (ce qui permet par exemple de v�eri�er que deux processus sont
bien en exclusion mutuelle).

� et, dualement, pour v�eri�er qu'aucune action intervient entre les occurrences de deux autres
actions.

Par contre, l'absence de famine ne peut pas être exprim�ee comme une propri�et�e de sûret�e.

Dans les sp�eci�cations pr�ec�edentes, la s�emantique que l'on donne aux graphes repr�esentant les pro-
pri�et�es de sûret�e est di��erente de celle que l'on donne habituellement aux syst�emes de transitions
�etiquet�ees. Consid�erons par exemple le syst�eme de transitions �etiquet�ees S(E;R) de l'exemple 2-2.

L'existence de la transition 1
Receive2�! 2 est g�en�eralement interpr�et�ee comme la conjonction de deux

pr�edicats [Rod88] :

P1. Si, �a partir de l'�etat 1, on e�ectue l'action Receive2, on atteint l'�etat 2. De plus, la seule
action ex�ecutable �a partir de l'�etat 1 est l'action Receive2.

P2. L'�etat 1 n'est pas un �etat puits : l'�etat 2 sera in�evitablement atteint �a partir de cet �etat.

Dans notre cas, seul le pr�edicat P1 doit être pris en compte dans la s�emantique donn�ee �a S(E;R), la

transition 1
Receive2�! 2 �etant alors intuitivement interpr�et�ee de la fa�con suivante : si le r�ecepteur vient
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de recevoir le message 1, et s'il re�coit un autre message, alors ce message sera le message 2. De tels
syst�emes de transitions �etiquet�ees, dont les transitions sont interpr�et�ees �a l'aide du seul pr�edicat P1,
sont appel�es graphes de sûret�e [Rod88].

A�n de pouvoir v�eri�er si une propri�et�e de sûret�e est valide ou non sur un syst�eme de transitions
�etiquet�ees donn�e, il reste �a d�e�nir une relation permettant de comparer ce syst�eme avec le graphe de
sûret�e qui d�ecrit la propri�et�e. Dans ce but, nous pr�esentons dans la section suivante trois relations
entre syst�emes de transitions �etiquet�ees.

2.5.2 Pr�eordre de sûret�e, �equivalence de sûret�e, et �
�

a-bisimulation

Formellement, le pr�eordre de sûret�e, not�e vs, est le pr�eordre de simulationv� obtenu pour l'ensemble
de langages ���a d�e�ni par :

���a = f��a j a 2 Ag

Remarque 2-2
Cette relation co��ncide en fait avec les di��erents pr�eordres de simulation obtenus pour les ensembles
de langages suivants :

�d = f��g [ ���a

�o = f��g [ f��a�� j a 2 A�g

Dans le cas de �o, cette propri�et�e sera justi��ee par la suite dans la proposition 2.6-6. Une preuve
similaire pourrait être e�ectu�ee pour la famille de langages �d.

L'�equivalence de sûret�e, not�ee �s, est alors d�e�nie comme la relation d'�equivalence associ�ee �a ce
pr�eordre, soit l'�equivalence de simulation obtenue pour l'ensemble de langages ���a :

�s=vs \ v�1s :

Le pr�eordre de sûret�e permet la comparaison entre un syst�eme de transitions �etiquet�ee et un graphe
de sûret�e. En e�et, si l'on consid�ere deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2, tels que S2 ne
comporte que des actions visibles (i.e, non renomm�ees en � ), S1 vs S2 si et seulement si S1 satisfait
la propri�et�e de sûret�e d�ecrite par S2 (alors interpr�et�e comme un graphe de sûret�e).

L'�equivalence de sûret�e caract�erise l'ensemble des propri�et�es de sûret�e qui peuvent être exprim�ees
dans une s�emantique arborescente [BFG+91]. Il existe en e�et une logique temporelle arborescente,
la logique BSL (Branching-time Safety Logic) permettant de d�ecrire exactement cette classe de
propri�et�es, et qui est expressive et ad�equate pour la relation �s :

� Toute formule BSL repr�esente une union de classes d'�equivalences pour la relation �s.

� A toute classe d'�equivalence pour la relation �s peut être associ�ee une formule BSL qui la
caract�erise.

Bien que les relations de pr�eordre et d'�equivalence de sûret�e soient su�santes sur le plan th�eorique
pour v�eri�er les propri�et�es de sûret�e des syst�emes, nous proposons �egalement une troisi�eme relation,
la ��a-bisimulation, dont le rôle est essentiellement pratique. La ��a-bisimulation est d�e�nie comme
�etant l'�equivalence de bisimulation obtenue pour l'ensemble de langage ���a. Du point de vue de la
v�eri�cation, l'int�erêt de cette relation est double :

� Etant plus forte que l'�equivalence de sûret�e, cette relation pr�eserve les propri�et�es de sûret�e : si
une formule BSL est valide sur un syst�eme de transitions �etiquet�ees donn�e, elle l'est �egalement
sur son quotient pour la ��a-bisimulation.

� De plus, s'agissant d'une �equivalence de bisimulation, nous verrons dans les chapitres suivants
que la proc�edure de d�ecision qui lui est associ�ee est plus e�cace que celle de l'�equivalence
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de sûret�e, que ce soit en utilisant les algorithmes classiques, ou en appliquant les m�ethodes de
comparaison ou minimisation \�a la vol�ee". En outre, il se trouve que pour un nombre important
d'exemples rencontr�es dans la pratique ces deux �equivalences co��ncident (cf. section 2.6).

2.5.3 Discussion

Nous avons pr�esent�e une relation d'�equivalence �s qui permet de v�eri�er les propri�et�es de sûret�e
des syst�emes. Nous compl�etons ici cette pr�esentation en discutant bri�evement des limitations de
cette relation, mais aussi plus g�en�eralement des restrictions existantes sur l'utilisation des relations
d'�equivalences pour la v�eri�cation de propri�et�es de vivacit�e.

L'une des propri�et�es souvent requise lorsque l'on v�eri�e un syst�eme parall�ele est l'absence de blocages
(ou deadlock freedom). Intuitivement, v�eri�er qu'un syst�eme ne comporte pas de blocage consiste
�a s'assurer que dans chaque �etat accessible du syst�eme il est possible d'e�ectuer au moins une des
actions observables pr�evue par la sp�eci�cation. Par suite, il ne s'agit pas d'une propri�et�e de sûret�e,
puisqu'un syst�eme ne pouvant e�ectuer aucune action pr�esente n�ecessairement un comportement sûr
vis-�a-vis de n'importe quelle sp�eci�cation.

En cons�equence, cette propri�et�e n'est pas pr�eserv�ee par l'�equivalence de sûret�e (un syst�eme de tran-
sitions �etiquet�ees comportant des blocages pouvant être �equivalent �a un autre syst�eme qui en est
d�epourvu) et elle ne pourra donc pas être v�eri��e �a l'aide de la relation �s. Toutefois, ce type de
v�eri�cation, qui peut être men�ee �a l'aide d'algorithmes classiques de parcours de graphes, ne pose pas
de probl�emes cruciaux en pratique.

Remarque 2-3
A contrario, l'absence de blocage peut être exprim�ee sous la forme d'une propri�et�e de sûret�e dans le cas
des logiques lin�eaires du fait que l'on ne consid�ere que les comportement in�nis des syst�emes [AS87].

Un second type de propri�et�es que l'on peut être amen�e �a rencontrer lorsque l'on v�eri�e un syst�eme
parall�ele est celui qui correspond aux propri�et�es de vivacit�e, exprim�ees sous la forme d'in�evitabilit�e,
qui permettent de sp�eci�er qu'une action pourra toujours être ex�ecut�ee, ou qu'un �etat pourra toujours
être atteint. De telles propri�et�es sont par exemple requises pour s'assurer qu'un message est re�cu,
ou qu'un timeout expire au bout d'un temps �ni. N�eanmoins, l'utilisation de relations d'�equivalence
pour v�eri�er ce type de propri�et�es ne peut g�en�eralement se faire que si on prend en compte un certain
nombre de conditions pr�eliminaires :

� En premier lieu, l'exemple suivant montre que, parmi l'ensemble des relations que nous avons
d�e�ni dans ce chapitre, seule la bisimulation forte pr�eserve les propri�et�es d'in�evitabilit�e :

Exemple 2-5
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�

�

a

b

S1

a

b

S2

�o

�s

�b

���a

6�

On note P la propri�et�e :

l'action a est in�evitablement suivie de l'action b

Intuitivement, S1 ne v�eri�e pas la propri�et�e P et S2 la v�eri�e, bien que ces deux syst�emes
soit �equivalents vis-�a-vis de chacune des bisimulations ou simulations faibles d�e�nies dans ce
chapitre.

D'une fa�con g�en�erale, il est facile de voir que, d�es lors qu'une relation d'�equivalence identi�e
l'ensemble des �etats appartenant �a une même composante fortement connexe de la relation de
transition �etiquet�ee par l'action � , elle ne permet pas la v�eri�cation des propri�et�es d'in�evitabilit�e.
Une solution possible consiste alors �a utiliser des relations d'�equivalence plus fortes que celles
que nous avons pr�esent�ees, et qui identi�ent uniquement les �etats ayant les mêmes possibilit�es de
divergence. Un exemple de telle relation construit �a partir de la bisimulation de branchement,
la divergence sensible branching bisimulation peut être trouv�e dans [NV90].

� D'autre part, la v�eri�cation de propri�et�es d'in�evitabilit�e n�ecessite que le formalisme utilis�e pour
d�ecrire le syst�eme que l'on v�eri�e soit su�samment puissant pour pouvoir exprimer des asser-
tions sur son comportement in�ni. Plus pr�ecis�ement, il doit permettre d'inclure, par exemple,
dans la description des composants du syst�eme des informations de la forme :

L'action a, dont l'ex�ecution par le processus P est possible in�niment souvent, sera
in�evitablement ex�ecut�ee par ce processus.

Les langages de description bas�ees sur les alg�ebres de processus classiques, dans lesquels le choix
entre deux �ev�enements concurrents est mod�elis�e une s�emantique d'entrelacement, ne permettent
pas d'exprimer ce type d'assertions. Par suite, comme illustr�e sur l'exemple suivant, il est
g�en�eralement impossible de v�eri�er une propri�et�e d'in�evitabilit�e sur un syst�eme d�ecrit �a l'aide
de ces langages.

Exemple 2-6
On consid�ere un protocole de \bit altern�e" tr�es simpli��e compos�e d'un �emetteur, d'un r�ecepteur
et d'un m�edium de communication non �able (i.e, susceptible de perdre une certaine partie des
messages qui lui sont transmis). Mod�elis�e �a l'aide d'un langage de type alg�ebre de processus, le
comportement de ce m�edium pourrait être repr�esent�e par le syst�eme de transitions �etiquet�ees
suivant, o�u les actions Receive, Send et Loose d�enotent respectivement une r�eception d'un
message venant de l'�emetteur, une �emission vers le r�ecepteur ou une perte du message :
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Loose

Send

Receive

10

Il existe un comportement possible de ce syst�eme qui consiste �a perdre syst�ematiquement tout
message qui lui est adress�e. Un tel comportement, qui ne correspond pas �a la description
informelle du m�edium, invalide la propri�et�e exprimant que tout message est in�evitablement
achemin�e.

Dans le cas de l'exemple pr�ec�edent, les solutions possibles consistent alors soit �a sp�eci�er exacte-
ment quels sont les messages qui sont perdus et quels sont ceux qui sont transmis correctement
(et par suite la v�eri�cation ne devient valide que dans ce cas particulier), soit �a utiliser un autre
formalisme de description. Un exemple de tel formalisme, bas�e sur les automates de mots in�nis,
est propos�e dans [?]. Toutefois, n'�etant pas exprimable en termes de syst�emes de transitions
�etiquet�ees, il requiert des m�ethodes de v�eri�cation plus puissantes que celles bas�ees strictement
sur les relations de bisimulation.

2.6 Comparaison des di��erentes relations

Le but de cette section est de comparer entre elles vis-�a-vis de l'inclusion les di��erentes relations
d'�equivalence et de pr�eordres qui ont �et�e d�e�nies dans ce chapitre. Même si cette d�emarche est
d�ej�a rendue n�ecessaire sur un plan th�eorique, elle pr�esente �egalement beaucoup d'int�erêts du point
de vue pratique. En e�et, lorsque l'on est amen�e �a v�eri�er qu'un syst�eme de transitions �etiquet�ees
satisfait une sp�eci�cation donn�ee (qu'elle soit de type logique ou comportementale), il peut s'av�erer
particuli�erement utile de savoir que telle relation est pr�eserv�ee par telle autre, ou que deux relations
co��ncident dans certains cas particuliers. Ainsi, il devient possible de d�eterminer une strat�egie pour
la v�eri�cation, en fonction des proc�edures de d�ecision o�ertes par les outils que l'on a �a sa disposition.

Par suite, cette section sera divis�ee en deux parties : nous examinons dans un premier temps les
positions relatives dans le treillis des partitions des relations pr�esent�ees dans ce chapitre lorsque l'on
consid�ere des syst�emes de transitions �etiquet�ees quelconques, puis nous montrons comment certaines
de ces relations sont identi��ees lorsque l'on se restreint �a des syst�emes moins g�en�eraux. Nous �enon�cons
tout d'abord un certain nombre de propositions pr�eliminaires pour la comparaison de ces di��erentes
relations.

2.6.1 Propositions pr�eliminaires

La proposition 2.6-1 compare les �equivalences de simulation et de bisimulation obtenues pour un
même crit�ere d'abstraction.

Proposition 2.6-1
Soit � un ensemble de langages sur A. L'�equivalence de bisimulation obtenue pour � est plus forte
que l'�equivalence de simulation correspondante :

�� � ��
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Preuve : elle est imm�ediate. Par d�e�nition des relations �� et v�, on a :

�� � v�

Puisque �� est sym�etrique, on a �egalement :

�� � (v�)
�1

Par suite,

�� � (v� \ (v�)
�1)

2.

L'exemple suivant permet de voir que cette inclusion est stricte (les deux relations sont bien dif-
f�erentes) :

Exemple 2-7

c c

a

bbb

aa

S2S1

54

3

2

1

0 6

7

8 9

Le crit�ere d'abstraction consid�er�e est le crit�ere \fort", pour lequel toute action est observable. Il
correspond donc �a l'ensemble de langages :

� = ffag j a 2 A [ f�gg

. On a S1 v� S2 et S2 v� S1, mais S1 6�� S2.

Dans l'exemple pr�ec�edent, la transition 0
a
�! 1, qui met en cause l'existence d'une bisimulation entre

S1 et S2 est en fait une transition redondante [Rod88]. Nous montrons que les relations �� et
v� co��ncident lorsque l'on consid�ere des syst�emes de transitions �etiquet�ees d�epourvus de transitions
redondantes.

D�e�nition 2.6-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soit p 2 Q, soit � un ensemble de langages
sur A et soit � 2 �.

La transition p
�
�!T p0 est redondante pour � si et seulement si :

9p" : (p
�
�!T p" ^ p0 6= p" ^ p0 v� p")

Proposition 2.6-2
Les relations �� et �� co��ncident sur l'ensemble des syst�emes de transitions �etiquet�ees d�epourvus
de transitions redondantes pour �.
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Preuve : Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d�epourvue de transitions redon-
dantes pour l'ensemble de langages �. On montre :

S1 �� S2 , S1 �� S2

Puisque �� � �� (proposition 2.6-1), il su�t de v�eri�er que l'on a :

S1 v� S2 ) S1 �� S2:

Soient p1 2 Q1 et p2 2 Q2. On montre par induction sur k que :

8k : (p1 v� p2 ^ p2 v� p1) ) p1 �
k
� p2

� pour k = 0, la proposition est �evidente.

� Soit k > 0. On suppose :

8i; i � k (p1 v� p2 ^ p2 v� p1) ) p1 �
i
� p2

On montre alors que p1 �
k+1
� p2. Soit (�; p01) tel que :

� 2 � ^ p1
�
�!T1 p

0
1

On a,

p1 v� p2 ^ p1
�
�!T1 p

0
1 ) 9p02 : p2

�
�!T2 p

0
2 ^ p01 v� p02

p2 v� p1 ^ p2
�
�!T2 p

0
2 ) 9p001 : p1

�
�!T1 p

00
1 ^ p02 v� p001

Or, par transitivit�e de la relation v� :

p01 v� p02 ^ p02 v� p001 ) p01 v� p001

On a donc :

p1
�
�!T1 p

0
1 ^ p1

�
�!T1 p

00
1 ^ p01 v� p001

Par suite, S1 ne comportant pas de transitions redondantes pour l'ensemble de langages �, les
�etats p01 et p001 sont confondus, d'o�u p02 v p01. Par hypoth�ese d'induction,

(p01 v� p02 ^ p02 v� p01) ) p01 �
k
� p02

On prouve de fa�con similaire :

8(�; p02) : p2
�
�!T2 p

0
2 ) 9p01 : (p1

�
�!T1 p

0
1 ^ p01 �

k
� p02)

Par suite, on a bien p1 �
k+1
� p2.

2.

La proposition 2.6-3 permet de comparer les �equivalences de bisimulation (resp. les pr�eordres de
simulation) obtenues pour des ensembles de langages �1 et �2 entre lesquelles il existe une relation
d'\inclusion". Plus pr�ecis�ement, nous montrons que lorsque les langages de �1 et �2 sont donn�es
sous forme d'expressions r�eguli�eres, et lorsque tout �1 de �1 peut être obtenue par concat�enation
d'un nombre �ni de langages �2 de �2, alors :

� l'�equivalence de bisimulation ��1
est plus forte que l'�equivalence de bisimulation ��2

,

� le pr�eordre de simulation v�1
est plus fort que le pr�eordre de simulation v�2

.

D�e�nition 2.6-2
Soient �1 et �2 deux ensembles de langages r�eguliers d�e�nis sur A [ f�g. On d�e�nit une relation
d'\inclusion" (not�ee �) entre �1 et �2 de la fa�con suivante :

�1 � �2 ,

8�1 : (�1 2 �1 ) (9�12; �
2
2; : : : ; �

n
2 : ((8i : �i2 2 �2) ^ (�1 � (�12)

�(�22)
� : : : (�n2 )

�))))
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Exemple 2-8

� L'ensemble de langages d�e�ni pour la ��a-bisimulation est inclus dans celui d�e�ni pour la
bisimulation forte :

f��a j a 2 Ag � ffag j a 2 A [ f�gg

� Les ensembles de langages d�e�nis pour la ��a-bisimulation et pour l'�equivalence observationnelle
sont incomparables vis-�a-vis de la relation � :

f��a j a 2 Ag 6� ff��g [ f��a�� j a 2 Agg

ff��g [ f��a�� j a 2 Agg 6� f��a j a 2 Ag

Proposition 2.6-3
Soient �1 et �2 deux ensembles de langages r�eguliers d�e�nis sur A [ f�g.

�1 � �2 ) (v�2 � v�1 ) ^ (��2 � ��1)

Preuve : Nous e�ectuons la preuve uniquement pour les pr�eordres de simulation (le cas des �equiv-
alences de bisimulation pouvant être trait�e de mani�ere identique par sym�etrie). Soit R une relation
sur Q1 � Q2. On montre que si R est un pr�eordre de simulation pour �2 alors c'est �egalement un
pr�eordre de simulation pour �1 :

R � I�2(R) ) R � I�1(R)

Soit R � I�2(R), soient (p; q) 2 R, et soit p0 tel que p
�1�!T1 p

0 pour �1 2 �1. Comme �1 � �2, on
a :

p
�1�!T1 p

0 ) (9�12; �
2
2; : : : ; �

n
2 2 �2) : p

(�12)
�

�!T1 p1
(�22)

�

�!T1 p2 : : : pn�1
(�n2 )

�

�! T1 p
0

Or, par hypoth�ese :

(p; q) 2 R ) (p; q) 2 I�2(R)

d'o�u :

p
(�1)

�

�!T1 p
0 ) 9q1; : : : ; qn : qi

(�i+1
2

)�

�! T2 qi+1 ^ (pi; qi) 2 R

) (pi; qi) 2 I�2(R); puisque R est un pr�eordre de simulation pour �2

Par suite,

p
�1�!T1 p

0 ) 9q0 : q
�1�!T2 q

0 ^ (p0; q0) 2 R

ce qui justi�e que R est bien un pr�eordre de simulation pour l'ensemble de langages �1. 2.

En�n, nous donnons un corollaire �a la proposition 2.6-3.

Corollaire 2.6-1
Soient �1 et �2 deux ensembles de langages r�eguliers sur A [ f�g.

�1 � �2 ) (v�2 � v�1) ^ (��2 � ��1 )

Preuve : Elle est imm�ediate puisque � ) �. 2.
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2.6.2 Cas g�en�eral

Nous sommes d�esormais en mesure de comparer les relations d'�equivalence d�e�nies dans ce chapitre
lorsque l'on consid�ere des syst�emes de transitions �etiquet�ees quelconques. Plus pr�ecis�ement, nous
montrons que ces di��erentes relations sont ordonn�ees vis-�a-vis de l'inclusion selon le treillis suivant :

�s

���a �o

���d

�b

�

Cette �gure a le m�erite de pr�esenter de mani�ere synth�etique un ensemble de r�esultats qui vont être
justi��es dans la suite en construisant les di��erentes portions du treillis et en comparant entre eux les
extremums ainsi obtenus.

Nous construisons tout d'abord la portion de treillis contenant l'�equivalence observationnelle (�o) et
les �equivalences de branchement pr�esent�ees dans la section 2.4 (�b, �d et ��). Ces relations pouvant
être d�e�nies �a partir d'une même relation plus g�en�erale RC param�etr�ee par une fonction bool�eenne
(d�e�nition 2.4-1), nous utiliserons la proposition suivante qui permet de comparer deux relations RC1

et RC2
en fonction de C1 et C2 :

Proposition 2.6-4
Soient C1 et C2 deux fonctions bool�eennes.

(C1 ) C2) ) (RC1
� RC2

)

Preuve : imm�ediate 2.
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D'autre part, on a les implications suivantes entre les fonctions Cbr, Cd, C� et Cobs :
Cbr ) Cd

Cbr ) C�

Cd ) Cobs

C� ) Cobs

Par suite, et d'apr�es la proposition 2.6-4, on obtient bien la portion de treillis suivante :

�o

���d

�b

Il est facile de voir que les inclusions �b � �d et �b � �� sont strictes. La �gure suivante fournit un
contre-exemple pour la premi�ere d'entre elles, un contre-exemple pour la seconde �etant fourni par la
�gure de l'exemple 2-1.

S4S3

a

� �

a

a
bb

Les syst�emes de transitions �etiquet�ees S3 et S4 sont �equivalents pour la relation �d et ne le sont pas
pour �b. De même, les syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 (de l' exemple 2-1) sont �equivalents
pour la relation �� et ne le sont pas pour �b.

Nous comparons maintenant les relations pr�eservant les propri�et�es de sûret�e pr�esent�ees dans la sec-
tion 2.5. D'apr�es la proposition 2.6-1, on a imm�ediatement ���a��s, ce qui correspond �a la portion
de treillis suivante :
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���a

�s

Pour terminer la comparaison (et obtenir le treillis de la �gure 2.6.2), il reste �a pr�eciser les positions
relatives de ces deux portions de treillis d�ej�a construites, et y inclure la relation de bisimulation forte
�. Nous comparons tout d'abord la relation ���a avec les relations �d, �� et �o.

Proposition 2.6-5

(i) �d � ���a

(ii) (���a 6� �o) ^ (�o 6� ���a)

(iii) (���a 6� ��) ^ (�� 6� ���a)

Preuve :

(i) C'est une cons�equence directe du corollaire 2.6-1. On a, en e�et, l'inclusion suivante entre les
ensembles de langages d�e�nissant la delay bisimulation et la ��a-bisimulation :

(f��g [ f��a j a 2 Ag) � f��a j a 2 Ag

(ii) Les syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 de l'exemple 2-1 sont �equivalents pour les
relations �o et �� , mais ne le sont pas pour la relation ���a.

(iii) Les syst�emes de transitions �etiquet�ees de la �gure suivante sont �equivalents pour la relation
���a mais ne le sont ni pour la relation �o, ni pour la relation ��.

a

S2S1

�
a

2.

Il reste alors �a comparer les relations �s et �o. Pour ce faire, nous montrons tout d'abord que les
relations de pr�eordre vs et vo qui leurs sont associ�ees co��ncident.

D�e�nition 2.6-3
Soit vo la relation d�e�nie sur Q1 � Q2 par :

p vo q ,

8a 2 A [ f�g : 8p0 : p
a
�!T1 p0 ) (a = � ^ p0 vo q) _ (9q0 : q

��a��
�! T2 q0 ^ p0 vo q0)
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Il est facile de voir que la relation vo est le pr�eordre de simulation obtenu pour l'ensemble de langages

� = f��g [ f��a�� j a 2 Ag

Proposition 2.6-6
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees.

S1 vs S2 , S1 vo S2

La preuve de cette proposition est bas�ee sur le lemme suivant :

Lemme 2.6-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees.

8p 2 Q; p
�
�!T p0 ) p0 vs p ^ p0 vo p

On trouve une preuve de ce lemme pour la relation vs dans [Rod88], et il est ais�e d'en d�eduire une
preuve similaire pour la relation vo.

Preuve (de la proposition 2.6-6) : Soit (p; q) 2 Q1 � Q2.

sens `)' : On montre que la relation vs satisfait bien les conditions de la d�e�nition de vo

(d�e�nition 2.6-3). On suppose p vs q. Soit a 2 A [ f�g, et soit p0 tel que p
a
�!T1 p

0.

{ Si a = � , alors, d'apr�es le lemme 2.6-1, on a p0 vs p, d'o�u p0 vs q.

{ Si a 6= � , alors, par d�e�nition de vs : 9q0 : q
��a
�!T2 q

0 ^ p0 vs q
0

Par suite, on a vs � vo.

sens `(' : De fa�con similaire, on montre que la relation vo est bien un pr�eordre de simulation
pour l'ensemble de langages � = f��a j a 2 Ag. On suppose p vo q. Soit a 2 A, et soit p0 tel

que p
��a
�!T1 p

0. Plus pr�ecis�ement,

9p1; : : : ; pn : p
�
�!T1 p1

�
�!T1 : : :

�
�!T1 pn ^ pn

a
�!T1 p

0

Or, d'apr�es le d�e�nition 2.6-3,

p vo q ^ p
�
�!T1 p1 ) p1 vo q _ (9q1 : q

�
�!T2 q1 ^ p1 vo q1)

De proche en proche,

9qn : q
��
�!T2 qn ^ pn vo qn

Par suite, par d�e�nition de vo,

pn
a
�!T1 p

0 ) 9q"; q0 : q
��a
�!T2 q"

��
�!T2 q

0 ^ p0 vo q
0

Or, d'apr�es le lemme 2.6-1, on a q0 vo q", d'o�u p0 vo q". Par suite, on a bien :

8a 2 A : 8p0 : p
��a
�!T1 p

0 ) 9q" : q
��a
�!T2 q" ^ p0 vo q":

Proposition 2.6-7

�o � �s

Preuve : On note �sim
o l'�equivalence de simulation obtenue �a partir du pr�eordre de simulation vo :

�sim
o = vo ^ (vo)

�1
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On a alors, d'apr�es la proposition 2.6-6, vo�vs )�sim
o ��s. Or, d'apr�es la proposition 2.6-1,

�o��sim
o d'o�u �o��s. 2.

En�n, en e�ectuant une preuve analogue �a celle de la proposition 2.6-3, il est facile de voir que l'on
a � � �b.

Des propositions 2.6-5 et 2.6-7 on d�eduit alors le treillis pr�esent�e au d�ebut de cette section, qui
ordonne vis-�a-vis de la relation d'inclusion les di��erentes relations d'�equivalence pr�esent�ees dans ce
chapitre lorsque l'on consid�ere des syst�emes de transitions �etiquet�ees quelconques.

2.6.3 Cas particuliers

On consid�ere maintenant des classes plus particuli�eres de syst�emes de transitions �etiquet�ees, et on ex-
amine comment est modi��e le treillis pr�esent�e dans le section pr�ec�edente. Plus pr�ecis�ement, nous nous
int�eressons �a trois cas de �gure que l'on rencontre souvent en pratique, et qui sont respectivement :

� La comparaison d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees tau-free (i.e, ne comportant pas de � -
transitions) avec un syst�eme de transitions �etiquet�ees quelconque ;

� La comparaison ou la minimisation de syst�emes de transitions �etiquet�ees dont le quotient par
la bisimulation de branchement est � -free ;

� La comparaison ou la minimisation de syst�emes de transitions �etiquet�ees dont le quotient par
la bisimulation de branchement est � -free et d�eterministe.

Nous rappelons tout d'abord dans la proposition suivante les r�esultats obtenus lorsque l'on consid�ere
des classes de syst�emes de transitions �etiquet�ees encore plus particuli�eres | et sans doute assez peu
int�eressante en pratique | que sont les syst�emes de transitions �etiquet�ees � -free et d�eterministes.

D�e�nition 2.6-4
Un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0) est � -free si et seulement si

8p 2 Q; T� [p] = ;

Proposition 2.6-8

(i) Pour deux syst�emes de transitions �etiquet�ees � -free, les relations �, �b, �d, ��, �o et ���a

co��ncident.

(ii) Pour deux syst�emes de transition �etiquet�ees � -free et d�eterministes, les relations pr�ec�edentes
co��ncident �egalement avec la relation �s.

Preuve :

(i) Il est imm�ediat que les �equivalences de bisimulation �, �o et ���a co��ncident lorsque l'on
consid�ere des syst�emes � -free. De même, il est facile de voir �a partir de la d�e�nition de RC

qu'il en est de même des relations �o, �b, �d et ��.

(ii) Si les syst�emes de transitions sont � -free et d�eterministes, ils ne comportent pas de transi-
tion redondantes pour le crit�ere d'observation associ�e �a la relation �s. Par suite, d'apr�es la
proposition 2.6-2, les relations �s et ���a co��ncident.

2.
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Dans la pratique, il est assez fr�equent que le syst�eme de transitions �etiquet�ees qui d�ecrit une sp�eci�ca-
tion comportementale ne comporte pas de � -transitions. En e�et, lorsque les actions que l'on souhaite
observer sont convenablement choisies, il semble assez peu naturel de sp�eci�er le comportement at-
tendu d'un programme en y incluant des actions internes. La v�eri�cation de ce type de sp�eci�cations
consiste alors �a comparer, pour une relation d'�equivalence donn�e, un syst�eme de transitions �etiquet�ees
� -free (mod�elisant la sp�eci�cation) avec un syst�eme de transitions �etiquet�ees quelconque (mod�elisant
le programme). Nous montrons que dans ce cas de �gure certaines des �equivalences que nous avons
pr�esent�ees co��ncident.

Proposition 2.6-9
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees tels que S2 (ou S1) soit � -free.

S1 �o S2 , S1 �b S2

Preuve : Nous montrons uniquement le sens `)', le sens `(' �etant une cons�equence de la propo-
sition 2.6-4. Si l'on suppose S2 � -free, la d�e�nition de la relation �b est la disjonction des trois
propri�et�es suivantes :

(i) 8p0 : p
�
�!T1 p0 ) p0 �b q

(ii) 8a 2 A : 8p0 : p
a
�!T1 p0 ) 9q0 : q

a
�!T2 q0 ^ p0 �b q

0

(iii) 8a 2 A : 8q0 : q
a
�!T2 q0 ) 9p1; p0 : p

��
�!T1 p1

a
�!T1 p0 ^ p1 �b q ^ p0 �b q

0

On montre alors, par induction sur k, que :

8k : p �o q ) p �k
b q

Pour k = 0, la proposition est �evidente. Soit k > 0, on suppose

8i; i � k : p �o q ) p �i
b q

On montre alors que p �k+1
b q. Comme T� [q] = ;, les cas (i) et (ii) sont imm�ediatement v�eri��es. Le

cas (iii) se justi�e de la fa�con suivante :

p �o q ^ q
a
�!T2 q0 ) 9p1; p

0; p2 : p
��
�!T1 p1

a
�!T1 p0 a

�!T1 p2 ^ p2 �o q0

Or,

p �o q ^ p
��
�!T1 p1 ) p1 �o q car T� [q] = ;

) p1 �
k
b q

D'autre part,

p1 �o q ^ p1
a
�!T1 p0 ) 9q" : q

a
�!T2 q" ^ p0 �o q" car T� [q] = ;

et,

p0 �o q" ^ p0 ��
�!T1 p2 ) p2 �o q"

Par suite, on a

p0 �o q" ^ p2 �o q" ^ p2 �o q0 ) p0 �o q0 ) p0 �k
b q0

En cons�equence, (iii) est v�eri��e, et on a bien p �k+1
b q. 2.

D'apr�es la proposition 2.6-9, lorsque l'on compare un syst�eme de transitions �etiquet�ees � -free avec un
syst�eme de transitions �etiquet�ees quelconque, les relations d'�equivalence pr�esent�ees dans ce chapitre
sont ordonn�ees selon le treillis suivant :
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�s

�

�b, �d, ��, �o

���a

La proposition 2.6-10, permet de comparer les relations d'�equivalence pr�esent�ees dans ce chapitre
lorsque l'on se restreint aux syst�emes de transitions �etiquet�ees dont le quotient par la bisimulation
de branchement est � -free (resp. � -free et d�eterministe).

Proposition 2.6-10
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees.

(i) Si les quotients de S1 et S2 pour l'�equivalence de branchement sont � -free, alors :

S1 ���a S2 , S1 �b S2

(ii) Si les quotients de S1 et S2 pour l'�equivalence de branchement sont � -free et d�eterministes,
alors

S1 �s S2 , S1 �b S2

Preuve : Il su�t dans chaque cas de montrer les sens directs.

(i) Par l'absurde : on suppose S1 ���a S2 ^ S1 6�b S2 Comme �b����a, on a

S1=�b
���a S2=�b

^ S1=�b
6�b S2=�b

Or, S1=�b
et S2=�b

�etant � -free, les relations ���a et �b co��ncident pour ces deux syst�emes
(proposition 2.6-8). Par suite, on a n�ecessairement S1 �b S2.

(ii) La preuve est similaire �a celle du cas pr�ec�edent.

2.

Par suite, lorsque l'on consid�ere des syst�emes de transitions �etiquet�ees dont le quotient par la bisimula-
tion de branchement est � -free (resp. � -free et d�eterministe), les relations d'�equivalence sont ordonn�ees
selon le treillis �1 (resp. �2) suivant :
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�b, �d, ��, �o, ���a, �s

�

�2�1

�b, �d, ��, �o, ���a

�

�s

En conclusion, l'exp�erience montre que les syst�emes de transitions �etiquet�ees que l'on est amen�e �a
comparer dans le cadre de la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales ont souvent un quotient
par la bisimulation de branchement qui est � -free. En th�eorie, la minimisation ou la comparaison de
tels syst�emes par rapport �a n'importe quelle relation d'�equivalence comprise entre la bisimulation de
branchement et la ��a-bisimulation pourrait donc se faire en utilisant l'une ou l'autre des proc�edures
de d�ecision relatives �a ces deux relations. N�eanmoins, cette solution reste limit�ee dans le sens o�u
nous avons pas actuellement de crit�ere pour d�ecider e�cacement si un syst�eme de transition �etiquet�e
appartient �a cette classe sans l'avoir g�en�er�e enti�erement au pr�ealable.

La deuxi�eme classe de syst�emes de transitions �etiquet�ees, ceux dont le quotient par la bisimulation de
branchement (ou par l'�equivalence observationnelle, cf. proposition 2.6-9) est � -free et d�eterministe
est mentionn�e dans [Mil89] sous le nom de \determinate or predictable systems". L'id�ee intuitive
associ�ee est la suivante :

Un syst�eme est \pr�evisible" s'il pr�esente toujours le même comportement observable
chaque fois qu'il est plong�e dans le même environnement.

Cette classe particuli�ere de syst�emes est �egalement �etudi�e dans [Qin91], qui propose une proc�edure
de d�ecision plus e�cace que celles employ�ees habituellement pour l'�equivalence observationnelle et
la bisimulation de branchement est d�ecrite. Dans le même esprit, nous proposons au chapitre 5 un
algorithme de comparaison \�a la vol�ee" adapt�e �a la comparaison et �a la minimisation des syst�emes
\pr�evisibles", et permettant de d�ecider si un syst�eme de transitions �etiquet�ees est \pr�evisible" ou non
sans le g�en�erer enti�erement au pr�ealable.

Toutefois, il semble peu probable que cette classe de syst�emes soit su�sante pour r�epondre �a tous les
besoins. En e�et, même si les syst�emes que l'on traite (tels les protocoles de communication) sont
souvent \pr�evisibles" lorsque l'on observe leur comportement global, il n'en est pas de même lors de
la v�eri�cation o�u l'on ne s'int�eresse qu'�a une abstraction de ce comportement.

Exemple 2-9
Le syst�eme de transitions �etiquet�ees obtenu lors de la v�eri�cation du protocole rel=REL [BM91] (cf.
exemple 2-2 et annexe B) n'est pas un syst�eme \pr�evisible" pour la ��a-bisimulation lorsque l'on
consid�ere comme visibles uniquement les actions de r�eception e�ectu�ees par l'une des stations R. Le
quotient de ce syst�eme pour cette relation d'�equivalence n'est pas d�eterministe, du fait que R puisse
arbitrairement choisir entre deux types de comportements :
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� recevoir le message i et continuer �a fonctionner jusqu'a r�eception du message i + 1,

� recevoir le message i et cesser de fonctionner avant r�eception du prochain message.



Partie II

Les m�ethodes classiques de

v�eri�cation





Chapitre 3

Les algorithmes classiques

Nous pr�esentons dans ce chapitre les proc�edures de d�ecision couramment utilis�ees dans les outils
de v�eri�cation classiques bas�es sur les relations d'�equivalence comportementales. Nous rappelons
tout d'abord le principe g�en�eral sur lequel reposent les algorithmes de comparaison et r�eduction
des syst�emes de transitions �etiquet�ees modulo une �equivalence de bisimulation, puis nous d�ecrivons
ensuite de fa�con plus d�etaill�ee les algorithmes mis en �uvre en pratique dans le cas des relations
pr�esent�ees au chapitre pr�ec�edent.

3.1 Calcul d'une partition compatible avec une relation de

transition

La comparaison et la r�eduction des syst�emes de transition �etiquet�ees modulo une �equivalence de
bisimulation sont toutes deux bas�ees sur un même algorithme, qui consiste �a calculer les classes
d'�equivalence pour cette relation sur les ensembles d'�etats des syst�emes (i.e, la partition qui lui est
associ�ee). Nous d�ecrivons dans cette section le principe de cet algorithme, qui repose sur la notion
de compatibilit�e d'une partition avec une relation de transition.

D�e�nition 3.1-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soit � = fBi j i 2 Ig une partition sur
Q, et soit � un ensemble de langages disjoints sur A. La partition � est compatible avec T pour
l'ensemble de langages � si et seulement si :

8� 2 � : 8i; j 2 I : 8p; q 2 Bi : (T�[p]\Bj 6= ; , T�[q]\Bj 6= ;)

Le lien entre relation de bisimulation et partition compatible avec une relation de transition est �etabli
dans la proposition 3.1-1 :

Proposition 3.1-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit R une relation binaire d�e�nie sur
Q�Q.

R est une bisimulation pour l'ensemble de langages � si et seulement si la partition associ�ee �a R est
compatible avec T pour �.

La preuve de cette proposition s'obtient imm�ediatement en comparant les d�e�nitions de \compatibil-
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it�e" et \relation de bisimulation".

La proposition 3.1-1 permet de ramener le probl�eme du calcul des classes d'�equivalence pour une
bisimulation �a la recherche de la plus grande partition (vis-�a-vis de l'op�erateur de ra�nement v, cf.
chapitre 1) qui soit compatible avec une relation de transition :

Etant donn�ee une partition initiale �init sur un ensemble Q, une relation T sur Q� Q
�etiquet�ee par les �el�ements d'un ensemble A, et � un ensemble de langages sur A, trouver
le plus grand ra�nement �0 de �init qui soit compatible avec T pour �.

L'�enonc�e pr�ec�edent (ou l'une des ses variantes) est connu sous le nom de Relational Coarsest Partition
problem, ou encore RCP problem. Le treillis des partitions (ordonn�e par l'op�erateur v) �etant un treillis
complet, le RCP problem admet bien une solution unique �, qui co��ncide avec la partition associ�ee �a
la plus grande bisimulation sur Q�Q contenant �init. Par suite, si �init est la partition universelle
(i.e, �init = fQg), � est bien l'�equivalence de bisimulation sur Q �Q.

Le lien entre RCP problem et relation de bisimulation a �et�e �etabli par Kanellakis et Smolka [KS83],
qui ont propos�e une solution dans le cas de la bisimulation forte dont les coûts en temps et m�emoire
sont respectivement O(m:n) et O(m+ n), o�u m et n repr�esentent respectivement les nombres d'�etats
et de transitions (m = jT j et n = jQj). Paige et Tarjan ont am�elior�e cet algorithme et obtenu une
solution dont le coût en temps est O(m:log(n)) [PT87]. C'est cette solution qui a �et�e impl�ement�ee
dans le cadre du logiciel Ald�ebaran [Fer88].

N�eanmoins, ces deux algorithmes restent identiques dans leur principe : ils consistent �a calculer des
ra�nements successifs (�i) de la partition initiale �init jusqu'�a stabilit�e, de sorte que chaque nouvelle
partition �i+1 obtenue soit compatible avec la relation de transition T par rapport �a la partition
pr�ec�edente �i. La partition �nale � ainsi obtenue est alors solution du RPC problem.

A�n de pr�esenter plus formellement ce principe, nous donnons tout d'abord une autre caract�erisation
de la compatibilit�e, puis nous pr�ecisons les notions de \stabilit�e" et de partition \compatible par
rapport �a une autre".

Proposition 3.1-2
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soit � = fBi j i 2 Ig une partition sur Q,
et soit � un ensemble de langages sur A. La partition � est compatible avec T pour l'ensemble de
langages � si et seulement si :

8� 2 � : 8i; j 2 I : (Bi � T�1
� (Bj) _ Bi \ T�1

� (Bj) = ;)

Preuve : elle est donn�ee dans [Fer88]. 2.

D�e�nition 3.1-2

Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soient � et �0 des partitions sur Q, et soit
� un ensemble de langages sur A. On d�e�nit les pr�edicats �X� et �� par :

�X� (�) = 8� 2 � : 8B 2 � : (B � pre�(X) _ B \ pre�(X) = ;)

��(�; �
0) =

^
X2�0

�X� (�)

Une partition � sera dite stable par rapport �a la classe X pour l'ensemble de langages � si et seulement
si �X� (�) est valide. Par suite, elle sera stable par rapport �a une partition �0 (ou compatible par rapport
�a �0) pour � si et seulement si ��(�; �0) est valide. En�n, il est facile de voir qu'une partition est
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compatible avec une relation de transition si et seulement si elle est stable par rapport �a elle même
(i.e, si et seulement si ��(�; �) est valide).

Nous d�e�nissons alors les op�erateurs Split� , Ref� et Refine� qui permettent, �a partir d'une par-
tition donn�ee �, de construire un ra�nement de � qui soit compatible par rapport �a � l'ensemble de
langages �. Cette propri�et�e sera justi��ee par la proposition 3.1-3.

D�e�nition 3.1-3
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soient � et �0 des partitions sur Q, soient
X et Y des sous-ensembles de Q et soit � un ensemble de langages sur A.

Split� (Y;X) = u
�2�

fY \ T�1
� [X]; Y n T�1

� [X]g

Ref�(�;X) =
S
Y 2�

Split� (Y;X)

Refine� (�; �0) = u
X2�0

Ref�(�;X)

Proposition 3.1-3
Soient � et �0 des partitions sur un ensemble Q. L'op�erateur Ref� v�eri�e les propri�et�es suivantes :

(i) Ref�(�;X) v �

(ii) �X� (�) , � = Ref�(�;X)

(iii) �X� (Ref�(�;X))

De même, l'op�erateur Refine� v�eri�e :

(iv) Refine� (�; �0) v �

(v) ��(�; �0) , � = Refine� (�; �0)

(vi) ��(Refine� (�; �0); �0)

(vii) �X� (�) ^ X 2 �0 ) Refine� (�; �0 � fXg) = Refine� (�; �0)

Preuve : La preuve d'une proposition similaire peut être trouv�ee dans [Fer90]. 2.

Nous d�e�nissons alors, �a l'aide de l'op�erateur Refine� , un nouvel op�erateur �� sur le treillis des
partitions, tel que :

��(�) = Refine� (�; �)

L'op�erateur �� �etant monotone et d�e�ni sur un treillis complet, il admet pour toute partition initiale
�init un plus grand point �xe ��� :

��� = ��: (�init u ��(�))

De plus, compte-tenu de la proposition 3.1-3, �etant donn�e une partition initiale �init, la partition ���
est solution du RPC problem : Elle correspond en e�et au plus grand ra�nement de �init qui soit
compatible avec la relation de transition pour l'ensemble de langages �.

La proposition 3.1-1 permet alors de justi�er le lien entre l'�equivalence de bisimulation et la partition
la moins �ne compatible avec une relation de transition :

Proposition 3.1-4
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soit � un ensemble de langages sur
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A. Soient �� et �� les plus grands points-�xes des op�erateurs B� (cf. d�e�nition 2.1-1, chapitre 2) et
�� :

�� = �R: ((Q� Q) \ B�(R))

�� = ��: (fQg u ��(�))

�� est la partition associ�ee �a la relation ��.

En�n, dans le cas des syst�emes de transitions �etiquet�ees �a branchement �ni, l'op�erateur �� est u-
continu [Fer90], et son plus grand point-�xe ��� peut être obtenu en calculant la limite d'une suite
d�ecroissante (�i)i2N d�e�nie par :

� �0 = �init

� 8i � 0; �i+1 = ��(�i)

De ce r�esultat, on d�eduit imm�ediatement le sch�ema g�en�eral d'un algorithme de calcul des classes
d'�equivalence de la relation �� :

Algorithme 3-1

d�ebut
� := fQg ;
�0 := ��(�) ;
tantque (�0 6= �) faire

� := �0 ;
�0 := ��(�) ;

ftantque
(* � contient les classes d'�equivalence pour �� *)

�n.

Remarque 3-1
Le fait de choisir comme partition initiale �init la partition universelle fQg assure que la relation
d'�equivalence obtenue est bien la plus grande bisimulation d�e�nie sur Q. Plus g�en�eralement, pour
une partition �init donn�ee, l'algorithme 3-1 calcule la plus grande bisimulation contenue dans la
relation d'�equivalence d�e�nie par �init : deux �etats sont alors �equivalents si et seulement si ils se
bisimulent et s'ils appartiennent �a une même classe de �init.

Avant de d�ecrire de fa�con plus pr�ecise les algorithmes utilis�es en pratique dans le cas des relations
pr�esent�ees au chapitre pr�ec�edent, nous terminons cette section en montrant comment le calcul de
la partition associ�ee �a une �equivalence de bisimulation �� permet de r�esoudre le probl�eme de la
comparaison et de la minimisation des syst�emes de transitions �etiquet�ees.

3.1.1 Comparaison des syst�emes de transitions �etiquet�ees

Nous d�e�nissons tout d'abord l'union de deux syst�emes de transitions �etiquet�ees.

D�e�nition 3.1-4
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees tels que Q1 \Q2 = ; (cette
condition pouvant toujours être satisfaite moyennant un �eventuel renommage). Le syst�eme de tran-
sitions �etiquet�ees union de S1 et S2, not�e S1 [ S2, est d�e�ni par :

S1 [ S2 = (Q1 [Q2 [ fq0g; A1 [A2; T1 [ T2; q0)
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La proposition 3.1-5 fournit une proc�edure de d�ecision pour l'�equivalence de bisimulation �� : Pour
comparer deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 modulo ��, il su�t de v�eri�er si leur �etats
initiaux appartiennent �a la même classe de la plus grande partition compatible avec la relation de
transition de S1 [ S2.

Proposition 3.1-5
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux respectifs q01 et q02, et soit
S = (Q;A; T; q0) le syst�eme de transition �etiquet�e union de S1 et S2. Soit �� la plus grande partition
sur Q compatible avec T pour l'ensemble de langages � sur A. On a alors :

S1 �� S2 , 9B 2 �� : fq01; q02g � B

Preuve : On pose Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2). D'apr�es la proposition 3.1-4, �� est la partition
associ�ee �a l'�equivalence de bisimulationR� d�e�nie sur Q� Q, avec Q = Q1 [Q2. Or, Q1 et Q2 �etant
disjoints, les relations T1 et T2 le sont �egalement, et par suite :

8i 2 f1; 2g : 8p 2 Qi : 8(�; p
0) : (p

�
�!T p0 , p

�
�!Ti

p0)

En cons�equence, il est facile de voir que la relation R� co��ncide avec l'�equivalence de bisimulation��

d�e�nie sur Q1 � Q2. 2.

L'algorithme de comparaison s'obtient alors directement �a partir de l'algorithme de calcul des classes
d'�equivalence pour la relation �� sur un syst�eme de transition �etiquet�ee :

Algorithme 3-2

d�ebut
� := fQ1 [ Q2g ;
�0 := ��(�) ;
tantque (�0 6= �) et (9B 2 �0 : fq01; q02g � B) faire

� := �0 ;
�0 := ��(�) ;

ftantque
si 9B 2 �0 : fq01; q02g � B alors

a�cher (S1 �� S2)
sinon

a�cher (S1 6�� S2)
fsi.

�n.

3.1.2 Minimisation des syst�emes de transitions �etiquet�ees

Avant de pr�esenter un algorithme g�en�eral de minimisation, nous donnons tout d'abord une d�e�-
nition plus pr�ecise du quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees modulo une �equivalence de
bisimulation.

Informellement, le quotient S= �� d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0) modulo
une �equivalence de bisimulation �� est d�e�ni en fonction des deux contraintes suivantes :

� D'une part, S= �� doit être le plus petit syst�eme de transitions �etiquet�ees, en nombre d'�etats,
qui soit �equivalent �a S modulo ��.

� D'autre part, S= �� doit d�e�nir une forme normale pour S : Pour tout syst�eme S0 �equivalent
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�a S modulo ��, S0= �� et S= �� doivent être identiques au nom des �etats pr�es.

Pour satisfaire la premi�ere contrainte, l'ensemble des �etats de S= �� sera d�e�ni �a partir de l'ensemble
des classes d'�equivalence sur Q pour pour la relation ��, ou, de fa�con �equivalente, �a partir de la plus
grande partition compatible avec T pour �.

Pour obtenir une forme normale (et satisfaire ainsi la seconde contrainte), la relation de transition
de S= �� est construite de la fa�con suivante : on �xe tout d'abord pour chacun des langages �i de
� un repr�esentant canonique [�i], �el�ement de �i, tels qu'�a deux langages di��erents correspondent

des repr�esentants di��erents. On construit alors pour chaque couple (p; q) de Q tel que p
�
�!T q une

transition de S= �� entre les classes d'�equivalences de p et de q, �etiquet�ee par [�]. Du fait que la
partition associ�ee �a �� est compatible avec T pour �, une telle relation de transition est toujours
d�e�nie.

D�e�nition 3.1-5
Soit � un ensemble de langages disjoints sur A. Pour tout langage �i de �, on note [�i] un

repr�esentant canonique de �i.

Remarque 3-2

1. Le repr�esentant canonique [�i] peut en th�eorie être �x�e de fa�con arbitraire parmi les �el�ements
du langage �i. Toutefois, a�n d'obtenir un syst�eme quotient avec un nombre minimal d'�etats
(d�e�nition 3.1-6), il est pr�ef�erable de choisir un [�i] de longueur minimale. Nous supposons
dans la suite que pour tout les ensembles � consid�er�es, il est possible de d�e�nir pour chaque �i
de � un repr�esentant canonique [�i] de longueur 1, c'est �a dire �el�ement de A� . Nous verrons
que cette hypoth�ese est justi��ee pour toute les �equivalences de bisimulation d�e�nies au chapitre
pr�ec�edent.

2. Dans le cas particulier de la bisimulation forte �, on a � = ffag j a 2 A�g, d'o�u :

8 fag 2 �; [fag] = a

D�e�nition 3.1-6
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit �� l'�equivalence de bisimulation
pour l'ensemble de langages �, d�e�nie sur Q� Q. Le syst�eme de transitions �etiquet�ees quotient de
S, not�e S=��, est d�e�ni par :

S=�� = (Q=��; A=��; T=��; [q0]��)

avec

� Q=�� = f[p]�� j p 2 Qg,

� A=�� = f[�] j � 2 � ^ � � A�g.

� T=�� est d�e�nie par : 8p 2 Q : ((p; �; p0) 2 T ) ([p]�� ; �; [p
0]��) 2 T=��).

La proposition suivante justi�e que le quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees S v�eri�e bien
la notion informelle de \plus petit syst�eme de transitions �etiquet�ees �equivalent �a S".

Proposition 3.1-6
Soit S un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit S=�� son quotient par la relation ��. On a alors :

(i) S=�� �� S

(ii) S=�� est le plus petit syst�eme de transitions �etiquet�ees (en nombre d'�etats) �equivalent �a S
modulo ��.
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Preuve :

(i) Pour montrer S=�� �� S, il su�t de montrer qu'il existe une relation de bisimulation pour
l'ensemble de langages � entre ces deux syst�emes de transitions. Du fait que l'ensemble des
classes d'�equivalence pour �� d�e�nit une partition compatible sur Q avec T pour � (proposi-
tion 3.1-4), on a :

8p 2 Q : (p
�
�!T p0 , [p]��

[�]
�!T=��

[p0]��
)

Par suite, et puisque [�] 2 � la relation f(p; [p]��
) j p 2 Qg est une relation de bisimulation pour

� entre S et S=��.

(ii) C'est une cons�equence directe du fait que �� est la plus grande relation de bisimulation sur
S, c'est �a dire celle qui contient le plus petit nombre de classes.

2.

La proposition suivante justi�e que S= �� est bien une forme normale pour S.

Proposition 3.1-7
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit �� l'�equivalence
de bisimulation pour l'ensemble de langages �. En notant = la relation d'�egalit�e entre syst�emes de
transitions (d�e�nition 1.2-3, chapitre 1), on a :

S1 �� S2 , S1=�� = S2=��

Preuve :

( : La preuve est imm�ediate par transitivit�e de �� :

S1=�� = S2=�� ) S1=�� �� S2=�� puisque = � ��.

D'autre part, d'apr�es la proposition 3.1-6 (i), S1=�� �� S1 et S2=�� �� S2, d'o�u S1 �� S2.

) : Soient R1 et R2 les �equivalences de bisimulation pour l'ensemble de langages � d�e�nies
respectivement sur Q2

1 et Q2
2. Les ensembles d'�etats des syst�emes de transitions �etiquet�ees

S1=�� et S2=�� sont alors d�e�nies par :
Q1=�� = f[p]R1

j p 2 Q1g

Q2=�� = f[p]R2
j p 2 Q2g

On v�eri�e alors que l'on a bien �egalit�e entre S1=�� et S2=�� au sens de la d�e�nition 1.2-3
(chapitre 1) :

{ Soit ' : Q1=�� �! Q2=��, la fonction d�e�nie par :

'([p]R1
) = f[q]R2

j q 2 Q2 ^ p �� qg

Il est alors facile de voir que ' d�e�nit une bijection entre Q1=�� et Q2=��.

{ S1 � S2 ) A1 = A2.

{ [p]R1

[�]
�!T1=��

[p]R2
, '([p]R2

)
[�]
�!T1=��

'([p]R2
)

{ '([q01]R1
) = [q02]R2

.

2.

Nous donnons alors le sch�ema g�en�eral de l'algorithme de calcul du quotient d'un syst�eme de transitions
�etiquet�ees modulo une �equivalence de bisimulation ��. Il consiste en deux phases successives :
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1. La construction de son ensemble d'�etats Q= ��, qui est obtenu en calculant les classes
d'�equivalence sur Q pour la relation �� �a l'aide de l'algorithme 3-1. On note � la partition
ainsi obtenue.

2. La construction de sa relation de transition T= ��, obtenue en appliquant l'algorithme suivant :

Algorithme 3-3

d�ebut
pour tout B 2 �

pour tout p 2 B
pour tout (�; q) 2 T�[p]

ins�erer (B; [�]; [q]�) dans T= ��
fpour

fpour
fpour

�n.

A partir de ces algorithmes g�en�eraux pour la comparaison et de r�eduction des syst�emes de transitions
�etiquet�ees modulo une �equivalence de bisimulation, nous pr�esentons dans les sections suivantes de
fa�con plus d�etaill�ees les solutions g�en�eralement mises en �uvre dans les outils \classiques" de v�eri-
�cation. Nous consid�erons plus particuli�erement les relations pr�esent�ees au chapitre pr�ec�edent : la
bisimulation forte, les bisimulations faibles, la bisimulation de branchement et l'�equivalence de sûret�e.

3.2 La bisimulation forte

Nous avons vu que dans le cas de la bisimulation forte, l'ensemble des classes d'�equivalence sur les
�etats d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees est obtenu en calculant une partition ��, solution du
RCP problem pour l'ensemble de langages

�f = ffag j a 2 A�g:

Pour construire une telle partition, un algorithme e�cace a �et�e propos�e par Paige et Tarjan [PT87],
dont le coût en temps est de l'ordre de O(m.log(n)), m et n �etant respectivement les nombres d'�etats
et de transitions du syst�eme. Nous adoptons ici une pr�esentation de cet algorithme similaire �a celle
retenue dans [Fer90] : On donne tout d'abord un premier algorithme dont le coût en temps est
de l'ordre de (O(m:n)), puis on montre comment la r�eduction logarithmique propos�ee par Paige et
Tarjan s'en d�eduit.

3.2.1 Un premier algorithme

Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees. D'apr�es les r�esultats de la section 3.1, la
plus grande partition sur Q, compatible avec la relation de transition T pour un ensemble de langages
� co��ncide avec la partition ��, plus grand point-�xe de l'op�erateur ��, obtenue en calculant la limite
de la suite (�i)i2N d�e�nie par

� �0 = �

� 8i � 0; �i+1 = ��(�i)
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avec :
��(�) = Refine� (�; �)

Refine� (�1; �2) = u
X2�2

Ref�(�1; X)

La proposition suivante �etablit une premi�ere propri�et�e de l'op�erateur Refine� sur laquelle est bas�e
l'algorithme de ra�nement.

Proposition 3.2-1
Soit � une partition d�e�nie sur un ensemble Q, et soit �0 = Refine�(�; �). On a :

Refine� (�0; �0) = Refine� (�0; �0 � �)

Preuve : On a :

8X 2 �2 : �
X
� (�1) ) Refine� (�1; �2) = Refine� (�1; �2 �X)

Or, d'apr�es la proposition 3.1-3,

8X 2 � : �X� (Ref�(�;X))

ce qui entrâ�ne

8X 2 � : �X� (Refine� (�; �))

Par suite, on a bien Refine� (�0; �0) = Refine� (�0; �0 � �). 2.

D'apr�es la proposition 3.2-1, pour obtenir la partition �i+1 lors du calcul de ��, il n'est pas n�ecessaire
de ra�ner �i par rapport �a l'ensemble de ses classes : il su�t en pratique de consid�erer l'ensemble de
partitionneurs Wi constitu�e des classes de �i qui ont �et�e obtenues au pas i (i.e, qui n'appartiennent
pas �a �i�1). Nous d�e�nissons donc un op�erateur �0�, qui, �a partir d'une partition et d'un ensemble de
partitionneurs donn�e (�;W ), retourne une nouvelle partition et un nouvel ensemble de partitionneurs.

D�e�nition 3.2-1
Soit � une partition sur un ensemble Q, et W un ensemble de partitionneurs (W � �).

�0�(�;W ) = (�0;W 0)

avec
�0 = Refine� (�;W )

W 0 = Refine� (�;W ) � �

L'op�erateur �0� est monotone sur le treillis des partitions et il admet comme plus grand point-�xe le
couple (��; ;) [Fer88]. En cons�equence, dans le cas o�u le syst�eme de transitions �etiquet�ees S est �a
branchement �ni, la partition �� co��ncide avec la limite de la suite (�i;Wi)i2N d�e�nie par :

� (�0;W0) = (�; �)

� 8i � 0; (�i+1;Wi+1) = �0�(�i;Wi)

On d�eduit de cette propri�et�e un premier algorithme dans lequel le calcul des partitions �i et des
ensembles Wi est fait de fa�con simultan�ee :

d�ebut
(�;W ) := (fQg; fQg) ;
repeter

(�;W ) := �0(�;W )
jusqua W = ;

�n.
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A�n de pouvoir diminuer le nombre de ra�nement n�ecessaires et mettre en �uvre e�cace-
ment l'op�eration (Refine� (�;W ), nous donnons dans la proposition suivante deux proprit�et�es de
l'op�erateur Ref�, justi��ees dans [Fer88] :

Proposition 3.2-2
Soit � une partition d�e�ni sur un ensemble Q.

(i) 8Xi; Xj 2 � : Ref�(Ref�(�;Xi); Xj) = Ref�(Ref�(�;Xj); Xi)

(ii) Soit X 2 � tel que X =
S
i

Xi. On a alors :

u
i

Ref�(�;Xi) u Ref�(�;X) = u
i

Ref�(�;Xi)

De la proposition 3.2-2, on d�eduit les informations suivantes :

� Les ra�nements par rapport aux �el�ements de W peuvent être e�ectu�es dans n'importe quel
ordre lors du calcul de (Refine� (�i;Wi) (d'apr�es (i)).

� Lorsqu'un �el�ement X de Wi (qui appartient donc �a �i) est d�ecompos�e en un ensemble de classes
Xi lors d'un ra�nememt, il n'est pas utile de partitionner les autres �el�ements de �i par rapport
�a X puisqu'ils seront partitionn�es par rapport �a chacun des Xi lors du calcul de �i+1 (d'apr�es
(ii)). Par suite, X peut être remplac�e par l'ensemble des Xi dans W .

� D�es qu'un �el�ementB deWi a �et�e selectionn�e pour partitionner �i il peut être enlev�e de l'ensemble
W : en e�et, que B soit ou non d�ecompos�e lors du ra�nement, il est inutile de partitionner les
�el�ements de �i+1 par rapport �a B (d'apr�es la proposition 3.2-1 et (ii)).

Plus formellement, nous d�e�nissons un nouvel op�erateur �" qui calcule le couple (�0;W 0) d�e�ni ci-
apr�es :

D�e�nition 3.2-2
Soit � une partition sur un ensemble Q, W un ensemble de partitionneurs et B un �el�ement de W .

��"(�;W;B) = (�0;W 0)

avec
�0 = Ref�(�;B)

W 0 = (Ref�(�;B) � �) [ (Ref�(�;B) \W ) � fBg

La partition �� est alors obtenue en calculant la limite (��; ;) de la suite (�i;Wi)i2N d�e�nie par :

� (�0;W0) = (�; �)

� 8i � 0; (�i+1;Wi+1) = �"�(�i;Wi; B) pour B appartenant �a Wi.

Ce calcul se traduit alors par l'algorithme suivant :

d�ebut
(�;W ) := (fQg; fQg) ;
repeter

choisir B dans W ;
(�;W ) := �"�(�;W;B)

jusqua W = ;
�n.

En�n, il reste �a expliciter l'op�eration Ref�(�;B). On note Eff�(�;B) l'ensemble des classes X
de � pour lesquelles le partitionnement par rapport �a B est e�ectif, c'est �a dire pour lesquelles
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Split� (X;B) 6= X :

Eff�(�;B) = fX 2 � j 9� 2 � : X \ T�1� (B) = ; ^ X 6� T�1� (B)g

Algorithme 3-4

d�ebut
� := fQg ; W := fQg ;
repeter (1)

choisirW dans B ;
W := W - fBg ;
pour tout X 2 Eff�(�;B)

N := Split� (X;B) ;
� := � � fXg [ N ;
si X 2W alors

remplacer X par N dans W ;
sinon

ajouter N dans W ;
fsi

fpour
jusqua W = ;

�n.

Proposition 3.2-3
Soit (�i;Wi)i2N la suite des partitions et des ensembles de partitionneurs obtenues lors de l'ex�ecution
de l'algorithme 3-4. On note nb W (q) le nombre de fois qu'une classe contenant l'�etat q est utilis�ee
comme partitionneur :

8q 2 Q : nb W (q) = jfB j q 2 B ^ 9i : �i+1 = Ref�(�i; B)gj:

L'algorithme 3-4 peut être impl�ement�e avec un coût de l'ordre de

O(nb W (q): �q2Q jT�1� [q]j)

en temps, et O(jT j) en m�emoire.

Preuve : Elle repose sur les arguments suivants (une preuve compl�ete peut être trouv�ee dans [Fer88]) :

� Le corps de l'it�eration principale (1) peut être r�ealis�e en un coût en temps de O( �q2B jT�1� [q]j).

� Le nombre total d'ex�ecutions de l'it�eration (1) est major�e par le nombre maximum de parti-
tionneurs utilis�es, soit jW j, et par suite, le coût en temps de l'algorithme est de l'ordre de

O( �B2W �q2B jT�1� [q]j) = O(nb W (q): �q2Q jT�1� [q]j):

2.

Corollaire 3.2-1
Pour l'ensemble de langages �f = ffag j a 2 A�g l'algorithme 3-4 peut être impl�ement�e avec un coût
de O(m:n) en temps et O(m) en m�emoire, o�u m = jT j et n = jQj.

Preuve : Il est facile de voir que,

� �q2Q jT�1�f
[q]j = m,

� et d'autre part la suite des blocs (Bi) contenant q et inser�es dans W est strictement d�ecroissante
et contient donc au plus n �el�ements. Par suite, nb W (q) = n.

2.
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3.2.2 La solution de Paige et Tarjan

A�n d'am�eliorer l'e�cacit�e de l'algorithme 3-4, l'id�ee propos�ee par Paige et Tarjan consiste �a diminuer
le nombre de partitionneurs utilis�es en majorant la fonction nb W (q) par log(n). Le principe de leur
algorithme repose sur la proposition suivante :

Proposition 3.2-4
Soit � une partition d�e�nie sur un ensemble Q, X et B des classes de � telles que X soit stable par
rapport �a B et B = B1 [B2. On a alors :

Split� (X;B1) u Split� (X;B2) = u
�2�

fX�
1 ; X

�
2 ; X

�
3 g

avec,
X�
1 = (X \ T�1� [B1]) � T�1� [B2]

X�
2 = (X \ T�1� [B2]) � T�1� [B1]

X�
3 = (X \ T�1� [B1]) \ T�1� [B2]

chacun des X�
i pouvant être �eventuellement vide.

Preuve : Elle est imm�ediate en remarquant que si X est stable par rapport �a B on a :

8� 2 � : (X � T�1� [B]) _ (X \ T�1� [B] = ;)

Par suite X est e�ectivement partitionn�ee par rapport �a (B1; B2) (i.e, au moins deux des X�
i sont

non vides) uniquement lorsque X � T�1[B]. 2.

Avant de montrer comment cette proposition peut s'appliquer lors du calcul de la partition ��, nous
donnons en premier lieu un algorithme qui permet de calculer les classes X�

i avec un coût en temps
de l'ordre de la taille de la plus petite des deux classes B1 et B2. C'est cette propri�et�e qui justi�era
par la suite la r�eduction logarithmique obtenue pour l'algorithme 3-4.

On d�e�nit la fonction nb succB , qui, pour tout �etat p, retourne le nombre de successeurs de p dans
la classe B pour l'action �etiquet�ee par � :

nb succB(p; �) = jT�[p] \Bj

En supposant que B1 est la plus petite des deux sous-classes de B (jB1j � jB2j), le calcul des classes
X�
i pour � �x�e, peut se faire �a partir de nb succB(p; �) en utilisant l'algorithme suivant :

1. On d�etermine nb succB1
(p; �), ce qui peut se faire en O(jB1j) en utilisant la relation de transition

inverse. On pourra alors d�eduire nb succB2
(p; �) �a l'aide de nb succB(p; �).

2. On calcule les classe fX�
1 ; X

�
2 ; X

�
3 g en appliquant pour chaque p 2 B1 les r�egles R1, R2 et R3

suivantes :

nb succB1
(p; �) = nb succB(p; �)

X1 = X1 [ fpg
[R1]

nb succB1
(p; �) = 0

X2 = X2 [ fpg
[R2]

0 < nb succB1
(p; �) < nb succB(p; �)

X3 = X3 [ fpg
[R1]

L'ensemble des classes X�
i est alors obtenu en it�erant cette op�eration pour chaque �el�ement � de �.

La proposition 3.2-4 permet de diminuer le coût des ra�nements lors du calcul de la limite de la suite
(�k;Wk)k2N d�e�nie dans la section pr�ec�edente �a l'aide de l'op�erateur �0� : En e�et, par d�e�nition de
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�0
�, chaque fois qu'un �el�ement B de Wk est partitionn�e en (B1; B2) alors B1 et B2 sont ins�er�ees dans

Wk+1. Par suite, toutes les classes X de �k+1 seront partitionn�ees au pas suivant en fX�
1 ; X

�
2 ; X

�
3 g

comme indiqu�e dans la proposition 3.2-4. Cette op�eration peut alors se faire en O(min(jB1j; jB2j) au
lieu du O(jB1j+ jB2j) requis par l'algorithme pr�ec�edent.

Pour pouvoir mettre en �uvre cet algorithme, il est donc n�ecessaire de m�emoriser de quelle fa�con a
�et�e obtenu chaque nouveau partitionneur inclus dans W . La solution propos�ee par Paige et Tarjan
consiste �a d�e�nir deux sortes de partitionneurs dans W , les blocs simples et les blocs arbres.

� Un bloc arbre mod�elise l'ensemble de partitionneurs fBig obtenus lors du ra�nement d'une
classe B telle que la partition courante � soit stable par rapport �a B. Le bloc arbre n associ�e �a
B sera donc repr�esent�e par un arbre binaire dont les feuilles sont les classes Bi qui appartiennent
�a �. Par suite, chaque fois que l'un des Bi sera �a son tour partitionn�e, n sera mis �a jour en
rempla�cant la feuille Bi par le bloc arbre repr�esentant sa d�ecomposition. Ra�ner � par rapport
�a n consiste alors �a partitionner chaque classe de � par rapport �a l'union des feuilles du plus
petit des deux �ls de n conform�ement �a la proposition 3.2-4.

� Un bloc simpleX est un �el�ement de W qui n'a pas �et�e obtenu par ra�nement d'une classe pour
laquelle la partition courante � est notoirement stable. Il sera donc repr�esent�e par une classe
de �, comme dans l'algorithme 3-4 o�u tout les �el�ements de W �etaient consid�er�es comme blocs
simples. Le ra�nement de � par rapport �a X se fait alors de fa�con similaire au ra�nements
e�ectu�es dans cet algorithme (�a l'aide de l'op�erateur Ref�(�;X)). Nous verrons dans la suite
que la pr�esence de blocs simples dans W lorsque l'on applique l'algorithme de Paige et Tarjan
se produit uniquement lorsque la partition initiale n'est pas la partition universelle.

On d�ecrit tout d'abord plus formellement l'op�eration de ra�nement d'une partition par rapport �a un
partitionneur bloc simple ou bloc arbre puis on donne la nouvelle d�e�nition obtenue pour l'op�erateur
��".

D�e�nition 3.2-3
Soit � une partition d�e�ni sur un ensemble Q. Pour tout partitionneur x (bloc simple ou bloc arbre),
on note Classe (x) l'ensemble des classes associ�ees �a x obtenues de la fa�con suivante :

� Si x est un bloc simple X, Classe (x) = X.

� Si x est un blox arbre n, dont les �ls gauches et droit sont respectivement n1 et n2, alors,
Classe (x) = fB1; B2g avec :

B1 = [fB0 j B0 est une feuille de n1g

B2 = [fB0 j B0 est une feuille de n2g

Le ra�nement de � par rapport �a x est alors d�e�nie par :

Ref�(�; x) = u
B2Classe (x)

Ref�(�;B)

D�e�nition 3.2-4
Soit � une partition sur un ensemble Q, et W un ensemble de partitionneurs constitu�e de blocs
simples et de blocs arbres. Soit x un �el�ement de W .

��"(�;W; x) = (�0;W 0)

avec,

� �0 = Ref�(�; x) (cf. d�e�nition 3.2-3),

� Soit X 2 �. W 0 est d�e�ni par :
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1) Si X 2W , X 6= x, et X n'est pas partitionn�ee alors X est laiss�ee inchang�ee dans W .

2) Si X 2W et X est partitionn�ee en fXig, alors X est remplac�ee par fXig dans W .

3) Si X 62 W (ni en tant que bloc simple, ni en tant que feuille d'un bloc arbre), et X est
partitionn�ee en fXig, alors le bloc arbre repr�esentant cette d�ecomposition est ins�er�e dans
W .

4) Les blocs arbres n de W sont transform�es en blocs arbres n0, obtenus �a partir de n en
rempla�cant toutes les feuilles de n correspondant �a des classes partitionn�ees par le bloc
arbre repr�esentant ces d�ecompositions.

De plus, si x est un bloc arbre n alors

5) Les �ls gauches et droits non feuilles de n sont ins�er�es dans W 0.

L'algorithme complet est d�ecrit dans [Fer88]. Il consiste principalement �a adapter l'algorithme 3-4
au nouvel op�erateur ��" en maintenant le coût en temps du corps de l'it�eration principale en

O( �q2B jT�1[q]j):

D'autre part, en reprenant les notations introduites dans la proposition 3.2-3, il est facile de voir que
la suite (Bi) des partitionneurs ins�er�es dans W et contenant un �etat q donn�e v�eri�e

8i : jBi+1j �
jBij

2

Par suite, le nombre d'�el�ement de cette suite est major�e par log(n), d'o�u nb W (q) � log(n), ce qui
justi�e un coût en en temps de O(m:log(n)) pour l'algorithme complet.

3.3 Les bisimulations faibles

Les algorithmes d�ecrits dans la section pr�ec�edente peuvent en th�eorie s'appliquer �a n'importe quelle
relation de bisimulation. N�eammoins, les complexit�es en temps indiqu�ees ne sont valides que dans
le cas de la bisimulation forte et peuvent devenir exponentielles dans le cas d'autres relations de
bisimulation.

Exemple 3-1
Nous consid�erons la ��a-bisimulation (cf. chapitre 2, section 2.5.2), qui est l'�equivalence de bisimu-
lation obtenue pour le langage � = f��a j a 2 Ag. D'apr�es la proposition 3.2-3, le coût en temps de
l'algorithme 3-4 est de l'ordre de :

O(nb W (q): �q2Q jT�1� [q]j) = O(nb W (q): �q2Q �a2A jT�1��a[q]j)

En cons�equence, et pour des raisons d'e�cacit�e, une autre solution a �et�e adopt�ee dans les outils de
v�eri�cation classiques pour comparer ou minimiser des syst�emes de transitions �etiquet�ees par rapport
�a une bisimulation faible ��. Cette solution est g�en�eralement constitu�ee de deux phases :

� La premi�ere phase, souvent d�esign�ee par le terme de saturation, consiste �a construire pour
chaque syst�eme de transitions �etiquet�ees S une forme normale modulo la bisimulation forte.
Cette \forme normale" est obtenue en rempla�cant chaque transition de S, �etiquet�ee par un
�el�ement d'un langage �i de �, par une transition �etiquet�ee par son repr�esentant canonique [�i]
(cf. d�e�nition 3.1-5).
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Du fait qu'il ne s'agisse pas �a proprement parler de \formes normales" (puisque deux syst�emes
�equivalents peuvent avoir des formes normales di��erentes), nous adopterons dans la suite le
terme de forme pr�e-normale introduit dans [Fer89], et nous noterons PNF�(S).

� La seconde phase consiste alors �a appliquer aux formes pr�e-normales les algorithmes relatifs �a
la bisimulation forte d�ecrits dans la section pr�ec�edente :

{ Calculer le quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�es S pour la relation �� revient �a
calculer le quotient de PNF�(S) pour la bisimulation forte.

{ Comparer deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 modulo �� revient �a d�ecider
si PNF�(S1) et PNF�(S2) se bisimulent fortement.

Nous justi�ons en premier lieu le principe de cette solution puis nous montrons comment elle peut
être mise en �uvre en pratique dans le cas de l'�equivalence observationnelle, de la delay bisimulation
et de la ��a-bisimulation.

3.3.1 Principe g�en�eral

D�e�nition 3.3-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soit � un ensemble de langages disjoints
sur A. La forme pr�e-normale de S pour l'�equivalence de bisimulation�� est le syst�eme de transitions
�etiquet�ees

PNF�(S) = (Q;A0; T 0; q0)

avec :

� A0 = f[�] j � 2 �g.

� T 0 = f(p; [�]; q) j (p; �; q) 2 Tg.

On a la proposition imm�ediate suivante :

Proposition 3.3-1
Pour tout syst�eme de transitions �etiquet�ees,

PNF�(S) �� S

Il reste �a v�eri�er que cette d�e�nition de forme pr�e-normale satisfait bien les conditions �enonc�ees, et
qu'en particulier deux syst�emes de transitions �etiquet�ees sont �equivalents modulo l'�equivalence de
bisimulation �� si et seulement si leurs formes pr�e-normales se bisimulent fortement.

Lemme 3.3-1
Soient S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et � une partition d�e�nie sur Q. �
est compatible avec la relation de transition de S pour un ensemble de langages disjoints � si et
seulement si � est compatible avec la relation de transition de PNF�(S) pour l'ensemble de langages
�f = ff[�]g j � 2 �g.

Preuve : On pose PNF�(S) = (Q;A0; T 0; q0). Par d�e�nition de la compatibilit�e, � est compatible
avec T pour � si et seulement si

8� 2 � : 8i; j 2 J : 8p; q 2 Bi : (T�[p]\Bj 6= ; , T�[q] \Bj 6= ;)

Or, par d�e�nition de PNF�(S),

8p 2 Q : 8B 2 � : 8� 2 � : (T�[p] \B 6= ; , T[�][p]\B 6= ;):
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Par suite, � est compatible avec T pour � si et seulement si � est compatible avec T 0 pour �f . 2.

Proposition 3.3-2
Soient S, S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�es et soit � un ensemble de langages disjoints
sur A, et soit �f = ff[�]g j � 2 �g. On a :

(i) S= �� = PNF�(S)= ��f

(ii) S1 �� S2 , PNF�(S1) ��f
PNF�(S2)

Preuve :

(i) On pose S = (Q;A; T; q0) et PNF�(S) = (Q;A0; T 0; q0).

{ D'apr�es la d�e�nition de syst�eme quotient, Q= �� est l'ensemble des �el�ements de la plus
grande partition compatible avec T pour �. Or, par le lemme 3.3-1, cette partition co��ncide
avec la plus grande partition compatible avec T 0 pour �f . Par suite, les ensembles d'�etats
de S= �� et PNF�(S)= ��f

sont identiques.

{ On montre alors que les relations de transitions T= �� et T 0= ��f
sont �egalement iden-

tiques :

8(p; q) 2 Q= �� : p
[�]
�!T=�� q , p

�
�!T q

p
[�]
�!T 0=��f

q

(ii) On justi�e tout d'abord le sens direct. Par la proposition 3.1-5, Si S1 et S2 sont �equivalents
modulo �� alors il existe une partition � sur Q1 [Q2, compatible avec T1 [ T2 pour � et telle
qu'il existe une classe de � contenant (q01; q02). Or, d'apr�es le lemme 3.3-1, � est �egalement com-
patible avec T 0

1 [ T 0
2 pour �f . Par suite, il existe une relation de bisimulation entre PNF�(S1)

et PNF�(S2) pour l'ensemble de langages �f .

La r�eciproque se justi�e par des arguments similaires.

2.

Nous terminons cette section en d�ecrivant de mani�ere plus pr�ecise comment le calcul des formes pr�e-
normales est g�en�eralemnt mis en �uvre dans le cas des bisimulations faibles pr�esent�ees au chapitre
pr�ec�edent. Nous donnons pour chacune des ces relations les complexit�es des algorithmes obtenus, et
nous discutons bri�evement leur comportement en pratique.

3.3.2 L'�equivalence observationnelle

L'�equivalence observationnelle est l'�equivalence de bisimulation obtenue pour l'ensemble de langages

�o = f��g [ f��a�� j a 2 Ag:

Les repr�esentants canoniques des �el�ements de � sont choisis de la fa�con suivante :

� [f��g] = �

� 8a 2 A : [f��a��g] = a.

Par cons�equent, la forme pr�e-normale d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0) est le
syst�eme PNFo(S) = (Q;A; T 0; q0), avec T 0 d�e�ni par :

T 0 = f(p; a; q) j a 2 A ^ p
��a��
�! T qg [ f(p; �; q) j p

��
�!T qg:

La relation de transition T 0 peut être calcul�ee en appliquant l'algorithme suivant [Fer88]:
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1. On construit tout d'abord la relation T", obtenue �a partir de T par fermeture transitive de la
relation de transition �etiquet�ee par � :

T" = f(p; �; q) j p
��
�!T qg [

f(p; a; q) j a 6= � ^ p
a
�!T qg:

2. La relation de transition T 0 est alors obtenue �a partir de T" de la fa�con suivante :
T 0 = f(p; �; q) j p

�
�!T" qg [

f(p; a; q) j 9p0 : p
�
�!T" p

0 ^ p0
a
�!T" qg [

f(p; a; q) j 9q0 : p
a
�!T" q

0 ^ q0
�
�!T" qg:

Le nombre de transitions de T 0 pouvant atteindre n2 dans le cas le plus d�efavorable, le coût en
m�emoire de cet algorithme est de O(m + n2).

On note n� le nombre d'�etats de Q comportant des successeurs par l'action � :

n� = jfq 2 Q : T� [q] 6= ;gj:

Le coût en temps de l'algorithme de calcul de T 0 est alors le suivant :

� En utilisant l'algorithme classique de calcul de fermeture transitive [AHU74], T" peut être con-
struite en O(n3� ). Cette complexit�e peut toutefois être ramen�ee �aO(n2:376� ) �a l'aide d'algorithmes
plus sophistiqu�es [CW87].

� Le calcul de T 0 �a partir de T" peut être r�ealis�e en O(n:m).

Remarque 3-3
A�n de diminuer la valeur de n� on peut appliquer un certain nombre de transformations pr�eliminaires
�a la relation T , qui pr�eservent l'�equivalence observationnelle. Des exemples de telles transformations
(comme l'�elimination des circuits de � ) sont propos�es dans [Fer88]. Par ailleurs, d'autres types de
transformations permettent �egalement de r�eduire le nombre de transitions du syst�eme quotient obtenu
apr�es minimisation modulo la bisimulation forte de PNFo(S).

Toutefois, sur la plupart des syst�emes de transitions �etiquet�ees que l'on rencontre en pratique, la
valeur de n� reste en g�en�eral tr�es �elev�ee (i.e, de l'ordre de n), et par suite, un nombre important de
transitions sont ajout�ees �a T lors du calcul de T 0. En cons�equence, l'e�cacit�e de cet algorithme reste
limit�ee, et son application semble reserv�ee au syst�emes de transitions �etiquet�ees de petite taille (i.e,
de l'ordre de la dizaine de milliers d'�etats).

3.3.3 La � �a-bisimulation

la ��a-bismulation est l'�equivalence de bisimulation obtenue pour l'ensemble de langages

���a = f��a j a 2 Ag:

Par suite, les repr�esentants canoniques des �el�ements de ���a sont d�e�nis par

8a 2 A : [f��ag] = a;

et la forme pr�e-normale pour la ��a-bismulation du syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0)
est le syst�eme PNF��a(S) = (Q;A; T 0; q0), avec

T 0 = f(p; a; q) j p
��a
�!T qg

A partir de la d�e�nition de T 0, il est facile de voir que l'ensemble des �etats de PNF��a(S), qui est par
d�e�nition le sous-ensemble de Q accessible depuis q0 par la relation de transition T 0, co��ncide avec
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l'ensemble Q0 des �etats de Q ayant un pr�ed�ec�esseur par une action visible :

Q0 = fq 2 Q j 9a 2 A : T�1
a [q] 6= ;g:

On en d�eduit alors imm�ediatement un algorithme de calcul de la relation T 0 :

On d�etermine le sous-ensemble Q0 de Q d�e�ni ci-dessus.

On calcule la relation T 0 sur les �etats de Q0 :

T 0 = f(p; a; q) j p 2 Q0 ^ p
��a
�!T qg

On note na le cardinal de Q0. Le nombre de transitions de T 0 atteint n2a dans le cas le plus d�efavorable,
et par cons�equent le coût en m�emoire de cet algorithme est de O(n2a). D'autre part, l'ensemble Q0

peut être d�etermin�e en O(m) en temps (par un parcours de la relation de transition inverse T�1), et
le calcul de la relation T 0 sur Q peut être r�ealis�e en O(m:na)

Pour les syst�emes de transitions �etiquet�ees que l'on rencontre dans le cadre de la v�eri�cation, il
apparâ�t que le nombre de transitions visibles ma est g�en�eralement tr�es faible devant le nombre total
de transitions. De fait, na est la plupart du temps largement inf�erieur �a n (puisque na est major�e
par ma). Par cons�equent, les complexit�es en temps et en m�emoire de l'algorithme de calcul de formes
pr�e-normales sont bien moindres dans le cas de la ��a-bisimulation que dans le cas de l'�equivalence
observationnelle. Dans la pratique ce gain se r�epercute sur la taille des exemples que l'on peut traiter
en utilisant la ��a-bisimulation, qui peuvent alors d�epasser la centaine de milliers d'�etats.

3.3.4 La delay bisimulation

La delay bisimulation est l'�equivalence de bisimulation obtenue pour l'ensemble de langages

�d = f��g [ f��a j a 2 Ag

De même que pour l'�equivalence observationnelle et la ��a-bisimulation, les repr�esentants canoniques
des �el�ements de �d sont :

� [f��g] = �

� 8a 2 A : [f��ag] = a,

Par suite, la forme normale pour la delay bismulation du syst�eme de transitions �etiquet�ees
S = (Q;A; T; q0) est le syst�eme PNFd(S) = (Q;A; T 0; q0), avec

T 0 = f(p; a; q) j p
��a
�!T qg [ f(p; �; q) j p

��
�!T qg:

En s'inspirant des r�esultats obtenus dans le cas des relations pr�ec�edentes, on d�eduit un algorithme
de calcul de la relation de transition T 0 :

1. On construit le sous-ensemble Q0 de Q d�e�ni par :

Q0 = fq 2 Q j 9a 2 A : T�1
a [q] 6= ;g:

2. On ajoute alors �a T les transitions visibles de T 0 correspondants au ��a-transitions de T :

T" = T [ f(p; a; q) j p
��a
�!T qg:

3. On termine de construire T 0 par fermeture transitive de la relation T� :

T 0 = T" [ f(p; �; q) j p
��
�!T qg:

En reprenant les complexit�es obtenus pour les algorithmes pr�ec�edents, le coût en m�emoire de cet
algorithme est de de O(m + n2), et le coût en temps des di��erentes phases sont respectivement en
O(m), O(m:na) et O(n3� ).
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Remarque 3-4
De même que dans le cas de l'�equivalence observationnelle, il est possible de d�e�nir un certain nombre
de transformations suppl�ementaires pour la relation T , qui pr�eservent la delay bisimulation et qui
permettent de r�eduire le nombre de transitions de PNFd(S) ou la valeur de n� .

3.4 La bisimulation de branchement

Bien que la bisimulation de branchement ne puisse pas être d�e�nie en terme de relation de bisimula-
tion, les algorithmes de v�eri�cation relatifs �a ces �equivalences reposent sur des principes similaires. En
e�et, J.F Groote et F. Vaandrager ont �enonc�e une variante du RCP problem dont la solution co��ncide
avec la partition associ�e �a la bisimulation de branchement. De même que dans le cas des �equivalences
de bisimulation, cette partition peut être construite en calculant des ra�nements successifs d'une
partition initiale jusqu'a obtention d'une partition compatible avec une certaine relation de transi-
tion. Nous d�ecrivons ici uniquement le principe de cet algorithme, et en particulier les op�erateurs
de ra�nements et la notion de compatibilit�e consid�er�ee. Une pr�esentation plus d�etaill�ee peut-être
trouv�ee dans [GV90].

En premier lieu, nous associons �a toute partition � d�e�nie sur les �etats d'un syst�eme de transitions
�etiquet�ees S une relation de transitions T �, construite �a partir de la relation de transition de S.
Nous montrons alors que � est compatible avec T � (au sens usuel du terme, cf. d�e�nition 3.1-1) si et
seulement si la relation d'�equivalence associ�ee �a � est une bisimulation de branchement.

D�e�nition 3.4-1
Soit S = (Q; a; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soit � une partition sur Q, telle que
� = fBi j i 2 Ig. On note T � la relation de transition �etiquet�ee incluse dans Q�A �Q d�e�nie par :

8B 2 � : 8p 2 B :

8a 2 A : T �
a [p] = fq j 9(p1; : : : ; pn) 2 B : p

�
�!T p1 � � �

�
�!T pn

a
�!T qg

T �
� [p] = fpg [ fq j 9(p1; : : : ; pn) 2 B : p

�
�!T p1 � � �

�
�!T pn

�
�!T qg

La proposition 3.4-1 �etablit le lien entre une bisimulation de branchement et une partition compatible
avec la relation T �.

Proposition 3.4-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soit R une relation d'�equivalence
sur Q�Q, et soit � = fBi j i 2 Ig la partition associ�ee �a R. R est la plus grande bisimulation de
branchement si et seulement si � est compatible avec la relation T � :

8(Bi; Bj) 2 �; 8(p; q) 2 Bi; 8a 2 A� ; R � Bbr , (T �
a [p]\Bj 6= ; , T �

a [q]\Bj 6= ;)

Preuve :

sens `)' : L'implication �a montrer est logiquement �equivalente �a :

8(Bi; Bj) 2 �; 8(p; q) 2 Bi; 8a 2 A� ;

(i) (R � Bbr ^ T �
a [p]\Bj 6= ;) ) T �

a [q]\Bj 6= ;, et

(ii) (R � Bbr ^ T �
a [q]\Bj 6= ;) ) T �

a [p] \Bj 6= ;.

On montre uniquement l'implication (i), l'implication (ii) pouvant être justi��ee de fa�con simi-
laire. Soient (p; q) tels que p R q. Par d�e�nition de �, il existe Bi 2 � tel que fp; qg � Bi. On
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a alors :
T �
a [p] \Bj 6= ; )

(9(p0; p") : p
��
�!T p"

a
�!T p0 ^ p" 2 Bi ^ p0 2 Bj) _ (a = � ^ Bi = Bj)

Or, d'une part :

R � Bbr(R) ^ p" R q ^ p"
a
�!T p0 ) 9(q1; : : : qn; q

0) : q
��
�!T q1 � � �

��
�!T qn

a
�!T q0

^ (8k : p" R qk) ^ (p0 R q0)

) 9(q1; : : : qn; q
0) : q

��
�!T q1 � � �

��
�!T qn

a
�!T q0

^ (8k : qk 2 Bi) ^ (q0 2 Bj)

) T �
a [q]\Bj 6= ;

et, d'autre part, par d�e�nition de T � :

(a = � ^ Bi = Bj) ) T �
a [q] \Bj 6= ;:

sens `(' : Soient (p; q) tel que p R q, d'o�u fp; qg � Bi pour Bi 2 �.

Soit a 2 A� , soit Bj 2 � et soit p0 2 Bj tel que p
a
�!T p0, d'o�u T �

a [p]\Bj 6= ;. Or,

T �
a [p] \Bj 6= ; ) T �

a [q] \Bj 6= ;

) (9(q"; q0) : q
��

�!T q"
a
�!T q0 ^ q" 2 Bi ^ q0 2 Bj)

_ (a = � ^ Bi = Bj)

) (9(q"; q0) : q
��
�!T q"

a
�!T q0 ^ (p R q") ^ (p0 R q0))

_ (a = � ^ p0 R q)

On montrerait de la même fa�con :

8a 2 A� : 8q0 : q
a
�!T q0 ) (9(p"; p0) : p

��

�!T p"
a
�!T p0 ^ (p" R q) ^ (p0 R q0))

_ (a = � ^ p R q0)

Par suite, on a bien R � Bbr.

2.

De même que dans le cas de la bisimulation, et d'apr�es la proposition 3.4-1, le calcul des classes
d'�equivalence pour la bisimulation de branchement se ram�ene �a la recherche de la plus grande partition
� qui soit compatible avec la relation T �, conform�ement �a l'�enonc�e suivant :

Etant donn�e une partition initiale �init d�e�nie sur un ensemble Q, une relation de transi-
tion sur Q�Q �etiquet�ee par les �el�ement d'un ensemble A, trouver le plus grand ra�ne-
ment � de �init qui soit compatible avec T �.

Cette variante du RCP problem, est g�en�eralement d�esign�e sous le nom de Generalized Relational
Coarsest Partition with Stuttering problem (ou GRCPS problem) [GV90].

L'algorithme solution propos�e par Groote et Vaandrager est similaire dans son principe aux algo-
rithmes relatifs au RCP problem : Il consiste �a calculer des ra�nements successifs (�i) de �init tels
que pour tout i, �i+1 soit stable par rapport �a �i, la partition �nale obtenue �etant le plus grand
ra�nement de �init stable par rapport �a lui-même.

Nous suivons une d�emarche analogue �a celle retenue dans le cas des �equivalences de bisimulation
(section 3.1) : On pr�ecise tout d'abord la notion de stabilit�e que l'on consid�ere, puis on d�e�nit
les op�erateurs Split, Ref et Refine qui d�ecrivent l'op�eration de ra�nement. On montre alors que
ces op�erateurs permettent bien de construire un ra�nement de �init qui soit stable par rapport �a
lui-même.
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D�e�nition 3.4-2
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et soient � et �0 des partitions sur Q. On
d�e�nit les pr�edicats �B et � par :

�B(�) = 8a 2 A� : 8B 2 � : (X � (T �a )
�1[B] _ X \ (T �a )

�1[B] = ;)

�(�; �0) =
^
B2�0

�B(�)

On dit alors que la partition � est stable par rapport �a la classe B si et seulement si �B(�) est valide,
et que � est stable par rapport �a la partition �0 si et seulement si �(�; �0) est valide.

D'apr�es la d�e�nition pr�ec�edente, la partition � est compatible avec la relation de transition T � si et
seulement si elle est stable par rapport �a elle même (i.e, �(�; �) est valide). L'op�eration de ra�nement
est d�e�nie �a l'aide des op�erateurs suivants ([FM91b]) :

D�e�nition 3.4-3
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soient � et �0 des partitions sur Q et soient
X et Y des sous-ensembles de Q. On d�e�nit :

8a 2 A� : Fa(X;Y ) = �Z : (X \ T�1� [Z][X \ T�1a [Y ])

Split(X;Y ) = u
a2A�

fFa(X;Y ); X n Fa(X;Y )g ^ (X 6= Y )

Split(X;X) = u
a2A

fFa(X;Y ); X n Fa(X;Y )g

Ref(�;B) =
S
X2�

Split(X;B)

Refine(�; �0) = u
X2�0

Ref(�;X)

Remarque 3-5

1. L'op�erateur �X : F (X) repr�esente le plus petit point-�xe (par rapport �a l'inclusion �) de la
fonction F d�e�nie de 2Q vers 2Q. Par suite, les fonctions T�1a �etant monotones et [-continues
(lorsque jT�1a [p]j est �nie pour tout p), on a :

8a 2 A� : Fa(X;Y ) =
S
i�0

Zi

avec
Z0 = X \ T�1a [Y ]

Z1 = X \ T�1� [Z0]

...

Zi+1 = X \ T�1� [Zi]

2. La di��erence entre les d�e�nitions de Split(X;Y ) pour X 6= Y et de Split(X;X) sera justi��ee
par la suite (cf. proposition 3.4-2).

La correction des op�erateurs de ra�nement est justi��ee par la proposition 3.4-2, similaire �a la propo-
sition 3.1-3 pour les �equivalences de bisimulation, et dont la preuve repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.4-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soit � une partition sur Q, et soient X
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et Y des �el�ements de �.
8a 2 A� : Fa(X;Y ) = X \ (T �

a )
�1[Y ] avec X 6= Y (3.1)

8a 2 A : Fa(X;X) = X \ (T �
a )
�1[X] (3.2)

Preuve :

� On montre tout d'abord la relation 3.1

sens � : Soit a 2 A� . En reprenant les notations introduites dans la remarque 3-5, on a :

Fa(X;Y ) =
S
i�0

Zi

On montre alors par induction sur i :

8i : Zi � X \ (T �
a )
�1[Y ]:

En e�et, d'une part

T�1a [Y ] � (T �
a )
�1[Y ] ) Z0 � X \ (T �

a )
�1[Y ]

et d'autre part,

8i : Zi � X \ (T �
a )
�1[Y ] ) X \ T�1� [Zi] � X \ (T �

a )
�1[Y ]

) Zi+1 � X \ (T �
a )

�1[Y ]

sens � : Soit p 2 X \ (T �
a )
�1[Y ]. On a alors,

9q 2 Y : p = p0
�
�!T p1 � � �

�
�!T pn

a
�!T q ^ 8i : pi 2 X

Or, par d�e�nition des Zi :

8i; 0 � i � n : pi 2 Zn�i:

Par suite, p 2 Zn, d'o�u p 2 Fa(X;Y ).

� La relation 3.2 se montre de fa�con similaire.

2.

Proposition 3.4-2
Soient � et �0 des partitions sur un ensemble Q. L'op�erateur Ref v�eri�e les propri�et�es suivantes :

(i) Ref(�;B) v �

(ii) �B(Ref(�;B))

(iii) �B(�) , � = Ref(�;B)

De même, l'op�erateur Refine v�eri�e :

(iv) Refine(�; �0) v �

(v) �(Refine(�; �0); �0)

(vi) �(�; �0) , � = Refine(�; �0)

Preuve :

(i) Par d�e�nition de Ref(�;B) : Toute classe X de � est soit dans Ref(�;B) soit partitionn�ee
en di��erentes sous-classes Xi toutes dans Ref(�;B).
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(ii) Soit X 2 �. D'apr�es le lemme 3.4-1, on a :

Split(X;B) = u
a2A�

fX \ (T �
a )
�1[B]; X n (X \ (T �

a )
�1[B])g si X 6= B

Split(B;B) = u
a2A�

fB \ (T �
a )
�1[B]; B n (B \ (T �

a )
�1[B])g

D'autre part, par d�e�nition de T �,

8X 2 � : X � (T �
� )
�1[X];

et cons�equent chaque classe de � est toujours stable par rapport �a elle même vis �a vis de l'action
� . Par suite, on a bien �B(Ref(�;B)) par construction de Ref(�;B).

(iii) sens ) : D'apr�es (i), il su�t de montrer � � Ref(�;B). Soit X une classe de � et a un
�el�ement de A� tels que (a 6= � ) _ (X 6= Y ). On a :

�B(X) ) (X � (T �
a )
�1[B]) _ (X \ (T �

a )
�1[B] = ;)

Or,

X � (T �
a )
�1[B] ) X = X \ (T �

a )
�1[B]

) X = Fa(X;B) ^ X n Fa(X;B) = ;

et,

X \ (T �
a )
�1[B] = ; ) X = X n (X \ (T �

a )
�1[B])

) Fa(X;B) = ; ^ X = X n Fa(X;B):

On en d�eduit alors que X 2 Ref(�;B).

sens ( : C'est une cons�equence directe de (ii).

Les propri�et�ees (iv) | (vi) se d�eduisent alors des propri�et�es de l'op�erateur Ref . 2.

En�n, de même que dans le cas des �equivalences de bisimulation, on d�e�nit �a l'aide de l'op�erateur
Refine un nouvel op�erateur �, monotone sur le treillis des partitions, et tel que le plus grand point-
�xe �� de � co��ncide avec la partition solution du GRCPS problem, ou, de fa�con �equivalente, avec la
partition associ�ee �a la bisimulation de branchement :

Proposition 3.4-3
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees. Soit � l'op�erateur d�e�ni sur l'ensemble
des partitions de Q par � = Refine(�; �). On note �� et �br les plus grands point �xes des op�erateurs
� et Bbr (cf. d�e�nition 2.4-2) :

�� = ��: (fQg u �(�))

�br = �R: ((Q� Q) \ Bbr(R))

�� est la partition associ�ee �a �br .

D'autre part, lorsque les syst�emes de transitions consid�er�es sont �a branchement �ni, l'op�erateur �
est u-continue et son plus grand point-�xe peut être obtenu en calculant la limite de la suite (�i)i2N
d�e�nie par :

� �0 = fQg

� 8i � 0 : �i+1 = �(�i)

L'algorithme propos�e par Groote et Vaandrager permet de calculer la limite de cette suite avec une
complexit�e de l'ordre de O(m:n) en temps et O(m) en m�emoire, o�um et n repr�esentent respectivement
les nombres d'�etats et de transitions du syst�eme. Par cons�equent, toujours de fa�con similaire au cas des
�equivalences de bisimulation, on peut d'une part d�e�nir une proc�edure de d�ecision pour la bisimulation
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de branchement (en calculant cette partition sur l'union des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees,
cf. d�e�nition 3.1-4), et d'autre part minimiser un syst�eme de transitions �etiquet�ees en construisant
son syst�eme quotient.

En pratique, l'int�erêt de cet algorithme par rapport �a ceux d�edi�es au bisimulations faibles est qu'il
ne n�ecessite pas le calcul pr�ealable d'une forme pr�e-normale, dont le coût est g�en�eralement de l'ordre
de celui d'une fermeture transitive. Par suite, il est permet de traiter des syst�emes de transitions
�etiquet�ees de tailles moyenne avec une e�cacit�e sup�erieure �a celle obtenue dans le cas de la ��a-
bisimulation.

3.5 L'�equivalence de sûret�e

De même que la bisimulation de branchement, l'�equivalence de sûret�e �s n'est pas une �equivalence de
bisimulation. En e�et, cette relation a �et�e d�e�nie dans le chapitre pr�ec�edent comme l'�equivalence de
simulation associ�ee au pr�eordre vs (�s = vs \ (vs)�1), o�u vs est le pr�eordre de simulation obtenu
pour l'ensemble de langages �s = f��a j a 2 Ag.

Par cons�equent, pour comparer modulo l'�equivalence de sûret�e deux syst�emes de transitions �etiquet�ees
S1 et S2, une solution imm�ediate consisterait �a comparer leurs �etats initiaux respectifs q01 et q02 vis-�a-
vis de la relation vs : S1 �s S2 si et seulement si q01 vs q02 et q02 vs q01. A ce jour, deux di��erents
algorithmes ont �et�e propos�es pour e�ectuer ces comparaisons. En fait, il s'agit de proc�edures de
d�ecision pour une relation plus g�en�erale, la pr�e-bisimulation [CPS89], dont le pr�eordre vs peut être
vue comme une instance particuli�ere.

� La premi�ere de ces proc�edures de d�ecision ressemble dans son principe �a l'algorithme de com-
paraison modulo une �equivalence de bisimulation : elle consiste �a calculer des \ra�nements"
successifs d'une relation de pr�eordre initiale sur les ensembles d'�etats des deux syst�emes, soit
jusqu'a obtenir la relation vs, soit jusqu'a ce que les �etats initiaux des deux syst�emes ne soient
plus reli�es. Toutefois, les relations de pr�eordres ayant une structure plus faible que les relations
d'�equivalence, il est n'est pas possible de les repr�esenter �a l'aide de partitions et il est n�ecessaire
d'utiliser des structures de donn�ees plus complexes.

Plus pr�ecis�ement, si Q1 et Q2 sont les ensembles d'�etats des deux syst�emes, le pr�eordre R d�e�ni
sur Q1 � Q2 peut être repr�esent�e par un ensemble P de jQ1j parties de Q2 d�e�ni par :

P = fB(p) j 8p 2 Q1 : B(p) = fq j pRqgg:

L'algorithme consiste alors �a \ra�ner" l'ensemble P0, pour lequel chacun des B(p) est �egal �a
Q2, soit jusqu'a stabilit�e, soit jusqu'a ce que q02 n'appartienne plus �a B(q01). En calculant au
pr�ealable les formes pr�e-normales des deux syst�emes pour la ��a-bisimulation, cet algorithme
peut être mis en �uvre avec une complexit�e de O(m:n4) en temps et O(n2) en m�emoire [CPS89]
(o�u m et n repr�esentent les nombres d'�etats et de transitions des formes pr�e-normales).

� La seconde proc�edure de d�ecision pour la relation de pre-bisimulation repose sur un algorithme
de model-checking pour une variante du �-calcul [CS91] : intuitivement, pour tout couple (p; q)
de Q1 � Q2, p vs q si et seulement si q satisfait un ensemble de formules associ�e �a p. La
complexit�e de l'algorithme obtenu est alors de O(m2) en temps et O(m) en m�emoire, l�a encore
apr�es calcul des formes pr�e-normales pour la ��a-bisimulation.

Dans la cas de l'�equivalence de sûret�e, il existe n�eanmoins une autre approche qui consiste �a s'int�eresser
globalement �a la relation d'�equivalence �s, sans passer par l'interm�ediaire du pr�eordre vs. Cette
solution est bas�ee sur le fait que des �equivalences de simulation et de bisimulation qui sont d�e�nies
pour un même ensemble de langages co��ncident lorsque les syst�emes consid�er�es sont d�epourvues de
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transitions redondantes (cf. d�e�nition 2.6-1 et proposition 2.6-2, chapitre 2). On en d�eduit alors la
cons�equence suivante :

Comparer (resp. minimiser) des syst�emes de transitions �etiquet�ees modulo l'�equivalence
de sûret�e revient �a comparer (resp. minimiser) ces mêmes syst�emes d�epourvues de leurs
transitions redondantes modulo la ��a-bisimulation.

En pratique, l'int�erêt de cette solution par rapport aux m�ethodes pr�ec�edentes est double : D'une part
elle permet de r�esoudre �a la fois le probl�eme de la comparaison et celui de la minimisation, et d'autre
part les algorithmes obtenus ont une complexit�e moindre. Nous en donnons une pr�esentation plus
d�etaill�ee dans le reste de la section.

De même que dans le cas des bisimulations faibles, on construit pour tout syst�eme de transitions
�etiquet�ees S une forme pr�e-normale pour l'�equivalence de sûret�e, not�ee PNFs(S), qui v�eri�e les
propri�et�es suivantes :

� Deux syst�emes de transitions �etiquet�ees sont �equivalents modulo l'�equivalence de sûret�e si et
seulement si leurs formes pr�e-normales sont �equivalente modulo la bisimulation forte ;

� Le quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees modulo l'�equivalence de sûret�e est le quotient
de sa forme pr�e-normale modulo la bisimulation forte.

Plus formellement, PNFs(S) est d�e�nie �a l'aide d'un op�erateur Red, qui permet de transformer
un syst�eme de transitions �etiquet�ees donn�e en syst�eme d�epourvu de transitions redondantes, de la
mani�ere suivante :

D�e�nition 3.5-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees. On note Red(S) = (Q;A; T 0; q0) le syst�eme
de transitions �etiquet�ees d�e�ni par :

p
a
�!T 0 p0 , p

a
�!T p0 ^ 8p" : (p

a
�!T p" ^ p0 6= p" ) p0 6vs p")

La forme pr�e-normale et le quotient de S pour l'�equivalence de sûret�e sont respectivement d�e�nis
par :

� PNFs(S) = Red(PNF��a(S)),

� S= �s= PNFs(S)= �.

La proposition suivante justi�e ces d�e�nitions :

Proposition 3.5-1
Soient S, S1 et S2 des syst�emes de transitions �etiquet�ees. On a :

(i) PNFs(S) �s S

(ii) S1 �s S2 , PNFs(S1) � PNFs(S2).

(iii) S= �s est le plus petit syst�eme de transitions �etiquet�ees �equivalent �a S modulo �s.

(iv) S1 �s S2 , S1= �s = S2= �s.

Preuve :

(i) On a PNF��a(S) ���a S, d'o�u, puisque ���a � �s, PNF��a(S) �s S. Il est alors facile de
v�eri�er que l'�elimination des transitions redondantes pr�eserve l'�equivalence de sûret�e.

(ii) D'apr�es la proposition 3.3-1, et puisque ���a � �s :
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S1 �s S2 , PNF��a(S1) �s PNF��a(S2)

, Red(PNF��a(S1)) �s Red(PNF��a(S2))

Puisque les relations �s et ���a co��ncident sur des syst�emes d�epourvus de transitions redon-
dantes (proposition 2.6-2, chapitre 2), on en d�eduit :

S1 �s S2 , Red(PNF��a(S1)) ���a Red(PNF��a(S2)):

Par suite, comme PNF��a(S1) et PNF��a(S2) sont des syst�emes � -free, et que les relations
���a et � co��ncident pour de tels syst�emes (proposition 2.6-8, chapitre 2), on a :

S1 �s S2 , Red(PNF��a(S1)) � Red(PNF��a(S2))

, PNFs(S1) � PNFs(S2)

(iii) et (iv) On a PNFs(S) �s S. La preuve de ces propri�et�es est alors imm�ediate en remarquant
que PNFs(S) est � -free et d�epourvu de transitions redondantes, et que par cons�equent ce
syst�eme admet des quotients identiques pour les relations �s et �.

2.

Nous terminons en pr�esentant bri�evement l'algorithme de calcul de la forme pr�e-normale d'un syst�eme
de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0) pour l'�equivalence de sûret�e, dont une pr�esentation plus
d�etaill�ee peut être trouv�ee dans [Mou89] :

� Le calcul de la forme pr�e-normale pour la ��a-bisimulation a �et�e d�ecrit dans la section 3.3.3. Sa
complexit�e est de O(na:m) en temps et O(m) en m�emoire o�u est m est le nombre de transitions
du syst�eme initial S et na le nombre de ses �etats accessibles par une action visible.

� L'�elimination des transitions redondantes (op�erateur Red) repose alors sur les deux �etapes
suivantes :

{ On calcule tout d'abord la relation vs sur PNF�(S), en tenant compte du fait qu'il s'agit
d'un syst�eme � -free (ce qui simpli�e la d�e�nition de la relation). Ce calcul peut être mis
en �uvre en construisant une matrice bool�eenne M sur Q� Q telle que :

8(p; q) 2 Q�Q : M (p; q) = 1 , p vs q

Le coût de cet algorithme est de O(m02) en temps et O(n02) en m�emoire, o�u m0 et n0

repr�esentent les nombres d'�etats et de transitions de PNF�(S). Par suite, il est souvent
pr�ef�erable en pratique de minimiser au pr�ealable PNF�(S) modulo la bisimulation forte.

{ On peut alors construire le syst�eme Red(PNF�(S)) �a l'aide de la matriceM par un simple
parcours de PNF�(S), soit un coût en temps de O(m0).

3.6 Discussion

Nous avons rappel�e dans ce chapitre le principe des algorithmes classiques de comparaison et de
minimisation des syst�emes de transitions �etiquet�ees pour chacune des relations d'�equivalence ou de
pr�eordre qui ont �et�e pr�esent�ees au chapitre pr�ec�edent.

Dans le cas des �equivalences de bisimulation ��, tous ces algorithmes sont bas�ees sur une même
approche, qui consiste en deux phases :

� Le calcul d'une forme pr�e-normale, obtenue en modi�ant les relations de transition des syst�emes
initiaux, et qui est fonction de la relation d'�equivalence consid�er�ee ;
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� La construction des classes d'�equivalence pour la bisimulation forte sur cette forme pr�e-normale,
obtenues en it�erant jusqu'�a stabilit�e un calcul de ra�nements successifs d'une partition initiale
d�e�nie sur l'ensemble de ses �etats. En pratique, cette seconde phase peut être mise en �uvre
de mani�ere e�cace en utilisant un algorithme de ra�nements dû �a Paige & Tarjan.

La partition �nale qui est construite en appliquant cet algorithme contient alors les classes
d'�equivalence pour la relation �� sur les syst�emes de transitions �etiquet�ees initiaux. Par suite, �a
partir de cette partition, il est possible de g�en�erer des syst�emes quotients ou de d�ecider si deux
syst�emes de transitions �etiquet�es donn�es sont ou non �equivalents.

Dans le cas de la bisimulation de branchement, l'utilisation d'un algorithme de ra�nement partic-
ulier (et plus coûteux que l'algorithme de Paige & Tarjan) permet d'�eviter l'�etape interm�ediaire du
calcul des formes pr�e-normales. Par cons�equent, les classes d'�equivalence pour cette relation sont
directement construites �a partir des syst�emes de transitions �etiquet�ees initiaux.

En�n, si des solutions similaires existent en th�eorie pour comparer des syst�emes modulo un pr�eordre
de simulation, il n'est pas possible de mettre en �uvre des algorithmes de ra�nement aussi e�caces,
en particulier du fait de la structure plus faible de ce type de relations par rapport �a celle d'une
relation d'�equivalence.

A l'heure actuelle, l'ensemble de ces algorithmes ont d�ej�a fait l'objet d'une impl�ementation au sein
d'un ou plusieurs outils de v�eri�cation, et il est ainsi possible d'une part de comparer leurs com-
portements en pratique de mani�ere objective, et d'autre part de d�eceler leurs principales limitations
lorsqu'ils sont appliqu�es �a des syst�emes de transitions �etiquet�ees de grandes tailles. D'une fa�con
g�en�erale, on aboutit alors aux constat suivant :

� Tout d'abord, la construction des formes pr�e-normales, bas�ee sur des calculs de fermeture
transitive, s'av�ere tr�es coûteuse en temps et en m�emoire, et augmente largement le cardinal
de la relation de transition du syst�eme que l'on consid�ere. Ainsi, dans le cas de l'�equivalence
observationnelle, elle limite g�en�eralement la taille des syst�emes pouvant être trait�es sur une
station de travail �a quelques dizaines de milliers d'�etats (quelques centaines de milliers pour
l'�equivalence de sûret�e ou la bisimulation de branchement).

� De plus, si les algorithmes de ra�nements utilis�es dans la seconde phase restent tr�es e�cace
tant que la m�emoire vive disponible est su�sante (i.e, pour des syst�emes de quelques centaines
de miliers d'�etats), ils deviennent rapidement inop�erants d�es que la taille des syst�emes augmente
davantage (même si la m�emoire virtuelle de la machine est importante). En e�et, le principe
même de ces algorithmes requiert un acc�es al�eatoire aux relations de transition des syst�emes,
ce qui impose en pratique de les m�emoriser dans leur ensemble.
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Chapitre 4

Diagnostic

La conception des programmes parall�eles �etant une activit�e intrins�equement di�cile, il parait indis-
pensable que le processus de v�eri�cation permette non seulement d'assurer que le fonctionnement du
programme propos�e est correct, mais fournisse �egalement le cas �ech�eant une aide �a la localisation
des erreurs. Plus pr�ecis�ement, lorsqu'une impl�ementation donn�ee ne satisfait pas ses sp�eci�cations,
il est souhaitable de pouvoir en expliquer la cause en proposant un diagnostic, exprim�e dans un
formalisme appropri�e en fonction de la m�ethode de v�eri�cation mise en �uvre. Du point de vue pra-
tique, l'approche choisie pour le diagnostic doit �egalement respecter un certain nombre de contraintes
suppl�ementaires :

� D'une part, le formalisme utilis�e doit permettre de fournir des renseignements les plus pr�ecis
possibles non seulement sur les causes des erreurs, mais aussi sur leur localisation dans le
programme source.

� D'autre part, en fonction de ce formalisme, la taille du diagnostic engendr�e doit être telle que
celui-ci reste toujours exploitable par l'utilisateur.

� En�n, le calcul du diagnostic ne doit pas augmenter de fa�con exag�er�ee les complexit�es des
algorithmes mis en �uvre pour la v�eri�cation, et en particulier il ne doit pas restreindre la
taille des programmes qui peuvent être trait�es.

Dans le cadre de la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales, nous nous int�eressons dans ce
chapitre aux m�ethodes de diagnostic qui permettent d'expliquer la non-�equivalence entre deux sys-
t�emes de transitions �etiquet�ees. Apr�es un bref rappel de l'une des approches existantes, qui consiste
�a exprimer la non-�equivalence �a l'aide de formules de logique temporelle, nous pr�esentons une solution
bas�ee sur un formalisme qui nous semble plus appropri�e en pratique et qui bas�e sur les s�equences
d'ex�ecutions : dans le cas des �equivalences de bisimulation, on construit un couple de s�equences
d'ex�ecutions qui, partant des �etats initiaux des deux syst�emes, conduisent, par des actions observables
identiques, �a un couple d'�etats �a partir desquels les ensembles d'actions qu'il est possible d'e�ectuer
di��erent (et o�u la non-�equivalence apparâ�t donc clairement). Par cons�equent, ce type de s�equences
permet bien, d'une part de remettre en cause l'existence d'une bisimulation entre les deux syst�emes,
et d'autre part, de localiser l'erreur commise.

Nous consid�erons tout d'abord le cas des �equivalences de bisimulation, en d�e�nissant la notion de
s�equences diagnostiques minimales et en proposant un algorithme e�cace de calcul, puis nous mon-
trons comment cette solution peut �egalement être �etendue aux pr�eordres et �equivalences de simulation.
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4.1 Diagnostic en termes de formules logiques

Une premi�ere approche pour exprimer la non-�equivalence entre deux syst�emes de transitions �etiquet�ees
consiste �a utiliser une logique temporelle qui soit ad�equate pour la relation d'�equivalence consid�er�ee :
chaque classe d'�equivalence est caract�eris�ee par un ensemble de formules particuli�eres de cette logique,
ce qui implique que deux �etats sont �equivalents si et seulement si ils satisfont exactement les mêmes
formules. Par cons�equent, il est possible d'exprimer la non-�equivalence entre deux �etats donn�es en
exhibant une formule qui soit satisfaite uniquement par l'un d'entre-eux.

Une m�ethode de diagnostic bas�ee sur ce principe a �et�e propos�ee par Cleaveland [Cle90] dans le cas
de la bisimulation forte �a l'aide de la logique HML (Hennessy-Milner Logic), qui est ad�equate pour
cette relation [HM85]. Plus pr�ecis�ement, la s�emantique de HML est obtenue en associant �a chaque
formule �, d�e�nie par rapport �a un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0), l'ensemble
[[�]] des �el�ements de Q qui satisfont �. Pour tout �etat q, �el�ement de Q, on note alors H(q) l'ensemble
des formules satisfaites par q :

H(q) = f� j q 2 [[�]]g:

Par suite, l'ad�equation de la logique HML avec la bisimulation forte peut s'�enoncer de la fa�con
suivante :

8q1; q2 2 Q : q1 � q2 , H(q1) = H(q2)

On d�e�nit alors les formules exprimant la non-bisimulation entre les �etats de deux syst�emes de
transitions �etiquet�ees :

D�e�nition 4.1-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees et soit S = (Q;A; T; q0) leur syst�eme de
transitions �etiquet�ees union (S = S1 [ S2). Soient B1 et B2 des parties de Q (B1 � Q, B2 � Q).
Une formule HML � distingue (modulo la bisimulation forte) B1 de B2 si et seulement si :

� B1 � [[�]]

� B2 \ [[�]] = ;

La m�ethode de diagnostic propos�ee par Cleaveland permet de g�en�erer ces formules diagnostiques �a
partir de la proc�edure de d�ecision classique pour la bisimulation forte en appliquant les deux phases
suivantes :

� On calcule tout d'abord la plus grande bisimulation sur l'union des deux syst�emes de transitions
�etiquet�ees en appliquant une variante de l'algorithme de ra�nement de Kanellakis et Smolka
(cf. chapitre 3, section 3.1). La di��erence avec l'algorithme original consiste �a maintenir des
informations suppl�ementaires sur la fa�con dont ont �et�e construit les �el�ements des partitions
successives obtenues lors du ra�nement, ce qui peut se faire sans modi�er la complexit�e de cet
algorithme, qui est de O(m) en m�emoire et O(m:n) en temps (n et m d�esignant les nombres
d'�etats et de transitions du syst�eme union).

� Lorsque les deux syst�emes ne se bisimulent pas, c'est �a dire lorsque leurs �etats initiaux q1 et
q2 appartiennent �a des classes di��erentes B1 et B2 de la partition �nale, on g�en�ere �a l'aide
des informations obtenues pendant la premi�ere phase une formule HML qui distingue B1 de
B2 (d�e�nition 4.1-1). Bien que ce principe de construction assure que les formules obtenues
soient minimales (dans le sens o�u elle ne contiennent pas de sous-formules inutiles [Cle90]), leur
taille peut devenir exponentielle par rapport au nombre d'�etats des syst�emes. Il est toutefois
possible d'en calculer une repr�esentation polynomiale moyennant un traitement suppl�emen-
taire. Les coûts en temps et en m�emoire de cette deuxi�eme phase sont alors respectivement
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de O(n:p2:log(p)) et O(p2), o�u p d�esigne le nombre de classes d'�equivalence de la plus grande
bisimulation sur le syst�eme union (p � n).

Cette m�ethode de diagnostic peut �egalement être �etendue au cas des autres �equivalences de bisimu-
lation en comparant modulo la bisimulation forte les �etats des formes pr�e-normales des syst�emes de
transition originaux. (cf. chapitre 3, section 3.3). En�n, une m�ethode identique pour la bisimulation
de branchement est pr�esent�ee dans [Kor91a], dans laquelle les formules diagnostiques sont exprim�ees
�a l'aide de la logiqueHMLU, qui est une extension de HML ad�equate pour cette �equivalence [NV90].
De même que dans le cas de la bisimulation forte, les formules sont construites �a partir de la proc�e-
dure de d�ecision classique qui repose �egalement sur un algorithme de ra�nement de partitions. Les
coûts en temps et en m�emoire du nouvel algorithme sont alors similaires �a ceux obtenus pour la
bisimulation forte.

Bien que cette approche soit �el�egante et qu'elle pr�esente un int�erêt certain sur le plan th�eorique,
elle ne nous parâ�t pas r�esoudre enti�erement le probl�eme de la g�en�eration de diagnostics tel qu'il
se pose en pratique, en particulier du point de vue de l'aide �a la localisation des erreurs. En e�et,
si les logiques temporelles s'av�erent bien adapt�ees en tant que langage de sp�eci�cation, il semble
pr�ef�erable de repr�esenter les diagnostics �a l'aide d'un formalisme moins abstrait, et surtout moins
�eloign�e des formalismes utilis�es pour repr�esenter le programme source. En�n, cette m�ethode de diag-
nostic n'ayant pas encore �et�e impl�ement�ee au sein d'un outil de v�eri�cation, il est di�cile d'appr�ecier
le comportement des algorithmes mis en �uvre dans le cas d'exemples r�ealistes, particuli�erement en
ce qui concerne la taille des formules engendr�ees.

4.2 Diagnostic en termes de s�equences d'ex�ecution

Nous proposons dans cette section une seconde approche qui consiste exprimer le diagnostic en termes
de s�equences d'ex�ecutions sur les syst�emes de transitions. A l'origine, cette solution est inspir�ee de la
m�ethode de diagnostic utilis�ee pour la v�eri�cation de sp�eci�cations exprim�ees �a l'aide de la logique
temporelle LTAC, et qui a donn�e lieu �a l'outil Cl�eo([Ras90, Ras91]), int�egr�e �a l'�evaluateur de
formules de Xesar [GRRV89].

Intuitivement, le principe de Cl�eo consiste �a expliquer pourquoi un programme, repr�esent�e par un
syst�eme de transitions �etiquet�ees S, ne satisfait pas une formule LTAC appartenant �a sa sp�eci�cation
en construisant un ensemble de s�equences d'ex�ecution de S qui contredisent cette formule. L'examen
de ces s�equences indique alors �a l'utilisateur de fa�con pr�ecise quelles sont les suites d'actions que
peut e�ectuer le programme et qui ne satisfont pas sa sp�eci�cation, permettant ainsi de retrouver
l'origine de l'erreur dans le programme source. De mani�ere analogue, il est possible d'exprimer
la non-�equivalence entre deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 (repr�esentant respective-
ment un programme et sa sp�eci�cation comportementale) en construisant un ensemble de s�equences
d'ex�ecutions de ces deux syst�emes qui contredit la notion d'�equivalence entre les deux syst�emes : On
exhibe ainsi d'une part les comportements du programme qui ne sont pas admis par sa sp�eci�cation,
et d'autre part les comportements d�ecrits par la sp�eci�cation et qui ne sont pas impl�ement�es dans le
programme.

Exemple 4-1
Nous reprenons l'exemple du protocole de transport pr�esent�e dans le chapitre 2 (exemple 2-3). Sur
la �gure suivante, le syst�eme de transitions �etiquet�ees S1 d�ecrit le service attendu du protocole, alors
que S2 donne une repr�esentation erron�ee de ce service dans laquelle les demandes de d�econnexion
(DisReq) peuvent conduire de mani�ere non-d�eterministes �a un blocage (dans l'�etat 14) :
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DisReq

S1

DisReq

DataInd
DataReq

DisConf

DisInd

DisReq

ConConf
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ConConf

DisReq

DisInd

DisConf
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12
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14

7

S2

Les couples suivants de s�equences d'ex�ecutions de S1 et S2 montrent de fa�con explicite que les com-
portements de ces deux syst�emes di��erent : il existe une s�equence d'actions observables qui peut être
e�ectu�ee par les deux syst�emes et qui conduit n�ecessairement �a des �etats �a partir desquels seul l'un
des deux syst�emes peut �evoluer par une action observable donn�ee (l'action DisInd sur l'exemple) :

(
0

ConReq
�! 1

ConInd
�! 2

DisReq
�! 5

7
ConReq
�! 8

ConInd
�! 9

DisReq
�! 14

(
0

ConReq
�! 1

ConInd
�! 2

ConConf
�! 3

DisReq
�! 5

7
ConReq
�! 8

ConInd
�! 9

ConConf
�! 10

DisReq
�! 14

(
0

ConReq
�! 1

ConInd
�! 2

ConConf
�! 3

DataReq
�! 4

DataInd
�! 3

DisReq
�! 5

7
ConReq
�! 8

ConInd
�! 9

ConConf
�! 10

DataReq
�! 11

DataInd
�! 10

DisReq
�! 14

Exemple 4-2
On consid�ere dans cet exemple une abstraction d'un protocole de di�usion, similaire �a celui pr�esent�e
au chapitre 2 (exemple 2-2), et dans lequel un �emetteur E non �able, envoie s�equentiellement des
messages �a deux stations r�eceptrices R1 et R2, qui sont elles suppos�ees �ables. On utilise les actions
observables Put1 et Put2 pour repr�esenter les �emission de messages vers les stations R1 et R2, Get1
et Get2 pour repr�esenter les r�eceptions e�ectu�ees par ces derni�eres, et Crash pour repr�esenter les
pannes de l'�emetteur.

Sur la �gure suivante,
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� le syst�eme de transitions S1 d�ecrit une sp�eci�cation correcte de ce protocole, dans laquelle, en
l'absence de pannes, les messages sont toujours �emis par E et re�cus par R1 et R2,

� et le syst�eme de transitions S2 en d�ecrit une impl�ementation erron�ee (o�u seule les actions
observables apparaissent) dans laquelle l'�emetteur se bloque apr�es l'�emission du premier message
vers R1.

S1

Crash

Crash

Crash

Put1 Put1

Get1

Get2

Put2 Put2

0

1 2 3

4
5

9

87

6

Get1

Put1Put1

S2

Les couples de s�equences d'ex�ecutions de S1 et S2 qui montrent que ces deux syst�emes ne sont pas
�equivalents modulo la bisimulation forte sont alors :

(
0

Put1�! 1
Get1�! 2

6
Put1�! 8

Get1�! 8

(
0

Put1�! 2

6
Put1�! 7

(
0

Put1�! 1

6
Put1�! 8

Remarque 4-1

Sur l'exemple 4-2, les deux derniers couples de s�equences ne sont pas strictement n�ecessaires pour
expliquer la non-bisimulation entre S1 et S2, puisque 1 et 7 se bisimulent, et seuls 2 et 8 ne se
bisimulent pas (le premier couple de s�equences serait donc �a priori su�sant).

Toutefois, nous avons choisi de prendre en compte ce type de s�equences lors du diagnostic, choix qui
n'a pas pos�e de probl�emes en pratique du point de vue de l'utilisateur. Notons que ce cas de �gure se
produit uniquement lorsque les deux syst�emes de transitions que l'on compare sont non d�eterministes.
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Les sections suivantes pr�esentent de fa�con plus formelle la notion de s�equences diagnostiques pour la
non-�equivalence de deux syst�emes de transitions �etiquet�ees. On donne tout d'abord une d�e�nition
g�en�erale, que l'on justi�e, puis on propose di��erents crit�eres pour obtenir des s�equences diagnostiques
minimales.

4.3 S�equences diagnostiques pour la bisimulation

Nous d�e�nissons dans un premier temps un produit synchrone S1 �� S2 entre deux syst�emes de
transitions �etiquet�ees S1 et S2 modulo un ensemble d'actions observables. Nous montrons alors
comment construire des s�equences diagnostiques pour la non-�equivalence entre S1 et S2 �a partir d'un
sous-ensemble des s�equences d'ex�ecution de S1 �� S2.

4.3.1 Un produit synchrone

D�e�nition 4.3-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit � un ensemble de
langages sur A. Le produit synchrone de S1 et S2 pour �, not�e S1 �� S2, est le syst�eme de transitions
�etiquet�ees S = (Q;A1 \A2; T; (q01; q02)), o�u Q � Q1 � Q2 et T � T1 � T2 sont d�e�nis par la r�egle
suivante :

(q1; q2) 2 Q; � 2 �; q1
�
�!T1 q

0
1; q2

�
�!T2 q

0
2

(q01; q
0
2) 2 Q; (q1; q2)

�
�!T (q01; q

0
2)

La proposition suivante justi�e le fait qu'�a chaque s�equence d'ex�ecution de S1 �� S2 peut être associ�e
un couple de s�equences d'ex�ecution de S1 et de S2 d�e�nies sur les mêmes actions observables :

Proposition 4.3-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees et soit S = (Q;A; T; q0) leur
produit synchrone (S = S1 �� S2). On a alors :

8(p0; q0) 2 Q : ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �k�1; (pk; qk)) 2 Ex�((p0; q0)) ,

(p0; �0; p1; : : : ; �k�1; pk) 2 Ex(p0) ^ (q0; �0; q1; : : : ; �k�1; qk) 2 Ex(q0)

Preuve : Par induction sur la longueur des s�equences.
2.

4.3.2 D�e�nition des s�equences diagnostiques

On consid�ere les syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 d'�etats initiaux respectifs q01 et q02, et
l'�equivalence de bisimulation �� d�e�nie sur un ensemble de langages �.

D'apr�es la d�e�nition de relation de bisimulation entre syst�emes de transitions �etiquet�ees, S1 et S2
ne sont pas �equivalents modulo �� si et seulement si q01 6�� q02, c'est �a dire si et seulement si il
existe un entier k tel que q01 6�k

� q02. Par cons�equent, expliquer que deux syst�emes ne se bisimulent
pas revient �a expliquer pourquoi leurs �etats initiaux ne sont pas �equivalent modulo une relation �k

�.
La proposition suivante explicite la relation 6�k

� �a partir de laquelle seront d�e�nies les s�equences
diagnostiques :

Proposition 4.3-2



4.3. S�equences diagnostiques pour la bisimulation 87

Soient Si = (Q1; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soient �� une �equiva-
lence de bisimulation d�e�nie sur un ensemble de langages �. Pour tout (q1; q2) 2 Q1 �Q2, on a :

(i) q1 6�1
� q2 , act�(q1) 6= act�(q2)

(ii) 8k > 1 : q1 6�
k
� q2 ,

(9� 2 � : 9q01 : (q1
�
�!T1 q

0
1 ^ 8q"2 : q2

�
�!T2 q"2 ) q01 6�

k�1
� q"2))

_
(9� 2 � : 9q02 : (q2

�
�!T2 q

0
2 ^ 8q"1 : q1

�
�!T1 q"1 ) q"1 6�

k�1
� q02))

(iii) 8k > 1 : q1 6�k
� q2 ^ q1 �

k�1
� q2 )

9� : 9(q01; q
0
2) : q1

�
�!T1 q

0
1 ^ q2

�
�!T2 q

0
2 ^ q01 6�

k�1
� q02 ^ q01 �

k�2
� q02

Preuve : Ce sont des cons�equences imm�ediates de la d�e�nition de �k
� (cf. chapitre 2).

2.

Les s�equences diagnostiques seront alors construites de la fa�con suivante :

� Si k = 1, expliquer que q1 6�1
� q2 revient �a exhiber l'ensemble des � de � pour lesquels seul q1

ou q2 admet un successeur (proposition 4.3-2 (i)).

� Pour k > 1, d'apr�es la proposition 4.3-2 (ii) q1 6�k
� q2 si et seulement si il existe des successeurs

q01 de q1 (resp. q02 de q2) par une action observable � tels qu'il n'y ait pas de successeurs de q2
(resp. de q1) par la même action � qui leur soit �equivalents modulo �k�1

� .

Plus formellement, ces �etats sont d�e�nis �a partir des ensembles suivants :

D�e�nition 4.3-2
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees et soit l'�equivalence de
bisimulation��. Pour tout couple (q1; q2) de Q1 �Q2, et pour tout k > 1, on consid�ere les ensembles
suivants :

Fail1 k
�(q1; q2) = fq01 j q1

�
�!T1 q

0
1 ^ 8q"2 : (q2

�
�!T2 q"2 ) q01 6�

k�1
� q"2)g

Fail2 k
�(q1; q2) = fq02 j q2

�
�!T2 q

0
2 ^ 8q"1 : (q1

�
�!T1 q"1 ) q"1 6�

k�1
� q02)g

et

Fail k�(q1; q2) = (Fail1 k
�(q1; q2) � T2� [q2]) [ (T1� [q1] � Fail2k�(q1; q2))

A l'aide des notations introduites dans la d�e�nition 4.3-2, expliquer pourquoi q1 6�
k
� q2 revient �a mon-

trer que l'union des ensembles Fail1k�(q1; q2) et Fail2k�(q1; q2) est non vide, ou encore que l'ensemble
Failk�(q1; q2) est non vide.

Plus pr�ecis�ement, pour tout �etat (q1; q2), l'ensemble Failk�(q1; q2) satisfait les propri�et�es suivantes :

Lemme 4.3-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit S = (Q;A; T; q0)
leur produit synchrone. Pour tout �etat (q1; q2) de Q, on a :

(i) 8k > 1 : 8� 2 � : Fail k�(q1; q2) � T�[(q1; q2)]

(ii) 8k > 1 : q1 6�
k
� q2 ) (8(q01; q

0
2) : (q

0
1; q

0
2) 2 Failk�(q1; q2) ) q01 6�

k�1
� q02)

(iii) 8k > 1 : q1 6�
k
� q2 ^ q1 �

1
� q2 , 9� 2 � : Failk�(q1; q2) 6= ;
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Preuve :

(i) et (ii) sont des cons�equences directes de la d�e�nition de Failk�.

(iii) sens `)' : On a, par d�e�nition de Failk� :

q1 6�
k
� q2 ) 9� 2 � : Fail1k�(q1; q2) [Fail2 k�(q1; q2) 6= ;:

D'autre part, Fail1 k�(q1; q2) � T1� [q1], Fail2
k
�(q1; q2) � T2� [q2], et

q1 �
1
� q2 ) (8� 2 � : T1� 6= ; , T2� 6= ;):

On d�eduit alors

q1 6�
k
� q2 ^ q1 �

1
� q2 ) (Fail1 k�(q1; q2) � T2� [q2]) [ (T1� [q1]� Fail2k�(q1; q2)) 6= ;:

sens `(' : imm�ediat, �a partir de la proposition 4.3-2 (ii) et de la d�e�nition de Fail k�.

2.

Le lemme 4.3-1 justi�e alors l'existence de s�equences d'ex�ecution du produit synchrone de deux
syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 qui permettent d'expliquer la non-bisimulation entre les
�etats initiaux q01 et q02 de ces deux syst�emes, construite en appliquant l'algorithme informel suivant :

1. Si q01 6�1
� q02 alors les ensembles d'actions que peuvent e�ectuer ces deux �etats sont di��erents,

et la non-bisimulation apparâ�t clairement.

2. Dans le cas contraire, il existe un entier k > 1 tel que q01 6�k
� q02. Par cons�equent, il existe un

successeur (q1; q2) de (q01; q02) dans S1 �� S2 qui appartient �a Fail k�(q1; q2) (lemme 4.3-1, (i) et
(iii)). Or, n�ecessairement, q1 6�

k�1
� q2 (lemme 4.3-1, (ii)), et ce processus peut ainsi être r�ep�et�e

r�ecursivement �a partir de (q1; q2) jusqu'�a obtention d'une s�equence d'ex�ecution de S1 �� S2
termin�e par un couple d'�etats non-�equivalents modulo �1

�.

L'existence de ces s�equences sera justi��ee plus formellement dans la section 4.3.3.

D�e�nition 4.3-3
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S = (Q;A; T; q) leur produit synchrone,
et soit �� une �equivalence de bisimulation.

Pour tout entier k > 1, et pour tout (p0; q0) 2 Q tel que p0 6�k
� q0, l'ensemble Diag� k est d�e�ni par :

Diag�
k(p0; q0) = f� 2 Ex�(p0; q0) j � = ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �k�2; (pk�1; qk�1))

^ 8i; 0 � i < k � 1; 9ni : 1 � ni � k : (pi+1; qi+1) 2 Failni�i (pi; qi)

^ pk�1 6�
1
� qk�1g

Ces s�equences diagnostiques pour la non �equivalence entre �etats de S1 et S2 sont alors �etendues aux
syst�emes de transitions �etiquet�ees eux-mêmes :

D�e�nition 4.3-4
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux respectifs q01 et q02, et
soit �� une �equivalence de bisimulation. L'ensemble Diag� des s�equences diagnostiques pour la
non-�equivalence modulo �� entre S1 et S2 est d�e�ni par :

Diag� (S1; S2) =
[
k>1

Diag�
k(q01; q02)
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Remarque 4-2

� Intuitivement, les �etats terminaux des s�equences diagnostiques de Diag� (S1; S2) correspondent
aux �etats du produit synchrone �a partir desquels les comportements des syst�emes S1 et S2
divergent (en termes d'actions observables pouvant être e�ectu�ees). Par cons�equent, l'ensemble
de ces �etats repr�esente bien des \erreurs" qui sont pr�esentes dans S1 ou S2 et qui remettent
en cause l'existence d'une �equivalence de bisimulation entre ces deux syst�emes. Dans la suite,
nous d�esignerons ces �etats sous le terme d'�etats erreurs.

� Le choix de consid�erer ou non comme s�equences diagnostiques les s�equences dues au non-
d�eterminisme (cf. remarque 4-1) d�epend en fait uniquement de la mani�ere dont est d�e�ni
l'ensemble Failk� (d�e�nition 4.3-2).

Plus pr�ecis�ement, la d�e�nition suivante permettrait de ne pas prendre en compte ce type de
s�equences dans la d�e�nition de Diag� (S1; S2) :

Failk�(q1; q2) = (Fail1k�(q1; q2) � (T2� [q2]� Fail2 k�(q1; q2))) [

((T1� [q1]� Fail1k�(q1; q2)) � Fail2 k�(q1; q2))

L'ensemble des r�esultats �etablis dans ce chapitre resterait alors valide avec cette d�e�nition de
Fail k�.

4.3.3 Existence des s�equences diagnostiques

Pour justi�er les d�e�nitions 4.3-3 et 4.3-4, il su�t de montrer que, pour tout couple (p0; q0), p0 6�� q0
si et seulement si l'ensemble des s�equences diagnostiques est non vide :

Proposition 4.3-3
Soient S1 et S2, deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, S = S1 �� S2, et �� une �equivalence de
bisimulation.

Pour tout �etat (p0; q0) de S, on a :

8k > 1 : p0 6�
k
� q0 , Diag�

k(p0; q0) 6= ;

Preuve :

sens `)' : On montre alors la proposition par induction sur k :

Pour k = 2, d'apr�es le lemme 4.3-1 (iii),

p0 6�
2
� q0 ) 9(p1; q1) : (p1; q1) 2 Fail2�(p0; q0) ^ p1 �

0
� q1:

d'autre part, (p1; q1) 2 T�[(p0; q0)] (lemme 4.3-1 (i)), et par suite :

((p0; q0); �; (p1; q1)) 2 Ex�(p0; q0):

On suppose alors la proposition v�eri��ee pour tout m inf�erieur �a un entier k �x�e avec k > 2. On
a alors :

p0 6�
k
� q0 ^ p0 �

k�1
� q0 ) 9(p1; q1) : (p1; q1) 2 Failk�(p0; q0) (lemme 4.3-1 (iii))

) p1 6�
k�1
� q1 (lemme 4.3-1 (ii))
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Par suite, d'apr�es l'hypoth�ese d'induction, il existe une s�equence �0 de Ex�(p1; q1) qui appartient
�a Diag�

k�1(p1; q1). D'autre part, puisque (p1; q1) 2 T�[(p0; q0)] (lemme 4.3-1, (i)),

� = ((p0; q0); �; �
0) 2 Ex�(p0; q0)

et par cons�equent :

� 2 Diag�
k�1(p0; q0):

sens `(' : Par d�e�nition de Diag�
k(p0; q0), (p1; q1) 2 Failn0�0 (p0; q0), avec 1 < n0 � k. Or,

Failn0�0 (p0; q0) 6= ; ) p0 6�
n0
� q0

) p0 6�
k
� q0:

2.

Le corollaire suivant justi�e alors les d�e�nitions 4.3-3 et 4.3-4 :

Corollaire 4.3-1
Soient S1 et S2, deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, S = S1 �� S2, et �� une �equivalence de
bisimulation. Pour tout �etat (p0; q0) de S, on a :

(p0 6�� q0 ^ act�(p0) = act�(q0)) , 9k : Diag�
k(p0; q0) 6= ;

4.4 Des s�equences diagnostiques minimales

Bien que la d�e�nition de s�equences diagnostiques propos�ee dans la section 4.3 soit satisfaisante du
point de vue th�eorique (dans le sens o�u chaque �el�ement de Diag� (S1; S2) permet bien d'expliquer
pourquoi les syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 ne sont pas �equivalents modulo ��), elle
pr�esente toutefois un certain nombre d'inconv�enients en pratique, essentiellement en raison du nombre
et de la longueur des s�equences qui sont prises en compte. En e�et :

� D'une part, lorsque le syst�eme produit S1 �� S2 contient des circuits, l'ensemble de ses
s�equences d'ex�ecution est in�ni, et il peut par cons�equent en être de même pour Diag� (S1; S2)
(cf. exemple 4-1). Un tel ensemble n'est donc pas calculable en pratique.

� D'autre part, certaines s�equences de Diag� (S1; S2) peuvent contenir des arguments qui ne sont
pas strictement n�ecessaires �a l'explication de la non-�equivalence. D'une fa�con g�en�erale, ces
s�equences redondantes peuvent être minor�ees sans perte d'information par des s�equences plus
courtes et par cons�equent plus facilement exploitables par l'utilisateur. En�n, lorsque le nombre
de s�equences diagnostiques engendr�ees est tr�es �elev�e, il peut être pr�ef�erable de ne construire
que les s�equences les plus courtes qui conduisent �a un �etat erreur donn�e.

A�n d'obtenir une d�e�nition de s�equences diagnostiques qui soit plus int�eressante en pratique, nous
proposons dans cette section un certain nombre de crit�eres permettant de construire des s�equences
minimales. Plus pr�ecis�ement, on montre dans un premier temps qu'il est toujours possible de se
restreindre �a des s�equences �el�ementaires, ce qui permet d'obtenir un ensemble de s�equences diag-
nostique toujours �ni. On propose alors di��erentes relations d'ordre sur l'ensemble des s�equences
d'ex�ecution d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees et on discute de leurs int�erêts pour la d�e�nition
de s�equences diagnostiques minimales.
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4.4.1 S�equences diagnostiques �el�ementaires

Les propositions suivantes justi�ent le fait que lorsque deux syst�emes de transitions �etiquet�ees ne sont
pas �equivalents il est toujours possible de construire des s�equences diagnostiques �el�ementaires, c'est
�a dire des s�equences de S1 �� S2 qui ne contiennent pas deux fois le même �etat (cf. d�e�nition 1.2-6,
chapitre 1).

Proposition 4.4-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit �� une �equivalence de bisimulation, et
soit � une s�equence de Diag� (S1; S2) v�eri�ant :

� � = ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �k�2; (pk�1; qk�1))

� 8i; 0 � i < k � 1 : pi 6�
k�i
� qi ^ pi �

k�i�1
� qi

On a alors :

8(i; j) : i 6= j ) �(i) 6= �(j):

Preuve : Soient (i; j) tels que 0 � i < j � k � 1. D'une part, on a, par d�e�nition de �,

pj 6�
k�j
� qj et pi �

k�i�1
� qi;

et, d'autre part,
i < j ) k � i > k � j

) k � i� 1 � k � j
Par cons�equent, (pi; qi) et (pj ; qj) ne peuvent être identiques. 2.

Corollaire 4.4-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux respectifs p0 et q0, et soit ��

une �equivalence de bisimulation.

p0 6�� q0 ) 9� 2 Diag� (S1; S2) : 8(i; j) : i 6= j ) �(i) 6= �(j)

Preuve : On a tout d'abord :

p0 6�� q0 ) , 9k : p0 6�
k
� q0 ^ p0 �

k�1
� q0

Par suite, en utilisant la proposition 4.3-2 (iii), on peut montrer par induction qu'il existe une
s�equence � de Diag� (S1; S2) telle que :

8i : 0 � i < j�j � 1 ^ �(i + 1) = (pi; qi) ) pi 6�
k�i
� qi ^ pi �

k�i�1
� qi

� satisfait donc les conditions �enonc�ees dans la proposition 4.4-1, et, par cons�equent, � est bien une
s�equence �el�ementaire. 2.

4.4.2 Relations d'ordre sur les s�equences d'ex�ecution

Plusieurs relations d'ordre peuvent être d�e�nies sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecution d'un sys-
t�eme de transitions �etiquet�ees S. Pour tout ensemble quelconque E de s�equences d'ex�ecution, nous
consid�erons dans la suite trois relations particuli�eres qui donneront lieu �a trois notions de s�equences
diagnostiques minimales :

� La relation <l prend en compte la longueur des s�equences : une s�equence � de E sera minimale
pour cette relation si et seulement si E ne contient pas de s�equence plus courte (en nombre
d'�etats) que �.
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� La relation <p est la relation classique de pr�e�xe : une s�equence � de E sera minimale pour
cette relation si et seulement si E ne contient aucun des pr�e�xes propres de �.

� La relation <\ prend en compte la longueur des s�equences et l'ensemble des �etats qu'elles
d�e�nissent : une s�equence � de E sera minimale pour cette relation si et seulement si E ne
contient pas de s�equence �0 plus courte que � et telle que � et �0 comportent des �etats communs
autres que l'�etat initial p0 de S.

D�e�nition 4.4-1
Soit S un syst�eme de transitions �etiquet�ees, soit p0 un �etat de S, et soient � et �0 deux s�equences
d'ex�ecution de Ex(p0) telles que :

� = (p0; a0; p1; : : :an�1; pn)

�0 = (p0; a
0
0; p

0
1; : : :a

0
n0�1; p

0
n0):

On munit alors l'ensemble Ex(p0) des relations <l, <p et <\ d�e�nis de la fa�con suivante :

� �0 <l � , n0 < n

� �0 <p � , (n0 < n) ^ (8i; 0 � i � n0 : ai = a0i ^ pi = p0i)

� �0 <\ � , (n0 < n) ^ (9i; i0; 0 < i0 � n0; 0 < i � n : pi = p0i0)

Exemple 4-3

S3S2S1

�2

�2�2 �1
�1

�1

Sur les syst�emes de transitions de la �gure pr�ec�edente, les ensembles de s�equences minimales pour
les relations <l, < p et <\ (respectivement not�es M<l , M<p et M<\) sont donn�ees dans le tableau
suivant :

syst�eme M<l M<p M<\

S1 f�1g f�1; �2g f�1; �2g
S2 f�1g f�1; �2g f�1g
S3 f�1g f�1; �2g f�1g

Pour toute relation d'ordre < d�e�nie sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecution de S1 �� S2, on d�e�nit
l'ensemble des s�equences diagnostiques minimales modulo < de la mani�ere suivante :

D�e�nition 4.4-2
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux respectifs q01 et q02, soit ��
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une �equivalence de bisimulation et soit < une relation d'ordre d�e�nie sur Ex�(q01; q02). L'ensemble
des s�equences diagnostiques minimales modulo < pour �� est d�e�ni par :

Diag<� (S1; S2) = f� 2 Diag� (S1; S2) j � �el�ementaire ^ 6 9�0 : (�0 2 Diag� (S1; S2) ^ �0 < �)g

Remarque 4-3

1. Les relations <l, <p et <\ sont ordonn�ees vis-�a-vis de l'inclusion de la fa�con suivante :

<p � <\ � <l :

On en d�eduit les inclusions suivantes entre les ensembles de s�equences diagnostiques minimales
qui leur sont associ�ees :

Diag<l

� (S1; S2) � Diag<\� (S1; S2) � Diag
<p

� (S1; S2) � Diag� (S1; S2):

2. Du fait que l'ensemble des s�equences d'ex�ecution �el�ementaires d'un syst�eme de transitions �eti-
quet�ees est toujours �ni, il en est de même pour Diag<� (S1; S2). Notons d'autre part que toute
s�equence minimale pour les relations <l ou <\ est n�ecessairement �el�ementaire.

On donne sur l'exemple suivant les di��erents ensembles de s�equences diagnostiques minimales
obtenues �a l'aide des relations <l, <p et <\.

Exemple 4-4

abab

c

c

c
b

b
a

a

b

b

a

a

21

20

1918

1514

13 12

11

10

9

17

16

8

c

S1

0

7

5

4
3

2
1

a
a

a

a

b
b

a
a

a

a

bb

S2

6

Les syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 de la �gure ci-dessus ne sont pas �equivalents modulo
la bisimulation forte : les �etats 12, 17, 20 et 21 de S2 peuvent e�ectuer une transition �etiquet�ee par
l'action c contrairement aux �etats 2, 6, 9 et 10 de S1 qui leur \correspondent".

Diag� (S1; S2) contient les s�equences diagnostiques suivantes :
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�1 = ((0; 11)
a
�! (2; 12))

�2 = ((0; 11)
a
�! (1; 13)

a
�! (5; 16)

b
�! (6; 17))

�3 = ((0; 11)
a
�! (1; 13)

b
�! (3; 14)

a
�! (5; 16)

b
�! (6; 17))

�4 = ((0; 11)
a
�! (1; 13)

a
�! (5; 16)

a
�! (7; 18)

b
�! (9; 20))

�5 = ((0; 11)
a
�! (1; 13)

b
�! (3; 14)

a
�! (5; 16)

a
�! (7; 18)

b
�! (9; 20))

�6 = ((0; 11)
a
�! (1; 13)

a
�! (5; 16)

a
�! (7; 18)

b
�! (9; 20)

b
�! (10; 21))

�7 = ((0; 11)
a
�! (1; 13)

a
�! (5; 16)

a
�! (7; 18)

a
�! (8; 19)

a
�! (7; 18)

b
�! (9; 20))

...

Pour les relations d'ordre <l, <\ et <p, les ensembles de s�equences diagnostiques minimales obtenus
sont alors respectivement :

Diag<l

� (S1; S2) = f�1g; Diag<\� (S1; S2) = f�1; �2g; Diag
<p

� (S1; S2) = f�1; �2; �3; �4; �5g:

En pratique, l'int�erêt d'une relation d'ordre donn�ee pour d�e�nir des s�equences diagnostiques mini-
males d�epend en fait du nombre de s�equences obtenues par rapport au nombres d'erreurs distinctes
d�etect�ees �a l'aide de ces s�equences sur le syst�eme de transitions repr�esentant l'impl�ementation �a v�eri-
�er. On donne quelques �el�ements de comparaison entre les relation <l, <p et <\ en fonction de ce
crit�ere :

relation <l : l'ensemble des s�equences minimales pour la relation <l ne contient par d�e�nition
que les s�equences les plus courtes (en nombre d'�etats) deDiag<� (S1; S2), ce qui limite n�ecessaire-
ment le nombre d'erreurs d�etect�ees. Toutefois, construire des s�equences qui soient minimales
pour cette relation peut être int�eressant lorsque le nombre et la longueur des s�equences diag-
nostiques sont tr�es �elev�ees, et que par cons�equent seules les s�equences les plus courtes s'av�erent
exploitables.

relation <p : cette relation est similaire �a la relation d'ordre propos�ee dans [Ras90] pour d�e�nir
des s�equences diagnostiques minimales dans le cas de sp�eci�cations d�ecrites en logique tem-
porelle LTAC. Dans notre cas, un sous-ensemble int�eressant de s�equences minimales pour
la relation <p est l'ensemble des s�equences de Diag<� (S1; S2) qui ne contiennent qu'un seul
�etat erreur (ce sous-ensemble est d�e�ni plus formellement dans la section 4.6). N�eanmoins,
l'inconv�enient principal de cette relation est le nombre assez �elev�e de s�equences minimales
obtenues, dont la plupart correspondent en fait souvent �a la même erreur.

relation <\ : les s�equences diagnostiques minimales obtenues �a l'aide de cette relation sont les
plus courtes s�equences qui conduisent �a une erreur donn�ee, et son utilisation est donc justi��ee
lorsque le nombre de s�equences menant �a une même erreur est �elev�e (ce qui est par exemple le
cas lorsque le produit synchrone entre les deux syst�emes contient des cycles). En contrepartie,
en fonction de la forme des syst�emes de transitions �a comparer, un certain nombre d'erreurs
peuvent ne pas être accessibles par une s�equence diagnostique minimale pour la relation <\.

4.5 Mise en �uvre �a partir des algorithmes de v�eri�cation

On s'int�eresse dans cette section �a la mise en �uvre du calcul des s�equences diagnostiques �a partir
des algorithmes de v�eri�cation pr�esent�es au chapitre pr�ec�edent. On montre tout d'abord comment
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les di��erentes �equivalences de bisimulation peuvent être prises en compte, puis on d�ecrit les modi�-
cations �a apporter �a la proc�edure de d�ecision de la bisimulation forte pour permettre l'�elaboration
du diagnostic.

Comme il a �et�e rappel�e au pr�ec�edent chapitre (chapitre 3, section 3.3), l'algorithme classique utilis�e
pour comparer des syst�emes de transitions �etiquet�ees modulo une bisimulation faible �� comporte
deux phases :

1. On calcule tout d'abord une forme pr�e-normale pour chacun des syst�emes, qui d�epend de la
relation d'�equivalence consid�er�ee.

2. On compare ensuite ces formes pr�e-normales modulo la bisimulation forte, en utilisant un algo-
rithme de ra�nement de partitions.

Par cons�equent, pour expliquer la non-�equivalence entre les deux syst�emes de transitions, il su�t
en pratique de ne consid�erer que la deuxi�eme phase de l'algorithme, ce qui revient �a construire des
s�equences diagnostiques pour la bisimulation forte directement sur les formes pr�e-normales. L'int�erêt
de cette approche est qu'elle ne requiert qu'un seul algorithme de diagnostic (pour la bisimulation
forte), et qu'elle est compl�etement ind�ependante de la relation d'�equivalence consid�er�ee. En con-
trepartie, son principal inconv�enient est que les s�equences diagnostiques obtenues ne se r�ef�erent pas
au syst�emes de transitions originaux mais �a leurs formes pr�e-normales. Par suite, si la correspondance
entre les �etats qui apparaissent dans ces s�equences diagnostiques et les �etats des syst�emes originaux
est facilement envisageable, il n'en est pas de même pour les actions, qui ont �et�e obtenues sur les
formes pr�e-normales par renommage des �el�ements des langages �i de � en leur repr�esentant canonique
[�i]. Des solutions �a ce probl�eme seront envisag�ees dans la section 4.9.

Dans le cas de la bisimulation forte, les proc�edures de d�ecision classiques reposent sur des algorithmes
de ra�nement de partitions qui permettent de calculer les classes d'�equivalence pour cette relation
sur l'ensemble des �etats d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees. Comparer deux syst�emes S1 et S2,
revient alors �a calculer ces classes d'�equivalence sur leur syst�eme union S1 [ S2 et �a v�eri�er si leurs
�etats initiaux q01 et q02 appartiennent ou non �a la même classe.

On propose dans la suite des algorithmes qui permettent de construire des s�equences diagnostiques
minimales �a l'aide de ces classes d'�equivalence lorsque les deux syst�emes ne se bisimulent pas. La
proc�edure de d�ecision pour la bisimulation forte (cf. chapitre 3, algorithme 3-1) est alors l�eg�erement
modi��e de mani�ere it�erer les op�erations de ra�nement jusqu'a obtention des classes d'�equivalence
(même si au cours du ra�nement les �etats initiaux des deux syst�emes apparaissent dans des classes
di��erentes de la partition courante) :

Algorithme 4-1

Q1 et Q2 sont les ensembles d'�etats des syst�emes S1 et S2,
� et �0 sont des partitions sur Q1 [Q2,
�� est un op�erateur de ra�nement de partition.

d�ebut
� := fQ1 [ Q2g ;
�0 := ��(�) ;
tantque (�0 6= �) faire

� := �0 ;
�0 := ��(�) ;

ftantque
si 9B 2 �0 : fq01; q02g � B alors

a�cher (S1 �� S2)
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sinon
a�cher (S1 6�� S2) ;
construire s�equences diagnostiques (S1, S2, �)

fsi.
�n.

Plusieurs algorithmes seront envisag�es pour la proc�edure construire s�equences diagnostiques en fonc-
tion de la relation d'ordre choisie pour d�e�nir les s�equences minimales. Toutefois, a�n de limiter le
coût en m�emoire de la proc�edure de d�ecision, on ne consid�ere que des algorithmes qui permettent
d'a�cher les s�equences \�a la vol�ee", au fur et �a mesure de leur construction, sans avoir �a m�emoriser
de mani�ere globale l'ensemble des s�equences obtenues. Par cons�equent, les solutions propos�ees seront
toutes bas�es sur des parcours en profondeur du produit synchrone S1 � S2.

4.6 Calcul de s�equences minimales pour la relation <p

On d�e�nit en premier lieu le sous-ensemble des s�equences minimales qui seront calcul�ees, puis on
propose un algorithme qui permet de les construire e�ectivement.

4.6.1 Caract�erisation des s�equences minimales

Le lemme suivant �etablit une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'une s�equence diagnostique
soit minimale pour la relation <p.

Lemme 4.6-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux respectifs p0 et q0, et soit
�� une �equivalence de bisimulation.

Pour tout k > 1 et pour toute s�equence �el�ementaire � de Diag�
k(p0; q0), on a :

9�0 : �0 2 Diag� (S1; S2) ^ �0 <p � , 9i : 0 � i < k � 1 ^ (�(i) = (pi; qi) ) pi 6�
1
� qi)

Preuve : On pose

� = ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �k�2; (pk�1; qk�1))

sens `)' : Par d�e�nition de la relation <p, on a : Pour tout �0 <p �,

�0 <p � ) 9i : 0 � i < k � 1 ^ �0 = ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �i�1; (pi; qi)):

et (pi; qi) 6= (pk�1; qk�1) puisque � est �el�ementaire.

De plus, par d�e�nition de Diag� (S1; S2),

�0 2 Diag� (S1; S2) ) pi 6�
1
� qi:

sens `(' : On a

�0 = ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �i�1; (pi; qi)) ^ pi 6�
1
� qi

Or,

� 2 Diag�
k(p0; q0) ) 8j; 0 � j < i; 9nj : 1 � nj � k : (pj+1; qj+1) 2 Fail

nj

�j
(pj ; qj)

d'o�u

�0 2 Diag� (S1; S2)
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2.

La proposition 4.6-1 d�e�nit alors l'ensemble des s�equences diagnostiques minimales pour la relation
<p :

Proposition 4.6-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit �� une �equivalence de bisimulation.
On a alors :

Diag
<p

� (S1; S2) = f� 2 Diag� (S1; S2) j 8i : 0 � i < j�j ) (� (i) = (pi; qi) ) pi 6�
1
� qi)g

Preuve : c'est une cons�equence directe du lemme 4.6-1. 2.

4.6.2 Algorithme de construction des s�equences minimales

On consid�ere deux syst�emes de transitions �etiquet�ees Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)i=(1;2), �� une �equivalence
de bisimulation, et S = (Q;A; T; (q01; q02) le produit synchrone S1 �� S2.

On note �, la partition associ�ee �a �� (� = fBig) et, pour tout couple d'�etats (q1; q2) de Q1 �Q2, on
note Fail�(q1; q2) l'ensemble d�e�ni par :

Fail�(q1; q2) = f(�; (q0
1; q

0
2)) 2 T [(q1; q2)] j 9k : (q0

1; q
0
2) 2 Fail k�(q1; q2)g

En utilisant les r�esultats �etablis dans la proposition 4.6-1, la proc�edure informelle suivante, appliqu�ee
�a l'�etat initial de S, permet de construire une s�equence diagnostique minimale pour la relation <p :

Soit � la s�equence en cours de construction, et (q1; q2) le dernier �etat ajout�e �a � :

� Si Act(q1) 6= Act(q2), alors (q1; q2) termine la s�equence diagnostique �.

� Si Act(q1) = Act(q2), alors on poursuit la construction de � en lui ajoutant un couple
(�; (q0

1; q
0
2)) choisi arbitrairement dans Fail�(q1; q2), et tel que (q0

1; q
0
2) n'appartienne

pas �a �. On r�eapplique alors cette proc�edure �a partir du nouvel �etat courant (q0
1; q

0
2).

L'algorithme pr�ec�edent peut directement être mis en �uvre �a partir d'un algorithme classique de
parcours en profondeur de S. Les structures de donn�ees n�ecessaires sont alors :

� Une pile StState (resp. StLabel), pour m�emoriser les �etats (resp. les action) de la s�equence
diagnostique en cours de construction.

� Une pile StTrans, pour m�emoriser les transitions qui sont ex�ecutables �a partir des �etats de la
s�equence courante et qui n'ont pas encore �et�e tir�ees.

L'algorithme de construction des s�equences diagnostiques minimales pour la relation <p est alors le
suivant :

Algorithme 4-2

proc�edure construire s�equences diagnostiques (S1, S2, �)
d�ebut

StState := ; ; StTrans := ; ; StLabel := ; ;
empiler ((q01; q02), StState) ;
empiler (Fail�(q01; q02), StTrans) ; (1)
tantque StState 6= ; faire

(q1; q2) := sommet (StState) ;
si (sommet (StTrans) 6= ; ^ Act(q1) = Act(q2)) alors

choisir (�; (q0
1; q

0
2)) dans sommet (StTrans) ;
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sommet (StTrans) := sommet (StTrans) �f(�; (q0
1; q

0
2))g ;

si (q01; q02) 62 StState alors
empiler (�, StLabel) ;
empiler ((q0

1; q
0
2), StState) ;

empiler (Fail�(q0
1; q

0
2), StTrans) (2)

fsi
sinon

(* StState et StLabel contiennent les �etats et les actions
d'une s�equence diagnostique minimale *)

a�cher StState et StLabel ;
d�epiler (StLabel) ;
d�epiler (StState) ;
d�epiler (StTrans)

fsi
ftantque

�n.

De plus, lorsque l'�equivalence de bisimulation consid�er�ee est la bisimulation forte, et en supposant
que la partition � est donn�ee sous la forme d'une fonction inclasse qui, pour tout �etat de Q1 [Q2

retourne l'indice de sa classe, le calcul de Fail�(q1; q2) (lignes not�ees (1) et (2) dans l'algorithme)
peut se faire en un temps de l'ordre de jT [(q1; q2)]j en appliquant l'algorithme suivant :

Algorithme 4-3

fonction calculer Fail� (q1, q2)
Soit l est un ensemble d'�etats, dont le cardinal est major�e par jT1� [q1] + T2� [q2]j
d�ebut

Fail� := ; ;
pour tout � dans �

l := ; ;
pour tout (q0

1; q
0
2) dans T�[(q1; q2)]

si inclasse(q0
1) = inclasse(q0

2) alors
l := l [ fq0

1; q
0
2g

fsi
fpour

Fail� := Fail� [ f(�; (T1� [q1]� l) � T2� [q2])g [ f(�; T1� [q1]� (T2� [q2]� l))g ;
retourner (Fail�)

�n.

Par cons�equent, s'agissant d'un algorithme de parcours en profondeur classique, et puisque chaque
�etat peut être trait�e en un temps constant, les coûts en temps et en m�emoire de l'algorithme 4-2 pour
la recherche des s�equences diagnostiques sont respectivement de O(cd) et O(d) [Hol89], o�u c est le
facteur de branchement de S (i.e, le nombre moyen de successeurs par �etat) et d la longueur de sa
plus longue s�equence �el�ementaire (d est donc major�e par le nombre d'�etats n de S).

Toutefois, du fait que seul l'ensemble des �etats non �equivalents de S est explor�e, le comportement de
l'algorithme en pratique est g�en�eralement bien meilleur que le laissent supposer ces valeurs th�eoriques
obtenues dans le cas le plus d�efavorable (i.e, lorsque tous les �etats de S sont non �equivalents). Il nous
parait donc plus int�eressant (et plus repr�esentatif) d'exprimer le coût en temps de cet algorithme en
fonction du nombre s de s�equences e�ectivement construites. Par suite, puisque chaque s�equence est
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calcul�ee en un temps qui est de l'ordre du nombre d'�etats qui la composent, la complexit�e obtenue
est de O(s:n).

4.7 Calcul de s�equences minimales pour la relation <\

De fa�con similaire �a ce qui a �et�e fait dans la section pr�ec�edente, nous d�e�nissons en premier lieu
un sous-ensemble de s�equences qui sont minimales pour la relation <\, puis nous proposons un
algorithme qui permettra de les construire de mani�ere e�cace �a l'aide d'un parcours en profondeur
de S1 �� S2. L�a encore, si cet algorithme peut en th�eorie s'appliquer �a n'importe quelle �equivalence
de bisimulation, nous donnons sa complexit�e uniquement dans le cas de la bisimulation forte puisqu'il
est su�sant de consid�erer cette seule relation en pratique (cf. section 4.5).

4.7.1 Caract�erisation des s�equences minimales

En notant d la longueur de la plus longue s�equence acyclique de S1 �� S2, l'algorithme informel
suivant calcule les s�equences diagnostiques qui sont minimales pour la relation <\ :

Algorithme 4-4

proc�edure construire s�equences diagnostiques (S1, S2)
d�ebut

pour k allant de 2 �a d faire
pour toute s�equence �el�ementaire � de Diag� k(S1; S2) faire

si pour tout i 2 [1; k� 1] �(i) n'est pas marqu�e alors
marquer �(i) ;
a�cher � (* � est minimale pour la relation <\ *)

fsi
fpour

fpour
�n.

La validit�e de l'algorithme 4-4 repose sur le fait que les ensembles Diag� k(S1; S2) sont successivement
calcul�es pour des valeurs croissantes de k, ce qui parait di�cile �a mettre en �uvre lorsque les s�equences
sont obtenues �a l'aide d'un parcours en profondeur de S1 �� S2. Toutefois, nous montrons dans la
suite qu'il est possible de d�e�nir un sous-ensemble de s�equences diagnostiques minimales pour la
relation <\ qui soit calculable en utilisant ce type de parcours.

D�e�nition 4.7-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux respectifs q01 et q02, tels que
S1 et S2 soient non �equivalents modulo l'�equivalence de bisimulation ��.

On note k0 le plus petit entier tel que q01 et q02 ne soient pas �equivalents modulo �k0� , et km le plus

petit entier k tel que �k+1� =�k� :
k0 = min fk j q01 6�

k
� q02g

km = min fk j 8(q1; q2) 2 Q1 � Q2 : q1 �
k
� q2 ) q1 �� q2g:

On d�e�nit la suite d'ensembles (Dk�(S1; S2)) la fa�con suivante :

� Dk0 (S1; S2) = Diag�
k0(S1; S2)
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� 8k; k0 < k � km + 1,
Dk
�(S1; S2) = f� 2 Diag�

k(S1; S2) j 8i; 1 � i � k � 1 :

�(i) = (pi; qi) ) pi �
k�i�1
� qi

^

8k0 : k0 < k ) 6 9�0 : �0 2 Dk0

� (S1; S2) ^ �(i) 2 �0g

Proposition 4.7-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit �� une �equivalence de bisimulation.
On a alors :

(i) S1 6�� S2 ) 9k : Dk
�(S1; S2) 6= ;.

(ii) 8k; Dk
�(S1; S2) � Diag<\

� (S1; S2).

Preuve : Elle est imm�ediate :

� (i) est une cons�equence des propositions 4.3-2 (iii) et 4.3-3.

� (ii) est obtenu par construction des ensembles Dk
�.

2.

Dans le cas de la bisimulation forte, on propose un algorithme qui permet de construire les s�equences
diagnostiques appartenant aux ensemblesDk

� et qui seront donc minimales pour la relation<\ (propo-
sition 4.7-1). Plus pr�ecis�ement, cet algorithme consiste en deux phases distinctes qui sont d�etaill�ees
dans la suite :

1. Le calcul des classes d'�equivalence pour les relations �k�, qui sont obtenues en modi�ant
l'op�erateur de ra�nement de partition utilis�e dans la proc�edure de d�ecision classique ;

2. La construction des s�equences appartenant aux ensembles Dk
�, qui est e�ectu�ee lors du parcours

en profondeur de certaines s�equences de S1 �� S2 d�etermin�ees �a l'aides des classes d'�equivalences
calcul�ees en 1.

4.7.2 Calcul des relations �k

�

Au chapitre 3, nous avons d�ecrit une proc�edure de d�ecision pour une �equivalence de bisimulation ��
entre deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 dont le principe consiste �a calculer jusqu'�a
stabilit�e des ra�nements successifs d'une partition initiale d�e�nie sur l'ensemble Q des �etats du
syst�eme S1 [ S2. La partition �nale ��� ainsi obtenue correspond alors �a la partition associ�ee �a la
relation d'�equivalence �� sur Q.

Plus formellement, la partition ��� a �et�e d�e�nie comme la limite d'une suite (�i)i2N telle que
(cf.chapitre 3, section 3.1) :

� �0 = fQg,

� 8k � 0; �k+1 = Refine� (�k; �k).

Nous montrons dans cette section que, moyennant une organisation particuli�ere de ces ra�nements,
il est possible lors du calcul de ��� de construire l'ensemble des partitions associ�ees au relations �k�
(pour tout k � 0). Nous d�ecrivons alors comment ce calcul peut être e�cacement mis en �uvre �a
l'aide de l'algorithme de ra�nement propos�e par Paige & Tarjan (cf. chapitre 3, section 3.2.2) et
int�egr�e ainsi �a la proc�edure de d�ecision classique de la bisimulation forte.
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Notons que cette section peut être �evit�ee en premi�ere lecture sans que cela nuise �a la compr�ehension de
l'algorithme de calcul des s�equences diagnostiques minimales qui est pr�esent�e dans la section suivante.

Proposition 4.7-2
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees, et �� une �equivalence de bisimulation.
On consid�ere la suite (�i)i2N de partitions sur Q d�e�nies par :

� �0 = fQg,

� �1 = Refine� (�0; �0),

� 8k � 1; �k+1 = Refine� (�k; �k � �k�1).

On a alors :

Pour tout i � 0, �i est la partition associ�ee �a la relation �i
�

Preuve :

En premier lieu, il est facile de voir que, pour tout couple de partition (�k; �k+1) sur Q et pour tout
entier k � 0, �k+1 est la partition associ�ee �a la relation �k+1

� si et seulement si,

� �k est la partition associ�ee �a la relation �k
�,

� et �k+1 est stable par rapport �a �k (cf. chapitre 3, d�e�nition 3.4-2).

Plus formellement, cette propri�et�e s'�ecrit :

�k+1 = �k+1
� , �k = �k

� ^ ��(�k+1�k) (1)

La preuve de (1) est obtenue en comparant les d�e�nitions de �k+1
� et ��.

On montre alors par induction que, pour toutes partitions �i de (�i)i2N , on a :

�i+1 = Refine� (�i; �i) (2)

� Elle est imm�ediate pour k = 1.

� On suppose alors que pour un entier k �x�e, la propri�et�e (2) est v�eri��ee pour toute partition
(�i) avec i � k. Or, en utilisant la proposition 3.2-1,

�k = Refine� (�k�1; �k�1) ) Refine� (�k; �k � �k�1) = Refine� (�k; �k)

) �k+1 = Refine� (�k; �k)

Par cons�equent, d'apr�es la proposition 3.1-3 (vi), on a

8i � 0 : ��(�i+1�i)

d'o�u, en utilisant (1),

8i � 0 : �i+1 = �i+1
� :

2.

Il reste alors �a d�ecrire comment les partitions �i de la suite d�e�nie dans la proposition 4.7-2 peuvent
être obtenues en utilisant l'algorithme de calcul de ra�nements propos�e par Paige & Tarjan :

Nous avons vu au chapitre 3 (section 3.2.2) que le principe de cet algorithme consiste �a maintenir
une liste de partitionneurs Wi, constitu�ee de blocs simples et de blocs arbres. A chaque pas de
l'algorithme, un �el�ement de cette liste est s�electionn�e pour ra�ner la partition courante �i (et calculer
ainsi une nouvelle partition �i+1) et la liste de partitionneurs est remise �a jour (en une liste Wi+1).
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Formellement, on calcule ainsi la limite d'une suite (�i;Wi)i2N , d�e�nie �a partir d'un op�erateur �0�
(d�e�nition 3.2-1, 3.2-2 et 3.2-4) en utilisant l'algorithme suivant :

d�ebut
(�;W ) := (fQg; fQg) ;
r�ep�eter

choisir B dans W ;
(�;W ) := �"�(�;W;B)

jusqua W = ;
�n.

De fa�con intuitive, la solution que nous proposons pour construire les partitions �i associ�ees aux rela-
tions �i

� consiste �a ordonner les ra�nements n�ecessaires au calcul de �i en distinguant les nouveaux
partitionneurs obtenues lors de ce calcul (et qui correspondent donc aux classes obtenues par d�ecom-
position d'une classe de �i) de ceux qui ont �et�e obtenues lors du calcul de �i�1 (et qui correspondent
donc �a la d�ecomposition d'une classe de cette partition).

Plus pr�ecis�ement on d�e�nit ainsi un op�erateur �"� en remplacement de l'op�erateur �"� qui permet
de ra�ner une partition �a l'aide d'un partitionneur s�electionn�e dans un ensemble initial W1 tout en
construisant l'ensemble W2 des nouveaux partitionneurs obtenus :

D�e�nition 4.7-2
Soit � une partition sur un ensemble Q, et W1 et W2 deux ensembles de partitionneurs constitu�es de
blocs simples et de blocs arbres. Soit x un �el�ement de W1.

��"(�;W1;W2; x) = (�0;W 0
1;W

0
2)

avec,

� �0 = Ref�(�; x) (cf. d�e�nition 3.2-3),

� Soit X 2 �. W 0
1 et W 0

2 sont d�e�nis de la mani�ere suivante :

1) SiX 2W1 (resp.X 2 W2),X 6= x, etX n'est pas partitionn�e alorsX est laiss�ee inchang�ee
dans W 0

1 (resp. dans W 0
2).

2) Si X 2 W1 et X est partitionn�ee en fXig, alors X est laiss�e inchang�e dans W 0
1 (si x 6= X)

et les Xi sont ajout�es �aW 0
2. SiX 2 W2 et X est partitionn�ee en fXig alors X est remplac�e

par fXig dans W 0
2. dans W .

3) Si X 62W1 et X 62W2 (ni en tant que bloc simple, ni en tant que feuille d'un bloc arbre),
et X est partitionn�ee en fXig, alors le bloc arbre repr�esentant cette d�ecomposition est
ins�er�e dans W 0

2.

4) Les blocs arbres n de W1 (resp. de W2) sont remplac�es dans W1 (resp. dans W2) par les
blocs arbres n0, obtenus �a partir de n en rempla�cant toutes les feuilles de n correspondant
�a des classes partitionn�ees par le bloc arbre repr�esentant ces d�ecompositions.

De plus, si x est un bloc arbre n alors

5) Les �ls gauches et droits non feuilles de n sont ins�er�es dans W 0
2.

Proposition 4.7-3
Soit � une partition d�e�nie sur un ensemble Q, et soit W un ensemble �ni de partitionneur (blocs
simples ou blocs arbres). On note S = (�i;W

0
i ;W"i)(i2N ) la suite d�e�nie par :

� (�0;W 0
0;W"0) = (�;W; ;)
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� 8i � 0; (�i+1;W 0
i+1;W"i+1) = �"�(�i;W 0

i ;W"i; x) avec x 2W 0
i .

S converge vers une limite (�r ; ;;W"r).

Preuve : Elle est imm�ediate puisque, par d�e�nition de �"�,

� aucun �el�ement n'est ajout�e aux ensembles W 0
i ,

� au pas i, le partitionneur courant est syst�ematiquement enlev�e de W 0
i .

Par suite, pour tout i jW 0
i+1j < jW 0

i j et la suite converge. 2.

La proposition 4.7-3 permet alors de d�e�nir l'op�erateur �0�, qui remplace �0� :

D�e�nition 4.7-3
Soient � une partition sur un ensemble Q et W un ensemble de partitionneurs. L'op�erateur �0� est
d�e�ni de la mani�ere suivante :

�0�(�;W ) = (�r ;W"r)

o�u (�r ; ;;W"r) est la limite de la suite (�i;W 0
i ;W"i)(i2N ) d�e�nie par :

� (�0;W 0
0;W"0) = (�;W; ;)

� 8i � 0; (�i+1;W
0
i+1;W"i+1) = �"�(�i;W

0
i ;W"i; x) avec x 2W 0

i .

On note alors Part (�r) l'ensemble des classes e�ectivement utilis�ees comme partitionneurs pour
calculer �r :

Part (�r) = fClasse (x) j 9i; 0 � i < r : (�i+1;W
0
i+1;W"i+1) = �"�(�i;W

0
i ;W"i; x)g

Remarque 4-4

1. Si x est un bloc arbre, alors

�"�(�;W1;W2; x) = (�0;W 0
1;W

0
2) , �"�(�;W1 [W2; x) = (�0;W 0

1 [W 0
2)

2. Par cons�equent, si W ne contient que des blocs arbres, alors il n'y a pas de di��erences entre
les op�erateurs �0� et �0� et l'op�erateur �"� sert uniquement �a garantir que les ra�nements sont
e�ectu�es en pr�eservant l'ordre sp�eci��e :

�0�(�;W ) = (�0;W 0) , �0�(�;W ) = (�0;W 0)

3. En�n, lorsque la partition initiale est la partition universelle fQg, il est facile de voir par
induction que, pour i � 1, les ensembles Wi obtenus par application de �0� ne contiennent que
des bloc arbres :

� Si W1 est non vide, alors il contient un bloc arbre unique obtenu par d�ecomposition du
seul bloc simple fQg contenu dans W0 (d�e�nition de ��").

� Si Wi contient que des blocs arbres pour i �x�e, alors Wi+1 ne contiendra que des blocs
arbres (toujours par d�e�nition de ��").

Il reste alors �a montrer que, ainsi d�e�ni, l'op�erateur �0� v�eri�e bien dans tous les cas les propri�et�es
requises. Les deux lemmes suivants permettent successivement d'�etablir que, lors du calcul de la
partition �k+1 :
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� toute classe de �k qui n'est pas une classe de �k�1 est utilis�e pour ra�ner �k lors du calcul de
�k+1,

� toute classe utilis�e pour ra�ner �k lors du calcul de �k+1 et soit une classe de �k soit une union
de classes de �k. On garantit ainsi que les �el�ements de �k+1 ne sont pas calcul�es �a l'aide de
partitionneurs issues de la d�ecomposition d'une classe de �k.

Lemme 4.7-1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit �� une �equivalence de bisimulation.
Soit (�i;Wi)(i2N ) la suite d�e�nie par :

� (�0;W0) = (fQg; fQg),

� 8i � 0; (�i+1;Wi+1) = �0�(�i;Wi).

Pour tout k � 0, toute classe de �k issue de la d�ecomposition d'une classe de �k�1 servira de parti-
tionneur lors du calcul de �k+1 :

(8X : X 2 �k ^ X 62 �k�1) ) X 2 Part (�k+1):

Lemme 4.7-2
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit �� une �equivalence de bisimulation.
Soit (�i;Wi)(i2N ) la suite d�e�nie par :

� (�0;W0) = (fQg; fQg),

� 8i � 0; (�i+1;Wi+1) = �0�(�i;Wi).

Pour tout k � 0, toute classe utilis�ee pour ra�ner la partition �k lors du calcul de �k+1 est soit une
classe de �k, soit une union de classes de �k :

X 2 Part (�k+1) ) 9X1; : : : ; Xn 2 �k : X =
n[
i=1

Xi:

Les preuves des lemmes 4.7-1 et 4.7-2 sont donn�ees dans l'annexe A.

Proposition 4.7-4
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit �� une �equivalence de bisimulation.
Soit (�i;Wi)(i2N ) la suite d�e�nie par :

� (�0;W0) = (fQg; fQg),

� 8i � 0; (�i+1;Wi+1) = �0�(�i;Wi).

On a alors :

Pour tout i � 0, �i est la partition associ�ee �a la relation �i
�.

Preuve : C'est une cons�equence de la proposition 4.7-2 et des lemmes 4.7-1 et 4.7-2. 2

On donne alors l'algorithme de la nouvelle proc�edure de d�ecision pour la bisimulation forte ��,
obtenue �a partir de l'algorithme g�en�eral 4-1 en utilisant l'op�erateur �"�, et qui permet de construire
des s�equences diagnostiques minimales pour la relation <\ :

Algorithme 4-5

Soient � une partition sur un ensemble Q,
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W1 et W2 des ensembles de partitionneurs (blocs simples ou blocs arbres),
i, k0 et km des entiers.
d�ebut

(�;W1;W2) := (fQg; fQg; ;) ;
�0
� := � ;

i := 0 ;
r�ep�eter

i := i+ 1 ;
r�ep�eter (* calcul de �0�(�;W1) *) (1)

choisir x dans W1 ;
(�;W1;W2) := �"�(�;W1;W2; x)

jusqua W1 = ; ;
�i
� := � ;

si 6 9B 2 � : fq01; q02g � B alors
k0 := i

fsi ;
W1 := W2 ;
W2 := ;

jusqua W1 = ; ;
km := i ;
si 9B 2 � : fq01; q02g � B alors

a�cher (S1 �� S2)
sinon

a�cher (S1 6�� S2) ;
construire s�equences diagnostiques (S1, S2, f�k

�g, k0, km)
fsi.

�n.

Avant de pr�eciser la complexit�e de ce nouvel algorithme, on propose tout d'abord une structure de
donn�ees ad�equate pour repr�esenter les relations �k

� :

Apr�es chaque application de l'op�erateur �0� ((1) dans l'algorithme), il est possible de repr�esenter la
partition courante �i par un arbre A dont les feuilles correspondent aux �el�ements de �i (i.e., les classes
d'�equivalence des relations �i

�). Plus pr�ecis�ement, cette arbre est construit de la fa�con suivante :

� A la partition initiale �0 est associ�e l'arbre A(0) constitu�e d'un n�ud unique repr�esentant la
partition universelle.

� Pour tout i � 0, l'arbre A(i + 1) associ�e �a la partition �i+1 est obtenu �a partir de A(i) en
rempla�cant chacune de ses feuilles (i.e., les �el�ements de �i) qui ont �et�e partitionn�ees par des
n�uds repr�esentant cette d�ecomposition (i.e., dont les �ls repr�esentent les classes obtenues lors
du partitionnement).

Pour garder la trace de l'ensemble des partitions obtenues lors de la d�ecomposition de la partition
initiale, il su�t alors de dater chaque nouveau n�ud ajout�e �a A en lui associant un attribut indiquant
�a quelle partition �i les unions des feuilles de chacun de ses �ls appartiennent (par exemple en utilisant
la variable i d�e�nie dans l'algorithme).

La taille m�emoire utilis�ee par A est de l'ordre du nombre de ses feuilles, soit de l'ordre du nombre
de classes d'�equivalence p que comporte la partition �nale (avec p � n, o�u n est le nombre d'�etats
contenus dans Q). Par ailleurs,
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� d'une part, lorsque la partition initiale est la partition universelle, nous avons vu que le nombre
total de ra�nements e�ectu�es en utilisant l'op�erateur �0� et identiques �a celui obtenu �a l'aide
de l'op�erateur �0

� (cf. remarque 4-4),

� d'autre part, la construction d'un nouveau n�ud dans l'arbre A peut être e�ectu�e en un temps
qui est de l'ordre de celui n�ecessaire pour partitionner une classe.

Par cons�equent, sans tenir compte de la proc�edure construire s�equences diagnostiques qui est discut�e
dans la section suivante, les complexit�es en temps et en m�emoire de l'algorithme 4-5 sont identiques
�a celles de la proc�edure de d�ecision classique, soit O(m:log(n)) en temps et O(m) en m�emoire (o�u m
et n repr�esentent respectivement les nombres d'�etats et de transitions du syst�eme union).

4.7.3 Algorithme de construction des s�equences minimales

On consid�ere les deux syst�emes de transitions �etiquet�ees Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)i=(1;2), l'�equivalence de
bisimulation ��, et S = (Q;A; T; (q01; q02)) le produit synchrone S1 �� S2. Soit f�kg l'ensemble des
partitions associ�ees aux relations �k

�, obtenues comme indiqu�e dans la section pr�ec�edente.

L'algorithme que nous proposons consiste �a construire les s�equences appartenant aux ensembles
Dk
� (S1; S2) pour k croissant de k0 �a km en appliquant, pour k �x�e la proc�edure informelle suiv-

ante :

Soit � une s�equence diagnostique en cours de construction, et soit i l'indice du dernier
�etat ajout�e �a �, avec �(i) = (q1; q2).

� Si i = k, alors (q1; q2) termine la s�equence diagnostique �.

� Si i 6= k, alors on cherche un couple (�; (q01; q
0
2)) dans Failk�i� (q1; q2), tel que d'une

part (q01; q
0
2) n'appartienne �a aucune s�equence de longueur inf�erieure �a k d�ej�a con-

struite, et que d'autre part q1 et q2 soient �equivalents modulo �k�i�1
� . Si un tel

couple existe, on l'ajoute �a � et on r�eapplique cette proc�edure �a la nouvelle s�equence
ainsi obtenue, sinon � n'est pas pr�e�xe d'une s�equence diagnostique minimale.

L�a encore, cet algorithme peut être mis en �uvre �a partir d'un algorithme classique de parcours
en profondeur de S1 �� S2. N�eanmoins, il est possible d'am�eliorer l'e�cacit�e de l'impl�ementation
obtenue en tenant compte des remarques suivantes :

� D'une part, les s�equences parcourues sont n�ecessairement �el�ementaires (proposition 4.4-1), et
il est donc inutile d'utiliser une pile pour d�etecter si un nouvel �etat appartient ou non �a la
s�equence courante.

� D'autre part, du fait que la longueur des s�equences qui vont être parcourues soit connue �a
l'avance (elle varie entre k0 et km), il est possible d'optimiser la taille des structures de donn�ees
utilis�ees pour les m�emoriser. En particulier, les �etats (resp. les actions) de ces s�equences seront
m�emoris�es dans un tableau State (resp. Label) �a km entr�ees. On utilisera �egalement un ensemble
M , pour marquer les �etats de Q1 �Q2 qui ont �et�e d�ej�a visit�es (jM j est donc th�eoriquement
major�e par jQ1 � Q2j).

On obtient ainsi une version r�ecursive de l'algorithme de construction des s�equences diagnostiques
minimales pour la relation <\ :

Algorithme 4-6

proc�edure construire s�equences diagnostiques (S1, S2, f�kg)
d�ebut

pour k allant de k0 �a kmax faire (1)
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Label[k] := ; ;
State[k] := (q01; q02) ;
construire s�equence ((q1; q2); k; k)

fpour
�n.

proc�edure construire s�equence ((q1; q2); i; k)
d�ebut

si i = 1 alors
(* State et Label contiennent les �etats et les actions
d'une s�equence diagnostique minimale *)
pour j allant de 1 �a k faire

M := M [ State ;
a�cher State et Label

sinon

succ := f(�; (q01; q
0
2)) j (q

0
1; q

0
2) 2 Fail i�(q1; q2) ^ q01 �

i�2
� q02 ^ (q01; q

0
2) 62Mg ; (2)

pour tout (�; (q01; q
0
2)) dans succ faire (3)

Label[i� 1] := � ;
State[i � 1] := (q01; q

0
2) ;

construire s�equence ((q01; q
0
2); i� 1; k)

fpour
fsi

�n.

Il reste alors �a expliciter le calcul de l'ensemble succ pour un �etat (q1; q2) donn�e ((2) dans
l'algorithme). En pratique, par rapport �a l'algorithme 4-2, la seule di�cult�e consiste en fait �a d�ecider
si, pour un successeur (q01; q

0
2) de (q1; q2), les �etats q01 et q02 satisfont, pour un i �x�e :

q01 6�
i
� q02 ^ q01 �

i�1
� q02 (A)

Pour ce faire, on utilise d'une part une fonction inclasse, qui, pour tout �etat, retourne le num�ero de
la classe qui le contient dans la partition �nale �km , et, d'autre part, l'arbre A d�e�ni dans la section
pr�ec�edente, en proc�edant de la mani�ere suivante :

Deux �etats q1 et q2 satisfont (A) si et seulement si il existe un n�ud n de A tel que

� l'attribut associ�e �a n soit �egal �a i (i.e, n repr�esente la d�ecomposition d'une classe de
�i�1
� )

� inclasse(q1) et inclasse(q2) appartiennent �a l'union des feuilles de deux �ls distincts
de n (i.e, q1 et q2 sont non-�equivalents modulo �i

�).

Par suite, cette v�eri�cation peut se faire en un parcours de A, soit en un temps de l'ordre de O(p).

Par cons�equent, les coûts th�eoriques en temps et en m�emoire de l'algorithme 4-6 pour rechercher les
s�equences diagnostiques sont respectivement de O(p:ckm) et O(n), o�u c est le facteur de branchement
de S1 �� S2 et n le nombre de ses �etats. Toutefois, l�a encore il est pr�ef�erable d'exprimer ces valeurs
en fonctions du nombre s de s�equences e�ectivement calcul�ees, ce qui donne un coût en temps de
O(s:p:km) (km �etant la longueur maximale d'une s�equence diagnostique).

Remarque 4-5
km est toujours inf�erieur ou �egal �a la longueur de la plus longue s�equence �el�ementaire d de S1 �� S2.

En�n, un certain nombre de variantes sont envisageables pour l'algorithme 4-6 :
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� En rempla�cant l'it�eration (1) par l'instruction fk := k0g, on obtient l'ensemble des s�equences
diagnostiques minimales pour la relation <l.

� En rempla�cant l'it�eration (3) par l'instruction fchoisir (�; (q01; q
0
2)) dans succg, on ne calcule

plus toutes les s�equences minimales pour la relation <\, mais une s�equence minimale pour
chaque entier k. Le coût en temps de ce nouvel algorithme dans le cas le plus d�efavorable est
alors de O(p:k2m).

4.8 Pr�eordres et �equivalences de simulation

Nous montrons dans cette section que les s�equences diagnostiques d�e�nies dans ce chapitre pour
expliquer la non-�equivalence entre deux syst�emes de transitions �etiquet�ees modulo une �equivalence
de bisimulation peuvent �egalement être �etendues aux relations de simulation, et en particulier �a
l'�equivalence de sûret�e.

4.8.1 Pr�eordres de simulation

Les relations de simulation et de bisimulation ayant des \structures" identiques, la plupart des r�esul-
tats obtenus du point de vue du diagnostic dans le cas d'une �equivalence de bisimulation�� peuvent
être directement transpos�es au pr�eordre de simulation v�. En particulier, �a tout couple de syst�emes
de transitions �etiquet�ees S1 et S2 tels que S1 6v� S2 peut être associ�e un ensemble non vide (not�e
Diag� (S1; S2)) de s�equences d'ex�ecution de S1 �� S2.

De mani�ere similaire �a ce qui a �et�e fait dans la section 4.3, nous donnons une d�e�nition de
Diag� (S1; S2) obtenue �a partir des relations vk

�.

Proposition 4.8-1
Soient Si = (Q1; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soient v� un pr�eordre
de simulation d�e�ni sur un ensemble de langages �. On a :

(i) q1 6v1
� q2 , act�(q1) 6� act�(q2)

(ii) 8k > 1 : q1 6vk
� q2 ,

(9� 2 � : 9q01 : (q1
�
�!T1 q

0
1 ^ 8q"2 : q2

�
�!T2 q"2 ) q01 6v

k�1
� q"2))

Preuve : C'est une cons�equence imm�ediate de la d�e�nition de vk
�. 2

De même que dans le cas des �equivalences de bisimulation, on d�e�nit l'ensemble Failk� pour tout �etats
(q1; q2) de S1 �� S2 :

D�e�nition 4.8-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees et soit le pr�eordre de simu-
lation v�. Pour tout (q1; q2) 2 Q1 �Q2, et pour tout k > 1, on d�e�nit les ensembles

Fail1 k�(q1; q2) = fq01 j q1
�
�!T1 q

0
1 ^ 8q"2 : (q2

�
�!T2 q"2 ) q01 6v

k�1
� q"2)g;

et

Fail k�(q1; q2) = (Fail1 k�(q1; q2) � T2� [q2]):
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On peut alors �etablir un lemme identique au lemme 4.3-1. Les s�equences diagnostiques pour le
pr�eordre de simulation v� sont alors d�e�nies de la fa�con suivante :

D�e�nition 4.8-2
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S = (Q;A; T; q) leur produit synchrone,
et soit v� un pr�eordre de simulation. Pour tout entier k � 1, et pour tout (p0; q0) 2 Q tel que
p0 6vk

� q0, l'ensemble Diag� k est d�e�ni par :

Diag�
k(p0; q0) = f� 2 Ex�(p0; q0) j � = ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �k�2; (pk�1; qk�1))

^ 8i; 0 � i < k � 1; 9ni : 1 � ni � k : (pi+1; qi+1) 2 Failni

�i
(pi; qi)

^ pk�1 6v
1
� qk�1g

On a alors la proposition suivante, identique au corollaire 4.3-1 :

Proposition 4.8-2
Soient S1 et S2, deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, S = S1 �� S2, et v� une �equivalence de
bisimulation. Pour tout �etat (p0; q0) de S, on a :

p0 6v� q0 ^ p0 v
1
� q0 , 9k : Diag�

k(p0; q0) 6= ;

A partir de cette d�e�nition g�en�erale, comme dans le cas de l'�equivalence de bisimulation, il est possible
de d�e�nir divers sous-ensembles de s�equences minimales, en utilisant par exemple les relations d'ordre
<l, <p ou <\. Ainsi, dans le cas de la relation <p, l'algorithme propos�e pour construire des s�equences
minimales pour une �equivalence de bisimulation (algorithme 4-2) peut directement être �etendu au
cas des pr�eordres de simulation.

4.8.2 Equivalences de simulation

Du fait qu'une �equivalence de simulation �� est d�e�nie comme l'intersection de deux pr�eordres de
simulation (��=v� \ (v�)�1), expliquer pourquoi deux syst�emes de transitions �etiquet�ees ne sont
pas �equivalents modulo �� revient �a expliquer pourquoi ils ne sont pas en relation modulo l'un ou
l'autre de ces deux pr�eordres.

Toutefois, dans le cas de l'�equivalence de sûret�e �s, nous avons d�ecrit au chapitre 3 (section 3.5) une
proc�edure de d�ecision qui consiste �a comparer modulo la bisimulation forte des syst�emes de transitions
d�epourvues de transitions redondantes. Plus formellement, nous avons d�e�ni pour tout syst�emes de
transitions �etiquet�ees S, une forme pr�e-normale pour l'�equivalence de sûret�e, not�ee PNFs(S), telle
que :

S1 �s S2 , PNFs(S1) � PNFs(S2):

Par cons�equent, conform�ement au cas des bisimulations faibles, construire des s�equences diagnostiques
pour l'�equivalence de sûret�e revient �a construire les s�equences diagnostiques obtenues en comparant
leur formes pr�e-normales modulo la bisimulation forte.

4.9 Discussion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre une m�ethode de diagnostic pour la v�eri�cation de sp�eci�ca-
tions comportementales �a l'aide de relations de simulation ou de bisimulation qui consiste �a exhiber
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un ensemble de s�equences d'ex�ecutions erron�ees du programme. Plus pr�ecis�ement, lorsque les deux
syst�emes de transitions �etiquet�ees repr�esentant le programme et sa sp�eci�cation ne sont pas �equiv-
alents, le diagnostic obtenu est un ensemble de s�equences d'ex�ecution du produit synchrone de ces
deux syst�emes, �eventuellement restreint �a ses �el�ements minimaux modulo une relation d'ordre sur
les s�equences. De plus, pour trois relations d'ordre particuli�eres, des algorithmes de g�en�eration de
s�equences diagnostiques minimales ont �et�e propos�es, dont les principales caract�eristiques sont, d'une
part, de ne pas m�emoriser l'ensemble des s�equences obtenues, et, d'autre part, de ne pas modi�er les
complexit�es des algorithmes de v�eri�cation dans le cas o�u les deux syst�emes sont �equivalents.

L'un de ces algorithmes, d�edi�e �a la relation d'ordre <\ (algorithme 4-6), a �et�e impl�ement�e dans le cadre
de l'outil de v�eri�cation Ald�ebaran, et il peut être appliqu�e �a l'ensemble des relations d'�equivalence
actuellement prises en compte par ce logiciel. Ainsi, l'utilisation d'Ald�ebaran (en conjonction avec
le compilateur C�sar) lors de la v�eri�cation de programmes Lotos de tailles r�ealistes a pu montrer
en pratique l'int�erêt de cette approche pour le diagnostic :

� En premier lieu, il apparâ�t que, dans le cas d'exemples r�eels, la taille et le nombre des s�equences
minimales pour la relation <\ restent raisonnables, et par cons�equent celles-ci sont exploitables
par un utilisateur.

� De plus, en pr�ecisant exactement quels sont les actions observables e�ectu�ees et les num�eros
des �etats parcourus avant d'atteindre un couple d'�etats \erreur", ce type de diagnostic permet
de renforcer la compr�ehension du programme et de localiser la cause de l'erreur.

� En�n, du point de vue du coût, la phase de g�en�eration du diagnostic s'est toujours av�er�ee
n�egligeable devant la phase de v�eri�cation proprement dite.

N�eanmoins, si le choix des s�equences d'ex�ecution semble être un bon formalisme pour g�en�erer un
diagnostic �a partir des algorithmes de v�eri�cation, un certain nombre d'am�eliorations pourraient
encore être apport�ees au prototype r�ealis�e, notamment en ce qui concerne le lien entre les s�equences
diagnostiques obtenues et le programme source :

� D'une part, dans le cas des bisimulations faibles et de l'�equivalence de sûret�e, nous avons choisi
de construire les s�equences diagnostiques �a partir des formes pr�e-normales des syst�emes de
transitions �etiquet�ees. Si ce choix o�re l'int�erêt de ne pas modi�er les algorithmes de v�eri�cation
et d'uni�er la phase de g�en�eration du diagnostic pour toutes les relations d'�equivalence, il rend
�egalement plus di�cile le lien avec le programme source puisque seules les �etats atteints par
une action observable apparaissent dans le diagnostic. Une solution possible pour retrouver les
�etats interm�ediaires et les actions internes pr�esents entre deux actions observables consisterait �a
reparcourir le syst�eme de transition original en se guidant �a l'aide des s�equences diagnostiques
calcul�ees sur la forme pr�e-normale.

� D'autre part, il serait �egalement souhaitable de pouvoir enrichir les s�equences d'ex�ecutions
obtenues en ajoutant sur les �etats et les actions des informations produites par l'outil utilis�e
pour la g�en�eration du syst�eme de transition repr�esentant le programme (comme les valeurs des
variables d'�etats, les noms des actions internes avant le renommage en � , la ligne du programme
source o�u elles sont d�eclar�ees, : : : ). En particulier, ces modi�cations seraient envisageables
dans le cas des syst�emes de transition produits par C�sar, puisque toutes ces informations
sont disponibles en sortie de ce compilateur.

En�n, d'autres am�eliorations pourraient �egalement êtres envisag�ees, comme le choix interactif des
s�equences diagnostiques �a a�cher (qui serait facile �a mettre en �uvre du fait que les s�equences sont
g�en�er�ees en profondeur d'abord), o�u l'�etude d'autres relations d'ordres pour construire des s�equences
minimales (par exemple en identi�ant les s�equences qui conduisent au même �etat \erreur" et qui
peuvent se d�eduire l'une de l'autre par permutation de certaines de leurs actions).
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V�eri�cation \�a la vol�ee"





Chapitre 5

Un algorithme de comparaison

\�a la vol�ee"

Nous pr�esentons dans ce chapitre un nouvel algorithme pour comparer deux syst�emes de transitions
�etiquet�ees modulo une relation de simulation ou de bisimulation. Cet algorithme a �et�e con�cu de
mani�ere �a satisfaire simultan�ement deux contraintes :

� Il doit pouvoir être mise en �uvre au fur et �a mesure de la g�en�eration du syst�eme de transi-
tion �etiquet�ees repr�esentant le programme �a v�eri�er (v�eri�cation \�a la vol�ee"), sans construire
explicitement sa relation de transition.

� Son coût en m�emoire doit rester raisonnable en pratique et permettre ainsi la comparaison de
syst�emes de transition �etiquet�ees de tailles r�ealistes.

Nous montrons tout d'abord comment l'existence d'une relation de bisimulation entre deux sys-
t�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 peut être exprim�ee comme une propri�et�e sur l'ensemble des
s�equences d'ex�ecution �el�ementaires de leur produit synchrone S, qui soit d�ecidable lors d'un par-
cours en profondeur de ce produit. On obtient ainsi un premier algorithme de v�eri�cation bas�e sur
une �enum�eration exhaustive de l'ensemble des s�equences d'ex�ecution �el�ementaires de S et dont la
complexit�e est par cons�equent exponentielle en fonction du nombre d'�etats de ce produit.

Nous proposons alors deux am�eliorations, qui, toujours sur la base d'un parcours en profondeur de
S, permettent de r�eduire la complexit�e en temps de cet algorithme �a O(m) lorsqu'au moins l'un des
deux syst�emes �a comparer est d�eterministe, et �a O(m:n) dans le cas g�en�eral (i.e., lorsque les deux
syst�emes sont non d�eterministes), o�u n et m repr�esentent respectivement les nombres d'�etats et de
transitions de S.

En�n, nous montrons comment cette approche peut être �etendue au cas des pr�eordres et �equivalences
de simulation et nous terminons en indiquant comment le calcul de s�equences diagnostiques peut être
adapt�e �a ces nouvelles proc�edures de d�ecision.

5.1 Crit�ere de bisimulation sur les s�equences d'ex�ecutions

Nous d�ecrivons dans cette section le principe de l'algorithme de v�eri�cation \�a la vol�ee", qui consiste
�a exprimer l'existence d'une relation de bisimulation entre deux syst�emes de transitions �etiquet�ees
S1 et S2 �a l'aide d'un crit�ere sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecution �el�ementaires de leur produit
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synchrone.

On propose tout d'abord un premier crit�ere, obtenu en consid�erant l'ensemble de toutes les s�equences
d'ex�ecutions de S1 �� S2. On montre alors qu'il est possible de restreindre ce crit�ere aux s�equences
d'ex�ecution �el�ementaires.

5.1.1 Equivalence de bisimulation entre s�equences d'ex�ecution

D�e�nition 5.1-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensemble de
langages sur A et soit S = (Q;A; T; (q01; q02)) le produit synchrone S = S1 �� S2.

On note ��, la fonction sur l'ensemble des parties de Ex�(S) d�e�nie par :

�� : 2Ex�(S) �! 2Ex�(S)

et :
�� (X) = f� 2 Ex�(S) j last(�) = (p; q) )

8� : 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) 9q0 : q
�
�!T2 q

0 ^ (�; �; (p0; q0)) 2 X

^

8� : 8q0 : q
�
�!T2 q

0 ) 9p0 : p
�
�!T1 p

0 ^ (�; �; (p0; q0)) 2 Xg

On note alors E le plus grand point �xe de la fonction �� :

E = �X: (Ex� (S1 � S2) \ �� (X))

Il reste �a �etablir le lien entre la fonction �� et l'�equivalence de bisimulation �� :

Lemme 5.1-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit �� une �equivalence de bisimulation
et soit S le produit synchrone S1 �� S2. Soit E le plus grand sous-ensemble de Ex�(S) satisfaisant
E � �� (E).

On a alors :

8(p0; q0) 2 Q : p0 �� q0 , 8� 2 Ex� (S) : last (�) = (p0; q0) ) � 2 E

Preuve :

sens \)" : Pour toute s�equence � = (�0; �; (p0; q0)) telle que last (�) = (p0; q0), on note E0

l'ensemble d�e�ni par :

E0 = f(�; �; (p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �n�1; (pn; qn)) 2 Ex�(S) j 8i; 0 � i � n : pi �� qig

Alors :

{ la s�equence (�; �; (p0; q0)) appartient �a E0.

{ en notant (Ek)(k2N ) la suite d�e�nie par :

E0 = Ex�(S)

8k � 0 : Ek+1 = �� (Ek);

on peut montrer par induction sur k :

8k � 0 : last (�) = (p; q) ^ p �� q ) � 2 Ek:

D'o�u, E0 � �� (E).
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Par suite, on a bien E0 � E et � 2 E.

sens \(" : Soit R la relation d�e�nie par :

R = f(p; q) j 8� 2 Ex� (S) : last (�) = (p; q) ) � 2 Eg:

D'apr�es la d�e�nition de �, on a R � B� (R) (cf. chapitre 2, d�e�nition 2.1-1) et, par suite, la
relation R est bien une bisimulation. On a donc p0 �� q0.

2.

Le lemme 5.1-1 fournit un premier crit�ere sur les s�equences d'ex�ecutions de S1 �� S2 pour d�ecider si
deux �etats se bisimulent. Plus pr�ecis�ement :

� On note R�
� la relation binaire constitu�ee des couples (p; q) de S1 � S2 qui terminent une

s�equence de Ex�(S1 � S2) contenue dans E.

� On montre alors (proposition 5.1-1) que R�
� co��ncide avec l'�equivalence de bisimulation restreinte

�a l'ensemble des �etats de S1 � S2.

D�e�nition 5.1-2
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S le produit synchrone S1 �� S2, avec
S = (Q;A; T; (p0; q0)), et soit E le plus grand sous-ensemble de Ex�(S) satisfaisant E � �� (E).

La relation R�
�, incluse dans Q1 � Q2 est alors d�e�nie de la mani�ere suivante :

R�
� = f(p; q) 2 Q j 9� : last (�) = (p; q) ^ � 2 Eg

Proposition 5.1-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit �� une �equivalence de bisimulation et
soit S le produit synchrone S1 �� S2 avec S = (Q;A; T; (q01; q02)).

On a alors :

R�
� = (�� \ Q)

Preuve : Compte-tenu du lemme 5.1-1, il su�t de montrer :

8(p; q) 2 Q : (8� : last (�) = (p; q) ^ � 2 E) ) (9�0 : last (�0) = (p; q) ) �0 2 E):

Or, par d�e�nition le produit S1 �� S2 ne contient pas d'�etats inaccessibles. Donc :

8(p; q) : (p; q) 2 Q ) 9� 2 Ex�(S) : last (�) = (p; q);

ce qui termine la preuve de la proposition.
2.

Remarque 5-1
La relation R�

� d�e�nit en fait une �equivalence de bisimulation ��
� entre les s�equences d'ex�ecution de

S1 et S2 :

(p0; �0; : : : ; �n�1; pn) �
�
� (q0; �0; : : : ; �n�1; qn) , (pn; qn) 2 R�

�

Une autre d�e�nition de relation de bisimulation entre s�equences d'ex�ecution est propos�ee
dans [NMV90].

5.1.2 Restriction aux s�equences �el�ementaires

Bien que le crit�ere �etabli dans la proposition 5.1-1 permette de d�ecider si les �etats p et q d'un couple
quelconque (p; q) de S1�� S2 se bisimulent ou non, son application reste n�eanmoins di�cile puisqu'il
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repose sur l'examen de toutes les s�equences d'ex�ecution de S1 �� S2, dont certaines peuvent être
de longueur in�nie. Dans la suite, on s'int�eresse �a un crit�ere plus faible, qui peut être v�eri��e en ne
prenant en compte que les s�equences �el�ementaires de S1 �� S2 et qui permet de d�ecider si les �etats
initiaux de ces deux syst�emes se bisimulent.

Ce crit�ere est obtenu �a partir d'une nouvelle fonction, �e
�, d�e�nie sur l'ensemble des s�equences

d'ex�ecutions �el�ementaires de S1 �� S2 : les �etats initiaux q01 et q02 de S1 et S2 se bisimulent si et
seulement si la s�equence d'ex�ecution �el�ementaire ((q01; q02)) de S1 �� S2 appartient �a un ensemble
Ee inclus dans �e

� (Ee).

D�e�nition 5.1-3
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensemble de
langages sur A et soit S le produit synchrone S = S1 �� S2.

Soit �e
� : 2Ex�(S) �! 2Ex�(S) d�e�nie par :

�e
� (X) = f� 2 Ex�(S) j last(�) = (p; q) )

8� : 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) 9q0 : (q
�
�!T2 q

0 ^ ((p0; q0) 2 � _ (�; �; (p0; q0)) 2 X))

^

8� : 8q0 : q
�
�!T2 q

0 ) 9p0 : (p
�
�!T1 p

0 ^ ((p0; q0) 2 � _ (�; �; (p0; q0)) 2 X))g

On note alors Ee le plus grand point �xe de la fonction �e
� :

Ee = �X: (Ex� (S1 � S2) \ �e
� (X))

Le lemme suivant permet alors de comparer les fonctions � et �e vis-�a-vis de la relation d'inclusion :

Lemme 5.1-2
Soit S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit S le produit synchrone S1 �� S2. Pour
tout �etat (p; q) de S, et pour tout ensemble X inclus dans Ex�((p; q)) on a :

X � �� (X) ) X � �e
� (X)

On a donc en particulier :

E � Ee

Preuve : Par d�e�nition des fonctions �� et �e
�.

2

Pour �etablir le lien entre la fonction �e
� et l'�equivalence de bisimulation ��, on d�e�nit tout d'abord

un ensemble K de s�equences d'ex�ecutions de S1 �� S2 qui n'appartiennent �a aucune partie Ee de
Ex� (S1 �� S2) telle que Ee � �e

� (Ee). On montre alors dans la proposition 5.1-2 que S1 �� S2 si
et seulement si la s�equence ((q01; q02)) n'appartient pas �a K.

La preuve de cette proposition reposera sur le lemme suivant :

Lemme 5.1-3
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit S = S1 �� S2 leur produit synchrone.
On note Ee le plus grand ensemble inclus dans Ex� (S1 �� S2) tel que Ee � �e

� (Ee).

Pour toute s�equence � 2 Ex� (S) telle que last(�) = (p; q), on a :

� 62 Ee , (p 6�1
� q) _
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(9� : 9p0 : p
�
�!T1 p

0 ^ 8q0 : (q
�
�!T2 q

0 ) ((p0; q0) 62 � ^ (�; �; (p0; q0))) 62 Ee)) _

(9� : 9p0 : q
�
�!T2 q

0 ^ 8p0 : (p
�
�!T1 p

0 ) ((p0; q0) 62 � ^ (�; �; (p0; q0))) 62 Ee)).

Preuve : Ee �etant le plus grand sous-ensemble de Ex� (S1 �� S2) satisfaisant Ee � �e
� (Ee), on a :

� 62 Ee , � 62 �e
� (Ee)

La preuve est alors imm�ediate en �ecrivant la n�egation de � 2 �e
� (Ee).

2.

Proposition 5.1-2
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux p1 et q1, et soit �� une �equiva-
lence de bisimulation d�e�nie sur Q1 � Q2. Soit Ee le plus grand ensemble inclus dans Ex� (S1 �� S2)
tel que Ee � �e

� (Ee).

Pour tout entier k � 1, on note :

K (k) = f� = ((p0; q0); �0; (p1; q1); : : : ; �n�1; (pn; qn)) 2 Ex� (S1 �� S2) j

9 k0; k1; : : : ; kn : (8i; 0 � i � n; ki+1 < ki ^ pi 6�
ki
� qi ^ pi �

ki�1
� qi ^ kn = k)g

On a alors :

8kn � 1; 8� : � 2 K (kn) ) � 62 Ee

Preuve : par induction sur k :

� Pour k = 1, on a :

last(�) = (p; q) ^ p 6�1� q:

Par suite, d'apr�es le lemme 5.1-3, � 62 Ee.

� Soit un entier k �x�e. L'hypoth�ese d'induction s'�ecrit :

8i; 1 � i � k ) (8� : � 2 K (i) ) � 62 Ee) (1)

On montre alors :

8� : � 2 K (k + 1) ) � 62 Ee

Soit � 2 K (k + 1). Par d�e�nition de l'ensemble K (k),

last(�) = (p; q) ) p 6�k+1
� q ^ p �k

� q

Par suite, d'apr�es la proposition 4.3-2 (chapitre 4),

9� : 9p0 : p
�
�!T1 p

0 ^ 8q0 : q
�
�!T2 q

0 ) 9k0 : k0 < k + 1 ^ p0 6�k0

� q0 ^ p0 �k0�1
� q0

ou bien

9� : 9q0 : q
�
�!T2 q

0 ^ 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) 9k0 : k0 < k + 1 ^ p0 6�k0

� q0 ^ p0 �k0�1
� q0

Par cons�equent, on a, pour l'ensemble des couples (p0; q0) ainsi obtenus :

{ d'une part, p0 6�k0

� q0 avec k0 < k + 1. Or,

� 2 K (k + 1) ) (8i � n : �(i) = (pi; qi) ) 9ki � k + 1 : pi �
ki�1
� qi)

d'o�u n�ecessairement :

(p0; q0) 62 � (2)
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{ d'autre part, en notant �0 la s�equence (�; �; (p0; q0)), on a :

�0 2 K (k0) ^ k0 < k + 1

d'o�u, par hypoth�ese d'induction (1), on d�eduit :

�0 62 Ee (3)

On a alors last(�) = (p; q) et, d'apr�es (2) et (3),

9� : 9p0 : p
�
�!T1 p

0 ^ 8q0 : (q
�
�!T2 q

0 ) ((p0; q0) 62 � ^ (�; �; (p0; q0)) 62 Ee))

ou

9� : 9p0 : q
�
�!T2 q

0 ^ 8p0 : (p
�
�!T1 p

0 ) ((p0; q0) 62 � ^ (�; �; (p0; q0)) 62 Ee)):

Par cons�equent, en utilisant le lemme 5.1-3, on d�eduit que � 62 �� (Ee), d'o�u � 62 Ee.

2.

Le corollaire suivant fournit un crit�ere de d�ecision pour l'�equivalence de bisimulation. Ce crit�ere
repose sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecutions �el�ementaires du produit synchrone des syst�emes de
transitions �a comparer :

Corollaire 5.1-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, d'�etats initiaux respectifs q01 et q02, et soit
�� une �equivalence de bisimulation d�e�nie sur Q1 � Q2. En notant Ee le plus grand sous-ensemble
de Ex� (S1 �� S2) inclus dans �

e
� (E

e) on a :

S1 6� S2 , ((q01; q02)) 62 Ee

Preuve :

sens \)" : Clairement,

S1 6� S2 ) 9k : q01 6�
k
� q02 ^ q01 �

k�1
� q02:

Par suite, en utilisant la notation introduite dans la proposition 5.1-2, on a ((q01; q02)) 2 K (k),
d'o�u ((q01; q02)) 62 Ee.

sens \(" : Soit E le plus grand ensemble inclus dans Ex� (S1 �� S2) tel que E � �� (E).

On a :
((q01; q02)) 62 Ee ) ((q01; q02)) 62 E (d'apr�es le lemme 5.1-2)

) S1 6� S2 (d'apr�es la proposition 5.1-1)

2.

5.2 Un premier algorithme de v�eri�cation \�a la vol�ee"

A partir du corollaire 5.1-1, il est possible de construire un premier algorithme de v�eri�cation bas�e
sur un parcours en profondeur du produit synchrone de S1 et de S2.

Toutefois, avant de d�ecrire cet algorithme plus en d�etails, on cherche �a restreindre davantage
l'ensemble des s�equences d'ex�ecution �el�ementaires de S1 �� S2 prises en compte lors de la v�eri�-
cation. Nous d�e�nissons donc un nouveau produit synchrone, not�e dans la suite S1 
� S2, et nous
montrons que l'examen de l'ensemble des s�equences d'ex�ecution �el�ementaires de ce produit su�t pour
d�ecider si les deux syst�emes sont ou non �equivalents.
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5.2.1 Le produit synchrone S1 
� S2

D�e�nition 5.2-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensemble de
langages sur A. On note S1 
� S2, le syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; (q01; q02)) d�e�ni
par :

� Q � (Q1 � Q2) [ ffailg, avec fail 62 (Q1 [Q2),

� A � � [ f�g, avec � 62 (A1 [A2),

� T � Q�A �Q

et T et Q sont les plus petits ensembles obtenus par application des r�egles R0, R1, et R2 suivante :

(q01; q02) 2 Q [R0]

(q1; q2) 2 Q; Act�(q1) = Act�(q2); � 2 �; q1
�
�!T1 q

0
1; q2

�
�!T2 q

0
2

f(q0
1; q

0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

�
�!T (q0

1; q
0
2)g 2 T

[R1]

(q1; q2) 2 Q; Act�(q1) 6= Act�(q2);

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R2]

A partir de cette d�e�nition, il est facile de voir que, d'une part, la s�equence ((q01; q02)) appartient �a
Ex� (S1 
� S2), et que, d'autre part, toute s�equence d'ex�ecution de S1 
� S2 est bien une s�equence
d'ex�ecution de S1 �� S2 :

Proposition 5.2-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees et � un ensemble de langages sur A. On a :

(i) ((q01; q02)) 2 Ex� (S1 
� S2)

(ii) Ex� (S1 
� S2) � Ex� (S1 �� S2)

La proposition suivante �etablit que, pour toute s�equence � appartenant �a Ex� (S1 
� S2), d�ecider si
� appartient �a Ee revient �a d�ecider si les s�equences �el�ementaires de Ex� (S1 
� S2) obtenues �a partir
de l'�etat �nal de � appartiennent ou non �a Ee :

Proposition 5.2-2
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, d'�etats initiaux respectifs q01 et q02, et soit
Ee le plus grand sous-ensemble de Ex� (q01 �� q02) inclus dans �e

� (Ee).

En notant S = (Q;A; T; q0) le produit S1 
� S2, on a :

(i) 8(p; q) 2 Q : p 6�1
� q , (p; q)

�
�!T fail

(ii) 8� 2 Ex� (S1 � S2) : � 2 Ee ) � 2 Ex� (S1 
 S2)

Preuve :

(i) Pour tout �etat (p; q) de Q, on a :
p 6�1

� q , Act�(p) 6= Act�(q)

, (p; q)
�
�!T fail
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(ii) Par d�e�nition de S, et en utilisant (i), on a :

8(p; q) 2 Q : p �1
� q ^ p

�
�!T1 p

0 ^ q
�
�!T1 q

0 , (p; q)
�
�!T (p0; q0)

La propri�et�e s'�etablit alors directement �a partir du lemme 5.1-3.

2.

5.2.2 Algorithme

D'apr�es le corollaire 5.1-1, les syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 d'�etats initiaux respectifs q01
et q02 ne sont pas �equivalents modulo l'�equivalence de bisimulation �� si et seulement si la s�equence
d'ex�ecution ((q01; q02)) de S1 �� S2 appartient �a Ee. Or, compte-tenu de la proposition 5.2-2, ce
crit�ere peut être v�eri��e par une �enum�eration de l'ensemble des s�equences �el�ementaires du syst�eme
S1 
� S2.

On r�e�ecrit tout d'abord de mani�ere plus algorithmique la proposition 5.2-2, puis on pr�esente un
premier algorithme de v�eri�cation.

Proposition 5.2-3
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=(1;2)) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S le produit

S1 
� S2, avec S = (Q;A; T; (q01; q02)).

Pour toute s�equence � 2 Ex� (S), telle last(�) = (q1; q2), l'algorithme suivant permet de d�ecider si
� appartient ou non �a Ee avec un coût en temps et en m�emoire de O(jT�[(q1; q2)]j) :

Soit Equiv List un sous-ensemble de T1� [q1] [ T2� [q2].
d�ebut

Equiv List (q1; q2) := ; ;

si :((q1; q2)
�
�!T fail) alors

pour tout � dans �
pour tout (q0

1; q
0
2) dans T�[(q1; q2)]

si ((q0
1; q

0
2) 2 �) ou ((�; �; (q0

1; q
0
2)) 2 Ee) alors

Equiv List := Equiv List [ f(�; q0
1); (�; q

0
2)g

fsi
fpour

fpour
fsi
si Equiv List = T1� [q1] [ T2� [q2] alors

retourner (� 2 Ee)
sinon

retourner (� 62 Ee)
fsi

�n.

L'algorithme de v�eri�cation qui s'en d�eduit repose sur un parcours en profondeur de S1 
� S2 : pour
chaque s�equence �el�ementaire � de ce produit, on v�eri�e si � appartient ou non �a Ee apr�es avoir
d�etermin�e si l'ensemble de ses s�equences \successeurs" dans le parcours en profondeur appartiennent
ou non �a Ee. Les structures de donn�ees n�ecessaires sont alors :

� Une pile StState, pour m�emoriser les �etats de la s�equence en cours de v�eri�cation (et assurer
ainsi la terminaison de l'algorithme).

� Une pile StTrans, pour m�emoriser les ensembles de transitions restant �a ex�ecuter �a partir de
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chacun des �etats de la s�equence courante,

� Un ensemble de listes Equiv List (cf. proposition 5.2-3) tel que, pour tout �etat (q1; q2) appar-
tenant �a la s�equence courante :

Equiv List (q1; q2) � T1� [q1][ T2� [q2]:

En�n, on utilisera �egalement la fonction \successeur" succ produit� pour repr�esenter la relation de
transition de S1 
� S2 (d�e�nition 5.2-1) :

Act�(q1) = Act�(q2) ) succ produit� (q1; q2) = f(�; (q0
1; q

0
2)) j (q1

�
�!T1 q

0
1 ^ q2

�
�!T2 q

0
2)g

Act�(q1) 6= Act�(q2) ) succ produit� (q1; q2) = f(�; fail)g

Le calcul de cette fonction pour di��erents ensembles de langages � sera explicit�e dans le chapitre 6.

On obtient alors l'algorithme suivant :

Algorithme 5-1

Soit l une liste de couples d'�etats (l � Q1 �Q2).
d�ebut

StState := ; ; StTrans := ; ;
Equiv List (q01; q02) := ; ;
l := succ produit� (q01; q02) ;
si l 6= ffailg alors

empiler ((q01; q02), StState) ;
empiler (l, StTrans) ;

fsi
tantque StState 6= ; faire (1)

(q1; q2) := sommet (StState) ;
si sommet (StTrans) 6= ; alors

(* il reste des s�equences successeurs �a visiter *)
choisir (�; (q0

1; q
0
2)) dans sommet (StTrans) ;

sommet (StTrans) := sommet (StTrans) �f(�; (q0
1; q

0
2))g ;

si (q0
1; q

0
2) 62 StState alors

l := succ produit� (q0
1; q

0
2) ;

si l 6= ffailg alors
Equiv List (q0

1; q
0
2) := ; ;

empiler ((q0
1; q

0
2), StState) (2) ;

empiler (l, StTrans)
fsi

sinon
(* (q0

1; q
0
2) appartient �a la s�equence courante *)

Equiv List (q1; q2) := Equiv List (q1; q2) [ f(�; q
0
1); (�; q

0
2)g

fsi
sinon

(* toutes les s�equences successeurs ont �et�e visit�ees *)
d�epiler (StState) ;
d�epiler (StTrans) ;
si Equiv List (q1; q2) = T1� [q1] [ T2� [q2] alors

(* la s�equence courante appartient �a Ee *)
Equiv List (sommet(StState)) := Equiv List (sommet(StState)) [ f(�; q1); (�; q2)g

fsi
fsi



122 Chapitre 5. Un algorithme de comparaison \�a la vol�ee"

ftantque
si Equiv List(q01; q02) = T1� [q01] [ T2� [q02] alors

(* ((q01; q02)) 2 Ee *)
a�cher (S1 �� S2)

sinon
(* ((q01; q02)) 62 Ee *)
a�cher (S1 6�� S2)

fsi
�n.

La correction de cet algorithme repose sur les deux arguments suivants :

� La terminaison est assur�ee car seuls des �etats n'appartenant pas �a StState sont empil�es (en
(2)) : par cons�equent, �a chaque nouvel �etat empil�e correspond une s�equence appartenant �a
l'ensemble �ni des s�equences d'ex�ecution �el�ementaires de S1 
� S2.

� A la �n de chaque it�eration de la boucle (1), en notant � la s�equence compos�ee des �etats de
StState, il est facile de voir, d'apr�es la proposition 5.2-3, que l'algorithme maintient l'invariant
suivant :

sommetStTrans = ; ) (Equiv List(q1; q2) = T1� [q1] [ T2� [q2] , (�; (q1; q2)) 2 Ee)

Par suite, lorsque cette it�eration termine, on a bien :

Equiv List(q01; q02) = T1� [q01] [ T2� [q02] , ((q01; q02)) 2 Ee

Les coûts en temps et en m�emoire de l'algorithme 5-1 sont alors les suivants :

� Les tailles des piles StState et StTrans sont major�ees par la longueur d de la plus longue
s�equence �el�ementaire de S1 
� S2. De plus, pour chaque �etat (q1; q2) de la s�equence courante,
la taille de la liste Equiv Listes (q1; q2) est major�ee par jT1� [q1] [ T2� [q2]j. Par cons�equent,
en supposant que chaque �etat de S1 (resp. de S2) a un nombre de successeurs born�e par une
constante c1 (resp. c2), le coût en m�emoire de l'algorithme 5-1 est de O((c1 + c2):d).

� On note c le facteur de branchement de S1 
� S2, avec c � c1:c2. Le coût en temps d'une
ex�ecution de l'it�eration (1) est de l'ordre de O(c). Or, le nombre d'ex�ecutions de cette it�eration
correspond au nombre total n� d'�etats visit�es lors du parcours en profondeur de S1 
� S2, ce
qui donne un coût en temps pour l'algorithme 5-1 de O(c:n�). Du fait que le syst�eme S1 
� S2
puisse contenir des cycles, la valeur de n� est en g�en�eral largement sup�erieure au nombre total
d'�etats n de S1 
� S2. On trouve une premi�ere approximation de cette valeur dans [Hol89] :

n � n� � cd

Par la suite, un encadrement plus pr�ecis, qui ne d�epend que de la valeur de n, a �et�e propos�e
dans [JJ91] :

n � n� � e:(n!) + 1

Si ce premier algorithme r�esout bien une partie des objectifs recherch�es (puisqu'il peut être mis en
�uvre \�a la vol�ee" avec un coût en m�emoire r�eduit), son coût en temps reste exponentiel en fonction
du nombre d'�etats du produit synchrone, ce qui est prohibitif en pratique.

Nous proposons donc une am�elioration possible qui, toujours sur la base d'un parcours en profondeur
de S1 
� S2, consiste �a r�eduire la complexit�e en maintenant en m�emoire l'ensemble des �etats d�ej�a
visit�es, et permet ainsi d'�eviter de les parcourir �a nouveau lors de l'examen d'une nouvelle s�equence.
Nous pr�esenterons au chapitre 6 des moyens pour contrôler ce surcoût en m�emoire.



5.3. Le cas \d�eterministe" 123

Dans la suite, on consid�ere deux cas de �gure en fonction de la structure des syst�emes de transitions
�etiquet�ees �a comparer : on parlera de cas \d�eterministe" lorsqu'au moins l'un des deux syst�emes est
d�eterministe (par rapport �a l'ensemble de langages �) et de cas \g�en�eral", lorsqu'aucun de ces deux
syst�emes n'est d�eterministe.

5.3 Le cas \d�eterministe"

On montre que, lorsque l'un des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees est d�eterministe, le crit�ere
�etabli dans la section 5.1 peut être simpli��e de mani�ere signi�cative.

5.3.1 Un crit�ere d'�equivalence plus simple

Lorsque l'un au moins des syst�emes de transitions �etiquet�ees que l'on consid�ere est d�eterministe, la
d�e�nition des relations �k

� pour k � 1 peut être r�e�ecrite de la fa�con suivante :

Lemme 5.3-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, tels que S1 ou S2 soit
d�eterministe. Pour toute �equivalence de bisimulation ��, on a :

8k � 1 : p �k
� q , (Act�(p) = Act�(q) ^ 8p0 : 8q0 : p

�
�!T1 p

0 ^ q
�
�!T2 q0 ) p0 �k�1

� q0)

Preuve : Pour k � 1, la relation �k
� est d�e�nie comme la conjonction des trois propri�et�es suivantes :

(i) p �1
� q.

(ii) 8� 2 � : 8p0 : (p
�
�!T1 p0 ) 9q0 : (q

�
�!T2 q

0 ^ p0 �k�1
� q0)).

(iii) 8� 2 � : 8q0 : (q
�
�!T2 q

0 ) 9p0 : (p
�
�!T1 p0 ^ p0 �k�1

� q0)).

Si l'on suppose S1 d�eterministe, on a

8� 2 � : jT1� j � 1

d'o�u :

(iii) , 8� 2 � : 8q0 : (q
�
�!T2 q0 ) (T1� [p] 6= ; ^ 8p0 : p

�
�!T1 p0 ) p0 �k�1

� q0))

, 8� 2 � : 8q0 : (q
�
�!T2 q0 ) T1� [p] 6= ;) ^

8� 2 � : 8q0 : (q
�
�!T2 q0 ) 8p0 : p

�
�!T1 p

0 ) p0 �k�1
� q0)

Par suite,

(i) ^ (ii) ^ (iii) ) (Act�(p) = Act�(q) ^ 8p0 : 8q0 : p
�
�!T1 p

0 ^ q
�
�!T2 q

0 ) p0 �k�1
� q0)

2.

A partir de ce lemme, la proposition 5.3-1 [FM90] fournit un crit�ere simple pour d�ecider si un couple
d'�etats (p; q) du produit synchrone S1 
� S2 appartient ou non �a la relation de bisimulation �� :
p �� q si et seulement si il n'existe aucune s�equence d'ex�ecution sur S1 
� S2 qui, �a partir de l'�etat
(p; q), conduise �a l'�etat fail.

Proposition 5.3-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees tels que S1 (ou S2) soit d�eterministe.
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On consid�ere l'�equivalence de bisimulation �� et on note S le produit synchrone S1 
� S2 (avec
S = (Q;A; T; q0)).

On a alors :

8(p; q) 2 Q : (p 6�� q , 9� 2 Ex�((p; q)) : last (�) = fail)

Preuve : Pour tout �etat (p; q) de S,

p 6�� q , 9k � 1 : p 6�k
� q ^ p �k�1

� q:

On montre alors la proposition par induction sur k :

� Pour k = 1, on a, d'apr�es la proposition 5.2-2 (i) :

p 6�1
� q , 9� 2 Ex�((p; q)) : � = ((p; q); �; fail)

� On suppose la proposition vraie pour tout k < l, o�u l est un entier �x�e. L'hypoth�ese d'induction
s'�ecrit alors :

8k; 1 � k < l : p 6�k
� q ^ p �k�1

� q , 9� 2 Ex�((p; q)) : 9n : �(n) = fail

Soit (p; q) tel que p 6�l
� q ^ p �l�1

� q. D'apr�es le lemme 5.3-1,

l > 1 ^ p 6�l
� q , 9� : 9p0 : 9q0 : p

�
�!T1 p

0 ^ q
�
�!T2 q

0 ^ p0 6�l�1
� q0 ^ p0 �l�2

� q0:

Or, par hypoth�ese d'induction,

9�0 2 Ex�((p
0; q0)) : last (�0) = fail:

d'o�u last (�) = fail.

2.

5.3.2 Algorithme

Compte-tenu de la proposition 5.3-1, lorsque l'un des deux syst�emes de transitions est d�eterministe, la
proc�edure de d�ecision pour une �equivalence de bisimulation�� peut se ramener �a une simple analyse
d'accessibilit�e sur S1 
� S2 : il su�t de s'assurer que l'�etat fail n'est pas un �etat accessible de ce
syst�eme.

Plusieurs algorithmes d'analyse d'accessibilit�e (ou de parcours exhaustif ) peuvent être mis en �uvre
pour e�ectuer ce type de v�eri�cation. Une �etude d�etaill�ee des algorithmes existants et de leurs
complexit�es respectives est faite dans [Hol89] et [J�91].

La solution que nous pr�esentons ici est bas�ee sur un parcours en profondeur \classique" du syst�eme
S1 
� S2, similaire �a celui mis en �uvre dans l'algorithme 5-1. Toutefois, �a la di��erence de cet
algorithme, on m�emorise, en plus de la s�equence d'ex�ecution courante, l'ensemble des �etats d�ej�a
explor�es lors de l'examen des s�equences d'ex�ecution pr�ec�edentes, et qui n'ont donc plus �a être revisit�es
(puisque tous leurs successeurs ont d�ej�a �et�e visit�es). Par cons�equent, l'algorithme termine soit lorsque
l'�etat fail est atteint, soit lorsqu'il ne reste plus aucun nouvel �etat �a explorer. Le choix du parcours
en profondeur sera justi��e au chapitre 6.

Il reste �a d�ecrire les structures de donn�ees n�ecessaires :

� De même que dans l'algorithme 5-1, le parcours du syst�eme de transitions sera g�er�e �a l'aide de
deux piles : une pile StState, pour m�emoriser les �etats de la s�equence courante, et une pile
StTrans, pour m�emoriser les ensembles de transitions restant �a ex�ecuter �a partir de chacun des
�etats de cette s�equence.
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� En�n, les �etats d�ej�a visit�es seront m�emoris�es dans un ensemble not�e V isited.

On obtient alors l'algorithme suivant :

Algorithme 5-2

Soit l une liste de couples d'�etats (l � Q1 �Q2).
d�ebut

StState := ; ; StTrans := ; ;
l := succ produit� (q01; q02) ;
si l 6= ffailg alors

empiler ((q01; q02), StState) ;
empiler (succ produit� (q01; q02), StTrans) ;

sinon
(* fail est accessible depuis l'�etat initial : les syst�emes ne sont pas �equivalents *)
a�cher (S1 6�� S2) ;
retourner (Faux)

fsi
tantque StState 6= ; faire (1)

(q1; q2) := sommet (StState) ;
si sommet (StTrans) 6= ; alors

(* il reste des s�equences successeurs �a visiter *)
choisir (�; (q0

1; q
0
2)) dans sommet (StTrans) ;

sommet (StTrans) := sommet (StTrans) �f(�; (q0
1; q

0
2))g ;

l := succ produit� (q0
1; q

0
2) ;

si l 6= ffailg alors
si (q0

1; q
0
2) 62 V isited alors

V isited := V isited [ f(q0
1; q

0
2)g ; (2)

empiler ((q0
1; q

0
2), StState) ; (3)

empiler (l, StTrans)
fsi

sinon
(* fail est accessible depuis l'�etat initial : les syst�emes ne sont pas �equivalents *)
a�cher (S1 6�� S2) ;
retourner (Faux)

fsi
sinon

(* toutes les s�equences successeurs ont �et�e visit�ees *)
d�epiler (StState) ;
d�epiler (StTrans)

fsi
ftantque
a�cher (S1 �� S2)
retourner (Vrai)

�n.

En notant n et m les nombre d'�etats et de transitions du produit S1 
� S2, les coûts en temps et en
m�emoire de l'algorithme 5-2 sont de O(m). En e�et :

� Du fait que d'une part seuls des �etats n'appartenant pas �a V isited soient empil�es (en (3)) et
que, d'autre part, tout nouvel �etat empil�e soit ins�er�e dans V isited (en (2)), il est clair que
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l'it�eration (1) sera ex�ecut�ee au plus jQj fois, si Q d�enote l'ensemble des �etats de S1 
� S2.

De plus, en supposant que les op�erations \empiler" et \d�epiler", ainsi que l'insertion et le test
d'appartenance �a l'ensemble V isited puissent être r�ealis�ees en O(1), la seule op�eration non
constante de l'it�eration (1) est le calcul de succ produit� (q01; q

0
2), qui peut être r�ealis�ee en

O(jT�[(q01; q
0
2)]j).

Par cons�equent, le coût total en temps de l'algorithme 5-2 est de �q2Q O(jT�[q]j) = O(m).

� Les tailles des structure de donn�ees les plus coûteuses utilis�ees dans l'algorithme 5-2 sont de O(n)
pour l'ensemble V isited, et de O(c:d) pour la pile StTrans, avec c et d d�enotant respectivement
la longueur de la plus longue s�equence �el�ementaire et le facteur de branchement de S1 
� S2.
Dans le cas le plus d�efavorable (i.e., lorsque d = n), le produit c:d peut être �egal au nombre
total de transitions de S1 
� S2. Par suite, le coût en m�emoire de cet algorithme est de O(m).

Ces complexit�es seront �etudi�ees plus en d�etail au chapitre 6 en fonction des impl�ementations possibles
pour les di��erentes structures de donn�ees.

5.4 Le cas g�en�eral

Nous pr�esentons tout d'abord de mani�ere intuitive la solution que nous avons retenue pour am�eliorer
la complexit�e en temps de l'algorithme 5-1 dans le cas g�en�eral. Nous d�ecrivons alors le nouvel
algorithme ainsi obtenu, puis nous le justi�ons formellement.

5.4.1 Un crit�ere d'�equivalence \conditionnel"

Le coût exponentiel de l'algorithme 5-1 est dû au fait que, lorsque le produit S1 
� S2 contient
des cycles, un certain nombre de ses �etats peuvent appartenir �a plusieurs s�equences d'ex�ecution
�el�ementaires, ce qui explique que le nombre total d'�etats visit�es lors de l'�enum�eration de chacune
de ces s�equences puisse largement d�epasser le nombre d'�etats de ce syst�eme. Par cons�equent, pour
r�eduire la complexit�e de cet algorithme, une solution attrayante consisterait �a utiliser un parcours
similaire �a celui mis en �uvre dans le cas d�eterministe, et qui permettrait de ne visiter qu'une fois et
une seule chacun des �etats de S1 
� S2.

Toutefois, d'une mani�ere g�en�erale, pour que cette technique soit applicable, il est n�ecessaire de savoir
associer �a chaque �etat visit�e lors du parcours d'une s�equence d'ex�ecution donn�ee, une information
qui puisse être m�emoris�ee et exploit�ee par la suite si cet �etat est de nouveau atteint lors de l'examen
d'une s�equence suivante. Or, dans le cas de l'algorithme 5-1, la seule information dont on dispose
sur les �etats visit�es est celle fournie par son invariant (cf. section 5.2.2) qui permet, lorsqu'un �etat
(q1; q2) est d�epil�e, de d�ecider si la s�equence d'ex�ecution � contenue dans la pile, appartient ou non �a
l'ensemble Ee :

(Equiv List(q1; q2) = T1� [q1] [ T2� [q2]) , (�; �; (q1; q2)) 2 Ee

Par cons�equent, cette information, qui d�epend de la s�equence courante �, ne sera pas directement
exploitable si (q1; q2) est re-visit�e lors du parcours d'une nouvelle s�equence �0.

La solution que nous proposons repose alors sur les deux arguments suivants, qui sont d�etaill�es dans
la suite :

� On montre en premier lieu que, en supposant �a priori �equivalents certains �etats de S1 
� S2,
il est possible de renforcer l'invariant de l'algorithme 5-2 et de le rendre ind�ependant de la
s�equence courante en d�ecidant directement, pour chaque couple (q1; q2) d�epil�e, si les �etats q1
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et q2 se bisimulent ou non. En notant H les hypoth�eses e�ectu�ees, l'invariant de l'algorithme
devient alors :

H ) ((Equiv List(q1; q2) = T1�[q1] [ T2� [q2]) , q1 �� q2)

Par suite, lorsqu'un �etat (q0
1; q

0
2), d�ej�a visit�e lors de l'examen d'une s�equence d'ex�ecution pr�ec�e-

dente, est de nouveau atteint �a partir d'un �etat (q1; q2), il n'est plus n�ecessaire de reparcourir
l'ensemble des successeurs de (q0

1; q
0
2) pour d�ecider si q1 et q2 se bisimulent : l'information

q0
1 �� q0

2 su�t.

Sous la condition H, il devient donc possible de v�eri�er que les �etats initiaux de S1 et S2 se
bisimulent en ne visitant qu'une fois et une seule chacun des �etats de S1 
� S2, soit en O(jT�j).

� On montre alors, que, en e�ectuant au plus jQj it�erations pr�ealables de cet algorithme, il est
toujours possible de se ramener �a une situation o�u la condition H est v�eri��ee. Par cons�equent,
le coût total en temps de l'algorithme �nalement obtenu est de O(jQj:jT�j)

Plus formellement, nous proc�edons de la mani�ere suivante :

� On d�e�nit tout d'abord une relationR�e

� sur Q1 �Q2 similaire �a celle introduite pour la fonction
� dans la d�e�nition 5.1-2 : l'�etat (p; q) de S1 
� S2 appartient �a R�e

� si et seulement si il termine
une s�equence d'ex�ecution de Ee.

� On montre alors sur un exemple que la relation R�e

� n'est pas une �equivalence de bisimulation
dans le cas g�en�eral, puis on donne une condition su�sante H sur l'ensemble des s�equences
d'ex�ecutions de S1 
� S2 pour laquelle cette relation est toujours une bisimulation.

� En�n, on termine en montrant que la condition H peut être v�eri��ee \apr�es coup" de fa�con
ind�ependante, et, lorsqu'elle n'est pas valide, transform�ee en une condition H0 telle que :

{ H0 soit plus strictement plus faible que H (vis-�a-vis de l'implication),

{ H0 soit une condition su�sante pour assurer que R�e

� est une bisimulation.

Par suite, apr�es un nombre �ni d'it�erations de cette proc�edure, il est toujours possible d'obtenir
une condition su�sante qui soit valide.

D�e�nition 5.4-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S le produit synchrone S1 
� S2, avec
S = (Q;A; T; (p0; q0)), et soit E

e le plus grand sous-ensemble de Ex�(S) satisfaisant Ee � �e
� (Ee).

La relation R�e

� � Q1 � Q2 est d�e�ni par :

R�e

� = f(p; q) 2 Q j 9� : last (�) = (p; q) ^ � 2 Eeg

L'exemple suivant permet de montrer que la relation R�e

� n'est pas une �equivalence de bisimulation
dans le cas g�en�eral :

Exemple 5-1
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S1 S2 S1 
 S2

(3; 7)

(2; 6)(1; 5)

(0; 4)

8

7

65

4

3

21

0

fail

�a

a
a

ab b a

a
a a

a

ab

On note � la s�equence d'ex�ecution ((0; 4); a; (1; 5); a; (2;6)) de S1 
� S2. En consid�erant comme
observable chacune des actions de S1 et S2 (ffag j a 2 Ag), on a alors :

(2; 6) 2 R�e

� et 2 6�� 6

En e�et :

� D'une part la s�equence � appartient �a Ee, puisque T [(2; 6)] = f(a; (1; 5))g, et (1; 5) 2 �.

� D'autre part, les �etats 2 et 6 ne se bisimulent pas, comme l'indique la s�equence
((2; 6); a; (1; 5); b; (3; 7)) avec 3 6�1 7 qui est une s�equence diagnostique.

Compte-tenu de la proposition 5.1-1, obtenir une condition su�sante pour que R�e

� soit une �equiv-
alence de bisimulation revient �a obtenir une condition su�sante pour que les relations R�e

� et R�
�

co��ncident, ou encore pour que les ensembleEe et E construit �a partir des fonctions �e et � co��ncident.

La proposition suivante �etablit une condition n�ecessaire pour laquelle cette propri�et�e est v�eri��ee :

Proposition 5.4-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S le produit synchrone S1 
� S2, avec
S = (Q;A; T; (p0; q0)), et soit X un ensemble de s�equences d'ex�ecutions de S (X � Ex� (S)).

On note respectivement H(�;X) et H(S;X) les pr�edicats binaires suivants :

H(�;X) � 8� : 8(p0; q0) : ((�; �; (p0; q0)) 2 X ^ (p0; q0) 2 � ) (�; �; (p0; q0)) 2 E)

H(S;X) � 8� : (� 2 Ex�(S) ) H(�;X))

on a alors :

(E � X ^ H(S;X)) ) (Ee = E)

Preuve : On note H l'ensemble des s�equences � qui v�eri�ent H(�;X). Il su�t alors de montrer :

8� : � 2 H ) (� 2 Ee , � 2 E)

sens ) : Il est facile de voir, par d�e�nition des fonctions �� et �e
�, que, lorsque E � X et
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H(�;X) est v�eri��ee,

� 2 �e
� (Ee) ) � 2 �� (Ee):

On en d�eduit :

Ee � �e
� (Ee) ) (H \Ee) � �� (H \Ee);

) (H \Ee) � E:

Par suite,

H(�;X) ^ � 2 Ee ) � 2 E:

sens ( : C'est une cons�equence directe du lemme 5.1-2.

2.

Remarque 5-2
Même lorsque la condition H(S;X) est fausse, on a toujours E � Ee (lemme 5.1-2).

On v�eri�e alors, que, lorsque E � X et sous l'hypoth�ese H(S1 
� S2; X), il est possible de d�eterminer
si une s�equence d'ex�ecution donn�ee � de S1 
� S2 appartient ou non �a Ee en visitant au plus une
fois chacun des �etats de ce syst�eme. Plus pr�ecis�ement, la proposition suivante montre que, lorsque le
dernier �etat de � a d�ej�a �et�e d�epil�e au cours de l'examen d'une s�equence pr�ec�edente �0, il est possible
de d�ecider en fonction du r�esultat obtenu si � appartient ou non �a Ee :

Proposition 5.4-2
Soit S le produit synchrone S1 
� S2 de deux syst�emes de transitions �etiquet�ees. En supposant que
le pr�edicat H(S;X) est v�eri��e pour un X donn�e avec E � X , on a alors :

(i) 8� 2 Ex�(S); (9�0 : (last (�) = last (�0) ^ �0 2 Ee)) ) � 2 Ee

(ii) 8� 2 Ex�(S); (9�0 : (last (�) = last (�0) ^ �0 62 Ee)) ) � 62 Ee

Preuve : En notant E le plus grand sous-ensemble de Ex�(S) satisfaisant E � �� (E), on a :

H(S;X) ) (Ee = E) (proposition 5.4-1):

On pose last(�) = (p; q). On a alors respectivement :

last(�0) = (p; q) ^ �0 2 Ee ) �0 2 E

) (p; q) 2 R�
�

) � 2 E (corollaire 5.1-1)

) � 2 Ee;
et,

last(�0) = (p; q) ^ �0 62 Ee ) �0 62 E

) (p; q) 62 R�
� (corollaire 5.1-1)

) � 62 E (corollaire 5.1-1)

) � 62 Ee:
2.

On termine alors en montrant qu'il est toujours possible de s'assurer que l'hypoth�ese H(S1 
� S2; X)
e�ectu�ee dans la proposition 5.4-1 sur les s�equences d'ex�ecutions de S1 
� S2 est valide, ou, le cas
�ech�eant, de la transformer en une hypoth�ese H0 qui soit strictement plus faible :
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Intuitivement, le pr�edicat H(�;X) est v�eri��e si et seulement si chacune des s�equences d'ex�ecution
�0 obtenues en ajoutant �a � un couple (p0; q0), successeur de last (�) et inclus dans �, appartient �a
l'ensemble Ee. Par suite, les s�equences �0 ne sont pas �el�ementaires, et le fait qu'elles appartiennent
ou non �a Ee ne pourra donc pas être directement v�eri��e lors du parcours de S1 
� S2.

Toutefois, �a chacune des ces s�equences �0, il est toujours possible d'associer une s�equence d'ex�ecution
�el�ementaire �" de S1 
� S2 qui d'une part soit un pr�e�xe propre de �0, et d'autre part soit telle que
si �" appartient �a Ee alors �0 appartient �egalement �a cet ensemble.

Plus pr�ecis�ement, si

� = ((p1; q1); �1; (p2; q2); : : : ; �k�1; (p
0; q0); : : : ; �n�1; (p; q))

et

�0 = ((p1; q1); �1; (p2; q2); : : : ; �k�1; (p
0; q0); : : : ; �n�1; (p; q); �n; (p

0; q0));

alors, en posant

�" = ((p1; q1); �1; (p2; q2); : : : ; �k�1; (p
0; q0));

on a :

�" 2 Ee ) �0 2 Ee (1):

Par cons�equent :

� Si � appartient �a l'ensemble des s�equences d'ex�ecution �enum�er�ees lors du parcours en profondeur
de S1 
� S2, alors �" appartient �egalement �a cet ensemble (puisque �" est un pr�e�xe de �).

� V�eri�er que H(�;X) est valide revient �a v�eri�er que chaque s�equence �" appartient �a l'ensemble
Ee (d'apr�es (1)).

On en d�eduit alors que chaque hypoth�ese H(�;X) e�ectu�ee lors du parcours de S1 
� S2 pourra être
v�eri��ee par la suite lorsque l'�etat p0; q0 sera d�epil�e �a son tour.

La proposition suivante permet de justi�er l'implication (1) en la g�en�eralisant �a tout couple de
s�equences (�1, �2) de Ex�(S1 
� S2), o�u �1 est un pr�e�xe de �2 et �1 et �2 ont même �etat terminal
(la relation pr�e�xe est not�ee <p, cf. d�e�nition 4.4-1, chapitre 4).

Proposition 5.4-3
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, et soit S le produit synchrone S1 
� S2. On
a alors :

8�1; �2 2 Ex�(S) : (�1 <p �2 ^ last (�1) = last (�2)) ) (�1 2 Ee ) �2 2 Ee)

Preuve : On pose last (�1) = last (�2) = (p; q). On montre alors :

8X; X � Ex�(S) : �1 2 �e
� (X) ) �2 2 �e

� (X)

Par d�e�nition de �e
�,

�1 2 �e
� (X) )

8� : 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) 9q0 : q
�
�!T2 q

0 ^ ((p0; q0) 2 �1 _ (�1; �; (p
0; q0))) 2 X

^

8� : 8q0 : q
�
�!T2 q

0 ) 9p0 : p
�
�!T1 p

0 ^ ((p0; q0) 2 �1 _ (�1; �; (p
0; q0))) 2 X

Or,

�1 <p �2 ) ((p0; q0) 2 �1 ) (p0; q0) 2 �2)
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d'o�u, �2 2 �e
� (X). 2.

En utilisant les notations introduites dans cette section, l'algorithme de v�eri�cation est alors bas�e sur
le principe suivant :

1. On e�ectue un parcours du produit synchrone S, sous l'hypoth�ese H0 = H(S;Ex�(S)), en
construisant un ensemble Ee

0 obtenu en visitant au plus une fois chacun des �etats de ce syst�eme,
et tel que E � Ee

0 (proposition 5.4-2). Di��erents cas peuvent alors se pr�esenter :

� Si la s�equence d'ex�ecution compos�ee du seul �etat initial ((q01; q02)) n'appartient pas �a
l'ensemble Ee

0 calcul�e, alors les syst�emes S1 et S2 ne sont pas �equivalents (cf. remarque 5-
2) et l'algorithme est termin�e.

� Si ((q01; q02)) appartient �a Ee
0 et si l'hypoth�ese H0 s'av�ere valide, alors les syst�emes S1 et

S2 sont �equivalents (cf. proposition 5.4-1) et l'algorithme est �egalement termin�e.

� En�n, si ((q01; q02)) appartient �a Ee
0, mais s'il existe une s�equence �, visit�e lors du parcours

de S1 
� S2, telle que H(�;Ex�(S)) ne soit pas valide, alors il n'est pas possible �a ce stade
de conclure sur l'existence d'une bisimulation entre S1 et S2, puisque l'ensemble Ee calcul�e
est di��erent de E, et que par cons�equent des r�esultats faux ont pu être utilis�es lors de ce
calcul. On ex�ecute alors le pas 2.

2. Puisque H(�;Ex�(S)) n'est pas valide, il existe un pr�e�xe propre �" de � tel que �" n'appartient
pas �a Ee

0, c'est �a dire tel que last (�") n'appartient pas �a R
�
� (puisque E � Ee

0). On r�e-it�ere alors
le pas 1 en utilisant cette information sur last(�"), ce qui permet de ne plus avoir �a consid�erer
les s�equences �" et � (puisque l'on sait qu'elles n'appartiennent pas �a E). Plus g�en�eralement,
seules les s�equences de Ee

0 n�ecessiteront d'être visit�ees lors de ce nouveau parcours, ce qui
permet de consid�erer une hypoth�ese H1 plus faible que H0 (au sens de l'implication) :

H1 = H(S;Ee
0)

d'o�u

H0 ) H0
1:

En�n, du fait que la suite (Hi) des hypoth�eses que l'on e�ectue soit strictement croissante (vis-�a-vis
de l'inclusion), l'algorithme termine en un nombre �ni d'it�erations.

5.4.2 Algorithme

On propose tout d'abord des structures de donn�ees qui permettent d'impl�ementer l'algorithme in-
formel d�ecrit dans la section 5.4.1. On donne alors l'algorithme complet en justi�ant ses complexit�es
en temps et en m�emoire.

Le parcours \sous hypoth�eses" de S1 
� S2 sera impl�ement�e �a l'aide d'une fonction parcours produit,
d'un principe similaire �a l'algorithme 5-2 utilis�e dans le cas \d�eterministe". Cette fonction pourra
alors retourner les valeurs Vrai (si les syst�emes se bisimulent), Faux (s'ils ne se bisimulent pas) ou
Inconnu (lorsqu'une des hypoth�eses s'est av�er�ee fausse). Par suite, l'algorithme complet consistera
en une suite d'appels �a cette fonction jusqu'�a obtenir un r�esultat dans l'ensemble fVrai;Fauxg en
modi�ant �a chaque appel les hypoth�eses qui seront prises en compte.

On utilisera les structures de donn�ees suivantes :

� Le parcours en profondeur sera g�er�e classiquement �a l'aide des piles not�ees StState, et StTrans
qui permettent de m�emoriser respectivement la s�equence courante et les ensembles de transi-
tions restant �a ex�ecuter �a partir de chacun des �etats de cette s�equence, ainsi qu'un ensemble
Equiv List associ�e �a StState (cf. proposition 5.2-3).
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De plus les �etats d�ej�a visit�es (et d�epil�es) �a un instant donn�e seront m�emoris�es �a l'aide d'un
ensemble not�e V isited.

� D'autre part, nous avons vu qu'il est �egalement n�ecessaire, pour chaque �etat (p; q) d�epil�e, de
m�emoriser le r�esultat de son �evaluation (i.e., si la s�equence d'ex�ecution qu'il termine appartient
ou non �a Ee, ou encore si (p; q) appartient �a la relation R�e

� ).

On utilise pour ce faire un ensemble not�e Non Equiv States, construit de la mani�ere suivante :

(p; q) 62 R�e

� ) (p; q) 2 Non Equiv States

Notons que, l'ensemble Non Equiv States ne contient bien que des �etats non �equivalents mod-
ulo ��, quelque soit la validit�e de l'hypoth�ese H, et qu'il pourra par cons�equent être r�eutilis�e
lors du prochain appel �a parcours produit.

� En�n, on utilisera �egalement un troisi�eme ensemble d'�etats, not�e Roots, qui permet de v�eri�er
si l'hypoth�ese H utilis�e �a priori lors du parcours s'av�ere ou non valide :

Plus pr�ecis�ement, si � est la s�equence courante, chaque �etat (p0; q0), successeur de last (�) et
inclus dans � (donc appartenant �a la pile StState) sera ins�er�e dans l'ensemble Roots. Une fois
l'�etat (p0; q0) d�epil�e, on aura, en notant X l'ensemble des s�equences d'ex�ecutions qui ont �et�e
�enum�er�ees :

H(�;X) , (p0; q0) 62 Non Equiv States;

et, par cons�equent, lorsque la fonction parcours produit se termine :

H(S1 
� S2; Ex� (S1 
� S2)) , Non Equiv States \Roots = ;

On obtient alors l'algorithme de v�eri�cation suivant, qui permet de d�ecider si les syst�emes de transi-
tions �etiquet�ees S1 et S2 sont �equivalents modulo une bisimulation �� :

Algorithme 5-3

d�ebut
Non Equiv States := ; ;
r�ep�eter

parcours result := parcours produit () ;
jusqua parcours result 2 fVrai;Fauxg ;
si parcours result = Vrai alors

a�cher (S1 �� S2)
sinon

a�cher (S1 6�� S2)
fsi

�n.

Algorithme 5-4

fonction parcours produit ()
Soit l une liste de couple d'�etats (l � Q1 � Q2).
d�ebut

V isited := ; ; Roots := ; ; result := Inconnu ;
StState := ; ; StTrans := ; ;
Equiv List (q01; q02) := ; ;
l := succ produit� (q01; q02) ;
si l 6= ffailg alors

empiler ((q01; q02), StState) ;
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empiler (l, StTrans) ;
fsi
tantque StState 6= ; faire (1)

result := Vrai ;
(q1; q2) := sommet (StState) ;
si sommet (StTrans) 6= ; alors

(* il reste des s�equences successeurs �a visiter *)
choisir (�; (q0

1; q
0
2)) dans sommet (StTrans) ;

sommet (StTrans) := sommet (StTrans) �f(�; (q0
1; q

0
2))g ;

si (q0
1; q

0
2) 62 (V isited [Non Equiv States) alors (2)

si (q0
1; q

0
2) 62 StState alors

l := succ produit� (q0
1; q

0
2) ;

si l 6= ffailg alors
Equiv List (q0

1; q
0
2) := ; ;

empiler ((q0
1; q

0
2), StState) ;

empiler (l, StTrans)
fsi

sinon
(* (q0

1; q
0
2) appartient �a la s�equence courante *)

Roots := Roots [ f(q0
1; q

0
2)g ; (3)

Equiv List (q1; q2) := Equiv List (q1; q2) [ f(�; q0
1); (�; q

0
2)g

fsi
sinon

(* (q0
1; q

0
2) a d�ej�a �et�e visit�e *)

si (q0
1; q

0
2) 62 Non Equiv States alors

Equiv List (q1; q2) := Equiv List (q1; q2) [ f(�; q0
1); (�; q

0
2)g

fsi
fsi

sinon
(* toutes les s�equences successeurs ont �et�e visit�ees *)
d�epiler (StState) ;
d�epiler (StTrans) ;
V isited := V isited [ f(q1; q2)g ; (4)
si Equiv List (q1; q2) = T1� [q1] [ T2� [q2] alors

(* la s�equence courante appartient �a Ee *)
Equiv List (sommet(StState)) := Equiv List (sommet(StState)) [ f(�; q1); (�; q2)g

sinon
Non Equiv States := Non Equiv States [ f(q1; q2)g ;
si (q1; q2) 2 Roots alors

result := Inconnu ; (5)
fsi

fsi
fsi

ftantque
si Equiv List(q01; q02) = T1� [q01] [ T2� [q02] alors

retourner (result)
sinon

retourner (Faux)
fsi
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�n.

La preuve de la correction partielle de l'algorithme 5-3 a �et�e donn�ee dans la section 5.4.1. La propo-
sition suivante justi�e alors la terminaison de cet algorithme, et, en supposant que les op�erations
sur les structures StState, StTrans, V isited, Non Equiv States et Roots peuvent être r�ealis�ees en
temps constant, d'obtenir une borne sup�erieure de sa complexit�e en temps.

Proposition 5.4-4

L'algorithme 5-3 termine en O(jT j:jQj) it�erations.

Preuve : On note V isitedi, Non Equiv Statesi et Rootsi les ensembles V isited, Non Equiv States
et Roots obtenus �a la �n du ieme appel de la fonction parcours produit.

On a alors :

(i) Chaque appel �a la fonction parcours produit est r�ealis�e en O(jT j) :

Cette fonction e�ectue en e�et un parcours similaire �a celui mis en �uvre dans l'algorithme 5-2 :
seuls les �etats n'appartenant pas �a V isited [Non Equiv States sont empil�es (en (2)), et tout
�etat empil�e est ins�er�e dans V isited (en (4)). Le nombre d'it�erations de la boucle (1) est donc
major�e par jQj, ce qui implique que chaque transition de S1 
� S2 sera ex�ecut�ee au plus une
fois.

(ii) L'algorithme 5-3 e�ectue au plus jQj appels �a parcours produit :

A la �n du ieme appel �a la fonction parcours produit, on a (en (5)) :

parcours result = Inconnu , Rootsi \Non Equiv Statesi 6= ;

Par suite, un (i+ 1)eme appel sera e�ectu�e si et seulement si Rootsi \Non Equiv Statesi 6= ;.

De plus, puisque d'une part les �etats de Non Equiv States ne sont jamais empil�es (en (2)), et
que d'autre part les �el�ements de Roots appartiennent n�ecessairement �a StState (en (3)), on a :

Ri \Non Equiv Statesi�1 = ;:

Comme d'autre part Non Equiv Statesi�1 � Non Equiv Statesi , puisque les seules op�erations
e�ectu�ees sur Non Equiv States sont des insertions, on en d�eduit �nalement :

Non Equiv Statesi�1 � Non Equiv Statesi

L'ensemble Non Equiv States crô�t donc strictement �a chaque appel de parcours produit, et
le nombre total d'appels �a cette fonction sera par cons�equent toujours major�e par n.

La proposition est alors la conjonction de (i) et (ii). 2.

Par cons�equent, en notant n et m le nombre d'�etats et de transitions du syst�eme de transitions
�etiquet�ees S1 
� S2, les coûts en temps et en m�emoire de l'algorithme 5-3 sont respectivement de
O(m:n) et O(m) :

� Le coût en temps est une cons�equence de la proposition 5.4-4,

� Le coût en m�emoire est directement obtenu en faisant l'inventaire des structures de donn�ees
utilis�ees.

Exemple 5-2
Lorsqu'on applique l'algorithme 5-3 aux syst�emes de transitions �etiquet�ees (non d�eterministes) S1 et
S2 de la �gure suivante, deux ex�ecutions de la proc�edure parcours produit () peuvent être n�ecessaires.
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b
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a a
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a

a

a

a

a

a

a

a

a

Ces deux syst�emes sont non �equivalents modulo la bisimulation forte. On a en e�et la s�equence
diagnostique suivante :

� = ((0; 9)
b
�! (7; 16)

a
�! (2; 11)

a
�! (4; 13)

a
�! (8; 16)) et 8 6�1 16:

N�eanmoins, si l'on ne consid�ere que les relations de transitions �etiquet�ees par l'action a, alors ces
deux syst�emes se bisimulent.

En cons�equence, si l'on suppose que lors du parcours en profondeur du produit synchrone S1 
 S2
les �etats atteignables par une action a sont visit�es en priorit�e, alors la premi�ere ex�ecution de
parcours produit () ne retourne pas la valeur Faux puisque les �etats 7 et 16 auront �et�e trouv�es
\�equivalents" (i.e., (7; 16) n'appartient pas �a Non Equiv States1).

Par contre, ce premier appel retournera bien la valeur Inconnu, puisque l'�etat (2; 11) (ou encore
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(3; 12)) appartient �a Roots1 \Non Equiv States1. Un deuxi�eme appel �a parcours produit () sera
donc n�ecessaire, dans lequel on utilisera l'hypoth�ese que 2 et 11 sont non-�equivalents, et qui retournera
alors la valeur Faux.

5.5 Pr�eordres et �equivalences de simulation

La plupart des d�e�nitions et propositions introduites dans ce chapitre et qui concernent les �equiva-
lences de bisimulation reposent essentiellement sur la structure de ces relations, et non sur le fait qu'il
s'agit de relations d'�equivalence. Par cons�equent, elles peuvent en g�en�eral être directement adapt�es
aux pr�eordres de simulation, et conduire �a des algorithmes similaires �a ceux obtenus dans le cas de
la bisimulation.

On donne dans cette section les principaux r�esultats qui restent valides dans le cas des pr�eordres de
simulation, et qui permettent de d�eduire des algorithmes de v�eri�cation \�a la vol�ee" pour ce type de
relations. En particulier, on utilisera les mêmes notations que dans les sections pr�ec�edentes, et on ne
redonnera pas les preuves des nouvelles propositions obtenues, qui peuvent être d�eduites de celles des
propositions originales.

5.5.1 Crit�eres de simulation sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecution

On montre tout d'abord que l'existence d'un relation de simulation v� entre deux syst�emes de
transitions �etiquet�ees peut être exprim�ee �a l'aide d'un crit�ere sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecutions
de leur produit synchrone, semblable �a celui d�e�ni dans le cas de la bisimulation.

D�e�nition 5.5-1
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensemble de
langages sur A et soit S leur produit synchrone S = S1 �� S2.

La fonction �� est d�e�nie par :

�� : 2Ex�(S) �! 2Ex�(S)

et
�� (E) = f� 2 Ex�(S) j last(�) = (p; q) )

8� : 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) 9q0 : q
�
�!T2 q

0 ^ (�; �; (p0; q0)) 2 Eg

On note alors E, le plus grand sous-ensemble de Ex� (S1 �� S2) satisfaisant E � �� (E), et R�
� la

relation sur Q1 � Q2 d�e�nie par :

R�
� = f(p; q) 2 Q j 9� : last (�) = (p; q) ^ � 2 Eg:

R�
� co��ncide alors avec le pr�eordre de simulation v� sur l'ensemble des �etats de S1 �� S2 :

Proposition 5.5-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S le produit synchrone S1 �� S2, avec
S = (Q;A; T; (q01; q02)). On a alors :

8(p0; q0) 2 Q : p0 �� q0 , (p0; q0) 2 R�
�

De même que dans le cas de le bisimulation, il est possible de restreindre ce crit�ere de d�ecision pour
la simulation aux s�equences d'ex�ecutions �el�ementaires de S1 �� S2 :

D�e�nition 5.5-2
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Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensemble de
langages sur A et soit S leur produit synchrone S = S1 �� S2.

Soit �e
� : 2Ex�(S) �! 2Ex�(S) d�e�nie par :

�e
� (Ee) = f� 2 Ex�(S) j last(�) = (p; q) )

8� : 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) 9q0 : q
�
�!T2 q

0 ^ ((p0; q0) 2 � _ (�; �; (p0; q0))) 2 Eeg

On alors :

Proposition 5.5-2
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux q01 et q02. En notant Ee le
plus grand ensemble inclus dans Ex� (S1 �� S2) satisfaisant Ee � �e

� (Ee) on a :

S1 v� S2 , ((q01; q02)) 2 Ee

5.5.2 Algorithmes

A partir de la proposition 5.5-2, il est possible de d�eduire un premier algorithme de v�eri�cation qui
consiste �a �enum�erer l'ensemble des s�equences d'ex�ecutions �el�ementaires de S1 �� S2 a�n de d�ecider
si la s�equence ((q01; q02)) appartient ou non �a Ee.

On montre tout d'abord que, comme dans le cas de la bisimulation, l'ensemble des s�equences qu'il est
n�ecessaire de prendre en compte pour cette v�eri�cation peut être restreint en consid�erant uniquement
les s�equences d'ex�ecution �el�ementaires d'un produit synchrone S1 � S2.

D�e�nition 5.5-3
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensemble de
langages sur A. On note S1 �� S2, le syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; (q01; q02)) d�e�ni
par :

� Q � (Q1 � Q2) [ ffailg, avec fail 62 (Q1 [Q2),

� A � � [ f�g, avec � 62 (A1 [A2),

� T � Q�A �Q

et T et Q sont les plus petits ensembles obtenus par application des r�egles R0, R1, et R2 suivante :

(q01; q02) 2 Q [R0]

(q1; q2) 2 Q; Act�(q1) � Act�(q2); � 2 �; q1
�
�!T1 q

0
1; q2

�
�!T2 q

0
2

f(q0
1; q

0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

�
�!T (q0

1; q
0
2)g 2 T

[R1]

(q1; q2) 2 Q; Act�(q1) 6� Act�(q2);

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R2]

Remarque 5-3
Contrairement �a l'op�erateur 
, l'op�erateur � n'est pas commutatif : dans le cas g�en�eral,

S1 � S2 6= S2 � S1
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Clairement, la s�equence d'ex�ecution de S1 �� S2 r�eduite aux seuls �etats initiaux ((q01; q02)) appartient
toujours �a Ex� (S1 �� S2). La proposition suivante permet alors de montrer que, pour v�eri�er qu'une
s�equence donn�ee de Ex� (S1 �� S2) n'appartient pas �a Ee, il su�t en fait de ne consid�erer que des
s�equences d'ex�ecution de ce syst�eme :

Proposition 5.5-3
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees d'�etats initiaux q01 et q02, et soit Ee le plus
grand ensemble inclus dans Ex� (q01 �� q02) satisfaisant Ee � �e

� (Ee).

En notant S = (Q;A; T; q0) le produit S1 
� S2, on a :

(i) 8(p; q) 2 Q : p 6�1
� q , (p; q)

�
�!T fail

(ii) Pour toute s�equence � 2 Ex� (S1 �� S2) telle que last(�) = (p; q), on a :

� 62 Ee , ((p; q)
�
�!T fail) _

(9� : 9p0 : 8q0 : ((p; q)
�
�!T (p0; q0) ) ((p0; q0) 62 � ^ (�; �; (p0; q0))) 62 Ee)):

D'un point de vue plus algorithmique, la proposition 5.5-3 s'�ecrit alors :

Proposition 5.5-4
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=(1;2)) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit S le produit

S1 �� S2, avec S = (Q;A; T; (q01; q02)).

Pour toute s�equence � 2 Ex� (S), telle last(�) = (q1; q2), l'algorithme suivant permet de d�ecider si
� appartient ou non �a Ee avec un coût en temps et en m�emoire de O(jT�[(q1; q2)]j) :

Soit Equiv List � T1� [q1].
d�ebut

Equiv List (q1; q2) := ; ;

si :((q1; q2)
�
�!T fail) alors

pour tout � dans �
pour tout (q0

1; q
0
2) dans T�[(q1; q2)]

si ((q0
1; q

0
2) 2 �) ou ((�; �; (q0

1; q
0
2)) 2 Ee) alors

Equiv List := Equiv List [ f(�; q0
1)g (1)

fsi
fpour

fpour
fsi
si Equiv List = T1� [q1] alors (2)

retourner (� 2 Ee)
sinon

retourner (� 62 Ee)
fsi

�n.

Remarque 5-4
Outre le fait que les produits synchrones utilis�ees ne sont pas les mêmes (S1 �� S2 au lieu de
S1 
� S2), la seule di��erence entre la proposition 5.5-4 et la proposition similaire introduite dans
le cas de la bisimulation (proposition 5.2-3) est que seuls les successeurs de q1 n�ecessite d'être exam-
in�es pour d�ecider si q1 v� q2 (en (1) et (2)).
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La proposition 5.5-4 permet alors de d�eduire un premier algorithme de v�eri�cation qui consiste �a
�enum�erer l'ensemble des s�equences d'ex�ecutions �el�ementaires de S1 �� S2 �a l'aide d'un parcours en
profondeur de ce syst�eme. Identique �a l'algorithme 5-1, les coûts en temps et en m�emoire de ce nouvel
algorithme sont alors respectivement de O(n!:e+ 1) et O(d), o�u n repr�esente le nombre d'�etats de
S1 �� S2, et d la longueur de la plus longue de ses s�equences �el�ementaires.

De même que pour les �equivalences de bisimulation, il est possible d'obtenir un algorithme qui,
toujours sur la base d'un parcours en profondeur, permette de v�eri�er plus e�cacement si S1 v� S2,
et dont le coût d�epend de la structure du syst�eme de transitions �etiquet�ees S2 : on parlera alors
de cas \d�eterministe" lorsque S2 est d�eterministe (par rapport �a �) et de cas \g�en�eral" dans le cas
contraire.

La proposition suivante permet d'�etablir un crit�ere de d�ecision plus simple dans le cas \d�eterministe",
en montrant que les deux syst�emes ne se simulent pas si et seulement si il existe une s�equence
d'ex�ecution de S1 � S2 qui contient l'�etat fail ([FM91a]) :

Proposition 5.5-5
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees tels que S2 soit d�eterministe. En notant S
le produit synchrone S1 �� S2, on a :

8(p; q) 2 Q : p 6v� q , 9� 2 Ex�((p; q)) : 9n : �(n) = fail

Dans le cas \d�eterministe", la v�eri�cation peut par cons�equent être e�ectu�ee �a l'aide d'un algorithme
classique de parcours du syst�eme S1 � S2, et n�ecessite alors un coût en temps et en m�emoire de O(n)
(cf. algorithme 5-2).

Dans le cas \g�en�eral", la solution adopt�ee pour l'�equivalence de bisimulation est l�a encore directe-
ment applicable aux relations de simulation : en e�et, la proposition 5.4-1, qui montre que, sous
l'hypoth�ese H(S;X), les ensembles E et Ee co��ncident, reste valide avec les nouvelles fonctions ��

et �e
� d�e�nies dans cette section. Par suite, il est possible d'utiliser un algorithme de v�eri�cation

similaire �a l'algorithme 5-3, soit d'une complexit�e de O(m:n) en temps et O(n) en m�emoire, o�u n et
m repr�esentent les nombres d'�etats et de transitions du syst�eme S1 �� S2.

En�n, ces proc�edures de d�ecision peuvent �egalement être �etendues aux �equivalences de simulation.
Plus pr�ecis�ement, pour v�eri�er que S1 �� S2, deux solutions sont envisageables en pratique :

� On peut v�eri�er successivement que S1 v� S2 et S2 v� S1. L'inconv�enient de cette solution est
que, dans le cas d'une utilisation \�a la vol�ee", les syst�emes de transitions devront être g�en�er�es
deux fois.

� On peut �egalement \entrelacer" les deux parcours de la solution pr�ec�edente en e�ectuant un
seul parcours de l'union des produits S1 �� S2 et S2 �� S1. Cette solution pr�esenterait alors
l'avantage de ne g�en�erer qu'une seule fois les deux syst�emes, mais le coût en m�emoire est
sup�erieure �a celui de la solution pr�ec�edente (puisque il est n�ecessaire de m�emoriser davantage
d'�etats).

5.6 Diagnostic

Nous montrons dans cette section comment les proc�edures de d�ecision pr�esent�ees dans ce chapitre
peuvent être facilement modi��ees pour g�en�erer une s�equence diagnostique lorsque les syst�emes de
transitions �etiquet�ees S1 et S2 que l'on compare ne sont pas �equivalents.
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5.6.1 Cas \d�eterministe"

Dans le cas d�eterministe, la proposition suivante montre que toute s�equence d'ex�ecution du produit
synchrone S1 
� S2 qui conduit �a un �etat fail est une s�equence diagnostique :

Proposition 5.6-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, d'�etats initiaux respectifs po et q0, et tel que
S2 est d�eterministe, soit S le produit synchrone S1 
� S2 (avec S = (Q;A; T; (p0; q0))) et soit �� une
�equivalence de bisimulation.

On a alors :

8� : � 2 Ex� (S) ^ � = ((p0; q0); �0; : : : ; �k�1; (pk; qk)) ^ (pk; qk)
�
�!T fail ) � 2 Diag� (S1; S2)

Preuve : D'apr�es la proposition 5.3-1,

8(pi; qi) : (pi; qi) 2 � ) pi 6�� qi

De plus, par d�e�nition des ensembles Failk�, on a, si S2 est d�eterministe :

8((p; q); (p0; q0)) 2 Q2 : (p; q)
�
�!T (p0; q0) ^ p 6�� q ^ p0 6�� q0 ) 9k : (p0; q0) 2 Failk� (p; q):

Par suite, � est bien une s�equence diagnostique. 2.

En pratique, une telle s�equence peut directement être obtenue �a partir de l'algorithme 5-2 sans modi-
�er sa complexit�e : lorsque l'�etat fail est atteint, la pile StState contient une s�equence diagnostique.

5.6.2 Cas g�en�eral

Dans le cas g�en�eral, lorsque S1 et S2 sont non-d�eterministes, la proposition pr�ec�edente n�ecessite
d'être renforc�ee. On reprend les notations de l'algorithme 5-3, et, plus pr�ecis�ement, l'ensemble
Non Equiv States, et les ensembles Equiv List associ�es aux �el�ements de ls s�equence courante. On
a alors la proposition suivante :

Proposition 5.6-2
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, d'�etats initiaux respectifs po et q0, soit S le
produit synchrone S1 
� S2 (avec S = (Q;A; T; (p0; q0))) et soit �� une �equivalence de bisimulation.

Soit � une s�equence d'ex�ecution de S telle que :

� = ((p0; q0); �0; : : : ; �k�1; (pk; qk)) ^ (pk; qk)
�
�!T fail

On a alors :

8i; 0 � i < k; fpi+1; qi+1g 6� Equiv List (pi; qi) ^ (pi; qi) 2 Non Equiv States ) � 2 Diag� (S1; S2)

Preuve : Par d�e�nition de Non Equiv States, on a :

8(p; q) 2 Q : (p; q) 2 Non Equiv States ) p 6�� q

D'autre part, par d�e�nition des ensembles Equiv List et Failk�, on a :

8((p; q); (p0; q0)) 2 Q2 : (p; q)
�
�!T (p0; q0) ^ fp0; q0g 6� Equiv List (p; q) ) 9k : (p0; q0) 2 Failk� (p; q):

Par suite, � est bien une s�equence diagnostique. 2.

En pratique, une s�equence diagnostique peut être obtenue �a partir de l'algorithme 5-3 : il su�t
alors de m�emoriser lors de la v�eri�cation un \châ�nage" entre des �el�ements de Non Equiv States qui
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appartiennent �a une s�equence satisfaisant les conditions indiqu�ees dans la proposition 5.6-2.

Remarque 5-5

1. Les propositions donn�ees dans cette section s'appliquent �egalement aux pr�eordres de simulation.

2. Dans tous les cas, les s�equences diagnostiques obtenues �a partir des algorithmes \�a la vol�ee"
sont minimales pour la relation <p.

3. Contrairement au algorithmes classiques pr�esent�ees au chapitre 3, les proc�edures de d�ecision
\�a la vol�ee" ne permettent de construire qu'une seule s�equence diagnostique. Ceci s'explique
par le fait que ces derni�eres terminent d�es le premier \�etat erreur" rencontr�e dans le produit
synchrone.
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Chapitre 6

Mise en �uvre

Ce chapitre est consacr�e �a la mise en �uvre des proc�edures de d�ecision obtenues au chapitre pr�ec�edent
pour les relations de simulation et de bisimulation. Plus pr�ecis�ement, notre objectif est d'une part
de montrer la faisabilit�e d'une v�eri�cation \�a la vol�ee" �a partir de ces algorithmes, et d'autre part de
comparer les coûts en pratique avec ceux des proc�edures de d�ecision classiques.

Nous montrons donc tout d'abord comment les algorithmes g�en�eraux de comparaison \�a la vol�ee"
peuvent être adapt�es e�cacement �a un certain nombre de bisimulations et simulations faibles. Nous
pr�esentons alors les structures de donn�ees que nous avons retenues pour impl�ementer ces algorithmes,
en justi�ant les choix qui les ont motiv�e, mais en discutant �egalement de la mise en �uvre possible
d'algorithmes plus e�caces en m�emoire pour ce qui est du parcours en profondeur du produit syn-
chrone. En�n, nous d�ecrivons plus pr�ecis�ement les fonctionnalit�es que nous avons ajout�e au logiciel
Ald�ebaran. Nous terminons alors en discutant des coûts relatifs des di��erentes proc�edures de d�eci-
sion \�a la vol�ee" qui ont �et�e impl�ement�ees et en les comparant avec ceux des proc�edures de d�ecision
\classiques" qui �etaient d�ej�a pr�esentes dans ce logiciel.

6.1 La fonction \successeur"

Les algorithmes de comparaison \�a la vol�ee" pr�esent�es au chapitre pr�ec�edent ont �et�e �etablis dans
le cas d'une relation de simulation ou de bisimulation quelconque : seule la fonction \successeur"
succ produit�, qui repr�esente la relation de transition du produit synchrone, d�epend de l'ensemble
de langages � sur lequel est construite la relation que l'on consid�ere.

Par suite, pour adapter ces algorithmes �a une relation R� donn�ee, il su�t en pratique d'impl�ementer
la fonction succ produit� qui lui est associ�ee, et qui, pour tout �etat (q1; q2) du produit synchrone
S1 
� S2, est d�e�nie de la mani�ere suivante :

Si R� est une bisimulation,

Act�(q1) = Act�(q2) ) succ produit� (q1; q2) = f(�; (q0
1; q

0
2)) j (q1

�
�!T1 q0

1 ^ q2
�
�!T2 q0

2)g

Act�(q1) 6= Act�(q2) ) succ produit� (q1; q2) = f(�; fail)g

Si R� est une simulation,

Act�(q1) � Act�(q2) ) succ produit� (q1; q2) = f(�; (q0
1; q

0
2)) j (q1

�
�!T1 q0

1 ^ q2
�
�!T2 q0

2)g

Act�(q1) 6� Act�(q2) ) succ produit� (q1; q2) = f(�; fail)g:
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N�eanmoins, l'e�cacit�e de la proc�edure de d�ecision ainsi obtenue pour R� d�epend largement en
pratique de la complexit�e de l'algorithme utilis�e pour impl�ementer la fonction succ produit�. En
particulier, pour que la v�eri�cation puisse r�eellement être mise en �uvre \�a la vol�ee", le calcul des
successeurs d'un �etat donn�e du produit synchrone ne devra pas �a lui seul n�ecessiter plusieurs parcours
des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees.

On propose dans les sections suivantes un certain nombre d'algorithmes pour impl�ementer les fonc-
tions \successeurs" dans le cas des relations pr�esent�ees au chapitre 2. Plus pr�ecis�ement, pour chaque
relation R, on proc�edera de la mani�ere suivante :

� On associe en premier lieu �a R un produit synchrone, not�e 
R (ou �R dans le cas d'une
simulation), dont la relation de transition puisse être calcul�ee e�cacement \�a la vol�ee". Cette
�etape pourra donc n�ecessiter de modi�er la d�e�nition originale de R, et d'imposer �eventuellement
des contraintes sur la structure des syst�emes de transitions �etiquet�ees que l'on consid�ere.

� On d�ecrit alors l'algorithme de la fonction succ produitR, qui calcule l'ensemble des successeurs
d'un �etat donn�e de S1 
R S2.

� On termine en pr�ecisant les coûts en temps et en m�emoire de la proc�edure de d�ecision ainsi
obtenue pour la relation R.

On suppose dans la suite que les syst�emes de transitions S1 et S2 �a comparer sont repr�esent�es de
mani�ere \dynamique" �a l'aide des fonctions act et succ, qui, pour tout �etat p de Si (avec i = (1; 2)),
calculent respectivement les ensembles de ses actions et transitions \successeurs" :

act (p) = Act(p);

succ (p) = Ti[p];

On suppose �egalement que les fonctions act et succ, qui sont ind�ependantes des algorithmes de
v�eri�cation, peuvent être calcul�ees avec des coûts en temps et en m�emoire constants.

En�n, on utilisera dans ce chapitre les notations suivantes :

� n1 (resp. n2) repr�esente le nombre d'�etats de S1 (resp. de S2) avec n1 � n2,

� m1 (resp. m2) repr�esente le nombre de transitions de S1 (resp. de S2), avec m1 � m2,

� n1a (resp. n2a) repr�esente le nombre d'�etats de S1 (resp. de S2) qui ont un pr�ed�ecesseur par
une action visible (i.e., di��erente de � ),

� m1a (resp. m2a) repr�esente le nombre de transitions de Si �etiquet�ees par une action visible.

On a donc, pour i = (1; 2) :

mia = �
j
a2A Tia j

nia = jfq 2 Qi j 9a 2 A : T�1ia
[q] 6= ;gj

Remarque 6-1
mia et nia correspondent aux nombres d'�etats et de transitions de la forme pr�e-normale de Si pour
la ��a-bisimulation (cf. chapitre 3, section 3.3.3).
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6.2 Bisimulation forte

Cette relation est d�e�nie comme l'�equivalence de bisimulation obtenue en consid�erant comme observ-
able chacune des actions des deux syst�emes S1 et S2, ce qui correspond �a l'ensemble de langages �f ,
avec :

�f = ffag j a 2 A [ f�gg:

Par cons�equent, les r�egles qui d�e�nissent les ensembles d'�etats et de transitions du produit synchrone
S = S1 
� S2 se d�eduisent imm�ediatement de la d�e�nition g�en�erale de l'op�erateur 
� (d�e�nition 5.2-
1) en l'instanciant avec �f :

(q1; q2) 2 Q; Act(q1) = Act(q2); a 2 A [ f�g; q1
a
�!T1 q

0
1; q2

a
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

(q1; q2) 2 Q; Act(q1) 6= Act(q2)

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R2]

L'algorithme 6-1 d�ecrit alors le calcul de la fonction succ produit� associ�ee au syst�eme S1 
� S2 :

Algorithme 6-1

fonction succ produit� (p; q)
Soit l � A �Q.
d�ebut

l := ; ;
si act (p) 6= act (q) alors (1)

l := f�; failg
sinon

pour tout (a; p0) de succ (p) faire
pour tout (a; q0) de succ (q) faire

l := l [ (a; (p0; q0))
fpour

fpour
fsi
retourner (l)

�n.

Il reste �a pr�eciser les complexit�es en temps et en m�emoire (respectivement not�ees Ct et Cm) de la
proc�edure de d�ecision ainsi obtenue dans le cas de la bisimulation forte :

� Les nombres d'�etats et de transitions de S1 
� S2 sont respectivement de n1:n2 et m1:m2.

� De plus, pour tout �etat (p; q), le coût en temps de la fonction succ produit� (p; q) est major�e
par O(jT1[p]j:jT2[q]j).

Par cons�equent, on a alors :

� Dans le cas d�eterministe, Ct = O(m1:m2) et Cm = O(n1:n2).

� Dans le cas g�en�eral, Ct = O((n1:n2):(m1:m2)) et Cm = O(n1:n2).
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6.3 �
�
a-bisimulation et pr�eordre de sûret�e

Ces deux relations sont d�e�nies respectivement comme les bisimulation et simulation obtenues �a partir
du même ensemble de langages d'actions observables ���a, avec :

���a = f��a j a 2 Ag:

6.3.1 �
�

a-bisimulation

De même que dans le cas de la bisimulation forte, les r�egles qui d�e�nissent les ensembles d'�etats et de
transitions du produit synchrone S1 
��a S2 se d�eduisent directement de la d�e�nition de l'op�erateur

� en l'instanciant avec le langage ���a :

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) = Act���a(q2); a 2 A; q1
��a
�!T1 q01; q2

��a
�!T2 q02

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) 6= Act���a(q2)

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R2]

Par suite, une solution imm�ediate pour calculer la fonction succ produit��a (q1; q2) consiste �a employer
une m�ethode similaire �a celle utilis�ee dans le cas de la bisimulation forte :

1. On d�etermine tout d'abord les fonction succ��a, et act��a, qui, pour tout �etat p de S1 ou S2,
�etendent respectivement les fonctions succ (p) et act (p) �a l'ensemble de langages ���a.

2. On calcule alors, pour tout �etat (q1; q2) de Q, la fonction succ produit��a (q1; q2) en utilisant
un algorithme analogue �a l'algorithme 6-1, mais dans lequel les fonctions succ et act sont
respectivement remplac�ees par succ��a et act��a.

Il reste �a expliciter le calcul des fonctions succ��a et act��a �a partir des fonctions succ et act.
L'algorithme que nous proposons repose sur les deux phases suivantes :

1. On calcule tout d'abord l'ensemble succ�� (p) des �etats accessibles �a partir de p par une s�equence
quelconque de transitions �etiquet�ees par � :

succ�� (p) = fp0 j p
��
�! p0g

2. Les r�esultats des fonctions succ��a (p) et act��a (p) peuvent alors être obtenues au moyen d'un
simple parcours de l'ensemble succ�� (p) :

succ��a (p) = f(a; p") 2 succ (p0) j p0 2 succ�� (p) ^ a 6= �g

act��a (p) = fact (p0) j p0 2 succ�� (p)g

On donne alors l'algorithme de la fonction tau explore (p), qui calcule l'ensemble succ�� (p) pour tout
�etat p de S1 (resp. de S2) en e�ectuant r�ecursivement un parcours en profondeur des successeurs de
p accessibles par la relation de transition T1� (resp.T2� ). De plus, a�n de ne visiter qu'une seule fois
chaque successeur de p, cette fonction maintient �egalement l'ensemble Tau Set des �etats d�ej�a visit�es,
et qui sera donc r�e-initialis�e �a chaque nouvel appel de la fonction succ��a.
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Algorithme 6-2

fonction tau explore (p)
Soit l une liste d'�etats.
d�ebut

l := ; ;
si p 62 Tau Set alors

Tau Set := Tau Set [ fpg ;
pour tout (�; q) de succ (p) faire

l := l [ tau explore (q) (* appel r�ecursif *)
fpour
l := l [ fpg ;

fsi
retourner (l)

�n.

On termine en pr�ecisant les complexit�es obtenues pour les algorithmes de v�eri�cation \�a la vol�ee"
dans le cas de la ��a-bisimulation :

� Dans le cas le plus d�efavorable, pour tout �etat p de Si, le calcul de la fonction succ��a (p)
n�ecessite de parcourir l'ensemble des transitions de Si. Par cons�equent, les coûts en temps et
en m�emoire du calcul de la fonction succ��a sont respectivement de O(mi) et O(ni � nia).

� Par ailleurs, les nombres d'�etats et de transitions du produit synchrone S1 
��a S2 sont major�ees
par m1a :m2a et n1a :n2a.

On en d�eduit alors :

� Dans le cas d�eterministe, Ct = O((m1:m1a:m2:m2a)) et Cm = O(n1:n2).

� Dans le cas g�en�eral, Ct = O((n1a:n2a):(m1:m1a:m2:m2a)) et Cm = O(n1:n2).

Remarque 6-2

� Les coûts en temps plus �elev�es que dans le cas de la bisimulation forte sont dus au fait que
de nombreux �etats de S1 et S2 sont g�en�er�es plusieurs fois lors du parcours, puisque seuls les
�etats qui appartiennent �a S1 
��a S2 pourront être m�emoris�es dans l'ensemble V isited (et donc
visit�es une fois et une seule).

� En contrepartie, la taille m�emoire n�ecessaire �a la phase de v�eri�cation proprement dite est bien
plus faible que dans le cas de la bisimulation forte, puisque les structures de donn�ees utilis�ees
sont major�ees par le nombre d'�etats du produit S1 
��a S2 (soit n1a dans le cas d�eterministe
et n2a dans le cas g�en�eral). L'essentiel du coût en m�emoire de l'algorithme provient donc du
calcul de la fonction succ��a.

6.3.2 Pr�eordre de sûret�e

Une premi�ere solution pour adapter l'algorithme de comparaison \�a la vol�ee" au pr�eordre de sûret�e
consiste �a employer une approche similaire �a celle d�ecrite dans la section pr�ec�edente pour la ��a-
bisimulation.
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Plus pr�ecis�ement, en notant S le produit synchrone S1 �� S2 obtenu pour l'ensemble de langages ���a,
l'algorithme de calcul de la fonction \successeur" succ produit��a associ�ee �a S se d�eduit directement
de l'algorithme 6-1 en e�ectuant les deux modi�cations suivantes :

� Par d�e�nition de l'op�erateur ��, l'instruction conditionnelle (1) est remplac�ee par :

si act (p) 6� act (q) alors

� Les fonctions succ et act sont respectivement remplac�ees par les fonctions succ��a et act��a,
identiques �a celles d�e�nies pour la ��a-bisimulation.

Par suite, dans le cas le plus d�efavorable, les coûts en temps et en m�emoire de cette proc�edure de
d�ecision pour le pr�eordre de sûret�e sont identiques �a ceux obtenus pour la ��a-bisimulation, et, en
particulier, un certain nombre d'�etats de S1 ou S2 qui n'apparaissent pas dans le produit synchrone
pourront être g�en�er�es plusieurs fois lors des appels successifs �a la fonction succ��a (cf. remarque 6-2).

Toutefois, il existe une seconde approche dans le cas particulier o�u l'un des deux syst�emes de tran-
sitions est � -free (i.e., d�epourvue de � -transitions). En e�et, dans ce cas de �gure, le pr�eordre de
sûret�e vs co��ncide avec la relation d'implantation sûre �, d�e�nie dans [Rod88] :

D�e�nition 6.3-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, avec Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i = 1; 2). On note
� la plus grande relation incluse dans Q1 � Q2 satisfaisant :

p � q si et seulement si

(i) 8a 2 A : 8p0 : p
a
�!T1 p

0 ) 9q0 : q
a
�!T2 q0 ^ p0 � q0

(ii) 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) p0 � q

La relation d'implantation sûre � peut donc être vue comme le pr�eordre de simulation obtenu pour
l'ensemble de langages �s d�e�ni par :

�s = ffag j a 2 Ag [ f�; "g;

o�u " d�enote le langage vide.

La proposition suivante est issue de [Rod88] :

Proposition 6.3-1
Pour tous syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 tels que S2 soit � -free, on a :

S1 � S2 , S1 vs S2

Il reste alors �a d�ecrire comment les algorithmes de comparaison \�a la vol�ee" peuvent être mis en
�uvre dans le cas de la relation d'implantation sûre. On note S = S1 �� S2 le produit synchrone
obtenu en instanciant l'op�erateur �� avec l'ensemble de langages �s. En supposant en outre que S2
est � -free, les ensembles d'�etats et de transitions de S sont d�e�nis par les r�egles suivantes :

(q1; q2) 2 Q; Act(q1) � Act(q2) [ f�g; a 2 A; q1
a
�!T1 q

0
1; q2

a
�!T2 q02

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

(q1; q2) 2 Q; Act(q1) � Act(q2) [ f�g; q1
�
�!T1 q01

f(q01; q2)g 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T (q01; q2)g 2 T

[R2]



6.3. ��a-bisimulation et pr�eordre de sûret�e 149

(q1; q2) 2 Q; Act(q1) 6� Act(q2) [ f�g

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R3]

A partir de cette d�e�nition, on d�eduit imm�ediatement l'algorithme de calcul de la fonction \suc-
cesseur" succ produit� associ�ee �a S :

Algorithme 6-3

fonction succ produit�;(p; q)
Soit l � A �Q.
d�ebut

l := ; ;
si act (p) 6� (act (q) [ f�g) alors

l := f�; failg
sinon

pour tout (a; p0) de succ (p) faire
pour tout (a; q0) de succ (q) faire

l := l [ (a; (p0; q0))
fpour

fpour
pour tout (�; p0) de succ (p) faire

l := l [ (�; (p0; q))
fpour

fsi
retourner (l)

�n.

Il est alors facile de voir que, dans le cas le plus d�efavorable :

� D'une part, les nombres d'�etats et de transitions du produit synchrone S1 �� S2 sont identiques
�a ceux du produit S1 
� S2 obtenu dans le cas de la bisimulation forte.

� D'autre part le coût en temps de la fonction succ produit� (p; q) est de O(jT1[p]j) si S2 est
d�eterministe et O(jT1[p]j:jT2[q]j) dans le cas contraire.

Par suite, toujours dans le cas le plus d�efavorable, les complexit�es en temps et en m�emoire de cette
proc�edure de d�ecision sont identiques �a celles obtenues pour la bisimulation forte.

Remarque 6-3
Par rapport �a la relation initialevs, l'int�erêt de consid�erer la relation� est dû au fait que sa d�e�nition
prend en compte davantage de couples de Q1 �Q2. Par cons�equent, le nombre d'�etats du produit
synchrone qui pourront être m�emoris�es sera plus �elev�e, et le nombre d'�etats g�en�er�es plusieurs fois sera
donc plus faible.

Cette solution n'est pas envisageable dans le cas de ��a-bisimulation, et en particulier l'�equivalence
de bisimulation obtenue �a partir de l'ensemble de langages �s ne co��ncident pas avec cette derni�ere
même lorsque l'un des deux syst�emes est � -free.
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6.4 Delay bisimulation

La delay bisimulation est l'�equivalence de bisimulation obtenue �a partir de l'ensemble de langages �d,
avec

�d = f��g [ ���a

Par cons�equent, le produit synchrone S = S1 
d S2 se d�eduit l�a encore directement de la d�e�nition
de l'op�erateur 
�, et ses ensembles d'�etats et de transitions sont d�e�nis par les r�egles suivantes :

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) = Act���a(q2); a 2 A; q1
��a
�!T1 q

0
1; q2

��a
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) = Act���a(q2); q1
�
�!T1 q

0
1; q2

��
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

�
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R2]

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) = Act���a(q2) q1
��
�!T1 q01; q2

�
�!T2 q02

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

�
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R3]

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) 6= Act���a(q2)

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R4]

Pour tout �etat (q1; q2) de S, l'algorithme de la fonction succ produitd (q1; q2) est obtenu �a partir de
celui de la bisimulation forte (algorithme 6-1) en rempla�cant les fonctions succ et act par les fonctions
succd et actd d�e�nies par :

actd (p) = act��a (p)

succd (p) = succ��a (p) [ succ�� (p)

Par cons�equent, les coûts en temps et en m�emoire de la proc�edure de d�ecision obtenue pour cette
relation sont similaires �a ceux de la ��a-bisimulation.

6.5 Bisimulation de branchement

La bisimulation de branchement, not�ee �b, a �et�e d�e�nie comme le plus grand point-�xe de l'op�erateur
Bbr (cf. d�e�nition 2.4-2, chapitre 2). Par suite, il ne s'agit pas �a proprement parler d'une �equivalence
de bisimulation dans le sens o�u il n'existe pas d'ensemble de langages � tel que les relations �� et
�b co��ncident. Par cons�equent, les algorithmes de comparaison \�a la vol�ee" tels qu'ils ont �et�e d�ecrits
dans le pr�ec�edent chapitre ne peuvent pas s'appliquer directement �a cette relation.

Toutefois, dans le cas o�u l'un des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees est � -free, nous avons vu
que la bisimulation de branchement co��ncide avec un certain nombre d'�equivalences de bisimulation,
comme l'�equivalence observationnelle ou la delay bisimulation (cf. proposition 2.6-9, chapitre 2). Il
devient alors possible dans ce cas particulier de mettre en �uvre une proc�edure de d�ecision \�a la
vol�ee" commune �a ces trois relations.

On donne tout d'abord une caract�erisation plus simple de la bisimulation de branchement, obtenue
�a partir de sa d�e�nition g�en�erale en supposant que le syst�eme de transitions �etiquet�ees S2 est � -free :

Proposition 6.5-1
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees tels que S2 soit � -free. Pour tout (p; q) de
Q1 � Q2, p �b q si et seulement si les trois implications suivantes sont v�eri��ees :
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(i) 8a 2 A : 8p0 : p
a
�!T1 p

0 ) 9q0 : q
a
�!T2 q0 ^ p0 �b q

0

(ii) 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) p0 �b q

(iii) 8a 2 A : 8q0 : q
a
�!T2 q

0 ) 9p0 : p
��a
�!T1 p0 ^ p0 �b q

0

D'apr�es la proposition 6.5-1, lorsque l'un des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees est � -free, la
bisimulation de branchement peut être vue comme l'�equivalence de bisimulation d�e�nie sur l'ensemble
de langages �b suivant :

�b = ff��ag j a 2 Ag [ f�; "g:

Par suite, une premi�ere d�e�nition pour le produit synchrone S = S1 
b S2 consisterait �a instancier
l'op�erateur 
� avec l'ensemble de langages �b. Toutefois, il est �egalement possible au prix d'une
caract�erisation plus �ne de la bisimulation de branchement de diminuer le nombre de transitions de
ce produit synchrone, et par suite le coût de la proc�edure d�ecision qui lui sera associ�ee.

On d�e�nit tout d'abord pour tout syst�eme S = (Q;A; T; q0) la relation de connexit�e forte vis-�a-vis de
la relation de transition de S �etiquet�ee par � :

=sc= f(p; q) 2 Q� Q j p
�
�!T q ^ q

�
�!T pg

Il est alors facile de voir que =sc est une relation d'�equivalence, et qu'elle est plus forte que la
bisimulation de branchement :

Proposition 6.5-2

=sc � �b

On d�e�nit alors dans le lemme suivant le pr�edicat � root qui caract�erise l'ensemble des �etats de S qui
n'ont pas de � -successeurs ou qui appartiennent �a une composante fortement connexe non triviale
pour la relation T� (i.e., une classe d'�equivalence de =sc non r�eduite �a un singleton) :

Lemme 6.5-1
Pour tout syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0), on note � root le pr�edicat binaire d�e�ni
sur Q par :

� root (p) � ((T� [p] = ;) _ (9p0 : p 6= p0 ^ p =sc p
0))

On a alors :

8p 2 Q; 9p0 : p
��
�!T p0 ^ � root (p0)

Preuve : Clairement, pour tout �etat p0 de Q on a :

� Soit T� [p0] = ;, et par cons�equent � root (p0) est v�eri��e.

� Si T� [p0] 6= ;, on note � le plus long chemin �el�ementaire de S satisfaisant :

� = (p0
�
�!T p1 � � �

�
�!T pn):

Par suite, Q �etant �ni, soit T� [pn] = ;, soit il existe un pi tel que pn
�
�!T pi, avec 0 � i � n, et

par cons�equent pn appartient �a une composante fortement connexe non triviale pour la relation
T� . Par cons�equent dans les deux cas � root (pn) est v�eri��e.

2.
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On montre alors que, lorsque la condition (iii) de la proposition 6.5-1 est v�eri��ee pour l'ensemble des
�etats de Q1 qui satisfont � root, elle est �egalement v�eri��ee pour n'importe quel �etat de Q1 :

Proposition 6.5-3
Soient S1 et S2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees tels que S2 soit � -free. Pour tout (p; q) de
Q1 � Q2, p �b q si et seulement si les trois implications suivantes sont v�eri��ees :

(i) 8a 2 A : 8p0 : p
a
�!T1 p

0 ) 9q0 : q
a
�!T2 q0 ^ p0 �b q

0

(ii) 8p0 : p
�
�!T1 p

0 ) p0 �b q

(iii)0 8(p; q) 2 Q : (� root (p) ) (8a 2 A : 8q0 : (q
a
�!T2 q0 ) 9p0 : p

��a
�!T1 p

0 ^ p0 �b q
0)))

Preuve : En reprenant les notations introduites dans la proposition 6.5-1, il su�t de montrer :

(iii) , (iii)0:

Le sens `)' �etant imm�ediat, on justi�e donc uniquement le sens `(' :

Soit (p; q) 2 Q. D'apr�es le lemme 6.5-1,

9p1 : p
��
�!T1 p1 ^ � root (p1)

Par cons�equent,

(iii)0 ) (8a 2 A : 8q0 : (q
a
�!T2 q0 ) 9p0 : p1

��a
�!T1 p

0 ^ p0 �b q
0))

d'o�u

8a 2 A : 8q0 : (q
a
�!T2 q

0 ) 9p0 : p
��a
�!T1 p

0 ^ p0 �b q
0)

et par suite l'implication (iii) est v�eri��ee. 2.

Remarque 6-4
Compte-tenu de la proposition 6.5-2, pour tout couple (p; q) de Q1 � Q2, pour v�eri�er que p et q
sont �equivalents vis-�a-vis de la relation �b, il su�t en pratique de v�eri�er qu'il existe un �etat p0 tel
que p0 =sc q et p0 �b q :

8(p; q) 2 Q1 � Q2 : p �b q , 9p0 : p0 =sc q ^ p0 �b q

De la proposition 6.5-3, on d�eduit alors les r�egles qui d�e�nissent les ensembles d'�etats et de transitions
du produit synchrone S = S1 
b S2 :

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) = Act(q2); q1
�
�!T1 q0

1

f(q0
1; q2)g 2 Q; f(q1; q2)

�
�!T (q0

1; q2)g 2 T
[R1]

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) = Act(q2); :� root (q1); a 2 A; q1
a
�!T1 q

0
1; q2

a
�!T2 q

0
2

f(q0
1; q

0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q0

1; q
0
2)g 2 T

[R2]

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) = Act(q2); � root (q1); a 2 A; q1
��a
�!T1 q

0
1; q2

a
�!T2 q

0
2

f(q0
1; q

0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q0

1; q
0
2)g 2 T

[R3]

(q1; q2) 2 Q; Act���a(q1) 6= Act(q2)

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R4]
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A partir de cette d�e�nition, l'impl�ementation de la fonction \successeur" succ produitb associ�ee �a S
est imm�ediate si l'on dispose des fonctions succ��a et act��a d�ecrites dans la section 6.3.1. N�eanmoins,
l'inconv�enient majeur de cette solution est que l'algorithme ainsi obtenu pour succ produitb h�erite
du coût en temps �elev�e n�ecessaire au calcul de ces deux fonctions. On propose donc dans la suite une
seconde approche, qui ne n�ecessite pas de calculer explicitement la fonction succ��a, et qui repose sur
les arguments suivants :

� Lorsque q1 n'a pas de � -successeur, la r�egle R1 est sans objet et les ensembles succ��a (q1) et
Act��a (q1) sont directement obtenus �a l'aide des fonctions succ et act. Par suite, les r�egles R2
et R3 peuvent être impl�ement�ees de mani�ere similaire au cas de la bisimulation forte.

� Lorsque q1 poss�ede des � -successeurs, on proc�ede de la mani�ere suivante :

1. On applique tout d'abord la r�egle R01, obtenue �a partir de R1 en rempla�cant dans son
pr�emisse la condition

Act���a(q1) = Act(q2)

par la condition plus faible

(Act(q1)� f�g) � Act(q2):

La r�egle R01 peut alors être impl�ement�ee directement �a l'aide des fonctions succ et act.

De plus, on pro�te �egalement des applications successives de R01 au ��-successeurs de
(q1; q2) pour synth�etiser d'une part le r�esultat du pr�edicat � root (q1), et, d'autre part, les
ensembles S��a (q1; q2) et A��a (q1; q2) d�e�nis par :

S��a (q1; q2) = f(a; q01) j 9q
0
2 : (q1; q2)

�a
�!T (q01; q

0
2)g

A��a (q1; q2) = fa 2 A j 9q02 : (q1; q2)
�a
�!T (q01; q

0
2)g

2. On termine alors en appliquant les r�egles R2, R3 et R4 �a l'aide des ensembles S��a et A��a

obtenus au pas 1.

Plus formellement, le produit S = S1 
b S2 est d�e�ni par les r�egles suivantes, ou R01 est toujours
appliqu�ee en priorit�e :

(q1; q2) 2 Q; (Act(q1)� f�g) � Act(q2) q1
�
�!T1 q

0
1

f(q01; q2)g 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T (q01; q2)g 2 T

[R01]

(q1; q2) 2 Q; A��a (q1) = Act(q2); a 2 A; :� root (q1); q1
a
�!T1 q

0
1; q2

a
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R02]

(q1; q2) 2 Q; A��a (q1) = Act(q2); � root (q1); (a; q
0
1) 2 S��a (q1); q2

a
�!T2 q02

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R03]

(q1; q2) 2 Q; A��a (q1) 6= Act(q2)

ffailg 2 Q; f(q1; q2)
�
�!T failg 2 T

[R04]

Remarque 6-5
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� La r�egle R03 n'ajoute pas de nouveaux �etats au produit synchrone S mais uniquement des
transitions, puisque l'ensemble des �etats de S��a ont d�ej�a �et�e g�en�er�es lors des applications
pr�ealables des r�egles R01 et R02.

� De plus, compte-tenu de la remarque 6-4, on appliquera R03 �a un couple (q1; q2) donn�e unique-
ment lorsqu'il n'existe pas de q01 tel que d'une part q1 =sc q

0
1 et que d'autre part le couple (q

0
1; q2)

appartienne �a la pile StState (puisqu'il su�ra alors de v�eri�er si q01 et q2 sont �equivalents).

On termine alors en donnant quelques pr�ecisions sur les complexit�es en temps et en m�emoire de la
proc�edure de d�ecision ainsi obtenue pour la bisimulation de branchement :

� Le nombre d'�etats du produit S1 
b S2 est identique �a celui du produit S1 
� S2 obtenu dans
le cas de la bisimulation forte, soit n1:n2.

Le nombre de ses transitions d�epend du nombre d'applications de la r�egle R03, qui est de
l'ordre du nombre de composantes fortement connexes non triviales de S1 pour la relation de
transition �etiquet�ees. Toutefois, il est toujours compris entre m1:m2 et (m1 + n1:n1a):m2 dans
le cas g�en�eral.

� La complexit�e la fonction succ produitb (q1; q2) d�epend �egalement du fait que la r�egle R03 soit
ou non appliqu�ee. Dans le cas le plus d�efavorable, tous les �a-successeurs de q1 seront visit�es,
ce qui implique un coût en temps de O(n1a).

6.6 Mise en �uvre du parcours en profondeur

Nous d�ecrivons dans cette section les solutions qui ont �et�e retenues pour mettre en �uvre les dif-
f�erents parcours en profondeur du produit synchrone utilis�es par les algorithmes de v�eri�cation \�a
la vol�ee". On pr�ecise donc les choix que nous avons e�ectu�es pour impl�ementer les structures de
donn�ees n�ecessaires �a ces algorithmes, mais on discute �egalement des am�eliorations envisageables qui
permettraient de r�eduire leur coût en m�emoire.

6.6.1 Impl�ementation des structures de donn�ees

On rappelle tout d'abord la liste des structures de donn�ees mises en �uvre dans les algorithmes de
v�eri�cation \�a la vol�ee" :

� Les piles StState et StTrans, qui contiennent respectivement l'ensemble des �etats de la s�equence
courante et l'ensemble de leurs successeurs non encore explor�es.

� L'ensemble V isited, qui repr�esente l'ensemble des �etats visit�es mais n'appartenant pas �a la
s�equence courante.

En outre, il convient �egalement d'ajouter dans le cas \non d�eterministe" des structures de donn�ees
plus sp�eci�ques �a la v�eri�cation, et qui sont respectivement :

� Les ensembles Equiv List, associ�es aux �etats de la s�equence courante.

� Les ensembles Roots et Non Equiv States, qui sont des sous-ensembles de l'ensemble des �etats
d�ej�a visit�es.

Le choix d'une repr�esentation ad�equate pour ces di��erentes structures est alors conditionn�e par les
arguments suivants :
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� La plupart des op�erations e�ectu�ees sur StState, V isited, Roots et Non Equiv States sont
identiques : il s'agit essentiellement de recherches et d'insertions.

� Les �etats de StState peuvent �egalement être d�epil�es, mais tout �etat d�epil�e appartient (ou est
imm�ediatement ins�er�e) dans V isited.

� Les ensembles Roots et Non Equiv States sont inclus dans StState [ V isited.

Par cons�equent, nous avons opt�e pour une repr�esentation de l'ensemble de tous les �etats (q1; q2) du
produit synchrone au sein d'une structure de donn�ee unique, not�ee States. Outre la valeur de (q1; q2),
on associe alors �a chaque �el�ement de States les informations suivantes :

� Le, ou les, ensembles auxquels (q1; q2) appartient parmi StState, V isited, Roots et
Non Equiv States. Cette information not�ee, status (q1; q2), peut donc être cod�ee sur un octet.

� Pour les �el�ements de la s�equence courante (i.e., tels que status (q1; q2) = StState), la liste de
ses successeurs non encore visit�es, not�ee trans (q1; q2), avec :

trans (q1; q2) � T [(q1; q2)]:

On impl�emente ainsi la pile StTrans.

� En�n, toujours pour les �el�ements de la s�equence courante et dans le cas \non d�eterministe"
uniquement, la liste Equiv List (q1; q2), avec :

Equiv List (q1; q2) � T1[q1][ T2[q2]:

Cet ensemble peut être repr�esent�e de mani�ere compacte sous la forme d'un tableau de bits en
codant chaque successeur de q1 (resp. de q2) par sa position dans la liste T1[q1] (resp. T2[q2]). La
taille de Equiv List (q1; q2) dans le cas le plus d�efavorable est donc de (jT1[q1]j+ T2[q2]j) bits.
Notons �egalement que la m�emoire utilis�ee par ce tableau de bits peut être lib�er�ee d�es lors que
l'�etat (q1; q2) est d�epil�e.

Il reste alors �a d�ecrire comment la structure States est impl�ement�ee. Du fait que les deux syst�emes
de transitions �etiquet�ees sont g�en�er�es pendant le parcours en profondeur, il n'est pas possible de
d�eterminer �a l'avance un majorant pour le nombre d'�etats de leur produit synchrone. Par cons�equent
la structure States devra être g�er�ee de mani�ere dynamique. Nous avons donc retenu la repr�esentation
suivante :

� Les �el�ements de States sont allou�es au fur et �a mesure de leur g�en�eration dans une table des
�etats.

� L'acc�es �a la table des �etats se fait par la m�ethode dite du \hachage ouvert" (open hashing,
[Knu73]) : �a tout �etat (q1; q2) du produit synchrone, est associ�ee une entr�ee dans une table de
hachage de taille H (avec H de pr�ef�erence premier), calcul�ee au moyen d'une fonction h (q1; q2)
qui retourne un entier compris entre 0 et (H � 1).

� Chaque entr�ee de la table de hachage pointe sur un ensemble de collisions, g�er�e sous forme de
liste, qui contient tous les �el�ements de States repr�esentant des �etats du produit synchrone ayant
même image par h.

� En�n, la structure de pile de StState est conserv�ee en châ�nant entre-eux par ordre inverse de
leur insertion l'ensemble des �el�ements de States associ�es aux �etats de la s�equence courante. Le
sommet de la pile est alors repr�esent�e par un pointeur sur le dernier �el�ement ins�er�e.

Exemple 6-1
Sur la �gure suivante, les �el�ements de States sont num�erot�es de 1 �a 8 par ordre d'insertion (1 est le
premier �etat qui a �et�e ins�er�e, 8 le dernier). Le châ�nage des �el�ements de la pile StState est repr�esent�e
par les 
�eches en pointill�es :
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� (1; 4; 5; 6; 7; 8) sont les �el�ements de la s�equence courante,

� 2 et 3 sont des �el�ements de V isited.

3

1h (q1; q2)

H � 1

0

table des �etats

(q1; q2)

sommet de pile

table de hachage

8 7

6

5

4

2

h

Le coût en m�emoire de la structure States est lin�eaire par rapport au nombre d'�etats du produit
synchrone.

Les coûts en temps des op�erations ins�erer, d�epiler et rechercher sur cette structure sont les suivants :

� En choisissant d'ins�erer syst�ematiquement en tête d'une liste de collisions, le coût en temps
d'une insertion d�epend uniquement du calcul de h (q1; q2), qui est g�en�eralement fonction de la
taille du codage choisi pour q1 et q2.

� L'op�eration d�epiler s'e�ectue en temps constant, puisque l'�el�ement de States correspondant �a
l'�etat que l'on d�epile est acc�ed�e de mani�ere directe via le pointeur de sommet de pile. Il su�t
alors de modi�er son status et de mettre �a jour le châ�nage de la pile.

� En�n, rechercher un �el�ement n�ecessite d'une part de calculer son entr�ee dans la table de hachage
et d'autre part de parcourir la liste de collisions. En supposant que la fonction h est �equitable,
le coût en temps de ce parcours s�equentiel est alors de O(N=H), o�u N est le nombre d'�el�ements
d�ej�a ins�er�es dans States.
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Remarque 6-6
Th�eoriquement, il est possible d'obtenir une r�eduction logarithmique du coût de la fonction rechercher
en repr�esentant les ensembles de collisions non plus par des listes mais par des arbres binaires. Cette
solution est d�ecrite dans [J�91] pour une structure de donn�ee similaire �a la notre.

6.6.2 Des algorithmes de parcours plus e�caces en m�emoire

Si les solutions d�ecrites dans la section pr�ec�edente permettent bien de respecter les contraintes que
nous nous �etions �x�ees du point de vue des complexit�es, les proc�edures de d�ecision obtenues restent
cependant r�eserv�ees uniquement �a des couples de syst�emes de transitions �etiquet�ees dont l'ensemble
des �etats du produit synchrone puisse être conserv�es en m�emoire. Plus pr�ecis�ement, si K est la taille
m�emoire n�ecessaire pour stocker un �etat du produit (ainsi que l'ensemble des informations qui lui
sont associ�ees), et si M est la quantit�e de m�emoire disponible sur la machine cible, seuls des syst�emes
de transitions �etiquet�ees dont la taille du produit synchrone n'exc�ede pas (M=K) �etats pourront être
compar�es.

Cette limitation, qui est commune �a toutes les m�ethodes de v�eri�cation bas�ees sur des algorithmes
de parcours de syst�emes de transitions �etiquet�ees, a fait l'objet d'un certain nombre de recherches
( [Hol85, Wes86, Hol89, JJ89]). A l'heure actuelle, deux solutions semblent �emerger et ont �et�e
appliqu�ees avec succ�es �a la v�eri�cation de propri�et�es de logiques temporelles. Nous pr�esentons bri�eve-
ment ces deux approches en discutant de leur applicabilit�e au probl�eme de la v�eri�cation �a la vol�ee
de relations d'�equivalence comportementales.

R�eduire la taille d'un �etat :

La premi�ere approche a �et�e propos�ee par G. Holzmann [Hol89]. Elle consiste �a minimiser au mieux la
m�emoire n�ecessaire pour stocker un �etat du syst�eme de transitions �etiquet�ees S que l'on parcourt (i.e.,
la valeur du param�etre K) en utilisant une m�ethode de hachage d�epourvue de gestion des collisions.

En e�et, si la taille de la table de hachage est su�samment �elev�ee (i.e., de l'ordre du nombre d'�etats
de S), il est possible de construire une fonction de hachage h telle que le nombre de collisions obtenues
soit arbitrairement petit. Par suite, en supposant que, pour tout �etat s de S, il n'existe pas d'�etats s0

tel que h (s) = h (s0), m�emoriser que l'�etat s a �et�e visit�e revient simplement �a mettre le bit h (s) �a 1,
ce qui peut être r�ealis�e en temps constant. En utilisant alors comme table de hachage l'ensemble de la
m�emoire disponible, l'algorithme de parcours obtenu peut être appliqu�e �a des syst�emes de transitions
�etiquet�ees comportant jusqu'�a M �etats.

Cette m�ethode, qui a �et�e utilis�ee pour la v�eri�cation de formules de logiques temporelles dont la
n�egation est sp�eci��ee par un automate de B�uchi ([CVWY90]), peut �egalement être adapt�ee sous
certaines conditions au algorithmes de comparaison \�a la vol�ee" pr�esent�es au pr�ec�edent chapitre :

� Dans le cas \d�eterministe", son applicabilit�e est imm�ediate puisque la comparaison repose sur
un simple parcours du produit synchrone des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees.

� Dans le cas g�en�eral, quelques modi�cations sont n�ecessaires du fait qu'un certain nombre
d'informations suppl�ementaires doivent être associ�ees au �etats que l'on m�emorise. N�eanmoins,
pour tout �etat (q1; q2) du produit synchrone :

{ L'information status (q1; q2), qui est acc�ed�ee de mani�ere al�eatoire, peut être cod�ee sur
2 bits.

{ L'ensemble Equiv List (q1; q2), qui est toujours acc�ed�e de mani�ere s�equentielle, peut être
m�emoris�ee en m�emoire secondaire.
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Par cons�equent, toujours dans l'hypoth�ese o�u la taille de la m�emoire principale disponible est
de M bits, cette m�ethode est th�eoriquement applicable �a des couples de syst�emes de transitions
�etiquet�ees dont le produit synchrone comporte (M=2) �etats.

N�eanmoins, du point de vue de la v�eri�cation, la validit�e de cette approche reste fortement d�ependante
de la fonction de hachage choisie. En e�et, même si le nombre de collisions s'av�ere faible, le risque
qu'il existe deux �etats ayant même image par h ne peut pas être �ecart�e, et il n'est donc jamais certain
que tous les �etats du produit synchrone aient �et�e visit�es.

Par cons�equent,

� dans le cas \d�eterministe", cette m�ethode peut être vue comme une m�ethode de v�eri�cation
partielle : si l'�etat fail a �et�e atteint pendant le parcours, alors les deux syst�emes ne sont pas
�equivalents ; dans le cas contraire, on ne peut pas conclure.

� dans le cas g�en�eral, en l'absence de garanties sur la fonction de hachage utilis�ee, cette m�ethode
ne permet pas de d�ecider (même partiellement) si deux �etats sont �equivalents puisqu'il est
indispensable que l'ensemble de leurs successeurs aient �et�e examin�es.

R�eduire le nombre des �etats m�emoris�es :

La seconde approche, �evoqu�ee par Holzmann dans [Hol87], puis reprise et approfondie par C. Jard
et T. J�eron [JJ89, JJ91], nous parait plus adapt�ee au probl�eme de la v�eri�cation \�a la vol�ee". Elle
consiste �a majorer le nombre d'�etats m�emoris�es lors du parcours en profondeur d'un syst�eme de
transitions �etiquet�ees en fonction de la quantit�e de m�emoire disponible.

En e�et, nous avons vu que dans le cas d'une exploration en profondeur, l'ensemble des �etats m�e-
moris�es se partageait en deux classes :

� Les �etats de la s�equence courante, qui correspondent �a la pile StState,

� Les �etats d�ej�a visit�es mais n'appartenant plus �a la s�equence courante, qui correspondent �a
l'ensemble V isited.

Le point important est que seuls les �el�ements de StState sont n�ecessaires pour assurer que le parcours
se termine, l'ensemble V isited servant uniquement de r�eduire son coût en temps en visitant au plus
une fois chaque �etat du syst�eme de transitions �etiquet�ees. Il n'est par cons�equent pas essentiel de
m�emoriser cet ensemble dans son int�egralit�e.

Les algorithmes propos�es dans [Hol87] et [JJ89] consistent alors �a g�erer au mieux la quantit�e de
m�emoire disponible en m�emorisant d'une part la pile StState, et, d'autre part, le plus grand sous-
ensemble possible de V isited. Plus pr�ecis�ement, lorsqu'un nouvel �etat doit être ajout�e �a StState, on
proc�ede de la mani�ere suivante :

� Si un nouvel �el�ement peut être allou�e dans la table des �etats, alors l'insertion s'e�ectue de
mani�ere usuelle.

� S'il n'est pas possible d'allouer un nouvel �el�ement faute de m�emoire su�sante, alors on remplace
un �el�ement de V isited choisi de mani�ere al�eatoire par l'�etat �a ins�erer.

Les exp�eriences e�ectu�ees par les auteurs de ces algorithmes montrent que le surcoût en temps dus
au �etats remplac�es de V isited (et donc susceptibles d'être revisit�es) reste raisonnable en pratique, y
compris lorsque l'on consid�ere des syst�emes de transitions �etiquet�ees dont le nombre d'�etats peut être
plusieurs fois sup�erieur au facteur (M=K).

Cette m�ethode, qui a �et�e appliqu�ee �a la v�eri�cation de formules de logiques temporelles sp�eci��ees au
moyen d'automates de B�uchi ([J�91]), peut �egalement être adapt�ee au algorithmes de comparaison \�a
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la vol�ee" :

� Dans le cas \d�eterministe", l�a encore son applicabilit�e est imm�ediate.

� Dans le cas g�en�eral, certaines pr�ecautions sont n�ecessaires du point de vue du remplace-
ment des �etats du fait que la terminaison des parcours successifs est bas�ee sur la crois-
sance strict de l'ensemble Non Equiv States. Par cons�equent, seuls des �etats de l'ensemble
(V isited � Non Equiv States) pourront être remplac�es.

En�n, notons �egalement que cette technique peut être mise en �uvre �a partir de structures de donn�ees
similaires �a celles que nous avons d�ecrites dans la section 6.6.1. Seule la table des �etats n�ecessiterait
alors une gestion particuli�ere a�n de permettre le remplacement (cf. [J�91]).

6.7 Applications au sein de l'outil Ald�ebaran

Les proc�edures de d�ecision d�ecrites dans ce chapitre ont �et�e impl�ement�ees au sein de l'outil
Ald�ebaran. Plus pr�ecis�ement, nous avons envisag�e deux types d'applications pour ces algorithmes :

� d'une part { comme les algorithmes \classiques" { ils peuvent être utilis�es pour comparer des
syst�emes de transitions �etiquet�ees d�ej�a construits.

� d'autre part { et c'est l�a leur originalit�e { ils permettent �egalement de v�eri�er un programme
\�a la vol�ee", sans g�en�erer au pr�ealable le syst�eme de transitions �etiquet�ees qui le repr�esente.

Nous rappelons d'abord bri�evement les fonctionnalit�es d'Ald�ebaran, puis nous pr�esentons plus en
d�etails ces deux applications.

6.7.1 Ald�ebaran

Ald�ebaran [Fer88, Fer89] est un outil de v�eri�cation qui permet de r�eduire et comparer des syst�emes
de transitions �etiquet�ees modulo un certain nombre de relations d'�equivalence : sont notamment
impl�ement�ees la bisimulation forte, l'�equivalence observationnelle, la ��a-bisimulation, l'�equivalence
de sûret�e et l'�equivalence par mod�ele d'acceptation.

Les syst�emes de transitions �etiquet�ees trait�es par Ald�ebaran doivent être repr�esent�es \en extension"
par l'interm�ediaire de �chiers ASCII qui contiennent la liste de leurs �etats et de leur transitions (selon
le format ald�ebaran [Fer88]). En pratique, ces syst�emes peuvent être g�en�er�es �a partir de programmes
Lotos par le compilateur C�sar.

Les algorithmes de minimisation et de comparaison mis en �uvre dans ce logiciel sont les algorithmes
\classiques" qui correspondent �a ces relations, et qui ont �et�e d�ecrits au chapitre 3. En particulier les
calculs de ra�nements de partitions sont e�ectu�es en utilisant l'algorithme de Paige & Tarjan.

En�n,Ald�ebaran fournit �egalement un diagnostic lorsque les deux syst�emes de transitions �etiquet�ees
que l'on compare ne sont pas identi��es par la relation d'�equivalence consid�er�ee. Ce diagnostic se
pr�esente alors sous la forme de couples de s�equences d'ex�ecutions de ces deux syst�emes, minimales
pour la relation d'ordre <\, selon le formalisme propos�e au chapitre 4.

6.7.2 De nouvelles proc�edures de d�ecision

Les algorithmes d�ecrits dans ce chapitre ont tout d'abord �et�e mis en �uvre dans le contexte classique
de la comparaison de syst�emes de transitions �etiquet�ees d�ej�a g�en�er�es. L'objectif de cette premi�ere



160 Chapitre 6. Mise en �uvre

application �etait essentiellement d'exp�erimenter ces algorithmes sur des syst�emes de grandes tailles
{ qui pouvaient être produits par le compilateur C�sar { et de confronter ces r�esultats avec ceux
obtenus dans des conditions similaires en utilisant les algorithmes \classiques".

Dans ce but, nous avons donc impl�ement�e les proc�edures de d�ecision correspondant respectivement �a
la bisimulation forte, la ��a-bisimulation, le pr�eordre et l'�equivalence de sûret�e, la delay bisimulation,
et, dans le cas o�u l'un des deux syst�emes est � -free, �a la bisimulation de branchement (ou, ce qui
revient au même dans ce cas de �gure, �a l'�equivalence observationnelle).

Les r�esultats obtenus �a partir d'un certain nombre d'exemples ont montr�e l'int�erêt de cette premi�ere
application, qui a notamment permis d'enrichir Ald�ebaran sur deux principaux points :

� En premier lieu, elle o�re une solution alternative aux proc�edures de d�ecision qui �etaient d�ej�a
impl�ement�ees dans ce logiciel. Il est en e�et apparu que, dans le cas d'un certain nombre de
relations comme la ��a-bisimulation, l'�equivalence de sûret�e et l'�equivalence observationnelle
(cf. section 6.8), ce type d'algorithmes se comportait mieux en pratique que les algorithmes
classiques du point de vue de l'e�cacit�e en temps et en m�emoire.

� D'autre part, elle permet �egalement de traiter de nouvelles relations comme la delay bisimulation
et surtout le pr�eordre de sûret�e, pour lequel les algorithmes classiques sont beaucoup plus
coûteux.

En�n, du point de vue de la mise en �uvre, on peut noter un certain nombre de points qui sont
sp�eci�ques �a cette application :

� Du fait que les relations de transition des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees sont repr�esen-
t�ees en m�emoire, l'impl�ementation des fonctions succ et act est imm�ediate.

� De plus, puisque le nombre des �etats des deux syst�emes est connu �a l'avance, il est possible
de coder chacun de ces �etats par un entier unique. Par suite la structure de donn�ee g�en�erale
pr�esent�ee dans la section 6.6 pour repr�esenter les �etats du produit synchrone peut être simpli��ee,
ainsi que la fonction de hachage.

6.7.3 V�eri�cation \�a la vol�ee"

Compte-tenu des r�esultats obtenus �a partir de cette premi�ere application, qui ont montr�e que ce type
d'approche �etait tout �a fait r�ealiste en pratique, nous avons pu envisag�e d'impl�ementer r�eellement ces
proc�edures de d�ecision dans le contexte d'une v�eri�cation \�a la vol�ee".

Description des programmes

Pour des raisons conjoncturelles, il n'�etait pas possible de modi�er le compilateurC�sar et d'e�ectuer
la v�eri�cation directement �a partir de sp�eci�cations Lotos. Nous avons donc adopt�e un formalisme
interm�ediaire pour d�ecrire les programmes, bas�e sur les processus communicants : intuitivement,
un programme P est constitu�e d'un ensemble �ni de processus s�equentiels �el�ementaires Pi qui sont
ex�ecut�es en parall�ele et qui se synchronisent par rendez-vous sur certaines de leurs actions. La mani�ere
dont ont lieu ces synchronisations est alors d�e�ni �a l'aide d'une expression de composition qui indique
quels sont les processus qui communiquent entre-eux, et par l'interm�ediaire de quelles actions.

Ce type de formalisme est tr�es fr�equemment utilis�e pour d�ecrire des programmes parall�eles, et en
g�en�eral, seul le langage qui permet de d�e�nir l'expression de composition di��ere. Dans ce travail,
nous avons retenu un langage restreint �a deux op�erateurs, un op�erateur de composition parall�ele et
un op�erateur d'abstraction, qui ont intuitivement les s�emantiques suivantes :
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op�erateur de composition :
si P1 et P2 sont deux processus et si C est un sous-ensemble des actions que peuvent e�ectuer
ces deux processus, alors \P1j[C]jP2" est le processus r�esultant de la mise en parall�ele de P1 et
P2 tel que :

{ Les actions de C sont e�ectu�ees de mani�ere synchrone par P1 et P2 : C repr�esente
l'ensemble de communication entre ces deux processus.

{ Les actions qui n'appartiennent pas �a C sont e�ectu�ees librement, de mani�ere asynchrone,
par chacun de ces deux processus.

Cet op�erateur correspond en fait �a l'op�erateur de composition parall�ele j[ ]j du langage Lotos.

op�erateur d'abstraction :
si P1 est un processus, et si L est un sous-ensemble des actions qu'il peut e�ectuer, alors
\hide L in P" est le processus obtenu �a partir de P en renommant l'ensemble de ses actions
qui appartiennent �a L en l'action interne � .

Il correspond donc �a l'op�erateur hide de Lotos.

En�n, nous supposons que chaque processus s�equentiel �el�ementaire Pi est repr�esent�e par un syst�eme
de transitions �etiquet�ees qui mod�elise son comportement.

Plus formellement, la syntaxe d'une expression de composition est donn�ee par la grammaire BNF
suivante, o�u les terminaux idf ste et liste action d�enotent respectivement un identi�cateur de syst�eme
de transitions �etiquet�ees et une liste d'actions (�eventuellement vide) :

expression ::= expression j[liste-actions]j terme j terme
terme ::= hide liste actions in terme j facteur

facteur ::= idf ste j (expression)

La s�emantique des op�erateurs d'abstraction et de composition parall�ele est alors d�e�nie par les r�egles
suivantes :

Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)i=1;2 deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, avec Q1 \Q2 = ;, et soient
L et C des parties de A.

� hide S1 in L est le syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q1; A; T; q01) avec T et A d�e�nis par :
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� S1j[C]jS2 est le ste S = (Q;A1 [A2; T; (q01; q02)) avec T et Q d�e�nis par :
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Traduction des programmes Lotos

Outre sa simplicit�e, la principale raison qui a motiv�e le choix de ce langage de description est qu'il
permet de repr�esenter facilement des programmes �ecrits en Lotos. L'int�erêt est alors de pouvoir
confronter les proc�edures de d�ecision \�a la vol�ee" �a de vrais exemples d�ecrits en Lotos puis traduits
dans ce langage.

Nous ne rappelons pas ici la d�e�nition du langage Lotos (qui peut être trouv�ee dans [BB88]), et
nous ne pr�esentons pas non plus de mani�ere formelle la traduction d'un programme Lotos vers un
programme d�ecrit par un ensemble de processus communicants, mais nous donnons une id�ee intuitive
de la transformation que nous avons utilis�ee en pratique, et qui est illustr�ee par l'exemple fournis en
annexe (cf. annexe B).

� La premi�ere �etape consiste �a transformer le programme Lotos original en un programme Lo-
tos \�equivalent" qui respecte la grammaire que nous avons donn�ee pour une expression de
composition, �a la seule di��erence que le terminal idf ste repr�esente non plus un identi�cateur
de syst�emes de transitions �etiquet�ees mais une d�e�nition de processus (ou process), au sens
Lotos du terme.

Th�eoriquement, tout programme Lotos peut être r�e�ecrit sous une forme qui respecte cette
grammaire, quitte �a ce que le programme entier soit lui-même contenu dans une d�e�nition de
processus. En pratique, il existe en g�en�eral di��erentes d�ecompositions possibles, selon le niveau
de granularit�e choisi pour d�e�nir les processus Lotos que l'on consid�ere.

� La seconde �etape consiste alors �a g�en�erer un syst�eme de transitions �etiquet�ees correspondant
�a chacun des processus d�e�nis dans l'�etape 1, ce qui a �et�e r�ealis�e en utilisant le compilateur
C�sar. On obtient ainsi une repr�esentation du programme Lotos initial sous forme de pro-
cessus communicants qui est conforme �a la grammaire que nous avons donn�ee.

Remarque 6-7

1. La transformation purement syntaxique d�ecrite dans la premi�ere �etape pourrait être automa-
tis�ee. Toutefois, il apparâ�t en pratique que le choix de la d�ecomposition en processus �el�emen-
taires a beaucoup d'in
uence sur la taille des syst�emes de transitions �etiquet�ees obtenus. En
g�en�eral, une bonne connaissance de la s�emantique du programme permet d'obtenir \�a la main"
une d�ecomposition e�cace. Une solution possible consisterait peut-être �a adopter une approche
interactive, dans laquelle l'utilisateur pourrait proc�eder par \essais-erreurs".

2. Si cette transformation est toujours possible en th�eorie, elle peut toutefois tr�es bien s'av�erer
irr�ealisable en pratique en raison de la taille des syst�emes de transitions �etiquet�ees engendr�es
pour chaque processus �el�ementaire, qui peut même �eventuellement d�epasser celle du syst�eme
de transitions �etiquet�ees correspondant au programme complet. N�eanmoins, pour les exemples
que nous avons trait�es, il a toujours �et�e possible d'obtenir une d�ecomposition pour laquelle ce
probl�eme ne se produisait pas.

En�n, il s'est �egalement av�er�e int�eressant en pratique de minimiser les syst�emes de transitions obtenus
�a partir des processus �el�ementaires en les rempla�cant par leurs syst�emes quotients modulo une relation
d'�equivalence Rmin. La relation Rmin choisie doit alors satisfaire deux contraintes :

� Rmin doit être une congruence pour les op�erateurs de restriction et de composition parall�ele.
Plus pr�ecis�ement, si S1, S2 et S sont des syst�emes de transitions �etiquet�ees, on doit avoir :

(i) 8L : S1 Rmin S2 ) (hide L in S1) Rmin (hide L in S2)

(ii) 8C : S1 Rmin S2 ) (S1j[C ]jS) Rmin (S1j[C ]jS)
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� Rmin doit être plus forte que la relation Rverif utilis�ee lors de la v�eri�cation pour comparer le
programme �a sa sp�eci�cation comportementale :

Rmin � Rverif

Mise en �uvre

On termine en donnant quelques indications sur la mani�ere dont nous nous avons mis en �uvre
cette application, et plus pr�ecis�ement, sur l'impl�ementation des fonctions succ et act �a partir d'une
description du programme sous forme de processus communicants.

Le syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; q0) qui mod�elise le comportement d'un programme
est d�e�ni par une expression de la forme

S = F (S1; S2; : : : ; SN )

telle que :

� Les Si (1 � i � N ) sont des syst�emes de transitions �etiquet�ees donn�es, avec Si = (Qi; Ai; Ti; q0i).

� F est une expression de composition, construite �a l'aide des op�erateurs de composition parall�ele
et d'abstraction dont la syntaxe et la s�emantique ont �et�e pr�ecis�ees ci-dessus.

Dans la suite, on pose I = [1; ::; N ].

On d�ecrit tout d'abord comment sont repr�esent�es les �etats de S. Par d�e�nition de Q (r�egles C1, C2,
C3), on a :

Q � Q1 � Q2 � : : :� QN :

Par cons�equent, chaque �el�ement (q1; q2; : : : ; qn) de Q sera cod�e par la châ�ne de bits obtenue en
concat�enant les valeurs des qi qui le constituent (codage par champs). Le coût en m�emoire de cette
repr�esentation sera donc de

O (jQj:(log2 jQ1j+ log2 jQ2j+ : : :+ log2 jQN j)):

Il reste alors �a expliciter le calcul de la relation de transition T en fonction des relations Ti de chacun
des Si :

On associe �a toute expression F un arbre abstrait T (F), qui comporte quatre types de n�uds :

� Des n�uds feuilles qui correspondent au identi�cateur de syst�eme de transitions �etiquet�ees
idf ste (i.e., �a des �el�ements de I).

� Des n�uds feuilles qui correspondent au liste d'actions liste actions (i.e., �a des parties de A).

� Des n�uds binaires n qui correspondent �a l'op�erateur hide L in F1. On pose alors :
n:liste = L

n:fils = T (F1)

n:op = abstraction

� Des n�ud ternaires n qui correspondent �a l'op�erateur F1j[C ]jF2. On pose alors :
n:liste = C

n:fils d = T (F1)

n:fils g = T (F2)

n:op = composition

Pour tout n�ud n, on note ste (n) l'ensemble de ses feuilles qui repr�esentent des identi�cateurs de
syst�eme de transitions �etiquet�ees.
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On d�e�nit alors pour chaque action a de A (avec A = A1 [A2 : : :[AN ), l'ensemble Synchro (a) qui
repr�esente les ensembles d'identi�cateurs de syst�emes de transitions �etiquet�ees pour lesquels a est
une action synchrone (cf. exemple 6-2). Plus pr�ecis�ement Synchro (a) correspond �a l'ensemble des
parties de I d�e�nies par :

Synchro (a) = fBk j Bk � I ^ Bk 6= ;g

avec :

� Deux �el�ements d'une même partie Bk appartiennent aux feuilles gauches et droites d'un n�ud
\composition parall�ele" qui les synchronisent pour l'action a :

(i; j) 2 Bk )
(9n : n 2 T (F) ^ n:op = composition ^ a 2 n:liste ^ i 2 ste (n:fils g) ^ j 2 ste (n:fils d))

� Les �el�ements de Synchro (a) sont maximaux vis-�a-vis de la relation d'inclusion � :

8(Bk; Bl) : fBk; Blg � Synchro (a) ) (Bk 6� Bl ^ Bl 6� Bk)

� Tout �el�ement i de I appartient �a un �el�ement de Synchro (a), �eventuellement r�eduit au single-
ton fig (i.e., Synchro (a) d�e�nit un recouvrement de l'ensemble I) :

8i : i 2 I ) (9Bk : Bk 2 Synchro (a) ^ i 2 Bk)

En pratique, les ensembles Synchro (a) associ�es �a chaque action a peuvent être synth�etis�es lors d'un
parcours de l'arbre abstrait.

En�n, on d�e�nit �egalement l'ensemble V qui repr�esente les actions de A di��erentes de � et non
renomm�ees en � par l'op�erateur d'abstraction (cf. exemple 6-2) :

V = fa 2 A j a 6= � ^ 6 9n 2 T (F) : (n:op = abstraction ^ a 2 n:liste)g

L�a encore, cet ensemble peut être synth�etis�e lors d'un parcours de l'arbre abstrait.

La relation de transition T de S est alors d�e�nie �a l'aide de ces deux ensembles en fonction des
relations Ti, de la mani�ere suivante :

Pour tout (q1; : : : ; qN) de Q,

(i) (q1; : : : ; qN )
a
�!T (q01; : : : ; q

0
N) ,

(a 2 V ^ 9Bk : (Bk 2 Synchro (a) ^ (8i 2 Bk : qi
a
�!Ti

q0i) ^ (8i 2 (I �Bk) : qi = q0i)))

(ii) (q1; : : : ; qN)
�
�!T (q01; : : : ; q

0
N ) ,

(9a;Bk : (a 2 (A� V ) ^ Bk 2 Synchro (a) ^ (8i 2 Bk : qi
a
�!Ti

q0i) ^ (8i 2 (I �Bk) : qi = q0i)))

Les fonctions succ et act sont alors calcul�ees �a partir de cette d�e�nition de T .

Exemple 6-2
Soient S1, S2 et S3, des syst�emes de transitions �etiquet�ees avec Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i2f1;2;3g). et tels
que A1 = fa; b; cg, A2 = fa; b; dg, et A3 = fa; bg.

On consid�ere l'expression de composition F , d�e�nie par :

F = hide b in ((S1 j[ b ]j S2) j[ a; b ]j S3)

On a alors :

� L'ensemble des identi�cateurs de syst�emes de transitions �etiquet�ees est l'ensemble

I = f1; 2; 3g

� L'ensemble des actions visibles est l'ensemble

V = fa; c; dg
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� Pour chaque action, les ensembles Synchro sont d�e�nis par :
Synchro (a) = ff1; 3g; f2; 3gg

Synchro (b) = ff1; 2; 3gg

Synchro (c) = ff1gg

Synchro (d) = ff2gg

On note S = (Q;A; T; q0) le syst�eme de transitions �etiquet�ees associ�e �a l'expression F , avec
Q � Q1 � Q2 �Q3.

A partir de ces ensembles, la relation de transition T est alors d�e�ni de la mani�ere suivante :

(q1; q2; q3)
a
�!T (q0

1; q
0
2; q

0
3) , (q1

a
�!T1 q

0
1 ^ q3

a
�!T1 q

0
3 ^ q2 = q0

2)

_

(q2
a
�!T2 q

0
2 ^ q3

a
�!T1 q

0
3 ^ q1 = q0

1)

(q1; q2; q3)
c
�!T (q0

1; q
0
2; q

0
3) , q1

c
�!T1 q

0
1 ^ q2 = q0

2 ^ q3 = q0
3

(q1; q2; q3)
d
�!T (q0

1; q
0
2; q

0
3) , q2

d
�!T2 q

0
2 ^ q1 = q0

1 ^ q3 = q0
3

(q1; q2; q3)
�
�!T (q0

1; q
0
2; q

0
3) , q1

b
�!T1 q

0
1 ^ q2

b
�!T2 q

0
2 ^ q3

b
�!T3 q

0
3

6.8 Comparaison avec les m�ethodes classiques

L'ensemble des proc�edures de d�ecision impl�ement�ees dans Ald�ebaran ont pu être exp�eriment�ees sur
un nombre important d'exemples, qui ont permis de comparer assez objectivement les comportements
des deux approches, l'approche classique, et l'approche \�a la vol�ee". On r�esume dans cette section
les r�esultats de cette analyse, en essayant de les justi�er.

Plus pr�ecis�ement, on rappelle tout d'abord, pour chaque relation, les complexit�es en temps et en
m�emoire des deux types d'algorithmes lorsque l'on se place dans des conditions qui correspondent �a
celles que l'on rencontre r�eellement en pratique. On donne alors les valeurs des temps de comparaison
relev�es sur un exemple particulier, le scheduler de Milner, qui repr�esentent toutefois assez bien les
r�esultats obtenus pour l'ensemble des applications que nous avons consid�er�ees.

6.8.1 Comparaison des complexit�es

Dans la pratique, les syst�emes de transitions �etiquet�ees que l'on est amen�e �a comparer lorsque l'on
v�eri�e une sp�eci�cation comportementale sont rarement quelconques. En e�et, si l'on note S1 le
syst�eme qui repr�esente le programme et S2 celui qui repr�esente sa sp�eci�cation, on a d'une mani�ere
g�en�erale les propri�et�es suivantes :

� Les nombres d'�etats et de transitions de S2 sont n�egligeables devant ceux de S1 :

n1 >> n2 et m1 >> m2

� Le nombre m1a de transitions de S1 qui sont �etiquet�ees par une action visible est faible devant
le nombre total de transitions de S1, et par suite, le nombre n1a d'�etats de S1 qui ont un
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pr�ed�ecesseur par une transition �etiquet�ees par une action visible est faible devant le nombre
total d'�etats de ce syst�eme.

Sur les exemples que nous avons trait�es avec Ald�ebaran, on rel�eve en moyenne :

m1 ' 10:m1a et n1 ' 10:n1a

� En�n, sur tous les exemples que nous avons rencontr�es, les syst�emes de transitions �etiquet�ees
S2 �etaient � -free et comportaient tr�es peu de non-d�eterminisme (i.e, le nombre des �etats qui
avaient plusieurs successeurs par une même action �etait faible devant le nombre total d'�etats).

Compte-tenu de ces hypoth�eses, il est possible de simpli�er les valeurs des complexit�es que nous avons
donn�ees pour les di��erentes proc�edures de d�ecision \�a la vol�ee" et, par suite, de les comparer plus
facilement avec celles des proc�edures classiques. Plus pr�ecis�ement, nous e�ectuons les approximations
suivantes :

� Concernant les algorithmes classiques, les nombres n et m d'�etats et de transitions de l'union
de S1 et S2 sont peu di��erents des nombres d'�etats et de transitions de S1 :

n = (n1 + n2) ' n1 et m = (m1 +m2) ' m1

� Concernant les algorithmes \�a la vol�ee", les nombres n0 et m0 d'�etats et de transitions du produit
synchrone S1 
� S2 v�eri�ent :

n1 � n0 � n1:n2 et m1 � m0 � m1:m2

On approchera donc ces deux in�egalit�es �a l'aide d'une constante k telle que :

n0 = k:n et m0 = k:m

On a donc dans tous les cas, k � m2.

Les complexit�es en temps et en m�emoire obtenues pour ces deux algorithmes sont alors r�esum�ees dans
les tableaux suivants :

Relation Algorithmes \�a la vol�ee" Algorithmes classiques

Bisimulation Forte k2:m:n m: logn
Pr�eordre de Sûret�e k2:m:n m:n2a +m2

Equivalence Observationnelle k2:(m+ n:na):na (n� na)3 + n2: logn
Bisimulation de Branchement k2:(m+ n:na):na m:n

��a-bisimulation k2:m:ma m:n2a + n2a: logna

Comparaison des complexit�es en temps

Relation Algorithmes \�a la vol�ee" Algorithmes classiques

Bisimulation Forte k:(m+ n) m + n
Pr�eordre de Sûret�e k:(m+ n) m + n2a + n

Equivalence Observationnelle k:(m+ n:na) m + n2 + n
Bisimulation de Branchement k:(m+ n:na) m + n

��a-bisimulation k:(m+ n) m + n2a + n

Comparaison des complexit�es en m�emoire

Remarque 6-8
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1. Toutes ces valeurs sont donn�ees dans le cas le plus d�efavorable, en tenant compte des approx-
imations mentionn�ees au d�ebut de cette section. En particulier, pour les algorithmes \�a la
vol�ee", les complexit�es en temps concernent l'algorithme g�en�eral (et non le cas \d�eterministe"),
et les complexit�es en m�emoire supposent que la plus longue s�equence �el�ementaire du produit
synchrone de S1 et S2 contient l'ensemble des �etats de ce syst�eme.

2. Pour l'�equivalence observationnelle et la bisimulation de branchement, nous avons consid�er�e le
même algorithme \�a la vol�ee" (d�ecrit dans la section 6.5), car S2 est suppos�e � -free.

3. Pour le pr�eordre de sûret�e, les complexit�es qui sont donn�ees pour l'approche classique font
r�ef�erence �a l'algorithme propos�e par Cleaveland et Ste�en [CS91] (cf. chapitre 3, section 3.5).

6.8.2 Un exemple : \le scheduler de Milner"

Le scheduler de Milner [Mil80] a �et�e utilis�e comme benchmark pour de nombreux algorithmes de
comparaison ou de minimisation des syst�emes de transitions �etiquet�ees. ([Fer88, GV90, FM90, EFT91,
Qin91]). Bien qu'il ne s'agisse pas �a proprement parler d'un \vrai" exemple, il pr�esente n�eanmoins
l'int�erêt de pouvoir obtenir des syst�emes de tailles variables, ce qui permet d'avoir une id�ee de la
variation du temps de comparaison lorsque la taille des syst�emes augmente.

Nous rappelons tout d'abord en quoi consiste cet exemple, puis nous donnons les temps de v�eri�cation
obtenus en consid�erant successivement les proc�edures de d�ecision classiques puis les proc�edures de
d�ecision \�a la vol�ee". Dans les deux cas, cette v�eri�cation a �et�e men�ee �a partir des syst�emes de
transitions d�ej�a construits. En e�et, l'objectif �etant de comparer ces deux types d'algorithmes dans des
conditions similaires, il �etait n�ecessaire de les appliquer aux mêmes syst�emes de transitions �etiquet�ees,
et avec les mêmes contraintes d'acc�es �a leurs relations de transition.

Description du probl�eme

On consid�ere N processus pi (1 � i � N ), organis�es en anneau, qui doivent accomplir une tâche
donn�ee de fa�con r�ep�etitive. Informellement, les contraintes qui doivent être respect�ees par le syst�eme
r�esultant de la mise en parall�ele de ces N processus sont les suivantes :

1. Les N tâches associ�ees �a chacun des pi doivent être ex�ecut�ees de mani�ere cyclique.

2. Aucun pi ne peut recommencer une ex�ecution de la tâche qui lui est attribu�ee avant d'en avoir
termin�e avec l'ex�ecution pr�ec�edente.

Le probl�eme est alors de d�ecrire un contrôleur qui garantisse le respect de ces contraintes.

La solution propos�ee par Milner consiste �a faire circuler un jeton sur l'anneau pour indiquer aux
processus pi s'ils ont ou non l'autorisation de commencer leur tâche. Plus pr�ecis�ement, un pi accepte
le jeton lorsqu'il est disponible, et il commence alors l'ex�ecution de la tâche qui lui est attribu�ee
avant d'o�rir le jeton �a son successeur sur l'anneau (l'ex�ecution de cette tâche pouvant ou non être
termin�ee).

En CCS, cette solution est d�ecrite par la mise en parall�ele de N termes, traditionnellement appel�es
Cycler, qui repr�esentent le comportement de chacun des pi, et d'un terme Starter qui permet de
lancer la premi�ere ex�ecution de la tâche associ�e �a p1 :

Starter = g1:Nil

Cycler1 = g1:a1:(b1:g2:Cycler1 + g2:b1:Cycler1)
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Cycler2 = g2:a2:(b2:g3:Cycler2 + g3:b2:Cycler2)

...

CyclerN = gN :aN :(bN :g1:CyclerN + g1:bN :CyclerN )

Intuitivement, les actions (gi, gi) correspondent �a une transmission du jeton entre les processus pi�1
et pi, et les actions ai (resp. bi) d�enotent le d�ebut (resp. la �n) de l'ex�ecution par pi de la tâche qui
lui est attribu�ee.

L'expression compl�ete du Scheduler en CCS est alors :

Scheduler = (Starter jCycler1 jCycler2 j : : : jCyclerN )nfg1; : : : ; gNg

Le tableau suivant donne pour di��erentes valeurs de N les tailles des syst�emes de transitions �etiquet�ees
S1 g�en�er�es par C�sar �a partir d'une traduction en Lotos de cette expression CCS.

N nombre d'�etats nombre de transitions

8 3073 13825
9 6913 34561
10 15361 84481
11 33793 202753
12 73729 479233

Tailles des syst�emes de transitions �etiquet�ees

V�eri�cation

On s'int�eresse �a la v�eri�cation de la premi�ere contrainte de la sp�eci�cation informelle, c'est �a dire au
fait que toutes les tâches associ�ees aux processus pi doivent être ex�ecut�ees de mani�ere cyclique. Plus
formellement, cette sp�eci�cation signi�e que, lorsque seules les actions ai sont visibles, le comporte-
ment observable du Scheduler est repr�esent�e par le syst�eme de transitions �etiquet�ees S2 de la �gure
suivante, qui comporte N �etats et N transitions :

aN

a2

a1

N � 1

3

2

1

Remarque 6-9
Le syst�eme de transitions �etiquet�ees S2 est bien � -free et d�eterministe.
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Les deux tableaux suivants donnent les temps de comparaison de S1 et S2 obtenus en fonction de
N avec les proc�edures de d�ecision classiques dans le cas de l'�equivalence observationnelle et dans le
cas de la ��a-bisimulation. Nous avons d�etaill�e les coûts des deux phases de ces algorithmes qui sont
respectivement :

� Le calcul des formes pr�e-normales de S1 et S2 (colonne \Fermeture Transitive"), qui d�epend
donc de la relation d'�equivalence que l'on consid�ere.

� La comparaison de ces formes pr�e-normales modulo la bisimulation forte (colonne \Paige &
Tarjan"), mise en �uvre avec le même algorithme de ra�nement de partition pour les deux
relations.

La troisi�eme colonne repr�esente alors le temps total qui a �et�e n�ecessaire �a la comparaison. En�n, le
symbole \|" signi�e qu'il y a eu saturation de l'espace m�emoire lors du calcul de le forme pr�e-normale.

N Fermeture Transitive Paige & Tarjan Coût Total

8 134.200 4.417 138.617
9 918.917 15.333 934.250
10 | | |

Equivalence Observationnelle (algorithme classique)

N Fermeture Transitive Paige & Tarjan Coût Total

8 4.367 0.533 4.900
9 20.350 1.650 22.000
10 111.517 5.333 116.850
11 581.017 7.600 588.617
12 | | |

��a-bisimulation (algorithme classique)

Le tableau suivant donne alors les temps obtenus lorsqu'on e�ectue la comparaison �a l'aide des
proc�edures de d�ecision \�a la vol�ee", obtenus dans des conditions similaires au r�esultats pr�ec�edents
(i.e, �a partir des syst�emes de transitions �etiquet�ees d�ej�a construits).

N ��a-bisimulation Bisimulation de Branchement Pr�eordre de sûret�e

8 1.650 0.950 0.483
9 5.900 2.850 1.233
10 21.800 7.300 2.933
11 83.950 15.333 6.883
12 341.283 39.300 16.383

Algorithmes \�a la vol�ee"

Remarque 6-10
Toutes les valeurs pr�esent�ees dans ces tableaux ont �et�e obtenus sur un SUN 4 (SparcStation) com-
portant 12 Mo de m�emoire vive. Ils correspondent �a des temps utilisateurs retourn�es par la fonction
standard times() du syst�eme UNIX.
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6.8.3 Discussion

Les r�esultats obtenus dans le cas du scheduler nous ont paru assez g�en�eraux, et ils re
�etent assez bien
les comportements de ces algorithmes observ�es sur d'autres exemples. Il est par cons�equent possible
de d�egager un certain nombre de points qui nous paraissent int�eressants :

� Les di��erences de complexit�es entre les proc�edures de d�ecision classiques d�edi�ees respectivement
�a l'�equivalence observationnelle et �a la ��a-bisimulation apparaissent clairement. En particulier,
l'explosion combinatoire du nombre de transitions lors du calcul de la forme pr�e-normale dans
le cas de l'�equivalence observationnelle rend cette relation assez peu int�eressante en pratique,
même pour des exemples de taille moyenne.

� La comparaison entre les proc�edures de d�ecision classiques et les proc�edures de d�ecision \�a la
vol�ee" montre bien tout l'int�erêt de cette derni�ere approche, y compris lorsque l'on e�ectue
la comparaison �a partir de syst�emes de transitions �etiquet�ees g�en�er�es au pr�ealable. Pour ce
type d'application, le gain en temps et en m�emoire est alors essentiellement dû au fait que ces
algorithmes ne n�ecessitent pas de calculer une forme pr�e-normale.

� Les comportements relatifs de ces trois proc�edures de d�ecision \�a la vol�ee" peuvent di��erer selon
les exemples : si la comparaison vis-�a-vis du pr�eordre de sûret�e s'est toujours av�er�ee la plus
e�cace (lorsque S2 est � -free), il n'est pas possible d'�etablir un classement en ce qui concerne
la ��a-bisimulation et la bisimulation de branchement.

Toutefois, il serait injuste de ne pas mentionner �egalement les deux limitations que nous avons relev�ees
�a partir de notre impl�ementation pour ces proc�edures de d�ecision \�a la vol�ee" :

� D'une part, si les hypoth�eses e�ectu�ees sur la structure de S2 ne sont plus v�eri��ees (en particulier
si S2 comporte plusieurs milliers d'�etats, avec un \non-d�eterminisme" important) alors les
proc�edures de d�ecision classiques | lorsqu'il est possible de les mettre en �uvre | peuvent
s'av�erer plus e�caces du point de vue du coût en temps que les proc�edures de d�ecision \�a la
vol�ee". Nous n'avons toutefois jamais rencontr�e un tel cas de �gure lorsque lors de la v�eri�cation
de \vrais" exemples.

� En�n, il est certain que le fait de m�emoriser tous les �etats entrâ�ne n�ecessairement une limite �a la
taille des exemples que l'on peut traiter (même si cette limite est bien sup�erieure �a celle obtenue
avec les proc�edures de d�ecision classique). Il semble donc n�ecessaire de mettre en �uvre des
techniques de gestion m�emoire encore plus e�caces, et en particulier le parcours en profondeur
avec remplacement des �etats ([JJ89], cf. section 6.6.2).
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Bilan

Ce travail est centr�e sur les m�ethodes pratiques de v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales et
plus particuli�erement sur l'�etude d'algorithmes e�caces pour comparer deux syst�emes de transitions
�etiquet�ees modulo une relation de simulation ou de bisimulation.

Les proc�edures de d�ecision classiques, qui reposent sur des algorithmes de ra�nement de partitions,
n�ecessitent de construire et m�emoriser dans leur ensemble les relations de transition des deux sys-
t�emes. De plus, certaines d'entre elles mettent �egalement en �uvre des algorithmes de fermeture
transitive sur ces relations de transition (phase de saturation), ce qui peut augmenter leur taille dans
des proportions importantes. Dans tous les cas, ces proc�edures de d�ecision sont donc limit�ees �a la
comparaison de syst�emes de transitions �etiquet�ees de taille moyenne (de l'ordre d'une centaine de
milliers d'�etats) ce qui les rend insu�santes en pratique.

En nous inspirant d'une approche qui avait �et�e mise en �uvre pour la v�eri�cation de certains types de
sp�eci�cation logiques, nous avons propos�e un algorithme original, qui permet d'e�ectuer la comparai-
son \�a la vol�ee", c'est �a dire au fur et �a mesure de la g�en�eration des deux syst�emes. Plus pr�ecis�ement,
nous avons montr�e que l'existence d'une relation de bisimulation (ou de simulation) entre deux sys-
t�emes de transition �etiquet�ees S1 et S2 pouvait être exprim�ee �a l'aide d'un crit�ere sur l'ensemble des
s�equences d'ex�ecution �el�ementaires d'un produit synchrone S entre S1 et S2. Par suite, d�ecider si
ces deux syst�emes sont en relation revient �a d�ecider si ce crit�ere est v�eri��e ou non. La proc�edure de
d�ecision d�epend alors de la structure de S1 et S2 :

� Si l'un au moins des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees est d�eterministe, le crit�ere
d'�equivalence peut être simpli��e et la v�eri�cation se ram�ene �a une simple analyse d'accessibilit�e
sur le produit synchrone. Le coût de cet algorithme est alors de O(m) en temps et de O(n) en
m�emoire, o�u n et m d�enotent respectivement les nombres d'�etats et de transitions du produit
synchrone.

� Lorsque les deux syst�emes de transitions �etiquet�ees sont non d�eterministes, le crit�ere
d'�equivalence ne peut pas toujours être v�eri��e e�cacement par un parcours unique du pro-
duit synchrone. La solution que nous avons retenue consiste alors �a e�ectuer un parcours en
profondeur sous hypoth�eses (i.e., en supposant certains �etats �a priori �equivalents), et �a v�eri�er
apr�es coup si ces hypoth�eses sont ou non valides. Dans le cas contraire, un nouveau par-
cours en profondeur sera n�ecessaire, mais l'hypoth�ese initiale pourra être remplac�ee par une
hypoth�ese strictement plus faible (au sens de l'implication logique). Par suite, apr�es un nombre
�ni d'it�erations de cette proc�edure, les hypoth�eses e�ectu�ees deviennent valides. Le coût total
de l'algorithme est alors dans le cas le plus d�efavorable de O(m:n) en temps et de O(n) en
m�emoire.
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Quelle que soit la relation de bisimulation (ou de simulation) consid�er�ee, la v�eri�cation repose donc
sur un même algorithme de parcours en profondeur du produit synchrone. En pratique, ce parcours
peut être mis en �uvre au fur et �a mesure de la g�en�eration de S1 et S2 �a partir d'une repr�esen-
tation \dynamique" des relations de transition de ces deux syst�emes, sous la forme d'une fonction
\successeur". Seule cette derni�ere d�epend alors de la relation de bisimulation (ou de simulation)
consid�er�ee, et en particulier du langage d'actions observables sur lequel cette relation est d�e�nie.

Nous avons donc pu adapter cet algorithme g�en�eral �a un certain nombre de relations int�eressantes en
pratique, comme la bisimulation et la simulation forte, le pr�eordre et l'�equivalence de sûret�e, la ��a-
bisimulation, la delay bisimulation, et, dans le cas o�u l'un des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees
ne contient pas de � -transitions, la bisimulation de branchement (qui co��ncide alors avec l'�equivalence
observationnelle).

Les proc�edures de d�ecision ainsi obtenues ont �et�e impl�ement�ees au sein du logiciel de v�eri�cation
Ald�ebaran [Fer88, FM91b], en consid�erant deux types d'applications :

� La comparaison de syst�emes de transitions �etiquet�ees d�ej�a construits, ce qui constitue alors une
solution alternative aux proc�edures de d�ecision classiques.

� La v�eri�cation \�a la vol�ee", sans construction pr�ealable des deux syst�emes de transitions �eti-
quet�ees. La comparaison est alors e�ectu�ee �a partir d'une repr�esentation interm�ediaire du pro-
gramme, sous forme d'une expression de composition entre syst�emes de transitions �etiquet�ees
�el�ementaires, qui peut être elle-même d�eriv�ee d'un programme Lotos.

L'exp�erimentation de ces algorithmes sur un grand nombre d'exemples montre le r�ealisme de notre
approche. Ces bons r�esultats sont essentiellement dus au fait que les syst�emes de transitions �etiquet�ees
que l'on est amen�e �a comparer lors de la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales ne sont pas
quelconques. En e�et, le syst�eme de transitions �etiquet�ees associ�e �a la sp�eci�cation ne contient
g�en�eralement pas de � -transitions et il est \assez d�eterministe". Par suite, la v�eri�cation a toujours
pu être r�ealis�ee en e�ectuant un nombre r�eduit de parcours du produit synchrone.

Plus pr�ecis�ement, les exemples trait�es ont permis de mettre en valeur les principaux avantages des
proc�edures de d�ecision qui ont �et�e propos�ees :

� Contrairement �a certaines proc�edures de d�ecision classiques, elles ne comportent pas de phase de
saturation. Par suite, mises en �uvre dans des conditions similaires (i.e., �a partir des syst�emes
d�ej�a construits), elles s'av�erent plus e�caces en temps et en m�emoire que ces derni�eres. A titre
d'exemple, le plus gros syst�eme de transitions �etiquet�ees trait�e par Ald�ebaran avec ce type
d'approche (vis-�a-vis de la ��a-bisimulation) avoisine le million d'�etats, alors que la proc�edure
de d�ecision classique pour cette relation reste limit�ee �a une centaine de milliers d'�etats.

� Elles ont pu être appliqu�ees �a des relations bas�ees sur le pr�eordre de simulation. Dans ce cas, les
complexit�es obtenues sont alors bien meilleures que celles des proc�edures de d�ecision classiques,
et plus particuli�erement lorsque l'un des deux syst�emes de transitions �etiquet�ees ne comporte
pas de � -transitions.

� De plus, l'impl�ementation \�a la vol�ee" a permis d'e�ectuer des v�eri�cations sur des programmes
Lotos pour lesquels il n'�etait pas possible de g�en�erer de syst�emes de transitions �etiquet�ees, ce
qui n'aurait pas pu être obtenu avec une approche classique.

En�n, nous nous sommes �egalement int�eress�es �a une composante indispensable d'un outil de v�eri�-
cation qui est l'�elaboration d'un diagnostic, permettant d'expliquer, le cas �ech�eant, pourquoi deux
syst�emes de transitions �etiquet�ees ne sont pas �equivalents. Nous avons choisi un formalisme qui nous
a sembl�e adapt�e en pratique et qui repose sur les s�equences d'ex�ecution des deux syst�emes : une
s�equence diagnostique est un couple de s�equences d'ex�ecution qui, �a partir des �etats initiaux des deux
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syst�emes, conduisent par les mêmes actions observables �a des �etats o�u la non-�equivalence apparâ�t
clairement (i.e, il existe une action observable que seul l'un des deux syst�emes peut e�ectuer).

Nous avons alors pr�esent�e trois relations d'ordre sur l'ensemble des s�equences d'ex�ecutions d'un sys-
t�eme de transitions �etiquet�ees, ainsi que les algorithmes qui permettent la construction des s�equences
diagnostiques minimales qui leur sont associ�ees. Ces algorithmes ont �et�e int�egr�es aux proc�edures de
d�ecision impl�ement�ees dans Ald�ebaran.

Perspectives

Concernant l'algorithme de v�eri�cation \�a la vol�ee" que nous avons pr�esent�e, un certain nombre de
points m�eriterait d'être approfondis :

� En premier lieu, l'algorithme lui-même semble pouvoir être am�elior�e dans le cas o�u les deux
syst�emes de transitions �etiquet�ees sont non-d�eterministes. En e�et, la condition sur laquelle on
se base pour d�ecider, �a la �n d'un parcours en profondeur, si les hypoth�eses faites lors de ce
parcours sont valides ou non n'est pas une condition n�ecessaire. Par cons�equent, certains des
parcours peuvent être e�ectu�es inutilement. Il serait donc int�eressant de pouvoir a�aiblir cette
condition, par exemple en ordonnant certains �el�ements de l'ensemble des �etats visit�es.

� Un second prolongement envisageable serait l'extension de cet algorithme �a d'autres relations
que celles que nous avons pr�esent�ees, en particulier �a des relations qui ne sont ni des simulations
ni des bisimulation. L'�equivalence de test [NH84], ou les �equivalences par mod�eles d'acceptation
ou de refus [BHR84, GS86, BKO88], pour lesquelles les proc�edures de d�ecision classiques sont
coûteuses, pourraient être des candidates int�eressantes. Par ailleurs, les relations de bisimulation
que nous avons trait�ees �a l'aide de cet algorithme peuvent facilement être �etendues en prenant
en compte des pr�edicats de divergence lors de la v�eri�cation.

� En�n, une question plus g�en�erale concerne la d�e�nition des propri�et�es qu'il est possible de
v�eri�er \�a la vol�ee", par un parcours du syst�eme de transitions �etiquet�ees associ�e au programme
�a v�eri�er. La caract�erisation de cette classe de propri�et�es permettrait sans doute de trouver de
nouvelles applications �a ce type d'algorithme.

De fa�con similaire, deux directions nous semblent prioritaires pour am�eliorer l'impl�ementation que
nous avons r�ealis�ee :

� Tout d'abord, il est souhaitable de pouvoir e�ectuer directement la v�eri�cation sur des pro-
grammes d�ecrits en Lotos. Deux approches sont alors envisageables :

{ L'impl�ementation, �eventuellement sous une forme interactive, de l'algorithme que nous
avons utilis�e pour traduire un programme Lotos vers une description sous forme d'une
expression de composition entre syst�emes de transitions �etiquet�ees.

{ La modi�cation du compilateur C�sar [GS90a], a�n qu'il fournisse une repr�esentation
\dynamique" du syst�eme de transitions �etiquet�ees, sous la forme d'une fonction \suc-
cesseur".

� D'autre part, les exemples trait�es ont montr�e qu'il �etait n�ecessaire d'adopter des techniques
plus performantes du point de vue du coût en m�emoire pour mettre en �uvre le parcours en
profondeur du produit synchrone. En particulier, nous avons vu que la solution du parcours
avec remplacement des �etats visit�es propos�e par C. Jard et T. J�eron [JJ91] peut s'appliquer �a
notre algorithme de v�eri�cation.
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Concr�etement, ce travail d'impl�ementation s'inscrit dans le contexte plus g�en�eral d'un outil de v�eri-
�cation \ouvert" (appel�e Open-C�sar), constitu�e de trois types de composants (au sens de l'outil
Vesar [Gar90]) :

� Le premier module, engendr�e automatiquement par le compilateurC�sar, fournit une repr�esen-
tation \dynamique" du syst�eme de transitions �etiquet�ees associ�e au programme �a v�eri�er.

� Le second module, interchangeable, d�ecrit l'algorithme de v�eri�cation \�a la vol�ee" �a met-
tre en �uvre sur ce programme (i.e., le type de parcours �a e�ectuer). Outre une sp�eci�ca-
tion comportementale, il est d'ores et d�ej�a possible d'envisager de v�eri�er d'autres propri�et�es
comme l'absence de blocage, ou une sp�eci�cation logique donn�ee sous forme d'automates de
B�uchi [CVWY90, JJ91] (cette liste n'�etant pas exhaustive).

� Le troisi�eme module, �egalement interchangeable, d�e�nit alors les structures de donn�ees utilis�ees
lors du parcours. En particulier, il est possible de mettre en �uvre le parcours en profondeur
avec remplacement mentionn�e ci-dessus, ou la technique de repr�esentation des �etats propos�ee
par G. Holzmann [Hol89].

Nous terminons en repla�cant ce travail dans le cadre du probl�eme de l'explosion d'�etats �evoqu�e en
introduction. L'exp�erience montre en e�et que l'ensemble des syst�emes de transitions �etiquet�ees
qui mod�elisent le comportement d'un programme parall�ele peut être partitionn�e en trois classes,
auxquelles correspondent un certain nombre de m�ethodes pratiques pour la v�eri�cation de sp�eci�ca-
tions comportementales :

� La premi�ere classe contient les syst�emes dont la relation de transition peut être construite et
m�emoris�ee dans son ensemble. Toutes les proc�edures de d�ecision peuvent alors s'appliquer �a ces
syst�emes et la v�eri�cation \�a la vol�ee" constitue une approche plus e�cace que les m�ethodes
classiques lorsque celles-ci mettent en �uvre des algorithmes de calculs de fermetures transitives.

� La deuxi�eme classe, assez large, contient les syst�emes pour lesquels il est possible d'�enum�erer
e�cacement les �etats, mais dont la relation de transition ne peut être m�emoris�ee. Pour tous ces
syst�emes, et contrairement aux m�ethodes classiques, les proc�edures de d�ecision \�a la vol�ee" que
nous avons propos�ees permettent encore de v�eri�er une sp�eci�cation comportementale modulo
une relation de bisimulation.

� En�n, il semble clair qu'il existe �egalement une troisi�eme classe de syst�emes, pour lesquels une
�enum�eration exhaustive n'est pas envisageable, y compris avec des techniques de gestion m�e-
moire e�caces. Dans ce cas, seules les m�ethodes qui permettent de g�en�erer directement un
mod�ele r�eduit peuvent s'appliquer. Dans le cas des relations de bisimulation, il existe un algo-
rithme [BFH90a] qui permet de construire directement le quotient d'un syst�eme de transitions
�etiquet�ees �a partir d'une repr�esentation symbolique d'un programme, mais son application �a
des langages comme Lotos reste encore un probl�eme ouvert.



Annexe A

Preuves des lemmes 4.7.1 et 4.7.2

A.1 Lemme 4.7.1

Lemme 1
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit �� une �equivalence de bisimulation.
Soit (�i;Wi)(i2N ) la suite d�e�nie par :

� (�0;W0) = (fQg; fQg),

� 8i � 0; (�i+1;Wi+1) = �0�(�i;Wi).

Pour tout k � 0, toute classe de �k issue de la d�ecomposition d'une classe de �k�1 servira de parti-
tionneur lors du calcul de �k+1 :

(8X : X 2 �k ^ X 62 �k�1) ) X 2 Part (�k+1):

Preuve : La preuve du lemme est la conjonction des propri�et�es suivantes :

(i) Toute classe X de �k issue de la d�ecomposition d'une classe de �k�1 apparâ�t dans Wk+1, soit
en tant que bloc simple, soit contenue dans l'union des feuilles d'un bloc arbre.

(ii) Toute classe X de �k qui apparâ�t dans Wk+1, soit en tant que bloc simple, soit contenue
dans l'union des feuilles d'un bloc arbre sert de partitionneur lors du calcul de �k+1 (i.e,
X 2 Part (�k+1)).

Il reste alors �a montrer ces deux propri�et�es :

(i) On note (�0i;W
0
i ;W

00
i )(i2N ) la suite, de limite (�0r ; ;;W

00
r ), d�e�nie par (cf. d�e�nition de �0) :

{ (�00;W
0
0;W

00
0 ) = (�k�1;Wk�1; ;),

{ 8i � 0; (�0i+1;W
0
i+1;W

00
i+1) = �00�(�

0
i;W

0
i ;W

00
i ; x) avec x 2 W 0

i .

On a alors �k = �0r et Wk = W 00
r .

Or, pour tout X de �k issue de la d�ecomposition d'une classe de �k�1 on a :

9i; i � r : X 62 �0i ^ X 2 �0i+1

On note alors x le partitionneur de W 0
i utilis�e pour ra�ner �0i (�

0
i+1 = Ref�(�

0
i; x) et Y la classe

de �0i qui contenait X (X � Y ). Di��erents cas sont �a envisager :
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{ X 62W 0
i ^ X 62W 00

i :

Le bloc arbre repr�esentant la d�ecomposition de Y est alors ajout�e �a W 00
i+1 (par (3) de la

d�e�nition de �00).

{ X 62W 0
i ^ X 2W 00

i :

� si Y est un bloc simple, Y est remplac�e dans W 00
i+1 par les classes obtenues lors de son

ra�nement (et donc en particulier par X), d'apr�es 2) de la d�e�nition de �00).

� si Y est la feuille d'un bloc arbre n alors n est remplac�e dans W 00
i+1 par un arbre

n0 obtenu �a partir de n en rempla�cant chaque feuille par un n�ud repr�esentant sa
d�ecomposition (par (4) de la d�e�nition de �00).

{ X 2W 0
i ^ X 62W 00

i :

L�a encore,

� si Y est un bloc simple, alors les classes obtenues lors de son ra�nement (et en parti-
culier X) sont ajout�ees �a W 00

i+1 (par (2) de la d�e�nition de �00).

� si Y est la feuille d'un bloc arbre n alors n est remplac�e dans W 0
i+1 par un arbre n0

obtenu �a partir de n en rempla�cant chacune des ses feuilles par un n�ud repr�esentant
sa d�ecomposition (par (4) de la d�e�nition de �00). Par suite, lorsque n0 sera le parti-
tionneur courant, d'apr�es (5), les �ls gauches et droits n01 et n02 de n0 seront ins�er�es
dans W 00

i+p+1 (avec p > 0), et X sera bien contenu dans l'union des feuilles de n01 ou
n02.

{ X 2W 0
i ^ X 2W 00

i :

Il est facile de voir par induction sur i que cette situation ne peut se produire :

� W 0
0 = �k�1 ^ W 00

0 = ;,

� et 8i � 0; 8Y : (Y 62 W 0
i _ Y 62 W 00

i ) ) (Y 62W 0
i+1 _ Y 62W 00

i+1).

Par cons�equent, toute classe X de �k qui est issue de la d�ecomposition d'une classe de �k�1 est
pr�esente dans W 00

r (et donc dans Wk), soit en tant que bloc simple, soit contenue dans l'union
des feuilles d'un bloc arbre.

(ii) On consid�ere la suite (�0i;W
0
i ;W

00
i )(i2N ), de limite (�0r ; ;;W

00
r ), d�e�nie par :

{ (�00;W
0
0;W

00
0 ) = (�k;Wk; ;),

{ 8i � 0; (�0i+1;W
0
i+1;W

00
i+1) = �00�(�

0
i;W

0
i ;W

00
i ; x) avec x 2 W 0

i .

On a �k+1 = �0r et Wk+1 = W 00
r .

Il reste alors �a montrer que, pour toute classe X, bloc simple de W 0
0 ou contenue dans l'union

des feuilles d'un bloc arbre de W 0
0, il existe un entier i tel que :

(�00i+1;W
0
i+1;W

00
i+1) = �00�(�

00
i ;W

0
i ;W

00
i ; x) avec x 2W 0

i ^ X 2 Classe (x):

Or, pour tout i, on a, par d�e�nition de �00 :

{ Si X est un bloc simple de W 0
i alors :

� si X n'est pas le partitionneur courant, alors, que la classe X soit ou non d�ecompos�e,
X 2 W 0

i+1 (par (1) et (2)).

� si X est le partitionneur courant x, alors X 2 Classe (x).

{ Si X est contenue dans l'union des feuilles d'un bloc arbre x de W 0
i alors :

� si x n'est pas le partitionneur courant, alors, que X soit ou non d�ecompos�ee, X sera
contenue dans l'union des feuilles du bloc arbre x0 qui remplace x dans W 0

i+1 (par (4),
avec �eventuellement x = x0).
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� si x est le partitionneur courant, alors X 2 Classe (x).

Par suite, du fait que (jW 0
i j) d�ecrô�t strictement, tout �el�ement de W 0

i devient n�ecessairement
partitionneur, et par cons�equent, toute classe X, bloc simple de de Wk ou contenue dans l'union
des feuilles d'un bloc arbre de Wk, appartient �a Part (�k+1).

2.

A.2 Lemme 4.7.2

Lemme 2
Soit S = (Q;A; T; q0) un syst�eme de transitions �etiquet�ees et soit �� une �equivalence de bisimulation.
Soit (�i;Wi)(i2N ) la suite d�e�nie par :

� (�0;W0) = (fQg; fQg),

� 8i � 0; (�i+1;Wi+1) = �0�(�i;Wi).

Pour tout k � 0, toute classe utilis�ee pour ra�ner la partition �k lors du calcul de �k+1 est soit une
classe de �k, soit une union de classes de �k :

X 2 Part (�k+1) ) 9X1; : : : ; Xn 2 �k : X =
n[
i=1

Xi:

Preuve : L�a encore, la preuve du lemme est obtenue par conjonction de deux propri�et�es :

(i) Les classes utilis�ees pour ra�ner �k lors du calcul de �k+1 (i.e, les �el�ements de Part (�k+1))
sont soit des blocs simples de Wk soit des blocs contenus dans l'union des feuilles du �ls gauche
ou droit d'un bloc arbre de Wk.

(ii) Les blocs simples de Wk et les classes contenues dans l'union des feuilles des �ls gauche et
droit d'un bloc arbre de Wk sont soit des classes de �k, soit des unions de classes de �k.

Il reste alors �a justi�er (i) et (ii) :

(i) On note (�0i;W
0
i ;W

00
i )(i2N ) la suite, de limite (�0r ; ;;W

00
r ), d�e�nie par :

{ (�00;W
0
0;W

00
0 ) = (�k;Wk; ;),

{ 8i � 0; (�0i+1;W
0
i+1;W

00
i+1) = �00�(�

0
i;W

0
i ;W

00
i ; x) avec x 2 W 0

i .

On a alors �k = �0r+1 et Wk = W 00
r+1 (d�e�nition de �0).

Soit X 2 Part (�k+1). Il existe donc un i, 0 � i � r, tel que :

(�0i+1;W
0
i+1;W

00
i+1) = �00�(�

00
i ;W

0
i ;W

00
i ; x) avec x 2W 0

i ^ X 2 Classe (x):

Or, par construction des W 0
i (cf. d�e�nition de �00), on a :

{ Si x est un bloc simple de W 0
i , alors x est n�ecessairement un bloc simple de W 0

0.

{ Si x est un bloc arbre n, alors, soit n appartient �a W 0
0, soit n est le �ls gauche ou droit

d'un bloc arbre de W 0
0, soit n a �et�e obtenu �a partir d'un bloc arbre n0 de W 0

0 en rempla�cant
des feuilles de n0 par des n�uds repr�esentant leur d�ecomposition.

Dans tous les cas, X est un bloc simple de W 0
0 (et donc de Wk) ou est inclu dans l'union des

feuilles du �ls gauche ou droit d'un bloc arbre de W 0
0 (et donc de Wk).
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(ii) On montre cette propri�et�e par induction sur k :

{ Pour k = 0, on a W0 = �0 = fQg, et par suite, le seul bloc simple contenu dans W0 est
�el�ement de �0.

{ On suppose (ii) vraie pour tout i < k, avec k �x�e (k � 1).

On consid�ere alors la suite (�0i;W
0
i ;W

00
i )(i2N ), de limite (�0r ; ;;W

00
r ), d�e�nie par :

� (�00;W
0
0;W

00
0 ) = (�k�1;Wk�1; ;),

� 8i � 0; (�0i+1;W
0
i+1;W

00
i+1) = �00�(�

0
i;W

0
i ;W

00
i ; x) avec x 2W 0

i ,

et on a �k = �0r et Wk = W 00
r .

Il est facile de voir que, par d�e�nition de �00 :

� Lorsqu'un partitionneur bloc simple est ins�er�e ou remplac�e dans W 00
i (par (2) ), alors

X est issue de la d�ecomposition d'une classe de �k�1. Par suite, X est une classe de
�k.

� Lorsqu'un partitionneur bloc arbre n est ins�er�e dans W 00
i , alors :

� soit il repr�esente la d�ecomposition d'une classe de �k�1 (par (3)), et par cons�equent
l'union des feuilles de ses �ls gauche et droit sont des unions de classes de �k.

� soit il est issu d'un bloc arbre deWk�1 (par (5)) et, d'apr�es l'hypoth�ese d'induction,
l'union des feuilles de ses �ls gauche et droit sont des unions de classes de �k.

� Lorsqu'un partitionneur bloc arbre n est remplac�e dans W 00
i (par (4)), alors, l'union

des feuilles de ses �ls reste inchang�ee.

Par cons�equent, la propri�et�e (ii) est encore v�eri��ee au rang k, et elle donc vraie par
induction pour tout entier k positif.

2.



Annexe B

Exemple : un protocole de

di�usion atomique

Nous d�ecrivons la mod�elisation et la v�eri�cation d'une partie du service d'un protocole de di�usion
atomique, le protocole rel/REL [SE90], qui a �et�e men�ee au sein des Laboratoires Helwett-Packard
(Bristol, Royaume-Uni) en collaboration avec Simon Bainbridge. Une description plus compl�ete de
ce travail peut être trouv�ee dans [BM91].

On pr�esente tout d'abord de mani�ere informelle le protocole rel/REL ainsi que le service qui en est
attendu. On propose alors une mod�elisation en Lotos de ce protocole, puis on d�eduit du programme
ainsi obtenu une description sous forme de processus communicants, exprim�ee dans le langage pr�esent�e
au chapitre 6 (i.e., comportant uniquement des op�erateurs de composition parall�ele et d'abstraction).
En�n, on termine en d�ecrivant la v�eri�cation de l'une des propri�et�es du service qui peut être men�ee
selon l'approche comportementale en repr�esentant le comportement attendu du protocole par un
syst�eme de transitions �etiquet�ees.

B.1 Le protocole rel/REL

On d�ecrit tout d'abord le principe g�en�eral du protocole, puis on pr�esente de mani�ere informelle
chacun des processus qui le compose. Cette description, inspir�ee de [SE90], servira de support �a la
mod�elisation en Lotos qui est propos�ee dans la section suivante.

B.1.1 Le principe du protocole

Le protocole rel/REL permet d'e�ectuer des �echange atomique de messages dans un r�eseau entre une
station �emettrice et un ensemble de stations r�eceptrices, tout en tol�erant les pannes potentielles de
chacune des stations engag�ees dans la communication. Plus pr�ecis�ement, le service de ce protocole
peut être r�esum�e par les deux propri�et�es informelles suivantes :

atomicit�e :
si la station �emettrice E envoie un message m �a chaque membre d'un groupe de stations r�e-
ceptrices not�e G, alors, soit m est correctement re�cu par toutes les stations en fonctionnement
de G, soit aucune d'entre-elles ne le re�coit, et ce malgr�e un nombre arbitraires de pannes dans
l'ensemble G [ fEg.
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pr�eservation de l'ordre des messages :
lorsque la station �emettrice E envoie une s�equence de messages vers un groupe de stations
r�eceptrices G, alors les messages ne peuvent être re�cues par les �el�ements de G que dans l'ordre
dans lequel ils ont �et�e �emis.

De telles facilit�es de communication sont n�ecessaires pour de nombreuses applications, et en particulier
chaque fois que des contraintes d'int�egrit�e doivent être pr�eserv�ees entre des donn�ees partag�ees sur
di��erents sites. C'est par exemple le cas pour r�ealiser une transaction dans une base de donn�ees
r�epartie, ou encore pour g�erer des objets dupliqu�es dans un syst�eme tol�erant les pannes.

Pour impl�ementer la propri�et�e d'atomicit�e | et garantir que, même en cas de panne de la station
�emettrice, le message est re�cu soit par l'ensemble de ses destinataires en fonctionnement, soit par
aucun d'entre-eux | le protocole rel/REL repose sur le principe du verrouillage transactionnel �a
deux phase :

� L'�emetteur envoie s�equentiellement deux copies identiques du message �a transmettre �a chacun
de ses destinataires. Chacune de ces copies est identi��ee de mani�ere unique par un num�ero
(le num�ero du message �a laquelle elle est associ�ee) ainsi que par une information indiquant s'il
s'agit d'une premi�ere ou d'une seconde copie du même message. On suppose �egalement que
chaque message contient la liste de ses destinataires.

� Chaque r�ecepteur R qui re�coit une premi�ere copie d'un message en attend une seconde copie.
Si celle-ci n'est pas re�cue au bout d'un certain d�elai, alors R peut supposer que l'�emetteur a
cess�e de fonctionner, et que, par cons�equent, certain des destinataires du message n'ont re�cu
aucune des deux copies.

Le r�ecepteur R \relaie" alors l'�emetteur en di�usant �a son tour deux copies de ce même message
vers l'ensemble de ses destinataires, et donc en utilisant �a nouveau le protocole rel/REL. Toute-
fois, a�n de limiter le nombre total de copies �emises, cette redi�usion devra être interrompue
si la seconde copie attendue est re�cue, soit de la part de l'�emetteur, soit de la part d'un autre
r�ecepteur d�ej�a en train de le relayer.

Pour mettre en �uvre ce protocole, la transmission point-�a-point de messages entre les di��erentes
stations du r�eseau est r�ealis�ee �a l'aide d'une couche de niveau transport, not�e rel, qui assure une
communication �able entre n'importe quel couple de stations tout en pr�eservant l'ordre des messages
�echang�es.

En�n, notons que le protocole rel/REL n'est correct que si l'on e�ectue un certain nombre
d'hypoth�eses sur la nature des pannes qui peuvent a�ecter les stations du r�eseau :

� Soit une station fonctionne correctement, soit elle cesse d�e�nitivement d'�emettre et recevoir des
messages (fail-silent behaviour).

� Même en cas de pannes d'un nombre quelconque de stations, on suppose qu'il n'y a jamais de
partition du r�eseau : en particulier, deux stations qui fonctionnent peuvent toujours �echanger
des messages.

B.1.2 Description informelle des composants

La station �emettrice est repr�esent�e par un processus Transmitter, dont le rôle consiste �a envoyer les
deux copies des messages �a transmettre (comme d�ecrit ci-dessus) �a l'aide d'une proc�edure not�ee rel.
Ces messages sont fournis par l'interm�ediaire d'une �le message queue. Le processus Transmitter
est d�ecrit par le comportement suivant :
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Transmitter :
cycle

si message queue 6= ; alors
extraire le premier message m de la �le message queue ;
rel (m) ; /* di�user m �a ses destinataires */

fsi
fcycle

Chaque message contient la liste de ses destinataires ainsi qu'un champ type qui permet d'indiquer
s'il s'agit d'une premi�ere ou d'une seconde copie du message. La proc�edure rel permet d'envoyer
le message m �a chacun de ses destinataire en utilisant la couche transport sur laquelle repose le
protocole. L'algorithme de la proc�edure rel est alors :

proc�edure rel (m)
d�ebut

m:type := first ; rel (m); /* envoi de la premi�ere copie : : : */
m:type := second ; rel (m); /* envoi de la seconde copie : : : */

�n

Chaque station r�eceptrice contient un processus Receiver qui est charg�e de recevoir les messages
provenant du r�eseau (par l'interm�ediaire du protocole de transport). Chaque message m re�cu par ce
processus sera alors g�er�e par un processus local �a la station r�eceptrice, not�e Threadm, et dont le rôle
sera de relayer l'�emetteur si la seconde copie du message n'a pas �et�e re�cue apr�es un certain d�elai. Le
processus Receiver est d�ecrit par le comportement suivant :

Receiver :
cycle

r�eception (m) ; /* r�eception du message m de la part d'une station du r�eseau */
si m:type = first alors

/* il s'agit d'une premi�ere copie du message */
si cette copie de m �a d�ej�a �et�e re�cue alors

d�etruire (m) /* m doit être ignor�e : : : */
sinon

d�elivrer (m) �a la station r�eceptrice ; /* un nouveau message vient d'être re�cu */
cr�eer un processus Threadm associ�e �a m ;
transmettre m au processus Threadm

fsi
sinon

/* il s'agit d'une seconde copie du message */
si cette copie de m �a d�ej�a �et�e re�cue alors

d�etruire (m) /* m doit être ignor�e : : : */
sinon

transmettre m au processus Threadm
fsi

fsi
fcycle

Il reste alors �a d�ecrire le comportement du processus Threadm :

Threadm :
r�eception (m) ; /* r�eception du message m de la part du processus Receiver */
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d�emarrer un timer ;
/* il reste �a attendre la seconde copie du message ou l'expiration du timer */
cycle

si r�eception (m) alors
/* r�eception de la seconde copie du message m de la part du processus Receiver
le processus Threadm est d�etruit */

stop
fsi
si timeout alors

/* le timer a expir�e
le message m est r�e�emis et le processus Threadm est d�etruit */

rel (m) ; stop
fsi

fcycle

B.2 Mod�elisation du protocole en Lotos

On pr�esente dans un premier temps une description du protocole en consid�erant des stations �emet-
trices et r�eceptrices �ables. On ajoute alors la mod�elisation des pannes a�n d'obtenir le programme
Lotos complet.

B.2.1 Architecture du protocole

La premi�ere tâche consiste �a mod�eliser la couche transport rel sur laquelle repose le protocole rel/REL.
Rappelons que le service fourni par cette couche doit o�rir les fonctionnalit�ees suivantes :

� Il doit permettre une transmission �able de messages, d'une part de la station �emettrice vers
n'importe quelle station r�eceptrice du r�eseau, et d'autre part entre deux stations r�eceptrices
quelconques (au moment du relais).

� L'ordre des messages doit être pr�eserv�e.

En Lotos, la solution la plus simple pour impl�ementer un tel service consiste �a utiliser directement
le m�ecanisme du \rendez-vous" : chaque station est repr�esent�ee par un processus Lotos et l'�echange
de messages entre deux stations se fait alors par rendez-vous binaire sur une porte commune �a ces
deux processus.

On consid�ere dans la suite un r�eseau compos�e d'une station �emettrice, repr�esent�ee par le processus
Lotos Transmitter Node, et de deux stations r�eceptrices, repr�esent�ees par les processus Lotos
Receiver Node (1) et Receiver Node (2), mais cette description peut être g�en�eralis�ee �a un nom-
bre quelconque de stations r�eceptrices.

Le tableau suivant donne la nomenclature des portes utilis�ees pour mod�eliser la couche rel :

Porte Processus origine Processus destination

R T R1 Transmitter Node Receiver Node (1)
R T R2 Transmitter Node Receiver Node (2)
R R1 R2 Receiver Node (1) Receiver Node (2)
R R2 R1 Receiver Node (2) Receiver Node (1)
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En�n, on note GET la porte utilis�ee par les deux stations r�eceptrices pour transmettre les messages
re�cus �a la couche implant�ee au-dessus du protocole rel/REL (i.e, �a son service). La �gure suivante
d�ecrit alors l'architecture obtenue pour ce r�eseau :

GETGET
R R2 R1

R R1 R2

R T R2R T R1

Receiver Node (2)Receiver Node (1)

Transmitter Node

Remarque B-1

1. Bien que dans le protocole rel/REL tous les messages originaires de la station �emettrice seront
toujours transmis au deux station r�eceptrices, il n'est pas envisageable de mod�eliser cette dif-
fusion directement par un rendez-vous n-aire entre ces trois processus, sans quoi la propri�et�e
d'atomicit�e serait trivialement v�eri��ee.

2. Il aurait �et�e possible d'utiliser une porte unique pour impl�ementer les communications entre les
deux stations r�eceptrices (le sens de la transmission pouvant alors être cod�e dans un champ du
message). Toutefois, par sym�etrie avec les messages re�cus de la part de la station �emettrice, il
nous a sembl�e plus clair d'utiliser deux portes distinctes.

Il reste �a pr�eciser les types de donn�ees n�ecessaires pour repr�esenter les messages �echang�ees ainsi que
les adresses des stations r�eceptrices :

� Concernant les messages, les seules informations signi�catives du point de vue du protocole
sont le num�ero du message et le champ indiquant s'il s'agit d'une premi�ere ou d'une seconde
copie. En Lotos, ces donn�ees seront respectivement cod�e par le type message, isomorphe au
type entier de la librairie standard, et par le type �enum�er�e typemsg, muni d'un op�erateur de
comparaison :

type MESSAGE is NATURAL renamedby

sortnames MSG for NAT

endtype

type TYPEMSG is BOOLEAN

sorts

TYPEMSG
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opns

FIRST

SECOND : -> TYPEMSG

EQ_TYPE : TYPEMSG, TYPEMSG -> BOOL (* operateur de comparaison *)

eqns

forall X, Y : TYPEMSG

ofsort BOOL

EQ_TYPE (X, X) = true;

EQ_TYPE (X, Y) = false; (* en supposant les equations ordonnees *)

endtype

� Les adresses des stations r�eceptrices seront �egalement cod�ees par le type �enum�er�e address :

type ADDRESS is

sorts

ADR

opns

1

2 : -> ADR

endtype

On obtient alors le fragment de programme Lotos suivant, pour lequel les processus Transmit-
ter Node et Receiver Node sont explicit�es dans la suite :

specification rel_REL_protocol [GET] : noexit behaviour

hide R_T_R1, R_T_R2 in (

Transmitter_Node [R_T_R1, R_T_R2]

|[R_T_R1, R_T_R2]|

Receiver_Group [R_T_R1, R_T_R2, GET]

)

where

process Receiver_grp [R_T_R1, R_T_R2, GET] : noexit :=

hide R_R1_R2, R_R2_R1 in (

Receiver_Node [R_T_R1, R_R1_R2, R_R2_R1, GET] (1 of ADR)

|[R_1, R_2]|

Receiver_Node [R_T_R2, R_R2_R1, R_R1_R2, GET] (2 of ADR)

)

endproc

endspec
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B.2.2 Description de la station �emettrice

D'apr�es la description informelle du protocole, la station �emettrice se compose d'un processus unique
Transmitter, charg�e de di�user �a l'ensemble des r�ecepteurs deux copies des messages extraits d'une
�le message queue. Dans la mod�elisation en Lotos, cette �le peut être remplac�ee par une constante
enti�ere max msg qui indique le nombre total de messages �a �emettre : le comportement du proces-
sus Lotos Transmitter consiste alors �a di�user s�equentiellement deux copies de chaque message
num�erot�e dans l'intervalle [1, .., max msg].

En repr�esentant la proc�edure rel par le processus Lotos BigRel on obtient :

process Transmitter_Node [R_T_R1, R_T_R2] : noexit :=

Transmitter [R_T_R1, R_T_R2] (1 of MSG)

where

process Transmitter [R_T_R1, R_T_R2] (M:MSG) : noexit :=

[M gt MAX_MSG] -> stop

[]

[M le MAX_MSG] -> (

BigRel [R_T_R1, R_T_R2] (M)

>> Transmitter [R_T_R1, R_T_R2] (M+1)

)

endproc

endproc

En�n, la di�usion d'une copie d'un message consiste �a �emettre cette copie vers chacune des stations
r�eceptrices, sans pr�ejuger de l'ordre dans laquelle elles doivent la recevoir. En Lotos, cette di�usion
est mod�elis�e par une composition parall�ele asynchrone (ou entrelacement) des rendez-vous sur les
portes R T R1 et R T R2 entre les processus Transmitter Node et Receiver Node.

Le comportement du processus BigRel est alors :

process BigRel [R_T_R1, R_T_R2] (M:MSG) : exit :=

rel [R_T_R1, R_T_R2] (M, FIRST) (* diffusion de la premiere copie *)

>>

rel [R_T_R1, R_T_R2] (M, SECOND) (* diffusion de la seconde copie *)

where

process rel [R_T_R1, R_T_R2] (M:MSG, T:TYPEMSG) : exit :=

( R_T_R1 !M !T ; exit ) (* transmission du message au Receiver_Node (1) *)

|||

( R_T_R2 !M !T ; exit ) (* transmission du message au Receiver_Node (2) *)

endproc

endproc
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B.2.3 Description des stations r�eceptrices

Dans la description informelle, une station r�eceptrice est constitu�e d'un processus Receiver, qui re�coit
les messages du r�eseau et les d�elivre le cas �ech�eant �a la couche sup�erieure, et des processus Threadm,
qui sont cr�ees en fonction des messages re�cus. Cette d�ecomposition sera conserv�ee pour mod�eliser le
processus Lotos Receiver Node.

Toutefois, la cr�eation dynamique de processus n'�etant pas possible en Lotos, il est n�ecessaire que les
processus Thread soient mis en place statiquement, en fonction du nombre de messages qui pourront
être adress�es �a la station r�eceptrice que l'on consid�ere. Dans notre cas, ces messages appartiennent �a
l'intervalle [1, .., max msg].

Il reste alors �a pr�eciser comment ces di��erents processus se synchronisent :

� Le processus Receiver communique avec chacun des processus Thread, par rendez-vous sur
une porte not�ee DEPOSE.

� Les processus Thread ne communiquent pas entre-eux, ce qui correspond �a une composition
parall�ele asynchrone.

A titre d'exemple, pour max msg = 3, l'architecture du processus Receiver Node (1) est repr�esen-
t�ee par la �gure suivante :

Thread (2) Thread (3)Thread (1)

Receiver Node

DEPOSEDEPOSE

GET

R R1 R2R R1 R2 R R1 R2

DEPOSE

R R2 R1R T R1

Receiver

Plus g�en�eralement, cette �gure correspond au fragment de programme Lotos suivant, pour lequel il
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reste �a expliciter les processus Receiver et Thread :

process Receiver_Node [RT, RE, RR, GET] (A:ADR) : noexit :=

hide DEPOSE in (

Receiver [RT, RR, DEPOSE, GET] (A)

|[DEPOSE]|

(

Thread [DEPOSE, RE] (1 of MSG)

|||

Thread [DEPOSE, RE] (2 of MSG)

|||

.

.

.

|||

Thread [DEPOSE, RE] (MAX_MSG)

)

)

endproc

D'apr�es sa description informelle, le comportement du processus Receiver n�ecessite de savoir d�etecter
si une premi�ere ou deuxi�eme copie d'un message donn�e a d�ej�a �et�e re�cue. On associe donc �a ce processus
deux tables (une pour chaque copie) qui permettront de m�emoriser les num�eros des messages d�ej�a
re�cus. Plus formellement, ces structures sont d�e�nies par le type table suivant, qui est isomorphe
au type \ensemble" usuel :

type TABLE is BOOLEAN, MESSAGE

sorts

TAB

opns

Reset : -> TAB (* la table vide *)

Set : TAB, MSG -> TAB (* ajout de message dans la table *)

Test : TAB, MSG -> BOOL (* test de la presence d'un message *)

eqns

forall T:TAB, M, N:MSG

ofsort BOOL

Test (Reset, N) = false;

Test (Set (T, M), N) = (M eq N) or Test (T, N);

endtype

Le processus Receiver se d�eduit alors directement de sa d�e�nition informelle :

process Receiver [RT, RR, DEPOSE, GET] (A:ADR, TF:TAB, TS:TAB) : noexit :=

choice REL_R in [RT, RR] []

(

REL_R ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; (* reception d'un message du reseau *)

(

[EQ_TYPE(T, FIRST) and not Test (TF,M)] ->
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GET !A !M ; (* delivrer le message a la couche superieure *)

DEPOSE !M ; (* transmettre M a sa thread *)

Receiver[RT, RR, DEPOSE, GET] (A, SET(TF,M), TS)

[]

[EQ_TYPE(T, FIRST) and Test (TF,M)] -> (* copie deja recue *)

Receiver[RT, RR, DEPOSE, GET] (A, TF, TS)

[]

[EQ_TYPE(T, SECOND) and not Test(TS,M)] ->

DEPOSE !M ; (* transmettre M a sa thread *)

Receiver[RT, RR, DEPOSE, GET] (A, TF, SET(TS,M))

[]

[EQ_TYPE(T, SECOND) and Test(TS,M)] -> (* copie deja recue *)

Receiver[RT, RR, DEPOSE, GET] (A, TF, TS)

)

)

endproc

Remarque B-2
Dans le processus Receiver Node, les deux tables sont initialis�ees avec l'ensemble vide :

Receiver [RT, RR, DEPOSE, GET] (A, Reset, Reset)

Il reste alors �a mod�eliser les processus Thread, en fonction de leur description informelle :

� L'interruption du relais sur r�eception de la seconde copie du message est mod�elis�ee �a l'aide de
l'op�erateur disable \[>" de Lotos.

� Le timer n'a pas �a être repr�esent�e explicitement. En e�et, puisque les actions de r�eception des
copies du message (sur la porte DEPOSE) et de retransmission (sur les portes R R1 R2 ou
R R2 R1) sont asynchrone, les trois cas de �gure possibles sont bien mod�elis�es :

{ la r�eception de la seconde copie a lieu avant le d�ebut du relais,

{ la r�eception de la seconde copie a lieu pendant le relais, entre deux actions atomiques
quelconques,

{ la r�eception de seconde copie a lieu apr�es la �n du relais.

� En�n, le relais lui-même est mod�elis�e par un processus BigRel Relay similaire au processus
BigRel utilis�e dans le processus Transmitter Node, �a la di��erence que lors d'un relais les
messages ne sont pas adress�es au r�ecepteur qui est �a l'origine de ce relais.

On obtient alors le comportement Lotos suivant :

process Thread [DEPOSE, RR] (M : MSG) : noexit :=

DEPOSE !M ; (* reception de la premiere copie d'un message *)

(

( BigRel_Relay [RR] (M) >> stop ) (* relais *)

[>

( DEPOSE !M ; stop )

(* interrompu par la reception de la seconde copie *)

)

where
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process BigRel_Relay [R] (M : MSG) : exit :=

rel_relay [R] (M, FIRST) (* diffusion de la premiere copie *)

>>

rel_relay [R] (M, SECOND) (* diffusion de la seconde copie *)

where

process rel_relay [R] (M:MSG, T:TYPEMSG) : exit :=

( R !M !T ; exit ) (* emission vers l'autre recepteur *)

endproc

endproc

endproc

B.2.4 Mod�elisation des pannes

A partir du programme Lotos obtenu dans la section pr�ec�edente, il reste �a mod�eliser les pannes qui
peuvent a�ecter chacune des stations du r�eseau a�n d'obtenir une description compl�ete du protocole
rel/REL.

Pour un processus Lotos quelconque P, on s'int�eresse donc �a la d�e�nition d'un processus Fail P,
dont le comportement soit semblable �a celui de P, mais qui puisse �egalement �a tout instant cesser
de fonctionner. Compte-tenu des hypoth�eses retenues dans la description informelle du protocole
sur la nature des pannes, et en particulier le fail-silent behaviour, une solution imm�ediate consiste �a
proc�eder de la mani�ere suivante :

� Lorsque Fail P cesse de fonctionner, il e�ectue une action particuli�ere not�ee CRASH.

� Pour chaque action atomique du processus P, Fail P peut soit choisir d'�evoluer normalement
en e�ectuant la même action, soit choisir de cesser de fonctionner en e�ectuant l'action CRASH
et en se bloquant (c'est �a dire en n'e�ectuant plus aucune action).

En Lotos le processus Fail P se d�eduit donc directement de la d�e�nition de P �a l'aide de l'op�erateur
disable \[>" :

process Fail_P [...] : noexit :=

(P [> (CRASH ; stop))

endproc

N�eanmoins, si cette premi�ere solution permet bien de mod�eliser les pannes d'un processus P isol�e,
elle ne peut pas être directement appliqu�ee aux processus Transmitter Node et Receiver Node
d�ecrits dans la section pr�ec�edente, qui sont suppos�es e�ectuer des rendez-vous avec leur environnement
(i.e., les autres stations du r�eseau). Plus pr�ecis�ement, cette solution pr�esente dans ce cas deux
inconv�enients :

1. Elle ne permet pas de distinguer un processus en panne d'un processus bloqu�e (i.e., qui attend
ind�e�niment un rendez-vous avec un autre processus). En e�et, la s�emantique de l'op�erateur
\[>" implique que, si P se bloque (et devient ainsi �equivalent au processus stop), alors Fail P
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e�ectue n�ecessairement l'action CRASH.

Cette situation n'est pas sans cons�equence sur la v�eri�cation. Par exemple, la propri�et�e
d'atomicit�e du service de ce protocole ne concerne que les stations r�eceptrices \en fonction-
nement". Si, par la suite d'un blocage possible dans le protocole, une station r�eceptrice cesse
\arti�ciellement" de fonctionner alors elle ne sera pas prise en compte lors de la v�eri�cation de
cette propri�et�e, et l'anomalie ne sera donc pas d�etect�ee.

2. Un station en panne peut empêcher deux stations en fonctionnement de communiquer. Cette
situation, contraire aux hypoth�eses retenues sur la nature des pannes, et due au choix que
nous avons fait de mod�eliser la couche rel par du rendez-vous. En e�et, si le processus
Transmitter Node, lors de la di�usion d'une copie du message, tente de se synchroniser
par rendez-vous avec un processus Receiver Node en panne (i.e., qui a e�ectu�e une ac-
tion CRASH), alors ce dernier ne pourra jamais accepter le rendez-vous et le processus
Transmitter Node sera donc bloqu�e �a son tour, ce qui interrompt sa di�usion.

En cons�equence, il est n�ecessaire d'a�ner cette premi�ere d�e�nition du processus Fail P a�n obtenir
une mod�elisation des pannes qui soit mieux adapt�ee �a la situation que l'on souhaite d�ecrire.

Pour distinguer un processus en panne d'un processus bloqu�e, la solution que nous avons retenue
consiste �a exprimer di��eremment le fait que Fail P puisse cesser de fonctionner �a tout instant. Dans
ce nouveau mod�ele, pour chaque action atomique A du processus P, Fail P peut choisir de mani�ere
non d�eterministe entre :

� e�ectuer l'action A, puis n�ecessairement e�ectuer l'action CRASH et cesser de fonctionner (en
n'e�ectuant plus aucune action).

� e�ectuer l'action A, puis ne pas avoir la possibilit�e d'e�ectuer l'action CRASH avant d'avoir
e�ectu�e une nouvelle action.

En Lotos, ce choix non d�eterministe peut être facilement exprim�e en utilisant la technique de
programmation par contraintes (ou constraint-oriented), qui consiste �a d�e�nir Fail P comme la
composition parall�ele de P et d'un processus not�e Crash P, et dont le rôle est de mod�eliser les
pannes de P. Dans le cas du processus Transmitter Node, on obtient alors la nouvelle d�e�nition
suivante :

hide CRASH_T in (

Transmitter [R_T_R1, R_T_R2] (1 of MSG)

|[R_T_R1, R_T_R2]|

Crash_Transmitter [R_T_R1, R_T_R2]

)

where

process Crash_Transmitter [R_T_R1, R_T_R2, CRASH_T] : noexit :=

(R_T_R1 ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; Crash_Transmitter [R_T_R1, R_T_R2, CRASH_T])

[]

(R_T_R2 ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; Crash_Transmitter [R_T_R1, R_T_R2, CRASH_T])

[]

(R_T_R1 ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; CRASH_T ; stop)

[]
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(R_T_R2 ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; CRASH_T ; stop)

endproc

Pour r�esoudre le second probl�eme (i.e., le fait qu'un r�ecepteur en panne puisse empêcher un �emet-
teur de communiquer avec des r�ecepteurs en fonctionnement), il est �egalement n�ecessaire d'a�ner la
mod�elisation du fail-silent behaviour. Dans le cas du processus Receiver Node, une panne ne doit
donc pas empêcher le processus Transmitter Node ou un autre processus Receiver Node de se
synchroniser par rendez-vous avec ce processus, ce qui implique d'accepter tout rendez-vous sur une
porte de r�eception.

On obtient alors la sp�eci�cation Lotos suivante pour le processus Fail Receiver Node, toujours
dans le cas o�u trois messages sont �emis :

hide DEPOSE in (

(

(

Receiver [RT, RR, DEPOSE, GET] (A)

|[DEPOSE]|

(

Thread [DEPOSE, RE] (1 of MSG)

|||

Thread [DEPOSE, RE] (2 of MSG)

|||

Thread [DEPOSE, RE] (3 of MSG)

)

)

[> ( CRASH_R !A ; Ear [RT, RR] )

)

|[RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R]|

Crash_Receiver [RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R] (A)

)

avec,

process Crash_Receiver [RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R] (A:ADR) : noexit :=

(RT ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; Crash_Receiver [RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R] (A))

[]

(RE ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; Crash_Receiver [RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R] (A))

[]

(RR ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; Crash_Receiver [RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R] (A))

[]

(GET ? A:ADR ? M:MSG ; Crash_Receiver [RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R] (A))

[]

(DEPOSE ? M:MSG ; Crash_Receiver [RT, RE, RR, GET, DEPOSE, CRASH_R] (A))

[]

(RT ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; CRASH_R !A ; Ear [RT, RR])

[]

(RE ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; CRASH_R !A ; Ear [RT, RR])



192 Annexe B. Exemple : un protocole de di�usion atomique

[]

(RR ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; CRASH_R !A ; Ear [RT, RR])

[]

(GET ? A:ADR ? M:MSG ; CRASH_R !A ; Ear [RT, RR])

[]

(DEPOSE ? M:MSG ; CRASH_R !A ; Ear [RT, RR])

endproc

process Ear [RT, RR] : noexit :=

(RT ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; Ear [RT, RR])

[]

(RR ? M:MSG ? T:TYPEMSG ; Ear [RT, RR])

endproc

B.3 Mod�elisation sous forme de processus communicants

A partir du programme Lotos obtenu dans la section pr�ec�edente, il est possible de d�eduire une
description du protocole sous la forme d'une expression de composition entre syst�emes de transitions
�etiquet�ees, exprim�ee dans le langage pr�esent�e au chapitre 6, et qui autorise une v�eri�cation \�a la
vol�ee" �a l'aide du logiciel Ald�ebaran.

Plus pr�ecis�ement, l'objectif consiste �a transformer le programme Lotos initial en un programme ne
comportant plus que des d�e�nitions de processus dits �el�ementaires, compos�ees �a l'aide de l'op�erateur
de composition parall�ele (\|[ : : : ]|") et de l'op�erateur d'abstraction (\hide : : : in : : :"). En
g�en�eral, plusieurs approches sont envisageables, selon le nombre de processus �el�ementaires que l'on
souhaite obtenir.

La strat�egie que nous avons retenue pour traiter cet exemple consiste �a maximiser cette valeur en
choisissant comme processus �el�ementaires les processus du programme Lotos initial qui comportent
d'autres op�erateurs que la composition parall�ele et l'abstraction. On obtient alors l'expression de
composition suivante, qui re
�ete l'architecture du protocole :

hide R_T_R1, R_T_R2 in

(

(

hide CRASH_T in

(

Transmitter

|[R_T_R1, R_T_R2]|

Crash_Transmitter

)

)

|[R_T_R1, R_T_R2]|

(

hide R_R1_R2, R_R2_R1 in

(

(
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hide DEPOSE, CRASH_R in

(

Receiver_1

|[R_T_R1, R_R1_R2, R_R2_R1, GET, DEPOSE]|

Crash_Receiver_1

)

)

|[R_R1_R2, R_R2_R1 ]|

(

hide DEPOSE, CRASH_R in

(

Receiver_2

|[R_T_R2, R_R1_R2, R_R2_R1, GET, DEPOSE]|

Crash_Receiver_2

)

)

)

)

)

Remarque B-3
Dans l'impl�ementation que nous avons r�ealis�ee dans Ald�ebaran le passage de valeurs n'est pas
autoris�e lors du rendez-vous, et il est donc n�ecessaire de le remplacer par de la synchronisation
\pure". Pour ce faire, on substitue dans l'expression de composition chaque occurrence des portes
utilis�ees dans un processus �el�ementaires pour recevoir une valeur d'un type donn�e par la liste des
portes correspondant �a l'�emission de toutes les valeurs d�e�nis dans ce type.

Par exemple, s'il existe dans un processus �el�ementaire une occurrence d'une porte G de la forme
G ? X:S alors G sera remplac�ee dans l'expression de composition par la liste

G !s1, G !s2, : : :, G !sn

o�u s1, s2, : : : , sn sont les �el�ements du type S.

B.4 V�eri�cation

On s'int�eresse �a la v�eri�cation de l'une des deux propri�et�es �enonc�ees dans la description informelle
du service du protocole rel/REL, qui concerne la pr�eservation de l'ordre des messages. En e�et, le
fait que, par hypoth�ese, la couche transport rel pr�eserve cet ordre ne permet pas directement de
d�eduire cette propri�et�e pour l'ensemble du protocole. En particulier, rien ne garantit �a priori que le
m�ecanisme du \relais" introduit par les processus \threads" ne risque pas d'inverser les r�eceptions de
deux messages pour certaines stations r�eceptrices.

B.4.1 Description formelle de la propri�et�e �a v�eri�er

Il s'agit d'une propri�et�e de sûret�e : elle indique que, si les messages sont re�cus par une station, alors
ils le sont selon un ordre donn�e, mais elle n'impose pas que la r�eception ait lieu in�evitablement. En
fait, il existe même de nombreux sc�enarios valides pour lesquels des r�eceptions de message n'ont pas
lieu (par exemple suite �a une panne, soit de la station �emettrice avant qu'elle n'entame une di�usion,
soit de la station r�eceptrice que l'on consid�ere).
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Du point de vue th�eorique, cette propri�et�e est donc pr�eserv�ee par n'importe quelle relation
d'�equivalence incluse dans l'�equivalence de sûret�e, mais la sp�eci�cation comportementale qui lui est
associ�ee d�epend n�eanmoins de la relation que l'on choisit pour la v�eri�cation. Plus pr�ecis�ement, on
donne le comportement attendu du protocole lorsque l'on consid�ere comme visible les seules actions
de r�eception e�ectu�es par l'une des stations r�eceptrices (action GET dans le programme Lotos),
et si l'on suppose que trois messages (num�erot�es 1, 2 et 3) sont di�us�es en s�equence par la station
�emettrice :

� Vis-�a-vis de l'�equivalence de sûret�e, ce comportement est repr�esent�e par le syst�eme de transitions
�etiquet�ees (tr�es simple) de la �gure suivante :

GET !3GET !2GET !1

� Si l'on consid�ere la ��a-bisimulation, il est n�ecessaire de sp�eci�er �egalement le fait que certains
des messages peuvent ne pas être re�cus �a la suite d'une panne de l'�emetteur ou du r�ecepteur
que l'on observe. Le comportement attendu du protocole est donc repr�esent�e par le syst�eme de
transitions �etiquet�ees de la �gure suivante :

GET !3

GET !2GET !2

GET !1GET !1

� En�n, si l'on consid�ere une relation plus forte (comme l'�equivalence observationnelle ou la
bisimulation de branchement), la pr�esence des pannes ne permet pas de donner une description
intuitive de ce comportement. En particulier, aucun des syst�emes de transitions �etiquet�ees des
deux �gures pr�ec�edentes n'est une sp�eci�cation comportementale correcte du protocole vis-�a-vis
de ces deux relations.

B.4.2 V�eri�cation �a partir des syst�emes de transitions �etiquet�ees

Nous avons tout d'abord e�ectu�e une premi�ere v�eri�cation de cette propri�et�e en g�en�erant �a l'aide du
compilateur C�sar le syst�eme de transitions �etiquet�ees associ�e au programme Lotos d�ecrit dans la
section B.2. Pour un r�eseau constitu�e d'une station �emettrice et deux stations r�eceptrices, la taille
de ce syst�eme �etait de l'ordre de 600 000 �etats et de 1 900 000 transitions.

En raison de sa taille, la comparaison de ce syst�eme de transitions �etiquet�ees avec celui de la sp�eci-
�cation comportementale n'a pu être e�ectu�e qu'en utilisant l'algorithme de v�eri�cation \�a la vol�ee"
(les algorithmes classiques provoquant des d�ebordements de capacit�e m�emoire). Dans le cas de
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l'�equivalence de sûret�e et dans le cas de la ��a-bisimulation, le temps de la comparaison est alors de
l'ordre de quelques heures sur une station de travail de type SUN 3.

Remarque B-4
Notons que pour la ��a-bisimulation la sp�eci�cation comportementale n'est pas d�eterministe, et que
c'est donc l'algorithme \g�en�eral" (algorithme 5-3) qui est mis en �uvre.

B.4.3 V�eri�cation \�a la vol�ee"

Nous avons par la suite e�ectu�e une seconde v�eri�cation, sans g�en�erer au pr�ealable le syst�eme de
transitions �etiquet�ees correspondant au programme Lotos complet, mais directement \�a la vol�ee",
�a partir de la description sous forme de processus communicants pr�esent�ee dans la section B.3. Le
principe consiste alors :

1. �a g�en�erer �a l'aide du compilateur C�sar les syst�emes de transitions �etiquet�ees correspondants
�a chacun des processus �el�ementaires,

2. �a r�eduire ces syst�emes �a l'aide d'Ald�ebaran, modulo une relation d'�equivalence R, qui doit
pr�eserver la relation utilis�ee lors de la v�eri�cation,

3. et en�n �a comparer, toujours �a l'aide d'Ald�ebaran, la sp�eci�cation comportementale avec le
syst�eme obtenu en composant les syst�emes r�eduits, et ce au fur et �a mesure de sa g�en�eration.

Pour une con�guration du r�eseau identique �a celle de la section pr�ec�edente, nous avons obtenu les
r�esultats suivants :

� Lorsque les syst�emes de transitions �etiquet�ees correspondants aux processus �el�ementaires sont
r�eduits modulo la bisimulation forte la comparaison s'e�ectue en quelques dizaines de minutes.

� Lorsque les syst�emes de transitions �etiquet�ees correspondants aux processus �el�ementaires sont
r�eduits modulo la ��a-bisimulation la comparaison s'e�ectue en quelques minutes.

B.4.4 Discussion

Nous terminons par quelques remarques plus g�en�erales sur la v�eri�cation de ce protocole :

� La propri�et�e d'atomicit�e est plus di�cile �a exprimer �a l'aide d'une sp�eci�cation comportemen-
tale. En fait, il s'est av�er�e que cette propri�et�e �etait plus facile �a caract�eriser �a l'aide d'une
formule de logique temporelle. On trouve une expression de cette propri�et�e en logique LTAC
dans [FGM+91], et sa v�eri�cation compl�ete est d�ecrite dans [BM91].

� La v�eri�cation de ce protocole �a permis d'am�eliorer la connaissance de son comportement, et
en particulier sous certaines hypoth�eses de borner la taille de la structure de donn�ee utilis�ee
dans le processus Receiver pour d�etecter les messages dupliqu�es. Par suite, il a �et�e possible
d'obtenir une nouvelle version de ce processus dans laquelle il n'y a plus de cr�eation dynamique
d'un processus Thread pour chaque message re�cu (le nombre de Thread est �x�e en fonction du
nombre total de stations du r�eseau).

En�n, notons que la v�eri�cation d'un protocole de même nature sp�eci��e en Estelle est d�ecrite
dans [BGR+90].
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