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Introduction

La résolution jusqua’I'optimalité de probémes d’optimisation combinatoire
N P-difficiles nécessite une mise en ceuvre dethodes de plus en plus complexes
qui consomment de plus en plus de puissance de calcul. Le calcubpaadite la
perspective de pouvoieduire le temps dessolution de ces probines et permet
d’espérer aborder des instances de plus grande taille.

L'objectif de notre travail est de parellser un algorithme de “Branch and
Cut” pour pouvoir Esoudre jusqu T'optimalité des instances du praohe du
voyageur de commerce strique.

Le probeme du voyageur de commerce est parmi les grabk les plus diffi-
ciles de la recherche epationnelle et de I'optimisation combinatoire. Il consiste
a trouver un parcours de gbfinimum passsant exactement une fois par tous les
sommets d’'un graphe. Ce prebhe aeté largemenéfudié dans plusieurs branches
de la matlematique, de I'informatiques et de la rechercheragionnelle. Il pos-
séde plusieurs applications dans les domaines industriels, informatique et de dis-
tribution: probEme de toureé de ehicule, probéime de construction des circuits
imprimés, parcours d’un robot dans un magasin, ordonnancemestiaestayant
des temps d’exCution @&fpendant de leurs @eédences...

Quand la tieorie de la complexitaété dévelopgge, le probéme du voyageur
de commerce fut I'un des premieasitre class’\V"P-difficile par Karp en 1972.
Depuis, plusieurs heuristiques et techniques algorithmiquest@ntiSes en place
pour trouver des solutioresce probéme : la nethode du “Branch and Bound”, la
méthode de la relaxation Lagrangienne, lestihodes d’araliorations du type Lin
Kernigham, les rafas heuristiques tels que le recuit simoll les algorithmes
génétiques, et des algorithmes qui se basent ®iudié polgdrale du proldme
tels que la rethode des coupes pelgrale.

Pendant les dix deraies aneés plusieurstudes oneté mer€es pour para:
liser ces nethodes et notamment laatiiode du “Branch and Bound”. Cetudes
ont permis de montrer I'apport possible du pagkdime. Cependant les tailles des
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instancese&Solues restent en ciegdes esprances.

L ’emergence de la@thode du “Branch and Cut” a permis de franchir un seuil
dans la taille des instancessdlues du prokihe du voyageur de commerce. Cette
méthode d€nun€ration implicite conjugue I'effort de plusieurs autrestimddes,
essentiellement la ethode des coupes pelgrale, la nethode du “Branch and
Bound” et la n€thode de grération de colonnes. Elle a permis desoudre de
grandes instances du prebte du voyageur de commerce, mais elle s’esté/”
grande consommatrice de puissance de calcul. La phsaliion de cette ethode
permettra deaduire son cof prohibitif en temps de calcul tout en abordant des
instances de plus en plus difficiles du pretnleé du voyageur de commerce.

L'objectif de notre travail est d'imgmenter un algorithme paralk, efficace
et portable de “Branch and Cut” powgsoudre des instances difficiles du peshE
du voyageur de commerce. Les choix pris lors de la pelisdition doivent prendre
en compte le caraete fortement iregulier de I'algorithme du “Branch and Cut”
ainsi que ses ggificités par rappom d’autres rethodes classiquesatiun€ration
implicite, notamment I'algorithme du “Branch and Bound”.

Structure du document

Dans le premier chapitre, nous introduirons lestinodes de base qui com-
posent I'algorithme du “Branch and Cut”. Nous commencerons par un bref rappel
sur la programmation ligéire et I'algorithme du simplexe. Puis nowecdions la
méthode du “Branch and Bound”. Noustdillerons ensuite la ethode des plans
de coupes et les concepts de base dedarib polyédrale. Nous @$enterons en-
suite un algorithme simpliéide “Branch and Cut”. Nous terminerons ce chapitre
par la méthode de gfération de colonnes.

Le chapitre 2 sera consa&a une approche potgrale de Etude du proldme
du voyageur de commerce. Nous commencerons par unelisatin du pro-
bleme sous la forme d’'un programmedaife en nombres entiers. Nowfidirons
ensuite le polytope du profe du voyageur de commerce et nous donnerons ses
principales propetés. Nous dcrirons enfin quelques facettes connues du poly-
tope du proldime du voyageur de commerce.

Dans le troiseme chapitre, nousedidillerons toutes lestapes de notre algo-
rithme du “Branch and Cut” pouesoudre le proleime du voyageur de commerce.
Tout d’abord, nous @sSenterons un organigrammengral de I'algorithme. En-
suite nous dcrirons les phases d'initialisation, et desolution du programe li-
néaire. Puis nous peenterons la phase dergtration de coupes padgrales pro-



venant d’heuristiques deparations et de “pool”. Nousedfirons ensuite étape

de “pricing” et de gnération de coupes, et nous montrerons les possibitie
fixation de variables pendant cetttape. Nous terminerons enfin par unegam-
tation des stragies de branchement et de parcours de I'arbre du “Branch and
Cut”.

Le chapitre 4 introduit le lecteur aux concepts de base du phsatie. Nous
présenterons ensuite dans le chapitre 5 un@peon exhaustif destides de pa-
rallélisation de I'algorithme du “Branch and Boundédié a la résolution de pro-
bleme d’optimisation combinatoire. Nous rapporterons quelques exemples d’ex-
périmentations et de plateformes de programmation de “Branch and Bound” pa-
rallele.

Nous pesenterons dans le chapitre 6, notrethhodologie de paradlisation
de l'algorithme du “Branch and Cut”. Nous commenceronsgiadier les difé-
rents niveaux de paralisme possibles. Nous donnerons ensuite laegratde
contdle de la recherche arborescente que nous avonseddptis montrerons
enfin les nécanismes de comti€ de communication et djuilibrage de charge et
justifierons nos choix.

Dans le dernier chapitre, nousgsenterons lesesultats de nos egpimen-
tations. Nous commencerons par justifier Bgtilarie du “Branch and Cut” en
montrant son comportemenéaientiel. Nous @senterons ensuite lesstiltats
gue nous avons obtenus avec notre algorithme gdealNous expliquerons ces
résultats en insistant sur lesegjificités de notre im@mentation.

Nous terminerons ce document par les perspectives et les directions de nos
travaux futures.
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Chapitre 1

Introduction a la méthode du
“Branch and Cut”

Dans ce chapitre, nousettirons les nethodes de base qui composent
I'algorithme du “Branch and Cut”. Nous commencerons par un bref
rappel sur la programmation lieaire et I'algorithme du simplexe. Puis
nous dascrirons la n€thode du “Branch and Bound”. NoustHillerons
ensuite la rethode des plans de coupes et les concepts de base de la
théorie polyédrale. Nous pesenterons alors, un algorithme simgitie
“Branch and Cut”. Et nous terminerons ce chapitre par lathode de
gérération de colonnes.

1.1 Programmation linéaire

Etant dones un ensembl& = {e¢y, ..., ¢,} et une fonctiore : £ — IR, qui
associea’chaque:; € F un calt¢;. SoitS = {5, C F,i = 1...N}. Dans la
plupart des proldmes d’optimisations combinatoires, on cherche:

b b _ M . _ M .
S tel quec(ST) = 11;r211<r]1\7 e(S;) = érzug%\f ¢

e;€S8;
On associ@ toutS € S unvecteur d'incidence® € {0, 1}/¥! défini par

v J};SZO SiezﬁéS

Le probeme d’optimisation estduivalen@:
min{c'z® : S € S} = min{c'z : x € conv{z®: 5 € S}}
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ol conv{z® : S € S} est I'enveloppe convexe des vecteurs d’incidences des
solutions du prol#ime. D’apes le Esultat classique de Farkas, Weyl et Minkowski
[Sch86], I'enveloppe convexe des vecteurs d’incidences gatdEcrite par un
syseéme fini d’inéquations lieaires, i.e.

conv{z®: S €8t ={z: Az > b}

Ainsi étant dones une matricel € [R™*", un vecteub € IR™ et un vecteur
caldtc € IR", le probEme reviena'trouver un vecteur* € IR" tel que:

cr* = min{c'x: Ax > b,x € IR"}

La fonctionc'z : IR™ — IR est appadefonctionéconomiquéou objectif), les
inégali®s dans le systhe Az > b sont appeades contraintes;* est appet”solu-
tion optimale du programme lggire( P). Cette solution n’est pasgéssairement
unique.

On peut Esoudre efficacement ce type de pesb€ par la rathode du sim-
plexe (voir [Chv83]) ou par la ®thode des points iatieurs (voir [LMS94]).
Rappelons ici le principe de laettiode (primale et duale) du simplexe dont on
utilisera plusieurs notions durant cettese.

Pour chaque programme é&aire( ) nomme programme liraire primal, on
associe un programme #&aire dual D), dans lequel on doit trouver un vecteur
y* € IR™, tel que:

y*'b = mazx{y*b: Aly = c,y > 0}

Notons que le dual dgD) est( P). La relation entre ces deux programmes est
donrée par le teoreme suivant:

Théeoreme 1 Etant don®s deux programmes Baires duaux ) et(D).

— Si(P) et(D) ont des solutionsaélisables alors ils ont des solutions opti-
males, et les valeurs des solutions optimales sgates.

— Si(P) n"admet pas de solutioreglisable alors soif D) n’admet pas de
solution réalisable, soit D) est non bore:

— Si(P) est non bore'alors(D) n'admet pas de solutioredlisable.
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Tout programme lipairemin{c'z : Az > b,z > 0} peutétre transform’
pour ne comporter que desjUations, en ajoutant une variableppeEe variable
d’ecart pour chaque contrainte, le programmediné s&crit alors comme suit :

ou / est la matrice identm x m, ets est le vecteur des variablesedarts.
Notons que les deux programmesgiires sonequivalents. On consatéra do-
rénavant que les programmesdaifes sonecrits sous cette forme. La matrice
A définissant les contraintes du programmeéiné est dsormais de dimension
m % (m + n), la dimension du vecteur ab¢ estm + n tel que lesn derniers
eléments de sont nuls.

Une baseB de la matriced € IR™*(™+") de plein rang, est une sous-matrice
de A inversible de taillen x m. Les colonnes (variables) dé qui forment la
matrice B sont ditesde baseles autresV sont diteshors baselLa colonned de
A telle queB~'d est leri“™c vecteur unitaire, est dite de baadar“" ligne.
Pour un vecteur € IR™*", le vecteurzp est dfini tel que(zp), = x; oUi est
la;*“" colonne ded dansB qui est de basa lar“" ligne. Le vecteur: y est
I'autre partie der correspondant aux colonnes e Une solution primale de base
x € IR™ assoogead la base courante est telle qug = B~ 'betaxy = 0. Si
B~'b > 0 alors la base? est dite Ealisable. La solution de base asseog'st aussi
réalisable. Le vecteur = ¢i; B~ est la solution duale de base assed B.

Théoreme 2 Etant don@'s deux programmes Baires duauxP) et(D). Les pro-
positions suivantes soefjuivalentes:

— Lavaleur de la solution optimale dé’) esté*.

— Il existe une solution de basealisablex* de (P) et une solution de base
realisabley* de(D) telle quec’a* = y*'b = 6*

— |l existe une solution de basealisablex* de (P) et une solution de base
realisabley* de(D) telle quey*'(Ax* — b) = 0 etcla™ = §*.

L'algorithme primal (respectivement dual) du simplexardirre avec une base
réealisable dé P) (respectivement deD)) et itére en gardant leeglisabili€ de la
base tout en satisfant la tragsne condition du thdéreme. L'optimalig est atteinte
guand on obtient une solution duale (respectivement primale) de balésable.
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Le cait réduit d’'une variable; estégaldc; — ¢ B~a; olia; est la**™* colonne
de A. Un programme liraire est non bom(donc son dual n’est paealisable)
quand il existe une variable de cait réduit régatif etB~'a; < 0. Pour plus de
détails sur la programmation kaire et I'algorithme du simplexe, le lecteur est
encouraga consulter [Chv83].

Malheureusement, une grande partie des grobk €els ne se maalise pas
sous la forme d’'un programme Baire pur. Dans plusieurs cas, les variables
doivent prendre des valeurs ear@s et les prokihes qui eneaSultent sont sou-
vent V'P-difficiles. Nous pesenterons, dans la suite, desthodes deasolution
exacte de ces types de prebies.

1.2 La méthode du “Branch and Bound”

Plusieurs prol@mes d’optimisation combinatoire se formulent sous la forme
d’un programme lieaire en nombres entieBINE). lls s’écrivent sous la forme
min{c'z : Az > b,z € IN"}. Une grande partie de ces prebies appartiers [a
classe des probmes\ P-difficiles.

La méthode du “Branch and Bound” est utéispour €soudre d’'une fegn
exacte des probhmes de ce type. La@ttiode utilise deux concepls: branche-
mentqui consistea diviser un ensemble de solutions en sous-ensemblésvet
luation qui consistea’borner ou minorer les solutions.

Dans le cas deBLNE la méthode du “Branch and Bound” commence par
résoudre laelaxation lindairedu programme liraire, c’esta’dire en enlevant les
conditions d’'inggralig sur les variables. Cettvaluation est toujours iefieure
a la valeur de la solution optimale RLNE, puisque toute solution dBLNE
est une solution de la relaxation éaite. Par corejuent si la solution optimale
de la relaxation lieaire est endéire, alors c’est une solution optimale BUNE
Sinon on effectue une epation de branchement en choisissant une varigble
non entéere dans la solution optimale du programmeédimé que I'on a&Solu.
L'ensemble des solutions se divise alors en deux, celles pour lesquietfes:” |
et celles pour lesquelles > | x| + 1. Onévalue ensuite les nouveaux nceuds et
éventuellement oelague ceux qui sont inutiles. Un nceud petre€laglé dans
trois cas possibles:

— Le programme linaire n’est pasadlisable.

— La valeur de la solution est sepéurea la valeur de la meilleure solution
realisable trougé, dans ce cas il est inutile de continuer la recherche dans
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la sous-arborescence enra@én ce noeud, puisque les bornesriefires
obtenues sont strictement croissantes suivant la profondeur de l'arbre du
“Branch and Bound”.

— La solution est endire, donc ealisable.

L'algorithme s’argte quand on n’a plus de nceaévaluer.

L'arborescence obtenue par les branchements agdiquprol@me d’opti-
misation P est appede arbre du “Branch and Bound”, qu'on ndte= (N, F)
ou N représente I'ensemble des nceuds de I'arbrg é&s arcs correspondant au
processus de branchement. Il y a trois types de nceuds dans l'arbre du “Branch
and Bound” pendant leaedoulement de I'algorithme, le nceud courant qui est en
train d’étreévallg, des nceuds actifs qui sont dans la liste des nceuds qui doivent
eétre trai€s, et des noeuds inactifs qui @i élagles au cours du calcul. Quand
la liste des nceuds actifs est vide, la meilleure solutealisable obtenue est la
solution optimale du prokime. Notons que le choix de la s&gié de la slection
du nceud actié traiter influe lourdement sur la taille de I'arborescence du “Branch
and Bound” visi€e. De neéme pour le choix de la variable de branchement. Ces
points seront dvelopgEs ul€rieurement dans notregséntation.

1.3 La méthode des plans de coupes

La description sous la forme d’un programmeekire d’un probtme d’opti-
misation combinatoiré®’ peutétre trop grande powatfe repesenge explicitement
en memoire ou pour tenir dans un solveur de programmeslies. Dans ce cas, il
suffit de Esoudre une relaxation du prebhe d’optimisatior en enlevant la plu-
part de ces contraintes. L'ensemble des solutieatisables du probhe relax;,
qgu’on nommerak, contient celui deP. Ainsi, pour un probtme de minimisation
la valeur de la fonctior¢onomique d’une solution optimale deest infrieure
ou égalea celle d’'une solution optimale de.

La méthode des plans de coupes consistésoudre un prokle relag, puis
a essayer d'ajouterdtativement des contraintes du predole initial, vioBes par
la solution courante, jusqa’ce qu’il n’y en ait plus. Pour un prafie d’optimi-
sationmin{c'z : Az > b,z € IR"}, la contrainte dfinie par le coupléf, fo),

f € IR", fy € IR est ditevioléepar la solution courantg, si [’z < fy et f'y > fo
pour touty € {x : Az > b}. Ces contraintes sont appek des plans de coupes.
Quand l'algorithme s’aefe, il n’y a plus de contraintes vieés par la solution
courante donc elle constitue une solution optimale du groklinitial.
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Cette n€thode n'impose pas d’avoir une liste exhaustive explicite des plans de
coupes, mais seulement unetimdde pour ghérer efficacement des contraintes
valides vioEes. Lidentification de ces contraintes est appé€probleme de -
paration

Le probleme de gparation:

Etant don®'s un ensemble de contraintes d’un programmedirg et
un vecteurr € IR", il faut ou bien prouver que satisfait toutes les
contraintes ou bien trouver uneequation qui est vi@é parz.

L'algorithme des plans de coupes estcdf dans Algorithme 1. Il s’aste
quand il n’y a plus de contrainte vied" dans le systhe Ax > b. La solution
du programme liraire est optimale dans ce cas. Malheureusement dans le cas
des programmes lggires en nombres entiers cette solution et fractionnaire
bien qu’il n'y ait plus d’'inéquation vio€e dans le syste des contraintesr > b.
Comment peut-on obtenir des plans de coupes pour desspneblen nombres en-
tiers?

Pour ce faire, on va reven& la premére formulation d’un proldme d’opti-
misation combinatoire. En effet, on a vu aebdit de ce chapitre qu’un prashe
peut s&crire sous la forme de:

min{c'z : x € conv{z® : 5 € S}}

ol z° est le vecteur d’incidence d’une solutiohdu probEme etS définit I'en-
semble des solutions du prelphe.

L'enveloppe convexe de I'ensemble des vecteurs d’'incidence des solutions du
probleme en nombres entiersfitiit en ggnéral un polyedre bore’

P = conv{z®: S € S}

Avant de continuer notre expeshous avons besoin de rappeler quelmies -
ments de la thorie polyédrale. Pour une comginension comgite de ce domaine
nous vous renvoyons vers [Chv83].

Un polyedre P est un ensemble de poinggini'par un ensemble fini djua-
tions et d'iréquations lieaires, il s€crit sous la formé = {x € IR"* : Az > b},
ou A € IR etb € IR™. Un polyedre est dit bor@'si lemax,.cp||z|| < oo ou
||.|| est une norme dé&".
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Algorithme 1 L'algorithme des plans de coupes

[* On veut soudre le proleime d’optimisation combinatoirein{c'z : Az >
b,x € IR"} avecA € IR™*" etb € IR™ */

Initialiser le programme lieaire par le sous systie de contraintegA,, b;)
avecA; € IR *" etb, € IR avecm; << m,

Calculer la solution optimal@ du programme lipairec's = min{c'z : Ajx >
b,z € IR"};

Tant que Nombre-de-contrainte = rechercher-des-contraintes-aési()faire
[* On recherche les contraintes w@&s$ parz dans le sygme Az > b,
le nombre de contraintes ve#s est retousndans la variabledlombre-
contrainte*/
Ajouter I'ensemble des contraintes \eéelS @fini par(A,, b2) au programme
lineaire;

(A _ b\,
e (3)

Calculer la solution optimalg du programme lipairec's = min{c'z :
All' Z bl,l’ € Rn}’
Fin Tant que

x* = T est la solution optimale de:n{c'xz : Ax > b,z € IR"};
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Un polytope est un poldre bore. Il peut étre dfini comme I'enveloppe
convexe d’'un ensemble fini de points.

La dimension d’'un polgdre P, nottedim(P) est la dimension du plus petit
espace affine contenafit Il est dit de pleine dimension gim(FP) = n.

Une inéquationfz > f, est dite valide si est seulementfai > f, pour tout
7 € {x € IR : Ax > b}. Sil'intersection entre” et{x € IR" : fa = fo} est
non vide et diférente de” alors ¥ = {x € P : fx = f,} est ditefacepropre
de P définie par I'inéquation validefz > f,. Les faces propreg de dimension
maximale c’estdire tel quelim(F') = dim(P) — 1 sont appedesfacettede P.

Tout polyedre P peutétreécrit sous la forme d'un systie forn€ d’inéqua-
tions linéaires. De plus, s'il est de pleine dimension alors il admet une description
unique par des qjuations liraires valides repsentant des facettesuhe mul-
tiplication pres de ses deux membres par un nombre positif. Dans lewc#s o°
ne serait pas de pleine dimension, le palye est dfini par ses facettes, plus un
syseéme maximal indpendant ddguations.

Pour Esoudre un programme 8aire en nombres entiers par l@tnéde des
plans de coupes, on peut tout d’abord utiliser des plamérgux de coupes de
I'enveloppe convexe des solutions du pexbE. Ces coupes ne sont pasa@p”
fiques au proldme Esolu, et peuvengtfe utilises pour tous les pradaties li-
néaires en nombres entiers. Les plans de coupe de Gomory [Gom58] ou les coupes
gérérées par la rathode dite du “lift and project” introduite par Balasei@ et
Cornwgjols [BCC93a, BCC93b, BCC94] en sont un exemple.

L'utilisation de ces plans s'&re souvent limie pendant lagsolution de pro-
blemes difficile. D’'ai I'interét de I'étude des plans de coupegsifiques au pro-
bleme Esolu.

Lutilisation des facettes de I'enveloppe convexe de I'ensemble des solutions
d’'un probkEme lirdaire en nombres entiers comme plans de coupes donne des
résultats tes satisfaisants. En effet, chaque facette du polytope induit egaliig’
valide. Les facettes d’'un polytope sont les meilleurs plans de coupe qu’on puisse
gérérer. Pendant la predure de gparation on utilise soit des algorithmes exacts
de €paration pour grérer les facettes connues, soit des heuristiquespiation
qui ne garantissent malheureusement pas I'absencegdiii€s viokes quand ils
n’'en trouvent pas.

Grotschel, Lowasz et Schrijver [GLS88] et Padberg et Rao[PR82] amdnh-
tré qu’un probéme peuktre Esolu en un temps polynomial si et seulement si la
séparation des contraintesfifiissant le polytope se fait en temps polynomial.

Pour des prol@mes lir€aires en nombres entiers apparteratd classe des
problemes/\ P-difficiles, on ne conna’pas la description lieadire comptte du
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polytope assoe.” Et néme si on possde une description partielle des facettes
du polytope du proldmeétudié, on ne connépas d’algorithmes exacts deps-
ration pour toutes ces familles de facettes. Ainsi, souventdthade des plans
de coupes s’aate avant d’avoir trouv 1a solution optimale du probine. Notons
gu’on parlera deghavant de mthode de coupes pagiales quand on n’utilise
gue les facettes du polytope comme plans de coupes.

1.4 La méthode du “Branch and Cut”

On vient de voir gu’on ne peut souvent pa&soudre efficacement des pro-
blemes\/ P-difficiles par la nethode des coupes p@lgrales. De mame, bien que
I'algorithme du “Branch and Bound” puissdré ties performant pour une certaine
classe de prokles, par exemple le prarhe de sa@ dos, il reste &S limité
quand il est difficile de calculer une borneeanigure du protdme d’optimisation.
C’est le cas des probines possdant un nombre exponentiel ddglations dans
leur formulation en un programme &aire en nombres entiers.

L'algorithme du “Branch and Cut” est uneatiiode qui conjugue les efforts
de I'algorithme du “Branch and Bound” et de laethode des coupes pelgrales.
Ainsi, pour ©soudre un programme &aire en nombres entiers, le “Branch and
Cut” commence parasoudre une relaxation du prebhe puis il applique la s
thode des coupes pagiales sur la solution troee. Si celle-ci n’arrive pas a ob-
tenir une solution engire alors le prol@me est divie’en plusieurs sous-prarhes
qui seront €solus de la mme faon. L'algorithme de base esedrit dans algo-
rithme 2.

Une telle approche eté utilisee pour la prenare fois pour le proldme de “li-
near ordering” par Gatschel, Junger et Reinelt [GJR84]. Le terme de “Branch and
Cut” était introduit par Padberg et Rinaldi [PR87, PR91] pour un algorithme-de r’
solution du prob¢me du voyageur de commerce. Dans [PR91], Padberg et Rinaldi
ont établi le premieetat de I'art de cet algorithme, en introduisant des nouvelles
procédures telles que laegération de colonnes, des pemitires deegparation so-
phistiquées et une utilisation efficace du solveur du programneailne’

Une pEsentation dfaillée de cet algorithme fera I'objet du chapitre 3.
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Algorithme 2 L'algorithme du “Branch and Cut”

[* On veut soudre le proleime d’optimisation combinatoir@in{c'z : Az >
b,x € IR"} avecA € IR™*" etb € IR™ */

Liste-des-prol#mes = vide;
Initialiser le programme lieaire par le sous systie de contraintegA;, b;)
avecA, € IR™*" etb, € IR avecm, << m;

[* Etapes dEvaluation d’un proldme */

Calculer la solution optimal@ du programme lipairec's = min{c'z : Ajx >
b,z € IR"};

Solution-courante= Appliquer-la-méthode-des-coupes-pelgrales();

[* Fin etapes devaluation */

Si Solution courante esedlisablealors

x* = T est la solution optimale dein{c'x : Az > b,z € IR"};
Sinon

Ajouter le probEme dan.iste-des-prol#imes
Fin Si

Tant que Liste-des-prol@mes non vidéaire
Sélectionner un prolgime;
Brancher le proldime en deux ou plusieurs sous pehEs;
Résoudre les nouveaux sous perbEs (en appliquant letdpes dvalua-
tion);
Fin Tant que
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1.5 Le pricing ou la génération de colonnes

Quand un programme ladire admet un grand nombre de variables, il €st tr
difficile de le esoudre explicitement. Dans ce cas, esaut le programme legire
sur un sous-ensemble de variables et erifi€ ensuite si I'ajout d’une variable
qui n'appartient pas au programmedaife courant peut agliorer la solution op-
timale. En effet pour un programme éaire du typenin{c'z : Az < b,z > 0},
une variable dont le adTéduit est egatif, peut araliorer la valeur de la solution
optimale. Rappelons ici, que lewo@duitr; d’'une variable j hors base esgala
¢;j —y'ajoOUa; € IR™ estla colonne assaa la variable j¢; est le coefficient
dans la fonctioreconomique correspondaatine solution de base du programme
lineaire ety ¢ IR™ la solution du dual. Le calcul du abféduit d’'une variable est
appeé “pricing”.

Comme dans la ethode des coupes pelgrales, il est inutile d’avoir la liste
explicite des variables pour I'algorithme dergration de colonnes. Il suffit d’avoir
une nethode permettant deegérer les variables du pradhie initial qui ont un
codt réduit régatif. Ce prok#ime porte le nom du proée du “pricing”:

Le probleme de “pricing™:
Etant donme une classe de variables d’un prebie liréaire et la valeur
des variables duales de la solution de base. Il faut soit prouver que
toutes les variables de cette classe ont unteéduit positif, soit trouver
une variable hors base dont lewréduit est egatif.

L'algorithme de gnération de colonnes esedrit dans Algorithme 3. Il peut
étre inggré dans la rathode du “Branch and Cut” pour pouvogsdudre des pro-
blemes d’optimisation difficiles avec un grand nombre de variables et de contraintes.
La méthode obtenue porte le nom du ” Branch and Cut and Price ". C’est I'algo-
rithme qu’on va utiliser pouragSoudre le proleme du voyageur de commerce.
Mais pour ne pas alourdir notre texte, nous appeller@ssanais cette sthode,
I'algorithme du “Branch and Cut”.
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Algorithme 3 L'algorithme de gnération de colonnes

[* On veut Esoudre le proleime d’optimisation combinatoirein{c'z : Az >
b,x € IR"} avecA € IR™*" etb € IR™ */

continue-le-pricing = vrai,
Sélectionner un petit sous-ensemble J des varigldles: };

Tant que continue-le-pricingaire
Calculer la solution de basg; du programme ligairec,z; = min{chz; :
Ajzy > byxy > 0,25 € IRV} et déterminer les valeurs des variables duales
Y
Pour i qui n’est pas dans faire
Sir; = ¢; — y'a; > 0 alors
continue-le-pricing = faux;
Sinon
Ajouter la colonne javec le; < 0 a J;
continue-le-pricing = vrai;
Sortir de la boucleéPour;
Fin Si
Fin Pour
Fin Tant que

7, est la solution optimale d@in{c'z : Ax > b,z € IR"};
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Chapitre 2

Approche polyedrale du probleme
du voyageur de commerce

Ce chapitre est consae®l une approche pobdrale de I8tude du pro-
bleme du voyageur de commerce. Nous commencerons par ueé-mod”
sation du probéme sous la forme d’un programmedaife en nombres
entiers. Nous dfinirons ensuite le polytope du prelhe du voyageur de
commerce et nous donnerons ses principales pet§si Nous dcrirons
enfin quelques facettes connues du polytope du enobldu voyageur
de commerce.

2.1 Le probleme du voyageur de commerce

Avant de donner la formulation du prashe du voyageur de commerce en
programme ligaire en nombres entiers, rappelons quelqedinitions, qui nous
serviront tout au long de cettedbe.

Un grapheld = (V, E) est dfini par 'ensemble de ses sommeétset I'en-
semble de sesetésF. On notek’,, = (V,,, £,,) le graphe non oriestcomplet sur
n sommets.

Soit x une fonction cof de £ — IRIF! qui associea’chaque ateec € £ un
colt z.. Pour tout/’ C £, on note par:(/') lasomme)_ .. z..

Pour toutS C V,,, on note par/(S) = {uv € E, : u,v € S} 'ensemble des
arétes de,, dont les deux exémités sont dans, et paré(S) = {uv € E,, 1 u €
S,v €V, — S} 'ensemble des atés possdant exactement une seule extité
dansS. Par abus dcriture on notera({v}) = d(v), pour toutv € V,,.
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Pourtouts C V, etT C V,\S,onnotepacs : T') = (T : S) 'ensemble des
arétes dont une ex¢rnité est dans' et I'autre dang’.

Pour un graphé&’ = (V. F), on note(7(.5) le sous graphe induit paf. Eta un
vecteurz € IR'¥!I on associe un graphié, = (V, F, z) dont I'ensemble des atés
contient toutes les atés de E qui ont une composante non nulle daihe poids
d’'une agtee de G, estégalax..

Soientk,, = (V},, E,) le graphe non orieetcomplet sur n sommets, etc
IRI"»I une fonction qui associa ¢haque ate dek’, une longueuk,. Le pro-
bleme de voyageur de commerce consésteouver un cycle hamiltonief* tel
quec(H*) = min{c(H) : H € H,}, ou H, represente 'ensemble des cycles
hamiltoniens déy’,.

Un cycle Hamiltonien est un sous graple= (V,, £') de K, satisfaisant:

(&) chaque sommet dé est de degr 2. (2.1.2.1)
(b) H est connexe. (2.1.2.2)

On associ@toutd € H, un vecteur d'incidence uniquec {0, 1}17~I défini
par:

€

X = .
0 sinon

Le probEme du voyageur de commerced’it sous la forme du programme
lineaire en nombres entiers suivant:

minimiser e
sous z(6(v))=2 pourtoutv € V, (2.1.2.3)
z(6(S))>2 pourtouts CV,,S#V,, S0 (2.1.2.4)
0<z.<1 pourtoute € E, (2.1.2.5)
z. € {0,1} pourtoute € F,, (2.1.2.6)

L equation (2.1.2.3) signifie que chaque sommet est exactement ing2lastes,
elle peutéetreécrite sous la forme suivante:

Apz =2 (2.1.2.7)

ou A, est la matrice d’incidence d€, et2 est un vecteur dé" dont les compo-
santes sontdalesa 2. Ces iequations portent le nom&kjuations de degr”



2.2 Le polytope du probeme du voyageur de commerce 19

Lesinéquations de sous-toR.1.2.4) assurent qué est connexe, puisque
pour toutensemble C V,,, S # V,,, 5 # 0, le cocycled(S) intersecte au moins
2 fois un cycle hamiltonien. Cesaquations peuventattire sous une formexjui-
valente:

z(v(9)) <|S| =1 pourtouts C V,,, S #V,, 5 #0 (2.1.2.8)

Les instances qui peuvesitré Bsolues par la ethode du “Branch and Bound”
avecévalution par un programme kaire restent de petite taille. La raison est la
difference trop importante entre la valeur de la solution optimale de la relaxation
lineaire et celle dPLNE Pour combler cette diéifence, il faut renforcer la des-
cription linéaire du prol@me. D’ai la nécessié’de I'étude du polytope de ce pro-
bleme pour pouvoir utiliser desettiodes plus sophistiges telle que le “Branch
and Cut”. Nous dfinirons dans la suite le polytope du prefie du voyageur de
commerce et nousetttirons quelques unes de ses facettes.

2.2 Le polytope du probkeme du voyageur de com-
merce

Le polytope du voyageur de commerce tritues? S P(n) est 'enveloppe
convexe de I'ensemble des vecteurs d’incidence des cycles Hamiltoniéns de

STSP(n) = conv{z : H € H,}

Les vecteurs d’'incidences des cycles hamiltoniens forment les sommets du
polytopeST'SP(n). D’apres un Esultat classique de Farkas, Weyl et Minkowski
[Sch86],5TSP(n) peutétre dicrit par un systme déquations et d’irguations
lineaires, i.eSTSP(n)= {z : Az > b}, ou chaque ieguation induit une facette
de STSP(n). Malheureusement on ne conh@l’'une petite partie de la descrip-
tion linéaire du prol#ime du voyageur de commerce, puisque aucune description
lineaire compdte ne peuefre doneea un prob€me N P-difficile, a moins que
NP = co-NP (voir Karp et Papadimitriou [KP82]). Cependant une connaissance
partielle de cette description permet souvent de trouver la solution optimale du
probléme en utilisant la thode du “Branch and Cut”. La description partielle du
polytopeST'S P(n) fera I'objet de paragraphe suivant.
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2.3 Quelques facettes d87T'SP(n)

Le polytope du voyageur de commer€& S P(n) peut sécrire sous la forme
d’'un syseme d’irdquationsdx > b représentant les facettes du petire, et un
syseéme minimal d€quationsA=x = b= formé par lesequations de degr'lLe po-
lytope ST'S P(n) n'est pas de pleine dimension puisqu’il satisfait les contraintes
de degg. En effetdim(STSP(n)) = m — n avecm = |E,| = "= Donc les
facettes qui forment le pobdre du voyageur de commerce ne sont pefngk's
d’'une manére uniquea’'une multiplication pes par un scalaire.

Theoreme 3 Soit P un polyeédre qui n’est pas de pleine dimension, et $oiine
facette deP, etcx > ¢y une irégalité repesentant/’. L'inequationfz > f,
représente la rafme facettd’ si et seulement si

Jda € IR, eth € IRP olp = |A™| ettel que(f, fo) = (e + AAT, acg + A7)

Ainsi d’apres le tl€oreme pecédent, sz > hy est une iegalit repesentant
une facette dw7'SP(n) alorsfx > fotelquef = AA,, + I1h, fo = A2 + [Ihg
avecll > 0 et) € IR" définit la méme facette. On dit que les dewepiations
sontéquivalentes.

En congquence les ijuations re@sentant des facettes &5 P(n) sont
décrites sous plusieurs formes dans lalitture. Les facettes que nousgente-
rons dans ce document sorgalites sous la forme suivante.

Définition 1 SoitS = {51,...,S,} une collection de sous ensemblelde Une
inéquation s&crit sous une forme cocyclique si elle estife comme suit :
p
> aia(8(5)) = r(8)
=1

ou «; est un entier qui dpend de5; € S etr(S) est une fonction de

p
min{ ) oi|H N S,, pour toutH € H}
=1
Malheureusement, toutes les facettesSdib P(n) ne peuvent pastfeécrites
sous une forme cocyclique, comme lesgalis hypohamiltoniennes [CFN85]
par exemple.
Définition 2 On dit qu’'une irggalité f= > f, est triangulaire seree ou TS si:
— les coefficientg. satisfont I'inégalité triangulaire ca.d.

VuFv#w  fu,v)+ fu,w) 2 flo,w)
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—VueV, JvtweV,—{u} /
f(uvv)+f(u7w):f(vvw)

Théoréme 4 Soithz > h, une irégalité définie surlk'#»!, on obtient une iaqua-
tion fx > f, triangulaire ser€eéquivalentea’hx > hg, Si On pose:

f=XA, +1lhetfy = A2+ 1lhg avecll > 0

et

Ay = gmax{h(v,w) — h(u,v) — h(u,w)/v,w €V, — {u},v # w}
D. Naddef et G. Rinaldi [NR91, NR92, NR93] ont ut#ida forme triangu-
laire serge pour expliquer la relation ents'S P(n) et GT'SP(n) le polytope
représentant I'enveloppe convexe des tours du graphe

Théoreme 5 (Naddef et Rinaldi)
Toute facette d&'7'5P(n) en forme TS est une facette @& S P(n).

Dans la suite nous psenterons quelques facettes connues du gmubldu
voyageur de commerce.

2.3.1 Inégalites triviales et du sous-tour

Notons tout d’abord que leségalis du typer. > 0,Ve € F sontdes facettes
triviales duS7'S P(n) [GP79].

Grotschel et Padberg [GP79] ont prauyle les iegalits du sous-tour(5(.5)) >
2, introduites par Dantzig, Fulkerson et Johnson [DFJ54], sont des facettes du
STSP(n). Leur validit est triviale. En effet, un cycle hamiltonien a au moins
deux agtes en commun avec un cocycle assadi’, pour touts C V,,, S # 0.

2.3.2 Inegalites de peignes

Les inégalies depeigneqComb Inequalitiessont dfinies par la familles =
{H,T,..., Ty} de sous ensemble dé tel quea, = 1 pour toutS € S et
r(S) = 6k + 4.
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H est appad’le manche ou la poig® et lesl’; sont appeds des dents. lls
vérifient les propmtés suivantes:

(1) Vi=1,.,2k+1 HNOT, #10
(11)  Vi=1,..,2k+1 T\ H#0
(iii)  VI<i<j<2k+1 T.NT;=0

Lin‘egali® s’écrit:

T(6(H))+ > a(3(T)) = 6k +4

Il existe des classes particetes d'irégali€s de peignes. Ainsi, si on remplace
la proprité (i) par:

() Vi=1,.2k+1 |[HNT|=1

alors les iregali€s portent le nom d€hwital comb[Chv73]. Si toutes les dents
sont de cardinal@?2, alors les iagalis se nomment agali€ des2-couplages

Grotschel et Padberg [GP79] orgmhontE que les iegalits de peignes forment
des facettes d47'S P(n) quandn > 6.

FIG. 2.1 —Exemple de peigne
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La figure 2.1 montre un exemple de peigne akee 1. Notons qu’on utili-
sera dans les figures regsentant des facettes d&¢'S P(n) les conventions sui-
vantes: les ensembles pedant un point noir doivergtfe non vides, ceux pos-
sedant un point blanc peuvent contenir des sommets et ceux nedaogsgaucun
point doiventéetre vide. Un point ne repsente pas un sommet unigque, mais un
ensemble de sommets pouvant se trouver dans egfite.”

Notons que si on remplace I'un ou plusieurs des ensembles qui forment le
peigne par leurs compihentaires, alors on obtient laeme irégalit (voir figure
2.1 (b)). En effet, le cocycle engerdpar un ensemble de sommets egal au
cocycle engendrpar son comgmentaire, d'a I'inegali® asso@e ne change
pas.

Rapporter les preuves de valigities iregalits de peigne n’est pas I'objet de
cette pesentation. On se contentera de donner une explication intuitive de cette va-
lidite inspige de I'article de Naddef et Pochet [NP98]. Cette explication peut per-
mettre de comprendre pourquoi la famiflequi définit les irggalits sous forme
cocyclique est partitiorsg en deux sous ensembles festd’'un manche et de
plusieurs dents.

Supposons que k=1. Sile cocycle engenglir une derif; intersecte un cycle
hamiltonienl” en exactement deux&e€s, alors le cocycle du manche intersecte
I' en au moins trois ates, voir figure 2.2 (a). Or sachant qu’un cocycle non vide
intersecte un cycle hamiltonien en un nombre pairetes; alorsl' N §(H)| > 4.

D’ou l'in‘egalit de peigne est satisfaite dans ce cas par tout vecteuresesgant
un tel cycle hamiltonien. Supposons maintenant qu’il existe uneldetelle que

II' N 6(T3+)| # 2 alors en appliquant le eme principe, on &' N §(7;«)| > 4 et

le manche et les 2 autres dents ont au moinsgearde leur cocycle dams voir
figure 2.2 (b). D'as, de nouveau, l'iegali® de peigne est satisfaite par tous les
vecteurs x re@$entant un cycle hamiltonien.

La preuve de la validé'dans le casayéral peutetre construite par induction
sur le nombre des dents. Supposons que legaili€s sont valides jusga’un
certain ordrek — 1 > 1, et dmontrons que ceci est vrai pokir Soit un cycle
hamiltonienl’. Si|I' N §(7;)| = 2 pouri=1, ..., 2k+1, alorfl' N 6(H)| > 2k + 1.
Or puisqu’un cocycle non vide intersecte un cycle hamiltonien en un nombre pair
d'arétesalor$l'Nd(H)| > 2k+2, d’ou la validité pour tout vecteur x repsentant
un tel cycle hamiltonien. Supposons maintenant|due J(7;+)| > 4, pour un:*
donrg, et par commodisupposons que = 2k + 1. Par hypotleSe de ecurrence
onall N&(H)| + S5 Ti > 6k + 4 — 6 en ajoutantl’ N §(Thpq)| > 4 et
II' N 6(Ty)| > 2, on prouve la valid#'des iregalies des peignes:

Le méme type d’argument pewtre utili€ pour &monter la validié” de la
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(b)

FIG. 2.2 —Intersection d’un peigne avec un cycle hamiltonien

plupart des iegalits dfinissant des facettes dd"S P(n) présenges ci-dessous.

2.3.3 Inégalites des chemins, @&toiles et bi-emboites

Les inégalites detoiles(Star inequalitie} ont été introduites par Fleischman
[Fle88]. Cet ensemble d’egalis contient 'ensemble desdgalies deshemins
(Path inequalitie¥ définies par Cornejols, Fonlupt et Naddef [CFN85], et il est
contenu dans I'ensemble desegdlitsbi-emboiges(Binested inequalitigsin-
troduites par Naddef [Nad92]. On se limitera dans la saite p€sentation des
inégaliis détoiles.

Les inégalis détoiles sont dfinies par lafamilles = {H;, ..., H,, Ty, ..., T;},
ou t est un nombre impair. Ces ensembles doivent satisfaire les contraintes sui-
vantes:

Hy C HyC---CH,
HiNT; #0 pourj=1,...,1
T;\ Hy, #0 pourj=1,...,t
(Hi-l—l\Hi)\U;:lT]‘:@ Vi, 1 <i<h-1

Lin‘egali® d’étoile sécrit:
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Zozﬂ@(Hi)) + Zﬁﬂ‘@(Tj)) z(t+1) Za +2 Zﬁj

ou lesqa; et less3; sont des entiers quierifient la condition suivante:

Si on dfinit I'intervalle relatifa une dent’; comme I'ensemble maximal des
indices des manches qui ont une intersection dyeet si pour un intervallé =
{.0+1,....0+r}, onappelle le poids de I’interval@jfj;’ «;; alors pour chaque

dentT;, on af; > poids maximum d’un intervalle relat# 7.

6 3
N T
2 ®
°
™~ L
>~ e
o o
~~— | —
o
I~ | —
o o |® ©
T1 ) T3
T2

FiG. 2.3 —Exemple de chemini (= 6, ¢ = 3)

Quand tous les intervalles relatdisune denf’; ont les némes poids, et quand
les 3; sont exactemergdauxa cette valeur, les egali#s sont appeks irg€galis
de chemins. La figure 2.3 montre un exemple ejalit de chemin avek = 6 et
t=3.
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2.3.4 Inegalites dechelles

Les inégali€s dechelleqLadder inequalitiessont dfinies par la famille
S — {Hl,HQ,Pl,PQ,Tl,... ,Tt,Dl,... ,Dm}

avect+m est pair et au moinsgala 2. Les ensemblds;, P;, T; et D; sont appeds
respectivementanches, dents pendantes, demgutiéres et dents efjgnérées
Les inégaliEs asso@ésas est:

D w(8(H)) + Y w(3(P) + Y a(8(T3) + D 2e(8(D;)) -

=1 = =
Remarquer que cetteegali n’est pasecrite sous forme cocyclique cause

du termex(H, N P, : Hy N P»). Les inégalies déchelledéfinissent des facettes
deSTSP(n), (n > 8)si:

HiNnHy, =1
H NP #£0,H,NP =0
HyNP, 0, H NP,=10
PO\NH #0, P\ Hy £ 10
TN H; £ 0 pour: = 1,2, pourj >0
D;NH; #£0 pour: = 1,2, pourj >0
Ces irégalits onteté introduites par Boyd et Cunningham [BC91]. La preuve

gu’elles forment des facettes d¢'S P(n) a été donr€e par Boyd, Cunningham,

Queyranne et Wang [BCQW93]. Un exempledhelle est mon&rdans la figure
2.4,

La méme irégalit est obtenue en remplnt/, par son commment sui/,,,
voir figure 2.4. Dans ce cas les conditions que doivenifiet lesS; sont:

H, C H,
H1QP175@, Hy D P
HyN P, #0, HHN P, =1
PO\ Hy #0, P\ Hy #0
T;NH, #0, T;\ Hy #0 pourj >0
D;NH, #0, D;\ Hy#0 pourj >0
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FIG. 2.4 —Exemple d&chelle

Lin‘egali® s’écrit alors sous la forme suivante:

2 2

D w(6(Hi) + Y w(5(P) + Z 2(8(T})) + Z 22(8(D;)) —

2.3.5 Inégalites de bipartition

Les inégali#s debipartition (Bipartition inequalitie$ sont dfinies par le sque-
letteS = {H,y,..., Hy,T4,..., T} etles coefficients; assocgs aux dent§);.
Ces€léments erifient les propetés suivantes:

H,NH; =0 pourl <i<j<h
N1, =0 pourl <i<j<t
T\ H; #0 pourl <i<h
etl1 < j <t
ti=|{i:T;nH, £0} 1> 1 pourl < j <t
hi =|{j: H;NT; # 0} |> 3 etimpaire poull <:<h

B;=1siT;\ (Ui, Hi) # 0 sinong; = t;/(1;— 1) pourl < j <t

Chaque dent intersectemanches avet, > 1. Chaque manche intersecte un
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(@) (b)

FIG. 2.5 —un exemple d’arbre de clique et de bipartitioh £ 3,¢ = 7)

nombre impair; > 3, de dents. L'iegalit de bipartition scrit comme suit:

h

> w(S(Hi)) + Zﬁjl‘@(Tj)) > Z(hz' +1)+2) 5

=1 7=1

Ces irégalis ont€té introduites par Boyd and Cunningham [BCOHng-
ralisant les irgali€s desarbres de clique$Clique Tree inequalitiesdéfinies par
Grotschel and Pulleyblank [GP86]. Lesigalits d’arbres de cliques ne pesent
pas de dentegrérée, c'esta’dire une denf) telle que?; \ (U, H) = 0. La
figure 2.5 montre un exemple d’arbre de clique et de bipartition.

2.3.6 Autres Inégalites

Comme on ne conmigdas toutes les facettes di"'S P(n ), on essaye deadinir
quelques oprations qui permettent laeation de nouvelles egalisa partir des
inéquations dja bien caradfistes. Parmi ces @pations on sitéa 2-sommede
2 inéquations de chemink clonage des ateset le lifting des sommeiou zero
node-lifting.

Ces orations ont permis de mettre exdidence quelques relations entre les
inéquationsecrites sous la forme triangulaire segrét d’autres iegaligs.
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Chapitre 3
La méthode du “Branch and Cut”

Dans ce chapitre nousataillerons toutes lestapes de I'algorithme du
“Branch and Cut” pour résoudre le protdme du voyageur de commerce
gue nous avons im@heng. Tout d’abord, nous @senterons un orga-
nigramme @néral de I'algorithme. Ensuite nousedfirons les phases
d’initialisation, et de Esolution du programme lggire. Puis nous @~
senterons la phase deggération de coupes pograles avec les heuris-
tiques de eparations et pareparation de pool. Nousattirons ensuite
I"etape de pricing et deayération de colonnes, et nous montrerons les
possibiligs de fixation de variables pendant cettape. Nous termi-
nerons enfin, par une psentation des strajies de branchement et de
parcours de I'arbre du “Branch and Cut”.

3.1 Introduction

Notre impEmentation est en partie legesSur les travaux de Jean Maurice Clo-
chard et Denis Naddef [CN93], ainsi que sur les travaux de Padberg et Rinaldi
[PRI1].

La méthode du “Branch and Cut” que nousepentons est une combinaison
de la méthode des coupes pelgrales, du “Branch and Bound” et de lathdde
des grérations de colonnes. Comme toutethmdeehun€rative implicite, I'al-
gorithme construit une arborescence nosefddérbre du “Branch and Cut”, les
sous-probdmes qui forment I'arbre sont appsties nceuddl existe trois types de
nceuds dans I'arbre du “Branch and Cut”, le nceud courant qui est en tedie d’”
traité, les nceuds actifs qui sont dans la liste d’attente deseurad et les nceuds
inactifs qui onteté élagles au cours duetoulement de I'algorithme.
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Début
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FiG. 3.1 —I'organigramme du “Branch and Cut”
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Avant d’entrer dans lesadails de I'algorithme rappelons et donnons quelques
définitions.

Les variables globalesu/pl, bil et bsg désignent respectivement la valeur de
la solution optimale du dernier programmedaife €solu, la borne irdfieure du
nceud courant et la valeur courante de la meilleure soluéalisdble connue (ou
borne supfieure globale). Notons que les deux preras variables peuvestre
differentes. Comme nous le verrons dans la suite, la boreeeénfe d’un nceud
est valide pour le graphe complet alors que la valeur de la solution du programme
lineaire est valide sur le graphe partiel sur lequel le programreaitieestesolu.
Nous noterons aussi paig la borne inErieure globale, c’est dire le minimum
des bornes irdfieures des nceuds actifs et du nceud courant. La variable globale
bip dénotera la borne ieffieure trouee lors du calcul du nceud racine de I'arbre
du “Branch and Cut” restant. Nous appelomeud racine de I'arbre du “Branch
and Cut” restantle premier anefre commun dans I'arbre du “Branch and Cut”
de tous les nceuds actifs. Comme dans le “Branch and Bound” at@gsons un
sous prolgime si la borne irdfieure localé:! est sugtieure ouegalea la borne
superieure globalésg ou si le sous prolgime n’est pasadlisable. Nous appelons
variabledu programme liraire les agfes du graphe.

L'algorithme du “Branch and Cut” (figure 3.5) est compa@& plusieurs phases
gue nous allons effrire dans la suite: Initialisation,eparation, Recherche de
bornes sugfieures, ” Pricing ” et Fixation, Branchement etl&tion.

3.2 Initialisation

Au début de l'algorithme deeasolution du proldime du voyageur de com-
merce, on initialise le programme &aire par les contraintes de degrsur tous
les sommets du graphe, ainsi que les bornes sur les variables, et on relaxe les
contraintes d’inégralies sur les variables et les contraintes de sous-tours, dont le
nombre est e®(2").

Le nceud racine de I'arbre du “Branch and Cut” est donc iniggbiaf le pro-
gramme lirgaire suivant:

minimiser ¢ x
sous x(6(v))=2 pourtoutv € V,
0<z. <1 pourtoute € F,
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D’autre part, le graphe complét,,, sur lequel le prol@me du voyageur de
commerce estasolu, possde@ arétes. Ainsi pour les instances avec 100
villes, le programme linaire possde 4950 variables et pour des instances avec
1000 villes le programme lggire posede 499500 variables. Il est donegrdiffi-
cile, voire impossible, de faire tenir plusieurs programmesdires de telle taille
dans une ramoire, et aberrant de gteéndre pouvoirgSoudre des centaines, voire
des milliers de fois ces programmesdaifes en un temps raisonnable. Dlbd ee
de résoudre le proleime du voyageur de commerce sur un petit ensemble de va-
riables choisi d’'une feqn judicieuse. En effet, sachant que la solution optimale du
probléme du voyageur de commerce ne contient que n variables, et que souvent
les aBtes qui la composent sont incidentedes sommets qui appartiennent au
méme voisinage, alors nous pouvawife le programme ligdire initial sur un
graphe partiel du graphe complet,. Nous avons constatjue le graphe des 10
plus proches voisins d&, a des fortes chances de contenir la solution optimale,
alors que celui des 5 plus proches voisins contient une grande partie de cette so-
lution. On peut donc initialiser le programme diaite soit par le graphe partiel
G = (V, F) de K,, desk; plus proches voisins, soit par le graphe de triangulation
de Delaunay.

Pour s’'assurer que le graphe depdft contient une solutiorealisable on
ajoute un cycle hamiltonien troevpar une heuristique. La borne suigure glo-
balebsg peutétre initialige par la valeur de ce cycle. Les variables qui forment
les colonnes du programmediaire seront appets variables actives, et par oppo-
sition les autres ates dei’, seront appelés des variables inactives. D’autre part,
on gérere un autre graphe partiel appejfaphe deaserve, des, plus proche
voisins,k, > k. Les variables appartenaatce graphe deeserve sont inactives,
et peuvenetre utili€es avec une haute priaiors des proedures de grération
de colonnes. Auebut de I'exécution de I'algorithme du “Branch and Cut”, la liste
des nceuds actifs est vide.

3.3 Résolution du programme lingaire

La résolution des programmesdiaires est I'un des goulotsatianglement de
la méthode du “Branch and Cut”. On peut passer plus du trois quarts de temps
de calcul dans cette predure pour certaines instances du peoté du voyageur
de commerce. Il existe maintenant plusieurs logicielsedeltition de programme
lineaire, comme Cplex [Cpl95] et OSL [IBM95], qui imgtientent la rathode
du simplexe (pour plus deedhils voir [Chv83]) et la mathode des points iat’



3.4 Sparation 33

rieurs (pour plus deetails voir [LMS94]). La nethode des points iatieurs est
tres performante dans lagolution de grandes instances et n’est pas senaible -
la dégérérescence des programmeshires mais elle ne permet pas I'utilisation
de routines efficaces de-Optimisations. Ces routines son¢drrapides dans la
méthode du simplexe.

Dans notre immmentation les programmesdaires sontesolus par la -
thode du simplexe impien€e dans Cplex [Cpl95]. En effet, laatiiode du
“Branch and Cut” rcessite I'utilisation d’'un solveur qui pas$e des routines
de ré-optimisation tes rapides. Ces ethodesVitent de recommencer toutes les
etapes deagsolution du programme lgaire &'s qu’on ajoute de nouvelles contraintes
ou de nouvelles colonnes, ce qui se produit assez souvent dans notre algorithme.

Un programme lieaire estesolu par la rathode primale du simplexe quand
on part avec une basealisable pour le programme primal, et par lethode duale
du simplexe quand on part avec une basaisable pour le dual. Ainsi, ags un
ajout de nouvelles contraintes dans le programmesliig, on utilise la rethode
duale pour esoudre le nouveau programme.

3.4 Separation

Trouver des iegali€s viokes est une partie cruciale de notre algorithme. La
gérération de ces iegali®s se fait en utilisant les algorithmes dgparation pour
chaque type de facettes di''S P(n). Cependant, il n’est pasoéssaire d'appeler
a chaque #fation les algorithmes degaration de toutes les classes de facettes.
Il est pluidt préférable de les utiliser d’'une mae hiérarchique. Ainsia'cause
de leur cait prohibitif en temps de calcul, certains algorithmes dpasations
ne sont erCUEs que si les autreschouent trouver des iagali€s viokes. On
développera dans la suite leg  centrale de certains algorithmes @pagation
pour quelques classes ddgalies duSTSP(n).

3.4.1 Sparation par pool

Il est nécessaire @liminer de temps en temps des contraintes du programme
lineaire, puisque si on ajoute degquations sans egliminer d’autresa’la ma-
trice des contraintes du programmeeiaire, la taille de cette matrice devierdgr’
grande. Et il devient ainsi és difficile de Esoudre le programme kaire en un
temps raisonnable, et de trouver de I'espaesnoire pour continuer I'excution.
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On peut stocker un certain nombre des contraiali@sinées dans un pool que
I'on peut utiliser pour ghérer des plans de coupes. En effet, il est possible de
gérérer facilement des contraintes \@e par la solution courante du programme
lineairea partir d’'un pool de contraintes qui serait construit au fua etesure du
déroulement de 'algorithme.

Un critére assez simple pour effectuesligage des contraintes du programme
lineaire est ctliminer les irégalits qui ne sont pas actives, c’'estdire dont
les variables décarts sont positives (lesegalis sont supp@gsetre sous la
forme Az < b au Epart). Mais poueviter de cyclera’cause de €&limination
de contraintes qui seront viexs tout de suite aps dans le programme &aire
suivant, on éfinit des stragies dgliminations plus contraignantes. Une prenai’
consistea’éliminer une iggali# dans le caswsa variable dcart est sugrieure
a une certaine valeur. On peut ausbiminer uniquement les contraintes qui ne
sont pas seaes depuis quelqueittions. Une autre stedie consista éliminer
les contraintes dont les variablesddrts sont de base. On peut aussi carsid”
gu’on ne peutliminer des contraintes gaipartir d’'une certaine augmentation de
la valeur de la solution du programmediaire en une ou plusieureigtions.

La separation par pool implique d’avoir des algorithmes efficaces pour tester
rapidement si une contrainte est \@elou non, et surtout pour pouvo&&crire
facilement une contrainte sur le graphe partiel du programneailie.” Utiliser le
pool peutetre plus avantageux pour certaines classes de contrainteehetes-
tence d’heuristiques deparation. Une iedali peutetre vioke par la solution du
programme lieaire alors que I'heuristique dearation de ce type de contrainte
n'arrive pasa la ggrérer. Cette irgalit pourraitetre dans le pool des contraintes
si elle était ggnérée dans un autre nceud qui pedsit une solution plus adage”

a I'’heuristique de gparation. Cette contrainte serait aloeséyée tes facilement
du pool et ajoute au programme lggire.

Pour ne pas augmenter corsidblement la taille du pool, il faut choisir les
classes de contraintes qu’on doit stocker et pder de temps autresa’leurs
eliminations du pool. Il est avantageux de sauvegarder d’'uneamemérarchique
les contraintes difficiles gérérer par les autres ettiodes deeparation. Il est
évident que les contraintes de sous-tours ne seront jamais saeegaalis le
pool puisqu’elles sont facilea gérérer par un algorithme exact, comme on le
verra dans la suite.
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3.4.2 Arrétdes gparations

La méthode des coupes pealgrales ne s'aate pas tant qu’il y a des contraintes
violees gnérées. Or il est plus raisonnable d'atet les sparations dans un nceud
de I'arbre du “Branch and Cut” s’il n’y a pas eu d’augmentation significative de la
valeur du programme legirevalpl pendant les derares i€rations. On appellera
ce prénoneneessoufflemenPour cela, on éfinit une fonction essoufflement qui
décide du momentwil faut arréter de g@nérer des contraintes et passda phase
de branchement. Le boeglage de la fonction d’essoufflement esstmportant.
Une fonction tes Ache peut faire augmenter corsidblement la taille de I'arbre
du “Branch and Cut”, I'inverse peut augmenter inutilement le tempgsielution
d’une instance du probme du voyageur de commerce. Eenéral, on choisit de
pousser le plus loin possible laggration de coupes au nceud racine de I'arbre du
“Branch and Cut”. Ensuite on adopte une fonction d’essoufflement atineel”

3.4.3 Sparation des iregalites de sous-tours

Dans notre algorithme il est ingpétif qu’aucune contrainte de sous-tour ne
soit violée avant de passer d’autres algorithmes deegaration oua d’autres
phases du “Branch and Cut”.

La $paration des igalitts du sous-tour est relativement simple. Il suffit de
chercher la coupe minimale dans le graghe= (V, F, «) dont I'ensemble des
arétes contient toutes lesed€s de E qui ont une composante non nulle dgns
vecteur d’incidence de la solution courante du programnealie’ Le poids d’une
arétee deG, estégaleaz.. Soit la coupd S, V\ S} tel quex(4(.5)) est minimum.

Si la coupe minimale a une valeur @rféurea 2 alors l'irégalit définie par cette
coupe est via@e parz sinon il n’existe aucune ggali# de sous-tour vielé parz.

La $paration des iegalits de sous-tour pew@tre effectee avec les algo-
rithmes de recherche de coupe de poids minimum [NI192, PR90]. Quand on ne
gérere plus d'ir€gali# du sous-tour vi@é, on a la garantie que la solution du
programme liaire est soit non emie, soit un vecteur d’incidence d’'un cycle
Hamiltonien.

Avant de pesenter les heuristiques deparation assoe€sa d’autres classes
d’inegali#s, nous allons introduire quelques conceptessairea [a compehen-
sion de ces pradures.
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FiG. 3.2 —Exemples de contractions valides.

3.4.4 Contractions valides

Le graphe obtenu en contractashiinking un ensemble& € V' d’un graphe
G = (V, E) est le graphe dont 'ensemble des sommetd/gst + {s}, ou s est
un nouveau sommet qui regseénte les sommets de I'ensemble des atés est
E =He = (u,v) € E:u ¢ S;v ¢ StU{(s,v) : v ¢ Settelquedt €
S tel que(t,v) € E} ou chaque ate(s,v) a un cait égald la somme des ets
des aetes qu’elles re@sentent.

On dit gu’une contraction est valide (oegale) pourr, si elle \érifie la pro-
priété suivante x viole une irégalit valide si et seulement si la solution induite
dans le graphe contracta viole aussi. On peut aussfitiir des contractions qui
sont valides pour une classe gl particulere. Ainsi, une contraction est
valide pour les irgalits de peigne si elle garantit queviole un peigne si et
seulement si la solution induite sur le graphe congéewiole aussi. La contrac-
tion d'un graphe simplifie consatablement la recherche de contraintesegsl’
D’ou I'importance d’effectuer le maximum de contractions valides avant d’entrer
dans les proedures deeparation.

L'une des contractions possibles est celle desrdsade 1, ou 1-chagé, c’'est
a dire les chaies dont toutes les @€se ont un cait . = 1 dans le graphé:,.
Une 1-chaie peutetre remplaeé par une ate en contractant tous les sommets
de la chafe sauf une de ses eainités.

La deuxeme contraction possible porte le nomréduction(a, 1 — «) (voir la
figure 3.2): soit une chaé de 1 dont les deux eemitesu etv sont adjacentes au
méme sommei tel quex,,, + .., = 1. On contracte la chaé en un sommet ce
qui induit une nouvelle ate(s, w) tel quez,, = 1. Notons que cette contraction
peut induire d’autres contractions.

La troisieme contraction est moins importante puisqu’elle se produit rarement.
Elle concerne un ensembléede trois sommets qui forment un triangle dans
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de cait 1 et qui sont adjacentsun sommet inciderd trois agtes dont la somme
des caits respectifs vaut 1 (voir la figure 3.2).

3.4.5 Construction des cocycles

On a vu que certaines contraintes peuweng¢ tcrites par leur familles =
{S1,---,5;} formée de collection de sous-ensemble$gdeCes ensembles doivent
avoir un cocycle de poids faible pour qu’ils aient une chance d’appadédaifa-
mille qui forme une iegali€ violée. Nous allons donner deux heuristiques de
construction de tels ensembles qui paksit un cocycle de poids faible.

Ordre “Max-Back”

Soit un graph&’ = (V, F) avec une fonction poids sur les aetes. Pour un
sous-ensemble de sommetet Y soit :

c(X,Y):Z(xw:uve EueXveY)

Pour un ordre, - - - , v, des sommets de G, on ndtel’ensemble des pre-
miers sommets. On dit qu'un ordre est ” Max-Back ” si:

c(v, Viey) = m&xc(vj, Vi—1) pour tout; > 2
]_Z

Soit S un ensemble de sommetswett 5, la quanti€ ¢(v, S) est appede la
valeur max-back de ou la valeur avec laquellevoit S. En d’autres termes dans
un ordre max-back chague sommet voit I'ensemble topaf ses @dcesseurs
par une valeur swgrieure ouegale aux valeurs avec lesquelles les sommets qui le
suivent voient le mine ensemble.

Construire un ensemble en utilisant un ordre max-back reweftoisir un
sommet de dpart puis introduire de nouveaux sommets selon un ordre max-back.
Ceci permet de cortér le poids du cocycle. Dans le cas d'wegalit de la valeur
max-back de deux sommets on choisit le sommet qui Yqguiar le plus grand
nombre d’agtes, si les deux sommets voientpar le néme nombre d'ates,
on choisit le sommet le plus proche de I'ensemble courant en terme de nombre
d’arétes apes avoireliminé les aetes le connectant directement.

Remarquons que I'ordre max-back esté@centrale de I'algorithme de coupe
minimum de Nagamochi et Ibaraki [N192]. En effet, si on nate, v) la valeur
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(@)

FiG. 3.3 —Exemple d'oreille.

de la coupe minimumeparant: etv dans un graph€, on a le tiEoreme suivant :
Theoreme 6
Mg, V1) = (v, Voo1) (= ¢(v,))

L'algorithme de Nagamochi et Ibaraki est basir I'observation suivante : soit
G’ le graphe obtena partir deiz en contractant etv. La coupe minimum dans
G, A(G), vérifie:

MG) = min(AMu,v), A\(G"))

Pour deux sommetsetw tel qued(u) = A(u,v) onai(G) = min(A(G"), d(u)),
d’'ou pour dsterminerA(() il suffit de calculer la valeur de la coupé’) du
graphe contraet’. Le théoreme nous indique comment trouver des paires de
sommetsy,v.

Construction par oreille

Soit le sous graphe d& = (V, £') induit par un sous-ensemble de sommets
S. Une oreille est un chemin extieur minimal entre deux sommeis¢ S et
v ¢ S, incidentsa S c'esta dire un chemin sans corde et tel que les sommets
appartenant ce chemin sont tous dams\ S (voir figure 3.3). On agrandit un
ensemble de sommets en choisissant un sommeggkeroénsuite en introduisant
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a chaque #ration les sommets d’une oreille qui minimise la valeur du cocycle.
Cette n€thode permet de mieux coaolef la facon de construire I'ensemble des
sommets.

3.4.6 Sparation des peignes

Pour trouver des iegalis de peignes vieEs, il suffit de trouver un ensemble
S ={H,T, - Ty} C’estadire un manché/ et un nombre impair de dents
qui dépend de la valeur du cocycléds(H)), et qui \Erifient les conditions sui-
vantes:

(1) Vi=1,.,2k+1 HNOT, #10
(11)  Vi=1,..,2k+1 T\ H#0
(iii)  VI<i<j<2k+1 T.NT;=10

Il est facile de constater qu’il faut trouvek + 1 dents si le poids du cocycle
de H est entrek et 2k + 2. Notons qu'il existe de faibles chances de trouver des
ineégali®s viokes si la valeur du cocycle est proche de ces 2 bornes.

Une premére ngthode [PR90] consista éliminer du graphé=, toutes les
arétes de valeur 1. Les composantes biconnexes ou leurs unions, sont des manches
potentiels. Les dents sont soit leetms de poids 1 incidentes au manche, soit
d’autres composantes biconnexes. Une aute¢hode pour trouver un manche,
consistea construire un ensemble de sommatpartir d'un sommet doreén
ajoutant des sommets selon deseares induits par I'ordre max-back ou par addi-
tion d’oreilles.

Pour trouver des igalies de peignes vieEs, il faut savoia partir de quel
sommet il faut commencex construire un manche, quel moment il faut ae=
ter d’agrandir le manche et commeneechercher des dents, et quels sont les
sommets qui sont des bons candidats pour commencieercher des dents.

Recherche d’'un manche

Pour construire un manclaepartir d’'un sommet, il est judicieux de commen-
cer par un sommet qui aurait de fortes chances d’appageme dent d'un peigne
viole. Les meilleurs candidats sont les dents dont le cocycle a une valeur proche de
2, rappellons que cette valeur est toujoursesiquire ovegalea 2 puisque toutes
les contraintes de sous-tour sont satisfaites. Il suffit donc de trouver toutes les
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FiG. 3.4 —Exemples de chaque liste.

coupes de valeur 2 par un algorithme polynomial [dV97, Fle97] et ensuite choi-
sir un sommet qui appartieat'un des ces coupes, dont la valeur de max-back
est infrieurea une valeur dorgg. Ce sommet appartiendzdintersection de la
dent et du manche, et sera le sommet dpatt pour la construction du manche.
Ainsi on a &ja une dent dont la valeur du cocycle est la plus petite possible. Dans
l'impl'ementation qu’on utilise, on ne consei@ que les ensembles foemde 1-
chahe. On choisit de commencarpartir de I'une des 2 exdmités de la chate,
d’ailleurs on essaye les deux. On interdira toujoai&autre extemité d’entrer
dans le manche.

Etant donee le manche courait, on maintient trois types de listes:

— La liste des sommets qui voieAt avec une valeur irgfieurea 1.

— La liste des sommets qui voieAt avec une valeur s@pieure ouegalea 1,
sans qu'il y ait d’aete ou chaie de poids 1 qui relie le sommet au manche.

— La liste des sommets qui voieAt avec une valeur s@pieure ouegalea 1,
mais qui sont incidenta une aete oua une chaie de poids 1 qui les relient
au manche.

La figure 3.4 donne des exemples de sommets de chaque liste. Les deux pre-
miers sommets appartiennemta premere liste. Le sommet suivant appartient
la deuxeéme liste et le dernier sommet appartiamd troiseme liste.

Les sommets de la deteriie liste qui ont une valeur de max-back strictement
supgrieurea 1, peuvenkfre ajoug's automatiguemeat/! puisqu’ils diminuent le
poids du cocycle. Les sommets qui ont une valeur de max-bgalea 1, laissent
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la valeur du cocycle incharg. Ces sommets peuvegite aussi ajoets automati-
gquement’{. Quant aux deux autres listes, il est beaucoup plus difficiledaldf

s'il faut faire entrer les sommets de la tr@sie liste sous peine de perdre uestr’
bon candidat pouette une dent du peigne ou les sommets de premtiste sous
peine d’augmenter la valeur du cocycle. Malheureusement il n’existe pas de r’
ponse exact@ ce probéme. On peut choisir de faire entrer les sommets de la
troisieme liste si leur valeur max-back ede une valeur dome. Alors que pour

les sommets de la preere liste, leur inclusion dans la manchepend fortement

de leur valeur max-back et leur environnement.

A chaque fois que la deuaine liste est vide et la valeur du cocycle est proche
d’un entier impair. On essaye de trouver un peigneevaaléc le manche obtenu.
Dans le cas d’'ure¢hec on continue d’agrandir le manche, jusqu’au moment 0"
celui-ci devient excessivement grand, alors enidé de I'abandonner.

Recherche des dents

Quand on a un manche candidaappartenia’'un peigne via@. On doit com-
mencera chercher des dents. Leur nombrest connu, il esegala2k + 1 sila
valeur der(d(H)) est entrek et2k + 2. S’il existet arétes de valeur 1 qui appar-
tiennent au cocycle d# alors il suffit de prendre chacune de cestas’comme
une dent du peigne et on a une contrainteegolRappelons que ces contraintes
portent le nom de 2-couplage. Sinon il faut cherch@ompgter I'ensemble des
dents. Pour ce faire, on choisit un sommet H dont la valeur max-back est
minimum, qui n’est pas inciderat une aete de valeur 1. Ce sommet pourrgite
un bon candidat pour apparteaif’intersection d’'une dent et du manche. Ensuite
on cherche un nceud¢ H adjacentu tel quez,, est assez grand. La solution la
plus simple serait d’appliquer un algorithme de coupe minimumepass{ v, v }
et I'ensemble des sommets qui ne doivent pas apparkemire dent. Cette ed”
thode bien qu’exacte, eses caiteuse en terme de temps de calcul. Elle pourrait
etre utili’e quand il devient assez difficile de trouver des contraintesegolUne
méthode heuristique beaucoup plus rapide consistenstruire la dent en partant
du sommet: en ajoutant des sommets selon lathode max-back ou en ajoutant
des oreilles comme celaet’ décrit pour les manches. Notons qu’on laisse la dent
croitre librementa’ I'interieur du manche. On s'até s qu’on trouve une dent
de cocycle raisonnable. On interdit les sommets qui appartieariéntersection
de H et de la dent. Et on recommence. Quand on amiabtenir le nombre de
dents recessaires onerifie si la contrainte est viekE.

Les choix que nous avonsgsengs sont des heuristiques, elles sont donc ame-
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néesaétre aneliorées. Ces choix se basent sur beaucoup de bon sens, et nous ont
permis de trouver deés bonsesultats dans leeparation des peignes. Pour mieux
approfondir ces choix vous pouvez consulter [NT98a]. Notons que parmi toutes
les classes d'iegalis connuesa part les iegalitts de sous-tours, lesagalis

de peignes sont probablement les meilleures coupes du polytope du voyageur de
commerce. D'aTimportance de la mise en ceuvre des heuristiques performantes
de €paration pour cette classe cggliEs.

3.4.7 Autres £parations

Pour effectuer leseparations d’autres types de contraintes, on a @tilishme
point de &part I'algorithme deegaration des peignes. On verra dans la suite com-
ment on peut partir d'un peigne non wglbbtenu par les heuristique dgpgration
des peignes etrites ci-dessus, pour trouver des contraintes d’arbres de cliques,
d’echelles ou de chemins vass.

Separation des arbres de cliques

On va montrer comment on peut partir d’'unegali# de peigne non vieg
pour construire une eggali d’arbre de cliques viek. Si on consiere une iega-
lite de peigne non vieEa cause de la grande valeur de I'un des cocycles de ses
dents. La figure 3.5 montre comment on peut construire uegsaiie d’arbre de
clique violée en ajoutant un nombreegliat de manche qui intersecte la dite dent.
En gras sur la figure on voit le peigne non ealé dpart.

Ainsi on déduit le principe de I'heuristique degaration des arbres de cliques.
Supposons qu’on posde un ensembl8 = {H;, Ty, .-+ , T4} définissant une
ineégali® de peigne non viek. En commergnt par la dent qui posde le plus
grand cocycle, on essaye de construire avecdthode de I'oreille ou max-back
un ou plusieurs manches, en partant d’'un sommet de la dent quedesse
valeur max-back minimum par rapp@ta dent. Pour chague manche construit,
on cherche des dents pour comtel’ I'arbre de clique. Orepete ceci pour chaque
dent du peigne initial dont le cocyle est sujgura une certaine valeur.

Séparation des iregalites d’echelles

De la méme faon que pour les arbre de cliques, on va essayer de trouver
des irégalitts déchelles viotesa partir de contraintes de peignes non eas’
La figure 3.6 montre des exemples de contrainteshille vioEes obtenuea -
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partir de contrainte de peigne. En gras sur la figure, on distinguegkili€ de
peigne d’origine. Les coefficients de chaque dent dansdéti® d'échelle est

en police fine. Dans les deux premiers cas, le terme correcteur est nul puisque
(HiNP :HyNP) = 0.

On va distinguer la mthode deaparation des iegalies déchelle selon I'ori-
gine de la violation. Dans le casidé terme correcteur n’est pas l'origine de la
violation, on commence comme d’habitude par un peigne nom vi@ manche
du peigne vafre le manché!, de I'inégali d’échelle potentiel. Le point crucial
de notre heuristique consistechoisir la dent pendantg qui n’intersecte pas le
mancheH,. Cette dent doit avoir un cocycle proche de 2. Si plusieurs cocycles
satisfont cette condition, on choisit la dent qui est la moingediix dents dont la
valeur du cocycle est grande. En effet, soiBrdt 7" tels qu’'un sommet dé& \ H,
est adjacend un sommet dé" \ H,; par une aefe de valeur nonegligeable, et
telle que la valeur du cocycle dé est assez loin de 2, alors ce sommet est un bon
candidat pour commencer la construction d’'un mandhed’ou la dent?' n’est
pas un bon candidat pour lele’deP;.

Une fois dcidé quelle dent va jouer l®Fké deP, il faut construire le manche
H,. Ceci est fait comme d’habitude par constructepartir d’'un sommet ini-
tial par I'addition d’oreilles ou par la sthode de max-back. Ensuite, il suffit de
construire la dent pendante comme dans les heuristiques depafation des
peignes.

On avu dans la description de®gelits déchelle qu’on peut obtenir leenie
type de contrainte en remglant le manchd{, par son comm@mentaire. Pour
obtenir ce type de contrainte, on pente de la rafe faon que pour les iejalis
classiques dchelles. La dent du mancheenigur est choisie comme pour la dent
pendante”; . Le manche exdfieur est initialig’par 'union du manche ietieure et
la dentP;. Il est construit jusque ce que son cocycle atteint une valeur raisonnable
et tel que toutes les dents avec une grande valeur de cocycle aient un sommet dans
ce manche qui ne soit pas dans le mancteriett, pour gu'ils aient un coefficient
égalea 1. A ce stade, on cherche une déntomme pour les peignes.

Séparation des iregalités d’etoile et de chemin

Comme d’habitude on va partir d@galit de peigne non vieks pour construire
des irégalits de chemin ou @toile violées. La figure 3.7 montre des exemples
de contraintes de chemin ves$s obtenuea partir de contraintes de peignes. Les
coefficients de chaque dent dans &gdlit de chemin sont en police fine.

Pour construire des @galit violées, il est doncecessaire de trouver d’autres
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FiG. 3.6 —Exemple d'igalités vioEes dEchelle
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manches tels que leurs sommets soient dans les dents. tbreda trouver de
nouveaux manches est d'agrandir le manche initial en additionnant des oreilles ou
des sommets par lagtfiode de max-back faisant en sorte de rendre les coefficients
des dents assez petits. Une autmfaconsiste prendre chaque denta&essayer
de trouver une ééomposition en intervalles.

Pour un apesy plus dtaillé des choix d’'imptmentation des ces predires
de €paration, le lecteur est encoueatdg consulter [NT98b].

3.5 Recherche d’'une borne sugrieure

La recherche de borne sepéure est un point fondamental dans n’importe
quel algorithme dghun€ration implicite. Une bonne borne ®nEure permet
d’elaguer rapidement plusieurs branches de I'arbre de recherche.

A chaque i€ration on rifie si la solution courante du programmedaire
est un vecteur d’incidence d’'un cycle hamiltonien. Dans ce cas si la valeur de la
solution est inérieurea la borne sugrieure globalésg alors on met’jour cette
variable et on sauvegarde la solution comatent la meilleure solution obtenue.
Sinon, on essaye d’exploiter la solution du programmesire afin de construire
un cycle hamiltonien de bonne qualit”

La solution du programme legire donne parfois une bonne information sur
la probabilig d’appartenance d’'uneetga la solution optimale. Dans notre heu-
ristique de recherche de solutioeatisable, on va consilér qu’une variable
de poidsx. égale ou proche de 1, dans une solution du programnreaitie, a
une forte probabili’d’appartenia’la solution optimale. On exploite ainsi ces in-
formations pour construire selon desgteés pecises un cycle hamiltonien (voir
[Bou95]). On applique ensuite un algorithme de Lin-Kerningham medgiéur
améliorer la quali€ du cycle obtenu. Cette heuristique nous a permis de trouver
rapidement des solutionsalisables de &s bonne quakt’

3.6 Pricing et Fixation

Puisqu’on travaille sur un sous ensemble dtes’tout au long de I'algorithme
du “Branch and Cut”, il faut efifier que la solution du programme diaire sur
le graphe partiel reste optimale pour le graphe complet, avant de p@lagurer
ou brancher un nceud de I'arbre du “Branch and Cut”..D@nécessi¢’ de faire
appela la méthode de ghération de colonnes pour effectuer un pricing des va-
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FiG. 3.7 —Exemple d'irgalités vioEes de chemin avec deux manches
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riables inactives. Rappelons que latmode des grérations des colonneserifie

si toutes les variables inactives ont urutoéduit positif. Dans le cas contraire,
elle ajoute au graphe partiel les variables dont letgéduit r. est régatif. Le
nouveau programme lgaire est@solu avec la mthode primale du simplexe en
utilisant la dernére base, puisqu’elle est primagslisable. A la fin du pricing, on
meta jour la valeur de la borne iefieure localé:/ et éventuellement la valeur de
la borne inBrieure globalé:g.

Pour angliorer les performances du “Branch and Cut”, on effectue un pricing
des variables gxiodiquement, par exemple tout lesprogrammes liraires €-
solus. Ceci permet de faire entreesrtit des variables inactives dans le graphe
partiel récessairea [a construction de la solution optimale awles solutions de
bonne qualig”

Au lieu d’appliquer la nethode de ghération de colonnes sur toutes les va-
riables inactives, on effectue cetteavpfion d’une fapn hiérarchique. Au dbut,
on ne considre que les variables dans le graphe efgerve. Si aucune variable
n'est ajou€e au graphe partiel alors on passe au pricing du reste des variables
inactives. Cetteenun€ration permet de construire une liste exhaustive detesir”
candidates. Au ebut de I'exécution de l'algorithme du “Branch and Cut” cette
liste est tes grande et ne peut pasé€ sauvegaek. D’'ai on dtermine une taille
de buffer raisonnablewoune€nungration systmatique doiefre effectee.

Au fur eta mesure de I'avancement du calcul on peut awshiire le nombre
de variables inactivea consi@rer. En effet, si le nceud courant de l'arbre du
“Branch and Cut” est une racine de I'arbre restant, et si l¢ o&duit d’'une va-
riable inactives vérifie la relatiorvalpl + r. > bsg alors la variable n’a plua étre
considgrée puisqu’elle est fxééa zéro. Ainsi il y a des fortes chances que la liste
compkte des variables considrer pendant le pricing tient dans le buffexgitt
pendant I'excution de I'algorithme. Ceci permet d'aéfer considrablement
Ietape de grération de colonnes.

Pour pouvoir calculer rapidement lewta&duit d’une variable inactive, il faut
etre capable de calculer le coefficient de chaque variable dans les contraintes ac-
tives. Pour ce faire, pour chaque sommelu graphe, on sauvegarde la liste des
contraintes qui contiennent Ensuite on calcule le ebréduit d’'une variable
e = wv en retranchant de. le coefficient de I'aete dans une contrainte active,
multiplie par la valeur de sa composante dans la solution duale.
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3.6.1 Fixation

Avant de faire appeh I'opération de branchement, on essaye de fixer les va-
riables actives hors base en utilisant la valeur de leut caduit. En effetetant
donrg le cait réduitr. d’'une variablee, et sa valeur courante.. Si la valeurz,
passe de. az. +t alors la valeur de la fonctioaconomique augmente de: r..
Ainsi on peut fixer

— x.a0sizv, = 0etbip+r. > bsg.
— x.alsiz. =1ethip—r. > bsg.

En effet, le cait réduit repesente une borne iefieure du changement absolu
de la valeur de la fonctioaconomique quig$ulte de forcer une variabéepasser
d’'une bornea’une autre. D’o, si 'augmentation de la valeur de la fonctieoo-
nomique est assez grande pour causaagiage du noeud courant, alors on sait
gu’on peut fixer la variabla Sa valeur courante.

Les fixations sont valides juscula fin de I'algorithme si le noeud courant
est aussi le noeud racine de I'arbre du “Branch and Cut”. Dans le cas contraire
les fixations ne sont valides que pour le noeud courant et sa sous arborescence;
puisque au contraire de laggration de nouvelles coupes qui ne fait que dimi-
nuer la diférence entre la borne iexfieure et la borne sepieure, la ghération de
colonnes peut augmenter la valeur de cetteedéfice.

Apres les fixations par et Téduit, on peut fixer d’autres variables par impli-
cation logique, ceci peut se produire dans les cas suivants:

— Si deux aeles incidentea Un sommet ont été fixéesa 1 alors toutes les
autres aefes incidentesa v peuventetre fixtesa 0. L'aréte incidente aux
deux autres extrengt des deux atés peuefre fixéea 0.

— Sin — 3 arétes incidentea un sommet ont été fixéesa 0 alors les deux
autres aefes incidenteav peuventetre fixéesa 1.

3.6.2 Realisabilite du programme linéaire

Pendant I'excution du “Branch and Cut”, le programmedaife courant peut
eétre irrdalisable pour trois raisons:

Une contrainte de degs peutetre vioke quand toutes lesetes du graphe
partiel incidentesav sauf une, sont fieésa 0. Dans ce cas il suffit d'ajouter
de nouvelles ates incidentesa v. Si toutes les ates incidentes v sont dja
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présentes dans le graphe partiel alors il 'laguer le nceud de I'arbre du “Branch
and Cut”, puisqu’il n’est pasadlisable.

Une inégali# dans le programme kgaire a sa partie gauche vide, c’adlire
gue tout ses variables sontdis, et elle est vieB. Puisque toutes les variables
ont des coefficients positifs alorsame en ajoutant des variables Egalite restera
violee. Le nceud de I'arbre du “Branch and Cut” dstite"alorselagLe.

Dans le caswaucune des deux preenes raisons n’est la cause de Biatisa-
bilite du programme li@aire, on effectue une epation de ” pricing ” pour efifier
si la solution Ealisable duale est dualealisable pour tout le probime. On ajoute
les variables inactives qui padent un caf réduit régatif dans le graphe partiel
utilisé pour Esoudre le programme kaire.

Si des variables sont ajaé$, alors onesout de nouveau le programme li-
néaire. S'il est toujours igalisable alors on chercheaale rendre ealisable en
ajoutant de nouvelles colonnes avec desces plus sophistigs que le simple
signe du caf réduit des variables. Notons au passage que la valeur du programme
lineairevalpl est une borne ifieure de la valeur de la foncti@tdénomique du
nceud de l'arbre du “Branch and Cut”. Ainsi.silpl > bsg alors on peuelaguer
le nceud.

On essaye d’ajouter des variables parmi celles qui ne sonephsables pour
rendre le programme lgdire Ealisable. Une variable dont la valeur dans le
programme lieaire estr. est dite iréalisable si elle viole sa borne @rféure ou
sa borne sugxieure. C'est'direz. < 0 ouxz,. > 1. Une variable d&cart est dite
irrealisable si elle a une valeuegétive dans le programmediaite. Une variable
e de cait réduitr. est candidate seulementsilp/ + r. < bsg. Soit B la matrice
de base qui corresporadla solution dualeadlisable et primale norealisable.
Pour chaque variable candidate, saitla colonne de la matrice de contraintes
correspondard e eta, solution du systmeBa. = a.. Soita.(b) la composante
de a. correspondand la variable de base @alisabler,. Laugmentation der,
peut rendre le programme &aire galisable si et seulement si

— x, est une variable structurelle c’estdire correspondarst une aete del&
et

xp < 0eta.(b) <0
ou

xp > 1 eta.(b) >0
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— a2, est une variable é@'c¢art et

xp < 0eta.(b) <0

3.7 Branchement

Pendant la praedure de branchement, un noeud de I'arbre du “Branch and
Cut” est subdivie’en deux ou plusieurs sous-prefvies, de telle fagn que I'union
de I'ensemble des solutions de ces sous-@miels soiegalea celle du noeudgre.
Il existe plusieurs stratjies de branchements, mais la plegandue est celle qui
consistea choisir une variable dont la valeur est fractionnaira ket forcera étre
fixeea 0 dans un nouveau sous-prate eta’ 1 dans I'autre. Pour le prabtie du
voyageur de commerce, si la solution n’est peaisable alors il existe forcement
une variable fractionnaire, car on utilise ureparation exacte des contraintes du
sous-tours.

Il existe plusieurs stragjies pour choisir une variable de branchement. Nous
présenterons ici quelques-unes de cesesgiat:

— Choisir la variable dont la valeur est la plus proché® de

— Choisir la variable fractionnaire qui a le plus grand coefficient dans la fonc-
tion économique.

— Choisir parmi les variables fractionnaires dont la valeur est procltesde
celle qui possede le plus grand coefficient dans la fonctiecohomique.
Soit L = min{0.5, max{7; : 7; < 0.5,2 € ['}} et H = maxz{0.5, min{7; :

7; > 0.5,1 € [} }. L'ensemble des variables candidates pour le branchement
estégala{i € 1 :0.75« L < 7; < 0.25 4 0.75 « H}. Parmi ces variables
ont choisit celle qui poggle le plus grand coefficient dans la fonctemo-
nomique.

— S’il existe des variables fractionnaires qui appartienadaimeilleure solu-
tion réalisable connue alors choisir celle qui a le plus grand coefficient dans
la fonctionéconomique. Sinon utiliser la stegfie pecédente.

— Cette stragie est utilig"dans “Cplex callable library” [Cpl95], et porte le
nom de“branchement fort” (strong branchiny Sélectionner un ensemble
de variables candidates au branchementeBbudre pour chaque variable
deux programmes lgdires. Un avec la variable éga zro et I'autre avec
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la variable fixéea un. Les programmes kaires ne sont pagsolus eces-
sairement jusq@ I'optimalité, en effet on peut diminuer le temps de calcul

en imposant un nombre détations limi€ a effectuer par le simplexe. La
variable de branchement est choisie ensuite, en comparant les valeurs des
solutions des programmes diaires.

Les straggies de choix diffrent selon le but recherehOn peut soit chercher -
elaguer rapidement des sous-perhEs en choisissant la variable de branchement.
Soit essayer de choisir la variable qui a la plus forte chanegeal{Ou de ne pas
etre) dans la solution optimale.

Au lieu de partitionner un probme en branchant sur une variable il est aussi
possible de brancher sur une contrainte. Naddef et Clochard [CN93] ont propos”
de brancher sur les contraintes de sous-tours. Sachant que pour toute solution
réalisable du proleime du voyageur de commerce on a:

x(6(S)) est pair, pour tout C V,,, 5 #V,, 5 # O

Alors, si on trouve un ensemble de somméetelle que le cocycle:(§(.5)) est
proche d’'un nombre impaitk + 1, aveck > 1, le branchement peutre ef-
fectué en imposang(4(S)) < 2k sur un oté etz(6(S5)) > 2k + 2 de l'autre.
Cette n€thode de branchement a permis de diminuer cenailément le temps
de résolution de plusieurs instances du pesh€ du voyageur de commerce. La
recherche d’'un ensembfecandidat au branchement peuite faite durant leses”
parations, en prenant les manches degaii€s de peigne ou de chemin. Dans
notre impEmentation, le choix de I'ensembté sur lequel on doit brancher la
contrainte du sous-tour s’effectue selon lam® straggie de “branchement fort”
décrite pour les variables. Notons que le branchement sur les contraintes de sous-
tours est tes performant quand la valeur de la borneeiidlre est relativement
mauvaise (&S loin de la valeur de la solution optimale!), mais leur performance
se dgrade quand la borne grfieure devient &s proche de la valeur de la solution
optimale car il devient &S difficile de trouver des cocycles de valeurs impaires. A
ce moment, on se tourne vers des si@s de branchement sur des variables.
Notons aussi qu'il est possiblealdguer un nceud au moment dedaalution
du programme lipaire pendant la phase de branchement. Dans laudagigation
d’une variablea I'une de ses bornes induielagage du noeud, il suffit de fixer
cette variablea'sa borne compthentaire et dlaguer tous les nceuds elle est
fixeea la méme valeur.
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3.8 Strategie de parcours

Le choix d'un nceud actifebend de la stragjie de parcours ada#. La strag-
gie de €lection est un point crucial au swecde I'algorithme. Les quatre stegiés
les plus connues sont les suivantes:

— Meilleur d’abord: on choisit le nceud de meillewealuation dans la liste
des nceuds actifs. Pour le prebie du voyageur de commerce on choisit
donc le nceud dont I'evaluation est minimum.

— Profondeur d’abord: on choisit un fils du dernier nceudl|(8. Si aucun de
ces noeuds n'est actif, on “backtrack” dans I'arbre.

— Largeur d’abord: On traite les nceuds dans I'ordre de lezatmn.

— Mixte: on commence par un parcours en profondeur d’abord sur la premiere
branche de 'arbre puis on continue par la ggé meilleur d’abord.

Le choix d’'une stragie dpend des contraintes sur I'espacamuoire, le temps
d’exécution et la connaissance d’une solutiealiSable du proleime. Si la stra-
tegie en profondeureatessite moins d’espaceemoire puisque le nombre des
nceuds actifs reste faible, la segié meilleur d’abord permet de diminuer le temps
de calcul puigu’elle ne visite qu’un nombre minimum de noeud de I'arbre complet
d’enun€ration. Notons qu’on utilise la stegie profondeur d’abord surtout pour
avoir rapidement une solutionealisables du probhe et donc une borne s’
rieure. Ceci n'est pasatessaire dans notre ingphentation puisqu’on sait trouver
rapidement des solutioralisable de &S bonne quaktgricea notre heuristique
d’exploitation des solutions fractionnaires du programmedirg. Notons pour
terminer que la stratjie largeur d’abord est toreb’en @swetude, en raison de sa
faible efficacit.
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Chapitre 4

Quelgues notions de paraklisme

Dans ce chapitre nous introduirons quelques concepts de base du pa-
rallelisme, nous mSenterons la proklihatique de conception d’algo-
rithme paralele pour des applications iegulieres. Nous terminerons

par les fonctions dévaluation d’un algorithme paradie.

4.1 Introduction

Les applications informatiquesenéssitent de plus en plus de puissance de
calcul. Pour obtenir des niveaux de performaet®€s, on peut construire des
syseémes informatiques dans lesquels plusieursesnité calcul coggrent pour
résoudre le raine probéme. Un travail avance plus viteplusieurs que seul et il
est possible desdlisera plusieurs des travaux dont la tailleghisse les capaest”
d’'un seul.

L' ‘evolution des machines paraliks a suivi [Evolution des processeurs et des
réseaux. Des processeurs de plus en plus puissant sont apparus et ont permis de
construire des stations de travail avec des puissaegawdlentesa celles des
premiers supercalculateurs. Les premiers supercalculateuetauristruits au-
tour des microprocesseurs vectoriels. Cette famille de microprocesseurs “pipe-
line” les operationselémentaires pour calculer rapidement desrafions d’al-
gebre liraire courantes. Les machines Cray ont largement egpteitte tech-
nique. Mais le prix des machinesbase de microprocesseurs vectoriels reste trop
elee.

L'apparition des eseauxa haut @bit a permis d’'interconnecter des dizaines,
voire des centaines d’ordinateurs qgéhangent des informatiomsvitesse &S
élevée, ce qui a permis de voir une nouvellengfation de machines paralés
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a faible cait qui utilisent des composants standards tant au niveau desrast”
d’exploitation que dueSeau d’'interconnexion et des processeurs.

4.2 Architecture des machines parabkles

Les ordinateurs parallés sont construits autour d’un ensemble de plusieurs
nceuds interconnees. Chaque nceud correspaadin processeur de calcul qui
peut communiguer avec les autres processeurs. Le processeureagstiretiSpace
mémoire qui peuefre partag’avec les autres nceuds.

Les machines paralés onteté classes selon leur mode de fonctionnement.
Flynn [Fly79] distingue quatre types de machines selon le nombre de flot d’ins-
truction et de doneés :

— Les machines SISD5{ngle Instruction Single DajaUne seule instruction
s’exécute sur une seule doeed la fois. Ce type d’architecture correspond
a une machine monoprocesseur.

— Les machines SIMDSingle Instruction Multiple Data Les processeurs
exécutent la reie instruction sur des doees diférentes. Ce type de ma-
chine est utilig” pour des calculs sgiali®s. Elles peuvent contenir plu-
sieurs centaines de processeurxcgsd la simplicig de leur architecture.

— Les machines MISDMultiple Instruction Single Datg plusieurs instruc-
tions s'eécutent sur une seule dagen 'Ce type de machine n'a pagxis-
tance Eelle.

— Les machines MIMD Nultiple Instruction Single Data Ce sont les ma-
chines les plus courantes aujourd’hui. Ce type d’architecturesepté un
syseme de processeurs autonomesbacun egcute son propre flot d’ins-
tructions sur des flots de doees difErentes.

Ducan [Duc90] aetendu cette classification selon le mode de synchronisation
des nceuds:

— Les machines synchrones: Une horloge globale synchronise |lesediff
nceuds du systne sur une base de temps commune.

— Les machines asynchrones : Chaque machine est autonomeedgass
horloge locale qui lui est propre.
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Les machines SIMD sont synchrones pafinition. La majori€ des machines
MIMD sont asynchrone. On s’ietesse ici aux architectures MIMD asynchrones.

Un autre point qui dif€rencie les ordinateurs parlis est I'organisation de
la mémoire. Elle peukfre partagé par tous les processeurs ou dist#u”

4.2.1 Les architecturesa memoire partagee

Les processeurctivent et lisent dans le emie espace d’adressagemmire,
(figure 4.1(a)). Toute qgration effectee sur la remoire par un processeur est
immédiatement visible par I'ensemble des autres processeurs. L'existence d’une
mémoire partagé permet d’exploiter un parallSme de grain fin.

===t

Réseau

(@) (b)
FIG. 4.1 —(a) Machinea mémoire partage (b) Machinea mémoire distribe

Cependant, l'agesa la mémoire constitue un goulot effanglement sur ce
type de machineeak que le nombre de processeurs devient important. Ce nombre
se limitea une dizaine de processeurs sur les ordinateo¥moire partageé.

4.2.2 Les architecturesa mémoire distribuee

Chaque processeur peske sa propre zoneamoire. Les diférents nceuds de
calcul, dfinis par I'ensembldprocesseur + grhoire;, sont relgs entre eux par
un réseau d’interconnexion, (figure 4.1(b)). Les nceuds de calcul communiquent
entre eux par deschanges de messagesavers le@seau de communication. Le
temps de communication d’un message pette Modalisé par une fonction de la
forme:

Latence + taille du message/bande passante

ou la latence de communication est le temps dmdfrage de la communica-
tion. La bande passante desgau est la quargitie doneés qui peut transiter sur
un lien par uni¢’de temps.
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Les constructeurs ont essaplusieurs topologies deeséau pour connecter
les noeuds de calcul : hypercube pour le CM2 et le iPSC, grilles pour le Paragon,
tore pour le Cray T3E, fat-tree pour le CM®séau multietages pour le SP1...
Dans les anciennesegérations de machines, la topologie daseau est uelé-
ment critique qu’il faut prendre en considition lors de la programmation d’une
application. La latence de communication entre deux nceuds peut fortement varier
selon qu'ils sont voisins ou non. Il eatla charge du programmeur deabuper
et placer ses domes de fagna ne pas dgrader les performances egpes par
la paralElisation de I'applicatiom cause des performances éseau d’intercon-
nexion.

La nouvelle gnération de machines MIMD utilise deggéaux d’intercon-
nexion qui assurent des latences de communication constantes entre processeurs.
La plupart des machines utilisent des modes de routageés” duwormhole
Dans ce mode, acheminer un message corais@blir un chemin dans leseau
entre le nceud source et le nceud destination. Le message est easailgan
petits paquets qui sont envesyles unsa la suite des autres sur le cheminefix”

Ce mode de routage rend les communications paeddantes de la topologie du
réseau.

Pour angliorer les performances de communications certaines machines offrent
la possibilig de recouvrir les calculs et les communications comme dans le Cray
T3D et T3E et le IBM SP2. Les noeuds de calculs des machineggerssun
microprocesseur ggiali®€ dans la communication qui ae directemenra la
mémoire du nceud.

Il existe aujourd’hui des machines avec des architectures mixtes: des ma-
chinesa mémoire distribee dont les noeuds de calculs sont des ordinateurs pa-
rallelesa mémoire partagé (figure 4.2). La machine SGI-Origin 2000 en est un
exemple. Ce type d’architecture est amense @velopper car il permet d’ex-
ploiter plusieurs grains de paraliSme. Notons aussi leegtéloppement des ma-
chinesa mémoire partagé virtuelle, ainsi que la multiplication desséaux de
stations, que I'on appelle aussi grappe de stations, et @septént I'avantage
d’etre flexibles, modulaires et d’'un@béconomique relativement pelelg.

Nous ne consigferons pour notre paralisation que les machines pasds
MIMD a mémoire distribee.
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= P = P
| | | |

[ Réseau }

FiG. 4.2 —Architecture mixte

4.3 Approche de paralElisation

Dans la section @édente nous avons rappéé€s architectures des machines
paraleles. Dans cette section nouggenterons les défentes approches de pa-
rallelisation d’une application, ainsi que les prefnles qui se posent et les choix
qui peuventetre pris durant la parallisation. Nous ne nous ietéssons qu’aux
méthodes de parallisation explicite.

Il n'existe pas d’'approche type lors de la pagtiiation d’'une application.
Ceci Epend fortement de la nature de I'application. Il est souvenegsaire de
construire un algorithme paral€ tres difféerent de I'algorithmeexjuentiel. Pen-
dant la proedure de paratlisation, il faut identifier lesa€hes qui peuvent s’ex”
cuter en paradile. Il faut ensuite choisir I'ordre d'@cution de chacune descties
et le processeunoelles seront eCuges.

4.3.1 Sources du paraklisme
Parallélisme de donrees

Le paralBlisme de doneés est la prerare source de paralisme. Il consista "
effectuer la neime oration en paradile sur un ensemble de daes Eparties sur
les processeurs. Le programme paalallSe €sume en une succession de phases
de calcul et de phases de communication. La phase de communication permet de
mettread jour des doneés distantes oa redistribuer des doees pour amliorer
la localité et I'équilibrage de charge entre les processeurs.
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Parallelisme de contdle

Le paralBlisme de contfle ou fonctionnel consistedécouper une application
en plusieursdathes qui peuvent s’exuter en paradle. L'algorithme paradle peut
etre dcrit sous la forme d’'un graphe oriersans cycle deependance entre les
taches: uneache ne peuttre effectee qu’apes la fin de I'excution de toutes
les Biches qui la préedent dans le graphe degEndance. Dans ce paradigme de
paralélisme, ce sont les traitements qui sont pkasir un processeur. Les dees’
sont acedéesa distance ou eblaces en tant que paratne du traitement. Dans
la suite, nous parlerons essentiellement de pisihe de contie qui est plus
géréral que le paradllisme de doneés.

4.3.2 Grain de parallisme

Le grain de paradllisme peuttre dfini comme la longueur deggluences de
calcul ou desdches sur un nceud. Le choix de la granudegitf un point essentiel
pendant la description d’un algorithme paetdl. Dans le paratlisme de doneés,
le grain de paradllisme est dtermir€ par la finesse de laedoupe des domes.
Dans le parafilisme de contle le grain de paradlisme est dtermire par le rap-
port entre le temps d’'@cution desdches et la largeur du graphe dashés, c’est
a dire le nombre maximum dadhes qui peuvent s’exuter en paradle. On aug-
mente le grain de parallisme en regroupant plusieuegcties. On obtient alors un
paralElisme de gros grain. Puis on diminue la granuéeei’ dscoupant lesa€hes
en sous-dthes plus petites. On obtient alors un pataihe de grain fin.

Le choix de granularé peutétre fait en fonction des caraetstiques d’'une
machine cible particudire. On a dja vu que les machines paelitsa mémoire
partagge sont bien adapé'sa un paraktlisme de grain fin gi€ea la locali€ des
donrées, mais elles ne peuvent enéiment I'exploitela’cause du nombre lingt”
de processeurs. Pour les machingsémoire distribee, c’est la latence de com-
munication et la bande passante de communication qui influent sur le grain de
paralélisme souhaitable. Ainsi un grain trop fin peut entesi’"trop de commu-
nication entre les processeurs. Alors qu’un pafalihe de gros grain rend les
calculs trop longs devant des communicatioagligeables et diminue la concur-
rence de calcul entre les processeurs ce qui e@nan dEquilibre de charge
entre les processeurs. Il est important de faire un compromis entre le grain de pa-
rallelisme et le sur-aat"de la gestion du paralisme qu’il induit. Il est parfois
utile de pouvoir contsler dynamiquement le grain de pasi$me durant I'eg-
cution.
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4.3.3 Les applications paralles irregulieres

On peut classer les applications pagkdb selon leur comportement. Une ap-
plication paralele est dite eguliere si on peut mdirea I'avance le graphe des
taches et la d@€ desdthes. En revanche, une application patalést dite ire-
guliere si on ne peut pasguire le comportement de I'application iygeéndam-
ment de I'instance du probine qu’on chercha résoudre. On peut avoir plusieurs
causes de cette egularie:

— La duee de calcul ainsi que le nombresthpes de calculs dans uraete
ne sont pas connus et varient fortement d’wawhEa I'autre.

— On ne connait pas pcigment les dpendances entre leacties. Il est im-
possible de construire le graphe dashés a priori.

— La taille des doneés manipudés lors des communications varie fortement
ou n’est pas connue d’avance.

La paralBlisation des applications @gulieres se heurta la difficulté de pe-
voir méme partiellement le graphe dexles et I'estimation des uts"de calcul
d’une tche en fonction de ses ess. Ainsi, il est difficile de bien choisir d'une
part le grain de paradlisme afin d’avoir un borequilibrage de charge, et d’autre
part le placement optimal deadfies afin de minimiser les communications.

Les applications iegulieres peuvent provenir de plusieurs domaines tels que
I'optimisation combinatoire, la dynamique nealilaire, la netéorologie...

4.3.4 Ordonnancement

L'ordonnancement desithes consista attribuer une date destut d’exécu-
tion a chaguedcthe. L'ordonnancemenegéend du nombre de processeurs utili-
sés et du graphe de @rédence desathes. Pour les applicationsgulieres, il est
“facile” d’'ordonnancer lesaches puisque le graphe deeggience est conna °
I'avance. Pour les applications égulieres le graphe de @eédence est connu au
cours de I'ecution. On ordonnance leadfies au fur eh mesure de leur es-
tion. On utilise donc des athodes d’ordonnancement en ligne plus comgées”
a mettre en ceuvre.
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4.3.5 Placement etégulation de charge

L'un des points importants de la palisation d’'une application est le choix
d’'un bon placement desthes sur les processeurs minimisant les communica-
tions. Ainsi on place lesaches de mamrea ce que I'aces aux doneés soit
le plus local possible pour ne pas surchargerelseu de communication. On
place en ghéral sur le nefne processeur leadhes qui ont beaucoup de deesa
échanger. De plus, afin de maximiser la concurrence et donc de egeilibrer
la charge de calcul entre les processeurs, le placement doit garder le [obeke t~
actives simultaement.

En pratique, le placement et 'ordonnancementd@¢s s’effectuent auemie
moment. Pour les applicationsguliéres on utilise des algorithmes d’ordonnance-
ment et de placement statique. Le perhE de placement peetré dfini comme
un probEme combinatoire sur le graphe dastiés a’les caits des sommets et
des arcs sontafinis commeetantégaux respectivemeatla duge de I'exécution
de la iche et au temps de communication des @esn”

Pour les applications iegulieres, on utilise des algorithmes de placement dy-
namique spcialement adaps au prol#me. Des racanismes deegulation de
charge dynamique sont aussiggtésa I'application. Ces algorithmes comportent
plusieurs phases:

— L'evaluation de la charge de chaque processeur. Elle egréragtres dif-
ficile a définir pour les applications iegulieres, puisqu’on ne conriggasa
'avance le cat d’une Eche.

— La détermination de la surcharge ou de la sous-charge d’'un processeur.
— La lection desdthesa' migrer d’'un processearun autre.
— La migration dedthes slectionrées.

Notons qu’un bon algorithme degulation de charge ne doit pas augmenter
considgrablement les communications dweka migration desaches, et ne doit
pas consommer beaucoup de temps de calcul durant lesatifExtapes dva-
luation de la charge.

4.4 Mesure des performances

L' ‘evaluation de performance d’'un algorithme paalallest importante pour
connafre le “gain” obtenu par la paralisation par rappor& 'algorithme &-
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quentiel.

4.4.1 Aceleration

L'accélération Speed Upest dEfinie comme le rapport du temps désxition
séquentiell’., sur le temps de I'exCution parakle T, surp processeurs:

L'accélération idkale estegalea p. Si on consiére la fonction acelération
S(p), 'algorithme parakle est d’autant plus performant que la fonctit(p) est
proche de la droitgg = p. On parlera dans ce cas d'&beration liréaire. Pour
avoir des bonnes aet&rations, il faut que le surcdde la paraklisation en temps
de calcul et surtout en volume de communication soit minimum. Il faut s’appli-
quer aussa minimiser les temps d’inactiétdes processeursisla une mauvaise
répartition de charge.

Notons qu’on peut introduire la notion d’agération relative, par opposition
al'accélération absolue, qui ne prend pas en compte @andes parties intring-
guement egentielles de I'algorithme.

4.4.2 Efficacie

Lefficacité d’un algorithme paratlie est @finie comme le rapport de I'aee’
leration sur le nombre de processeurs.

E — & — Tseq
8 p px T,

Lefficacité repesente le rendement de I'algorithme paglet elle est sou-
vent expringe par un pourcentage qui repente I'utilisation moyenne des proces-
seurs par rappog une utilisation permanente durant toute lasglé I'exécution
T,.

Pour approfondir toutes ces notions, le lecteur est enceudagtonsulter
[CT93, AGF95].
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Quelques notions de para#llisme
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Chapitre 5

Parallélisation du “Branch and
Bound”

Dans ce chapitre nous psenterons un apeun,non exhaustif destides
de paralElisation de I'algorithme du “Branch and Bound’atiie a la
resolution de protdme d’optimisation combinatoire. Nous rapporte-
rons quelques exemples d'expnentations et de plateformes de pro-
grammation de “Branch and Bound” paradle.

5.1 Lalgorithme du “Branch and Bound”

La méthode du “Branch and Bound” est I'un des plus puissants algorithmes
pour soudre des probmes\ P-difficile. Pour la plupart des ces praphes
seulement des petites instances peuwtrd Esolues en un temps raisonnable
sur des ordinateursequentiels. La paradlisation de cette mthode pour dimi-
nuer les temps de calcul a retenu I'attention de nombreux chercheurs dans les dix
dernieres anmés, en particulier pour laesolution de prol@mes d’optimisation
combinatoire. L'objectif de cette section est de donner uncapgméral sur Iétat
de ces recherches et lestiltats obtenus.

Rappellons que la ethode du “Branch and Bound” consiste en @meirie-
ration implicite de I'ensemble des solutions d’'un pexbEe d’optimisation? :
minges ¢(x), oU ¢(x) est une fonction aat"et .S est I'espace des solutionsati-
sables de”. Le principe de l'algorithme est de diviser I'ensemble des solutions en
sous-ensembles. Cetteayption s’appelle branchement. Elle consest®nstruire
un arbrel” = (N, F) ou N repEsente I'ensemble des nceuds de I'arbre quierepr”
sentent les sous-ensembles obtenus par branchement. Ensuite un ncelet-est s
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tionné de la file des nceuds actifs pagallg. La valeur du nceud regsénte une
borne inErieure de la valeur de la solution optimale. Un nceud paat€lagle

si sonévaluation est swgrieurea la meilleure solution connue, sinon le noeud est
ajouté a la file des nceuds actifs. La stgté de slection du nceudedfinit la ma-
niere de parcourir I'arbre du “Branch and Bound”. Pour une bonne cenesion
des plehonenes Ies aux performances de I'algorithme du “Branch and Bound”
Nous allons caraetiser I'ensemble des nceuds de I'arbre complendit€ration
implicite. Nous reprenons lesfihitions de Mans et Roucairol dans [MR96] des
differents sous-ensembles de nceuds inclus dans

FiG. 5.1 —Structure de I'arbre complet éhiungration du “Branch and Bound”

— Un ensemble critique
C = {Nile(Ni) < e(27)}

C est 'ensemble de nceudsegdluation in€rieurea’la valeur de la solution
optimale.

— Un ensemble des nceuds d'@uiSion

I = {N;|e(N;) = ¢(2™), N; n'est pas ealisable
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I est 'ensemble des nceudseddluationegalea la valeur de la solution
optimale mais qui ne sont pagsalisables.

— Un ensemble des nceuds optimaux

O = {N;|e(N;) = ¢(x™), N; est Balisablé

— Un ensemble des nceualélaguer
I = {Nile(Ni) > c(27)}

F est I'ensemble des nceudsedaluation sugfieurea la valeur de la solu-
tion optimale.

L'arbre critigue compos’des nceuds d€, corresponda I'arbre de taille mi-
nimale que I'on doit évelopper pour prouver qu’une solution est optimale. L'ex-
ploration des nceuds de I'ensemlilene peut pas conduira une solution opti-
male et provoque une perte en espaemire et en temps de calcul. La segie
“meilleur d’abord” interdit I'exploration des noeuds @& Toutefois notons que
la taille de I'espace ®rnoire requis pour stocker les noeuds actifst@xponen-
tiellement avec cette stiegie.

L'algorithme du “Branch and Bound” est une applicatioreguliére puisqu’on
ne peut pas @dire son comportementisgéndamment de I'instance du pretvie
que I'on souhaitegSoudre. La d@e de calcul desaithes est inconnweepriori et
il en est de refne du nombre dathesatraiter, ainsi que de leueggendance.

5.2 Approche de paralElisation

On peut classer les algorithmes pagbds de “Branch and Bound” selon le
grain de para#lisme utili€. Il existe trois stragies.

— La premeére consiste introduire le para#llisme pendant évaluation du
nceud de I'arbre du “Branch and Bound”. Ce pagigdine n’influe pas sur la
structure de I'algorithme du “Branch and Bound”. 8mEnd fortement de la
méthode dévaluation d’un sous-probine.

— La deuxeme stratgie de paradllisation consistex construire I'arbre du
“Branch and Bound” en parallé. Plusieurs noeuds de I'arbre du “Branch
and Bound” sonkvalugs simultaeiment sur les processeurs de la machine
paralgle.
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— Le dernier type de paralisme consistea construire plusieurs arbres du
“Branch and Bound” en paralé avec des stragjies diférentes. Sur chaque
processeur, on choisit une segté difféerente de branchement, deextion
ou d’élimination... Les informations recueillies sur un processeur pendant
la construction d’un arbre peuveettré utiliges sur d’autres processeurs.

Les trois stratgies de paradlisation peuvengtre combires soit d’'une fegn
sequentielle, soit d’une fapn hiérarchique. Pekny et Miller [PM92] ont paraliisé
Ievaluation du noeud racine, pour passer ensuitee construction en parelé
du reste de l'arbre du “Branch and Bound”. Mais dans la majanité seule stra-
tegie de paradilisation est explo@é.

5.2.1 Paralklisation de I'evaluation

La fonction dévaluation dans un algorithme de “Branch and Bound” est sp”
cifigue au probdime Esolu. Pour des probines qui €crivent sous la forme d’'un
programme ligaire en variables mixtes, on utiliserggralement, pouevaluer un
nceud, un algorithme desolution de programmes &aires en variableselles,
comme la nethode du simplexe par exemple. Plusiexitgies oneté merges pour
la paralBlisation des rathodes deasolution de programmes &aires.

OSL[IBM95], la librairie de routine d’optimisation de IBM, fournit troisen”
thodes deeSolution de programmes &aires: La nethode de la barere logarith-
mique, la nethode de déomposition par bloc et le simplexe.

La méthode de la barere logarithmique, dite aussiatiiode des points iat”
rieures, est une athode alternative au simplexe pourdsolution de programmes
lineaires. Elle consista transformer un programme éaire mis sous forme stan-
dard en reportant dans la fonctieadnomique les bornes sur les variablestape
colteuse en temps de calcul est la factorisation de Cholesky d’une certaine ma-
trice. Il est important deadrdonner les lignes et les colonnes de la matrice pour
minimiser le remplissage. La paraliSation de la rathode de la barere repose
sur une @composition par bloc de la matrice et la pagtdiation des descentes-
remonges. IBM annonce des agléfations de troiga cing sur huit processeurs SP2
avec OSLp. L'usage du switch est recommewdf I'algorithme met en ceuvre un
paralElisme de grain fin. Leechanges sur leeseau de communication sorggr"
importants.

Quand le programme lgdire a une structure par blocs en escalier (planning
avec des couplages entre leipdes de temps) ou des structures par blocs-ind”
pendants coupks par quelques contraintes (rete$ de €seau o chaque sommet
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est moalisé par un programme ledire sgcifiques), OSL reconmadutomati-
guement ces structures et utilise I'algorithme de Dantzig-Wolf powedaltition.
Cette n€thode est paralisable facilement. Les aet&rations obtenues sont qua-
siment lingdaires.

Malheureusement I'imgimentation de I'algorithme paralE du simplexea”
grain moyen donne “degsultats dsastreux sans raison apparente”. Une parall’
lisation du simplexe avec un grain fin est actuellensehgtude.

ILOG CPLEX fournit aussi une version parait des algorithmes du simplexe
et de la barere logarithmique.

La paralBlisation de IEvaluation reste encorees peu exploéa cause la com-
plexité de sa mise en ceuvre et les synchronisations qu’etiessiterait pendant
I'execution I'algorithme du “Branch and Bound”.

5.2.2 Explorations concurrentes

Cette stratgie de paradllisation utilise un gros grain. Elle est bien adsgd”
des architectures MIMD asynchrones. Mais soriigttfeste tes limité et donc tes
peuétudié. Un exemple de ce type de paetiBation est de construire des arbres
de “Branch and Bound” avec des stgies de branchement difiéntes [MP93].

On peut aussi faire construire les arbres de “Branch and Bound” sur chaque
processeur en utilisant des sagies de parcours défentes. Jankiram et al.[JAM88]
utilisent une variante du parcours en profondeur d’abords. Cedthadé slec-
tionne d’une fapn aBatoire le prochain ncewaévaluer parmi les derniers sous-
problemes gnérés. C'est une stratjie de parcours en profondeur d’abordaal”
toire. La probabili€’ que deux processeurs construisentéamaarbre du “Branch
and Bound” est minime. Mais il arrive que les processeurs effectuentdezem”
calculs particukerement pendant leethut de I'algorithme. Poueviter cette re-
dondance de calcul, une liste globale des statuts des sousimexbdans les k
premiers niveaux de I'arbre du “Branch and Bound” est maintenue. Cela a permis
d’obtenir de bonnes performances. Les simulations ont reapute’ I'algorithme
se comporte beaucoup mieux sur une machimeémoire partagé que sur une
machinea' mémoire distribee.

Un autre exemple de paraliSation consista construire les arbres du “Branch
and Bound” en paradile avec des testseldgage diférents [KK84]. Lidée prin-
cipale dans ce genre d’algorithme est que chaque processeur effectue leliest d’”
mination avec une borne sepéure diférente (dans le cas des pretvies de mini-
misation). Un processeur utilise la valeur de la meilleure bornergeyr'e trouee
au cours du calcul par tous les processeurs, tandis que les autres choisissent une
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borne supfieure “optimiste”, c’est-dire de valeue@alea la valeur borne sug’
rieure -¢, avecs > 0. On peut considfer que sur de tels processeurs on construit
une e-aproximation de I'algorithme du “Branch and Bound”. Notonsajtout
instant, il existe un processeur qui utilise= 0. Cette n€thode est bien adags”

aux algorithmes dans lesquels la valeur de la bornerseyre change souvent.
Ceci est particuérement vrai lorsqu’on ne dispose pas de bonnes heuristiques de
recherche de borne seipéure, principalement pour les prebies pour lesquels

on ne sait )efne pas si une solutioealisable existe.

5.2.3 Paralklisation de la recherche arborescente

Cette stratgie de paradllisation utilise aussi un gros grain de calcul. Elle est
bien adaptea des architectures MIMD asynchrones.

Il existe aussi quelques imgatientations sur des machines massivement paral-
leles d’architecture SIMD de grain fin. Ces irapiéntations sont platadaptes
aux probemes dont la fonction éValuation est triviale et qui s’exute en temps
constant. Dans la majoeitdes cas, la fonction eValuation est &S différente d’un
nceuda I'autre. Notons aussi que le suttalli a la synchronisation dans ce type
d’'implementation est &sélewe.

Nous ne nous irresserons ga'cette approche de parlisation dans la suite.
Nous donnerons une classification des algorithmes géeallde ce type et les
résultats tkoriques et pratiques obtenus.

5.3 Classification des algorithmes de recherche ar-
borescente paraléle

On peut classer les algorithmes pagbdb de “Branch and Bound” de ce type
sur machine MIMD asynchrone selon plusieursemgs. Nous avons choisi de
suivre la classification propee’par Gendron et Crainic dans [GC94]:

— Algorithme synchrone avec une file d’attente unique.
— Algorithme asynchrone avec une file d’attente unique.
— Algorithme synchrone avec plusieurs files d’attente.

— Algorithme asynchrone avec plusieurs files d’attente.
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Un algorithme synchrone est diei€n plusieurs phases: des phases de cal-
cul et des phases de communication. Les communications s’effectuent entre deux
phases de calculs. Tous les processeurs doivent se synchroniser avant la phase de
communication. On peut distinguer deux types d’algorithmes synchrones:

— ceux dont le protocole de communication est #tne varie pas d’une ex’
cutiona une autre. Dans ce dernier cas, le protocole de communication est
défini par 'ensemble des informatiomsenvoyer et leur destination; ces
algorithmes ont un comportemendgtdrministe et suivent le emie chemi-
nement d’'une exCutiona une autre.

— ceux dont le protocoleapend des informations recueillies pendantdex-
tion et donc peuvent ne pas avoir lemé comportement d’'une esutiona
une autre.

Dans les algorithmes asynchrones, les communications peuvent serféaine -
porte quel moment de I'@cution. Ce type d’algorithme a un comportement tota-
lement non éterministe.

Le deuxEme criere de classification est lasir la file des noeuds de 'arbre
du “Branch and Bound” en attentealieévallgs. La classification distingue les
algorithmes qui pogglent une seule file et ceux qui en peent plusieurs.

Les algorithmes avec une file unique sont souvent@man€s sur une archi-
tecturea mémoire partagé. Dans le cas d’une architectarenémoire distribee,
ces algorithmes sont bes sur le paradigme nteé/esclave. Le processeur rma”
coordonne le travail entre les processeurs esclavegretigfile d’attente qui se
trouve dans sa zoneamoire. |l envoie les nceuds de la file aux esclaves et re-
coit les nouveaux nceud®Erés par les esclaves. Le canircentralie” assure
une certainequit du travail entre les processeurs, maisassite I'utilisation de
structures de dora€s complexes poueduire les goulots @tranglement.

Les algorithmes avec plusieurs files peuvette impEmengs de difErentes
facons. On peut associer une file pour chague processeur ou pour un groupe de
processeurs. On peut ausseer’une file globale qui coexiste avec les files lo-
cales de chaque processeur. Ce type d'organisation est dit hybride ou mixte. Le
contdle distribLe nécessite la mise en place d’algorithmes efficacequilibrage
de charge et dealéction de la terminaison.
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5.4 Equilibrage de charge dans un algorithme pa-
rall ele de “Branch and Bound” distribué

La régulation de la charge entre processeurs est un point essentiel dans n’im-
porte quel algorithme parallé. Le but de ce type d’algorithme est d’assurer un
bon partage du travail entre les processeurs. Pendant laghiaedibn du “Branch
and Bound” on doit aussi prendre en compte le sutrcie”la recherche arbores-
cente engendrpar la parabllisation. En effet, I'algorithmeegjuentiel du “Branch
and Bound” avec un parcours meilleur d’abord explarehaquestape le nceud
qui posgde la plus petite borne iafieure. Dans un contexte distridguet en I'ab-
sence de communication et/ou de cofdrentralig; la valeur de la meilleure
borne inErieure n’est connue que par le processeur sur lequel le noeenhst.
Les algorithmes distrites ont tendance dorecengendrer un surabdans la re-
cherche arborescente. L'algorithme paetdla tendanca explorer les nceuds de
type £ alors qu’un algorithmeexjuentiel avec une steggie de parcours meilleur
d’abord ne les explore pas.

Pour obtenir de bonnes performances par rappdelgorithme du “Branch

7

and Bound” gquentiel trois prol@mes doivenéfre Esolus:

— Minimiser les temps morts pour chaque processeur, ce qui implique une
mise en ceuvre de techniquegqiilibrage de charge classiques pour assu-
rer uneequit de travail

— Minimiser le surcaf dans la recherche arborescente engepdr’la paral-
lelisation

— Minimiser les communications induites par le partage des informations et
la régulation de charge.

Les buts recheras par ces trois ceres sont contradictoires. Laduction
des communications implique uresquilibrage de charge entre les processeurs
et un surcaf dans la recherche arborescente. Alors quediaction de ce surch”™
implique soit 'augmentation du nombre des communications, soitesoi-
librage de charge. Un bon algorithme dmyulation de charge doit satisfaire en
méme temps ces trois buts pour obtenir la meilleure@cation.

Les algorithmes degulation de charge peuvesité statiques ou dynamiques.
Les algorithmes statiques placent initialement &shEs sur les processeurs afin
de minimiser les communications et d’assureraquilibre de charge entre les
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processeurs. Sila charge change dynamiquement pendastutod d’une fapn
irreguliere, il est alors eCessaire d'utiliser uneegulation dynamique de charge
qui réagita ces changements.

L equilibrage de charge peeiré effecte’d’'une margre centralieé suivant un
paradigme Mdte/Esclave. Le processeur rirarecoit les reqetes des esclaves et
décidea quel processeur esclave il doit envoyer du travail. Ceafeogissure une
parfaiteéquit du travail et n’induit aucun surabdans la recherche arborescente.
Toutefois il induit un surcof de communications et un goulotttanglement au-
tour du processeur ntaé. Pour reradiera ce probéme on peut adopter un melé”
hierarchique ou un madeé compétement distriba.

Dans un modle distrib&, on distingue trois modes selon le type de processeur
qui prend la @cision de IEquilibrage.

— Mode passif: Dans ce mode, les processeurs inactifs initient la demande de
répartition de charge. Ce mode peut induire un suircig”communication
lors de la phase initiale et finale de I'algorithme du “Branch and Bound”.
Les multiplications des re@i€s pendant ces phases peuvemisgles pro-
cesseurs actifs.

— Mode actif : Dans ce mode, les processeurs actifsesproposent de parta-
ger leurs charges. Dans ce mode, si les processeurs actifs ne sont s satur”
ceux qui sont inactifs ne oejvent jamais de travail. Ce mode eserdgSsant
pendant la phase initiale et finale de I'algorithme du “Branch and Bound”.

— Mode mixte : Ce mode est unatange des deux autres.

Il existe plusieurs stratjies déquilibrage de charge dans un contexte com-
pletement distriba. Nous expliquons les principales sagis utili€es dans les
expérimentations Senges dans les sections suivantes.

5.4.1 Strakgie de I'ardoise

Dans cette stratjie, on utilise une zoneemoire partagé par tous les proces-
seurs, nomraé ardoise. Aps la €lection d’un nceud de sa file locale, le proces-
seur ne le traite que s'il est d’assez bonne gegidr rapport au meilleur nceud
sur I'ardoise. C’est la valeur deelalution d’'un nceud quietérmine sa quakt”
par rapport aux autres. Ainsi dans un algorithme de “Branch and Bound” utilisant
la straEgie de parcours meilleur d’abord, les nceudsreg$ants sont les nceuds
d’evaluation minimum, quand on traite un prebilé de minimisation. Donc, si le
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nceud slectionrg par un processeur est de meilleur qeatjtie le meilleur nceud
de l'ardoise, alors le processewlectionne quelques nceuds de bonne qudkt”
sa file d’attente et les traresie sur I'ardoise. Par contre, si le nceetestionre a
une borne B35 mauvaise par rapport au meilleur nceud de I'ardoise alors le pro-
cesseurecupere quelques nceuds de I'ardoise pour les placer dans sa file locale.
Le choix du seuil de t@fance de la diffence entre la meilleure borne de
la file locale et de I'ardoise estes important, puisqu’il induit le nombre de
nceudsechangs entre I'ardoise et les files locales. Si ce seuil et bas alors
le nombre de nceudschan@gs est tes granda moins que les bornes soient toutes
assez proches. Si le seuil dedrhce est assez grand alors le nombre de nceuds
échangs devient moins important, ce qui peut causer un suans la recherche
arborescente.
Ce type de stragie reste limi¢"aux machines posdant un nombre restreint
de processeurs, cause des prodines de congestion autour de lamdire parta-
gée.

5.4.2 Strakgie akatoire

Dans cette strafjie, griodiquement chaque processeur choigatdirement
un autre processeur pour lui envoyer un de ses meilleurs nceuds. Ceci assure un
une bonneepartition de la charge de calcul et un bon partage des noeuds de bonne
qualité a traiter. Cette stratjie est facil@implémenter. Siles transferts sont assez
frequents alors le surabdans la recherche arborescente est minime magséaci
est ties vite satue. Dans le cas contraire, on observe des suscimiportants. Le
choix de la @riodicité est @termire par rapport au ad des communications. No-
tons que cette stragjie peuketre appligeea une topologie virtuelle dieseau de
communication, dans ce cas un processeur choeataifement un de ses voisins
dans cette topologie.

5.4.3 Strakgie des seuils

Dans ce type de stregie, on introduit une fonction poids qui définit la
charge de chaque processeur. 8oé {p1, ..., p,} un processeur étq la valeur
de la meilleure solutionedlisable (borne s@pieure) bil la borne inBrieure d’'un
noeud de I'arbre du “Branch and Bound”/€t = {n.,... ,n.} la file des nceuds
en attente sur le processeuyrOn d&finit les fonctions poids comme suit:
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wyit(pi) = main{bil(n;)|n; € F,,}

wy(pi) = [F,

Le but est d’optimiser Equilibrage de charge selon les deuxeamas @&finis
par la quali€ des nceuds traisw,,; et la charge de calcut,. Quand on essaie de
garantira un instant donmle méme niveau de la borne ifieure sur tous les pro-
cesseurs, la charge de calcul petre"d£quilibrée. Des processeurs peuvent se
retrouver sans assez de placemuire pour effectuer leur calcul alors que d’autres
en disposent de beaucoup. D'le besoin d’introduire une seconde fonction poids
wy qui donne le nombre de noeuds en attente dans la file de chaque processeur. |
est possible deafinir une seule fonction poids pour les deuxemis.

Dans cette stratjie, on essaie de garder tous les processeureaemiveau
selon les deux poids . Pour ce faire, chaque processeurittespdidso, etw;
de ses voisins. Un processeur envoie quelques nceuds si la&gquald quanti”
de sa file est sugrieure d'un certain niveaa celle de ses voisins. Si la situation
de la file locale change, les voisins sont inf@snAvec cette stragjie on atteint
un bonéquilibrage tout au long de I'ecution avec un surcd’minimal dans la
recherche arborescente. Pour biefirf la notion de voisinage utiles dans cette
straggie, on construit une topologie virtuelle desgau.

5.5 Lesanomaliesde comportementdes algorithmes
paralleles de “Branch and Bound”

Il existe destudes teoriques sur le comportement des algorithmes de “Branch
and Bound” synchronea file d’attente unique. Dans ce type d’algorithmes les
sous-probdimes sont stods dans une file d’attente unique. La borneesiquire
est stocke dans une variable globale accessible par tous les processeurs. Initiale-
ment le nceud racine est ajeudtla file F'. A chaque i€rationmin(|F|, p) nceuds
de F' sont choisis selon un certain @it de slection. Chaque nceuélstctionrg
est trai€ par un processeur. Chaque processeur effectuerbitiph de branche-
ment, dévaluation et le test élimination. A la fin de chaqueetation la borne

superieure est misa jour et les nouveaux nceudsrgiés sont ajowtsa la file 1.
L'algorithme s’argte quand la filg' est vide au dbut d’'une i€ration.
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Les straggies de slection peuvenetre caraafistes par une fonction qui as-
sociea chaque nceud une valeur. Gitetionne le nceud qui pade la plus petite
valeur. La stragie “meilleure d’abord” consist& choisir le sommet qui posde
la plus petite borne imfieure. Dans ce cas la valeur d’un nceudegstiéa la va-
leur de sa borne ieffieure. Cette mme fonction rend I'oppasde la profondeur
d’un nceud quand le cete de slection suit la stratjie profondeur d’abord.

La fonction de election joue unale central dans la comghension des ano-
malies de comportement de certains algorithmes pealde “Branch and Boun-
d”. On dégage deux types d’anomalies:

— Anomalie d’acelération:S, > p ou p est le nombre de processeursset
I'accélération assoeéa p.

— Anomalie pgjudiciable de croissance;, /T,, < 1 avecp; < p; ouT,, est
le temps d’excution sump, processeurs, ét,, est le temps d’exCution sur
po processeurs.

Les anomalies de comportement des algorithmes pégalde “Branch and
Bound” utilisant la stragie de slection “meilleur d’abord” onefé étudiées par
Lai et Sahni [LS84] et Lai et Sprague [LS85]. lls ont mantyie les anomalies
d’accélération ne peuvent pas se produire si les valeurs de tous les nceuds internes
al'arbre du “Branch and Bound” sont d#féntes de la valeur de la solution opti-
male. Mans et Roucairol [MR96] ont propmdes egles de gestion des nceuds de
mémes priorie€'s poureliminer les anomalies. Quin et Deo [QD85] ont derd€s
bornes sugfieures de I'acelération des algorithmes asynchrorefilé d’attente
unigue utilisant le crigte de slection “meilleur d’abord”. Coefa et Ferreira ont
present’unétat de I'art de ses anomalies dans [CF95b].

5.6 Exemples d’exgrimentations

Roucairol [Rou87]

Roucairol a impfmen€ un algorithme asynchrorefile unique avec une stra-
tegie “meilleur d’abord” sur le Cray X-MP 48. C’est une machaenémoire
partagge avec 4 processeurs. Lesaécations obsemes pendant lsesolution du
probléme d’affectation quadratique sont quasimergdines.



5.6 Exemples d’ex@rimentations 77

Kumar, Ramesh et Nageshwara Rao [KRNR88]

Kumar, Ramesh et Nageshwara Rao etotdé les performances de diffénts
algorithmes paradlles de “Branch and Bound” sur le prebhe du recouvrement
d’un graphe par les sommets et le pekE du voyageur de commerce.

lls ont implémen€ un algorithme centraksSimilaire a celui de Roucairol
mais en utilisant une structure de dees de tas simple ou concurrents pour la
file d’attente. Cette derare structure permet d’effectuer d’'unedée,concurrente
des insertions et dediminations. Les @Sultats sur une machine BBN Butterély °
100 processeurs montrent que I'utilisation des structures deegsraoncurrentes
améliore consigrablement les performances de I'algorithme pour le @moiel du
voyageur de commerce. lIs obtiennent des#ations quasiment lgdires pour
une instance de 25 villes. Le coolecentralig’reste une source de goulogtfan-
glement lors de I'acesa la file des nceuds en attente.

Dans leur imp¥mentation distribei€, chaque processeur peds une partie de
la file des nceuds en attente. Cette styat exclut les goulots difanglement mais
augmente le nombre de nceualwisiter, puisque quelques processeurs peuvent
pos&der tous les nceuds de bonne qealifors que d’autres n’ont que des nceuds
non prometteurs. lls ont essayrois politiques de distribution des bons candi-
dats: I'ardoise, 'anneau et la distributioreatoire. Leursesultats donnent deds”
mauvaises a@érations pour les deux desres stragies de communication. lls
montrent que ces deux stegies ne peuvent bien fonctionner que s'il existe plu-
sieurs noeuds de I'arbre du “Branch and Bound” de valegade's ou &S proches.
La straggie de I'ardoise reste lingt par I'extensibilé’de I'acesa une némoire
partage qui est en plusés difficilea construire.

Miller et Pekny [MP89]

Miller et Pekny proposent un algorithme desolution du voyageur de com-
merce assyetrique sur la machine BBN Butterfly 14 processeurs. lIs utilisent
un moctle asynchrone centratisMais dans leur imgimentation la file d’attente
est composé de deux listes: une liste des nceudsenvah£s et une liste des nceuds
évallds mais non encore brare’Pendant laetéction, un noeud nogvallg est
prioritaire sur un nceudvalug mais non branah 'Une heuristique est utibég pour
trouver de temps en temps une solutiealiSable du proleime pour araliorer la
valeur de la borne s@pieure. lls ont €solu des instances qui pegent jusqua’
3000 villes grérées atatoirement, mais il est bien connu que de telles instances
sont en gnéral faciles.
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Quinn [Qui90]

Quinn [Qui90] a impE€men€ un algorithme synchrore file unique sur une
machine NCUBE/7 hypercube avec 64 processeurs. Les nceuds de I'arbre du “Branch
and Bound” sont stoas dans une file d’attente unique dans &nmoire du proces-
seur mare. Ce dernier gre I'affectation des sous-prahes aux esclaves selon
une straggie “meilleur d’abord”. Des exgrimentations sont rappees sur des
instances du probhe du voyageur de commerce jusg@0 villes. Un modle
qui décrit les performances de ces algorithmes est pepgos moeéle pedit une
eventuelle baisse de I'agl€ration due au surcb e communication. Une imgl”
mentation et un maele d’un algorithme asynchroreefile distriblée sont aussi
Proposs.

Tschoke, Liling et Monien [TLM95]

Tschoke, Liling et Monien ont impgmen€ un algorithme paradlea contole
distribué pour Esoudre le proleime du voyageur de commerce. lls oatissia
résoudre des instances de TSPLIB [Rei91] qui pdest jusqua 318 villes sur
un réseau de 1024 transputers configurable. Leur algorithme utilise ureggrat”
de parcours “meilleur d’abord”. lls utilisent unestinode déquilibrage de charge
dynamique qui tente de maintenir tout au long ded@xtion les processeuasun
méme niveau de charge. Le niveau de charge efstiddar deux cafs : la valeur
de la plus petite borne iefieure de la file d’'un processeur et le nombre de nceuds
dans la file. Chaque processeur cahfeValeur de ses voisins dans Esgau. Un
processeur envoie des sous-peshesa son voisin, si la difrence de quaktou
de quanti¢’ des nceuds entre les deux filepdsSse un certain seuil. Si lesut®”
assocdgs a sa file changent, il informe ses voisins. Cette sgigt'déquilibrage
s’est a¥rée tes efficace surtout avec ueséala faible dianetre comme pour une
topologie de De Bruijn ou une topologie en tore.

Corr era et Ferreira [CF95a]

Corréra et Ferreira ont implen€ un algorithme de “Branch and Bound”
paralEle pour Esoudre le proleime du sa@ dos sur un Intel Paragon avec 32
processeurs. lls ont propwsine version synchrone qui donne ugstbon partage
de charges entre les processeurs, mais dedémations moyennes cause de la
fine granulari€’ de I'application. Ils ont aussi propwsine version asynchrone et
flexible de leur algorithme, celle-ci donne dedrbonnes aetérations sur 20
instances du sag dos de taille 180ay¥€rées afatoirement. L'algorithme consiste
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a effectuer une paralisation du parcours de I'arbre du “Branch and Bound” selon
une straggie “meilleure d’abord”.

Denneulin, Le Cun, Mautor et Méhaut [DLCMM96]

Denneulin, Le Cun, Mautor et BHaut ont imptmen€ un algorithme parale
de “Branch and Bound” pouresoudre le proleime d’affectation quadratique sur
un environnement distritei Deux approches oeté utilisées. La prendre est ba-
sée sur un moele mafre/esclave. Elle donne des at&ations quasiment legires
sur un DEC ALPHA avec 16 processeurs ou sur le IBM-SP2. Ces performances
se dtériorent aes que le nombre de processeurs augmente. Lagimexapproche
est compétement distribeé et donne deds bonnes performanceseljlilibrage
de charge utilie'ne tient pas compte de la qualités nceuds plas’sur les proces-
seurs. Desas$ultats sont doras pour des instances de QAPLIB [BKR94] de taille
16 et 20.

5.7 Plate-forme de programmation de “Branch and
Bound” parall ele

Les bibliotreques pour lagSolution des prokihes avec un “Branch and Boun-
d” paralléle sont apparue ces derniereseas Elles fournissent les composantes
principales de l'algorithme telle que la gestion de la file d’attente, de la bornne
supgrieure, le paradllisme...

Nous pEsentons ici trois bibliothques BOB, ZRAM et PUBB.

5.7.1 BOB: “Une plate-forme Unifiee de Bveloppement pour
les Algorithmes de type Branch and Bound”

Benathouche, Le Cun, Dowaji, Mautor et Roucaif®ou96, LCR95]

D’aprés les concepteurs de la plate-forme: “Le but de la bibéiqtle BOB
est de fournir un ensemble de fonctionredi€t de variables globales qui soient
indépendantes de I'application et commue®us les algorithmes “Branch and
Bound”.

Les fonctions de la biblio#hque s’occupent d’'une dan transparente de:

— La gestion du lancement des processeurs (digtsilow para#les) selon le
type de la machine cible.
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— La gestion de files de priogs fonde sur la notion importante de file de
priorité globale permettant I'abstraction de I'architecture des machines cibles
vis-a-vis de I'algorithme “Branch and Bound”; les files de prieseuvent
etre parakles, concurrentes oeguentielles, avec les diféntes strajies
d’equilibrage de la charge s'il y a lieu.

— La gestion de la borne sapéure.

Ces diférentes gestions sont rendues transparentes utilisateur de la bi-
bliotheque, par I'appeh des fonctions mdéfinies.

Le type de la machine pewtre reconnu automatiquement. Pour urem”
application, plusieurs @cutables peuvemtre gnérés. lIs peuvengfre purement
sequentiels, distribeou paraktles. Chacun d’eux peut utiliser difféntes files de
priorités. Les versions distrile@s ou paradlles peuvent utiliser difffentes stra-
tegies dEquilibrage de charge. Des options de compilation du fichier makefile
définissent donc le maade d’exécution, la file de prioré’(D-Heap, Skew-Heap,
Splay-Trees, etc.), les stegfies déquilibrage de charge.

L'utilisateur doit fournira BOB quatre fonctionsetrivant sa rathode dee-
solution. Toutes les autres fonctionsagssairea I'algorithme du “Branch and
Bound” sont g@nérées par le noyau de la bibliahue. Lutilisateur n’a pas besoin
de bien conndre les fonctions du noyau si ce n’est pas pour enrichir la biblio-
théeque en files de prioes, straggies dEquilibrages de charges etethodes de
paralélisation. Le moniteur a pour but principal de fournir des statistiques sur les
differents objets manipe$ par une application.”

5.7.2 ZRAM: “A Workbench and Program Library for Por-
table Parallel Search Algorithms”

Bringger, Marzetta, Fukuda et NieverggMFN96]

ZRAM est une bibliotleque paradle portable d’algorithme de recherche ex-
haustive. Elle est bag sur trois interfaces quéparent quatre couches logiciels,
figure 5.2:

— Interface de passage de messageste interface cache I'architecture de la
machine cible. ZRAM est caue autour d'un sous-ensemble de I'interface
standard de passage de message MPI [DA95]. Elle n'utilise que les primi-
tives de communication d’envoi et deaéption poina’point non bloquante.
Cette interface de passage de messagé implémente pour des machines
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Quadratic Aszsigmment, Traveling Salesman, Fleet Azzignment, 15-
Puzzle, ¥ertex Enume ration, Arrangement Engine, Euclidean A pplications
Sparming Trees, ..
---------------------.@?ﬂﬁmmﬂ}ﬂ}hﬂ]ﬁi?-
Bﬁh Reserz Backtack Tree 3ize Bearch
E o Beamch Estimation engines
----------------------IF:{'IT{M‘F"I'UH'::M}HI
Virmal front end , termination detection, Service
dvnanic load balancing , checkpointing modules

Sfatnige paane (&ET o
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Paragon M Booster Tltra Cenju-3 aWatens

Fic. 5.2 —Structure de ZRAM

telles que Intel Paragon, NEC Cenju-3, ETH Giga Booster eesral de
stations de travail utilisant MPI.

— La machine virtuellecette couche contient toutes les fonctionmalitom-
munesa plusieurs programmes paed#s de recherche arborescertgui-
librage de charge dynamiquesteéction de terminaison et coatede I'exe-
cution. Le calcul peugfre interrompu puis repris avec un nombre it
de processeurs.

— L'interface applicativecette couche imgimente les algorithmes de recherche
que supportent ZRAM, tel que le “Branch and Bound Blecktrack la re-
cherche inversé et I'estimation de la taille de I'arbre.

— Les applicationscette couche contient les applications prograampar
I'utilisateur de ZRAM. Elle ne contient que les fonctionesfiquesa l'ap-
plication. Il n’existe pas de paralisme explicite dans cette couche.

Plusieurs applications omtté développges sur cette plate-forme telles que le
probléme d’affectation quadratiqueghun€ration de sommets d’'un payre, le
taquin de taille 15. Briigger, Marzetta, Clausen et Perregaard [BMCP97, BMCP98]
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rapportent une imglmentation du prokbhme d’affectation quadratique utilisant
ZRAM sur I'Intel Paragon XP/S22 avec 148 processeurs et le NEC Cenju-3 avec
128 processeurs. lIs orgsolu 10 nouvelles instances de QAPLIB. La plus grande
instance esolue est nug22. Son arbre du “Branch and Bound” asqousgde
5.10'° nceuds. La solution até trouvée ena peu pes 12 jours sur un nombre de
processeurs variant au cours de Eeution entre 48 et 96 sur le NEC Cenju-3.

5.7.3 PUBB: “Parallelization Utility for Branch and Bound al-
gorithms”

Shinano, Harada et HirabayasfHH97]

Cette plate-forme est ced’en C++ et utilise PVM (Parallel Virtuel Machine)
[GBD*95]. PUBB possde trois modes d’'@cution selon la stratjie de contile
de la recherche arborescente: un mode de otntentralie’type Mafre/Esclave,
un mode distriba, et un mode mixte. La plate-forme est comgmpar trois enti-
tes, figure 5.3:

— Problem Manage(PM): Il maintient durant I'eecution les doneés du pro-
bleme et la solution. Dans le mode NtalEsclave, il maintient la liste des
sous prol®imes, et une fois initiales’il se comporte comme un servew-g”
rant les reqefes des autres processeurs.

— Load Balancer(LB): Il s’occupe de IEquilibrage de charge en coanation
avec les autres LBs.

— Solver Les sous proldmes sonévallgs dans le solveur. Dans le mode dis-
tribué, il pos®de une liste des sous prebies. Un solveur ne communique
gu’avec le LB qui lui est assoei’lls s'eécutent sur le e processeur.

La résolution du proldme du voyageur de commerceté programree avec
PUBB sur une grappe de machines. Desulfats sont rappa@s$ pour des ins-
tances de TSPLIB avec les trois modes de adatiCette imptmentation montre
I'efficacité du contole mixte de la recherche arborescente.
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Problem Manager (PM)

. Subproblem Pool
InitData I ncumbent
(riowa ) (ke

PVM-LBG (Every LB joinsa PVM group of LBS)

( Solver [ Solver ) ( Solver
I ncumbent I ncumbent I ncumbent
Value Value Value
Subproblem Subproblem o Subproblem
Pool Pool Pool

. / . / .

PVM (Parallé Virtual Machine)

Fic. 5.3 —Structure de PUBB
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Chapitre 6
Parallelisation du “Branch and Cut”

Dans ce chapitre nous psenterons notre ethodologie de paradifi-
sation de I'algorithme du “Branch and Cut”. Nous commencerons par
étudier les dif€rents niveaux de paralisme possibles. Nous donne-
rons ensuite la stragie de conwle de la recherche arborescente qu’on
a adop€e. Nous montrerons enfin legoanismes de corti€ de com-
munication et dequilibrage de charge et justifierons nos choix.

6.1 Niveau de paralklisme

Comme pour I'algorithme du “Branch and Bound”, I'algorithme du “Branch
and Cut” se pesente comme un ensemble dehtés avec &s peu de ependances
de donrees, voire souvent aucune. Ceci implique que les processus qui effectuent
des calculs sur ces doees ont peu deapendances entre eux et peuvetre”
ordonnanes dans un ordre quelconque. La seule relation pouvant exister entre
deux Echestant celle de pareatAinsi le graphe deependance est un arbre qui
est peu exploitable. Les temps de calculs des nceuds de I'arbre ne peuvene pas ~
évallgs a priori. Ceci est d’'autant plus vrai dans un algorithme de “Branch and
Cut” que I'évaluation d’un nceud utilise lesatiiodes deasolution de programme
lineaire, de coupes padyrales et degy¥€ration de colonnes.

Il n’est donc pas facile de parallser efficacement une telle application puisque
son irrégularie empEche de pedire la forme de I'arbre, sa taille et la quaetité
travail que repesente chaque nceud dans l'arbre.

Nous avon®fudié plusieurs stragjies possibles de pargiSation du “Branch
and Cut”. Chaque stragjie correspond un niveau de granulaeidu paraktlisme.

Nous pesenterons trois niveaux de paediBation: une paradlisation avec un gros
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grain, une autre avec un grain moyen et une aggenavec un grain fin. Notons
que la notion de fine granulagiici, est relative et n’a riea voir avec I'ordre de
grandeur utili®’dans les applications de type analyse atique.

6.1.1 ParalElisation de gros grain: Explorations concurrentes

La premEere straggie de paradilisation consista excuter plusieurs “Branch
and Cut” en paradlle, c’'esta dire effectuer des explorations concurrentes. Dans
chaque egcution, on prend des choix diffénts de parcours, d'initialisation ou
de méthode de @Solution. Enechangeant des informations entre les@iions
cela nous permet d’aerer une ou plusieurs explorations. Dans cette exjiat”
dés que I'une des @&cutions est finie, on até toutes les autres puisgada fin
d’une exécution d’un algorithme de “Branch and Cut”, on ast gle la meilleure
solution Balisable trougé au cours du calcul est la solution optimale du protd.

Dans I'algorithme du “Branch and Cut”, on initialise une exploration par un
choix arbitraire de variables degart &fini par les aetes d’un graphe partiel ini-
tial. Dans le cas d’explorations concurrentes, chaque processus peut commencer
par un graphe partiel digéi'ent. Au fur eta' mesure de I'exploration, chaqueeex”
cution fait entrer ou sortir des variables dans I'ensemble des variables actives soit
avec la nethode de grération de colonnes, soit en les fixant oua 0. Quelques
variablesetre fixées pour tous les nceuds de I'arbre. Il est donc possible de par-
tager ces informations avec tous les autres processus. Quand un processus re,
de nouvelles variables f€s, il peutelaguer toutes les branches kes variables
recues sont misea une valeur contradictoire.

Nous avons monér que dans I'algorithmeesjuentiel, nous pouvons utiliser
plusieurs heuristiques de recherches de contraintesesg@vec des prioés dif-
ferentes. Quelques heuristiques ne sont egéjue si d’autres oathowa trou-
ver des contraintes vieEs. Dans une parallSation de gros grain on peut utili-
ser des heuristiques défféntes de recherches de contraintes sur chaque processus.
Ceci pourrait permettre de trouver une edgile contraintes qu’on n’aurait pas pu
trouver dans une @cution gquentielle soit faute de temps, soit parce que 'une
des solutions fractionnaires d’'une exploratioetait pas bien adapta une heu-
ristique. La parablisation exploite cette vaté, enéchangeant des contraintes
de temps en temps entre les processus. Les contraokes@es sont choisies
parmi les contraintes les plus difficil@sgénérer ou qui pesentent une violation
maximum. Ces contraintes sont steek’dans le pool de chaque processus.

Comme dans le “Branch and Bound”, chaque exploration peut s’effectuer avec
une straggie de branchement diffénte ou avec une stegfie differente de par-
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cours de I'arbre du “Branch and Cut”.

Dans ce type de paralisation, lesechanges qui peuvent avoir une influence
significative sur I'ecution sont les variables #gSs et la valeur de la borne su-
périeure. Elles permettentelaguer rapidement plusieurs branches de I'arbre du
“Branch and Cut” et donc d’aetérer I'exécution de I'algorithme. Malheureuse-
ment la féquence de fixations des variables n’est paséievee surtout au ebut
de I'algorithme. De mafne on n'amliore pas fequemment la valeur de la borne
superieure.

Une parallisation de gros grain reste d'a€t limité puisqu’elle ne permet
pas d'acelérer consiéfablement le temps de calcul, et avoir une bonne effieacit”
de parallisation. D’autre part, elle ne permet pas un partage desedsrsur les
differents processus, et donc une utilisation opegaide la remoire pour pouvoir
résoudre de plus grandes instances du jemlkeldu voyageur de commerce

6.1.2 ParalElisation de grain moyen: Paralklisation du par-
cours

Nous avons vu que I'algorithme du “Branch and Cut” segarite comme un
ensemble desiChes inépendantes. Ainsi dans une paghfiation de grain moyen,
chaque processus peut explorer une partie de I'espace de recherche. C'est I'ap-
proche la plus adap& aux architectures paralks que nous visons, et que nous
avons retenu pour parallser la Esolution du prol#me du voyageur de commerce
par I'algorithme du “Branch and Cut”.

Dans les sections suivantes, noesaillerons notre imgfmentation de la re-
cherche arborescente, qui prend en compte lesipités de I'algorithme du
“Branch and Cut” par rappo# 'algorithme du “Branch and Bound”.

6.1.3 ParalElisation de grain fin: Parallélisation de I'évalua-
tion
Dans ce niveau, évaluation de chaque nceud de 'arbre du “Branch and Cut”
se fait en paradlle par plusieurs processus. Cette approche n’est viable que si cette
opération est &S caiteuse au regard de la gestion et du parcours de l'arbre.

L' ‘evaluation d’un nceud de l'arbre du “Branch and Cut” est corepa plu-
sieursetapes:

— la résolution du programme legire.
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la recherche de contraintes \a@ek.

le “pricing” et la fixation des variables.

la recherche de la borne ®rEure.

la recherche de la contrainte ou de la variable de branchement.

Certaines de cestapes peuvent s’effectuer en paghdlpour un nceud doen’
L'expérience nous montre que le gain escoengi¢’la para#lisation de IEvalua-
tion d’'un seul nceud la fois ne conduit pasetessairemerd une amelioration
des temps de calcul. Ceci est d'Une part, aux synchronisationegg€ssaires des
processus la fin de I'évaluation d’'un noeud, ce qui ralentit coresidblement
I'execution. Et d’autre parta I'existence d’'un goulot @&franglement autour du
processus quiasout le programme lggire. En effet, lagSolution du programme
lineaire est la partie qui consomme le plus de temps de calcul, en particulier pour
les instances de grande taille. Largfation fiequente de nouvelles contraintes,
I'addition et la fixation de variables est aussi un facteur de ralentissement puis-
gu’ils induisent des communicationsefflientes entre le processus gesaut le
programme liaire et les autres.

Pour obtenir une parallisation efficace de grain fin, il eseoéssaire de mettre
en ceuvre une paralisation de lEvaluation de plusieurs nceudda fois. Il est
possible ainsi de diminuer les goulot&tfanglement et augmenter la concurrence
des Hches. LesaChes consiglées sont les parties irgéndantes dedvaluation
d’un nceud de I'arbreasolution du programme lg&ire, recherche des contraintes
violees, fixation des variables, pricing, recherche de la contrainte ou variables
de branchement. Chaqueeasption peukfre exécuge sur un processus. Chaque
processus peut effectuer n'importe quel typeatse de n'importe quel nceud.

Apres I'exécution d'une @the, le processuseméventuellement une nouvelle
tache avec un identificateur contenant le typeasdé& et le numro de son nceud.
Lidentificateur de chaqueathe permet au processus d’ordonnancement de de-
terminer sa prior’par rapport aux autres et ainsi d’ordonnancerdekées selon
leurs priorigs et leurs contraintes degquédences dans une file d’attente. Un pro-
cessus de placement s’occupe du placementatd®$ en respectant I'ordre des
taches dans la file d’attente tout en assurant une cerggjoie ‘de la charge de
travail entre les processus.
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Y

———————————— | Processus d’ordonnancemen\{

———————— ! Processus de placement

,_
A

File des taches

FIG. 6.1 —Structure de I'algorithme de paradlisation de l8valution

La figure 6.1 donne la structure de cet algorithme. Elle contient cing types de
taches:

— Type 1: Ce type deathe s’occupe de lasolution du programme ladire
et de la gparation des contraintes de sous tour. A la fin de catieeton
obtient une solution optimale du programmeefitire courant d’'un nceud
A de l'arbre qui ne viole aucune contrainte de sous-tour. Cattleetpeut
gérérer deux types deathes, soit uneathe de recherche de contraintes
violees, soit uneathe de “pricing” et de fixation des variables.

— Type 2: Ce type deathe recherche des contraintes &&d par les heuris-
tiques de sparation et/ou dans le pool de contraintes. Si des contraintes sont
gérérées alors elle ajoute les nouvelles contraintes au programeaarkret
crée une &the de type 1. Sinon elleex’'une &the de pricing. Notons qu'il
est possible d’exCuter cetteache en paradlle si le nombre de processus
disponible estlévé.

— Type 3: Ce type deathe effectue le “pricing” e¢ventuellement des fixa-
tions de variables. Ellearere ensuite soit unathe de type 1, soit unadhe
branchement.
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— Type 4: CettedChe recherche la contrainte ou la variable de branchement.
Elle gérere deux @thes de type 1 avec un nouvel identificateur de nceud
pour chacuneX(x A + 1) et 2 x A + 2).

— Type 5: Ce type deathe effectue des epations auxiliaires telles que la
recherche de la borne senpéure, ou la @duction de la taille du pool de
contraintes. Ce type dadhe est ghéré par le processus nieg de temps en
temps en fonction de la charge des processus. Ce typacte tie ghere
pas de nouvellesiche.

Notons que lesathes de type 2 s’occupent aussi deslduction de la taille du
programme ligaire en enlevant les contraintesities. Quand la borne snEgure
change, il est possible elaguer tous les nceuds dont la valeur de la borre inf
rieure dBpasse la valeur de la borne supure. Pour cela on peefaiguer toutes les
taches d’'un nceud de la file d’attenéecondition qu’on soitw” que la valeur de la
borne inBrieure est valide sur le graphe complet. Pour le faire, il suffit d’effecteur
une ofEration de pricing sur la derié tiche de type 1 du nceacklaguer.

Il existe aussi des travaux sur la paetiBation de certaineathes de Evalua-
tion d'un noeud de I'arbre du “Branch and Cut”. T. Christof et G. Reinelt [CR95]
se sont intresg’a la paral€lisation de la recherche des contraintes adsl'en
affectanta chague processeurs kpsiration d’un type de facettes 8U'S P(n).

6.2 Controle de la recherche arborescente

Dans une paradlisation du parcours de I'arbre du “Branch and Cut”, le coletr”
de la recherche arborescente peut se faire selon un mode cerdxedsin para-
digme mafre esclave ou selon un mode distihees modes orté utilisés lors
de la paraklisation de I'algorithme du “Branch and Bound”. Le mode centealis”
se comporte assez bien mais perd de son effegeitind le nombre du proces-
sus augmente congdbiblement. Ceci estuddux goulots detranglement autour
du processus nige.

La philosophie de I'algorithme du “Branch and Cut” &ife de celle du “Branch
and Bound”. En effet, Bvaluation d’'un nceud de I'arbre du “Branch and Cut” est
plus lente puisqu’elle conjugue plusieurs algorithmes. Ainsi, I'effort de calcul de
la borne inErieure est beaucoup plus important que dans I'algorithme du “Branch
and Bound” et la taille de I'arbre est beaucoup plus petite. Les plus grands arbres
du “Branch and Cut” contiennent quelques centaines de nceuds, alors que dans
I'algorithme du “Branch and Bound”, leur taille peut atteindre quelques millions
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Initialise le programme
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FIG. 6.2 —Structure de I'algorithme paradile du “Branch and Cut”

de nceuds. Le nombre de processus etiliss de la paradliisation du “Branch
and Cut” reste assez petit. Les risques de gouletrdiiglement autour d’un pro-
cessus miéfe sont moindrea cause de I'espacement des retg@s des processus
solveurs.

Dans notre immmentation, nous utilisons une architecture centraliype
maitre-esclave qui gre la construction et le parcours de l'arbre du “Branch and
Cut”. La figure 6.2 montre la structure de notre algorithme. Nafsdsons dans
la suite les fonctionnals des processus & et esclaves.
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Le processus mdre

Le processus mae initialise le calcul, gre le parcours de I'arbre du “Branch
and Cut” et le partage du travail entre les processus solveurs. Il maintient aussi la
valeur de la borne sgpieure. Et gre la terminaison de I'algorithme.

Les processus solveurs

Le processus solveur s’occupe devidluation du nceud de I'arbre qui lui est
affect. Il $lectionne la contrainte ou la variable de branchemenenég des
nouveaux nceuds fils, lesvalue puis les communique au processugmn@sQuand
le solveur ne pogsie plus de nceuwdtraiter, il envoie une reeté au mate pour
lui demander du travail. Evaluation d’'un nceud de l'arbre est effemtucomme
l'indique l'algorithme 4.

Dans notre algorithmeesjuentiel nous utilisons un pool de contraintes pour
gérérer des contraintes vieds par la solution courante du programmeadiné.
Cette technique deeparation permet deegérer facilement des contraintes sans
passer par des heuristiguegsicaiteuses en temps de calcul. Dans notre @npl”
mentation paradile, nous utilisons des pools locaux de contraintes, au lieu d’'un
pool unique centrales”En effet sachant que lagration de contraintes par le
pool est assez éjuente, @ér un pool centralesinduit des goulots dftrangle-
ment irévitables autour du processus qui s'occupe de gestion du poot(érad
ce Mle est affeat’au processus meg).

D’autre part, poueviter la redondance de contraintes dans le programme li-
néaire qui induit sa egérérescence, onerifie si une contrainte voulant entrer
dans le pool, n'y est pas§ll. Ainsi le travail du processeuergnt le pool centra-
lise augmente conslablement puisqu’il doit s’occuper de I'ajode nouvelles
contraintes arrivant des processus esclaves, dmif#cation de la non-redondance
des contraintes et de larecherche de contraintesasglar des solutions courantes
des processus esclaves. D¥interet de I'utilisation de pools locaux. On agpti
dans notre imm@mentation la possibiktd’échanges de contraintes entre les pools
locaux pour celles qui sontds difficilesa gérérer et dont le degrde violation
par une solution fractionnaire esefgrand.

Une autre structure possible du caérde la recherche arborescente consiste
a utiliser une organisation démarchique de I'algorithme paralE. Donc outre les
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Algorithme 4 Evaluation d’un noeud de I'arbre du Branch and Cut

Continuer, nbconte 1;

Tant que (Continuer)faire
Tant que (nbcontret vallp < bsget pas-d’essoufflement(jire
Tant que (nbcontr)faire
Tant que (nbcontr)faire

Résoudre le programme kaire;

Tant que (nbsoustour = rechercher-des-sous-tour@iye
Ajouter les contraintes de sous-tour au programiTesilire;
Résoudre le programme kaire;

Fin Tant que /* boucle sous-tour */

Sila solution est un toualors
Mettrea jour la valeur de la borne sapéure bsg;

Exit;
Fin Si
nbcontr = rechercher-des-contraintes-ges-dans-le-pool();
Fin Tant que /* boucle sous-tour + pool */
Simoment-du-pricinglors

nouvelles-variables = pricing() ;

Sinouvelles-variablealors
nbcontr = rechercher-des-contraintes-ges-dans-le-pool() ;

Fin Si

Fin Si
Fin Tant que /* boucle sous-tour + pool + pricing */
Elaguer-le-programme-ledire();
nbcontr = Rechercher-des-contraintes-par-les-heuristiques();
Fin Tant que /* boucle recherche de contrainte */
nouvelles-variables = pricing(); /* pricing avant branchement */
Sinouvelles-variable 0 alors
Continuer=0;
Fin Si
Fin Tant que
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processeurs mge et esclaves, on €€ des processeurs auxiliaires pour chaque
processeur esclave. Les processeurs auxiliaires s’'occupent deélation des
contraintes par difffentes rathodes ou de la recherche de la bornessigpite...

Dans notre paradlisation, cela permet par exemple, de rechercher des contraintes
violees par le pool et par les heuristiques dpagation en paradle en utilisant

des processeurs déffents.

Malheureusement, dans ce type de structueeanchique, I'arelioration du
temps de calcul se fait alettiment de I'utilisation effective des processeurs pen-
dant la duee totale de I'egcution. Les processeurs passent une bonne partie de
la durée de I'exécutiona ne rien faire, puisque leadhes qui leur sont affemts
ne consomment pas beaucoup de temps de calcul par rapport au temps global de
I'execution de l'algorithme (cf. le tableau 7.1). Ce type de egyi@’induit des
acclérations nediocres.

Un exemple d'impEmentation avec une structureharchique estetrit dans
la these de Thodore K. Ralphs [Ral95]. C'est une paedibation d'un code de
“Branch and Cut” ghérique impEmeng pour Esoudre le proleime de toureé
de \&hicules. La structure de I'algorithme du “Branch and Cut” patalest la
suivante:

— Master c’est le processeur nteé, il joue un ple annexe dans l'algorithme
du “Branch and Cut”. Il gre les engés/sorties de I'algorithme, peste
toutes les doneés de l'instanceasolue et les distribue selon les demandes
des autres processeurs. |l calcule aussi la bornermuypé initiale, sauve-
garde la meilleure solution eegg la terminaison de 'algorithme.

— Tree Manageril maintient la liste des nosuds actifs. Il les distribue aux pro-
cesseurs. Il maintient la valeur de la borneesiguire et informe les autres
processeurs quand cette valeur change. Notons que ce processeur ife conna”
ni le type du probdime Esolu, ni les doneés qui le concernent.

— LP Solver c’est le processeur qui effectue le plus grand effort de calcul
parmi tous les autres processeurs.e$alt les programmes 8aires du
nceud courant de l'arbre du “Branch and Cut” et effectuediagion de
branchement. Il retourne les nouveaux nceudsrae Manager

— Cut Generatorce processeur ne s’occupe que dedeggation de contraintes
violees par la solution courante du programmeadiiné par les heuristiques
de €parations.
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— Cut Pool il maintient dans le pool une liste des contraintes valide®rége
des contraintes vieks par la solution courante du programmediiné. Et
réduit periodiquement la taille du pool.

Les dBpendances entre chaque type de processeur sonteéedidans la figure
6.4. L'auteur rapporte des egutions sur IBM SP2 16 processeurs. Il utilise la
librairie PVM [GBD*95].

6.3 Communication et nemoire

Dans un algorithme de “Branch and Cut” paed, la quantit”et la taille
de donmesechanges entre les processus sont importantes. Outre la valeur de
la borne supfieure, un processus a besoin du programmnealne’de son nceud
pere et la contrainte de branchement pour pouevalier le nceud de I'arbre
du “Branch and Cut”. Notons que contrairemaritalgorithme du “Branch and
Bound”, les programmes ledires €solus d’un noeud l'autre different consid-
rablement. D’une part par les contraintes@@ées au fur ea mesure de I'explora-
tion de I'arbre et d’autre part par les variables du programnealie forng€e des
arétes du graphe partiel courant.

En effet, on commence I'@cution de I'algorithme avec un programme li-
néaire relag’écrit sur un graphe partiel. On utilise ensuite lathode de ghé-
ration de colonnes pour ajouter de nouvelles variables dans le graphe partiel et
la méthode des coupes pelgfales pour grérer des contraintes vied's. Quand
on finit I"evaluation d’'un nceud, on doit sauvegarder le programnesilia. Ses
lignes repesentent 'ensemble des contraintes, et ses colonnes I'ensemble des va-
riables. En ghéral, les notions de contrainte et de ligne du programmnealie’
sontéquivalentes, de eme pour colonne et variable.

Dans notre impgmentation, une contrainte et une ligne sont des objets-diff’
rents. Une contrainte est stakindEpendamment du graphefiiissant les va-
riables courantes. Un nceud pede un ensemble de contraintes actives qui ap-
partiennent au programme éaire courant. Quand une contrainte est aewdl
programme ligaire alors on calcule sa ligne correspondante. Pesgment une
ligne est une re@sentation de la contrainte ass®Bvec un certain ensemble de
variables.

Pour bien comprendre cette difEntiation prenons I'exemple des contraintes
d’elimination de sous-tour. Ces contraintes soefirdés sur un sous-ensemble
S des sommets du graphe egesfivent sous la forme(y(5)) < |S| — 1. Sion



96 Parallelisation du “Branch and Cut”

7

Noeud Pére

Profondeur

BBetape

ValLp /
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N

Noeud Peére ‘ ‘ Noeud Peére ‘

FiG. 6.3 =Structure d'un noeud de I'arbre du “Branch and Cut”

stocke ces iadalis de la nefne fa&on quand elles somrtites dans le programme
lineaire on devrait stocker toutes legt@s (variables) dont les 2 eatnités sont
dansS. Ce format utiliseO(].S|*) place n€moire. Cependant il est aussi efficace
de stocker les sommets de I'ensemblee qui récessite)(|.S|) place mémoire.
Etant donee une agfee d’extrémités(u, v ), ces aetes valent 1 dans la contrainte
d’elimination du sous tour si etv appartiennena 5.

Cette différentiation permet deeduire le cat de communication et de sto-
ckage des contraintes. En effet au lieu de stocker tout le programeaérbrd’un
nceud en attendant son traitement par un processus (ce qui impliquerait qu'on
dispose d’'un espaceamioire considfable pour stocker les programmeeaire
de tous les noceuds actifs de I'arbre du “Branch and Cut”), on ne stocke que le
squelette des contraintesfiiissant les lignes du programmedaife et le graphe
partiel sur lequel ce dernier estrit. Notons que les contraintes sont seekdans
le pool sous leur formeeduite (squelettique).

Pour chaque noeud, on stocke I'ensemble des variablessfigbur la sous
arborescence enraeapar le noeud. Ces variables seront commue@Eg@au pro-
cessus solveur lors desValuation du nceud. La figure 6.3 montre la structure d’'un
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nceud de l'arbre du “Branch and Cut”.

Notons qu’on ne stocke sur chaque nceud que les variabtesfigt les contraintes
du programme lieaire qui sont ghérées pendant soavaluation. Pour recons-
truire le programme lieaire d’'un nceud quelconque, on doit partir du nceud racine
de l'arbre et construire, au fur et mesure qu’on descend dans l'arbre vers le nceud
courant, les contraintes du programmeehire sur le graphe courant obtenu en
appliguant toutes les fixations successives de chatpge sur le graphe partiel de
départ.

Quand le méte choisit un nceud actif powtre trai€ sur un processeur sol-
veur, il n'est pas atessaire de communiquer toute la branche. En effet chaque
processeur possle I'arbre dont les feuilles forment 'ensemble des nceuds qui ont
été résolu en local. Le m&e ne communique que la sous branche qui manque au
processeur solveur.

Le cait d'une communication se compose de deux parties, le temps de com-
munication sur le@Seau et le tempsenéssaira la reconstruction du programme
lineaire d’'un nceud. Ce abest d’autant plus grand, quand on paas noeud
treséloigné du nceud courant dans I'arbre du “Branch and Cut”.

Notre impEmentation pvoit aussi la reconstruction de la base du programme
lineaire d’'un nceudegre pour cesfils, afin dViter de Eappliquer la prenaire phase
du simplexe lors de la premmie €solution du programme ledire dans un nceud.
C’est un point majeur dans la structuration de notre enphtation paradlle. Il
permet de eduire considifablement le temps de calcul.

6.4 Mecanismes cdéquilibrage de charge

Dans un paradigme maé-esclave Equilibrage de charge esttitable si on
consicere que les sous pradihies qui sont dans la file d’attente duitresont
indivisibles. Le processus meg donne du travail aux esclaves selon un ordre
FIFO (First In First Out): Le premier processus qui envoie une reigudemandant
du travail au mdfe est le premier servi.

Cependant, au cours de l'extition d’'un “Branch and Cut” paralle, plusieurs
processus sont inactifs pendant &bdt de I'algorithme et pendant sa phase finale.
Cette inactivi€ est due au nombre lingitde sous prokihmes qui peuvent s'exu-
ter d’'une faon concurrente pendant un laps de temps plus ou moins important.
La lenteur de Evaluation d'un nceud dans laetinode “Branch and Cut” est la
principale cause de ce phonene.

Nous pegsentons dans ce paragraphe, les techniques que nous avoassutilis”
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pour augmenter le nombre dacties concurrentes pendant les phases critiques du
“Branch and Cut”.

Une manére de eduire le @&®quilibre de charge est de diminuer le temps
de I'évaluation d’'un nceud et passeta phase de branchement pour subdiviser
le noceud en deux nouveaux sous penhés. On @é ainsi deux nouvelleathes
concurrentes.

On arite I'évaluation d’'un nceud de I'arbre du “Branch and Cut” quand:

— La solution du programme lgzire estealisable.

— La méthode de gihération des coupes n’arrive plaggenérer des contraintes
violees.

— Il'y a un essoufflement de la progression de la fonaticonomique.

Souvent, bien qu’on continue deggrer des contraintes vied's, la fonction
economiquea optimiser ne progresse plus. Ceci est principalemanaud fait
gu’on ne grere plusa ce stade que des contraintes “voisines”: les hyperplans
définis par les contraintes ont des normales quasiment pkesllainsi la solu-
tion du programme lieaire passe d’'un sommet du petirea un autre qui lui est
voisin.

La détermination du degrd’essoufflement est une variable “subjective™ d”
finie par le programmeur. Dans uneeextion €quentielle, on a I'habitude de
pousser lEvaluation le plus loin possible avant de passéa phase de branche-
ment. Une mar@re pourequilibrer la charge de calcul est d’atet rapidement
Ievaluation d’'un nceud et le subdiviser en d’autres sous @nodd en choisissant
judicieusement la fonction “essoufflement”.

La straggie qu’on a adog consistea changer la fonction essoufflement en
fonction d’un certain seuil. Ce seuikegénd des nombres de sous peobés en
attente dans la file du manager et du nombre de solveursstilisrs d'une e
cution paraléle, on utilise au dbut une fonction d’essoufflemenathe” puisqu'’il
N’y a pas assez de sous pretviesa’traiter, et @5 qu’on arrive au seuil souhaibn
change la fonction d’essoufflement pour poussardituation le plus loin possible.

Le choix du seuil et surtout de la fonction d’essoufflement dai¢ ties mi-
nutieux puisqu’un mauvais choix peut augmenter carsidiement le nombre de
nceudsa traiter dans I'arbre du “Branch and Cut” et peegéiérer I'algorithme
en “Branch and Bound”, si la athode de grération des coupes n’est pas assez
utilisée.
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Une autre nathode pour ghérer du calcul pour tous les processus est de jouer
sur le nombre de sous pr@phes ghérés lors du branchement. Cettetndde est
aussia utiliser avec pecaution, puisqu’on a tendaneeciéer beaucoup de sous
problémes qu’on n'aurait pas tra’pendant une exution €quentielle avec une
exploration du type “meilleur d’abord”.

Dans des algorithmesefun€ration implicite, il est parfois gférable d’avoir
de temps en temps des processeurs inactifs geuilibrage de charge optimal
avec une explosion du nombre de nceuds actifs de I'arbre de recherche.
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Chapitre 7
Reésultats et conclusions

Dans ce chapitre nous psenterons lesesultats de nos egpimenta-
tions. Nous commencerons par justifier l8gularité du “Branch and
Cut” en montrant son comportemergcientiel. Nous @senterons en-
suite les Esultats que nous avons obtenus avec notre algorithme paral-
lele. Nous expliquerons cessultats en insistant sur lesesgificités de
notre impEmentation.

7.1 Introduction

Toutes nos exgrimentations onéeté effectuees sur la machine parelé IBM
SP1 de I'MAG. Notre imp&mentation paradle de I'algorithme du “Branch and
Cut” estécrite en C. Nous utilisons le logiciel CPLEX 4.0 [Cpl95] pourésalu-
tion des programmes lagires, et la biblioteque standard de passage de message
MPI [DA95] pour les communications.

MPI est une interface de programmation paal) par processus communi-
cants. Elle posde des primitives de communication poapoint et collectives,
des primitives de gestion de groupe de processeurs, etfaetidn de topologie
de communications.

Les instances du prafine du voyageur de commera@solues sont t&és de
la librairie TSPLIB [Rei91]. Chaque instance porte un nom du t{jyeou X est
un préfixe donnant I'origine de I'instance ¥treprésente le nombre de villes dans
l'instance. Par exemple, I'instane#t48 corresponda un probéme de voyageur
de commerce de 48 villes ppgpar la firme AT&T. Le nombre de variables dans
cette instance esigala x4 = 1128,

Le IBM SP1 de I'lMAG est une machina mémoire distribee qui peuefre
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considrée comme unaseau de 32 stations RS/6000 avec 64 Mo de RAM. Les
communications sont as&es par ungSeau multietages du type “packet-switching”
garantissant unebit full-duplex physique de 40 Mo/s pour chaque nceud et une
latence inErieurea’la microseconde. Les nceuds sont intercomsguir un switch
rapideHigh-Performance SwitcfHPS) TB2 qui posade des capa&is DMA ainsi
gu’un processeur (i860). Chaque nceu@g@xée une version du sgshe UNIX
AlX.

7.2 Comportement de I'algorithme du “Branch and
Cut”

Dans ce paragraphe noeidions le comportement de I'algorithnegsientiel
du “Branch and Cut”. Cettetude tente de montrer la forteegulari€ de I'appli-
cation, et donc de justifier certain de nos choix de paliation.

Dans la figure 7.1, oretudie I'tvolution de la valeur de la solution du pro-
gramme liréaire au cours du temps pour chaque noeud de I'arbre du “Branch and
Cut” pour une instance de 439 villes. Chaque portion, ou morceau, de la courbe
représente la variation dex//p dans un noeud. Nous constatons que I'algorithme
améliore consi@rablement la valeur de la borneéniéure au niveau de la racine
de l'arbre du “Branch and Cut”. Cette valeur augmente lentement dans le reste
de I'arbre. Nous remarquons aussi que lacsgude [Evaluation de chaque nceud
de I'arbre n’est pas pwisible et change constamment. Cettecd st rem@Sente
par la largeur de chaque morceau de la courbe. Elle a un comporteregotier”
et n’a pas forement tendanca diminuer au fur e mesure qu’on progresse dans
I'arbre du “Branch and Cut”.

La figure 7.2 montre BVolution du nombre de contraintes dans le programme
lineaire au cours de I'ecution pour chague nceud de I'arbre du “Branch and Cut”.
Nous constatons que le nombre des contraintes augmente e@idahent dans
le nceud racine de I'arbre du “Branch and Cut”, ce qui explique donation
de la valeur de la borne iafieure. On observe que le nombre des contraintes a
tendancea augmenter au fur e mesure qu’on progresse dansdaafution, sans
exploser. Ceci estwa I'elimination des contraintes non sees du programme
lineaire de temps en temps au cours @edluation d’'un nceud (I'effet est visible
dans certainestapes dans la figure). Dans I'exemple de la figure, onepasse
pas plus de 450 contraintes dans le programnealie’en plus des 439 contraintes
de degg¥ initiales, malge’le nombre exponentiel de contraintes qui pourraient y
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entrer. Ceci nous rend optimiste sur la possibitie Esoudre de telles instances
encore plus rapidement, si nous arriviansonstruire des heuristiques plus per-
formantes deeparation permettant deegérer plus de contraintes vieds.

La figure 7.3 montre Bvolution du nombre de variables dans le programme li-
néaire au cours de I'ecution pour chaque noeud de I'arbre du “Branch and Cut”.
Rappelons que dans notre code, nous initialisons le graphe partielpdet gpar
le graphe de triangulation de Daulaunay plus lestes de la meilleure solution
réalisable connue. L'ajout d’'une solutioealisable nous assure que le graphe de
départ est hamiltonien, c’eatdire admet un cycle hamiltonien. On choisit d’ajou-
ter la meilleure solution, en espnt gu’elle contient le maximum de variables de
la solution optimale et donc deduire le temps pasgians la giération de co-
lonnes.

Nous remarquons dans la figure 7.3, que le nombre de variables a aegment’
dans le noeud racine puis a dimépour revenir &S rapidemena un niveau
proche de son niveau deepidrt. Ceci correspona un ajustement de la quait”
de I'ensemble des variables actives. L'algorithme a fait entrer plusieurs variables
de cait réduit régatif pouvant appartendrla solution optimale, ensuite, et au fur
eta mesure qu'il progresse dans &solution, et riche des informations obtenues
lors de chaquevaluation, I'algorithme fixe plusieurs dizaines de varialal@sou
1 a chaqueetape. Nous observons que pendant les dezsétapes de I'eeCu-
tion, le programme ligaire ne posde qu’une centaine de variables en plus de
439 variables atessairea la construction d’une solution optimale, alors que le
probléme consistaia trouver un cycle hamiltonien avec 43%teS parmi 96141
arétes au dpart.

Les figures 7.2 et 7.3, nous confirment la fortegulari€ de la taille des don-
néesa communiquer pendant uneesxition parakle. Le nombre de variables et
de contraintes dans le programmeeliire change consédablement d’un noeual -
un autre et il est donc difficile de gvoir la taille des messagespassen chaque
processeur dans un algorithme paetal Rappelons ici que nous ne communi-
qguons pas tout le programmediaire dans notre imphentation paradle, mais
juste les contraintes et les variables agmsgt0u fies dans chaque nceud.

Le tableau 7.1 donne unedd’sur les pourcentages de laekide I'exécution
de chaque mthode composant I'algorithme du “Branch and Cut” par rapport
la durée totale de lagSolution en sfuentiel, pour trois instances de difhtes
tailles du probéme du voyageur de commerce. La derailigne de ce tableau
donne le pourcentage de la dardes esolutions du programme Baire qui in-
clut entre autres, laesolutions des programmesdiifes pendant la recherche
de la contrainte de branchement (notons que ces tempsegnétd comptabi-
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FIG. 7.2 —Variation du nombre des contraintes dans chaque noeud de 'arbre du
“Branch and Cut” au cours du temps
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FiG. 7.3 —Variation du nombre des variables dans chaque noeud de I'arbre du
“Branch and Cut” au cours du temps
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lisé dans IEtape de branchement). Nous remarquonsdda@miinance de la phase
{Résolution du programme lgdire + Eparation des sous-toyrgui repesente
dans les 3 cas au moins 40 % du temps globaletetion. Ce qui confirme bien
les raisons de I'inefficaaitdes structures @iarchiques de 'algorithme parelé
du “Branch and Cut” pg&enges dans le chapitreguédent.

| Etape de l'algorithme | pr76] att532| u724|
Séparation des sous-tours 19.91| 19.35| 22.53
Heuristique de gparation 40.93| 26.57| 26.18
Séparation par le pool 5.54| 12.83| 21.86
Nettoyage du programme Baire | 0.21| 0.08| 0.06
Traitement des variables 9.37| 7.70| 8.40
Etape de branchement 10.01| 22.31| 13.90
Initialisation 0.70| 0.04| 0.03

Résolution du programme lggire| 21.71| 35.96| 24.50]

TAB. 7.1 —Pourcentage en temps de chaqtepe de I'algorithme du “Branch
and Cut” par rapport au temps total d'@cution

7.3 Resultats exf@rimentaux

Avant de pesenter desesultats nurafiques obtenus lors de lagolution du
probleme par la rathode du “Branch and Cut”, nous allons donner guelques in-
dices permettant d’intuiter ce qu’est une instance difficile du gnolel du voya-
geur de commerce.

Le nombre de villes dans une instances n’esésient pas la cause principale
de la difficul# d’'une instance. Plusieurs instances de taille raisonnable ne sont pas
encore €solues alors que d’autres de plus grande taille le sont. La taille d’'une ins-
tance implique un certain besoin de placemuire pour €soudre les programmes
lineaires, mais ne donne aucun a priori ni sur sur la taille de I'arbre du “Branch
and Cut”, ni sur le tempsatessaira la resolution du protdme. Ceci s’explique
principalement par les diéi‘ences de topologie des instances, @adite la distri-
bution des villes dans I'espace. Cette distribution influe sur la diféuienérer
des contraintes vieks par l'algorithmes des coupes padyales, owa obtenir de
bonnes contraintes de branchement. Une topologie en grille comme peeiie
est tes difficilea réesoudrea’cause de la syatrfie des solutions optimales.
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Des Bsultats expfimentaux deeSolution du proldime du voyageur de com-
merce par I'algorithme du “Branch and Cut” até publiés par Padberg et Rinaldi
en 1991 [PR91], Clochard et Naddef en 1993 [CN9BhgEr Reinelt et Thienel
en 1994 [JRT94] et Thienel en 1995 [Thi95]. Applegate, Bixby, &hl/ét Cook
ont résolu des instances deegrgrande taille, cependant cesultats ne sont pas
encore pubks.

A titre indicatif nous donnons legsultats obtenus paudger, Reinelt et Ri-
naldi [JRR95] dans le tableau 7.2. Le temps CPU est d@msSeconde sur une
station SUN SPARC 10/20.

| Instance| temps CPU| # nceudg

pr76 405 92
rd400 2511 54
pr4a39 3278 92
pcb442 530 50
rat575 7666 110
u724 9912 40

TAB. 7.2 —Résultats expfimentaux obtenus par [JRR95]

Le tableau 7.3 donne lessultats obtenus pour quelgques instances difficiles de
TSPLIB [Rei91]. Pour la majorit des instancessolues par notre code, I'arbre
du “Branch and Cut” reste relativement petitgea I'efficaci® de nos heuris-
tiques de spération. Nous utilisons jusga’8 processeurs esclaves paesatdre
des instances quiedeloppent des arbres de grandes taille et jussguésclaves
pour les autres. Nous constatons le bon comportement de I'algorithme. La perte
d’efficacité obseree pour quelques instances, quand on augmente le nombre de
processeurs, est due principalemefitnactivité de quelques esclaves pendant la
phase initiale. Cette perte devient moins importante pour des instances-qui g
nerent plus de nceuds dans l'arbre du “Branch and Cut”. Elle patcausé,
dans une moindre mesure, par 'augmentation de la taille de I'arbre du “Branch
and Cut”.

Nous avons essayde Esoudre I'instances225 qui est Epuge tes difficile
sur 8 processeurs, malheureusemengaenion s’arete au bout d’une joue€ de
calcul a cause du manque deemoire sur les processeurs du SP1. E&xtion
a géréré un arbre du “Branch and Cut” de 1714 nceuds en donnant une solution
avec une garantie de 0.0006% de I'optimale. Le taux d’occupation des processeurs
dépasse en moyenne 99% etdpartition de la charge est quasiment parfaite.
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| Instance| # processeurs Temps en g # nceuds Efficacité |

pr76 1 226 16 1

2 126 20 0.90

2850 3 83 14 0.91

variables 4 70 14 0.80
rd400 1 1341 14 1

2 798 14 0.84

79800 3 621 14 0.72

variables 4 503 18 0.67
pra39 1 2415 30 1

2 1462 34 0.83

96141 4 746 28 0.81

variables 8 432 38 0.70
pch442 1 1166 28 1

2 663 28 0.88

97461 4 352 22 0.83

variables 8 209 32 0.70
att532 1 2730 14 1

2 1707 16 0.80

141246 3 1198 14 0.76

variables 4 990 16 0.69
rat575 1 5327 38 1

2 3098 38 0.86

165025 4 1645 40 0.81

variables 8 925 46 0.72
u724 1 6056 26 1

2 3403 28 0.89

261726 4 2046 30 0.74

variables 8 1306 42 0.58

TAB. 7.3 —Variation du temps de calcul, de I'efficagi€t du nombre de noeuds
dans l'arbre du “Branch and Cut” selon le nombre de processeurs esligour
resoudre quelques instances difficiles du peoid du voyageur de commerce
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Nous observons aussi que le surcdi a la communication des doees pro-
voqué par la para#lisation n’est pas important. Ceci est @Toptimisation des
communications lors du passage des amadu mafea un nceud esclave. Notons
gue le cait des communications n’inclut pas uniquement lata@e la communi-
cation des donees sur le @Seau. En effet, il n’existe pas de primitives directes
pour les communications des listes dans la librairie de passage de messages MPI.
Nous utilisons alors les primitives MPI-pack et MPI-unpack qui induisent un sur-
colt non régligeable. C'est en additionnant leuut®de transmission des daes
dans le €seau et le ag"des phases de paquetage epatjuetage des doses,
gu’on obtient le caf réel des communications.

La communication des doees et le dpaquetage sur le processeur cible sont
effectuds de fapna permettre la reconstruction de la base du programreailia”
du nceud pre. Ceci permet é¢onomiser le temps de calcul de la preraiphase
du simplexe lors de laasolution du programme lggire. D’al un gain substantiel
de temps, vu le pourcentage qu’occupedsaalution du programme lggire dans
le temps total d’egcution de I'algorithme du “Branch and Cut”.

Letude de la trace de notre programme pafalBvec 2 processeurs nous
montre que les esclaves restent sans aetpidant la phase d'initialisation du
maitre puisqu’ils sont peSents dans I'environnement pae#dl ‘s le &but de
I'execution. En effet, contrairemeatPVM, MPI ne permet pas de faire entrer
des nouveaux processeurs pendantaerion. La version suivante de la librairie
standard de passage de message MPI2, devrait permettre de le faire.

La quatreéme colonne du tableau 7.3 donne la taille de I'arbre du “Branch and
Cut” pour chaque ex€ution. Nous constatons que, pour une instance emria”
taille de I'arbre est di#rente selon le nombre des processeurs que nous utilisons,
ceci est d'principalemenal utilisation de pools locaux de contraintes. En effet, la
construction du pool locale eses dEpendante des programmesliires esolus
sur le processeur. Or selon le nombre de processeurgstiéis nceuds trais sur
un processeur sont ddféents, donc il arrive qu’onegere une contrainte du pool
pendant une ecution qu’on n’aurait pasegérée dans une autre esution, et
par chance cette contrainte aliore rapidement la borne iafieure d’un nceud et
donc fait diminuer la taille de 'arbre.

Notons au passage que nous utilisons les heuristiques de recherche de contraintes
violees d’'une mawire hrarchique. On cherche d’abord les contraintes de type
peigne, si aucune contrainte de peigne n’estegpbn cherche les autres types
de contraintes. Notre code pasdé n’utilise que les heuristiques pour largira-
tion de contrainte de peigne et de chemin pour ne gdgiré considfablement la
taille de I'arbre des instances que noasalfvons sur le SP1.
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Lutilisation de branchement sur les contraintes permet de trouver des bran-
chements forts et donc permet de ne pas faire exploser la taille de I'arbre comme
dans le “Branch and Bound”. Deenie, I'utilisation d’'une heuristique perfor-
mante d’exploitation de la solution fractionnaire permet de trouver rapidement une
bonne borne swgrieure, et donc d’aeter rapidement I'exploration d’une branche
de I'arbre du “Branch and Cut”. Notre heuristique [Bou95] exploite les solutions
fractionnaires du programme &aire pour construire un cycle de bonne gealit”
ensuite I'angliore avec un algorithme de Lin-Kernigham modififour plusieurs
instances, on obtient la valeur de la solution optimals I racine de I'arbre du
“Branch and Cut".

Notons que les anomalies d’'aéfation obsergés pour les algorithmes du
“Branch and Bound” paradles sont &S rares dans le cas du “Branch and Cut”,
malgré I'exploration selon une stregie meilleure d’abord. Ceci esti ghfincipale-
menta I'utilisation d’un algorithme d’exploitation d’'une solution factionnaire qui
donne tes rapidement uneds bonne borne sepieure au cours de I'ecution.

Notons enfin que nous avoreussia résoudre plusieurs instances du peshé
du voyageur de commerce directement au nceud racine de 'arbre du “Branch and
Cut”. D’'autres instancespuges difficiles oneté résolues en quelques dizaines
de nceuds. Et celles deetr grande taille n'ont pas petre ©solues puisqu’elles
utilisent beaucoup de emoire lors de lag$olution du programme legire, et
donc atteignent &s vite la limite de la ramoire des processeurs du SP1.

Equilibrage de charge

Le tableau 7.4 donne lessultats obtenus eneautant I'algorithme du “Branch
and Cut” sans aucun@eanisme dquilibrage de la charge entre les processeurs,
et avec necanismes @quilibrage de la charge en utilisant une siga de seuil
sur lafonction essoufflement ou une stgi€ de multi-branchements. Nous remar-
qguons que les deux stegfies induisent un surabdans la recherche arborescente.
La straggie de seuil sur la fonction d’essoufflement induit un sutgdds faible
que celui de la stragjie de multi-branchement et arrigeine meilleureepartition
de la charge du travail entre les processeurs. Laegfi@tde multi-branchement
peut faire exploser la taille de I'arbre du “Branch and Cut”, puisqu’elle a tendance
a créer des sous-prafaes qui ne sont pas visg dans une @cution €quentielle.

Notons en outre que le choix du seuil dans la stgye d’essoufflement est
un point ties important pour le bonedldulement de I'algorithme. En effet, nous
avons consta&t’dans la figure 7.1 que la valeur de la borneiirdire augmente
lentement pendantdValuation d’'un nceudeas$ que nous descendons un peu dans
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| Mode d'équilibrage| Instance| Temps en § # nceuds Efficacité |

pr439 451 32 0.67

Aucun pch442 209 32 0.70
rat532 1057 40 0.63

u724 1514 26 0.50

Seuil sur pra39 432 38 0.70
la fonction pcb442 209 32 0.70
d’essoufflement | rat532 925 46 0.72
u724 1306 42 0.58

pr4a39 444 38 0.68

multi- pch442 218 42 0.67
branchement rats532 965 50 0.69
u724 1514 50 0.50

TAB. 7.4 — Comparaison desesultats obtenus en esutant I'algorithme du
“Branch and Cut” sur 8 processeurs avec des modesqgdilibrage de charge
differents

I'arbre. Ainsi si on utilise une fonction d’essoufflemenache” ailleurs qu’au
début de I'exécution, alors on passeeachaque fois &S rapidemenda la phase

de branchement, et on perdra lasfficité de I'algorithme du “Branch and Cut”,

qui consistea privilegier la recherche des contraintes g&s sur IEnungration

des solutions comme dans le “Branch and Bound”. Dans ce cas on observe une
explosion de la taille de I'arbra visiter.

Notons réanmoins que pour des instances qui construisent des grands arbres
de “Branch and Cut”, comme pourde225, I'exéecution de I'algorithme sansen”
canismes dquilibrage de charge donne une bonegartition du calcul entre les
processeurs et des efficadtproche de 1. Lutilisation des algorithme®qlii-
librage n’est mcessaire que pour des instances aquiegént des petits arbres de
recherche.
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Conclusions et perspectives

Dans cette thSe nous nous sommesergsgsa I'etude et la paradlisation
de I'algorithme du “Branch and Cut” afin desbéudre jusq@ I'optimalité le pro-
bleme du voyageur de commerce.

Dans la prengte partie de ce travail, nous avonegeh€ les composantes
principales de I'algorithme du “Branch and Cut”. Nous avetsdé ensuite le
probléme du voyageur de commerce par une approchesgayeé. Nous avons
donré une descriptionataillée de notre imgmentation de I'algorithme du “Branch
and Cut” pour €soudre ce probhe jusqua I'optimalité.

Ces tlemes onteté abor@'s dans les trois premiers chapitres de cettseh’
Nous avons m@Seng en particulier dans le troime chapitre, les phases d’ini-
tialisation et de esolution du programme lggire. Nous avonsetttit ensuite, la
gérération de coupes en utilisant des heuristiquesegarsition et un pool de
contraintes. Nous avons introduit une heuristique de recherche de bome sup’
rieure au prol@ime du voyageur de commerce. Puis nous avoesent I'etape
de ggrération de colonnes et les possilgiitde fixations de variables. Nous avons
terminé par une description degtape de branchement.

Dans la deweme partie de cette ¢ise, nous avonesung les principes de
base du paratlisme, et nous avons ggén¢ un €tat de 'art desfudes meeés
sur la paraklisation de I'algorithme du “Branch and Bound”. Nous avoesrit”
ensuite plusieurs mades de paradilisation de I'algorithme du “Branch and Cut”
selon le niveau de granulagititilisé.

Fort des connaissances acquises, nous avemsladgE un programme de
“Branch and Cut” paradlle pour Esoudre le proleime du voyageur de commerce.
Nous avons adoptlune stragie centralisé de contile de la recherche arbores-
cente. Nous avons mis en place par un choix judicieux de laeseptation des
donrées, un mtanisme de minimisation desutsliés aux difErentesetapes de
la communication entre les processeurs. Nous aggatement mis en place plu-
sieurs stra@ies d'ajustement de la charge albdt de I'exécution du “Branch and
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Cut”, et avons mongT'interét de pouvoir adapter la granulai€h fonction des
paranetres du programme (fonction d’essoufflement...) et du nombre des proces-
seurs disponibles.

En résun€, nous avonseussi gece au paradliisme,a réduire le temps de
résolution de plusieurs instances difficiles du peobé du voyageur de commerce.
Nous avons aussi contribuya notre connaissance, aux prends tentatives de
paralélisation de I'algorithme du “Branch and Cut”.

Ainsi, pour Bsoudre de grandes instances de motds\/ P-difficiles, il s'avere
intéressant de poursuivreetide de la paralisation de cette ethode. Nous
comptons continuer nos recherches sur deux axes:

D’une part en travaillant sur I'aglioration de notre code parel€. En effet,
il serait inressant de passer vers un grain de parsthe plus fin pour pouvoir
acGlerer la Esolution des instances qui sesolvent sans passarla phase de
branchement. Il est aussi er€ssant d’utiliser la multiprogrammatiaggEre pour
pouvoir entrelacer les calculs et les communications.

Et d’autre part, en agliorant les difErentegtapes de I'algorithme du “Branch
and Cut”. Nous consiefons notamment que la recherche de la contrainte de bran-
chement est I'une destapes de I'algorithme qui peut encar€e considrable-
ment aneliorée.
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Resune:

La résolution jusqua’I'optimalité de probémes d’optimisation combinatoit® P-
difficiles nécessite une mise en ceuvre detlmodes de plus en plus complexes qui consom-
ment de plus en plus de puissance de calcul. L'objectif de notre travail est deleall”
un algorithme de “Branch and Cut” powgsdudre jusq& 1'optimalité des instances dif-
ficiles du probéme du voyageur de commerce.

Dans la premére partie de notre travail, nousgsentons les composantes principales
de l'algorithme du “Branch and Cut”. Nowtlidions ensuite le proéiie du voyageur de
commerce par une approche pedyale. Nous donnons enfin une descriptietadiée de
notre impEmentation de I'algorithme du “Branch and Cut”.

Dans la deuxme partie, Nous commeons par une lewe pegsentation du paral-
lelisme, et uretat de I'art desfudes meeés sur la paralisation de I'algorithme du
“Branch and Bound”. Puis, nous proposons plusieursetesdde paradllisations de I'al-
gorithme du “Branch and Cut”. Nousdrivons ensuite la stragie de conule de la re-
cherche arborescente qu’on a adg#s necanismes de minimisation desut®liés aux
differentesetapes de la communication entre les processeurs et lesggsatEquili-
brages. Nous terminons en donnant ksuttats obtenus sur le IBM-SP1.

Mots clés: paralElisme, "Branch and Cut and Price”, prebié du voyaguer de com-
merce.

Abstract:

The Branch and Cut method has been very successful in solving large Symmetric
Traveling Salesman instances to optimality. The time needed to solve these instances is
very high, therefore one may want to consider the possibility of using parallel machines
to perform the computations.

In the first part of this thesis, we present different components of Branch and Cut. We
give a polyhedra study of the STSP. We then describe our implementation of the Branch
and Cut method.

In the second part of this document, we start with a presentation of some basic
concepts of parallelism and the state of the art of the parallelization of the branch-and-
bound algorithm which is a related method. Next we propose several models to parallelize
the Branch and Cut. We present the choices we have made when we have implemented
our parallel algorithm: control scheme, load balancing strategy... Finally, we give many
computational results on a IBM-SP1 machine.

Keywords: parallelism, Branch and Cut and Price, Symmetric Traveling Salesman
Problem



