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4.2.2 Les architectures `a mémoire distribu´ee . . . . . . . . . . . 57

4.3 Approche de parall´elisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3.1 Sources du parall´elisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3.2 Grain de parall´elisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3.3 Les applications parall`eles irrégulières . . . . . . . . . . . 61
4.3.4 Ordonnancement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.3.5 Placement et r´egulation de charge . . . . . . . . . . . . . 62

4.4 Mesure des performances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.4.1 Accélération . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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les Algorithmes de type Branch and Bound” . . . . . . . . 79

5.7.2 ZRAM : “A Workbench and Program Library for Portable
Parallel Search Algorithms” . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.7.3 PUBB : “Parallelization Utility for Branch and Bound al-
gorithms” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6 Parallélisation du “Branch and Cut” 85
6.1 Niveau de parall´elisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.1.1 Parall´elisation de gros grain: Explorations concurrentes . . 86
6.1.2 Parall´elisation de grain moyen: Parall´elisation du parcours 87
6.1.3 Parall´elisation de grain fin: Parall´elisation de l’évaluation . 87
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Introduction

La résolution jusqu’`a l’optimalité de problèmes d’optimisation combinatoire
NP-difficiles nécessite une mise en œuvre de m´ethodes de plus en plus complexes
qui consomment de plus en plus de puissance de calcul. Le calcul parall`ele offre la
perspective de pouvoir r´eduire le temps de r´esolution de ces probl`emes et permet
d’espérer aborder des instances de plus grande taille.

L’objectif de notre travail est de parall´eliser un algorithme de “Branch and
Cut” pour pouvoir résoudre jusqu’`a l’optimalité des instances du probl`eme du
voyageur de commerce sym´etrique.

Le problème du voyageur de commerce est parmi les probl`emes les plus diffi-
ciles de la recherche op´erationnelle et de l’optimisation combinatoire. Il consiste
à trouver un parcours de coˆut minimum passsant exactement une fois par tous les
sommets d’un graphe. Ce probl`eme aété largement ´etudié dans plusieurs branches
de la math´ematique, de l’informatiques et de la recherche op´erationnelle. Il pos-
sède plusieurs applications dans les domaines industriels, informatique et de dis-
tribution: problème de tourn´ee de véhicule, problème de construction des circuits
imprimés, parcours d’un robot dans un magasin, ordonnancement de tˆaches ayant
des temps d’ex´ecution dépendant de leurs pr´ecédences...

Quand la th´eorie de la complexit´e aété développée, le problème du voyageur
de commerce fut l’un des premiers `a être class´eNP-difficile par Karp en 1972.
Depuis, plusieurs heuristiques et techniques algorithmiques ont ´eté mises en place
pour trouver des solutions `a ce problème : la méthode du “Branch and Bound”, la
méthode de la relaxation Lagrangienne, les m´ethodes d’am´eliorations du type Lin
Kernigham, les m´etas heuristiques tels que le recuit simul´e ou les algorithmes
génétiques, et des algorithmes qui se basent sur l’´etude polyédrale du probl`eme
tels que la m´ethode des coupes poly´edrale.

Pendant les dix derni`eres ann´ees plusieurs ´etudes ont ´eté menées pour parall´e-
liser ces m´ethodes et notamment la m´ethode du “Branch and Bound”. Ces ´etudes
ont permis de montrer l’apport possible du parall´elisme. Cependant les tailles des
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instances r´esolues restent en de¸cà des esp´erances.
L’ émergence de la m´ethode du “Branch and Cut” a permis de franchir un seuil

dans la taille des instances r´esolues du probl`eme du voyageur de commerce. Cette
méthode d’énumération implicite conjugue l’effort de plusieurs autres m´ethodes,
essentiellement la m´ethode des coupes poly´edrale, la m´ethode du “Branch and
Bound” et la méthode de g´enération de colonnes. Elle a permis de r´esoudre de
grandes instances du probl`eme du voyageur de commerce, mais elle s’est av´erée
grande consommatrice de puissance de calcul. La parall´elisation de cette m´ethode
permettra de r´eduire son coˆut prohibitif en temps de calcul tout en abordant des
instances de plus en plus difficiles du probl`eme du voyageur de commerce.

L’objectif de notre travail est d’impl´ementer un algorithme parall`ele, efficace
et portable de “Branch and Cut” pour r´esoudre des instances difficiles du probl`eme
du voyageur de commerce. Les choix pris lors de la parall´elisation doivent prendre
en compte le caract`ere fortement irr´egulier de l’algorithme du “Branch and Cut”
ainsi que ses sp´ecificités par rapport `a d’autres m´ethodes classiques d’´enumération
implicite, notamment l’algorithme du “Branch and Bound”.

Structure du document

Dans le premier chapitre, nous introduirons les m´ethodes de base qui com-
posent l’algorithme du “Branch and Cut”. Nous commencerons par un bref rappel
sur la programmation lin´eaire et l’algorithme du simplexe. Puis nous d´ecrirons la
méthode du “Branch and Bound”. Nous d´etaillerons ensuite la m´ethode des plans
de coupes et les concepts de base de la th´eorie polyédrale. Nous pr´esenterons en-
suite un algorithme simplifi´e de “Branch and Cut”. Nous terminerons ce chapitre
par la méthode de g´enération de colonnes.

Le chapitre 2 sera consacr´e à une approche poly´edrale de l’étude du probl`eme
du voyageur de commerce. Nous commencerons par une mod´elisation du pro-
blème sous la forme d’un programme lin´eaire en nombres entiers. Nous d´efinirons
ensuite le polytope du probl`eme du voyageur de commerce et nous donnerons ses
principales propri´etés. Nous d´ecrirons enfin quelques facettes connues du poly-
tope du probl`eme du voyageur de commerce.

Dans le troisième chapitre, nous d´etaillerons toutes les ´etapes de notre algo-
rithme du “Branch and Cut” pour r´esoudre le probl`eme du voyageur de commerce.
Tout d’abord, nous pr´esenterons un organigramme g´eneral de l’algorithme. En-
suite nous d´ecrirons les phases d’initialisation, et de r´esolution du programe li-
néaire. Puis nous pr´esenterons la phase de g´enération de coupes poly´edrales pro-
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venant d’heuristiques de s´eparations et de “pool”. Nous d´ecrirons ensuite l’´etape
de “pricing” et de génération de coupes, et nous montrerons les possibilit´es de
fixation de variables pendant cette ´etape. Nous terminerons enfin par une pr´esen-
tation des strat´egies de branchement et de parcours de l’arbre du “Branch and
Cut”.

Le chapitre 4 introduit le lecteur aux concepts de base du parall´elisme. Nous
présenterons ensuite dans le chapitre 5 un aper¸cu non exhaustif des ´etudes de pa-
rallélisation de l’algorithme du “Branch and Bound” d´edié à la résolution de pro-
blème d’optimisation combinatoire. Nous rapporterons quelques exemples d’ex-
périmentations et de plateformes de programmation de “Branch and Bound” pa-
rallèle.

Nous présenterons dans le chapitre 6, notre m´ethodologie de parall´elisation
de l’algorithme du “Branch and Cut”. Nous commencerons par ´etudier les diffé-
rents niveaux de parall´elisme possibles. Nous donnerons ensuite la strat´egie de
contrôle de la recherche arborescente que nous avons adopt´e. Nous montrerons
enfin les mécanismes de contrˆole de communication et d’´equilibrage de charge et
justifierons nos choix.

Dans le dernier chapitre, nous pr´esenterons les r´esultats de nos exp´erimen-
tations. Nous commencerons par justifier l’irr´egularité du “Branch and Cut” en
montrant son comportement s´equentiel. Nous pr´esenterons ensuite les r´esultats
que nous avons obtenus avec notre algorithme parall`ele. Nous expliquerons ces
résultats en insistant sur les sp´ecificités de notre impl´ementation.

Nous terminerons ce document par les perspectives et les directions de nos
travaux futures.
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Chapitre 1

Introduction à la méthode du
“Branch and Cut”

Dans ce chapitre, nous d´ecrirons les m´ethodes de base qui composent
l’algorithme du “Branch and Cut”. Nous commencerons par un bref
rappel sur la programmation lin´eaire et l’algorithme du simplexe. Puis
nous décrirons la méthode du “Branch and Bound”. Nous d´etaillerons
ensuite la m´ethode des plans de coupes et les concepts de base de la
théorie polyédrale. Nous pr´esenterons alors, un algorithme simplifi´e de
“Branch and Cut”. Et nous terminerons ce chapitre par la m´ethode de
génération de colonnes.

1.1 Programmation linéaire

Etant donn´es un ensembleE = fe1; : : : ; eng et une fonctionc : E ! IR, qui
associe `a chaqueei 2 E un coût ci. Soit S = fSi � E; i = 1 : : : Ng. Dans la
plupart des probl`emes d’optimisations combinatoires, on cherche:

S�i tel quec(S�i ) = min
1�i�N

c(Si) = min
1�i�N

X
ej2Si

cj

On associe `a toutS 2 S unvecteur d’incidencexS 2 f0; 1gjEj défini par

xS =

�
xSi = 1 si ei 2 S
xSi = 0 si ei =2 S

Le problème d’optimisation est ´equivalentà:

minfctxS : S 2 Sg = minfctx : x 2 convfxS : S 2 Sgg
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où convfxS : S 2 Sg est l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidences des
solutions du probl`eme. D’après le résultat classique de Farkas, Weyl et Minkowski
[Sch86], l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidences peut ˆetre décrite par un
système fini d’inéquations lin´eaires, i.e.

convfxS : S 2 Sg = fx : Ax � bg

Ainsi étant donn´es une matriceA 2 IRm�n, un vecteurb 2 IRm et un vecteur
coût c 2 IRn, le problème revient `a trouver un vecteurx� 2 IRn tel que:

ctx� = minfctx : Ax � b; x 2 IRng

La fonctionctx : IRn ! IR est appel´eefonctionéconomique(ou objectif), les
inégalités dans le syst`emeAx � b sont appel´ees contraintes,x� est appel´e solu-
tion optimale du programme lin´eaire(P ). Cette solution n’est pas n´ecessairement
unique.

On peut résoudre efficacement ce type de probl`eme par la m´ethode du sim-
plexe (voir [Chv83]) ou par la m´ethode des points int´erieurs (voir [LMS94]).
Rappelons ici le principe de la m´ethode (primale et duale) du simplexe dont on
utilisera plusieurs notions durant cette th`ese.

Pour chaque programme lin´eaire(P ) nommé programme lin´eaire primal, on
associe un programme lin´eaire dual(D), dans lequel on doit trouver un vecteur
y� 2 IRm, tel que:

y�
t

b = maxfy�b : Aty = c; y � 0g

Notons que le dual de(D) est(P ). La relation entre ces deux programmes est
donnée par le th´eorème suivant:

Théorème 1 Etant donnés deux programmes lin´eaires duaux(P ) et (D).

– Si (P ) et (D) ont des solutions r´ealisables alors ils ont des solutions opti-
males, et les valeurs des solutions optimales sont ´egales.

– Si (P ) n’admet pas de solution r´ealisable alors soit(D) n’admet pas de
solution réalisable, soit(D) est non born´e.

– Si(P ) est non born´e alors(D) n’admet pas de solution r´ealisable.
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Tout programme lin´eaireminfctx : Ax � b; x � 0g peut être transform´e
pour ne comporter que des ´equations, en ajoutant une variablesi appelée variable
d’écart pour chaque contrainte, le programme lin´eaire s’écrit alors comme suit :

minfctx :
�
A �I

�� x
s

�
= b;

�
x
s

�
2 IRn+m

+ g

où I est la matrice identit´em �m, et s est le vecteur des variables d’´ecarts.
Notons que les deux programmes lin´eaires sont ´equivalents. On consid´erera do-
rénavant que les programmes lin´eaires sont ´ecrits sous cette forme. La matrice
A définissant les contraintes du programme lin´eaire est d´esormais de dimension
m � (m + n), la dimension du vecteur coˆut c estm + n tel que lesm derniers
éléments dec sont nuls.

Une baseB de la matriceA 2 IRm�(m+n) de plein rang, est une sous-matrice
deA inversible de taillem � m. Les colonnes (variables) deA qui forment la
matriceB sont ditesde base, les autresN sont diteshors base. La colonned de
A telle queB�1d est lerieme vecteur unitaire, est dite de base `a la rieme ligne.
Pour un vecteurx 2 IRm+n, le vecteurxB est défini tel que(xB)r = xi où i est
la iieme colonne deA dansB qui est de base `a larieme ligne. Le vecteurxN est
l’autre partie dex correspondant aux colonnes deN . Une solution primale de base
x 2 IRm+n associée à la base courante est telle quexB = B�1b et xN = 0. Si
B�1b � 0 alors la baseB est dite réalisable. La solution de base associ´ee est aussi
réalisable. Le vecteury = ctBB

�1 est la solution duale de base associ´eeàB.

Théorème 2 Etant donnés deux programmes lin´eaires duaux(P ) et(D). Les pro-
positions suivantes sont ´equivalentes :

– La valeur de la solution optimale de(P ) est��.

– Il existe une solution de base r´ealisablex� de(P ) et une solution de base
réalisabley� de(D) telle quectx� = y�tb = ��

– Il existe une solution de base r´ealisablex� de(P ) et une solution de base
réalisabley� de(D) telle quey�t(Ax� � b) = 0 et ctx� = ��.

L’algorithme primal (respectivement dual) du simplexe d´emarre avec une base
réalisable de(P ) (respectivement de(D)) et itère en gardant la r´ealisabilité de la
base tout en satisfant la troisi`eme condition du th´eorème. L’optimalité est atteinte
quand on obtient une solution duale (respectivement primale) de base r´ealisable.
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Le coût réduit d’une variablexi estégalàci� ctBB
�1a:i où a:i est laiieme colonne

deA. Un programme lin´eaire est non born´e (donc son dual n’est pas r´ealisable)
quand il existe une variablexi de coût réduit négatif etB�1a:i � 0. Pour plus de
détails sur la programmation lin´eaire et l’algorithme du simplexe, le lecteur est
encourag´e à consulter [Chv83].

Malheureusement, une grande partie des probl`emes réels ne se mod´elise pas
sous la forme d’un programme lin´eaire pur. Dans plusieurs cas, les variables
doivent prendre des valeurs enti`eres et les probl`emes qui en r´esultent sont sou-
ventNP-difficiles. Nous présenterons, dans la suite, des m´ethodes de r´esolution
exacte de ces types de probl`emes.

1.2 La méthode du “Branch and Bound”

Plusieurs probl`emes d’optimisation combinatoire se formulent sous la forme
d’un programme lin´eaire en nombres entiers (PLNE). Ils s’écrivent sous la forme
minfctx : Ax � b; x 2 INng. Une grande partie de ces probl`emes appartient `a la
classe des probl`emesNP-difficiles.

La méthode du “Branch and Bound” est utilis´ee pour résoudre d’une fa¸con
exacte des probl`emes de ce type. La m´ethode utilise deux concepts:le branche-
mentqui consiste `a diviser un ensemble de solutions en sous-ensembles etl’ éva-
luationqui consiste `a borner ou minorer les solutions.

Dans le cas desPLNE, la méthode du “Branch and Bound” commence par
résoudre larelaxation linéairedu programme lin´eaire, c’est `a dire en enlevant les
conditions d’intégralité sur les variables. Cette ´evaluation est toujours inf´erieure
à la valeur de la solution optimale duPLNE, puisque toute solution duPLNE
est une solution de la relaxation lin´eaire. Par cons´equent si la solution optimale
de la relaxation lin´eaire est enti`ere, alors c’est une solution optimale duPLNE.
Sinon on effectue une op´eration de branchement en choisissant une variablex�i
non entière dans la solution optimale du programme lin´eaire que l’on a r´esolu.
L’ensemble des solutions se divise alors en deux, celles pour lesquellesxi � bx�i c
et celles pour lesquellesxi � bx�i c+ 1. On évalue ensuite les nouveaux nœuds et
éventuellement on ´elague ceux qui sont inutiles. Un nœud peut ˆetreélagué dans
trois cas possibles:

– Le programme lin´eaire n’est pas r´ealisable.

– La valeur de la solution est sup´erieureà la valeur de la meilleure solution
réalisable trouv´ee, dans ce cas il est inutile de continuer la recherche dans
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la sous-arborescence enracin´ee en ce nœud, puisque les bornes inf´erieures
obtenues sont strictement croissantes suivant la profondeur de l’arbre du
“Branch and Bound”.

– La solution est enti`ere, donc r´ealisable.

L’algorithme s’arrête quand on n’a plus de nœud `a évaluer.
L’arborescence obtenue par les branchements appliqu´es au probl`eme d’opti-

misationP est appel´ee arbre du “Branch and Bound”, qu’on noteT = (N;E)
où N représente l’ensemble des nœuds de l’arbre etE les arcs correspondant au
processus de branchement. Il y a trois types de nœuds dans l’arbre du “Branch
and Bound” pendant le d´eroulement de l’algorithme, le nœud courant qui est en
train d’êtreévalué, des nœuds actifs qui sont dans la liste des nœuds qui doivent
être traités, et des nœuds inactifs qui ont ´eté élagués au cours du calcul. Quand
la liste des nœuds actifs est vide, la meilleure solution r´ealisable obtenue est la
solution optimale du probl`eme. Notons que le choix de la strat´egie de la s´election
du nœud actif `a traiter influe lourdement sur la taille de l’arborescence du “Branch
and Bound” visitée. De même pour le choix de la variable de branchement. Ces
points seront d´eveloppés ultérieurement dans notre pr´esentation.

1.3 La méthode des plans de coupes

La description sous la forme d’un programme lin´eaire d’un probl`eme d’opti-
misation combinatoireP peutêtre trop grande pour ˆetre représentée explicitement
en mémoire ou pour tenir dans un solveur de programmes lin´eaires. Dans ce cas, il
suffit de résoudre une relaxation du probl`eme d’optimisationP en enlevant la plu-
part de ces contraintes. L’ensemble des solutions r´ealisables du probl`eme relax´e,
qu’on nommeraR, contient celui deP . Ainsi, pour un probl`eme de minimisation
la valeur de la fonction ´economique d’une solution optimale deR est inférieure
ou égaleà celle d’une solution optimale deP .

La méthode des plans de coupes consiste `a résoudre un probl`eme relax´e, puis
à essayer d’ajouter it´erativement des contraintes du probl`eme initial, violées par
la solution courante, jusqu’`a ce qu’il n’y en ait plus. Pour un probl`eme d’optimi-
sationminfctx : Ax � b; x 2 IRng, la contrainte d´efinie par le couple(f; f0),
f 2 IRn; f0 2 IR est ditevioléepar la solution courantex, sif tx < f0 etf ty � f0
pour touty 2 fx : Ax � bg. Ces contraintes sont appel´ees des plans de coupes.
Quand l’algorithme s’arrˆete, il n’y a plus de contraintes viol´ees par la solution
courante donc elle constitue une solution optimale du probl`eme initial.
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Cette méthode n’impose pas d’avoir une liste exhaustive explicite des plans de
coupes, mais seulement une m´ethode pour g´enérer efficacement des contraintes
valides violées. L’identification de ces contraintes est appel´ee leproblème de s´e-
paration.

Le probl ème de śeparation:
Etant donnés un ensemble de contraintes d’un programme lin´eaire et
un vecteurx 2 IRn, il faut ou bien prouver quex satisfait toutes les
contraintes ou bien trouver une in´equation qui est viol´ee parx.

L’algorithme des plans de coupes est d´ecrit dans Algorithme 1. Il s’arrˆete
quand il n’y a plus de contrainte viol´ee dans le syst`emeAx � b. La solution
du programme lin´eaire est optimale dans ce cas. Malheureusement dans le cas
des programmes lin´eaires en nombres entiers cette solution peut ˆetre fractionnaire
bien qu’il n’y ait plus d’inéquation violée dans le syst`eme des contraintesAx � b.
Comment peut-on obtenir des plans de coupes pour des probl`emes en nombres en-
tiers?

Pour ce faire, on va revenir `a la première formulation d’un probl`eme d’opti-
misation combinatoire. En effet, on a vu au d´ebut de ce chapitre qu’un probl`eme
peut s’écrire sous la forme de :

minfctx : x 2 convfxS : S 2 Sgg

où xS est le vecteur d’incidence d’une solutionS du problème etS définit l’en-
semble des solutions du probl`eme.

L’enveloppe convexe de l’ensemble des vecteurs d’incidence des solutions du
problème en nombres entiers d´efinit en général un polyèdre born´e.

P = convfxS : S 2 Sg

Avant de continuer notre expos´e, nous avons besoin de rappeler quelques ´elé-
ments de la th´eorie polyédrale. Pour une compr´ehension compl`ete de ce domaine
nous vous renvoyons vers [Chv83].

Un polyèdre P est un ensemble de points d´efini par un ensemble fini d’´equa-
tions et d’inéquations lin´eaires, il s’écrit sous la formeP = fx 2 IRn : Ax � bg,
où A 2 IRm�n et b 2 IRm. Un polyèdre est dit born´e si lemaxx2Pkxk < 1 où
k:k est une norme deIRn.
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Algorithme 1 L’algorithme des plans de coupes

/* On veut résoudre le probl`eme d’optimisation combinatoireminfctx : Ax �
b; x 2 IRng avecA 2 IRm�n et b 2 IRm */

Initialiser le programme lin´eaire par le sous syst`eme de contraintes(A1; b1)
avecA1 2 IRm1�n et b1 2 IRm

1 avecm1 << m;
Calculer la solution optimalex du programme lin´eairectx = minfctx : A1x �
b1; x 2 IRng;

Tant que Nombre-de-contrainte = rechercher-des-contraintes-viol´ees()faire
/* On recherche les contraintes viol´ees parx dans le syst`emeAx � b,
le nombre de contraintes viol´ees est retourn´e dans la variablesNombre-
contrainte*/
Ajouter l’ensemble des contraintes viol´ees défini par(A2; b2) au programme
linéaire;

A1 =

�
A1

A2

�
et b1 =

�
b1
b2

�
;

Calculer la solution optimalex du programme lin´eairectx = minfctx :
A1x � b1; x 2 IRng;

Fin Tant que

x� = x est la solution optimale deminfctx : Ax � b; x 2 IRng;
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Un polytope est un poly`edre born´e. Il peut être défini comme l’enveloppe
convexe d’un ensemble fini de points.

La dimension d’un poly`edreP , notéedim(P ) est la dimension du plus petit
espace affine contenantP . Il est dit de pleine dimension sidim(P ) = n.

Une inéquationfx � f0 est dite valide si est seulement sifx � f0 pour tout
x 2 fx 2 IRn : Ax � bg. Si l’intersection entreP et fx 2 IRn : fx = f0g est
non vide et différente deP alorsF = fx 2 P : fx = f0g est ditefacepropre
deP définie par l’inéquation validefx � f0. Les faces propresF de dimension
maximale c’est `a dire tel quedim(F ) = dim(P )� 1 sont appel´eesfacettesde P.

Tout polyèdreP peut êtreécrit sous la forme d’un syst`eme formé d’inéqua-
tions linéaires. De plus, s’il est de pleine dimension alors il admet une description
unique par des in´equations lin´eaires valides repr´esentant des facettes, `a une mul-
tiplication près de ses deux membres par un nombre positif. Dans le cas o`u P
ne serait pas de pleine dimension, le poly`edre est d´efini par ses facettes, plus un
système maximal ind´ependant d’´equations.

Pour résoudre un programme lin´eaire en nombres entiers par la m´ethode des
plans de coupes, on peut tout d’abord utiliser des plans g´enéraux de coupes de
l’enveloppe convexe des solutions du probl`eme. Ces coupes ne sont pas sp´eci-
fiques au probl`eme résolu, et peuvent ˆetre utilisées pour tous les probl`emes li-
néaires en nombres entiers. Les plans de coupe de Gomory [Gom58] ou les coupes
générées par la m´ethode dite du “lift and project” introduite par Balas, C´eria et
Cornuéjols [BCC93a, BCC93b, BCC94] en sont un exemple.

L’utilisation de ces plans s’av`ere souvent limit´ee pendant la r´esolution de pro-
blèmes difficile. D’où l’int érêt de l’étude des plans de coupes sp´ecifiques au pro-
blème résolu.

L’utilisation des facettes de l’enveloppe convexe de l’ensemble des solutions
d’un problème linéaire en nombres entiers comme plans de coupes donne des
résultats tr`es satisfaisants. En effet, chaque facette du polytope induit une in´egalité
valide. Les facettes d’un polytope sont les meilleurs plans de coupe qu’on puisse
générer. Pendant la proc´edure de s´eparation on utilise soit des algorithmes exacts
de séparation pour g´enérer les facettes connues, soit des heuristiques de s´eparation
qui ne garantissent malheureusement pas l’absence d’in´egalités violées quand ils
n’en trouvent pas.

Grötschel, Lovàsz et Schrijver [GLS88] et Padberg et Rao[PR82] ont d´emon-
tré qu’un problème peut ˆetre résolu en un temps polynomial si et seulement si la
séparation des contraintes d´efinissant le polytope se fait en temps polynomial.

Pour des probl`emes linéaires en nombres entiers appartenant `a la classe des
problèmesNP-difficiles, on ne connaˆıt pas la description lin´eaire compl`ete du
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polytope associ´e. Et même si on poss`ede une description partielle des facettes
du polytope du probl`emeétudié, on ne connaˆıt pas d’algorithmes exacts de s´epa-
ration pour toutes ces familles de facettes. Ainsi, souvent la m´ethode des plans
de coupes s’arrˆete avant d’avoir trouv´e la solution optimale du probl`eme. Notons
qu’on parlera dor´enavant de m´ethode de coupes poly´edrales quand on n’utilise
que les facettes du polytope comme plans de coupes.

1.4 La méthode du “Branch and Cut”

On vient de voir qu’on ne peut souvent pas r´esoudre efficacement des pro-
blèmesNP-difficiles par la méthode des coupes poly´edrales. De mˆeme, bien que
l’algorithme du “Branch and Bound” puisse ˆetre très performant pour une certaine
classe de probl`emes, par exemple le probl`eme de sac `a dos, il reste tr`es limité
quand il est difficile de calculer une borne inf´erieure du probl`eme d’optimisation.
C’est le cas des probl`emes poss`edant un nombre exponentiel d’in´equations dans
leur formulation en un programme lin´eaire en nombres entiers.

L’algorithme du “Branch and Cut” est une m´ethode qui conjugue les efforts
de l’algorithme du “Branch and Bound” et de la m´ethode des coupes poly´edrales.
Ainsi, pour résoudre un programme lin´eaire en nombres entiers, le “Branch and
Cut” commence par r´esoudre une relaxation du probl`eme puis il applique la m´e-
thode des coupes poly´edrales sur la solution trouv´ee. Si celle-ci n’arrive pas a ob-
tenir une solution enti`ere alors le probl`eme est divis´e en plusieurs sous-probl`emes
qui seront résolus de la mˆeme façon. L’algorithme de base est d´ecrit dans algo-
rithme 2.

Une telle approche a ´eté utilisée pour la premi`ere fois pour le probl`eme de “li-
near ordering” par Gr¨otschel, Junger et Reinelt [GJR84]. Le terme de “Branch and
Cut” était introduit par Padberg et Rinaldi [PR87, PR91] pour un algorithme de r´e-
solution du probl`eme du voyageur de commerce. Dans [PR91], Padberg et Rinaldi
ont établi le premier ´etat de l’art de cet algorithme, en introduisant des nouvelles
procédures telles que la g´enération de colonnes, des proc´edures de s´eparation so-
phistiquées et une utilisation efficace du solveur du programme lin´eaire.

Une présentation d´etaillée de cet algorithme fera l’objet du chapitre 3.
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Algorithme 2 L’algorithme du “Branch and Cut”

/* On veut résoudre le probl`eme d’optimisation combinatoireminfctx : Ax �
b; x 2 IRng avecA 2 IRm�n et b 2 IRm */

Liste-des-probl`emes = vide;
Initialiser le programme lin´eaire par le sous syst`eme de contraintes(A1; b1)
avecA1 2 IRm1�n et b1 2 IRm

1 avecm1 << m ;

/* Etapes d’évaluation d’un probl`eme */
Calculer la solution optimalex du programme lin´eairectx = minfctx : A1x �
b1; x 2 IRng;
Solution-courante= Appliquer-la-méthode-des-coupes-poly´edrales();
/* Fin étapes d’´evaluation */

Si Solution courante est r´ealisablealors
x� = x est la solution optimale deminfctx : Ax � b; x 2 IRng;

Sinon
Ajouter le problème dansListe-des-probl`emes;

Fin Si

Tant que Liste-des-probl`emes non videfaire
Sélectionner un probl`eme;
Brancher le probl`eme en deux ou plusieurs sous probl`emes;
Résoudre les nouveaux sous probl`emes (en appliquant les ´etapes d’´evalua-
tion);

Fin Tant que
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1.5 Le pricing ou la ǵenération de colonnes

Quand un programme lin´eaire admet un grand nombre de variables, il est tr`es
difficile de le résoudre explicitement. Dans ce cas, on r´esout le programme lin´eaire
sur un sous-ensemble de variables et on v´erifie ensuite si l’ajout d’une variable
qui n’appartient pas au programme lin´eaire courant peut am´eliorer la solution op-
timale. En effet pour un programme lin´eaire du typeminfctx : Ax � b; x � 0g,
une variable dont le coˆut réduit est n´egatif, peut am´eliorer la valeur de la solution
optimale. Rappelons ici, que le coˆut réduitrj d’une variable j hors base est ´egalà
cj � yta:j où a:j 2 IRm est la colonne associ´eeà la variable j,cj est le coefficient
dans la fonction ´economique correspondant `a une solution de base du programme
linéaire ety 2 IRm la solution du dual. Le calcul du coˆut réduit d’une variable est
appelé “pricing”.

Comme dans la m´ethode des coupes poly´edrales, il est inutile d’avoir la liste
explicite des variables pour l’algorithme de g´enération de colonnes. Il suffit d’avoir
une méthode permettant de g´enérer les variables du probl`eme initial qui ont un
coût réduit négatif. Ce probl`eme porte le nom du probl`eme du “pricing”:

Le probl ème de “pricing”:
Etant donnée une classe de variables d’un probl`eme linéaire et la valeur
des variables duales de la solution de base. Il faut soit prouver que
toutes les variables de cette classe ont un coˆut réduit positif, soit trouver
une variable hors base dont le coˆut réduit est n´egatif.

L’algorithme de génération de colonnes est d´ecrit dans Algorithme 3. Il peut
être intégré dans la m´ethode du “Branch and Cut” pour pouvoir r´esoudre des pro-
blèmes d’optimisation difficiles avec un grand nombre de variables et de contraintes.
La méthode obtenue porte le nom du ” Branch and Cut and Price ”. C’est l’algo-
rithme qu’on va utiliser pour r´esoudre le probl`eme du voyageur de commerce.
Mais pour ne pas alourdir notre texte, nous appellerons d´esormais cette m´ethode,
l’algorithme du “Branch and Cut”.
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Algorithme 3 L’algorithme de génération de colonnes

/* On veut résoudre le probl`eme d’optimisation combinatoireminfctx : Ax �
b; x 2 IRng avecA 2 IRm�n et b 2 IRm */

continue-le-pricing = vrai;
Sélectionner un petit sous-ensemble J des variablesf1::mg;

Tant que continue-le-pricingfaire
Calculer la solution de basexJ du programme lin´eairectJxJ = minfctJxJ :
AJxJ � b; xJ � 0; xJ 2 IRjjjg et déterminer les valeurs des variables duales
y;
Pour i qui n’est pas dans Jfaire

Si ri = ci � yta:i � 0 alors
continue-le-pricing = faux;

Sinon
Ajouter la colonne j avec lerj < 0 à J;
continue-le-pricing = vrai;
Sortir de la bouclePour;

Fin Si
Fin Pour

Fin Tant que

xJ est la solution optimale deminfctx : Ax � b; x 2 IRng;
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Chapitre 2

Approche polyédrale du problème
du voyageur de commerce

Ce chapitre est consacr´e à une approche poly´edrale de l’étude du pro-
blème du voyageur de commerce. Nous commencerons par une mod´eli-
sation du problème sous la forme d’un programme lin´eaire en nombres
entiers. Nous d´efinirons ensuite le polytope du probl`eme du voyageur de
commerce et nous donnerons ses principales propri´etés. Nous d´ecrirons
enfin quelques facettes connues du polytope du probl`eme du voyageur
de commerce.

2.1 Le problème du voyageur de commerce

Avant de donner la formulation du probl`eme du voyageur de commerce en
programme lin´eaire en nombres entiers, rappelons quelques d´efinitions, qui nous
serviront tout au long de cette th`ese.

Un grapheG = (V;E) est défini par l’ensemble de ses sommetsV , et l’en-
semble de ses arˆetesE. On noteKn = (Vn; En) le graphe non orient´e complet sur
n sommets.

Soit x une fonction coˆut deE ! IRjEj qui associe `a chaque arˆetee 2 E un
coût xe. Pour toutF � En, on note parx(F ) la somme

P
e2F xe.

Pour toutS � Vn, on note par
(S) = fuv 2 En : u; v 2 Sg l’ensemble des
arêtes deEn dont les deux extr´emités sont dansS, et par�(S) = fuv 2 En : u 2
S; v 2 Vn � Sg l’ensemble des arˆetes poss´edant exactement une seule extr´emité
dansS. Par abus d’´ecriture on notera�(fvg) = �(v), pour toutv 2 Vn.
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Pour toutS � Vn etT � VnnS, on note par(S : T ) = (T : S) l’ensemble des
arêtes dont une extr´emité est dansS et l’autre dansT .

Pour un grapheG = (V;E), on noteG(S) le sous graphe induit parS. Et à un
vecteurx 2 IRjEj on associe un grapheGx = (V;E; x) dont l’ensemble des arˆetes
contient toutes les arˆetes de E qui ont une composante non nulle dansx. Le poids
d’une arêtee deGx estégalàxe.

SoientKn = (Vn; En) le graphe non orient´e complet sur n sommets, etc 2
IRjEnj une fonction qui associe `a chaque arˆete deKn une longueurce. Le pro-
blème de voyageur de commerce consiste `a trouver un cycle hamiltonienH� tel
quec(H�) = minfc(H) : H 2 Hng, où Hn représente l’ensemble des cycles
hamiltoniens deKn.

Un cycle Hamiltonien est un sous grapheH = (Vn; E) deKn satisfaisant:

(a) chaque sommet deH est de degr´e 2. (2.1.2.1)

(b) H est connexe. (2.1.2.2)

On associe `a toutH 2 Hn un vecteur d’incidence uniquex 2 f0; 1gjEnj défini
par:

xHe =

�
1 si e 2 E
0 sinon

Le problème du voyageur de commerce s’´ecrit sous la forme du programme
linéaire en nombres entiers suivant:

minimiser cTx

sous x(�(v)) = 2 pour toutv 2 Vn (2.1.2.3)

x(�(S)) � 2 pour toutS � Vn; S 6= Vn; S 6= � (2.1.2.4)

0 � xe � 1 pour toute 2 En (2.1.2.5)

xe 2 f0; 1g pour toute 2 En (2.1.2.6)

L’ équation (2.1.2.3) signifie que chaque sommet est exactement incident `a 2 arêtes,
elle peutêtreécrite sous la forme suivante:

Anx = 2 (2.1.2.7)

oùAn est la matrice d’incidence deKn et2 est un vecteur deIRn dont les compo-
santes sont ´egales `a 2. Ces in´equations portent le nom d’équations de degr´e.



2.2 Le polytope du probl̀eme du voyageur de commerce 19

Les inéquations de sous-tour(2.1.2.4) assurent queH est connexe, puisque
pour tout ensembleS � Vn; S 6= Vn; S 6= �, le cocycle�(S) intersecte au moins
2 fois un cycle hamiltonien. Ces in´equations peuvent s’´ecrire sous une forme ´equi-
valente :

x(
(S)) � jSj � 1 pour toutS � Vn; S 6= Vn; S 6= � (2.1.2.8)

Les instances qui peuvent ˆetre résolues par la m´ethode du “Branch and Bound”
avecévalution par un programme lin´eaire restent de petite taille. La raison est la
diff érence trop importante entre la valeur de la solution optimale de la relaxation
linéaire et celle duPLNE. Pour combler cette diff´erence, il faut renforcer la des-
cription linéaire du probl`eme. D’où la nécessit´e de l’étude du polytope de ce pro-
blème pour pouvoir utiliser des m´ethodes plus sophistiqu´ees telle que le “Branch
and Cut”. Nous d´efinirons dans la suite le polytope du probl`eme du voyageur de
commerce et nous d´ecrirons quelques unes de ses facettes.

2.2 Le polytope du probl̀eme du voyageur de com-
merce

Le polytope du voyageur de commerce sym´etriqueSTSP (n) est l’enveloppe
convexe de l’ensemble des vecteurs d’incidence des cycles Hamiltoniens deKn.

STSP (n) = convfxH : H 2 Hng

Les vecteurs d’incidences des cycles hamiltoniens forment les sommets du
polytopeSTSP (n). D’après un résultat classique de Farkas, Weyl et Minkowski
[Sch86],STSP (n) peutêtre décrit par un syst`eme d’équations et d’in´equations
linéaires, i.e.STSP (n)= fx : Ax � bg, où chaque in´equation induit une facette
deSTSP (n). Malheureusement on ne connaˆıt qu’une petite partie de la descrip-
tion linéaire du probl`eme du voyageur de commerce, puisque aucune description
linéaire compl`ete ne peut ˆetre donn´eeà un problèmeNP-difficile, à moins que
NP = co-NP (voir Karp et Papadimitriou [KP82]). Cependant une connaissance
partielle de cette description permet souvent de trouver la solution optimale du
problème en utilisant la m´ethode du “Branch and Cut”. La description partielle du
polytopeSTSP (n) fera l’objet de paragraphe suivant.
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2.3 Quelques facettes deSTSP (n)

Le polytope du voyageur de commerceSTSP (n) peut s’écrire sous la forme
d’un système d’inéquationsAx � b représentant les facettes du poly`edre, et un
système minimal d’équationsA=x = b= formé par les ´equations de degr´e. Le po-
lytopeSTSP (n) n’est pas de pleine dimension puisqu’il satisfait les contraintes
de degré. En effet,dim(STSP (n)) = m� n avecm = jEnj =

n(n�1)
2

. Donc les
facettes qui forment le poly`edre du voyageur de commerce ne sont pas d´efinies
d’une manière unique `a une multiplication pr`es par un scalaire.

Théorème 3 SoitP un polyèdre qui n’est pas de pleine dimension, et soitF une
facette deP , et cx � c0 une inégalité représentantF . L’inéquationfx � f0
représente la mˆeme facetteF si et seulement si

9� 2 IR�
+ et� 2 IRp où p = jA=j et tel que(f; f0) = (�c+ �A=; �c0 + �b=)

Ainsi d’après le théorème précédent, sihx � h0 est une in´egalité représentant
une facette duSTSP (n) alorsfx � f0 tel quef = �An + �h, f0 = �2 + �h0
avec� > 0 et � 2 IRn définit la même facette. On dit que les deux in´equations
sontéquivalentes.

En conséquence les in´equations repr´esentant des facettes deSTSP (n) sont
décrites sous plusieurs formes dans la litt´erature. Les facettes que nous pr´esente-
rons dans ce document sont d´ecrites sous la forme suivante.

Définition 1 SoitS = fS1; : : : ; Spg une collection de sous ensemble deVn. Une
inéquation s’écrit sous une forme cocyclique si elle est ´ecrite comme suit :

pX
i=1

�ix(�(Si)) � r(S)

où�i est un entier qui d´epend deSi 2 S etr(S) est une fonction de

minf
pX
i=1

�ijH \ Sij; pour toutH 2 Hg

Malheureusement, toutes les facettes duSTSP (n) ne peuvent pas ˆetreécrites
sous une forme cocyclique, comme les in´egalités hypohamiltoniennes [CFN85]
par exemple.

Définition 2 On dit qu’une inégalitéfx � f0 est triangulaire serr´ee ou TS si:

– les coefficientsfe satisfont l’inégalité triangulaire c.à.d.

8u 6= v 6= w f(u; v) + f(u;w) � f(v;w)
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– 8u 2 Vn 9v 6= w 2 Vn � fug =

f(u; v) + f(u;w) = f(v;w)

Théorème 4 Soithx � h0 une inégalité définie surIRjEnj, on obtient une in´equa-
tion fx � f0 triangulaire serréeéquivalente `a hx � h0, si on pose:

f = �An +�h et f0 = �2 +�h0 avec� > 0

et

�u =
�

2
maxfh(v;w)� h(u; v)� h(u;w)=v;w 2 Vn � fug; v 6= wg

D. Naddef et G. Rinaldi [NR91, NR92, NR93] ont utilis´e la forme triangu-
laire serrée pour expliquer la relation entreSTSP (n) etGTSP (n) le polytope
représentant l’enveloppe convexe des tours du grapheG.

Théorème 5 (Naddef et Rinaldi)
Toute facette deSTSP (n) en forme TS est une facette deGTSP (n).

Dans la suite nous pr´esenterons quelques facettes connues du probl`eme du
voyageur de commerce.

2.3.1 Inégalités triviales et du sous-tour

Notons tout d’abord que les in´egalités du typexe � 0;8e 2 E sont des facettes
triviales duSTSP (n) [GP79].

Grötschel et Padberg [GP79] ont prouv´e que les in´egalités du sous-tourx(�(S)) �
2, introduites par Dantzig, Fulkerson et Johnson [DFJ54], sont des facettes du
STSP (n). Leur validité est triviale. En effet, un cycle hamiltonien a au moins
deux arêtes en commun avec un cocycle associ´e àS, pour toutS � Vn; S 6= �.

2.3.2 Inégalités de peignes

Les inégalités depeignes(Comb Inequalities) sont définies par la familleS =
fH;T1; : : : ; T2k+1g de sous ensemble deVn tel que�s = 1 pour toutS 2 S et
r(S) = 6k + 4.
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H est appel´e le manche ou la poign´ee et lesTi sont appel´es des dents. Ils
vérifient les propri´etés suivantes:

(i) 8i = 1; :::; 2k + 1 H \ Ti 6= ;
(ii) 8i = 1; :::; 2k + 1 Ti nH 6= ;
(iii) 81 � i < j � 2k + 1 Ti \ Tj = ;

L’in égalité s’écrit:

x(�(H)) +
2k+1X
i=1

x(�(Ti)) � 6k + 4

Il existe des classes particuli`eres d’inégalités de peignes. Ainsi, si on remplace
la propriété (i) par:

(i0) 8i = 1; :::; 2k + 1 jH \ Tij = 1

alors les inégalités portent le nom deChv�atal comb[Chv73]. Si toutes les dents
sont de cardinalit´e 2, alors les in´egalités se nomment in´egalité des2-couplages.

Grötschel et Padberg [GP79] ont d´emontré que les in´egalitésde peignes forment
des facettes duSTSP (n) quandn � 6.

H H

T1
T2

T3
T1

T2

T3

(a) (b)

FIG. 2.1 –Exemple de peigne
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La figure 2.1 montre un exemple de peigne aveck = 1. Notons qu’on utili-
sera dans les figures repr´esentant des facettes deSTSP (n) les conventions sui-
vantes: les ensembles poss´edant un point noir doivent ˆetre non vides, ceux pos-
sèdant un point blanc peuvent contenir des sommets et ceux ne poss`edant aucun
point doiventêtre vide. Un point ne repr´esente pas un sommet unique, mais un
ensemble de sommets pouvant se trouver dans cette r´egion.

Notons que si on remplace l’un ou plusieurs des ensembles qui forment le
peigne par leurs compl´ementaires, alors on obtient la mˆeme inégalité (voir figure
2.1 (b)). En effet, le cocycle engendr´e par un ensemble de sommets est ´egal au
cocycle engendr´e par son compl´ementaire, d’o`u l’in égalité associ´ee ne change
pas.

Rapporter les preuves de validit´e des inégalités de peigne n’est pas l’objet de
cette présentation. On se contentera de donner une explication intuitive de cette va-
lidit é inspirée de l’article de Naddef et Pochet [NP98]. Cette explication peut per-
mettre de comprendre pourquoi la familleS qui définit les inégalités sous forme
cocyclique est partitionn´ee en deux sous ensembles form´es d’un manche et de
plusieurs dents.

Supposons que k=1. Si le cocycle engendr´e par une dentTi intersecte un cycle
hamiltonien� en exactement deux arˆetes, alors le cocycle du manche intersecte
� en au moins trois arˆetes, voir figure 2.2 (a). Or sachant qu’un cocycle non vide
intersecte un cycle hamiltonien en un nombre pair d’arˆetes, alorsj� \ �(H)j � 4.
D’où l’in égalité de peigne est satisfaite dans ce cas par tout vecteur x repr´esentant
un tel cycle hamiltonien. Supposons maintenant qu’il existe une dentTi? telle que
j� \ �(Ti?)j 6= 2 alors en appliquant le mˆeme principe, on aj� \ �(Ti?)j � 4 et
le manche et les 2 autres dents ont au moins 2 arˆetes de leur cocycle dans�, voir
figure 2.2 (b). D’où, de nouveau, l’in´egalité de peigne est satisfaite par tous les
vecteurs x repr´esentant un cycle hamiltonien.

La preuve de la validit´e dans le cas g´enéral peutêtre construite par induction
sur le nombre des dents. Supposons que les in´egalités sont valides jusqu’`a un
certain ordrek � 1 � 1, et démontrons que ceci est vrai pourk. Soit un cycle
hamiltonien�. Si j� \ �(Ti)j = 2 pour i=1, ..., 2k+1, alorsj� \ �(H)j � 2k + 1.
Or puisqu’un cocycle non vide intersecte un cycle hamiltonien en un nombre pair
d’arêtes alorsj�\�(H)j � 2k+2, d’où la validité pour tout vecteur x repr´esentant
un tel cycle hamiltonien. Supposons maintenant quej� \ �(Ti?)j � 4, pour uni?

donné, et par commodit´e supposons quei? = 2k+1. Par hypoth`ese de r´ecurrence
on a j� \ �(H)j +

P2k�1
i=1 jTij � 6k + 4 � 6 en ajoutantj� \ �(T2k+1)j � 4 et

j� \ �(T2k)j � 2, on prouve la validit´e des inégalités des peignes.}
Le même type d’argument peut ˆetre utilisé pour démonter la validit´e de la
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T3

H

T2T1 T3T1

H

T2

(a) (b)

FIG. 2.2 –Intersection d’un peigne avec un cycle hamiltonien

plupart des in´egalités définissant des facettes duSTSP (n) présentées ci-dessous.

2.3.3 Inégalités des chemins, d’étoiles et bi-emboit́ees

Les inégalités d’́etoiles(Star inequalities) ont été introduites par Fleischman
[Fle88]. Cet ensemble d’in´egalités contient l’ensemble des in´egalités deschemins
(Path inequalities) définies par Cornu´ejols, Fonlupt et Naddef [CFN85], et il est
contenu dans l’ensemble des in´egalitésbi-emboitées(Binested inequalities) in-
troduites par Naddef [Nad92]. On se limitera dans la suite `a la présentation des
inégalités d’étoiles.

Les inégalitésd’étoiles sont d´efinies par la familleS = fH1; : : : ;Hh; T1; : : : ; Ttg,
où t est un nombre impair. Ces ensembles doivent satisfaire les contraintes sui-
vantes:

H1 � H2 � � � � � Hh

H1 \ Tj 6= ; pourj = 1; : : : ; t

Tj nHh 6= ; pourj = 1; : : : ; t

(Hi+1 nHi) n
St

j=1 Tj = ; 8i; 1 � i � h� 1

L’in égalité d’étoile s’écrit:
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pX
i=1

�ix(�(Hi)) +

tX
j=1

�jx(�(Tj)) � (t+ 1)

pX
i=1

�i + 2

tX
j=1

�j

où les�i et les�j sont des entiers qui v´erifient la condition suivante:

Si on définit l’intervalle relatif à une dentTj comme l’ensemble maximal des
indices des manches qui ont une intersection avecTj, et si pour un intervalleI =
f`; `+1; :::; `+ rg, on appelle le poids de l’intervalle

P`+r
i=` �i; alors pour chaque

dentTj, on a�j � poids maximum d’un intervalle relatif `aTj.

T1
T2

T3

4 3
6

1
2
2
1
3

3

FIG. 2.3 –Exemple de chemin (h = 6, t = 3)

Quand tous les intervalles relatifs `a une dentTj ont les mêmes poids, et quand
les�j sont exactement ´egauxà cette valeur, les in´egalités sont appel´ees inégalités
de chemins. La figure 2.3 montre un exemple d’in´egalité de chemin avech = 6 et
t = 3.



26 Approche polýedrale du problème du voyageur de commerce

2.3.4 Inégalités d’́echelles

Les inégalités d’́echelles(Ladder inequalities) sont définies par la famille

S = fH1;H2; P1; P2; T1; : : : ; Tt;D1; : : : ;Dmg

avect+mest pair et au moins ´egalà 2. Les ensemblesHi; Pi; Ti etDi sont appel´es
respectivementmanches, dents pendantes, dents r´egulières et dents d´egénérées.
Les inégalités associ´eesàS est:

2X
i=1

x(�(Hi)) +

2X
i=1

x(�(Pi)) +

tX
j=1

x(�(Tj)) +

mX
j=1

2x(�(Dj))�

2x(H1 \ P1 : H2 \ P2) � 2(2t + 3m+ 4)

Remarquer que cette in´egalité n’est pas ´ecrite sous forme cocyclique `a cause
du termex(H1 \ P1 : H2 \ P2). Les inégalités d’́echelledéfinissent des facettes
deSTSP (n), (n � 8) si :

H1 \H2 = ;

H1 \ P1 6= ;;H2 \ P1 = ;

H2 \ P2 6= ;;H1 \ P2 = ;

P1 nH1 6= ;; P2 nH2 6= ;

Tj \ Hi 6= ; pouri = 1; 2; pourj � 0

Dj \Hi 6= ; pouri = 1; 2; pourj � 0

Ces inégalités ontété introduites par Boyd et Cunningham [BC91]. La preuve
qu’elles forment des facettes deSTSP (n) a été donnée par Boyd, Cunningham,
Queyranne et Wang [BCQW93]. Un exemple d’´echelle est montr´e dans la figure
2.4.

La même inégalité est obtenue en rempla¸cantH2 par son compl´ement surVn,
voir figure 2.4. Dans ce cas les conditions que doivent v´erifier lesSi sont:

H1 � H2

H1 \ P1 6= ;; H2 � P1

H2 \ P2 6= ;; H1 \ P2 = ;

P1 nH1 6= ;; P2 nH2 6= ;

Tj \H1 6= ;; Tj nH2 6= ; pourj � 0

Dj \H1 6= ;; Dj nH2 6= ; pourj � 0



2.3 Quelques facettes deSTSP (n) 27

P1

P2

T1D1

D1
T1

P2

P1

H2

H1 H2H1

1

2

1

1

1
1

1

2

FIG. 2.4 –Exemple d’échelle

L’in égalité s’écrit alors sous la forme suivante:

2X
i=1

x(�(Hi)) +
2X

i=1

x(�(Pi)) +
tX

j=1

x(�(Tj)) +
mX
j=1

2x(�(Dj))�

2x(P1 \H1 : P2 nH2) � 2(2t + 3m+ 4)

2.3.5 Inégalités de bipartition

Les inégalitésdebipartition (Bipartition inequalities) sont définies par le sque-
letteS = fH1; : : : ;Hh; T1; : : : ; Ttg et les coefficients�j associés aux dentsTj.

Ceséléments v´erifient les propriétés suivantes:

Hi \Hj = ; pour1 � i < j � h

Ti \ Tj = ; pour1 � i < j � t

Tj nHi 6= ; pour1 � i � h

et 1 � j � t

tj =j fi : Tj \Hi 6= ;g j� 1 pour1 � j � t

hi =j fj : Hi \ Tj 6= ;g j� 3 et impaire pour1 � i � h

�j = 1 si Tj n (
Sh

i=1Hi) 6= ; sinon�j = tj=(tj � 1) pour1 � j � t

Chaque dent intersectetj manches avectj � 1. Chaque manche intersecte un
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a

T*

(a)

3/2 T*

(b)

FIG. 2.5 –un exemple d’arbre de clique et de bipartition (h = 3, t = 7)

nombre impairhi � 3, de dents. L’inégalité de bipartition s’´ecrit comme suit :

hX
i=1

x(�(Hi)) +
tX

j=1

�jx(�(Tj)) �
hX
i=1

(hi + 1) + 2
tX

j=1

�j

Ces inégalités ontété introduites par Boyd and Cunningham [BC91] g´ené-
ralisant les in´egalités desarbres de cliques(Clique Tree inequalities) définies par
Grötschel and Pulleyblank [GP86]. Les in´egalités d’arbres de cliques ne poss`edent
pas de dent d´egénérée, c’està dire une dentTj telle queTj n (

Sh

i=1Hi) = ;. La
figure 2.5 montre un exemple d’arbre de clique et de bipartition.

2.3.6 Autres Inégalités

Comme on ne connaˆıt pas toutes les facettes duSTSP (n), on essaye de d´efinir
quelques op´erations qui permettent la cr´eation de nouvelles in´egalitésà partir des
inéquations d´ejà bien caract´erisées. Parmi ces op´erations on sitela 2-sommede
2 inéquations de chemins,le clonage des arˆeteset le lifting des sommet(ou zero
node-lifting).

Ces opérations ont permis de mettre en ´evidence quelques relations entre les
inéquations ´ecrites sous la forme triangulaire serr´ee et d’autres in´egalités.
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Chapitre 3

La méthode du “Branch and Cut”

Dans ce chapitre nous d´etaillerons toutes les ´etapes de l’algorithme du
“Branch and Cut” pour résoudre le probl`eme du voyageur de commerce
que nous avons impl´ementé. Tout d’abord, nous pr´esenterons un orga-
nigramme g´enéral de l’algorithme. Ensuite nous d´ecrirons les phases
d’initialisation, et de résolution du programme lin´eaire. Puis nous pr´e-
senterons la phase de g´enération de coupes poly´edrales avec les heuris-
tiques de s´eparations et par s´eparation de pool. Nous d´ecrirons ensuite
l’ étape de pricing et de g´enération de colonnes, et nous montrerons les
possibilités de fixation de variables pendant cette ´etape. Nous termi-
nerons enfin, par une pr´esentation des strat´egies de branchement et de
parcours de l’arbre du “Branch and Cut”.

3.1 Introduction

Notre implémentation est en partie bas´ee sur les travaux de Jean Maurice Clo-
chard et Denis Naddef [CN93], ainsi que sur les travaux de Padberg et Rinaldi
[PR91].

La méthode du “Branch and Cut” que nous pr´esentons est une combinaison
de la méthode des coupes poly´edrales, du “Branch and Bound” et de la m´ethode
des générations de colonnes. Comme toute m´ethodeénumérative implicite, l’al-
gorithme construit une arborescence nomm´eel’arbre du “Branch and Cut”, les
sous-probl`emes qui forment l’arbre sont appel´esdes nœuds. Il existe trois types de
nœuds dans l’arbre du “Branch and Cut”, le nœud courant qui est en train d’ˆetre
traité, les nœuds actifs qui sont dans la liste d’attente des probl`emes et les nœuds
inactifs qui ontété élagués au cours du d´eroulement de l’algorithme.



30 La méthode du “Branch and Cut”
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FIG. 3.1 –l’organigramme du “Branch and Cut”
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Avant d’entrer dans les d´etails de l’algorithme rappelons et donnons quelques
définitions.

Les variables globalesvalpl, bil et bsg désignent respectivement la valeur de
la solution optimale du dernier programme lin´eaire résolu, la borne inf´erieure du
nœud courant et la valeur courante de la meilleure solution r´ealisable connue (ou
borne sup´erieure globale). Notons que les deux premi`eres variables peuvent ˆetre
diff érentes. Comme nous le verrons dans la suite, la borne inf´erieure d’un nœud
est valide pour le graphe complet alors que la valeur de la solution du programme
linéaire est valide sur le graphe partiel sur lequel le programme lin´eaire est r´esolu.
Nous noterons aussi parbig la borne inférieure globale, c’est `a dire le minimum
des bornes inf´erieures des nœuds actifs et du nœud courant. La variable globale
bip dénotera la borne inf´erieure trouv´ee lors du calcul du nœud racine de l’arbre
du “Branch and Cut” restant. Nous appelonsnœud racine de l’arbre du “Branch
and Cut” restantle premier ancˆetre commun dans l’arbre du “Branch and Cut”
de tous les nœuds actifs. Comme dans le “Branch and Bound”, nous ´elaguons un
sous probl`eme si la borne inf´erieure localebil est sup´erieure ou ´egaleà la borne
supérieure globalebsg ou si le sous probl`eme n’est pas r´ealisable. Nous appelons
variabledu programme lin´eaire les arˆetes du graphe.

L’algorithme du “Branch and Cut” (figure 3.5) est compos´e de plusieurs phases
que nous allons d´ecrire dans la suite : Initialisation, S´eparation, Recherche de
bornes sup´erieures, ” Pricing ” et Fixation, Branchement et S´election.

3.2 Initialisation

Au début de l’algorithme de r´esolution du probl`eme du voyageur de com-
merce, on initialise le programme lin´eaire par les contraintes de degr´es sur tous
les sommets du graphe, ainsi que les bornes sur les variables, et on relaxe les
contraintes d’int´egralités sur les variables et les contraintes de sous-tours, dont le
nombre est enO(2n).

Le nœud racine de l’arbre du “Branch and Cut” est donc initialis´e par le pro-
gramme linéaire suivant:

minimiser cTx

sous x(�(v)) = 2 pour toutv 2 Vn

0 � xe � 1 pour toute 2 En
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D’autre part, le graphe completKn, sur lequel le probl`eme du voyageur de
commerce est r´esolu, poss`ede n(n�1)

2
arêtes. Ainsi pour les instances avec 100

villes, le programme lin´eaire poss`ede 4950 variables et pour des instances avec
1000 villes le programme lin´eaire poss`ede 499500 variables. Il est donc tr`es diffi-
cile, voire impossible, de faire tenir plusieurs programmes lin´eaires de telle taille
dans une m´emoire, et aberrant de pr´etendre pouvoir r´esoudre des centaines, voire
des milliers de fois ces programmes lin´eaires en un temps raisonnable. D’o`u l’id ée
de résoudre le probl`eme du voyageur de commerce sur un petit ensemble de va-
riables choisi d’une fa¸con judicieuse. En effet, sachant que la solution optimale du
problème du voyageur de commerce ne contient que n variables, et que souvent
les arêtes qui la composent sont incidentes `a des sommets qui appartiennent au
même voisinage, alors nous pouvons ´ecrire le programme lin´eaire initial sur un
graphe partiel du graphe completKn. Nous avons constat´e que le graphe des 10
plus proches voisins deKn a des fortes chances de contenir la solution optimale,
alors que celui des 5 plus proches voisins contient une grande partie de cette so-
lution. On peut donc initialiser le programme lin´eaire soit par le graphe partiel
G = (V;E) deKn desks plus proches voisins, soit par le graphe de triangulation
de Delaunay.

Pour s’assurer que le graphe de d´epart contient une solution r´ealisable on
ajoute un cycle hamiltonien trouv´e par une heuristique. La borne sup´erieure glo-
balebsg peutêtre initialisée par la valeur de ce cycle. Les variables qui forment
les colonnes du programme lin´eaire seront appel´ees variables actives, et par oppo-
sition les autres arˆetes deKn seront appel´ees des variables inactives. D’autre part,
on génère un autre graphe partiel appel´e graphe de r´eserve, deskr plus proche
voisins,kr > ks. Les variables appartenant `a ce graphe de r´eserve sont inactives,
et peuvent ˆetre utilisées avec une haute priorit´e lors des proc´edures de g´enération
de colonnes. Au d´ebut de l’exécution de l’algorithme du “Branch and Cut”, la liste
des nœuds actifs est vide.

3.3 Résolution du programme linéaire

La résolution des programmes lin´eaires est l’un des goulots d’´etranglement de
la méthode du “Branch and Cut”. On peut passer plus du trois quarts de temps
de calcul dans cette proc´edure pour certaines instances du probl`eme du voyageur
de commerce. Il existe maintenant plusieurs logiciels de r´esolution de programme
linéaire, comme Cplex [Cpl95] et OSL [IBM95], qui impl´ementent la m´ethode
du simplexe (pour plus de d´etails voir [Chv83]) et la m´ethode des points int´e-
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rieurs (pour plus de d´etails voir [LMS94]). La méthode des points int´erieurs est
très performante dans la r´esolution de grandes instances et n’est pas sensible `a
la dégénérescence des programmes lin´eaires mais elle ne permet pas l’utilisation
de routines efficaces de r´e-optimisations. Ces routines sont tr`es rapides dans la
méthode du simplexe.

Dans notre impl´ementation les programmes lin´eaires sont r´esolus par la m´e-
thode du simplexe impl´ementée dans Cplex [Cpl95]. En effet, la m´ethode du
“Branch and Cut” n´ecessite l’utilisation d’un solveur qui poss`ede des routines
de ré-optimisation tr`es rapides. Ces m´ethodes ´evitent de recommencer toutes les
étapes de r´esolution du programme lin´eaire dès qu’on ajoute de nouvelles contraintes
ou de nouvelles colonnes, ce qui se produit assez souvent dans notre algorithme.

Un programme lin´eaire est r´esolu par la m´ethode primale du simplexe quand
on part avec une base r´ealisable pour le programme primal, et par la m´ethode duale
du simplexe quand on part avec une base r´ealisable pour le dual. Ainsi, apr`es un
ajout de nouvelles contraintes dans le programme lin´eaire, on utilise la m´ethode
duale pour r´esoudre le nouveau programme.

3.4 Śeparation

Trouver des in´egalités violées est une partie cruciale de notre algorithme. La
génération de ces in´egalités se fait en utilisant les algorithmes de s´eparation pour
chaque type de facettes duSTSP (n). Cependant, il n’est pas n´ecessaire d’appeler
à chaque it´eration les algorithmes de s´eparation de toutes les classes de facettes.
Il est plutôt préférable de les utiliser d’une mani`ere hiérarchique. Ainsi, `a cause
de leur coˆut prohibitif en temps de calcul, certains algorithmes de s´eparations
ne sont ex´ecutés que si les autres ´echouent `a trouver des in´egalités violées. On
développera dans la suite l’id´ee centrale de certains algorithmes de s´eparation
pour quelques classes d’in´egalités duSTSP (n).

3.4.1 Śeparation par pool

Il est nécessaire d’´eliminer de temps en temps des contraintes du programme
linéaire, puisque si on ajoute des in´equations sans en ´eliminer d’autres `a la ma-
trice des contraintes du programme lin´eaire, la taille de cette matrice devient tr`es
grande. Et il devient ainsi tr`es difficile de résoudre le programme lin´eaire en un
temps raisonnable, et de trouver de l’espace m´emoire pour continuer l’ex´ecution.
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On peut stocker un certain nombre des contraintes ´eliminées dans un pool que
l’on peut utiliser pour g´enérer des plans de coupes. En effet, il est possible de
générer facilement des contraintes viol´ees par la solution courante du programme
linéaireà partir d’un pool de contraintes qui serait construit au fur et `a mesure du
déroulement de l’algorithme.

Un critère assez simple pour effectuer l’´elagage des contraintes du programme
linéaire est d’´eliminer les inégalités qui ne sont pas actives, c’est `a dire dont
les variables d’´ecarts sont positives (les in´egalités sont suppos´eesêtre sous la
formeAx � b au départ). Mais pour ´eviter de cycler, `a cause de l’´elimination
de contraintes qui seront viol´ees tout de suite apr`es dans le programme lin´eaire
suivant, on d´efinit des strat´egies d’éliminations plus contraignantes. Une premi`ere
consiste `a éliminer une inégalité dans le cas o`u sa variable d’´ecart est sup´erieure
à une certaine valeur. On peut aussi ´eliminer uniquement les contraintes qui ne
sont pas serr´ees depuis quelques it´erations. Une autre strat´egie consiste `a éliminer
les contraintes dont les variables d’´ecarts sont de base. On peut aussi consid´erer
qu’on ne peut ´eliminer des contraintes qu’`a partir d’une certaine augmentation de
la valeur de la solution du programme lin´eaire en une ou plusieurs it´erations.

La séparation par pool implique d’avoir des algorithmes efficaces pour tester
rapidement si une contrainte est viol´ee ou non, et surtout pour pouvoir r´eécrire
facilement une contrainte sur le graphe partiel du programme lin´eaire. Utiliser le
pool peutêtre plus avantageux pour certaines classes de contraintes malgr´e l’exis-
tence d’heuristiques de s´eparation. Une in´egalité peutêtre violée par la solution du
programme lin´eaire alors que l’heuristique de s´eparation de ce type de contrainte
n’arrive pasà la générer. Cette in´egalité pourraitêtre dans le pool des contraintes
si elle était générée dans un autre nœud qui poss´edait une solution plus adapt´ee
à l’heuristique de s´eparation. Cette contrainte serait alors g´enérée très facilement
du pool et ajout´ee au programme lin´eaire.

Pour ne pas augmenter consid´erablement la taille du pool, il faut choisir les
classes de contraintes qu’on doit stocker et proc´eder de temps `a autres `a leurs
éliminations du pool. Il est avantageux de sauvegarder d’une mani`ere hiérarchique
les contraintes difficiles `a générer par les autres m´ethodes de s´eparation. Il est
évident que les contraintes de sous-tours ne seront jamais sauvegard´ees dans le
pool puisqu’elles sont faciles `a générer par un algorithme exact, comme on le
verra dans la suite.
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3.4.2 Arrêt des śeparations

La méthode des coupes poly´edrales ne s’arrˆete pas tant qu’il y a des contraintes
violées générées. Or il est plus raisonnable d’arrˆeter les s´eparations dans un nœud
de l’arbre du “Branch and Cut” s’il n’y a pas eu d’augmentation significative de la
valeur du programme lin´eairevalpl pendant les derni`eres itérations. On appellera
ce phénomèneessoufflement. Pour cela, on d´efinit une fonction essoufflement qui
décide du moment o`u il faut arrêter de g´enérer des contraintes et passer `a la phase
de branchement. Le bon r´eglage de la fonction d’essoufflement est tr`es important.
Une fonction très lâche peut faire augmenter consid´erablement la taille de l’arbre
du “Branch and Cut”, l’inverse peut augmenter inutilement le temps de r´esolution
d’une instance du probl`eme du voyageur de commerce. En g´enéral, on choisit de
pousser le plus loin possible la g´enération de coupes au nœud racine de l’arbre du
“Branch and Cut”. Ensuite on adopte une fonction d’essoufflement plus lˆache.

3.4.3 Śeparation des ińegalités de sous-tours

Dans notre algorithme il est imp´eratif qu’aucune contrainte de sous-tour ne
soit violée avant de passer `a d’autres algorithmes de s´eparation ou `a d’autres
phases du “Branch and Cut”.

La séparation des in´egalités du sous-tour est relativement simple. Il suffit de
chercher la coupe minimale dans le grapheGx = (V;E; x) dont l’ensemble des
arêtes contient toutes les arˆetes de E qui ont une composante non nulle dansx,
vecteur d’incidence de la solution courante du programme lin´eaire. Le poids d’une
arêtee deGx estégaleàxe. Soit la coupefS; V nSg tel quex(�(S)) est minimum.
Si la coupe minimale a une valeur inf´erieureà 2 alors l’inégalité définie par cette
coupe est viol´ee parx sinon il n’existe aucune in´egalité de sous-tour viol´ee parx.

La séparation des in´egalités de sous-tour peut ˆetre effectu´ee avec les algo-
rithmes de recherche de coupe de poids minimum [NI92, PR90]. Quand on ne
génère plus d’inégalité du sous-tour viol´ee, on a la garantie que la solution du
programme lin´eaire est soit non enti`ere, soit un vecteur d’incidence d’un cycle
Hamiltonien.

Avant de présenter les heuristiques de s´eparation associ´eesà d’autres classes
d’inégalités, nous allons introduire quelques concepts n´ecessaires `a la compréhen-
sion de ces proc´edures.
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FIG. 3.2 –Exemples de contractions valides.

3.4.4 Contractions valides

Le graphe obtenu en contractant (shrinking) un ensembleS 2 V d’un graphe
G = (V;E) est le graphe dont l’ensemble des sommets estV nS + fsg, où s est
un nouveau sommet qui repr´esente les sommets deS, l’ensemble des arˆetes est
E0 = fe = (u; v) 2 E : u =2 S; v =2 Sg [ f(s; v) : v =2 S et tel que9t 2
S tel que(t; v) 2 Eg où chaque arˆete(s; v) a un coût égalà la somme des coˆuts
des arêtes qu’elles repr´esentent.

On dit qu’une contraction est valide (ou l´egale) pourx, si elle vérifie la pro-
priété suivante :x viole une inégalité valide si et seulement si la solution induite
dans le graphe contract´e la viole aussi. On peut aussi d´efinir des contractions qui
sont valides pour une classe d’in´egalité particulière. Ainsi, une contraction est
valide pour les in´egalités de peigne si elle garantit quex viole un peigne si et
seulement si la solution induite sur le graphe contract´e le viole aussi. La contrac-
tion d’un graphe simplifie consid´erablement la recherche de contraintes viol´ees.
D’où l’importance d’effectuer le maximum de contractions valides avant d’entrer
dans les proc´edures de s´eparation.

L’une des contractions possibles est celle des chaˆınes de 1, ou 1-chaˆıne, c’est
à dire les chaˆınes dont toutes les arˆetese ont un coût xe = 1 dans le grapheGx.
Une 1-chaˆıne peutêtre remplac´ee par une arˆete en contractant tous les sommets
de la chaˆıne sauf une de ses extr´emités.

La deuxième contraction possible porte le nom deréduction(a; 1�a) (voir la
figure 3.2): soit une chaˆıne de 1 dont les deux extr´emitésu etv sont adjacentes au
même sommetw tel quexuw+xvw = 1. On contracte la chaˆıne en un sommets, ce
qui induit une nouvelle arˆete(s;w) tel quexsw = 1. Notons que cette contraction
peut induire d’autres contractions.

La troisième contraction est moins importante puisqu’elle se produit rarement.
Elle concerne un ensembleS de trois sommets qui forment un triangle dansGx
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de coût 1 et qui sont adjacents `a un sommet incident `a trois arêtes dont la somme
des coûts respectifs vaut 1 (voir la figure 3.2).

3.4.5 Construction des cocycles

On a vu que certaines contraintes peuvent ˆetre décrites par leur familleS =
fS1; � � � ; Stg formée de collection de sous-ensembles deVn. Ces ensembles doivent
avoir un cocycle de poids faible pour qu’ils aient une chance d’appartenir `a la fa-
mille qui forme une in´egalité violée. Nous allons donner deux heuristiques de
construction de tels ensembles qui poss`edent un cocycle de poids faible.

Ordre “Max-Back”

Soit un grapheG = (V;E) avec une fonction poidsx sur les arˆetes. Pour un
sous-ensemble de sommetX etY soit :

c(X;Y ) =
X

(xuv : uv 2 E; u 2 X; v 2 Y )

Pour un ordrev1; � � � ; vn des sommets de G, on noteVi l’ensemble desi pre-
miers sommets. On dit qu’un ordre est ” Max-Back ” si :

c(vi; Vi�1) = max
j�i

c(vj; Vi�1) pour touti � 2

Soit S un ensemble de sommets etv =2 S, la quantité c(v; S) est appel´ee la
valeur max-back dev ou la valeur avec laquellev voit S. En d’autres termes dans
un ordre max-back chaque sommet voit l’ensemble form´e par ses pr´edécesseurs
par une valeur sup´erieure ou ´egale aux valeurs avec lesquelles les sommets qui le
suivent voient le mˆeme ensemble.

Construire un ensemble en utilisant un ordre max-back revient `a choisir un
sommet de d´epart puis introduire de nouveaux sommets selon un ordre max-back.
Ceci permet de contrˆoler le poids du cocycle. Dans le cas d’une ´egalité de la valeur
max-back de deux sommets on choisit le sommet qui voitS par le plus grand
nombre d’arêtes, si les deux sommets voientS par le même nombre d’arˆetes,
on choisit le sommet le plus proche de l’ensemble courant en terme de nombre
d’arêtes apr`es avoiréliminé les arêtes le connectant directement `aS.

Remarquons que l’ordre max-back est l’id´ee centrale de l’algorithme de coupe
minimum de Nagamochi et Ibaraki [NI92]. En effet, si on note�(u; v) la valeur
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FIG. 3.3 –Exemple d’oreille.

de la coupe minimum s´eparantu etv dans un grapheG, on a le théorème suivant :

Théorème 6

�(vn; vn�1) = c(vn; Vn�1) (= c(vn))

L’algorithme de Nagamochi et Ibaraki est bas´e sur l’observation suivante : soit
G0 le graphe obtenu `a partir deG en contractantu et v. La coupe minimum dans
G, �(G), vérifie:

�(G) = min(�(u; v); �(G0))

Pour deux sommetsu etv tel qued(u) = �(u; v) on a�(G) = min(�(G0); d(u)),
d’où pour déterminer�(G) il suffit de calculer la valeur de la coupe�(G0) du
graphe contract´e G0. Le théorème nous indique comment trouver des paires de
sommetsu,v.

Construction par oreille

Soit le sous graphe deG = (V;E) induit par un sous-ensemble de sommets
S. Une oreille est un chemin ext´erieur minimal entre deux sommetsu =2 S et
v =2 S, incidentsà S c’est à dire un chemin sans corde et tel que les sommets
appartenant `a ce chemin sont tous dansV nS (voir figure 3.3). On agrandit un
ensemble de sommets en choisissant un sommet de d´epart ensuite en introduisant
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à chaque it´eration les sommets d’une oreille qui minimise la valeur du cocycle.
Cette méthode permet de mieux contrˆoler la façon de construire l’ensemble des
sommets.

3.4.6 Śeparation des peignes

Pour trouver des in´egalités de peignes viol´ees, il suffit de trouver un ensemble
S = fH;T1; � � � ; T2k+1g c’est à dire un mancheH et un nombre impair de dents
qui dépend de la valeur du cocyclex(�(H)), et qui vérifient les conditions sui-
vantes:

(i) 8i = 1; :::; 2k + 1 H \ Ti 6= ;
(ii) 8i = 1; :::; 2k + 1 Ti nH 6= ;
(iii) 81 � i < j � 2k + 1 Ti \ Tj = ;

Il est facile de constater qu’il faut trouver2k + 1 dents si le poids du cocycle
deH est entre2k et 2k + 2. Notons qu’il existe de faibles chances de trouver des
inégalités violées si la valeur du cocycle est proche de ces 2 bornes.

Une première méthode [PR90] consiste `a éliminer du grapheGx toutes les
arêtes de valeur 1. Les composantes biconnexes ou leurs unions, sont des manches
potentiels. Les dents sont soit les arˆetes de poids 1 incidentes au manche, soit
d’autres composantes biconnexes. Une autre m´ethode pour trouver un manche,
consiste `a construire un ensemble de sommets `a partir d’un sommet donn´e en
ajoutant des sommets selon des crit`eres induits par l’ordre max-back ou par addi-
tion d’oreilles.

Pour trouver des in´egalités de peignes viol´ees, il faut savoir `a partir de quel
sommet il faut commencer `a construire un manche, `a quel moment il faut arrˆe-
ter d’agrandir le manche et commencer `a chercher des dents, et quels sont les
sommets qui sont des bons candidats pour commencer `a chercher des dents.

Recherche d’un manche

Pour construire un manche `a partir d’un sommet, il est judicieux de commen-
cer par un sommet qui aurait de fortes chances d’appartenir `a une dent d’un peigne
violé. Les meilleurs candidats sont les dents dont le cocycle a une valeur proche de
2, rappellons que cette valeur est toujours sup´erieure ou ´egaleà 2 puisque toutes
les contraintes de sous-tour sont satisfaites. Il suffit donc de trouver toutes les
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FIG. 3.4 –Exemples de chaque liste.

coupes de valeur 2 par un algorithme polynomial [dV97, Fle97] et ensuite choi-
sir un sommet qui appartient `a l’un des ces coupes, dont la valeur de max-back
est inférieureà une valeur donn´ee. Ce sommet appartiendra `a l’intersection de la
dent et du manche, et sera le sommet de d´epart pour la construction du manche.
Ainsi on a déjà une dent dont la valeur du cocycle est la plus petite possible. Dans
l’impl émentation qu’on utilise, on ne consid`ere que les ensembles form´es de 1-
chaı̂ne. On choisit de commencer `a partir de l’une des 2 extr´emités de la chaˆıne,
d’ailleurs on essaye les deux. On interdira toujours `a l’autre extrémité d’entrer
dans le manche.

Etant donn´ee le manche courantH, on maintient trois types de listes :

– La liste des sommets qui voientH avec une valeur inf´erieureà 1.

– La liste des sommets qui voientH avec une valeur sup´erieure ou ´egaleà 1,
sans qu’il y ait d’arête ou chaˆıne de poids 1 qui relie le sommet au manche.

– La liste des sommets qui voientH avec une valeur sup´erieure ou ´egaleà 1,
mais qui sont incidents `a une arˆete ouà une chaˆıne de poids 1 qui les relient
au manche.

La figure 3.4 donne des exemples de sommets de chaque liste. Les deux pre-
miers sommets appartiennent `a la première liste. Le sommet suivant appartient `a
la deuxième liste et le dernier sommet appartient `a la troisième liste.

Les sommets de la deuxi`eme liste qui ont une valeur de max-back strictement
supérieureà 1, peuvent ˆetre ajoutés automatiquement `aH puisqu’ils diminuent le
poids du cocycle. Les sommets qui ont une valeur de max-back ´egaleà 1, laissent
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la valeur du cocycle inchang´ee. Ces sommets peuvent ˆetre aussi ajout´es automati-
quement `aH. Quant aux deux autres listes, il est beaucoup plus difficile de d´ecider
s’il faut faire entrer les sommets de la troisi`eme liste sous peine de perdre un tr`es
bon candidat pour ˆetre une dent du peigne ou les sommets de premi`ere liste sous
peine d’augmenter la valeur du cocycle. Malheureusement il n’existe pas de r´e-
ponse exacte `a ce problème. On peut choisir de faire entrer les sommets de la
troisième liste si leur valeur max-back exc`ede une valeur donn´ee. Alors que pour
les sommets de la premi`ere liste, leur inclusion dans la manche d´epend fortement
de leur valeur max-back et leur environnement.

A chaque fois que la deuxi`eme liste est vide et la valeur du cocycle est proche
d’un entier impair. On essaye de trouver un peigne viol´e avec le manche obtenu.
Dans le cas d’un ´echec on continue d’agrandir le manche, jusqu’au moment o`u
celui-ci devient excessivement grand, alors on d´ecide de l’abandonner.

Recherche des dents

Quand on a un manche candidat `a appartenir `a un peigne viol´e. On doit com-
mencerà chercher des dents. Leur nombret est connu, il est ´egalà 2k + 1 si la
valeur dex(�(H)) est entre2k et2k+2. S’il existet arêtes de valeur 1 qui appar-
tiennent au cocycle deH alors il suffit de prendre chacune de ces arˆetes comme
une dent du peigne et on a une contrainte viol´ee. Rappelons que ces contraintes
portent le nom de 2-couplage. Sinon il faut chercher `a compléter l’ensemble des
dents. Pour ce faire, on choisit un sommetu 2 H dont la valeur max-back est
minimum, qui n’est pas incident `a une arˆete de valeur 1. Ce sommet pourrait ˆetre
un bon candidat pour appartenir `a l’intersection d’une dent et du manche. Ensuite
on cherche un nœudv =2 H adjacent `au tel quexuv est assez grand. La solution la
plus simple serait d’appliquer un algorithme de coupe minimum qui s´eparefu; vg
et l’ensemble des sommets qui ne doivent pas appartenir `a une dent. Cette m´e-
thode bien qu’exacte, est tr`es coûteuse en terme de temps de calcul. Elle pourrait
être utilisée quand il devient assez difficile de trouver des contraintes viol´ees. Une
méthode heuristique beaucoup plus rapide consiste `a construire la dent en partant
du sommetu en ajoutant des sommets selon la m´ethode max-back ou en ajoutant
des oreilles comme cela a ´eté décrit pour les manches. Notons qu’on laisse la dent
croı̂tre librementà l’intérieur du manche. On s’arrˆete dès qu’on trouve une dent
de cocycle raisonnable. On interdit les sommets qui appartiennent `a l’intersection
deH et de la dent. Et on recommence. Quand on arrive `a obtenir le nombre de
dents nécessaires on v´erifie si la contrainte est viol´ee.

Les choix que nous avons pr´esentés sont des heuristiques, elles sont donc ame-
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néesà être améliorées. Ces choix se basent sur beaucoup de bon sens, et nous ont
permis de trouver de tr`es bons r´esultats dans la s´eparation des peignes. Pour mieux
approfondir ces choix vous pouvez consulter [NT98a]. Notons que parmi toutes
les classes d’in´egalités connues, `a part les in´egalités de sous-tours, les in´egalités
de peignes sont probablement les meilleures coupes du polytope du voyageur de
commerce. D’o`u l’importance de la mise en œuvre des heuristiques performantes
de séparation pour cette classe d’in´egalités.

3.4.7 Autres śeparations

Pour effectuer les s´eparations d’autres types de contraintes, on a utilis´e comme
point de départ l’algorithme de s´eparation des peignes. On verra dans la suite com-
ment on peut partir d’un peigne non viol´e, obtenu par les heuristique de s´eparation
des peignes d´ecrites ci-dessus, pour trouver des contraintes d’arbres de cliques,
d’échelles ou de chemins viol´ees.

Séparation des arbres de cliques

On va montrer comment on peut partir d’une in´egalité de peigne non viol´ee
pour construire une in´egalité d’arbre de cliques viol´ee. Si on consid`ere une in´ega-
lit é de peigne non viol´eeà cause de la grande valeur de l’un des cocycles de ses
dents. La figure 3.5 montre comment on peut construire une in´egalité d’arbre de
clique violée en ajoutant un nombre ad´equat de manche qui intersecte la dite dent.
En gras sur la figure on voit le peigne non viol´e de départ.

Ainsi on déduit le principe de l’heuristique de s´eparation des arbres de cliques.
Supposons qu’on poss`ede un ensembleS = fH1; T1; � � � ; T2k+1g définissant une
inégalité de peigne non viol´ee. En commen¸cant par la dent qui poss`ede le plus
grand cocycle, on essaye de construire avec la m´ethode de l’oreille ou max-back
un ou plusieurs manches, en partant d’un sommet de la dent qui poss`ede une
valeur max-back minimum par rapport `a la dent. Pour chaque manche construit,
on cherche des dents pour compl´eter l’arbre de clique. On r´epète ceci pour chaque
dent du peigne initial dont le cocyle est sup´erieurà une certaine valeur.

Séparation des ińegalités d’́echelles

De la même façon que pour les arbre de cliques, on va essayer de trouver
des inégalités d’échelles violéesà partir de contraintes de peignes non viol´ees.
La figure 3.6 montre des exemples de contraintes d’´echelle violées obtenues `a
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partir de contrainte de peigne. En gras sur la figure, on distingue l’in´egalité de
peigne d’origine. Les coefficients de chaque dent dans l’in´egalité d’échelle est
en police fine. Dans les deux premiers cas, le terme correcteur est nul puisque
(H1 \ P1 : H2 \ P2) = �.

On va distinguer la m´ethode de s´eparation des in´egalités d’échelle selon l’ori-
gine de la violation. Dans le cas o`u le terme correcteur n’est pas l’origine de la
violation, on commence comme d’habitude par un peigne non viol´e. Le manche
du peigne va ˆetre le mancheH1 de l’inégalité d’échelle potentiel. Le point crucial
de notre heuristique consiste `a choisir la dent pendanteP1 qui n’intersecte pas le
mancheH2. Cette dent doit avoir un cocycle proche de 2. Si plusieurs cocycles
satisfont cette condition, on choisit la dent qui est la moins reli´ee aux dents dont la
valeur du cocycle est grande. En effet, soientT etT 0 tels qu’un sommet deT nH1

est adjacent `a un sommet deT 0 n H1 par une arˆete de valeur non n´egligeable, et
telle que la valeur du cocycle deT 0 est assez loin de 2, alors ce sommet est un bon
candidat pour commencer la construction d’un mancheH2, d’où la dentT n’est
pas un bon candidat pour le rˆole deP1.

Une fois décidé quelle dent va jouer le rˆole deP1, il faut construire le manche
H2. Ceci est fait comme d’habitude par construction `a partir d’un sommet ini-
tial par l’addition d’oreilles ou par la m´ethode de max-back. Ensuite, il suffit de
construire la dent pendanteP2 comme dans les heuristiques de s´eparation des
peignes.

On a vu dans la description des in´egalités d’échelle qu’on peut obtenir le mˆeme
type de contrainte en rempla¸cant le mancheH2 par son compl´ementaire. Pour
obtenir ce type de contrainte, on proc`ede de la mˆeme façon que pour les in´egalités
classiques d’´echelles. La dent du manche int´erieur est choisie comme pour la dent
pendanteP1. Le manche ext´erieur est initialis´e par l’union du manche int´erieure et
la dentP1. Il est construit jusqu’`a ce que son cocycle atteint une valeur raisonnable
et tel que toutes les dents avec une grande valeur de cocycle aient un sommet dans
ce manche qui ne soit pas dans le manche int´erieur, pour qu’ils aient un coefficient
égaleà 1. A ce stade, on cherche une dentP2 comme pour les peignes.

Séparation des ińegalités d’́etoile et de chemin

Comme d’habitude on va partir d’in´egalitéde peigne non viol´ees pour construire
des inégalités de chemin ou d’´etoile violées. La figure 3.7 montre des exemples
de contraintes de chemin viol´ees obtenues `a partir de contraintes de peignes. Les
coefficients de chaque dent dans l’in´egalité de chemin sont en police fine.

Pour construire des in´egalité violées, il est donc n´ecessaire de trouver d’autres
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manches tels que leurs sommets soient dans les dents. Une fa¸con de trouver de
nouveaux manches est d’agrandir le manche initial en additionnant des oreilles ou
des sommets par la m´ethode de max-back faisant en sorte de rendre les coefficients
des dents assez petits. Une autre fa¸con consiste `a prendre chaque dent et `a essayer
de trouver une d´ecomposition en intervalles.

Pour un aper¸cu plus détaillé des choix d’impl´ementation des ces proc´edures
de séparation, le lecteur est encourag´e de consulter [NT98b].

3.5 Recherche d’une borne suṕerieure

La recherche de borne sup´erieure est un point fondamental dans n’importe
quel algorithme d’´enumération implicite. Une bonne borne sup´erieure permet
d’élaguer rapidement plusieurs branches de l’arbre de recherche.

A chaque itération on vérifie si la solution courante du programme lin´eaire
est un vecteur d’incidence d’un cycle hamiltonien. Dans ce cas si la valeur de la
solution est inférieureà la borne sup´erieure globalebsg alors on met `a jour cette
variable et on sauvegarde la solution comme ´etant la meilleure solution obtenue.
Sinon, on essaye d’exploiter la solution du programme lin´eaire afin de construire
un cycle hamiltonien de bonne qualit´e.

La solution du programme lin´eaire donne parfois une bonne information sur
la probabilité d’appartenance d’une arˆeteà la solution optimale. Dans notre heu-
ristique de recherche de solution r´ealisable, on va consid´erer qu’une variablee
de poidsxe égale ou proche de 1, dans une solution du programme lin´eaire, a
une forte probabilit´e d’appartenir `a la solution optimale. On exploite ainsi ces in-
formations pour construire selon des r`egles précises un cycle hamiltonien (voir
[Bou95]). On applique ensuite un algorithme de Lin-Kerningham modifi´e pour
améliorer la qualité du cycle obtenu. Cette heuristique nous a permis de trouver
rapidement des solutions r´ealisables de tr`es bonne qualit´e.

3.6 Pricing et Fixation

Puisqu’on travaille sur un sous ensemble d’arˆetes tout au long de l’algorithme
du “Branch and Cut”, il faut v´erifier que la solution du programme lin´eaire sur
le graphe partiel reste optimale pour le graphe complet, avant de pouvoir ´elaguer
ou brancher un nœud de l’arbre du “Branch and Cut”. D’o`u la nécessit´e de faire
appelà la méthode de g´enération de colonnes pour effectuer un pricing des va-
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FIG. 3.7 –Exemple d’inégalités violées de chemin avec deux manches
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riables inactives. Rappelons que la m´ethode des g´enérations des colonnes, v´erifie
si toutes les variables inactives ont un coˆut réduit positif. Dans le cas contraire,
elle ajoute au graphe partiel les variables dont le coˆut réduit re est négatif. Le
nouveau programme lin´eaire est r´esolu avec la m´ethode primale du simplexe en
utilisant la dernière base, puisqu’elle est primale r´ealisable. A la fin du pricing, on
metà jour la valeur de la borne inf´erieure localebil et éventuellement la valeur de
la borne inférieure globalebig.

Pour améliorer les performances du “Branch and Cut”, on effectue un pricing
des variables p´eriodiquement, par exemple tout lesk programmes lin´eaires ré-
solus. Ceci permet de faire entrer tr`es tôt des variables inactives dans le graphe
partiel nécessaires `a la construction de la solution optimale ou `a des solutions de
bonne qualit´e.

Au lieu d’appliquer la m´ethode de g´enération de colonnes sur toutes les va-
riables inactives, on effectue cette op´eration d’une fa¸con hiérarchique. Au d´ebut,
on ne consid`ere que les variables dans le graphe de r´eserve. Si aucune variable
n’est ajoutée au graphe partiel alors on passe au pricing du reste des variables
inactives. Cette ´enumération permet de construire une liste exhaustive des arˆetes
candidates. Au d´ebut de l’exécution de l’algorithme du “Branch and Cut” cette
liste est très grande et ne peut pas ˆetre sauvegard´ee. D’où on détermine une taille
de buffer raisonnable o`u uneénumération syst´ematique doit ˆetre effectu´ee.

Au fur et à mesure de l’avancement du calcul on peut aussi r´eduire le nombre
de variables inactives `a considérer. En effet, si le nœud courant de l’arbre du
“Branch and Cut” est une racine de l’arbre restant, et si le coˆut réduit d’une va-
riable inactivee vérifie la relationvalpl+re > bsg alors la variable n’a plus `aêtre
considérée puisqu’elle est fix´eeà zéro. Ainsi il y a des fortes chances que la liste
complète des variables `a considérer pendant le pricing tient dans le buffer tr`es tôt
pendant l’exécution de l’algorithme. Ceci permet d’acc´elérer consid´erablement
l’ étape de g´enération de colonnes.

Pour pouvoir calculer rapidement le coˆut réduit d’une variable inactive, il faut
être capable de calculer le coefficient de chaque variable dans les contraintes ac-
tives. Pour ce faire, pour chaque sommetv du graphe, on sauvegarde la liste des
contraintes qui contiennentv. Ensuite on calcule le coˆut réduit d’une variable
e = uv en retranchant dece le coefficient de l’arˆete dans une contrainte active,
multiplié par la valeur de sa composante dans la solution duale.
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3.6.1 Fixation

Avant de faire appel `a l’opération de branchement, on essaye de fixer les va-
riables actives hors base en utilisant la valeur de leur coˆut réduit. En effetétant
donné le coût réduitre d’une variablee, et sa valeur courantexe. Si la valeurxe
passe dexe àxe+ t alors la valeur de la fonction ´economique augmente det� re.
Ainsi on peut fixer

– xe à 0 sixe = 0 et bip+ re > bsg.

– xe à 1 sixe = 1 et bip� re > bsg.

En effet, le coˆut réduit représente une borne inf´erieure du changement absolu
de la valeur de la fonction ´economique qui r´esulte de forcer une variable `a passer
d’une borne `a une autre. D’o`u, si l’augmentation de la valeur de la fonction ´eco-
nomique est assez grande pour causer l’´elagage du noeud courant, alors on sait
qu’on peut fixer la variable `a sa valeur courante.

Les fixations sont valides jusqu’`a la fin de l’algorithme si le noeud courant
est aussi le noeud racine de l’arbre du “Branch and Cut”. Dans le cas contraire
les fixations ne sont valides que pour le noeud courant et sa sous arborescence;
puisque au contraire de la g´enération de nouvelles coupes qui ne fait que dimi-
nuer la différence entre la borne inf´erieure et la borne sup´erieure, la g´enération de
colonnes peut augmenter la valeur de cette diff´erence.

Après les fixations par coˆut réduit, on peut fixer d’autres variables par impli-
cation logique, ceci peut se produire dans les cas suivants:

– Si deux arˆetes incidentes `a un sommetv ont été fixéesà 1 alors toutes les
autres arˆetes incidentes `a v peuventêtre fixéesà 0. L’arête incidente aux
deux autres extremit´es des deux arˆetes peut ˆetre fixéeà 0.

– Si n � 3 arêtes incidentes `a un sommetv ont été fixéesà 0 alors les deux
autres arˆetes incidentes `av peuventêtre fixéesà 1.

3.6.2 Ŕealisabilité du programme linéaire

Pendant l’ex´ecution du “Branch and Cut”, le programme lin´eaire courant peut
être irréalisable pour trois raisons :

Une contrainte de degr´es peut ˆetre violée quand toutes les arˆetes du graphe
partiel incidentes `a v sauf une, sont fix´eesà 0. Dans ce cas il suffit d’ajouter
de nouvelles arˆetes incidentes `a v. Si toutes les arˆetes incidentes `a v sont déjà
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présentes dans le graphe partiel alors il faut ´elaguer le nœud de l’arbre du “Branch
and Cut”, puisqu’il n’est pas r´ealisable.

Une inégalité dans le programme lin´eaire a sa partie gauche vide, c’est `a dire
que tout ses variables sont fix´ees, et elle est viol´ee. Puisque toutes les variables
ont des coefficients positifs alors mˆeme en ajoutant des variables l’in´egalité restera
violée. Le nœud de l’arbre du “Branch and Cut” doit ˆetre alors ´elagué.

Dans le cas o`u aucune des deux premi`eres raisons n’est la cause de l’irr´ealisa-
bilit é du programme lin´eaire, on effectue une op´eration de ” pricing ” pour v´erifier
si la solution réalisable duale est duale r´ealisable pour tout le probl`eme. On ajoute
les variables inactives qui poss`edent un coˆut réduit négatif dans le graphe partiel
utilisé pour résoudre le programme lin´eaire.

Si des variables sont ajout´ees, alors on r´esout de nouveau le programme li-
néaire. S’il est toujours irr´ealisable alors on cherchera `a le rendre r´ealisable en
ajoutant de nouvelles colonnes avec des crit`eres plus sophistiqu´es que le simple
signe du coˆut réduit des variables. Notons au passage que la valeur du programme
linéairevalpl est une borne inf´erieure de la valeur de la fonction ´economique du
nœud de l’arbre du “Branch and Cut”. Ainsi, sivalpl � bsg alors on peut ´elaguer
le nœud.

On essaye d’ajouter des variables parmi celles qui ne sont pas r´ealisables pour
rendre le programme lin´eaire réalisable. Une variablee dont la valeur dans le
programme lin´eaire estxe est dite irréalisable si elle viole sa borne inf´erieure ou
sa borne sup´erieure. C’est `a direxe < 0 ouxe > 1. Une variable d’écart est dite
irréalisable si elle a une valeur n´egative dans le programme lin´eaire. Une variable
e de coût réduitre est candidate seulement sivalpl+ re � bsg. SoitB la matrice
de base qui correspond `a la solution duale r´ealisable et primale non r´ealisable.
Pour chaque variable candidate, soitae la colonne de la matrice de contraintes
correspondant `a e et ae solution du syst`emeBae = ae. Soitae(b) la composante
de ae correspondant `a la variable de base irr´ealisablexb. L’augmentation dexe
peut rendre le programme lin´eaire réalisable si et seulement si

– xb est une variable structurelle c’est `a dire correspondant `a une arˆete deG
et

xb < 0 etae(b) < 0

ou

xb > 1 etae(b) > 0
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– xb est une variable d’´ecart et

xb < 0 etae(b) < 0

3.7 Branchement

Pendant la proc´edure de branchement, un nœud de l’arbre du “Branch and
Cut” est subdivis´e en deux ou plusieurs sous-probl`emes, de telle fa¸con que l’union
de l’ensemble des solutions de ces sous-probl`emes soit ´egaleà celle du nœud p`ere.
Il existe plusieurs strat´egies de branchements, mais la plus r´epandue est celle qui
consiste `a choisir une variable dont la valeur est fractionnaire et `a la forcerà être
fixéeà 0 dans un nouveau sous-probl`eme età 1 dans l’autre. Pour le probl`eme du
voyageur de commerce, si la solution n’est pas r´ealisable alors il existe forcement
une variable fractionnaire, car on utilise une s´eparation exacte des contraintes du
sous-tours.

Il existe plusieurs strat´egies pour choisir une variable de branchement. Nous
présenterons ici quelques-unes de ces strat´egies:

– Choisir la variable dont la valeur est la plus proche de0:5.

– Choisir la variable fractionnaire qui a le plus grand coefficient dans la fonc-
tion économique.

– Choisir parmi les variables fractionnaires dont la valeur est proche de0:5
celle qui poss`ede le plus grand coefficient dans la fonction ´economique.
SoitL = minf0:5;maxfxi : xi < 0:5; i 2 Igg etH = maxf0:5;minfxi :
xi > 0:5; i 2 Igg. L’ensemble des variables candidates pour le branchement
estégalàfi 2 I : 0:75 � L < xi < 0:25 + 0:75 �Hg. Parmi ces variables
ont choisit celle qui poss`ede le plus grand coefficient dans la fonction ´eco-
nomique.

– S’il existe des variables fractionnaires qui appartiennent `a la meilleure solu-
tion réalisable connue alors choisir celle qui a le plus grand coefficient dans
la fonctionéconomique. Sinon utiliser la strat´egie précédente.

– Cette strat´egie est utilis´e dans “Cplex callable library” [Cpl95], et porte le
nom de“branchement fort” (strong branching). Sélectionner un ensemble
de variables candidates au branchement. Et r´esoudre pour chaque variable
deux programmes lin´eaires. Un avec la variable fix´eeà zéro et l’autre avec
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la variable fixéeà un. Les programmes lin´eaires ne sont pas r´esolus n´eces-
sairement jusqu’`a l’optimalité, en effet on peut diminuer le temps de calcul
en imposant un nombre d’it´erations limité à effectuer par le simplexe. La
variable de branchement est choisie ensuite, en comparant les valeurs des
solutions des programmes lin´eaires.

Les stratégies de choix diff`erent selon le but recherch´e. On peut soit chercher `a
élaguer rapidement des sous-probl`emes en choisissant la variable de branchement.
Soit essayer de choisir la variable qui a la plus forte chance d’ˆetre (ou de ne pas
être) dans la solution optimale.

Au lieu de partitionner un probl`eme en branchant sur une variable il est aussi
possible de brancher sur une contrainte. Naddef et Clochard [CN93] ont propos´e
de brancher sur les contraintes de sous-tours. Sachant que pour toute solution
réalisable du probl`eme du voyageur de commerce on a:

x(�(S)) est pair, pour toutS � Vn; S 6= Vn; S 6= �

Alors, si on trouve un ensemble de sommetS telle que le cocyclex(�(S)) est
proche d’un nombre impair2k + 1, aveck � 1, le branchement peut ˆetre ef-
fectué en imposantx(�(S)) � 2k sur un côté etx(�(S)) � 2k + 2 de l’autre.
Cette méthode de branchement a permis de diminuer consid´erablement le temps
de résolution de plusieurs instances du probl`eme du voyageur de commerce. La
recherche d’un ensembleS candidat au branchement peut ˆetre faite durant les s´e-
parations, en prenant les manches des in´egalités de peigne ou de chemin. Dans
notre implémentation, le choix de l’ensembleS sur lequel on doit brancher la
contrainte du sous-tour s’effectue selon la mˆeme strat´egie de “branchement fort”
décrite pour les variables. Notons que le branchement sur les contraintes de sous-
tours est tr`es performant quand la valeur de la borne inf´erieure est relativement
mauvaise (tr`es loin de la valeur de la solution optimale!), mais leur performance
se dégrade quand la borne inf´erieure devient tr`es proche de la valeur de la solution
optimale car il devient tr`es difficile de trouver des cocycles de valeurs impaires. A
ce moment, on se tourne vers des strat´egies de branchement sur des variables.

Notons aussi qu’il est possible d’´elaguer un nœud au moment de la r´esolution
du programme lin´eaire pendant la phase de branchement. Dans le cas o`u la fixation
d’une variable `a l’une de ses bornes induit l’´elagage du noeud, il suffit de fixer
cette variable `a sa borne compl´ementaire et d’´elaguer tous les nœuds o`u elle est
fixéeà la même valeur.
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3.8 Stratégie de parcours

Le choix d’un nœud actif d´epend de la strat´egie de parcours adopt´ee. La strat´e-
gie de sélection est un point crucial au succ´es de l’algorithme. Les quatre strat´egies
les plus connues sont les suivantes:

– Meilleur d’abord: on choisit le nœud de meilleure ´evaluation dans la liste
des nœuds actifs. Pour le probl`eme du voyageur de commerce on choisit
donc le nœud dont l’evaluation est minimum.

– Profondeur d’abord: on choisit un fils du dernier nœud ´evalué. Si aucun de
ces nœuds n’est actif, on “backtrack” dans l’arbre.

– Largeur d’abord: On traite les nœuds dans l’ordre de leur cr´eation.

– Mixte: on commence par un parcours en profondeur d’abord sur la premiere
branche de l’arbre puis on continue par la strat´egie meilleur d’abord.

Le choix d’une strat´egie dépend des contraintes sur l’espace m´emoire, le temps
d’exécution et la connaissance d’une solution r´ealisable du probl`eme. Si la stra-
tégie en profondeur n´ecessite moins d’espace m´emoire puisque le nombre des
nœuds actifs reste faible, la strat´egie meilleur d’abord permet de diminuer le temps
de calcul puiqu’elle ne visite qu’un nombre minimum de noeud de l’arbre complet
d’énumération. Notons qu’on utilise la strat´egie profondeur d’abord surtout pour
avoir rapidement une solutions r´ealisables du probl`eme et donc une borne sup´e-
rieure. Ceci n’est pas n´ecessaire dans notre impl´ementation puisqu’on sait trouver
rapidement des solution r´ealisable de tr`es bonne qualit´e grâceà notre heuristique
d’exploitation des solutions fractionnaires du programme lin´eaire. Notons pour
terminer que la strat´egie largeur d’abord est tomb´ee en d´esuétude, en raison de sa
faible efficacité.
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Chapitre 4

Quelques notions de paralĺelisme

Dans ce chapitre nous introduirons quelques concepts de base du pa-
rall élisme, nous pr´esenterons la probl´ematique de conception d’algo-
rithme parallèle pour des applications irr´egulières. Nous terminerons
par les fonctions d’´evaluation d’un algorithme parall`ele.

4.1 Introduction

Les applications informatiques n´ecessitent de plus en plus de puissance de
calcul. Pour obtenir des niveaux de performance ´elevés, on peut construire des
systèmes informatiques dans lesquels plusieurs unit´es de calcul coop`erent pour
résoudre le mˆeme problème. Un travail avance plus vite `a plusieurs que seul et il
est possible de r´ealiserà plusieurs des travaux dont la taille d´epasse les capacit´es
d’un seul.

L’ évolution des machines parall`eles a suivi l’évolution des processeurs et des
réseaux. Des processeurs de plus en plus puissant sont apparus et ont permis de
construire des stations de travail avec des puissances ´equivalentes `a celles des
premiers supercalculateurs. Les premiers supercalculateurs ont ´eté construits au-
tour des microprocesseurs vectoriels. Cette famille de microprocesseurs “pipe-
line” les opérationsélémentaires pour calculer rapidement des op´erations d’al-
gèbre linéaire courantes. Les machines Cray ont largement exploit´e cette tech-
nique. Mais le prix des machines `a base de microprocesseurs vectoriels reste trop
élevé.

L’apparition des r´eseaux `a haut débit a permis d’interconnecter des dizaines,
voire des centaines d’ordinateurs qui ´echangent des informations `a vitesse tr`es
élevée, ce qui a permis de voir une nouvelle g´enération de machines parall`eles
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à faible coût qui utilisent des composants standards tant au niveau des syst`emes
d’exploitation que du r´eseau d’interconnexion et des processeurs.

4.2 Architecture des machines parall̀eles

Les ordinateurs parall`eles sont construits autour d’un ensemble de plusieurs
nœuds interconnect´es. Chaque nœud correspond `a un processeur de calcul qui
peut communiquer avec les autres processeurs. Le processeur est reli´eà un espace
mémoire qui peut ˆetre partag´e avec les autres nœuds.

Les machines parall`eles ontété class´ees selon leur mode de fonctionnement.
Flynn [Fly79] distingue quatre types de machines selon le nombre de flot d’ins-
truction et de donn´ees :

– Les machines SISD (Single Instruction Single Data): Une seule instruction
s’exécute sur une seule donn´eeà la fois. Ce type d’architecture correspond
à une machine monoprocesseur.

– Les machines SIMD (Single Instruction Multiple Data): Les processeurs
exécutent la mˆeme instruction sur des donn´ees différentes. Ce type de ma-
chine est utilis´e pour des calculs sp´ecialisés. Elles peuvent contenir plu-
sieurs centaines de processeurs grˆaceà la simplicité de leur architecture.

– Les machines MISD (Multiple Instruction Single Data): plusieurs instruc-
tions s’exécutent sur une seule donn´ee. Ce type de machine n’a pas d’´exis-
tance réelle.

– Les machines MIMD (Multiple Instruction Single Data): Ce sont les ma-
chines les plus courantes aujourd’hui. Ce type d’architecture repr´esente un
système de processeurs autonomes o`u chacun ex´ecute son propre flot d’ins-
tructions sur des flots de donn´ees différentes.

Ducan [Duc90] a ´etendu cette classification selon le mode de synchronisation
des nœuds :

– Les machines synchrones : Une horloge globale synchronise les diff´erents
nœuds du syst`eme sur une base de temps commune.

– Les machines asynchrones : Chaque machine est autonome et poss`ede une
horloge locale qui lui est propre.



4.2 Architecture des machines parall̀eles 57

Les machines SIMD sont synchrones par d´efinition. La majorité des machines
MIMD sont asynchrone. On s’int´eresse ici aux architectures MIMD asynchrones.

Un autre point qui différencie les ordinateurs parall`eles est l’organisation de
la mémoire. Elle peut ˆetre partag´ee par tous les processeurs ou distribu´ee.

4.2.1 Les architectures̀a mémoire partagée

Les processeurs ´ecrivent et lisent dans le mˆeme espace d’adressage m´emoire,
(figure 4.1(a)). Toute op´eration effectu´ee sur la m´emoire par un processeur est
immédiatement visible par l’ensemble des autres processeurs. L’existence d’une
mémoire partag´ee permet d’exploiter un parall´elisme de grain fin.

P P P PP

Mémoire
M M M M M

P P P P P

Réseau

(a) (b)

FIG. 4.1 –(a) Machineà mémoire partag´ee (b) Machine `a mémoire distribué

Cependant, l’acc`es à la mémoire constitue un goulot d’´etranglement sur ce
type de machine d`es que le nombre de processeurs devient important. Ce nombre
se limiteà une dizaine de processeurs sur les ordinateurs `a mémoire partag´ee.

4.2.2 Les architectures̀a mémoire distribuée

Chaque processeur poss`ede sa propre zone m´emoire. Les différents nœuds de
calcul, définis par l’ensemblefprocesseur + m´emoireg, sont reliés entre eux par
un réseau d’interconnexion, (figure 4.1(b)). Les nœuds de calcul communiquent
entre eux par des ´echanges de messages `a travers le r´eseau de communication. Le
temps de communication d’un message peut ˆetre modélisé par une fonction de la
forme:

Latence + taille du message/bande passante

où la latence de communication est le temps de d´emarrage de la communica-
tion. La bande passante du r´eseau est la quantit´e de donn´ees qui peut transiter sur
un lien par unité de temps.
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Les constructeurs ont essay´e plusieurs topologies de r´eseau pour connecter
les nœuds de calcul : hypercube pour le CM2 et le iPSC, grilles pour le Paragon,
tore pour le Cray T3E, fat-tree pour le CM5, r´eseau multi-´etages pour le SP1...
Dans les anciennes g´enérations de machines, la topologie du r´eseau est un ´elé-
ment critique qu’il faut prendre en consid´eration lors de la programmation d’une
application. La latence de communication entre deux nœuds peut fortement varier
selon qu’ils sont voisins ou non. Il est `a la charge du programmeur de d´ecouper
et placer ses donn´ees de fa¸con à ne pas d´egrader les performances esp´erées par
la parallélisation de l’application `a cause des performances du r´eseau d’intercon-
nexion.

La nouvelle génération de machines MIMD utilise des r´eseaux d’intercon-
nexion qui assurent des latences de communication constantes entre processeurs.
La plupart des machines utilisent des modes de routage d´erivés duwormhole.
Dans ce mode, acheminer un message consiste `a établir un chemin dans le r´eseau
entre le nœud source et le nœud destination. Le message est ensuite d´ecoupé en
petits paquets qui sont envoy´es les uns `a la suite des autres sur le chemin fix´e.
Ce mode de routage rend les communications peu d´ependantes de la topologie du
réseau.

Pour améliorer les performances de communications certaines machines offrent
la possibilité de recouvrir les calculs et les communications comme dans le Cray
T3D et T3E et le IBM SP2. Les nœuds de calculs des machines poss`edent un
microprocesseur sp´ecialisé dans la communication qui acc`ede directement `a la
mémoire du nœud.

Il existe aujourd’hui des machines avec des architectures mixtes : des ma-
chinesà mémoire distribu´ee dont les nœuds de calculs sont des ordinateurs pa-
rallèlesà mémoire partag´ee (figure 4.2). La machine SGI-Origin 2000 en est un
exemple. Ce type d’architecture est amen´e à se développer car il permet d’ex-
ploiter plusieurs grains de parall´elisme. Notons aussi le d´eveloppement des ma-
chinesà mémoire partag´ee virtuelle, ainsi que la multiplication des r´eseaux de
stations, que l’on appelle aussi grappe de stations, et qui pr´esentent l’avantage
d’être flexibles, modulaires et d’un coˆut économique relativement peu ´elevé.

Nous ne consid´ererons pour notre parall´elisation que les machines parall`eles
MIMD à mémoire distribu´ee.
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PPPP
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FIG. 4.2 –Architecture mixte

4.3 Approche de paralĺelisation

Dans la section pr´ecédente nous avons rappel´e les architectures des machines
parallèles. Dans cette section nous pr´esenterons les diff´erentes approches de pa-
rallélisation d’une application, ainsi que les probl`emes qui se posent et les choix
qui peuvent ˆetre pris durant la parall´elisation. Nous ne nous int´eressons qu’aux
méthodes de parall´elisation explicite.

Il n’existe pas d’approche type lors de la parall´elisation d’une application.
Ceci dépend fortement de la nature de l’application. Il est souvent n´ecessaire de
construire un algorithme parall`ele très différent de l’algorithme s´equentiel. Pen-
dant la proc´edure de parall´elisation, il faut identifier les tˆaches qui peuvent s’ex´e-
cuter en parall`ele. Il faut ensuite choisir l’ordre d’ex´ecution de chacune des tˆaches
et le processeur o`u elles seront ex´ecutées.

4.3.1 Sources du paralĺelisme

Parallélisme de donńees

Le parallélisme de donn´ees est la premi`ere source de parall´elisme. Il consiste `a
effectuer la mˆeme opération en parall`ele sur un ensemble de donn´ees réparties sur
les processeurs. Le programme parall`ele se résume en une succession de phases
de calcul et de phases de communication. La phase de communication permet de
mettreà jour des donn´ees distantes ou `a redistribuer des donn´ees pour am´eliorer
la localité et l’équilibrage de charge entre les processeurs.
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Parallélisme de contr̂ole

Le parallélisme de contrˆole ou fonctionnel consiste `a découper une application
en plusieurs tˆaches qui peuvent s’ex´ecuter en parall`ele. L’algorithme parall`ele peut
être décrit sous la forme d’un graphe orient´e sans cycle de d´ependance entre les
tâches : une tˆache ne peut ˆetre effectu´ee qu’après la fin de l’exécution de toutes
les tâches qui la pr´ecèdent dans le graphe de d´ependance. Dans ce paradigme de
parallélisme, ce sont les traitements qui sont plac´es sur un processeur. Les donn´ees
sont acc´edéesà distance ou d´eplacées en tant que param`etre du traitement. Dans
la suite, nous parlerons essentiellement de parall´elisme de contrˆole qui est plus
général que le parall´elisme de donn´ees.

4.3.2 Grain de paralĺelisme

Le grain de parall´elisme peut ˆetre défini comme la longueur des s´equences de
calcul ou des tˆaches sur un nœud. Le choix de la granularit´e est un point essentiel
pendant la description d’un algorithme parall`ele. Dans le parall´elisme de donn´ees,
le grain de parall´elisme est d´eterminé par la finesse de la d´ecoupe des donn´ees.
Dans le parall´elisme de contrˆole le grain de parall´elisme est d´eterminé par le rap-
port entre le temps d’ex´ecution des tˆaches et la largeur du graphe des tˆaches, c’est
à dire le nombre maximum de tˆaches qui peuvent s’ex´ecuter en parall`ele. On aug-
mente le grain de parall´elisme en regroupant plusieurs tˆaches. On obtient alors un
parallélisme de gros grain. Puis on diminue la granularit´e en découpant les tˆaches
en sous-tˆaches plus petites. On obtient alors un parall´elisme de grain fin.

Le choix de granularit´e peutêtre fait en fonction des caract´eristiques d’une
machine cible particuli`ere. On a d´ejà vu que les machines parall`elesà mémoire
partagée sont bien adapt´eesà un parallélisme de grain fin grˆaceà la localité des
données, mais elles ne peuvent enti`erement l’exploiter `a cause du nombre limit´e
de processeurs. Pour les machines `a mémoire distribu´ee, c’est la latence de com-
munication et la bande passante de communication qui influent sur le grain de
parallélisme souhaitable. Ainsi un grain trop fin peut entraˆıner trop de commu-
nication entre les processeurs. Alors qu’un parall´elisme de gros grain rend les
calculs trop longs devant des communications n´egligeables et diminue la concur-
rence de calcul entre les processeurs ce qui entraˆıne un déséquilibre de charge
entre les processeurs. Il est important de faire un compromis entre le grain de pa-
rallélisme et le sur-coˆut de la gestion du parall´elisme qu’il induit. Il est parfois
utile de pouvoir contrˆoler dynamiquement le grain de parall´elisme durant l’ex´e-
cution.
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4.3.3 Les applications parall̀eles irrégulières

On peut classer les applications parall`eles selon leur comportement. Une ap-
plication parallèle est dite r´egulière si on peut pr´edire à l’avance le graphe des
tâches et la dur´ee des tˆaches. En revanche, une application parall`ele est dite irr´e-
gulière si on ne peut pas pr´edire le comportement de l’application ind´ependam-
ment de l’instance du probl`eme qu’on cherche `a résoudre. On peut avoir plusieurs
causes de cette irr´egularité:

– La durée de calcul ainsi que le nombre d’´etapes de calculs dans une tˆache
ne sont pas connus et varient fortement d’une tˆacheà l’autre.

– On ne connait pas pr´ecisément les d´ependances entre les tˆaches. Il est im-
possible de construire le graphe des tˆaches a priori.

– La taille des donn´ees manipul´ees lors des communications varie fortement
ou n’est pas connue d’avance.

La parallélisation des applications irr´egulières se heurte `a la difficulté de pré-
voir même partiellement le graphe des tˆaches et l’estimation des coˆuts de calcul
d’une tâche en fonction de ses entr´ees. Ainsi, il est difficile de bien choisir d’une
part le grain de parall´elisme afin d’avoir un bon ´equilibrage de charge, et d’autre
part le placement optimal des tˆaches afin de minimiser les communications.

Les applications irr´egulières peuvent provenir de plusieurs domaines tels que
l’optimisation combinatoire, la dynamique mol´eculaire, la m´etéorologie...

4.3.4 Ordonnancement

L’ordonnancement des tˆaches consiste `a attribuer une date de d´ebut d’exécu-
tion à chaque tˆache. L’ordonnancement d´epend du nombre de processeurs utili-
sés et du graphe de pr´ecédence des tˆaches. Pour les applications r´egulières, il est
“facile” d’ordonnancer les tˆaches puisque le graphe de pr´ecédence est connu `a
l’avance. Pour les applications irr´egulières le graphe de pr´ecédence est connu au
cours de l’exécution. On ordonnance les tˆaches au fur et `a mesure de leur cr´ea-
tion. On utilise donc des m´ethodes d’ordonnancement en ligne plus compliqu´ees
à mettre en œuvre.
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4.3.5 Placement et ŕegulation de charge

L’un des points importants de la parall´elisation d’une application est le choix
d’un bon placement des tˆaches sur les processeurs minimisant les communica-
tions. Ainsi on place les tˆaches de mani`ere à ce que l’acc`es aux donn´ees soit
le plus local possible pour ne pas surcharger le r´eseau de communication. On
place en g´enéral sur le mˆeme processeur les tˆaches qui ont beaucoup de donn´eesà
échanger. De plus, afin de maximiser la concurrence et donc de mieux ´equilibrer
la charge de calcul entre les processeurs, le placement doit garder le plus de tˆaches
actives simultan´ement.

En pratique, le placement et l’ordonnancement de tˆaches s’effectuent au mˆeme
moment. Pour les applications r´egulières on utilise des algorithmes d’ordonnance-
ment et de placement statique. Le probl`eme de placement peut ˆetre défini comme
un problème combinatoire sur le graphe des tˆaches o`u les coûts des sommets et
des arcs sont d´efinis comme ´etantégaux respectivement `a la durée de l’exécution
de la tâche et au temps de communication des donn´ees.

Pour les applications irr´egulières, on utilise des algorithmes de placement dy-
namique sp´ecialement adapt´es au probl`eme. Des m´ecanismes de r´egulation de
charge dynamique sont aussi int´egrésà l’application. Ces algorithmes comportent
plusieurs phases:

– L’ évaluation de la charge de chaque processeur. Elle est en g´enéral très dif-
ficile à définir pour les applications irr´egulières, puisqu’on ne connaˆıt pasà
l’avance le coˆut d’une tâche.

– La détermination de la surcharge ou de la sous-charge d’un processeur.

– La sélection des tˆaches `a migrer d’un processeur `a un autre.

– La migration de tˆaches s´electionnées.

Notons qu’un bon algorithme de r´egulation de charge ne doit pas augmenter
considérablement les communications dues `a la migration des tˆaches, et ne doit
pas consommer beaucoup de temps de calcul durant les diff´erentes ´etapes d’´eva-
luation de la charge.

4.4 Mesure des performances

L’ évaluation de performance d’un algorithme parall`ele est importante pour
connaˆıtre le “gain” obtenu par la parall´elisation par rapport `a l’algorithme sé-
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quentiel.

4.4.1 Acćelération

L’accélération (Speed Up) est définie comme le rapport du temps d’ex´ecution
séquentielTseq sur le temps de l’ex´ecution parall`eleTp surp processeurs:

Sp =
Tseq
Tp

L’accélération idéale est ´egaleà p. Si on consid`ere la fonction acc´elération
S(p), l’algorithme parallèle est d’autant plus performant que la fonctionS(p) est
proche de la droitey = p. On parlera dans ce cas d’acc´elération linéaire. Pour
avoir des bonnes acc´elérations, il faut que le surcoˆut de la parall´elisation en temps
de calcul et surtout en volume de communication soit minimum. Il faut s’appli-
quer aussi `a minimiser les temps d’inactivit´e des processeurs dˆusà une mauvaise
répartition de charge.

Notons qu’on peut introduire la notion d’acc´elération relative, par opposition
à l’accélération absolue, qui ne prend pas en compte dansTseq les parties intrins`e-
quement s´eqentielles de l’algorithme.

4.4.2 Efficacit́e

L’efficacité d’un algorithme parall`ele est d´efinie comme le rapport de l’acc´e-
lération sur le nombre de processeurs.

Ep =
Sp
p

=
Tseq
p � Tp

L’efficacité représente le rendement de l’algorithme parall`ele et elle est sou-
vent exprimée par un pourcentage qui repr´esente l’utilisation moyenne des proces-
seurs par rapport `a une utilisation permanente durant toute la dur´ee de l’exécution
Tp.

Pour approfondir toutes ces notions, le lecteur est encourag´e de consulter
[CT93, AGF+95].
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Chapitre 5

Parallélisation du “Branch and
Bound”

Dans ce chapitre nous pr´esenterons un aper¸cu non exhaustif des ´etudes
de parallélisation de l’algorithme du “Branch and Bound” d´edié à la
résolution de probl`eme d’optimisation combinatoire. Nous rapporte-
rons quelques exemples d’exp´erimentations et de plateformes de pro-
grammation de “Branch and Bound” parall`ele.

5.1 L’algorithme du “Branch and Bound”

La méthode du “Branch and Bound” est l’un des plus puissants algorithmes
pour résoudre des probl`emesNP-difficile. Pour la plupart des ces probl`emes
seulement des petites instances peuvent ˆetre résolues en un temps raisonnable
sur des ordinateurs s´equentiels. La parall´elisation de cette m´ethode pour dimi-
nuer les temps de calcul a retenu l’attention de nombreux chercheurs dans les dix
dernières ann´ees, en particulier pour la r´esolution de probl`emes d’optimisation
combinatoire. L’objectif de cette section est de donner un aper¸cu général sur l’état
de ces recherches et les r´esultats obtenus.

Rappellons que la m´ethode du “Branch and Bound” consiste en une ´enumé-
ration implicite de l’ensemble des solutions d’un probl`eme d’optimisationP :
minx2S c(x), où c(x) est une fonction coˆut etS est l’espace des solutions r´eali-
sables deP . Le principe de l’algorithme est de diviser l’ensemble des solutions en
sous-ensembles. Cette op´eration s’appelle branchement. Elle consiste `a construire
un arbreT = (N;E) où N représente l’ensemble des nœuds de l’arbre qui repr´e-
sentent les sous-ensembles obtenus par branchement. Ensuite un nœud est s´elec-
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tionné de la file des nœuds actifs puis ´evalué. La valeur du nœud repr´esente une
borne inférieure de la valeur de la solution optimale. Un nœud peut ˆetreélagué
si sonévaluation est sup´erieureà la meilleure solution connue, sinon le nœud est
ajouté à la file des nœuds actifs. La strat´egie de s´election du nœud d´efinit la ma-
nière de parcourir l’arbre du “Branch and Bound”. Pour une bonne compr´ehension
des phénomènes liés aux performances de l’algorithme du “Branch and Bound”
Nous allons caract´eriser l’ensemble des nœuds de l’arbre complet d’´enumération
implicite. Nous reprenons les d´efinitions de Mans et Roucairol dans [MR96] des
diff érents sous-ensembles de nœuds inclus dansN :

C

E O
I

FIG. 5.1 –Structure de l’arbre complet d’´enumération du “Branch and Bound”

– Un ensemble critique

C = fNijc(Ni) < c(x�)g

C est l’ensemble de nœuds d’´evaluation inférieureà la valeur de la solution
optimale.

– Un ensemble des nœuds d’ind´ecision

I = fNijc(Ni) = c(x�); Ni n’est pas r´ealisableg
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I est l’ensemble des nœuds d’´evaluationégaleà la valeur de la solution
optimale mais qui ne sont pas r´ealisables.

– Un ensemble des nœuds optimaux

O = fNijc(Ni) = c(x�); Ni est réalisableg

– Un ensemble des nœuds `a élaguer

E = fNijc(Ni) > c(x�)g

E est l’ensemble des nœuds d’´evaluation sup´erieureà la valeur de la solu-
tion optimale.

L’arbre critique compos´e des nœuds deC, correspond `a l’arbre de taille mi-
nimale que l’on doit d´evelopper pour prouver qu’une solution est optimale. L’ex-
ploration des nœuds de l’ensembleE ne peut pas conduire `a une solution opti-
male et provoque une perte en espace m´emoire et en temps de calcul. La strat´egie
“meilleur d’abord” interdit l’exploration des noeuds deE. Toutefois notons que
la taille de l’espace m´emoire requis pour stocker les noeuds actifs croˆıt exponen-
tiellement avec cette strat´egie.

L’algorithme du “Branch and Bound” est une application irr´egulièrepuisqu’on
ne peut pas pr´edire son comportement ind´ependamment de l’instance du probl`eme
que l’on souhaite r´esoudre. La dur´ee de calcul des tˆaches est inconnue `a priori et
il en est de mˆeme du nombre de tˆaches `a traiter, ainsi que de leur d´ependance.

5.2 Approche de paralĺelisation

On peut classer les algorithmes parall`eles de “Branch and Bound” selon le
grain de parall´elisme utilisé. Il existe trois strat´egies.

– La première consiste `a introduire le parall´elisme pendant l’´evaluation du
nœud de l’arbre du “Branch and Bound”. Ce parall´elisme n’influe pas sur la
structure de l’algorithme du “Branch and Bound”. Il d´epend fortement de la
méthode d’évaluation d’un sous-probl`eme.

– La deuxième strat´egie de parall´elisation consiste `a construire l’arbre du
“Branch and Bound” en parall`ele. Plusieurs nœuds de l’arbre du “Branch
and Bound” sont ´evalués simultan´ement sur les processeurs de la machine
parallèle.
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– Le dernier type de parall´elisme consiste `a construire plusieurs arbres du
“Branch and Bound” en parall`ele avec des strat´egies différentes. Sur chaque
processeur, on choisit une strat´egie différente de branchement, de s´election
ou d’élimination... Les informations recueillies sur un processeur pendant
la construction d’un arbre peuvent ˆetre utilisées sur d’autres processeurs.

Les trois strat´egies de parall´elisation peuvent ˆetre combin´ees soit d’une fa¸con
séquentielle, soit d’une fa¸con hiérarchique. Pekny et Miller [PM92] ont parall´elisé
l’ évaluation du noeud racine, pour passer ensuite `a une construction en parall`ele
du reste de l’arbre du “Branch and Bound”. Mais dans la majorit´e une seule stra-
tégie de parall´elisation est exploit´ee.

5.2.1 Paralĺelisation de l’évaluation

La fonction d’évaluation dans un algorithme de “Branch and Bound” est sp´e-
cifique au probl`eme résolu. Pour des probl`emes qui s’´ecrivent sous la forme d’un
programme lin´eaire en variables mixtes, on utilise g´enéralement, pour ´evaluer un
nœud, un algorithme de r´esolution de programmes lin´eaires en variables r´eelles,
comme la m´ethode du simplexe par exemple. Plusieurs ´etudes ont ´eté menées pour
la parallélisation des m´ethodes de r´esolution de programmes lin´eaires.

OSL[IBM95], la librairie de routine d’optimisation de IBM, fournit trois m´e-
thodes de r´esolution de programmes lin´eaires: La m´ethode de la barri`ere logarith-
mique, la méthode de d´ecomposition par bloc et le simplexe.

La méthode de la barri`ere logarithmique, dite aussi m´ethode des points int´e-
rieures, est une m´ethode alternative au simplexe pour la r´esolution de programmes
linéaires. Elle consiste `a transformer un programme lin´eaire mis sous forme stan-
dard en reportant dans la fonction ´economique les bornes sur les variables. L’´etape
coûteuse en temps de calcul est la factorisation de Cholesky d’une certaine ma-
trice. Il est important de r´eordonner les lignes et les colonnes de la matrice pour
minimiser le remplissage. La parall´elisation de la m´ethode de la barri`ere repose
sur une d´ecomposition par bloc de la matrice et la parall´elisation des descentes-
remontées. IBM annonce des acc´elérations de trois `a cinq sur huit processeurs SP2
avec OSLp. L’usage du switch est recommand´e car l’algorithme met en œuvre un
parallélisme de grain fin. Les ´echanges sur le r´eseau de communication sont tr`es
importants.

Quand le programme lin´eaire a une structure par blocs en escalier (planning
avec des couplages entre les p´eriodes de temps) ou des structures par blocs ind´e-
pendants coupl´ees par quelques contraintes (mod`eles de r´eseau o`u chaque sommet
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est modélisé par un programme lin´eaire sp´ecifiques), OSL reconnaˆıt automati-
quement ces structures et utilise l’algorithme de Dantzig-Wolf pour la r´esolution.
Cette méthode est parall´elisable facilement. Les acc´elérations obtenues sont qua-
siment linéaires.

Malheureusement l’impl´ementation de l’algorithme parall`ele du simplexe `a
grain moyen donne “des r´esultats d´esastreux sans raison apparente”. Une parall´e-
lisation du simplexe avec un grain fin est actuellement `a l’étude.

ILOG CPLEX fournit aussi une version parall`ele des algorithmes du simplexe
et de la barri`ere logarithmique.

La parallélisation de l’évaluation reste encore tr`es peu exploit´eà cause la com-
plexité de sa mise en œuvre et les synchronisations qu’elle n´ecessiterait pendant
l’exécution l’algorithme du “Branch and Bound”.

5.2.2 Explorations concurrentes

Cette strat´egie de parall´elisation utilise un gros grain. Elle est bien adapt´eeà
des architectures MIMD asynchrones. Mais son int´erêt reste tr`es limité et donc tr`es
peuétudié. Un exemple de ce type de parall´elisation est de construire des arbres
de “Branch and Bound” avec des strat´egies de branchement diff´erentes [MP93].

On peut aussi faire construire les arbres de “Branch and Bound” sur chaque
processeur en utilisant des strat´egies de parcours diff´erentes. Jankiram et al.[JAM88]
utilisent une variante du parcours en profondeur d’abords. Cette m´ethode s´elec-
tionne d’une fa¸con aléatoire le prochain nœud `a évaluer parmi les derniers sous-
problèmes g´enérés. C’est une strat´egie de parcours en profondeur d’abord al´ea-
toire. La probabilité que deux processeurs construisent le mˆeme arbre du “Branch
and Bound” est minime. Mais il arrive que les processeurs effectuent les mˆeme
calculs particulièrement pendant le d´ebut de l’algorithme. Pour ´eviter cette re-
dondance de calcul, une liste globale des statuts des sous-probl`emes dans les k
premiers niveaux de l’arbre du “Branch and Bound” est maintenue. Cela a permis
d’obtenir de bonnes performances. Les simulations ont montr´e que l’algorithme
se comporte beaucoup mieux sur une machine `a mémoire partag´ee que sur une
machineà mémoire distribu´ee.

Un autre exemple de parall´elisation consiste `a construire les arbres du “Branch
and Bound” en parall`ele avec des tests d’´elagage différents [KK84]. L’idée prin-
cipale dans ce genre d’algorithme est que chaque processeur effectue le test d’´eli-
mination avec une borne sup´erieure différente (dans le cas des probl`emes de mini-
misation). Un processeur utilise la valeur de la meilleure borne sup´erieure trouv´ee
au cours du calcul par tous les processeurs, tandis que les autres choisissent une



70 Parallélisation du “Branch and Bound”

borne sup´erieure “optimiste”, c’est-`a-dire de valeur ´egaleà la valeur borne sup´e-
rieure -", avec" > 0. On peut consid´erer que sur de tels processeurs on construit
une"-aproximation de l’algorithme du “Branch and Bound”. Notons qu’`a tout
instant, il existe un processeur qui utilise" = 0. Cette méthode est bien adapt´ee
aux algorithmes dans lesquels la valeur de la borne sup´erieure change souvent.
Ceci est particuli`erement vrai lorsqu’on ne dispose pas de bonnes heuristiques de
recherche de borne sup´erieure, principalement pour les probl`emes pour lesquels
on ne sait mˆeme pas si une solution r´ealisable existe.

5.2.3 Paralĺelisation de la recherche arborescente

Cette strat´egie de parall´elisation utilise aussi un gros grain de calcul. Elle est
bien adapt´eeà des architectures MIMD asynchrones.

Il existe aussi quelques impl´ementations sur des machines massivement paral-
lèles d’architecture SIMD de grain fin. Ces impl´ementations sont plutˆot adaptées
aux problèmes dont la fonction d’´evaluation est triviale et qui s’ex´ecute en temps
constant. Dans la majorit´e des cas, la fonction d’´evaluation est tr`es différente d’un
nœudà l’autre. Notons aussi que le surcoˆut dû à la synchronisation dans ce type
d’implémentation est tr`esélevé.

Nous ne nous int´eresserons qu’`a cette approche de parall´elisation dans la suite.
Nous donnerons une classification des algorithmes parall`eles de ce type et les
résultats th´eoriques et pratiques obtenus.

5.3 Classification des algorithmes de recherche ar-
borescente parall̀ele

On peut classer les algorithmes parall`eles de “Branch and Bound” de ce type
sur machine MIMD asynchrone selon plusieurs crit`eres. Nous avons choisi de
suivre la classification propos´ee par Gendron et Crainic dans [GC94]:

– Algorithme synchrone avec une file d’attente unique.

– Algorithme asynchrone avec une file d’attente unique.

– Algorithme synchrone avec plusieurs files d’attente.

– Algorithme asynchrone avec plusieurs files d’attente.
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Un algorithme synchrone est divis´e en plusieurs phases: des phases de cal-
cul et des phases de communication. Les communications s’effectuent entre deux
phases de calculs. Tous les processeurs doivent se synchroniser avant la phase de
communication. On peut distinguer deux types d’algorithmes synchrones:

– ceux dont le protocole de communication est fix´e et ne varie pas d’une ex´e-
cutionà une autre. Dans ce dernier cas, le protocole de communication est
défini par l’ensemble des informations `a envoyer et leur destination; ces
algorithmes ont un comportement d´eterministe et suivent le mˆeme chemi-
nement d’une ex´ecutionà une autre.

– ceux dont le protocole d´epend des informations recueillies pendant l’ex´ecu-
tion et donc peuvent ne pas avoir le mˆeme comportement d’une ex´ecutionà
une autre.

Dans les algorithmes asynchrones, les communications peuvent se faire `a n’im-
porte quel moment de l’ex´ecution. Ce type d’algorithme a un comportement tota-
lement non d´eterministe.

Le deuxième critère de classification est bas´e sur la file des nœuds de l’arbre
du “Branch and Bound” en attente d’ˆetreévalués. La classification distingue les
algorithmes qui poss`edent une seule file et ceux qui en poss`edent plusieurs.

Les algorithmes avec une file unique sont souvent impl´ementés sur une archi-
tectureà mémoire partag´ee. Dans le cas d’une architecture `a mémoire distribu´ee,
ces algorithmes sont bas´es sur le paradigme maˆıtre/esclave. Le processeur maˆıtre
coordonne le travail entre les processeurs esclaves, et g`ere la file d’attente qui se
trouve dans sa zone m´emoire. Il envoie les nœuds de la file aux esclaves et re-
çoit les nouveaux nœuds g´enérés par les esclaves. Le contrˆole centralis´e assure
une certaine ´equité du travail entre les processeurs, mais n´ecessite l’utilisation de
structures de donn´ees complexes pour r´eduire les goulots d’´etranglement.

Les algorithmes avec plusieurs files peuvent ˆetre implémentés de différentes
façons. On peut associer une file pour chaque processeur ou pour un groupe de
processeurs. On peut aussi cr´eer une file globale qui coexiste avec les files lo-
cales de chaque processeur. Ce type d’organisation est dit hybride ou mixte. Le
contrôle distribué nécessite la mise en place d’algorithmes efficaces d’´equilibrage
de charge et de d´etection de la terminaison.
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5.4 Equilibrage de charge dans un algorithme pa-
rall èle de “Branch and Bound” distribué

La régulation de la charge entre processeurs est un point essentiel dans n’im-
porte quel algorithme parall`ele. Le but de ce type d’algorithme est d’assurer un
bon partage du travail entre les processeurs. Pendant la parall´elisation du “Branch
and Bound” on doit aussi prendre en compte le surcoˆut de la recherche arbores-
cente engendr´e par la parall´elisation. En effet, l’algorithme s´equentiel du “Branch
and Bound” avec un parcours meilleur d’abord explore `a chaque ´etape le nœud
qui possède la plus petite borne inf´erieure. Dans un contexte distribu´e, et en l’ab-
sence de communication et/ou de contrˆole centralis´e, la valeur de la meilleure
borne inférieure n’est connue que par le processeur sur lequel le nœud est ´evalué.
Les algorithmes distribu´es ont tendance donc `a engendrer un surcoˆut dans la re-
cherche arborescente. L’algorithme parall`ele a tendance `a explorer les nœuds de
typeE alors qu’un algorithme s´equentiel avec une strat´egie de parcours meilleur
d’abord ne les explore pas.

Pour obtenir de bonnes performances par rapport `a l’algorithme du “Branch
and Bound” s´equentiel trois probl`emes doivent ˆetre résolus:

– Minimiser les temps morts pour chaque processeur, ce qui implique une
mise en œuvre de techniques d’´equilibrage de charge classiques pour assu-
rer uneéquité de travail

– Minimiser le surcoˆut dans la recherche arborescente engendr´e par la paral-
lélisation

– Minimiser les communications induites par le partage des informations et
la régulation de charge.

Les buts recherch´es par ces trois crit`eres sont contradictoires. La r´eduction
des communications implique un d´eséquilibrage de charge entre les processeurs
et un surcoˆut dans la recherche arborescente. Alors que la r´eduction de ce surcoˆut
implique soit l’augmentation du nombre des communications, soit un d´eséqui-
librage de charge. Un bon algorithme de r´egulation de charge doit satisfaire en
même temps ces trois buts pour obtenir la meilleure acc´elération.

Les algorithmes de r´egulation de charge peuvent ˆetre statiques ou dynamiques.
Les algorithmes statiques placent initialement les tˆaches sur les processeurs afin
de minimiser les communications et d’assurer un ´equilibre de charge entre les
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processeurs. Si la charge change dynamiquement pendant l’ex´ecution d’une fa¸con
irrégulière, il est alors n´ecessaire d’utiliser une r´egulation dynamique de charge
qui réagità ces changements.

L’ équilibrage de charge peut ˆetre effectu´e d’une mani`ere centralis´ee suivant un
paradigme Maˆıtre/Esclave. Le processeur maˆıtre reçoit les requˆetes des esclaves et
décideà quel processeur esclave il doit envoyer du travail. Ce mod`ele assure une
parfaiteéquité du travail et n’induit aucun surcoˆut dans la recherche arborescente.
Toutefois il induit un surcoˆut de communications et un goulot d’´etranglement au-
tour du processeur maˆıtre. Pour rem´edierà ce problème on peut adopter un mod`ele
hiérarchique ou un mod`ele complètement distribu´e.

Dans un mod`ele distribué, on distingue trois modes selon le type de processeur
qui prend la d´ecision de l’équilibrage.

– Mode passif : Dans ce mode, les processeurs inactifs initient la demande de
répartition de charge. Ce mode peut induire un surcoˆut de communication
lors de la phase initiale et finale de l’algorithme du “Branch and Bound”.
Les multiplications des requˆetes pendant ces phases peuvent gˆener les pro-
cesseurs actifs.

– Mode actif : Dans ce mode, les processeurs actifs satur´es proposent de parta-
ger leurs charges. Dans ce mode, si les processeurs actifs ne sont pas satur´es,
ceux qui sont inactifs ne re¸coivent jamais de travail. Ce mode est int´eressant
pendant la phase initiale et finale de l’algorithme du “Branch and Bound”.

– Mode mixte : Ce mode est un m´elange des deux autres.

Il existe plusieurs strat´egies d’équilibrage de charge dans un contexte com-
plètement distribu´e. Nous expliquons les principales strat´egies utilisées dans les
expérimentations pr´esentées dans les sections suivantes.

5.4.1 Strat́egie de l’ardoise

Dans cette strat´egie, on utilise une zone m´emoire partag´ee par tous les proces-
seurs, nomm´ee ardoise. Apr`es la sélection d’un nœud de sa file locale, le proces-
seur ne le traite que s’il est d’assez bonne qualit´e par rapport au meilleur nœud
sur l’ardoise. C’est la valeur de l’´evalution d’un nœud qui d´etermine sa qualit´e
par rapport aux autres. Ainsi dans un algorithme de “Branch and Bound” utilisant
la stratégie de parcours meilleur d’abord, les nœuds int´eressants sont les nœuds
d’évaluation minimum, quand on traite un probl`eme de minimisation. Donc, si le
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nœud s´electionné par un processeur est de meilleur qualit´e que le meilleur nœud
de l’ardoise, alors le processeur s´electionne quelques nœuds de bonne qualit´e de
sa file d’attente et les transf`ere sur l’ardoise. Par contre, si le nœud s´electionné a
une borne tr`es mauvaise par rapport au meilleur nœud de l’ardoise alors le pro-
cesseur r´ecupère quelques nœuds de l’ardoise pour les placer dans sa file locale.

Le choix du seuil de tol´erance de la diff´erence entre la meilleure borne de
la file locale et de l’ardoise est tr`es important, puisqu’il induit le nombre de
nœuds ´echang´es entre l’ardoise et les files locales. Si ce seuil est tr`es bas alors
le nombre de nœuds ´echang´es est tr`es grand, `a moins que les bornes soient toutes
assez proches. Si le seuil de tol´erance est assez grand alors le nombre de nœuds
échang´es devient moins important, ce qui peut causer un surcoˆut dans la recherche
arborescente.

Ce type de strat´egie reste limit´e aux machines poss`edant un nombre restreint
de processeurs, `a cause des probl`emes de congestion autour de la m´emoire parta-
gée.

5.4.2 Strat́egie aĺeatoire

Dans cette strat´egie, périodiquement chaque processeur choisit al´eatoirement
un autre processeur pour lui envoyer un de ses meilleurs nœuds. Ceci assure un
une bonne r´epartition de la charge de calcul et un bon partage des nœuds de bonne
qualitéà traiter. Cette strat´egie est facile `a implémenter. Si les transferts sont assez
fréquents alors le surcoˆut dans la recherche arborescente est minime mais le r´eseau
est très vite satur´e. Dans le cas contraire, on observe des surcoˆuts importants. Le
choix de la périodicité est déterminé par rapport au coˆut des communications. No-
tons que cette strat´egie peut ˆetre appliqu´eeà une topologie virtuelle du r´eseau de
communication, dans ce cas un processeur choisit al´eatoirement un de ses voisins
dans cette topologie.

5.4.3 Strat́egie des seuils

Dans ce type de strat´egie, on introduit une fonction poidsw qui définit la
charge de chaque processeur. Soitpi 2 fp1; : : : ; png un processeur etbsg la valeur
de la meilleure solution r´ealisable (borne sup´erieure),bil la borne inférieure d’un
nœud de l’arbre du “Branch and Bound” etFpi = fn1; : : : ; ntg la file des nœuds
en attente sur le processeurpi. On définit les fonctions poids comme suit:
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wbil(pi) = minfbil(ni)jni 2 Fpig

w#(pi) = jFpij

Le but est d’optimiser l’´equilibrage de charge selon les deux crit`eres définis
par la qualité des nœuds trait´eswbil et la charge de calculw#. Quand on essaie de
garantirà un instant donn´e le même niveau de la borne inf´erieure sur tous les pro-
cesseurs, la charge de calcul peut ˆetre déséquilibrée. Des processeurs peuvent se
retrouver sans assez de place m´emoire pour effectuer leur calcul alors que d’autres
en disposent de beaucoup. D’o`u le besoin d’introduire une seconde fonction poids
w# qui donne le nombre de nœuds en attente dans la file de chaque processeur. Il
est possible de d´efinir une seule fonction poids pour les deux crit`eres.

Dans cette strat´egie, on essaie de garder tous les processeurs au mˆeme niveau
selon les deux poids . Pour ce faire, chaque processeur connaˆıt les poidsw# etwbil

de ses voisins. Un processeur envoie quelques nœuds si la qualit´e ou la quantit´e
de sa file est sup´erieure d’un certain niveau `a celle de ses voisins. Si la situation
de la file locale change, les voisins sont inform´es. Avec cette strat´egie on atteint
un bonéquilibrage tout au long de l’ex´ecution avec un surcoˆut minimal dans la
recherche arborescente. Pour bien d´efinir la notion de voisinage utilis´ee dans cette
stratégie, on construit une topologie virtuelle du r´eseau.

5.5 Les anomalies de comportement des algorithmes
parall èles de “Branch and Bound”

Il existe des ´etudes th´eoriques sur le comportement des algorithmes de “Branch
and Bound” synchrones `a file d’attente unique. Dans ce type d’algorithmes les
sous-probl`emes sont stock´es dans une file d’attente unique. La borne sup´erieure
est stock´ee dans une variable globale accessible par tous les processeurs. Initiale-
ment le nœud racine est ajout´e à la fileF . A chaque itérationmin(jF j; p) nœuds
deF sont choisis selon un certain crit`ere de s´election. Chaque nœud s´electionné
est traité par un processeur. Chaque processeur effectue l’op´eration de branche-
ment, d’évaluation et le test d’´elimination. A la fin de chaque it´eration la borne
supérieure est mise `a jour et les nouveaux nœuds g´enérés sont ajout´esà la fileF .
L’algorithme s’arrête quand la fileF est vide au d´ebut d’une itération.
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Les stratégies de s´election peuvent ˆetre caract´erisées par une fonction qui as-
socieà chaque nœud une valeur. On s´electionne le nœud qui poss`ede la plus petite
valeur. La strat´egie “meilleure d’abord” consiste `a choisir le sommet qui poss`ede
la plus petite borne inf´erieure. Dans ce cas la valeur d’un nœud est ´egaleà la va-
leur de sa borne inf´erieure. Cette mˆeme fonction rend l’oppos´e de la profondeur
d’un nœud quand le crit`ere de s´election suit la strat´egie profondeur d’abord.

La fonction de s´election joue un rˆole central dans la compr´ehension des ano-
malies de comportement de certains algorithmes parall`eles de “Branch and Boun-
d”. On dégage deux types d’anomalies:

– Anomalie d’acc´elération:Sp > p où p est le nombre de processeurs etSp
l’accélération associ´eeàp.

– Anomalie préjudiciable de croissance:Tp1=Tp2 < 1 avecp1 < p2 où Tp1 est
le temps d’ex´ecution surp1 processeurs, etTp2 est le temps d’ex´ecution sur
p2 processeurs.

Les anomalies de comportement des algorithmes parall`eles de “Branch and
Bound” utilisant la strat´egie de s´election “meilleur d’abord” ont ´eté étudiées par
Lai et Sahni [LS84] et Lai et Sprague [LS85]. Ils ont montr´e que les anomalies
d’accélération ne peuvent pas se produire si les valeurs de tous les nœuds internes
à l’arbre du “Branch and Bound” sont diff´erentes de la valeur de la solution opti-
male. Mans et Roucairol [MR96] ont propos´e des règles de gestion des nœuds de
mêmes priorités pouréliminer les anomalies. Quin et Deo [QD85] ont donn´e des
bornes sup´erieures de l’acc´elération des algorithmes asynchrones `a file d’attente
unique utilisant le crit`ere de s´election “meilleur d’abord”. Corrˆera et Ferreira ont
present´e unétat de l’art de ses anomalies dans [CF95b].

5.6 Exemples d’exṕerimentations

Roucairol [Rou87]

Roucairol a implémenté un algorithme asynchrone `a file unique avec une stra-
tégie “meilleur d’abord” sur le Cray X-MP 48. C’est une machine `a mémoire
partagée avec 4 processeurs. Les acc´elérations observ´ees pendant la r´esolution du
problème d’affectation quadratique sont quasiment lin´eaires.
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Kumar, Ramesh et Nageshwara Rao [KRNR88]

Kumar, Ramesh et Nageshwara Rao ont ´etudié les performances de diff´erents
algorithmes parall`eles de “Branch and Bound” sur le probl`eme du recouvrement
d’un graphe par les sommets et le probl`eme du voyageur de commerce.

Ils ont implémenté un algorithme centralis´e similaire à celui de Roucairol
mais en utilisant une structure de donn´ees de tas simple ou concurrents pour la
file d’attente. Cette derni`ere structure permet d’effectuer d’une fa¸con concurrente
des insertions et des ´eliminations. Les r´esultats sur une machine BBN Butterfly `a
100 processeurs montrent que l’utilisation des structures de donn´ees concurrentes
améliore consid´erablement les performances de l’algorithme pour le probl`eme du
voyageur de commerce. Ils obtiennent des acc´elérations quasiment lin´eaires pour
une instance de 25 villes. Le contrˆole centralis´e reste une source de goulot d’´etran-
glement lors de l’acc`esà la file des nœuds en attente.

Dans leur implémentation distribu´ee, chaque processeur poss`ede une partie de
la file des nœuds en attente. Cette strat´egie exclut les goulots d’´etranglement mais
augmente le nombre de nœuds `a visiter, puisque quelques processeurs peuvent
posséder tous les nœuds de bonne qualit´e, alors que d’autres n’ont que des nœuds
non prometteurs. Ils ont essay´e trois politiques de distribution des bons candi-
dats : l’ardoise, l’anneau et la distribution al´eatoire. Leurs r´esultats donnent de tr`es
mauvaises acc´elérations pour les deux derni`eres strat´egies de communication. Ils
montrent que ces deux strat´egies ne peuvent bien fonctionner que s’il existe plu-
sieurs nœuds de l’arbre du “Branch and Bound” de valeurs ´egales ou tr`es proches.
La stratégie de l’ardoise reste limit´ee par l’extensibilit´e de l’accèsà une mémoire
partagée qui est en plus tr`es difficileà construire.

Miller et Pekny [MP89]

Miller et Pekny proposent un algorithme de r´esolution du voyageur de com-
merce assym´etrique sur la machine BBN Butterfly `a 14 processeurs. Ils utilisent
un modèle asynchrone centralis´e. Mais dans leur impl´ementation la file d’attente
est compos´ee de deux listes: une liste des nœuds non ´evaluéset une liste des nœuds
évalués mais non encore branch´es. Pendant la s´election, un nœud non ´evalué est
prioritaire sur un nœud ´evalué mais non branch´e. Une heuristique est utilis´ee pour
trouver de temps en temps une solution r´ealisable du probl`eme pour am´eliorer la
valeur de la borne sup´erieure. Ils ont r´esolu des instances qui poss`edent jusqu’`a
3000 villes générées aléatoirement, mais il est bien connu que de telles instances
sont en g´enéral faciles.
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Quinn [Qui90]

Quinn [Qui90] a implémenté un algorithme synchrone `a file unique sur une
machine NCUBE/7 hypercube avec 64 processeurs. Les nœuds de l’arbre du “Branch
and Bound” sont stock´es dans une file d’attente unique dans la m´emoire du proces-
seur maˆıtre. Ce dernier g`ere l’affectation des sous-probl`emes aux esclaves selon
une strat´egie “meilleur d’abord”. Des exp´erimentations sont rapport´ees sur des
instances du probl`eme du voyageur de commerce jusqu’`a 30 villes. Un mod`ele
qui décrit les performances de ces algorithmes est propos´e. Ce mod`ele prédit une
éventuelle baisse de l’acc´elération due au surcoˆut de communication. Une impl´e-
mentation et un mod`ele d’un algorithme asynchrone `a file distribuée sont aussi
proposés.

Tschöke, Lüling et Monien [TLM95]

Tschöke, Lüling et Monien ont impl´ementé un algorithme parall`eleà contrôle
distribué pour résoudre le probl`eme du voyageur de commerce. Ils ont r´eussià
résoudre des instances de TSPLIB [Rei91] qui poss`edent jusqu’`a 318 villes sur
un réseau de 1024 transputers configurable. Leur algorithme utilise une strat´egie
de parcours “meilleur d’abord”. Ils utilisent une m´ethode d’équilibrage de charge
dynamique qui tente de maintenir tout au long de l’ex´ecution les processeurs `a un
même niveau de charge. Le niveau de charge est d´efini par deux coˆuts : la valeur
de la plus petite borne inf´erieure de la file d’un processeur et le nombre de nœuds
dans la file. Chaque processeur connaˆıt la valeur de ses voisins dans le r´eseau. Un
processeur envoie des sous-probl`emesà son voisin, si la diff´erence de qualit´e ou
de quantité des nœuds entre les deux files d´epasse un certain seuil. Si les coˆuts
associés à sa file changent, il informe ses voisins. Cette strat´egie d’équilibrage
s’est avérée très efficace surtout avec un r´eseau `a faible diamètre comme pour une
topologie de De Bruijn ou une topologie en tore.

Corr êra et Ferreira [CF95a]

Corrêra et Ferreira ont impl´ementé un algorithme de “Branch and Bound”
parallèle pour résoudre le probl`eme du sac `a dos sur un Intel Paragon avec 32
processeurs. Ils ont propos´e une version synchrone qui donne un tr`es bon partage
de charges entre les processeurs, mais des acc´elérations moyennes `a cause de la
fine granularité de l’application. Ils ont aussi propos´e une version asynchrone et
flexible de leur algorithme, celle-ci donne de tr`es bonnes acc´elérations sur 20
instances du sac `a dos de taille 180 g´enérées aléatoirement. L’algorithme consiste
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à effectuer une parall´elisation du parcours de l’arbre du “Branch and Bound” selon
une strat´egie “meilleure d’abord”.

Denneulin, Le Cun, Mautor et Méhaut [DLCMM96]

Denneulin, Le Cun, Mautor et M´ehaut ont impl´ementé un algorithme parall`ele
de “Branch and Bound” pour r´esoudre le probl`eme d’affectation quadratique sur
un environnement distribu´e. Deux approches ont ´eté utilisées. La premi`ere est ba-
sée sur un mod`ele maˆıtre/esclave. Elle donne des acc´elérations quasiment lin´eaires
sur un DEC ALPHA avec 16 processeurs ou sur le IBM-SP2. Ces performances
se détériorent dès que le nombre de processeurs augmente. La deuxi`eme approche
est complètement distribu´ee et donne de tr`es bonnes performances. L’´equilibrage
de charge utilis´e ne tient pas compte de la qualit´e des nœuds plac´es sur les proces-
seurs. Des r´esultats sont donn´es pour des instances de QAPLIB [BKR94] de taille
16 et 20.

5.7 Plate-forme de programmation de “Branch and
Bound” parall èle

Les bibliothèques pour la r´esolution des probl`emes avec un “Branch and Boun-
d” parallèle sont apparue ces dernieres ann´ees. Elles fournissent les composantes
principales de l’algorithme telle que la gestion de la file d’attente, de la bornne
supérieure, le parall´elisme...

Nous présentons ici trois biblioth`eques BOB, ZRAM et PUBB.

5.7.1 BOB : “Une plate-forme Unifiée de D́eveloppement pour
les Algorithmes de type Branch and Bound”

Bena¨ıchouche, Le Cun, Dowaji, Mautor et Roucairol[Rou96, LCR95]
D’aprés les concepteurs de la plate-forme: “Le but de la biblioth`eque BOB

est de fournir un ensemble de fonctionnalit´es et de variables globales qui soient
indépendantes de l’application et communes `a tous les algorithmes “Branch and
Bound”.

Les fonctions de la biblioth`eque s’occupent d’une fa¸con transparente de:

– La gestion du lancement des processeurs (distribu´es ou parall`eles) selon le
type de la machine cible.
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– La gestion de files de priorit´es fondée sur la notion importante de file de
priorité globale permettant l’abstraction de l’architecture des machines cibles
vis-à-vis de l’algorithme “Branch and Bound”; les files de priorit´es peuvent
être parallèles, concurrentes ou s´equentielles, avec les diff´erentes strat´egies
d’équilibrage de la charge s’il y a lieu.

– La gestion de la borne sup´erieure.

Ces différentes gestions sont rendues transparentes `a un utilisateur de la bi-
bliothèque, par l’appel `a des fonctions pr´edéfinies.

Le type de la machine peut ˆetre reconnu automatiquement. Pour une mˆeme
application, plusieurs ex´ecutables peuvent ˆetre générés. Ils peuvent ˆetre purement
séquentiels, distribu´e ou parallèles. Chacun d’eux peut utiliser diff´erentes files de
priorités. Les versions distribu´ees ou parall`eles peuvent utiliser diff´erentes stra-
tégies d’équilibrage de charge. Des options de compilation du fichier makefile
définissent donc le mod`ele d’exécution, la file de priorit´e (D-Heap, Skew-Heap,
Splay-Trees, etc.), les strat´egies d’équilibrage de charge.

L’utilisateur doit fournirà BOB quatre fonctions d´ecrivant sa m´ethode de r´e-
solution. Toutes les autres fonctions n´ecessaires `a l’algorithme du “Branch and
Bound” sont générées par le noyau de la biblioth`eque. L’utilisateur n’a pas besoin
de bien connaˆıtre les fonctions du noyau si ce n’est pas pour enrichir la biblio-
thèque en files de priorit´es, strat´egies d’équilibrages de charges et m´ethodes de
parallélisation. Le moniteur a pour but principal de fournir des statistiques sur les
diff érents objets manipul´es par une application.”

5.7.2 ZRAM : “A Workbench and Program Library for Por-
table Parallel Search Algorithms”

Brüngger, Marzetta, Fukuda et Nievergelt[BMFN96]
ZRAM est une biblioth`eque parall`ele portable d’algorithme de recherche ex-

haustive. Elle est bas´ee sur trois interfaces qui s´eparent quatre couches logiciels,
figure 5.2:

– Interface de passage de messages: cette interface cache l’architecture de la
machine cible. ZRAM est con¸cue autour d’un sous-ensemble de l’interface
standard de passage de message MPI [DA95]. Elle n’utilise que les primi-
tives de communication d’envoi et de r´eception point `a point non bloquante.
Cette interface de passage de message a ´eté implémentée pour des machines
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FIG. 5.2 –Structure de ZRAM

telles que Intel Paragon, NEC Cenju-3, ETH Giga Booster et un r´eseau de
stations de travail utilisant MPI.

– La machine virtuelle: cette couche contient toutes les fonctionnalit´es com-
munesà plusieurs programmes parall`eles de recherche arborescente: ´equi-
librage de charge dynamique, d´etection de terminaison et contrˆole de l’exé-
cution. Le calcul peut ˆetre interrompu puis repris avec un nombre diff´erent
de processeurs.

– L’interface applicative: cette couche impl´emente les algorithmes de recherche
que supportent ZRAM, tel que le “Branch and Bound”, leBacktrack, la re-
cherche invers´ee et l’estimation de la taille de l’arbre.

– Les applications: cette couche contient les applications programm´ees par
l’utilisateur de ZRAM. Elle ne contient que les fonctions sp´ecifiquesà l’ap-
plication. Il n’existe pas de parall´elisme explicite dans cette couche.

Plusieurs applications ont ´eté développées sur cette plate-forme telles que le
problème d’affectation quadratique, l’´enumération de sommets d’un poly`edre, le
taquin de taille 15. Br¨ungger, Marzetta, Clausen et Perregaard [BMCP97, BMCP98]
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rapportent une impl´ementation du probl`eme d’affectation quadratique utilisant
ZRAM sur l’Intel Paragon XP/S22 avec 148 processeurs et le NEC Cenju-3 avec
128 processeurs. Ils ont r´esolu 10 nouvelles instances de QAPLIB. La plus grande
instance r´esolue est nug22. Son arbre du “Branch and Bound” associ´e poss`ede
5:1010 nœuds. La solution a ´eté trouvée enà peu près 12 jours sur un nombre de
processeurs variant au cours de l’ex´ecution entre 48 et 96 sur le NEC Cenju-3.

5.7.3 PUBB : “Parallelization Utility for Branch and Bound al-
gorithms”

Shinano, Harada et Hirabayashi[SHH97]
Cette plate-forme est cod´ee en C++ et utilise PVM (Parallel Virtuel Machine)

[GBD+95]. PUBB poss`ede trois modes d’ex´ecution selon la strat´egie de contrˆole
de la recherche arborescente: un mode de contrˆole centralis´e type Maˆıtre/Esclave,
un mode distribu´e, et un mode mixte. La plate-forme est compos´ee par trois enti-
tés, figure 5.3:

– Problem Manager(PM): Il maintient durant l’ex´ecution les donn´ees du pro-
blème et la solution. Dans le mode Maˆıtre/Esclave, il maintient la liste des
sous probl`emes, et une fois initialis´e, il se comporte comme un serveur g´e-
rant les requˆetes des autres processeurs.

– Load Balancer(LB): Il s’occupe de l’équilibrage de charge en coop´eration
avec les autres LBs.

– Solver: Les sous probl`emes sont ´evalués dans le solveur. Dans le mode dis-
tribué, il possède une liste des sous probl`emes. Un solveur ne communique
qu’avec le LB qui lui est associ´e. Ils s’exécutent sur le mˆeme processeur.

La résolution du probl`eme du voyageur de commerce a ´eté programm´ee avec
PUBB sur une grappe de machines. Des r´esultats sont rapport´es pour des ins-
tances de TSPLIB avec les trois modes de contrˆole. Cette implémentation montre
l’efficacité du contrˆole mixte de la recherche arborescente.
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Chapitre 6

Parallélisation du “Branch and Cut”

Dans ce chapitre nous pr´esenterons notre m´ethodologie de parall´eli-
sation de l’algorithme du “Branch and Cut”. Nous commencerons par
étudier les différents niveaux de parall´elisme possibles. Nous donne-
rons ensuite la strat´egie de contrˆole de la recherche arborescente qu’on
a adoptée. Nous montrerons enfin les m´ecanismes de contrˆole de com-
munication et d’équilibrage de charge et justifierons nos choix.

6.1 Niveau de paralĺelisme

Comme pour l’algorithme du “Branch and Bound”, l’algorithme du “Branch
and Cut” se pr´esente comme un ensemble de tˆaches avec tr`es peu de d´ependances
de données, voire souvent aucune. Ceci implique que les processus qui effectuent
des calculs sur ces donn´ees ont peu de d´ependances entre eux et peuvent ˆetre
ordonnanc´es dans un ordre quelconque. La seule relation pouvant exister entre
deux tâches ´etant celle de parent´e. Ainsi le graphe de d´ependance est un arbre qui
est peu exploitable. Les temps de calculs des nœuds de l’arbre ne peuvent pas ˆetre
évalués a priori. Ceci est d’autant plus vrai dans un algorithme de “Branch and
Cut” que l’évaluation d’un nœud utilise les m´ethodes de r´esolution de programme
linéaire, de coupes poly´edrales et de g´enération de colonnes.

Il n’est donc pas facile de parall´eliser efficacement une telle application puisque
son irrégularité empêche de pr´edire la forme de l’arbre, sa taille et la quantit´e de
travail que repr´esente chaque nœud dans l’arbre.

Nous avons ´etudié plusieurs strat´egies possibles de parall´elisation du “Branch
and Cut”. Chaque strat´egie correspond `a un niveau de granularit´e du parallélisme.
Nous présenterons trois niveaux de parall´elisation: une parall´elisation avec un gros
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grain, une autre avec un grain moyen et une derni`ere avec un grain fin. Notons
que la notion de fine granularit´e ici, est relative et n’a rien `a voir avec l’ordre de
grandeur utilis´e dans les applications de type analyse num´erique.

6.1.1 Paralĺelisation de gros grain: Explorations concurrentes

La première strat´egie de parall´elisation consiste `a exécuter plusieurs “Branch
and Cut” en parall`ele, c’està dire effectuer des explorations concurrentes. Dans
chaque ex´ecution, on prend des choix diff´erents de parcours, d’initialisation ou
de méthode de r´esolution. En ´echangeant des informations entre les ex´ecutions
cela nous permet d’acc´elérer une ou plusieurs explorations. Dans cette strat´egie,
dès que l’une des ex´ecutions est finie, on arrˆete toutes les autres puisque `a la fin
d’une exécution d’un algorithme de “Branch and Cut”, on est sˆur que la meilleure
solution réalisable trouv´ee au cours du calcul est la solution optimale du probl`eme.

Dans l’algorithme du “Branch and Cut”, on initialise une exploration par un
choix arbitraire de variables de d´epart défini par les arˆetes d’un graphe partiel ini-
tial. Dans le cas d’explorations concurrentes, chaque processus peut commencer
par un graphe partiel diff´erent. Au fur età mesure de l’exploration, chaque ex´e-
cution fait entrer ou sortir des variables dans l’ensemble des variables actives soit
avec la méthode de g´enération de colonnes, soit en les fixant `a 1 ouà 0. Quelques
variablesêtre fixées pour tous les nœuds de l’arbre. Il est donc possible de par-
tager ces informations avec tous les autres processus. Quand un processus re¸coit
de nouvelles variables fix´ees, il peut ´elaguer toutes les branches o`u les variables
reçues sont mises `a une valeur contradictoire.

Nous avons montr´e que dans l’algorithme s´equentiel, nous pouvons utiliser
plusieurs heuristiques de recherches de contraintes viol´ees avec des priorit´es dif-
férentes. Quelques heuristiques ne sont utilis´ees que si d’autres ont ´echoué à trou-
ver des contraintes viol´ees. Dans une parall´elisation de gros grain on peut utili-
ser des heuristiques diff´erentes de recherches de contraintes sur chaque processus.
Ceci pourrait permettre de trouver une vari´eté de contraintes qu’on n’aurait pas pu
trouver dans une ex´ecution séquentielle soit faute de temps, soit parce que l’une
des solutions fractionnaires d’une exploration n’´etait pas bien adapt´eeà une heu-
ristique. La parall´elisation exploite cette vari´eté, enéchangeant des contraintes
de temps en temps entre les processus. Les contraintes ´echang´ees sont choisies
parmi les contraintes les plus difficiles `a générer ou qui pr´esentent une violation
maximum. Ces contraintes sont stock´ees dans le pool de chaque processus.

Comme dans le “Branch and Bound”, chaque exploration peut s’effectuer avec
une strat´egie de branchement diff´erente ou avec une strat´egie différente de par-
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cours de l’arbre du “Branch and Cut”.
Dans ce type de parall´elisation, les ´echanges qui peuvent avoir une influence

significative sur l’exécution sont les variables fix´ees et la valeur de la borne su-
périeure. Elles permettent d’´elaguer rapidement plusieurs branches de l’arbre du
“Branch and Cut” et donc d’acc´elérer l’exécution de l’algorithme. Malheureuse-
ment la fréquence de fixations des variables n’est pas tr`esélevée surtout au d´ebut
de l’algorithme. De mˆeme on n’am´eliore pas fréquemment la valeur de la borne
supérieure.

Une parallélisation de gros grain reste d’int´erêt limité puisqu’elle ne permet
pas d’acc´elérer consid´erablement le temps de calcul, et avoir une bonne efficacit´e
de parallélisation. D’autre part, elle ne permet pas un partage des donn´ees sur les
diff érents processus, et donc une utilisation optimis´ee de la m´emoire pour pouvoir
résoudre de plus grandes instances du probl`eme du voyageur de commerce

6.1.2 Paralĺelisation de grain moyen: Paralĺelisation du par-
cours

Nous avons vu que l’algorithme du “Branch and Cut” se pr´esente comme un
ensemble de tˆaches ind´ependantes. Ainsi dans une parall´elisation de grain moyen,
chaque processus peut explorer une partie de l’espace de recherche. C’est l’ap-
proche la plus adapt´ee aux architectures parall`eles que nous visons, et que nous
avons retenu pour parall´eliser la résolution du probl`eme du voyageur de commerce
par l’algorithme du “Branch and Cut”.

Dans les sections suivantes, nous d´etaillerons notre impl´ementation de la re-
cherche arborescente, qui prend en compte les sp´ecificités de l’algorithme du
“Branch and Cut” par rapport `a l’algorithme du “Branch and Bound”.

6.1.3 Paralĺelisation de grain fin: Parallélisation de l’évalua-
tion

Dans ce niveau, l’´evaluation de chaque nœud de l’arbre du “Branch and Cut”
se fait en parall`ele par plusieurs processus. Cette approche n’est viable que si cette
opération est tr`es coûteuse au regard de la gestion et du parcours de l’arbre.

L’ évaluation d’un nœud de l’arbre du “Branch and Cut” est compos´ee de plu-
sieursétapes:

– la résolution du programme lin´eaire.
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– la recherche de contraintes viol´ees.

– le “pricing” et la fixation des variables.

– la recherche de la borne sup´erieure.

– la recherche de la contrainte ou de la variable de branchement.

Certaines de ces ´etapes peuvent s’effectuer en parall`ele pour un nœud donn´e.
L’expérience nous montre que le gain escompt´e de la parall´elisation de l’évalua-
tion d’un seul nœud `a la fois ne conduit pas n´ecessairement `a une am´elioration
des temps de calcul. Ceci est dˆu d’une part, aux synchronisations n´ecessaires des
processus `a la fin de l’évaluation d’un nœud, ce qui ralentit consid´erablement
l’exécution. Et d’autre part, `a l’existence d’un goulot d’´etranglement autour du
processus qui r´esout le programme lin´eaire. En effet, la r´esolution du programme
linéaire est la partie qui consomme le plus de temps de calcul, en particulier pour
les instances de grande taille. La g´enération fréquente de nouvelles contraintes,
l’addition et la fixation de variables est aussi un facteur de ralentissement puis-
qu’ils induisent des communications fr´equentes entre le processus qui r´esout le
programme lin´eaire et les autres.

Pour obtenir une parall´elisation efficace de grain fin, il est n´ecessaire de mettre
en œuvre une parall´elisation de l’évaluation de plusieurs nœuds `a la fois. Il est
possible ainsi de diminuer les goulots d’´etranglement et augmenter la concurrence
des tâches. Les tˆaches consid´erées sont les parties ind´ependantes de l’´evaluation
d’un nœud de l’arbre: r´esolution du programme lin´eaire, recherche des contraintes
violées, fixation des variables, pricing, recherche de la contrainte ou variables
de branchement. Chaque op´eration peut ˆetre exécutée sur un processus. Chaque
processus peut effectuer n’importe quel type de tˆache de n’importe quel nœud.

Après l’exécution d’une tˆache, le processus cr´eeéventuellement une nouvelle
tâche avec un identificateur contenant le type de tˆache et le num´ero de son nœud.
L’identificateur de chaque tˆache permet au processus d’ordonnancement de de-
terminer sa priorit´e par rapport aux autres et ainsi d’ordonnancer les tˆaches selon
leurs priorités et leurs contraintes de pr´ecédences dans une file d’attente. Un pro-
cessus de placement s’occupe du placement des tˆaches en respectant l’ordre des
tâches dans la file d’attente tout en assurant une certaine ´equité de la charge de
travail entre les processus.
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FIG. 6.1 –Structure de l’algorithme de parall´elisation de l’évalution

La figure 6.1 donne la structure de cet algorithme. Elle contient cinq types de
tâches:

– Type 1: Ce type de tˆache s’occupe de la r´esolution du programme lin´eaire
et de la s´eparation des contraintes de sous tour. A la fin de cette tˆache on
obtient une solution optimale du programme lin´eaire courant d’un nœud
� de l’arbre qui ne viole aucune contrainte de sous-tour. Cette tˆache peut
générer deux types de tˆaches, soit une tˆache de recherche de contraintes
violées, soit une tˆache de “pricing” et de fixation des variables.

– Type 2: Ce type de tˆache recherche des contraintes viol´ees par les heuris-
tiques de s´eparation et/ou dans le pool de contraintes. Si des contraintes sont
générées alors elle ajoute les nouvelles contraintes au programme lin´eaire et
crée une tˆache de type 1. Sinon elle cr´ee une tˆache de pricing. Notons qu’il
est possible d’ex´ecuter cette tˆache en parall`ele si le nombre de processus
disponible est ´elévé.

– Type 3: Ce type de tˆache effectue le “pricing” et ´eventuellement des fixa-
tions de variables. Elle g´enère ensuite soit une tˆache de type 1, soit une tˆache
branchement.
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– Type 4: Cette tˆache recherche la contrainte ou la variable de branchement.
Elle génère deux tˆaches de type 1 avec un nouvel identificateur de nœud
pour chacune (2� � + 1) et (2� � + 2).

– Type 5: Ce type de tˆache effectue des op´erations auxiliaires telles que la
recherche de la borne sup´erieure, ou la r´eduction de la taille du pool de
contraintes. Ce type de tˆache est g´enéré par le processus maˆıtre de temps en
temps en fonction de la charge des processus. Ce type de tˆache ne g´enère
pas de nouvelle tˆache.

Notons que les tˆaches de type 2 s’occupent aussi de la r´eduction de la taille du
programme lin´eaire en enlevant les contraintes lˆaches. Quand la borne sup´erieure
change, il est possible d’´elaguer tous les nœuds dont la valeur de la borne inf´e-
rieure dépasse la valeur de la borne sup´erieure. Pour cela on peut ´elaguer toutes les
tâches d’un nœud de la file d’attente, `a condition qu’on soit sˆur que la valeur de la
borne inférieure est valide sur le graphe complet. Pour le faire, il suffit d’effecteur
une opération de pricing sur la derni`ere tâche de type 1 du nœud `a élaguer.

Il existe aussi des travaux sur la parall´elisation de certaines tˆaches de l’´evalua-
tion d’un nœud de l’arbre du “Branch and Cut”. T. Christof et G. Reinelt [CR95]
se sont int´eress´e à la parallélisation de la recherche des contraintes viol´ees en
affectantà chaque processeurs la s´eparation d’un type de facettes duSTSP (n).

6.2 Contrôle de la recherche arborescente

Dans une parall´elisation du parcours de l’arbre du “Branch and Cut”, le contrˆole
de la recherche arborescente peut se faire selon un mode centralis´e avec un para-
digme maˆıtre esclave ou selon un mode distribu´e, ces modes ont ´eté utilisés lors
de la parallélisation de l’algorithme du “Branch and Bound”. Le mode centralis´e
se comporte assez bien mais perd de son efficacit´e quand le nombre du proces-
sus augmente consid´erablement. Ceci est dˆu aux goulots d’´etranglement autour
du processus maˆıtre.

La philosophie de l’algorithmedu “Branch and Cut” diff`erede celle du “Branch
and Bound”. En effet, l’´evaluation d’un nœud de l’arbre du “Branch and Cut” est
plus lente puisqu’elle conjugue plusieurs algorithmes. Ainsi, l’effort de calcul de
la borne inférieure est beaucoup plus important que dans l’algorithme du “Branch
and Bound” et la taille de l’arbre est beaucoup plus petite. Les plus grands arbres
du “Branch and Cut” contiennent quelques centaines de nœuds, alors que dans
l’algorithme du “Branch and Bound”, leur taille peut atteindre quelques millions
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FIG. 6.2 –Structure de l’algorithme parall`ele du “Branch and Cut”

de nœuds. Le nombre de processus utilis´e lors de la parall´elisation du “Branch
and Cut” reste assez petit. Les risques de goulot d’´etranglement autour d’un pro-
cessus maˆıtre sont moindres `a cause de l’espacement des requˆetes des processus
solveurs.

Dans notre impl´ementation, nous utilisons une architecture centralis´ee type
maı̂tre-esclave qui g`ere la construction et le parcours de l’arbre du “Branch and
Cut”. La figure 6.2 montre la structure de notre algorithme. Nous d´efinissons dans
la suite les fonctionnalit´es des processus maˆıtre et esclaves.
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Le processus maˆıtre

Le processus maˆıtre initialise le calcul, g`ere le parcours de l’arbre du “Branch
and Cut” et le partage du travail entre les processus solveurs. Il maintient aussi la
valeur de la borne sup´erieure. Et g`ere la terminaison de l’algorithme.

Les processus solveurs

Le processus solveur s’occupe de l’´evaluation du nœud de l’arbre qui lui est
affecté. Il sélectionne la contrainte ou la variable de branchement. Il g´enère des
nouveaux nœuds fils, les ´evalue puis les communique au processus maˆıtre. Quand
le solveur ne poss`ede plus de nœud `a traiter, il envoie une requˆete au maˆıtre pour
lui demander du travail. L’´evaluation d’un nœud de l’arbre est effectu´ee comme
l’indique l’algorithme 4.

Dans notre algorithme s´equentiel nous utilisons un pool de contraintes pour
générer des contraintes viol´ees par la solution courante du programme lin´eaire.
Cette technique de s´eparation permet de g´enérer facilement des contraintes sans
passer par des heuristiques, tr`es coûteuses en temps de calcul. Dans notre impl´e-
mentation parall`ele, nous utilisons des pools locaux de contraintes, au lieu d’un
pool unique centralis´e. En effet sachant que la g´enération de contraintes par le
pool est assez fr´equente, cr´eer un pool centralis´e induit des goulots d’´etrangle-
ment inévitables autour du processus qui s’occupe de gestion du pool (en g´enéral,
ce rôle est affect´e au processus maˆıtre).

D’autre part, pour ´eviter la redondance de contraintes dans le programme li-
néaire qui induit sa d´egénérescence, on v´erifie si une contrainte voulant entrer
dans le pool, n’y est pas d´ejà. Ainsi le travail du processeur g´erant le pool centra-
lisé augmente consid´erablement puisqu’il doit s’occuper de l’ajoˆut de nouvelles
contraintes arrivant des processus esclaves, de la v´erification de la non-redondance
des contraintes et de la recherche de contraintes viol´ees par des solutions courantes
des processus esclaves. D’o`u l’int êret de l’utilisation de pools locaux. On a pr´evu
dans notre impl´ementation la possibilit´e d’échanges de contraintes entre les pools
locaux pour celles qui sont tr`es difficilesà générer et dont le degr´e de violation
par une solution fractionnaire est tr`es grand.

Une autre structure possible du contrˆole de la recherche arborescente consiste
à utiliser une organisation hi´erarchique de l’algorithme parall`ele. Donc outre les
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Algorithme 4 Evaluation d’un noeud de l’arbre du Branch and Cut

Continuer, nbcontr= 1;

Tant que (Continuer)faire
Tant que (nbcontret vallp< bsget pas-d’essoufflement())faire

Tant que (nbcontr)faire
Tant que (nbcontr)faire

Résoudre le programme lin´eaire;
Tant que (nbsoustour = rechercher-des-sous-tour())faire

Ajouter les contraintes de sous-tour au programme lin´eaire;
Résoudre le programme lin´eaire;

Fin Tant que /* boucle sous-tour */
Si la solution est un touralors

Mettreà jour la valeur de la borne sup´erieure bsg;
Exit;

Fin Si
nbcontr = rechercher-des-contraintes-viol´ees-dans-le-pool();

Fin Tant que /* boucle sous-tour + pool */
Si moment-du-pricingalors

nouvelles-variables = pricing() ;
Si nouvelles-variablesalors

nbcontr = rechercher-des-contraintes-viol´ees-dans-le-pool() ;
Fin Si

Fin Si
Fin Tant que /* boucle sous-tour + pool + pricing */
Elaguer-le-programme-lin´eaire() ;
nbcontr = Rechercher-des-contraintes-par-les-heuristiques();

Fin Tant que /* boucle recherche de contrainte */
nouvelles-variables = pricing(); /* pricing avant branchement */
Si nouvelles-variable= 0 alors

Continuer = 0 ;
Fin Si

Fin Tant que
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processeurs maˆıtre et esclaves, on cr´ee des processeurs auxiliaires pour chaque
processeur esclave. Les processeurs auxiliaires s’occupent de la g´enération des
contraintes par diff´erentes m´ethodes ou de la recherche de la borne sup´erieure...
Dans notre parall´elisation, cela permet par exemple, de rechercher des contraintes
violées par le pool et par les heuristiques de s´eparation en parall`ele en utilisant
des processeurs diff´erents.

Malheureusement, dans ce type de structure hi´erarchique, l’am´elioration du
temps de calcul se fait au d´etriment de l’utilisation effective des processeurs pen-
dant la durée totale de l’ex´ecution. Les processeurs passent une bonne partie de
la durée de l’exécutionà ne rien faire, puisque les tˆaches qui leur sont affect´ees
ne consomment pas beaucoup de temps de calcul par rapport au temps global de
l’exécution de l’algorithme (cf. le tableau 7.1). Ce type de strat´egie induit des
accélérations m´ediocres.

Un exemple d’implémentation avec une structure hi´erarchique est d´ecrit dans
la thèse de Th´eodore K. Ralphs [Ral95]. C’est une parall´elisation d’un code de
“Branch and Cut” g´enérique implémenté pour résoudre le probl`eme de tourn´ee
de véhicules. La structure de l’algorithme du “Branch and Cut” parall`ele est la
suivante:

– Master: c’est le processeur maˆıtre, il joue un rôle annexe dans l’algorithme
du “Branch and Cut”. Il g`ere les entr´ees/sorties de l’algorithme, poss`ede
toutes les donn´ees de l’instance r´esolue et les distribue selon les demandes
des autres processeurs. Il calcule aussi la borne sup´erieure initiale, sauve-
garde la meilleure solution et g`ere la terminaison de l’algorithme.

– Tree Manager: il maintient la liste des nœuds actifs. Il les distribue aux pro-
cesseurs. Il maintient la valeur de la borne sup´erieure et informe les autres
processeurs quand cette valeur change. Notons que ce processeur ne connaˆıt
ni le type du probl`eme résolu, ni les donn´ees qui le concernent.

– LP Solver: c’est le processeur qui effectue le plus grand effort de calcul
parmi tous les autres processeurs. Il r´esout les programmes lin´eaires du
nœud courant de l’arbre du “Branch and Cut” et effectue l’op´eration de
branchement. Il retourne les nouveaux nœuds auTree Manager.

– Cut Generator: ce processeur ne s’occupe que de la g´enération de contraintes
violées par la solution courante du programme lin´eaire par les heuristiques
de séparations.
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– Cut Pool: il maintient dans le pool une liste des contraintes valides. Il g´enère
des contraintes viol´ees par la solution courante du programme lin´eaire. Et
réduit périodiquement la taille du pool.

Les dépendances entre chaque type de processeur sont indiqu´ees dans la figure
6.4. L’auteur rapporte des ex´ecutions sur IBM SP2 `a 16 processeurs. Il utilise la
librairie PVM [GBD+95].

6.3 Communication et ḿemoire

Dans un algorithme de “Branch and Cut” parall`ele, la quantit´e et la taille
de donnéeséchang´ees entre les processus sont importantes. Outre la valeur de
la borne sup´erieure, un processus a besoin du programme lin´eaire de son nœud
père et la contrainte de branchement pour pouvoir ´evaluer le nœud de l’arbre
du “Branch and Cut”. Notons que contrairement `a l’algorithme du “Branch and
Bound”, les programmes lin´eaires résolus d’un nœud `a l’autre diffèrent consid´e-
rablement. D’une part par les contraintes g´enérées au fur et `a mesure de l’explora-
tion de l’arbre et d’autre part par les variables du programme lin´eaire formée des
arêtes du graphe partiel courant.

En effet, on commence l’ex´ecution de l’algorithme avec un programme li-
néaire relax´e écrit sur un graphe partiel. On utilise ensuite la m´ethode de g´ené-
ration de colonnes pour ajouter de nouvelles variables dans le graphe partiel et
la méthode des coupes poly´edrales pour g´enérer des contraintes viol´ees. Quand
on finit l’ évaluation d’un nœud, on doit sauvegarder le programme lin´eaire. Ses
lignes représentent l’ensemble des contraintes, et ses colonnes l’ensemble des va-
riables. En g´enéral, les notions de contrainte et de ligne du programme lin´eaire
sontéquivalentes, de mˆeme pour colonne et variable.

Dans notre impl´ementation, une contrainte et une ligne sont des objets diff´e-
rents. Une contrainte est stock´ee indépendamment du graphe d´efinissant les va-
riables courantes. Un nœud poss`ede un ensemble de contraintes actives qui ap-
partiennent au programme lin´eaire courant. Quand une contrainte est ajout´ee au
programme lin´eaire alors on calcule sa ligne correspondante. Plus pr´ecisément une
ligne est une repr´esentation de la contrainte associ´ee avec un certain ensemble de
variables.

Pour bien comprendre cette diff´erentiation prenons l’exemple des contraintes
d’élimination de sous-tour. Ces contraintes sont d´efinies sur un sous-ensemble
S des sommets du graphe et s’´ecrivent sous la formex(
(S)) � jSj � 1. Si on
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FIG. 6.3 –Structure d’un noeud de l’arbre du “Branch and Cut”

stocke ces in´egalités de la mˆeme façon quand elles sont ´ecrites dans le programme
linéaire on devrait stocker toutes les arˆetes (variables) dont les 2 extr´emités sont
dansS. Ce format utiliseO(jSj2) place mémoire. Cependant il est aussi efficace
de stocker les sommets de l’ensembleS ce qui nécessiteO(jSj) place mémoire.
Etant donn´ee une arˆetee d’extrémités(u; v), ces arêtes valent 1 dans la contrainte
d’élimination du sous tour siu etv appartiennent `aS.

Cette différentiation permet de r´eduire le coˆut de communication et de sto-
ckage des contraintes. En effet au lieu de stocker tout le programme lin´eaire d’un
nœud en attendant son traitement par un processus (ce qui impliquerait qu’on
dispose d’un espace m´emoire consid´erable pour stocker les programme lin´eaire
de tous les nœuds actifs de l’arbre du “Branch and Cut”), on ne stocke que le
squelette des contraintes d´efinissant les lignes du programme lin´eaire et le graphe
partiel sur lequel ce dernier est ´ecrit. Notons que les contraintes sont stock´ees dans
le pool sous leur forme r´eduite (squelettique).

Pour chaque nœud, on stocke l’ensemble des variables fix´ees pour la sous
arborescence enracin´ee par le nœud. Ces variables seront communiqu´ees au pro-
cessus solveur lors de l’´evaluation du nœud. La figure 6.3 montre la structure d’un
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nœud de l’arbre du “Branch and Cut”.
Notons qu’on ne stocke sur chaque nœud que les variables fix´ees, et les contraintes

du programme lin´eaire qui sont g´enérées pendant son ´evaluation. Pour recons-
truire le programme lin´eaire d’un nœud quelconque, on doit partir du nœud racine
de l’arbre et construire, au fur et mesure qu’on descend dans l’arbre vers le nœud
courant, les contraintes du programme lin´eaire sur le graphe courant obtenu en
appliquant toutes les fixations successives de chaque ´etape sur le graphe partiel de
départ.

Quand le maˆıtre choisit un nœud actif pour ˆetre traité sur un processeur sol-
veur, il n’est pas n´ecessaire de communiquer toute la branche. En effet chaque
processeur poss`ede l’arbre dont les feuilles forment l’ensemble des nœuds qui ont
été résolu en local. Le maˆıtre ne communique que la sous branche qui manque au
processeur solveur.

Le coût d’une communication se compose de deux parties, le temps de com-
munication sur le r´eseau et le temps n´ecessaire `a la reconstruction du programme
linéaire d’un nœud. Ce coˆut est d’autant plus grand, quand on passe `a un nœud
trèséloigné du nœud courant dans l’arbre du “Branch and Cut”.

Notre implémentation pr´evoit aussi la reconstruction de la base du programme
linéaire d’un nœud p`ere pour ces fils, afin d’´eviter de réappliquer la premi`ere phase
du simplexe lors de la premi`ere résolution du programme lin´eaire dans un nœud.
C’est un point majeur dans la structuration de notre impl´ementation parall`ele. Il
permet de r´eduire consid´erablement le temps de calcul.

6.4 Mécanismes d’́equilibrage de charge

Dans un paradigme maˆıtre-esclave l’équilibrage de charge est ´equitable si on
considère que les sous probl`emes qui sont dans la file d’attente du maˆıtre sont
indivisibles. Le processus maˆıtre donne du travail aux esclaves selon un ordre
FIFO (First In First Out): Le premier processus qui envoie une requˆete demandant
du travail au maˆıtre est le premier servi.

Cependant, au cours de l’ex´ecution d’un “Branch and Cut” parall`ele, plusieurs
processus sont inactifs pendant le d´ebut de l’algorithme et pendant sa phase finale.
Cette inactivité est due au nombre limit´e de sous probl`emes qui peuvent s’ex´ecu-
ter d’une façon concurrente pendant un laps de temps plus ou moins important.
La lenteur de l’évaluation d’un nœud dans la m´ethode “Branch and Cut” est la
principale cause de ce ph´enomène.

Nous présentons dans ce paragraphe, les techniques que nous avons utilis´ees
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pour augmenter le nombre de tˆaches concurrentes pendant les phases critiques du
“Branch and Cut”.

Une manière de réduire le déséquilibre de charge est de diminuer le temps
de l’évaluation d’un nœud et passer `a la phase de branchement pour subdiviser
le nœud en deux nouveaux sous probl`emes. On cr´ee ainsi deux nouvelles tˆaches
concurrentes.

On arrête l’évaluation d’un nœud de l’arbre du “Branch and Cut” quand:

– La solution du programme lin´eaire est r´ealisable.

– La méthode de g´enération des coupes n’arrive plus `a générer des contraintes
violées.

– Il y a un essoufflement de la progression de la fonction ´economique.

Souvent, bien qu’on continue de g´enérer des contraintes viol´ees, la fonction
économique `a optimiser ne progresse plus. Ceci est principalement dˆu au fait
qu’on ne génère plusà ce stade que des contraintes “voisines”: les hyperplans
définis par les contraintes ont des normales quasiment parall`eles, ainsi la solu-
tion du programme lin´eaire passe d’un sommet du poly`edreà un autre qui lui est
voisin.

La détermination du degr´e d’essoufflement est une variable “subjective” d´e-
finie par le programmeur. Dans une ex´ecution séquentielle, on a l’habitude de
pousser l’évaluation le plus loin possible avant de passer `a la phase de branche-
ment. Une mani`ere pouréquilibrer la charge de calcul est d’arrˆeter rapidement
l’ évaluation d’un nœud et le subdiviser en d’autres sous probl`emes en choisissant
judicieusement la fonction “essoufflement”.

La stratégie qu’on a adopt´ee consiste `a changer la fonction essoufflement en
fonction d’un certain seuil. Ce seuil d´epend des nombres de sous probl`emes en
attente dans la file du manager et du nombre de solveurs utilis´es. Lors d’une ex´e-
cution parallèle, on utilise au d´ebut une fonction d’essoufflement “lˆache” puisqu’il
n’y a pas assez de sous probl`emesà traiter, et d`es qu’on arrive au seuil souhait´e on
change la fonction d’essoufflement pour pousser l’´evaluation le plus loin possible.

Le choix du seuil et surtout de la fonction d’essoufflement doit ˆetre très mi-
nutieux puisqu’un mauvais choix peut augmenter consid´erablement le nombre de
nœuds `a traiter dans l’arbre du “Branch and Cut” et peut d´egénérer l’algorithme
en “Branch and Bound”, si la m´ethode de g´enération des coupes n’est pas assez
utilisée.
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Une autre m´ethode pour g´enérer du calcul pour tous les processus est de jouer
sur le nombre de sous probl`emes g´enérés lors du branchement. Cette m´ethode est
aussià utiliser avec pr´ecaution, puisqu’on a tendance `a créer beaucoup de sous
problèmes qu’on n’aurait pas trait´es pendant une ex´ecution séquentielle avec une
exploration du type “meilleur d’abord”.

Dans des algorithmes d’´enumération implicite, il est parfois pr´eférable d’avoir
de temps en temps des processeurs inactifs qu’un ´equilibrage de charge optimal
avec une explosion du nombre de nœuds actifs de l’arbre de recherche.



100 Paralĺelisation du “Branch and Cut”

+ store problem data

+ service requests for data

+ compute initial upper bound

+ store best solution

+ handle i/o

  particular LP solution

+ generate cuts violated by a

+ update best feasible sol’n

  and upper bound

Master

LP Solver

Cut Generator

Cut Pool

Tree Manager

+process and bound

  subproblems

+perform branching

  operation

  

+ maintain a list of

  "effective" inequalities

  particular LP solution

 +return all cuts violated by a

+ maintain candidate and

  active node lists

+ track upper bound

  active node data

+service requests for

root node

request data

new cuts

LP solution

violated cuts

copy cuts

subtree is finished

pruned node data

should I dive?

re
qu

es
t d

at
a

candidate, active, and

new upper bound

active node data

upper bound

fe
as

 s
ol

’n

cut list

send data

C
ut

s

L
P Sol

send data
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FIG. 6.4 –Dépendances entre les types de processeurs dans la structure hi´erar-
chique de T.K Ralphs
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Chapitre 7

Résultats et conclusions

Dans ce chapitre nous pr´esenterons les r´esultats de nos exp´erimenta-
tions. Nous commencerons par justifier l’irr´egularité du “Branch and
Cut” en montrant son comportement s´equentiel. Nous pr´esenterons en-
suite les résultats que nous avons obtenus avec notre algorithme paral-
lèle. Nous expliquerons ces r´esultats en insistant sur les sp´ecificités de
notre implémentation.

7.1 Introduction

Toutes nos exp´erimentations ont ´eté effectuées sur la machine parall`ele IBM
SP1 de l’IMAG. Notre implémentation parall`ele de l’algorithme du “Branch and
Cut” estécrite en C. Nous utilisons le logiciel CPLEX 4.0 [Cpl95] pour la r´esolu-
tion des programmes lin´eaires, et la biblioth`eque standard de passage de message
MPI [DA95] pour les communications.

MPI est une interface de programmation parall`ele, par processus communi-
cants. Elle poss`ede des primitives de communication point-`a-point et collectives,
des primitives de gestion de groupe de processeurs, et de d´efinition de topologie
de communications.

Les instances du probl`eme du voyageur de commerce r´esolues sont tir´ees de
la librairie TSPLIB [Rei91]. Chaque instance porte un nom du typeXYoù X est
un préfixe donnant l’origine de l’instance etY représente le nombre de villes dans
l’instance. Par exemple, l’instanceatt48 correspond `a un problème de voyageur
de commerce de 48 villes pos´e par la firme AT&T. Le nombre de variables dans
cette instance est ´egalà 48�47

2
= 1128.

Le IBM SP1 de l’IMAG est une machine `a mémoire distribu´ee qui peut ˆetre
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considérée comme un r´eseau de 32 stations RS/6000 avec 64 Mo de RAM. Les
communications sont assur´ees par un r´eseau multi-´etages du type “packet-switching”
garantissant un d´ebit full-duplex physique de 40 Mo/s pour chaque nœud et une
latence inférieureà la microseconde. Les nœuds sont interconnect´es par un switch
rapideHigh-Performance Switch(HPS) TB2 qui poss`ede des capacit´es DMA ainsi
qu’un processeur (i860). Chaque nœud ex´ecute une version du syst`eme UNIX
AIX.

7.2 Comportement de l’algorithme du “Branch and
Cut”

Dans ce paragraphe nous ´etudions le comportement de l’algorithme s´equentiel
du “Branch and Cut”. Cette ´etude tente de montrer la forte irr´egularité de l’appli-
cation, et donc de justifier certain de nos choix de parall´elisation.

Dans la figure 7.1, on ´etudie l’évolution de la valeur de la solution du pro-
gramme linéaire au cours du temps pour chaque nœud de l’arbre du “Branch and
Cut” pour une instance de 439 villes. Chaque portion, ou morceau, de la courbe
représente la variation devallp dans un nœud. Nous constatons que l’algorithme
améliore consid´erablement la valeur de la borne inf´erieure au niveau de la racine
de l’arbre du “Branch and Cut”. Cette valeur augmente lentement dans le reste
de l’arbre. Nous remarquons aussi que la dur´ee de l’évaluation de chaque nœud
de l’arbre n’est pas pr´evisible et change constamment. Cette dur´ee est repr´esentée
par la largeur de chaque morceau de la courbe. Elle a un comportement irr´egulier
et n’a pas forc´ement tendance `a diminuer au fur et `a mesure qu’on progresse dans
l’arbre du “Branch and Cut”.

La figure 7.2 montre l’´evolution du nombre de contraintes dans le programme
linéaire au cours de l’ex´ecution pour chaque nœud de l’arbre du “Branch and Cut”.
Nous constatons que le nombre des contraintes augmente consid´erablement dans
le nœud racine de l’arbre du “Branch and Cut”, ce qui explique l’am´elioration
de la valeur de la borne inf´erieure. On observe que le nombre des contraintes a
tendance `a augmenter au fur et `a mesure qu’on progresse dans la r´esolution, sans
exploser. Ceci est dˆu à l’ élimination des contraintes non serr´ees du programme
linéaire de temps en temps au cours de l’´evaluation d’un nœud (l’effet est visible
dans certaines ´etapes dans la figure). Dans l’exemple de la figure, on ne d´epasse
pas plus de 450 contraintes dans le programme lin´eaire en plus des 439 contraintes
de degré initiales, malgr´e le nombre exponentiel de contraintes qui pourraient y
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entrer. Ceci nous rend optimiste sur la possibilit´e de résoudre de telles instances
encore plus rapidement, si nous arrivions `a construire des heuristiques plus per-
formantes de s´eparation permettant de g´enérer plus de contraintes viol´ees.

La figure 7.3 montre l’´evolution du nombre de variables dans le programme li-
néaire au cours de l’ex´ecution pour chaque nœud de l’arbre du “Branch and Cut”.
Rappelons que dans notre code, nous initialisons le graphe partiel de d´epart par
le graphe de triangulation de Daulaunay plus les arˆetes de la meilleure solution
réalisable connue. L’ajout d’une solution r´ealisable nous assure que le graphe de
départ est hamiltonien, c’est `a dire admet un cycle hamiltonien. On choisit d’ajou-
ter la meilleure solution, en esp´erant qu’elle contient le maximum de variables de
la solution optimale et donc de r´eduire le temps pass´e dans la g´enération de co-
lonnes.

Nous remarquons dans la figure 7.3, que le nombre de variables a augment´e
dans le nœud racine puis a diminu´e pour revenir tr`es rapidement `a un niveau
proche de son niveau de d´epart. Ceci correspond `a un ajustement de la qualit´e
de l’ensemble des variables actives. L’algorithme a fait entrer plusieurs variables
de coût réduit négatif pouvant appartenir `a la solution optimale, ensuite, et au fur
et à mesure qu’il progresse dans la r´esolution, et riche des informations obtenues
lors de chaque ´evaluation, l’algorithme fixe plusieurs dizaines de variables `a 0 ou
1 à chaque ´etape. Nous observons que pendant les derni`eresétapes de l’ex´ecu-
tion, le programme lin´eaire ne poss`ede qu’une centaine de variables en plus de
439 variables n´ecessaires `a la construction d’une solution optimale, alors que le
problème consistait `a trouver un cycle hamiltonien avec 439 arˆetes parmi 96141
arêtes au d´epart.

Les figures 7.2 et 7.3, nous confirment la forte irr´egularité de la taille des don-
néesà communiquer pendant une ex´ecution parall`ele. Le nombre de variables et
de contraintes dans le programme lin´eaire change consid´erablement d’un nœud `a
un autre et il est donc difficile de pr´evoir la taille des messages `a passer `a chaque
processeur dans un algorithme parall`ele. Rappelons ici que nous ne communi-
quons pas tout le programme lin´eaire dans notre impl´ementation parall`ele, mais
juste les contraintes et les variables ajout´ees ou fixées dans chaque nœud.

Le tableau 7.1 donne une id´ee sur les pourcentages de la dur´ee de l’exécution
de chaque m´ethode composant l’algorithme du “Branch and Cut” par rapport `a
la durée totale de la r´esolution en s´equentiel, pour trois instances de diff´erentes
tailles du problème du voyageur de commerce. La derni`ere ligne de ce tableau
donne le pourcentage de la dur´ee des r´esolutions du programme lin´eaire qui in-
clut entre autres, la r´esolutions des programmes lin´eaires pendant la recherche
de la contrainte de branchement (notons que ces temps ont d´ejà été comptabi-



7.2 Comportement de l’algorithme du “Branch and Cut” 105

400

450

500

550

600

650

700

750

800

850

900

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

C
on

tr
ai

nt
es

Temps en seconde
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“Branch and Cut” au cours du temps
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lisé dans l’étape de branchement). Nous remarquons la pr´edominance de la phase
fRésolution du programme lin´eaire + Séparation des sous-toursg qui représente
dans les 3 cas au moins 40 % du temps global d’ex´ecution. Ce qui confirme bien
les raisons de l’inefficacit´e des structures hi´erarchiques de l’algorithme parall`ele
du “Branch and Cut” pr´esentées dans le chapitre pr´ecédent.

Etape de l’algorithme pr76 att532 u724

Séparation des sous-tours 19.91 19.35 22.53
Heuristique de s´eparation 40.93 26.57 26.18
Séparation par le pool 5.54 12.83 21.86
Nettoyage du programme lin´eaire 0.21 0.08 0.06
Traitement des variables 9.37 7.70 8.40
Etape de branchement 10.01 22.31 13.90
Initialisation 0.70 0.04 0.03

Résolution du programme lin´eaire 21.71 35.96 24.50

TAB. 7.1 –Pourcentage en temps de chaque ´etape de l’algorithme du “Branch
and Cut” par rapport au temps total d’ex´ecution

7.3 Résultats exṕerimentaux

Avant de présenter des r´esultats num´eriques obtenus lors de la r´esolution du
problème par la m´ethode du “Branch and Cut”, nous allons donner quelques in-
dices permettant d’intuiter ce qu’est une instance difficile du probl`eme du voya-
geur de commerce.

Le nombre de villes dans une instances n’est sˆurement pas la cause principale
de la difficulté d’une instance. Plusieurs instances de taille raisonnable ne sont pas
encore résolues alors que d’autres de plus grande taille le sont. La taille d’une ins-
tance implique un certain besoin de place m´emoire pour r´esoudre les programmes
linéaires, mais ne donne aucun a priori ni sur sur la taille de l’arbre du “Branch
and Cut”, ni sur le temps n´ecessaire `a la résolution du probl`eme. Ceci s’explique
principalement par les diff´erences de topologie des instances, c’est `a dire la distri-
bution des villes dans l’espace. Cette distribution influe sur la difficult´e à générer
des contraintes viol´ees par l’algorithmes des coupes poly´edrales, ou `a obtenir de
bonnes contraintes de branchement. Une topologie en grille comme pour lets225
est très difficileà résoudre `a cause de la sym´etrie des solutions optimales.
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Des résultats exp´erimentaux de r´esolution du probl`eme du voyageur de com-
merce par l’algorithme du “Branch and Cut” ont ´eté publiés par Padberg et Rinaldi
en 1991 [PR91], Clochard et Naddef en 1993 [CN93], J¨unger Reinelt et Thienel
en 1994 [JRT94] et Thienel en 1995 [Thi95]. Applegate, Bixby, Chv´atal et Cook
ont résolu des instances de tr`es grande taille, cependant ces r´esultats ne sont pas
encore publi´es.

A titre indicatif nous donnons les r´esultats obtenus par J¨unger, Reinelt et Ri-
naldi [JRR95] dans le tableau 7.2. Le temps CPU est donn´e en seconde sur une
station SUN SPARC 10/20.

Instance temps CPU # nœuds

pr76 405 92
rd400 2511 54
pr439 3278 92

pcb442 530 50
rat575 7666 110
u724 9912 40

TAB. 7.2 –Résultats exp´erimentaux obtenus par [JRR95]

Le tableau 7.3 donne les r´esultats obtenus pour quelques instances difficiles de
TSPLIB [Rei91]. Pour la majorit´e des instances r´esolues par notre code, l’arbre
du “Branch and Cut” reste relativement petit grˆaceà l’éfficacité de nos heuris-
tiques de s´epération. Nous utilisons jusqu’`a 8 processeurs esclaves pour r´esoudre
des instances qui d´eveloppent des arbres de grandes taille et jusqu’`a 4 esclaves
pour les autres. Nous constatons le bon comportement de l’algorithme. La perte
d’efficacité observ´ee pour quelques instances, quand on augmente le nombre de
processeurs, est due principalement `a l’inactivité de quelques esclaves pendant la
phase initiale. Cette perte devient moins importante pour des instances qui g´e-
nèrent plus de nœuds dans l’arbre du “Branch and Cut”. Elle peut ˆetre caus´ee,
dans une moindre mesure, par l’augmentation de la taille de l’arbre du “Branch
and Cut”.

Nous avons essay´e de résoudre l’instancets225 qui est réputée très difficile
sur 8 processeurs, malheureusement l’ex´ecution s’arrête au bout d’une journ´ee de
calcul à cause du manque de m´emoire sur les processeurs du SP1. L’ex´ecution
a généré un arbre du “Branch and Cut” de 1714 nœuds en donnant une solution
avec une garantie de 0.0006% de l’optimale. Le taux d’occupation des processeurs
dépasse en moyenne 99% et la r´epartition de la charge est quasiment parfaite.
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Instance # processeurs Temps en s # nœuds Efficacité

pr76 1 226 16 1
2 126 20 0.90

2850 3 83 14 0.91
variables 4 70 14 0.80

rd400 1 1341 14 1
2 798 14 0.84

79800 3 621 14 0.72
variables 4 503 18 0.67

pr439 1 2415 30 1
2 1462 34 0.83

96141 4 746 28 0.81
variables 8 432 38 0.70

pcb442 1 1166 28 1
2 663 28 0.88

97461 4 352 22 0.83
variables 8 209 32 0.70

att532 1 2730 14 1
2 1707 16 0.80

141246 3 1198 14 0.76
variables 4 990 16 0.69

rat575 1 5327 38 1
2 3098 38 0.86

165025 4 1645 40 0.81
variables 8 925 46 0.72

u724 1 6056 26 1
2 3403 28 0.89

261726 4 2046 30 0.74
variables 8 1306 42 0.58

TAB. 7.3 –Variation du temps de calcul, de l’efficacit´e et du nombre de noeuds
dans l’arbre du “Branch and Cut” selon le nombre de processeurs utilis´es pour
résoudre quelques instances difficiles du probl`eme du voyageur de commerce
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Nous observons aussi que le surcoˆut dû à la communication des donn´ees pro-
voqué par la parall´elisation n’est pas important. Ceci est dˆu à l’optimisation des
communications lors du passage des donn´ees du maˆıtreà un nœud esclave. Notons
que le coût des communications n’inclut pas uniquement le coˆut de la communi-
cation des donn´ees sur le r´eseau. En effet, il n’existe pas de primitives directes
pour les communications des listes dans la librairie de passage de messages MPI.
Nous utilisons alors les primitives MPI-pack et MPI-unpack qui induisent un sur-
coût non négligeable. C’est en additionnant les coˆuts de transmission des donn´ees
dans le réseau et le coˆut des phases de paquetage et d´epaquetage des donn´ees,
qu’on obtient le coˆut réel des communications.

La communication des donn´ees et le d´epaquetage sur le processeur cible sont
effectués de fa¸conà permettre la reconstruction de la base du programme lin´eaire
du nœud p`ere. Ceci permet d’´economiser le temps de calcul de la premi`ere phase
du simplexe lors de la r´esolution du programme lin´eaire. D’où un gain substantiel
de temps, vu le pourcentage qu’occupe la r´esolution du programme lin´eaire dans
le temps total d’ex´ecution de l’algorithme du “Branch and Cut”.

L’ étude de la trace de notre programme parall`ele avec 2 processeurs nous
montre que les esclaves restent sans activit´e pendant la phase d’initialisation du
maı̂tre puisqu’ils sont pr´esents dans l’environnement parall`ele dès le début de
l’exécution. En effet, contrairement `a PVM, MPI ne permet pas de faire entrer
des nouveaux processeurs pendant l’ex´ecution. La version suivante de la librairie
standard de passage de message MPI2, devrait permettre de le faire.

La quatrième colonne du tableau 7.3 donne la taille de l’arbre du “Branch and
Cut” pour chaque ex´ecution. Nous constatons que, pour une instance donn´ee, la
taille de l’arbre est diff´erente selon le nombre des processeurs que nous utilisons,
ceci est dˆu principalement `a l’utilisation de pools locaux de contraintes. En effet, la
construction du pool locale est tr`es dépendante des programmes lin´eaires résolus
sur le processeur. Or selon le nombre de processeurs utilis´es les nœuds trait´es sur
un processeur sont diff´erents, donc il arrive qu’on g´enère une contrainte du pool
pendant une ex´ecution qu’on n’aurait pas g´enérée dans une autre ex´ecution, et
par chance cette contrainte am´eliore rapidement la borne inf´erieure d’un nœud et
donc fait diminuer la taille de l’arbre.

Notons au passage que nous utilisons les heuristiques de recherche de contraintes
violées d’une mani`ere hiérarchique. On cherche d’abord les contraintes de type
peigne, si aucune contrainte de peigne n’est viol´ee, on cherche les autres types
de contraintes. Notre code parall`ele n’utilise que les heuristiques pour la g´enéra-
tion de contrainte de peigne et de chemin pour ne pas r´eduire consid´erablement la
taille de l’arbre des instances que nous r´esolvons sur le SP1.



7.3 Résultats exṕerimentaux 111

L’utilisation de branchement sur les contraintes permet de trouver des bran-
chements forts et donc permet de ne pas faire exploser la taille de l’arbre comme
dans le “Branch and Bound”. De mˆeme, l’utilisation d’une heuristique perfor-
mante d’exploitation de la solution fractionnaire permet de trouver rapidement une
bonne borne sup´erieure, et donc d’arrˆeter rapidement l’exploration d’une branche
de l’arbre du “Branch and Cut”. Notre heuristique [Bou95] exploite les solutions
fractionnaires du programme lin´eaire pour construire un cycle de bonne qualit´e,
ensuite l’améliore avec un algorithme de Lin-Kernigham modifi´e. Pour plusieurs
instances, on obtient la valeur de la solution optimale d`es la racine de l’arbre du
“Branch and Cut”.

Notons que les anomalies d’acc´elération observ´ees pour les algorithmes du
“Branch and Bound” parall`eles sont tr`es rares dans le cas du “Branch and Cut”,
malgré l’exploration selon une strat´egie meilleure d’abord. Ceci est dˆu principale-
mentà l’utilisation d’un algorithme d’exploitation d’une solution factionnaire qui
donne très rapidement une tr`es bonne borne sup´erieure au cours de l’ex´ecution.

Notons enfin que nous avons r´eussià résoudre plusieurs instances du probl`eme
du voyageur de commerce directement au nœud racine de l’arbre du “Branch and
Cut”. D’autres instances r´eputées difficiles ont ´eté résolues en quelques dizaines
de nœuds. Et celles de tr`es grande taille n’ont pas pu ˆetre résolues puisqu’elles
utilisent beaucoup de m´emoire lors de la r´esolution du programme lin´eaire, et
donc atteignent tr`es vite la limite de la m´emoire des processeurs du SP1.

Equilibrage de charge

Le tableau 7.4 donne les r´esultats obtenus en ex´ecutant l’algorithme du “Branch
and Cut” sans aucun m´ecanisme d’´equilibrage de la charge entre les processeurs,
et avec m´ecanismes d’´equilibrage de la charge en utilisant une strat´egie de seuil
sur la fonction essoufflement ou une strat´egie de multi-branchements. Nous remar-
quons que les deux strat´egies induisent un surcoˆut dans la recherche arborescente.
La stratégie de seuil sur la fonction d’essoufflement induit un surcoˆut plus faible
que celui de la strat´egie de multi-branchement et arrive `a une meilleure r´epartition
de la charge du travail entre les processeurs. La strat´egie de multi-branchement
peut faire exploser la taille de l’arbre du “Branch and Cut”, puisqu’elle a tendance
à créer des sous-probl`emes qui ne sont pas visit´es dans une ex´ecution séquentielle.

Notons en outre que le choix du seuil dans la strat´egie d’essoufflement est
un point très important pour le bon d´eroulement de l’algorithme. En effet, nous
avons constat´e dans la figure 7.1 que la valeur de la borne inf´erieure augmente
lentement pendant l’´evaluation d’un nœud d`es que nous descendons un peu dans
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Mode d’équilibrage Instance Temps en s # nœuds Efficacité

pr439 451 32 0.67
Aucun pcb442 209 32 0.70

rat532 1057 40 0.63
u724 1514 26 0.50

Seuil sur pr439 432 38 0.70
la fonction pcb442 209 32 0.70

d’essoufflement rat532 925 46 0.72
u724 1306 42 0.58

pr439 444 38 0.68
multi- pcb442 218 42 0.67

branchement rat532 965 50 0.69
u724 1514 50 0.50

TAB. 7.4 – Comparaison des r´esultats obtenus en ex´ecutant l’algorithme du
“Branch and Cut” sur 8 processeurs avec des modes d’´equilibrage de charge
différents

l’arbre. Ainsi si on utilise une fonction d’essoufflement “lˆache” ailleurs qu’au
début de l’exécution, alors on passera `a chaque fois tr`es rapidement `a la phase
de branchement, et on perdra la sp´ecificité de l’algorithme du “Branch and Cut”,
qui consiste `a privilégier la recherche des contraintes viol´ees sur l’énumération
des solutions comme dans le “Branch and Bound”. Dans ce cas on observe une
explosion de la taille de l’arbre `a visiter.

Notons néanmoins que pour des instances qui construisent des grands arbres
de “Branch and Cut”, comme pour lets225, l’exécution de l’algorithme sans m´e-
canismes d’´equilibrage de charge donne une bonne r´epartition du calcul entre les
processeurs et des efficacit´es proche de 1. L’utilisation des algorithmes d’´equi-
librage n’est n´ecessaire que pour des instances qui g´enèrent des petits arbres de
recherche.
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Conclusions et perspectives

Dans cette th`ese nous nous sommes int´eress´esà l’ étude et la parall´elisation
de l’algorithme du “Branch and Cut” afin de r´esoudre jusqu’`a l’optimalité le pro-
blème du voyageur de commerce.

Dans la premi`ere partie de ce travail, nous avons pr´esenté les composantes
principales de l’algorithme du “Branch and Cut”. Nous avons ´etudié ensuite le
problème du voyageur de commerce par une approche poly´edrale. Nous avons
donné une description d´etailléede notre impl´ementation de l’algorithme du “Branch
and Cut” pour résoudre ce probl`eme jusqu’à l’optimalité.

Ces thèmes ont ´eté abordés dans les trois premiers chapitres de cette th`ese.
Nous avons pr´esenté en particulier dans le troisi`eme chapitre, les phases d’ini-
tialisation et de r´esolution du programme lin´eaire. Nous avons d´ecrit ensuite, la
génération de coupes en utilisant des heuristiques de s´eparation et un pool de
contraintes. Nous avons introduit une heuristique de recherche de borne sup´e-
rieure au probl`eme du voyageur de commerce. Puis nous avons pr´esenté l’ étape
de génération de colonnes et les possibilit´es de fixations de variables. Nous avons
terminé par une description de l’´etape de branchement.

Dans la deuxi`eme partie de cette th`ese, nous avons r´esumé les principes de
base du parall´elisme, et nous avons pr´esenté un état de l’art des ´etudes men´ees
sur la parallélisation de l’algorithme du “Branch and Bound”. Nous avons d´ecrit
ensuite plusieurs mod`eles de parall´elisation de l’algorithme du “Branch and Cut”
selon le niveau de granularit´e utilisé.

Fort des connaissances acquises, nous avons d´eveloppé un programme de
“Branch and Cut” parall`ele pour résoudre le probl`eme du voyageur de commerce.
Nous avons adopt´e une strat´egie centralis´ee de contrˆole de la recherche arbores-
cente. Nous avons mis en place par un choix judicieux de la repr´esentation des
données, un m´ecanisme de minimisation des coˆuts liés aux différentes ´etapes de
la communication entre les processeurs. Nous avons ´egalement mis en place plu-
sieurs strat´egies d’ajustement de la charge au d´ebut de l’exécution du “Branch and
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Cut”, et avons montr´e l’intérêt de pouvoir adapter la granularit´e en fonction des
paramètres du programme (fonction d’essoufflement...) et du nombre des proces-
seurs disponibles.

En résumé, nous avons r´eussi grâce au parall´elisme,à réduire le temps de
résolution de plusieurs instances difficiles du probl`eme du voyageur de commerce.
Nous avons aussi contribu´e, à notre connaissance, aux premi`eres tentatives de
parallélisation de l’algorithme du “Branch and Cut”.

Ainsi, pour résoudre de grandes instances de probl`emesNP-difficiles, il s’avère
intéressant de poursuivre l’´etude de la parall´elisation de cette m´ethode. Nous
comptons continuer nos recherches sur deux axes:

D’une part en travaillant sur l’am´elioration de notre code parall`ele. En effet,
il serait intéressant de passer vers un grain de parall´elisme plus fin pour pouvoir
accélerer la résolution des instances qui se r´esolvent sans passer `a la phase de
branchement. Il est aussi int´eressant d’utiliser la multiprogrammation l´egère pour
pouvoir entrelacer les calculs et les communications.

Et d’autre part, en am´eliorant les différentes ´etapes de l’algorithme du “Branch
and Cut”. Nous consid´erons notamment que la recherche de la contrainte de bran-
chement est l’une des ´etapes de l’algorithme qui peut encore ˆetre consid´erable-
ment améliorée.
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[Chv83] Chvátal (Vasek). – Linear Programming. – W.H. Freeman and
Company, 1983.

[CN93] Clochard (Jean Maurice) et Naddef (Denis). – Using path inequali-
ties in a branch-and-cut code for the symmetric traveling salesman
problem.In : Proceedings on the Third IPCO Conference, éd. par
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de PhD, Universit¨at zu Köln, 1995.
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Résuḿe :

La résolution jusqu’`a l’optimalité de problèmes d’optimisation combinatoireNP-
difficiles nécessite une mise en œuvre de m´ethodes de plus en plus complexes qui consom-
ment de plus en plus de puissance de calcul. L’objectif de notre travail est de parall´eliser
un algorithme de “Branch and Cut” pour r´esoudre jusqu’`a l’optimalité des instances dif-
ficiles du problème du voyageur de commerce.

Dans la premi`ere partie de notre travail, nous pr´esentons les composantes principales
de l’algorithme du “Branch and Cut”. Nous ´etudions ensuite le probl`eme du voyageur de
commerce par une approche poly´edrale. Nous donnons enfin une description d´etaillée de
notre implémentation de l’algorithme du “Branch and Cut”.

Dans la deuxi`eme partie, Nous commen¸cons par une br`eve présentation du paral-
lélisme, et un ´etat de l’art des ´etudes men´ees sur la parall´elisation de l’algorithme du
“Branch and Bound”. Puis, nous proposons plusieurs mod`eles de parall´elisations de l’al-
gorithme du “Branch and Cut”. Nous d´ecrivons ensuite la strat´egie de contrˆole de la re-
cherche arborescente qu’on a adopt´e, les mécanismes de minimisation des coˆuts liés aux
diff érentes ´etapes de la communication entre les processeurs et les strat´egies d’équili-
brages. Nous terminons en donnant les r´esultats obtenus sur le IBM-SP1.

Mots clés : parallélisme, ”Branch and Cut and Price”, probl`eme du voyaguer de com-
merce.

Abstract:

The Branch and Cut method has been very successful in solving large Symmetric
Traveling Salesman instances to optimality. The time needed to solve these instances is
very high, therefore one may want to consider the possibility of using parallel machines
to perform the computations.

In the first part of this thesis, we present different components of Branch and Cut. We
give a polyhedra study of the STSP. We then describe our implementation of the Branch
and Cut method.

In the second part of this document, we start with a presentation of some basic
concepts of parallelism and the state of the art of the parallelization of the branch-and-
bound algorithm which is a related method. Next we propose several models to parallelize
the Branch and Cut. We present the choices we have made when we have implemented
our parallel algorithm: control scheme, load balancing strategy... Finally, we give many
computational results on a IBM-SP1 machine.

Keywords: parallelism, Branch and Cut and Price, Symmetric Traveling Salesman
Problem


