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Introduction

Les données auxquelles on s’intéresse ici sont du type données ternaires (three-
way data):

instants x indivedus x variables ,

auxquelles sont consacrés de nombreux travaux dont on peut trouver des syn-
theses (Kroonenberg 1983, Escoufier 1985, Coppi et Bolasco 1989, Kiers 1991),
apres les deux articles (Tucker 1966, Escoufier 1973) fondateurs de deux appro-
ches différentes.

Ces données sont des tableaux (n; x p) indicés par £, ou a chaque instant ¢ (¢ €
7 ={1,...,T}) on dispose d’un échantillon de taille n, d’un vecteur aléatoire a p
dimensions : ainsi a chaque instant on observe les mémes variables quantitatives
mais pas nécessairement sur les mémes individus.

L’objectif est de décrire de facon globale ces données pour en apprécier qua-
litativement 1’évolution: le temps (dans le cas ou t fait référence au temps)
n’intervenant que comme élément d’interprétation. Ce type de données peut étre,
par exemple, décrit au moyen de deux analyses distinctes, une portant sur les
moyennes, I’autre portant sur les matrices de variance. Notre souci en proposant
la méthode dite analyse en composantes principales (ACP) de distributions mul-
tidimensionnelles est de disposer d’une analyse globale qui prenne en compte
aussi bien les moyennes que les variances / covariances. Cette méthode consiste
a associer a chaque tableau ¢ un objet qui est une densité de probabilité et
d’en faire une ACP a la maniere dont procede la méthode STATIS Dual dans sa
premiere étape.

On s’intéressera plus particulierement au cas ou ces densités sont gaussiennes

tout en indiquant la voie permettant ’extension de cette analyse a des densités



d’une méme famille exponentielle ou a des densités uniformes.

Aux données précédentes on ajoute une variable (qualitative) a ) catégories
définie sur ’ensemble des instants, connue sur une partie de ces instants et
inconnue sur les autres instants. C’est une situation a laquelle on a été confronté
en archéologie a la demande d’un ami, J.M. Rudrauf', avec qui nous avions co-
dirigé un mémoire d’ingénieur %. Sur chaque chiteau (¢) J.M. Rudrauf a mesuré p
parametres quantitatifs sur n, pierres ayant servi a I’édifier. Pour certains de ces
chateaux, dits datés, la science historique nous dit la période de sa construction
(Y est la variable qui a ¢ associe sa période de construction), par contre pour les
autres chateaux 'objectif est de les dater. On a ici un probleme de discrimination
avec le but de prédire cette variable.

En effet, classiquement, “le but des méthodes de discrimination consiste a prédire
une variable qualitative a k catégories a l'aide de p prédicteurs, généralement
numériques” (Saporta 1990) mais qui peuvent étre qualitatifs (Diday et al 1982,

Tomassone et al 1988). Ces méthodes comportent deux étapes:

- une étape d’apprentissage sur un premier ensemble d’individus dont on
connait la catégorie ainsi que les valeurs des p prédicteurs, étape consistant

a expliquer la variable qualitative au moyen des p autres variables ;

- une étape de prédiction consistant en 1’affectation de chaque individu d’un
autre ensemble d’individus dont on ne connait que les réponses aux p
prédicteurs, a une catégorie de la variable qualitative en se basant sur une
regle soit de type géométrique, soit de type probabiliste si les p prédicteurs

sont gaussiens, conditionnellement a chaque catégorie.

De plus, 'analyse discriminante offre la possibilité de visualiser les individus en

optimisant un critere (rapport de I'inertie inter et de Iinertie intra).

1J.M. Rudrauf. L’appareil ¢ bossage en grés. Notes personnelles et communication au
séminaire “Les techniques de construction dans I’architecture médiévale en Alsace, 1997”.

M. Dlim. L’analyse en composantes principales: implémentation et application & un
probléme de datation. Institut d’informatique, Tizi-Ouzou, 1985.



On va développer cette démarche dans le cas ou les “individus” sont des densités
de probabilité gaussiennes, éléments d’un espace de Hilbert de dimension infinie,
en proposant une regle de chaque type. Matusita (1966) a déja abordé cette
problématique, prolongée par de nombreux travaux incluant méme un mélange
de variables qualitatives et quantitatives (voir McLachlan 1992 pour une biblio-
graphie exhaustive) et récemment par Bar-Hen et Daudin (1998).

On montre en quoi la visualisation des individus par ’analyse discriminante
classique n’est pas possible du fait de la non inversibilité de 'opérateur d’inertie
et on propose une solution assez “naturelle” pour lever cette indétermination
donnant lieu a une représentation des instants (a partir des densités qui leur sont

associées).

On a donc été amené a définir la mesure d’affinité L? de deux densités de
L*(IR?, Brr, v), le produit scalaire de ces deux densités, et a étudier ses propriétés.
Cette mesure d’affinité est a la base des analyses factorielles qui seront présentées
ici. Nous avons conservé le terme générique d’analyse factorielle couramment
utilisé en analyse des données faute d’avoir trouvé un terme plus approprié. En
effet dans ces analyses on ne tentera pas d’interpréter les “facteurs” en fonction
des données traitées mais on essaiera au travers des représentations fournies par
ces analyses de déceler comment se manifeste I’évolution temporelle et comment

s’en servir pour faire de la prédiction.

Le premier chapitre est constitué par I’étude de la mesure d’affinité L2. Dans un
premier temps on la calcule pour quelques types de densités tout en proposant
une méthode d’estimation non paramétrique de cette mesure d’affinité pouvant
permettre son extension a d’autres types de densités. Dans un deuxieme temps on
présente le cas gaussien et on établit la normalité asymptotique de 'estimateur

paramétrique de cette mesure d’affinité. Enfin dans un dernier temps on illustre



la vitesse de convergence des estimations précédentes par des simulations.

La présentation de ’analyse en composantes principales de distributions gaus-
siennes multidimensionnelles fait 1’objet du second chapitre. On y montre aussi
que I’ACP des densités ou des fonctions caractéristiques sont équivalentes et que
lorsque le nombre de distributions est fini, cette analyse conduit a un probleme
matriciel dont la solution est classique. On propose une estimation convergente
de cette analyse puis on étudie les différences / ressemblances avec la méthode
STATIS dual. On montre en particulier que STATIS dual appliquée a des variables
centrées est une ACP de développements limités des fonctions caractéristiques de
ces mémes variables.

Le troisieme chapitre utilise le caractere asymptotiquement gaussien de la mesure
d’affinité L? de deux densités gaussiennes estimées pour proposer I'analyse dis-
criminante de densités gaussiennes. Cette technique, apparentée a ’analyse dis-
criminante a but décisionnel (Saporta 1990), consiste en deux regles d’affectation
d’une densité f, estimée au vu d’un échantillon, a une densité parmi ) densités
supposées connues. Ces deux regles sont basées sur un critere de type maximum de
vraisemblance. On montre de plus que dans un cas particulier une des deux regles
est équivalente a une affectation suivant un critere de type distance minimum,
cette distance étant celle induite par la mesure d’affinité L2.

Ce critere fera la transition vers le quatrieme chapitre qui comprend ’analyse
discriminante avec regles géométriques. On montre que la recherche d’axes dis-
criminants maximisant le rapport de I'inertie inter et de I'inertie intra mene a une
infinité de solutions et qu’en ajoutant une contrainte cela conduit a une solution
unique en un certain sens. Cette situation aboutit a un probleme matriciel dont
on donne la solution. De plus cette solution fournit des représentations graphiques
des densités visualisant leurs distances respectives.

Ces analyses seront mises en ceuvre dans les deux derniers chapitres.

Le cinquieme chapitre est centré sur ’analyse en composantes principales sur
données concretes et sur données de processus gaussiens. Pour les données de
processus on traitera plusieurs exemples de processus solutions d’équations diffé-

rentielles stochastiques, et en particulier le mouvement brownien et le processus



d’Ornstein-Uhlenbeck. ’ACP du mouvement brownien sera particulierement dé-
taillée et fournira 'occasion de comparer 'ACP de densités et 'ACP classique
dans le cas d’'une promenade aléatoire. Pour les données concretes, on appliquera
I’ACP de densités a des données fournies par J.L.. Bosson et a des données déja
traitées dans (Lavit 1988) par la méthode STATIS.

Enfin le sixieme et dernier chapitre avant la conclusion concerne I’analyse discri-
minante et son application aux données archéologiques fournies par J.M. Rudrauf

avec un objectif de datation.
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Chapitre 1

Mesure d’affinité L? de deux
densités de probabilité et
propriétés asymptotiques

1.1 Introduction

Considérons deux densités de probabilité f et ¢ sur (IR?, Bry) de carré inté-
grable par rapport a une mesure de référence v sur (IR?, Bgry). Elles sont donc
dans V’espace de Hilbert L*(IR?, Bgr,v), noté H,, de produit scalaire < , >, et
de norme associée || ||,.

Si v est la mesure de Lebesgue, cet espace est noté L*(IR") et I'indice v sera omis
dans les notations H, <, > et || ||.
On appelle mesure d’affinité L? entre les densités f et g le produit scalaire de ces

deux densités (Qannari 1983):
<Lgz= [ f@)gle) vido) (L.1)

Cette mesure d’affinité bilinéaire et non négative appartient a la classe que

Krzanowski a nommé classe des mesures d’affinité de Bhattacharyya en référence

a la mesure d’affinité proposée par ce dernier (McLachlan 1992, pp.22-23):

| V@) do. (1.2)
Ce produit scalaire entre v/f et /g dans L*(IR?) induit la distance de Matusita ou

de Hellinger ; I'avantage de cette derniere définition est que toute densité a pour

norme 1. La mesure d’affinité L? quant a elle présente 'avantage de la linéarité,

11
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ce qui permet le développement d’analyses factorielles de type linéaire et donne
la possibilité de I'estimer aisément dans les cas ou les densités sont estimées par
des combinaisons linéaires (1.4).

Avant d’examiner de facon plus détaillée le cas ou f et ¢ sont des densités
gaussiennes et v la mesure de Lebesgue, on procede au calcul de la mesure
d’affinité L? dans le cas ou f et g sont de la méme famille exponentielle, puis

celui ou f et ¢ sont des densités de lois uniformes.

1.2 Mesure d’affinité L? de deux densités d’une

méme famille exponentielle

Rappelons tout d’abord les définitions classiques (pour une référence générale,
voir Barndorff-Nielsen 1978). Soient v une mesure sur IR? et ¢ une fonction de
IR* dans IR?, on appelle famille exponentielle engendrée par (v, ¢) la famille des

lois de probabilité absolument continues par rapport a v, de densité:

1
<0,6(z)>Rp feco
K@) € ©
ou <, >pp est un produit scalaire sur IR? et © est ’ensemble des valeurs 8 telles
que:
K(0) = / e<O0>Re ()
Rp
converge.

La mesure d’affinité L? de deux densités f et g de cette famille vaut :

1 <O07+04,9(x)>rp
S — sible dz) . 1.
K(0,) K(0,) /RP ‘ v(de) (13)

La plupart des familles de lois de probabilité classiques sont des cas particuliers
de familles exponentielles, et il existe de nombreux processus qui ont la propriété
de maintenir a chaque instant leur loi marginale dans une méme famille expo-
nentielle (Ycart 1989, 1992a, 1992b).

Sans étre exhaustif, le tableau (Tab. 1.1) donne la valeur de (1.3) pour quelques

familles de lois.
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TaB. 1.1 - Mesures d’affinité pour quelques types de familles exponentielles.

Mesure de référence Mesure d’affinité L2
Famille
(v) (< f,9>0)
Binomiale n
v(z) =
B(n,p;) x (1 =ps)(L = pg) + pspy)
B(nvpg) S {0717 7n}
Poisson
l/(l') = % 1 g
P(ef) o
z € IN
P(0,)
Gamma
G(rs,ay) Mesure de “Tf+1“;i+1+ U(rs+rg+1)
foay astag) FTTIT T(rp+1)T(rg+1)
Lebesgue sur IR (tr0) !
G(Tg, ag)
Normale L e
E(o) = —gdpema™>7 et
]\/'((gf7 Z) (2m)Z |Z|2 A
x € IRP
N(6,, %)
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1.3 Mesure d’affinité L? de deux densités uni-

formes

Hors des familles exponentielles, d’autres cas peuvent avoir un intérét pratique.
Par exemple supposons données f et ¢ les densités des lois de probabilité unifor-
mes sur Dy et D, deux domaines ouverts et bornés de IR?. On note 1p 'indicatrice

du domaine D et vol(D) son volume:

= swgle, 9= wogles
La mesure d’affinité L? de f et ¢ est:
vol(Dy N'Dy)
vol(Dy)vol(Dy,)

L’intérét pratique du cas uniforme est qu’il permet d’estimer la mesure d’affi-

<f.g>=

nité L? de deux densités quelconques f et ¢ de L?(IR?). En effet ces densités
quelconques f et ¢ peuvent étre estimées de facon non paramétrique par des

combinaisons linéaires [ et ¢ de densités uniformes:

JE = >, F(ID}_) ]ID} g = Z]‘ ﬂ]‘ m ]lDé . (1.4)

Le produit scalaire < f, ¢ > peut donc étre estimé par:

L vol(D} ﬁDé)
< J,g > = 2 - — .
).9 ZZJ: il vol(Dy) vol(D3)

On reprendra cette question au paragraphe 1.7.3.

1.4 Mesure d’affinité L? de deux densités gaus-
siennes

1.4.1 Calcul de cette mesure d’affinité

Soient f et g deux densités gaussiennes N(p, ) et N(m, V') respectivement,

la mesure d’affinité L? de ces deux densités est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.1
1 1 1 , -1
—=(p=—m) (Z+V)~H(p—m)
< f,g>= = T e 2 . 1.5
g 2m)z2 X+ V|2 (15)
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On peut obtenir ce produit scalaire en utilisant un calcul déja fait par Kailath
(McLachlan 1992, p.23). On donne ci-dessous un calcul direct.

On note ¢y et ¢, les fonctions caractéristiques associées a f et g. Ces fonctions
caractéristiques sont dans ILZ(IR?) et le théoreme de Plancherel (Vinograd 1987)

montre que:

<@pva >y = 27) < fg> . (1.6)
On a:
- i p—tu'Su  —iu'm—Ltu'Vau
< $5 P 213 (re) = /@f(um(U)du = /e SRy vV dy
Rr Rr

solt encore:

On pose:
S = —. (1.7)
La matrice S étant définie positive, on fait le changement de variables:
v = Stu
oit S% est une matrice telle que: 53797 = S,
En notant a le vecteur S_%(,u —m) de composantes aq, ..., a,, la quantité M (u)

DLt (o 1N eatoh P (i o2 T intd " S
s'écrit (1w'a —v'v) cest-a-dire 3-F_, (iajv; — v7). L'intégrale précédente devient :

VQ E R7 /OO e_(l’2—iozl’)dx — ﬁ 6_ ’

o0

/ e~ (V=) |S|_% dvy...dv, .

J=1

On a:

ce résultat découlant de:

/OO e~(@io) gy = NS

qui s’obtient en intégrant la fonction holomorphe ¢~(==19)* sur le contour rectan-
gulaire du plan complexe délimité par les points A, B, et D de coordonnées

respectives (—R,0), (—R,ia), (R,ia), (R,0) et en faisant tendre R vers I'infini.
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Ainsi:

P a?
_1 % _1
<@pey >y = 15177 [[(Vrem @) = |82
=1
et en remplacant Y-"_; a? par sa valeur (yr —m)'S™'(u —m), il vient:

b 1 1 rg—1
<opp, > = (27)F ———— malmm) ST emm)
Yf Py (2m) DESYE
d’ou, compte tenu de (1.6) et de la notation (1.7):

1 1
(2r)% S+ V|2

<f.g>=

1.4.2 Visualisation de la distance induite par cette me-
sure d’affinité

La distance carrée entre les densités de probabilité f et g est obtenue a partir

de ||f —¢gl|*. D’apres (1.5), on a:

1 1 1 2 _l” —m||2
—q|? _ 2 lIH -1
2

ou || — ml|(z4v)—1 désigne la norme du vecteur (p — m) dans IR? muni de la

métrique de matrice (X + V)_l.

Cette fonction qu’on ne peut représenter dans le cas général, car dépendant des
trois parametres ¥, V et (u — m), sera précisée dans le cas particulier ou V' vaut
¢Y (¢ > 0). Elle dépend dans ce cas du parametre ¢ et de d la distance entre y et

m pour la métrique de matrice ¥ 71 :

1=l = e (14 o = g e
— — R —_— — e c
g ENGASE EENTSE

h(c,d)
Pour p = 4, les graphiques (Fig. 1.1) représentent la fonction h sur le pavé

[0.5, 2] x [0, 4.5], ainsi que ses coupes a (d = 0) et (¢ = 1). Ainsi la distance
entre les densités de probabilité apparait dans le cas gaussien comme une synthese

de deux différences, celle entre les moyennes et celle entre les matrices de variance.
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_ d=0
1
h(c,0) Les moyennes sont égales.
0.5—
T T
1 2 5 10
¢
2
c=1
h(1,d) 14 Les variances sont égales.
0 T T T T
0 1 2 3 4 5
d

FiG. 1.1 - Graphe de la fonction h et coupesad=0et c=1.
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1.5 Normalité asymptotique du produit scalai-
re de deux densités gaussiennes

1.5.1 Normalité asymptotique de < ", g >
Enoncé

Soient X et Y deux p-vecteurs aléatoires gaussiens N(u,Y) et N(m, V) non
dégénérés de densités respectives f et ¢ . Le produit scalaire de ces deux densités
est donné par la formule (1.5).

Supposons donnés un n-échantillon Xi,..., X, de X et estimateur £ de f:

1 1 L XV S—1(s—X
() = b L bexyse-x) 18
M6 = GoFisEe (18)

ot X et S sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de p et 3

X = iIyn X,
meE 7 7 (1.9)

S o= Iy (Xi—-X)(X, - X).
En notant “% la convergence presque siire, P a convergence en probabilité et £

la convergence en loi lorsque n croit indéfiniment, on a:

X =y (1.10)

V(X =) ~ N(0,%) (1.11)
SRRy (1.12)

Vnvee(S—3) 5 NO,(I+C)Tax). (1.13)

Dans cette derniere relation (Romain 1997) il s’agit de la loi de Gauss a p?
dimensions , vec désigne la vectorisation d’une matrice, C' désigne la matrice de
commutation, I la matrice identité d’ordre p et @ le produit de Kronecker (voir
Fang et Zhang 1990, p.11 et suivantes).

De (1.10) et (1.12) il vient:

<fMg>" < flg>. (1.14)
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Pour simplifier les notations, on notera ¥ la fonction qui a un vecteur v de IR?

et a une matrice carrée d’ordre p définie positive K associe:

1 1 11 —1
v K) = ———— ¢~z (B4V) " v=m) 115
vl K) |K + V]2 -

de sorte que:

O(p, %) = (2m)F < f.g>
et :
P(X,8) = (2m)F < fM.g> .
De (1.10) et (1.12) il vient:
(X, 8) = (X (1.16)

et il existe un voisinage de (p, ) sur lequel ¢ est parfaitement définie car I’en-
semble des matrices symétriques définies positives constitue un ouvert. De plus
Y est indéfiniment différentiable sur ce voisinage. Pour n suffisamment grand la

probabilité que (X, Y) appartienne & ce voisinage est égale a 1.

Théoréme 1.1 En notant é le vecteur (u—m), , la matrice (X+V)™!, diag{, 6}
la matrice diagonale des composantes du vecteur , &, diagl[, 7'|5} la matrice
diagonale des cofacteurs i de la matrice , ~' et a[p, X, m, V] le nombre :

((—, +.,68, + udiag{[, ~1e) — %diag{, 5}2)2) ])

|, e~ (5', ¥, 6 + 2tr 5

alors:

(2r)

En pratique, on aura a considérer ’hypothese nulle d’égalité des densités f et g.

On notera alors a[m, V] le nombre a[m, V,m, V] et :

alm,V] = tr

(—]—I— ! d@'ag{[zvmv)2

1.17

22V

car 6 =0et, =1V



20

Etapes de la démonstration

La démonstration du théoreme 1.1 suit les étapes suivantes. On veut montrer

que:
Vi (X, 8) = (g, X)) = N(0,afu, T,m, V]).
Pour cela, on utilise un développement limité & lordre 1 de ¢ au voisinage de
(1, X).
S, K) = (%) = 55 (1 E) (v — pa)
+ Y i (0, 2) (K — i)

olllv = pllp + 1 = Zllpxy)

ou v; (resp. ;) est la i-ieme composante du vecteur v (resp. ), K;; (resp. ¥;;) est

le terme ij de la matrice K (resp. ¥), |||, et || [|pxp sont des normes quelconques
respectivement dans ’espace IRP et 'espace des matrices carrées d’ordre p, o est
une fonction négligeable devant x quand z tend vers zéro.

La quantité y/n (;/)(X, S) —(p, Z)) se décompose donc en trois termes dont on

devra étudier le comportement asymptotique :
ar(X) = Vi 5 2) (Xi = )
a(S) = VY (i Y) (85— By)
as(X,5) = Vno(||X = ully + 15— Zllpxp)

On montrera successivement les trois résultats suivants.

Lemme 1.1
VIS G2 S) (X )~ N (0, (G S(V,)

ou Vb désigne le gradient de v par rapport a v €valué en (u, ).

Lemme 1.2
\/_ZZ a['” (1, 2) (Si; — i) = N(O’Qtr [«vﬂb)mﬂ)

ou Vyi) deszgne la matrice du gradient de ¢ par rapport a K évalué en (p,X).
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Lemme 1.3

- P
Vi o([|X = pllp + (19 = Slpxy) — 0.

Etant dans un cadre gaussien, les statistiques X et S sont indépendantes; les
statistiques intervenant dans les deux premiers lemmes sont donc indépendantes
et comme la somme de deux variables gaussiennes indépendantes est encore

gaussienne, on obtient :

o1(X) + 0a(5) + a5(X,5) = N (0, (V) S(T,0) + 2r (Vo) 2)’])

Il ne restera plus qu’a effectuer le calcul de la variance.

Lemme 1.4

(Vab)S(V,) + 20 [(Vee)D))] = alp, B,m, V]

Démonstrations des lemmes

On donne dans 1'ordre la démonstration des lemmes 1.1 a 1.4.

Démonstration du lemme 1.1 1l découle immédiatement de la normalité du

vecteur /n(X — p) et de I’écriture matricielle de a :

ar(X) = (V) (Vn(X —p)) -

Démonstration du lemme 1.2 On a:

as(S) = (vec(Vsth)) (vVnvec(S — X)) .
On utilise la normalité asymptotique du vecteur \/n vec(S — ¥) (1.13) qu'on

multiplie a gauche par le vecteur (vec(Vxt)))’. On obtient la normalité asympto-

tique souhaitée, avec pour variance:

(vec(Vsy))" (I + C)X @ X) (vec(Vzy))
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que l'on calcule ci-apres :
= (vec(Vy))' (I + C) (vec(X(Vy)Y))
(Fang et Zhang 1990, p.12 (1.4.4))
= (vec(Vgth))' (vee(E(Vsy))X) + vec((X(Vsy)X)'))
(Fang et Zhang 1990, p.13 (1.4.7))
= (vec(Vyt))' (2 vec(E(Vy)Y))
( (Vz) est symétrique)

= 2tr[(Ve)X(Ve)Y] .

Démonstration du lemme 1.3  On écrit \/no(||X — gl, + IS — Z||,xp) sous

la forme:
) o(|IX = pllp + 115 = Sllpxp)
Zn = NV (IX = plly + 15 = Zllpxp) HX—/LHp‘l‘HS_Zprp
» PXp

La loi de \/n || X — p|, ne dépend pas de n (1.11).

(1.18)

De (1.13) et de la continuité de la fonction norme on déduit la convergence en loi
de /n[|S = Xlfpxp -

Ces deux variables étant indépendantes leur somme converge en loi.

La variable aléatoire || X — p||, + ]S — X||,«p, converge presque siirement vers zéro.

Comme o(x)/x tend vers zéro quand x tend vers zéro, il vient que:
(|| X" = pellp + 115 = Xllpxp)
X = pllp + 115 = Elpxp

converge presque stirement vers zéro et donc converge en probabilité.

Ainsi la suite de terme général 7, (1.18) apparait comme le produit d’une suite
de variables aléatoires convergente en loi et d’une suite de variables aléatoires

convergente en probabilité vers zéro, d’ou le résultat souhaité. a

Démonstration du lemme 1.4 1l s’agit essentiellement de calculer V¢ et

Vytb. On rappelle 'expression de (v, K):

B K) = — e ) )

|K + V|2
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Le gradient de ¢ par rapport a v évalué en (u, X)) est:
Vi = =30 Y) Vv —=m)(K+ V)" (v —m)

= —3(,Y) 2+ V) u—m).

Avec les notations du théoreme 1.1 ce gradient devient :
Vo = —|, |ze T 5. (1.19)
Le gradient de ¢ par rapport a ¥ évalué en (p, ) est:

Ve = —%WVE|K+V| %/)(/%2)—%%/)(/%2) VE(V—m)/(K‘|‘V)_1(V(—m))-
1.20

Le gradient Vg |K + V| est donné dans (Fang et Zhang 1990, p.17 (5)).
VelK+V] = 2[S4+V[(E4 V)" — diag{[E+ V]};}

2

o diag{[, ~']&;}. (1.21)

Pour calculer le gradient Vs[(v — m) (K + V)™ (v — m)], on calcule la dérivée

partielle de (v — m)'(K 4+ V)™'(v — m) par rapport & la composante K,; de K.
On désigne par E;; la matrice d’ordre p dont tous les termes sont nuls hormis le

terme d’indice 75 qui vaut 1 .

N(v—m) (K+V)~{v—m)
oK,

POU(K+V)™Y]
oK,

= (v—m) (v —m)

—(v=m) (K + V)" Ex(K + V)" (v —m)
sidi=j

—2(v —m) (K + V) 'Ej (K +V) (v —m).
siij

Cette derniere égalité est I'extension de la formule de dérivation (Fang et Zhang

1990, p.15 (8)) au cas d’une matrice symétrique.
En remplacant (v, K') par (¢, ¥) et avec les notations du théoreme 1.1, on obtient
le terme 75 de la matrice du gradient Vs[(v — m)' (K + V) (v —m)]:
1 —5/, E“', ) ) :j
Vsl —m)Y(K+ V) v —m)]] =
! 28", Eij, 6 sii#j .
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En remarquant que ¢, F;;, 6 est égal au terme d’indice ¢ de la matrice (, 6)(, 6)’,

il vient :

V[(v —m)(K + V)™ (v —m)] = =2,88, — (diag{, 6})*. (1.22)
De (1.21) et (1.22) on obtient (1.20) la matrice Vi) recherchée:
—%I, |(7—|, — diag{[, 7']&}) ¥ (. ¥) - %@W,E) (=2, 66", — (diag{, 6})*) ,
soit :

|, |7 =200 (—, +, 86", + |’2—|dmg{[, ey — %(diag{, 5})2) : (1.23)

Le calcul de (V,00)'3(V,4) + 2tr [((VE¢)Z)2] découle de (1.19) et (1.23) et vaut :

((_7 +, 55/, + |72_|dlag{[7 _1]%} - %dlag{v 5}2)2) ]) )

d’ou le lemme 1.4. 0O

|, e (5', ¥, 6 + 2tr

1.5.2 Normalité asymptotique de < ", ¢(") >

Soient f et ¢ les densités des lois N(y, ) et N(m, V), X1,..., X, un échantil-
lon de loi parente N(u,Y) indépendant d’'un échantillon Yi,...,Y, de loi parente
N(m, V). On estime les parametres u, X, m et V respectivement par X, S,, YV’
et S, (1.9) puis les densités f et g par f(") et g() (1.8).

On cherche & obtenir la distribution asymptotique de < f(, ¢ > On simplifie
I’énoncé en supposant les tailles d’échantillon égales. On pourrait les supposer
proportionnelles a une méme quantité n tendant vers 'infini, ce qui modifierait

la variance asymptotique.

Théoreme 1.2
V(< [0 g > — < fg>) LS N0, b, 2, m, V])

ot by, ¥, m, V] vaut :

|F|6—5'F5

2
(2m)P (5’, 27 o0 + 2tr |:((—7 +, 55’7 + “;Jdiag{L —1]%} . %diag{, 5}2)2) :|)

_|_

|F|6—5'F5

2
Tenr (5’, V, o + 2tr [((—, +, 68, + @diag{[, e} — Ldiag{, 5}2)V) ])
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La démonstration peut s’obtenir soit de maniere analogue a celle du théoreme

1.1 soit directement comme suit.
On a:
<f0—f g g =< fM g s o f s < fgM s < flg>
d’ou on obtient :
V(< fW g > < fg>) = Vi< [0 M—g>
+ V(< f(”),g > =< f,9>)
+ V(< fg" > = < f.g>).
Les lois asymptotiques des variables aléatoires :
V(< fMg>— < f9>),
V(< f.g'" > =< f9>)

sont données par le théoreme 1.1. De plus ces deux variables étant indépendantes
la loi limite de leur somme est donc gaussienne de parametres la somme de leurs

parametres respectifs ; sa moyenne est nulle et sa variance est:
alp, ¥ym, V] alm,V, p, ¥]
(2m)p (2m)p '

(1.24)

La variable aléatoire \/n < f(") — f, ¢(") — g > se réécrit :

% < VR = ) R —g) > (1.25)

Les deux variables aléatoires /n (f() — f) et /n (¢" — g) sont indépendantes et
convergentes en loi, leur produit scalaire est donc convergent en loi. En multipliant
ce produit scalaire par ﬁ qui tend vers 0 on est assuré de la convergence en loi
de (1.25) vers 0.

Ainsi la loi asymptotique de /n (< f(", ¢ > — < f, g >) est donc gaussienne

de moyenne nulle et de variance b[y, Z, m, V] égale a (1.24), soit :

|F| —5'Ts

I (5' Y6+ 2tr[((—, 68, + Ddiag{[, 1]} — Ldiag{, 5}2)2)2])

_|_

2
e (0, v, 6+ 20 (= +, 00, + Blaiag{[, ~1)5) - Ydiag], 6)V)’])
d
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1.5.3 Conclusion

Comme application immédiate du théoreme 1.1 on peut envisager 'utilisation

de la statistique
T =< " g>
comme statistique de test de I’hypothese
Ho : f=y¢g
contre
Hi : f#g.

La loi asymptotique de T'" sous Hg est donnée par le théoreme 1.1 d’ou un calcul
immeédiat de la région de rejet.
De maniere analogue le théoreme 1.2 conduit a la définition d’un test de compa-

raison de deux échantillons gaussiens. La statistique de test est alors:
< f(n)7g(n) >
Nous n’avons pas exploré cette voie, assez éloignée des objectifs des techniques

factorielles développées ici. Il n’est d’ailleurs pas certain qu’elle apporte un plus

par rapport aux tests habituels.

1.6 Normalité asymptotique du vecteur aléa-
toire (< £, g, >)

Pour tout ¢ de {1,...,Q}, soit g, la densité de la loi N(m,,V,) et f(
lestimateur de la densité f de N(u,X). Les résultats obtenus au paragraphe
précédent peuvent étre étendus au cas vectoriel. Les démonstrations étant tres

proches, on ne les détaillera pas.

Théoreme 1.3 Quand n tend vers l'infini, la suite des vecteurs aléatoires :

Vi (< 7 g0 >, < g >) = (< g1 >, .., < foga >))
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converge en loi vers N (0, (zi)pA[,u, Y, (m.),(V)]) et en posant pour tous les indices
Ljkde{l,...,Q}:

o = (p—m),
o= (BT
A= =88+ Bldiag{, 715Y = Sdiag, 16},
le terme général Alp, X, (m.), (V)] de la matrice de variance est égal a:
|, 5, k|Zem BOTEHRTE) (50036 4 24r[A;RALS)) (1.26)

Par analogie avec (1.15), on pose:
U(v, K) = (1(v, K),....¢q(v, K))
de sorte que:
(%) = 2m)3(< f g > < g0 >).

En écrivant le développement limité de W au voisinage de (p, X), on obtient:

hi(v, K) = bi(p,X) (Vib1)'
vn : = : Vin (v — )
(v, K) — vo(p,X) (Vitbg)'
(vec[Vsihy])'
+ : Jivee(K — X)
(vec[Vxibg])

or(|lv = pllp + 1K = Xlpxp)
+/n
o(|lv — pllp + 1K — Elfpxp)

Lorsque v et K sont remplacés par X et S et que n tend vers I'infini, ce vecteur

aléatoire converge en loi vers une gaussienne centrée et de matrice de covariance
Alp, B, (m)), (V)] de terme général jk égal a:
(Vuths) "5 (Viuthe) + 260 [(Vetj) B (Vege) X (1.27)
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Les gradients (1.19) et (1.23) permettent d’obtenir le terme général (1.27). Il est
égal a (1.26). O

On utilisera le théoreme 1.3 dans le cas particulier ou f = ¢,. La matrice de
variance asymptotique A[my, V,, (m.), (V)] que 'on notera A[m,, V|, s’obtient en

remplacant dans (1.26):

o par by = (my—my),
y 1 par , g = (Vq + Vl)_l )
Ay par Aql = — a7, ql5ql5ql/7 gl + lz—q”diag{[v q_ll]zcz} - %(diag{, ql5ql})2'

(1.28)

Dans le cas ou les matrices de variance V; sont toutes égales a V' ce qui entraine
que les densités g, sont toutes de méme norme, alors les matrices , ; sont toutes
égales a VT_l et ’écriture de la loi conjointe ne dépend plus que des différences
entre moyennes 0.

1.7 Etude empirique des vitesses de conver-
gence dans le cas gaussien

Cette étude concerne la mesure d’affinité L? de deux densités gaussiennes f
et ¢ lorsque ces deux densités sont estimées au vu d’un échantillon de taille n.
Cette étude sera menée dans trois directions différentes.
La premiere a pour objet de montrer la vitesse de la convergence de la statistique
< f™ ¢ > vers < f,g > ou f et ¢\ sont les estimateurs paramétriques
(1.8) de f et g respectivement.
La seconde montre la vitesse de convergence de v/n (< fU, f > — < f, f >) vers
la normalité.
Enfin la troisieme compare les vitesses de convergence des deux modes d’estima-

tion paramétrique et non paramétrique.
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1.7.1 Convergence de < f(”),g(”) > vers < f.g >

On considere deux variables aléatoires X et Y de lois N(u, ) et N(m,V)

avec:
0 10
n = Z:
0 0 1
1 11
m = V:
1 1 2

<flg>= ——e 1 a 0.0527 . (1.29)
T

On simule n réalisations indépendantes zq,...,x, de X et y1,...,y, de Y. On
calcule les moyennes empiriques (Z,y) et les variances empiriques (s;,s,). Les
densités f(”) et ¢ des lois N(Z,s,) sont des estimations de f et g. Leur mesure
d’affinité L? est une estimation de (1.29).

Les graphiques (Fig. 1.2) donnent les résultats obtenus pour n variant de 5 a
40 dans deux cas. Le premier graphique est celui ou les simulations démarrent
toujours avec la méme graine et donc la réalisation x,, (resp. y,) est ajoutée aux
réalisations précédentes de X (resp. V). Le second graphique est celui ou toutes
les simulations sont indépendantes les unes des autres.

Si la dimension des vecteurs aléatoires p est petite (ici p = 2), il apparait que pour
une taille d’échantillon relativement faible, de 'ordre de la dizaine, I’estimation

de < f,g > par < f(”),f](”) > est assez raisonnable.

1.7.2 Convergence de < f, f > vers la normalité

Soit f la densité de X variable aléatoire gaussienne centrée réduite, on étudie
la rapidité de la convergence en loi de < f, f > vers une gaussienne en

procédant comme suit.
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FiG. 1.2 - Représentation de < f(”),f](”) > en fonction de n.
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— Faire pour n = 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40:

— Répéter 200 fois:

— Répéter 1000 fois:
— Simulation de n réalisations de X.
— Calcul de la moyenne empirique (), de la variance empirique
(s) et de la mesure d’affinité L? des densités des lois N(z,s)
et N(0,1).
— finRépéter

— Test de normalité des 1000 réalisations de < £, f > en utilisant

1

le test de Kolmogorov' avec un risque de 5% (Saporta 1990,

p.338).
— finRépéter

— Compter le nombre de fois ou ’hypothese de normalité est rejetée.

— Afficher les résultats.

Ces résultats sont donnés dans le tableau suivant :

n 3 10 15 200 25 30 35 40

Nombre de rejets 101 31 21 21 14 16 16 11

Pourcentage de rejets 50.5 155 105 105 7 8 8 55

Le procédé décrit précédemment signifie que si 'hypothese de normalité de la
statistique < f", f > est acceptable, les pourcentages de rejets par le test
d’ajustement de Kolmogorov devraient étre de l'ordre du risque de premiere

espece considéré, c’est-a-dire 5%.

!Dans la version antérieure le test du y? avait été utilisé. Suite a une suggestion de Gilbert
Saporta ce test a été remplacé par celui de Kolmogorov.
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A partir des résultats obtenus, on peut donc accepter la normalité de la statistique

< U f > pour n de l'ordre de la trentaine.

1.7.3 Estimation paramétrique et estimation non para-
métrique

On considere la densité f de X de loi normale centrée réduite. On simule n
réalisations x1,...,x, de X, on estime f de deux manieres différentes puis on

mesure ’affinité de ces estimations avec f:

— Paramétriquement : on calcule comme précédemment la moyenne empirique
(%), la variance empirique (s). On note f 1a densité de la loi N(z,s) puis

on calcule < f(V, f >.

— Non paramétriquement : on note f(®) ’estimation de f par I’histogramme
des n observations wxq,...,z,. L’histogramme est constitué de K classes
D1,..., Dk de méme amplitude h égale & (Tmax — Tmin)/ K. La densité ainsi
estimée s’écrit :

H(n) K fk
f _— Z z ]le 9
k=1

ou les fi. sont les fréquences relatives des classes. En notant F' la fonction

de répartition de X, la mesure d’affinité L? entre f(”) et f est égale a:

K
<fMf>=3 % (F(Tmin + kh) = F(@min + (k — 1)h))
k=1
Les valeurs de < f(", f > et de < f, f > sont des estimations de < f, f >, la

norme carrée de f, qui est égale a:

<f,f>= # ~ 0.282.
Les résultats obtenus pour K = 20 et n variant de 5 a 40 sont reproduits sur
les graphiques (Fig. 1.3). Le premier graphique est le cas ou les simulations a n
fixé sont démarrées avec la méme graine. Le second graphique est obtenu par des
simulations indépendantes les unes des autres.

Tout d’abord on constate que les résultats obtenus ne contredisent pas ce qui a été

dit au paragraphe 1.7.1 a propos de la taille d’échantillon minimale raisonnable
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pour estimer la mesure d’affinité L? de deux densités gaussiennes.
D’autre part on constate que les deux méthodes d’estimation conduisent a des
résultats sensiblement équivalents.

Au paragraphe 1.3, on a abordé la question de l'estimation de la mesure
d’affinité L? de deux densités quelconques (non nécessairement gaussiennes) de
L*(IR?) en les estimant de maniére non paramétrique par des histogrammes. Dans
ce qui précede on a montré que dans le cas gaussien les estimations paramétrique
et non paramétrique sont équivalentes bien qu’on ait utilisé I'estimation non
paramétrique dite “naive” (Silverman 1986, pp.11-12).

On peut bien évidemment estimer ces densités quelconques par noyaux gaussiens
et lestimation de la mesure d’affinité L? peut s’en déduire facilement du fait de
la bilinéarité de cette mesure d’affinité.

Bien que nous n’ayons pas exploré cette voie nous pensons qu’elle peut s’avérer
fructueuse pour étendre les analyses descriptives (analyse en composantes prin-
cipales et analyse discriminante géométrique) qui seront développées dans les

chapitres suivants (chap. 2 et chap. 4).
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Chapitre 2

Analyse en Composantes
Principales de densités
gaussiennes

2.1 Hypotheses et position du probleme

Soient Xi,..., X7 des vecteurs aléatoires tous de distribution de Gauss non
dégénérée a p dimensions, de moyennes pq, ..., ur et de matrices de variance
Y1,..., 07 respectivement ; les densités de probabilité fi,..., fr:

filz) = _1 1 o~ =) 7 (@)

(271')5 |§]t|%
sont de carré intégrable; elles constituent donc un nuage F dans ’espace de

Hilbert L*(IRF), noté H, de produit scalaire < , > et de norme associée || ||.

L’objectif de la méthode proposée étant d’obtenir une représentation appro-
chée de ce nuage, en premiere étape on cherche g; dans H, de norme unité, tel

que la quantité:

T
S IP () = Al

soit minimale, P, désignant le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel
de H engendré par g¢;.

Ce critere des moindres carrés est encore équivalent a la maximisation de:

Z_;HPgl(ft)Hz : (2.1)

Puis on itere sous contraintes d’orthonormalité: a I’étape k, on cherche ¢ dans

35
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L*(IR?), de norme unité, orthogonal & ¢i,...,gk_1, tel que la quantité:

T
S IP (F) = Al

soit minimale.

Le probleme ainsi posé est un probleme d’ACP, dont la solution est détaillée
ci-dessous. Pour ’écrire, nous adoptons le cadre formel de 'ACP d’opérateur
compact proposé par (Dauxois et Pousse, 1976) en adaptant les calculs et résultats

aux données précédentes.

2.2 Solution

Soit U l'opérateur de IRT, muni du produit scalaire classique, dans H défini

par:
T

Uu =Y ufs;

=1
en identifiant les espaces de Hilbert séparables H et IRT & leur dual respectif,

I'opérateur adjoint U* de U est:
U: H — IRT

(2.2)
g = U*g = (< flvg>H7"'7<fT7.g>H)
car:
T
< Uu,g > = Zut<ft,g> =<u,U"qg >pr ,
=1

<, >pr désignant le produit scalaire usuel dans IR7.

Avec ces notations, on remarque que la quantité (2.1) & maximiser s’écrit

|U*g1||%+ ; en effet g étant de norme unité:

P,(f) =<foog>

et donc:

T T
ZHPgl(ft)HQ = Z < [0 > = HU*EHH%T .
t=1

=1
Le probleme posé revient donc a chercher g de norme unité qui maximise ||[U*g||5r

puis a itérer sous contraintes d’orthonormalité. Comme:

HU*QH%T =< Uyq,Uyg>pr =<g,UoU"¢g >,
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la solution est obtenue en faisant I’analyse spectrale de "opérateur V' égal a UoU*
qui est autoadjoint, positif et de rang fini, ou encore de 'opérateur U* o U noté
W qui a les mémes valeurs propres non nulles que V; de plus si u de IRT est

vecteur propre normé de W associé a la valeur propre non nulle A alors:

_Uu

= 2.3
9= 5 (2.3)
est un vecteur propre normé de V associé a la méme valeur propre A.
2.3 Ecriture matricielle de W
Si eq,...,er désigne la base canonique de IRT, chaque U*f, s’écrira comme

combinaison linéaire de ces vecteurs, et dans cette base I’endomorphisme W de

IRT a pour matrice, notée aussi W :

W= (<ffi> )(s,t)eTxT (2.4)

car:
T
We;, = U'oUe = U*f; = Z<f5,ft>es.
s=1

Le terme général < fs, f; > de la matrice W est, d’apres (1.5), égal a:

1 1 1 ' -1
_ —(ps—pe) (Ze+2e) " (e —pt)
<o fi> = e} . 2.5
Jar Ji (27)% ¥, + Ztﬁ (25)
Les éléments propres normalisés (A, u1), ..., (Ax,ux) de W correspondant aux

valeurs propres non nulles et rangées dans ’ordre décroissant permettent d’obtenir
en utilisant ’expression (2.3), les vecteurs propres ¢1,...,gx de V.

Ces fonctions de L*(IR?) sont des combinaisons linéaires des densités de proba-
bilité gaussiennes f; mais ne sont pas des densités de probabilité sauf éventuel-
lement ¢;. En effet deux densités de probabilité donc positives ne peuvent étre
orthogonales pour le produit scalaire de L?*(IRP).

Quant a I’éventualité que ¢; soit une densité, elle pourrait se produire si par
exemple la somme des composantes de u; qui sont nécessairement de méme
signe, vaut 1/A; ; en effet la matrice W a tous ses éléments positifs, son premier
vecteur propre u; aura donc des composantes toutes de méme signe (Théoreme
de Frobenius) que I’on choisit positif, et ¢; calculé par (2.3) apparait comme une

combinaison convexe de densités de probabilité.
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2.4 Reconstitution des densités de probabilité

Pour tout ¢ la densité de probabilité f; peut se décomposer suivant le systeme

(gk)kzl,...,K :
K

fo =D < fog> g (2.6)

k=1
La coordonnée de chaque f; suivant g étant < f;, gx >, ces coordonnées sont

donc les composantes du vecteur U*g,, (2.2), égal a v/ Aguy (2.3), et donc (2.6)

devient :

K
fe = Z \/)Tk Ukt Gk (2-7)
k=1

ou uy; désigne la t-ieme composante du vecteur wy .
On peut obtenir une représentation approchée du nuage F sur un sous-espace de
dimension réduite en tronquant la décomposition précédente et calculer les aides

a I'interprétation (Volle, 1981). Ces aides sont les suivantes :

- La qualité globale de I’ACP : elle se mesure par la somme des proportions
d’inertie expliquée par les premiers axes retenus, chaque axe k expliquant

une proportion égale a ou tr[W] désigne la trace de la matrice W et

Ak
tr[W]
vaut SN A qui est U'inertie totale du nuage par rapport a l'origine.

- La qualité de représentation de f; suivant gy : elle se mesure par le rapport

Pl
1 £l
D’apres (2.5), || fi||* vaut :

1
— 7, (2.8)
(2v/m)P[E ]2

d’ou:

PRl — o fun? 2 el

- Les contributions relatives a 'inertie: la valeur propre A\, mesurant I'inertie
(par rapport a l'origine) du nuage obtenu par projection de F sur 'axe k.
On mesure 'importance de chaque f; dans la détermination du facteur gy

par sa contribution relative & cette inertie qui vaut (ug)? .
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2.5 ACP des fonctions caractéristiques

Plutét que de représenter la variable X, par sa densité de probabilité f; dans
L*(IR?), il aurait été possible de la représenter par sa fonction caractéristique o,

dans espace de Hilbert LZ(IR?). Cette ACP conduit aux mémes représentations.
(2.9)

En effet le théoreme de Plancherel (Vinograd 1987) montre que:
< @s,pr > = (27T)p < f57ft >

ainsi la matrice W correspondante a cette ACP est égale a celle définie en (2.4)

au coefficient (27)P pres.
2.6 ACP normée et ACP centrée

La présentation de ’ACP précédente a considéré le nuage des densités de

probabilité sans aucune transformation.

2.6.1 ACP normeée
En fait il est possible de réduire ce nuage en normant a 1 au sens de la norme

L? les fonctions f; , c’est-a-dire en considérant les fonctions f; (ces fonctions ne

o=

sont plus en général des densités de probabilité):
Ji

e~ 3 (@=ne)" T (@)

AN

soit :
— 1
Tiw) = —
T
L’ACP dite normée conduit & diagonaliser la matrice W de terme général W,

égal a:
Wo = <f.f>
— 9% |25|Z|Zt|§ e~ 5 (s=p) (Se+Be) ™ (s —pe) (2.10)
|Zs —I_ Zt|5

Cette normalisation conserve dans H les angles entre les densités mais déforme

leurs distances.
Si on considere leur mesure d’affinité de Bhattacharyya (1.2). Elle vaut (McLach-
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lan 1992, p.23):
9% |2 |Zt|f o= 1 (ps=pe) (T 420) 7 (ns—pue)
|Zs —I_ Zt|5
qui est tres proche de < f,, f; > calculé ci-dessus (2.10).

2.6.2 ACP centrée

Une autre transformation possible, qui respecte les distances, est le centrage
du nuage F des densités f; en opérant une translation amenant son centre de

gravité
1 T
=2 [
T =1 7
noté fg, sur 'origine de I'espace H. Ces nouvelles fonctions f; sont égales a:
o= Je—Ja-
La matrice W*° a diagonaliser pour obtenir I’ACP centrée est obtenue a partir de

W. En effet le terme général W, de W° étant égal a < f2, f? >, son calcul se
déduit facilement de (2.5).

2.7 Estimation et convergence

En pratique on ne connait pas les parametres p; et ¥, de la distribution
(gaussienne) de la variable aléatoire X, (f = 1,...,T); si pour tout ¢ on dispose
d’un n;-échantillon Xy, ..., Xy, de Xy, on estime ces parametres par X, et S; les
estimateurs du maximum de vraisemblance respectivement de p; et ¥; (1.9).
On note n = inf n, la plus petite taille d’échantillon et W Destimateur de W
obtenu en remplagant, dans le terme général Wy, (2.5) de W, les parametres p; ,
ls 5 2s et Xy par leur estimateur respectif. La convergence presque siire de ces
estimateurs lorsque n croit indéfiniment assure la convergence presque sire de
chaque terme Wt(sn) de la matrice W vers le terme respectif Wy, de W et donc
la convergence uniforme presque stire de W vers W.

Ainsi PACP des densités estimées obtenue par 'analyse spectrale de W est
convergente (Dauxois et al. 1982) et la représentation de ces densités est une

bonne approximation de la représentation des densités parentes. Au paragraphe
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5.2.3 on donnera une idée de cette convergence en présentant I’ACP de T" densités
parfaitement connues et ’ACP des estimations de ces mémes densités par la

méthode du maximum de vraisemblance sur des échantillons simulés.

2.8 Comparaisons avec STATIS Dual

2.8.1 ACP des distributions gaussiennes et STATIS Dual

Si les données dont on dispose sont telles qu’elles sont présentées en intro-
duction, la méthode STATIS Dual (L’hermier des Plantes 1976, Glacon 1981,
Lavit 1988) peut les décrire en utilisant soit les matrices de variance (¥;), soit
les matrices de corrélation (R;); cependant cette description ne tient pas compte
des moyennes (fi;) des variables observées, dans le calcul du compromis a ’étape
de l'interstructure. La description des moyennes nécessite une étude séparée. La
méthode proposée reste dans l'esprit de la premiere étape de STATIS Dual, la
différence réside dans les objets associés a chaque tableau : icil’objet associé est f;,
la densité de probabilité de la distribution A'(p, ¥;) ce qui conduit a diagonaliser
la matrice W de terme général (2.5), tandis que dans STATIS Dual 1’objet associé

est ¥ (ou R;) ce qui conduit a diagonaliser la matrice D de terme général :

Dst = tr(zszt) . (211)

Si on dispose d’un programme informatique de mise en oeuvre de STATIS
Dual, la réalisation de ’ACP de distributions gaussiennes multidimensionnelles
ne nécessite que 'adjonction d’un module permettant de calculer 'inverse et le
déterminant d’une matrice symétrique définie positive afin d’évaluer la matrice
4 diagonaliser de terme général Wy, (2.5), le coefficient (27)% étant bien évidem-

ment inutile; le reste du programme reste sans changement.

Si on utilise le premier facteur principal u; de ’ACP des densités de proba-

bilité pour obtenir la densité de probabilité compromis:

T
fc = Z_:atft ’
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la moyenne et la matrice de variance compromis sont respectivement égales a:
He = 231:1 Qifly
T
Yo = Limior (Bt (e — pre)(pe = pe)') -

On rappelle que Y1, a; vaut 1 car les T composantes uyq, ..., u;r du vecteur uy

sont toutes de méme signe et on prend « égal a —74

=1 Y1t

2.8.2 ACP de développements en série de fonctions ca-
ractéristiques et STATIS Dual

La fonction caractéristique ¢; du vecteur aléatoire X; dont les composantes
seront notées Xy, ..., X3, se décompose au voisinage de zéro (formule de Taylor

a l'ordre ¢) comme suit :

=1+ Z Z Z zj ooz, B[ X, o X+ olll2]]Y) -

= T =1 Jr=1
Pour ¢ = 2 et si le vecteur X; est centré (p; = 0), cela donne:

al) = 1= 530 5Ny Xl +ol|7|P)

j=1k=1

La quantité soulignée par 1’accolade se développe en:
Z% E[Xth] + 2179 E[thXtQ] +...+ Z1%p E[thti]

—|— 2971 E[XtQth] —|— Z% E[XI?Q] —|— . —|— ZQZp E[XtQti]

+ zpz B[ XpXa] + zp22 B[ Xy X] +...4 ZZ E[Xfp] )
A tout développement en série d’ordre 2 au voisinage de zéro d’une fonction
caractéristique centrée, on peut associer un vecteur ®, de IR** dont les compo-

santes sont les coefficients des polynomes du second degré
ZiRk 1§]7k Spv

les polynomes étant répétés uniquement pour faciliter la numérotation et les

écritures.
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Si IRP” est muni du produit scalaire < , > 2 de matrice identité alors:

1 p p
<P, , P, > = 1 Z Z E[ijXsk] E[Xt]‘th]

7=1 k=1

ce qui est le terme général de la matrice a diagonaliser si on procede a I’ACP des
T “individus” ®,...,®; de IR”". Ce terme est encore égal au quart de la trace

(2.11) du produit des matrices de covariance ¥, et ¥, :

1 1
< q)s,q)t >RP2 == 1 tr(zszt) = 1 Dst .
Ainsi si les vecteurs Xi,..., X7 sont centrés, STATIS Dual est équivalente a

I’ACP des développements en série d’ordre 2 de leurs fonctions caractéristiques
dans IR"" muni de la métrique identité; STATIS Dual serait donc dans le cas
centré une forme d’approximation d’'une ACP de fonctions caractéristiques qui
peut étre rapprochée de celle définie au paragraphe (2.5), équivalente a ’ACP

des densités, mais qui n’est cependant pas la méme.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, on a principalement proposé deux analyses en composantes
principales: celle des densités de probabilité, équivalente a celle des fonctions
caractéristiques, et celle des développements limités de fonctions caractéristiques
de variables centrées, équivalente a Statis dual sur matrices de variance. On a
présenté aussi la variante normée et la variante centrée de la premiere analyse.
Cependant, d’autres analyses descriptives sont possibles, car les opérations de
centrage et de normalisation peuvent aussi étre opérées sur les données initiales.
Sans développer outre mesure cet aspect on peut dire que le choix de telle ou
telle méthode est conditionné par la réponse a la question:

quelle évolution veut-on visualiser?
Celle des moyennes et variances / covariances? Celle des moyennes et corrélations?
Celle des variances / covariances? Celle des corrélations? Celle des moyennes?
Au chapitre 5 on illustrera I’ACP normée de densités en centrant notre étude sur
I’évolution des moyennes et variances / covariances. Le choix de I’ACP normée est

guidé par la volonté de faciliter la lecture comparée des différentes représentations
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et présente l'avantage de visualiser les qualités de représentation des densités.



Chapitre 3

Regle de décision probabiliste en
analyse discriminante de
distributions gaussiennes

3.1 Introduction

3.1.1 Données et notations

T et T' sont deux ensembles finis de cardinaux respectifs T et T":
T = {1,...,T}
T = {T+1,....,T+T'}.
Pour tout ¢t de T UT’, f; est un vecteur de I'espace de Hilbert séparable H muni
de son produit scalaire noté <, > .
Les vecteurs f; (t € 7) constituent un nuage F de points dans H qu’on
partitionne en () sous-nuages Fi,...,Fg au vu d’une variable Y, qualitative

a () modalités, définie sur 7; la variable Y engendre aussi une partition de 7 en

Q) classes 7y ,...,7g , de cardinaux respectifs Ty ,..., Ty .

Les centres de gravité Gy ,...,Gg de Fy,...,Fqg , définis par:
1
Yoell..Q)  G= 2 Xk (3.1

9 teTy

constituent eux aussi un nuage G de H.

45
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3.1.2 Regle bayésienne

De facon générale la regle bayésienne d’affectation a une catégorie ¢ considere

les probabilités conditionnelles :

PlY =¢| X =] (¢g=1,...,Q), (3.2)
ou o est une observation de la variable aléatoire X. On affecte I'individu observé
a la catégorie ¢ qui réalise le maximum de ces probabilités. Les calculer par la

formule de Bayes suppose qu’on connaisse les probabilités P[Y = ¢] et la densité

conditionnelle d%=? de X sachant [V = ¢].

En pratique, on aura a effectuer une transformation de la variable X en 7 =

©(X). On calcule alors des probabilités du type:

PIY = q|Z = ¢(0)] (¢=1....Q). (3.3)
Leur calculabilité est subordonnée a la connaissance des probabilités a priori et
des densités conditionnelles d};&q) de Z sachant [Y = ¢].
Le choix de ¢ dépend du contexte. Il peut étre dicté:

1. Par des considérations liées aux données pour donner du sens aux obser-
vations ou a l'activité de modélisation. Par exemple un PNB (produit
national brut), un taux d’inflation ... ne s’observent pas directement mais
sont le résultat d’une transformation ¢ d’observations diverses o. Dans le
contexte des applications qui font 'objet de la derniere partie de cette
these, la fonction ¢ associe une densité de probabilité estimée a un tableau

de données.

2. Par des considérations d’ordre mathématique. Par exemple la transfor-
mation logarithme utilisée en biologie qui permet de rendre les données
traitées gaussiennes. C’est ce qu’on fera dans le traitement des données

cardiologiques au paragraphe 5.4.2.

3. Par des considérations liées a I’analyse discriminante comme par exemple
la position d’une fonction £(0) de 'observation o par rapport a ) centres de

gravité G, ..., Gg des () catégories de Y. Cette position peut étre mesurée
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par le vecteur (o) égal a:

(p1(0), ..., p0(0) = (< &(0),Gh >,...,<(0),Gg >) .

(C’est le point de vue qu’on adopte dans ce chapitre.

On introduira une variante de ce qui précede consistant a considérer les probabi-

lités :
PlY = q|Z; = ¢4(0)] (¢=1,...,Q). (3.4)

Elles sont plus simples a calculer et c’est d’ailleurs ce qui justifie cette variante.
Un autre aspect est la simplicité de I'interprétation puisqu’elle mesure la vraisem-
lance que ’observation o soit dans la catégorie ¢ en ne regardant que sa position
par rapport au centre de gravité G|,.

Cependant en procédant ainsi, on perd l'interprétation “maximum de vraisem-
blance” de la décision prise (la somme des probabilités (3.4) n’est pas nécessai-
rement égale a 1).

On peut tout de méme justifier cette procédure par analogie avec la regle d’atfec-
tation géométrique de I’analyse discriminante classique qui calcule les distances
aux centres de gravité en utilisant des métriques locales. On n’affecte pas 1’ob-

servation o a la classe qui réalise:
mqin D (0,Gy)
mais a celle qui réalise:
mqin D, (0,G,) .
Ce type de regle est censé tenir compte non seulement de la position de o par

rapport aux centres de classe mais aussi de la forme de chaque classe (Saporta

1990, p.417).
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3.2 Mise en ceuvre de la regle bayésienne d’af-
fectation

3.2.1 Estimation de la densité gaussienne de la période
q

Pour tout t de 7, on dispose d'un échantillon y; de taille n; du vecteur
aléatoire X; supposé gaussien de densité f;. Le modele que nous postulons est que
les densités {f; ,t € 7,} d’'une méme classe ¢ sont toutes égales; ainsi le centre
de gravité (G, est une densité gaussienne de parametres (m,, V;). On I'estime en
remplacant ses parametres par leurs estimations du maximum de vraisemblance
calculées sur I’échantillon de taille N, :

Nq = Znt

1€y

qui est la réunion de tous les échantillons y; (t € 7,).

3.2.2 Probabilités a priori

Pour tout ¢ de {1,...,Q} on note w, la probabilité d’appartenance a la

catégorie ¢:

L’estimation de ces probabilités dépend du contexte des données et on peut
trouver dans (Mardia 1979, p.304, McLachlan 1992, p.9, Celeux et Nakache 1992,
p.19) des méthodes d’estimation. En I’absence de toute connaissance a priori sur
le phénomene étudié, on retiendra soit ’égalité de ces probabilités (r, = 1/Q),

soit la proportionnalité aux effectifs des classes (v, = T,/T).

3.2.3 Premicre regle d’affectation

On affecte une observation (dans notre cas un instant ou sa densité f) a la

catégorie qui réalise:

max 7, L,(z), (3.5)
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ou:
2= (< f,Gy>...< f.Gg>Y
f désignant ’estimation de f a partir d’un échantillon de taille n, c’est-a-dire la

densité de la loi N(z,s) et L, est la densité de la loi donnée par (1.28); si 67;

note le vecteur (colonne) de IR9 :
—
G, = (<G,,G > ... <Gy, Gg >)

Pexpression (3.5) devient :

1 n(27r)p ~ ! 1 ~
max T,—————— ¢ 2 (z=Gig)' Alma.Val ™ (:=Gig) (3.6)
T [Almg, V]I

3.2.4 Seconde regle d’affectation

En rappelant que les justifications a cette variante ont été abordées en intro-
duction a ce chapitre, la démarche est identique a la précédente et sous I’hypothese
que f est dans la catégorie ¢, la loi de < f" G, > est obtenue directement &
partir du théoreme 1.1. Ainsi la densité f dont on a une réalisation f est affectée

a la catégorie:
arg max m, l,(z,) (3.7)

ou z, est le nombre < 1, G, > et {, est la densité de la loi N(||G,]|?, %) et
donc (3.7) devient :

< A,G >—||G 232
arg max m; ———— € g Va1 (<G> =lIGal)*
’ a[my, Vy]2

Cette seconde variante sera étudiée dans le cas particulier d’égalité des probabi-

(3.8)

lités a priori (7,), et des matrices de variance (V,), .

3.2.5 Cas particulier de deux groupes et d’égalité des
matrices de variance

[’égalité des matrices de variance (V4 = V5 = V), entraine, d’une part ’égalité
des normes des centres de gravité (||G1|| = [|G2]| = [|G]|), et d’autre part I'égalité

des nombres almq, V4] et a[maz, V2]. Ainsi, en passant au logarithme ’expression
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(3.8) devient:
arg min (< f, G, > —||G|*)’ (3.9)
Cette regle est intéressante par les analogies qui peuvent étre faites avec I’analyse

discriminante linéaire.

Proposition 3.1 Dans le cas d’égalité des probabilités a priori et des matrices

de variance (V, =V, ¢ =1,2), si |s| > |V| alors (3.7) est équivalente a:
arg mqiﬂ Hf — G| (3.10)

Puisque [s| > |V, on déduit de (2.8) que:
1Al < G,
et I'inégalité de Schwarz donne:
< foGy > <ANG < I1GI*
Les deux nombres < f, G, > —||G|]? (¢ = 1,2) étant donc négatifs, il vient que
(3.9) est équivalent a:
arg max < 1, Gy, > . (3.11)
La mesure d’affinité L? entre deux densités étant positive, on en déduit que (3.11)
est équivalent a (3.10), car:
If = GolP = IIfIF =2 < [,Gy > +|G[ ™

Ayant déja montré’équivalence de (3.9) et de (3.7), ceci termine la démonstration
de la proposition. a

On remarquera que maximiser les produits scalaires (3.11) entre f et les
centres de classe (7, ), revient a maximiser les cosinus et donc a minimiser ’angle

entre f et les (G,), . Il reste a voir comment opere cette regle sur les observations

initiales.

Proposition 3.2 Dans le cas d’égalité des probabilités a priori et des matrices

de variance (V, =V, ¢ =1,2), si |s| > |V| alors (3.7) est équivalente a:
arg min (T —my)' (s + V)_l(:i' —my) . (3.12)

q



51

On a vu que (3.7) est équivalente a (3.11). En utilisant 1’expression du produit
scalaire entre densités (2.5) que I'on passe au logarithme 1’équivalence de (3.7) et
(3.12) est démontrée. O

Ces deux propositions font apparaitre les analogies avec ’analyse discrimi-
nante linéaire. D’une part on est passé d’'une regle probabiliste (3.7) & une regle
géométrique (3.10); d’autre part I'affectation de f a un groupe dépend de la
distance (pour la métrique (s+ V)™!) de la moyenne (z) a la moyenne de chaque

groupe.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé deux regles d’affectation de type probabiliste
en s’appuyant sur les lois asymptotiques de certaines variables aléatoires, qu’on
appelle géométriques car basées sur le produit scalaire, et on a vu que dans un
cas particulier une des regles probabilistes est équivalente a une regle strictement
géométrique. Ceci ouvre un angle d’approche différent pour réaliser ’affectation
d’une densité gaussienne estimée a une catégorie.

Ces aspects géométriques seront développés dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Aspects géométriques de
I’analyse discriminante de
distributions gaussiennes

On peut présenter ces aspects dans un cadre plus général que celui des densités
gaussiennes. Cependant pour conserver une certaine cohérence a la présentation
de l'analyse discriminante de densités gaussiennes, on s’est restreint a ce cadre.
En conclusion a ce chapitre on abordera les extensions possibles au cas de densités

non gaussiennes.

4.1 Regle d’affectation géométrique

Les notations sont celles définies au paragraphe (3.1.1). Le principe est le

suivant. On affecte une densité f; quelconque a la catégorie qui réalise:

mqinD(fs, q) .

La problématique revient a choisir la distance D entre une densité et une catégorie.
Dans le cas qui nous intéresse, bien que d’autres possibilités existent, on se res-
treindra a la distance au centre de gravité (¢, définie au moyen du produit scalaire

classique de H = L*(IRF):
D(ferq) = [[fs = Gl (4.1)

Le comportement de cette distance entre deux densités gaussiennes a déja été

étudié au paragraphe (1.4.2), il reste a préciser comment estimer cette distance

33



o4

lorsqu’on dispose d’un échantillon y, , de taille n, , de loi parente caractérisée
par fs. On propose deux méthodes.

La premiere ne comporte aucune hypothese supplémentaire et est basée sur
Pexplicitation de (4.1) en fonction des produits scalaires < fs, f; > (¢t € 7))
puis 'estimation de leurs parametres par la méthode du maximum de vraisem-
blance.

La seconde, déja abordée au paragraphe 3.2.1 consiste a faire ’hypothese que les
densités f; (1 € 7,) sont toutes égales a une méme densité qui est donc ;. On est
alors conduit a estimer les parametres (mg, V;) de cette loi a partir de I’échantillon

composé de la réunion des x; (f € 7;) qui sera de taille N, = >teT, Nt

4.1.1 Méthode 1

La distance (4.1) se déduit de:
Hfs_GqHQ = <[i=Gy s =Gy >
1 1
= <fs_Tth7fs_TZfT>

7 1€y 1 rely
2 1
el = 3o < fofe> 4 o0 <fufr> (42)
9 teTy q teTyreTy

les termes intervenant dans (4.2) ont, rappelons-le, 'expression (2.5) ou g5, 4,

Ly 2, 2y et X, sont remplacés par leurs estimations.

4.1.2 Méthode 2

Dans ce cas, (4.1) se calcule directement avec (2.5) puisque (7, est gaussienne
N(mg,Vy); my et V, sont estimés de fagon habituelle (on note encore y; une

réalisation de I’échantillon y;):

. 1
mq:FZZx

9 teTq TEXL
~ 1 .y
Vi = (:1; - mq)(x - mq)
9 teTy TEXE
solt encore:
_ 1 _
my = F Ny Ty
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o~

N 1 R
Vi = N D one(se 4 (2 —mg) (2 —my)")
9 teTy

4.1.3 Conclusion

Le choix entre les deux méthodes ne peut que dépendre de I'acceptation ou
non de I’égalité des densités appartenant a une méme catégorie.
On peut toutefois adopter une attitude empirique en utilisant les techniques
utilisées dans la littérature classique de ’analyse discriminante et basées sur les
taux de mauvais classements (misclassification) soit sur un échantillon-test si les
effectifs T, sont grands, soit en pratiquant (7' — 1) analyses discriminantes de

T — 1) densités et en réaffectant la densité n’ayant pas participé a 1’analyse.
Yy pas p p y

4.2 Les représentations graphiques classiques
de I'analyse discriminante sont-elles possi-

bles?

4.2.1 Centrage du nuage des densités

On munit chaque G, d'un poids %; le centre de gravité de G est aussi le

centre de gravité fo de F:

1 & 1 &
fG — Tth — TZTqu . (43)
t=1 q=1
On procede au centrage des nuages F et G en les translatant comme suit :
VtE{l,,T} fto = ft_fG (44)
o 1 o
Vel Q) G =Gi—fo = = Y (15)
9 teTy

Les nouveaux nuages notés F° et G° ont pour centre de gravité l'origine de H et
chaque sous nuage F; ainsi obtenu a pour centre de gravité Gy .

On supposera que les vecteurs (fi)ie7 sont linéairement indépendants. Ils engen-
drent un sous-espace vectoriel de dimension T' qui contient aussi les vecteurs fg,

Gq ” G; ” fto :
Si T est {l,...,T} et F° désigne le sous espace engendré par f7,..., f% alors
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F° est de dimension (T'— 1). Les systemes de vecteurs:

{ffv"'vf%—l}
(= Tfr o fia — f1d
sont des bases de F° et f7 s’écrit:
T-1
fr==> 1. (4.7)
=1
Ce sous-espace F'° contient les centres de gravité GY,...,Gg ; si T ne prend pas

pas la modalité ¢ (Y/(1') # q) les composantes de G dans la base {f7,..., f7_;}

(4.6)

sont données par (4.5), et dans le cas contraire (Y (T') = ¢) elles s’obtiennent par :

Go=-2 ¥ F (1.8)

9 reT-14

4.2.2 Inertie et décomposition
Définitions

Par analogie avec ’analyse discriminante classique on nomme:

— opérateur d’inertie totale du nuage F° I’endomorphisme V° de H qui s’écrit :

o 1 o o
\4 :Tth ®ft7 (4'9)
teT
ou z®y est 'endomorphisme de rang un qui a tout h de H associe le vecteur
< a,h > y. En remplagant f2 par (4.7) il devient:
1 T-1

AR DNGENOEYE (4.10)

— opérateur d’inertie inter et opérateur d’inertie intra les endomorphismes B°

et W° de H définis par:

(o] 1 Q (o] (o]
B° = T;Tq Gq ) Gq (4.11)
12
W = T Z (fto - G;) @ (fto - G;) . (4-12)
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Propriétés

Les opérateurs V°, B° et W°, sont autoadjoints positifs.
Les images ImV?°, InW?* et ImB® sont des sous-espaces vectoriels de F°. [.’opé-

rateur d’inertie totale se décompose en inertie inter et inertie intra:

Ve = B°+ W°. (4.13)

Interprétation géométrique

Soient h, de norme unité dans H, engendrant le sous-espace Ah et Pay le
projecteur orthogonal sur Ah, I'inertie (par rapport a l'origine O) du nuage .7?0,

obtenu par projection de F° sur Ah est:

1
=P fEI = < b V>
teT

De méme que l'inertie du nuage G° obtenu par projection de G sur Ah est:
1 < of|2
TZ HPAh GqHH =< h,Bh > .

g=1

L’inertie de chaque sous-nuage F7 par rapport a son centre de gravité est:

1 o o 1 o o o o
7 2 APanf? = ParGilly =<h, 7= 3 (N =G e (ff -G h> .
9 teTy 9 teTy
On vérifie facilement que < h, W°h > mesure 'inertie moyenne, chaque inertie
étant pondérée par %
La relation (4.13) qui donne ici:

<h V°h>=<hBh>+<h Wh>,
s’interprete donc comme en analyse discriminante classique, a savoir la disper-
sion totale du nuage projeté sur Ah est la somme de la dispersion des centres

de gravité et de la dispersion moyenne de chaque sous-nuage par rapport a son

centre de gravité.

4.2.3 Critére optimisé par les représentations graphi-
ques

L’objectif de "analyse factorielle discriminante est, d’un point de vue descrip-

tif, la recherche d’un axe Ah de H orienté de maniere a maximiser I’éclatement
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du nuage G tout en minimisant I’éclatement de chaque sous-nuage ﬁq autour de

son centre de gravité; ce qui se traduit en la recherche de h; maximisant :

< h,B°h >
—_ (4.14)
< h,W°h >

ou:
< h,B°h >
— (4.15)
< h,V°h >

puis on itere sous contrainte d’orthonormalité sur les Ay, .

[’analyse discriminante classique — la dimension de H est finie — postule

que les données sont telles que V° est inversible et la solution est obtenue a partir
de la diagonalisation de la matrice de "opérateur Vo ' B et la solution est unique
(a une rotation pres dans les sous-espaces propres associés aux valeurs propres

multiples).

Dans notre cas 'opérateur V° étant de rang fini, il ne peut étre inversible
et la solution ne peut étre unique. En effet on peut montrer que si h réalise le
maximum alors pour tout &’ de F°' | h" = h + h' réalise le méme maximum. En

effet B°h' et VA’ étant nuls il vient :
<h,B°h> <K', B°h" >

< h,Voh> — <h' Vo' >

On est dans la méme situation qu’en analyse discriminante classique ou le nombre

de prédicteurs est plus grand que le nombre d’individus observés. Ce probleme
a été abordé dans le cadre de 'analyse discriminante avec regle probabiliste par
des techniques dites de régularisation (Friedman 1989, Mkhadri et al. 1997). En
pratique ce qui nous intéresse ce sont les éléments de H qui se construisent a
partir des données, ici les vecteurs f; (ou les f7), de maniere linéaire: Y, oy fi

(ou 3oy aufy ).

Ainsi plutot que de chercher h dans H maximisant (4.15), on le cherche dans F'°,
ce qui conduit a un probleme matriciel et rend la solution unique (& une rotation

pres que I'on précisera).
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4.3 Propriétés des représentations ‘“sous con-
traintes”

4.3.1 Propriétés des opérateurs V° et W°

Proposition 4.1 La restriction V%, de V° a F° est un automorphisme de F°.

L’opérateur Vi, est bien un endomorphisme de [7°; en effet ImV® est inclus dans

F° et donc a fortiori ImV .. Soit f de F° tel que V°f = 0, alors (4.13) donne:
T-1

Z<fto_f:?“vf> fto = 0.

=1
Les vecteurs (f?)i=1,7—1 étant linéairement indépendants, les (7' — 1) coefficients

< fS — f3, [ > sont donc nuls.

Ainsi, le vecteur [ de F° est nul, car il est orthogonal a tous les vecteurs f7 —
2 (t=1,T — 1) qui constituent une base de F° (4.6); V%, est donc injective.
L’opérateur V., est un endomorphisme injectif de I'espace ['° de dimension finie,

cela établit que V%, est un automorphisme de F°. a

Proposition 4.2 Lopérateur W° est de rang (T —Q)) et ker W, est de dimension
(@—1).

La démonstration de cette proposition découle du lemme suivant.

Lemme 4.1 Soit {xq,...,27} un systéeme de vecteurs d’un espace de Hilbert
engendrant un sous-espace x alors le rang de ce systéme, le rang de ["opérateur

Yo @ x; et le rang de sa restriction a x sont égaux.

L’opérateur W° écrit en (4.12) a donc pour rang, le rang du systeme de vecteurs:
Q
U -Gy steT)
g=1

égal a:

Q
U {ft_Gq§tETq}'
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Le systeme {f; — G, ; t € T, } est de rang (T, — 1). En rappelant que les vecteurs

{fi; t € T} sont linéairement indépendants, on peut montrer que:
Q
igWe = > (I,-1) = T-Q,

g=1
d’ou:

dim ker W3, = @ —1.

Proposition 4.3 L opérateur B® est de rang () — 1.

En vertu du lemme 4.1 son rang est égal au rang du systeme {Gf5,...,G3}. En
remarquant que ce systeme est lié (3°, 7,G7 = 0) et qu’en lui 6tant un élément
(par exemple le centre de la classe qui contient f7) il devient libre, le résultat est

immédiat. 0O

4.3.2 Intérét des représentations graphiques

Des deux premieres propositions précédentes et de (4.13) il vient que le ma-
ximum de (4.15) vaut 1 et est atteint des que h est pris dans ker W et avec les
itérations sous contraintes d’orthonormalité, le maximum est alors atteint (@) —1)
fois. L’inertie intra étant nulle dans ce cas, les densités d’une méme catégorie se
projettent sur ’axe Ah en un point unique.

On est dans un cas trivial de parfaite discrimination visuelle des densités datées
(pour lesquelles la variable Y est connue). C’est donc une situation analogue
a (Carlier and Gueguen 1994, p.245) puisque, dans le vocabulaire individus x
variables — ici les individus sont les (7' — 1) “densités” centrées et les variables
sont les (T'—1) axes de coordonnées dans F°, axes qui sont ces mémes “densités”
centrées —, on a (1" — 1) individus dans un espace de dimension (7' — 1).

L’intérét de la représentation des centres de gravité et des densités non classées

{fs; s €T’} surles (T — @) premiers axes est qu’elle permet de visualiser:

— les distances respectives entre les centres de gravité et donner une idée

graphique du pouvoir séparateur de la regle d’affectation géométrique;
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— les distances de chaque densité aux différents centres de gravité et adopter,

si les qualités de représentation sont bonnes, une regle d’affectation visuelle.

De la troisieme proposition, il vient que les () — 1) autres axes sont dans le
noyau de B° et que sur ces axes on peut avoir une idée visuelle de la dispersion
de chaque sous-nuage F_ autour de son centre G7.

On a pu voir que techniquement la contrainte imposée, rechercher des axes
discriminants dans le sous-espace F'° engendré par les “densités” centrées, a levé
une indétermination mathématique, a conduit a un probleme matriciel qu’on
traitera ci-apres mais a aussi conduit a une indétermination dans le choix des
axes: les axes correspondant a la méme valeur propre ont tous le méme pouvoir

séparateur.

4.4 Ecriture matricielle de I’analyse discrimi-
nante sous contraintes

4.4.1 Matrices d’inertie et critére

On munit F° dela base {f,..., f3_,}, I'exclusion de la densité d’indice T est
arbitraire ; dans cette base les opérateurs V., B%, et W4, auront pour matrice
V., B et W respectivement; le produit scalaire de H induit sur F° le produit

scalaire de matrice M de terme général M, :
Vs, t € {1,..., 7T —1} Mgy =< [, [} > . (4.16)
L’espace IRT~! sera muni de la métrique de matrice M. Toute fonction hy de £°

s’écrivant :
T-1
Z hk,t fto (4'17)
t=1

sera représentée par un vecteur colonne, noté aussi hy, de IR7~! dont les compo-
santes sont les coeflicients hyq1,..., by 71 .
Rechercher h; normé dans F° est équivalent a rechercher h; dans (IRT=*, M) de

M-norme unité et le critere défini en (4.15) s’écrit :
W MBh

I(h) = s (4.18)
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enfin la contrainte d’orthonormalité sur les A, dans F'° devient contrainte de M-
orthonormalité sur les hy de IRT-1.

Les opérateurs V et B étant autoadjoints positifs, Ve et Bpo le sont aussi; ainsi
les matrices M B, MV et MV ™! sont symétriques, M B est semi-définie positive,
MV et MV~ sont définies positives.

On notera que la maximisation du critere (4.18) est I'analogue de:

aMBMa
M MV Ma

de D'analyse factorielle discriminante classique avec p variables et n individus

(Saporta 1990, p.406), puis itérations de M-orthonormalité.

4.4.2 Solution matricielle

Compte tenu des propriétés énoncées au paragraphe (4.3.1), pour trouver les

hy, il suffit de chercher des bases M-orthonormales des noyaux des matrices W

et B.

Les fonctions f7,..., f7 peuvent étre représentées de maniere approchée en
les projetant sur un des plans engendrés par les hy. Pour tout s de {1,..., T —1}
la coordonnée de f? suivant hy est égale a < fJ,hy >, c’est-a-dire a la s-ieme

composante du vecteur colonne:
Cr = Mhy . (4.19)

La “densité” f5 s’écrit en fonction des f? (4.7) et donc sa coordonnée est 'opposé
de la somme des coordonnées précédentes. Les coordonnées des densités non
datées seront calculées au paragraphe 4.5.6.

La qualité de représentation de chaque fonction f; par sa projection ]/CE se mesure

par le rapport des normes:

1751

Le carré du numérateur est égal a CZ, et le carré du dénominateur est le s-ieme

terme diagonal de la matrice M, calculée ci-apres (4.5.2).
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4.5 Mise en ceuvre des calculs

4.5.1 Produits scalaires entre densités

On calcule les produits scalaires < f, fi > par la formule (2.5) pour tout s
de T UT' et tout ¢ de T, et on les range dans une matrice D & deux blocs D)
et D?_ le premier est symétrique et correspond aux densités datées, le second

contient le croisement des densités non datées avec les densités datées:

<f17f1> <f17fT>
D <fr.fi> ... < fr fr>
D - _ i o (4.20)
D® <Jriv, > o0 < frpsfr>
< Jryr, i > oo < fryr, fr>

4.5.2 Matrice M des produits scalaires entre “densités”
centrées

DS) et D.(tl) désignent indifféremment la somme de la t-eme colonne ou t-eme
ligne de DM, car DM est symétrique. La somme de tous les termes de D) sera

notée DY) | En utilisant les expressions (4.3) et (4.4) on peut calculer le terme

général (4.16) de la matrice M :

1 1 1

Vs, tef{l,...., T—1} M, = DV — D - TDF,}) + D0 ()
4.5.3 Matrice V d’inertie totale
La matrice V est celle de 'opérateur V., dans la base {f7,..., f2_,}. L'image

de f? par V° peut étre calculée a partir de I'expression (4.10) de V° et le terme

général V;; de V s’écrit:

1 (o] (o] (o]
Ve = T<fs —fr. 10>
soit :
Ve = (o0 _pm_ Lpm Ly, (4.22)
T s t T s. T2 . ?
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ou encore:

1
Vi = T(Mst + M), (4.23)

M, désignant la somme de la t-ieme colonne de M.

4.5.4 Matrice B d’inertie inter

La matrice B est celle de U'opérateur B%. dans la base {f7,..., f¢_;};'image

de f? par B® peut étre calculée a partir de (4.11):
19
Bft :TZ;T(] <Gq7ft>Gq‘
q:
On y remplace G par (4.5):

B°f° = ZT <@, Zf

q tely

En notant Y'(s) le numéro de la modalité de la variable Y prise par s, B°f?
s’écrit :

_Z<GY fto>fso-

SET
En isolant le terme < G (), f{ > f7 qui en utilisant (4.7) devient :

T-1
S <Gy o> 1
r=1

puis en regroupant les coefficients de chaque f2 (s =1,...,7 — 1), on obtient:
o fo 1 T \ o o o o
B°f = Z <Gy = Gy, [P > £ (4.24)

Le terme général B,; de la matrlce B est donc nul si Y(s) = Y(T') et est égal a:

1 1 1 1
€Ty (s)

Ty Ty Ty @) very 0T

T

dans le cas contraire.

4.5.5 Matrice W d’inertie intra

La décomposition (4.13) de l'opérateur d’inertie totale en inertie inter et

inertie inter s’écrit aussi matriciellement, d’ou :

W =V-B.
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4.5.6 Coordonnées des densités non datées

Ces densités sont d’abord translatées:

f:?q.r = fryr — fa r=1,...,7".

La coordonnée de f7 . sur I'axe discriminant engendré par hy est:
o
< fT+T7 hk >

et vaut d’apres (4.17):
T-1

Z hio < frpm 7>
=1
Ainsi, si N désigne la matrice de taille (77,7) de terme général :
Nyp =< frp 0> (4.26)

le vecteur N hj a pour composantes les coordonnées des densités non datées sur

I’axe engendré par hy .

Le terme général (4.26) se calcule a partir de la matrice D (4.20):

1 1 1
N, = DY — —_p® _ _pM 4 s

DO
T T T ..

4.6 Une autre solution matricielle

On propose ici une autre maniere de calculer les matrices V et B qui, grace a
une renumérotation des densités, simplifie de beaucoup ce calcul.

On note F' et GG les matrices respectives des vecteurs {fo—f5; s=1,...,T—1}

et {GY () — Gy s s=1,...,7 — 1} dans la base {f7,..., f7_; }.

Lemme 4.2 La matrice F' est symétrique, inversible et :

2 1 ..o
12
Fo= 1 ] (4.27)
2 1
1 1 2
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-1 T-1
= — : : (4.28)

~

-1 -1

-1 e e =1 T =1

L’écriture de la matrice F' découle directement de 1’écriture (4.7) de fp qu’on

rappelle ci-dessous:
T-1
]C:CF> = - Z fto .
=1
Son inverse se calcule aisément. 0O

On vérifie alors la relation suivante.

Proposition 4.4
V = =FM. (4.29)

Lemme 4.3 La matrice G est symétrique de terme général :
0 si Y(s)=Y(T)

(s ou t prennent la méme modalité que T)

1 1 . B
Gts — TY(s) —I_ TY(T) S1 Y(S) _— Y(t) % Y(T)

(s et t prennent une méme modalité, autre que celle de T)

Tor si Y(T) # Y(s) # Y (1) #Y(T)

(s, t et T prennent trois modalités différentes )

Si s et T prennent la méme modalité ¢ de la variable Y, alors G;’/(S) et G;’/(T) sont

égaux et leur différence est donc nulle.
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Dans le cas contraire, on note ¢ la modalité prise par 1" et ¢; celle prise par s.

On calcule d’abord G;’/(T) :

Gy = T 5er, ff of (4.5)
= qu (ZTETqT;éT e+ f%)
= qu (ZTETq r#£T fto - 231:—11 fto) Cf(47)

1
= —7, Leer-1, [f

La t-ieme composante de G;’/(T) vaut :

L S5 Y(t) £ Y(T)

 Tyr
0 sinon.

On calcule G;’/(S) :

o _ 1 o
qu T Ty ZtEqu ft .

La t-ieme composante de Gg’/( ) vaut:

S

L siY(t)=Y(s)

Ty

0 sinon.
|

Remarque Si on ordonne les densités de telle sorte que les T} premieres
sont dans la modalité 1, les T suivantes sont dans la modalité 2, etc, alors les
T} premieres colonnes de (G sont égales, les Ty suivantes aussi, etc; de plus les

(Ty —1) dernieres colonnes sont nulles. A titre d’illustration on donne I’allure des
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colonnes 1 et (T} + 1) de la matrice symétrique G':

.
T
L ked
I
1
L e
1 1
! Tq Tq
To-1 :
: T T
T 0 0
(T —1)
l 0 0
Proposition 4.5
1
B = =GM .
T

L’expression (4.24) de B fournit immédiatement I’écriture (4.29) de la proposi-

tion. O

4.7 Conclusion

Tout ce qui a été dit dans ce chapitre (regles d’affectation et représentations
graphiques sous contraintes) peut étre étendu au cas d’objets quelconques qui
ne seraient pas nécessairement des densités gaussiennes ni méme des densités. La
seule hypothese nécessaire est que ces objets en nombre fini (7') soient des vecteurs

linéairement indépendants dans un espace de Hilbert de dimension supérieure ou
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égale a T

Le premier exemple est celui de T' densités de L*(IRF, Brr, v) qui comprend donc
les cas de densités d’une méme famille exponentielle ou de densités uniformes
et dont les mesures d’affinité L? ont été calculées aux paragraphes 1.2 et 1.3
respectivement.

Le second exemple est celui de matrices de variance (ou de corrélation) linéaire-

ment indépendantes plongées dans IR muni du produit scalaire trace (2.11).
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Chapitre 5

Application de ’ACP de
densités gaussiennes a quelques
processus particuliers

5.1 Processus solution d’une équation différen-
tielle stochastique bilinéaire

Parmi les processus gaussiens dont la loi est explicitement calculable, les
solutions d’équations différentielles stochastiques constituent une classe parti-
culierement variée. On utilisera ici les résultats de Le Breton et Musiela (1983)

dont on rappelle quelques aspects ci-dessous.

5.1.1 Rappels

On considere 1’équation différentielle stochastique suivante :

dX; = [Ao(t)Xi + ao(t)]dt + S0 [A;(0) X, + aj(t)]dB] , >0

(5.1)
Xo = X(0)
ou:
- B = (B',..., B est le mouvement brownien standard de dimension d;
—~ Ag, ..., Ay sont des matrices carrées d’ordre p;
~ dg,...,aq sont des vecteurs a p composantes;

71
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— I’état initial X (0) est un vecteur aléatoire, indépendant de B, de moyenne

1(0) et de matrice de covariance X(0).

Sous certaines conditions d’intégrabilité des composantes des matrices A et des
vecteurs a, Le Breton et Musiela caractérisent les processus solution de cette
équation et donnent les fonctions moyenne et covariance comme solution d’équa-
tions différentielles ordinaires. On se limitera au cas ou les matrices Ay, ..., Ay
sont nulles. La solution de (5.1) est alors un processus gaussien des que X (0) est

gaussien (Gard 1988, p.120). La moyenne u; de X; est solution de:
e = Ao()pr + ao(t) , £ 205 po = p(0).
La variance ¥; de X, est solution de:

M= Ao()X + S A1) —I—Z:a] Y, t>0; Y= 3(0).

Parmi les cas particuliers les plus celebres, on trouve le mouvement brownien lui-
meéme et le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. On les examinera séparément dans

les sections suivantes, apres avoir traité un exemple illustratif de (5.1).

5.1.2 Exemple

Soient :
d =p =2
0 -1
Ao(l) = . Aa(t) =(0) As(t) = (0)
1 0 (5.2)

1\3|«—»

1\3|«—>

XtM N lutv

Y

cost

(5.3)

L’équation (5.1) a pour solution un processus (X;) >0 tel que pour tout #:
‘)
sint )
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2¢t 0
0 2é

Pour tout instant £, on note f; la densité de probabilité de X;. On procede a
I’ACP des densités fo, ..., fa5 de ce processus. On rappelle que cette ACP conduit

a diagonaliser la matrice W dont le terme général est (2.5), soit ici:
1 1 1 1—cos(s—t)
< Js > = — ¢ 2 estel
f 7ft Ir e T of

Quant & 'ACP normée, elle s’obtient en diagonalisant la matrice W (2.10) de

terme général :

s+t
e 2 1 1—cos(s—t

fofi>=2 T :
<TTis=0t (5.5)
Ce nombre est le cosinus de 'angle formé par les deux densités fs et f; dans
L*(IR?).
Les trois premiers éléments propres de W (ACP normée) ou de W (ACP non

normée) fournissent une représentation approchée des densités sur les trois pre-
miers axes principaux et les pourcentages d’inertie expliquée par ces axes.

On rappelle que la représentation obtenue & partir de W, elle déforme le moins
possible les angles entre densités; quant a la représentation obtenue par la dia-
gonalisation de W déforme le moins possible les distances. On a délibérément
opté pour I’ACP normée car elle offre 'avantage de visualiser les qualités de
représentation des densités: cette qualité est d’autant meilleure que le point de
représentation est proche du cercle de rayon unité.

Au cours du temps I’évolution de la moyenne (5.3) du processus est périodique
et I’évolution de la matrice de variance (5.3) est exponentielle. I.’évolution des
densités devrait en étre la résultante comme on I'avait déja visualisé au paragraphe
1.4.2.

Les graphiques (Fig. 5.1) donnent les projections des densités sur les trois premiers
plans principaux.

L’évolution des densités sur le premier plan principal est réguliere. Cependant
cette régularité ne fait pas apparaitre la périodicité a laquelle on aurait pu
s’attendre. Ceci est dii au fait que la variance, croissant exponentiellement, est

prépondérante ; I’évolution de la moyenne est en quelque sorte “noyée”, “diluée”
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dans ’évolution de la variance.

Pour bien montrer cet aspect, on a fait ’ACP normée en considérant un
processus de moyenne constante et de variance (5.4); ce processus est solution
de I'équation différentielle considérée en (5.2) a la différence pres que la matrice

Ag est nulle:

d=p =2
Ao(t) = (0) Al(t):(o)t Aq(t) = (0) | (5.6)
ao(t) = (0) al(t) = ei Clz(t) - 621

Les représentations des densités sur les premiers plans principaux sont quasiment
les mémes (Fig. 5.2).

Puis on a considéré un autre processus dont la moyenne est identique a (5.3)
mais dont la variance ne croit pas aussi rapidement que (5.4). Ce processus est

solution de I'équation différentielle stochastique (5.1) pour:

d =p =2
0 —1
Ao(t) = As(t) = (0) Aa(t) = (0)
1 0 (5.7)
—e5t0 —e5t0
ao(t) = (0) a(t)=| " a(t)y=| "
1 L 1t
1o €50 —15€%
Sa variance est égale a:
Lezs 0
Zt — 2
0 %eﬁ

[’ACP normée donne des représentations des densités (Fig. 5.3) reflétant la
périodicité de la moyenne ; ce caractere périodique est encore plus net en opérant

un zoom sur le nuage des densités sur le premier plan principal (Fig. 5.4).
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FiG. 5.4 - Zoom sur le premier graphique de Fig. 5.3

5.2 Mouvement brownien

5.2.1 Introduction

Soit {B; , t >= 0} un mouvement brownien de parametre de dérive u (y €

IR?) et de parametre de diffusion ¥ (¥ matrice d’ordre p, symétrique, définie

positive).
On note f; la densité de probabilité de B; qui est donc de loi N(ty,tX¥); PACP
des T' densités f,, ..., fi, conduit a diagonaliser la matrice W d’ordre T dont le
terme général Wy, est:

I = =

Wkl P 1 P
(27)2 [S]7 (L + 10)?

quant a ’ACP normée, elle s’obtient en diagonalisant la matrice W :

2
fu, Ju 2yt e—%llullé_l(tfkﬂ; ' (5.8)

Wkl =< > =
[ fll 7 112 ] e + 1
La distance entre densités est :
1 1 1 1 2 _1pe Gemtp?
2 [lallZ,_
Hftk _ftzH - (2ﬁ)p |Z|% (tkg + tl—g — (tk+tl)§ e 2"zl tpty )
2
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Les résultats de ’ACP des densités du mouvement brownien dépendent des
parametres classiques du processus p, u, ¥, et du nombre de densités T, du
premier instant #; et de la suite des incréments (Ak)k:L(T_l) entre instants
consécutifs (Ay = tpy1 — tr).

Il est évidemment peu intéressant de rapporter ici tous les cas particuliers qu’on
a traités. On présentera les résultats du cas unidimensionnel (p = 1), a dérive
non nulle (= 1) et diffusion unité (¥ = 1), d’origine 1 (¢; = 1) et a incrément
constant (Vk, Ay = 1) en considérant 26 instants (7' = 26). Puis on montre la
convergence de I’ACP des densités de ce processus lorsque les parametres des
lois sont estimés au vu d’échantillons simulés. Enfin on termine par quelques
comparaisons avec le cas de référence quand on fait varier les parametres p, p, 3,

tl, (Ak) et T.

5.2.2 Casoup=1,pu=1Y=1,t,=1,Vk, A, =1, T =26

TaB. 5.1 - Allure de la matrice W.

1
82 1
H6 90 1

86 .70 93 1

W =
0 0 1
0 0o 0 . .99 1
0 0O 0 0 . 9 99 1
0 0 0 O 91 96 99 1

- Les diagonales secondaires sont croissantes.

- Les colonnes sont croissantes jusqu’a la diagonale, puis décroissantes (W est symétrique).

Les trois premiers axes expliquent respectivement 44, 26 et 15% de 'inertie,
soit un total de 85%. Le nuage des densités sur les deux premiers plans principaux

est donné par la (Fig. 5.5). Dans cette représentation, I’évolution temporelle est
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la caractéristique principale du nuage.

La matrice W (Tab. 5.1) fait apparaitre, d'une part, que les cosinus des angles
formés par deux densités consécutives dans le temps sont proches de 1 et varient
régulierement de 0.82 (entre fi et f3) a 0.99 (entre fa5 et fas) et, d’autre part,
que plus 'écart entre instants s et ¢ est grand plus le cosinus entre densités f; et

[+ est faible, voire nul comme indiqué en (Tab. 5.1).

(26%)

7
5 © o
4 1011
0.5 3
12
2 13
1 14
o 15
16
17
18
19
0.5 10
265 p23
I I
0 0.5 (44%)

Fra. 5.5 - Cas de référence.

5.2.3 Etude empirique de la convergence de ’ACP

Les valeurs des parametres définissant le mouvement brownien sont ceux du
cas de référence. Pour chaque instant ¢ on simule un échantillon de B, de taille
n, puis on calcule la moyenne et la variance empirique. Puis on procede a I’ACP
des densités estimées qui donne le premier plan principal. Puis on fait croitre n.
Les graphiques (Fig. 5.6) sont ces premiers plans principaux lorsque n prend les
valeurs 5,..., 40.

On notera que pour une taille d’échantillon de 5 on a déja des pourcentages
d’inertie expliquée et une forme de nuage proches de ceux de la limite qui est
donnée par le graphique (Fig. 5.5). De plus au vu de ces simulations, on peut

avancer que la convergence est assez rapide.
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Nous n’avons pas procédé a I’ACP des densités estimées non paramétriquement,
car on a déja remarqué au paragraphe 1.7.3 que les mesures d’affinité entre
densités estimées paramétriquement et non paramétriquement étaient équiva-

lentes.

5.2.4 Variation de p, u, ¥

En observant Iexpression de W dont le terme général est donné en (5.8), on
constate que si g et X varient tout en conservant la quantité ||u||g-1 alors W est
invariante et par la-méme, I’ACP conduit aux mémes résultats que précédemment.
On remarquera au passage que la Y~ '-norme de u est une généralisation au
cas d’une variable statistique vectorielle de I'inverse du coefficient de variation
classique d’une variable réelle.

Lorsque ||p||s-1 tend vers zéro on se rapproche du cas ou la dérive est nulle
(Fig. 5.7). La figure suivante (Fig. 5.8) donne les représentations lorsque ||p||s-1
augmente; la matrice W est de la méme forme que dans le tableau (Tab. 5.1)
avec une baisse réguliere des cosinus entre f; et f5, et une remarquable stabilité
des cosinus entre fys et fag (Tab. 5.2).

Si p, la dimension du mouvement brownien, augmente tout en conservant ||u||g-1
constant alors la matrice W a toujours l'allure précédente (Tab. 5.1) et les
cosinus des angles (f1, f2) et (fi, f2) sont donnés dans le tableau (Tab. 5.3).
Les représentations (Fig. 5.9) sur les deux premiers plans principaux et les pour-

centages d’inertie expliquée sont sensiblement les mémes.

TAB. 5.2 - Variation de W lorsque ||u||g-1 varie.

(e 01|51 ]2]5]10

W(1,2) = cos(fi, f2) || .97 ].95| .89 | .82 | .70 | .42 | .18

W (25,26) = cos(fas, fos) || 1 | 1 | 1 |.99].98|.95] .91
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(6%)

0.5

FiG.5.7- p =0

(93%)

TaB. 5.3 - Allure de W lorsque p varie.
v 1] 2|3 ]10]100
W(1,2) = cos(f1, fa) 821 .80|.77| 63| .04
TW(25,26) = cos(fas, fas) || .99 | .99 | .99 | .99 | .98
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5.2.5 Comparaison de '’ACP classique et de ’TACP de
densités: cas d’une promenade aléatoire

Comme cas particulier du mouvement brownien on considere une promenade

aléatoire réelle (Y;) construite a partir du bruit blanc (e;) gaussien de variance

2

o*:
t
Vi>0, Y,=)¢;.
=0
Les variables aléatoires Y; (t = 0,...,7') sont centrées et pour tout ¢ la variance

de Y, est (t + 1)o?. Dans cet exemple, on a pris le cas (arbitraire) T égal & 25,
cependant la configuration reste la méme pour T' plus grand comme on le verra
au paragraphe 5.2.6.

L’ACP classique de ces variables conduit a diagonaliser la matrice de corrélation

dont le terme général est :
min(i, )
Vivi

donne la représentation (Fig. 5.10 a) sur le premier cercle des corrélations.

Rij =

L’ACP normée des densités de probabilité est obtenue en diagonalisant la matrice
de terme général :

21T

i+

la représentation des densités des variables Y; sur le premier plan principal est

WZ']‘ =

donnée par (Fig. 5.10 b), cette figure étant la reprise de (Fig. 5.7) a une autre
échelle.

Dans les deux cas l’évolution temporelle des variables Y; est bien marquée;
on peut méme avancer que la régularité est meilleure pour ’ACP normée des

densités.

5.2.6 Varlation de T et t;

Rajouter (resp. enlever) des instants d’échantillonnage revient a ajouter (resp.
enlever) des lignes et des colonnes a la matrice W (Tab. 5.1). Des expériences
numériques menées a partir du cas de référence (Fig. 5.5) montrent une forme

analogue des nuages de densités sur les plans principaux et une diminution (resp.
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augmentation) des pourcentages d’inertie expliquée (Fig. 5.11).

Lorsque t; augmente, par exemple a 10, tout en considérant le méme nombre

de densités (T = 26), cela revient a extraire les lignes et colonnes numérotées

ti,ty 4+ 1,...,t +25 — donc 10,11,...,35— d’une des matrices W précédentes.

Il y a donc un tassement des densités qui augmente de facon importante le

pourcentage

d’inertie expliquée par le premier axe (Fig. 5.12).
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0.5 (34%)




89

(26%)
4
AN,
10 118
0.5 i
20
21
22
0 23
24
25
26
0.5 %237
3543530
I
0.5 (53%)
(23%)
5@3)3%%
0.5 56
57
58
59
60
61
0 62
63
64
65
66
&
0.5 3%9
75182
I
0.5 (72%)

Fia. 512 - t; €

(28%)

0.5

{10, 20, 50 }

(60%)




90

5.2.7 Variation de la suite (A;)

(27%) (11%)

0.5 1 9 0.5 12

0 0.5 (56%) 0 0.5 (88%)

(0.3%)

0.5

0 0.5 (99%)

Fic.5.13- A, € {05, 0.1, 001}

Dans tous les cas précédents on a incrémenté le temps d’une unité. Si I'incré-
ment diminue cela revient, comme lorsque ?; augmente, a opérer un tassement
des densités et on retrouve des résultats identiques (Fig. 5.13).

Lorsque l'incrément entre instants consécutifs n’est plus constant toutes les
régularités qui sont apparues sont caduques; a titre d’exemple on tire au hasard

9 instants d’observation différents t,,..., %19 entre 2 et 50 auxquels on adjoint
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Les instants pris au hasard sont respectivement pour chaque
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Porigine 1 = 1, puis on fait ’ACP des 10 densités f, , ..., fi, ;lafigure (Fig. 5.14)
montre les résultats pour trois simulations.

Enfin on termine par trois simulations (Fig. 5.15) pour lesquelles I'origine #; est
elle aussi prise au hasard.

Pour tous ces exemples les pourcentages d’inertie expliquée sont tres varia-
bles et les formes des nuages ne sont pas identiques; mais ce qui peut apparaitre
comme un inconvénient de la méthode présente en fait un avantage, car comme
on peut le constater sur les figures précédentes (Fig. 5.14, Fig. 5.15) le premier
plan principal sépare relativement bien les groupes de densités proches dans le
temps. L’intérét de cette remarque est que si pour des données quelconques on ne
connait pas l'instant d’observation on peut raisonnablement ’affecter au groupe

de densités dont il est le plus proche.

5.2.8 Conclusion

Si pour le mouvement brownien on a une évolution temporelle “linéaire” des

parametres (y, ¥;) de la densité gaussienne f;, puisque:
Ve {l,...,T}y « p=1tp et ¥ =13,
le nuage des densités a présenté un continuum régulier bien que non linéaire.
Et pour le cas ou le continuum n’est plus évident (incrément du temps variable)
alors la méthode présente un intérét pour faire de la prévision en affectant

une période de temps a des données observées mais dont on ignore l'instant

d’observation.
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5.3 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

5.3.1 Présentation

Comme cas particulier de I’équation (5.1) on considere I’équation différentielle

stochastique:
dXt = —OéXt dt —|—O'dBt

XO = X
Sa solution est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. C’est un processus gaussien
dont les parametres p; et ¥; dans le cas unidimensionnel (p = 1) sont:

fe = xe—at

. (5.9)
Y= (1 - e~y
(C’est un processus qui a la particularité de converger rapidement vers une position
d’équilibre pour de grandes valeurs de « positif. Ceci est assez net en observant
les parametres p; et X;.

Comment cette constatation se manifeste-telle au niveau des représentations des

densités fournies par I’ACP?

5.3.2 ACP normée des densités

L’ACP normée des densités conduit a diagonaliser la matrice de terme général

W, égal a:

1 —_— 6_2a5 1 —_— e_zat ﬁ e—as_—at 2
\/ﬁ\l \/( )( )6_ o2 3_c—Zas_c—2at (510)
2 e—2as _ e—2at

La figure (Fig. 5.16) donne la représentation des 26 densités considérées sur le

premier plan principal dans le cas ou:

Comme I'indique cette figure on atteint une position d’équilibre tres rapidement,
pratiquement a partir de I'instant 10 toutes les densités se projettent en un seul
point du plan principal qui notons-le explique 96% de I'inertie du nuage des 26

densités.
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(6%)

0.5

0 0.5 (91%)

F1a. 5.16 - Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

5.4 Données cardiologiques

5.4.1 Les données

1

Les données! concernent 162% opérés du cceur (mise en place de pontages)

pour lesquels on a observé plusieurs variables dont 5 parametres biologiques
quantitatifs mesurant la souffrance cellulaire, aussi bien la souffrance globale de

tout "organisme que celle plus particuliere du muscle myocardiaque:
- CPK MB,
- CPK,
— Myoglobine,

— Troponine I,

'Le Dr.Jean-Luc Bosson a cordialement mis ces données & notre disposition par l'intermé-
diaire de Claudine Robert dont j’ai souvent "squatté” le bureau; qu’ils en soient vivement
remerciés d’autant qu’ils ne trouveront pas ici les réponses souhaitées pour prévenir les risques
d’infarctus chez les malades ayant subi des pontages cardiaques.

?Le tableau de données comportait & ’origine 224 individus ; on n’a retenu que les 162 opérés
pour lesquels les b parametres biologiques étaient disponibles aux 7 instants d’observation.
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— Troponine T,
a 7 instants différents:
1. I: induction en salle d’opération,
2. C: pendant la circulation sanguine extra corporelle,
3. D: apres le déclampage aortique,
4. R : admission en réanimation,
5. J 20H: le jour de l'opération a 20 heures,
6. J 4+ 1: a 20 heures le lendemain,
7. J + 2: a 20 heures le surlendemain.

Hormis pour les trois derniers instants, le temps écoulé entre deux instants

consécutifs ne présente aucune régularité et varie d’'un malade a 'autre.

5.4.2 ACP normée des densités

Caractere gaussien des données

Les histogrammes de chaque variable a chaque instant suggerent des distri-
butions asymétriques, ce qui a nécessité une transformation logarithmique. Les
nouvelles variables (logarithme népérien des parametres biologiques CPK, CPK
MB et Myoglobine) présentent des distributions symétriques et unimodales que
nous considererons gaussiennes. L’hypothese de log-normalité des deux autres
parametres (Troponine I et T) est beaucoup moins cohérente surtout aux trois
premiers instants mais pour conserver ’ensemble des données disponibles nous

I’avons admise, en accord avec J.I.. Bosson.

Remarque

L’objectif recherché par le Dr. Bosson était de définir un score de souffrance

cellulaire du myocarde due a ’opération et ce a partir des parametres biologiques.
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L’ACP de ces données ne répond pas directement a cette question. Néanmoins les
données fournies constituent un bon exemple de données ternaires pour illustrer
cette analyse et pour l'intéréet exploratoire des représentations que permet cette

analyse.

Evolution de la souffrance cellulaire

(22%)

0.5

5 (a) Premier plan principal

0 0.5 (29%)

0.5 . . .
(b) Premier axe principal

T T
I ¢ D R J 20H J+1 J+2

F1G. 5.17 - Représentation des densités

L’évolution des densités sur le premier plan principal (Fig. 5.17 a) visualise
bien I’évolution de la souffrance cellulaire, plus particulierement le premier axe

qui est I'axe vertical de la figure (Fig. 5.17 b).
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Cette souffrance est en augmentation constante des instants 1 (induction) a 5 (le
soir de I'opération) puis un infléchissement entre 'instant 5 (le soir de 'opération)
et I'instant 6 (le lendemain de 'opération) et enfin une diminution plus nette de
la souffrance cellulaire entre les instants 6 et 7 (deux jours apres l'intervention),

ce qui signifie un début de retour a la normale.

5.4.3 Evolution des moyennes temporelles

TAB. 5.4 - Moyennes et écart-types des parametres biologiques.

I C D R J200 J+1  J42

CPK MB 0.8 2.2 2.9 4.3 4.4 3.7 2.2
(05) (0.4) (0.6) (0.7) (0.7) (0.7) (0.7)

CPK 3.4 4.3 4.8 6.0 6.8 6.8 6.2
05) (0.7 (0.7) (0.5) (0.6) (0.5) (0.6)

Myoglobine 3.1 5.3 5.8 6.5 7.1 6.8 5.3
(12) (L) (L1) (0.9) (0.9) (1) (L4)

Troponine 1 21 -19 -15  -09 -0.3 -04  -1.2
(0.7) (0.9) (L3) (L5) (L4) (14) (L3)

Troponine T | -2.0 -1.7 -1.2 -05 0.0 -0.0  -0.9
(0.8) (L2) (L5) (1.6) (L7) (L7) (L5)

La moyenne temporelle de chaque variable est 1’ensemble des moyennes cal-
culées pour chacun des 7 instants (Tab. 5.4). On représente graphiquement ces
valeurs par trois courbes (Fig. 5.18): celle des moyennes, les deux autres s’en
déduisent en ajoutant et retranchant 1’écart-type de I'instant correspondant. On
note que les courbes moyennes de la souffrance cellulaire vont toutes dans le
meéme sens, a savoir croissantes de 'induction en salle d’opération jusqu’au soir

a 20 heures puis, a l’exception de CPK MB, a peu pres stables entre le soir de

I'intervention et le lendemain puis enfin décroissantes au surlendemain.
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5.4.4 Conclusion

Les deux descriptions (Fig. 5.17 et Fig. 5.18) de la souffrance cellulaire sont
donc similaires mais il était souhaitable de vérifier que les représentations obte-
nues par ’ACP des densités n’entrent pas en contradiction avec ce que pourraient

donner d’autres analyses des données.
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C

P

K

6 T T 1 | |
CPK MB
4 = _
2 _
0
I ¢ D R J 20H J+1 J+2
I I I I I MyoglobineI
8 _
6 - _
4 = _
2 _
| | | | | | |
I ¢ D R J 20H J+1 J+2
I I I I I . T
Troponine T
1 - _
0 _
-1 —
.3 | | | |

I ¢ D R J 20H J+1 J+2

I ¢ D R J 20H J+1 J+2
R R — | )
Troponine I
| | | |
I ¢ D R J 20H J+1 J+2

FiG. 5.18 - Evolution des moyennes temporelles des parametres biologiques.




101

5.5 Exemple (Lavit 1988)

Nous reprenons les données publiées et analysées de facon détaillée dans (La-
vit 1988) au moyen, entre autres, de la méthode STATIS Dual appliquée aux
matrices de corrélation. Les données décrivent le suivi de la morphologie (poids,
taille, buste, périmetres cranien, thoracique, du bras gauche, du mollet gauche,
largeur du bassin) de 30 filles de 4 a 15 ans.

Les premiers plans principaux obtenus par 'application de trois analyses diffé-
rentes sont donnés dans les graphiques (Fig. 5.19). Le premier plan principal de
I’ACP normée des densités de probabilité (Fig. 5.19 b) donne une représentation
des densités qui dénote une régularité dans 1’évolution morphologique; cette
évolution apparait comme une synthese des évolutions qui peuvent étre observées

aussi bien au niveau des moyennes (Fig. 5.19 a) que des matrices de variance

(Fig. 5.19 c).
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Jans (a)
15 ACP
5 14 centrée et normée
’ ’ des moyennes
Lo 6 ar age
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(b) ACP normée des densités. (c) STATIS Dual sur matrices

de variance.

Fi1G. 5.19 - Exemple (Lavit 1988)




Chapitre 6

Application de I'analyse
discriminante & un probléme de
datation

6.1 Présentation des données

6.1.1 Les données

Les données de chateaux qui seront présentées ont été patiemment et métho-
diquement relevées par J.M. Rudrauf! (Rudrauf 1987) durant de nombreuses
années. D’autres parametres ont aussi été notés mais ne relevant du champ
d’application de ’analyse discriminante de densités, ils ne seront pas présentés.
Pour un ou plusieurs éléments de maconnerie d’'un chateau, des mesures ont
été relevées sur n, pierres prises au hasard parmi les pierres de cet élément t.
On dispose de 118 éléments de maconnerie de 71 chateaux. Par exemple pour
le chateau de Petit-Geroldseck quatre éléments de maconnerie font partie de
I’étude. 1l s’agit du donjon, de l’enceinte ouest, de la courtine du logis sud et
celle du logis nord : ces éléments portent respectivement les numéros 52, 53, 109
et 110 du tableau (Tab. 6.1). Pour simplifier le langage, 1’élément de magonnerie

d’indice t sera appelé chateau t. De plus, quand on imagine le temps nécessaire a

1Jean Michel Rudrauf avec qui nous nous apprétons & réaliser une synthése de divers travaux
sur des chateaux d’Alsace pour publication, nous a fait I’amitié de relire ce chapitre et de le
corriger avec le soin qui lui est habituel. Les lecteurs intéressés par 'architecture médiévale et
plus particulierement par les chateaux d’Alsace pourront s’adresser a lui, nous nous ferons un
plaisir de transmettre le courrier.
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construire un chateau, on se doute bien que les éléments de ce chateau n’ont pas
toujours été édifiés a la méme période, d’ou la nécessité de les traiter élément par
élément.

Les chateaux proprement dits ne seront pas présentés pour, d’une part, éviter
d’alourdir 'exposé et, d’autre part, éviter de conclure trop hativement, chaque
chateau nécessitant une étude particuliere qui sort du cadre de ce travail.

Les pierres mesurées sont situées entre le sol et une hauteur d’homme. Les
p mesures sont prises sur le parement extérieur du chateau. Ces mesures sont
la hauteur, la largeur, le liseré et le bossage (Fig.6.1). Les pierres d’angle et les
pierres pour lesquelles une de ces 4 mesures manque (pierre burinée ou pierre
cassée) n’ont pas été prises en compte.

Le tableau (Tab. 6.1) donne pour les T' = 117 chateaux retenus (le chateau 104

largeur

.................. T 4 liseré bossage

hauteur

B B

Vue de face Vue de profil:

coupe suivant AB

FiG. 6.1 - Mur de chateau vu de face et de profil

de variance dégénérée n’est pas retenu) le nombre de pierres mesurées, la période
d’édification et les moyennes empiriques des p variables observées.

La détermination de la période d’édification d’'un chateau n’est pas toujours
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aisée et 1l n’est nullement ici question d’entrer dans les controverses qu’il peut
y avoir a ce sujet (Rudrauf 1987, p.89). En effet il arrive que les historiens
s’accordent & un moment donné sur la date d’apparition d’un chateau que des
fouilles archéologiques postérieures remettent en cause. La période retenue dans
le tableau (Tab. 6.1) a été reprise des notes personnelles de J.M. Rudrauf tout
en soulignant que ce découpage en quatre premieres tranches de 35 années puis
une tranche de 70 années est un choix arbitraire.

Pour chaque période on a indiqué dans (Tab. 6.2) le nombre de chateaux édifiés
au cours de cette période, le nombre de pierres correspondant. La moyenne et la
matrice de variance sont calculées a partir de cet échantillon de pierres. Il y a 40
chateaux datés. Les chateaux soulignés dans le tableau (Tab. 6.1) n’ont pas été

inclus. Ils seront systématiquement traités comme points supplémentaires :

- Les chateaux 99, 101 et 102 sont d’une période postérieure a 1350 et ne font

pas partie de la période étudiée.

- Les autres chateaux soulignés ont un nombre de pierres trop faible (inférieur
& 10) pour pouvoir estimer la mesure d’affinité L? entre densités ainsi qu’on

I’a vu au paragraphe 1.7.1.

6.1.2 Caractere gaussien des données

Si pour tous les chateaux les tailles d’échantillon nous sont apparues trop
faibles pour procéder a des tests d’ajustement, nous avons admis ce caractere.
Par contre nous avons procédé a ces tests sur les données des 5 périodes et ces
tests se sont révélés significatifs.

Ainsi les densités correspondant a des chateaux d’'une méme période ne peuvent
étre considérées égales: ce qui est la principale justification théorique (paragra-
phes 3.2.1 et 4.1) de la mise en cevre des deux regles probabilistes proposées au
chapitre 3 et de la deuxieme regle géométrique (paragraphe 4.1.2).

Cependant, nous les avons tout de méme appliquées. On montrera les résultats

auxquels on aboutit et on les comparera a la premiere régle géométrique (para-

graphe 4.1.1).
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TAB. 6.1 - Période d’édification des chateaux et leurs moyennes.

Nombre
Chateaun Période de Moyenmne Ecart-type
pierres
t Y(t) ng hauteur largeur liseré bossage hauteur largeur liseré bossage
1 1 25 57.0 75.4 2.5 10.9 4.3 19.6 0.7 2.8
2 1 12 41.5 62.9 2.5 8.6 7.5 9.5 0.4 3.7
3 1 24 36.9 58.8 2.8 6.5 6.3 11.6 0.5 1.7
4 1 14 34.1 52.1 1.7 7.7 3.2 10.8 0.9 3.0
5 1 16 42.1 60.3 3.2 11.3 4.7 11.4 0.8 3.3
6 1 6 64.7 74.3 2.5 10.0 4.5 10.5 0.2 3.2
7 1 12 47.5 61.2 4.0 3.7 1.6 12.4 1.0 1.0
8 1 18 31.2 52.8 3.0 7.4 3.9 10.8 0.8 1.7
9 1 14 40.6 57.0 2.4 8.9 6.4 13.7 0.4 1.8
10 1 42 48.9 69.7 3.0 9.7 10.8 20.8 0.8 4.0
11 3 40 41.0 67.3 4.0 8.6 7.0 15.6 0.6 2.2
12 2 46 34.0 58.4 3.5 9.0 4.2 12.1 0.5 2.2
13 2 20 36.1 61.6 4.1 6.9 5.5 13.4 0.3 1.7
14 2 29 33.5 46.7 2.8 6.7 3.9 8.5 0.4 2.3
15 2 14 41.8 54.2 3.5 8.6 7.7 7.5 0.5 2.2
16 9 34.7 58.8 4.1 9.1 8.5 8.4 0.3 2.3
17 2 5 30.0 52.6 2.8 6.8 5.3 15.0 0.4 0.9
18 3 20 33.1 50.6 3.5 5.3 3.0 9.1 0.8 2.0
19 20 30.9 44.0 2.8 6.0 3.5 6.8 0.4 2.1
20 3 16 27.7 46.4 3.7 6.8 8.0 8.7 0.8 2.2
21 3 15 33.3 53.1 4.0 6.8 3.8 7.8 0.7 1.5
22 2 6 29.7 49.3 2.8 6.1 2.7 8.5 0.2 0.8
23 4 18 32.5 53.7 4.2 6.6 8.1 9.4 0.5 1.5
24 48 27.6 51.1 4.6 4.8 2.5 9.8 0.5 1.2
25 4 26 37.2 52.5 4.3 8.0 4.1 8.1 0.4 2.3
26 4 23 29.3 49.9 3.3 6.4 2.9 12.0 0.4 1.2
27 4 40 32.0 48.1 3.5 6.9 7.1 9.2 0.5 1.8
28 20 29.3 54.4 3.6 6.0 3.2 10.6 0.3 1.7
29 4 8 28.7 55.1 3.0 6.6 3.7 17.6 0.5 1.4
30 4 17 37.6 59.6 3.0 2.8 6.3 7.5 1.7 2.3
31 4 15 33.1 66.7 3.1 5.4 1.9 19.4 0.5 1.8
32 33 28.6 51.2 4.3 6.1 4.3 8.5 0.6 1.6
33 11 30.6 50.9 3.7 6.4 3.3 11.4 0.4 1.7
34 39 31.0 49.2 3.6 6.3 3.0 8.5 0.5 1.4
35 5 8 25.6 47.8 5.5 4.8 0.4 11.6 0.6 1.0
36 5 15 32.7 62.1 4.3 5.6 2.3 22.4 1.0 0.6
37 5 9 22.3 44.7 3.1 5.3 1.4 7.6 0.8 1.6
38 5 38 37.5 55.0 3.5 7.5 4.6 14.3 0.5 1.8
39 5 13 29.8 43.8 4.8 5.4 3.8 7.1 0.4 1.0
40 5 7 40.0 61.9 5.1 7.1 1.7 9.5 1.2 1.2
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Nombre
Chateaun Période de Moyenmne Ecart-type
pierres
t Y(t) ng hauteur largeur liseré bossage hauteur largeur liseré bossage
41 4 28 33.9 61.0 4.4 7.1 3.4 12.6 0.7 1.5
42 5 5 28.8 68.0 5.7 8.2 8.7 27.6 1.9 3.6
43 23 46.9 78.8 3.2 8.3 5.9 16.9 0.4 2.5
44 12 27.3 52.1 3.5 4.7 3.2 8.2 0.4 1.3
45 20 33.0 58.7 2.8 9.0 3.1 10.4 0.6 1.7
46 21 45.8 55.1 2.5 10.7 6.9 15.1 0.4 3.6
47 11 38.9 63.5 3.4 8.3 4.6 12.5 0.9 2.7
48 15 32.3 57.7 2.9 7.7 1.8 14.8 0.5 1.4
49 10 35.9 62.7 4.1 5.5 5.5 8.0 1.0 1.6
50 27 30.0 51.9 3.7 7.4 3.6 15.2 0.4 2.0
51 16 36.9 58.6 2.4 7.8 7.2 11.5 0.4 2.1
52 35 31.3 56.0 3.7 7.2 3.4 10.8 0.4 2.1
53 29 29.2 51.6 3.5 7.6 4.5 12.4 0.4 1.9
54 11 37.2 51.7 3.1 7.3 5.0 12.3 0.9 2.9
55 15 26.0 53.3 3.9 4.5 3.2 12.4 0.8 1.4
56 1 46 51.3 71.6 3.0 12.3 5.1 14.2 0.8 3.4
57 31 24.6 62.3 3.1 6.4 2.6 14.1 0.3 1.1
58 24 28.2 51.3 3.3 5.8 2.7 10.0 0.9 1.3
59 17 34.6 59.5 2.2 8.1 3.0 12.3 0.4 1.7
60 1 49 35.7 56.2 2.9 7.4 6.2 12.3 0.4 1.8
61 23 30.6 66.7 3. 9.7 4.4 14.4 0. 2.2
62 1 20 47.7 68.5 2.9 10.6 7.6 15.3 0.4 1.8
63 4 11 26.9 47.6 3.4 4.8 4.3 9.1 0.4 0.9
64 14 29.6 55.7 3.7 6.4 3.9 10.9 0.7 2.1
65 22 32.1 57.7 4.0 6.0 4.0 8.7 0.4 1.1
66 37 30.8 50.0 4.0 7.5 5.1 10.5 0.5 1.7
67 4 5 34.8 58.4 3.4 8.8 6.0 16.4 1.3 1.4
68 29 33.6 61.3 3.0 7.9 5.8 13.1 0.4 2.1
69 16 34.8 62.4 3.6 6.4 3.9 12.3 0.9 2.3
70 4 25 34.6 55.6 5.1 5.7 6.3 9.8 0.7 1.4
71 4 14 26.4 42.3 3.5 4.3 2.1 12.9 0.5 0.6
72 15 26.4 64.3 3.1 5.4 4.0 13.4 0.4 1.7
73 8 46.2 60.9 4.6 8.7 0.9 7.3 0.3 1.7
74 29 32.2 55.3 2.9 7.0 3.3 10.6 0.4 1.6
75 12 34.9 62.3 3.8 5.0 3.5 10.2 1.9 3.9
76 36 31.1 58.8 4.5 6.3 2. 12.3 0.5 1.4
77 22 31.3 54.1 3.0 5.1 4.4 12.9 0.9 2.7
78 10 28.0 47.4 4.2 6.3 2.6 7.1 0.7 1.3
79 15 36.5 50.5 3.2 5.9 1.8 7.3 0.8 2.0
80 25 39.6 63.6 2.5 9.2 6.7 15.5 0.3 2.0
81 4 13 27.4 46.1 3.0 6.3 4.0 7.2 0.4 1.3
82 4 16 40.3 73.8 4.5 5.4 3.7 12.0 0.7 1.6
83 11 26.8 56.2 3.8 6.1 2.6 13.1 0.4 2.1
84 8 29.0 58.7 3.4 7.2 1. 11.2 0. 1.3
85 2 35 32.4 50.6 2.3 7.5 6.0 10.1 0.5 2.3
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Nombre
Chateaun Période de Moyenmne Ecart-type
pierres
t Y(t) ng hauteur largeur liseré bossage hauteur largeur liseré bossage
86 24 38.1 60.3 3.4 9.2 4.3 15.2 0.5 2.6
87 28 30.0 57.5 4.4 6.0 3.1 13.3 0.4 1.0
88 11 37.6 56.4 3.3 8.5 9.7 7.6 0.4 1.4
89 11 47.5 59.5 3.9 7.0 4.6 10.9 0.4 2.3
90 2 11 37.3 61.5 3.7 6.0 3.5 15.5 0.2 0.9
91 9 41 64.8 4.9 6.1 4.7 16.9 0.5 1.2
92 3 5 27.2 56.2 3.2 6.2 1.8 9.3 0.2 0.7
93 21 29.4 71.6 5.4 6.3 1.2 17.8 0.83 1.4
94 7 29.4 58.3 3.7 7.7 2.9 15.6 0.2 1.8
95 21 31.6 50.7 3.8 7.2 5.7 8.5 0.3 1.7
96 17 37.2 67.6 6.0 8.7 4.3 14.5 1.5 2.6
97 16 25.9 54.2 3.1 6.3 4.5 8.2 0.4 1.6
98 4 27 29.1 51.1 3.6 7.4 1.8 6.3 0.4 1.8
99 6 12 38.7 59.4 6.2 5.8 2.4 11.2 0.9 1.7
100 11 36.4 69.8 4.0 6.1 5.2 26.9 1.2 2.5
101 6 22 28.4 44.3 3.9 5.8 4.9 7.1 0.6 1.5
102 6 10 32.0 59.6 3.3 5.7 4.1 14.6 0.8 1.5
103 20 30.8 58 3.5 5.3 2.4 13.5 0.7 1.42
(104) 4 33.0 40.8 2.5 6.0 0.0 3.7 0.3 0.7
105 15 36.3 50.7 4.3 5.8 6.7 15.1 0.6 1.0
106 17 38.8 70.9 5.2 8.0 8.4 18.5 0.7 2.4
107 16 37.9 69.9 5.2 7.6 7.9 18.6 0.7 1.8
108 16 33.0 53.5 3.5 8.0 5.2 11.5 0.6 2.1
109 25 31.4 49.1 2.9 6.8 3.7 11.5 0.5 1.8
110 15 24.5 48.7 2.4 7.8 0.4 9.0 0.2 1.7
111 3 17 36.9 55.6 4.0 8.1 3.1 9.8 0.3 1.6
112 8 28.9 68.7 4.3 5.7 7.0 17.0 0.5 1.0
113 7 25.3 57.1 3.2 5.1 1.4 12.3 0.5 1.4
114 15 28.5 50.1 2.4 7.2 3.8 8.2 0.5 1.1
115 17 26.3 63.2 3.8 7.8 6.6 17.3 0.6 2.8
116 25 28.7 51.4 3.8 7.0 4.4 12.6 0.4 1.7
117 7 33.7 62.3 3.6 8.0 2.3 34.8 0.5 1.7
118 1 20 45.0 61.7 2.9 4.1 5.2 10.9 0.6 1.5

6.1.3 Caractere évolutif des données

L’objectif poursuivi est de dater des (éléments de magonnerie de) chateaux a
partir de mesures sur leurs pierres. L’hypothese forte sur laquelle s’appuie cette
démarche est que I’évolution temporelle des 4 parametres mesurés sur les pierres
est réguliere.

Ce caractere évolutif peut étre observé de facon nette au niveau des moyennes

des variables liseré et bossage (Tab. 6.2): le liseré ayant tendance a augmenter,



109

TAB. 6.2 - Moyenne et variance par période.

Période Nombre de | Nombre de Moyenne Variance
chateaux pierres
1-Entre 97.8
1140 81.9 266
13 312 43.8 63.5 29 8.8
et 0.44 -0.17 0.64
1175 13.2 13.2 -0.23  13.7
2-Entre 33.8
1175 12.1 155
6 155 34.8 54.7 3.2 7.7
et 1.05 1.81 0.59
1210 3.46  2.90 0.05 5.77
3-Entre 55.1
1210 29.3 206
5 108 359 573 39 74
et 1.27  0.22 0.55
1245 8.79 4.66 0.40 5.56
4-FEntre 39.0
1245 20.0 171
13 273 326 54.2 3.8 6.2
et 1.90 2.16 0.92
1280 1.61 -1.15 0.42 4.64
1-Entre 26.4
1280 24.3 277
3 66 349 544 4 6.7
et -1.19  -1.94 0.68
1350 5.62 8.03 -0.38 3.24
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le bossage a diminuer, ce qui est assez bien connu.

Pour les deux autres variables, la différence est aussi nette: la premiere période
est particuliere par de grandes valeurs de la hauteur et de la largeur.

Pour les matrices de variance, la lecture des évolutions est beaucoup moins aisée
aussi bien au niveau des variances des variables que de leurs covariances: le
bossage a par exemple une variance qui a tendance a baisser mais ceci n’est pas
le cas pour le liseré. Ces évolutions tres irrégulieres ne seront pas sans incidence
sur les résultats fournis par 'analyse en composantes principales et 1’analyse
discriminante des densités.

Bien que le pourcentage d’inertie expliqué par le premier plan principal (Fig. 6.2)
soit faible (32%) ce plan reflete assez bien une certaine évolution temporelle. En
effet, on peut remarquer que les chateaux de la période 1 et ceux des autres
périodes sont disposés de part et d’autre de la ligne (a). De plus, on peut noter
que les chateaux de la troisieme période sont situés a droite entre les lignes (b) et
(c) et les chateaux des périodes 4 et 5 sont soit en zone centrale, entre les lignes
(a) et (b), soit dans la zone inférieure, en dessous de (c). Quant aux chateaux
de la deuxieme période ils se répartissent quasi verticalement dans ces différentes
zones.

Cette évolution peut aussi se voir dans la disposition des centres de gravité, notés
G, et des densités , notées g, associés aux périodes; ces points ayant été traités
comme points supplémentaires.

Cependant cette évolution ne permet pas de séparer efficacement les périodes,
ce qui se ressentira tres nettement au niveau de 'analyse discriminante. Aux
chapitres 3 et 4, on a introduit quatre regles d’affectation. Avant de procéder
a leur application aux chateaux non datés on va dans un premier paragraphe

appliquer ces regles sur les chateaux datés.
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(10%)
gl
1.9 a
1.2 285
0.5 13 1.60
1.62
2.14
1.56 1.4 %G1
1.1 1.5 52
4.81
4.31 1.8
1.118 b
2.15
1.7 4.26 % G2
o—
71 5.38
43063 4.98 3.18
a
G5., 311 2.12 4.27
482, o0 G4
5 39 . 3.20
. 5.36 G
g3
gd
g5
3.21
b 4.70
3.111
4.2041
2.13
0.5 4.23
c
I I
0 0.5 (22%)

FiG. 6.2 - Premier plan principal de ’ACP des chateaux datés:
un chateau est désigné par son numéro précédé de sa période d’édification.
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6.2 Validation empirique des regles d’affecta-
tion sur les chateaux datés

Comme cela est habituel en analyse discriminante lorsqu’on est en présence
d’un petit nombre d’individus, ici 40, on procede a 40 analyses sur les chateaux
datés en omettant a chaque analyse un des 40 chateaux datés qu’on affecte au
terme de la dite analyse. Puis on compte le nombre de fois ou cette affectation
est erronée.

Les tableaux (Tab. 6.3) indiquent que le maximum que 'on puisse espérer ne
peut dépasser les 50% de bien classés et ce avec la regle géométrique 1 “distance
au centre de gravité” (paragraphe 4.1.1).

Cependant, si les pourcentages de bon classement ne sont pas tres élevés les
erreurs importantes de datation (erreur absolue de plus d’une période) sont
faibles, notamment pour la regle géométrique 1: la proportion de bon classement
(en admettant une erreur absolue d’une période) est de 32 sur 40.

A notre avis ce type d’erreur est admissible par le fait méme que la datation d’un
chateau est connue dans les meilleurs des cas a une dizaine d’années pres.
Compte tenu de tout ce qui précede, on opte pour la méthode d’affectation avec
la regle géométrique 1 pour “prédire” la période d’édification des éléments de

maconnerie non datés.

6.3 Affectation des chateaux et conclusion

Prenons tout d’abord la précaution de dire ici que les résultats donnés ci-apres
sont d’un apport certain certes, mais dans le cadre de I’hypothese d’une évolution
temporelle des mesures des pierres.

Le tableau (Tab. 6.4) donne I'affectation a une période de chaque élément de
maconnerie par la distance minimale au centre de gravité de chaque période. Les
centres de gravité sont déterminés a partir des 40 chateaux qu’on a considérés
datés et le mode de calcul des distances est le méme pour tous les chateaux, datés

ou non. C’est ce qui explique que la proportion de chateaux datés bien affectés

passe de 21 a 27 sur 40.



113

TaB. 6.3 - Tableaux des classements par regle.

REGLE PROBABILISTE 1 REGLE PROBABILISTE 2
Période d’affectation Période d’affectation
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
7 6 9 3 1
2 3 1 4 1 1
2 3 4 1
2 3 3 5 4 2 4 2 1
1 2 3
Bien classés: 12 sur 40 Bien classés: 11 sur 40
REGLE GEOMETRIQUE 1 REGLE GEOMETRIQUE 2
Période d’affectation Période d’affectation
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
12 1 10 3
2 1 3 1 1 3 1
1 1 2 1 1 2 2
3 1 3 6 1 2 3 5 2
1 2 1 2

Bien classés: 21 sur 40 Bien classés: 16 sur 40
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Nous ne commenterons pas davantage ce tableau. Cela dépasse largement le cadre
d’un travail mathématique mais c’est la que tout commence pour un travail

d’histoire médiévale que nous pensons continuer avec Jean Michel Rudrautf.



TAB. 6.4 - Chateaux, leurs éléments de maconnerie, leurs datations.

Nom Elément Numéro Période Affectation
t

Arnsberg (Grand-) donjon 43 1
Arnsberg (Grand-) enceinte extérieure 44 4
Balbronn tour-habitat 45 1
Bilstein-Aubure donjon 11 3 1
Bilstein-Urbeis donjon 46 1
Birkenfels donjon 23 4 3
Birkenfels logis 70 4 4
Burgstall enceinte 80 1
Dagsburg / Eguisheim donjon 1 1 1
Dreistein occidental bouclier 32 4
Dreistein occidental enceinte nord logis 116 4
Dreistein oriental enceinte ouest logis 24 5
Falkenstein enceinte 48 1
Falkenstein tour adossée au rocher 101 6 4
Fleckenstein tour du puits 49 2
Fleckenstein tour d’escalier 102 6 2
Fleckenstein enceinte 103 4
Fleckenstein donjon (104)

Frankenburg enceinte 3 1 1
Frankenburg donjon 50 4
Freudeneck enceinte ouest haunt-chiteau 105 3
Freudeneck enceinte nord-est haut-chiteau 106 1
Freudeneck base enceinte est haut-chiteau 107 1
Geroldseck (Grand-) donjon 12 2 3
Geroldseck (Grand-) enceinte logis-nord 51 1
Geroldseck (Grand-) enceinte est 108 3
Geroldseck (Petit-) donjon 52 4
Geroldseck (Petit-) enceinte ouest logis-sud 53 4
Geroldseck (Petit-) enceinte est logis-sud 109 4
Geroldseck (Petit-) enceinte logis-nord 110 1
Girbaden (Nouveau-) donjon 18 3 3
Girbaden (Nouveau-) enceinte 111 3 3
Girbaden (Vieux-) enceinte sud 4 1 1
Girbaden (Vieux-) enceinte nord 54 1
Girbaden (Vieux-) fausses braies 33 4
Girbaden (Vieux-) mur transversal 55 4
Greifenstein (Grand-) donjon 56 1 1
Greifenstein (Petit-) donjon 34 4
Gutenberg donjon 113 4
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Nom Elément Numéro Période Affectation
t
Hagelschloss enceinte dans fossé 16 3
Hagelschloss enceinte basse-cour 57 4
Hagelschloss donjon 114 1
Hagelschloss mur renversé et enceinte ouest haut-chiteau 115 1
Haut-Barr tour rocher nord 5 1 1
Haut-Barr tour du puits 58 4
Haut-Barr donjon du rocher nord 117 3
Haut-Koenigsburg bouclier roman 6 1 1
Haut-Koenigsburg donjon 62 1 1
Haut-Ribeaupierre donjon 25 4 3
Heidenschlossfels pierres au sol 112 4
Helfenstein enceinte extérieure sud 35 5 1
Herrenstein bouclier 13 2 3
Herrenstein bastion 16& 99 6 1
Herrlisheim 36 5 5
Hohenburg enceinte ouest 26 4 4
Hohenburg mur adossé au rocher au-dessus escalier 97 4
Hohenburg enceinte sud 98 4 4
Hohenfels logis 37 5 4
Hohenfels enceinte du ressaut rocheux 96 1
Hohenstein donjon 59 1
Hohenstein enceinte est 94 4
Hohenstein enceinte nord 95 3
Hohnack (Petit-) donjon 60 1 1
Ingwiller tour ronde 93 1
Kronenburg 92 3 4
Landsberg donjon 14 2 2
Landsberg tour d’angle nord-ouest 19 4
Lemberg enceinte nord 91 1
Lichtenberg donjon 90 2 2
Loewenstein pierres au sol 63 4 4
Lutzelburg donjon carré au centre fagade sud 7 1 1
Lutzelburg donjon carré a coété porte 79 2
Lutzelburg donjon pentagonal 118 1 1
Lutzelburg (Hinter-) tour habitat 15 2 2
Lutzelburg (Hinter-) agrandissement noyau primitif 64 4
Lutzelburg (Hinter-) donjon 65 3
Lutzelburg (Vorder-) enceinte ouest 66 3
Lutzelburg (Vorder-) tour primitive 88 2
Lutzelburg (Vorder-) donjon 89 1
Meywihr 67 4 3
Mittelburg / Eguisheim donjon 2 1 1
Nideck inférieur donjon 38 5 2
Nideck supérieur enceinte 27 4 4




Nom Elément Numéro Période Affectation
t
Ochsenstein enceinte 87 5
Oedenburg enceinte nord logis 28 4
Oedenburg donjon 68 1
Ottrott tour ronde du chiteau primitif 8 1 2
Ottrott-bas chainage d’angle 17 2 1
Pfalz [ Eguisheim enceinte 61 1
Pierre-Percée donjon 69 2
Ramstein-Baerenthal enceinte logis 71 4 4
Reichenstein donjon 29 4 4
Ringelsberg (Petit-) pierres dans carriére 86 2
Ringelstein enceinte est hant-chiteau 72 4
Ringelstein mur contre-bas rocher est 73 1
Ringelstein enceinte ouest 74 4
Rothenburg enceinte haut-chiteau 39 5 5
Saint Rémy tour d’angle sud-est 40 5 1
Saint Ulrich donjon 9 1 1
Saint Ulrich tour-habitat 85 2 1
Salm enceinte est 20 3 4
Scharrachbergheim socle enceinte 84 4
Schoeneck donjon 75 1
Waldeck donjon 41 4 3
Wangenburg enceinte nord 76 3
Wangenburg donjon 83 4
Warthenberg donjon et bouclier 10 1 1
Warthenberg mur transversal 100 1
Wasenburg logis 30 4 1
Wasenburg bouclier 82 4 1
Wasigenstein (Grand-) donjon 31 4 2
Wasigenstein (Petit-) tour-habitat 42 5 1
Weckmund / Eguisheim donjon 47 1
Wegelnburg enceinte haut-chiteau 81 4 4
Windstein (Nouveau-) tour-habitat 21 3 3
Windstein (Vieux-) tour-habitat chateau occidental 77 1
Windstein (Vieux-) enceinte sud 78 4
Wineck donjon (chainage d’angle) 22 2 4
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons introduit et explicité le concept d’analyses "facto-
rielles” de distributions de probabilité de vecteurs aléatoires que nous avons trou-
vé a I’état latent dans la méthode STATIS sur matrices de variance, élargissant
ainsi les techniques d’investigation des tableaux de données a trois indices. Nous
avons illustré ce concept par des exemples pour en voir les possibilités d’applica-
tion.

Ayant défini une distance entre distributions de probabilité, des techniques de
classification de telles distributions sont possibles. Nous n’avons pas développé
cette piste mais nous en entrapercevons déja l'intérét par exemple pour obtenir
une partition ou une hiérarchie des malades opérés du ceeur pouvant mener a la
définition d’un score de souffrance cellulaire (paragraphe 5.4.2).

Outre cette question, de nombreuses autres questions ont émergé tout au long de
ce parcours. Certaines ont trouvé des réponses mais bien d’autres, faute de temps
ou de méthodologies de traitement, sont restées en suspens. Nous en citons les

principales :

Calcul de la mesure d’aflinité entre deux densités de familles de lois de

probabilité autres que celles traitées.

— Calcul de la mesure d’affinité entre deux densités appartenant a deux fa-

milles de lois différentes.

— Distribution asymptotique de la mesure d’affinité entre deux densités non

gaussiennes.

— Calcul des régions critiques et puissances des tests d’égalité de deux densi-

tés, tests que 'on peut obtenir a partir de la distribution asymptotique de
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la mesure d’affinité.

— Etude de la convergence des analyses factorielles de densités lorsque les

densités sont estimées par la méthode des noyaux.

— Dans le cadre de 'analyse en composantes principales, les représentations
sur le premier plan principal sont-elles suffisantes ou doit-on aller au-dela?
Quelle explication donnée aux formes de nuages typiques d’un “effet Gutt-
man” 7 Quelle pourrait étre I'utilité du compromis obtenu par cette analyse?
Les représentations obtenues pour des processus gaussiens seraient-elles

aussi régulieres pour d’autres types de processus?

— Pour les processus étudiés (mouvement brownien, Ornstein-Uhlenbeck,...),
on n’a considéré que l’analyse en composantes principales d’'un nombre
fini de densités. Que se passe-t-il si on a un continuum de densités? Les
équations intégrales que l'on obtiendrait admettent-elles des solutions?

Lesquelles?

— Dans le cadre de I’analyse discriminante, quand a-t-on équivalence entre

deux regles parmi les quatre regles d’affectation proposées?

— Pour des exemples de processus a évolution temporelle réguliere quels se-
raient les pourcentages de bon classement? Seraient-ils meilleurs que dans
I’exemple des chateaux? La hiérarchie obtenue entre regles d’affectation

dans I’exemple des chateaux serait-elle identique?

Nous avons systématiquement traité ’ensemble des indices des densités de
probabilités comme un ensemble d’instants. Ceci est principalement di au fait que
notre travail a toujours été sous-tendu par 'application “datation des chateaux”.
Cependant rien ne s’oppose a ’extension des analyses proposées a des processus
spatiaux, car comme nous 1’avons indiqué en introduction le temps n’intervient
que comme élément d’interprétation par la contiguité de son caractere.

Enfin un dernier mot sur le concept d’analyses factorielles de distributions de

probabilité que nous avons mis en forme avec B. Ycart. Nous avons le sentiment



121

qu’au terme de cette étape, nous n’avons pas encore entrevu toute la richesse et
les limites de ce concept dont “le champ potentiel s’élargit sans cesse”.

C’est la la conclusion principale que nous en tirons.
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