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Introduction

Les donn�ees auxquelles on s'int�eresse ici sont du type donn�ees ternaires (three-

way data) :

instants � individus � variables ;

auxquelles sont consacr�es de nombreux travaux dont on peut trouver des syn-

th�eses (Kroonenberg 1983, Escou�er 1985, Coppi et Bolasco 1989, Kiers 1991),

apr�es les deux articles (Tucker 1966, Escou�er 1973) fondateurs de deux appro-

ches di��erentes.

Ces donn�ees sont des tableaux (nt � p) indic�es par t, o�u �a chaque instant t (t 2
T = f1; : : : ; Tg) on dispose d'un �echantillon de taille nt d'un vecteur al�eatoire �a p
dimensions : ainsi �a chaque instant on observe les mêmes variables quantitatives

mais pas n�ecessairement sur les mêmes individus.

L'objectif est de d�ecrire de fa�con globale ces donn�ees pour en appr�ecier qua-

litativement l'�evolution : le temps (dans le cas o�u t fait r�ef�erence au temps)

n'intervenant que comme �el�ement d'interpr�etation. Ce type de donn�ees peut être,

par exemple, d�ecrit au moyen de deux analyses distinctes, une portant sur les

moyennes, l'autre portant sur les matrices de variance. Notre souci en proposant

la m�ethode dite analyse en composantes principales (ACP) de distributions mul-

tidimensionnelles est de disposer d'une analyse globale qui prenne en compte

aussi bien les moyennes que les variances / covariances. Cette m�ethode consiste

�a associer �a chaque tableau t un objet qui est une densit�e de probabilit�e et

d'en faire une ACP �a la mani�ere dont proc�ede la m�ethode STATIS Dual dans sa

premi�ere �etape.

On s'int�eressera plus particuli�erement au cas o�u ces densit�es sont gaussiennes

tout en indiquant la voie permettant l'extension de cette analyse �a des densit�es
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d'une même famille exponentielle ou �a des densit�es uniformes.

�

Aux donn�ees pr�ec�edentes on ajoute une variable (qualitative) �a Q cat�egories

d�e�nie sur l'ensemble des instants, connue sur une partie de ces instants et

inconnue sur les autres instants. C'est une situation �a laquelle on a �et�e confront�e

en arch�eologie �a la demande d'un ami, J.M. Rudrauf 1, avec qui nous avions co-

dirig�e un m�emoire d'ing�enieur 2. Sur chaque château (t) J.M. Rudrauf a mesur�e p

param�etres quantitatifs sur nt pierres ayant servi �a l'�edi�er. Pour certains de ces

châteaux, dits dat�es, la science historique nous dit la p�eriode de sa construction

(Y est la variable qui �a t associe sa p�eriode de construction), par contre pour les

autres châteaux l'objectif est de les dater. On a ici un probl�eme de discrimination

avec le but de pr�edire cette variable.

En e�et, classiquement, \le but des m�ethodes de discrimination consiste �a pr�edire

une variable qualitative �a k cat�egories �a l'aide de p pr�edicteurs, g�en�eralement

num�eriques" (Saporta 1990) mais qui peuvent être qualitatifs (Diday et al 1982,

Tomassone et al 1988). Ces m�ethodes comportent deux �etapes :

- une �etape d'apprentissage sur un premier ensemble d'individus dont on

connâ�t la cat�egorie ainsi que les valeurs des p pr�edicteurs, �etape consistant

�a expliquer la variable qualitative au moyen des p autres variables ;

- une �etape de pr�ediction consistant en l'a�ectation de chaque individu d'un

autre ensemble d'individus dont on ne connâ�t que les r�eponses aux p

pr�edicteurs, �a une cat�egorie de la variable qualitative en se basant sur une

r�egle soit de type g�eom�etrique, soit de type probabiliste si les p pr�edicteurs

sont gaussiens, conditionnellement �a chaque cat�egorie.

De plus, l'analyse discriminante o�re la possibilit�e de visualiser les individus en

optimisant un crit�ere (rapport de l'inertie inter et de l'inertie intra).

1J.M. Rudrauf. L'appareil �a bossage en gr�es. Notes personnelles et communication au
s�eminaire \Les techniques de construction dans l'architecture m�edi�evale en Alsace, 1997".

2M. Dlim. L'analyse en composantes principales : impl�ementation et application �a un

probl�eme de datation. Institut d'informatique, Tizi-Ouzou, 1985.
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On va d�evelopper cette d�emarche dans le cas o�u les \individus" sont des densit�es

de probabilit�e gaussiennes, �el�ements d'un espace de Hilbert de dimension in�nie,

en proposant une r�egle de chaque type. Matusita (1966) a d�ej�a abord�e cette

probl�ematique, prolong�ee par de nombreux travaux incluant même un m�elange

de variables qualitatives et quantitatives (voir McLachlan 1992 pour une biblio-

graphie exhaustive) et r�ecemment par Bar-Hen et Daudin (1998).

On montre en quoi la visualisation des individus par l'analyse discriminante

classique n'est pas possible du fait de la non inversibilit�e de l'op�erateur d'inertie

et on propose une solution assez \naturelle" pour lever cette ind�etermination

donnant lieu �a une repr�esentation des instants (�a partir des densit�es qui leur sont

associ�ees).

�

On a donc �et�e amen�e �a d�e�nir la mesure d'a�nit�e L2 de deux densit�es de

L2(IRp;BIRp ; �), le produit scalaire de ces deux densit�es, et �a �etudier ses propri�et�es.

Cette mesure d'a�nit�e est �a la base des analyses factorielles qui seront pr�esent�ees

ici. Nous avons conserv�e le terme g�en�erique d'analyse factorielle couramment

utilis�e en analyse des donn�ees faute d'avoir trouv�e un terme plus appropri�e. En

e�et dans ces analyses on ne tentera pas d'interpr�eter les \facteurs" en fonction

des donn�ees trait�ees mais on essaiera au travers des repr�esentations fournies par

ces analyses de d�eceler comment se manifeste l'�evolution temporelle et comment

s'en servir pour faire de la pr�ediction.

�

Le premier chapitre est constitu�e par l'�etude de la mesure d'a�nit�e L2. Dans un

premier temps on la calcule pour quelques types de densit�es tout en proposant

une m�ethode d'estimation non param�etrique de cette mesure d'a�nit�e pouvant

permettre son extension �a d'autres types de densit�es. Dans un deuxi�eme temps on

pr�esente le cas gaussien et on �etablit la normalit�e asymptotique de l'estimateur

param�etrique de cette mesure d'a�nit�e. En�n dans un dernier temps on illustre
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la vitesse de convergence des estimations pr�ec�edentes par des simulations.

La pr�esentation de l'analyse en composantes principales de distributions gaus-

siennes multidimensionnelles fait l'objet du second chapitre. On y montre aussi

que l'ACP des densit�es ou des fonctions caract�eristiques sont �equivalentes et que

lorsque le nombre de distributions est �ni, cette analyse conduit �a un probl�eme

matriciel dont la solution est classique. On propose une estimation convergente

de cette analyse puis on �etudie les di��erences / ressemblances avec la m�ethode

STATIS dual. On montre en particulier que STATIS dual appliqu�ee �a des variables

centr�ees est une ACP de d�eveloppements limit�es des fonctions caract�eristiques de

ces mêmes variables.

Le troisi�eme chapitre utilise le caract�ere asymptotiquement gaussien de la mesure

d'a�nit�e L2 de deux densit�es gaussiennes estim�ees pour proposer l'analyse dis-

criminante de densit�es gaussiennes. Cette technique, apparent�ee �a l'analyse dis-

criminante �a but d�ecisionnel (Saporta 1990), consiste en deux r�egles d'a�ectation

d'une densit�e f , estim�ee au vu d'un �echantillon, �a une densit�e parmi Q densit�es

suppos�ees connues. Ces deux r�egles sont bas�ees sur un crit�ere de type maximumde

vraisemblance. On montre de plus que dans un cas particulier une des deux r�egles

est �equivalente �a une a�ectation suivant un crit�ere de type distance minimum,

cette distance �etant celle induite par la mesure d'a�nit�e L2.

Ce crit�ere fera la transition vers le quatri�eme chapitre qui comprend l'analyse

discriminante avec r�egles g�eom�etriques. On montre que la recherche d'axes dis-

criminants maximisant le rapport de l'inertie inter et de l'inertie intra m�ene �a une

in�nit�e de solutions et qu'en ajoutant une contrainte cela conduit �a une solution

unique en un certain sens. Cette situation aboutit �a un probl�eme matriciel dont

on donne la solution. De plus cette solution fournit des repr�esentations graphiques

des densit�es visualisant leurs distances respectives.

Ces analyses seront mises en �uvre dans les deux derniers chapitres.

Le cinqui�eme chapitre est centr�e sur l'analyse en composantes principales sur

donn�ees concr�etes et sur donn�ees de processus gaussiens. Pour les donn�ees de

processus on traitera plusieurs exemples de processus solutions d'�equations diff�e-

rentielles stochastiques, et en particulier le mouvement brownien et le processus
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d'Ornstein-Uhlenbeck. L'ACP du mouvement brownien sera particuli�erement d�e-

taill�ee et fournira l'occasion de comparer l'ACP de densit�es et l'ACP classique

dans le cas d'une promenade al�eatoire. Pour les donn�ees concr�etes, on appliquera

l'ACP de densit�es �a des donn�ees fournies par J.L. Bosson et �a des donn�ees d�ej�a

trait�ees dans (Lavit 1988) par la m�ethode STATIS.

En�n le sixi�eme et dernier chapitre avant la conclusion concerne l'analyse discri-

minante et son application aux donn�ees arch�eologiques fournies par J.M. Rudrauf

avec un objectif de datation.
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Chapitre 1

Mesure d'a�nit�e L
2 de deux

densit�es de probabilit�e et

propri�et�es asymptotiques

1.1 Introduction

Consid�erons deux densit�es de probabilit�e f et g sur (IRp;BIRp) de carr�e int�e-

grable par rapport �a une mesure de r�ef�erence � sur (IRp;BIRp). Elles sont donc

dans l'espace de Hilbert L2(IRp;BIRp; �), not�e H� , de produit scalaire < ; >� et

de norme associ�ee k k�.
Si � est la mesure de Lebesgue, cet espace est not�e L2(IRp) et l'indice � sera omis

dans les notations H, < ; > et k k.
On appelle mesure d'a�nit�e L2 entre les densit�es f et g le produit scalaire de ces

deux densit�es (Qannari 1983) :

< f; g >� =
Z
IRp
f(x) g(x) �(dx) (1.1)

Cette mesure d'a�nit�e bilin�eaire et non n�egative appartient �a la classe que

Krzanowski a nomm�e classe des mesures d'a�nit�e de Bhattacharyya en r�ef�erence

�a la mesure d'a�nit�e propos�ee par ce dernier (McLachlan 1992, pp.22-23) :Z
IRp

q
f(x)

q
g(x) dx : (1.2)

Ce produit scalaire entre
p
f et

p
g dans L2(IRp) induit la distance de Matusita ou

de Hellinger ; l'avantage de cette derni�ere d�e�nition est que toute densit�e a pour

norme 1. La mesure d'a�nit�e L2 quant �a elle pr�esente l'avantage de la lin�earit�e,

11
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ce qui permet le d�eveloppement d'analyses factorielles de type lin�eaire et donne

la possibilit�e de l'estimer ais�ement dans les cas o�u les densit�es sont estim�ees par

des combinaisons lin�eaires (1.4).

Avant d'examiner de fa�con plus d�etaill�ee le cas o�u f et g sont des densit�es

gaussiennes et � la mesure de Lebesgue, on proc�ede au calcul de la mesure

d'a�nit�e L2 dans le cas o�u f et g sont de la même famille exponentielle, puis

celui o�u f et g sont des densit�es de lois uniformes.

1.2 Mesure d'a�nit�e L2 de deux densit�es d'une
même famille exponentielle

Rappelons tout d'abord les d�e�nitions classiques (pour une r�ef�erence g�en�erale,

voir Barndor�-Nielsen 1978). Soient � une mesure sur IRp et � une fonction de

IRk dans IRp, on appelle famille exponentielle engendr�ee par (�; �) la famille des

lois de probabilit�e absolument continues par rapport �a �, de densit�e :

1

K(�)
e<�;�(x)>IRp � 2 �

o�u < ; >IRp est un produit scalaire sur IRp et � est l'ensemble des valeurs � telles

que :

K(�) =
Z
IRp
e<�; �(x)>IRp �(dx)

converge.

La mesure d'a�nit�e L2 de deux densit�es f et g de cette famille vaut :

1

K(�f )K(�g)

Z
IRp

e<�f+�g ;�(x)>IRp �(dx) : (1.3)

La plupart des familles de lois de probabilit�e classiques sont des cas particuliers

de familles exponentielles, et il existe de nombreux processus qui ont la propri�et�e

de maintenir �a chaque instant leur loi marginale dans une même famille expo-

nentielle (Ycart 1989, 1992a, 1992b).

Sans être exhaustif, le tableau (Tab. 1.1) donne la valeur de (1.3) pour quelques

familles de lois.
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Tab. 1.1 - Mesures d'a�nit�e pour quelques types de familles exponentielles.

Famille
Mesure de r�ef�erence

(�)

Mesure d'a�nit�e L2

(< f; g >�)

Binomiale

B(n; pf )
B(n; pg)

�(x) =

0BB@ n

x

1CCA
x 2 f0; 1; : : : ; ng

((1� pf )(1� pg) + pfpg)
n

Poisson

P(�f)
P(�g)

�(x) = 1
x!

x 2 IN
e
�f �g

e
�f+�g

Gamma

G(rf ; af)

G(rg; ag)

Mesure de

Lebesgue sur IR

a
rf+1

f
a
rg+1
g

(af+ag)
rf+rg+1

�(rf+rg+1)

�(rf+1)�(rg+1)

Normale

N(�f ;�)

N(�g;�)

d�

dx
(x) = 1

(2�)
p
2

1

j�j 12
e�

1
2
x0��1x

x 2 IRp

e�f
0��1�g
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1.3 Mesure d'a�nit�e L2 de deux densit�es uni-
formes

Hors des familles exponentielles, d'autres cas peuvent avoir un int�erêt pratique.

Par exemple supposons donn�ees f et g les densit�es des lois de probabilit�e unifor-

mes sur Df etDg deux domaines ouverts et born�es de IRp. On note 1lD l'indicatrice

du domaine D et vol(D) son volume :

f = 1
vol(Df )

1lDf
g = 1

vol(Dg)
1lDg :

La mesure d'a�nit�e L2 de f et g est :

< f; g > =
vol(Df \Dg)

vol(Df) vol(Dg)
:

L'int�erêt pratique du cas uniforme est qu'il permet d'estimer la mesure d'a�-

nit�e L2 de deux densit�es quelconques f et g de L2(IRp). En e�et ces densit�es

quelconques f et g peuvent être estim�ees de fa�con non param�etrique par des

combinaisons lin�eaires ~f et ~g de densit�es uniformes :

~f =
P
i �i

1
vol(Di

f
)
1lDi

f
~g =

P
j �j

1

vol(Dj
g)
1lDj

g
: (1.4)

Le produit scalaire < f; g > peut donc être estim�e par :

< ~f ; ~g > =
X
i

X
j

�i�j
vol(Di

f \Dj
g)

vol(Di
f) vol(Dj

g)
:

On reprendra cette question au paragraphe 1.7.3.

1.4 Mesure d'a�nit�e L2 de deux densit�es gaus-

siennes

1.4.1 Calcul de cette mesure d'a�nit�e

Soient f et g deux densit�es gaussiennes N(�;�) et N(m;V ) respectivement,

la mesure d'a�nit�e L2 de ces deux densit�es est donn�ee par la proposition suivante.

Proposition 1.1

< f; g > =
1

(2�)
p
2

1

j� + V j 12 e�
1
2 (��m)0(�+V )�1(��m) : (1.5)
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On peut obtenir ce produit scalaire en utilisant un calcul d�ej�a fait par Kailath

(McLachlan 1992, p.23). On donne ci-dessous un calcul direct.

On note 'f et 'g les fonctions caract�eristiques associ�ees �a f et g. Ces fonctions

caract�eristiques sont dans L2
lC(IR

p) et le th�eor�eme de Plancherel (Vinograd 1987)

montre que :

< 'f ; 'g >L2
lC
(IRp) = (2�)p < f; g > : (1.6)

On a :

< 'f ; 'g >L2
lC
(IRp) =

Z
IRp

'f (u) �'g(u) du =
Z
IRp

eiu
0�� 1

2u
0�u e�iu

0m� 1
2u

0V u du ;

soit encore : Z
IRp

eiu
0(��m)�u0(�+V

2 )u du =
Z
IRp

eM(u) du :

On pose :

S =
� + V

2
: (1.7)

La matrice S �etant d�e�nie positive, on fait le changement de variables :

v = S
1
2u

o�u S
1
2 est une matrice telle que : S

1
2S

1
2 = S.

En notant a le vecteur S�
1
2 (��m) de composantes �1; : : : ; �p, la quantit�eM(u)

s'�ecrit (iv0a� v0v) c'est-�a-dire
Pp
j=1(i�jvj � v2j ). L'int�egrale pr�ec�edente devient :

1Z
�1

: : :

1Z
�1

pY
j=1

e�(v
2
j�i�jvj) jSj� 1

2 dv1 : : : dvp :

On a :

8� 2 IR;
Z 1

�1
e�(x

2�i�x)dx =
p
� e�

�2

4 ;

ce r�esultat d�ecoulant de : Z 1

�1
e�(x�i�)

2
dx =

p
�

qui s'obtient en int�egrant la fonction holomorphe e�(z�i�)
2
sur le contour rectan-

gulaire du plan complexe d�elimit�e par les points A;B;C et D de coordonn�ees

respectives (�R; 0); (�R; i�); (R; i�); (R; 0) et en faisant tendre R vers l'in�ni.
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Ainsi :

< 'f ; 'g >L2
lC
(IRp) = jSj� 1

2

pY
j=1

(
p
� e�

�2
j

4 ) = jSj� 1
2 �

p

2 e�
Pp

j=1
�2
j

4 ;

et en rempla�cant
Pp
j=1 �

2
j par sa valeur (� �m)0S�1(��m) ; il vient :

< 'f ; 'g > = (2�)
p
2

1

j� + V j 12 e
� 1
4 (��m)0S�1(��m)

d'o�u, compte tenu de (1.6) et de la notation (1.7) :

< f; g > =
1

(2�)
p
2

1

j� + V j 12 e
� 1
2 (��m)0(�+V )�1(��m) :

2

1.4.2 Visualisation de la distance induite par cette me-

sure d'a�nit�e

La distance carr�ee entre les densit�es de probabilit�e f et g est obtenue �a partir

de kf � gk2. D'apr�es (1.5), on a :

kf � gk2 =
1

(2
p
�)p

0@ 1

j�j 12 +
1

jV j 12 �
2

j�+V2 j 12 e
� 1
2 k��mk2(�+V )�1

1A :
o�u k� � mk(�+V )�1 d�esigne la norme du vecteur (� � m) dans IRp muni de la

m�etrique de matrice (� + V )�1.

Cette fonction qu'on ne peut repr�esenter dans le cas g�en�eral, car d�ependant des

trois param�etres �, V et (��m), sera pr�ecis�ee dans le cas particulier o�u V vaut

c� (c > 0). Elle d�epend dans ce cas du param�etre c et de d la distance entre � et

m pour la m�etrique de matrice ��1 :

kf � gk2 =
1

(2
p
�)p

1

j�j 12

0B@1 + 1

c
p

2

� 2�
1+c
2

� p

2

e�
1
2

d2

1+c

1CA
| {z }

h(c;d)

Pour p = 4, les graphiques (Fig. 1.1) repr�esentent la fonction h sur le pav�e

[0:5 ; 2] � [0 ; 4:5], ainsi que ses coupes �a (d = 0) et (c = 1). Ainsi la distance

entre les densit�es de probabilit�e apparâ�t dans le cas gaussien comme une synth�ese

de deux di��erences, celle entre les moyennes et celle entre les matrices de variance.
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0.5
1

1.5
2

0

1

2

3

4

0

1

2

3

4

5

c

d

h(c,d)

0

0.5

1

1 2 5 10

h(c; 0)

c

d = 0
Les moyennes sont �egales.

0

1

2

0 1 2 3 4 5

h(1; d)

d

c = 1
Les variances sont �egales.

Fig. 1.1 - Graphe de la fonction h et coupes �a d = 0 et c = 1 :
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1.5 Normalit�e asymptotique du produit scalai-

re de deux densit�es gaussiennes

1.5.1 Normalit�e asymptotique de < f (n); g >

Enonc�e

Soient X et Y deux p-vecteurs al�eatoires gaussiens N(�;�) et N(m;V ) non

d�eg�en�er�es de densit�es respectives f et g . Le produit scalaire de ces deux densit�es

est donn�e par la formule (1.5).

Supposons donn�es un n-�echantillon X1; : : : ;Xn de X et l'estimateur f (n) de f :

f (n)(z) =
1

(2�)
p

2

1

jSj 12 e
� 1
2 (z� �X)0S�1(z� �X) (1.8)

o�u �X et S sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de � et � :

�X = 1
n

Pn
i=1Xi

S = 1
n

Pn
i=1 (Xi � �X)(Xi � �X)0 :

(1.9)

En notant
p:s:! la convergence presque sûre,

P! la convergence en probabilit�e et
L!

la convergence en loi lorsque n crô�t ind�e�niment, on a :

�X
p:s:! � (1.10)

p
n( �X � �) ; N(0;�) (1.11)

S
p:s:! � (1.12)

p
n vec(S � �)

L! N(0; (I + C)(�
 �)) : (1.13)

Dans cette derni�ere relation (Romain 1997) il s'agit de la loi de Gauss �a p2

dimensions , vec d�esigne la vectorisation d'une matrice, C d�esigne la matrice de

commutation, I la matrice identit�e d'ordre p et 
 le produit de Kronecker (voir

Fang et Zhang 1990, p.11 et suivantes).

De (1.10) et (1.12) il vient :

< f (n); g >
p:s:! < f; g > : (1.14)
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Pour simpli�er les notations, on notera  la fonction qui �a un vecteur � de IRp

et �a une matrice carr�ee d'ordre p d�e�nie positive K associe :

 (�;K) =
1

jK + V j 12 e
� 1
2 (��m)0(K+V )�1(��m) ; (1.15)

de sorte que :

 (�;�) = (2�)
p

2 < f; g >

et :

 ( �X;S) = (2�)
p

2 < f (n); g > :

De (1.10) et (1.12) il vient :

 ( �X;S)
p:s:!  (�;�) (1.16)

et il existe un voisinage de (�;�) sur lequel  est parfaitement d�e�nie car l'en-

semble des matrices sym�etriques d�e�nies positives constitue un ouvert. De plus

 est ind�e�niment di��erentiable sur ce voisinage. Pour n su�samment grand la

probabilit�e que ( �X;�) appartienne �a ce voisinage est �egale �a 1.

Th�eor�eme 1.1 En notant � le vecteur (��m), � la matrice (�+V )�1, diagf��g
la matrice diagonale des composantes du vecteur ��, diagf[��1]ciig la matrice

diagonale des cofacteurs ii de la matrice ��1 et a[�;�;m; V ] le nombre :

j�je��0��
0@�0���� + 2tr

24 (�� + ���0� +
j�j
2
diagf[��1]ciig �

1

2
diagf��g2)�

!2
351A

alors :
p
n
�
< f (n); g > � < f; g >

� L! N

 
0;
a[�;�;m; V ]

(2�)p

!
:

En pratique, on aura �a consid�erer l'hypoth�ese nulle d'�egalit�e des densit�es f et g.

On notera alors a[m;V ] le nombre a[m;V;m; V ] et :

a[m;V ] =
1

2 j2V jtr
24 �I + 1

j2V jdiagf[2V ]
c
iigV

!2
35 ; (1.17)

car � = 0 et � = 1
2
V �1.
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Etapes de la d�emonstration

La d�emonstration du th�eor�eme 1.1 suit les �etapes suivantes. On veut montrer

que :
p
n ( ( �X;S)�  (�;�))

L! N (0; a[�;�;m; V ]) :

Pour cela, on utilise un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 1 de  au voisinage de

(�;�).

 (�;K)�  (�;�) =
P
i
@ 

@�i
(�;�) (�i � �i)

+
P
i

P
j

@ 

@Kij
(�;�) (Kij � �ij)

+ o(k� � �kp + kK � �kp�p)
o�u �i (resp. �i) est la i-i�eme composante du vecteur � (resp. �),Kij (resp. �ij) est

le terme ij de la matrice K (resp. �), k kp et k kp�p sont des normes quelconques

respectivement dans l'espace IRp et l'espace des matrices carr�ees d'ordre p, o est

une fonction n�egligeable devant x quand x tend vers z�ero.

La quantit�e
p
n
�
 ( �X;S)�  (�;�)

�
se d�ecompose donc en trois termes dont on

devra �etudier le comportement asymptotique :

�1( �X) =
p
n
P
i
@ 

@�i
(�;�) ( �Xi � �i)

�2(S) =
p
n
P
i

P
j

@ 

@Kij
(�;�) (Sij � �ij)

�3( �X;S) =
p
n o(k �X � �kp + kS � �kp�p)

On montrera successivement les trois r�esultats suivants.

Lemme 1.1

p
n
X
i

@ 

@�i
(�;�) ( �Xi � �i) ; N (0; (r� )0�(r� ))

o�u r� d�esigne le gradient de  par rapport �a � �evalu�e en (�;�).

Lemme 1.2

p
n
X
i

X
j

@ 

@Kij

(�;�) (Sij � �ij)
L! N

�
0; 2tr

h
((r� )�)

2
i�

o�u r� d�esigne la matrice du gradient de  par rapport �a K �evalu�e en (�;�).
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Lemme 1.3

p
n o(k �X � �kp + kS � �kp�p) P! 0:

Etant dans un cadre gaussien, les statistiques �X et S sont ind�ependantes ; les

statistiques intervenant dans les deux premiers lemmes sont donc ind�ependantes

et comme la somme de deux variables gaussiennes ind�ependantes est encore

gaussienne, on obtient :

�1( �X) + �2(S) + �3( �X;S)
L! N

�
0; (r� )0�(r� ) + 2tr

h
((r� )�)

2
i�
:

Il ne restera plus qu'�a e�ectuer le calcul de la variance.

Lemme 1.4

(r� )0�(r� ) + 2tr
h
((r� )�)

2
i
= a[�;�;m; V ]

D�emonstrations des lemmes

On donne dans l'ordre la d�emonstration des lemmes 1.1 �a 1.4.

D�emonstration du lemme 1.1 Il d�ecoule imm�ediatement de la normalit�e du

vecteur
p
n( �X � �) et de l'�ecriture matricielle de �1 :

�1( �X) = (r�)0(
p
n( �X � �)) :

2

D�emonstration du lemme 1.2 On a :

�2(S) = (vec(r� ))
0 (
p
n vec(S � �)) :

On utilise la normalit�e asymptotique du vecteur
p
n vec(S � �) (1.13) qu'on

multiplie �a gauche par le vecteur (vec(r� ))0. On obtient la normalit�e asympto-

tique souhait�ee, avec pour variance :

(vec(r� ))
0 ((I + C)�
 �) (vec(r� ))
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que l'on calcule ci-apr�es :

= (vec(r� )) 0 (I + C) (vec(�(r�)�))

(Fang et Zhang 1990; p:12 (1:4:4))

= (vec(r� )) 0 (vec(�(r� )�) + vec((�(r� )�)0))

(Fang et Zhang 1990; p:13 (1:4:7))

= (vec(r� ))
0 (2 vec(�(r� )�))

( (r� ) est sym�etrique)

= 2 tr [(r� )�(r� )�] :

2

D�emonstration du lemme 1.3 On �ecrit
p
n o(k �X � �kp + kS � �kp�p) sous

la forme :

Zn =
p
n (k �X � �kp + kS � �kp�p) o(k

�X � �kp + kS � �kp�p)
k �X � �kp + kS � �kp�p : (1.18)

La loi de
p
n k �X � �kp ne d�epend pas de n (1.11).

De (1.13) et de la continuit�e de la fonction norme on d�eduit la convergence en loi

de
p
n kS � �kp�p .

Ces deux variables �etant ind�ependantes leur somme converge en loi.

La variable al�eatoire k �X��kp+kS��kp�p converge presque sûrement vers z�ero.

Comme o(x)=x tend vers z�ero quand x tend vers z�ero, il vient que :

o(k �X � �kp + kS � �kp�p)
k �X � �kp + kS � �kp�p

converge presque sûrement vers z�ero et donc converge en probabilit�e.

Ainsi la suite de terme g�en�eral Zn (1.18) apparâ�t comme le produit d'une suite

de variables al�eatoires convergente en loi et d'une suite de variables al�eatoires

convergente en probabilit�e vers z�ero, d'o�u le r�esultat souhait�e. 2

D�emonstration du lemme 1.4 Il s'agit essentiellement de calculer r� et

r� . On rappelle l'expression de  (�;K) :

 (�;K) =
1

jK + V j 12 e
� 1
2 (��m)0(K+V )�1(��m) :
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Le gradient de  par rapport �a � �evalu�e en (�;�) est :

r� = �1
2
 (�;�) r�(� �m)0(K + V )�1(� �m)

= �1
2  (�;�) 2(� + V )�1(� �m) :

Avec les notations du th�eor�eme 1.1 ce gradient devient :

r� = �j�j 12 e� 1
2 �

0���� : (1.19)

Le gradient de  par rapport �a � �evalu�e en (�;�) est :

r� = �1

2

1

j� + V jr�jK+V j  (�;�)� 1

2
 (�;�) r�(��m)0(K+V )�1(��m) :

(1.20)

Le gradient r�jK + V j est donn�e dans (Fang et Zhang 1990, p.17 (5)).
r�jK + V j = 2 j� + V j (� + V )�1 � diagf[� + V ]ciig

=
2

j�j� � diagf[��1]ciig: (1.21)

Pour calculer le gradient r�[(� � m)0(K + V )�1(� � m)], on calcule la d�eriv�ee

partielle de (� � m)0(K + V )�1(� � m) par rapport �a la composante Kij de K.

On d�esigne par Eij la matrice d'ordre p dont tous les termes sont nuls hormis le

terme d'indice ij qui vaut 1 .

@[(��m)0(K+V )�1(��m)
@Kij

= (� �m)0 @[(K+V )�1]
@Kij

(� �m)

=

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�(� �m)0(K + V )�1Eii(K + V )�1(� �m)

si i = j

�2(� �m)0(K + V )�1Eij(K + V )�1(� �m):

si i 6= j

Cette derni�ere �egalit�e est l'extension de la formule de d�erivation (Fang et Zhang

1990, p.15 (8)) au cas d'une matrice sym�etrique.

En rempla�cant (�;K) par (�;�) et avec les notations du th�eor�eme 1.1, on obtient

le terme ij de la matrice du gradient r�[(� �m)0(K + V )�1(� �m)] :

h
r�[(� �m)0(K + V )�1(� �m)]

i
ij

=

8>><>>:
��0�Eii�� si i = j

�2�0�Eij�� si i 6= j :
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En remarquant que �0�Eij�� est �egal au terme d'indice ij de la matrice (��)(��)0,

il vient :

r�[(� �m)0(K + V )�1(� �m)] = �2���0� � (diagf��g)2 : (1.22)

De (1.21) et (1.22) on obtient (1.20) la matrice r� recherch�ee :

�1

2
j�j( 2j�j� � diagf[��1]ciig)  (�;�)�

1

2
 (�;�) (�2���0� � (diagf��g)2) ;

soit :

j�j 12 e� 1
2
�0��

 
�� + ���0� +

j�j
2
diagf[��1]ciig �

1

2
(diagf��g)2

!
: (1.23)

Le calcul de (r� )0�(r� ) + 2tr
h
((r� )�)

2
i
d�ecoule de (1.19) et (1.23) et vaut :

j�je��0��
0@�0���� + 2tr

24 (�� + ���0� +
j�j
2
diagf[��1]ciig �

1

2
diagf��g2)�

!2
351A ;

d'o�u le lemme 1.4. 2

1.5.2 Normalit�e asymptotique de < f (n); g(n) >

Soient f et g les densit�es des lois N(�;�) et N(m;V ),X1; : : : ;Xn un �echantil-

lon de loi parente N(�;�) ind�ependant d'un �echantillon Y1; : : : ; Yn de loi parente

N(m;V ). On estime les param�etres �, �, m et V respectivement par �X, Sx, �Y

et Sy (1.9) puis les densit�es f et g par f (n) et g(n) (1.8).

On cherche �a obtenir la distribution asymptotique de < f (n); g(n) >. On simpli�e

l'�enonc�e en supposant les tailles d'�echantillon �egales. On pourrait les supposer

proportionnelles �a une même quantit�e n tendant vers l'in�ni, ce qui modi�erait

la variance asymptotique.

Th�eor�eme 1.2

p
n(< f (n); g(n) > � < f; g >)

L! N(0; b[�;�;m; V ])

o�u b[�;�;m; V ] vaut :

j�je��0��
(2�)p

�
�0���� + 2tr

��
(�� + ���0� + j�j

2 diagf[��1]ciig � 1
2diagf��g2)�

�2��
+

j�je��0��
(2�)p

�
�0�V �� + 2tr

��
(�� + ���0� + j�j

2 diagf[��1]ciig � 1
2diagf��g2)V

�2��
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La d�emonstration peut s'obtenir soit de mani�ere analogue �a celle du th�eor�eme

1.1 soit directement comme suit.

On a :

< f (n) � f ; g(n) � g > = < f (n); g(n) > � < f (n); g > � < f; g(n) > + < f; g > ;

d'o�u on obtient :
p
n (< f (n); g(n) > � < f; g >) =

p
n < f (n) � f; g(n) � g >

+
p
n (< f (n); g > � < f; g >)

+
p
n (< f; g(n) > � < f; g >):

Les lois asymptotiques des variables al�eatoires :

p
n (< f (n); g > � < f; g >) ;

p
n (< f; g(n) > � < f; g >)

sont donn�ees par le th�eor�eme 1.1. De plus ces deux variables �etant ind�ependantes

la loi limite de leur somme est donc gaussienne de param�etres la somme de leurs

param�etres respectifs ; sa moyenne est nulle et sa variance est :

a[�;�;m; V ]

(2�)p
+
a[m;V; �;�]

(2�)p
: (1.24)

La variable al�eatoire
p
n < f (n) � f; g(n) � g > se r�e�ecrit :

1p
n
<
p
n (f (n) � f) ;

p
n (g(n) � g) > : (1.25)

Les deux variables al�eatoires
p
n (f (n) � f) et

p
n (gn � g) sont ind�ependantes et

convergentes en loi, leur produit scalaire est donc convergent en loi. En multipliant

ce produit scalaire par 1p
n
qui tend vers 0 on est assur�e de la convergence en loi

de (1.25) vers 0.

Ainsi la loi asymptotique de
p
n (< f (n); g(n) > � < f; g >) est donc gaussienne

de moyenne nulle et de variance b[�;�;m; V ] �egale �a (1.24), soit :

j�je��0��
(2�)p

�
�0���� + 2tr

��
(�� + ���0� + j�j

2 diagf[��1]ciig � 1
2diagf��g2)�

�2��
+

j�je��0��
(2�)p

�
�0�V �� + 2tr

��
(�� + ���0� + j�j

2 diagf[��1]ciig � 1
2diagf��g2)V

�2��
2



26

1.5.3 Conclusion

Comme application imm�ediate du th�eor�eme 1.1 on peut envisager l'utilisation

de la statistique

T = < f (n); g >

comme statistique de test de l'hypoth�ese

H0 : f = g

contre

H1 : f 6= g :

La loi asymptotique de T sous H0 est donn�ee par le th�eor�eme 1.1 d'o�u un calcul

imm�ediat de la r�egion de rejet.

De mani�ere analogue le th�eor�eme 1.2 conduit �a la d�e�nition d'un test de compa-

raison de deux �echantillons gaussiens. La statistique de test est alors :

< f (n); g(n) > :

Nous n'avons pas explor�e cette voie, assez �eloign�ee des objectifs des techniques

factorielles d�evelopp�ees ici. Il n'est d'ailleurs pas certain qu'elle apporte un plus

par rapport aux tests habituels.

1.6 Normalit�e asymptotique du vecteur al�ea-
toire (< f (n); gq >)

Pour tout q de f1; : : : ; Qg, soit gq la densit�e de la loi N(mq; Vq) et f (n)

l'estimateur de la densit�e f de N(�;�): Les r�esultats obtenus au paragraphe

pr�ec�edent peuvent être �etendus au cas vectoriel. Les d�emonstrations �etant tr�es

proches, on ne les d�etaillera pas.

Th�eor�eme 1.3 Quand n tend vers l'in�ni, la suite des vecteurs al�eatoires :
p
n
�
(< f (n); g1 >; : : : ; < f (n); gQ >)� (< f; g1 >; : : : ; < f; gQ >)

�
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converge en loi vers N(0; 1
(2�)p

A[�;�; (m:); (V:)]) et en posant pour tous les indices

l; j; k de f1; : : : ; Qg :
�l = (��ml);

�l = (� + Vl)�1;

�l = ��l + �l�l�l0�l +
j�lj
2
diagf[��1l ]ciig � 1

2
(diagf�l�lg)2;

le terme g�en�eral A[�;�; (m:); (V:)]jk de la matrice de variance est �egal �a :

j�j�kj 12 e� 1
2 (�j

0�j�j+�k
0�k�k) (�j

0�j��k�k + 2tr[�j��k�]) (1.26)

Par analogie avec (1.15), on pose :

	(�;K) = ( 1(�;K); : : : ;  Q(�;K))

de sorte que :

	(�;�) = (2�)
p
2 (< f (n); g1 >; : : : ; < f (n); gQ >):

En �ecrivant le d�eveloppement limit�e de 	 au voisinage de (�;�), on obtient :

p
n

0BBBBBB@
 1(�;K) �  1(�;�)

...

 Q(�;K) �  Q(�;�)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
(r� 1)

0

...

(r� Q)0

1CCCCCCA
p
n (� � �)

+

0BBBBBB@
(vec[r� 1])0

...

(vec[r� Q])0

1CCCCCCA
p
n vec(K � �)

+
p
n

0BBBBBB@
o1(k� � �kp + kK � �kp�p)

...

oQ(k� � �kp + kK � �kp�p)

1CCCCCCA
Lorsque � et K sont remplac�es par �X et S et que n tend vers l'in�ni, ce vecteur

al�eatoire converge en loi vers une gaussienne centr�ee et de matrice de covariance

A[�;�; (m:); (V:)] de terme g�en�eral jk �egal �a :

(r� j) 0�(r� k) + 2tr[(r� j)� (r� k)�]: (1.27)
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Les gradients (1.19) et (1.23) permettent d'obtenir le terme g�en�eral (1.27). Il est

�egal �a (1.26). 2

On utilisera le th�eor�eme 1.3 dans le cas particulier o�u f = gq . La matrice de

variance asymptotique A[mq; Vq; (m:); (V:)] que l'on notera A[mq; Vq], s'obtient en

rempla�cant dans (1.26) :

�l par �ql = (mq �ml) ;

�l par �ql = (Vq + Vl)
�1 ;

�l par �ql = ��ql + �ql�ql�ql0�ql +
j�qlj
2
diagf[��1ql ]ciig � 1

2
(diagf�ql�qlg)2:

(1.28)

Dans le cas o�u les matrices de variance Vq sont toutes �egales �a V ce qui entrâ�ne

que les densit�es gq sont toutes de même norme, alors les matrices �l sont toutes

�egales �a V�1

2 et l'�ecriture de la loi conjointe ne d�epend plus que des di��erences

entre moyennes �ql.

1.7 Etude empirique des vitesses de conver-
gence dans le cas gaussien

Cette �etude concerne la mesure d'a�nit�e L2 de deux densit�es gaussiennes f

et g lorsque ces deux densit�es sont estim�ees au vu d'un �echantillon de taille n.

Cette �etude sera men�ee dans trois directions di��erentes.

La premi�ere a pour objet de montrer la vitesse de la convergence de la statistique

< f (n); g(n) > vers < f; g > o�u f (n) et g(n) sont les estimateurs param�etriques

(1.8) de f et g respectivement.

La seconde montre la vitesse de convergence de
p
n (< f (n); f > � < f; f >) vers

la normalit�e.

En�n la troisi�eme compare les vitesses de convergence des deux modes d'estima-

tion param�etrique et non param�etrique.
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1.7.1 Convergence de < f (n); g(n) > vers < f; g >

On consid�ere deux variables al�eatoires X et Y de lois N(�;�) et N(m;V )

avec :

� =

0BB@ 0

0

1CCA � =

0BB@ 1 0

0 1

1CCA

m =

0BB@ 1

1

1CCA V =

0BB@ 1 1

1 2

1CCA :

La mesure d'a�nit�e L2 de leurs densit�es not�ees f et g vaut d'apr�es (1.5) :

< f; g > =
1

2�

1p
5
e�

3
10 � 0:0527 : (1.29)

On simule n r�ealisations ind�ependantes x1; : : : ; xn de X et y1; : : : ; yn de Y . On

calcule les moyennes empiriques (�x; �y) et les variances empiriques (sx; sy). Les

densit�es f̂ (n) et ĝ(n) des lois N(�x; sx) sont des estimations de f et g. Leur mesure

d'a�nit�e L2 est une estimation de (1.29).

Les graphiques (Fig. 1.2) donnent les r�esultats obtenus pour n variant de 5 �a

40 dans deux cas. Le premier graphique est celui o�u les simulations d�emarrent

toujours avec la même graine et donc la r�ealisation xn (resp. yn) est ajout�ee aux

r�ealisations pr�ec�edentes de X (resp. Y ). Le second graphique est celui o�u toutes

les simulations sont ind�ependantes les unes des autres.

Si la dimension des vecteurs al�eatoires p est petite (ici p = 2), il apparâ�t que pour

une taille d'�echantillon relativement faible, de l'ordre de la dizaine, l'estimation

de < f; g > par < f̂ (n); ĝ(n) > est assez raisonnable.

1.7.2 Convergence de < f (n); f > vers la normalit�e

Soit f la densit�e de X variable al�eatoire gaussienne centr�ee r�eduite, on �etudie

la rapidit�e de la convergence en loi de < f (n); f > vers une gaussienne en

proc�edant comme suit.
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Fig. 1.2 - Repr�esentation de < f̂ (n); ĝ(n) > en fonction de n.
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{ Faire pour n = 5; 10; 15; 20; 25; 30; 35; 40 :

{ R�ep�eter 200 fois :

{ R�ep�eter 1000 fois :

{ Simulation de n r�ealisations de X.

{ Calcul de la moyenne empirique (�x), de la variance empirique

(s) et de la mesure d'a�nit�e L2 des densit�es des lois N(�x; s)

et N(0; 1).

{ �nR�ep�eter

{ Test de normalit�e des 1000 r�ealisations de < f (n); f > en utilisant

le test de Kolmogorov 1 avec un risque de 5% (Saporta 1990,

p.338).

{ �nR�ep�eter

{ Compter le nombre de fois o�u l'hypoth�ese de normalit�e est rejet�ee.

{ A�cher les r�esultats.

Ces r�esultats sont donn�es dans le tableau suivant :

n 5 10 15 20 25 30 35 40

Nombre de rejets 101 31 21 21 14 16 16 11

Pourcentage de rejets 50.5 15.5 10.5 10.5 7 8 8 5.5

Le proc�ed�e d�ecrit pr�ec�edemment signi�e que si l'hypoth�ese de normalit�e de la

statistique < f (n); f > est acceptable, les pourcentages de rejets par le test

d'ajustement de Kolmogorov devraient être de l'ordre du risque de premi�ere

esp�ece consid�er�e, c'est-�a-dire 5%.

1Dans la version ant�erieure le test du �2 avait �et�e utilis�e. Suite �a une suggestion de Gilbert
Saporta ce test a �et�e remplac�e par celui de Kolmogorov.
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A partir des r�esultats obtenus, on peut donc accepter la normalit�e de la statistique

< f (n); f > pour n de l'ordre de la trentaine.

1.7.3 Estimation param�etrique et estimation non para-

m�etrique

On consid�ere la densit�e f de X de loi normale centr�ee r�eduite. On simule n

r�ealisations x1; : : : ; xn de X, on estime f de deux mani�eres di��erentes puis on

mesure l'a�nit�e de ces estimations avec f :

{ Param�etriquement : on calcule comme pr�ec�edemment la moyenne empirique

(�x), la variance empirique (s). On note f̂ (n) la densit�e de la loi N(�x; s) puis

on calcule < f̂ (n); f >.

{ Non param�etriquement : on note ~f (n) l'estimation de f par l'histogramme

des n observations x1; : : : ; xn. L'histogramme est constitu�e de K classes

D1; : : : ;DK de même amplitude h �egale �a (xmax�xmin)=K. La densit�e ainsi

estim�ee s'�ecrit :

~f (n) =
KX
k=1

fk
h

1lDk
;

o�u les fk sont les fr�equences relatives des classes. En notant F la fonction

de r�epartition de X, la mesure d'a�nit�e L2 entre ~f (n) et f est �egale �a :

< ~f (n); f > =
KX
k=1

fk
h

(F (xmin+ kh)� F (xmin+ (k � 1)h)) :

Les valeurs de < f̂ (n); f > et de < ~f (n); f > sont des estimations de < f; f >, la

norme carr�ee de f, qui est �egale �a :

< f; f > =
1

2
p
�
� 0:282 :

Les r�esultats obtenus pour K = 20 et n variant de 5 �a 40 sont reproduits sur

les graphiques (Fig. 1.3). Le premier graphique est le cas o�u les simulations �a n

�x�e sont d�emarr�ees avec la même graine. Le second graphique est obtenu par des

simulations ind�ependantes les unes des autres.

Tout d'abord on constate que les r�esultats obtenus ne contredisent pas ce qui a �et�e

dit au paragraphe 1.7.1 �a propos de la taille d'�echantillon minimale raisonnable
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pour estimer la mesure d'a�nit�e L2 de deux densit�es gaussiennes.

D'autre part on constate que les deux m�ethodes d'estimation conduisent �a des

r�esultats sensiblement �equivalents.

Au paragraphe 1.3, on a abord�e la question de l'estimation de la mesure

d'a�nit�e L2 de deux densit�es quelconques (non n�ecessairement gaussiennes) de

L2(IRp) en les estimant de mani�ere non param�etrique par des histogrammes. Dans

ce qui pr�ec�ede on a montr�e que dans le cas gaussien les estimations param�etrique

et non param�etrique sont �equivalentes bien qu'on ait utilis�e l'estimation non

param�etrique dite \na��ve" (Silverman 1986, pp.11-12).

On peut bien �evidemment estimer ces densit�es quelconques par noyaux gaussiens

et l'estimation de la mesure d'a�nit�e L2 peut s'en d�eduire facilement du fait de

la bilin�earit�e de cette mesure d'a�nit�e.

Bien que nous n'ayons pas explor�e cette voie nous pensons qu'elle peut s'av�erer

fructueuse pour �etendre les analyses descriptives (analyse en composantes prin-

cipales et analyse discriminante g�eom�etrique) qui seront d�evelopp�ees dans les

chapitres suivants (chap. 2 et chap. 4).
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Fig. 1.3 - Repr�esentation de < f̂ (n); f > (par �) et de < ~f (n); f > (par ?).



Chapitre 2

Analyse en Composantes

Principales de densit�es

gaussiennes

2.1 Hypoth�eses et position du probl�eme

Soient X1; : : : ;XT des vecteurs al�eatoires tous de distribution de Gauss non

d�eg�en�er�ee �a p dimensions, de moyennes �1; : : : ; �T et de matrices de variance

�1; : : : ;�T respectivement ; les densit�es de probabilit�e f1; : : : ; fT :

ft(x) =
1

(2�)
p

2

1

j�tj 12
e�

1
2 (x��t)0 ��1t (x��t)

sont de carr�e int�egrable ; elles constituent donc un nuage F dans l'espace de

Hilbert L2(IRp), not�e H, de produit scalaire < ; > et de norme associ�ee k k.
L'objectif de la m�ethode propos�ee �etant d'obtenir une repr�esentation appro-

ch�ee de ce nuage, en premi�ere �etape on cherche g1 dans H, de norme unit�e, tel

que la quantit�e :
TX
t=1

kPg1(ft)� ftk2

soit minimale,Pg1 d�esignant le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel

de H engendr�e par g1.

Ce crit�ere des moindres carr�es est encore �equivalent �a la maximisation de :
TX
t=1

kPg1(ft)k2 : (2.1)

Puis on it�ere sous contraintes d'orthonormalit�e : �a l'�etape k, on cherche gk dans

35
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L2(IRp), de norme unit�e, orthogonal �a g1; : : : ; gk�1, tel que la quantit�e :
TX
t=1

kPgk(ft)� ftk2

soit minimale.

Le probl�eme ainsi pos�e est un probl�eme d'ACP, dont la solution est d�etaill�ee

ci-dessous. Pour l'�ecrire, nous adoptons le cadre formel de l'ACP d'op�erateur

compact propos�e par (Dauxois et Pousse, 1976) en adaptant les calculs et r�esultats

aux donn�ees pr�ec�edentes.

2.2 Solution

Soit U l'op�erateur de IRT , muni du produit scalaire classique, dans H d�e�ni

par :

Uu =
TX
t=1

utft ;

en identi�ant les espaces de Hilbert s�eparables H et IRT �a leur dual respectif,

l'op�erateur adjoint U� de U est :

U� : H �! IRT

g 7�! U�g = (< f1; g >H ; : : : ; < fT ; g >H)
(2.2)

car :

< Uu; g > =
TX
t=1

ut < ft; g > = < u;U�g >IRT ;

< ; >IRT d�esignant le produit scalaire usuel dans IRT .

Avec ces notations, on remarque que la quantit�e (2.1) �a maximiser s'�ecrit

kU�g1k2IRT ; en e�et g1 �etant de norme unit�e :

Pg1(ft) = < ft; g1 > g1

et donc :
TX
t=1

kPg1(ft)k2 =
TX
t=1

< ft; g1 >
2 = kU�g1k2IRT :

Le probl�eme pos�e revient donc �a chercher g de norme unit�e qui maximise kU�gk2
IRT

puis �a it�erer sous contraintes d'orthonormalit�e. Comme :

kU�gk2IRT = < U�g;U�g >IRT = < g;U �U�g > ;
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la solution est obtenue en faisant l'analyse spectrale de l'op�erateur V �egal �aU�U�

qui est autoadjoint, positif et de rang �ni, ou encore de l'op�erateur U� �U not�e

W qui a les mêmes valeurs propres non nulles que V ; de plus si u de IRT est

vecteur propre norm�e de W associ�e �a la valeur propre non nulle � alors :

g =
Uup
�

(2.3)

est un vecteur propre norm�e de V associ�e �a la même valeur propre �.

2.3 Ecriture matricielle de W

Si e1; : : : ; eT d�esigne la base canonique de IRT , chaque U�ft s'�ecrira comme

combinaison lin�eaire de ces vecteurs, et dans cette base l'endomorphismeW de

IRT a pour matrice, not�ee aussi W :

W = ( < fs; ft > )(s;t)2T �T (2.4)

car :

Wet = U� �Uet = U�ft =
TX
s=1

< fs; ft > es :

Le terme g�en�eral < fs; ft > de la matrice W est, d'apr�es (1.5), �egal �a :

< fs; ft > =
1

(2�)
p
2

1

j�s + �tj 12
e�

1
2 (�s��t)0(�s+�t)�1(�s��t): (2.5)

Les �el�ements propres normalis�es (�1; u1); : : : ; (�K; uK) de W correspondant aux

valeurs propres non nulles et rang�ees dans l'ordre d�ecroissant permettent d'obtenir

en utilisant l'expression (2.3), les vecteurs propres g1; : : : ; gK de V.

Ces fonctions de L2(IRp) sont des combinaisons lin�eaires des densit�es de proba-

bilit�e gaussiennes ft mais ne sont pas des densit�es de probabilit�e sauf �eventuel-

lement g1. En e�et deux densit�es de probabilit�e donc positives ne peuvent être

orthogonales pour le produit scalaire de L2(IRp).

Quant �a l'�eventualit�e que g1 soit une densit�e, elle pourrait se produire si par

exemple la somme des composantes de u1 qui sont n�ecessairement de même

signe, vaut
p
�1 ; en e�et la matrice W a tous ses �el�ements positifs, son premier

vecteur propre u1 aura donc des composantes toutes de même signe (Th�eor�eme

de Frobenius) que l'on choisit positif, et g1 calcul�e par (2.3) apparâ�t comme une

combinaison convexe de densit�es de probabilit�e.
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2.4 Reconstitution des densit�es de probabilit�e

Pour tout t la densit�e de probabilit�e ft peut se d�ecomposer suivant le syst�eme

(gk)k=1;:::;K :

ft =
KX
k=1

< ft; gk > gk : (2.6)

La coordonn�ee de chaque ft suivant gk �etant < ft; gk >, ces coordonn�ees sont

donc les composantes du vecteur U�gk (2.2), �egal �a
p
�kuk (2.3), et donc (2.6)

devient :

ft =
KX
k=1

q
�k ukt gk ; (2.7)

o�u ukt d�esigne la t-i�eme composante du vecteur uk .

On peut obtenir une repr�esentation approch�ee du nuage F sur un sous-espace de

dimension r�eduite en tronquant la d�ecomposition pr�ec�edente et calculer les aides

�a l'interpr�etation (Volle, 1981). Ces aides sont les suivantes :

- La qualit�e globale de l'ACP : elle se mesure par la somme des proportions

d'inertie expliqu�ee par les premiers axes retenus, chaque axe k expliquant

une proportion �egale �a �k
tr[W ]

o�u tr[W ] d�esigne la trace de la matrice W et

vaut
PK
k=1 �k qui est l'inertie totale du nuage par rapport �a l'origine.

- La qualit�e de repr�esentation de ft suivant gk : elle se mesure par le rapport

kPgk(ft)k2
kftk2 :

D'apr�es (2.5), kftk2 vaut :
1

(2
p
�)pj�tj 12

; (2.8)

d'o�u :

kPgk(ft)k2
kftk2 = �k (ukt)

2 (2
p
�)p j�tj 12 :

- Les contributions relatives �a l'inertie : la valeur propre �k mesurant l'inertie

(par rapport �a l'origine) du nuage obtenu par projection de F sur l'axe k.

On mesure l'importance de chaque ft dans la d�etermination du facteur gk

par sa contribution relative �a cette inertie qui vaut (ukt)2 .



39

2.5 ACP des fonctions caract�eristiques

Plutôt que de repr�esenter la variable Xt par sa densit�e de probabilit�e ft dans

L2(IRp), il aurait �et�e possible de la repr�esenter par sa fonction caract�eristique 't

dans l'espace de Hilbert L2
lC(IR

p). Cette ACP conduit aux mêmes repr�esentations.

En e�et le th�eor�eme de Plancherel (Vinograd 1987) montre que :

< 's; 't > = (2�)p < fs; ft > ; (2.9)

ainsi la matrice W correspondante �a cette ACP est �egale �a celle d�e�nie en (2.4)

au coe�cient (2�)p pr�es.

2.6 ACP norm�ee et ACP centr�ee

La pr�esentation de l'ACP pr�ec�edente a consid�er�e le nuage des densit�es de

probabilit�e sans aucune transformation.

2.6.1 ACP norm�ee

En fait il est possible de r�eduire ce nuage en normant �a 1 au sens de la norme

L2 les fonctions ft , c'est-�a-dire en consid�erant les fonctions ft (ces fonctions ne

sont plus en g�en�eral des densit�es de probabilit�e) :

ft =
ft
kftk ;

soit :

ft(x) =
1

�
p

4

1

j�tj 14
e�

1
2 (x��t)0 ��1t (x��t) :

L'ACP dite norm�ee conduit �a diagonaliser la matrice W de terme g�en�eral W st

�egal �a :

W st = < fs; ft >

= 2
p

2
j�sj 14 j�tj 14
j�s + �tj 12

e�
1
2 (�s��t)0(�s+�t)�1(�s��t) : (2.10)

Cette normalisation conserve dans H les angles entre les densit�es mais d�eforme

leurs distances.

Si on consid�ere leur mesure d'a�nit�e de Bhattacharyya (1.2). Elle vaut (McLach-
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lan 1992, p.23) :

2
p

2
j�sj 14 j�tj 14
j�s + �tj 12

e�
1
4 (�s��t)0(�s+�t)�1(�s��t)

qui est tr�es proche de < fs; ft > calcul�e ci-dessus (2.10).

2.6.2 ACP centr�ee

Une autre transformation possible, qui respecte les distances, est le centrage

du nuage F des densit�es ft en op�erant une translation amenant son centre de

gravit�e

1

T

TX
t=1

ft ;

not�e fG, sur l'origine de l'espace H. Ces nouvelles fonctions f�t sont �egales �a :

f�t = ft � fG :

La matriceW � �a diagonaliser pour obtenir l'ACP centr�ee est obtenue �a partir de

W . En e�et le terme g�en�eral W �
st de W

� �etant �egal �a < f�s ; f
�
t >, son calcul se

d�eduit facilement de (2.5).

2.7 Estimation et convergence

En pratique on ne connâ�t pas les param�etres �t et �t de la distribution

(gaussienne) de la variable al�eatoire Xt (t = 1; : : : ; T ) ; si pour tout t on dispose

d'un nt-�echantillon Xt1; : : : ;Xtnt de Xt, on estime ces param�etres par �Xt et St les

estimateurs du maximum de vraisemblance respectivement de �t et �t (1.9).

On note n = inf nt la plus petite taille d'�echantillon et W (n) l'estimateur de W

obtenu en rempla�cant, dans le terme g�en�eral Wts (2.5) de W , les param�etres �t ,

�s , �s et �t par leur estimateur respectif. La convergence presque sûre de ces

estimateurs lorsque n crô�t ind�e�niment assure la convergence presque sûre de

chaque terme W
(n)
ts de la matrice W (n) vers le terme respectif Wts de W et donc

la convergence uniforme presque sûre de W (n) vers W .

Ainsi l'ACP des densit�es estim�ees obtenue par l'analyse spectrale de W (n) est

convergente (Dauxois et al. 1982) et la repr�esentation de ces densit�es est une

bonne approximation de la repr�esentation des densit�es parentes. Au paragraphe
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5.2.3 on donnera une id�ee de cette convergence en pr�esentant l'ACP de T densit�es

parfaitement connues et l'ACP des estimations de ces mêmes densit�es par la

m�ethode du maximum de vraisemblance sur des �echantillons simul�es.

2.8 Comparaisons avec STATIS Dual

2.8.1 ACP des distributions gaussiennes et STATIS Dual

Si les donn�ees dont on dispose sont telles qu'elles sont pr�esent�ees en intro-

duction, la m�ethode STATIS Dual (L'hermier des Plantes 1976, Gla�con 1981,

Lavit 1988) peut les d�ecrire en utilisant soit les matrices de variance (�t), soit

les matrices de corr�elation (Rt) ; cependant cette description ne tient pas compte

des moyennes (�t) des variables observ�ees, dans le calcul du compromis �a l'�etape

de l'interstructure. La description des moyennes n�ecessite une �etude s�epar�ee. La

m�ethode propos�ee reste dans l'esprit de la premi�ere �etape de STATIS Dual, la

di��erence r�eside dans les objets associ�es �a chaque tableau : ici l'objet associ�e est ft,

la densit�e de probabilit�e de la distributionN (�t;�t) ce qui conduit �a diagonaliser

la matriceW de terme g�en�eral (2.5), tandis que dans STATIS Dual l'objet associ�e

est �t (ou Rt) ce qui conduit �a diagonaliser la matrice D de terme g�en�eral :

Dst = tr(�s�t) : (2.11)

Si on dispose d'un programme informatique de mise en oeuvre de STATIS

Dual, la r�ealisation de l'ACP de distributions gaussiennes multidimensionnelles

ne n�ecessite que l'adjonction d'un module permettant de calculer l'inverse et le

d�eterminant d'une matrice sym�etrique d�e�nie positive a�n d'�evaluer la matrice

�a diagonaliser de terme g�en�eral Wts (2.5), le coe�cient (2�)
p
2 �etant bien �evidem-

ment inutile ; le reste du programme reste sans changement.

Si on utilise le premier facteur principal u1 de l'ACP des densit�es de proba-

bilit�e pour obtenir la densit�e de probabilit�e compromis :

fc =
TX
t=1

�tft ;
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la moyenne et la matrice de variance compromis sont respectivement �egales �a :

�c =
PT
t=1 �t�t ;

�c =
PT
t=1 �t (�t + (�t � �c)(�t � �c)

0) :

On rappelle que
PT
t=1 �t vaut 1 car les T composantes u11; : : : ; u1T du vecteur u1

sont toutes de même signe et on prend � �egal �a u1PT

t=1
u1t
:

2.8.2 ACP de d�eveloppements en s�erie de fonctions ca-

ract�eristiques et STATIS Dual

La fonction caract�eristique 't du vecteur al�eatoire Xt dont les composantes

seront not�ees Xt1; : : : ;Xtp se d�ecompose au voisinage de z�ero (formule de Taylor

�a l'ordre q) comme suit :

't(z) = 1 +
qX
r=1

ir

r!

pX
j1=1

: : :
pX

jr=1

zj1 : : : zjrE[Xtj1 : : :Xtjr ] + o(kzkq) :

Pour q = 2 et si le vecteur Xt est centr�e (�t = 0), cela donne :

't(z) = 1 � 1

2

pX
j=1

pX
k=1

zjzkE[Xtj Xtk]| {z } + o(kzk2)

La quantit�e soulign�ee par l'accolade se d�eveloppe en :

z21 E[X
2
t1] + z1z2 E[Xt1Xt2] + : : :+ z1zp E[Xt1Xtp]

+ z2z1 E[Xt2Xt1] + z22 E[X
2
t2] + : : :+ z2zp E[Xt2Xtp]

: : :

+ zpz1 E[XtpXt1] + zpz2 E[XtpXt2] + : : :+ z2p E[X
2
tp] :

A tout d�eveloppement en s�erie d'ordre 2 au voisinage de z�ero d'une fonction

caract�eristique centr�ee, on peut associer un vecteur �t de IRp2 dont les compo-

santes sont les coe�cients des polynômes du second degr�e

zjzk ; 1 � j; k � p ;

les polynômes �etant r�ep�et�es uniquement pour faciliter la num�erotation et les

�ecritures.
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Si IRp2 est muni du produit scalaire < ; >
IRp2 de matrice identit�e alors :

< �s ;�t >IRp2 =
1

4

pX
j=1

pX
k=1

E[XsjXsk]E[XtjXtk]

ce qui est le terme g�en�eral de la matrice �a diagonaliser si on proc�ede �a l'ACP des

T \individus" �1; : : : ;�T de IRp2. Ce terme est encore �egal au quart de la trace

(2.11) du produit des matrices de covariance �s et �t :

< �s ;�t >IRp2 =
1

4
tr(�s�t) =

1

4
Dst :

Ainsi si les vecteurs X1; : : : ;XT sont centr�es, STATIS Dual est �equivalente �a

l'ACP des d�eveloppements en s�erie d'ordre 2 de leurs fonctions caract�eristiques

dans IRp2 muni de la m�etrique identit�e ; STATIS Dual serait donc dans le cas

centr�e une forme d'approximation d'une ACP de fonctions caract�eristiques qui

peut être rapproch�ee de celle d�e�nie au paragraphe (2.5), �equivalente �a l'ACP

des densit�es, mais qui n'est cependant pas la même.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, on a principalement propos�e deux analyses en composantes

principales : celle des densit�es de probabilit�e, �equivalente �a celle des fonctions

caract�eristiques, et celle des d�eveloppements limit�es de fonctions caract�eristiques

de variables centr�ees, �equivalente �a Statis dual sur matrices de variance. On a

pr�esent�e aussi la variante norm�ee et la variante centr�ee de la premi�ere analyse.

Cependant, d'autres analyses descriptives sont possibles, car les op�erations de

centrage et de normalisation peuvent aussi être op�er�ees sur les donn�ees initiales.

Sans d�evelopper outre mesure cet aspect on peut dire que le choix de telle ou

telle m�ethode est conditionn�e par la r�eponse �a la question :

quelle �evolution veut-on visualiser?

Celle des moyennes et variances / covariances? Celle des moyennes et corr�elations?

Celle des variances / covariances? Celle des corr�elations? Celle des moyennes?

Au chapitre 5 on illustrera l'ACP norm�ee de densit�es en centrant notre �etude sur

l'�evolution des moyennes et variances / covariances. Le choix de l'ACP norm�ee est

guid�e par la volont�e de faciliter la lecture compar�ee des di��erentes repr�esentations
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et pr�esente l'avantage de visualiser les qualit�es de repr�esentation des densit�es.



Chapitre 3

R�egle de d�ecision probabiliste en

analyse discriminante de

distributions gaussiennes

3.1 Introduction

3.1.1 Donn�ees et notations

T et T 0 sont deux ensembles �nis de cardinaux respectifs T et T 0:

T = f1; : : : ; Tg

T 0 = fT + 1; : : : ; T + T 0g:
Pour tout t de T [T 0 , ft est un vecteur de l'espace de Hilbert s�eparable H muni

de son produit scalaire not�e < ; > :

Les vecteurs ft (t 2 T ) constituent un nuage F de points dans H qu'on

partitionne en Q sous-nuages F1 ; : : : ;FQ au vu d'une variable Y , qualitative

�a Q modalit�es, d�e�nie sur T ; la variable Y engendre aussi une partition de T en

Q classes T1 ; : : : ;TQ ; de cardinaux respectifs T1 ; : : : ; TQ :

Les centres de gravit�e G1 ; : : : ; GQ de F1 ; : : : ;FQ ; d�e�nis par:

8 q 2 f1; : : : ; Qg Gq =
1

Tq

X
t2Tq

ft ; (3.1)

constituent eux aussi un nuage G de H.

45
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3.1.2 R�egle bay�esienne

De fa�con g�en�erale la r�egle bay�esienne d'a�ectation �a une cat�egorie q consid�ere

les probabilit�es conditionnelles :

P [Y = q jX = o] (q = 1; : : : ; Q) ; (3.2)

o�u o est une observation de la variable al�eatoire X. On a�ecte l'individu observ�e

�a la cat�egorie q qui r�ealise le maximum de ces probabilit�es. Les calculer par la

formule de Bayes suppose qu'on connaisse les probabilit�es P [Y = q] et la densit�e

conditionnelle dY=qX de X sachant [Y = q].

En pratique, on aura �a e�ectuer une transformation de la variable X en Z =

'(X). On calcule alors des probabilit�es du type :

P [Y = qjZ = '(o)] (q = 1; : : : ; Q) : (3.3)

Leur calculabilit�e est subordonn�ee �a la connaissance des probabilit�es �a priori et

des densit�es conditionnelles dY =q
'(X) de Z sachant [Y = q].

Le choix de ' d�epend du contexte. Il peut être dict�e :

1. Par des consid�erations li�ees aux donn�ees pour donner du sens aux obser-

vations ou �a l'activit�e de mod�elisation. Par exemple un PNB (produit

national brut), un taux d'ination : : : ne s'observent pas directement mais

sont le r�esultat d'une transformation ' d'observations diverses o. Dans le

contexte des applications qui font l'objet de la derni�ere partie de cette

th�ese, la fonction ' associe une densit�e de probabilit�e estim�ee �a un tableau

de donn�ees.

2. Par des consid�erations d'ordre math�ematique. Par exemple la transfor-

mation logarithme utilis�ee en biologie qui permet de rendre les donn�ees

trait�ees gaussiennes. C'est ce qu'on fera dans le traitement des donn�ees

cardiologiques au paragraphe 5.4.2.

3. Par des consid�erations li�ees �a l'analyse discriminante comme par exemple

la position d'une fonction �(o) de l'observation o par rapport �a Q centres de

gravit�e G1; : : : ; GQ des Q cat�egories de Y . Cette position peut être mesur�ee
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par le vecteur '(o) �egal �a :

('1(o); : : : ; 'Q(o)) = (< �(o); G1 >; : : : ; < �(o); GQ >) :

C'est le point de vue qu'on adopte dans ce chapitre.

On introduira une variante de ce qui pr�ec�ede consistant �a consid�erer les probabi-

lit�es :

P [Y = q jZq = 'q(o)] (q = 1; : : : ; Q): (3.4)

Elles sont plus simples �a calculer et c'est d'ailleurs ce qui justi�e cette variante.

Un autre aspect est la simplicit�e de l'interpr�etation puisqu'elle mesure la vraisem-

lance que l'observation o soit dans la cat�egorie q en ne regardant que sa position

par rapport au centre de gravit�e Gq.

Cependant en proc�edant ainsi, on perd l'interpr�etation \maximum de vraisem-

blance" de la d�ecision prise (la somme des probabilit�es (3.4) n'est pas n�ecessai-

rement �egale �a 1).

On peut tout de même justi�er cette proc�edure par analogie avec la r�egle d'affec-

tation g�eom�etrique de l'analyse discriminante classique qui calcule les distances

aux centres de gravit�e en utilisant des m�etriques locales. On n'a�ecte pas l'ob-

servation o �a la classe qui r�ealise :

min
q

D (o;Gq)

mais �a celle qui r�ealise :

min
q

Dq (o;Gq) :

Ce type de r�egle est cens�e tenir compte non seulement de la position de o par

rapport aux centres de classe mais aussi de la forme de chaque classe (Saporta

1990, p.417).



48

3.2 Mise en �uvre de la r�egle bay�esienne d'af-

fectation

3.2.1 Estimation de la densit�e gaussienne de la p�eriode

q

Pour tout t de T , on dispose d'un �echantillon �t de taille nt du vecteur

al�eatoireXt suppos�e gaussien de densit�e ft. Le mod�ele que nous postulons est que

les densit�es fft ; t 2 Tqg d'une même classe q sont toutes �egales ; ainsi le centre

de gravit�e Gq est une densit�e gaussienne de param�etres (mq; Vq). On l'estime en

rempla�cant ses param�etres par leurs estimations du maximum de vraisemblance

calcul�ees sur l'�echantillon de taille Nq :

Nq =
X
t2Tq

nt

qui est la r�eunion de tous les �echantillons �t (t 2 Tq).

3.2.2 Probabilit�es �a priori

Pour tout q de f1; : : : ; Qg on note �q la probabilit�e d'appartenance �a la

cat�egorie q :

�q = P [Y = q]:

L'estimation de ces probabilit�es d�epend du contexte des donn�ees et on peut

trouver dans (Mardia 1979, p.304, McLachlan 1992, p.9, Celeux et Nakache 1992,

p.19) des m�ethodes d'estimation. En l'absence de toute connaissance a priori sur

le ph�enom�ene �etudi�e, on retiendra soit l'�egalit�e de ces probabilit�es (�q = 1=Q),

soit la proportionnalit�e aux e�ectifs des classes (�q = Tq=T ).

3.2.3 Premi�ere r�egle d'a�ectation

On a�ecte une observation (dans notre cas un instant ou sa densit�e f) �a la

cat�egorie qui r�ealise :

max
q

�q Lq(z) ; (3.5)



49

o�u :

z = (< f̂;G1 > : : : < f̂;GQ >)
0

f̂ d�esignant l'estimation de f �a partir d'un �echantillon de taille n, c'est-�a-dire la

densit�e de la loi N(�x; s) et Lq est la densit�e de la loi donn�ee par (1.28) ; si
�!
Gq

note le vecteur (colonne) de IRQ :

�!
Gq = (< Gq; G1 > : : : < Gq; GQ >)

0

l'expression (3.5) devient :

max
q

�q
1

jA[mq; Vq]j 12
e�

n(2�)p

2 (z�
�!
Gq)

0 A[mq;Vq ]�1 (z�
�!
Gq) : (3.6)

3.2.4 Seconde r�egle d'a�ectation

En rappelant que les justi�cations �a cette variante ont �et�e abord�ees en intro-

duction �a ce chapitre, la d�emarche est identique �a la pr�ec�edente et sous l'hypoth�ese

que f est dans la cat�egorie q, la loi de < f (n); Gq > est obtenue directement �a

partir du th�eor�eme 1.1. Ainsi la densit�e f dont on a une r�ealisation f̂ est a�ect�ee

�a la cat�egorie :

arg max
q

�q `q(zq) (3.7)

o�u zq est le nombre < f̂ ;Gq > et `q est la densit�e de la loi N(kGqk2; a[mq;Vq]
n(2�)p

) et

donc (3.7) devient :

arg max
q

�q
1

a[mq; Vq]
1
2

e
� 1
2

n(2�)p

a[mq;Vq ]
(<f̂;Gq>�kGqk2)2 : (3.8)

Cette seconde variante sera �etudi�ee dans le cas particulier d'�egalit�e des probabi-

lit�es a priori (�q)q et des matrices de variance (Vq)q .

3.2.5 Cas particulier de deux groupes et d'�egalit�e des

matrices de variance

L'�egalit�e des matrices de variance (V1 = V2 = V ), entrâ�ne, d'une part l'�egalit�e

des normes des centres de gravit�e (kG1k = kG2k = kGk), et d'autre part l'�egalit�e
des nombres a[m1; V1] et a[m2; V2]. Ainsi, en passant au logarithme l'expression
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(3.8) devient :

arg min
q

(< f̂;Gq > �kGk2)2 (3.9)

Cette r�egle est int�eressante par les analogies qui peuvent être faites avec l'analyse

discriminante lin�eaire.

Proposition 3.1 Dans le cas d'�egalit�e des probabilit�es �a priori et des matrices

de variance (Vq = V; q = 1; 2), si jsj > jV j alors (3.7) est �equivalente �a :

arg min
q

kf̂ �Gqk: (3.10)

Puisque jsj > jV j, on d�eduit de (2.8) que :

kf̂k < kGk ;
et l'in�egalit�e de Schwarz donne :

< f̂;Gq > � kf̂k kGqk < kGk2 :
Les deux nombres < f̂;Gq > �kGk2 (q = 1; 2) �etant donc n�egatifs, il vient que

(3.9) est �equivalent �a :

arg max
q

< f̂;Gq > : (3.11)

La mesure d'a�nit�e L2 entre deux densit�es �etant positive, on en d�eduit que (3.11)

est �equivalent �a (3.10), car :

kf̂ � Gqk2 = kf̂k2 � 2 < f̂;Gq > +kGqk2:
Ayant d�ej�a montr�e l'�equivalence de (3.9) et de (3.7), ceci termine la d�emonstration

de la proposition. 2

On remarquera que maximiser les produits scalaires (3.11) entre f̂ et les

centres de classe (Gq)q revient �a maximiser les cosinus et donc �a minimiser l'angle

entre f̂ et les (Gq)q . Il reste �a voir comment op�ere cette r�egle sur les observations

initiales.

Proposition 3.2 Dans le cas d'�egalit�e des probabilit�es �a priori et des matrices

de variance (Vq = V; q = 1; 2), si jsj > jV j alors (3.7) est �equivalente �a :

arg min
q

(�x�mq)
0(s + V )�1(�x�mq) : (3.12)
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On a vu que (3.7) est �equivalente �a (3.11). En utilisant l'expression du produit

scalaire entre densit�es (2.5) que l'on passe au logarithme l'�equivalence de (3.7) et

(3.12) est d�emontr�ee. 2

Ces deux propositions font apparâ�tre les analogies avec l'analyse discrimi-

nante lin�eaire. D'une part on est pass�e d'une r�egle probabiliste (3.7) �a une r�egle

g�eom�etrique (3.10) ; d'autre part l'a�ectation de f �a un groupe d�epend de la

distance (pour la m�etrique (s+V )�1) de la moyenne (�x) �a la moyenne de chaque

groupe.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a propos�e deux r�egles d'a�ectation de type probabiliste

en s'appuyant sur les lois asymptotiques de certaines variables al�eatoires, qu'on

appelle g�eom�etriques car bas�ees sur le produit scalaire, et on a vu que dans un

cas particulier une des r�egles probabilistes est �equivalente �a une r�egle strictement

g�eom�etrique. Ceci ouvre un angle d'approche di��erent pour r�ealiser l'a�ectation

d'une densit�e gaussienne estim�ee �a une cat�egorie.

Ces aspects g�eom�etriques seront d�evelopp�es dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Aspects g�eom�etriques de

l'analyse discriminante de

distributions gaussiennes

On peut pr�esenter ces aspects dans un cadre plus g�en�eral que celui des densit�es

gaussiennes. Cependant pour conserver une certaine coh�erence �a la pr�esentation

de l'analyse discriminante de densit�es gaussiennes, on s'est restreint �a ce cadre.

En conclusion �a ce chapitre on abordera les extensions possibles au cas de densit�es

non gaussiennes.

4.1 R�egle d'a�ectation g�eom�etrique

Les notations sont celles d�e�nies au paragraphe (3.1.1). Le principe est le

suivant. On a�ecte une densit�e fs quelconque �a la cat�egorie qui r�ealise :

min
q
D(fs; q) :

La probl�ematique revient �a choisir la distanceD entre une densit�e et une cat�egorie.

Dans le cas qui nous int�eresse, bien que d'autres possibilit�es existent, on se res-

treindra �a la distance au centre de gravit�eGq d�e�nie au moyen du produit scalaire

classique de H = L2(IRp) :

D(fs; q) = kfs � Gqk: (4.1)

Le comportement de cette distance entre deux densit�es gaussiennes a d�ej�a �et�e

�etudi�e au paragraphe (1.4.2), il reste �a pr�eciser comment estimer cette distance
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lorsqu'on dispose d'un �echantillon �s , de taille ns , de loi parente caract�eris�ee

par fs. On propose deux m�ethodes.

La premi�ere ne comporte aucune hypoth�ese suppl�ementaire et est bas�ee sur

l'explicitation de (4.1) en fonction des produits scalaires < fs; ft > (t 2 Tq)
puis l'estimation de leurs param�etres par la m�ethode du maximum de vraisem-

blance.

La seconde, d�ej�a abord�ee au paragraphe 3.2.1 consiste �a faire l'hypoth�ese que les

densit�es ft (t 2 Tq) sont toutes �egales �a une même densit�e qui est donc Gq. On est

alors conduit �a estimer les param�etres (mq; Vq) de cette loi �a partir de l'�echantillon

compos�e de la r�eunion des �t (t 2 Tq) qui sera de taille Nq =
P
t2Tq nt.

4.1.1 M�ethode 1

La distance (4.1) se d�eduit de :

kfs � Gqk2 = < fs �Gq; fs � Gq >

= < fs � 1

Tq

X
t2Tq

ft; fs � 1

Tq

X
r2Tq

fr >

= kfsk2 � 2

Tq

X
t2Tq

< fs; ft > +
1

T 2
q

X
t2Tq

X
r2Tq

< ft; fr > (4.2)

les termes intervenant dans (4.2) ont, rappelons-le, l'expression (2.5) o�u �s , �t ,

�r , �s , �t et �r sont remplac�es par leurs estimations.

4.1.2 M�ethode 2

Dans ce cas, (4.1) se calcule directement avec (2.5) puisque Gq est gaussienne

N(mq; Vq) ; mq et Vq sont estim�es de fa�con habituelle (on note encore �t une

r�ealisation de l'�echantillon �t) :

cmq =
1

Nq

X
t2Tq

X
x2�t

x

bVq =
1

Nq

X
t2Tq

X
x2�t

(x�cmq)(x� cmq)
0

soit encore :

cmq =
1

Nq

X
t2Tq

nt �xt
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bVq =
1

Nq

X
t2Tq

nt (st + (�xt �cmq)(�xt �cmq)
0) :

4.1.3 Conclusion

Le choix entre les deux m�ethodes ne peut que d�ependre de l'acceptation ou

non de l'�egalit�e des densit�es appartenant �a une même cat�egorie.

On peut toutefois adopter une attitude empirique en utilisant les techniques

utilis�ees dans la litt�erature classique de l'analyse discriminante et bas�ees sur les

taux de mauvais classements (misclassi�cation) soit sur un �echantillon-test si les

e�ectifs Tq sont grands, soit en pratiquant (T � 1) analyses discriminantes de

(T � 1) densit�es et en r�ea�ectant la densit�e n'ayant pas particip�e �a l'analyse.

4.2 Les repr�esentations graphiques classiques
de l'analyse discriminante sont-elles possi-

bles?

4.2.1 Centrage du nuage des densit�es

On munit chaque Gq d'un poids Tq

T
; le centre de gravit�e de G est aussi le

centre de gravit�e fG de F :

fG =
1

T

TX
t=1

ft =
1

T

QX
q=1

TqGq : (4.3)

On proc�ede au centrage des nuages F et G en les translatant comme suit :

8t 2 f1; : : : ; Tg f�t = ft � fG (4.4)

8q 2 f1; : : : ; Qg G�
q = Gq � fG =

1

Tq

X
t2Tq

f�t (4.5)

Les nouveaux nuages not�es F� et G� ont pour centre de gravit�e l'origine de H et

chaque sous nuage F�
q ainsi obtenu a pour centre de gravit�e G�

q :

On supposera que les vecteurs (ft)t2T sont lin�eairement ind�ependants. Ils engen-

drent un sous-espace vectoriel de dimension T qui contient aussi les vecteurs fG ,

Gq , G�
q , f

�
t .

Si T est f1; : : : ; Tg et F � d�esigne le sous espace engendr�e par f�1 ; : : : ; f
�
T alors
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F � est de dimension (T � 1). Les syst�emes de vecteurs :

ff�1 ; : : : ; f�T�1g
ff�1 � f�T ; : : : ; f

�
T�1 � f�Tg

(4.6)

sont des bases de F � et f�T s'�ecrit :

f�T = �
T�1X
t=1

f�t : (4.7)

Ce sous-espace F � contient les centres de gravit�e G�
1 ; : : : ; G

�
Q ; si T ne prend pas

pas la modalit�e q (Y (T ) 6= q) les composantes de G�
q dans la base ff�1 ; : : : ; f�T�1g

sont donn�ees par (4.5), et dans le cas contraire (Y (T ) = q) elles s'obtiennent par :

G�
q = � 1

Tq

X
r2T �Tq

f�r : (4.8)

4.2.2 Inertie et d�ecomposition

D�e�nitions

Par analogie avec l'analyse discriminante classique on nomme :

{ op�erateur d'inertie totale du nuage F� l'endomorphismeV� deH qui s'�ecrit :

V� =
1

T

X
t2T

f�t 
 f�t ; (4.9)

o�u x
y est l'endomorphisme de rang un qui �a tout h deH associe le vecteur

< x; h > y. En rempla�cant f�T par (4.7) il devient :

V� =
1

T

T�1X
t=1

(f�t � f�T )
 f�t : (4.10)

{ op�erateur d'inertie inter et op�erateur d'inertie intra les endomorphismesB�

et W� de H d�e�nis par :

B� =
1

T

QX
q=1

Tq G
�
q 
 G�

q (4.11)

W� =
1

T

QX
q=1

X
t2Tq

(f�t � G�
q)
 (f�t � G�

q) : (4.12)
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Propri�et�es

Les op�erateurs V�, B� et W�, sont autoadjoints positifs.

Les images ImV�, ImW� et ImB� sont des sous-espaces vectoriels de F �. L'op�e-

rateur d'inertie totale se d�ecompose en inertie inter et inertie intra :

V� = B� +W� : (4.13)

Interpr�etation g�eom�etrique

Soient h, de norme unit�e dans H, engendrant le sous-espace �h et P�h le

projecteur orthogonal sur �h, l'inertie (par rapport �a l'origine O) du nuage bF�,

obtenu par projection de F� sur �h est :

1

T

X
t2T

kP�h f
�
t k2H =< h; V h > :

De même que l'inertie du nuage bG� obtenu par projection de G sur �h est :

1

T

QX
q=1

kP�hG
�
qk2H =< h;Bh > :

L'inertie de chaque sous-nuage bF�
q par rapport �a son centre de gravit�e est :

1

Tq

X
t2Tq

kP�hf
�
t � P�hG

�
qk2H =< h ;

1

Tq

X
t2Tq

(f�t � G�
q)
 (f�t � G�

q)h > :

On v�eri�e facilement que < h;W�h > mesure l'inertie moyenne, chaque inertie

�etant pond�er�ee par Tq

T
.

La relation (4.13) qui donne ici :

< h;V�h > = < h;B�h > + < h;W�h > ;

s'interpr�ete donc comme en analyse discriminante classique, �a savoir la disper-

sion totale du nuage projet�e sur �h est la somme de la dispersion des centres

de gravit�e et de la dispersion moyenne de chaque sous-nuage par rapport �a son

centre de gravit�e.

4.2.3 Crit�ere optimis�e par les repr�esentations graphi-

ques

L'objectif de l'analyse factorielle discriminante est, d'un point de vue descrip-

tif, la recherche d'un axe �h de H orient�e de mani�ere �a maximiser l'�eclatement
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du nuage bG tout en minimisant l'�eclatement de chaque sous-nuage bFq autour de
son centre de gravit�e ; ce qui se traduit en la recherche de h1 maximisant :

< h;B�h >
< h;W�h >

; (4.14)

ou :

< h;B�h >
< h;V�h >

: (4.15)

puis on it�ere sous contrainte d'orthonormalit�e sur les hk :

L'analyse discriminante classique | la dimension de H est �nie | postule

que les donn�ees sont telles que V� est inversible et la solution est obtenue �a partir

de la diagonalisation de la matrice de l'op�erateurV��1B� et la solution est unique

(�a une rotation pr�es dans les sous-espaces propres associ�es aux valeurs propres

multiples).

Dans notre cas l'op�erateur V� �etant de rang �ni, il ne peut être inversible

et la solution ne peut être unique. En e�et on peut montrer que si h r�ealise le

maximum alors pour tout h0 de F �? ; h00 = h+ h0 r�ealise le même maximum. En

e�et B�h0 et V�h0 �etant nuls il vient :
< h;B�h >
< h;V�h >

=
< h00;B�h00 >
< h00;V�h00 >

:

On est dans la même situation qu'en analyse discriminante classique o�u le nombre

de pr�edicteurs est plus grand que le nombre d'individus observ�es. Ce probl�eme

a �et�e abord�e dans le cadre de l'analyse discriminante avec r�egle probabiliste par

des techniques dites de r�egularisation (Friedman 1989, Mkhadri et al. 1997). En

pratique ce qui nous int�eresse ce sont les �el�ements de H qui se construisent �a

partir des donn�ees, ici les vecteurs ft (ou les f�t ), de mani�ere lin�eaire :
P
t �tft

(ou
P
t �tf

�
t ).

Ainsi plutôt que de chercher h dans H maximisant (4.15), on le cherche dans F �,

ce qui conduit �a un probl�eme matriciel et rend la solution unique (�a une rotation

pr�es que l'on pr�ecisera).
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4.3 Propri�et�es des repr�esentations \sous con-

traintes"

4.3.1 Propri�et�es des op�erateurs V� et W�

Proposition 4.1 La restriction V�
F � de V� �a F � est un automorphisme de F �.

L'op�erateur V�
F � est bien un endomorphisme de F � ; en e�et ImV� est inclus dans

F � et donc �a fortiori ImV�
F � . Soit f de F � tel que V�f = 0, alors (4.13) donne :
T�1X
t=1

< f�t � f�T ; f > f�t = 0 :

Les vecteurs (f�t )t=1;T�1 �etant lin�eairement ind�ependants, les (T � 1) coe�cients

< f�t � f�T ; f > sont donc nuls.

Ainsi, le vecteur f de F � est nul, car il est orthogonal �a tous les vecteurs f�t �
f�T (t = 1; T � 1) qui constituent une base de F � (4.6) ; V�

F � est donc injective.

L'op�erateur V�
F � est un endomorphisme injectif de l'espace F � de dimension �nie,

cela �etablit que V�
F � est un automorphisme de F �. 2

Proposition 4.2 L'op�erateurW� est de rang (T�Q) et kerW�
F � est de dimension

(Q� 1).

La d�emonstration de cette proposition d�ecoule du lemme suivant.

Lemme 4.1 Soit fx1; : : : ; xIg un syst�eme de vecteurs d'un espace de Hilbert

engendrant un sous-espace � alors le rang de ce syst�eme, le rang de l'op�erateurP
i xi 
 xi et le rang de sa restriction �a � sont �egaux.

L'op�erateurW� �ecrit en (4.12) a donc pour rang, le rang du syst�eme de vecteurs :
Q[
q=1

ff�t � G�
q ; t 2 Tqg

�egal �a :
Q[
q=1

fft � Gq ; t 2 Tqg:
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Le syst�eme fft�Gq ; t 2 Tqg est de rang (Tq� 1). En rappelant que les vecteurs

fft ; t 2 T g sont lin�eairement ind�ependants, on peut montrer que :

rgW� =
QX
q=1

(Tq � 1) = T � Q ;

d'o�u :

dim kerW�
F � = Q� 1 :

2

Proposition 4.3 L'op�erateur B� est de rang Q� 1.

En vertu du lemme 4.1 son rang est �egal au rang du syst�eme fG�
1; : : : ; G

�
Qg. En

remarquant que ce syst�eme est li�e (
P
q TqG

�
q = 0) et qu'en lui ôtant un �el�ement

(par exemple le centre de la classe qui contient f�T ) il devient libre, le r�esultat est

imm�ediat. 2

4.3.2 Int�erêt des repr�esentations graphiques

Des deux premi�eres propositions pr�ec�edentes et de (4.13) il vient que le ma-

ximum de (4.15) vaut 1 et est atteint d�es que h est pris dans kerW� et avec les

it�erations sous contraintes d'orthonormalit�e, le maximum est alors atteint (Q�1)
fois. L'inertie intra �etant nulle dans ce cas, les densit�es d'une même cat�egorie se

projettent sur l'axe �h en un point unique.

On est dans un cas trivial de parfaite discrimination visuelle des densit�es dat�ees

(pour lesquelles la variable Y est connue). C'est donc une situation analogue

�a (Carlier and Gueguen 1994, p.245) puisque, dans le vocabulaire individus x

variables | ici les individus sont les (T � 1) \densit�es" centr�ees et les variables

sont les (T �1) axes de coordonn�ees dans F �, axes qui sont ces mêmes \densit�es"

centr�ees |, on a (T � 1) individus dans un espace de dimension (T � 1).

L'int�erêt de la repr�esentation des centres de gravit�e et des densit�es non class�ees

ffs ; s 2 T 0g sur les (T � Q) premiers axes est qu'elle permet de visualiser :

{ les distances respectives entre les centres de gravit�e et donner une id�ee

graphique du pouvoir s�eparateur de la r�egle d'a�ectation g�eom�etrique ;
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{ les distances de chaque densit�e aux di��erents centres de gravit�e et adopter,

si les qualit�es de repr�esentation sont bonnes, une r�egle d'a�ectation visuelle.

De la troisi�eme proposition, il vient que les (Q � 1) autres axes sont dans le

noyau de B� et que sur ces axes on peut avoir une id�ee visuelle de la dispersion

de chaque sous-nuage F�
q autour de son centre G�

q.

On a pu voir que techniquement la contrainte impos�ee, rechercher des axes

discriminants dans le sous-espace F � engendr�e par les \densit�es" centr�ees, a lev�e

une ind�etermination math�ematique, a conduit �a un probl�eme matriciel qu'on

traitera ci-apr�es mais a aussi conduit �a une ind�etermination dans le choix des

axes : les axes correspondant �a la même valeur propre ont tous le même pouvoir

s�eparateur.

4.4 Ecriture matricielle de l'analyse discrimi-
nante sous contraintes

4.4.1 Matrices d'inertie et crit�ere

On munit F � de la base ff�1 ; : : : ; f�T�1g, l'exclusion de la densit�e d'indice T est

arbitraire ; dans cette base les op�erateurs V�
F � , B

�
F � etW

�
F � auront pour matrice

V , B et W respectivement; le produit scalaire de H induit sur F � le produit

scalaire de matriceM de terme g�en�eral Mst :

8s ; t 2 f1; : : : ; T � 1g Mst =< f�s ; f
�
t > : (4.16)

L'espace IRT�1 sera muni de la m�etrique de matriceM . Toute fonction hk de F �

s'�ecrivant :
T�1X
t=1

hk;t f
�
t (4.17)

sera repr�esent�ee par un vecteur colonne, not�e aussi hk, de IRT�1 dont les compo-

santes sont les coe�cients hk;1 ; : : : ; hk;T�1 :

Rechercher h1 norm�e dans F � est �equivalent �a rechercher h1 dans (IRT�1;M) de

M -norme unit�e et le crit�ere d�e�ni en (4.15) s'�ecrit :

I(h) =
h0MBh

h0MV h
; (4.18)
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en�n la contrainte d'orthonormalit�e sur les hk dans F � devient contrainte de M -

orthonormalit�e sur les hk de IRT�1.

Les op�erateurs V et B �etant autoadjoints positifs, VF � et BF � le sont aussi ; ainsi

les matricesMB,MV et MV �1 sont sym�etriques,MB est semi-d�e�nie positive,

MV et MV �1 sont d�e�nies positives.

On notera que la maximisation du crit�ere (4.18) est l'analogue de :

max
a

a0MBMa

a0MVMa

de l'analyse factorielle discriminante classique avec p variables et n individus

(Saporta 1990, p.406), puis it�erations de M -orthonormalit�e.

4.4.2 Solution matricielle

Compte tenu des propri�et�es �enonc�ees au paragraphe (4.3.1), pour trouver les

hk, il su�t de chercher des bases M -orthonormales des noyaux des matrices W

et B.

Les fonctions f�1 ; : : : ; f
�
T peuvent être repr�esent�ees de mani�ere approch�ee en

les projetant sur un des plans engendr�es par les hk. Pour tout s de f1; : : : ; T �1g
la coordonn�ee de f�s suivant hk est �egale �a < f�s ; hk > ; c'est-�a-dire �a la s-i�eme

composante du vecteur colonne :

Ck = M hk : (4.19)

La \densit�e" f�T s'�ecrit en fonction des f�s (4.7) et donc sa coordonn�ee est l'oppos�e

de la somme des coordonn�ees pr�ec�edentes. Les coordonn�ees des densit�es non

dat�ees seront calcul�ees au paragraphe 4.5.6.

La qualit�e de repr�esentation de chaque fonction f�s par sa projection
cf�s se mesure

par le rapport des normes :

kcf�s k
kf�s k

:

Le carr�e du num�erateur est �egal �a C2
ks et le carr�e du d�enominateur est le s-i�eme

terme diagonal de la matriceM , calcul�ee ci-apr�es (4.5.2).
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4.5 Mise en �uvre des calculs

4.5.1 Produits scalaires entre densit�es

On calcule les produits scalaires < fs; ft > par la formule (2.5) pour tout s

de T [ T 0 et tout t de T , et on les range dans une matrice D �a deux blocs D(1)

et D(2), le premier est sym�etrique et correspond aux densit�es dat�ees, le second

contient le croisement des densit�es non dat�ees avec les densit�es dat�ees :

D =

0BB@ D(1)

D(2)

1CCA =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

< f1; f1 > : : : < f1; fT >

...
...

< fT ; f1 > : : : < fT ; fT >

< fT+1; f1 > : : : < fT+1; fT >

...
...

< fT+T 0; f1 > : : : < fT+T 0; fT >

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(4.20)

4.5.2 Matrice M des produits scalaires entre \densit�es"

centr�ees

D
(1)
t: et D

(1)
:t d�esignent indi��eremment la somme de la t-�eme colonne ou t-�eme

ligne de D(1), car D(1) est sym�etrique. La somme de tous les termes de D(1) sera

not�ee D(1)
:: . En utilisant les expressions (4.3) et (4.4) on peut calculer le terme

g�en�eral (4.16) de la matriceM :

8 s ; t 2 f1; : : : ; T � 1g Mst = D
(1)
st �

1

T
D(1)
s: �

1

T
D

(1)
:t +

1

T 2
D(1)
:: : (4.21)

4.5.3 Matrice V d'inertie totale

La matrice V est celle de l'op�erateurV�
F � dans la base ff�1 ; : : : ; f�T�1g. L'image

de f�t par V� peut être calcul�ee �a partir de l'expression (4.10) de V� et le terme

g�en�eral Vst de V s'�ecrit :

Vst =
1

T
< f�s � f�T ; f

�
t > ;

soit :

Vst =
1

T
(D

(1)
st �D

(1)
Tt �

1

T
D(1)
s: +

1

T 2
D

(1)
T: ) ; (4.22)
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ou encore :

Vst =
1

T
(Mst +M:t) ; (4.23)

M:t d�esignant la somme de la t-i�eme colonne de M .

4.5.4 Matrice B d'inertie inter

La matriceB est celle de l'op�erateurB�
F � dans la base ff�1 ; : : : ; f�T�1g ; l'image

de f�t par B� peut être calcul�ee �a partir de (4.11) :

B�f�t =
1

T

QX
q=1

Tq < G�
q ; f

�
t > G�

q :

On y remplace G�
q par (4.5) :

B�f�t =
1

T

QX
q=1

Tq < G�
q ; f

�
t > (

1

Tq

X
t2Tq

f�s ) :

En notant Y (s) le num�ero de la modalit�e de la variable Y prise par s, B�f�t
s'�ecrit :

1

T

X
s2T

< G�
Y (s) ; f

�
t > f�s :

En isolant le terme < G�
Y (T ) ; f

�
t > f�T qui en utilisant (4.7) devient :

T�1X
r=1

< G�
Y (T ) ; f

�
t > f�r ;

puis en regroupant les coe�cients de chaque f�s (s = 1; : : : ; T � 1), on obtient :

B�f�t =
1

T

T�1X
s=1

< G�
Y (s) � G�

Y (T ) ; f
�
t > f�s : (4.24)

Le terme g�en�eral Bst de la matrice B est donc nul si Y (s) = Y (T ) et est �egal �a :

1

T

24 1

TY (s)
+

1

TY (T )

! X
r2TY (s)

Mrt +
1

TY (T )

X
r 62TY (s)[TY (T )

Mrt

35 (4.25)

dans le cas contraire.

4.5.5 Matrice W d'inertie intra

La d�ecomposition (4.13) de l'op�erateur d'inertie totale en inertie inter et

inertie inter s'�ecrit aussi matriciellement, d'o�u :

W = V � B:
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4.5.6 Coordonn�ees des densit�es non dat�ees

Ces densit�es sont d'abord translat�ees :

f�T+r = fT+r � fG r = 1; : : : ; T 0 :

La coordonn�ee de f�T+r sur l'axe discriminant engendr�e par hk est :

< f�T+r; hk >

et vaut d'apr�es (4.17) :
T�1X
t=1

hk;t < f�T+r; f
�
t > :

Ainsi, si N d�esigne la matrice de taille (T 0; T ) de terme g�en�eral :

Nrt = < f�T+r; f
�
t > ; (4.26)

le vecteur N hk a pour composantes les coordonn�ees des densit�es non dat�ees sur

l'axe engendr�e par hk .

Le terme g�en�eral (4.26) se calcule �a partir de la matrice D (4.20) :

Nrt = D
(2)
rt �

1

T
D(2)
r: �

1

T
D

(1)
t: +

1

T 2
D(1)
:: :

4.6 Une autre solution matricielle

On propose ici une autre mani�ere de calculer les matrices V et B qui, grâce �a

une renum�erotation des densit�es, simpli�e de beaucoup ce calcul.

On note F et G les matrices respectives des vecteurs ff�s �f�T ; s = 1; : : : ; T �1g
et fG�

Y (s) � G�
Y (T ) ; s = 1; : : : ; T � 1g dans la base ff�1 ; : : : ; f�T�1g.

Lemme 4.2 La matrice F est sym�etrique, inversible et :

F =

0BBBBBBBBBBBBBB@

2 1 : : : : : : 1

1 2
. . .

...

...
. . . . . . . . .

...

...
. . . 2 1

1 : : : : : : 1 2

1CCCCCCCCCCCCCCA
: (4.27)
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F�1 =
1

T

0BBBBBBBBBBBBBB@

T � 1 �1 : : : : : : �1
�1 T � 1

. . .
...

...
. . . . . . . . .

...

...
. . . T � 1 �1

�1 : : : : : : �1 T � 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
(4.28)

L'�ecriture de la matrice F d�ecoule directement de l'�ecriture (4.7) de f�T qu'on

rappelle ci-dessous :

f�T = �
T�1X
t=1

f�t :

Son inverse se calcule ais�ement. 2

On v�eri�e alors la relation suivante.

Proposition 4.4

V =
1

T
FM : (4.29)

Lemme 4.3 La matrice G est sym�etrique de terme g�en�eral :

Gts =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 si Y (s) = Y (T )

(s ou t prennent la même modalit�e que T)

1
TY (s)

+ 1
TY (T )

si Y (s) = Y (t) 6= Y (T )

(s et t prennent une même modalit�e; autre que celle de T)

1
TY (T )

si Y (T ) 6= Y (s) 6= Y (t) 6= Y (T )

(s; t et T prennent trois modalit�es di��erentes )

Si s et T prennent la même modalit�e q de la variable Y , alors G�
Y (s) et G

�
Y (T ) sont

�egaux et leur di��erence est donc nulle.
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Dans le cas contraire, on note q la modalit�e prise par T et q1 celle prise par s.

On calcule d'abord G�
Y (T ) :

G�
q = 1

Tq

P
r2Tq f

�
t cf:(4:5)

= 1
Tq

�P
r2Tq r 6=T f

�
t + f�T

�
= 1

Tq

�P
r2Tq r 6=T f

�
t � PT�1

t=1 f
�
t

�
cf:(4:7)

= � 1
Tq

P
t2T �Tq f

�
t :

La t-i�eme composante de G�
Y (T ) vaut :8>><>>:
� 1
TY (T )

si Y (t) 6= Y (T )

0 sinon:

On calcule G�
Y (s) :

G�
q1

= 1
Tq1

P
t2Tq1 f

�
t :

La t-i�eme composante de G�
Y (s) vaut :8>><>>:
� 1
TY (s)

si Y (t) = Y (s)

0 sinon:

2

Remarque Si on ordonne les densit�es de telle sorte que les T1 premi�eres

sont dans la modalit�e 1, les T2 suivantes sont dans la modalit�e 2, etc, alors les

T1 premi�eres colonnes de G sont �egales, les T2 suivantes aussi, etc ; de plus les

(TQ�1) derni�eres colonnes sont nulles. A titre d'illustration on donne l'allure des
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colonnes 1 et (T1 + 1) de la matrice sym�etrique G :

" 1
T1
+ 1

TQ

1
TQ

T1
...

...

# 1
T1
+ 1

TQ

1
TQ

" 1
TQ

1
T2
+ 1

TQ

T2
...

...

# 1
TQ

1
T2
+ 1

TQ

...
...

...

...
...

...

" 1
TQ

1
TQ

TQ�1
...

...

# 1
TQ

1
TQ

" 0 0

(TQ � 1)
...

...

# 0 0

Proposition 4.5

B =
1

T
GM :

L'expression (4.24) de B fournit imm�ediatement l'�ecriture (4.29) de la proposi-

tion. 2

4.7 Conclusion

Tout ce qui a �et�e dit dans ce chapitre (r�egles d'a�ectation et repr�esentations

graphiques sous contraintes) peut être �etendu au cas d'objets quelconques qui

ne seraient pas n�ecessairement des densit�es gaussiennes ni même des densit�es. La

seule hypoth�ese n�ecessaire est que ces objets en nombre �ni (T ) soient des vecteurs

lin�eairement ind�ependants dans un espace de Hilbert de dimension sup�erieure ou
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�egale �a T .

Le premier exemple est celui de T densit�es de L2(IRp;BIRp; �) qui comprend donc

les cas de densit�es d'une même famille exponentielle ou de densit�es uniformes

et dont les mesures d'a�nit�e L2 ont �et�e calcul�ees aux paragraphes 1.2 et 1.3

respectivement.

Le second exemple est celui de matrices de variance (ou de corr�elation) lin�eaire-

ment ind�ependantes plong�ees dans IRp2 muni du produit scalaire trace (2.11).
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Chapitre 5

Application de l'ACP de

densit�es gaussiennes �a quelques

processus particuliers

5.1 Processus solution d'une �equation diff�eren-
tielle stochastique bilin�eaire

Parmi les processus gaussiens dont la loi est explicitement calculable, les

solutions d'�equations di��erentielles stochastiques constituent une classe parti-

culi�erement vari�ee. On utilisera ici les r�esultats de Le Breton et Musiela (1983)

dont on rappelle quelques aspects ci-dessous.

5.1.1 Rappels

On consid�ere l'�equation di��erentielle stochastique suivante :8>><>>:
dXt = [A0(t)Xt + a0(t)] dt +

Pd
j=1[Aj(t)Xt + aj(t)] dB

j
t ; t � 0

X0 = X(0)
(5.1)

o�u :

{ B = (B1; : : : ; Bd) est le mouvement brownien standard de dimension d ;

{ A0; : : : ; Ad sont des matrices carr�ees d'ordre p ;

{ a0; : : : ; ad sont des vecteurs �a p composantes ;

71
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{ l'�etat initial X(0) est un vecteur al�eatoire, ind�ependant de B, de moyenne

�(0) et de matrice de covariance �(0).

Sous certaines conditions d'int�egrabilit�e des composantes des matrices A et des

vecteurs a, Le Breton et Musiela caract�erisent les processus solution de cette

�equation et donnent les fonctions moyenne et covariance comme solution d'�equa-

tions di��erentielles ordinaires. On se limitera au cas o�u les matrices A1; : : : ; Ad

sont nulles. La solution de (5.1) est alors un processus gaussien d�es que X(0) est

gaussien (Gard 1988, p.120). La moyenne �t de Xt est solution de :

_�t = A0(t)�t + a0(t) ; t � 0 ; �0 = �(0):

La variance �t de Xt est solution de :

_�t = A0(t)�t + �tA0(t)
0 +

dX
j=1

aj(t)aj(t)
0 ; t � 0 ; �0 = �(0):

Parmi les cas particuliers les plus c�el�ebres, on trouve le mouvement brownien lui-

même et le processus d'Ornstein-Uhlenbeck. On les examinera s�epar�ement dans

les sections suivantes, apr�es avoir trait�e un exemple illustratif de (5.1).

5.1.2 Exemple

Soient :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

d = p = 2

A0(t) =

0BB@ 0 �1
1 0

1CCA ; A1(t) = (0) A2(t) = (0)

a0(t) = (0) a1(t) =

0BB@ e
t
2

e
t
2

1CCA a2(t) =

0BB@ e
t
2

�e t
2

1CCA :
(5.2)

L'�equation (5.1) a pour solution un processus (Xt)t�0 tel que pour tout t :

Xt ; N(�t;�t);

�t =

0BB@ cos t

sin t

1CCA (5.3)
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�t =

0BB@ 2et 0

0 2et

1CCA : (5.4)

Pour tout instant t, on note ft la densit�e de probabilit�e de Xt. On proc�ede �a

l'ACP des densit�es f0; : : : ; f25 de ce processus. On rappelle que cette ACP conduit

�a diagonaliser la matrice W dont le terme g�en�eral est (2.5), soit ici :

< fs; ft > =
1

4�

1

es + et
e
� 1
2
1�cos(s�t)

es+et :

Quant �a l'ACP norm�ee, elle s'obtient en diagonalisant la matrice W (2.10) de

terme g�en�eral :

< f s; f t > = 2
e
s+t
2

es + et
e�

1
2
1�cos(s�t)

eset : (5.5)

Ce nombre est le cosinus de l'angle form�e par les deux densit�es fs et ft dans

L2(IRp).

Les trois premiers �el�ements propres de W (ACP norm�ee) ou de W (ACP non

norm�ee) fournissent une repr�esentation approch�ee des densit�es sur les trois pre-

miers axes principaux et les pourcentages d'inertie expliqu�ee par ces axes.

On rappelle que la repr�esentation obtenue �a partir de W , elle d�eforme le moins

possible les angles entre densit�es ; quant �a la repr�esentation obtenue par la dia-

gonalisation de W d�eforme le moins possible les distances. On a d�elib�er�ement

opt�e pour l'ACP norm�ee car elle o�re l'avantage de visualiser les qualit�es de

repr�esentation des densit�es : cette qualit�e est d'autant meilleure que le point de

repr�esentation est proche du cercle de rayon unit�e.

Au cours du temps l'�evolution de la moyenne (5.3) du processus est p�eriodique

et l'�evolution de la matrice de variance (5.3) est exponentielle. L'�evolution des

densit�es devrait en être la r�esultante commeon l'avait d�ej�a visualis�e au paragraphe

1.4.2.

Les graphiques (Fig. 5.1) donnent les projections des densit�es sur les trois premiers

plans principaux.

L'�evolution des densit�es sur le premier plan principal est r�eguli�ere. Cependant

cette r�egularit�e ne fait pas apparâ�tre la p�eriodicit�e �a laquelle on aurait pu

s'attendre. Ceci est dû au fait que la variance, croissant exponentiellement, est

pr�epond�erante ; l'�evolution de la moyenne est en quelque sorte \noy�ee", \dilu�ee"
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Fig. 5.1 - Les trois premiers plans principaux de l'�equation (5.2)
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dans l'�evolution de la variance.

Pour bien montrer cet aspect, on a fait l'ACP norm�ee en consid�erant un

processus de moyenne constante et de variance (5.4) ; ce processus est solution

de l'�equation di��erentielle consid�er�ee en (5.2) �a la di��erence pr�es que la matrice

A0 est nulle :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

d = p = 2

A0(t) = (0) A1(t) = (0) A2(t) = (0)

a0(t) = (0) a1(t) =

0BB@ e
t
2

e
t
2

1CCA a2(t) =

0BB@ e
t
2

�e t
2

1CCA :
(5.6)

Les repr�esentations des densit�es sur les premiers plans principaux sont quasiment

les mêmes (Fig. 5.2).

Puis on a consid�er�e un autre processus dont la moyenne est identique �a (5.3)

mais dont la variance ne crô�t pas aussi rapidement que (5.4). Ce processus est

solution de l'�equation di��erentielle stochastique (5.1) pour :

d = p = 2

A0(t) =

0BB@ 0 �1
1 0

1CCA A1(t) = (0) A2(t) = (0)

a0(t) = (0) a1(t) =

0BB@ 1
10e

t
50

1
10e

t
50

1CCA a2(t) =

0BB@ 1
10e

t
50

� 1
10e

t
50

1CCA :
(5.7)

Sa variance est �egale �a :

�t =

0BB@ 1
2e

t
25 0

0 1
2e

t
25

1CCA :
L'ACP norm�ee donne des repr�esentations des densit�es (Fig. 5.3) re�etant la

p�eriodicit�e de la moyenne ; ce caract�ere p�eriodique est encore plus net en op�erant

un zoom sur le nuage des densit�es sur le premier plan principal (Fig. 5.4).
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Fig. 5.4 - Zoom sur le premier graphique de Fig. 5.3

5.2 Mouvement brownien

5.2.1 Introduction

Soit fBt ; t >= 0g un mouvement brownien de param�etre de d�erive � (� 2
IRp) et de param�etre de di�usion � (� matrice d'ordre p, sym�etrique, d�e�nie

positive).

On note ft la densit�e de probabilit�e de Bt qui est donc de loi N(t�; t�) ; l'ACP

des T densit�es ft1; : : : ; ftT conduit �a diagonaliser la matrice W d'ordre T dont le

terme g�en�eral Wkl est :

Wkl =
1

(2�)
p
2

1

j�j 12
1

(tk + tl)
p
2
e
� 1
2k�k2��1

(tk�tl)
2

tk+tl ;

quant �a l'ACP norm�ee, elle s'obtient en diagonalisant la matrice W :

W kl = <
ftk
kftkk

;
ftl
kftlk

> =

vuut2
p
tktl

tk + tl

p

e
� 1
2 k�k2��1

(tk�tl)
2

tk+tl : (5.8)

La distance entre densit�es est :

kftk � ftlk2 =
1

(2
p
�)p

1

j�j 12

 
1

tk
p
2
+

1

tl
p
2
� 2

( tk+tl2
)
p
2
e
� 1
2k�k2��1

(tk�tl)
2

tk+tl

!
:
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Les r�esultats de l'ACP des densit�es du mouvement brownien d�ependent des

param�etres classiques du processus p; �; �; et du nombre de densit�es T , du

premier instant t1 et de la suite des incr�ements (�k)k=1;(T�1) entre instants

cons�ecutifs (�k = tk+1 � tk).

Il est �evidemment peu int�eressant de rapporter ici tous les cas particuliers qu'on

a trait�es. On pr�esentera les r�esultats du cas unidimensionnel (p = 1), �a d�erive

non nulle (� = 1) et di�usion unit�e (� = 1), d'origine 1 (t1 = 1) et �a incr�ement

constant (8k; �k = 1) en consid�erant 26 instants (T = 26). Puis on montre la

convergence de l'ACP des densit�es de ce processus lorsque les param�etres des

lois sont estim�es au vu d'�echantillons simul�es. En�n on termine par quelques

comparaisons avec le cas de r�ef�erence quand on fait varier les param�etres p, �, �,

t1, (�k) et T .

5.2.2 Cas o�u p = 1; � = 1; � = 1; t1 = 1; 8k; �k = 1; T = 26

Tab. 5.1 - Allure de la matrice W .

W =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1

:82 1

:56 :90 1

:36 :70 :93 1

...
. . .

. . .
. . .

. . .

0 0
.. .

. . .
. . . 1

0 0 0
.. .

. . . :99 1

0 0 0 0
.. . :96 :99 1

0 0 0 0 :91 :96 :99 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
- Les diagonales secondaires sont croissantes.

- Les colonnes sont croissantes jusqu'�a la diagonale, puis d�ecroissantes (W est sym�etrique).

Les trois premiers axes expliquent respectivement 44, 26 et 15% de l'inertie,

soit un total de 85%. Le nuage des densit�es sur les deux premiers plans principaux

est donn�e par la (Fig. 5.5). Dans cette repr�esentation, l'�evolution temporelle est
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la caract�eristique principale du nuage.

La matrice W (Tab. 5.1) fait apparâ�tre, d'une part, que les cosinus des angles

form�es par deux densit�es cons�ecutives dans le temps sont proches de 1 et varient

r�eguli�erement de 0:82 (entre f1 et f2) �a 0:99 (entre f25 et f26) et, d'autre part,

que plus l'�ecart entre instants s et t est grand plus le cosinus entre densit�es fs et

ft est faible, voire nul comme indiqu�e en (Tab. 5.1).
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Fig. 5.5 - Cas de r�ef�erence.

5.2.3 Etude empirique de la convergence de l'ACP

Les valeurs des param�etres d�e�nissant le mouvement brownien sont ceux du

cas de r�ef�erence. Pour chaque instant t on simule un �echantillon de Bt de taille

n, puis on calcule la moyenne et la variance empirique. Puis on proc�ede �a l'ACP

des densit�es estim�ees qui donne le premier plan principal. Puis on fait crô�tre n.

Les graphiques (Fig. 5.6) sont ces premiers plans principaux lorsque n prend les

valeurs 5; : : : ; 40.

On notera que pour une taille d'�echantillon de 5 on a d�ej�a des pourcentages

d'inertie expliqu�ee et une forme de nuage proches de ceux de la limite qui est

donn�ee par le graphique (Fig. 5.5). De plus au vu de ces simulations, on peut

avancer que la convergence est assez rapide.
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Nous n'avons pas proc�ed�e �a l'ACP des densit�es estim�ees non param�etriquement,

car on a d�ej�a remarqu�e au paragraphe 1.7.3 que les mesures d'a�nit�e entre

densit�es estim�ees param�etriquement et non param�etriquement �etaient �equiva-

lentes.

5.2.4 Variation de p; �; �

En observant l'expression de W dont le terme g�en�eral est donn�e en (5.8), on

constate que si � et � varient tout en conservant la quantit�e k�k��1 alors W est

invariante et par l�a-même, l'ACP conduit aux mêmes r�esultats que pr�ec�edemment.

On remarquera au passage que la ��1-norme de � est une g�en�eralisation au

cas d'une variable statistique vectorielle de l'inverse du coef�cient de variation

classique d'une variable r�eelle.

Lorsque k�k��1 tend vers z�ero on se rapproche du cas o�u la d�erive est nulle

(Fig. 5.7). La �gure suivante (Fig. 5.8) donne les repr�esentations lorsque k�k��1
augmente ; la matrice W est de la même forme que dans le tableau (Tab. 5.1)

avec une baisse r�eguli�ere des cosinus entre f1 et f2, et une remarquable stabilit�e

des cosinus entre f25 et f26 (Tab. 5.2).

Si p, la dimension du mouvement brownien, augmente tout en conservant k�k��1
constant alors la matrice W a toujours l'allure pr�ec�edente (Tab. 5.1) et les

cosinus des angles (f1 ; f2) et (f1 ; f2) sont donn�es dans le tableau (Tab. 5.3).

Les repr�esentations (Fig. 5.9) sur les deux premiers plans principaux et les pour-

centages d'inertie expliqu�ee sont sensiblement les mêmes.

Tab. 5.2 - Variation de W lorsque k�k��1 varie.

k�k2
��1

0 :1 :5 1 2 5 10

W (1; 2) = cos(f1 ; f2) :97 :95 :89 :82 :70 :42 :18

W (25; 26) = cos(f25 ; f26) 1 1 1 :99 :98 :95 :91
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Fig. 5.7 - � = 0

Tab. 5.3 - Allure de W lorsque p varie.

p 1 2 3 10 100

W (1; 2) = cos(f1 ; f2) :82 :80 :77 :63 :04

W (25; 26) = cos(f25 ; f26) :99 :99 :99 :99 :98
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5.2.5 Comparaison de l'ACP classique et de l'ACP de

densit�es : cas d'une promenade al�eatoire

Comme cas particulier du mouvement brownien on consid�ere une promenade

al�eatoire r�eelle (Yt) construite �a partir du bruit blanc ("t) gaussien de variance

�2 :

8t � 0; Yt =
tX

j=0

"j :

Les variables al�eatoires Yt (t = 0; : : : ; T ) sont centr�ees et pour tout t la variance

de Yt est (t + 1)�2. Dans cet exemple, on a pris le cas (arbitraire) T �egal �a 25,

cependant la con�guration reste la même pour T plus grand comme on le verra

au paragraphe 5.2.6.

L'ACP classique de ces variables conduit �a diagonaliser la matrice de corr�elation

dont le terme g�en�eral est :

Rij =
min(i; j)p
i
p
j
;

donne la repr�esentation (Fig. 5.10 a) sur le premier cercle des corr�elations.

L'ACP norm�ee des densit�es de probabilit�e est obtenue en diagonalisant la matrice

de terme g�en�eral :

W ij =

vuut2
p
i j

i+ j
;

la repr�esentation des densit�es des variables Yt sur le premier plan principal est

donn�ee par (Fig. 5.10 b), cette �gure �etant la reprise de (Fig. 5.7) �a une autre

�echelle.

Dans les deux cas l'�evolution temporelle des variables Yt est bien marqu�ee ;

on peut même avancer que la r�egularit�e est meilleure pour l'ACP norm�ee des

densit�es.

5.2.6 Variation de T et t1

Rajouter (resp. enlever) des instants d'�echantillonnage revient �a ajouter (resp.

enlever) des lignes et des colonnes �a la matrice W (Tab. 5.1). Des exp�eriences

num�eriques men�ees �a partir du cas de r�ef�erence (Fig. 5.5) montrent une forme

analogue des nuages de densit�es sur les plans principaux et une diminution (resp.
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augmentation) des pourcentages d'inertie expliqu�ee (Fig. 5.11).

Lorsque t1 augmente, par exemple �a 10, tout en consid�erant le même nombre

de densit�es (T = 26), cela revient �a extraire les lignes et colonnes num�erot�ees

t1; t1 + 1; : : : ; t1+ 25 | donc 10; 11; : : : ; 35| d'une des matrices W pr�ec�edentes.

Il y a donc un tassement des densit�es qui augmente de fa�con importante le

pourcentage d'inertie expliqu�ee par le premier axe (Fig. 5.12).
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5.2.7 Variation de la suite (�k)
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Dans tous les cas pr�ec�edents on a incr�ement�e le temps d'une unit�e. Si l'incr�e-

ment diminue cela revient, comme lorsque t1 augmente, �a op�erer un tassement

des densit�es et on retrouve des r�esultats identiques (Fig. 5.13).

Lorsque l'incr�ement entre instants cons�ecutifs n'est plus constant toutes les

r�egularit�es qui sont apparues sont caduques ; �a titre d'exemple on tire au hasard

9 instants d'observation di��erents t2; : : : ; t10 entre 2 et 50 auxquels on adjoint
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l'origine t1 = 1, puis on fait l'ACP des 10 densit�es ft1 ; : : : ; ft10 ; la �gure (Fig. 5.14)

montre les r�esultats pour trois simulations.

En�n on termine par trois simulations (Fig. 5.15) pour lesquelles l'origine t1 est

elle aussi prise au hasard.

Pour tous ces exemples les pourcentages d'inertie expliqu�ee sont tr�es varia-

bles et les formes des nuages ne sont pas identiques ; mais ce qui peut apparâ�tre

comme un inconv�enient de la m�ethode pr�esente en fait un avantage, car comme

on peut le constater sur les �gures pr�ec�edentes (Fig. 5.14, Fig. 5.15) le premier

plan principal s�epare relativement bien les groupes de densit�es proches dans le

temps. L'int�erêt de cette remarque est que si pour des donn�ees quelconques on ne

connâ�t pas l'instant d'observation on peut raisonnablement l'a�ecter au groupe

de densit�es dont il est le plus proche.

5.2.8 Conclusion

Si pour le mouvement brownien on a une �evolution temporelle \lin�eaire" des

param�etres (�t ; �t) de la densit�e gaussienne ft, puisque :

8 t 2 f1; : : : ; Tg : �t = t � et �t = t� ;

le nuage des densit�es a pr�esent�e un continuum r�egulier bien que non lin�eaire.

Et pour le cas o�u le continuum n'est plus �evident (incr�ement du temps variable)

alors la m�ethode pr�esente un int�erêt pour faire de la pr�evision en a�ectant

une p�eriode de temps �a des donn�ees observ�ees mais dont on ignore l'instant

d'observation.
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5.3 Processus d'Ornstein-Uhlenbeck

5.3.1 Pr�esentation

Comme cas particulier de l'�equation (5.1) on consid�ere l'�equation di��erentielle

stochastique :

dXt = � � Xt dt + � dBt

X0 = x

Sa solution est le processus d'Ornstein-Uhlenbeck. C'est un processus gaussien

dont les param�etres �t et �t dans le cas unidimensionnel (p = 1) sont :

�t = x e��t

�t = �2

2�(1 � e�2�t) :
(5.9)

C'est un processus qui a la particularit�e de converger rapidement vers une position

d'�equilibre pour de grandes valeurs de � positif. Ceci est assez net en observant

les param�etres �t et �t.

Comment cette constatation se manifeste-telle au niveau des repr�esentations des

densit�es fournies par l'ACP?

5.3.2 ACP norm�ee des densit�es

L'ACP norm�ee des densit�es conduit �a diagonaliser la matrice de terme g�en�eral

W st �egal �a :

p
2

vuutq(1 � e�2�s)(1 � e�2�t)

2� e�2�s � e�2�t
e
��x2

�2
(e��s�e��t)2

2�e�2�s�e�2�t : (5.10)

La �gure (Fig. 5.16) donne la repr�esentation des 26 densit�es consid�er�ees sur le

premier plan principal dans le cas o�u :

� = 1 � = 0:1 x = 1 :

Comme l'indique cette �gure on atteint une position d'�equilibre tr�es rapidement,

pratiquement �a partir de l'instant 10 toutes les densit�es se projettent en un seul

point du plan principal qui notons-le explique 96% de l'inertie du nuage des 26

densit�es.
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Fig. 5.16 - Processus d'Ornstein-Uhlenbeck

5.4 Donn�ees cardiologiques

5.4.1 Les donn�ees

Les donn�ees 1 concernent 162 2 op�er�es du c�ur (mise en place de pontages)

pour lesquels on a observ�e plusieurs variables dont 5 param�etres biologiques

quantitatifs mesurant la sou�rance cellulaire, aussi bien la sou�rance globale de

tout l'organisme que celle plus particuli�ere du muscle myocardiaque :

{ CPK MB,

{ CPK,

{ Myoglobine,

{ Troponine I,

1Le Dr.Jean-Luc Bosson a cordialement mis ces donn�ees �a notre disposition par l'interm�e-
diaire de Claudine Robert dont j'ai souvent "squatt�e" le bureau ; qu'ils en soient vivement
remerci�es d'autant qu'ils ne trouveront pas ici les r�eponses souhait�ees pour pr�evenir les risques
d'infarctus chez les malades ayant subi des pontages cardiaques.

2Le tableau de donn�ees comportait �a l'origine 224 individus ; on n'a retenu que les 162 op�er�es
pour lesquels les 5 param�etres biologiques �etaient disponibles aux 7 instants d'observation.
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{ Troponine T,

�a 7 instants di��erents :

1. I : induction en salle d'op�eration,

2. C : pendant la circulation sanguine extra corporelle,

3. D : apr�es le d�eclampage aortique,

4. R : admission en r�eanimation,

5. J 20H : le jour de l'op�eration �a 20 heures,

6. J + 1 : �a 20 heures le lendemain,

7. J + 2 : �a 20 heures le surlendemain.

Hormis pour les trois derniers instants, le temps �ecoul�e entre deux instants

cons�ecutifs ne pr�esente aucune r�egularit�e et varie d'un malade �a l'autre.

5.4.2 ACP norm�ee des densit�es

Caract�ere gaussien des donn�ees

Les histogrammes de chaque variable �a chaque instant sugg�erent des distri-

butions asym�etriques, ce qui a n�ecessit�e une transformation logarithmique. Les

nouvelles variables (logarithme n�ep�erien des param�etres biologiques CPK, CPK

MB et Myoglobine) pr�esentent des distributions sym�etriques et unimodales que

nous consid�ererons gaussiennes. L'hypoth�ese de log-normalit�e des deux autres

param�etres (Troponine I et T) est beaucoup moins coh�erente surtout aux trois

premiers instants mais pour conserver l'ensemble des donn�ees disponibles nous

l'avons admise, en accord avec J.L. Bosson.

Remarque

L'objectif recherch�e par le Dr. Bosson �etait de d�e�nir un score de sou�rance

cellulaire du myocarde due �a l'op�eration et ce �a partir des param�etres biologiques.
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L'ACP de ces donn�ees ne r�epond pas directement �a cette question. N�eanmoins les

donn�ees fournies constituent un bon exemple de donn�ees ternaires pour illustrer

cette analyse et pour l'int�erêt exploratoire des repr�esentations que permet cette

analyse.

Evolution de la sou�rance cellulaire
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Fig. 5.17 - Repr�esentation des densit�es

L'�evolution des densit�es sur le premier plan principal (Fig. 5.17 a) visualise

bien l'�evolution de la sou�rance cellulaire, plus particuli�erement le premier axe

qui est l'axe vertical de la �gure (Fig. 5.17 b).
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Cette sou�rance est en augmentation constante des instants 1 (induction) �a 5 (le

soir de l'op�eration) puis un in�echissement entre l'instant 5 (le soir de l'op�eration)

et l'instant 6 (le lendemain de l'op�eration) et en�n une diminution plus nette de

la sou�rance cellulaire entre les instants 6 et 7 (deux jours apr�es l'intervention),

ce qui signi�e un d�ebut de retour �a la normale.

5.4.3 Evolution des moyennes temporelles

Tab. 5.4 - Moyennes et �ecart-types des param�etres biologiques.

I C D R J 20H J+1 J+2

CPK MB 0.8 2.2 2.9 4.3 4.4 3.7 2.2

(0.5) (0.4) (0.6) (0.7) (0.7) (0.7) (0.7)

CPK 3.4 4.3 4.8 6.0 6.8 6.8 6.2

(0.5) (0.7) (0.7) (0.5) (0.6) (0.5) (0.6)

Myoglobine 3.1 5.3 5.8 6.5 7.1 6.8 5.3

(1.2) (1.1) (1.1) (0.9) (0.9 ) (1) (1.4)

Troponine I -2.1 -1.9 -1.5 -0.9 -0.3 -0.4 -1.2

(0.7) (0.9) (1.3) (1.5) (1.4) (1.4) (1.3)

Troponine T -2.0 -1.7 -1.2 -0.5 0.0 -0.0 -0.9

(0.8) (1.2) (1.5) (1.6) (1.7) (1.7) (1.5)

La moyenne temporelle de chaque variable est l'ensemble des moyennes cal-

cul�ees pour chacun des 7 instants (Tab. 5.4). On repr�esente graphiquement ces

valeurs par trois courbes (Fig. 5.18) : celle des moyennes, les deux autres s'en

d�eduisent en ajoutant et retranchant l'�ecart-type de l'instant correspondant. On

note que les courbes moyennes de la sou�rance cellulaire vont toutes dans le

même sens, �a savoir croissantes de l'induction en salle d'op�eration jusqu'au soir

�a 20 heures puis, �a l'exception de CPK MB, �a peu pr�es stables entre le soir de

l'intervention et le lendemain puis en�n d�ecroissantes au surlendemain.
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5.4.4 Conclusion

Les deux descriptions (Fig. 5.17 et Fig. 5.18) de la sou�rance cellulaire sont

donc similaires mais il �etait souhaitable de v�eri�er que les repr�esentations obte-

nues par l'ACP des densit�es n'entrent pas en contradiction avec ce que pourraient

donner d'autres analyses des donn�ees.
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5.5 Exemple (Lavit 1988)

Nous reprenons les donn�ees publi�ees et analys�ees de fa�con d�etaill�ee dans (La-

vit 1988) au moyen, entre autres, de la m�ethode STATIS Dual appliqu�ee aux

matrices de corr�elation. Les donn�ees d�ecrivent le suivi de la morphologie (poids,

taille, buste, p�erim�etres crânien, thoracique, du bras gauche, du mollet gauche,

largeur du bassin) de 30 �lles de 4 �a 15 ans.

Les premiers plans principaux obtenus par l'application de trois analyses diff�e-

rentes sont donn�es dans les graphiques (Fig. 5.19). Le premier plan principal de

l'ACP norm�ee des densit�es de probabilit�e (Fig. 5.19 b) donne une repr�esentation

des densit�es qui d�enote une r�egularit�e dans l'�evolution morphologique ; cette

�evolution apparâ�t comme une synth�ese des �evolutions qui peuvent être observ�ees

aussi bien au niveau des moyennes (Fig. 5.19 a) que des matrices de variance

(Fig. 5.19 c).
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Fig. 5.19 - Exemple (Lavit 1988)



Chapitre 6

Application de l'analyse

discriminante �a un probl�eme de

datation

6.1 Pr�esentation des donn�ees

6.1.1 Les donn�ees

Les donn�ees de châteaux qui seront pr�esent�ees ont �et�e patiemment et m�etho-

diquement relev�ees par J.M. Rudrauf 1 (Rudrauf 1987) durant de nombreuses

ann�ees. D'autres param�etres ont aussi �et�e not�es mais ne relevant du champ

d'application de l'analyse discriminante de densit�es, ils ne seront pas pr�esent�es.

Pour un ou plusieurs �el�ements de ma�connerie d'un château, des mesures ont

�et�e relev�ees sur nt pierres prises au hasard parmi les pierres de cet �el�ement t.

On dispose de 118 �el�ements de ma�connerie de 71 châteaux. Par exemple pour

le château de Petit-Geroldseck quatre �el�ements de ma�connerie font partie de

l'�etude. Il s'agit du donjon, de l'enceinte ouest, de la courtine du logis sud et

celle du logis nord : ces �el�ements portent respectivement les num�eros 52, 53, 109

et 110 du tableau (Tab. 6.1). Pour simpli�er le langage, l'�el�ement de ma�connerie

d'indice t sera appel�e château t. De plus, quand on imagine le temps n�ecessaire �a

1Jean Michel Rudrauf avec qui nous nous apprêtons �a r�ealiser une synth�ese de divers travaux
sur des châteaux d'Alsace pour publication, nous a fait l'amiti�e de relire ce chapitre et de le
corriger avec le soin qui lui est habituel. Les lecteurs int�eress�es par l'architecture m�edi�evale et
plus particuli�erement par les châteaux d'Alsace pourront s'adresser �a lui, nous nous ferons un
plaisir de transmettre le courrier.
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construire un château, on se doute bien que les �el�ements de ce château n'ont pas

toujours �et�e �edi��es �a la même p�eriode, d'o�u la n�ecessit�e de les traiter �el�ement par

�el�ement.

Les châteaux proprement dits ne seront pas pr�esent�es pour, d'une part, �eviter

d'alourdir l'expos�e et, d'autre part, �eviter de conclure trop hâtivement, chaque

château n�ecessitant une �etude particuli�ere qui sort du cadre de ce travail.

Les pierres mesur�ees sont situ�ees entre le sol et une hauteur d'homme. Les

p mesures sont prises sur le parement ext�erieur du château. Ces mesures sont

la hauteur, la largeur, le liser�e et le bossage (Fig.6.1). Les pierres d'angle et les

pierres pour lesquelles une de ces 4 mesures manque (pierre burin�ee ou pierre

cass�ee) n'ont pas �et�e prises en compte.

Le tableau (Tab. 6.1) donne pour les T = 117 châteaux retenus (le château 104

Vue de face Vue de pro�l:
coupe suivant AB
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Fig. 6.1 - Mur de château vu de face et de pro�l

de variance d�eg�en�er�ee n'est pas retenu) le nombre de pierres mesur�ees, la p�eriode

d'�edi�cation et les moyennes empiriques des p variables observ�ees.

La d�etermination de la p�eriode d'�edi�cation d'un château n'est pas toujours
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ais�ee et il n'est nullement ici question d'entrer dans les controverses qu'il peut

y avoir �a ce sujet (Rudrauf 1987, p.89). En e�et il arrive que les historiens

s'accordent �a un moment donn�e sur la date d'apparition d'un château que des

fouilles arch�eologiques post�erieures remettent en cause. La p�eriode retenue dans

le tableau (Tab. 6.1) a �et�e reprise des notes personnelles de J.M. Rudrauf tout

en soulignant que ce d�ecoupage en quatre premi�eres tranches de 35 ann�ees puis

une tranche de 70 ann�ees est un choix arbitraire.

Pour chaque p�eriode on a indiqu�e dans (Tab. 6.2) le nombre de châteaux �edi��es

au cours de cette p�eriode, le nombre de pierres correspondant. La moyenne et la

matrice de variance sont calcul�ees �a partir de cet �echantillon de pierres. Il y a 40

châteaux dat�es. Les châteaux soulign�es dans le tableau (Tab. 6.1) n'ont pas �et�e

inclus. Ils seront syst�ematiquement trait�es comme points suppl�ementaires :

- Les châteaux 99, 101 et 102 sont d'une p�eriode post�erieure �a 1350 et ne font

pas partie de la p�eriode �etudi�ee.

- Les autres châteaux soulign�es ont un nombre de pierres trop faible (inf�erieur

�a 10) pour pouvoir estimer la mesure d'a�nit�e L2 entre densit�es ainsi qu'on

l'a vu au paragraphe 1.7.1.

6.1.2 Caract�ere gaussien des donn�ees

Si pour tous les châteaux les tailles d'�echantillon nous sont apparues trop

faibles pour proc�eder �a des tests d'ajustement, nous avons admis ce caract�ere.

Par contre nous avons proc�ed�e �a ces tests sur les donn�ees des 5 p�eriodes et ces

tests se sont r�ev�el�es signi�catifs.

Ainsi les densit�es correspondant �a des châteaux d'une même p�eriode ne peuvent

être consid�er�ees �egales : ce qui est la principale justi�cation th�eorique (paragra-

phes 3.2.1 et 4.1) de la mise en �vre des deux r�egles probabilistes propos�ees au

chapitre 3 et de la deuxi�eme r�egle g�eom�etrique (paragraphe 4.1.2).

Cependant, nous les avons tout de même appliqu�ees. On montrera les r�esultats

auxquels on aboutit et on les comparera �a la premi�ere r�egle g�eom�etrique (para-

graphe 4.1.1).
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Tab. 6.1 - P�eriode d'�edi�cation des châteaux et leurs moyennes.

Château P�eriode

Nombre

de

pierres

M o y e n n e E c a r t - t y p e

t Y (t) nt hauteur largeur liser�e bossage hauteur largeur liser�e bossage

1 1 25 57.0 75.4 2.5 10.9 4.3 19.6 0.7 2.8

2 1 12 41.5 62.9 2.5 8.6 7.5 9.5 0.4 3.7

3 1 24 36.9 58.8 2.8 6.5 6.3 11.6 0.5 1.7

4 1 14 34.1 52.1 1.7 7.7 3.2 10.8 0.9 3.0

5 1 16 42.1 60.3 3.2 11.3 4.7 11.4 0.8 3.3

6 1 6 64.7 74.3 2.5 10.0 4.5 10.5 0.2 3.2

7 1 12 47.5 61.2 4.0 3.7 1.6 12.4 1.0 1.0

8 1 18 31.2 52.8 3.0 7.4 3.9 10.8 0.8 1.7

9 1 14 40.6 57.0 2.4 8.9 6.4 13.7 0.4 1.8

10 1 42 48.9 69.7 3.0 9.7 10.8 20.8 0.8 4.0

11 3 40 41.0 67.3 4.0 8.6 7.0 15.6 0.6 2.2

12 2 46 34.0 58.4 3.5 9.0 4.2 12.1 0.5 2.2

13 2 20 36.1 61.6 4.1 6.9 5.5 13.4 0.3 1.7

14 2 29 33.5 46.7 2.8 6.7 3.9 8.5 0.4 2.3

15 2 14 41.8 54.2 3.5 8.6 7.7 7.5 0.5 2.2

16 9 34.7 58.8 4.1 9.1 8.5 8.4 0.3 2.3

17 2 5 30.0 52.6 2.8 6.8 5.3 15.0 0.4 0.9

18 3 20 33.1 50.6 3.5 5.3 3.0 9.1 0.8 2.0

19 20 30.9 44.0 2.8 6.0 3.5 6.8 0.4 2.1

20 3 16 27.7 46.4 3.7 6.8 8.0 8.7 0.8 2.2

21 3 15 33.3 53.1 4.0 6.8 3.8 7.8 0.7 1.5

22 2 6 29.7 49.3 2.8 6.1 2.7 8.5 0.2 0.8

23 4 18 32.5 53.7 4.2 6.6 8.1 9.4 0.5 1.5

24 48 27.6 51.1 4.6 4.8 2.5 9.8 0.5 1.2

25 4 26 37.2 52.5 4.3 8.0 4.1 8.1 0.4 2.3

26 4 23 29.3 49.9 3.3 6.4 2.9 12.0 0.4 1.2

27 4 40 32.0 48.1 3.5 6.9 7.1 9.2 0.5 1.8

28 20 29.3 54.4 3.6 6.0 3.2 10.6 0.3 1.7

29 4 8 28.7 55.1 3.0 6.6 3.7 17.6 0.5 1.4

30 4 17 37.6 59.6 3.0 2.8 6.3 7.5 1.7 2.3

31 4 15 33.1 66.7 3.1 5.4 1.9 19.4 0.5 1.8

32 33 28.6 51.2 4.3 6.1 4.3 8.5 0.6 1.6

33 11 30.6 50.9 3.7 6.4 3.3 11.4 0.4 1.7

34 39 31.0 49.2 3.6 6.3 3.0 8.5 0.5 1.4

35 5 8 25.6 47.8 5.5 4.8 0.4 11.6 0.6 1.0

36 5 15 32.7 62.1 4.3 5.6 2.3 22.4 1.0 0.6

37 5 9 22.3 44.7 3.1 5.3 1.4 7.6 0.8 1.6

38 5 38 37.5 55.0 3.5 7.5 4.6 14.3 0.5 1.8

39 5 13 29.8 43.8 4.8 5.4 3.8 7.1 0.4 1.0

40 5 7 40.0 61.9 5.1 7.1 1.7 9.5 1.2 1.2
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Château P�eriode

Nombre

de

pierres

M o y e n n e E c a r t - t y p e

t Y (t) nt hauteur largeur liser�e bossage hauteur largeur liser�e bossage

41 4 28 33.9 61.0 4.4 7.1 3.4 12.6 0.7 1.5

42 5 5 28.8 68.0 5.7 8.2 8.7 27.6 1.9 3.6

43 23 46.9 78.8 3.2 8.3 5.9 16.9 0.4 2.5

44 12 27.3 52.1 3.5 4.7 3.2 8.2 0.4 1.3

45 20 33.0 58.7 2.8 9.0 3.1 10.4 0.6 1.7

46 21 45.8 55.1 2.5 10.7 6.9 15.1 0.4 3.6

47 11 38.9 63.5 3.4 8.3 4.6 12.5 0.9 2.7

48 15 32.3 57.7 2.9 7.7 1.8 14.8 0.5 1.4

49 10 35.9 62.7 4.1 5.5 5.5 8.0 1.0 1.6

50 27 30.0 51.9 3.7 7.4 3.6 15.2 0.4 2.0

51 16 36.9 58.6 2.4 7.8 7.2 11.5 0.4 2.1

52 35 31.3 56.0 3.7 7.2 3.4 10.8 0.4 2.1

53 29 29.2 51.6 3.5 7.6 4.5 12.4 0.4 1.9

54 11 37.2 51.7 3.1 7.3 5.0 12.3 0.9 2.9

55 15 26.0 53.3 3.9 4.5 3.2 12.4 0.8 1.4

56 1 46 51.3 71.6 3.0 12.3 5.1 14.2 0.8 3.4

57 31 24.6 62.3 3.1 6.4 2.6 14.1 0.3 1.1

58 24 28.2 51.3 3.3 5.8 2.7 10.0 0.9 1.3

59 17 34.6 59.5 2.2 8.1 3.0 12.3 0.4 1.7

60 1 49 35.7 56.2 2.9 7.4 6.2 12.3 0.4 1.8

61 23 30.6 66.7 3.0 9.7 4.4 14.4 0.3 2.2

62 1 20 47.7 68.5 2.9 10.6 7.6 15.3 0.4 1.8

63 4 11 26.9 47.6 3.4 4.8 4.3 9.1 0.4 0.9

64 14 29.6 55.7 3.7 6.4 3.9 10.9 0.7 2.1

65 22 32.1 57.7 4.0 6.0 4.0 8.7 0.4 1.1

66 37 30.8 50.0 4.0 7.5 5.1 10.5 0.5 1.7

67 4 5 34.8 58.4 3.4 8.8 6.0 16.4 1.3 1.4

68 29 33.6 61.3 3.0 7.9 5.8 13.1 0.4 2.1

69 16 34.8 62.4 3.6 6.4 3.9 12.3 0.9 2.3

70 4 25 34.6 55.6 5.1 5.7 6.3 9.8 0.7 1.4

71 4 14 26.4 42.3 3.5 4.3 2.1 12.9 0.5 0.6

72 15 26.4 64.3 3.1 5.4 4.0 13.4 0.4 1.7

73 8 46.2 60.9 4.6 8.7 0.9 7.3 0.3 1.7

74 29 32.2 55.3 2.9 7.0 3.3 10.6 0.4 1.6

75 12 34.9 62.3 3.8 5.0 3.5 10.2 1.9 3.9

76 36 31.1 58.8 4.5 6.3 2.7 12.3 0.5 1.4

77 22 31.3 54.1 3.0 5.1 4.4 12.9 0.9 2.7

78 10 28.0 47.4 4.2 6.3 2.6 7.1 0.7 1.3

79 15 36.5 50.5 3.2 5.9 1.8 7.3 0.8 2.0

80 25 39.6 63.6 2.5 9.2 6.7 15.5 0.3 2.0

81 4 13 27.4 46.1 3.0 6.3 4.0 7.2 0.4 1.3

82 4 16 40.3 73.8 4.5 5.4 3.7 12.0 0.7 1.6

83 11 26.8 56.2 3.8 6.1 2.6 13.1 0.4 2.1

84 8 29.0 58.7 3.4 7.2 1.0 11.2 0.3 1.3

85 2 35 32.4 50.6 2.3 7.5 6.0 10.1 0.5 2.3
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Château P�eriode

Nombre

de

pierres

M o y e n n e E c a r t - t y p e

t Y (t) nt hauteur largeur liser�e bossage hauteur largeur liser�e bossage

86 24 38.1 60.3 3.4 9.2 4.3 15.2 0.5 2.6

87 28 30.0 57.5 4.4 6.0 3.1 13.3 0.4 1.0

88 11 37.6 56.4 3.3 8.5 9.7 7.6 0.4 1.4

89 11 47.5 59.5 3.9 7.0 4.6 10.9 0.4 2.3

90 2 11 37.3 61.5 3.7 6.0 3.5 15.5 0.2 0.9

91 9 41 64.8 4.9 6.1 4.7 16.9 0.5 1.2

92 3 5 27.2 56.2 3.2 6.2 1.8 9.3 0.2 0.7

93 21 29.4 71.6 5.4 6.3 1.2 17.8 0.83 1.4

94 7 29.4 58.3 3.7 7.7 2.9 15.6 0.2 1.8

95 21 31.6 50.7 3.8 7.2 5.7 8.5 0.3 1.7

96 17 37.2 67.6 6.0 8.7 4.3 14.5 1.5 2.6

97 16 25.9 54.2 3.1 6.3 4.5 8.2 0.4 1.6

98 4 27 29.1 51.1 3.6 7.4 1.8 6.3 0.4 1.8

99 6 12 38.7 59.4 6.2 5.8 2.4 11.2 0.9 1.7

100 11 36.4 69.8 4.0 6.1 5.2 26.9 1.2 2.5

101 6 22 28.4 44.3 3.9 5.8 4.9 7.1 0.6 1.5

102 6 10 32.0 59.6 3.3 5.7 4.1 14.6 0.8 1.5

103 20 30.8 58 3.5 5.3 2.4 13.5 0.7 1.42

(104) 4 33.0 40.8 2.5 6.0 0.0 3.7 0.3 0.7

105 15 36.3 50.7 4.3 5.8 6.7 15.1 0.6 1.0

106 17 38.8 70.9 5.2 8.0 8.4 18.5 0.7 2.4

107 16 37.9 69.9 5.2 7.6 7.9 18.6 0.7 1.8

108 16 33.0 53.5 3.5 8.0 5.2 11.5 0.6 2.1

109 25 31.4 49.1 2.9 6.8 3.7 11.5 0.5 1.8

110 15 24.5 48.7 2.4 7.8 0.4 9.0 0.2 1.7

111 3 17 36.9 55.6 4.0 8.1 3.1 9.8 0.3 1.6

112 8 28.9 68.7 4.3 5.7 7.0 17.0 0.5 1.0

113 7 25.3 57.1 3.2 5.1 1.4 12.3 0.5 1.4

114 15 28.5 50.1 2.4 7.2 3.8 8.2 0.5 1.1

115 17 26.3 63.2 3.8 7.8 6.6 17.3 0.6 2.8

116 25 28.7 51.4 3.8 7.0 4.4 12.6 0.4 1.7

117 7 33.7 62.3 3.6 8.0 2.3 34.8 0.5 1.7

118 1 20 45.0 61.7 2.9 4.1 5.2 10.9 0.6 1.5

6.1.3 Caract�ere �evolutif des donn�ees

L'objectif poursuivi est de dater des (�el�ements de ma�connerie de) châteaux �a

partir de mesures sur leurs pierres. L'hypoth�ese forte sur laquelle s'appuie cette

d�emarche est que l'�evolution temporelle des 4 param�etres mesur�es sur les pierres

est r�eguli�ere.

Ce caract�ere �evolutif peut être observ�e de fa�con nette au niveau des moyennes

des variables liser�e et bossage (Tab. 6.2) : le liser�e ayant tendance �a augmenter,
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Tab. 6.2 - Moyenne et variance par p�eriode.

P�eriode Nombre de Nombre de Moyenne Variance

châteaux pierres

1-Entre

1140

et

1175

13 312 43.8 63.5 2.9 8.8

97.8

81.9 266

0.44 -0.17 0.64

13.2 13.2 -0.23 13.7

2-Entre

1175

et

1210

6 155 34.8 54.7 3.2 7.7

33.8

12.1 155

1.05 1.81 0.59

3.46 2.90 0.05 5.77

3-Entre

1210

et

1245

5 108 35.9 57.3 3.9 7.4

55.1

29.3 206

1.27 0.22 0.55

8.79 4.66 0.40 5.56

4-Entre

1245

et

1280

13 273 32.6 54.2 3.8 6.2

39.0

20.0 171

1.90 2.16 0.92

1.61 -1.15 0.42 4.64

1-Entre

1280

et

1350

3 66 34.9 54.4 4 6.7

26.4

24.3 277

-1.19 -1.94 0.68

5.62 8.03 -0.38 3.24
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le bossage �a diminuer, ce qui est assez bien connu.

Pour les deux autres variables, la di��erence est aussi nette : la premi�ere p�eriode

est particuli�ere par de grandes valeurs de la hauteur et de la largeur.

Pour les matrices de variance, la lecture des �evolutions est beaucoup moins ais�ee

aussi bien au niveau des variances des variables que de leurs covariances : le

bossage a par exemple une variance qui a tendance �a baisser mais ceci n'est pas

le cas pour le liser�e. Ces �evolutions tr�es irr�eguli�eres ne seront pas sans incidence

sur les r�esultats fournis par l'analyse en composantes principales et l'analyse

discriminante des densit�es.

Bien que le pourcentage d'inertie expliqu�e par le premier plan principal (Fig. 6.2)

soit faible (32%) ce plan re�ete assez bien une certaine �evolution temporelle. En

e�et, on peut remarquer que les châteaux de la p�eriode 1 et ceux des autres

p�eriodes sont dispos�es de part et d'autre de la ligne (a). De plus, on peut noter

que les châteaux de la troisi�eme p�eriode sont situ�es �a droite entre les lignes (b) et

(c) et les châteaux des p�eriodes 4 et 5 sont soit en zone centrale, entre les lignes

(a) et (b), soit dans la zone inf�erieure, en dessous de (c). Quant aux châteaux

de la deuxi�eme p�eriode ils se r�epartissent quasi verticalement dans ces di��erentes

zones.

Cette �evolution peut aussi se voir dans la disposition des centres de gravit�e, not�es

G, et des densit�es , not�ees g, associ�es aux p�eriodes ; ces points ayant �et�e trait�es

comme points suppl�ementaires.

Cependant cette �evolution ne permet pas de s�eparer e�cacement les p�eriodes,

ce qui se ressentira tr�es nettement au niveau de l'analyse discriminante. Aux

chapitres 3 et 4, on a introduit quatre r�egles d'a�ectation. Avant de proc�eder

�a leur application aux châteaux non dat�es on va dans un premier paragraphe

appliquer ces r�egles sur les châteaux dat�es.
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Fig. 6.2 - Premier plan principal de l'ACP des châteaux dat�es :
un château est d�esign�e par son num�ero pr�ec�ed�e de sa p�eriode d'�edi�cation.
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6.2 Validation empirique des r�egles d'affecta-

tion sur les châteaux dat�es

Comme cela est habituel en analyse discriminante lorsqu'on est en pr�esence

d'un petit nombre d'individus, ici 40, on proc�ede �a 40 analyses sur les châteaux

dat�es en omettant �a chaque analyse un des 40 châteaux dat�es qu'on a�ecte au

terme de la dite analyse. Puis on compte le nombre de fois o�u cette a�ectation

est erron�ee.

Les tableaux (Tab. 6.3) indiquent que le maximum que l'on puisse esp�erer ne

peut d�epasser les 50% de bien class�es et ce avec la r�egle g�eom�etrique 1 \distance

au centre de gravit�e" (paragraphe 4.1.1).

Cependant, si les pourcentages de bon classement ne sont pas tr�es �elev�es les

erreurs importantes de datation (erreur absolue de plus d'une p�eriode) sont

faibles, notamment pour la r�egle g�eom�etrique 1 : la proportion de bon classement

(en admettant une erreur absolue d'une p�eriode) est de 32 sur 40.

A notre avis ce type d'erreur est admissible par le fait même que la datation d'un

château est connue dans les meilleurs des cas �a une dizaine d'ann�ees pr�es.

Compte tenu de tout ce qui pr�ec�ede, on opte pour la m�ethode d'a�ectation avec

la r�egle g�eom�etrique 1 pour \pr�edire" la p�eriode d'�edi�cation des �el�ements de

ma�connerie non dat�es.

6.3 A�ectation des châteaux et conclusion

Prenons tout d'abord la pr�ecaution de dire ici que les r�esultats donn�es ci-apr�es

sont d'un apport certain certes, mais dans le cadre de l'hypoth�ese d'une �evolution

temporelle des mesures des pierres.

Le tableau (Tab. 6.4) donne l'a�ectation �a une p�eriode de chaque �el�ement de

ma�connerie par la distance minimale au centre de gravit�e de chaque p�eriode. Les

centres de gravit�e sont d�etermin�es �a partir des 40 châteaux qu'on a consid�er�es

dat�es et le mode de calcul des distances est le même pour tous les châteaux, dat�es

ou non. C'est ce qui explique que la proportion de châteaux dat�es bien a�ect�es

passe de 21 �a 27 sur 40.
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Tab. 6.3 - Tableaux des classements par r�egle.

REGLE PROBABILISTE 1

P�eriode d'a�ectation

1 2 3 4 5

7 6

2 3 1

2 3

2 3 3 5

1 2

Bien class�es : 12 sur 40

REGLE PROBABILISTE 2

P�eriode d'a�ectation

1 2 3 4 5

9 3 1

4 1 1

4 1

4 2 4 2 1

3

Bien class�es : 11 sur 40

REGLE GEOMETRIQUE 1

P�eriode d'a�ectation

1 2 3 4 5

12 1

2 1 3

1 1 2 1

3 1 3 6

1 2

Bien class�es : 21 sur 40

REGLE GEOMETRIQUE 2

P�eriode d'a�ectation

1 2 3 4 5

10 3

1 1 3 1

1 2 2

1 2 3 5 2

1 2

Bien class�es : 16 sur 40
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Nous ne commenterons pas davantage ce tableau. Cela d�epasse largement le cadre

d'un travail math�ematique mais c'est l�a que tout commence pour un travail

d'histoire m�edi�evale que nous pensons continuer avec Jean Michel Rudrauf.
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Tab. 6.4 - Châteaux, leurs �el�ements de ma�connerie, leurs datations.

Nom El�ement
Num�ero

t
P�eriode A�ectation

Arnsberg (Grand-) donjon 43 1

Arnsberg (Grand-) enceinte ext�erieure 44 4

Balbronn tour-habitat 45 1

Bilstein-Aubure donjon 11 3 1

Bilstein-Urbeis donjon 46 1

Birkenfels donjon 23 4 3

Birkenfels logis 70 4 4

Burgstall enceinte 80 1

Dagsburg / Eguisheim donjon 1 1 1

Dreistein occidental bouclier 32 4

Dreistein occidental enceinte nord logis 116 4

Dreistein oriental enceinte ouest logis 24 5

Falkenstein enceinte 48 1

Falkenstein tour adoss�ee au rocher 101 6 4

Fleckenstein tour du puits 49 2

Fleckenstein tour d'escalier 102 6 2

Fleckenstein enceinte 103 4

Fleckenstein donjon (104)

Frankenburg enceinte 3 1 1

Frankenburg donjon 50 4

Freudeneck enceinte ouest haut-château 105 3

Freudeneck enceinte nord-est haut-château 106 1

Freudeneck base enceinte est haut-château 107 1

Geroldseck (Grand-) donjon 12 2 3

Geroldseck (Grand-) enceinte logis-nord 51 1

Geroldseck (Grand-) enceinte est 108 3

Geroldseck (Petit-) donjon 52 4

Geroldseck (Petit-) enceinte ouest logis-sud 53 4

Geroldseck (Petit-) enceinte est logis-sud 109 4

Geroldseck (Petit-) enceinte logis-nord 110 1

Girbaden (Nouveau-) donjon 18 3 3

Girbaden (Nouveau-) enceinte 111 3 3

Girbaden (Vieux-) enceinte sud 4 1 1

Girbaden (Vieux-) enceinte nord 54 1

Girbaden (Vieux-) fausses braies 33 4

Girbaden (Vieux-) mur transversal 55 4

Greifenstein (Grand-) donjon 56 1 1

Greifenstein (Petit-) donjon 34 4

Gutenberg donjon 113 4



116

Nom El�ement
Num�ero

t
P�eriode A�ectation

Hagelschloss enceinte dans foss�e 16 3

Hagelschloss enceinte basse-cour 57 4

Hagelschloss donjon 114 1

Hagelschloss mur renvers�e et enceinte ouest haut-château 115 1

Haut-Barr tour rocher nord 5 1 1

Haut-Barr tour du puits 58 4

Haut-Barr donjon du rocher nord 117 3

Haut-Koenigsburg bouclier roman 6 1 1

Haut-Koenigsburg donjon 62 1 1

Haut-Ribeaupierre donjon 25 4 3

Heidenschlossfels pierres au sol 112 4

Helfenstein enceinte ext�erieure sud 35 5 1

Herrenstein bouclier 13 2 3

Herrenstein bastion 16�e 99 6 1

Herrlisheim 36 5 5

Hohenburg enceinte ouest 26 4 4

Hohenburg mur adoss�e au rocher au-dessus escalier 97 4

Hohenburg enceinte sud 98 4 4

Hohenfels logis 37 5 4

Hohenfels enceinte du ressaut rocheux 96 1

Hohenstein donjon 59 1

Hohenstein enceinte est 94 4

Hohenstein enceinte nord 95 3

Hohnack (Petit-) donjon 60 1 1

Ingwiller tour ronde 93 1

Kronenburg 92 3 4

Landsberg donjon 14 2 2

Landsberg tour d'angle nord-ouest 19 4

Lemberg enceinte nord 91 1

Lichtenberg donjon 90 2 2

Loewenstein pierres au sol 63 4 4

Lutzelburg donjon carr�e au centre fa�cade sud 7 1 1

Lutzelburg donjon carr�e �a côt�e porte 79 2

Lutzelburg donjon pentagonal 118 1 1

Lutzelburg (Hinter-) tour habitat 15 2 2

Lutzelburg (Hinter-) agrandissement noyau primitif 64 4

Lutzelburg (Hinter-) donjon 65 3

Lutzelburg (Vorder-) enceinte ouest 66 3

Lutzelburg (Vorder-) tour primitive 88 2

Lutzelburg (Vorder-) donjon 89 1

Meywihr 67 4 3

Mittelburg / Eguisheim donjon 2 1 1

Nideck inf�erieur donjon 38 5 2

Nideck sup�erieur enceinte 27 4 4
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Nom El�ement
Num�ero

t
P�eriode A�ectation

Ochsenstein enceinte 87 5

Oedenburg enceinte nord logis 28 4

Oedenburg donjon 68 1

Ottrott tour ronde du château primitif 8 1 2

Ottrott-bas châ�nage d'angle 17 2 1

Pfalz / Eguisheim enceinte 61 1

Pierre-Perc�ee donjon 69 2

Ramstein-Baerenthal enceinte logis 71 4 4

Reichenstein donjon 29 4 4

Ringelsberg (Petit-) pierres dans carri�ere 86 2

Ringelstein enceinte est haut-château 72 4

Ringelstein mur contre-bas rocher est 73 1

Ringelstein enceinte ouest 74 4

Rothenburg enceinte haut-château 39 5 5

Saint R�emy tour d'angle sud-est 40 5 1

Saint Ulrich donjon 9 1 1

Saint Ulrich tour-habitat 85 2 1

Salm enceinte est 20 3 4

Scharrachbergheim socle enceinte 84 4

Schoeneck donjon 75 1

Waldeck donjon 41 4 3

Wangenburg enceinte nord 76 3

Wangenburg donjon 83 4

Warthenberg donjon et bouclier 10 1 1

Warthenberg mur transversal 100 1

Wasenburg logis 30 4 1

Wasenburg bouclier 82 4 1

Wasigenstein (Grand-) donjon 31 4 2

Wasigenstein (Petit-) tour-habitat 42 5 1

Weckmund / Eguisheim donjon 47 1

Wegelnburg enceinte haut-château 81 4 4

Windstein (Nouveau-) tour-habitat 21 3 3

Windstein (Vieux-) tour-habitat château occidental 77 1

Windstein (Vieux-) enceinte sud 78 4

Wineck donjon (châ�nage d'angle) 22 2 4
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons introduit et explicit�e le concept d'analyses "facto-

rielles" de distributions de probabilit�e de vecteurs al�eatoires que nous avons trou-

v�e �a l'�etat latent dans la m�ethode STATIS sur matrices de variance, �elargissant

ainsi les techniques d'investigation des tableaux de donn�ees �a trois indices. Nous

avons illustr�e ce concept par des exemples pour en voir les possibilit�es d'applica-

tion.

Ayant d�e�ni une distance entre distributions de probabilit�e, des techniques de

classi�cation de telles distributions sont possibles. Nous n'avons pas d�evelopp�e

cette piste mais nous en entrapercevons d�ej�a l'int�erêt par exemple pour obtenir

une partition ou une hi�erarchie des malades op�er�es du c�ur pouvant mener �a la

d�e�nition d'un score de sou�rance cellulaire (paragraphe 5.4.2).

Outre cette question, de nombreuses autres questions ont �emerg�e tout au long de

ce parcours. Certaines ont trouv�e des r�eponses mais bien d'autres, faute de temps

ou de m�ethodologies de traitement, sont rest�ees en suspens. Nous en citons les

principales :

{ Calcul de la mesure d'a�nit�e entre deux densit�es de familles de lois de

probabilit�e autres que celles trait�ees.

{ Calcul de la mesure d'a�nit�e entre deux densit�es appartenant �a deux fa-

milles de lois di��erentes.

{ Distribution asymptotique de la mesure d'a�nit�e entre deux densit�es non

gaussiennes.

{ Calcul des r�egions critiques et puissances des tests d'�egalit�e de deux densi-

t�es, tests que l'on peut obtenir �a partir de la distribution asymptotique de

119
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la mesure d'a�nit�e.

{ Etude de la convergence des analyses factorielles de densit�es lorsque les

densit�es sont estim�ees par la m�ethode des noyaux.

{ Dans le cadre de l'analyse en composantes principales, les repr�esentations

sur le premier plan principal sont-elles su�santes ou doit-on aller au-del�a?

Quelle explication donn�ee aux formes de nuages typiques d'un \e�et Gutt-

man"? Quelle pourrait être l'utilit�e du compromis obtenu par cette analyse?

Les repr�esentations obtenues pour des processus gaussiens seraient-elles

aussi r�eguli�eres pour d'autres types de processus?

{ Pour les processus �etudi�es (mouvement brownien, Ornstein-Uhlenbeck,...),

on n'a consid�er�e que l'analyse en composantes principales d'un nombre

�ni de densit�es. Que se passe-t-il si on a un continuum de densit�es? Les

�equations int�egrales que l'on obtiendrait admettent-elles des solutions ?

Lesquelles?

{ Dans le cadre de l'analyse discriminante, quand a-t-on �equivalence entre

deux r�egles parmi les quatre r�egles d'a�ectation propos�ees?

{ Pour des exemples de processus �a �evolution temporelle r�eguli�ere quels se-

raient les pourcentages de bon classement? Seraient-ils meilleurs que dans

l'exemple des châteaux? La hi�erarchie obtenue entre r�egles d'a�ectation

dans l'exemple des châteaux serait-elle identique?

Nous avons syst�ematiquement trait�e l'ensemble des indices des densit�es de

probabilit�es commeun ensemble d'instants. Ceci est principalement dû au fait que

notre travail a toujours �et�e sous-tendu par l'application \datation des châteaux".

Cependant rien ne s'oppose �a l'extension des analyses propos�ees �a des processus

spatiaux, car comme nous l'avons indiqu�e en introduction le temps n'intervient

que comme �el�ement d'interpr�etation par la contigu��t�e de son caract�ere.

En�n un dernier mot sur le concept d'analyses factorielles de distributions de

probabilit�e que nous avons mis en forme avec B. Ycart. Nous avons le sentiment
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qu'au terme de cette �etape, nous n'avons pas encore entrevu toute la richesse et

les limites de ce concept dont \le champ potentiel s'�elargit sans cesse".

C'est l�a la conclusion principale que nous en tirons.
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