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R�esum�e: Ce travail porte sur l'�etude des m�ethodes de d�ecomposition de domaine et leur
application pour r�esoudre des probl�emes de contrôle optimal r�egis par des �equations aux d�eriv�ees
partielles. Le principe de ces m�ethodes consiste �a ramener des probl�emes de grande taille sur
des g�eom�etries complexes en une suite de sous-probl�emes de taille plus petite sur des g�eom�etries
plus simples.

En consid�erant une d�ecomposition sans recouvrement, l'int�erêt de ces m�ethodes pour les pro-
bl�emes de contrôle optimal r�eside au niveau de l'int�egration de l'�equation d'�etat, puisqu'il est
possible de partitionner le probl�eme en une suite de probl�emes plus petits, quitte �a contraindre
les interfaces entre les sous-domaines �a ob�eir �a des conditions de raccordement a�n de d�eduire la
solution globale �a partir des solutions locales. Dans une premi�ere partie, nous �etudions le cas ellip-
tique. Nous consid�erons simultan�ement la minimisation de la fonction coût et des raccordements
sur les fronti�eres entre les sous-domaines. Cette combinaison de probl�emes de minimisation et de
m�ethodes de d�ecomposition de domaine est trait�ee par des techniques de Lagrangien augment�e.
Nous montrons que, sur le domaine d�ecompos�e, le probl�eme initial se r�eduit �a la recherche d'un
point-selle. Une �etude des m�ethodes de Lagrangien nous a permis de choisir une variante d'al-
gorithmes existants dans la litt�erature et de les combiner avec un algorithme de d�ecomposition
de domaine.
Dans la seconde partie, nous d�eveloppons l'extension de cette approche aux probl�emes de contrôle
optimal r�egis par des syst�emes paraboliques en consid�erant uniquement une d�ecomposition en
espace du domaine de calcul.

Dans une derni�ere partie, nous consid�erons une d�ecomposition de domaine avec recouvre-

ment �a chaque pas de la minimisation. D'une part, nous construisons un algorithme parall�ele en

utilisant la m�ethode de Schwarz multiplicative en tant que solveur. Ceci permet de d�eduire natu-

rellement l'�etat adjoint par transposition des syst�emes directs locaux. L'algorithme global d�e�ni

par la m�ethode de minimisation de type quasi-Newton et ce solveur de Schwarz constitue une

m�ethode robuste de r�esolution du probl�eme de contrôle optimal, mais coûteuse. D'autre part, et

plus particuli�erement, pour des probl�emes de grande taille, l'algorithme de type quasi-Newton,

combin�e avec le solveur de Krylov BiCGSTAB pr�econditionn�e par une m�ethode de Schwarz ad-

ditive, est plus comp�etitif dans la mesure o�u l'on obtient de bonnes performances parall�eles. De

nombreux r�esultats sont pr�esent�es pour pr�eciser le comportement des algorithmes d'optimisation

quand ils sont utilis�es avec des m�ethodes de Schwarz.

1. Projet IDOPT, commun �a l'INRIA Rhône-Alpes et au Laboratoire LMC de l'IMAG (l'IMAG
est une f�ed�eration d'unit�es de recherche de l'INPG et/ou de l'UJF, associ�ees au CNRS), BP 53, 38041
Grenoble Cedex 9, France.



Domain decomposition methods:

Application to the solution of
optimal control problems.

Abstract: This work deals with the use of domain decomposition methods to solve optimal
control problems governed by partial di�erential equations. The problem on the whole domain
decomposes into local subproblems with the cost function naturally resulting from the sum of
the local cost functions provided that the perfect matching of the local solutions is preserved on
both the sides of the interface between non-overlapping neighbour subdomains.

In a �rst part, we especially study the elliptic case: we take simultaneously into account the
minimization of the cost function and the links between subdomains. These links are satis�ed
by ensuring the 
ux continuity of the direct state given explicitly on the local system whereas
the continuity constraint is considered with multipliers. The resulting optimization problem is
treated by augmented Lagrangian techniques and is solved thanks to a variant of algorithms
existing in the literature.
In a second part, an extension to optimal control problems governed by parabolic system is
developed considering only a space decomposition of the calculation domain.

In the last part, we combine Schwarz algorithms and optimal control problems using an

overlapping domain decomposition at each step of the minimization process. We design a parallel

algorithm based on a multiplicative Schwarz method used as a solver. The adjoint state is

naturally deduced from the transposition of the local direct. This mixed algorithm constitutes

a robust but expensive method to solve the optimal control problem. For particularly large

problems, another algorithm combining a Quasi-Newton method and a Krylov solver (BiCGSTAB

) preconditioned by an additive Schwarz method is proven to be more competitive since good

parallel e�ciencies are obtained. Results are presented to show the behaviour of the optimization

solvers when Schwarz algorithms are used.
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Introduction.

Les m�ethodes de d�ecomposition de domaine ont r�ecemment suscit�e un grand int�e-

rêt grâce aux progr�es qu'ont connus le d�eveloppement et l'�evolution des architectures

parall�eles. Nous nous int�eressons �a l'application de ces m�ethodes pour la r�esolution de

probl�emes de contrôle optimal r�egis par des �equations aux d�eriv�ees partielles.

Nous traitons dans cette �etude des m�ethodes it�eratives de d�ecomposition de domaine

avec et sans recouvrement. Le plan d�etaill�e de la th�ese est le suivant:

Dans un premier chapitre, nous exposons quelques g�en�eralit�es sur les m�ethodes de

d�ecomposition de domaine, leur historique, les motivations de leur d�eveloppement et nous

en donnons des exemples, �a savoir, les m�ethodes de Schwarz: additive ou multiplicative,

avec ou sans recouvrement. Nous rappelons �egalement dans ce chapitre des r�esultas g�en�e-

raux sur les m�ethodes de Lagrangien et de Lagrangien augment�e que nous utilisons dans

le chapitre 3.

Comme notre but est d'appliquer ces m�ethodes �a des probl�emes de contrôle optimal

particuliers, nous en exposons un probl�eme mod�ele au deuxi�eme chapitre. Des rappels

th�eoriques ainsi que les aspects pratiques de sa r�esolution num�erique sont pr�esent�es.

L'objectif du troisi�eme chapitre est de d�evelopper une m�ethode de d�ecomposition de

domaine sans recouvrement: le domaine de calcul est divis�e en un ensemble de sous-

domaines non recouvrants. Ensuite, nous minimisons simultan�ement la fonction coût et

les raccordements aux interfaces entre les sous-domaines. Ces contraintes suppl�ementaires

de continuit�e sont trait�ees par une technique de Lagrangien augment�e et on montre que

le probl�eme global se r�eduit �a un probl�eme d�ecompos�e de recherche de point-selle. Des

algorithmes sont mis au point et �etudi�es dans le cas du probl�eme mod�ele du chapitre 2.

Pour les applications num�eriques, nous avons utilis�e des outils de programmation sur

les machines �a m�emoire distribu�ee. Le chapitre 4. est consacr�e �a une pr�esentation des

m�ecanismes du calcul parall�ele ainsi que du fonctionnement de la librairie de passage de

messages MPI.

Dans le chapitre 5., des r�esultats num�eriques sont expos�es pour l'application des m�e-
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Introduction.

thodes du chapitre 3. �a un probl�eme de contrôle optimal elliptique. Nous revenons �a la

formulation du chapitre 3. pour une extension aux probl�emes paraboliques et ceci est

d�evelopp�e au chapitre 7. apr�es avoir pr�esent�e des g�en�eralit�es sur les probl�emes de contrôle

optimal gouvern�es par des edp paraboliques au chapitre 6.

Dans le dernier chapitre, nous pr�esentons une variante de m�ethodes de d�ecomposition

de domaine avec recouvrement. Nous d�eveloppons des algorithmes parall�eles bas�es sur les

algorithmes it�eratifs de Schwarz. Nous pr�esentons �egalement divers r�esultats num�eriques

d�ecrivant le comportement des algorithmes de minimisation quand ils sont combin�es avec

des solveurs de Krylov pour r�esoudre les syst�emes direct et adjoint. A la �n du chapitre,

nous passons bri�evement �a l'extension naturelle et directe aux probl�emes de contrôle

optimal dont l'�equation d'�etat est une edp parabolique.
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Chapitre 1 :

G�en�eralit�es et rappels.

Nous exposons ici les principes et g�en�eralit�es relatifs aux deux m�ethodes num�eriques

qui sous-tendent notre expos�e �a savoir les m�ethodes de d�ecomposition de domaine

(MDD) et les algorithmes de Lagrangien augment�e. Nous ne donnons ici que les

th�eor�emes et r�esultats g�en�eraux pour mieux situer notre travail. Nous reviendrons

en d�etail sur les MDD et sur leur impl�ementation comme pr�econditionneur d'un

solveur de Krylov au chapitre 8., et sur l'utilisation de Lagrangien augment�e dans

le cadre d'un probl�eme d'optimisation tout au long de la 1�ere partie.

1.1 M�ethodes de d�ecomposition de domaine:

G�en�eralit�es et historique

1.1.1 Introduction

Au cours de la derni�ere d�ecennie, les machines parall�eles ont connu une grande �evolu-
tion, en particulier en puissance de calcul et en capacit�e de stockage. Les simulations de
probl�emes physiques de l'ordre de la dizaine de millions de degr�es de libert�e sont d�esormais
chose courante et la vitesse d'ex�ecution des codes scienti�ques s'exprime aujourd'hui en
centaines de M
ops (Millions d'op�erations 
ottantes par seconde). D�evelopper des algo-
rithmes bien adapt�es �a de telles machines est donc devenu imp�eratif. Parmi les m�ethodes
qui fournissent de bons algorithmes faciles �a impl�ementer sur des architectures parall�eles
et ayant une base math�ematique tr�es riche, on trouve les m�ethodes de d�ecomposition de
domaine (MDD). Bien qu'elles soient tr�es anciennes puisque la premi�ere remonte �a la �n
du XIX�eme si�ecle avec H. A. Schwarz qui lui donna son nom [Schwarz, 1890], elles ont
suscit�e r�ecemment un grand int�erêt et la litt�erature abondante qui leur est consacr�ee en
t�emoigne.

Tout d'abord, l'expression \d�ecomposition de domaine" poss�ede di��erentes signi-
�cations chez les sp�ecialistes des �equations aux d�eriv�ees partielles :

En calcul parall�ele, la d�ecomposition de domaine se r�ef�ere aux techniques pour
d�ecomposer les donn�ees et cela peut ne pas d�ependre des m�ethodes num�eriques
utilis�ees.
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Chapitre 1.

En analyse asymptotique, d�ecomposer le domaine veut dire diviser le domaine
physique en des domaines mod�elis�es par des �equations aux d�eriv�ees partielles dif-
f�erentes en y ajoutant des conditions bien appropri�ees sur les interfaces entre les
sous-domaines.

Pour les m�ethodes de pr�econditionnement, la d�ecomposition se fait au niveau
des syst�emes lin�eaires qui r�esultent de la discr�etisation des �equations aux d�eriv�ees
partielles. Par cons�equent, les m�ethodes de d�ecomposition de domaine deviennent
plus un outil pour construire de bons pr�econditionneurs que la d�ecomposition en
elle même.

1.1.2 Motivations du d�eveloppement des MDD

Le premier objectif des m�ethodes de d�ecomposition de domaine est de trouver des
solutions e�caces aux probl�emes gouvern�es par des �equations aux d�eriv�ees partielles sur
des g�eom�etries compliqu�ees et leurs approximations sur de tr�es �nes grilles. En e�et, cela
engendre des syst�emes lin�eaires de grande taille et di�ciles �a r�esoudre par des solveurs
directs ou des m�ethodes it�eratives puisque de tels syst�emes sont souvent mal condition-
n�es. Ainsi, les MDD permettent de d�ecomposer le probl�eme initial en des sous-probl�emes
de petite taille et sur des g�eom�etries plus simples. Elles constituent un compromis entre
l'usage de solveurs directs pour le calcul local sur chaque sous-domaine et l'utilisation de
solveurs it�eratifs au niveau des interfaces.
Il faudra ajouter que les m�ethodes de d�ecomposition de domaine fournissent une fa�con
tr�es naturelle de d�eriver des algorithmes bien adapt�es aux machines parall�eles. C'est pour-
quoi, elles ont r�ecemment suscit�e un grand int�erêt du point de vue th�eorique et pratique.
A cet e�et et depuis 1987, une conf�erence internationale se tient annuellement pour pr�e-
senter les nouveaux r�esultats et les diverses applications qui sont recueillis par la suite
dans des \Proceedings" de ces conf�erences, cf. [Glowinski et al., 1988], [Chan et al., 1989],
[Chan et al., 1990], [Glowinski et al., 1991], [Keyes et al., 1992], [Quarteroni et al., 1994],
[Keyes et Xu, 1995], [Glowinski et al., 1996], [Bj�rstad et al., 1998].
Quant aux diverses et importantes raisons qui ont conduit �a la popularit�e de ces m�ethodes,
cela peut être r�esum�e dans le fait qu'elles :

� sont bien adapt�ees aux machines parall�eles dont le d�eveloppement et les caract�eris-
tiques ne cessent de s'accrô�tre,

� poss�edent un int�erêt math�ematique intrins�eque,

� peuvent s'appliquer �a des probl�emes d�e�nis sur des g�eom�etries complexes,

� poss�edent une base th�eorique solide,

� facilitent l'utilisation de sch�emas num�eriques di��erents pour chaque sous-probl�eme,
par exemple, �el�ements �nis, di��erences �nies, m�ethodes spectrales ou de colloca-
tion...
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G�en�eralit�es et rappels.
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Fig. 1.1 { La fameuse �gure de Schwarz.

� et peuvent être combin�ees avec une r�esolution par d'autres m�ethodes telles les m�e-
thodes multi-�echelles ou le ra�nement local de maillage.

Reste aux sp�ecialistes des m�ethodes de d�ecomposition de domaine �a s�electionner des
algorithmes performants tant au niveau de leur temps d'ex�ecution sur machines parall�eles
qu'en ce qui concerne leurs propri�et�es de convergence.

1.1.3 Historique des m�ethodes de d�ecomposition de domaine

La premi�ere m�ethode de d�ecomposition de domaine fut propos�ee par H. A. Schwarz
dans une preuve d'existence pour r�esoudre un probl�eme de Poisson sur un domaine 

de g�eom�etrie complexe (voir �gure 1.1). La m�ethode altern�ee de Schwarz s'applique �a
la r�esolution de probl�emes elliptiques sur un domaine form�e d'une r�eunion de deux sous-
domaines qui se recouvrent et on r�esout alternativement sur chaque sous-domaine le même
probl�eme.

Pour simpli�er, nous allons nous limiter au cas d'un probl�eme elliptique avec des
conditions aux limites de Dirichlet homog�enes :8<

:
��u = f dans 
 = 
1 [ 
2;

u = 0 sur @
:
(1.1)

Avec la d�ecomposition 
 = 
1[
2 telle qu'elle est donn�ee par la �gure 1.1, on initialise
sur 
1 en �xant u0j �1 et pour n � 0, on r�esout alternativement :8>>>><

>>>>:

��un+ 1

2 = f dans 
1;

un+
1

2 = 0 sur @
1 r �1;

un+
1

2 = un sur �1;

(1.2)
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8>>>><
>>>>:

��un+1 = f dans 
2;

un+1 = 0 sur @
2 r �2;

un+1 = un+
1

2 sur �2:

(1.3)

Ce proc�ed�e est alors r�ep�et�e jusqu'�a ce qu'un crit�ere d'arrêt soit v�eri��e, par exemple,
lorsque l'on obtient :

kun+1j �1 � unj �1k � � et kun+1j �2 � unj �2k � �;

ou

kun+1j 
1
� unj 
1

k � � et kun+1j 
2
� unj 
2

k � �:

La convergence vers la solution globale de cet algorithme a �et�e �etablie par Schwarz en
utilisant le Principe du Maximum.
Ensuite, vers les ann�ees 30, Sobolev a decouvert la formulation variationnelle de l'algo-
rithme de Schwarz pour des probl�emes en �elasticit�e lin�eaire [Sobolev, 1936]. Le r�esultat de
Sobolev o�re un point de d�epart pour utiliser l'algorithme pour des probl�emes ne v�eri�ant
pas le principe du maximum.
Puis, en 1988, P.-L. Lions donne une interpr�etation �a cet algorithme �a l'aide d'une formu-
lation variationnelle [Lions, 1988]. Il pr�ecise que la convergence de cette m�ethode d�epend
de la taille du recouvrement �, du pas de discr�etisation h et du diam�etre caract�eristique
des sous-domaines H. Bien entendu, plus le recouvrement � est important et meilleure
sera la convergence. Voir �egalement [Lions, 1989, Lions, 1990].

1.2 La m�ethode de Schwarz classique

La m�ethode altern�ee de Schwarz classique est celle que l'on a pr�esent�ee ci-dessus. On
pr�ecise ici le sens des adjectifs \multiplicatif" et \additif" qui lui sont attribu�es.

1.2.1 M�ethode de Schwarz multiplicative

Ecrivons maintenant le probl�eme (1:1) sous forme variationnelle :

a(u; v) = f(v) 8v 2 V = H1
0 (
) (1.4)

o�u

a(u; v) =

Z



rurvdx et f(v) =

Z



fvdx:

Nous allons interpr�eter maintenant la m�ethode altern�ee de Schwarz en termes de de pro-
jection d'erreur. Pour cela, nous introduisons les formes bilin�eaires a1 et a2, qui sont les
restrictions de a aux sous-espaces V1 et V2 :

a1(u; v) = a(u; v) 8u; v 2 V1 = fu 2 V juj
r
1
g;

a2(u; v) = a(u; v) 8u; v 2 V2 = fu 2 V juj
r
2
g;
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G�en�eralit�es et rappels.

Avec ces notations et en consid�erant les di��erences un+1 � un+
1

2 et un+
1

2 � un, l'algo-
rithme propos�e par Schwarz, sous forme variationnelle, s'�ecrit :

�
a(un+

1

2 � un; v) = f(v)� a(un; v); un+
1

2 � un 2 V1; 8v 2 V1;

a(un+1 � un+
1

2 ; v) = f(v)� a(un+
1

2 ; v); un+1 � un+
1

2 2 V2; 8v 2 V2:
(1.5)

En d�e�nissant l'erreur en par en = u� un, avec u est la solution unique (par le th�eor�eme
de Lax-Milgram) de (1:4) , on aboutit �a :

�
a((un+

1

2 � un)� en; v) = 0; 8v 2 V1;

a((un+1 � un+
1

2 )� en+
1

2 ; v) = 0; 8v 2 V2:
(1.6)

A chaque demi-it�eration, un+1 � un+
1

2 et un+
1

2 � un ne sont autres que les projections
(relativement au produit scalaire induit par a(:; :)) de l'erreur sur V1 et V2 respectivement.
Et les �equations (1:6) s'�ecrivent donc :

�
un+

1

2 = un + Pa1 :e
n;

un+1 = un+
1

2 + Pa2:e
n+ 1

2 ;
(1.7)

ou encore,

�
en+

1

2 = (I � Pa1):e
n;

en+1 = (I � Pa2):e
n+ 1

2 :
(1.8)

D'o�u �nalement,

en+1 = (I � Pa2)(I � Pa1):e
n: (1.9)

Ce qui permet d'interpr�eter l'algorithme de Schwarz altern�e en termes de projections
et corrections successives de l'erreur en sur chacun des sous-espaces Vi. La relation (1:9)
se g�en�eralise facilement dans le cas d'une d�ecomposition en m sous-domaines �a :

en+1 = �i=1
i=m(I � Pai):e

n: (1.10)

et on retrouve donc l'adjectif \multiplicatif" qu'on attribue �a la m�ethode altern�ee de
Schwarz.

Cette \correction successive de l'erreur" s'interpr�ete alg�ebriquement comme une it�e-
ration de Gauss-Seidel par blocs o�u chaque bloc est relatif �a l'op�erateur restreint sur un
sous-domaine. Le degr�e de parall�elisme dans ce cas est moins important puisque chaque
processeur (ou sous-domaine) i doit attendre que la correction soit faite sur les domaines

1; :::
i�1 avant d'entamer son propre calcul.
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1.2.2 M�ethode de Schwarz additive

Une autre fa�con de transformer l'algorithme et accrô�tre son e�cacit�e parall�ele r�eside
en l'�ecriture d'une nouvelle version \additive" qui revient �a projeter l'erreur en simulta-
n�ement sur chaque sous-domaine et �a cumuler par la suite les corrections locales sur le
domaine global. Au niveau algorithmique, cela consiste �a remplacer la condition de Diri-
chlet un+1 = un+

1

2 sur �2 par un+1 = un sur �2. Sous la forme variationnelle, l'algorithme
devient :

en+1 = (I �
i=1X
i=m

Pai):e
n: (1.11)

D'o�u le nom d' \additif" donn�e �a cette m�ethode et qui a �et�e propos�ee au d�epart par M.
Dryja et O. Widlund [Dryja et Widlund, 1989]. Ses propri�et�es sont �etudi�ees dans [Bj�r-
stad, 1987] et [Bramble et al., 1990]. Il faut souligner que la convergence de la m�ethode
de Schwarz additive est moins bonne que sa version multiplicative. En termes alg�ebriques,
elle correspond �a une m�ethode de Jacobi par blocs o�u chaque bloc est relatif �a l'op�erateur
restreint sur un sous-domaine.

Remarque 1.2.1 Dans l'algorithme de Schwarz, les conditions aux limites Dirichlet sur
les bords �i, i = 1; 2 peuvent être remplac�ees par une combinaison de conditions aux
limites Dirichlet et Neumann, ce qui s'�ecrit :

8>>><
>>>:

un+
1

2 + �
@

@�
un+

1

2 = un + �
@

@�
un sur �1;

un+1 + �
@

@�
un+1 = un+

1

2 + �
@

@�
un+

1

2 sur �2:

(1.12)

Ceci nous am�ene �a parler de l'autre variante des m�ethodes de d�ecomposition de do-
maine dites : M�ethodes de d�ecomposition de domaine sans recouvrement.
En e�et, quand le recouvrement entre 
1 et 
2 tend vers 0 (au sens d'une distance quel-
conque), c'est �a dire que les deux sous-domaines n'ont qu'une interface en commun, les
conditions ci-dessus (1:12) sont appel�ees \conditions de transmission de type Robin ou
mixtes".

1.2.3 Version sans recouvrement de la m�ethode de Schwarz:

Algorithme de Lions

Nous exposons l'algorithme de d�ecomposition de domaine sans recouvrement de P.-L.
Lions, qui est inspir�e de la m�ethode originale de Schwarz ci-dessus.
Si nous consid�erons le même probl�eme (1:1) et dans le cas d'une d�ecomposition multido-
maine, l'algorithme de Lions [Lions, 1990] s'�ecrit :
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Algorithme de Lions

Initialisation: Pour tout i : 1 � i � m, soient u0i choisis arbitrairement dans H2(
i)
et s'annulant sur @
 \ @
i.

It�eration: Pour tout n � 0 et i : 1 � i � m, les suites (uni )1�i�m sont calcul�ees par :

8>><
>>:

��un+1i = fi dans 
i;

un+1i = 0 sur @
 \ @
i;

@un+1i

@�ij
+ �iju

n+1
i = �@unj

@�ji
+ �jiu

n
j sur �ij = @
i \ @
j; j 6= i:

(1.13)

o�u �ij = ��ji est le vecteur normal ext�erieur �a 
i en la fronti�ere non vide avec son
voisin 
j et �ij = �ji sont des r�eels strictement positifs.

Nous �enon�cons �egalement un th�eor�eme de convergence de cet algorithme dont la d�e-
monstration est d�etaill�ee dans [Lions, 1990].

Th�eor�eme 1.2.1 Pour tout i : 1 � i � m, uni converge vers uij 
i
dans H1(
i) fai-

blement et en particulier, uni j �ij
converge vers uj �ij

faiblement dans H
1

2 (�ij). De plus,
1

2
(un+1i + unj ) converge vers uj �ij

faiblement dans H
1

2 (�ij), pour tout j 6= i.

Remarque 1.2.2 Dans cet algorithme de Lions, la r�esolution des syst�emes locaux se
fait en parall�ele : �a l'it�eration courante, chaque sous-domaine a besoin d'informations �a
l'it�eration pr�ec�edente, de ses voisins avec lesquels il a des fronti�eres non vides. Plus loin,
nous reviendrons sur les notations de cette derni�ere partie.

1.3 Rappels sur les m�ethodes de Lagrangien et de

Lagrangien augment�e

1.3.1 Rappels et d�e�nitions

Plusieurs probl�emes en physique, m�ecanique, �economie...etc peuvent être �ecrits sous
la forme :

(P ) Minv2V (F (Bv) +G(v)); (1.14)

o�u

- V et H sont deux espaces de Hilbert,

9



Chapitre 1.

- B est une application lin�eaire de V sur H,

- F et G sont deux fonctionnelles convexes, propres, semi-continues inf�erieurement
sur H et V respectivement.

L'id�ee principale de cet algorithme est bas�ee sur l'�equivalence imm�ediate entre le pro-
bl�eme (P ) et

( ~P ) Min(v;q)2W (F (q) +G(v)); (1.15)

avec W = f(v; q) 2 V �H;Bv � q = 0g.
q est donc une variable suppl�ementaire li�ee �a v par la contrainte lin�eaire Bv = q. On a
ainsi d�ecoupl�e F et B et simpli��e le caract�ere non-lin�eaire de (P ).

Lagrangien et Lagrangien augment�e associ�es �a ( ~P )

Soit (v; q; �) 2 V � H � H et on d�e�nit le Lagrangien L associ�e au probl�eme ( ~P )
par

L(v; q; �) = F (q) +G(v) + (�;Bv � q): (1.16)

Et pour tout r � 0, le Lagrangien augment�e est donn�e par

Lr(v; q; �) = F (q) +G(v) + (�;Bv � q) +
r

2
jBv � qj2: (1.17)

Remarque 1.3.1 Le dernier terme de la fonctionnelle Lr est le terme \augment�e" ou
\p�enalisateur"; il permet en fait, de retrouver la solution exacte du probl�eme, quand elle
existe, sans faire tendre le coe�cient r vers l'in�ni.

Propri�et�es des points-selles de L et Lr

Tout d'abord, nous donnons la d�e�nition d'un point-selle du Lagrangien L:

D�e�nition 1.3.1 Un �el�ement (u; p; �) de V �H�H est un point-selle de L s'il v�eri�e

L(u; p; �) � L(u; p; �) � L(v; q; �); (1.18)

pour tout (v; q; �) dans V �H �H: (1.19)

Ce qui implique,

L(u; p; �) = Sup�2HInf(v;q)2V�HL(v; q; �): (1.20)

Le th�eor�eme suivant, dont la d�emonstration d�etaill�ee est dans [Fortin et Glowinski, 1982],
donne la relation entre les points-selles de L et ceux de Lr:

Th�eor�eme 1.3.1 Soit (u; p; �) un point-selle de L sur V �H � H, alors (u; p; �) est
point-selle de Lr, et r�eciproquement. De plus, u est solution de (P ) et on a Bu = p.

10
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1.3.2 Algorithmes de calcul de points-selles de L
r

Les algorithmes utilis�es pour calculer les points-selles de L ou de Lr sont connus sous
le nom d'algorithmes d'Uzawa et sont dûs �a Arrow, Harwicz et Uzawa [Arrow et al., 1958]
et �a Glowinski, Lions et Tr�emoli�eres [Glowinski et al., 1976]. Les plus utilis�es sont ALG1,
ALG2 et ALG3 donn�es dans [Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989] et
que nous pr�esentons ci-dessous dans le cas du probl�eme (P ).

Tout d'abord, nous donnons un premier algorithme et qui est le plus simple des algo-
rithmes de type Uzawa pour calculer un point-selle (u; p; �), quand il existe. Il est construit
de la mani�ere suivante:

Algorithme ALG1

- Initialisation: �0 2 H arbitrairement donn�e,

- �n �etant connu, on calcule un et pn par

Lr(un; pn; �n) � Lr(v; q; �n); 8(v; q) 2 V �H

(un; pn) 2 V �H
(1.21)

- Mise �a jour du multipicateur de Lagrange:

�n+1 = �n +
@Lr

@�
(un; pn; �n) (1.22)

avec
@Lr

@�
(un; pn; �n) = Bun � pn.

Nous pr�esentons �egalement un deuxi�eme algorithme not�e ALG2:

Algorithme ALG2

- Initialisation: p0 et �1 choisis arbitrairement dans H,

- pn�1 et �n �etant connus, on calcule successivement un, pn et �n+1 par

? Calcul de un :

Lr(un; pn�1; �n) � Lr(v; pn�1; �n);8v 2 V;

un 2 V:
(1.23)

? Calcul de pn :

Lr(un; pn; �n) � Lr(un; q; �n);8q 2 H;

pn 2 H:
(1.24)

11
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? Mise �a jour du multiplicateur �n :

�n+1 = �n + �n(Bun � pn); �n > 0: (1.25)

Les syst�emes (1:23) et (1:24) de ALG2 repr�esentent en fait une relaxation avec un seul
balayage du syst�eme (1:21).

Une variante de l'algorithme ALG2 peut être obtenue en �echangeant les rôles des va-
riables v et q de Lr. Pour avoir des rôles sym�etriques de ces deux variables, on peut faire
une premi�ere mise �a jour de � entre les syst�emes (1:23) et (1:24). Il en r�esulte l'algorithme
ALG3:

Algorithme ALG3

- Initialisation: p0 et �1 choisis arbitrairement dans H,

- pn�1 et �n �etant connus, on calcule successivement un, �n+
1

2 , pn et �n+1 par

? calcul de un :

Lr(u
n; pn�1; �n) � Lr(v; p

n�1; �n);8v 2 V;

un 2 V:
(1.26)

? 1�ere mise �a jour de � :

�n+
1

2 = �n + �n(Bu
n � pn�1); �n > 0: (1.27)

? calcul de pn :

Lr(un; pn; �
n+ 1

2 ) � Lr(un; q; �
n+ 1

2 );8q 2 H;

pn 2 H:
(1.28)

? 2�eme mise �a jour de � :

�n+1 = �n+
1

2 + �n(Bu
n � pn); �n > 0: (1.29)

1.3.3 R�esultats de convergence

Nous �enon�cons un th�eor�eme de convergence de l'algorithme ALG2 dont la preuve d�e-
taill�ee est donn�ee dans [Glowinski et Le Tallec, 1989] ou [Fortin et Glowinski, 1982]. Nous
donnerons apr�es les quelques di��erences d'hypoth�eses pour les algorithmes ALG1 et ALG3.
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Th�eor�eme 1.3.2 Supposons v�eri��ees les hypoth�eses suivantes :

(i) Le Lagrangien augment�e Lr admet un point-selle.

(ii) La fonction Lr(:; :;�) est coercive sur V �H pour tout � �x�e, di��erentiable sur V
pour tout q et � �x�es et di��erentiable sur H pour tout v et � �x�es.

(iii) Ou bien F est uniform�ement convexe sur les born�es de H avec B injective et ImB

ferm�e, ou bien G est uniform�ement convexe sur tous les born�es de V .

Alors, si �n v�eri�e

0 < �n = � <
1 +

p
5

2
r; (1.30)

la suite (un; pn; �n) calcul�ee par ALG2 est bien d�e�nie et on a, quand n tend vers l'in�ni,

F (pn) +G(un) �! F (p) +G(u) (= J(u));
un �! u fortement dans V;
pn �! p fortement dans H;
�n �! �? faiblement dans H; (u; p; �?) �etant le point-selle de Lr:

Remarque 1.3.2 Les propri�et�es de convergence d'ALG1 sont les mêmes que celles d'ALG2,
avec la condition sur �n (1:30) remplac�ee par

0 < �0 � �n � �1 < 2r: (1.31)

D'autre part, avec le choix optimal �n = � = r, on montre la convergence d'ALG3. De plus,
des tests num�eriques montrent qu' ALG3 est moins robuste que les deux autres algorithmes,
mais, il peut être plus rapide.

Nous avons vu que la convergence des algorithmes de Lagrangien augment�e n�ecessite
l'existence d'un point-selle. Plus pr�ecis�ement, la recherche d'un point-selle revient �a cher-
cher un multiplicateur de Lagrange et en dimension in�nie, cela s'av�ere tr�es d�elicat. Nous
avons le th�eor�eme suivant qui donne des conditions su�santes d'existence d'un multipli-
cateur pour Lr (ou L) et dont la preuve se trouve dans [Ekeland et Temam, 1974] :

Th�eor�eme 1.3.3 Des conditions su�santes pour assurer l'existence d'un multiplicateur
se r�esumeraient en :

- (P ) admet une solution,

- 9u0 2 V telque J(u0) <1,

- F est continue en u0. (C'est la condition la plus di�cile �a v�eri�er).
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Par ailleurs, en dimension �nie, l'existence d'un point-selle est imm�ediate puisque l'on
minimise une fonctionnelle sous une contrainte lin�eaire d'�egalit�e. Il su�t seulement que
le probl�eme (P ) admette une solution (voir [Fortin et Glowinski, 1982] pour d'autres re-
marques).

Nous pr�esentons dans le paragraphe suivant un r�esultat, dû �a Glowinski et Le Tallec,
qui regroupe des m�ethodes de d�ecomposition de domaine et de Lagrangien augment�e.

1.4 Illustration d'une MDD pour un probl�eme ellip-

tique avec Lagrangien augment�e

Dans [Glowinski et Le Tallec, 1990], on se propose de r�esoudre le probl�eme elliptique
avec des conditions aux limites de Dirichlet :� ��u = f dans 
;

u = 0 sur @
:
(1.32)

Lorsqu'on d�ecompose l'ouvert born�e 
 en deux sous-domaines 
1 et 
2 non-recouvrants
dont on note � l'interface commune, on remarque que le syst�eme elliptique (1:32) peut
être reformul�e par le probl�eme de minimisation suivant

8>>>>><
>>>>>:

Minimiser

2X
i=1

�Z

i

(
1

2
jrvij2 � fvi)dx

�

vi 2 H1(
i);
vi = 0 sur @
;
v1 = q et v2 = q sur �:

Un Lagrangien augment�e est associ�e �a ce nouveau probl�eme qui se r�eduit donc �a la
recherche d'un point-selle de

Lr(vi; q;�i) =
2X

i=1

�Z

i

(
1

2
jrvij2 � fvi)dx +

Z
�

�i(vi � q)d� +
r

2

Z
�

jvi � qj2d�
�

(1.33)

On utilise l'algorithme ALG3 de la section pr�ec�edente pour r�esoudre le nouveau probl�eme.
En �eliminant les multiplicateurs de Lagrange �i et la variable suppl�ementaire q de cet
algorithme, on retrouve exactement la m�ethode altern�ee de Schwarz sans recouvrement
propos�ee par Lions [Lions, 1990].
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Chapitre 2 :

Un probl�eme-mod�ele de contrôle

optimal.

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons �a l'�etude d'un probl�eme de contrôle optimal.

Les g�en�eralit�es et les probl�emes d'existence sont pr�esent�es. En�n, les aspects de

r�esolution de tels probl�emes sont d�etaill�es.

Sont �egalement expos�ees des g�en�eralit�es sur les probl�emes de contrôle optimal r�egis

par des �equations aux d�eriv�ees partielles elliptiques dont la th�eorie est pr�esent�ee

par J.-L. Lions [Lions, 1968] et nous donnons quelques r�esultats fondamentaux.

Ensuite, pour parler des algorithmes de r�esolution, en g�en�eral des algorithmes

de descente et donc n�ecessitant la connaissance du gradient de la fonctionnelle �a

minimiser, nous allons nous consacrer au calcul exact de ce gradient. Pour cela,

nous introduisons un �etat adjoint par le biais d'une formulation Lagrangienne du

probl�eme de contrôle que nous �etudions.

2.1 Position du probl�eme

2.1.1 Qu'est-ce qu'un probl�eme de contrôle?

Dans un premier temps, nous allons donner une d�e�nition du probl�eme auquel nous
allons nous int�eresser dans ce rapport : Probl�eme de contrôle optimal. Une mani�ere
de le formuler est la suivante :

Etant donn�ee une observation yd, peut-on trouver un contrôle
admissible u tel que y(u) = yd o�u y(u) est la solution de
l'�equation d'�etat du probl�eme d�ependant du contrôle?

La formulation du probl�eme de contrôle optimal repose sur une fonctionnelle J �a va-
leurs r�eelles dite fontion coût ou crit�ere qui minimise l'�ecart entre y(u) et yd au sens de
la norme L2, �a laquelle on ajoute un terme qui assure la r�egularit�e du contrôle et l'unicit�e
de la solution.
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Concr�etement, le probl�eme est donn�e par :

Trouver u 2 Uad tel que :

J(u) = inf
v2Uad

J(v)

avec J d�e�nie par:

J(v) =
1

2
(

Z



jy(v)� ydj
2dx+ �

Z



jvj2dx)

C'est un probl�eme de minimisation. Dans le paragraphe suivant, on en donnera les pro-
pri�et�es de base, qui nous seront utiles dans toute la suite de cette �etude.

2.1.2 Des notions et r�esultats th�eoriques en optimisation

Dans ce paragraphe, nous citons quelques r�esultats sur l'existence, l'unicit�e des so-
lutions ainsi que leurs caract�erisations. Nous ne d�emontrons pas tous ces r�esultats et
pour plus de d�etails, nous renvoyons le lecteur aux r�ef�erences suivantes [C�ea, 1971] et
[Faurre, 1986].
Alors, soit un probl�eme d'optimisation dans son cadre plus g�en�eral :

J(u) = inf
v2K

J(v); u 2 K (2.1)

o�u K est un convexe ferm�e non vide d'un espace de Hilbert V sur IR et J est une fonc-
tionnelle d�e�nie sur K �a valeurs dans IR.
Tout d'abord, il faut noter l'importance de l'hypoth�ese de convexit�e de la fonctionnelle J
en optimisation. En e�et, nous avons la proposition :

Proposition 2.1.1 Si la fonctionnelle J est convexe, alors tout minimum local est un
minimum global. Si de plus, J est strictement convexe, le minimum, quand il existe, est
unique.

2.1.3 Sur l'existence d'un optimum

Le th�eor�eme suivant donne un r�esultat g�en�eral sur l'existence de minima :

Th�eor�eme 2.1.1 Si la fonctionnelle J est convexe, semi-continue inf�erieurement et si
lim

jjvjj!+1
J(v) = +1 ou bien le convexe ferm�e K est born�e, alors J admet un minimum.

Avant de donner les caract�erisations des optima, nous rappelons les d�e�nitions sui-
vantes :

20



Un probl�eme-mod�ele de contrôle optimal.

D�e�nition 2.1.1 La d�eriv�ee de la fonctionnelle J au point v dans la direction w est
donn�ee par :

J 0(v;w) = lim
�!0

J(v + �w)� J(v)

�
(2.2)

D�e�nition 2.1.2 On dira que J est Gâteaux-d�erivable si w 7! J 0(v;w) de la
d�e�nition.2.1.1 est lin�eaire continue. Dans ce cas, la Gâteaux-d�eriv�ee de J est d�e�nie
par :

(J 0(v); w) = J 0(v;w) (2.3)

D�e�nition 2.1.3 Si on a :

J(v + w) = J(v) + (J 0(v); w) + o(w) o�u lim
jjwjj!0

o(w)

jjwjj
= 0; (2.4)

on dira que J est Fr�echet-d�erivable et de Fr�echet-d�eriv�ee J 0(v) au point v.

Par ailleurs, les Fr�echet et Gâteaux-d�eriv�ees sont li�ees par :

Proposition 2.1.2 La Fr�echet-d�erivabilit�e entraine la Gâteaux-d�erivabilit�e.
La r�eciproque est vraie �a condition que la Gâteaux-d�eriv�ee J 0(v) soit continue en v.

On va donc pouvoir �enoncer un th�eor�eme important en optimisation convexe :

Th�eor�eme 2.1.2 Soit J : K �! IR une fonctionnelle convexe et Gâteaux-d�erivable.
Un �el�ement u de K est un minimum de J si et seulement si :

8<
:

(J 0(u); v � u) � 0 8v 2 K cas avec contraintes : In�equation d'Euler
ou

J 0(u) = 0 K = V cas sans contraintes : Equation d'Euler

2.2 Probl�eme-mod�ele de contrôle optimal

2.2.1 Exemple: Contrôle distribu�e

Pour simpli�er cette �etude et pour ne pas avoir de lourdes notations, nous consid�erons
un probl�eme de contrôle optimal distribu�e r�egi par une �equation aux d�eriv�ees partielles
elliptique et donn�e par :
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(P) J(u) = inf
v2Uad

J(v); u 2 Uad (2.5)

o�u

J(v) =
1

2
(

Z



jy(v)� ydj
2dx+ �

Z



jvj2dx);

- 
 est un ouvert convexe born�e de IRq (q = 2 ou 3),

- � est la fronti�ere de 
 suppos�ee su�samment r�eguli�ere,

- Uad, l'espace des contrôles admissibles, est un convexe ferm�e de L2(
),

- yd l'�etat d�esir�e, est pris dans L2(
),

- � est un r�eel strictement positif.

- Pour f 2 L2(
), y(v) est la solution de l'�equation d'�etat :

(Dir)

8<
:
��y(v) = f + v dans 
;

y(v) = 0 sur � = @
:
(2.6)

Proposition 2.2.1 Le syst�eme (Dir) admet une solution unique y(v). De plus, l'appli-
cation u 7! y(u) est a�ne continue de Uad sur H1(
).

Proposition 2.2.2 Le probl�eme (P) admet une solution unique u 2 Uad.

Preuve : On montre facilement que la fonctionnelle J est continue et strictement
convexe. De plus, Uad est un convexe ferm�e suppos�e non vide de L2(
).
D'autre part, limkvk!+1 J(v) = +1, alors, d'apr�es le th�eor�eme 2.1.1, J admet un mini-
mum unique u 2 Uad.

2.2.2 Interpr�etation Lagrangienne

On remarque que la fonctionnelle J d�epend explicitement de v par l'interm�ediaire du
terme de r�egularisation et implicitement par le premier terme \y(v)".
On peut donc consid�erer v et y comme ind�ependants en assimilant les �equations liant v et

y �a des contraintes d'un type particulier. Ainsi, on peut poser J(v)
d�ef
= J(v; y(v)) = J(v; y)

de telle sorte que J op�ere sur Uad �H1(
).
Et le probl�eme (P) s'�ecrit autrement, soit

22
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(Pbis)

8>><
>>:

Minimiser J(v; y)

v 2 Uad; y 2 H1(
);
y et v li�es par (Dir):

(2.7)

Nous sommes donc devant un probl�eme d'optimisation dont les variables sont v et y
soumis �a la contrainte donn�ee par (Dir) �a laquelle nous allons associer un multiplicateur
de Lagrange. On associe alors �a (Pbis) le Lagrangien L d�e�ni par :
L : Uad �H1(
)�H1(
) �! IR et tel que :

L(v; z; q) = J(v; z)� a(z; q) + (f; q) +

Z



vqdx

On rappelle donc la d�e�nition d'un point-selle de L:

D�e�nition 2.2.1 (u; y; p) est un point-selle de L si et seulement si :

L(u; y; q) � L(u; y; p) � L(v; z; p) 8v 2 Uad; 8(z; q) 2 (H1(
))2:

La proposition suivante permet de ramener le probl�eme (P) �a la recherche d'un point-selle
du Lagrangien L :

Proposition 2.2.3 Si (u; y; p) est un point-selle de L, alors, u est la solution du pro-
bl�eme (P).

Preuve : Soit (u; y; p) un point-selle de L, il v�eri�e donc

L(u; y; q) � L(u; y; p) � L(v; z; p) 8v 2 Uad; 8(z; q) 2 (H1(
))2: (2.8)

Dans l'in�egalit�e de gauche de (2:8), si nous rempla�cons L(:; :; :) par son expression,
nous obtenons

J(u; y)� a(y; q) + (f; q) +

Z



vqdx � J(u; y)� a(y; p) + (f; p) +

Z



updx:

Soit,

a(y; q � p)� (f; q � p) +

Z



u(q � p)dx � 0 8q 2 H1(
):

En posant successivement q = p + ~q et q = p � ~q o�u ~q est quelconque dans H1(
), nous
obtenons

a(y; ~q) = (f; ~q) +

Z



u~qdx � 0 et a(y; ~q) = (f; ~q) +

Z



u~qdx � 0:
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Donc y est la solution de (Dir).

D'autre part, de l'in�egalit�e de droite de (2:8), il vient

J(u; y)� a(y; p) + (f; p) +

Z



updx � J(v; z)� a(z; p) + (f; p) +

Z



vpdx:

Comme y est solution de (Dir), il reste alors

J(u; y) � J(v; z)� a(z; p) + (f; p) +

Z



vpdx; 8(v; z) 2 Uad �H1(
): (2.9)

Ce qui est �equivalent �a

J(u; y) � J(v; z)

8(v; z) 2 Uad �H1(
) tel que a(z; p) = (f; p) +

Z



vpdx;

(2.10)

ou encore

J(u; y) � J(v; z)

8(v; z) 2 Uad �H1(
) tel que v et z li�es par (Dir):
(2.11)

2.2.3 Caract�erisation d'un point-selle de L

Comme L est di��erentiable et convexe par rapport �a chacune de ses variables v et z,
(2:8) est �equivalente �a

(i) (
@L

@q
(v; z; q)j(u;y;p); ' ) = 0; 8' 2 H1(
); (2.12)

(ii) (
@L

@z
(v; z; q)j(u;y;p); ' ) = 0; 8' 2 H1(
); (2.13)

(iii) (
@L

@v
(v; z; q)j(u;y;p); v � u ) � 0; 8v 2 Uad: (2.14)

Ce qui donne les syst�emes suivants:
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8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) Etat direct

�
��y(u) = f + u dans 
;
y(u) = 0 sur �;

(ii) Etat adjoint

�
��p(u) = y(u)� yd dans 
;
p(u) = 0 sur �;

(iii) Condition d'optimalit�e

Z



(p(u) + �u)(v � u)dx � 0; 8v 2 Uad

ou p + �u = 0 cas sans contraintes

(2.15)

Les �equations (2:15) forment le \syst�eme d'optimalit�e" du probl�eme de contrôle
optimal (P).

Proposition 2.2.4 Pour que (u; y; p) soit un point-selle de L sur Uad � V � V , il faut
et il su�t qu'il soit solution du syst�eme (2:15).

Preuve : La condition n�ecessaire est donn�ee par la caract�erisation ci-dessus. la r�eci-
proque repose sur la convexit�e du Lagrangien L en v et z.

Remarque 2.2.1 L'in�equation (resp. l'�equation) (iii) du syst�eme (2:15) n'est autre que
l'in�equation (resp. l'�equation) d'Euler relative au probl�eme d'optimisation (P).

Ce qui nous am�ene a �enoncer le lemme suivant qui donne le calcul direct du gradient
de la fonction coût J en u :

Lemme 2.2.1 Le gradient de la fonction coût J en u est donn�e par

J 0(u) = p + �u: (2.16)

Soit u et v dans L2(
), comme y(u) est une fonction a�ne continue de u, on a

(J 0(u); v � u) =

Z



(y(u)� yd)(y(v)� y(u))dx+ �

Z



u(v � u)dx: (2.17)

Nous allons r�e�ecrire le premier terme de cette �egalit�e. Pour cela, nous utilisons les formu-
lations variationnelles des �etats direct et adjoint du syst�eme d'optimalit�e (2:15), c'est �a
dire,

a(y(u); ') = (f + u; '); 8' 2 V; (2.18)

a(p; �) = (y(u)� yd; �); 8� 2 V: (2.19)

On pose ' = p dans (2:18) pour y(u) et y(v) et on fait la di��erence, il r�esulte

a(y(v)� y(u); p) = (v � u; p): (2.20)

25



Chapitre 2.

Ensuite, on prend � = y(v)� y(u) dans (2:19), il vient

a(y(v)� y(u); p) = (y(u)� yd; y(v)� y(u)): (2.21)

Donc,

(J 0(u); v � u) = (p + �u; v � u) (2.22)

Remarque 2.2.2

@

@v
L(v; z; q)j(u;y;p) = J 0(u) = p+ �u (2.23)

Remarque 2.2.3 Dans le cas sans contraintes, c'est �a dire, Uad = L2(
), le contrôle
optimal est donn�e par :

u = �
p

�

On obtient alors un syst�eme coupl�e en y et p.

2.3 R�esolution num�erique et calcul du gradient

Nous avons vu que l'approche Lagrangienne permet de ramener le probl�eme de contrôle
optimal �a une recherche de point-selle. Cette approche permet �egalement de calculer
l'expression du gradient de la fonctionnelle J �a partir de l'�etat adjoint (ou le multiplicateur
de Lagrange associ�e �a la contrainte donn�ee par l'�equation d'�etat). Nous d�eveloppons ainsi
num�eriquement un algorithme rapide de calcul de gradient de la fonctionnelle coût J

�a minimiser. Ind�ependamment de la nature de l'algorithme d'optimisation choisi, nous
r�esumons les �etapes de calcul de la fonction coût en un point (ou un contrôle) un : J(un)
ainsi que son gradient rJ(un) dans le diagramme de la fugure 2.1.

2.3.1 Algorithmes de minimisation

Pour r�esoudre les probl�emes de contrôle optimal, on a besoin d'algorithmes e�caces
de minimisation. Ces algorithmes reposent tr�es souvent sur les m�ethodes de descente.
La fonctionnelle �a minimiser dans les probl�emes de contrôle que nous allons consid�erer,
�etant quadratique, un premier algorithme tr�es e�cace est l'algorithme de Gradient Conjugu�e.

Algorithme de gradient conjugu�e

Si on consid�ere le cas simple de fonction quadratique J d�e�nie par :

J(x) =
1

2
(Ax; x)� (b; x) (2.24)
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o�u A est une matrice M �M d�e�nie positive et b 2 IRM , le probl�eme de minimisation
�etant donn�e par :

inf
x2IRM

J(x) = J(x�); x� 2 IRM : (2.25)

L'algorithme de gradient conjugu�e s'�ecrit :

Etape 0 : Initialisation

x0 2 IRMdonn�e arbitrairement;
g0 = Ax0 � b

d0 = g0

Puis , pour n � 0, xn, gn et dn connus, on calcule xn+1, gn+1 et dn+1 par :

Etape 1 : Descente

�
Trouver �n 2 IR tel que
J(xn � �nd

n) � J(xn � �dn); 8� 2 IR

xn+1 = xn � �nd
n

gn+1 = Axn+1 � b

(2.26)

Etape 2 : Nouvelle direction de descente

dn+1 = gn+1 + 
nd
n (2.27)

o�u 
n =
(gn; dn)

(Adn; dn)
(2.28)

Faire n = n+ 1 et aller �a (2:26)

Remarque 2.3.1 La m�ethode de Gradient Conjugu�e converge en un nombre �ni d'it�era-
tions (au plus M it�erations dans le cas de (2:24)).

Nous pr�esentons maintenant une autre classe de m�ethodes de minimisation :

M�ethode de quasi-Newton

Le principe des m�ethodes de quasi-Newton est d'utiliser les variations du gradient de
la fonctionnelle �a minimiser entre deux it�er�es successifs; on obtient donc de l'information
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sur le Hessien de cette fonctionnelle.
En g�en�eral, une m�ethode de quasi-Newton est bas�ee sur l'it�eration du processus :

8<
:

xk+1 = xk � �kH
�1
k gk

H�1
k+1 = A(H�1

k ; yk; sk)
(2.29)

o�u yk = gk+1�gk; gk = rJ(xk) est la di��erence des gradients entre deux it�er�es successifs,
sk = xk+1�xk est le pas en x, �k est un pas calcul�e par minimisation de J dans la direction
dk = �H�1

k gk et A est un algorithme de mise �a jour de H�1
k en fonction de yk et sk, o�u

Hk est le Hessien de la fonctionnelle J au point xk: Hk = r2J(xk).
La formule BFGS est l'une des m�ethodes de mise �a jour qui donne de bons r�esultats :

Hk+1 = Hk +
yk 
 yk

hyk; ski
�

(Hksk)
 (Hksk)

hHksk; ski

en ayant utilis�e la notation :

u
 v : IRn �! IR et w 7! (u
 v)w = hv;wiu

avec h:; :i est le produit scalaire ordinaire. Ces formules ont la propri�et�e de conserver la
d�e�nie-positivit�e de Hk si et seulement si hyk; ski est positif.

Pour nos tests num�eriques, nous allons utiliser une impl�ementation de cette m�ethode
r�ealis�ee dans le cadre du projet MODULOPT de l'INRIA par J.-C. Gilbert et C. Lemar�echal
[Gilbert et Lemar�echal, 1989].

Conclusion

Apr�es avoir pos�e et �etudi�e cet exemple de probl�eme de contrôle, on va voir dans le
chapitre qui suit comment on va le reformuler une fois ayant d�ecompos�e le domaine 
.
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y(un)

Modèle    direct

Coût     J(u  )
n

Modèle    adjoint 

p(u  )
n

Gradient   grad J(u  ) 
n

nConnaissant     u

Fig. 2.1 { Sch�ema de calcul du gradient de la fonction coût J .
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Chapitre 3 :

M�ethode de d�ecomposition de

domaine pour le probl�eme de contrôle

optimal.

Nous d�eveloppons dans ce chapitre une m�ethode de d�ecomposition de

domaine sans recouvrement et nous donnons une nouvelle approche

par l'interm�ediaire d'un Lagrangien augment�e que nous associons au

probl�eme de contrôle �etudi�e au chapitre pr�ec�edent sur le domaine

d�ecompos�e. Pour la r�esolution de notre nouveau probl�eme, des algo-

rithmes sont mis au point, �etudi�es et analys�es.

Motivation

Comme nous l'avons vu au premier chapitre, les m�ethodes de d�ecomposition de do-
maine permettent d�esormais, moyennant l'utilisation d'ordinateurs parall�eles, de r�esoudre
des probl�emes de plus en plus complexes issus de la m�ecanique des 
uides, de la m�et�eorolo-
gie et plus g�en�eralement des probl�emes mod�elis�es par des �equations aux d�eriv�ees partielles
(EDP). Dans ce chapitre, nous �evoquons les probl�emes de contôle optimal relevant du do-
maine de la m�et�eo ou l'oc�eanographie qui demandent �a l'heure actuelle de consid�erables
temps de calcul sur des machines même tr�es rapides telles que le CRAY.
Pour l'�etude des probl�emes de contrôle optimal gouvern�es par des EDP, notre motivation
repose donc sur le pro�t que nous pouvons tirer des propri�et�es de ces m�ethodes et sur la
possibilit�e d'utiliser des machines multiprocesseurs dont le progr�es et les d�eveloppements
sont en forte croissance.
Avant d'entamer cette �etude, nous pr�esentons ce qui a �et�e d�ej�a fait dans ce domaine.

3.1 Rappels bibliographiques

Quant �a l'application des m�ethodes de d�ecomposition de domaine aux probl�emes de
contrôle optimal r�egis par des �equations aux d�eriv�ees partielles, plus sp�ecialement des
probl�emes stationnaires, on passe en revue des travaux ayant �et�e faits jusqu'�a pr�esent :
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Tout d'abord, ce furent Bensoussan, Glowinski et Lions [Bensoussan et al., 1973], les
premiers en 1973 �a proposer une m�ethode bas�ee sur des techniques de d�ecomposition-
coordination:
Proc�edant par une d�ecomposition sans recouvrement, la r�esolution du probl�eme initial
est ramen�ee �a la r�esolution d'une suite de sous-probl�emes de même nature sur les sous-
domaines moyennant une formulation par un \Lagrangien g�en�eralis�e". Un algorithme a
�et�e propos�e et des r�esultats ont �et�e obtenus dans le cas d'une d�ecomposition en deux
sous-domaines et la g�en�eralisation �a une d�ecomposition en plusieurs sous-domaines s'en
d�eduisait automatiquement (formellement).
A partir de 1994, J.-D. Benamou [Benamou, 1994, Benamou, 1996] a repris l'�etude des
probl�emes de contrôle optimal avec une d�ecomposition du domaine non recouvrante. Il
a impos�e sur les interfaces entre les sous-domaines, les conditions de transmission intro-
duites par P.-L. Lions dans [Lions, 1988, Lions, 1990]. Ces conditions ont �et�e prises en
compte dans les syst�emes locaux, ce qui a permis de r�eduire le probl�eme sur le domaine
global �a une suite de sous-probl�emes de contrôle optimal locaux coupl�es en �etat direct-�etat
adjoint.
Cette même id�ee a �et�e appliqu�ee par Benamou au contrôle optimal de l'�equation de Helm-
holtz en collaboration avec Despr�es [Benamou et Despr�es, 1997], la preuve de conver-
gence de l'algorithme propos�e �etant inspir�ee de la technique expos�ee par Despr�es dans
[Despr�es, 1991] et [Despr�es, 1993].

D'autre part et dans un autre contexte, rappelons que les probl�emes de contrôle opti-
mal rel�event d'une cat�egorie de probl�emes d'optimisation avec ou sans contraintes. Plus
pr�ecis�ement, nous minimisons une fonctionnelle sous la contrainte d'une �equation aux
d�eriv�ees partielles. A l'instar de cette pr�ecision, nous mentionnons qu'un travail tr�es d�e-
taill�e a �et�e e�ectu�e par X.-C. Tai [Tai, 1995a, Tai, 1995b] pour l'application des m�e-
thodes de d�ecomposition de domaine �a une classe g�en�erale de probl�emes d'optimisation.
Ces m�ethodes sont bas�ees surtout sur une d�ecomposition de la fonctionnelle �a mini-
miser (J(v) =

Pm

i=1 Ji(v)) ou bien sur la d�ecomposition de l'espace de minimisation
(V =

Pm

i=1 Vi) sous certaines hypoth�eses �a v�eri�er. On trouve aussi plus particuli�erement
dans les travaux de M. Espedal et X.-C. Tai [Espedal et Tai, 1997] et K. Kunisch et X.-C.
Tai [Kunisch et Tai, 1997] une application de ces d�ecompositions d'espace ou de la fonc-
tionnelle, aux probl�emes inverses.

Plus r�ecemment, en 1998, J.-L. Lions a repris l'id�ee des m�ethodes de d�ecomposition de
domaine pour les probl�emes de contrôle optimal dans une s�erie de travaux: il d�eveloppe
une m�ethode de d�ecomposition de domaine avec recouvrement bas�ee sur une nouvelle
formulation en introduisant des termes de p�enalisation.
Plus pr�ecis�ement, le terme de p�enalisation intervient au niveau de la formulation varia-
tionnelle de l'�equation d'�etat du probl�eme et on montre ensuite que quand le coe�cient
de p�enalisation tend vers z�ero, on obtient �a convergence, la solution globale �a partir des
solutions locales. La contrainte qu'il faut assurer est celle de la continuit�e des contrôles
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sur les fronti�eres des recouvrements entre les sous-domaines, voir [Lions, 1998a]. Dans le
même contexte, il donne une approche de la stabilisation et du contrôle de syst�emes dis-
tribu�es par des algorithmes parall�eles: il introduit un nouvel algorithme SPA (Stabilization
Parallel Algorithm) [Lions, 1998c] ainsi que son application aux syst�emes hyperboliques
et aux syst�emes de Petrovsky [Lions, 1998b].

D'autre part, dans [Lions et Pironneau, 1998a] et [Lions et Pironneau, 1998b], Lions
et Pironneau proposent, en consid�erant toujours une d�ecomposition de domaine sans re-
couvrement, une autre id�ee bas�ee cette fois sur l'introduction de multiplicateurs dans la
formulation variationnelle des syst�emes directs restreints �a chaque sous-domaine. Ces mul-
tiplicateurs ou \contrôles virtuels" sont ensuite pris en compte dans le nouveau probl�eme
d�ecompos�e par un terme de r�egularisation et on minimise ensuite, simultan�ement par
rapport aux contrôles (les vrais et les virtuels). Pour cela, on suppose que l'existence des
multiplicateurs assure la continuit�e des �etats sur les bords (distincts du bord du domaine
global) des recouvrements entre les sous-domaines.
Et en�n, dans [Leugering, 1997a], [Leugering, 1997b] et [Lagnese et Leugering, 1998], nous
trouvons des travaux de Lagnese et Leugering qui peuvent être directement reli�es aux m�e-
thodes de d�ecomposition de domaine et aux probl�emes de contrôle optimal.

Nous pr�ecisons maintenant les notations et les r�esultats pr�eliminaires qui nous seront
utiles dans toute la suite.

3.2 Pr�eliminaires et notations

Soit 
 un domaine ouvert born�e de IRd (d � 2), on va consid�erer une d�ecomposi-
tion sans recouvrement de 
 en m sous-domaines; c'est �a dire que les sous-domaines ne
communiquent que par leur �eventuelle interface commune, voir (�g. 3.1).


 =
m[
i=1


i [ �; �i = @
 \ @
i; i = 1; :::;m; (3.1)

�ij = @
i \ @
j; i = 1; :::;m; j 6= i; � =
[

1�i6=j�m

�ij; (3.2)

I = fi 2 IN et 1 � i � mg: (3.3)

avec les d�e�nitions suivantes:

� 
i : le sous-domaine i �etant un ouvert de IRd et les 
i sont disjoints deux �a deux,

� �ij : l'interface (resp. les interfaces) entre 
i et 
j s'il a un voisin (resp. si le domaine
i a plusieurs voisins) �etant un sous-ensemble de IRd�1 et � est la r�eunion de toutes
les interfaces,
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Ω
Ω

Γ

Γσ

i
j

i j

i

j

interface

sous-domaine

Fig. 3.1 { Domaine de IR2 (m = 6).

� �i : est le bord de 
i commun avec le bord du domaine global.

Nous rappelons que le probl�eme de contrôle �etudi�e dans le chapitre pr�ec�edent est donn�e
par:

(P) inf
v2Uad

J(v); u 2 Uad (3.4)

o�u

J(v) =
1

2
(

Z



jy(v)� ydj
2dx+ �

Z



jvj2dx)

et y(v) est la solution du syst�eme :

(Dir)

8<
:
��y(v) = f + v dans 
;

y(v) = 0 sur � = @
:
(3.5)

Dans un premier temps, nous avons la proposition suivante qui donne les conditions
�a respecter a�n d'avoir une �equivalence entre la solution de (3:5) sur le domaine global et
ses restrictions sur les sous-domaines resultant de la d�ecomposition :
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Proposition 3.2.1 La restriction sur le sous-domaine 
i de y, la solution de l'�equation
d'�etat, est �egale �a la fonction yi 2 H1(
i) si et seulement si les yi v�eri�ent :
pour tout i 2 I, 8<

:
��yi = fi + vi dans 
i;

yi = 0 sur �i;
(3.6)

en imposant les conditions de continuit�e aux interfaces :

pour i; j 2 I; i 6= j et �ij 6= ;,

yi = yj sur �ij; j 6= i (3.7)

@yi
@�ij

= �
@yj
@�ji

sur �ij; j 6= i (3.8)

o�u fi et vi sont les restrictions respectives de f et v sur 
i et les vi �etant �x�es et �ij est
la normale ext�erieure au sous-domaine 
i en �ij, nous avons �ij = ��ji.

Preuve : Le passage du domaine global aux sous-domaines est �evident.
D'autre part, soient yi, i = 1; :::;m, les solutions locales telles que les contraintes de
continuit�e (3:7) sont v�erif�ees. Alors, il su�t de poser :

y(x) =
mX
i=1

yi(x)�i(x); (3.9)

o�u, �i est la fonction caract�eristique de 
i. Puis, il est clair que y est bien dans H1(
).

Remarque 3.2.1 Il faut noter que les deux �equations (3:7) et (3:8) assurent \ le bon
raccordement" de la solution sur les interfaces. Autrement dit, elles assurent la conti-
nuit�e de la fonction y solution du syst�eme direct sur les interfaces �ij ainsi que la conti-

nuit�e du 
ux
@y

@�ij
.

3.3 Remarques sur les conditions de transmission

Pour bien illustrer les conditions de transmission, examinons le cas d'une d�ecomposi-
tion en deux sous-domaines.
Soit y 2 H1(
) la solution de (Dir) et consid�erons les notations de la section 3.2 dans le
cas o�u m = 2 ce qui revient �a I = f1; 2g.
Prenons maintenant y1 2 H1(
1), y2 2 H1(
2), alors, d'apr�es la proposition 3.2.1, pour
que y1 = yj 
1 et y2 = yj 
2 , il faut et il su�t que :
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8<
:
��y1 = f1 + v1 dans 
1;

y1 = 0 sur �1;
(3.10)

8<
:
��y2 = f2 + v2 dans 
2;

y2 = 0 sur �2;
(3.11)

en y ajoutant les conditions sur l'interface �:

y1 = y2 sur �; (3.12)

@y1
@�12

=
@y2
@�12

sur �: (3.13)

Nous pr�ecisons que pour i = 1; 2, yij � et
@yi
@�ij

(i 6= j) sont respectivement dans H
1

2 (�)

et H� 1

2 (�), voir [Lions et Magenes, 1968]).

Remarque 3.3.1 En e�ectuant une combinaison lin�eaire des conditions limites aux in-
terfaces (3:12); (3:13), on obtient de nouvelles conditions qui lui sont �equivalentes �a condi-
tion que les param�etres �i; �i ci-dessous v�eri�ent �1�2 6= �2�1. Ainsi, les �etats directs
locaux yi; i = 1; 2, deviennent solutions respectives de :8>>>><

>>>>:

��y1 = f1 + v1 dans 
1;
y1 = 0 sur �1;

�1y1 + �1
@y1
@�12

= �1y2 � �1
@y2
@�21

sur �;

(3.14)

8>>>><
>>>>:

��y2 = f2 + v2 dans 
2;
y2 = 0 sur �2;

�2y2 + �2
@y2
@�21

= �2y1 � �2
@y1
@�12

sur �:

(3.15)

Remarque 3.3.2 Les conditions ci-dessus sont dites des conditions de transmission
mixtes et peuvent s'�ecrire dans le cas d'une d�ecomposition en plusieurs sous-domaines,
avec k un r�eel strictement positif :8>>>><

>>>>:

@yi
@�ij

+ kyi =
@yj
@�ij

+ kyj sur �ij; j 6= i;

@yi
@�ji

+ kyi =
@yj
@�ji

+ kyj sur �ij; j 6= i:

(3.16)
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Proposition 3.3.1 Les conditions d'interfaces (3:16) sont �equivalentes aux contraintes

s�epar�ees (3:7) et (3:8) et elles traduisent que les sauts [
@yi
@�ij

+kyi] et [
@yi
@�ij
�kyi] s'annulent

aux fronti�eres entre les sous-domaines.

3.3.1 Reformulation du probl�eme (P)

En divisant le domaine 
 en sous-domaines non recouvrants, la d�ecomposition de la
fonctionnelle J parâ�t tout �a fait naturelle. Elle peut s'�ecrire en fonction des vi et yi,
solutions des syst�emes (3:6), (3:7) et (3:8) :

Jdec(vI; yI) =
mX
i=1

1

2
(

Z

i

jyi(vI)� yd;ij
2dx+ �

Z

i

jvij
2dx)

=
mX
i=1

J i
dec(vi; yi)

o�u J i
dec est la restriction de la fonctionnelle J sur le i�eme sous-domaine.

On peut montrer facilement l'�equivalence :

Minimiser J(v)





 v 2 Uad;
v et y li�es par (3:5):

()

Minimiser Jdec((vi)i2I ; (yi)i2I)















pour i 2 I et j 6= i :
vI 2 Uad;
vi et yi li�es par (3:6);
yi = yj sur �ij;
@yi
@�ij

=
@yj
@�ij

sur �ij:

En e�et, d'une part, prenons la contrainte qui lie l'�etat direct y au contrôle v et qui
est donn�ee par le syst�eme (3.5) du paragraphe 3.2, d'apr�es la proposition 3.2.1. Elle est
�equivalente �a la suite des contraintes sur chaque sous-domaine d�e�nie par (3.6), (3.7) et
(3.8). D'autre part, en posant U i

ad = Uadj 
i
, la r�e�ecriture de la fonctionnelle J comme

somme de fonctions coût locales est �evidente.
Par cons�equent, notre probl�eme sur le domaine global 
 est d�ecompos�e en une suite de
probl�emes sur chaque sous-domaine. Plus loin, nous verrons comment une nouvelle forme
de probl�emes locaux en sera d�eduite.

L'id�ee �a la base de la m�ethode de d�ecomposition de domaine propos�ee ici, est d'introduire
des variables suppl�ementaires !ij a�n d'assurer la continuit�e de la d�eriv�ee normale
et telles que :
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(Dir)i

8>>>>>><
>>>>>>:

��yi = fi + vi dans 
i;

yi = 0 sur �i;

@yi
@�

= !ij sur �ij; i < j;

(3.17)

avec

!ij = !ji 2 H� 1

2 (�ij); j 6= i pour i = 1; :::;m: (3.18)

et on pose la convention de notation : � = �min(i;j);max(i;j).

Dans une d�ecomposition quelconque de 
, chaque sous-domaine 
i poss�ede des inter-
faces �ij avec ses voisins 
j (i < j ou i > j).
Donc, avec la notation ci-dessus, nous avons :

- Si i < j, alors, � = �ij et donc
@yi
@�ij

= !ij ,

- Si i > j, alors, � = �ji = ��ij et donc,
@yi
@�ij

= �!ij.

Il r�esulte alors, pour la formulation variationnelle du syst�eme (Dir)i, queZ

i

ryir'idx =

Z

i

(fi + vi)'idx +
X

(j;i<j:�ij 6=;)

Z
�ij

!ij'id�ij

�
X

(j;i>j:�ij 6=;)

Z
�ij

!ij'id�ij : (3.19)

pour tout 'i 2 H1(
i) et 'i = 0 sur @
.
Par suite, les syst�emes directs locaux seront d�ecoupl�es au niveau de la continuit�e du


ux aux interfaces.

Remarque 3.3.3 Introduire une condition limite de type Neumann dans le syst�eme (3:17)
par l'interm�ediaire de la variable !ij est tr�es proche d'une m�ethode de \Schur dual"
[Roux, 1989] pour r�esoudre un probl�eme elliptique. Dans notre cas, comme l'�equation aux
d�eriv�ees partielles est elle-même une contrainte du probl�eme de contrôle optimal, la condi-
tion de continuit�e de la d�eriv�ee normale seule n'est pas su�sante: il faut de plus imposer
la continuit�e de la fonction sur les interfaces.

Dans toute la suite, on va s'int�eresser �a la d�ecomposition de notre probl�eme de contrôle
et plus pr�ecis�ement �a une m�ethode pour le r�esoudre e�cacement.
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3.4 Formulation Lagrangienne

Au paragraphe pr�ec�edent, la d�ecomposition du domaine a donn�e lieu �a une nouvelle
formulation du probl�eme de contrôle qui garde par ailleurs la structure d'un probl�eme
d'optimisation avec contraintes. La fonctionnelle J d�ecompos�ee est alors fonction des
variables vi, yi et implicitement des !ij puisqu'elles interviennent indirectement dans le
syst�eme (3:17). Le probl�eme (P) devient

(P)dec

8>>>><
>>>>:

Minimiser Jdec(vI ; yI)








vI 2 Uad
vi; !ij et yi li�es par (Dir)i i = 1; :::;m
yi = yj sur �ij; j 6= i:

Pour traiter les contraintes de ce nouveau probl�eme de minimisation, introduisons des
multiplicateurs de Lagrange relativement �a chaque contrainte et r�e�ecrivons notre probl�eme
en 3 �etapes:

3.4.1 1�ere �etape : D�e�nition du Lagrangien pour le probl�eme
d�ecompos�e

Nous pr�esentons dans un premier temps les notations qui nous seront utiles pour la
suite:

Notations

I = fi 2 IN ; 1 � i � mg; Ji = fj 2 I ; i 6= j et �ij 6= ;g;

J+
i = fj 2 I ; i > j et �ij 6= ;g; J�i = fj 2 I ; i < j et �ij 6= ;g;

U = �i2I U i
ad;

V = �i2I Vi; o�u Vi = f'i 2 H1(
i);'i = 0
mboxsur @
g;

Wij = TrVi j�ij ;

W� = �i2I �j2J�i
Wij ;

W = �i2I �j2Ji Wij :
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Dans toute la suite, on va utiliser les notations (vI; yI) �a la place de ((vi)i2I; (yi)i2I)
et !J pour (!ij)i;j2Ji.

D'une part, on associe �a la contrainte donn�ee par le syst�eme (Dir)i, un multiplicateur
de Lagrange pi et qui sera l'�etat adjoint local. D'autre part, un multiplicateur de Lagrange
�ij sera associ�e �a la contrainte lin�eaire de continuit�e de y sur l'interface �ij, c'est �a dire,
yi = yj sur �ij. Et on d�e�nit le Lagrangien L par

L(vI ; yI ; pI ; !J ; �J) =
X
i2I

J i
dec(vi; yi)�

X
i2I

�Z

i

ryirpidx�

Z

i

(fi + vi)pidx

�

+
X
i2I

X
j2J�i

Z
�ij

!ij(pi � pj)d�ij +
X
i2I

X
j2J�i

(�ij ; yi � yj)ij

Remarque 3.4.1 Le produit scalaire (:; :)ij sur l'espace des traces sur �ij peut être pris
�egal �a celui de L2(�ij), c'est �a dire

(�; �0)ij =

Z
�ij

��0d�ij:

N�eanmoins, pour des raisons de convergence, ce choix sera rediscut�e plus loin lors de
l'�elaboration d'algorithmes de recherche de point-selle.

Remarque 3.4.2 Les 2�eme et 3�eme sommations de l'expression de L proviennent de la
formulation variationnelle (3:19). En e�et, en les sommant sur tous les sous-domaines,
les termes d'interfaces s'�ecrivent

X
i2I

X
j2J�i

Z
�ij

!ijpid�ij �
X
i2I

X
j2J+i

Z
�ij

!ijpid�ij: (3.20)

Or, la 2�eme sommation peut s'�ecrire aussi

X
i2I

X
j2J+i

Z
�ij

!ijpid�ij =
X
j2I

X
j;j<i

Z
�ij

!ijpid�ij

( un changement d'indice et !ij = !ji) =
X
i2I

X
j;i<j

Z
�ij

!ijpjd�ij:

3.4.2 2�eme �etape : Changement de rôle des variables !ij

Remarque 3.4.3 Dans l'expression de Lr, les !ij peuvent être interpr�et�es comme des
multiplicateurs de Lagrange "implicites" pour la continuit�e de l'�etat adjoint sur �ij puis-
qu'ils sont a�ect�es au saut des pi sur les interfaces.
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A l'aide de cette derni�ere remarque, nous pouvons r�e�ecrire le Lagrangien L en donnant
un nouveau rôle aux variables suppl�ementaires !ij, c'est �a dire, nous allons avoir

L( vI; yI| {z }
variables de minimisation

; pI ; !J ; �J| {z }
multiplicateurs

)

3.4.3 3�eme �etape : D�e�nition du Lagrangien augment�e

Pour appliquer la m�ethode de Lagrangien augment�e �a notre probl�eme (Pdec),
la p�enalisation va porter uniquement sur la contrainte de continuit�e sur l'in-
terface �ij. On aura donc consid�er�e \implicitement" une partie des contraintes
impos�ee par la d�ecomposition du domaine via le Lagrangien alors que la conti-
nuit�e du 
ux est donn�ee explicitement dans le syst�eme direct local.

Nous ramenons le probl�eme (Pdec) �a une recherche de point-selle. Ce dernier, quand il
existe, est le même pour le Lagrangien et le Lagrangien augment�e.

Soit r un r�eel positif, nous d�e�nissons le Lagrangien augment�e Lr associ�e au probl�eme
d�ecompos�e par :

Lr(vI; yI ; pI ; !J ; �J ) =
X
i2I

J i
dec(vi; yi)�

X
i2I

�Z

i

ryirpidx �

Z

i

(fi + vi)pidx

�

+
X
i2I

X
j2J�i

Z
�ij

!ij(pi � pj)d�ij +
X
i2I

X
j2J�i

�
(�ij; yi � yj)ij +

r

2
jyi � yjj

2
ij

�

3.5 Relation entre le probl�eme global et le probl�eme

d�ecompos�e

Une fois que nous avons d�ecompos�e le domaine, les questions suivantes se posent :

1. Quel lien existe-il entre le probl�eme sur le domaine global et le même probl�eme apr�es
la d�ecomposition sans recouvrement de ce même domaine?

2. Qu'avons-nous gagn�e de cette d�ecomposition?

Dans ce paragraphe, nous ne consid�erons que le cas simple de produit scalaire L2 sur
l'interface :

(�; �0)ij =

Z
�ij

��0d�ij

Avant de donner une proposition qui r�epond �a ces questions, nous supposons que les
hypoth�eses suivantes sont v�eri��ees :
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Comme Uad est un convexe ferm�e de L2(
), il su�t donc de pr�eserver cette propri�et�e
quand nous passons aux restrictions sur les sous-domaines 
i, c'est �a dire, U i

ad = Uadj 
i

doit être un convexe ferm�e de U i = Uj 
i
.

On suppose aussi

8v 2 Uad alors vi = vj 
i 2 U
i
ad:

Et r�eciproquement, si nous posons : v = (vi)i2I o�u vi 2 U i
ad, alors, v 2 Uad, autrement,

vj 
i = vi, pour tout i 2 I.

Proposition 3.5.1 Si (uI ; yI ; pI ; !J ; �J) est un point-selle de Lr, quand il existe, alors,
pour i 2 I ,

ui = uj 
i
; yi = yj 
i

; pi = pj 
i
;

o�u (u; y; p) est le point-selle du Lagrangien associ�e au probl�eme (P) et u est le
minimum de J .

Preuve : Pour d�emontrer cette proposition, explicitons la caract�erisation d'un point-
selle de Lr, s'il existe, que nous allons noter :

(p:s) = (uI; yI ; pI ; !J ; �J ) (3.21)

c'est �a dire

Lr(uI; yI ; qI; !J ; �J ) � Lr(uI ; yI; pI ; !J ; �J ) � Lr(vI ; zI; pI ; d!J ; �J) (3.22)

pout tout (vI ; zI ; qI; d!J ; �J ) 2 U � V 2 �W� �W�.

Tel qu'il a �et�e d�e�ni, Lr est di��erentiable en chacune de ses variables, alors,
pour tout i 2 I; j 2 Ji, (3:22) est �equivalente �a :

(
@Lr
@pi

(p:s); 'i) = 0 8'i 2 Vi; (3.23)

(
@Lr
@yi

(p:s); 'i) = 0 8'i 2 Vi; (3.24)

(
@Lr
@vi

(p:s); vi � ui) � 0 8vi 2 U
i
ad; (3.25)

(
@Lr
@�ij

(p:s); d�) = 0 8 d� 2 W�; j 2 J�i (3.26)

(
@Lr
@!ij

(p:s); d!) = 0 8 d! 2 W�; j 2 J�i : (3.27)
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Ou encore,

{ �equation en yi :

Z

i

ryir'idx =

Z

i

(fi + vi)'idx+
X
j2J�i

Z
�ij

!ij'id�ij

�
X
j2J+i

Z
�ij

!ij'id�ij; 8'i 2 Vi; (3.28)

ce qui n'est autre que la formulation variationnelle du syst�eme direct local (3:17)
sur le sous-domaine 
i.

{ �equation en pi :

Z

i

ryir'idx =

Z

i

(yi � yd;i)'idx+
X
j2Ji

�
(�ij; 'i)ij +

r

2
(yi � yj; 'i)ij

�
8'i 2 Vi;

obtenue en di��erentiant Lr par rapport �a yi. Or, par la formule de Green, nous avons

Z

i

rpir'idx =

Z

i

(��pi)'idx+
X
j2Ji

Z
�ij

@pi
@�ij

'id�ij ; 8'i 2 Vi: (3.29)

Par cons�equent, nous avons

(Adj)i

8>>>>>><
>>>>>>:

��pi = yi � yd;i dans 
i;

pi = 0 sur �i;

@pi
@�ij

= �ij + r(yi � yj) sur �ij; j 2 Ji:

(3.30)

D'autre part, soit j l'indice du domaine voisin au i�eme sous-domaine, la di��erentia-
tion de Lr par rapport �a yj implique

@pj
@�ji

= ��ij � r(yi � yj) = �
@pi
@�ij

sur �ij:

Donc, on obtient la continuit�e du 
ux des pi sur les interfaces entre les sous-domaines.
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{ �equation en ui: Z

i

(pi + �ui)(vi � ui)dx � 0 8vi 2 Uad: (3.31)

Soit alors, v 2 Uad, on pose vi = v j
i
2 U i

ad. Consid�erons ~u = (ui)i2I, alors ~u 2 Uad
et nous avonsZ




(p + �~u)(v � ~u)dx =
X
i2I

Z

i

(pi + �ui)(vi � ui)dx � 0: (3.32)

Or, un tel ~u, quand il existe, est unique, donc, n�ecessairement

~u = u:

{ �equations en !ij et �ij :
Elles sont donn�ees respectivement par

pi = pj sur �ij; (3.33)

yi = yj sur �ij: (3.34)

Nous avons montr�e que les ui, yi et pi sont exactement les restrictions des u, y et p qui sont
les solutions du syst�eme d'optimalit�e du probl�eme (P) sur le domaine global 
. (cf. Cha-
pitre 2. section 2.2.2).

A l'issue de cette preuve, nous donnons les syst�emes qui r�esument la caract�erisation
d'un point-selle (uI; yI ; pI ; !J ; �J ) de Lr :

{ Etat direct local : 8>>>>>><
>>>>>>:

��yi = fi + ui dans 
i;

yi = 0 sur �i;

@yi
@�

= !ij sur �ij (j 2 Ji):

(3.35)

{ Etat adjoint local :

8>>>>>><
>>>>>>:

��pi = yi � yd;i dans 
i;

pi = 0 sur �i;

@pi
@�ij

= �ij + r(yi � yj) sur �ij (j 2 Ji):

(3.36)
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{ Condition d'optimalit�e locale :

Z

i

(pi + �ui)(vi � ui)dx � 0 8vi 2 U
i
ad: (3.37)

Th�eor�eme 3.5.1 Si (u; y; p) est la solution du probl�eme de contrôle optimal sur le do-
maine global, alors, en posant ui = uj 
i

; yi = yj 
i
; pi = pj 
i

, il existe des multiplica-
teurs !ij et �ij tels que (uI ; yI ; pI ; !J ; �J) soit un point-selle de Lr.

Preuve : D'une part, y et p sont dans H1(
) et d'apr�es les propri�et�es des traces, sur
toute interface �ij entre chaque sous-domaine 
i et son voisin 
j, nous avons la continuit�e
des �etats direct et adjoint, c'est �a dire,

yi = yj sur �ij;
@yi
@�ij

=
@yj
@�ij

sur �ij;

pi = pj sur �ij;
@pi
@�ij

=
@pj
@�ij

sur �ij:

(3.38)

De plus, les restrictions des yi et pi sont dans H
1

2 (�ij) tandis que les
@pi
@�ij

et
@yi
@�ij

sont

dans H� 1

2 (�ij) (cela d�epend de la g�eom�etrie du domaine).
Donc, il su�t de prendre

!ij =
@yi
@�ij

;

�ij =
@pi
@�ij
� r(yi � yj):

(3.39)

D'autre part, consid�erons l'application caract�eristique �i de 
i, nous avons alors,

pi + �ui = (p + �u)�i = 0; pout tout i = 1; :::;m: (3.40)

Dans le cas avec contraintes, nous avons l'in�equation d'Euler sur le domaine global :Z



(p+ �u)(v � u)dx � 0; 8v 2 Uad (3.41)

Soit vi 2 U i
ad, il su�t de prendre dans (3:41)

v = vi sur 
i et v = uj sur 
j ; j 6= i;
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et nous avons la condition d'optimalit�e locale.

Remarque 3.5.1 En posant,

~J i
dec(vi; yi) =

1

2
(

Z

i

jyi � yd;ij
2dx+ �

Z

i

jvij
2dx)

+
X
j2Ji

�
(�ij ; yi � yj)ij +

r

2
jyi � yjj

2
ij

�

les syst�emes (3:35); (3:36) et (3:37) s'interpr�etent donc comme un syst�eme d'optimalit�e
du probl�eme de contrôle optimal local d�e�ni par :

Minimiser ~J i
dec (vi; yi)

(vi; yi) 2 U i
ad � Vi;

vi; yi li�es par (Dir)i:

Les variables �ij et !ij, �etant �x�ees pour ces probl�emes de contrôle optimal locaux, jouent
donc le rôle de recollement des solutions locales.

Une fa�con de con�rmer cette interpr�etation est de consid�erer une formulation Lagran-
gienne de ce sous-probl�eme et on retrouve exactement les syst�emes ci-dessus.

En e�et, on d�e�nit le Lagrangien local associ�e au probl�eme donn�e sur 
i, c'est �a dire,
un Lagrangien local Lir tel que :
pour (vi; yi; pi; (!ij)j; (�ij)j) dans U i

ad � V 2
i � (�j2J�i

Wij)
2, l'on ait :

Lir(vi; yi; pi; (!ij)j; (�ij)j) = J i
dec(vi; yi) +

X
j

((�ij; yi � yj)ij +
r

2
jyi � yjj

2
ij)

�

Z

i

ryirpidx�

Z

i

(fi + vi)pidx

+
X
j2J�i

Z
�ij

!ijpid�ij �
X
j2J+i

Z
�ij

!ijpid�ij :

Enon�cons, maintenant, une proposition donnant une relation entre la d�eriv�ee partielle
de Lir par rapport �a vi et le gradient de ~J i

dec :

Proposition 3.5.2 Si (ui; yi; pi; (!ij)j; (�ij)j) est un point-selle de Lir not�e (p:s)i, alors,

@Lir
@vi

((p:s)i) = pi + �ui = ~J i
dec

0(ui): (3.42)
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Preuve : . Tout d'abord, montrons que yi, la solution du syst�eme (3:35), est a�ne
continue en ui en consid�erant �x�es les !ij . On a :

y(ui) = Aiui + Bi

o�u Ai et Bi sont solutions respectives de8>>>>>><
>>>>>>:

��Bi = f dans 
i;

Bi = 0 sur �i;

@Bi
@�

= !ij sur �ij;

(3.43)

et 8>>>>>><
>>>>>>:

��Ai = ui dans 
i;

Ai = 0 sur �i;

@Ai

@�
= 0 sur �ij:

(3.44)

Il vient donc que

(
@ ~J i

dec

@vi
; vi � ui) =

Z

i

(yi(vi)� yi(ui))(yi(ui)� yd;i)dx+ �

Z

i

ui(vi � ui)dx

+
X
j2Ji

[(�ij; yi(vi)� yi(ui))ij + r(yi(ui)� yj(uj); yi(vi)� yi(ui))ij]

Consid�erons maintenant les formulations variationnelles respectives de (3:35) et (3:36).
Pour tout 'i et �i dans Vi, on a :

Z

i

ryir'idx =

Z

i

(fi + ui)'idx+
X
j2J�i

!ij'id�ij; (3.45)

Z

i

ryir�idx =

Z

i

(yi(ui)� yd;i)�idx+
X
j2J�i

Z
�ij

(�ij + r(yi(ui)� yj(uj)))�id�ij : (3.46)

Ainsi, dans un premier temps, il su�t de prendre 'i = pi dans (3:45) , d'une part pour
le syst�eme en yi(ui) et d'autre part en yi(vi) et de faire une soustraction, ce qui donne :

Z

i

r(yi(vi)� yi(ui))pidx =

Z

i

(pi + �ui)(vi � ui)dx
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et dans un deuxi�eme temps, �i = yi(vi)� yi(ui) dans (3:46) il r�esulte

Z

i

r(yi(vi)� yi(ui))pidx =

Z

i

(yi(vi)� yi(ui))(yi(ui)� yd;i)dx+
X
j2Ji

((�ij ; yi(vi)� yi(ui))ij

+ r(yi(ui)� yj(uj; yi(vi)� yi(ui))ij):

Donc, en identi�ant les deux derni�eres �equations et en rappelant que le produit scalaire
(:; :)ij est celui de L2(�ij), nous retrouvons le r�esultat de la proposition.

Int�eressons-nous maintenant �a un algorithme de r�esolution pour la nouvelle formula-
tion du probl�eme (P)dec.

3.6 Un algorithme de r�esolution

A ce stade, en utilisant la d�ecomposition du domaine, on a r�eduit le probl�eme original
�a une recherche de point-selle du Lagrangien augment�e que nous lui avons associ�e. Nous
d�ecrivons dans cette section une m�ethode it�erative pour r�esoudre notre probl�eme de re-
cherche de point-selle.
Il existe par ailleurs, dans la litt�erature plusieurs algorithmes li�es �a ces m�ethodes Lagran-
giennes, voir par exemple, [Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989]
pour une �etude plus d�etaill�ee des algorithmes de Lagrangien augment�e ainsi que leurs
applications. Nous en avons pr�esent�e quelques rappels au chapitre 1.
Quant �a notre cas de probl�eme, nous allons consid�erer une modi�cation de l'algorithme
ALG1 qui est un algorithme de type Uzawa tir�e de ces mêmes r�ef�erences :
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Algorithme: (Lag-ddm.1)

Etape 0. Initialisation :
Pour tout i 2 I, j 2 J�i , !1

ij, �1ij sont pris dans Wij.

Etape 1. R�esolution de probl�emes de contrôle locaux :
avec !n

ij , �
n
ij connus, pour chaque i 2 I, on calcule uni , y

n
i et pni par :

8>>>>>><
>>>>>>:

��yni = fi + uni dans 
i;

yni = 0 sur �i;

@yni
@�

= !n
ij sur �ij (j 2 Ji):

(3.47)

8>>>>>><
>>>>>>:

��pni = yni � yd;i dans 
i;

pni = 0 sur �i;

@pni
@�ij

= �nij + r(yni � ynj ) sur �ij (j 2 Ji):

(3.48)

Z

i

(pni + �uni )(vi � uni )dx � 0 8vi 2 U
i
ad: (3.49)

Etape 2. Mise �a jour des multiplicateurs :

avec �! et �� deux r�eels strictement positifs, !n+1
ij et �n+1

ij sont donn�es par :

!n+1
ij = !n

ij + �!(pni � pnj ) sur �ij;

�n+1ij = �nij + ��(yni � ynj ) sur �ij:
(3.50)

Faire n � n + 1 et aller �a Etape 1.

Cet algorithme am�ene quelques remarques :

Proposition 3.6.1 L'algorithme \(Lag-ddm.1)" est bien d�e�ni.

Preuve : En e�et, �a l'�etape 1., une fois que les multiplicateurs de Lagrange !n
ij et

�nij sont connus et donc �x�es, d'apr�es la remarque 3.5.1, les syst�emes (3:47), (3:48) et
(3:49) sont �equivalents au sous-probl�eme de contrôle optimal local dont l'�equation d'�etat
est (3:47) et la fonction coût \locale" est donn�ee par :
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~J i
dec(v

n
i ; y

n
i ) = J i

dec(v
n
i ; y

n
i ) +

X
j2Ji

[(�nij ; y
n
i � ynj )ij +

r

2
jyni � ynj j

2
ij]: (3.51)

Remarque 3.6.1 Il est simple de v�eri�er que la fonctionnelle ~J i
dec admet bien sur U i

ad un
minimum qui est le contrôle optimal uni . De plus, dans l'algorithme, l'�etape 1. repr�esente
une boucle (ou it�eration) interne et pour la r�esoudre, nous pourrons utiliser un algorithme
de gradient conjugu�e compte tenu du caract�ere quadratique que pr�eserve la fonction coût
locale.

3.6.1 Interpr�etation de (Lag-ddm.1)

L'�etape 1. de (Lag-ddm.1) correspond �a un probl�eme de contôle optimal local tandis
que les mises �a jour dans l'�etape 2. ne sont autres que la condition n�ecessaire de minimum
par rapport aux variables qnij et l'�etape de descente d'Uzawa relativement aux multipli-
cateurs de Lagrange !n

ij et �
n
ij. Sous forme d'�equations ou in�equations, cela s'interpr�ete

par :

- Etape 1. :

Lr(u
n
I ; y

n
I ;�

n
I ; !

n
J ; �

n
J) � Lr(u

n
I ; y

n
I ; p

n
I ; !

n
J ; �

n
J ) � Lr(v

n
I ; z

n
I ; p

n
I ; !

n
J ; �

n
J )

8vI 2 Uad; 8zi; �i 2 Vi:

- Etape 2. :

!n+1
ij = !n

ij + �!
@Lr
@!ij

(unI ; y
n
I ; p

n
I ; !

n
J ; �

n
J );

�n+1ij = �nij + ��
@Lr
@�ij

(unI ; y
n
I ; p

n
I ; !

n
J ; �

n
J ):

Remarque 3.6.2 Une autre remarque importante est que l'algorithme propos�e se prête
bien au calcul parall�ele. En e�et, les syst�emes (3:47) peuvent être r�esolus ind�ependam-
ment et simultan�ement. Ensuite, les valeurs des yni sur les interfaces sont transmises
mutuellement entre chaque domaine et ses voisins, puis, elles sont utilis�ees pour r�esoudre
encore une fois ind�ependamment et simultan�ement les syst�emes (3:48). Par cons�equent,
une implantation de notre algorithme sur une machine parall�ele est bien adapt�ee.

Remarque 3.6.3 Divers choix de produits scalaires sur l'espace de trace sont possibles.
N�eanmoins, il faut tenir compte de leur in
uence sur la convergence des algorithmes de
Lagrangien augment�e que nous proposons.
Premi�erement, nous pouvons choisir tout simplement le produit scalaire L2(�ij) : il est tr�es

facile �a implanter mais il n'est pas �equivalent au produit scalaire de H
1

2 (�ij). En d�ecoule
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alors une convergence d�ependante du pas de discr�etisation et du nombre de sous-domaines.
Un deuxi�eme choix est celui du produit scalaire induit par l'op�erateur de Laplace-Beltrami
sur l'interface �ij :(���ij) et d�e�ni par :

(�; �0)ij =< (���ij)
1

2�; �0 >; 8�; �0 2 Wij: (3.52)

Ce produit scalaire (3:52) est bien �equivalent �a celui de H
1

2 (�ij). Il est bien adapt�e au
probl�eme d'�elasticit�e non-lin�eaire et ces choix ont �et�e mentionn�es dans un travail d�etaill�e
de Sassi [Sassi, 1993] ainsi que par Le Tallec et Sassi dans [Le Tallec et Sassi, 1995].

Nous exposons maintenant une nouvelle formulation de la m�ethode de d�ecomposition
de domaine propos�ee ci-dessus en consid�erant di��eremment les contraintes de continuit�e
aux interfaces.

3.7 Une nouvelle version de la m�ethode de d�ecompo-

sition

Dans le paragraphe pr�ec�edent, au niveau des interfaces, nous avons seulement d�e-
coupl�e la contrainte de continuit�e sur le 
ux. Nous pourrions aussi d�ecoupler la conti-
nuit�e des y sur les �ij �a condition d'introduire de nouvelles variables suppl�ementaires
(cf. [Bouna��m, 1998]). Nous nous r�ef�erons �a une interpr�etation de R. Glowinski et P. Le
Tallec dans les proceedings de la 3�eme conf�erence sur les m�ethodes de d�ecomposition de
domaine [Glowinski et Le Tallec, 1990] : dans leur �etude et dans le cas d'un probl�eme ellip-
tique, ils ont, par un d�ecouplage des contraintes aux interfaces et par une approche Lagran-
gienne, retrouv�e les conditions de transmission de P.-L. Lions [Lions, 1988], [Lions, 1989]
et [Lions, 1990] (cf. Chapitre 1.).
La di��erence entre cette interpr�etation et la nôtre est que dans [Glowinski et Le Tallec, 1990],
l'EDP elliptique est transform�ee en un probl�eme de minimisation d'une fonction quadra-
tique provenant de la formulation variationnelle du probl�eme initial alors que dans notre
�etude, l'EDP repr�esente une contrainte pour le probl�eme de contrôle optimal - qui est une
minimisation d'une fonction coût.

Consid�erons les contraintes de continuit�e sur l'ensemble des interfaces communes entre
les sous-domaines : Pour i 2 I, j 2 Ji, elles sont donn�ees par :

yi = yj sur �ij: (3.53)

En introduisant de nouvelles variables qij 2 Wij telles que qij = qji et

yi = qij sur �ij; (3.54)

yj = qij sur �ij; (3.55)
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chacune des contraintes ci-dessus est alors propre au sous-domaine auquel elle est associ�ee.
Avec ce changement, notre probl�eme devient :

(Pnew)

Minimiser Jdec((vi)i2I ; (yi)i2I)

pour i 2 I :
vi 2 U i

ad;
vi et yi li�es par (3:17);
yi = qij sur �ij; j 2 Ji:

3.7.1 Formulation du nouveau probl�eme (Pnew)

Comme dans la section pr�ec�edente, nous donnons le Lagrangien augment�e associ�e au
probl�eme de minimisation (Pnew) que l'on notera : Lnewr d�e�ni sur U �V 2� (W�)2�W
et �a valeurs dans IR par :

Lnewr (vI; yI ; pI ; qJ ; !J ; �IJ) =
X
i2I

J i
dec(vi; yi)�

X
i2I

�Z

i

ryirpidx�

Z

i

(fi + vi)pidx

�

+
X
i2I

X
j2J�i

Z
�ij

!ij(pi � pj)d�ij +
X
i2I

X
j2Ji

�
(�ij ; yi � qij)ij +

r

2
jyi � qijj

2
ij

�
:

En adoptant les mêmes notations que pr�ec�edemment, c'est �a dire que pour une variable
x, nous posons :

xI = (xi)i2I ; xIJ = (xij)[i; j; i6=j et �ij 6=; ]; xIJ� = (xij)[i2I et j2J�i ]:

Nous �enon�cons �egalement une proposition liant l'existence d'un �eventuel point-selle de
Lnewr avec la solution du probl�eme sur le domaine global :

Proposition 3.7.1 Si (uI ; !J ; yI; qJ ; pI ; �IJ) est un point-selle de Lnewr , quand il existe,
alors, pour i 2 I,

ui = uj 
i
; yi = yj 
i

; pi = pj 
i
;

o�u (u; y; p) est la solution du probl�eme (P) ( cf. chapitre 2.)

Preuve : Comme pour la d�emonstration de la proposition 3.5.1, nous donnons la
caract�erisation d'un point-selle de Lnewr qu'on note

(p:s)new = (uI ; yI; pI ; !IJ�; qIJ�; �IJ )

et lorsque l'on di��erentie Lnewr en chacune de ses variables, nous avons les �equations
suivantes :

{ �equation en yi : est la même que (3:17).
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{ �equation en pi :

8>>>>>><
>>>>>>:

��pi = yi � yd;i dans 
i;

pi = 0 sur �i;

@pi
@�ij

= �ij + r(yi � qij) sur �ij; j 2 Ji:

(3.56)

{ �equation en qij :

Pour i 2 I et j tel que �ij 6= ;, nous avons

(�(�ij + �ji)� r(yi � qij)� r(yj � qij); d�)ij = 0 8d� 2 Wij; (3.57)

et il vient que

�ij + r(yi � qij) = ��ji � r(yj � qij) sur �ij; (3.58)

ce qui revient �a �ecrire
@pi
@�ij

= �
@pj
@�ji

.

{ �equations en �ij et !ij :

yi = qij sur �ij; (3.59)

pi = pj sur �ij: (3.60)

{ �equation en ui : est la même que (3:31).

On en d�eduit donc la continuit�e des �etats directs et adjoints et de leurs 
ux aux interfaces.
D'o�u le r�esultat de la proposition.

Quant au choix d'un algorithme de r�esolution, nous nous r�ef�erons une fois encore aux
variantes de l'algorithme d'Uzawa et nous proposons deux variantes des algorithmes issus
de ALG2 et ALG3 dans [Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989]:
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Algorithme: (Lag-ddm.2)

Etape 0. Initialisation :
Pour tout i 2 I, !1

ij, �1ij et q0ij sont pris arbitrairement dans Wij .

Etape 1. R�esolution de probl�emes de contrôle locaux :

avec !n
ij , �

n
ij et qn�1ij connus, pour chaque i 2 I, on calcule uni , y

n
i et pni par :

8>>>>>><
>>>>>>:

��yni = fi + uni dans 
i;

yni = 0 sur �i;

@yni
@�

= !n
ij sur �ij (j 2 Ji):

(3.61)

8>>>>>><
>>>>>>:

��pni = yni � yd;i dans 
i;

pni = 0 sur �i;

@pni
@�ij

= �nij + r(yni � qn�1ij ) sur �ij (j 2 Ji):

(3.62)

Z

i

(pni + �uni )(vi � uni )dx � 0 8vi 2 U
i
ad: (3.63)

Etape 2. Mise �a jour des multiplicateurs :

avec �! et �� deux r�eels strictement positifs, !n+1
ij , qnij et �

n+1
ij sont donn�es par :

!n+1
ij = !n

ij + �!(pni � pnj ) sur �ij;

2rqnij = (�nij + �nji) + r(yni + ynj ) sur �ij;
�n+1ij = �nij + ��(yni � qnij) sur �ij:

(3.64)

Faire n � n + 1 et aller �a Etape 1.
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Algorithme: (Lag-ddm.3)

Etape 0. Initialisation :
Pour tout i 2 I, !1

ij, �1ij et q0ij sont pris arbitrairement dans Wij .

Etape 1. R�esolution de probl�emes de contrôle locaux :

avec !n
ij , �

n
ij et qn�1ij connus, pour chaque i 2 I, on calcule uni , y

n
i et pni par :

8>>>>>><
>>>>>>:

��yni = fi + uni dans 
i;

yni = 0 sur �i;

@yni
@�

= !n
ij sur �ij (j 2 Ji):

(3.65)

8>>>>>><
>>>>>>:

��pni = yni � yd;i dans 
i;

pni = 0 sur �i;

@pni
@�ij

= �nij + r(yni � qn�1ij ) sur �ij (j 2 Ji):

(3.66)

Z

i

(pni + �uni )(vi � uni )dx � 0 8vi 2 U
i
ad: (3.67)

Etape 2. Mise �a jour des multiplicateurs :

avec �! et �� deux r�eels strictement positifs, !n+1
ij , �

n+ 1

2

ij , qnij et �
n+1
ij sont donn�es

par :

!n+1
ij = !n

ij + �!(pni � pnj ) sur �ij;

�
n+ 1

2

ij = �nij + ��(yni � qn�1ij ) sur �ij:

2rqnij = (�
n+ 1

2

ij + �
n+ 1

2

ji ) + r(yni + ynj ) sur �ij;

�n+1ij = �
n+ 1

2

ij + ��(yni � qnij) sur �ij:

(3.68)

Faire n � n + 1 et aller �a Etape 1.

Proposition 3.7.2 Les deux algorithmes \(Lag-ddm.2)" et \(Lag-ddm.3)" sont bien
d�e�nis.
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En e�et, il su�t de remarquer qu'ils forment chacun, une suite de sous-probl�emes de
contrôle optimal locaux dont l'�equation d'�etat, qui est la même pour les deux algorithmes,
est (3:65) et la fonction coût est d�e�nie par

Ĵ i
dec(v

n
i ; y

n
i ) = J i

dec(v
n
i ; y

n
i ) +

X
j2Ji

[(�nij ; y
n
i � qn�1ij )ij +

r

2
jyni � qn�1ij j

2
ij]: (3.69)

Cette s�erie de probl�emes locaux est suivie d'une mise �a jour pour \(Lag-ddm.2)" (resp.
2 mises �a jour pour \(Lag-ddm.3)") des multiplicateurs de Lagrange et des variables
suppl�ementaires qij qui permettent tous ensemble de raccorder les donn�ees du probl�eme
aux zones fronti�eres.

3.7.2 Interpr�etation des algorithmes (Lag-ddm.2) et (Lag-ddm.3)

En analogie avec les algorithmes pr�esent�es dans les rappels sur le Lagrangien augment�e
(cf. section 1.3.2 du chapitre 1.), l'�etape 1. repr�esente ls condition min-max relativement
�a la contrainte donn�ee par l'�equation d'�etat local (sur 
i), cela s'�ecrit �egalement

Lr(u
n
I ; y

n
I ; q

n�1
J ;�nI ; !

n
J ; �

n
J ) � Lr(u

n
I ; y

n
I ; q

n�1
J ; pnI ; !

n
J ; �

n
J ) � Lr(v

n
I ; z

n
I ; q

n�1
J ; pnI ; !

n
J ; �

n
J)

8vI 2 Uad; 8zi; �i 2 Vi;

que l'on peut consid�erer comme un probl�eme de contrôle optimal local (voir proposition
ci-dessus ainsi que l'interpr�etation de (Lag-ddm.1)).Quant �a l'�etape 2., elle repr�esente une
descente d'Uzawa par rapport aux multiplicateurs !n

ij et �
n
ij et la condition n�ecessaire de

minimisation relativement aux variables suppl�ementaires qnij. L'algorithme (Lag-ddm.3)
comprend deux mises �a jour des �nij .

Remarque 3.7.1 Dans l'algorithme \(Lag-ddm.3)", en supprimant les variables �nij; !
n
ij

et qnij dans le cas o�u l'on a \�! = �� = r", de nouvelles conditions aux limites sur les
interfaces sont obtenues :
Pour l'�etat adjoint :

�
@pn+1i

@�ij
+ ryn+1

i =
@pnj
@�ji

+ rynj ; (3.70)

qui sont exactement les conditions aux limites pour les �etats adjoints pi de l'algorithme
Alg2 de [Benamou, 1994, Benamou, 1996].
Pour l'�etat direct :

�
@yn+1i

@�ij
+ rpni =

@ynj
@�ji

+ rpnj ; (3.71)

et dans ce cas, ces conditions pour les yi sont proches de celles donn�ees dans ce même
algorithme Alg2.
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Preuve : Tout d'abord, nous rappelons que les algorithmes propos�es par Benamou re-
posent sur l'utilisation des conditions de transmission introduites et �etudi�ees par Lions.
Comme le syst�eme d'optimalit�e auquel se r�eduit le probl�eme de contrôle optimal est com-
pos�e de syst�emes d'�equations aux d�eriv�ees partielles et d'une in�equation variationnelle,
l'application desdites conditions d'interface (appel�ees aussi de type Robin) se d�eduit sans
di�cult�es, et particuli�erement, dans le cas de probl�emes elliptiques. Nous pr�esentons, ici,
les conditions de transmission l'algorithme Alg2 qui est le plus proche de notre algo-
rithme :

�
@yn+1i

@�ij
+ rpn+1

i =
@ynj
@�ji

+ rpnj ; (3.72)

�
@pn+1i

@�ij
+ ryn+1

i =
@pnj
@�ji

+ rynj : (3.73)

Les syst�emes direct et adjoint locaux, dans ce cas, sont coupl�es et les conditions aux li-
mites sur les interfaces �a l'it�eration (n + 1) utilisent celles sur les domaines voisins et �a
l'it�eration pr�ec�edente. C'est exactement le principe des algorithmes de Schwarz r�e�ecrits
et interpr�et�es par Lions.

Revenons �a la preuve des transformations obtenues ci-dessus. En partant de la condi-
tion aux limites de pn+1i , nous avons

�
@pn+1

i

@�ij
+ ryn+1i = ��n+1ij + rqnij;

= ��
n+ 1

2

ij � ryni + 2rqnij; ( expression de �n+1
ij )

= ��
n+ 1

2

ij � ryni + �
n+ 1

2

ij + �
n+ 1

2

ji + r(yni + ynj ); ( expression de 2rqnij)

= �
n+ 1

2

ji + rynj ;

=
@pnj
@�ji

+ rynj :

Idem, pour les yni , nous partons de l'expression de la condition aux limites Neumann
de yn+1

i sur �ij, c'est �a dire,

�
@yn+1i

@�ij
= �!n+1

ij ;

= �!n
ij � r(pni � pnj );

Donc,

�
@yn+1i

@�ij
+ rpni = �!n

ij + rpnj =
@ynj
@�ji

+ rpnj :

En conclusion, nous remarquons bien que les syst�emes �a r�esoudre dans les di��erents
algorithmes propos�es ne sont pas coupl�es, contrairement aux syst�emes de Benamou.
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3.7.3 Autre formulation de (P)dec

Nous avons remarqu�e que dans l'expression de Lr, les !ij jouent le rôle de multiplica-
teurs implicites (puisqu'ils proviennent de fa�con \naturelle" de la formulation variation-
nelle des �equations en yi). Nous remarquons de plus que si (uI; yI ; qJ ; pI ; !J ; �IJ) de Lnewr ,
il l'est �egalement pour Lbisr qu'on d�e�nit par

Lbisr (uI ; yI; qJ ; pI ; !J ; �IJ ) = L
new
r (uI ; yI; qJ ; pI ; !J ; �IJ ) +

r

2

mX
i=1

X
j2Ji

Z
�ij

jpi � pj j
2d�ij :(3.74)

Une mani�ere �equivalente d'�ecrire Lbisr est d'introduire des variables suppl�ementaires qpij et
noter les qij pr�ec�edemment introduites par des qyij, nous avons alors

Lbisr (vI; yI ; q
y

J ; q
p

J ; pI ; !J ; �IJ ) =
X
i2I

J i
dec(vi; yi)�

X
i2I

�Z

i

ryirpidx�

Z

i

(fi + vi)pidx

�

+
X
i2I

X
j2Ji

�Z
�ij

!ij(pi � qpij)d�ij +

Z
�ij

�ij(yi � qyij)�ij +
r

2

Z
�ij

jyi � qijj
2d�ij

�
:

Le même d�eveloppement que dans les paragraphes pr�ec�edents nous am�ene �a donner la
caract�erisation d'un point-selle de Lbisr (quand il existe) qui di��ere de celui de Lnewr par
les seules conditions aux limites sur les interfaces des syst�emes de yi : (3:17), c'est �a dire,
nous avons le syst�eme suivant :

8>>>>>><
>>>>>>:

��yi = fi + ui dans 
i;

yi = 0 sur �i;

@yi
@�

= !ij + r(pi � qpij) sur �ij (j 2 Ji):

(3.75)

Pour la nouvelle formulation du probl�eme d�ecompos�e, nous nous contentons de donner
uniquement une nouvelle version de l'algorithme (Lag-ddm.3) pour le calcul d'un point-
selle de Lbisr . L'�etape 1. est la même que celle de cet algorithme avec une di��erence sur
les conditions aux limites sur les interfaces �ij. Quant aux doubles mises �a jour de l'�etape
2., elles portent sur les multiplicateurs !n

ij et �
n
ij.
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Algorithme: (Lag-ddm.3bis)

Etape 0. Initialisation :
Pour tout i 2 I, !1

ij, �1ij , qy;0ij et qp;0ij sont pris arbitrairement dans Wij.

Etape 1. R�esolution de probl�emes de contrôle locaux :

avec !n
ij, �

n
ij, qy;n�1ij et qp;n�1ij connus, pour chaque i 2 I, on calcule uni , y

n
i et pni

par : 8>>>>>><
>>>>>>:

��yni = fi + uni dans 
i;

yni = 0 sur �i;

@yni
@�

= !n
ij + r(pni � qp;n�1ij ) sur �ij (j 2 Ji):

(3.76)

8>>>>>><
>>>>>>:

��pni = yni � yd;i dans 
i;

pni = 0 sur �i;

@pni
@�ij

= �nij + r(yni � qn�1ij ) sur �ij (j 2 Ji):

(3.77)

Z

i

(pni + �uni )(vi � uni )dx � 0 8vi 2 U
i
ad: (3.78)

Etape 2. Mise �a jour des multiplicateurs :

avec �! et �� deux r�eels strictement positifs, !
n+ 1

2

ij , �
n+ 1

2

ij , qy;nij , qp;nij , !n+1
ij et �n+1

ij

sont donn�es par :

!
n+ 1

2

ij = !n
ij + �!(pni � qp;n�1ij ) sur �ij;

�
n+ 1

2

ij = �nij + ��(yni � qy;n�1ij ) sur �ij:

qp;nij = (!
n+ 1

2

ij + !
n+ 1

2

ji )=2r + (pni + pnj )=2 sur �ij;

qy;nij = (�
n+ 1

2

ij + �
n+ 1

2

ji )=2r + (yni + ynj )=2 sur �ij;

!n+1
ij = !

n+ 1

2

ij + �!(pni � qp;nij ) sur �ij;

�n+1ij = �
n+ 1

2

ij + ��(yni � qy;nij ) sur �ij:

(3.79)

Faire n � n + 1 et aller �a Etape 1.
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3.7.4 R�e�ecriture des conditions de transmission sur les inter-
faces

Par analogie �a la remarque 3.7.1, nous pouvons �egalement, dans la nouvelle version de
(Lag-ddm.3), �eliminer les variables qp;nij , !n

ij , q
y;n
ij et �nij de l'�etape 2. de (Lag-ddm.3bis).

Nous retrouvons les mêmes conditions de transmission (3:70) et une l�eg�ere di��erence par
rapport �a celles de pni , i.e., (3:71). En e�et, dans les mises �a jour des !n

ij, on prend �! = r
et nous avons

�
@yn+1

i

@�ij
+ rpn+1i = �!n+1

ij + rqp;nij ;

= �!
n+ 1

2

ij � rpni + 2rqp;nij ; ( expression de !n+1
ij )

= �!
n+ 1

2

ij � rpni + !
n+ 1

2

ij + !
n+ 1

2

ji + r(pni + pnj ); ( expression de 2rqp;nij )

= !
n+ 1

2

ji + rpnj ;

=
@ynj
@�ji

+ rpnj :

Ces derni�eres conditions sont exactement celles de l'algorithme Alg2 obtenu par Be-
namou dans [Benamou, 1994, Benamou, 1996].

En r�esum�e, en supprimant les multiplicateurs de Lagrange et les variables suppl�emen-
taires dans l'algorithme (Lag-ddm.3bis), nous retrouvons exactement l'un des algorithmes
de [Benamou, 1994] o�u on montre sa convergence grâce �a des consid�erations de pseudo-
�energie.

3.7.5 Autre consid�eration des conditions limites aux interfaces

Si nous rempla�cons, la contrainte de continuit�e du 
ux sur les bords entre les sous-
domaines

@yi
@�

=
@yj
@�

= !ij sur �ij; (3.80)

par la combinaison

@yi
@�

+ kyi =
@yj
@�

+ kyj = !ij sur �ij; (3.81)

il r�esulte que dans l'algorithme (Lag ddm.3), les conditions d'interfaces des yni et des pni
sont remplac�ees respectivement par

@yni
@�

+ kyni = !n
ij sur �ij; (3.82)

@pni
@�

+ kpni = �nij + ��(y
n
i � qn�1ij ) sur �ij: (3.83)
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Remarque 3.7.2 Si nous supprimons les �nij, !
n
ij et les q

n
ij dans les conditions aux limites

ci-dessus, il vient

�
@yn+1i

@�ij
+ kyn+1i + �!p

n
i = �

@ynj
@�ij

+ kynj + �!p
n
j sur �ij; (3.84)

�
@pn+1i

@�ij
+ kpn+1i + �!y

n
i = �

@pnj
@�ij

+ kpnj + �!y
n
j sur �ij: (3.85)

Ces conditions apparaissent �egalement sur l'un des algorithmes propos�es dans [Benamou, 1994].

Avant de pr�esenter une application de la m�ethode de d�ecomposition de domaine que
nous avons d�evelopp�ee tout au long de ce chapitre, nous allons consacrer le chapitre
suivant �a une introduction et des g�en�eralit�es sur le parall�elisme aussi bien que certains
outils essentiels pour l'implantation des \(Lag ddm.i)," i=1,2,3.
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Chapitre 4 :

Parall�elisme et programmation
par passage de messages.

Le but de ce chapitre est d'exposer des g�en�eralit�es sur le calcul parall�ele.

Nous allons passer en revue le fonctionnement de certaines machines

parall�eles tout en s'attardant sur celles �a m�emoire distribu�ee qui sont

utilis�ees pour l'implantation des r�esultats num�eriques de cette th�ese.

Nous parlons aussi des performances d'un programme parall�ele ainsi

que des caract�eristiques de la programmation par passage de messages

et plus particuli�erement de la librairie MPI.

4.1 Introduction

Tout le monde sait que le travail avance plus rapidement si on le fait �a plusieurs que si
l'on est seul. N�eanmoins, il n'y a pas tr�es longtemps que ce principe a commenc�e �a faire
ses pas dans le monde de l'informatique. En e�et, cela est dû �a deux raisons essentielles :
d'une part, les coûts deviennent plus �elev�es pour la production et le d�eveloppement des
codes et d'autre part, il y a eu d'importants progr�es dans la technologie des micropro-
cesseurs durant les deux derni�eres d�ecennies. Sans oublier pour autant une autre raison,
�economique cette fois, qui a conduit �a de signi�catives �evolutions dans le parall�elisme

et elle concerne la fabrication des calculateurs. Il est �a pr�eciser qu'un calculateur con�cu �a
partir de processeurs de grande s�erie coûte moins cher qu'un superordinateur tr�es rapide.

4.2 Les di��erents types de parall�elisme

Parmi les premiers types de machines parall�eles, nous distinguons les machines vec-
torielles telles que le CRAY: leur fonctionnement est bas�e sur le travail dit \�a la châ�ne".
Viennent ensuite, les premi�eres machines parall�eles un peu plus performantes que les
machines vectorielles et qui ont �et�e constitu�ees de plusieurs processeurs vectoriels tr�es
rapides.

Les machines parall�eles sont divis�ees en deux cat�egories :
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P P P P

Cache Cache Cache Cache

    Mémoire     Partagée

Fig. 4.1 { Architecture parall�ele �a m�emoire partag�ee.

4.2.1 Machines parall�eles �a m�emoire partag�ee

Comme leur nom l'indique, ces machines sont compos�ees d'un seul banc m�emoire de
taille importante auquel acc�edent de fa�con uniforme plusieurs processeurs (voir �gure 4.1).
Cependant, ces architectures connâ�ssent de s�erieuses limitations pour accrô�tre sensible-
ment la puissance de calcul disponible, notamment,

- Les coûts de construction pour ce type de machines sont tr�es �elev�es.

- D'un point de vue conception, l'�evolution mat�erielle de ce type d'architecture est
limit�ee puisque le nombre de processeurs que l'on peut relier de fa�con performante
�a une telle m�emoire ne d�epasse pas 8 ou 16. De plus, le banc m�emoire n'est pas
extensible �a l'in�ni : au del�a d'une certaine limite, les temps d'acc�es �a des zones
di��erentes distantes de la m�emoire ne peuvent être consid�er�es comme constants car
la vitesse de circulation de l'information est born�ee par la vitesse des �electrons dans
la mati�ere.

Une fa�con d'apporter une am�elioration �a ces architectures �a m�emoire partag�ee consiste
�a adopter une architecture de type \distribu�ee". Et c'est cette cat�egorie de machines �a
laquelle nous nous int�eressons dans la suite.

4.2.2 Machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee

Dans ce genre de machines propos�ees par les constructeurs, des n�uds constitu�es d'un
processeur et de sa m�emoire locale, �a laquelle il est le seul �a acc�eder directement, sont
reli�es entre eux grâce �a un r�eseau de communication performant (voir �gure 4.2). Ce der-
nier, outre la connexion entre les processeurs, permet l'�echange de l'information n�ecessaire
pour coordonner leur travail.
Un avantage de cette architecture est son coût relativement moindre compar�ee �a une
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machine con�cue autour d'une m�emoire partag�ee et comportant le même nombre de pro-
cesseurs. En e�et, pour les n�uds d'une telle machine, les constructeurs utilisent g�en�erale-
ment le dernier repr�esentant d'une famille de processeurs ayant d�ej�a fait ses preuves dans
le monde des stations de travail et lui ajoutent de la m�emoire standard \bon march�e".
Du même coup, ils r�eduisent aussi leur investissement logiciel puisque des compilateurs
performants sont disponibles pour ce type de processeurs.

Reste bien sûr �a leur charge la conception d'un r�eseau de communication assez rapide
pour relier au mieux les n�uds de calcul. Et s'il est possible de r�eduire le nombre de com-
munications ou se contenter d'une e�cacit�e parall�ele moyenne, des stations de travail,
reli�ees entre elles par des liaisons Ethernet classiques, peuvent construire un r�eseau de
stations homog�enes ou h�et�erog�enes, ce qui constitue une sorte de \machine parall�ele

du pauvre".

D'autre part, outre leur coût comp�etitif, ces \clusters" de processeurs pr�esentent aussi
l'int�erêt de pouvoir �evoluer facilement et sans surcoût en fonction des besoins de l'utilisa-
teur. Dans le cas des architectures modernes de type SP2 ou CRAY T3D/E par exemple,
on peut ais�ement ajouter des n�uds suppl�ementaires sans d�egrader les preformances de
la machine globale. Mais l'inconv�enient majeur de ce type de machine vient de la forte
hi�erarchisation de la m�emoire : par l'interm�ediaire d'un r�eseau d'interconnexion, l'acc�es �a
une information \distante", c'est �a dire contenue dans la m�emoire d'un autre processeur,
prendra typiquement un temps 1000 fois plus long que pour une information \locale". Pour
obtenir des performances soutenues, il est donc essentiel pour le d�eveloppeur de limiter au
minimum le nombre de ces acc�es distants. C'est le but de la recherche en algorithmique
parall�ele.

4.3 G�en�eralit�es sur les machines SPMD

Si le choix d'une architecture �a m�emoire distribu�ee d�e�nit les carat�eristiques intrin-
s�eques d'une machine, la qualit�e de l'environnement logiciel mis �a disposition du program-
meur joue un rôle consid�erable dans la facilit�e de conception d'un programme parall�ele.
La \vision" qu'a l'utilisateur de la machine est importante. Des compilateurs comme HPF
(High Performance Fortran) peuvent, par exemple, lui �epargner toute gestion des commu-
nications en lui pr�esentant la m�emoire comme un seul bloc accessible par tous les proces-
seurs simultan�ement. Cependant, HPF pr�esente pour l'instant des performances toujours
inf�erieures au mod�ele SPMD (Single Process Multiple Data) combin�e avec l'utilisation
d'une biblioth�eque de passage de messages. C'est ce dernier mode de programmation que
nous adoptons pour la pr�esente �etude.
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Fig. 4.2 { Architecture parall�ele �a m�emoire distribu�ee.

4.3.1 Comment se fait la programmation par \processus com-

municants"?

L'environnement logiciel de programmation par passage de messages ou par \proces-
sus communicants" est une mani�ere plus proche de ce qui se passe r�eellement (voir �gure
4.3). En e�et, chaque processeur ex�ecute une copie du probl�eme et n'a acc�es qu'aux don-
n�ees contenues dans sa propre m�emoire. L'acc�es aux informations distantes doit être g�er�e
explicitement par le programmeur grâce �a des instructions pour envoyer ou recevoir des
messages qui circulent d'un n�ud �a l'autre sur le r�eseau de communication.
Concr�etement, chaque processeur ex�ecute une tâche s�equentielle quand ces tâches sont
ind�ependantes et �a chaque fois qu'il a besoin de donn�ees de chez ses voisins ou �eventuelle-
ment leur en transmettre, intervient donc l'outil du r�eseau pour permettre aux processeurs
de communiquer entre eux ensemble ou en partie.
En r�esum�e, chaque processeur acc�ede donc directement aux donn�ees qui sont \propres �a

lui" mais ne \voit" le monde ext�erieur que par l'interm�ediaire de messages qu'il envoie
ou re�coit et ce sont ces messages qui assurent la coop�eration entre les processeurs pour la
constitution d'un programme structur�e.

Cette fa�con de proc�eder est fournie par de nombreuses biblioth�eques dont nous allons,
plus loin, exposer un exemple \MPI" (Message passing Interface).
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Fig. 4.3 { Exemple de programmation par passage de messages.

4.4 Comment �evaluer les performances d'un programme

parall�ele SPMD?

Pour �nir ces g�en�eralit�es sur le mod�ele SPMD, nous allons voir comment �evaluer les
performances d'un programme parall�ele et encore faut-il pr�eciser que les notions que nous
allons pr�esenter rentrent dans le cas o�u on fait une parall�elisation d'un code dont la version
s�equentielle est d�ej�a existante, ce qui est un peu di��erent du cas o�u l'on peut exhiber des
algorithmes adapt�es aux machines parall�eles tel qu'il s'est pr�esent�e pour notre algorithme
de d�ecomposition de domaine du chapitre pr�ec�edent.

En g�en�eral, il existe plusieurs fa�cons de mesurer les performances d'un ordinateur, �a
savoir, la vitesse de calcul sur des variables r�eelles. Pour les machines parall�eles, plus par-
ticuli�erement, il faut introduire certaines notions telles que l'acc�el�eration ou l'e�cacit�e

d'un programme parall�ele et qui sont d�e�nies par :

L'acc�el�eration : est le rapport du temps d'ex�ecution du programme s�equentiel ou sur un
seul processeur (T1) sur le temps d'ex�ecution de la même application en parall�ele
sur n processeurs (Tn) :

An =
T1

Tn
(4.1)

L'e�cacit�e : est l'acc�el�eration divis�ee par le nombre de processeurs. Elle s'exprime en
g�en�eral sous forme de pourcentage :

En =
An

n
=

T1

nTn
(4.2)
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Mais pour des gains d'ex�ecution appr�eciables, il est capital qu'une grande proportion
du programme soit parall�elisable.
Par exemple, si une fraction du programme p (0 � p � 1) est parall�elisable et si T1 est le
temps CPU sur un processeur, alors Tn, le temps CPU sur n processeurs, est tel que :

Tn =
p

n
T1

|{z}

Temps en parall�ele

+ (1 � p)T1
| {z }

Temps s�equentiel

+ Tcomm(n proc)
| {z }

Temps de communication

(4.3)

Et en rempla�cant dans (4:2), nous avons l'e�cacit�e th�eorique de la loi d'Amdahl :

En =
1

p+ (1 � p)n+
Tcomm(n proc)

T1

(4.4)

Quelques remarques imm�ediates d�ecoulent de la loi d'Amdahl:

D'une part, un code parall�elisable �a 100%, ne n�ecessitant aucune communication, a
une e�cacit�e de 1 et dans tous les autres cas, nous avons En � 1.
D'autre part, il est logique de prendre \ nTn " pour le temps CPU parall�ele puisque l'on
consomme simultan�ement \ Tn " sur chaque processeur. Cette fa�con d'�evaluer les coûts de
calcul peut surprendre, mais, c'est bien ainsi que les centres de calcul facturent le temps
CPU consomm�e.

Contrairement aux bornes th�eoriques de la loi d'Amdahl, qui n'�esp�erent pas un avenir
\positif" du calcul parall�ele, il existe une autre version l�eg�erement di��erente : la loi de

Gustafon [Gustafon, 1988] :
Soient Tn , le temps CPU d'un programme parall�ele sur n processeurs et p la fraction

du code parall�elisable, alors, le temps CPU d'ex�ecution sur un seul processeur est donn�e
par :

T1 = (1� p)Tn + npTn (4.5)

Donc, l'acc�el�eration An et l'e�cacit�e En sont donn�ees respectivement par :

An = (1 � p) + np (4.6)

En =
1 � p

n
+ p (4.7)

A partir de la loi de Gustafon, nous retrouvons une autre notion utilis�ee chez les sp�e-
cialistes du calcul parall�ele : extensibilit�e (ou le terme anglophone \scalability"). Cette
notion traduit le comportement d'un algorithme parall�ele en fonction du nombre de pro-
cesseurs. Nous pouvons, donc, soit augmenter le nombre de processeurs tout en pr�eservant
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la même taille du probl�eme, ou bien augmenter la taille du probl�eme proportionnellement
au nombre de processeurs. Et c'est ce dernier choix qui est le plus avantageux puisque
l'on conserve une charge constante par processeur.

Nous pr�esentons maintenant la biblioth�eque de passage de messages \MPI" qui nous
a servi en grande partie, d'outil de parall�elisation pour cette th�ese.

4.5 Pr�esentation de la biblioth�eque de passage de

messages MPI

4.5.1 Introduction et g�en�eralit�es

L'environnement de passage (ou d'�echange) de messages est l'outil le plus utilis�e pour
la programmation des machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee. Cela revient, d'une part,
�a la simplicit�e de ce mod�ele puisque c'est la mani�ere la plus proche de ce qui se passe
r�eellement dans ces machines et d'autre part, �a son implantation e�cace sur une grande
vari�et�e d'ordinateurs. En outre, les envois-r�eceptions de messages se font grâce �a des
proc�edures stock�ees dans une librairie accessible depuis un code Fortran ou C, ce qui
reste familier au programmeur.

Au cours des 5 derni�eres ann�ees, la biblioth�eque PVM (Parallel Virtual Machine)
[Geist et al., 1993] et l'interface normalis�ee MPI (Message Passing Interface) se sont im-
pos�ees comme des standards. Cependant, dans ce m�emoire, nous nous limiterons au MPI.

La librairie de passage de messages MPI est issue d'un consortium cr�e�e en avril 92 et
r�eunissant des repr�esentants du monde acad�emique et du monde industriel. Ils ont d�ecid�e
d'adopter les structures et les m�ethodes du groupe de travail HPF. Puis, un brouillon de la
premi�ere version MPI.1 a �et�e pr�esent�e �a la �n de l'ann�ee 93 lors du \Supercomputing'93"
et ensuite, la premi�ere version MPI.1 a �et�e achev�ee en avril 94 dans le rapport du forum
MPI [Dongara et al., 1994]. Cette version de MPI vise surtout la portabilit�e et la garantie
de bonnes performances.

4.5.2 Les caract�eristiques de MPI

Une application MPI est un ensemble de processsus autonomes, qui ex�ecutent chacun
leur code et communiquent par des appels �a des sous-programmes de la biblioth�eque MPI.
Ces sous-programmes sont class�es selon les grandes cat�egories suivantes :

a - Gestion de l'environnement

Il existe des interfaces en Fortran ou C et les fonctions pr�esent�ees ci-contre sont celles
du Fortran. Au lancement de MPI, les processus sont membres d'un communicateur par

69



Chapitre 4.

d�efaut MPI COMM WORLD.

MPI INIT : initialise toute application MPI.

MPI FINALIZE : d�esactive l'environnementMPI et une fois lanc�e, aucun autre sous-programme
MPI ne peut être appel�e. Le programmeur, en l'occurence, doit s'assurer que les com-
munications impliqu�ees dans un processus ont �et�e e�ectu�ees avant MPI FINALIZE.

MPI COMM SIZE : renvoie la valeur du nombre de processeurs (nb procs) g�er�es par un
communicateur donn�e.

MPI COMM RANK : permet d'obtenir le rang d'un processus (ce rang est compris entre 0 et
nb procs-1).

b - Communications point �a point

Une communication, dite point �a point, a lieu entre un processus emetteur et un
processus r�ecepteur qui sont identi��es par leur rang dans le communicateur. Les commu-
nications point �a point de base sont :

MPI SEND : envoie un message.

MPI RECV : re�coit un message.

Ces deux sous-programmes comportent chacun une \enveloppe du message" qui renseigne
sur les rangs des processeurs emetteur et r�ecepteur, une �etiquette du message et le nom
du communicateur auquel ils appartiennent.

c - Communications collectives

Une s�erie de communications point �a point peut se faire en une seule op�eration grâce
�a des communications collectives. Les plus importantes fonctions sont :

MPI BARRIER : c'est une \barri�ere" qui synchronise globalement toutes les tâches.

MPI BCAST : di�use des donn�ees �a tous les processeurs.

MPI SCATTER : distribue des donn�ees d'une tâche �a toutes les autres: chacune re�coit des
donn�ees \personnelles".

MPI GATHER : permet la collecte des donn�ees de toutes les tâches en une seule.

MPI ALLGATHER : permet la collecte des donn�ees de toutes les tâches par toutes les tâches.

MPI REDUCE : e�ectue des op�erations globales (somme, produit, max,...) auxquelles prennent
part tous les processeurs. Elle assure, en plus, la synchronisation des tâches.
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MPI ALLREDUCE : est une fonction de r�eduction avec di�usion : en fait, c'est MPI REDUCE

suivi de MPI BCAST.

Deux derni�eres fonctions de MPI, sur les quelles nous n'insisterons pas, sont, notam-
ment, la gestion des groupes et des communicateurs et la d�e�nition de topologies.

Pour la premi�ere, il s'agit de diviser un ensemble de processus pour cr�eer des sous-
ensembles, qui auront chacun son espace de communication ou bien de construire de
nouvelles communications dans le communicateur initial. Concernant la deuxi�eme fonc-
tion, il est int�eressant de pouvoir disposer les processeurs suivant une topologie r�eguli�ere
et cela est tr�es utile pour les m�ethodes de d�ecomposition de domaine puisque l'on est
capable, moyennant la d�e�nition de nouvelles topologies, de d�ecomposer le domaine de
calcul sur l'ensemble des processeurs sous forme de grille par exemple. Chaque processeur
dans ce cas, est identi��e par ses coordonn�ees dans la grille.

4.5.3 Critiques de MPI

Certains buts vis�es par la cr�eation de MPI.1 ont �et�e e�ectivement atteints. Cependant,
restent encore quelques propri�et�es �a ajouter �a cette premi�ere version, ce qui a conduit �a
MPI.2 (2�eme version de MPI) dont un brouillon a �et�e pr�esent�e au \supercomputing'96"
suite �a des travaux entam�es au printemps 95. Les principaux objectifs de MPI.2 r�esident
dans : la gestion dynamique des processus, la communication m�emoire �a m�emoire, la
gestion des entr�ees/sorties pour une bonne 
exibilit�e et en�n l'am�elioration des commu-
nications collectives.

Conclusion

MPI est une librairie conviviale et elle o�re une interface facile �a l'implantation d'al-
gorithmes parall�eles. Cependant, nous attendons un peu plus de son avenir, entre autres,
la mise en place de d�ebogueur et analyseurs de performances portables ainsi que l'intro-
duction de la programmation orient�ee objet avec une interface \C++ / Fortran".
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Probl�eme-test et r�esultats nu-
m�eriques.

Nous pr�esentons sur un probl�eme-test, les applications des algo-

rithmes d�evelopp�es au chapitre pr�ec�edent, compar�es aux r�esultats

sur le domaine global. Leurs analyses et des r�esultats de leur implan-

tation sur une machine parall�ele �a l'aide de la librairie MPI sont expos�es.

5.1 Le probl�eme test

5.1.1 Pr�esentation du probl�eme sur le domaine global

Dans ce chapitre, nous reprenons un probl�eme-test donn�e dans [Bensoussan et al., 1973].
Cela nous permet de faire une comparaison entre les r�esultats obtenus par l'algorithme
propos�e dans leur �etude et ceux de notre algorithme. Nous signalons �egalement que le
même exemple a �et�e repris dans [Benamou, 1994] et dont les conditions de transmission
sont proches des nôtres.

Soit le probl�eme de contrôle \Fronti�ere" sur un domaine rectangulaire 
 de IR2 ( voir
�gure 5.1) dont l'�equation d'�etat est donn�ee par :


 =]0; 4[�]0; 1[�1 �2

�4

�3

Fig. 5.1 { Domaine de Calcul 
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8>><
>>:

��y(v) = f dans 
;
y = 0 sur �3 [ �4;
@y

@�
= v sur �1 [ �2;

(5.1)

o�u


 = ]0; 4[�]0; 1[;
�1 = f0g�]0; 1[; �2 = f4g�]0; 1[;
�3 = ]0; 4[�f0g; �4 =]0; 4[�f1g;
v = (v1; v2) 2 L2(�1)� L2(�2);

et pour tout (x; y) de 
,

f(x; y) = 2(�x2 � y2 + 4x+ y);
yd(x; y) = (x2 � 4x)(y � y2)� 8�:

La fonction coût est d�e�nie par :

J(v) =
1

2
(

Z



jy(v)� ydj
2dx + �

Z
�1[�2

jvj2d�): (5.2)

Donc, sur le domaine global, le probl�eme de contrôle optimal est le suivant :

inf
v2Uad

J(v) = J(u) et u 2 Uad; (5.3)

Uad �etant un convexe ferm�e de L2(�1)� L2(�2).

Tout d'abord, d'apr�es les r�esultats du chapitre 2., le syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees
partielles (5:1) admet une solution unique y(v) dans H1(
) qui d�epend continûment de
la variable de contrôle v.
Ensuite, il est �evident que J est Gâteaux-d�erivable et strictement convexe (car elle est
�-convexe), donc, elle admet un minimum unique dans Uad.

Dans la suite de ce premier paragraphe, nous pr�esentons la m�ethode utilis�ee pour
r�esoudre le probl�eme-test sur le domaine global. La partie de discr�etisation concernant
la minimisation de la fonction coût sera �egalement utilis�ee et reprise dans le cas de la
d�ecomposition du domaine.

5.1.2 Optimisation num�erique

La r�esolution num�erique du probl�eme de contrôle optimal utilise les techniques d'une
fonction coût qui minimise l'�ecart quadratique au sens des moindres carr�es entre la solu-
tion de l'�equation d'�etat et des observations donn�ees.
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direct continu - adjoint continu - gradient continu

?

direct discret
=

direct continu
discr�etis�e

-

adjoint discret
6=

adjoint continu
discr�etis�e

- gradient discret

Fig. 5.2 { Relation mod�ele continu-mod�ele discret

Pour r�esoudre ce probl�eme de minimisation, nous utilisons des algorithmes qui reposent
en g�en�eral sur des m�ethodes de descente et plus pr�ecis�ement sur la recherche d'une direc-
tion de descente. Explicitement, les �etapes de telles m�ethodes se r�esument par : on choisit
arbitrairement un point de d�epart dans l'espace de minimisation, ensuite, le but de l'algo-
rithme est de construire une suite de points qui converge vers le point de contrôle optimal
en faisant diminuer rapidement la fonctionnelle calcul�ee en ces points. La direction qui
relie deux points successifs de cette suite de points est dite \direction de descente". Elle
est calcul�ee aux di��erents points, �a partir du gradient et des valeurs de la fonctionnelle. Il
faut pr�eciser que plus le calcul de cette direction est exact, plus l'algorithme est e�cace
et par cons�equent la convergence est atteinte en moins d'it�erations. Donc, il est indispen-
sable de calculer le plus exactement possible le vecteur gradient discret.
Dans le cas du probl�eme de contrôle optimal gouvern�e par des �equations aux d�eriv�ees
partielles, nous avons vu que, moyennant une formulation Lagrangienne, le gradient de
la fonction coût se calcule de fa�con tr�es simple �a partir de l'�etat adjoint. Encore faut-il
pr�eciser que le gradient que nous calculons est le gradient continu, di��erent du gradient
discret exig�e pour l'optimisation num�erique. Donc, le gradient discret doit être calcul�e
en fonction de l'�etat adjoint discret et non pas de l'�etat adjoint continu discr�etis�e.
Nous r�esumons cette relation entre mod�eles continus discr�etis�es et mod�eles discrets sur le
diagramme 5.2.

Par ailleurs, la programmation de l'�etat adjoint discret \exige le plus grand soin" de
la part du d�eveloppeur a�n d'avoir une bonne transposition du \code direct discret".

Il existe actuellement des logiciels con�cus pour calculer automatiquement le code ad-
joint discret �a partir du code direct. Nous citons ici, le logiciel de di��erentiation au-
tomatique \Odyss�ee", d�evelopp�e dans le projet SAFIR, �a l'INRIA Sophia-Antipolis. Il a
�et�e r�ecemment utilis�e dans un mod�ele m�et�eorologique Meso-NH au sein du projet IDOPT.
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Comme algorithmes de minimisation, nous avons utilis�e les deux m�ethodes vues au
chapitre 2. (paragraphe 2.3.1), �a savoir, l'algorithme de gradient conjugu�e et la m�ethode
de quasi-Newton. Et �a chaque it�eration de l'un de ces algorithmes, il faut calculer les �etats
direct et adjoint discrets. Cela est pr�esent�e dans le paragraphe suivant.

5.1.3 Discr�etisation

Pour revenir �a la r�esolution num�erique de notre probl�eme-test, nous utilisons, pour
discr�etiser l'�etat direct, un sch�ema aux di��erences �nies �a cinq points. Les conditions aux
limites Neumann sur les bords �1 et �2 et qui correspondent aux contrôles, sont trait�ees
par la m�ethode dite des \points �ctifs".

Explicitement, dans le cas d'une discr�etisation du rectangle 
 en Nx+1 ( resp. Ny+1)
points dans la direction x (resp. y) (voir �gure 5.3 dans le cas d'une grille r�eguli�ere, i.e.,
hx = hy), nous posons :

hx =
1

Nx
: est le pas de discr�etisation dans la direction x,

hy =
1

Ny
: est le pas de discr�etisation dans la direction y.

ihx

jhy

0 4

1

Fig. 5.3 { Discr�etisation de 


Donc, l'�etat direct discret yij = y(ihx; jhy) v�eri�e :

� i = 2; Nx; j = 2; Ny :

�yij +
hy2

2(hx2 + hy2)
(yi�1j + yi+1j) +

hx2

2(hx2 + hy2)
(yij�1 + yij+1) = �

hx2hy2

2(hx2 + hy2)
fij:

� i = 1; j = 2; Ny :

�yij +
hy2

(hx2 + hy2)
yi+1j +

hx2

2(hx2 + hy2)
(yij�1 + yij+1) = �

hx2hy2

2(hx2 + hy2)
fij �

hxhy2

(hx2 + hy2)
v1j:
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� i = Nx+ 1; j = 2; Ny :

�yij +
hy2

(hx2 + hy2)
yi�1j +

hx2

2(hx2 + hy2)
(yij�1 + yij+1) = �

hx2hy2

2(hx2 + hy2)
fij �

hxhy2

(hx2 + hy2)
v2j:

� i = 1; Nx+ 1 :

yi1 = 0 et yiNy+1 = 0

En r�esum�e, l'�etat direct discret est donn�e par la r�esolution du syst�eme lin�eaire

AY = F (5.4)

o�u, A est une matrice creuse dont les composantes sont pr�ecis�ees dans la discr�etisation
ci-dessus et F , le second membre de ce syst�eme est fonction des fij, v1j et v2j.

Puis, a�n d'obtenir le syst�eme v�eri��e par l'�etat adjoint discret, il su�t de faire une
transposition du syst�eme (5:4) et on obtient un syst�eme de la forme

AtP = B (5.5)

le second membreB est fonction de (Y �Yd). Une �etude d�etaill�ee de cette �etape est donn�ee
dans [Luong, 1995].

On obtient en�n �a partir du calcul de Y et P les valeurs de la fonction coût discr�ete
et du vecteur gradient discret.

5.1.4 Sur la r�esolution des syst�emes lin�eaires direct et adjoint

discrets

Nous rappelons que pour la r�esolution du probl�eme de contrôle optimal, nous avons
test�e deux m�ethodes di��erentes : La m�ethode de gradient conjugu�e et une m�ethode de
Quasi-Newton (cf. Chapitre 2.).
Ainsi, a�n de calculer la valeur de la fonction coût et le vecteur gradient (n�ecessaires aux
deux optimiseurs ci-dessus), nous avons �a r�esoudre les deux syst�emes lin�eaires des �etats
direct et adjoint discrets pour chaque simulation du probl�eme. Pour cela, nous avons
utilis�e une m�ethode it�erative, qui ne demande g�en�eralement que des produits matrices-
vecteurs. L'algorithme employ�e est : Bi-CGSTAB (Bi-Conjugate Gradient STABilized) dont
nous donnons un aper�cu dans l'annexe A.
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Degr�es de
libert�e

Nombre d'it�erations
Quasi-Newton

Temps CPU
(s)

M�emoire
(Mo)

8� 32 7 n�egligeable 0.5
16 � 64 10 2 0.8
32 � 128 11 19 2
64 � 256 11 199 7.2

Tab. 5.1 { R�esultats du domaine global pour di��erents maillages en utilisant le solveur
BiCGSTAB .

5.1.5 R�esultats du domaine global

Nous pr�esentons ici les tests faits sur le domaine global en utilisant la m�ethode quasi-
Newton (cf. paragraphe 2.3.1). le crit�ere d'arrêt choisi pour les tests de cette section
est:

kgkk

kg0k
� �grad = 10�6 (5.6)

o�u gk est le gradient apr�es k it�erations de l'optimiseur et g0 est le gradient �a l'�etat initial.
Sur le tableau 5.1, nous donnons pour plusieurs maillages, les nombres d'it�erations ainsi
que les temps CPU calcul�es sur une station SUN. La premi�ere remarque �a faire est la
croissance rapide du temps de calcul en fonction de la dimension de la grille de la discr�e-
tisation. Nous observons �egalement que la m�emoire n�ecessaire �a ce calcul est une fonction
croissante du maillage du domaine. Le nombre d'it�erations reste, pour sa part, pratique-
ment constant.
Donc, �a premi�ere vue de ces r�esultats, d�ecomposer le probl�eme est une strat�egie e�cace
a�n de prendre des tailles plus grandes.

5.2 D�ecomposition du domaine

5.2.1 Implantation parall�ele des di��erents algorithmes

Tous les programmes parall�eles test�es dans ce chapitre sont �ecrits en Fortran 77 et
utilisent la biblioth�equeMPI pour les �echanges de messages. L'avantage de cette solution
est la portabilit�e du code. En outre, comme les compilateurs Fortran sont tr�es e�caces
sur toutes les machines, cela permet d'atteindre de bonnes performances.

Nous rappelons que la d�ecomposition du domaine est une d�ecomposition sans recou-
vrement. Par ailleurs, il existe di��erentes fa�cons de partager le rectangle 
, soit en bande
(voir �gure 5.5), soit en une grille (voir �gure 5.6).

Le choix de la librairie MPI est tr�es avantageux dans la mesure o�u MPI contient
des sous-programmes qui permettent d'avoir une disposition des processeurs en grille et
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Fig. 5.4 { Solution exacte sur le domaine global. N = 20
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Fig. 5.5 { D�ecomposition sans recouvrement de 
 en 4 domaines en bande.
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Fig. 5.6 { D�ecomposition sans recouvrement de 
 en 4 domaines en grille.

chaque processeur est rep�er�e par ses coordonn�ees dans cette grille (la disposition en bande
en est un cas particulier : les coordonn�ees des processeurs �etant de la forme (x procs, 0)).
Le programmeur n'a qu'�a pr�eciser le nombre de processeurs dans chaque direction. En
plus, il est possible d'avoir un communicateur partiel qui ne fait intervenir que le proces-
seur en question et ses voisins Nord, Sud, Est et Ouest dans la grille.

Dans tous les tests que nous avons e�ectu�es, le nombre de processeurs co��ncide avec
le nombre de sous-domaines. Ainsi, chaque sous-domaine est distribu�e sur un processeur.
Dans le cas de notre probl�eme test, le contrôle est pris en compte sur les deux bords Est et
Ouest de 
, cela repr�esente, pour l'algorithme de minimisation, un tableau de 2(Ny + 1)
alors que les syst�emes directs et adjoints sont de la même taille avec (Nx + 1)(Ny + 1)
degr�es de libert�e chacun. Nous remarquons que la part de minimisation est faible en temps
de calcul compar�ee �a celle de la fonction coût et du gradient �a partir des �etats directs
et adjoints, ce qui repr�esente une simulation du probl�eme de contrôle optimal. Pour cela,
nous avons gard�e une minimisation globale de telle sorte que l'on ait un processeur mâ�tre
qui est charg�e de diriger la minimisation et il regroupe toutes les donn�ees dont il a besoin
de chez les autres processeurs esclaves.

Algorithme de r�esolution:

Etape 0. Initialisation :
Pour tout i 2 I, !1

ij, �1ij et q0ij sont pris arbitrairement dans L2(�ij).

Etape 1. R�esolution de probl�emes de contrôle locaux :
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avec !n
ij , �

n
ij et qn�1ij connus, pour chaque i 2 I, on calcule uni , y

n
i et pni par :

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

��yni = fi dans 
i;

yni = 0 sur �i;

@yni
@�

= uni sur (�1 [ �2) \ @
i;

@yni
@�

= !n
ij sur �ij (j 2 Ji):

(5.7)

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

��pni = yni � yd;i dans 
i;

pni = 0 sur �i;

@pni
@�

= 0 sur (�1 [ �2) \ @
i;

@pni
@�ij

= �nij + r(yni � qn�1ij ) sur �ij (j 2 Ji):

(5.8)

Z

i

(pni + �uni )(vi � uni )dx � 0 8vi 2 Uadj
i
: (5.9)

Etape 2. Mise �a jour des multiplicateurs :

avec �! et �� deux r�eels strictement positifs, !n+1
ij , �

n+ 1

2

ij , qnij et �n+1ij sont donn�es
par :

!n+1
ij = !n

ij + �!(pni � pnj ) sur �ij;

�
n+ 1

2

ij = �nij + ��(yni � qn�1ij ) sur �ij:

2rqnij = (�
n+ 1

2

ij + �
n+ 1

2

ji ) + r(yni + ynj ) sur �ij;

�n+1ij = �
n+ 1

2

ij + ��(yni � qnij) sur �ij:

(5.10)

Faire n � n+ 1 et aller �a Etape 1.

Donc, dans le cas d'une d�ecomposition en bande, le processeur mâ�tre est repr�esent�e
par le premier processeur (qui est associ�e au premier sous-domaine). L'initialisation se
fait en parall�ele sur tous les processeurs, ensuite, pour r�esoudre le probl�eme de contrôle
optimal, d�ebute alors, la minimisation dont une it�eration se d�eroule comme suit :
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5.2.2 Description de la r�esolution de l'�etape 1.

A la ni�eme it�eration de l'algorithme ci-dessus, le point de contrôle un, �etant connu, il
est ensuite d�ecompos�e en un1 qui reste sur le premier processeur (ou processeur mâ�tre) et
en un2 qui est envoy�e au dernier processeur. Puis, tous en parall�ele, les processeurs

1- e�ectuent chacun le calcul de l'�etat direct local yni par la r�esolution du syst�eme,

2- s'�echangent les valeurs des yni sur les interfaces communes,

3- calculent la valeur de la fonction coût locale,

4- e�ectuent le calcul de l'�etat adjoint local pni .

A ce stade, le processeur mâ�tre re�coit du dernier processeur esclave le bloc de pni
correspondant �a �2 pour calculer le gradient de la fonctionnelle.... Ensuite, une nouvelle
direction de descente et un nouveau it�er�e un+1i ; i = 1; 2 sont calcul�es et ainsi de suite.

Encore faut-il pr�eciser que nous avons adopt�e deux strat�egies permettant de rendre
compte des in
uences des hi�earchies dans les calculs des nouveaux contrôles et la mise �a
jour des multiplicateurs de Lagrange, ce qui est repr�esent�e dans les alogorithmes (Lag ddm.i),
i = 1; 2; 3 (cf. chapitre 3.) par la r�esolution des probl�emes de contrôle locaux:

(a) Pour la premi�ere strat�egie, nous consid�erons des it�erations internes au niveau de la
r�esolution des probl�emes de contrôle optimal locaux tandis que l'it�eration externe se
situe au niveau de la mise �a jour des multiplicateurs de Lagrange. Explicitement, on
se �xe un test d'arrêt dans l'optimiseur et une fois un nouveau vecteur de contrôle
est calcul�e (ce qui est repr�esent�e par l'�etape 1. de l'algorithme ci-dessus), on e�ectue
une mise �a jour des multiplicateurs !ij et �ij (�etape 2. de l'algorithme) et on r�eit�ere
le processus. Cela est r�esum�e dans le diagramme de la �gure 5.7.

(b) Quant �a la deuxi�eme strat�egie, nous e�ectuons une seule it�eration g�en�erale qui
englobe la recherche d'une nouvelle descente dans l'algorithme de minimisation et
d�es que nous avons un nouveau point de contrôle, nous enchâ�nons par une mise
�a jour imm�ediate des multiplicateurs de Lagrange. Dans ce cas, nous n'avons pas
d'it�eration interne ni externe mais une seule it�eration globale. D'une autre mani�ere,
l'�etape 2. de l'algorithme de r�esolution fait partie d'une it�eration de minimisation
de l'�etape 1.

5.2.3 R�esultats du domaine d�ecompos�e

Lorsque nous mettons en �uvre les algorithmes pr�esent�es au chapitre 2., pour le cas
d'une d�ecomposition en deux sous-domaines, le premier avantage est que nous pouvons
maintenant r�esoudre un probl�eme un peu plus grand.
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Fig. 5.8 { Solution sur le domaine d�ecompos�e en deux sous-domaines, l'interface �etant
prise au milieu. N = 20
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Fig. 5.9 { Solution du probl�eme d�ecompos�e sur 2 domaines avec Lag-ddm.3.
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Si nous revenons au cas de notre probl�eme-test, nous remarquons qu'il est sym�etrique
par rapport �a l'interface quand elle est prise au milieu du domaine global. Les multipli-
cateurs de Lagrange sont initialis�es �a z�ero. Dans ce cas, les r�esultats sont satisfaisants et
la solution obtenue sur deux sous-domaines est la même que celle calcul�ee sur le domaine
globale. La solution calcul�ee, c'est �a dire, l'�etat direct associ�e au contrôle optimal, est
pr�esent�ee sur la �gure 5.8 et la continuit�e est bien assur�ee sur l'interface.

Ensuite, pour �eliminer ce cas particulier, l'interface est d�ecal�ee du milieu du domaine.
Les r�esultats dans ce cas, sont moins encourageants: la premi�ere contrainte �a imposer est de
prendre un test d'arrêt dans l'optimiseur qui ne soit pas \trop s�ev�ere"(par rapport au choix

dans le cas du domaine global ou du cas o�u l'interface est au milieu du domaine) kgkk
kg0k
�

�grad = 10�4. Relativement �a ce test, la solution �nal pr�esente un \saut" au voisinage de
l'interface, voir �gure 5.9. Ce r�esultat est obtenu lorsque nous utilisons Lag ddm.3 et nous
pr�ecisons que les deux algorithmes Lag ddm.i, i=1 ou 2, donnent des r�esultats tr�es proches.
Cela montre que nous n'avons pas pu raccorder au mieux les donn�ees sur l'interface.

N�eanmoins, le seul r�esultat (favorable!) que nous remarquons est j
yi + yj

2
�yexactjL2(�ij) �

o(10�4) pour N = 20; dans ce cas, le maillage du domaine global �etant de 4N �N . Cette
erreur obtenue est proche d'un r�esultat de convergence lorsque l'on utilise les conditions
de transmission de type Robin : il �gure dans l'algorithme de Lions, voir le th�eor�eme 1.2.1
(cf. [Lions, 1990]).

Nous utilisons de la remarque sur la demi-somme des �etats directs discrets sur l'inter-
face, pour calculer la fonction coût globale.
Cette d�emarche est appliqu�ee aussi quand le domaine est d�ecompos�e en 4 sous-domaines

(en bande). L'erreur
X
i

X
j

j
yi + yj

2
� yexactjL2(�ij), cette fois, est de l'ordre de 10�2: La

pr�ecision a baiss�e. Nous en d�eduisons que le nombre de sous-domaines in
uence nettement
sur les r�esultats de ces tests.

Nous consid�erons une autre strat�egie: le coe�cient \r" du Lagrangien augment�e,
n'�etant pas tr�es grand \de l'ordre de 10�2", nous ajoutons une boucle interne de 2 it�era-
tions par rapport �a la mise �a jour des multiplicateurs de Lagrange : !ij et les �ij . Nous
obtenons donc une nouvelle version de l'algorithme Lag-ddm.3 que nous avons utilis�ee
pour obtenir les r�esultats de la �gure 5.10. Une simulation de notre probl�eme test, pour
cette nouvelle version, se d�eroule de la mani�ere suivante dans le cas de 2 sous-domaines :

- un �! [un1 ; u
n
2 ], !

n, �ni et qn�1 connus,

? It�eration interne :
iter = iter+ 1
r =

r

2

- calcul de yn1 (u
n
1 ; !

n) et yn2 (u
n
2 ; !

n),

- calcul de J(un1; y
n
1 ; u

n
2 ; y

n
2 ) +

X
i=1:2

[(�ni ; y
n
i � qn�1) +

r

2
jyni � qn�1j2],
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Fig. 5.10 { Solution du probl�eme d�ecompos�e sur 4 domaines avec Lag-ddm.3.
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o�u la valeur des yni sur l'interface est la demi-somme
yi + yj

2

- calcul de pn1 et pn2 ,

-











qn = (�n1 + �n2 )=2=r + (yn1 + yn2 )=2
�n+11 = �n1 + r(yn1 � qn)
�n+12 = �n2 + r(yn2 � qn)
!n+1 = !n + r(pn1 � pn2 )

Retourner �a ?.

Remarque 5.2.1 R�esoudre le probl�eme (P)dec revient aussi �a minimiser la fonctionnelle
mX
i=1

J i
dec sous les contraintes donn�ees par les syst�emes locaux (Dir)i et la continuit�e aux

interfaces (voir chapitre 3.).
Cette minimisation est �egalement �equivalente �a la minimisation de la fonctionnelle d�e-
compos�ee �a laquelle nous avons ajout�e un terme p�enalisant, c'est �a dire, avec � > 0, nous
avons

Minimiser
mX
i=1

J i
dec(vi; yi) +

�

2

X
j;�ij 6=;

jyi � yjj
2
ij (5.11)

Cependant, il n'est pas facile, au vu des tests num�eriques, de choisir le param�etre �
de fa�con optimale. Par exemple, dans le cas d'une d�ecomposition en deux sous-domaines,
l'in
uence de � n'est pas grande, mais, ce coe�cient doit rester dans un born�e.

5.3 Conclusion

Les r�esultats obtenus dans ce chapitre sont mitig�es. En e�et, les algorithmes que nous
avons test�es dans ce chapitre mettent en jeu plusieurs variables suppl�ementaires :

- Tout d'abord, nous ne disposons d'aucun moyen de contrôler les !ij introduites pour
raccorder le 
ux de l'�etat direct sur les interfaces entre les sous-domaines: d'une part,
nous ne pouvons faire un bon choix pour leur initialisation et d'autre part, leur mise
�a jour �a l'aide d'un algorithme de type Uzawa, ne permet pas d'avoir une id�ee sur
la bonne mani�ere de choisir la valeur du pas de descente de cet algorithme pour
obtenir une meilleure convergence (Le choix � = r �etant le meilleur dans le cas de
plusieurs probl�emes trait�es dans la litt�erature).

- La même remarque peut être faite pour les multiplicateurs �ij .

- Pour tous les tests, le produit scalaire utilis�e est celui de L2(�ij). A l'instar de ce qui
existe dans la litt�erature et plus pr�ecis�ement, dans les travaux de Le Tallec et Sassi
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[Le Tallec et Sassi, 1995], ce choix s'av�ere d�ependant du nombre de sous-domaines
ainsi que du pas de discr�etisation. Le Tallec et Sassi montrent dans le cas d'un
probl�eme aux limites en �elasticit�e qu'un autre choix de produit scalaire (cf. remarque
3.6.3) et propre �a leur probl�eme permet de surmonter cette d�ependance. Ce choix de
produit scalaire sur les interfaces joue le rôle de pr�econditionneur pour le probl�eme
d�ecompos�e.

- Finalement, le coe�cient r du Lagrangien augment�e a �et�e ajust�e suivant l'ordre
de grandeur des donn�ees de notre probl�eme test. Le choix d'un r optimal reste �a
�etudier.
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Chapitre 6 :

G�en�eralit�es sur un probl�eme de
contrôle optimal r�egi par une edp pa-
rabolique.

Nous �etudions dans ce chapitre, un exemple de probl�eme de contrôle

optimal gouvern�e par une �equation aux d�eriv�ees partielles parabolique.

Sont expos�es �egalement des g�en�eralit�es et des r�esultats pour caract�eriser

le contrôle optimal.

6.1 R�esultats et g�en�eralit�es.

6.1.1 Pr�eliminaires-notations

Tout d'abord, nous allons donner des notions et des g�en�eralit�es sur le cadre fonctionnel
avant de d�e�nir notre probl�eme de contrôle.

Soient les espaces de Hilbert V et H tels que :

V � H � V 0;

o�u V 0 est le dual de V alors que H est identi��e �a son dual. Les normes sur V et H seront
not�ees respectivement k:k et j:j. Et [0; T ] est l'intervalle de temps, T �etant �ni.

Pour chaque pas de temps t, soient les formes bilin�eaires continues sur V , a(t; :; :)
donn�ees par :

V � V �! IR

('; ) �! a(t;'; )

et qui v�eri�ent les hypoth�eses suivantes :

(H1) Pour tout ('; ) 2 V � V , la fonction d�e�nie par : t 7! a(t;'; ) est mesurable sur
]0; T [ et de plus, il existe une constante C > 0 telle que

ja(t;'; )j � Ck'kk k: (6.1)
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(H2) Il existe " et � deux r�eels positifs tels que (coercivit�e �elargie)

a(t;';') + "j'j2 � �k'k2; 8' 2 V et 8t 2 [0; T ]: (6.2)

On associe �a la forme bilin�eaire a, un op�erateur A dans L(V; V 0) tel que

a(t;'; ) =< A'(t);  (t)>V 0;V : (6.3)

Dans le cadre fonctionnel des probl�emes paraboliques, nous pr�ecisons :

L2(0; T ;V ) = ff(t) tel que
R T
0
kf(t)k2V dt < +1g;

W (0; T ) = ff 2 L2(0; T ;V )tel que @f

@t
2 L2(0; T ;V 0)g

et la norme dans W (0; T ) est donn�ee par

kfk2W (0;T ) = kfk2L2(0;T ;V ) + kf 0k2L2(0;T ;V 0) (6.4)

Nous �enon�cons quelques r�esultats, mais, nous ne les d�emontrons pas ici. Le lecteur
pourra trouver des d�etails sur les preuves dans [Raviart et Thomas, 1988] et [Lions, 1968].
Nous avons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 6.1.1 W (0; T ) muni de la norme d�e�nie par (6.4) est un espace de Hilbert.
De plus, toute fonction f de W (0; T ) est continue de [0; T ] dans H et pour tout ' et  
de W (0; T ), nous avons

Z T

0

< '0;  >V 0;V dt = �

Z T

0

<  0; ' >V 0;V dt+ ('(T );  (T ))H � ('(0);  (0))H

Nous passons donc �a la d�e�nition d'un probl�eme de contrôle optimal gouvern�e par une
�equation aux d�eriv�ees partielles parabolique donn�ee par le mod�ele direct :

6.1.2 Le mod�ele direct

Soit 
 un ouvert born�e de IRn �a fronti�ere assez r�eguli�ere �. Dans ce paragraphe, nous
posons V = H1(
) et H = L2(
) et nous nous int�eressons au probl�eme �evolutif suivant :

8>>>>><
>>>>>:

@y

@t
+Ay = f dans 
�]0; T [;

y(0) = y0 dans 
;

+ Conditions aux Limites:

(6.5)
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avec f est dans L2(0; T ;V 0) et y0 est dans H.

Th�eor�eme 6.1.2 Sous les hypoth�eses (H1) et (H2), le probl�eme (6:5) admet une solu-
tion unique y dans W (0; T ). Cette solution d�epend continûment des donn�ees f et y0.

6.1.3 Position du probl�eme de contrôle optimal

Soient U l'espace de Hilbert des contrôles et B une application lin�eaire continue de U
dans L2(0; T ;V 0).
Supposons que les hypoth�eses (H1) et (H2) sont v�eri��ees, soit alors y(v) la solution du
syst�eme :

8>>>>><
>>>>>:

@y

@t
+Ay = f + Bv dans 
�]0; T [;

y(0) = y0 dans 
;

+ Conditions aux Limites.

(6.6)

y(v), l'�etat du syst�eme, d�epend de t, x et v, il s'�ecrit donc : y(v) = y(t; x; v).
Comme cons�equence du th�eor�eme 6.1.2, nous avons le r�esultat :

Proposition 6.1.1 Le syst�eme (6:6) admet une solution unique, qui est une fonction
a�ne continue en v.

Toutes les notations avec un indice t veulent dire que l'on consid�ere des probl�emes
d�ependant du temps.

6.1.4 Observations et fonction coût

Dans le cas d'observations r�eparties en temps, consid�erons les applications lin�eaires: C
de L2(0; T ;V ) dans L2(0; T ;H), o�uH est l'espace des observations etN est une application
lin�eaire d�e�nie sur U , coercive et autoadjointe. Puis, yd, repr�esentant les observations (ou
mesures), est pris dans L2(0; T ;H). Nous d�e�nissons la fonctionnelle coût par :

Jt(v) =
1

2
(

Z T

0

kCy(v)� ydk
2
Hdt+

Z T

0

(Nv; v)Udt) (6.7)

En�n, le probl�eme de contrôle optimal est donn�e par :

(P)t Jt(u) = inf
v2Uad

Jt(v); u 2 Uad; (6.8)

o�u Uad et un convexe ferm�e de U .
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6.2 Sur l'existence et la caract�erisation de la solution

de (P)t

Th�eor�eme 6.2.1 Il existe une solution unique u qui minimise la fonction Jt.
L'in�equation d'Euler pour caract�eriser u s'�ecrit :

(J 0t(u); v � u)U � 0; 8v 2 Uad: (6.9)

Dans le cas sans contraintes, nous avons J 0t(u) = 0 : c'est l'�equation d'Euler.

6.2.1 Calcul de J
0

t
(u)

D'une part, nous avons

(J 0t(u); v � u)U =

Z T

0

< C?�H(Cy(u)� yd); y(v)� y(u) >V 0;V dt

+

Z T

0

(Nu; v � u)Udt; (6.10)

o�u �
H

est l'isom�etrie canonique de H dans H0.
Nous allons essayer de simpli�er le premier terme de (6:10) en introduisant un �etat adjoint
p, l'unique solution dans W (0; T ) du syst�eme :

8><
>:
�
@p

@t
+A?p = C?�

H
(Cy(u)� yd) dans 
�]0; T [;

p(T ) = 0 dans 
;
+ Conditions aux Limites:

(6.11)

C'est un probl�eme r�etrograde en temps.

Tous les op�erateurs, introduits ci-dessus, sont bien d�e�nis.
En e�et, Cy(u)� yd est dans L2(0; T ;H), donc, �H(Cy(u)� yd) est dans L2(0; T ;H0) et
C? est une application lin�eaire de L2(0; T ;H0) dans L2(0; T ;V 0).

D'autre part, pour revenir au calcul de J 0t(u), nous utilisons la formulation faible de
l'�etat adjoint et le r�esultat du th�eor�eme 6.1.1, il vient que
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(J 0t(u); v � u)U =

Z T

0

< �
@p

@t
+A?p; y(v)� y(u) >V 0;V dt+

Z T

0

(Nu; v � u)Udt;

=

Z T

0

[< p;
@

@t
(y(v)� y(u) >V;V 0 + < p;A(y(v)� y(u)) >V;V 0]dt

+

Z T

0

(Nu; v � u)Udt; (6.12)

Puis, en soustrayant les formulations variationnelles de y(v) et y(u), le premier terme de
(6:12) se r�eduit �a :

Z T

0

< p;B(v � u) >V;V 0 dt:

Et comme B est d�e�ni de L2(0; T ;U) dans L2(0; T ;V 0), donc, B? est de L2(0; T ;V )
dans L2(0; T ;U 0). Nous consid�erons ensuite, l'isom�etrie canonique �U de U dans U 0 et il
en r�esulte la nouvelle expression du gradient de Jt en u :

J 0t(u) = ��1

U
B?p +Nu: (6.13)

D'o�u, dans un cas simple de conditions aux limites Dirichlet homog�enes, c'est �a dire,
y(v) = 0 sur ��]0; T [T , la caract�erisation du contrôle optimal est donn�ee dans la propo-
sition suivante :

Proposition 6.2.1 La solution du probl�eme (P )t est caract�eris�ee par :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) Etat direct

8><
>:

@y

@t
+Ay = f + Bu dans 
�]0; T [;

y = 0 sur ��]0; T [;
y(0) = y0 dans 
:

(ii) Etat adjoint

8><
>:
�
@p

@t
+A?p = Cy � yd dans 
�]0; T [;

p = 0 sur ��]0; T [;
p(T ) = 0 dans 
:

(iii) Condition d'optimalit�e

(��1

U
B?p +Nu; v � u)U � 0; 8v 2 Uad

ou u = �N�1��1
U B

?p cas sans contraintes
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Remarque 6.2.1 (u; y; p) est aussi le point-selle (il existe et il est unique) du Lagrangien
associ�e au probl�eme de minimisation (P)t. De la caract�erisation de ce point-selle, r�esulte le
même syst�eme d'optimalit�e ci-dessus moyennant une formulation Lagrangienne similaire
�a ce qui a �et�e fait pour le cas du probl�eme stationnaire dans la premi�ere partie.
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Chapitre 7 :

Une m�ethode de d�ecomposition
de domaine sans recouvrement en es-
pace pour un probl�eme de contrôle
optimal �evolutif.

Nous abordons maintenant, dans ce chapitre, une m�ethode de d�ecompo-

sition de domaine sans recouvrement en espace pour un probl�eme-test

de contrôle optimal gouvern�e par l'�equation de la chaleur. Une m�ethode

de r�esolution est d�evelopp�ee et des algorithmes sont propos�es.

7.1 Introduction

Un plus grand nombre de travaux sur les m�ethodes de d�ecomposition de domaine a
�et�e d�edi�e aux probl�emes elliptiques et lin�eaires. Cependant, le besoin de r�esoudre des
probl�emes de grande taille, par exemple, en m�ecanique des 
uides et en g�en�eral, divers
probl�emes d�ependant du temps, a amen�e les sp�ecialistes �a se pencher sur le d�eveloppement
de m�ethodes performantes et bien adapt�ees aux architectures parall�eles.

Comme nous l'avons mentionn�e dans la premi�ere partie, pour les probl�emes elliptiques,
les m�ethodes de d�ecomposition de domaine peuvent être consid�er�ees par des techniques
de d�ecomposition d'espace; pr�ecisons que c'est de l'espace fonctionnel qu'il s'agit. La
même approche peut être utilis�ee pour r�esoudre des probl�emes paraboliques. En e�et,
dans [Tai, 1998], la d�ecomposition de l'espace est vue de deux mani�eres di��erentes :

(1) On peut discr�etiser l'�equation parabolique en temps et on obtient, �a chaque pas de
temps, une �equation elliptique. Celle-ci peut donc être r�esolue par une d�ecomposi-
tion d'espace : c'est \l'approche it�erative".
Elle a �et�e utilis�ee, dans un premier temps, par [Lions, 1988]. Puis, r�ecemment, par
Cai [Cai, 1991] qui a utilis�e pour cela, les m�ethodes de Schwarz additive et multi-
plicative, par Dryja [Dryja, 1991] avec une m�ethode de sous-structuration et par Le
Tallec [Le Tallec, 1994] qui a introduit l'op�erateur de Schur local pour r�esoudre les
probl�emes elliptiques r�esultant de la discr�etisation en temps.
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(2) La deuxi�eme fa�con est de combiner la d�ecomposition d'espace avec le pas de temps
de mani�ere �a obtenir un sch�ema implicite par morceaux en temps : c'est \l'approche
non it�erative", c'est �a dire que l'on peut prendre des pas de temps di��erents sur des
sous-domaines distincts.
Il est �a signaler que pour une d�ecomposition de domaine avec recouvrement, cette
approche a �et�e utilis�ee par J�ager, Hebecker et Kuznetsov [J�ager et al., 1992]. Dans
le cas d'une d�ecomposition sans recouvrement et en particulier, pour l'exemple de
l'�equation de la chaleur, Dawson, Du et Dupont [Dawson et al., 1991] ont consid�er�e
un sch�ema de di��erences �nies explicite pour calculer les valeurs sur les interfaces
entre les sous-domaines et puis, les points int�erieurs sont calcul�es par une di��erentia-
tion r�etrograde en temps et deux des derniers auteurs ont d�evelopp�e, dans un autre
travail [Dawson et Dupont, 1991], une m�ethode de Galerkin implicite-explicite et
toujours apr�es discr�etisation en temps du probl�eme.

7.2 Rappels bibliographiques

Apr�es avoir cit�e quelques travaux sur le cas g�en�eral de l'application des m�ethodes de
d�ecomposition de domaine �a des probl�emes d�ependant du temps, nous regardons ce qui
a �et�e fait quant �a leur application aux probl�emes de contrôle optimal r�egis par des �equa-
tions d'�evolution. A notre connaissance, les travaux qui lui sont consacr�es ne sont pas
nombreux; nous en mentionnons les principaux :

Dans le cas d'un probl�eme gouvern�e par une �equation hyperbolique, plus pr�ecis�ement,
l'�equation des ondes, J.-D. Benamou a propos�e dans [Benamou, 1997], une m�ethode de
d�ecomposition de domaine en espace (domaine de calcul), se basant, comme pour le cas
de probl�emes elliptiques, sur l'utilisation des conditions de transmission de type Robin
[Lions, 1990]: �a l'it�eration (n+1) sur le domaine courant, il utilise les donn�ees du domaine
voisin �a l'it�eration n sur tout l'intervalle de temps. Et pour cela, il introduit une loi de
\feed-back" et se ram�ene �a une �equation de Riccati.

Nous citons aussi deux autres travaux o�u il est question d'une d�ecomposition, non pas
en espace, mais une d�ecompsition en temps :
Le premier est un r�ecent travail de Ralph [Ralph, 1996] dans lequel il d�eveloppe un al-
gorithme parall�ele pour des probl�emes de contrôle optimal sans contraintes discr�etis�es en
temps. Une d�ecomposition par �etapes de l'intervalle de temps est r�epartie sur un nombre
donn�e de processeurs et les instants o�u la d�ecomposition est faite sont soumis �a des condi-
tions sp�eciales pour pr�eserver la continuit�e du probl�eme en temps.
Le deuxi�eme travail est de Berggren et Heinkenschloss [Berggren et Heinkenschloss, 1997]:
ils ont d�eriv�e une m�ethode de r�esolution parall�ele pour un probl�eme de contrôle �evolutif en
introduisant des multiplicateurs de Lagrange pour assurer la continuit�e entre deux temps
successifs.
Le point faible de ces deux derni�eres m�ethodes est que la taille des sous-probl�emes est la
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même que celle du probl�eme global puisque l'on r�esout les mod�eles direct et adjoint sur
le domaine global en espace.

La m�ethode que nous proposons repose sur une d�ecomposition du domaine
de calcul en espace. A premi�ere vue, nous r�eduisons d�ej�a la taille des �etats
direct et adjoint lors de la r�esolution et nos syst�emes sont d�ecoupl�es.

7.3 Probl�eme mod�ele - Pr�eliminaires

Nous �etudions une extension de la m�ethode, propos�ee dans la partie pr�ec�edente pour
des probl�emes elliptiques, �a un probl�eme d'�evolution. Comme nous ne consid�erons qu'une
d�ecomposition en \espace", le d�eveloppement de la m�ethode propos�ee dans ce chapitre
est similaire �a ce qui a �et�e pr�esent�e.

Nous consid�erons le probl�eme mod�ele suivant :

(Dir)t

8>>>>><
>>>>>:

@y

@t
��y = f dans 
�]0; T [;

y = 0 sur �d�]0; T [;
@y

@�
= v sur �c�]0; T [;

y(0) = y0 dans 
: (condition initiale)

(7.1)

C'est un probl�eme de Cauchy avec des conditions aux limites mêl�ees Dirichlet-Neumann.
Physiquement, le syst�eme (Dir)t d�ecrit l'�evolution au cours du temps de la temp�erature
d'une barre �
 homog�ene sous l'action d'une source de chaleur f . Nous consid�erons que
toutes les constantes physiques sont �egales �a un. Sur une partie de la fronti�ere de la barre
�d, la temp�erature est �x�ee �a z�ero tandis que sur l'autre partie �c, nous contrôlons le 
ux
de la temp�erature au cours du temps.

Nous d�e�nissons �egalement la fonction co�ut Jt par :

Jt(v) =
1

2

Z T

0

Z



jy � ydj
2dxdt+ �

Z T

0

Z
�c
jvj2d�dt: (7.2)

Et le probl�eme de contrôle optimal est donn�e par

(P)t inf
v2Uad

Jt(v) = J(u); u 2 Uad;

o�u Uad est un convexe ferm�e de L2(�c�]0; T [).

Au vu des r�esultats du chapitre pr�ec�edent, ce contrôle optimal est caract�eris�e par le
syst�eme suivant :
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) Etat direct

8>>>>><
>>>>>:

@y

@t
��y = f dans 
�]0; T [;

y = 0 sur �d�]0; T [;
@y

@�
= v sur �c�]0; T [;

y(0) = y0 dans 
: (condition initiale)

(ii) Etat adjoint

8>>>>><
>>>>>:

�
@p

@t
��p = y � yd dans 
�]0; T [;

p = 0 sur �d�]0; T [;
@p

@�
= 0 sur �c�]0; T [;

p(T ) = 0 dans 
: (condition �nale)

(iii) Condition d'optimalit�e

Z T

0

Z
�c
(p(u) + �u)(v � u)d� � 0; 8v 2 Uad;

ou p+ �u = 0 cas sans contraintes:

(7.3)

Pour continuer, nous avons besoin de certains notations et pr�eliminaires.

7.3.1 Notations

Premi�erement, le domaine 
 est d�ecompos�e en m sous-domaines 
i; i = 1; :::;m et
nous posons :

Q = 
�]0; T [= [mi=1Qi [ �
T ;

o�u Qi = 
i�]0; T [

et �T = [mi=1 [j 6=i �ij�]0; T [= [
m
i=1 [j 6=i �

T
ij ; avec �ij = @
i \ @
j;

�d�]0; T [= [mi=1�
d
i�]0; T [= [

m
i=1�

d;T

i ; avec �di = �d \ @
i;

et �c�]0; T [= [mi=1�
c
i�]0; T [= [

m
i=1�

c;T
i ; avec �ci = �c \ @
i:

avec :

- �d;Ti est le bord de 
i commun avec le bord du domaine global au cours de l'intervalle
de temps ]0; T [ et qui correspond �a la condition limite Dirichlet homog�ene.
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- �c;Ti est le bord de 
i commun avec le bord du domaine global au cours de l'inter-
valle de temps ]0; T [ et qui correspond �a la condition limite Neumann : le contrôle
\fronti�ere".

- �T
ij est l'interface au cours du temps entre deux sous-domaines voisins en espace.

D'autre part, relativement �a chaque sous-domaine 
i, nous d�e�nissons les espaces fonc-
tionnels suivants :

Vi = f' 2 H1(
i) tel que ' = 0 sur �di g;

Hi = L2(
i); U iad = Uadj 
i
;

Wi(0; T ) = fy 2 L2(0; T ;Vi) tel que
@y

@t
2 L2(0; T ;Vi)g;

Wij = TrVij �ij ; W T
ij = Wij�]0; T [; W T = �i2I �j2Ji W

T
ij :

7.4 D�ecomposition du probl�eme de contrôle optimal

�evolutif

Une premi�ere cons�equence de cette d�ecomposition est la r�e�ecriture de la fonctionnelle
coût en fonction des contrôles et des �etats directs locaux. C'est �a dire, nous avons

Jdec;t(v) =
mX
i=1

J idec;t(vi; yi); (7.4)

o�u

J idec;t(vi; yi) =
1

2

�Z T

0

Z

i

jyi � yd;ij
2dxdt+ �

Z T

0

Z
�ci

jvij
2d�idt

�
(7.5)

A ce stade, il faut ajouter des conditions suppl�ementaires pour que la contrainte donn�ee
par l'edp parabolique soit la même apr�es la d�ecomposition du domaine 
. Ce qui revient
�a introduire les contraintes de continuit�e des yi et de leur 
ux sur les fronti�eres entre les
sous-domaines �a chaque pas de temps.
Ainsi, nous montrons facilement la relation suivante entre le probl�eme global et le probl�eme
d�ecompos�e :
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Proposition 7.4.1 La r�esolution du probl�eme (P)t est �equivalente �a

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

Minimiser
mX
i=1

J idec;t(vi; yi)











vi et yi li�es par la restriction de (Dir)t sur Qi;

(a) yi(t) = yj(t) sur �
T
ij; j 6= i

(b)
@yi

@�ij
(t) =

@yi

@�ij
(t) sur �T

ij j 6= i:

i = 1; :::;m

(7.6)

Une fa�con de commenter cette proposition est de consid�erer la discr�etisation du sys-
t�eme (Dir)t par un sch�ema explicite en temps, par exemple, par le sch�ema d'Euler, nous
obtenons des syst�emes elliptiques �a chaque pas de temps :

(I ��tA)yk+1 = �tfk+1 + yk (7.7)

k et �t sont respectivement l'indice de discr�etisation et le pas de temps.
Nous reconnaissons alors ce qui a �et�e d�evelopp�e dans la premi�ere partie pour le cas de
probl�emes elliptiques.

Ainsi, �a chaque pas de temps, nous introduisons les contraintes de la proposition 7.4.1.
Celles-ci peuvent se d�ecomposer en deux parties :

- une partie implicite que nous formulons plus loin et

- une partie explicite: on introduit des variables d'intefaces !ij(t) de telle sorte que
l'on ait les syst�emes suivants sur chaque sous-domaine :

(Dir)t;i

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@yi

@t
��yi = fi dans Qi;

yi = 0 sur �d;Ti ;

@yi

@�i
= vi sur �c;Ti ;

@yi

@�
(t) = !ij(t) sur �T

ij ; j 6= i;

yi(0) = y0;i dans 
i:

(7.8)

Nous adoptons les mêmes notations et les conventions sur les indices que dans le chapitre
2.3.1, c'est �a dire, � = �min(i;j);max(i;j).
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Proposition 7.4.2 Le syst�eme (Dir)t;i est bien pos�e et admet une solution unique yi
dans Wi(0; T ) qui d�epend continûment de vi et des !ij, (j;�ij 6= ;).

Preuve : la d�emonstration de cette proposition repose sur les r�esultats des th�eor�emes
du chapitre pr�ec�edent.

7.4.1 Formulation faible de (Dir)t;i

Donnons la formulation faible de (Dir)t;i que nous utilisons pour r�e�ecrire le nou-
veau probl�eme. Soit alors une fonction test 'i de Vi, nous avons (cf. chapitre 7. de
[Raviart et Thomas, 1988])

�

Z T

0

< yi;
@'i

@t
>Vi;V

0

i
dt+ ('i(T ); yi(T ))Hi

� ('i(0); y0;i)Hi
+

Z T

0

< ryi;r'i >Vi;V
0

i
dt =Z T

0

(f; 'i)Hi
dt+

Z T

0

(vi; 'i)Hi
dt+

X
j2J�i

Z T

0

(!ij ; 'i)L2(�ij)dt�
X
j2J+i

Z T

0

(!ij; 'i)L2(�ij)dt;
(7.9)

o�u V 0
i est l'espace dual de Vi

7.5 Le nouveau probl�eme

Comme pour le cas elliptique, notre id�ee est bas�ee sur la formulation d'un nouveau
probl�eme sur le domaine d�ecompos�e. Ainsi, apr�es avoir explicitement pos�e la contrainte
de continuit�e de la d�eriv�ee normale aux interfaces dans les syst�emes directs locaux en
introduisant des variables !ij(t), donc, sur tout l'intervalle de temps, le probl�eme (P)t
devient :

(P)t;dec

8>>>>>>><
>>>>>>>:

Minimiser

mX
i=1

J idec;t(vi; yi)








vi 2 U

i
ad;

vi et yi li�es par (7:8);
yi(t) = yj(t) sur �T

ij :

(7.10)

7.6 Reformulation de (P)t;dec

Nous avons un nouveau probl�eme d'optimisation �a plusieurs variables qui est soumis
�a un ensemble de contraintes. Une fa�con de le traiter est de d�e�nir le Lagrangien aug-
ment�e lui correspondant. Pour chaque temps de l'intervalle ]0; T [, nous introduisons les
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multiplicateurs de Lagrange relatifs aux contraintes :

yi(t) = yj(t) sur �
T
ij : (7.11)

D'autre part, le syst�eme (Dir)t;i repr�esente �egalement une contrainte pour le probl�eme de
contrôle, nous d�e�nissons alors les �etats adjoints pi, qui ne sont autres que les multipli-
cateurs de Lagrange relatifs aux contraintes donn�ees par les mod�eles directs locaux sur
chaque sous-domaine 
i.

7.6.1 D�e�nition du Lagrangien augment�e

Le Lagrangien augment�e associ�e �a notre nouveau probl�eme, not�e LTr , est d�e�ni sur
�m
i=1U

i
ad � (�m

i=1W
0
i (0; T ))

2 � (�m
i=1�j2J�i

W T
ij )

2 ��m
i=1�j2JiW

T
ij �a valeurs dans IR tel que :

LTr (vi; yi; pi; !ij; �ij ; qij) =
mX
i=1

J idec;t(vi; yi)�
mX
i=1

Z T

0

[<
@yi

@t
;>V 0

i ;Vi
+ < ryi;rpi >V 0

i ;Vi

� < fi; pi >V 0

i
;Vi �(vi; pi)L2(�ci )]dt+

mX
i=1

X
j2J�i

Z T

0

Z

i

!ij(t)(pi(t)� pj(t)))d�ijdt

+
mX
i=1

X
j2Ji

Z T

0

[< yi � qij); �ij >ij +
r

2
jyi � qijj

2
ij]dt:

7.6.2 Premi�eres remarques

- Apr�es avoir explicit�e la formulation variationnelle des yi, nous remarquons que les
variables !ij sont associ�ees au saut des fonctions pi sur les fronti�eres entre le sous-
domaine 
i et ses voisins 
j. Ces variables constituent donc des multiplicateurs
\implicites" pour la continuit�e des pi sur les interfaces �ij �a chaque pas de temps.

- Les qij sont des variables suppl�ementaires telles que

yi(t) = yj(t) sur �
T
ij ()

�
yi(t) = qij(t) sur �T

ij ;

yj(t) = qij(t) sur �T
ij :

(7.12)

- r est un r�eel positif, coe�cient de p�enalisation de LTr .

- Les deux Lagrangiens LTr et LT0 ont les mêmes point-selles [Fortin et Glowinski, 1982].

- LTr est convexe en vi et yi, i = 1; :::;m.

- < :; : >ij sera pris celui de L2(�ij).
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7.6.3 Caract�erisation d'un point-selle du Lagrangien LT
r

Soit (u?I ; y
?
I ; p

?
I ; !

?
J�
; q?

J�
; �?J ) un point-selle de LTr , quand il existe et que nous notons :

(p:s)T . Comme LTr est di��erentiable en chacune de ses variables, pour tout i 2 I et pour
tout t 2]0; T [, sont v�eri��es les syst�emes suivants :

(
@LTr
@yi

(p:s)T (t); 'i) = 0; 8'i 2 Vi; (7.13)

(
@LTr
@pi

(p:s)T (t); 'i) = 0; 8'i 2 Vi; (7.14)

(
@LTr
@vi

(p:s)T (t); vi � ui) � 0; 8vi 2 U
i
ad; (7.15)

(
@LTr
@!ij

(p:s)T (t); d!) = 0; 8d! 2 Wij; j 2 J
�
i ; (7.16)

(
@LTr
@�ij

(p:s)T (t); d�) = 0; 8d� 2 Wij ; j 2 Ji; (7.17)

(
@LTr
@qij

(p:s)T (t); dq) = 0; 8dq 2 Wij ; j 2 J
�
i : (7.18)

� Pour le premier syst�eme en pi, il su�t d'utiliser le th�eor�eme 6.1.1 et la formule de
Green pour obtenir la formulation variationnelle v�eri��ee par pi, soit,

< (y?i � yd;i)(t); 'i >V 0

i ;Vi
+ <

@p?i
@t

(t); 'i >V 0

i ;Vi
�(p?i (T ); 'i(T ))Hi

+ (p?i (0); 'i(0))Hi

+ < �p?i (t); 'i >V 0

i ;Vi
�
X
j2Ji

Z
�ij

@p?i
@�ij

(t)'id�ij

+
X
j2Ji

Z
�ij

(�?ij(t) + r(y?i (t)� q?ij(t))'id�ij = 0;

(7.19)

pour tout t de l'intervalle ]0; T [ et pour toute fonction 'i de Vi.
Ce qui est �equivalent �a l'�equation de l'�etat adjoint local :

(Adj)t;i

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@p?i
@t
��p?i = y?i � y?d;i dans Qi;

p?i = 0 sur �d;Ti ;

@p?i
@�i

= 0 sur �c;Ti ;

@p?i
@�

(t) = �?ij(t) + r(y?i � q?ij)(t) sur �T
ij; j 6= i:

p?i (T ) = 0 dans 
i:

(7.20)
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� Puis, la di��erentiation par rapport aux �etats pi donne tout simplement l'�equation
d'�etat local : (Dir)t;i.

� Les conditions d'optimalit�e locales sont obtenues par l'in�equation d'Euler, c'est �a
dire, pour i 2 I,

Z
�
c;T
i

(p?i + �u?i )(vi � u?i )d�dt � 0; 8vi 2 U
i
ad: (7.21)

� Les �equations en !?ij et �
?
ij sont �equivalentes �a :

p?i = p?j sur �T
ij; (7.22)

y?i = q?ij sur �T
ij: (7.23)

� En�n, l'�equation en q?ij donne

2rq?ij = �?ij + �?ji + r(y?i + y?j ) sur �T
ij: (7.24)

Cette caract�erisation nous sert �a d�emontrer la proposition suivante :

Proposition 7.6.1 Si (u?I; y
?
I ; p

?
I ; !

?
J�
; q?

J�
; �?J) est un point-selle de LTr , quand il existe,

alors, les u?i , y
?
i et p?i ne sont autres que les restrictions sur Qi, respectivement du contrôle

optimal u, de l'�etat direct y et de l'�etat adjoint p, qui sont les solutions du syst�eme
d'optimalit�e (7:3) .

Preuve : Nous utilisons la caract�erisation du point-selle ci-dessus. Comme il y a unicit�e
de la solution du syst�eme d'optimalit�e global (7:3), le r�esultat de la proposition en d�ecoule.

Proposition 7.6.2 Dans le cas sans contraintes, la r�eciproque de la proposition 7.6.1
est vraie. De plus, il y a existence d'un point-selle de LTr .

Preuve : En e�et, soit (u; y; p) la solution du probl�eme global (P)T et posons

yi = yj Qi
; pi = pj Qi

; ui = uj Ui
ad
: (7.25)

Tout d'abord, pour tout t 2]0; T [, y(t) et p(t) sont dans H1(
), donc grâce aux pro-
pri�et�es des traces dans H1(
), nous avons

yi(t) = yj(t) et pi(t) = pj(t) sur �ij et pour tout t 2]0; T [: (7.26)

110



Une m.d.d. sans recouvrement en espace pour un probl�eme ....

Par ailleurs, d'apr�es [Lions et Magenes, 1968], pour tout t 2]0; T [, nous obtenons

@yi

@�ij
(t) 2 H� 1

2 (�ij) et
@pi

@�ij
(t) 2 H� 1

2 (�ij): (7.27)

Nous posons donc,

!ij(t) =
@yi

@�ij
(t) = �

@yj

@�ji
(t) = !ji(t) 2 H

� 1

2 (�ij); (7.28)

�ij(t) =
@pi

@�ij
(t) = �

@pj

@�ji
(t) = ��ji(t) 2 H

� 1

2 (�ij): (7.29)

Pour la condition d'optimalit�e locale, si nous consid�erons l'application caract�eristique �i
de 
i, alors, il vient que

pi + �ui = (p + �u)�i = 0:

Nous avons donc montr�e au passage, l'existence d'un point-selle et plus particuli�ere-
ment, l'existence des multiplicateurs de LTr .

7.7 Un algorithme de recherche de point-selle de LT
r

Nous avons ramen�e le probl�eme, apr�es une d�ecomposition spatiale, �a une recherche d'un
point-selle du Lagrangien augment�e LTr . L'algorithme que nous proposons est similaire �a
(Lag ddm.3), nous le notons (Lag ddm T.3)
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Algorithme: (Lag ddm T.3)

Etape 0. Initialisation :
Pour tout i 2 I, !1ij (j 2 J

�
i ), �1ij (j 2 Ji) et q0ij (j 2 J

�
i ) choisis arbitrairement

Etape 1. R�esolution de probl�emes de contrôle locaux au cours du temps:

avec !nij , �
n
ij et qn�1ij connus, pour chaque i 2 I, on calcule uni , y

n
i et pni par :

(Dir)t;i;n

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

@yni
@t
��yni = fi dans Qi;

yni = 0 sur �d;Ti ;
@yni
@�i

= uni sur �c;Ti ;

@yni
@�

(t) = !nij(t) sur �T
ij; j 2 Ji;

yni (0) = y0;i dans 
i:

(7.30)

(Adj)T;i;n

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�
@pni
@t
��pni = yni � ynd;i dans Qi;

pni = 0 sur �d;Ti ;
@pni
@�i

= 0 sur �c;Ti ;

@pni
@�ij

(t) = �nij(t) + r(yni � qn�1ij ) sur �T
ij; j 6= i;

pni (T ) = 0 dans 
i:

(7.31)

Z T

0

Z
�ci

(pni + �uni )(vi � uni )d�dt � 0 8vi 2 U
i
ad;T : (7.32)

Etape 2. Mise �a jour des multiplicateurs :

avec �! et �� deux r�eels strictement positifs, !n+1ij (t), �
n+ 1

2

ij (t), qnij(t) et �
n+1
ij (t) sont

calcul�es par :

!n+1ij (t) = !nij(t) + �!(pni (t)� pnj (t)) sur �T
ij ;

�
n+ 1

2

ij (t) = �nij(t) + ��(yni (t)� qn�1ij (t)) sur �T
ij :

2rqnij(t) = (�
n+ 1

2

ij + �
n+ 1

2

ji )(t) + r(yni (t) + ynj (t)) sur �T
ij ;

�n+1ij (t) = �
n+ 1

2

ij (t) + ��(yni (t)� qnij(t)) sur �T
ij :

(7.33)

Faire n � n+ 1 et aller �a Etape 1.
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Proposition 7.7.1 L'algorithme (Lag ddm T.3) est bien d�e�ni.

En e�et, �a chaque it�eration, l'existence et l'unicit�e des solutions des �etats direct et
adjoint sur chaque sous-domaine sont assur�ees d�es que l'on choisit les contrôles uni et les
multiplicateurs !nij , �

n
ij et q

n�1
ij dans des espaces appropri�es. Ce qui est d�ej�a fait.

Remarque 7.7.1 D'une mani�ere analogue aux probl�emes elliptiques, l'Etape 1. de l'al-
gorithme ci-dessus, repr�esente la r�esolution d'un probl�eme de contrôle optimal local suivie
des mises �a jour des multiplicateurs de Lagrange qui servent �a maintenir les contraintes
de continuit�e sur les fronti�eres entre les sous-domaines.

Concr�etement, pour !nij , �
n
ij et q

n�1
ij �x�es, nous aboutissons au sous-probl�eme de contrôle

suivant d�e�ni par sa fonctionnelle coût :

Ĵ idec;t(u
n
i ; y

n
i ) =

1

2

Z T

0

�Z

i

jyni � yd;ij
2dx+ �

Z
�ci

juni j
2d�

�
dt

+
X

j;�ij 6=;

�Z
�T
ij

�nij(y
n
i � qn�1ij )d�ijdt+

r

2

Z
�T
ij

jyni � qn�1ij j
2d�ijdt

�

et son �equation d'�etat : (Dir)t;i;n.
Ce qui revient �a

(P)t;i;n

8>><
>>:

Minimiser Ĵ idec;t(u
n
i ; y

n
i )





 uni 2 Uad;i y
n
i 2 Vi

uni et yni li�es par (Dir)t;i;n:

Il su�t de remarquer que la fonctionnelle Ĵ idec;t conserve bien la convexit�e en uni et yni .

7.8 R�eduction des conditions de transmission aux

fronti�eres entre les sous-domaines

Si, dans les conditions limites aux interfaces des syst�emes (Dir)t;i;n et (Adj)t;i;n, nous
supprimons les multiplicateurs de Lagrange !nij , �

n
ij et les variables suppl�ementaires qnij

et avec le choix �! = �� = r, nous retrouvons les mêmes conditions de transmission du
chapitre 3. Autrement dit, �a la (n + 1)�eme it�eration, nous �ecrivons la condition limite
Neumann v�eri��ee par yn+1i sur �T

ij :

�
@yn+1i

@�ij
+ rpni = �

@ynj

@�ij
+ rpnj sur �T

ij (7.34)
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Et de la même mani�ere que dans 3.7.1, nous avons aux nouvelles conditions sur les
fronti�eres entre les sous-domaines, faisant intervenir une combinaison des �etats directs et
adjoints :

�
@pn+1i

@�ij
+ ryn+1i = �

@pnj

@�ij
+ rynj sur �T

ij: (7.35)

Nous remarquons �egalement ici, que les syst�emes des �etats direct et adjoint sur chaque
sous-domaine (en espace) sont d�ecoupl�es.

La seule r�ef�erence �a notre connaissance, qui ait trait�e de ces conditions est [Benamou, 1997]
et nous retrouvons, par notre approche via le Lagrangien augment�e, des conditions tr�es
similaires �a celles introduites par l'interm�ediaire des conditions de transmission de Lions.

7.9 Application �a un probl�eme-test

7.9.1 Le probl�eme global

Consid�erons un probl�eme-test similaire �a ce que nous avons pr�esent�e dans les para-
graphes pr�ec�edents, c'est �a dire, un probl�eme de contrôle optimal \fronti�ere" du 
ux de
la temp�erature �a travers un bord d'une barri�ere carr�ee �
 = [0; 1]2

L'�equation d'�etat du probl�eme est donn�ee par

8>>>>><
>>>>>:

@y

@t
��y = f dans 
�]0; T [;

y = 0 sur (�N [ �S [ �W )�]0; T [;
@y

@�
= v sur �E�]0; T [;

y(0) = y0 dans 
: (condition initiale)

(7.36)

et on veut minimiser sur Uad, un convexe ferm�e de L2(�E)�]0; T [, la fonctionnelle :

J(v) =
1

2

�Z



jy(v)� ydj
2dx + �

Z
�E

jvj2d�

�
dt

avec les donn�ees :

- Source F : F (x; y; t) = �x(y2 � y + 2(2T � t)),

- Observations yd : yd(x; y; t) = (y2 � y)(� + (2T � t)x)� 2�(2T � t),

- Condition initiale y0 : y0(x; y) = 2Tx(y2� y).
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7.9.2 Discr�etisation

A�n de r�esoudre num�eriquement notre probl�eme de contrôle d'�evolution, nous utilisons
une m�ethode de descente. Pour cela, nous avons besoin de connâ�tre en un point donn�e,
la valeur de la fonction J ainsi que son gradient. Par suite, nous avons �a calculer les �etats
direct et adjoint discrets associ�es au point en question. Nous nous int�eressons donc �a une
discr�etisation de (7:36) :

Pour la discr�etisation temporelle, nous utilisons un sch�ema d'Euler explicite, c'est �a
dire,

@y

@t
=

yk � yk�1

�t
; (7.37)

o�u �t est le pas de discr�etisation en temps, l'indice k �etant le num�ero du pas de temps.
En espace, nous discr�etisons par un sch�ema de di��erences �nies sur une grille r�eguli�ere,

ainsi, le Laplacien discr�etis�e est donn�e par le sch�ema classique �a cinq points.

Donc, le syst�eme d'edp parabolique (7:36) discr�etis�e se r�esume en :

� i = 2; Nx; j = 2; Ny; k = 1; NT : (�a l'int�erieur du domaine global)

�
�t

hx2
(yki�1j + yki+1j)�

�t

hy2
(ykij�1 + ykij+1) + (1 +

2�t

hx2
+

2�t

hy2
)ykij = �tF k

ij + yk�1ij ;

� i = Nx+ 1; j = 2; Ny; k = 1; NT :

�
�t

hx2
ykNxj �

�t

hy2
(ykNx+1j�1 + ykNx+1j+1) + (1 +

2�t

hx2
+

2�t

hy2
)ykNx+1j = �tF k

Nx+1j + yk�1Nx+1j;

Et il faut ajouter �a ces �equations, celles d�ecoulant des conditions aux limites ainsi que la
condition initiale.

Nous avons donc, �a chaque pas de temps, la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire dont la
matrice est creuse et non sym�etrique.

Quant �a l'�etat adjoint discret, il se d�eduit de la transposition du syst�eme direct discret
ci-dessus. Quelques d�etails sur le calcul et l'implantation de l'�etat adjoint discret sont
pr�esent�es en annexe.

7.10 Conclusions

Nous rencontrons les mêmes di�cult�es que pour le probl�eme stationnaire. En e�et,
dans le cas du probl�eme d�ependant du temps, nous assurons �a chaque pas de temps les
contraintes de continuit�e sur les interfaces entre les sous-domaines. Par cons�equent un
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nombre plus grand de variables suppl�ementaires (!ij(t) et �ij(t)) qu'il n'est pas facile �a
contrôler. Par suite, comme les raccordements ne sont pas bien assur�es au premier pas de
temps, ces \erreurs" sont propag�ees aux autres pas de temps. le choix de r est �egalement
un probl�eme �a r�esoudre.
Nous avons essay�e de rem�edier �a ce probl�eme en ajoutant un recouvrement entre les sous-
domaines tout en gardant les mêmes conditions de raccord. Ensuite, nous avons reformul�e
la nouvelle version du probl�eme par un Lagrangien augment�e. Cependant, les r�esultats ne
se sont pas tr�es bien am�elior�es.

Nous avons vu qu'avec une d�ecomposition du domaine sans recouvrement, l'algorithme
de \type Uzawa" et plus sp�ecialement, la mise �a jour des multiplicateurs qui n'est pas bien
contrôl�ee, n'�etaient pas su�sants pour avoir une solution globale �a partir des solutions
locales, qui soit continue sur les interfaces.
C'est pourquoi, nous allons introduire dans la partie suivante de nouveaux algorithmes
bas�es cette fois sur une d�ecomposition du domaine avec recouvrement.
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Troisi�eme partie

Sur des m�ethodes de d�ecomposition

de domaine avec recouvrement pour

la r�esolution de probl�emes de

contrôle optimal.
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Chapitre 8 :

Algorithmes de Schwarz et pro-
bl�emes de contrôle optimal.

Dans ce chapitre, essentiellement num�erique, nous nous int�eressons �a

l'implantation de divers algorithmes parall�eles pour la r�esolution de

syst�emes direct et adjoint dans les deux cas de probl�emes de contrôle

optimal : elliptique et parabolique. Nous �etudions ainsi les cons�equences

induites par la combinaison de ces algorithmes sur le comportement

des algorithmes d'optimisation pour r�esoudre le probl�eme de contrôle

optimal.

Introduction

Jusqu'�a pr�esent, nous nous sommes int�eress�es �a une d�ecomposition du domaine sans
recouvrement pour r�esoudre un probl�eme de contrôle optimal. La prise en compte des
raccordements entre les sous-domaines par des techniques de Lagrangien augment�e nous
a amen�e �a consid�erer des algorithmes qui int�egrent les contraintes du probl�eme de contrôle
par l'interm�ediaire de multiplicateurs.
Dans ce chapitre, nous consid�erons le probl�eme de contrôle optimal pris sur le domaine
global en entier. L'utilisation des m�ethodes de d�ecomposition du domaine intervient uni-
quement au niveau de la r�esolution des syst�emes lin�eaires issus des �etats direct et adjoint
discrets.
Nous utilisons des m�ethodes de d�ecomposition de domaine de type Schwarz additif ou
multiplicatif avec recouvrement, soit en tant que solveur ou pr�econditionneur des sys-
t�emes lin�eaires des �etats direct et adjoint discrets.

Avant de pr�esenter les r�esultats des di��erents algorithmes de ce chapitre, nous don-
nons dans le paragraphe qui suit des rappels sur les deux m�ethodes essentielles que nous
employons, notamment, la m�ethode de minimisation et celle de r�esolution des syst�emes
lin�eaires.
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8.1 Rappels

La plupart des r�esultats de ce chapitre sont obtenus en utilisant un algorithme de
type quasi-Newton avec la formule de mise �a jour B.F.G.S. �a m�emoire limit�ee. Mais
nous en pr�esentons �egalement une comparaison dans certains cas avec l'algorithme de
gradient conjugu�e (ce dernier est d�etaill�e au chapitre 2. paragraphe 2.3.1). Nous avons
plus pr�ecis�ement utilis�e l'algorithme \M1QN3" (ou sa version double pr�ecision N1QN3 )
programm�e par J.-C. Gilbert et C. Lemar�echal de l'INRIA [Gilbert et Lemar�echal, 1989].

Rappelons que l'algorithme de Newton pour la recherche d'un z�ero d'une fonction �a
plusieurs variables consiste �a lin�eariser la fonction au voisinage du point courant et �a
r�esoudre successivement ces probl�emes lin�earis�es. Cet algorithme est donn�e par :

Soit G : IRn �! IRn et soit �a r�esoudre G(X) = 0. Pour X0 donn�e dans IR
n. On calcule

la suite Xn qui, sous certaines conditions, converge vers un z�ero de G, par:

Xk+1 = Xk � (JacG(Xk))
�1:G(Xk):

Dans un probl�eme de contrôle optimal, on cherche �a minimiser le crit�ere J . Donc, la
fonction G dont on cherche le z�ero est la suivante :

G : IRn �! IRn (8.1)

(8.2)

X 7!
�!
rJ(X): (8.3)

Le Jacobien de G au point Xk est, dans ce cas, le Hessien de la fonction coût J calcul�e en
ce même point. L'algorithme de Newton pour un probl�eme de minimisation s'�ecrit donc :

Xk+1 = Xk � (HessJ(Xk))
�1:
�!
rJ(Xk):

La m�ethode de Newton utilise la formule dite de B.F.G.S. (resp. B.F.G.S. inverse), dûe
�a Broydon, Fletcher, Goldfarb et Shanno, qui fournit une fa�con d'�evaluer r�ecursivement
une approximation du Hessien (resp. de l'inverse du Hessien) au point Xk. Cette formule
utilise uniquement les vecteurs gradients Gk et les points Xk auxquels les Gk ont �et�e
�evalu�es. La m�ethode de quasi-Newton est en r�ealit�e une m�ethode de type gradient car elle
n'utilise que les di��erentielles jusqu'�a l'ordre un de la fonctionnelle �a minimiser J . Elle
s'�ecrit donc :
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M�ethode de quasi-Newton de type B.F.G.S :"M1QN3"

X0 2 IRn;

G0 2 IRn;G0 =
�!
rJ(X0);

B0 2 M(IRn);B0 = HessJ(X0);

H0 2 M(IRn);H0 � B�1
0 ;







































dk = �Hk:Gk; (direction de descente)

Xk+1 = Xk + �kdk; (recherche lin�eaire)

Gk+1 =
�!
rJ(Xk+1); (calcul de gradient)

sk = Xk+1 �Xk; (di��erence entre 2 points)

yk = Gk+1 �Gk; (di��erence entre 2 gradients)

Bk+1 = Bk +
yk 
 yk
hyk; ski

�
[(Bk:sk)
 (Bk:sk)]

hsk; Bk:ski
; (B.F.G.S.)

Hk+1 = Hk +
[(sk �Hk:yk)
 sk] + [sk 
 (sk �Hk:yk)]

hyk; ski2
�
hsk �Hk:yk; yki

hyk; yki2
[sk 
 sk];

(B.F.G.S inverse)

o�u h:; :i est un produit scalaire sur IRn; [:
:] est le produit tensoriel associ�e �a ce produit
scalaire, i.e.


 : IRn � IRn �! L(IRn)

(U; V ) 7! U 
 V

avec (U 
 V )X = hV;XiU 8X 2 IRn.

Nous avons quelques remarques sur cette m�ethode :

- Quand le produit scalaire utilis�e est le produit scalaire euclidien, alors, la matrice
dans la base canonique (ei)1�i�n du produit tensoriel est donn�ee par : U:V t.

- Les formules de BFGS et BFGS inverse conservent la positivit�e des matrices Bk+1

et Hk+1 calcul�ees si et seulement si hyk; ski l'est. La recherche du pas de descente �k
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se fait par une interpolation cubique de la fonctionnelle J dans la direction de des-
cente dk. Pour pr�eserver la condition de positivit�e pendant cette �etape de recherche
lin�eaire, nous exigeons que le pas �k satisfait deux conditions suppl�ementaires:�

J(Xk + �kdk) � J(Xk) + �1�khGk; dki

h
�!
rJ(Xk + �kdk); dki � �2hGk; dki

(8.4)

avec 0 < �1 <
1

2
et �1 < �2 < 1. Cette �etape de recherche lin�eaire repr�esente une

it�eration interne dans la m�ethode de quasi-Newton jusqu'�a obtenir le \bon" pas.

- Pour un probl�eme de grande taille, nous n'avons pas besoin de calculer les coe�cients
de Hk et de les stocker en m�emoire. En e�et, la matrice Hk ne d�epend que de k
couples de vecteurs (yi; si)1�i�k. Ainsi, en stockant les 2k vecteurs f(yi; si; 1 � i �
kg, nous pouvons calculer la direction de descente dk = �Hk:Gk �a la k�eme �etape de la
minimisation.Mais ce stockage repr�esente toujours un probl�eme et plus sp�ecialement
quand le nombre d'it�erations est de l'ordre du nombre de param�etres. Ce probl�eme
peut être r�esolu en introduisant la m�ethode quasi-Newton �a m�emoire limit�ee: elle
consiste �a calculer Hk en ne faisant intervenir qu'un nombre limit�e de couples de
vecteurs (yi; si), �a savoir les plus r�ecents.

Les mesures de temps CPU faites dans le cas de la r�esolution s�equentielle (ou sur un seul
processeur) nous ont montr�e que le code d'optimisation, proprement dit, consomme un
temps n�egligeable devant le temps consacr�e au calcul de la fonction coût et du gradient,
ce qui revient �a la r�esolution des syst�emes direct et adjoint discrets. Nous le montrons
sur notre probl�eme test (d�e�ni au chapitre 5.). Pour N = 64, les r�esultats de ce test sont
e�ectu�es sur une station SUN et les pourcentages des di��erentes parties du code sur le
domaine global sont repr�esent�es sur la �gure 8.1. La m�ethode num�erique de minimisation
employ�ee est la m�ethode que nous avons d�ecrite ci-dessus: N1QN3 . Les syst�emes direct
et adjoint discrets sont calcul�es par une m�ethode it�erative de Krylov: BiCGSTAB . Nous
remarquons alors que 99% du code est consacr�e au solveur des syst�emes direct et adjoint
discrets et ses sous-programmes.
Ces constatations nous ont donc permis d'opter pour une implantation e�cace d'algo-
rithmes parall�eles sur des architectures distribu�ees en r�epartissant uniquement la charge
des solveurs. Nous allons utiliser soit une parall�elisation directe ou bien trouver des al-
gorithmes se prêtant bien au calcul parall�ele. Ce dernier cas repose sur les m�ethodes de
Schwarz (Schwarz additive ou Schwarz multiplicative expos�ees au premier chapitre de ce
m�emoire).
A�n de r�esoudre les syst�emes lin�eaires direct et adjoint discrets, nous avons utilis�e une
m�ethode it�erative bas�ee sur les sous-espaces de Krylov dont un aper�cu est pr�esent�e dans
l'annexe A. Et plus pr�ecis�ement, l'algorithme que nous avons utilis�e est BiCGSTAB (Bi-
Conjugate Gradient STABilized) bas�e sur des techniques de gradient bi-conjugu�e qui sont
encore valables pour des syst�emes non sym�etriques (en e�et, les syst�emes auxquels nous
aboutissons �a la suite de la discr�etisation des �etats direct et adjoint de notre probl�eme-test
ne sont pas sym�etriques).
Cet algorithme BiCGSTAB est d�ecrit explicitement ci-apr�es :

122



Algorithmes de Schwarz et probl�emes de contrôle....
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Fig. 8.1 { Parts des sous-programmes du code s�equentiel, N = 64. Poids relatif des
subroutines. (pro�ling d'un calcul complet)
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Algorithme BiCGSTAB

Soient x0, �, �stop donn�es

r0 = b�Ax0, v = p = 0
�0 = � = ! = 1

Tant que
krk2
kr0k2

> � et krk2 > �stop faire

� = (r0Tr)
� = ��=�0!, �0 = �

p = r+ �(p� !v)
R�esoudre Cbp = p

v = Abp
� = �1=(r0Tv)
s = r� �v
R�esoudre Cz = s
�echange bords (z)
t = Az

! =
(tTs)

(tTt)
x = x+ �bp+ !z
r = s� !t
Fin

La m�ethode ci-dessus permet, d'une part, de traiter des probl�emes de taille plus im-
portante (cependant, nous nous heurtons �a un probl�eme de conditionnement des gros
syst�emes lin�eaires) et d'autre part, elle permet de tirer partie des m�ethodes de d�ecompo-
sition de domaine en tant que pr�econditionneurs.

Ainsi, pour une simulation du probl�eme test (n�ecessaire pour une it�eration de l'optimi-
seur), ces m�ethodes de d�ecomposition de domaine peuvent être r�esum�ees par le sch�ema 8.2.

Dans ce qui suit, nous pr�esentons donc trois algorithmes de r�esolution de notre pro-
bl�eme de contrôle optimal qui di��erent par leur m�ethode de r�esolution des syst�emes di-
rect et adjoint. Pour chacun de ces trois solveurs it�eratifs, nous donnons les r�esultats
num�eriques associ�es ainsi qu'une comparaison entre les divers cas-tests e�ectu�es. Cela est
d�evelopp�e dans trois parties :

1. BiCGSTAB r�eparti : c'est la parall�elisation directe du solveur it�eratif BiCGSTAB .

2. M�ethode de Schwarz : c'est un algorithme parall�ele qui consiste �a utiliser une m�e-
thode de Schwarz (avec recouvrement) pour r�esoudre le syst�eme direct et en d�eduire
une transposition pour calculer l'�etat adjoint discret.

3. BiCGSTAB pr�econditionn�e : c'est BiCGSTAB pr�econditionn�e par une m�ethode de d�e-
composition de domaine, �a savoir, une m�ethode de Schwarz additive.
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Direct  discret 

Adjoint discret 

    

Vecteur  Gradient   +  Fonction  Coût

Résolution  par 

BiCGSTAB  direct ou réparti

      Méthode    de   Schwarz 

BiCGSTAB préconditionné par 
Schwarz  additive 

Fig. 8.2 { Une simulation du probl�eme test: les di��erentes fa�cons de r�esoudre (direct,
adjoint).

8.2 Parall�elisation

Dans ce paragraphe, les �etats direct et adjoint sont r�esolus par BiCGSTAB distribu�e.
En e�et, ce solveur it�eratif a la particularit�e de se parall�eliser naturellement puisqu'il pr�e-
sente l'avantage de faire appel �a des calculs de produits scalaires et des produits matrice-
vecteur, qui se distribuent facilement sans menacer l'�equilibrage de charge. Il su�t en
e�et, d'ajouter judicieusement �a leur implantation s�equentielle, des appels �a des outils de
communication et des op�erations globales de r�eduction.

Comment se d�eroule cette parall�elisation pour r�esoudre un probl�eme de

contrôle optimal stationnaire?

Comme nous l'avons mentionn�e plus haut, l'optimisation en elle même consomme peu
de temps de calcul et par cons�equent, la parall�elisation se fait essentiellement au niveau
de la r�esolution des �etats direct et adjoint discrets.

Si nous revenons au solveur de Krylov, comment se fait sa distribution sur

plusieurs processeurs?

Premi�erement, nous pro�tons largement des moyens de communication et des op�e-
rations de r�eduction fournis par la librairie de passage de message MPI. Ainsi, chaque
sous-domaine local de 
 (i.e, la restriction du domaine global sur chaque processeur) est
�elargi par des tableaux qui contiennent des valeurs communiqu�ees par ses voisins les plus
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x0 , �, �stop
�echange bords(x0)
r0 = b�Ax0, v = p = 0
�0 = � = ! = 1

tant que
global krk2
global kr0k2

> �

et global krk2 > �stop faire

� = global (r0Tr)
� = ��=�0!, �0 = �

p = r+ �(p� !v)
r�esoudre Mbp = p
�echange bords(bp)
v = Abp
� = �1=global (r0Tv)
s = r� �v
r�esoudre Mz = s
�echange bords(z)
t = Az

! =
global (tTs)

global (tTt)
x = x+ �bp+ !z
r = s� !t
fin

Fig. 8.3 { BiCGSTAB distribu�e

Fig. 8.4 { Extension d'un domaine local avec des valeurs de ses voisins.
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proches ou par des valeurs provenant de la discr�etisation des conditions aux limites sur
le bord de 
 (commun au sous-domaine en question). En e�et, dans BiCGSTAB distri-
bu�e, l'appel �a \�echange bords" fournit les valeurs communiqu�ees par les voisins dans
les directions (Nord, Sud, Est et Ouest), voir �gure 8.4. Ensuite, toutes les op�erations
pr�ec�ed�ees par \global"sont e�ectu�ees sur chaque n�ud avant d'appeler une op�eration
de r�eduction globale qui retourne �a tous les autres n�uds le r�esultat global. Une d�e-
scription compl�ete de cette partie ainsi qu'un exemple d'implantation sont pr�esent�es dans
[Kortas et Angot, 1996] et [Keyes et al., 1995]. Il est �a noter qu'une parall�elisation directe
est faite en posant \ M = I" dans \Mbp = p" et \Mz = s" de l'algorithme BiCGSTAB
distribu�e pr�esent�e sur la �gure 8.3.

Dans cette partie, les tests num�eriques sont e�ectu�es sur les machines Cray-T3E et
l'IBM-SP1. Nous utilisons la librairie de passage de message MPI et tous les programmes
sont �ecrits en fortran.
Dans cette premi�ere m�ethode qu'est la parall�elisation, nous consid�erons un maillage du
domaine global de 512 � 128. Nous pr�ecisons au fur et �a mesure les comparaisons entre
les r�esultats obtenus sur les machines parall�eles Cray-T3E et l'IBM-SP1.

8.2.1 Parall�elisation et algorithmes d'optimisation

Pour r�esoudre le probl�eme de contrôle optimal, deux m�ethodes d'optimisation (d�ej�a
d�ecrites dans le chapitre 2.) sont test�ees :

1. M�ethode de Gradient conjugu�e \GradCjg ": Comme la fonctionnelle coût est
quadratique, cette m�ethode s'av�ere e�cace. Cependant, il faut imposer une pr�ecision
tr�es grande, c'est �a dire, � et �stop de BiCGSTAB (voir �gure 8.3) doivent être tr�es
petits. (une description de GradCjg est pr�esent�ee au chapitre 2. paragraphe 2.3.1.)

2. M�ethode de Quasi-Newton : En utilisant N1QN3 (une version en double pr�e-
cision de M1QN3 [Gilbert et Lemar�echal, 1989]), nous remarquons que l'on est pas
contraint de prendre des tol�erances tr�es petites dans BiCGSTAB : Pour � = �stop =
1:e � 10 ou � = �stop = 1:e � 13, nous obtenons le même nombre d'it�erations de
N1QN3 , et plus particuli�erement, le d�eroulement des appels �a chaque it�eration se
fait de la même fa�con pour les deux tests d'arrêt.

Les tableaux 8.2 et 8.3 fournissent respectivement le nombre d'it�erations ainsi que les
temps CPU obtenus avec les deux optimiseurs GradCjg et N1QN3 lorsque nous varions
le nombre de processeurs et lorsque nous changeons la mani�ere de d�ecomposer le domaine:

En premier lieu, pour un test d'arrêt dans N1QN3 : �grad =
kgkk

kg0k
= 1:e� 6, nous avons

obtenu le même nombre d'it�erations dans chacun des deux optimiseurs quelque soit le
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nb procs grille locale temps CPU (s) nb iter GradCjg

1 = 1� 1 512 � 128 338.30 6
2 = 2� 1 256 � 128 155.42 6
4 = 4� 1 128 � 128 84.42 6
4 = 2� 2 256 � 64 114.46 6
8 = 8� 1 64 � 128 53.85 6
8 = 4� 2 128 � 64 62.53 6
16 = 16� 1 32 � 128 48.25 6
16 = 8� 2 64 � 64 40.46 6

Tab. 8.2 { N = 128, optimiseur = GradCjg , � = �stop = 1:e�13. R�esultats obtenus pour
di��erents nombres de processeurs et pour les deux mani�eres de la d�ecomposition: bande
ou grille. Calcul e�ectu�e sur Cray-T3E.

nb procs grille locale temps CPU (s) nb iter N1QN3

1 = 1 � 1 512 � 128 281.84 9
2 = 2 � 1 256 � 128 147.15 9
4 = 4 � 1 128 � 128 80.12 9
4 = 2 � 2 256 � 64 102.51 9
8 = 8 � 1 64� 128 51.15 9
8 = 4 � 2 128 � 64 56.22 9
16 = 16 � 1 32� 128 45.71 9
16 = 8 � 2 64 � 64 37.09 9

Tab. 8.3 { N = 128, optimiseur = N1QN3 , � = �stop = 1:e� 10. R�esultats obtenus pour
di��erents nombre de processeurs et deux mani�eres de la d�ecomposition.Calcul e�ectu�e sur
Cray-T3E.
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2 4 8
# Processeurs

0.0

50.0

100.0

150.0

Te
m

ps
 C

P
U

Bande
Grille

16

Fig. 8.5 { Temps CPU (s) en fonction du nombre de processeurs. N = 128, optimiseur
= N1QN3 . In
uence de la nature de la d�ecomposition sur le temps CPU. (Calcul complet
sur Cray T3E)

nombre de processeurs. Donc, nous gardons la même pr�ecision de r�esolution des �etats
direct et adjoint au cours de chaque simulation de notre probl�eme test. Ces r�esultats sont
exactement ceux obtenus pour le calcul sur le domaine global (ou sur un seul processeur).

D'autre part, nous avons proc�ed�e �a deux mani�eres de d�ecomposer le domaine de calcul,
le nombre de processeurs �etant �egal au nombre de sous-domaines de telle sorte que chaque
sous-domaine soit distribu�e sur un processeur:

1. D�ecomposition en bande: Dans ce cas, les communications se font seulement au
niveau des bords Est et Ouest de chaque sous-domaine et ses voisins directs.

2. D�ecomposition en grille: Les communications entre les sous-domaines voisins se font
dans les deux sens Est-Ouest et Nord-Sud. Nous r�eduisons aussi la dimension des
donn�ees transf�er�ees, n�eanmoins, nous avons plus de communications et cela coûte
cher en temps calcul.

En nous r�ef�erant aux deux tableaux 8.2 et 8.3, les temps CPU sont bien in
uenc�es par
la nature de la d�ecomposition pour les deux algorithmes.
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Nous avons repr�esent�e cette in
uence sur la �gure 8.5 dans le cas de l'utilisation de N1QN3
. Les temps CPU avec la d�ecomposition en bande sont nettement meilleurs jusqu'�a 8
processeurs et ensuite, les deux courbes se croisent et avec 16 processeurs, le temps CPU
de la d�ecomposition en grille est inf�erieur �a celui en bande. Nous pouvons conclure qu'avec
un maillage plus grand et sur plusieurs processeurs dispos�es en grille, les calculs sont moins
coûteux.
Nous remarquons �egalement que le nombre d'it�erations de GradCjg est inf�erieur �a celui
de N1QN3 . Cependant, nous consommons un temps calcul plus important avec GradCjg
qu'avec N1QN3 : cela est dû en e�et, au test d'arrêt s�ev�ere exig�e pour BiCGSTAB lorsque
nous utilisons l'optimiseur GradCjg . Ce qui induit un nombre d'it�erations dans BiCGSTAB
plus �elev�e. Les tests du tableau 8.2 sont obtenus avec � = �stop = 1:e � 13. Mais, quand
ces deux valeurs sont �egales �a 1:e � 10, l'optimisation est bloqu�ee sur la 5�eme it�eration
sauf si l'on diminue la pr�ecision sur le test du gradient dans l'optimiseur GradCjg .

Conclusion 1.

On peut donc conclure que N1QN3 est plus robuste que

GradCjg et qu'il est peu sensible aux erreurs d'arrondis.

Remarque 8.2.1 Le nombre d'it�erations moyen de BiCGSTAB pour calculer les �etats di-
rect et adjoint sont respectivement de 520 et 600 pour GradCjg et de 401 et 398 pour
N1QN3 .

Conclusion 2.

Le nombre d'it�erations dans les deux optimiseurs ne d�epend pas
de la nature de la d�ecomposition. Par contre, le coût CPU est
plus �elev�e avec une d�ecomposition en grille mais, il s'am�eliore et
devient plus comp�etitif d�es que le nombre de processeurs devient
grand.

8.2.2 Performances parall�eles

Nous rappelons que le code de r�esolution de notre probl�eme de contrôle optimal n'est
pas totalement parall�elis�e mais que la part qui l'est, en repr�esente un grand pourcentage.
Plus pr�ecis�ement, les presque 2% seulement du programme ne sont pas parall�elisables.
Par suite, d'apr�es la loi d'Amdhal (cf. Chapitre 4. paragraphe 4.4), nous esp�erons avoir
une e�cacit�e parall�ele satisfaisante. Nous d�e�nissons cette e�cacit�e par :

En =
T1
nTn

en % (8.5)
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Fig. 8.6 { E�cacit�es parall�eles des deux optimiseurs quasi-Newton et gradient conjugu�e
avec BiCGSTAB distribu�e, en fonction du nombre de processeurs. N = 128. (Calcul complet
sur Cray-T3E).
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Fig. 8.7 { Comparaison des e�cacit�es de GradCjg avec BiCGSTAB distribu�e, obtenues sur
l'IBM-SP1 et sur le Cray-T3E. N = 128.

o�u T1 et Tn sont les temps CPU e�ectu�es respectivement sur un seul processeur et n
processeurs de la machine parall�ele utilis�ee.

D'apr�es la �gure 8.6, les e�cacit�es des deux optimiseurs se d�egradent d�es que le nombre
de processeurs est �elev�e (qui est classique). D'autre part, nous observons que l'e�cacit�e
obtenue avec l'optimiseur GradCjg est sup�erieure �a 100% avec 2 et 4 processeurs, ou
superlin�eaire. Ces r�esultats re
�etent en fait, une meilleure gestion de la m�emoire cache
lorsque le domaine est distribu�e sur 2 ou 4 processeurs sur le Cray T3E. Et pour montrer
que la nature de la machine parall�ele utilis�ee joue un rôle dans le calcul de l'e�cacit�e
parall�ele d'une application, nous donnons une comparaison des e�cacit�es obtenues sur
le SP1 et sur le T3E pour GradCjg sur la �gure 8.7. Nous relevons que l'e�cacit�e de
GradCjg avec 16 processeurs sur le SP1 est l�eg�erement sup�erieure �a celle sur le T3E.
N�eanmoins, avec N1QN3 , l'e�cacit�e s'am�eliore avec un nombre de processeurs �elev�e (ici
� 16 processeurs).

D'autres tests d'e�cacit�e pour N1QN3 montrent que l'on gagne plus en e�cacit�e pa-
rall�ele quand la taille du probl�eme s'accrô�t. Sur la �gure 8.8, nous observons que lorsque
N est multipli�e par 4, l'e�cacit�e avec 16 processeurs est multipli�ee par presque 8.
Ces r�esultats con�rment que ces algorithmes distribu�es sont bien adapt�es aux architectures
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Fig. 8.8 { E�cacit�e parall�ele de N1QN3 avec BiCGSTAB parall�elis�e en fonction de N .
Calcul complet sur Cray-T3E.
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parall�eles et leur e�cacit�e est meilleure quand le probl�eme est de grande taille.

8.3 Schwarz multiplicative pour le probl�eme de contrôle

optimal

Dans ce paragraphe, il ne s'agit plus d'une parall�elisation directe des codes direct et
adjoint. Mais nous consid�erons plutôt une m�ethode de d�ecomposition de domaine avec
recouvrement et l'optimisation reste toujours globale dans le cas de ce probl�eme test.
Nous r�esolvons les �etats directs locaux par la m�ethode de Schwarz multiplicative. Or,
pour r�esoudre le probl�eme de contrôle optimal, nous rappelons que nous avons besoin
de connâ�tre le gradient discret et la valeur de la fonction coût en un point donn�e. Pour
cela, nous avons parl�e pr�ec�edemment de la transposition du syst�eme direct discret a�n
de calculer avec une bonne pr�ecision l'adjoint discret. Dans notre cas de d�ecomposition
de domaine, il faut transposer les syst�emes discrets locaux. En pratique, ceci ne pose pas
de probl�eme puisque, de la m�ethode de Schwarz multiplicative avec des conditions aux
limites Dirichlet, r�esultent des syst�emes lin�eaires que nous �ecrivons par exemple sous la
forme simpli��ee :

AiY
n+1
i = Fi(fi; u

n+1
i ; ynj j@
i[
j

) (8.6)

o�u sur chaque sous-domaine 
i, les u
n+1
i sont les vecteurs de contrôle �a la (n + 1)�eme

it�eration, les fi sont les sources ou les seconds membres des syst�emes directs restreints �a

i et les ynj sont les �etats directs des sous-domaines voisins �a 
j .

Ensuite, l'�etat adjoint discret local pn+1i �a la (n+1)�eme it�eration se calcule en transposant
le syst�eme local obtenu par (8:6). Quant aux bords du recouvrement commun �a 
i et 
j ,
les valeurs de pn+1i sont celles du sous-domaine voisin de telle sorte que l'on puisse �ecrire
le syst�eme que v�eri�e pn+1i par l'�equation formelle :

At
iP

n+1
i = Gi(y

n+1
i � yd;i; p

n
j j@
i[
j

) (8.7)

Nous avons e�ectu�e des tests pour un maillage de 256�64 et pour di��erentes valeurs du
recouvrement entre les sous-domaines. Le probl�eme de contrôle optimal est le même que
pr�ec�edemment. Nous faisons varier le nombre de processeurs pour chaque recouvrement
et nous regardons ensuite l'in
uence de chacun de ces param�etres sur le comportement de
l'optimiseur, ce qui revient �a priori �a �etudier la pr�ecision obtenue dans chaque simulation
de notre probl�eme-test pour calculer le gradient et la fonction coût.

La m�ethode de minimisation employ�ee dans cette partie est N1QN3 et les syst�emes
(8:6) et (8:7) sont r�esolus �a l'aide du même solveur de Krylov dont il a �et�e question
pr�ec�edemment, mais cette fois, il est utilis�e localement (sur chaque sous-domaine �etendu).
Dans ce cas, nous avons choisi une pr�ecision su�sante dans le solveur de Krylov pour que
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Fig. 8.9 { Recouvrement de longueur � entre deux sous-domaines.

le d�eroulement de l'optimisation ne pose pas de probl�eme. La tol�erance sur le gradient
dans l'optimiseur est de �grad = 1:e� 6. Tous les tests de cette partie ont �et�e e�ectu�es sur
le Cray T3E.

Avant de pr�esenter les di��erentes propri�et�es de cette deuxi�emem�ethode, nous pr�ecisons
la d�e�nition du recouvrement que nous allons utiliser dans toute la suite. Le recouvrement
entre deux sous-domaines est, par d�e�niton, le � sch�ematis�e sur la �gure 8.9. Quant au
recouvrement qui �gure sur les tableuax de r�esultats est donn�e par �i tel que � = 2:�i:h,
o�u h est le pas de discr�etisation du maillage. (en fait, �i est la moiti�e du nombre de points
constituant le recouvrement). Par la suite, nous utilisons le terme de recouvrement pour
�i au lieu du vrai recouvrement �.

8.3.1 Coût des calculs avec Schwarz multiplicatif et in
uence

du recouvrement

A partir du tableau 8.4, la premi�ere caract�eristique que nous remarquons en utilisant
Schwarz multiplicatif est que les temps CPU sont prohibitifs. Mais, nous observons une
nette am�elioration quand le nombre de processeurs est �elev�e et quand nous augmentons
le recouvrement �i. Sur la �gure 8.10, les temps sont meilleurs avec �i = 8 qu'avec �i = 4
et �a 16 processeurs, ces temps ont fortement diminu�e compar�es �a ce qui est calcul�e pour
2 ou 4 processeurs. Cependant, nous restons loin des performances obtenues avec une
parall�elisation directe de la premi�ere m�ethode.

8.3.2 In
uence de la d�ecomposition

Quant �a l'in
uence de la d�ecomposition, il est �evident que l'on communique moins
avec une d�ecomposition en bande qu'avec une d�ecomposition en grille. En e�et, bien que
les donn�ees transf�er�ees entre les sous-domaines voisins soient de dimension plus petite,
nous en communiquons beaucoup et c'est bien cela qui coûte cher en temps CPU sur
une machine parall�ele. Il est �a pr�eciser que pour l'implantation de cette deuxi�eme m�e-
thode avec une d�ecomposition du domaine en grille, nous avons colori�e selon 4 couleurs
les domaines a�ect�es aux processeurs et nous avons ainsi lev�e la d�ependance entre les
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Fig. 8.10 { Temps CPU (s) en fonction du nombre de processeurs. In
uence du recouvre-
ment sur le comportement de N1QN3 avec Schwarz multiplicatif. N = 64.

recouvrement �i nb procs temps CPU (s) nb iter N1QN3

4 2 = 2 � 1 650.74 11
4 = 2 � 2 255.15 15
4 = 4 � 1 374.88 18
8 = 4 � 2 713.73 12
8 = 8 � 1 164.32 15
16 = 16 � 1 97.03 12

8 2 = 2 � 1 372.85 12
4 = 4 � 1 213.14 18
8 = 4 � 2 526.80 15
8 = 8 � 1 80.73 11
16 = 16 � 1 74.71 10

Tab. 8.4 { N = 64, optimiseur = N1QN3 , M�ethode = N1QN3 avec Schwarz multiplica-
tive. Comportement de N1QN3 en fonction du recouvrement et du nombre de processeurs.
(Calcul e�ectu�e sur Cray-T3E).
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Fig. 8.11 { Erreur L2 en fonction du nombre d'it�erations. R�esultats de N1QN3 obtenus
avec Schwarz multiplicatif pour di��erents nombres de processeurs, N = 64, �i = 4.

sous-domaines qui peuvent d�es lors e�ectuer leur calcul en parall�ele même dans la phase
Schwarz multiplicative. Seules les d�ecompositions en grille en 4 et en 8 sous-domaines
ont �et�e pr�esent�ees, cf. tableau 8.4, les calculs devenant tr�es coûteux pour un nombre de
processeurs sup�erieur �a cause de l'augmentation du nombre d'it�erations.

Nous passons maintenant �a l'in
uence de l'algorithme Schwarz multiplicatif sur le
d�eroulement de l'optimisation avec N1QN3 :

8.3.3 Comportement de N1QN3 avec Schwarz multiplicative

Sur le tableau 8.4, nous relevons aussi le nombre d'it�erations de N1QN3 : il reste prati-
quement constant quand le nombre de sous-domaines est plus grand et dans ce cas il est
tr�es proche de celui obtenu avec un seul domaine et qu'il ne d�epend pas du recouvrement
entre les sous-domaines voisins. Cela signi�e que l'on a une bonne pr�ecision de calcul dans
le simulateur de notre probl�eme de contrôle optimal.
Pour avoir une id�ee sur ce qui se passe dans l'optimiseur et expliquer la variation du
nombre d'it�erations, nous repr�esentons sur la �gure 8.11, les erreurs L2 entre la solution
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calcul�ee par Schwarz multiplicative et la solution exacte pour di��erents nombres de pro-
cesseurs dans le cas du recouvrement �i = 4. Comme nous le remarquons, ce n'est qu'�a
partir de la 5�eme it�eration que les di��erences entre les nombres de processeurs sont obser-
v�ees: avec 2 processeurs, l'erreur diminue rapidement alors qu'avec un nombre plus �elev�e
de processeurs, elle d�ecr̂�t plus lentement.

Conclusion 3.

On peut donc conclure que la m�ethode de Schwarz multiplicative
utilis�ee dans la r�esolution du probl�eme de contrôle optimal est
robuste mais elle est coûteuse.

Apr�es avoir pr�esent�e une m�ethode de Schwarz en tant que solveur, nous revenons �a la
parall�elisation des syst�emes direct et adjoint. Mais, nous utilisons cette fois, une m�ethode
de Schwarz comme pr�econditionneur du solveur de Krylov BiCGSTAB distribu�e.

8.4 Utilisation d'un solveur de Krylov pr�econditionn�e

par une m�ethode de Schwarz pour la r�esolution

des �etats direct et adjoint

Utilis�ees comme pr�econditionneurs des solveurs de Krylov, les m�ethodes de d�ecomposi-
tion de domaine avec recouvrement telles que les m�ethodes altern�ees de Schwarz (additive
ou multiplicative), permettent d'am�eliorer le taux de convergence de ces algorithmes et
de limiter le nombre de communications n�ecessaires �a leur implantation sur machine pa-
rall�ele.

Remarque 8.4.1 Nous trouverons dans [Smith et al., 1996], les performances compar�ees
sur un Laplacien �a l'ordre 2 pour un solveur GMRES (un solveur it�eratif de syst�emes li-
n�eaires) pr�econditionn�e par un algorithme de Schwarz additif et multiplicatif ainsi qu'une
�etude th�eorique du conditionnement des solveurs de Krylov pr�econditionn�es par les m�e-
thodes de d�ecomposition de domaine.

Remarque 8.4.2 L'algorithme de Schwarz additif a l'avantage d'avoir un taux de pa-
rall�elisme �elev�e. Ainsi, en l'utilisant comme pr�econditionneur d'un solveur de Krylov, il
pr�esente de bonnes propri�et�es de convergence.

Dans ce paragraphe, nous nous limitons au cas de l'optimisation avec N1QN3 , car avec
le gradient conjugu�e, nous nous heurtons au choix judicieux de la tol�erance d'arrêt qui
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di��ere chaque fois que nous changeons ou bien le nombre de processeurs ou bien la nature
de la d�ecomposition (en bande ou en grille).

8.4.1 Comment est d�e�ni le pr�econditionnement?

Pour rester dans le même cadre de comparaison, nous consid�erons dans cette par-
tie �egalement, un maillage du domaine global de 256 � 64. Si nous revenons �a la �gure
8.3, le pr�econditionneur est donn�e par la matriceM. Nous pr�econditionnons donc, le sol-
veur de Krylov \BiCGSTAB " par une m�ethode de d�ecomposition de domaine : \Schwarz
additif" pour r�esoudre �a chaque it�eration Mbp = p ou Mz = s. Dans cette �etape de
pr�econditionnement, nous �etendons, tout d'abord, la contribution locale de s ou p au
sous-domaine �etendu par le recouvrement. Sur chaque sous-domaine, nous r�esolvons exac-
tement un probl�eme local, cette fois avec des conditions aux limites Dirichlet homog�ene
[Smith et al., 1996]. Et en�n, la solution globale bp ou z est d�eduite �a partir des projections
de la solution de chaque probl�eme local.

Pour cette m�ethode �egalement, les � et �stop de l'algorithme, donn�es sur la �gure 8.3,
sont pris su�samment petits pour avoir une pr�ecision su�sante dans une simulation du
probl�eme de contrôle optimal. Tous les tests de cette partie sont obtenus sur le T3E.

8.4.2 Quelques r�esultats de BiCGSTAB pr�econditionn�e par Schwarz

additif

- Tout d'abord, les temps CPU sont meilleurs compar�es �a ceux obtenus par la m�e-
thode Schwarz multiplicative. Mais ils restent relativement sup�erieurs �a ceux de la
parall�elisation directe. Par contre, nous gagnons bien au niveau parall�elisme et ce
r�esultat est illustr�e sur le tableau 8.5: Pour �i = 8, le temps CPU est divis�e par deux
quand le nombre de processeurs passe de 4 �a 8 pour une d�ecomposition en bande.
Et nous avons le même nombre d'it�erations dans N1QN3 .

- Une deuxi�eme remarque concerne le nombre d'it�erations de N1QN3 : il est relative-
ment grand avec 4 processeurs mais il diminue progressivement quand le nombre de
processeurs augmente pour rester constant avec 16 et 32 processeurs.

- Quant �a l'in
uence du recouvrement, nous observons sur la �gure 8.12 que les temps
sont peu �elev�es avec �i = 4 et mieux encore quand le calcul est distribu�e sur 16
processeurs.

- Le dernier point �a relever des tests de cette partie (tableau 8.5), est l'in
uence tr�es
importante de la d�ecomposition en grille sur les temps CPU ainsi que sur le compor-
tement de l'optimiseur : Le nombre d'it�erations de N1QN3 avec une d�ecomposition
en bande est inf�erieur �a celui avec une d�ecomposition en grille cf. �gure 8.13.
Nous montrons �egalement cette di��erence en tra�cant sur la �gure 8.14, les erreurs
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Fig. 8.12 { Temps CPU (s) sur Cray-T3E en fonction du nombre de processeurs. In-

uence du recouvrement sur le comportement de N1QN3 avec BiCGSTAB pr�econditionn�e
par Schwarz additif. N = 64.
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Fig. 8.13 { Temps CPU (s) sur T3E en fonction du nombre de processeurs. In
uence du
type de la d�ecomposition (grille ou bande) sur les temps CPU (s) de l'optimiseur N1QN3

avec BiCGSTAB pr�econditionn�e par Schwarz addtive. N = 64. �i = 4, 8.
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Fig. 8.14 { Erreur L2 de l'�etat direct (associ�e au contrôle optimal) avec la solution exacte,
en fonction du nombre d'it�erations de N1QN3 . In
uence du type de la d�ecomposition pour
8 sous-domaines sur N1QN3 avec BiCGSTAB pr�econditionn�e. N = 64. (Calcul e�ectu�e sur
Cray-T3E).
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recouvrement �i nb procs temps CPU (s) nb iter N1QN3

4 2 = 2 � 1 156.26 10
4 = 2 � 2 362.22 18
4 = 4 � 1 152.91 20
8 = 4 � 2 131.67 13
8 = 8 � 1 60.52 12
16 = 16 � 1 49.22 12
32 = 32 � 1 53.58 12

8 2 = 2 � 1 185.73 12
4 = 2 � 2 257.46 15
4 = 4 � 1 109.59 15
8 = 4 � 2 165.43 25
8 = 8 � 1 69.64 16
16 = 16 � 1 67.16 20
32 = 32 � 1 79.31 12

Tab. 8.5 { N = 64, optimiseur = N1QN3 , Comportement de N1QN3 en fonction du recou-
vrement et du nombre de processeurs avec BiCGSTAB pr�econditionn�e par Schwarz additive.
(Calcul complet sur Cray-T3E).

L2 entre la solution calcul�ee et la solution exacte au cours des it�erations de N1QN3
pour chaque cas, lorsque l'on consid�ere une d�ecomposition en 8 sous-domaines. Nous
rappelons que cela s'explique par le coût des communications avec une grille et plus
particuli�erement, le pr�econditionneur \va chercher les donn�ees dont il a besoin dans
un entourage plus large quand le recouvrement est plus grand".

8.4.3 In
uence de BiCGSTAB pr�econditionn�e sur le comporte-

ment de l'optimiseur N1QN3

Le nombre d'it�erations de N1QN3 est presque constant quand �i = 4 sauf pour la d�e-
composition en 4 sous-domaines.
Nous pr�esentons sur la �gure 8.15, le comportement de N1QN3 avec 8, 16 et 32 proces-
seurs: le test d'arrêt de l'optimiseur est pris (�grad = 1:e� 6) pour tous ces calculs. Bien
que nous ayons le même nombre d'it�erations pour ces 3 cas tests, nous remarquons une
l�eg�ere am�elioration quand le nombre de processeurs est �elev�e et une meilleure convergence.
Nous observons �egalement sur cette �gure que jusqu'�a la 7�eme it�eration, les r�esultats de
l'optimiseur sont les mêmes dans le cas des trois tests. Mais, �a partir de la 8�eme it�eration,
il y a un net avantage quand le nombre de processeurs est maximum (pour ce groupe de
tests).
Nous expliquons ces di��erences �eventuellement par une accumulation d'erreurs d'arrondi.

A la �n de ces tests, nous pouvons conclure que :
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Fig. 8.15 { Erreur L2 (ky � yexkL2) en fonction du nombre d'it�erations. Comportement
de N1QN3 avec BiCGSTAB pr�econditionn�e en variant le nombre de processeurs. N = 64,
�i = 4. (Calcul e�ectu�e sur Cray-T3E).
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Conclusion 4.

Les calculs avec BiCGSTAB pr�econditionn�e par Schwarz additif
sont moins coûteux qu'avec Schwarz multiplicatif utilis�e en tant
que solveur.
Le comportement de l'optimiseur N1QN3 est l�eg�erement in
uenc�e
par l'usage de BiCGSTAB pr�econditionn�e.

8.5 Conclusions

Les m�ethodes parall�eles, d�ecrites et compar�ees dans ce chapitre pour r�esoudre des
probl�emes de contrôle optimal, combinent �a la fois l'usage des m�ethodes de minimisation
(de type gradient conjugu�e ou quasi-Newton) et des algorithmes it�eratifs de Schwarz
utilis�es soit

- comme solveurs: nous en avons utilis�e la version multiplicative qui fait l'objet de la
m�ethode du paragraphe 8.3,

- ou bien comme pr�econditionneurs: c'est la version additive que nous avons employ�ee
puisqu'elle pr�esente de bonnes propri�et�es de convergence pour pr�econditionner le
solveur de Krylov BiCGSTAB . (paragraphe 8.4).

Nous avons compar�e ces deux m�ethodes avec une parall�elisation directe de BiCGSTAB
retenu pour r�esoudre les syst�emes direct et adjoint. Nous tirons alors, les conclusions
suivantes :

1. En utilisant les 3 algorithmes test�es, nous arrivons �a calculer la solution de notre
probl�eme-test de contrôle optimal pour une pr�ecision donn�ee.

2. D'apr�es nos tests, N1QN3 est plus robuste que GradCjg et il est peu sensible aux
erreurs d'arrondi.

3. Pour un probl�eme de grande taille, nous gagnons en e�cacit�e parall�ele dans le cas
de BiCGSTAB distribu�e et plus encore si nous disposons les processeurs en grille �a
partir d'un nombre �elev�e (typiquement � 16 processeurs).

4. En utilisant la m�ethode de Schwarz multiplicative comme solveur, le meilleur r�e-
sultat est obtenu pour un recouvrement relativement grand. Le comportement de
N1QN3 est fortement in
uenc�e par la nature de la d�ecomposition du domaine. A la
suite des r�esultats pr�esent�es, nous concluons que N1QN3 avec Schwarz multiplicatif
constitue un algorithme du probl�eme de contrôle optimal, robuste mais coûteux.

5. Dans le cas o�u une m�ethode de Schwarz, ici additive, est utilis�ee comme pr�econdi-
tionneur, le calcul est moins coûteux que celui obtenu par Schwarz utilis�e en tant
que solveur. Les meilleurs r�esultats sont obtenus avec un recouvrement relatif de
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25%. Pour des probl�emes de \petite taille", la d�ecomposition en grille induit des
communications plus nombreuses et donc coûteuses).

6. Les temps CPU obtenus par BiCGSTAB pr�econditionn�e, pour N = 64 (sur le ta-
bleau 8.4) et �a partir de 8 processeurs, sont proches de ceux obtenus avec BiCGSTAB
distribu�e pour N = 128, voir tableau 8.3. Et au vu de l'allure de la courbe 8.12,
nous pouvons avancer que BiCGSTAB pr�econditionn�e par Schwarz additive sera plus
comp�etitif �a grand nombre de degr�es de libert�e d'autant plus qu'on peut acc�el�erer
la r�esolution des probl�emes dans la phase de pr�econditionnement par des solveurs
de type multigrille bien adapt�es �a la r�esolution du Laplacien.

7. L'application �a un probl�eme parabolique est imm�ediate parce que l'on consid�ere une
d�ecomposition du domaine de calcul en espace. Nous ne pr�esentons pas de r�esultats
num�eriques de l'implantation parall�ele des m�ethodes de ce chapitre pour de tels
probl�emes.
Nous retenons par contre que toutes les propri�et�es d�eduites pour le Laplacien (�equa-
tion d'�etat de notre probl�eme stationnaire) restent valables pour le cas du probl�eme
parabolique (une suite de probl�emes elliptiques �a chaque pas de temps).
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Conclusion.

Dans cette �etude, nous avons propos�e deux approches di��erentes permettant de d�eve-
lopper des m�ethodes num�eriques bas�ees sur les m�ethodes de d�ecomposition de domaine
pour r�esoudre des probl�emes de contrôle optimal gouvern�es par des �equations aux d�eriv�ees
partielles.

Dans un premier temps, nous nous sommes int�eress�es �a une m�ethode de d�ecomposition
du domaine sans recouvrement: les raccordements entre les sous-domaines ayant �et�e trait�es
par des techniques de multiplicateurs de Lagrange. Nous avons montr�e que sur le domaine
d�ecompos�e, le probl�eme global se ram�ene �a une recherche de point-selle du Lagrangien
augment�e associ�e au nouveau probl�eme d'optimisation. Nous avons alors propos�e un al-
gorithme de r�esolution bas�e sur l'algorithme d'Uzawa. Mais, les r�esultats, �a l'exception
de quelques cas particuliers, n'ont pas �et�e �a la hauteur de nos attentes. En e�et, d'apr�es
les tests faits, nous observons toujours un \petit saut" au voisinage de l'interface dû �a
la di�cult�e de contrôler les nombreuses variables suppl�ementaires (les multiplicateurs de
Lagrange �ij , les !ij et le coe�cient r). On pourrait tenter de pr�econditionner le probl�eme
de l'interface par le choix (ou la construction) d'un produit scalaire qui prendrait mieux
en compte les raccordements entre les sous-domaines.

Puis dans un deuxi�eme temps, nous avons introduit des m�ethodes de d�ecomposition de
domaine avec recouvrement bas�ees sur les algorithmes it�eratifs de Schwarz utilis�es comme
solveurs ou pr�econditionneurs pour r�esoudre les syst�emes lin�eaires direct et adjoint du
probl�eme de contrôle optimal �etudi�e. Dans ce cas, nous avons obtenu de bonnes propri�et�es
de convergence pour 3 algorithmes utilisant soit

- un solveur de Krylov distribu�e: BiCGSTAB ,

- un algorithme de Schwarz multiplicative en tant que solveur,

- un solveur de Krylov pr�econditionn�e par une m�ethode de Schwarz.

Les r�esultats de cette partie sont tr�es satisfaisants. D'une part, nous avons construit
un algorithme parall�ele en utilisant la m�ethode it�erative de Schwarz multiplicative en
tant que solveur. Ceci permet de construire naturellement l'�etat adjoint par transposition
des syst�emes locaux. L'algorithme global d�e�ni par la m�ethode de minimisation de type
quasi-Newton et ce solveur de Schwarz constitue une m�ethode robuste de r�esolution du
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probl�eme de contrôle optimal, mais coûteuse. On pourrait chercher un recouvrement re-
latif optimal de telle mani�ere que le coût soit lui aussi optimal tout en donnant de bons
r�esultats de convergence.
D'autre part, et plus particuli�erement, pour des probl�emes de grande taille, l'algorithme
de type quasi-Newton combin�e avec le solveur de Krylov BiCGSTAB pr�econditionn�e par
une m�ethode de Schwarz additive est plus comp�etitif dans la mesure o�u l'on obtient de
bonnes preformances parall�eles.

Une extension de ce travail serait d'appliquer les techniques de la partie avec recou-
vrement �a un probl�eme r�eel, par exemple, le mod�ele quasi-g�eostrophique, ou en g�en�eral
des probl�emes dont la discr�etisation des ses �etats direct et adjoint se ram�ene �a la r�esolu-
tion de syst�emes lin�eaires. L'implantation, dans ce cas, serait bien adapt�ee �a partir de 16
processeurs.
En continuant de tirer partie des bonnes propri�et�es de convergence des m�ethodes avec
recouvrement, on pourrait parall�eliser e�cacement la part de l'optimiseur et ceci même si
elle reste proportionnellement n�egligeable. On pourrait �egalement optimiser les communi-
cations, acc�el�erer la r�esolution des probl�emes de coût dans la phase de pr�econditionnement
soit par les m�ethodes directes par blocs ou par des solveurs multigrilles. D'autre part, pour
des probl�emes �evolutifs, on pourra tirer pro�t de ces m�ethodes si l'on a une version \bien
optimis�ee" du code s�equentiel de telle sorte que la part de l'optimiseur soit assez n�egli-
geable.
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AnnexeA :

Solveurs de Krylov.

Soit �a r�esoudre le syst�eme lin�eaire

Ax = b; (A.1)

o�u A est une matrice non n�ecessairement sym�etrique ou d�e�nie positive, des propri�et�es
pour lesquelles existent di��erentes m�ethodes directes ou it�eratives qui en prennent compte.
Nous allons nous int�eresser �a des m�ethodes it�eratives pour r�esoudre le syst�eme (A:1) qui
g�en�erent des it�er�es successifs x0; x1; x2; :::; xk; ::: en partant d'un vecteur initial x0 donn�e.
Avec les notions suivantes :

- x? : est la solution exacte de (A:1),

- rk = b�Axk : est le r�esidu obtenu �a la k-i�eme it�eration,

- ek = x?b� xk : est l'erreur (ou correction) qu'il faudrait ajouter �a xk pour obtenir
la solution exacte x?,

Ainsi, r�esoudre le syst�eme ci-dessus revient �a inverser le syst�eme :

Aek = rk: (A.2)

Le plus simple des algorithmes it�eratifs est la m�ethode de \Richardson" ou m�ethode
de gradient �a pas �xe � pr�econditionn�ee par l'op�erateur C, c'est �a dre,

xk+1 = xk + �C�1rk (A.3)

avec C�1rk approche au mieux A�1rk de fa�con �a ce que le produit C�1rk soit peu coûteux
�a calculer. Ce pr�econditionneur C (ou C�1) n'est pas calcul�e explicitement dans la plupart
des temps et classiquement, calculer zk = C�1rk se ram�ene par exemple �a faire quelques
it�erations de Jacobi ou de Gauss-Seidel sur le syst�eme Azk = rk, ou encore appliquer une
it�eration d'une m�ethode de d�ecomposition de domaine de type Schwarz avec recouvrement.
Un choix judicieux pour � peut acc�el�erer signi�cativement la convergence de l'algorithme.
Le probl�eme majeur de la m�ethode de Richardson consiste non seulement �a trouver un
bon pr�econditionneur C�1 de telle sorte que �(C�1A) soit proche de 1 mais, aussi, �a
d�eterminer un � optimal, �a conâ�tre une bonne estimation des valeurs propres maximales
et minimales de C�1A qui ne sont g�en�eralement pas connues.
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Le principe des m�ethodes de Krylov est de pallier ce manque d'information sur le
spectre de C�1A en raisonnant sur les vecteurs intervenant dans plusieurs it�erations de
Richardson successives et en �ecrivant une �equation de \correction" telle que :

uk+1 = uk + pk; (A.4)

o�u la direction de descente pk est un vecteur du \sous-espace de krylov":

V ectfC�1rk; (C�1A)C�1rk; (C�1A)2C�1rk; :::; (C�1A)k+p�1C�1rkg

choisi de fa�con �a minimiser b�Axk+1.
Parmi les solveurs de Krylov les plus utilis�es, il y a les solveurs GMRES [Saad, 1985],

[Saad et Schultz, 1986] et Bi-CGSTAB [Sonnelved, 1989]:

Dans le premier algorithme \GMRES", (Generalized Minimal RESidual algorithm)
mis au point par Youcef Saad, la direction de descente pk se calcule en prenant en
compte toutes les directions de descente pr�ec�edentes pour obtenir un espace de Kry-
lov de dimension maximale k. Une description compl�ete de cet algorithme est donn�ee
dans [Saad et Schultz, 1986]. GMRES n�ecessite le stockage coûteux de k vecteurs de tra-
vail. Lorsque la convergence demande plusieurs it�erations n � k, on utilise le \restarted
GMRES", qui consiste �a stocker au plus k vecteurs de travail et �a red�emarrer l'algorithme
�a partir du nouveua r�esidu lorsque l'on a �epuis�e ces vecteurs de travail. (c'est en quelque
sorte un GMRES �a m�emoire limit�ee).
Les performances de GMRES pour une application �a des probl�emes de m�ecanique de

uides sont d�etaill�ees dans [Van der Vorst et Vuik, 1994].

Quant au deuxi�eme algorithme BiCGSTAB , nous en pr�esentons un apre�cu ci-apr�es:

Algorithme de Gradient Bi-Conjugu�e

BiCGSTAB est un algorithme de la famille des m�ethodes de gradient bi-conjugu�e,
c'est un algorithme bas�e sur des sous-espaces de Krylov (cf. Annexe A.).
A la �n des ann�ees 80, Sonnelved et Van der Vorst d�eveloppent des techniques de gra-
dient bi-conjugu�e bas�ees comme dans le cas de gradient conjugu�e sur une r�ecurrence
d'ordre 2 mais restent encore valables pour des syst�emes lin�eaires non-sym�etriques. Son-
nelved met au point CGS (Conjugate Gradient Squared) [Sonnelved, 1989] et Van der
Vorst en propose peu apr�es, une am�elioration : Bi-CGSTAB qui stabilise la convergence
[Van der Vorst, 1992] (la description de l'algorithme est donn�ee dans l'annexe 1.). Une
combinaison de k BiCGSTAB donne BiCGSTAB (k) et ces deux algorithmes sont compar�es
dans [Sleijpen et Fokkema, 1993].
Nous pr�ecisons que bien que la convergence de Bi-CGSTAB soit stabilis�ee par rapport �a
celle de CGS, elle n'en est pas pour autant monotone.
Nous y reviendrons plus loin au chapitre 8. o�u nous allons parler de sa version parall�ele
ainsi que de sa version pr�econditionn�ee.

150



Solveurs de Krylov.

Soient x0 , �, �stop donn�es

r0 = b�Ax0, v = p = 0
�0 = � = ! = 1

Tant que
krk2
kr0k2

> � et krk2 > �stop faire

� = (r0Tr)
� = ��=�0!, �0 = �

p = r+ �(p� !v)
R�esoudre Cbp = p

v = Abp
� = �1=(r0Tv)
s = r� �v
R�esoudre Cz = s
�echange bords (z)
t = Az

! =
(tTs)

(tTt)
x = x+ �bp+ !z
r = s� !t
Fin

Fig. A.16 { Algorithme BiCGSTAB
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AnnexeB :

Calcul et implantation du mod�ele adjoint pour

un probl�eme de contrôle optimal r�egi par une edp pa-

rabolique.

Apr�es discr�etisation du mod�ele direct (voir Chapitre 7.), nous symbolisons le sch�ema
temporel par

(I + h�)Y k = Y k�1 + hBF k + hCV k; k = 1; :::; NT; (B.1)

o�u

- Y k : est le vecteur d'�etat �a l'instant k,

- h : est le pas de discr�etisation en temps,

- NT : est le nombre des pas de temps,

- B : est l'op�erateur : F 7! source F ou 1er second membre discr�etis�e,

- C : est l'op�erateur : V 7! contrôle V ou 2�eme second membre discr�etis�e.

En posant, A = I + h�, le programme direct est organis�e comme suit :

A chaque pas de temps, nous avons

RHS1 := Y k�1

RHS2 := B � F k

RHS3 := C � V k

RHS := RHS1 + h � (RHS2 +RHS3)

Y k := A�1 �RHS
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0
BBBBB@

�I A �hB �hC
�I A �hB �hC
. . . . . . . . . . . . . . .

aM�1 �I A �hB �hC
�I A �hB �hC

1
CCCCCA

A chaque ligne de cette \grande" matrice, je fais correspondre un vecteur ajoint
(P 1; � � � ; PNT ). J'ai donc le \sch�ema" suivant:

�
�
Y 0 Y 1 Y 2 � � � Y NT�1 Y NT F 1 F 2 � � � FNT�1 FNT V 1 V 2 � � � V NT�1 V NT

�t
= 1

Y 0 Y 1 Y 2
� Y NT�1 Y NT F 1 F 2

� FNT�1 FNT V 1 V 2
� V NT�1 V NT

�I A �hB �hC P 1

�I A �hB �hC P 2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

aM�1 �I A �hB �hC P
NT�1

�I A �hB �hC PNT

Supposons que la fonction coût s'�ecrive :

J =
1

2

NTX
k=1

kY k � Y k
obsk

2

alors, le sch�ema adjoint r�etrograde apr�es transposition est :

PNT = A�t
�
Y NT � Y NT

obs

�
@J

@V NT
= hC t � PNT

Pour k := (NT � 1) �a 1 faire :

R�esoudre AtP k =
�
Y k � Y k

obs

�
+ P k�1

Puis
@J

@V k
= hC t � P k:
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AnnexeC :

Un peu d'histoire sur la m�ethode altern�ee de

Schwarz.

Cette annexe constitue une version fran�caise d'une partie de l'introduction faite

par O. Widlund pour les proceedings de la 3�eme conf�erence internationale sur les

m�ethodes d�ecomposition de domaine [Chan et al., 1990]. Elle d�ecrit plus ou moins

l'histoire de la plus ancienne des m�ethodes de d�ecomposition de domaine: m�ethode

de Schwarz ainsi que ses r�ecentes extensions.

Algorithmes \diviser pour r�egner"

Les m�ethodes de d�ecomposition de domaine semblent être les plus prometteuses pour
la r�esolution parall�ele des tr�es souvent important syst�emes d'�equations lin�eaires ou non-
lin�eaires issus de probl�emes �elliptique d'�elasticit�e, de m�ecanique des 
uides et d'autres
importants domaines d'application qui sont discr�etis�es au moyen d'�el�ements �nis ou de
di��erences �nies. Ces m�ethodes peuvent être vues comme des algorithmes de type \diviser
pour r�egner" consistant en autant de sous-probl�emes correspondant �a des sous-domaines
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d'un mod�ele qui peuvent être r�esolus au moyen de techniques connues avec une interaction
de ces sous-domaines assur�ee par une it�eration qui \transmet" l'information ad�equate
de part et d'autre des interfaces divisant le domaine global. Lorsque les sous-probl�emes
sont nombreux, l'utilisation d'un mod�ele \grossier" peut grandement am�eliorer le taux de
convergence des it�erations en calculant une solution approch�ee des interactions �a grande
�echelle du mod�ele original. De ce point de vue, les m�ethodes de d�ecomposition de domaine
sont similaires aux m�ethodes multigrilles.

De nombreux algorithmes de d�ecomposition de domaine ont tout d'abord �et�e d�eve-
lopp�es et �etudi�es pour des probl�emes mod�eles lin�eaires de second ordre, �elliptiques d�e�nis
positif et auto-adjoints, et ce sujet fait encore l'objet de travaux. Cependant, alors que
ce domaine parvient �a maturit�e, l'accent fut mis sur des probl�emes bien plus importants
faisant intervenir des sous-domaines nombreux.

L'algorithme de Schwarz et quelques extensions r�e-

centes

La plus ancienne des m�ethodes de d�ecomposition de domaine est commun�ement at-
tribu�e �a Herman Amandus Schwarz qui d�ecouvrit la \m�ethode altern�ee" en 1869 (voir
les travaux collect�es de Schwarz, Gesammelete Mathemmatische Ablandlungen, Springer,
Berlin 1890). Schwarz, �a qui l'on doit des contributions nombreuses dans le domaine de
l'analyse complexe, utilisa cette m�ethode pour �etablir l'existence de fonctions harmoniques
sur des domaines �a fronti�eres non r�eguli�eres. Ces domaines �etaient construits comme une
r�eunion successive de sous-domaines, en commen�cant par ceux dont l'existence de telles
fonctions pouvait être d�emontr�ee par d'autres moyens.

L'algorithme de Schwarz donne une suite g�eom�etrique convergente de fonctions dont
la limite est la fonction harmonique qui satisfait aux conditions aux limites donn�ees.
La �gure 1, tir�ee d'un des premiers articles de Schwarz, illustre cette m�ethode. Lors du
premier pas d'une it�eration �a pas fractionnaires qui en comporte deux, la valeur approch�ee
de la solution sur T1 calcul�ee pr�ec�edemment est remplac�ee par les valeurs de la fonction
harmonique impos�ees comme conditions aux limites de type Dirichlet sur �T1, fronti�ere de
T2 calcul�ees �a l'it�eration pr�ecedente. (Au premier pas, on part d'une solution arbitraire).
Le second pas fractionnaire, au cours duquel de nouvelles valeurs sont obtenues pour
T2 est men�e de la même fa�con. Il est alors possible, en utilisant seulement des solveurs
pour un domaine circulaire ou rectangulaire, de calculer une approximation arbitrairement
pr�ecise de la fonction harmonique cherch�ee sur cette r�egion. Des m�ethodes classiques de
s�eparation des variables peuvent être utilis�ees pour ces sous-probl�emes successifs. Bien que
des algorithmes de d�ecomposition de domaine �a convergence rapide aient �et�e d�evelopp�es
pour des domaines de formes assez g�en�erales et di��erentes sortes d'�equations di��erentielles,
on peut utiliser, pour consid�erablement r�eduire le coût d'une it�eration, des algorithmes
rapides de r�esolution, comme des solveurs de Poisson rapide et les m�ethodes spectrales
qui sont disponibles sur des domaines de g�eom�etrie simple. Le principal probl�eme relatif �a
la m�ethode de Schwarz - ainsi qu'aux autres m�ethodes de d�ecomposition de domaine - est
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de montrer que le taux de convergence par it�eration est satisfaisant, ou crô�t su�sament
lentement lorsque la discr�etisation des mod�eles est ra�n�ee ou que l'on augmente le nombre
de sous-domaines.

Il est int�eressant de remarquer qu'il est possible de dissimuler l'utilisation de sous-
domaines recouvrant dans l'algorithme de Schwarz. Une it�eration peut être vue en terme
de recherche d'un point �xe pour la projection d'une famille de fonctions d�e�nies sur la
courbe L2. L'algorithme de Schwarz se ram�ene alors �a une m�ethode de sous-structuration.
La projection et son rayon spectral de convergence d�ependent de l'�etendue du recouvre-
ment : une augmentation de celui-ci entr̂�ne une augmentation des coûts de calcul mais
aussi une am�elioration du taux de convergence ce qui n�ecessite un compromis.

Au cours de sa pr�esentation, Schwarz sugg�era une analogie physique �a son algorithme.
Les interfaces L1 et L2 peuvent être assimil�ees �a des valves. Lors du premier pas fraction-
naire, on pompe l'air de T1 avec L1 ouverte et L2 ferm�ee. En inversant le rôle des sous-
domaines et des valves, on r�ep�ete ce même proc�ed�e pour compl�eter l'it�eration. L'analogie
propos�ee par Schwarz peut être modi��ee pour d�emontrer qu lors de chaque pas fraction-
naire, la norme �energie de l'erreur ne s'accrô�t pas et qu'au moins une certaine fraction
�xe de cette �energie est �evacu�ee �a chaque it�eration. Ce r�esultat peut être �etabli, le plus
ais�ement dans le cadre d'espaces de Hilbert, o�u la m�ethode �a pas fractionnaire est formu-
l�ee en termes de projection sur des sous-espaces naturellement li�es aux probl�emes d�e�nis
sur les sous-domaines.

Dans sa d�emonstration, le principal outil qu'utilisait Schwarz �etait le principe du maxi-
mum. Il y a plus de 50 ans, Sobolev �etablissait la formulation variationelle de l'algorithme
de Schwarz (The Schwarz Algorithm in the Theory of Elasticity, Dokl. Acad. Nauk. USSR,
Vol. IV, 1936). Le r�esultat de Sobolev o�re un point de d�epart pour utiliser l'algorithme
sur des probl�emes ne v�eri�ant pas le principe du maximum, et rend possible l'extension
de son analyse �a de nombreux mod�eles d'�el�ements �nis et �a d'autres m�ethodes obtenues
par un calcul de variations.

Pierre-Louis Lions, un intervenant des trois conf�erences lors des r�ecents symposiums
sur les m�ethodes de d�ecomposition de domaine, a de nouveau examin�e et �etendu signi-
�cativement quelques unes de ces id�ees classiques dans un certain nombre de directions.
L'extension de la m�ethode de Schwarz au cas de nombreux sous-domaines est important
car pour deux sous-domaines uniquement, l'algorithme est intrins�equement s�equentiel. En
particulier, il est important de r�esoudre de nombreux sous-probl�emes en parall�ele de fa�con
�a garder petit le nombre de pas fractionnaires. C'est un des probl�emes qui fut r�ecemment
examin�e par Lions et d'autres.
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