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Résumé: Ce travail porte sur I’étude des méthodes de décomposition de domaine et leur
application pour résoudre des problemes de controle optimal régis par des équations aux dérivées
partielles. Le principe de ces méthodes consiste a ramener des problemes de grande taille sur
des géométries complexes en une suite de sous-problemes de taille plus petite sur des géométries
plus simples.

En considérant une décomposition sans recouvrement, 'intérét de ces méthodes pour les pro-
blemes de controle optimal réside au niveau de I'intégration de ’équation d’état, puisqu’il est
possible de partitionner le probleme en une suite de problemes plus petits, quitte a contraindre
les interfaces entre les sous-domaines a obéir a des conditions de raccordement afin de déduire la
solution globale a partir des solutions locales. Dans une premiere partie, nous étudions le cas ellip-
tique. Nous considérons simultanément la minimisation de la fonction cout et des raccordements
sur les frontieres entre les sous-domaines. Cette combinaison de problemes de minimisation et de
méthodes de décomposition de domaine est traitée par des techniques de Lagrangien augmenté.
Nous montrons que, sur le domaine décomposé, le probleme initial se réduit a la recherche d’un
point-selle. Une étude des méthodes de Lagrangien nous a permis de choisir une variante d’al-
gorithmes existants dans la littérature et de les combiner avec un algorithme de décomposition
de domaine.

Dans la seconde partie, nous développons 'extension de cette approche aux problemes de controle
optimal régis par des systemes paraboliques en considérant uniquement une décomposition en
espace du domaine de calcul.

Dans une derniere partie, nous considérons une décomposition de domaine avec recouvre-
ment a chaque pas de la minimisation. D’une part, nous construisons un algorithme parallele en
utilisant la méthode de Schwarz multiplicative en tant que solveur. Ceci permet de déduire natu-
rellement 1’état adjoint par transposition des systemes directs locaux. L algorithme global défini
par la méthode de minimisation de type quasi-Newton et ce solveur de Schwarz constitue une
méthode robuste de résolution du probleme de contréle optimal, mais coateuse. D’autre part, et
plus particulierement, pour des problemes de grande taille, I'algorithme de type quasi-Newton,
combiné avec le solveur de Krylov BiCGSTAB préconditionné par une méthode de Schwarz ad-
ditive, est plus compétitif dans la mesure ou ’on obtient de bonnes performances paralleles. De
nombreux résultats sont présentés pour préciser le comportement des algorithmes d’optimisation
quand ils sont utilisés avec des méthodes de Schwarz.

1. Projet IDOPT, commun a U'INRIA Rhéne-Alpes et au Laboratoire LMC de U'IMAG (V'IMAG
est une fédération d’unités de recherche de UINPG et/ou de I'UJF, associées au CNRS), BP 53, 38041
Grenoble Cedex 9, France.



Domain decomposition methods:

Application to the solution of
optimal control problems.

Abstract: This work deals with the use of domain decomposition methods to solve optimal
control problems governed by partial differential equations. The problem on the whole domain
decomposes into local subproblems with the cost function naturally resulting from the sum of
the local cost functions provided that the perfect matching of the local solutions is preserved on
both the sides of the interface between non-overlapping neighbour subdomains.

In a first part, we especially study the elliptic case: we take simultaneously into account the
minimization of the cost function and the links between subdomains. These links are satisfied
by ensuring the flux continuity of the direct state given explicitly on the local system whereas
the continuity constraint is considered with multipliers. The resulting optimization problem is
treated by augmented Lagrangian techniques and is solved thanks to a variant of algorithms
existing in the literature.

In a second part, an extension to optimal control problems governed by parabolic system is
developed considering only a space decomposition of the calculation domain.

In the last part, we combine Schwarz algorithms and optimal control problems using an
overlapping domain decomposition at each step of the minimization process. We design a parallel
algorithm based on a multiplicative Schwarz method used as a solver. The adjoint state is
naturally deduced from the transposition of the local direct. This mixed algorithm constitutes
a robust but expensive method to solve the optimal control problem. For particularly large
problems, another algorithm combining a Quasi-Newton method and a Krylov solver (BiCGSTAB
) preconditioned by an additive Schwarz method is proven to be more competitive since good
parallel efficiencies are obtained. Results are presented to show the behaviour of the optimization
solvers when Schwarz algorithms are used.
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Introduction.

Les méthodes de décomposition de domaine ont récemment suscité un grand inté-
rét grace aux progres qu’ont connus le développement et 1’évolution des architectures
paralleles. Nous nous intéressons a 'application de ces méthodes pour la résolution de
problemes de controle optimal régis par des équations aux dérivées partielles.

Nous traitons dans cette étude des méthodes itératives de décomposition de domaine
avec et sans recouvrement. Le plan détaillé de la these est le suivant:

Dans un premier chapitre, nous exposons quelques généralités sur les méthodes de
décomposition de domaine, leur historique, les motivations de leur développement et nous
en donnons des exemples, a savoir, les méthodes de Schwarz: additive ou multiplicative,
avec ou sans recouvrement. Nous rappelons également dans ce chapitre des résultas géné-
raux sur les méthodes de Lagrangien et de Lagrangien augmenté que nous utilisons dans
le chapitre 3.

Comme notre but est d’appliquer ces méthodes a des problemes de contréle optimal
particuliers, nous en exposons un probleme modele au deuxieme chapitre. Des rappels
théoriques ainsi que les aspects pratiques de sa résolution numérique sont présentés.

L’objectif du troisieme chapitre est de développer une méthode de décomposition de
domaine sans recouvrement: le domaine de calcul est divisé en un ensemble de sous-
domaines non recouvrants. Ensuite, nous minimisons simultanément la fonction cott et
les raccordements aux interfaces entre les sous-domaines. Ces contraintes supplémentaires
de continuité sont traitées par une technique de Lagrangien augmenté et on montre que
le probleme global se réduit a un probleme décomposé de recherche de point-selle. Des
algorithmes sont mis au point et étudiés dans le cas du probleme modele du chapitre 2.

Pour les applications numériques, nous avons utilisé des outils de programmation sur
les machines a mémoire distribuée. Le chapitre 4. est consacré a une présentation des
mécanismes du calcul parallele ainsi que du fonctionnement de la librairie de passage de
messages MPI.

Dans le chapitre 5., des résultats numériques sont exposés pour ’application des mé-



Introduction.

thodes du chapitre 3. a un probleme de contréle optimal elliptique. Nous revenons a la
formulation du chapitre 3. pour une extension aux problemes paraboliques et ceci est
développé au chapitre 7. apres avoir présenté des généralités sur les problemes de controle
optimal gouvernés par des edp paraboliques au chapitre 6.

Dans le dernier chapitre, nous présentons une variante de méthodes de décomposition
de domaine avec recouvrement. Nous développons des algorithmes paralleles basés sur les
algorithmes itératifs de Schwarz. Nous présentons également divers résultats numériques
décrivant le comportement des algorithmes de minimisation quand ils sont combinés avec
des solveurs de Krylov pour résoudre les systemes direct et adjoint. A la fin du chapitre,
nous passons brievement a l’extension naturelle et directe aux problemes de controle
optimal dont I’équation d’état est une edp parabolique.



Chapitre 1 :

Généralités et rappels.

Nous exposons ici les principes et généralités relatifs aux deux méthodes numériques
qui sous-tendent notre exposé a savoir les méthodes de décomposition de domaine
(MDD) et les algorithmes de Lagrangien augmenté. Nous ne donnons ici que les
théoremes et résultats généraux pour mieux situer notre travail. Nous reviendrons
en détail sur les MDD et sur leur implémentation comme préconditionneur d’un
solveur de Krylov au chapitre 8., et sur 'utilisation de Lagrangien augmenté dans
le cadre d’un probléeme d’optimisation tout au long de la lere partie.

1.1 Méthodes de décomposition de domaine:
Généralités et historique

1.1.1 Introduction

Au cours de la derniere décennie, les machines paralleles ont connu une grande évolu-
tion, en particulier en puissance de calcul et en capacité de stockage. Les simulations de
problemes physiques de I'ordre de la dizaine de millions de degrés de liberté sont désormais
chose courante et la vitesse d’exécution des codes scientifiques s’exprime aujourd’hui en
centaines de Mflops (Millions d’opérations flottantes par seconde). Développer des algo-
rithmes bien adaptés a de telles machines est donc devenu impératif. Parmi les méthodes
qui fournissent de bons algorithmes faciles a implémenter sur des architectures paralleles
et ayant une base mathématique tres riche, on trouve les méthodes de décomposition de
domaine (MDD). Bien qu’elles soient tres anciennes puisque la premiere remonte a la fin
du X1 Xeme siecle avec H. A. Schwarz qui lui donna son nom [Schwarz, 1890], elles ont
suscité récemment un grand intérét et la littérature abondante qui leur est consacrée en
témoigne.

Tout d’abord, 'expression “décomposition de domaine” posséde différentes signi-
fications chez les spécialistes des équations aux dérivées partielles :

En calcul parallele, la décomposition de domaine se référe aux techniques pour
décomposer les données et cela peut ne pas dépendre des méthodes numériques
utilisées.
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En analyse asymptotique, décomposer le domaine veut dire diviser le domaine
physique en des domaines modélisés par des équations aux dérivées partielles dif-
férentes en y ajoutant des conditions bien appropriées sur les interfaces entre les
sous-domaines.

Pour les méthodes de préconditionnement, la décomposition se fait au niveau
des systemes linéaires qui résultent de la discrétisation des équations aux dérivées
partielles. Par conséquent, les méthodes de décomposition de domaine deviennent
plus un outil pour construire de bons préconditionneurs que la décomposition en
elle méme.

1.1.2 Motivations du développement des MDD

Le premier objectif des méthodes de décomposition de domaine est de trouver des
solutions efficaces aux problemes gouvernés par des équations aux dérivées partielles sur
des géométries compliquées et leurs approximations sur de tres fines grilles. En effet, cela
engendre des systemes linéaires de grande taille et difficiles a résoudre par des solveurs
directs ou des méthodes itératives puisque de tels systemes sont souvent mal condition-
nés. Ainsi, les MDD permettent de décomposer le probleme initial en des sous-problemes
de petite taille et sur des géométries plus simples. Elles constituent un compromis entre
I'usage de solveurs directs pour le calcul local sur chaque sous-domaine et 1’'utilisation de
solveurs itératifs au niveau des interfaces.

Il faudra ajouter que les méthodes de décomposition de domaine fournissent une fagon
tres naturelle de dériver des algorithmes bien adaptés aux machines paralleles. C’est pour-
quoi, elles ont récemment suscité un grand intérét du point de vue théorique et pratique.
A cet effet et depuis 1987, une conférence internationale se tient annuellement pour pré-
senter les nouveaux résultats et les diverses applications qui sont recueillis par la suite
dans des “Proceedings” de ces conférences, ¢f. [Glowinski et al., 1988], [Chan et al., 1989],
[Chan et al., 1990], [Glowinski et al., 1991], [Keyes et al., 1992], [Quarteroni et al., 1994],
[Keyes et Xu, 1995], [Glowinski et al., 1996], [Bjorstad et al., 1998].

Quant aux diverses et importantes raisons qui ont conduit a la popularité de ces méthodes,
cela peut étre résumé dans le fait qu’elles:

e sont bien adaptées aux machines paralleles dont le développement et les caractéris-
tiques ne cessent de s’accroitre,

possédent un intérét mathématique intrinseque,

peuvent s’appliquer a des problemes définis sur des géométries complexes,

possédent une base théorique solide,

facilitent 'utilisation de schémas numériques différents pour chaque sous-probleme,
par exemple, éléments finis, différences finies, méthodes spectrales ou de colloca-

tion...
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Fic. 1.1 — La fameuse figure de Schwarz.

e ct peuvent étre combinées avec une résolution par d’autres méthodes telles les mé-
thodes multi-échelles ou le raffinement local de maillage.

Reste aux spécialistes des méthodes de décomposition de domaine a sélectionner des
algorithmes performants tant au niveau de leur temps d’exécution sur machines paralleles
qu’en ce qui concerne leurs propriétés de convergence.

1.1.3 Historique des méthodes de décomposition de domaine

La premiere méthode de décomposition de domaine fut proposée par H. A. Schwarz
dans une preuve d’existence pour résoudre un probleme de Poisson sur un domaine 2
de géométrie complexe (voir figure 1.1). La méthode alternée de Schwarz s’applique a
la résolution de problemes elliptiques sur un domaine formé d’une réunion de deux sous-
domaines qui se recouvrent et on résout alternativement sur chaque sous-domaine le méme
probleme.

Pour simplifier, nous allons nous limiter au cas d’un probleme elliptique avec des
conditions aux limites de Dirichlet homogenes:

—Au = [ dans Q= Q;UQ,,

(1.1)
u = 0 sur 09.

Avecla décomposition 2 = ;U telle qu’elle est donnée par la figure 1.1, on initialise
sur € en fixant u°| r, et pour n > 0, on résout alternativement :

—Autts = f dans 4y,
unts = 0 sur 00 ~, 1, (1.2)
n—I—% _ n

u = u” sur g,
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—Ay"tt = f dans €,

! = 0 sur  0€5 ., 2, (1.3)

1

n+1 _ n—I—E

u = u sur 2.

Ce procédé est alors répété jusqu’a ce qu'un critere d’arrét soit vérifié, par exemple,
lorsque 1’on obtient :

[ ey = r [ S e et [, —utnl <

ou

n—|—1| Q
2

[ oy —u aul S € et lu —u"l o <€

La convergence vers la solution globale de cet algorithme a été établie par Schwarz en
utilisant le Principe du Maximum.
Ensuite, vers les années 30, Sobolev a decouvert la formulation variationnelle de 1’algo-
rithme de Schwarz pour des problemes en élasticité linéaire [Sobolev, 1936]. Le résultat de
Sobolev offre un point de départ pour utiliser ’algorithme pour des problemes ne vérifiant
pas le principe du maximum.
Puis, en 1988, P.-L. Lions donne une interprétation a cet algorithme a ’aide d’une formu-
lation variationnelle [Lions, 1988]. 1l précise que la convergence de cette méthode dépend
de la taille du recouvrement 4, du pas de discrétisation i et du diametre caractéristique
des sous-domaines H. Bien entendu, plus le recouvrement ¢ est important et meilleure
sera la convergence. Voir également [Lions, 1989, Lions, 1990].

1.2 La méthode de Schwarz classique

La méthode alternée de Schwarz classique est celle que I'on a présentée ci-dessus. On
précise ici le sens des adjectifs “multiplicatif” et “additif” qui lui sont attribués.

1.2.1 Méthode de Schwarz multiplicative
Ecrivons maintenant le probleme (1.1) sous forme variationnelle :
a(u,v) = f(v) Yo e V = Hi(Q) (1.4)

a(u,v):/QVqudx ot f(v):/ﬁfvd:z;.

Nous allons interpréter maintenant la méthode alternée de Schwarz en termes de de pro-
jection d’erreur. Pour cela, nous introduisons les formes bilinéaires a; et as, qui sont les
restrictions de a aux sous-espaces Vi et V5 :

ar(u,v) = a(u,v) Yu, veW {u € Viulawa, },
az(u,v) = a(u,v) Yu, ve Ve = {ueVl]ulgwa,},

6
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nti

1
nty > —u”, lalgo-

+1 2 et u

Avec ces notations et en considérant les différences vt — u

rithme proposé par Schwarz, sous forme variationnelle, s’écrit :

{a(un+%_un,v) = f(v) -

At =) = f(o) -

(un7v), u”-l—% —u” €V, Yo e Vi, (1 5)
(WS, 0), W —utE V), Vo € Vi '
En définissant I'erreur €” par €” = u — u”, avec u est la solution unique (par le théoreme
de Lax-Milgram) de (1.4) , on aboutit a:

(1.6)

a((u"tt — u”"'%) — e”"'%,v) = 0, Yvel.

{ a((u”"'% —u") — e, v) = 0, Yvel,
A chaque demi-itération, u"™! — Utz et u"ti — ™ ne sont autres que les projections
(relativement au produit scalaire induit par a(.,.)) de U'erreur sur Vi et V; respectivement.
Et les équations (1.6) s’écrivent donc:

uts = w4+ P, .e”
1 o ’ 1 1-7
{ un—l—l — un—l—g _I_Pa2‘€n—|—57 ( )
ou encore,
e"ts (I —P,).e"
! "y 1.8
{ en—l—l ([ _ Pa2) €n+5 ( )
D’ou finalement,
e"tl = (I — P,)(I—PF,).e". (1.9)

Ce qui permet d’interpréter I’algorithme de Schwarz alterné en termes de projections
et corrections successives de l'erreur €¢” sur chacun des sous-espaces V. La relation (1.9)
se généralise facilement dans le cas d’une décomposition en m sous-domaines a:

et =112 (1 = Py,).e” (1.10)

et on retrouve donc 'adjectif “multiplicatif” qu’on attribue a la méthode alternée de
Schwarz.

Cette “correction successive de ['erreur” s’interpréte algébriquement comme une ité-
ration de Gauss-Seidel par blocs ou chaque bloc est relatif a 'opérateur restreint sur un
sous-domaine. Le degré de parallélisme dans ce cas est moins important puisque chaque
processeur (ou sous-domaine) ¢ doit attendre que la correction soit faite sur les domaines
Qq, ...0;_1 avant d’entamer son propre calcul.
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1.2.2 Méthode de Schwarz additive

Une autre fagon de transformer 1’algorithme et accroitre son efficacité parallele réside
en ’écriture d’une nouvelle version “additive” qui revient a projeter 'erreur ¢ simulta-
nément sur chaque sous-domaine et a cumuler par la suite les corrections locales sur le
domaine global. Au niveau algorithmique, cela consiste a remplacer la condition de Diri-
chlet ™! = u™*3 sur , 2 par u"t = 4" sur , 5. Sous la forme variationnelle, I’algorithme

devient :
et = (1= P,).e" (1.11)

D’ou le nom d’ “additif” donné a cette méthode et qui a été proposée au départ par M.
Dryja et O. Widlund [Dryja et Widlund, 1989]. Ses propriétés sont étudiées dans [Bjer-
stad, 1987] et [Bramble et al., 1990]. Il faut souligner que la convergence de la méthode
de Schwarz additive est moins bonne que sa version multiplicative. En termes algébriques,
elle correspond a une méthode de Jacobi par blocs ou chaque bloc est relatif a 'opérateur
restreint sur un sous-domaine.

Remarque 1.2.1 Dans l'algorithme de Schwarz, les conditions aux limites Dirichlet sur
les bords , ;, 1 = 1,2 peuvent étre remplacées par une combinaison de conditions aux
limites Dirichlet et Neumann, ce qui s’écrit:

U2 ‘|‘Ofa—un+5 = u”—l—oza—u” sur 1,
n n
(1.12)
n+1  on+l _ nti 3 nt+i
U —|—oza U = u 2—|—oza77u 2 sur g
n
]

Ceci nous amene a parler de autre variante des méthodes de décomposition de do-
maine dites: Méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement.
En effet, quand le recouvrement entre 4 et 5 tend vers 0 (au sens d’une distance quel-
conque), c’est a dire que les deux sous-domaines n’ont qu’une interface en commun, les
conditions ci-dessus (1.12) sont appelées “conditions de transmission de type Robin ou
miztes”.

1.2.3 Version sans recouvrement de la méthode de Schwarz:
Algorithme de Lions

Nous exposons ’algorithme de décomposition de domaine sans recouvrement de P.-L.
Lions, qui est inspiré de la méthode originale de Schwarz ci-dessus.
Si nous considérons le méme probleme (1.1) et dans le cas d’une décomposition multido-
maine, l'algorithme de Lions [Lions, 1990] s’écrit :
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Algorithme de Lions

Initialisation: Pour tout ¢ : 1 <4 < m, soient u} choisis arbitrairement dans H?*({;)
et s’annulant sur 90 N J€1;.

Itération: Pour tout n > 0eti:1 <17 <m, les suites (u})i<i<n sont calculées par:

—Alu?"'l = f dans €,

n+ _

giu?-l—l N = 0 ur n sur 09 N0, o (1.13)
e + Aijul = —% + )\jiuj sur o, = 0, NI, 5 F 1.

ou n;; = —nj; est le vecteur normal extérieur a ; en la frontiere non vide avec son

voisin {1, et A;; = Aj; sont des réels strictement positifs.

Nous énoncons également un théoreme de convergence de cet algorithme dont la dé-
monstration est détaillée dans [Lions, 1990].

Théoréme 1.2.1 Pour tout 1 : 1 < 1 < m, u converge vers u;| o, dans H*(S;) fai-
blement et en particulier, ul| 5, converge vers u| 5, faiblement dans H%(O'Z']‘). De plus,

1
—(u?t 4 u) converge vers u| 5., faiblement dans H%(O'Z']‘), pour tout j # 1.

2

Remarque 1.2.2 Dans cet algorithme de Lions, la résolution des systémes locaur se
fait en parallele : a Uitération courante, chaque sous-domaine a besoin d’informations a
l'itération précédente, de ses voisins avec lesquels il a des frontiéres non vides. Plus loin,
nous reviendrons sur les notations de cette derniére partie.

1.3 Rappels sur les méthodes de Lagrangien et de
Lagrangien augmenté

1.3.1 Rappels et définitions

Plusieurs problemes en physique, mécanique, économie...etc peuvent étre écrits sous
la forme:

(P) Min,ev(F(Bv) + G(v)), (1.14)

- V et H sont deux espaces de Hilbert,
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- B est une application linéaire de V sur H,

- F' et (¢ sont deux fonctionnelles convexes, propres, semi-continues inférieurement
sur H et V respectivement.

L’idée principale de cet algorithme est basée sur 1’équivalence immédiate entre le pro-

bleme (P) et
(P) Mingew(F(q) + G(v)), (1.15)
avec W ={(v,q) € V x H, Bv — g = 0}.

g est donc une variable supplémentaire liée a v par la contrainte linéaire Bv = ¢. On a
ainsi découplé F' et B et simplifié le caractere non-linéaire de (P).

Lagrangien et Lagrangien augmenté associés a (]5)

Soit (v,q,u) € V x H x H et on définit le Lagrangien £ associé au probleme (P)
par

L(v,q,p) = Flg) + G(0) + (1, Bv — q). (1.16)
Et pour tout r > 0, le Lagrangien augmenté est donné par
r
Lo(v,q,1) = Flg) + G(v) + (g, Bo = q) + 5| Bv — " (1.17)

Remarque 1.3.1 Le dernier terme de la fonctionnelle L, est le terme “augmenté” ou
“pénalisateur”; il permet en fait, de retrouver la solution exacte du probleme, quand elle
existe, sans faire tendre le coefficient v vers ['infini.

Propriétés des points-selles de L et L,

Tout d’abord, nous donnons la définition d’un point-selle du Lagrangien L:

Définition 1.3.1 Un élément (u,p,A) de V x H x H est un point-selle de L s’il vérifie
L(u,p, i) < L{u,p,A) < L(v,q,}), (1.18)
pour tout (v,q,pu) dans V- x H x H. (1.19)

Ce qui implique,
L(u,p, 1) = SupuenInfigev<ml(v,q, ). (1.20)

Le théoreme suivant, dont la démonstration détaillée est dans [Fortin et Glowinski, 1982],
donne la relation entre les points-selles de £ et ceux de L,:

Théoreme 1.3.1 Soit (u,p,\) un point-selle de L sur V x H x H, alors (u,p, \) est
point-selle de L, et réciproquement. De plus, u est solution de (P) et on a Bu = p.

10
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1.3.2  Algorithmes de calcul de points-selles de L,

Les algorithmes utilisés pour calculer les points-selles de £ ou de £, sont connus sous
le nom d’algorithmes d’Uzawa et sont dis a Arrow, Harwicz et Uzawa [Arrow et al., 1958]
et a Glowinski, Lions et Trémolieres [Glowinski et al., 1976]. Les plus utilisés sont ALG1,
ALG2 et ALG3 donnés dans [Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989] et
que nous présentons ci-dessous dans le cas du probleme (P).

Tout d’abord, nous donnons un premier algorithme et qui est le plus simple des algo-

rithmes de type Uzawa pour calculer un point-selle (u, p, A), quand il existe. Il est construit
de la maniere suivante:

Algorithme ALG1

- Initialisation: A\° € H arbitrairement donné,

- A" étant connu, on calcule u™ et p" par

L.(u,p", X)) < L.(v,q,\"), Y(v,q) eV x H

(u,p*) €V x H (1.21)

- Mise a jour du multipicateur de Lagrange:

A=\ aa’i;(u“,p”, A" (1.22)

oL,
avec W(u”,p”,)\”) = Bu" — p".

Nous présentons également un deuxieme algorithme noté ALG2:

Algorithme ALG2

- Initialisation: p° et A choisis arbitrairement dans H,
- p"~! et A" étant connus, on calcule successivement u”, p” et A" ! par

* Calcul de u™:

Lo(u, p= A" < L(v,p"~H A"), Vo eV,

e (1.23)

* Calcul de p™:

Lo(u",p", A") < L(u",q,\"),Vq € H,

1.24
o e I (1.24)

11
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* Mise a jour du multiplicateur \™:

NHL =N 4 p (Bu™ —p"), p, > 0. (1.25)

Les systemes (1.23) et (1.24) de ALG2 représentent en fait une relaxation avec un seul
balayage du systeme (1.21).

Une variante de 'algorithme ALG2 peut étre obtenue en échangeant les réles des va-
riables v et ¢ de L£,.. Pour avoir des roles symétriques de ces deux variables, on peut faire
une premiere mise a jour de A entre les systemes (1.23) et (1.24). Il en résulte ’algorithme
ALG3:

Algorithme ALG3

- Initialisation: p° et A choisis arbitrairement dans H,

n—

, . L
- p"~! et A" étant connus, on calcule successivement u”, \"*2, p” et \»*! par

* calcul de u™:

Lo(u™ p"~ LX) < L (v,p" A, Yo €V,

ue v (1.26)
* lere mise a jour de A:
AT = A" 4 pu(Bu™ —p"1), p, > 0. (1.27)
* calcul de p":
;fi(én[f’ A3 < L(um, g, AE), Vg € H, (1.28)
* 2eme mise a jour de A:
AL = s 4 pu(Bu™ —p"), pn > 0. (1.29)

1.3.3 Résultats de convergence

Nous énongons un théoreme de convergence de 'algorithme ALG2 dont la preuve dé-
taillée est donnée dans [Glowinski et Le Tallec, 1989] ou [Fortin et Glowinski, 1982]. Nous
donnerons apres les quelques différences d’hypotheses pour les algorithmes ALG1 et ALG3.

12
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Théoreme 1.3.2 Supposons veérifiées les hypotheses suivantes :
(i) Le Lagrangien augmenté L, admet un point-selle.

(ii) La fonction L.(.,.;p) est coercive sur V x H pour tout p fizé, différentiable sur V.
pour tout q et pu fixés et différentiable sur H pour tout v et p fixés.

(iii) Ou bien F' est uniformément convexe sur les bornés de H avec B injective et ImB
fermé, ou bien G est uniformément convexe sur tous les bornés de V.

Alors, st p, vérifie

S

I+
r

5 (1.30)

0<p.=p<

la suite (u”,p", \") calculée par ALG2 est bien définie et on a, quand n tend vers linfini,

F(p) + Gu") — Fp)+ G(u) (= J(u)),

u” — u fortement dans V,

p" — p fortement dans H,

A —  X* faiblement dans H, (u,p, \*) étant le point-selle de L,.

Remarque 1.3.2 Les propriétés de convergence d’ALG1 sont les mémes que celles d’ALG2,
avec la condition sur p, (1.30) remplacée par

0<ao<p, <a; <2 (1.31)

D’autre part, avec le choiz optimal p, = p = r, on montre la convergence d’ALG3. De plus,
des tests numériques montrent qu’ ALG3 est moins robuste que les deux autres algorithmes,

mais, il peut étre plus rapide.

]

Nous avons vu que la convergence des algorithmes de Lagrangien augmenté nécessite

I’existence d’un point-selle. Plus précisément, la recherche d’un point-selle revient a cher-

cher un multiplicateur de Lagrange et en dimension infinie, cela s’avere tres délicat. Nous

avons le théoreme suivant qui donne des conditions suffisantes d’existence d’un multipli-
cateur pour L, (ou L) et dont la preuve se trouve dans [Ekeland et Temam, 1974]:

Théoreme 1.3.3 Des conditions suffisantes pour assurer [existence d’un multiplicateur

se résumeraient en :
- (P) admet une solution,

- Jug € V telque J(ug) < oo,

- F est continue en ug. (C’est la condition la plus difficile a vérifier).

13
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Par ailleurs, en dimension finie, I'existence d’un point-selle est immédiate puisque 'on
minimise une fonctionnelle sous une contrainte linéaire d’égalité. Il suffit seulement que
le probleme (P) admette une solution (voir [Fortin et Glowinski, 1982] pour d’autres re-
marques). n

Nous présentons dans le paragraphe suivant un résultat, di a Glowinski et Le Tallec,
qui regroupe des méthodes de décomposition de domaine et de Lagrangien augmenté.

1.4 Illustration d’'une MDD pour un probleme ellip-
tique avec Lagrangien augmenté

Dans [Glowinski et Le Tallec, 1990], on se propose de résoudre le probleme elliptique
avec des conditions aux limites de Dirichlet :
{ —Au = f dans £,

u = 0 sur 9. (1.32)

Lorsqu’on décompose 'ouvert borné 2 en deux sous-domaines §2; et €23 non-recouvrants
dont on note ¥ 'interface commune, on remarque que le systeme elliptique (1.32) peut
étre reformulé par le probleme de minimisation suivant

2

1
Minimiser ; UQ@(§|WZ|2 — fu;)dzx
v; € Hl(ﬂi),

v; =0 sur 99,

vy = qet vy =g¢q sur X.

Un Lagrangien augmenté est associé a ce nouveau probleme qui se réduit donc a la
recherche d’un point-selle de

L, (vi, q; i) = Z {/Q‘(%WMQ — foi)dz +

=1
/ wi(v; — q)do + C/ lv; — q|2da} (1.33)
) 2 Js

On utilise I’algorithme ALG3 de la section précédente pour résoudre le nouveau probleme.
En éliminant les multiplicateurs de Lagrange \; et la variable supplémentaire g de cet
algorithme, on retrouve exactement la méthode alternée de Schwarz sans recouvrement
proposée par Lions [Lions, 1990].

14
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Un probleme-modele de controle
optimal.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude d’un probleme de controle optimal.
Les généralités et les problemes d’existence sont présentés. Enfin, les aspects de
résolution de tels problemes sont détaillés.

Sont également exposées des généralités sur les probléemes de contrdle optimal régis
par des équations aux dérivées partielles elliptiques dont la théorie est présentée
par J.-L. Lions [Lions, 1968] et nous donnons quelques résultats fondamentaux.
Ensuite, pour parler des algorithmes de résolution, en général des algorithmes
de descente et donc nécessitant la connaissance du gradient de la fonctionnelle a
minimiser, nous allons nous consacrer au calcul exact de ce gradient. Pour cela,
nous introduisons un état adjoint par le biais d’une formulation Lagrangienne du
probleme de controle que nous étudions.

2.1 Position du probleme

2.1.1 Qu’est-ce qu’un probleme de contréle?

Dans un premier temps, nous allons donner une définition du probleme auquel nous
allons nous intéresser dans ce rapport: Probleme de contréle optimal. Une maniere
de le formuler est la suivante:

Etant donnée une observation yq, peut-on trouver un controle
admissible u tel que y(u) = yq ou y(u) est la solution de
léquation d’état du probleme dépendant du controle?

La formulation du probleme de contréle optimal repose sur une fonctionnelle J a va-
leurs réelles dite fontion cotit ou critére qui minimise I’écart entre y(u) et yq au sens de

la norme L2, & laquelle on ajoute un terme qui assure la régularité du contrdle et I'unicité
de la solution.
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Chapitre 2.

Concretement, le probleme est donné par:

Trouver u € U, tel que :

J(u) = inf J(v)

'Ueuad

avec J définie par:

50) = 5[ o) = wilde + v [ e

(C’est un probleme de minimisation. Dans le paragraphe suivant, on en donnera les pro-
priétés de base, qui nous seront utiles dans toute la suite de cette étude.

2.1.2 Des notions et résultats théoriques en optimisation

Dans ce paragraphe, nous citons quelques résultats sur l'existence, 'unicité des so-
lutions ainsi que leurs caractérisations. Nous ne démontrons pas tous ces résultats et
pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux références suivantes [Céa, 1971] et
[Faurre, 1986].

Alors, soit un probleme d’optimisation dans son cadre plus général:
J(u)=inf J(v), veK (2.1)
veK
ou K est un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert V sur R et J est une fonc-
tionnelle définie sur K a valeurs dans R.
Tout d’abord, il faut noter 'importance de I’hypothese de convexité de la fonctionnelle J
en optimisation. En effet, nous avons la proposition :

Proposition 2.1.1 Si la fonctionnelle J est convexe, alors tout minimum local est un
mintmum global. Si de plus, J est strictement conveze, le minimum, quand il exviste, est

unique.

2.1.3 Sur l'existence d’un optimuimn

Le théoreme suivant donne un résultat général sur 'existence de minima:

Théoreme 2.1.1 Si la fonctionnelle J est convexe, semi-continue inférieurement et si

lim J(v) = 400 ou bien le convexre fermé K est borné, alors J admet un minimum.
llvl|—=+c0

Avant de donner les caractérisations des optima, nous rappelons les définitions sui-
vantes :
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Un probléeme-modéle de controéle optimal.

Définition 2.1.1 La dérivée de la fonctionnelle J au point v dans la direction w est
donnée par:

J'(0,0) = lim J(v+ fw) — J(v)

0—0 0 (2'2)

Définition 2.1.2 On dira que J est Gateauz-dérivable si w +—  J'(v,w) de la
définition.2.1.1 est linéaire continue. Dans ce cas, la Gateaux-dérivée de J est définie
par:

(J'(v),w) = J(v,w) (2.3)

Définition 2.1.3 Si on a:

o+ w) = J(0) + (S () w0) 4+ ofw) oi Tim 2 g, (2.4)

llwll=0 |[w]|

on dira que J est Fréchet-dérivable et de Fréchet-dérivée J'(v) au point v.

Par ailleurs, les Fréchet et Gateaux-dérivées sont liées par:

Proposition 2.1.2 La Fréchet-dérivabilité entraine la Gateaux-dérivabilité.
La réciproque est vraie a condition que la Gateaua-dérivée J'(v) soil continue en v.

On va donc pouvoir énoncer un théoreme important en optimisation convexe:

Théoreme 2.1.2 Soit J : K — IR une fonctionnelle convexe et Gateauz-dérivable.
Un élément u de K est un minimum de J si et seulement si:

(J'(u),v—u) >0 Yvoe K cas avec contraintes: Inéquation d’Euler

ou
J'(u) =0 K =V cas sans contraintes : Equation d’Euler

2.2 Probleme-modele de controle optimal

2.2.1 Exemple: Controéle distribué

Pour simplifier cette étude et pour ne pas avoir de lourdes notations, nous considérons
un probleme de controle optimal distribué régi par une équation aux dérivées partielles
elliptique et donné par:
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Chapitre 2.

(P) J(u) = inf J(v), u €Uy (2.5)

'Ueuad

1) = 5[ o) = wilda v [ popdo)

-  est un ouvert convexe borné de R? (¢ = 2 ou 3),
-, est la frontiere de ) supposée suffisamment réguliere,

- Uy,q, Vespace des contrdles admissibles, est un convexe fermé de L?(Q),

yq état désiré, est pris dans L*(€2),

- v est un réel strictement positif.

- Pour f € L*(Q), y(v) est la solution de I’équation d’état :
—Ay(v) = f+4+v dans Q,

(Dir) (2.6)
ylv) =0 sur , = Of.

Proposition 2.2.1 Le systéme (Dir) admet une solution unique y(v). De plus, Uappli-
cation u > y(u) est affine continue de Uyq sur H'(Q).

Proposition 2.2.2 Le probléme (P) admet une solution unique u € Uyq.

Preuve : On montre facilement que la fonctionnelle J est continue et strictement
convexe. De plus, U,q est un convexe fermé supposé non vide de L*().
D’autre part, limjy—400 J(v) = 400, alors, d’apres le théoreme 2.1.1, J admet un mini-
mum unique u € Uyg.

2.2.2 Interprétation Lagrangienne

On remarque que la fonctionnelle J dépend explicitement de v par I'intermédiaire du
terme de régularisation et implicitement par le premier terme “y(v)”.
On peut donc considérer v et y comme indépendants en assimilant les équations liant v et
y a des contraintes d’un type particulier. Ainsi, on peut poser J(v) “ J(v,y(v)) = J(v,y)
de telle sorte que .J opere sur U,q x H'(Q).
Et le probleme (P) s’écrit autrement, soit
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Un probléeme-modéle de controéle optimal.

Minimiser J(v,y)

(Pbis) (2.7)

v € Uy, y € H(Q),
y et v liés par (Dir).

Nous sommes donc devant un probleme d’optimisation dont les variables sont v et y
soumis a la contrainte donnée par (Dir) a laquelle nous allons associer un multiplicateur
de Lagrange. On associe alors a (Pbis) le Lagrangien £ défini par:

L: U x H(Q) x HY(Q) — TR et tel que:

L(v,z,q)=J(v,z)—alz,q9)+ (f,q) + /Q vgdx

On rappelle donc la définition d’un point-selle de L:

Définition 2.2.1 (u,y,p) est un point-selle de L si et seulement si:

L(u,y,q) < L(u,y,p) < L(v,2,p) Yo € Upa, Y(2,q) € (H'(Q))*.

La proposition suivante permet de ramener le probleme (P) a la recherche d’un point-selle
du Lagrangien L:

Proposition 2.2.3 Si (u,y,p) est un point-selle de L, alors, u est la solution du pro-
bléeme (P).

Preuve : Soit (u,y,p) un point-selle de L, il vérifie donc

L(u,y,q) < L(u,y,p) < L(v,z,p) Yo € Upg, Y(z,q) € (H' (). (2.8)

Dans I'inégalité de gauche de (2.8), si nous remplagons L(.,.,.) par son expression,
nous obtenons

J(Uay)_a(y7Q)‘|’(f7Q)‘|’/

vgdr < J(u,y) —aly,p) + (f,p) +/uz9dx-
Q

Q

Soit,

a(y,q—p)—(f,q—p)ir/QU(q—p)dxSO Vge H'(Q).

En posant successivement ¢ = p+ ¢ et ¢ = p — ¢ ot § est quelconque dans H'({), nous
obtenons

ay,d) = (£,3) + /Q wide <0 et aly.d) = (f.d) + /Q wide > 0.
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Donc y est la solution de (Dir).
D’autre part, de I'inégalité de droite de (2.8), il vient

J(u,y) —aly,p) + (f, p) +/

Q Q

Comme y est solution de (Dir), il reste alors

J(u,y) < J(U,Z)—a(Z,p)—I—(f,p)—l—/QUpdl‘, Y(v,2) € Upg x H' (D).

Ce qui est équivalent a
J(u,y) < J(v,z)

Y(v,2) € Uyg x H'(Q) tel que a(z,p) = (f,p) + / vpdz,
Q

ou encore

J(u,y) < J(v,z)

V(v,2) € Uyg x HY(Q) tel que v et z lids par (Dir).

2.2.3 Caractérisation d’un point-selle de £

upde < J(v,2) — a(,p) + (F.p) + / opd.

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Comme L est différentiable et convexe par rapport a chacune de ses variables v et z,

(2.8) est équivalente a

. oL

(l) ( a_q(vvzvq”(u,y,p)v ¥ ) = 0, \V/S‘Q € HI(Q)v
. oL
(”) ( @(Uvzvq”(u,y,p)v ¥ ) = 0, \V/S‘Q € HI(Q)v

(127) ( %(U,Z,q)|(u7y7p), v—u) > 0, Yo € Upq.

Ce qui donne les systemes suivants:
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Un probléeme-modéle de controéle optimal.

(i) Etat direct —Ay(u) = f4+wu dans €,
- y(u) = 0 sur
(i) Etat adjoint —Ap(u) = y(u) —ys dans Q,
- plu) = 0 sur
— >
(171) Condition d’optimalité /Q(p(u) +rvu)(v—u)de >0, Vo €U
ou p+ru = ( cas sans contraintes

Les équations (2.15) forment le “systéme d’optimalité” du probleme de controle
optimal (P).

Proposition 2.2.4 Pour que (u,y,p) soit un point-selle de L sur Uy,g x V x V', il faut
et il suffit qu’il soit solution du systéme (2.15).

Preuve : La condition nécessaire est donnée par la caractérisation ci-dessus. la réci-
proque repose sur la convexité du Lagrangien £ en v et z.

Remarque 2.2.1 L’inéquation (resp. ’équation) (ii1) du systéme (2.15) n'est aulre que
Uinéquation (resp. Uéquation) d’Fuler relative au probléme d’optimisation (P).

Ce qui nous amene a énoncer le lemme suivant qui donne le calcul direct du gradient
de la fonction cott J en u:

Lemme 2.2.1 Le gradient de la fonction cout J en u est donné par

J'(u) = p+ vu. (2.16)

Soit u et v dans L*(2), comme y(u) est une fonction affine continue de u, on a
o =) = [ ) - ua)ote) = stde +o [ ulo—wde. 217
Q Q

Nous allons réécrire le premier terme de cette égalité. Pour cela, nous utilisons les formu-
lations variationnelles des états direct et adjoint du systeme d’optimalité (2.15), c’est a

dire,
a(y(u), o) = (f+u,¢), YoeV, (2.18)
a(p, ¢) = (y(u) — ya, ¢), Yo e V. (2.19)
On pose ¢ = p dans (2.18) pour y(u) et y(v) et on fait la différence, il résulte
a(y(v) —y(u),p) = (v —u, p). (2.20)
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Chapitre 2.

Ensuite, on prend ¢ = y(v) — y(u) dans (2.19), il vient

a(y(v) —y(u),p) = (y(u) = ya,y(v) — y(u)). (2.21)
Donc,
(J'(u),v—u)=(p+rvu,v—u) (2.22)
Remarque 2.2.2
%L‘(U,Z,q”(%%p) = J'(u)= p+ru (2.23)

Remarque 2.2.3 Dans le cas sans contraintes, c’est a dire, U,g = L*(Q), le controle
optimal est donné par:

P
U= —=
v

On obtient alors un systéeme couplé en y et p.

2.3 Résolution numérique et calcul du gradient

Nous avons vu que I'approche Lagrangienne permet de ramener le probleme de controle
optimal a une recherche de point-selle. Cette approche permet également de calculer
Iexpression du gradient de la fonctionnelle .J a partir de I’état adjoint (ou le multiplicateur
de Lagrange associé a la contrainte donnée par 1’équation d’état). Nous développons ainsi
numériquement un algorithme rapide de calcul de gradient de la fonctionnelle coat J
a minimiser. Indépendamment de la nature de ’algorithme d’optimisation choisi, nous
résumons les étapes de calcul de la fonction cott en un point (ou un contréle) u”: J(u")
ainsi que son gradient V.J(u™) dans le diagramme de la fugure 2.1.

2.3.1 Algorithmes de minimisation

Pour résoudre les problemes de controle optimal, on a besoin d’algorithmes efficaces
de minimisation. Ces algorithmes reposent tres souvent sur les méthodes de descente.
La fonctionnelle a minimiser dans les problemes de contréle que nous allons considérer,
étant quadratique, un premier algorithme tres efficace est 1’algorithme de Gradient Conjugué.

Algorithme de gradient conjugué

Si on considere le cas simple de fonction quadratique .J définie par:

J(x) = %(A:z;,:z;) — (b, 2) (2.24)
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Un probléeme-modéle de controéle optimal.

ott A est une matrice M x M définie positive et b € R, le probleme de minimisation

étant donné par:

inf J(z)=J(z"), =" RM. (2.25)
xE]RM
L’algorithme de gradient conjugué s’écrit :
Etape 0: Initialisation
2 € RMdonné arbitrairement,
g° = Az’ —b
d° = ¢°
Puis , pour n > 0, 2", ¢" et d" connus, on calcule 2", ¢g"t! et d"*! par:
Etape 1: Descente
Trouver p, € R tel que
J(z" = p,d*) < J(a™ —pd"), Vpe R
(2.26)
xn—l—l =" — pndn
gn—l—l — Axn—l—l _ b
Etape 2: Nouvelle direction de descente
d"t = gty (2.27)
. (gn7 dn)
Faire n =n +1 et aller a (2.26)

Remarque 2.3.1 La méthode de Gradient Conjugué converge en un nombre fini d’itéra-

tions (au plus M itérations dans le cas de (2.24)).

Nous présentons maintenant une autre classe de méthodes de minimisation :

Méthode de quasi-Newton

Le principe des méthodes de quasi-Newton est d’utiliser les variations du gradient de
la fonctionnelle a minimiser entre deux itérés successifs; on obtient donc de I'information
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sur le Hessien de cette fonctionnelle.
En général, une méthode de quasi-Newton est basée sur I'itération du processus:

k+1 k -1
e =2t — p g

(2.29)
Hi ! = A(H Y yk, )

ol Yk = Gkt1 — Gk, g = VJ () est la différence des gradients entre deux itérés successifs,
Sp = Tpy1— Tk est le pas en , pi est un pas calculé par minimisation de J dans la direction
d, = —H;'gr et A est un algorithme de mise a jour de H; ' en fonction de y; et sj, o
Hj, est le Hessien de la fonctionnelle J au point xy: Hy = V2] ().

La formule BFGS est I'une des méthodes de mise a jour qui donne de bons résultats:

Ye DYk (Hpsr) @ (Hgsk)
(Y, Sk) (HySk, k)

Hypr = Hy +

en ayant utilisé la notation :
u@v:R"— Ret wr (u@v)w=(v,w)u

avec (.,.) est le produit scalaire ordinaire. Ces formules ont la propriété de conserver la
définie-positivité de Hy si et seulement si (y, sx) est positif.

Pour nos tests numériques, nous allons utiliser une implémentation de cette méthode
réalisée dans le cadre du projet MODULOPT de 'INRIA par J.-C. Gilbert et C. Lemaréchal
[Gilbert et Lemaréchal, 1989].

Conclusion

Apres avoir posé et étudié cet exemple de probleme de contréle, on va voir dans le
chapitre qui suit comment on va le reformuler une fois ayant décomposé le domaine €.
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Un probléeme-modéle de controéle optimal.

Connaissant a

Modele direct

Colt  J(u ) }

Modéle adjoint

n
Gradient grad J(u )

Fic. 2.1 = Schéma de calcul du gradient de la fonction cout J.



Chapitre 3 :

Méthode de décomposition de
domaine pour le probleme de controle
optimal.

Nous développons dans ce chapitre une méthode de décomposition de
domaine sans recouvrement et nous donnons une nouvelle approche
par l'intermédiaire d’un Lagrangien augmenté que nous associons au
probleme de controle étudié au chapitre précédent sur le domaine
décomposé. Pour la résolution de notre nouveau probleme, des algo-
rithmes sont mis au point, étudiés et analysés.

Motivation

Comme nous ’avons vu au premier chapitre, les méthodes de décomposition de do-
maine permettent désormais, moyennant 1’utilisation d’ordinateurs paralleles, de résoudre
des problemes de plus en plus complexes issus de la mécanique des fluides, de la météorolo-
gie et plus généralement des problemes modélisés par des équations aux dérivées partielles
(EDP). Dans ce chapitre, nous évoquons les problemes de contdle optimal relevant du do-
maine de la météo ou 1'océanographie qui demandent a I’heure actuelle de considérables
temps de calcul sur des machines méme tres rapides telles que le CRAY.

Pour I’étude des problemes de controle optimal gouvernés par des EDP, notre motivation
repose donc sur le profit que nous pouvons tirer des propriétés de ces méthodes et sur la
possibilité d’utiliser des machines multiprocesseurs dont le progres et les développements
sont en forte croissance.

Avant d’entamer cette étude, nous présentons ce qui a été déja fait dans ce domaine.

3.1 Rappels bibliographiques
Quant a ’application des méthodes de décomposition de domaine aux problemes de
controle optimal régis par des équations aux dérivées partielles, plus spécialement des

problemes stationnaires, on passe en revue des travaux ayant été faits jusqu’a présent :
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Tout d’abord, ce furent Bensoussan, Glowinski et Lions [Bensoussan et al., 1973], les
premiers en 1973 a proposer une méthode basée sur des techniques de décomposition-
coordination:

Procédant par une décomposition sans recouvrement, la résolution du probleme initial
est ramenée a la résolution d’une suite de sous-problemes de méme nature sur les sous-
domaines moyennant une formulation par un “Lagrangien généralis€”. Un algorithme a
été proposé et des résultats ont été obtenus dans le cas d'une décomposition en deux
sous-domaines et la généralisation a une décomposition en plusieurs sous-domaines s’en
déduisait automatiquement (formellement).

A partir de 1994, J.-D. Benamou [Benamou, 1994, Benamou, 1996] a repris I’étude des
problemes de controle optimal avec une décomposition du domaine non recouvrante. Il
a imposé sur les interfaces entre les sous-domaines, les conditions de transmission intro-
duites par P.-L. Lions dans [Lions, 1988, Lions, 1990]. Ces conditions ont été prises en
compte dans les systemes locaux, ce qui a permis de réduire le probleme sur le domaine
global a une suite de sous-problemes de controle optimal locaux couplés en état direct-état
adjoint.

Cette méme idée a été appliquée par Benamou au controle optimal de 1’équation de Helm-
holtz en collaboration avec Despres [Benamou et Despres, 1997], la preuve de conver-
gence de 'algorithme proposé étant inspirée de la technique exposée par Despres dans

[Despres, 1991] et [Despres, 1993].

D’autre part et dans un autre contexte, rappelons que les problemes de controle opti-
mal relevent d’une catégorie de problemes d’optimisation avec ou sans contraintes. Plus
précisement, nous minimisons une fonctionnelle sous la contrainte d’une équation aux
dérivées partielles. A I'instar de cette précision, nous mentionnons qu’un travail tres dé-
taillé a été effectué par X.-C. Tai [Tai, 1995a, Tai, 1995b] pour I'application des mé-
thodes de décomposition de domaine a une classe générale de problemes d’optimisation.
Ces méthodes sont basées surtout sur une décomposition de la fonctionnelle a mini-
miser (J(v) = Y., Ji(v)) ou bien sur la décomposition de 'espace de minimisation
(V =37, Vi) sous certaines hypotheses a vérifier. On trouve aussi plus particulierement
dans les travaux de M. Espedal et X.-C. Tai [Espedal et Tai, 1997] et K. Kunisch et X.-C.
Tai [Kunisch et Tai, 1997] une application de ces décompositions d’espace ou de la fonc-
tionnelle, aux problemes inverses.

Plus récemment, en 1998, J.-L. Lions a repris I'idée des méthodes de décomposition de
domaine pour les problemes de contréle optimal dans une série de travaux: il développe
une méthode de décomposition de domaine avec recouvrement basée sur une nouvelle
formulation en introduisant des termes de pénalisation.

Plus précisément, le terme de pénalisation intervient au niveau de la formulation varia-
tionnelle de I’équation d’état du probleme et on montre ensuite que quand le coefficient
de pénalisation tend vers zéro, on obtient a convergence, la solution globale a partir des
solutions locales. La contrainte qu’il faut assurer est celle de la continuité des contréles
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Méthode de décomposition de domaine pour le probléme de contréle optimal.

sur les frontieres des recouvrements entre les sous-domaines, voir [Lions, 1998a]. Dans le
méme contexte, il donne une approche de la stabilisation et du contréle de systemes dis-
tribués par des algorithmes paralleles: il introduit un nouvel algorithme SPA (Stabilization
Parallel Algorithm) [Lions, 1998¢] ainsi que son application aux systemes hyperboliques
et aux systemes de Petrovsky [Lions, 1998b].

D’autre part, dans [Lions et Pironneau, 1998a] et [Lions et Pironneau, 1998b], Lions
et Pironneau proposent, en considérant toujours une décomposition de domaine sans re-
couvrement, une autre idée basée cette fois sur l'introduction de multiplicateurs dans la
formulation variationnelle des systemes directs restreints a chaque sous-domaine. Ces mul-
tiplicateurs ou “contréles virtuels” sont ensuite pris en compte dans le nouveau probleme
décomposé par un terme de régularisation et on minimise ensuite, simultanément par
rapport aux controles (les vrais et les virtuels). Pour cela, on suppose que 'existence des
multiplicateurs assure la continuité des états sur les bords (distincts du bord du domaine
global) des recouvrements entre les sous-domaines.

Et enfin, dans [Leugering, 1997a], [Leugering, 1997b] et [Lagnese et Leugering, 1998], nous
trouvons des travaux de Lagnese et Leugering qui peuvent étre directement reliés aux mé-
thodes de décomposition de domaine et aux problemes de contréle optimal.

Nous précisons maintenant les notations et les résultats préliminaires qui nous seront
utiles dans toute la suite.

3.2 Préliminaires et notations

Soit Q un domaine ouvert borné de R? (d > 2), on va considérer une décomposi-
tion sans recouvrement de {2 en m sous-domaines; c’est a dire que les sous-domaines ne
communiquent que par leur éventuelle interface commune, voir (fig. 3.1).

0 = [Jous, i=00000, i=1,..,m, (3.1)
=1
Oi5 = 6(22 N 8Qj, = 1,...,m, ] 7£ i, Y= U Oijy (32)
1<i#j<m
I = {ieNetl<i<m}. (3.3)

avec les définitions suivantes:
e Q; :le sous-domaine i étant un ouvert de IR? et les €; sont disjoints deux & deux,

e o;; : I'interface (resp. les interfaces) entre §); et Q; s’il a un voisin (resp. si le domaine
¢ a plusieurs voisins) étant un sous-ensemble de R et ¥ est la réunion de toutes
les interfaces,
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interface

sous-domaine

Fic. 3.1 — Domaine de IR (m =6).

o ,, : est le bord de ; commun avec le bord du domaine global.

Nous rappelons que le probleme de controle étudié dans le chapitre précédent est donné
par:

(P) 1EIL1{f J(v), u €Uy (3.4)

ol

50} = 5[ (o) = wafde v [ oo

et y(v) est la solution du systeme:

—Ay(v) = f+4+v dans Q,
(Dir) (3.5)
ylv) =0 sur , = Of.

Dans un premier temps, nous avons la proposition suivante qui donne les conditions
a respecter afin d’avoir une équivalence entre la solution de (3.5) sur le domaine global et
ses restrictions sur les sous-domaines resultant de la décomposition :
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Proposition 3.2.1 La restriction sur le sous-domaine §; de y, la solution de [’équation
d’état, est €gale a la fonction y; € H'(;) si et seulement si les y; vérifient :
pour tout 1 € I,

—Ay, = fi+wv; dans §;,

(3.6)
yy = 0 sur g,
en imposant les conditions de continuité aux interfaces :
pouri, j €I, i #j el o #0,
yi =y sur 0y, J#Fi (3.7)
dy; ayj . .
= — sur o 7 3.8

ot f; el v; sont les restrictions respectives de [ et v sur Q; et les v; €lant fixés et n;; est
la normale extérieure au sous-domaine Q; en 0,5, nous avons 1;; = —nj;.

Preuve : Le passage du domaine global aux sous-domaines est évident.
D’autre part, soient y;,, 1 = 1,...,m, les solutions locales telles que les contraintes de
continuité (3.7) sont vérifées. Alors, il suffit de poser:

m

y() = yile)xile), (3.9)

=1

ol, y; est la fonction caractéristique de ;. Puis, il est clair que y est bien dans H'(Q).

Remarque 3.2.1 [] faut noter que les deux équations (3.7) et (3.8) assurent “le bon
raccordement” de la solution sur les interfaces. Autrement dit, elles assurent la conti-
nuité de la fonction y solution du systéme direct sur les interfaces o;; ainst que la conti-
dy

nuité du flux .
Inij

3.3 Remarques sur les conditions de transmission

Pour bien illustrer les conditions de transmission, examinons le cas d’une décomposi-
tion en deux sous-domaines.
Soit y € H'(Q) la solution de (Dir) et considérons les notations de la section 3.2 dans le
cas ou m = 2 ce qui revient a [ = {1,2}.
Prenons maintenant y; € H*(Qy), y2 € H'(Qy), alors, d’apres la proposition 3.2.1, pour
que y; = y| q, et y2 = y| q,, il faut et il suffit que:
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—Ay; = fi+wv1 dans

(3.10)
v =0 sur -, q,
—Ay; = fy+wvy dans §,
(3.11)
y = 0 sur 9,
en y ajoutant les conditions sur I'interface X:
yi = Y2 osur X, (3.12)
0 0
no_ 92 3. (3.13)
Oz Oz
Nous précisons que pour 7 = 1,2, y;| » et i (1 # j) sont respectivement dans H%(Z)
Ty

et H=2(32), voir [Lions et Magenes, 1968]).

Remarque 3.3.1 FEn effectuant une combinaison linéaire des conditions limites aux in-
terfaces (3.12),(3.13), on obtient de nouvelles conditions qui lui sont équivalentes a condi-
tion que les paramétres oy, 3; ci-dessous vérifient a1y # agfy. Ainsi, les états directs
locauz y;, 1 = 1,2, deviennent solutions respectives de :

—Ayy = fi+vr dans Qy,
Y1 =0 sur 1,
(3.14)
0 0
aryr + ﬁlayl = a1y — A Y2 sur X,
712 01
—Ayy, = fo+vy dans Qs
yo = 0 sur 9,
(3.15)
0 0
gtz + ﬁgayQ = agyy — 2 il sur 2.
721 012

Remarque 3.3.2 Les conditions ci-dessus sont dites des conditions de transmission
mixtes et peuvent s’écrire dans le cas d’'une décomposition en plusieurs sous-domaines,
avec k un réel strictement positif:

dy; Jdy; .,
17 17
(3.16)
8y¢ ay]‘ . .
+ ky;, = + ky; sur oy, JF 1.
Inji onji !
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Proposition 3.3.1 Les conditions d’interfaces (3.16) sont équivalentes aux contraintes

dy; dy;
+hy;] et
9% ] [8772']‘

s€parées (3.7) et (3.8) et elles traduisent que les sauts |

—ky;| s’annulent

aux frontieres entre les sous-domaines.

3.3.1 Reformulation du probléeme (P)

En divisant le domaine ) en sous-domaines non recouvrants, la décomposition de la
fonctionnelle J parait tout a fait naturelle. Elle peut s’écrire en fonction des v; et y;,
solutions des systemes (3.6), (3.7) et (3.8):

1
Jaelor,yr) = ) 5(/9 lyi(vr) — yail*dx + V/Q v, |2dz)
=1 ¢ ¢

= Z Jéec(vivyi)
=1

ou Jj.. est la restriction de la fonctionnelle J sur le zeme sous-domaine.
On peut montrer facilement 1’équivalence :

Minimiser Jue.((v;)ier, (Yi)ier)

Minimiser J(v) pouri € [ et j#1:
vr € Uy,
v € Uy, v; et y; liés par (3.6),
‘ v et y liés par (3.5). yi = yjsur oy,
y; o Jy;
Mi; O

sur ;.

En effet, d’une part, prenons la contrainte qui lie I’état direct y au controle v et qui
est donnée par le systeme (3.5) du paragraphe 3.2, d’apres la proposition 3.2.1. Elle est
équivalente a la suite des contraintes sur chaque sous-domaine définie par (3.6), (3.7) et
(3.8). D’autre part, en posant U!, = U,q4| q., la rééeriture de la fonctionnelle J comme
somme de fonctions cotit locales est évidente.

Par conséquent, notre probleme sur le domaine global () est décomposé en une suite de
problemes sur chaque sous-domaine. Plus loin, nous verrons comment une nouvelle forme
de problemes locaux en sera déduite.

L’idée a la base de la méthode de décomposition de domaine proposée ici, est d'introduire
des variables supplémentaires w;; afin d’assurer la continuité de la dérivée normale
et telles que:

37



Chapitre 3.

—Ay, = f,+v;, dans €,
. Ys =0 sur 4,
(Dir); (3.17)
dy o
877 = Wi sur Tijy < 7,
avec
wij = wji € H_%(O'Z']‘), jF#ipour i =1,..,m. (3.18)

et on pose la convention de notation: 7 = Nuin(i ), mac(i)-

Dans une décomposition quelconque de €2, chaque sous-domaine €); posséde des inter-
faces o;; avec ses voisins ; (1 < j ou ¢ > j).
Donc, avec la notation ci-dessus, nous avons:

- Sie < g, alors, n = n;; et donc Yi _ wij,
i
D dy;
- Sie > g, alors, n =nj = —n;; et done, Yi _ —Wj.
Tij

Il résulte alors, pour la formulation variationnelle du systeme (Dir);, que

/VyZ'Vc,oid:z; = /(f + v;)pida + Z / wijpidoy;
Q;

(]7Z<] Uz]7é®

— Z / wijpido;. (3.19)

(]7Z>] Uz]7é®

pour tout ; € H'(;) et ¢; = 0 sur 99.
Par suite, les systemes directs locaux seront découplés au niveau de la continuité du
flux aux interfaces.

Remarque 3.3.3 Introduire une condition limite de type Neumann dans le systéme (3.17)
par Uintermédiaire de la variable w;; est trés proche d’une méthode de “Schur dual”
[Rouzx, 1989] pour résoudre un probleme elliptique. Dans notre cas, comme ’équation aux
dérivées partielles est elle-méme une contrainte du probleme de controle optimal, la condi-
tion de continuité de la dérivée normale seule n’est pas suffisante: il faut de plus imposer
la continuité de la fonction sur les interfaces.

Dans toute la suite, on va s’intéresser a la décomposition de notre probleme de controle
et plus précisément a une méthode pour le résoudre efficacement.
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3.4 Formulation Lagrangienne

Au paragraphe précédent, la décomposition du domaine a donné lieu a une nouvelle
formulation du probleme de controle qui garde par ailleurs la structure d’un probleme
d’optimisation avec contraintes. La fonctionnelle J décomposée est alors fonction des
variables v;, y; et implicitement des w;; puisqu’elles interviennent indirectement dans le
systeme (3.17). Le probleme (P) devient

Minimiser Jye.(vr, yr)

(P)dec vr € uad
v, wij et y; liés par (Dir); i=1,...m
yi = yjsur oy, j# i

Pour traiter les contraintes de ce nouveau probleme de minimisation, introduisons des
multiplicateurs de Lagrange relativement a chaque contrainte et réécrivons notre probleme
en 3 étapes:

3.4.1 1lere étape: Définition du Lagrangien pour le probleme
décomposé

Nous présentons dans un premier temps les notations qui nous seront utiles pour la
suite:

Notations

I = {zE]N,lgzgm}, ‘]Z = {]Elal%] et Uij%Q}v
J = {jel;i>j et oy#0}, J = {jel;i<j et ay;#0},
U = Iler Uy,

V = Ilier Vi, ou Vi = {p; € H'(Q); i =0

mboxsur 00},

Wy = TV,

W= = Iles Hjeji_ Wi,
w = Mier Ujes, Wi;.
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Dans toute la suite, on va utiliser les notations (vy,yr) a la place de ((vi)ier, (Yi)ier)

et wy pour (wij)i,jEJi‘

D’une part, on associe a la contrainte donnée par le systeme (Dir);, un multiplicateur
de Lagrange p; et qui sera I’état adjoint local. D’autre part, un multiplicateur de Lagrange
Ai;j sera associé a la contrainte linéaire de continuité de y sur 'interface o;;, c’est a dire,
y; = y; sur o;;. Et on définit le Lagrangien £ par

ﬁ(U[, Yy pr,wj, )\J) = Z Jéec(vﬁ yl) (/ vylvpldx - / (fl + Ul)pldx>
i€l £

el

_|_Z Z/ w” p] dO'” ‘|‘Z Z zyvyz y] iy

el ]eJl_ ; el JGJ,_

Remarque 3.4.1 Le produit scalaire (.,.);; sur Uespace des traces sur o;; peut étre pris
égal @ celui de L*(oy;), c’est a dire

(ps 1t")ij = / pp doi.
Oij

Néanmoins, pour des raisons de convergence, ce choix sera rediscuté plus loin lors de
[’élaboration d’algorithmes de recherche de point-selle.

Remarque 3.4.2 Les 2éme et 3éme sommations de ['expression de L proviennent de la
formulation variationnelle (3.19). En effet, en les sommant sur tous les sous-domaines,
les termes d’interfaces s’écrivent

> 2. / wipidoi; = ) / wijpidoi;. (3.20)

el jeJr el ]€J+

Or, la 2éme sommation peut s’écrire ausst

ZZ/ wi;pido; = ZZ/ wi;pidoy;

i€l ]€J+ j€I j,5<i Y%

( un changement d’indice et w;; = wj;) Z Z/ wi;p;doy;.

1€l 7<y

3.4.2 2eéme étape: Changement de role des variables w;;

Remarque 3.4.3 Dans [l'expression de L., les w;; peuvent étre interprétés comme des
multiplicateurs de Lagrange "implicites” pour la continuité de létat adjoint sur o;; puis-
qu’ils sont affectés au saut des p; sur les interfaces.
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A Daide de cette derniere remarque, nous pouvons réécrire le Lagrangien £ en donnant
un nouveau role aux variables supplémentaires w;;, c’est a dire, nous allons avoir
E( Ur, Y1 ) pfvav)‘J )
—— S—_——

variables de minimisation multiplicateurs

3.4.3 3éme étape: Définition du Lagrangien augmenté

Pour appliquer la méthode de Lagrangien augmenté a notre probleme (P, ),
la pénalisation va porter uniquement sur la contrainte de continuité sur 1’in-
terface o;;. On aura donc considéré “implicitement” une partie des contraintes
imposée par la décomposition du domaine via le Lagrangien alors que la conti-
nuité du flux est donnée explicitement dans le systéeme direct local.

Nous ramenons le probleme (Py..) a une recherche de point-selle. Ce dernier, quand il
existe, est le méme pour le Lagrangien et le Lagrangien augmenté.

Soit r un réel positif, nous définissons le Lagrangien augmenté L, associé au probleme
décomposé par :

ET(UbyI;vava )\J) = Z Jéec(vﬁyi) - Z(/Q vylvpldx - /Q (fl + Ul)pldx>
el 7 7

el

+3> / wi(pi —pj)do + > > ((Amyi —yj)ij + %Iyi —y; %)

i€l jegr Vo0 i€l jeg-

3.5 Relation entre le probleme global et le probleme
décomposé

Une fois que nous avons décomposé le domaine, les questions suivantes se posent :

1. Quel lien existe-il entre le probleme sur le domaine global et le méme probleme apres
la décomposition sans recouvrement de ce méme domaine?

2. Qu’avons-nous gagné de cette décomposition?

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que le cas simple de produit scalaire L? sur
I'interface :

(ps 1t")ij = / pp dori
Oij

Avant de donner une proposition qui répond a ces questions, nous supposons que les
hypotheses suivantes sont vérifiées :

41



Chapitre 3.

Comme U, est un convexe fermé de L*(), il suffit donc de préserver cette propriété
quand nous passons aux restrictions sur les sous-domaines €, c’est a dire, U’, = U,4| g
doit étre un convexe fermé de U* = U] q,.

On suppose aussi

Yo € Uyy alors v; =v| Q; €U,

Et réciproquement, si nous posons: v = (v;);e; ou v; € U ,, alors, v € U,q, autrement,
v| ; = v;, pour tout ¢ € I.

Proposition 3.5.1 Si (uy,yr; pr,wy, Ay) est un point-selle de L., quand il existe, alors,
pour i € I |

u =ul o, Yi =yl a, pi=0pla,

ot (u, y; p) est le point-selle du Lagrangien associé au probléme (P) et u est le
mintmum de J.

Preuve : Pour démontrer cette proposition, explicitons la caractérisation d’un point-
selle de L£,, s’ existe, que nous allons noter:

(p.s) = (ur,yr,pr,ws, Ay) (3.21)
c’est a dire
Lo(uryr.qrws, pg) < Lo(ur,yrprwr,Ag) < Lo(vr, 21, pr,dwg, Ag) (3.22)
pout tout (vy, zy, qr, dwy, py) € U XV W™ x W~.

Tel qu’il a été défini, L, est différentiable en chacune de ses variables, alors,
pour tout ¢ € I, j € J;, (3.22) est équivalente a:

oL,
(ap» (ps),pi) = 0 VeV, (3.23)
oL,
(ay» (p-s),pi) = 0 VeV, (3.24)
(aa/j (p-s),vi—w;) > 0 Vv, €U, (3.25)
oL, B , ~
(a)\w(p.s),d)\) = 0 VdreW~, J € J (3.26)
]
oL, B , ~
(8w~(p'8)7dw) = 0 VdoeW™, JeJo. (3.27)
]
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Ou encore,

— équation en y; :

/VyZ'VLpZd:z; = /(f + v;)pida + Z/ wijpidoy;
Q;

JEJ

Z/ wijpidoi;, N, € Vi, (3.28)

jeJit

ce qui n’est autre que la formulation variationnelle du systeme direct local (3.17)
sur le sous-domaine €),.

— équation en p;:

.
/Vyivqoidxz/( — Yd,q %dl"|'2< i 04 )ij 2( i_yj799i)ij> Vi € Vi,
€ ;

J€J;

obtenue en différentiant £, par rapport a y;. Or, par la formule de Green, nous avons

do;, Yo € Vi (3.29)

VpiVpde = / Ap;)pide + /
I, (~Sn)side +3

Par conséquent, nous avons

—Ap; = Yi — Ya, dans €,
. i =0 sur -, 4,
(Adj), (330
Ipi .
= Aij+r(yi—y;) sur oy, g€ Ji
6772] J ( ]) J

D’autre part, soit j I'indice du domaine voisin au teme sous-domaine, la différentia-
tion de L, par rapport a y; implique

. api
o

dIp;
i

==X —r(yi —y;) =

sur Oij.

Donc, on obtient la continuité du flux des p; sur les interfaces entre les sous-domaines.
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— équation en u;:

/ (pi + vu)(vi —w;)de >0 Yo, € Uyg. (3.31)
Q;

o, €U ,. Considérons @ = (u;)ier, alors @ € Uy

Soit alors, v € U,g, on pose v; = v
et nous avons

/Q(p +vi)(v—a)de = Z /Q(pZ + vug)(v; — u;)da > 0. (3.32)

el

Or, un tel @, quand il existe, est unique, donc, nécessairement

U= u.
— équations en w;; et \;;:
Elles sont données respectivement par
pi=p; sur o, (3.33)
Yyi =1y; sur oyj. (3.34)

Nous avons montré que les u;, y; et p; sont exactement les restrictions des u, y et p qui sont
les solutions du systeme d’optimalité du probleme (P) sur le domaine global Q. (¢f. Cha-
pitre 2. section 2.2.2).

A T'issue de cette preuve, nous donnons les systemes qui résument la caractérisation
d’un point-selle (uy, yr; pr,wy, Ay) de L, :

— Ktat direct local :

—Ay, = fi+wu; dans £,
Yi = 0 sur s 19 (335)
dy; .
ai = wjj sur oy (5 € Jp).
— Etat adjoint local :
—Ap; = Yi — Yai dans (),
Pi = 0 sur ) 1y (336)
Ipi .
g = Aitrlyi—y) swooy (5 € ).
U
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— Condition d’optimalité locale:

/Q‘(pi + vug)(v; — uy)de >0 Yo, €U, (3.37)

Théoreme 3.5.1 Si (u,y;p) est la solution du probléme de controle optimal sur le do-
maine global, alors, en posant u; = ul| q,, y; = y| a..pi = p| q,, il existe des multiplica-
teurs w;; et A;; tels que (ur,yr; pr,wy, Ay) soit un point-selle de L,.

Preuve : D’une part, y et p sont dans H*(Q2) et d’apres les propriétés des traces, sur
toute interface o;; entre chaque sous-domaine ); et son voisin {1;, nous avons la continuité
des états direct et adjoint, c’est a dire,

Yi = Y sur . gy,
Oy: = 9y, sur oy
Inig i v
(3.38)
P = D sur . gy,
Opi i sur oy
= i
Inig i
. 1 : Ip; dy;
De plus, les restrictions des y; et p; sont dans Hz(o;;) tandis que les 5 et 5 sont
Ty Tis
dans H_%(O'Z']‘) (cela dépend de la géométrie du domaine).
Donc, il suffit de prendre
Jy;
Wi, =
J 877” )
(3.39)
Ipi
)\i' = — Ty, —y;).
j . (yi — w;)
D’autre part, considérons 'application caractéristique y; de €2;, nous avons alors,
pi +vu; = (p+rvu)y; =0, pout tout t =1,...,m. (3.40)

Dans le cas avec contraintes, nous avons l'inéquation d’Euler sur le domaine global :

/(p +vu)(v —u)de >0, Yv € Uy (3.41)
Q

Soit v; € U, il suffit de prendre dans (3.41)
v=uv; sur§}; et v=u; sury;, jF#u1,
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et nous avons la condition d’optimalité locale.

Remarque 3.5.1 FEn posant,
‘]dec Uﬂyl - / |y2 yd2| dl’ —I_ V/ |UZ| dl’
—I_Z( 2]7y2_ )2]+2|y Ys 2])

J€J;

les systémes (3.35), (3.36) et (3.37) s’interprétent donc comme un systéme d’optimalité
du probleme de controle optimal local défini par:

Minimiser jéec (vi, yi)
(viyyi) € Upy X Vi,
vy yi liés par (Dir);.

Les variables A;; et w;;, étant fixées pour ces problémes de controle optimal locaux, jouent
done le role de recollement des solutions locales.

Une facon de confirmer cette interprétation est de considérer une formulation Lagran-
gienne de ce sous-probleme et on retrouve exactement les systemes ci-dessus.

En effet, on définit le Lagrangien local associé au probleme donné sur €);, c’est a dire,

un Lagrangien local £ tel que:
pour (vi, yi, pi, (wis)j» (Aij);) dans Usy x V2 x (I = Wi)%, Ton ait ;

7

Ly (vi, yi pis (wig)is (Nij)s) = Jaeolvisye) + Z Aigs Yi = yidii + 5 lvi = wsl)
- / Vy; Vpidx —/ (fi + vi)pida
Q; Q;

+ Z/ wijpidoy; — Z / wijpido;.

. — 0’1‘] . +
JEJ; JEJ;

Enoncons, maintenant, une proposition donnant une relation entre la dérivée partielle
de L par rapport a v; et le gradient de Jdec.

Proposition 3.5.2 Si (u;, y:, pi, (wis);, (Aij);) est un point-selle de L& noté (p.s);, alors,

L o
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Preuve : . Tout d’abord, montrons que y;, la solution du systeme (3.35), est affine
continue en u; en considérant fixés les w;;. On a:

y(u;) = Aju; + B;

ou A; et B; sont solutions respectives de

—AB;, = [ dans
B; = 0 sur (3.43)
0B,
877 = Wg; sur Oijy
et
—AA;, = wu; dans €,
A; = (0 sur s i (3‘44)
0A; 0
= sur oy
an !
Il vient donc que
ajéec
( E y Vg — uz) = (yi(vi) - yz(uz))(yz(uz) - yd,i)dl' + v ui(vi - uz’)dl'
U5 € Q;
+ Y T wilv:) — yalu))i + (i) — yi (), yior) = wi(ws))ig]

J€J;

Considérons maintenant les formulations variationnelles respectives de (3.35) et (3.36).
Pour tout ¢; et ¢; dans V,, on a:

/ VyZ'VLpidx - / (fz + ui)c,oid:z: + Z Wij@idgip (3.45)
Q;

Q; .
7 ]EJi

/Q VT - / (1) = o + Z / O ) = i) s (3:6)

Ainsi, dans un premier temps, il suffit de prendre ¢; = p; dans (3.45) , d’une part pour
le systeme en y;(u;) et d’autre part en y;(v;) et de faire une soustraction, ce qui donne:

/Q‘ V(yi(vi) — yi(w:))pide = /Q(pz + vug) (v — u;)dx
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et dans un deuxieme temps, ¢; = y;(v;) — yi(u;) dans (3.46) il résulte

/Q‘ V(yi(vi) = yilwi))pide = /Q‘(yz'(vi) — i) (i) = ya)dz + > (Vi yilvi) = wilwa) )iy

bl — o) — wwd)).

Donc, en identifiant les deux dernieres équations et en rappelant que le produit scalaire
(.,.):; est celui de L*(oy;), nous retrouvons le résultat de la proposition.

Intéressons-nous maintenant a un algorithme de résolution pour la nouvelle formula-
tion du probleme (P)gee.

3.6 Un algorithme de résolution

A ce stade, en utilisant la décomposition du domaine, on a réduit le probleme original
a une recherche de point-selle du Lagrangien augmenté que nous lui avons associé. Nous
décrivons dans cette section une méthode itérative pour résoudre notre probleme de re-
cherche de point-selle.
Il existe par ailleurs, dans la littérature plusieurs algorithmes liés a ces méthodes Lagran-
giennes, voir par exemple, [Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989)]
pour une étude plus détaillée des algorithmes de Lagrangien augmenté ainsi que leurs
applications. Nous en avons présenté quelques rappels au chapitre 1.
Quant a notre cas de probleme, nous allons considérer une modification de 1’algorithme
ALG1 qui est un algorithme de type Uzawa tiré de ces mémes références:
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Algorithme: (Lag-ddm.1)

Etape 0. Initialisation :

Pour tout 1 € 1, y € J -, %’1]‘7

Al; sont pris dans Wi;.

Etape 1. Résolution de problemes de controle locaux:

n n N n n T .
avec wf%, A% connus, pour chaque 7 € I, on calcule u?, y?* et p!" par:

—Ay" = fi+u? dans €,
y? = 0 sur 9 i? (347)
Iy} n .
I = wj sur oy (J€Jy).

—Ap! = Yyl —yq dans €,
p? = 0 sur ) i? (348)
Ip} .
% = M4yl —y}) sur oy (J€J).

/ (pf + vul)(v; —ul)dx >0 Vo, € UL, (3.49)
Q;

Etape 2. Mise a jour des multiplicateurs:
avec p, et p) deux réels strictement positifs, w%"’l et )\Z"'l sont donnés par:

wn,-l_l = w4+ P (pn — pn) sur o
A 3.50
)\ij—l—l = )\2] ‘|‘ p/\(yZ - y]) sur 0-2] ( )

Faire n +— n 4+ 1 et aller a Etape 1.

Cet algorithme amene quelques remarques:

Proposition 3.6.1 L’algorithme “(Lag-ddm.1)” est bien défini.

Preuve : FEn effet, a I"étape 1., une fois que les multiplicateurs de Lagrange w: et
A% sont connus et donc fixés, d’apres la remarque 3.5.1, les systemes (3.47), (3.48) et
(3.49) sont équivalents au sous-probleme de contréle optimal local dont 1’équation d’état
est (3.47) et la fonction cout “locale” est donnée par:
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Tt n .n 7 n .n n n n D n
‘]dec(vi )y Yi ) = ‘]dec(vi )y Yi ) + § [()‘ijv Y —Y; )ij + §|yz —Y; |22]] (3-51)
JEJ;

Remarque 3.6.1 [l est simple de vérifier que la fonctionnelle jéec admet bien sur U ; un
minimum qui est le controle optimal u?. De plus, dans U'algorithme, [étape 1. représente
une boucle (ou itération) interne et pour la résoudre, nous pourrons utiliser un algorithme
de gradient conjugué compte tenu du caractére quadratique que préserve la fonction cout
locale.

3.6.1 Interprétation de (Lag-ddm.1)

[’étape 1. de (Lag-ddm.1) correspond a un probleme de contole optimal local tandis
que les mises a jour dans I’étape 2. ne sont autres que la condition nécessaire de minimum
par rapport aux variables ¢ et I’étape de descente d’Uzawa relativement aux multipli-
cateurs de Lagrange wi; et A%:. Sous forme d’équations ou inéquations, cela s’interpréte
par:

- Etape 1.:
L, (uf,yr; o7, %, A < Lo(uf,y7; ph,wi, Ay) < L.(vf, 275 pF,wf, AT)

Yur € Uad, \V/ZZ,qbZ e V.

- Etape 2.:
n n aﬁr n o .n, n n n
wij-l—l = wij —I_'Ow@wij (ulvyl;plijv)\])v
n aﬁr n n, n n n
)\ij—l—l = )‘?j + pa gy (g, yrs pr, Wi A
a)w

Remarque 3.6.2 Une autre remarque importante est que algorithme proposé se préte
bien au calcul paralléle. En effet, les systémes (3.47) peuvent étre résolus indépendam-
ment et simultanément. Fnsuite, les valeurs des y? sur les interfaces sont transmises
mutuellement entre chaque domaine et ses voisins, puis, elles sont utilisées pour résoudre
encore une fois indépendamment et simultanément les systémes (3.48). Par conséquent,
une implantation de notre algorithme sur une machine paralléle est bien adaptée.

Remarque 3.6.3 Divers choix de produits scalaires sur [’espace de trace sont possibles.
Néanmoins, il faut tenir compte de leur influence sur la convergence des algorithmes de
Lagrangien augmenté que nous proposons.

Premierement, nous pouvons choisir tout simplement le produit scalaire L*(o;;) : il est trés

facile a implanter mais il n’est pas équivalent au produit scalaire de H%(O'Z']‘). En découle
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alors une convergence dépendante du pas de discrétisation et du nombre de sous-domaines.
Un deuxieme choix est celui du produit scalaire induit par opérateur de Laplace-Beltrami
sur Uinterface oi; (—A,,;) et défini par:

(M?/“L/)ij =< (_AUU)E/%/“L/ >, v/“‘?/“bl € I/VZ] (352)

Ce produit scalaire (3.52) est bien équivalent a celui de H%(O'Z']‘). Il est bien adapté au
probleme d’élasticité non-linéaire et ces choix ont été mentionnés dans un travail détaillé

de Sassi [Sassi, 1993] ainsi que par Le Tallec et Sassi dans [Le Tallec et Sassi, 1995].

Nous exposons maintenant une nouvelle formulation de la méthode de décomposition
de domaine proposée ci-dessus en considérant différemment les contraintes de continuité
aux interfaces.

3.7 Une nouvelle version de la méthode de décompo-
sition

Dans le paragraphe précédent, au niveau des interfaces, nous avons seulement dé-
couplé la contrainte de continuité sur le flux. Nous pourrions aussi découpler la conti-
nuité des y sur les o;; a condition d’introduire de nouvelles variables supplémentaires
(¢f. [Bounaim, 1998]). Nous nous référons a une interprétation de R. Glowinski et P. Le
Tallec dans les proceedings de la 3eme conférence sur les méthodes de décomposition de
domaine [Glowinski et Le Tallec, 1990] : dans leur étude et dans le cas d’un probleme ellip-
tique, ils ont, par un découplage des contraintes aux interfaces et par une approche Lagran-
gienne, retrouvé les conditions de transmission de P.-L. Lions [Lions, 1988], [Lions, 1989]
et [Lions, 1990] (¢f. Chapitre 1.).

La différence entre cette interprétation et la notre est que dans [Glowinski et Le Tallec, 1990],
I’EDP elliptique est transformée en un probleme de minimisation d’une fonction quadra-
tique provenant de la formulation variationnelle du probleme initial alors que dans notre
étude, ’EDP représente une contrainte pour le probleme de controle optimal - qui est une
minimisation d’une fonction cofit.

Considérons les contraintes de continuité sur ’ensemble des interfaces communes entre
les sous-domaines: Pour ¢ € I, 7 € J;, elles sont données par:

Yy, =y; sur oyj. (3.53)
En introduisant de nouvelles variables ¢;; € W;; telles que ¢;; = g;; et

Yi = g sur o, (3.54)

y; = Gy sur oy, (3.55)
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chacune des contraintes ci-dessus est alors propre au sous-domaine auquel elle est associée.
Avec ce changement, notre probleme devient :

Minimiser Jyee((vi)ier, (¥i)ier)
(Prew) pour 1 € [ :

v; € Z/{;d,

v; et y; liés par (3.17),

yi = qjsur oy, € J;.

3.7.1 Formulation du nouveau probléeme (P,,,)

Comme dans la section précédente, nous donnons le Lagrangien augmenté associé au
probleme de minimisation (P,,) que I'on notera: £ défini sur U x V2 x (W™)2 x W
et a valeurs dans IR par:

L1, Y1, PI, Q1,955 ALT) = Z Jiee (00 i) — Z (/ Vy;Vpide — / (fi + vi)pid:r/)
Q; Q;

el i€l
r
+ Z Z / wij(pi — pj)doij + Z Z(()\myi — Gij)ij + §|yz — 4y 22]>
i€l jegm "~ M i€l jeJ;

En adoptant les mémes notations que précédemment, c’est a dire que pour une variable
&, NOUS posons :

xr = (%i)ier, Ty = (xij)[i, jyi#i et o201 TI- = (xij)[iel et jes ]
Nous énoncons également une proposition liant ’existence d’un éventuel point-selle de
LY avec la solution du probleme sur le domaine global :

Proposition 3.7.1 Si(ur,wy,y1,qs;pr, Arg) est un point-selle de LY | quand il existe,
alors, pourt € I,

U; = U| Qs Yi= y| Qi Di :p| )

ot (u,y,p) est la solution du probléeme (P) (cf. chapitre 2.)

Preuve : Comme pour la démonstration de la proposition 3.5.1, nous donnons la
caractérisation d'un point-selle de £ qu’on note

(p-S)new - (U[, yr, pr,wrij-,9491j-, )‘IJ)

et lorsque l'on différentie L£7" en chacune de ses variables, nous avons les équations
suivantes :

— équation en y; : est la méme que (3.17).
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— équation en p;:

—Api = Yi— Ya, dans ;,

bi =0 sur 4, (3.56)
Ip: .

M = Nj+r(yi—qy) sur oy, g€ i

— équation en ¢, :

Pour i € I et j tel que o;; # (), nous avons
(=i + i) = r(yi — @) — r(y; — @), dp)i; = 0 Vdp € Wy, (3.57)
et il vient que
Nij +r(yi — a4ij) = =Aji = r(y; — ¢ij) sur oy, (3.58)

Ip: _ Ip;
o omj:

ce qui revient a écrire

— équations en \;; et w;;:

Yi = @i sur o, (3.59)
pi = p;j sur o. (3.60)

— équation en u; : est la méme que (3.31).

On en déduit donc la continuité des états directs et adjoints et de leurs flux aux interfaces.
D’ou le résultat de la proposition.

Quant au choix d’'un algorithme de résolution, nous nous référons une fois encore aux
variantes de I'algorithme d’Uzawa et nous proposons deux variantes des algorithmes issus
de ALG2 et ALG3 dans [Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989]:
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Algorithme: (Lag-ddm.2)

Etape 0. Initialisation:
Pour tout 7 € I, w}j, )\}j et q?j sont pris arbitrairement dans W;;.

Etape 1. Résolution de problemes de controle locaux:

n n n—1 . n n n .
avec wfy, A, et ¢ connus, pour chaque ¢ € [, on calcule u, yi* et p; par:

—Ay! = fi+u! dans €,
yi' = 0 sur 5, (3.61)
dyr .
aié = Wi sur oy (j € Jo).
—Apy = Y — Yai dans €,
b; =0 sur 4, (3.62)
Oop . .
W = AL 4yl — g Y osur oy (5 €J).
ij
/Q (P} +vul)(vi —ul)dz >0 Yo €U, (3.63)

Etape 2. Mise a jour des multiplicateurs:

avec p, et p) deux réels strictement positifs, w%"’l, qr; et )\Z"'l sont donnés par :
wZ+1 = w?j + pw(p;1 - p?) sur - iy,
277;%?] = ()\Z + )\?Z) +r(y? + y}l) sur oy, (3.64)
A = AL+ oyl — ) sur  oy;.

Faire n +— n 4+ 1 et aller a Etape 1.
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Algorithme: (Lag-ddm.3)

Etape 0. Initialisation :
Pour tout 7 € I, w}j, )\}j et q?j sont pris arbitrairement dans W;;.

Etape 1. Résolution de problemes de controle locaux:

avec Wi, A et qg—l connus, pour chaque ¢ € I, on calcule u?, y” et p? par:
—Ay? = fi+u? dans
yi' = 0 sur 5, (3.65)
dy;’ . .
By Y sur oy (] € i)
—Apy = Y — Yai dans €,
PP =0 sur 4, (3.66)
Ipi . .
;s = A+ r(yf — q;; 1) sur oy (5 €Jy).
[t tvn—inrzo e, (3.67)
Q;

Etape 2. Mise a jour des multiplicateurs:

nal
avec p, et p) deux réels strictement positifs, w%"’l, )\Z»j—l—?, qf; et )\Z"'l sont donnés
par:
Wit =l (el = ) sur - oy;,
nt3 n—1
A 2= AL+ oyl - q) sur  oyj.
o etk ( b ) o ’ (3.68)
2qu'j = ()\Z'jl + )\ji ) + T(yZ + y]) sur  oj,
n+1 _ n+z n n
A=Ay T el —g) sur oy

Faire n +— n 4+ 1 et aller a Etape 1.

Proposition 3.7.2 Les deux algorithmes “(Lag-ddm.2)” et “(Lag-ddm.3)” sont bien
définis.
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En effet, il suffit de remarquer qu’ils forment chacun, une suite de sous-problemes de
controle optimal locaux dont I’équation d’état, qui est la méme pour les deux algorithmes,
est (3.65) et la fonction cout est définie par

7% no.n 7 no.n n n n— "oy n—
Jiec(07 5 y]") = Jaec (07 y7) + Z[()‘ijv Yi — 45 1)2’]‘ + §|y2 — 4 1|22]] (3.69)
JEJ;

Cette série de problemes locaux est suivie d’une mise a jour pour “(Lag-ddm.2)” (resp.
2 mises a jour pour “(Lag-ddm.3)”) des multiplicateurs de Lagrange et des variables
supplémentaires ¢;; qui permettent tous ensemble de raccorder les données du probleme
aux zones frontieres.

3.7.2 Interprétation des algorithmes (Lag-ddm.2) et (Lag-ddm.3)

En analogie avec les algorithmes présentés dans les rappels sur le Lagrangien augmenté
(¢f. section 1.3.2 du chapitre 1.), I’étape 1. représente ls condition min-max relativement
a la contrainte donnée par I’équation d’état local (sur €2;), cela s’écrit également

Lo(ui oyt qy o wh, Ny < Lo(uf,yt ¢ ptwh, X)) < Lo(vf, 21, ¢ pwh, AT
\V/UI € uad7 \V/qubl € ‘/iv

que l’on peut considérer comme un probleme de controle optimal local (voir proposition
ci-dessus ainsi que l'interprétation de (Lag-ddm.1)). Quant a I’étape 2., elle représente une
descente d’Uzawa par rapport aux multiplicateurs w: et A et la condition nécessaire de
minimisation relativement aux variables supplémentaires ¢f. L’algorithme (Lag-ddm.3)
comprend deux mises a jour des A7

5l
et q dans le cas ou U'on a “p, = py = r”, de nouvelles conditions aux limites sur les
interfaces sont obtenues :

Pour Uétat adjoint :

Remarque 3.7.1 Dans l'algorithme “(Lag-ddm.3)”, en supprimant les variables A

opi o]
- = 7? 3.70
8772] —I_ ryz 877]2 —I_ Ty] ? ( )

qui sont exactement les conditions aux limites pour les états adjoints p; de Ualgorithme
Alg2 de [Benamou, 1994, Benamou, 1990].

Pour Uétat direct :

Dyt dy;
_ ¢ + rp;1 = + rp??7 3.71
M M (3.71)

et dans ce cas, ces conditions pour les y; sont proches de celles données dans ce méme
algorithme Alg2.
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Preuve : Tout d’abord, nous rappelons que les algorithmes proposés par Benamou re-
posent sur 'utilisation des conditions de transmission introduites et étudiées par Lions.
Comme le systeme d’optimalité auquel se réduit le probleme de controle optimal est com-
posé de systemes d’équations aux dérivées partielles et d’une inéquation variationnelle,
I’application desdites conditions d’interface (appelées aussi de type Robin) se déduit sans
difficultés, et particulierement, dans le cas de problemes elliptiques. Nous présentons, ici,
les conditions de transmission l'algorithme Alg2 qui est le plus proche de notre algo-

rithme::
dy Tt ay"
- ayn it = gt (3.72)
¥ 71
aptt ap”
St = gy (3.73)
¥ 71

Les systemes direct et adjoint locaux, dans ce cas, sont couplés et les conditions aux li-
mites sur les interfaces a 'itération (n + 1) utilisent celles sur les domaines voisins et a
Iitération précédente. C’est exactement le principe des algorithmes de Schwarz réécrits
et interprétés par Lions.

Revenons a la preuve des transformations obtenues ci-dessus. En partant de la condi-
tion aux limites de p?*™, nous avons

ap?-l_l n n n
O Tyt = = A,
ntil )
- _)‘ij+2 —ry; +2rqs, ( expression de )‘Z‘H)
n-|—% n n-|—% n-|—15 n n . n
= =Ny Tyl A A+ r(yd + i), ( expression de 2rq;)

n—l—l n

= )\ji 2 4 rY;,
J n

= +ry.;.
o

Idem, pour les y”, nous partons de 'expression de la condition aux limites Neumann

de yi*! sur o, c’est a dire,
n+1
_ayz _  _, .+l
oy
= —wj —r(p’ —p}),
Donc,
dyt oy?
———trp} = —wl4rpl=—L+rp.
o " P gy T

En conclusion, nous remarquons bien que les systemes a résoudre dans les différents
algorithmes proposés ne sont pas couplés, contrairement aux systemes de Benamou.
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3.7.3 Autre formulation de (P)g.

Nous avons remarqué que dans l'expression de L,, les w;; jouent le role de multiplica-
teurs implicites (puisqu’ils proviennent de facon “naturelle” de la formulation variation-
nelle des équations en y;). Nous remarquons de plus que si (uy, yr, 455 pr,wy, Arg) de L7,
il 'est également pour £%* qu’on définit par

. r n
LY (ur,yr, 4 pr,wr, Arg) = L1 (ur, yr, 473 prows, Arg) + +3 Z z;/ — p;|*do(3.74)

Une maniere équivalente d’écrire £ est d’introduire des variables supplémentaires qu et
noter les ¢;; précédemment introduites par des ¢f;, nous avons alors

Ef’is(vb yr, qg7 Q§;p17wJ7 )\IJ) = Z Jéec(viv yl) - Z(/ vylvpldx - / (fZ + Ul)pldx>
i€l iel Nk o

.
+ZZ{/ wij(p q”)dmﬂr/g )‘ij(yi_ng)o-ij+§/g |yi_qij|2daij}-

i€l jET; g ij

Le méme développement que dans les paragraphes précédents nous amene a donner la
caractérisation d’un point-selle de £ (quand il existe) qui differe de celui de £ par
les seules conditions aux limites sur les interfaces des systemes de y;: (3.17), c’est a dire,
nous avons le systeme suivant :

Ay, = fi+u dans €,

Yi = 0 sur 5 19 (375)
dy; .

an = wij +r(pi—q;) sur oy (5 € Ji).

Pour la nouvelle formulation du probleme décomposé, nous nous contentons de donner
uniquement une nouvelle version de ’algorithme (Lag-ddm.3) pour le calcul d’un point-
selle de £V, L’étape 1. est la méme que celle de cet algorithme avec une différence sur
les conditions aux limites sur les interfaces o;;. Quant aux doubles mises a jour de I’étape
2., elles portent sur les multiplicateurs w; et A7

38



Méthode de décomposition de domaine pour le probléme de contréle optimal.

Algorithme: (Lag-ddm.3bis)

Etape 0. Initialisation:
Pour tout 7 € I, w}j, )\}j, qujo et qij’o sont pris arbitrairement dans W;.

Etape 1. Résolution de problemes de controle locaux:

n n y,n—1 pyn—1 ; n n 7
avec wfi, A%, g et g connus, pour chaque 1 € [, on calcule u?, y* et p!

par:
—Ayr = fi+ul dans €,
wo =0 UL b (3.76)
dy™ o .
gy Wi + r(pl — qu’ 1) sur oy (5 € Jh).
on
—Ap! = Yyl —yq dans €,
p? =0 sur 9 19 (377)
dp? e .
Wij = AL+ r(yl — q; 1) sur oy (J € Jy).
/ (pf + vul)(v; —ul)dx >0 Vo, € UL, (3.78)
Q;

Etape 2. Mise a jour des multiplicateurs:

1 1
’ . .. n+ s n+ s
avec p, et py deux réels strictement positifs, w;." >, A" %, ¢i", ¢i", w%"’l et )\Z"'l

sont donnés par:

nt g n " p—1
Wi T Y + pu(p? — a4 ) sur  oy;,
)‘Z‘+5 = Aj ‘|’1PA(y? - qzyjn_l) sur  oy;.
qffn = (w?j—l—f + W;:?)/QT + (pf + p?)/? sur oy, (3.79)
"= TN )2 s oy,
wZ‘H = WZJ? + pu(p! — ;") sur oy,
)‘Z‘H = )‘Z‘JFE + oAyl — %y]n) sur  oy;.

Faire n +— n 4+ 1 et aller a Etape 1.
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3.7.4 Réécriture des conditions de transmission sur les inter-
faces

Par analogie a la remarque 3.7.1, nous pouvons également, dans la nouvelle version de
(Lag-ddm.3), éliminer les variables ¢/", wf, ¢;;" et A, de I'étape 2. de (Lag-ddm.3bis).
Nous retrouvons les mémes conditions de transmission (3. 70) et une légere différence par
rapport a celles de p?, i.e., (3.71). En effet, dans les mises & jour des w”
et nous avons

7, on prend p, = r

ayn—l—l
_I_ r 7}—|—1 — n—I—l _I_ r
6772] pz qZ] 2
il
= —wij—l—? —rpl + 2qu] \ ( expression de w”‘H)
e L .
= —wij—l—? —rp? + w ’ 4 w +s +r(pi + p¥), ( expression de 2rg!

1
n+ s
— 2 %
= w; T +rpy,
n

Y;
= + rp
677]2 !

Ces dernieres conditions sont exactement celles de 1’algorithme Alg2 obtenu par Be-
namou dans [Benamou, 1994, Benamou, 1996].

En résumé, en supprimant les multiplicateurs de Lagrange et les variables supplémen-
taires dans ’algorithme (Lag-ddm. 3bis), nous retrouvons exactement I'un des algorithmes
de [Benamou, 1994] ot on montre sa convergence grace a des considérations de pseudo-
énergie.

3.7.5 Anutre considération des conditions limites aux interfaces

Si nous remplacons, la contrainte de continuité du flux sur les bords entre les sous-

domaines
dy;,  0y;
ai = a—yﬁ] = wj; sur o, (3.80)
par la combinaison
dy; 0
ai + ky; = ayn] + ky; = wi; sur oy, (3.81)

il résulte que dans 'algorithme (Lag-ddm.3), les conditions d’interfaces des y et des p
sont remplacées respectivement par

a@% +ky! = wj; sur oy, (3.82)
on +kp! = Ayl — ¢ ) sur ooy (3.83)
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Remarque 3.7.2 Si nous supprimons les Al wi;

7 et les g7 dans les conditions aux limiles
ci-dessus, il vient
Jyrt ay"
17 ¥
dpyt . . dp"” . .
_ e + kpitt 4 puyt = _877;‘ + kpl + puy; sur oy (3.85)

Ces conditions apparaissent également sur ['un des algorithmes proposés dans [Benamou, 1994].

Avant de présenter une application de la méthode de décomposition de domaine que
nous avons développée tout au long de ce chapitre, nous allons consacrer le chapitre

suivant a une introduction et des généralités sur le parallélisme aussi bien que certains
outils essentiels pour I'implantation des “(Lag-ddm.1i),” i=1,2,3.
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Parallélisme et programmation
par passage de messages.

Le but de ce chapitre est d’exposer des généralités sur le calcul parallele.
Nous allons passer en revue le fonctionnement de certaines machines
paralleles tout en s’attardant sur celles & mémoire distribuée qui sont
utilisées pour l'implantation des résultats numériques de cette these.
Nous parlons aussi des performances d’un programme parallele ainsi
que des caractéristiques de la programmation par passage de messages
et plus particulierement de la librairie M PI.

4.1 Introduction

Tout le monde sait que le travail avance plus rapidement si on le fait a plusieurs que si
I’on est seul. Néanmoins, il n’y a pas tres longtemps que ce principe a commencé a faire
ses pas dans le monde de I'informatique. En effet, cela est dii a deux raisons essentielles :
d’une part, les coiits deviennent plus élevés pour la production et le développement des
codes et d’autre part, il y a eu d’importants progres dans la technologie des micropro-
cesseurs durant les deux dernieres décennies. Sans oublier pour autant une autre raison,
économique cette fois, qui a conduit a de significatives évolutions dans le parallélisme
et elle concerne la fabrication des calculateurs. 11 est & préciser qu'un calculateur concu a
partir de processeurs de grande série colite moins cher qu’un superordinateur tres rapide.

4.2 Les différents types de parallélisme

Parmi les premiers types de machines paralleles, nous distinguons les machines vec-
torielles telles que le CRAY: leur fonctionnement est basé sur le travail dit “a la chaine”.
Viennent ensuite, les premieres machines paralleles un peu plus performantes que les
machines vectorielles et qui ont été constituées de plusieurs processeurs vectoriels tres
rapides.

Les machines paralleles sont divisées en deux catégories :
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Cache Cache Cache Cache

Mémoire  Partagee

Fic. 4.1 — Architecture paralléle a mémoire partagée.

4.2.1 Machines paralleles & mémoire partagée

Comme leur nom l'indique, ces machines sont composées d’un seul banc mémoire de
taille importante auquel accedent de fagon uniforme plusieurs processeurs (voir figure 4.1).
Cependant, ces architectures connaissent de sérieuses limitations pour accroitre sensible-
ment la puissance de calcul disponible, notamment,

- Les cotiits de construction pour ce type de machines sont tres élevés.

- D’un point de vue conception, I’évolution matérielle de ce type d’architecture est
limitée puisque le nombre de processeurs que 'on peut relier de facon performante
a une telle mémoire ne dépasse pas 8 ou 16. De plus, le banc mémoire n’est pas
extensible a I'infini: au dela d’une certaine limite, les temps d’acces a des zones
différentes distantes de la mémoire ne peuvent étre considérés comme constants car
la vitesse de circulation de 'information est bornée par la vitesse des électrons dans
la matiere.

Une fagon d’apporter une amélioration a ces architectures a mémoire partagée consiste
a adopter une architecture de type “distribuée”. Et c’est cette catégorie de machines a
laquelle nous nous intéressons dans la suite.

4.2.2 Machines paralleles a mémoire distribuée

Dans ce genre de machines proposées par les constructeurs, des noceuds constitués d’un
processeur et de sa mémoire locale, a laquelle il est le seul a accéder directement, sont
reliés entre eux grace a un réseau de communication performant (voir figure 4.2). Ce der-
nier, outre la connexion entre les processeurs, permet ’échange de I'information nécessaire
pour coordonner leur travail.

Un avantage de cette architecture est son cott relativement moindre comparée a une
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machine congue autour d’une mémoire partagée et comportant le méme nombre de pro-
cesseurs. En effet, pour les nceuds d’une telle machine, les constructeurs utilisent générale-
ment le dernier représentant d’une famille de processeurs ayant déja fait ses preuves dans
le monde des stations de travail et lui ajoutent de la mémoire standard “bon marché”.
Du méme coup, ils réduisent aussi leur investissement logiciel puisque des compilateurs
performants sont disponibles pour ce type de processeurs.

Reste bien stir a leur charge la conception d’un réseau de communication assez rapide
pour relier au mieux les nceuds de calcul. Et s7il est possible de réduire le nombre de com-
munications ou se contenter d’une efficacité parallele moyenne, des stations de travail,
reliées entre elles par des liaisons Ethernet classiques, peuvent construire un réseau de
stations homogenes ou hétérogenes, ce qui constitue une sorte de “machine parallele
du pauvre”.

D’autre part, outre leur cott compétitif, ces “clusters” de processeurs présentent aussi
I'intérét de pouvoir évoluer facilement et sans surcott en fonction des besoins de I'utilisa-
teur. Dans le cas des architectures modernes de type SP2 ou CRAY T3D/E par exemple,
on peut aisément ajouter des nceuds supplémentaires sans dégrader les preformances de
la machine globale. Mais 'inconvénient majeur de ce type de machine vient de la forte
hiérarchisation de la mémoire: par I'intermédiaire d’un réseau d’interconnexion, l'acces a
une information “distante”, c’est a dire contenue dans la mémoire d’un autre processeur,
prendra typiquement un temps 1000 fois plus long que pour une information “locale”. Pour
obtenir des performances soutenues, il est donc essentiel pour le développeur de limiter au
minimum le nombre de ces acces distants. C’est le but de la recherche en algorithmique
parallele.

4.3 Généralités sur les machines SPMD

Si le choix d’une architecture a mémoire distribuée définit les caratéristiques intrin-
seques d’une machine, la qualité de I’environnement logiciel mis a disposition du program-
meur joue un role considérable dans la facilité de conception d’un programme parallele.
La “vision” qu’a l'utilisateur de la machine est importante. Des compilateurs comme HPF
(High Performance Fortran) peuvent, par exemple, lui épargner toute gestion des commu-
nications en lui présentant la mémoire comme un seul bloc accessible par tous les proces-
seurs simultanément. Cependant, HPF présente pour I'instant des performances toujours
inférieures au modele SPMD (Single Process Multiple Data) combiné avec 1'utilisation
d’une bibliotheque de passage de messages. C’est ce dernier mode de programmation que
nous adoptons pour la présente étude.
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Fia. 4.2 — Architecture paralléle a mémoire distribuée.

4.3.1 Comment se fait la programmation par “processus com-

municants”?

L’environnement logiciel de programmation par passage de messages ou par “proces-

sus communicants” est une maniere plus proche de ce qui se passe réellement (voir figure
4.3). En effet, chaque processeur exécute une copie du probleme et n’a acces qu’aux don-
nées contenues dans sa propre mémoire. [.’acces aux informations distantes doit étre géré
explicitement par le programmeur grace a des instructions pour envoyer ou recevoir des
messages qui circulent d’un nceud a l'autre sur le réseau de communication.
Concretement, chaque processeur exécute une tache séquentielle quand ces taches sont
indépendantes et a chaque fois qu’il a besoin de données de chez ses voisins ou éventuelle-
ment leur en transmettre, intervient donc ’outil du réseau pour permettre aux processeurs
de communiquer entre eux ensemble ou en partie.
En résumé, chaque processeur accede donc directement aux données qui sont “propres a
[u?” mais ne “voit” le monde extérieur que par l'intermédiaire de messages qu’il envoie
ou recoit et ce sont ces messages qui assurent la coopération entre les processeurs pour la
constitution d’un programme structuré.

Cette facon de procéder est fournie par de nombreuses bibliotheques dont nous allons,
plus loin, exposer un exemple “MPI” (Message passing Interface).
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mémoire

processeur

P

processus__—— |

requéte _—— |

message
[ p
2 3
=)

Fic. 4.3 — Exemple de programmation par passage de messages.

4.4 Comment évaluer les performances d’un programme
parallele SPMD?

Pour finir ces généralités sur le modele SPMD, nous allons voir comment évaluer les
performances d’un programme parallele et encore faut-il préciser que les notions que nous
allons présenter rentrent dans le cas ot on fait une parallélisation d’un code dont la version
séquentielle est déja existante, ce qui est un peu différent du cas ou 'on peut exhiber des
algorithmes adaptés aux machines paralleles tel qu’il s’est présenté pour notre algorithme
de décomposition de domaine du chapitre précédent.

En général, il existe plusieurs facons de mesurer les performances d’un ordinateur, a
savoir, la vitesse de calcul sur des variables réelles. Pour les machines paralleles, plus par-
ticulierement, il faut introduire certaines notions telles que I’accélération ou ’efficacité
d’un programme parallele et qui sont définies par:

L’accélération : est le rapport du temps d’exécution du programme séquentiel ou sur un
seul processeur (T;) sur le temps d’exécution de la méme application en parallele
sur n processeurs (T,):

Ay
1,

(4.1)

L’efficacité : est l'accélération divisée par le nombre de processeurs. Elle s’exprime en
général sous forme de pourcentage :

B, =" = (4.2)
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Mais pour des gains d’exécution appréciables, il est capital qu'une grande proportion
du programme soit parallélisable.
Par exemple, si une fraction du programme p (0 < p < 1) est parallélisable et si T est le
temps CPU sur un processeur, alors T}, le temps CPU sur n processeurs, est tel que:

T, = Lo, + (=ph o+ Teomm(n_proc) (4.3)
n SN—— —

Temps en paralléle Temps séquentiel Temps de communication

Et en remplagant dans (4.2), nous avons 'efficacité théorique de la loi d’Amdahl:

1
E, = T
p_l_ (1 _p)n _I_ comm/]({z_proc)

(4.4)

Quelques remarques immeédiates découlent de la loi d’Amdahl:

D’une part, un code parallélisable a 100%, ne nécessitant aucune communication, a
une efficacité de 1 et dans tous les autres cas, nous avons F, < 1.
D’autre part, il est logique de prendre “ nT),, 7 pour le temps CPU parallele puisque I'on
consomme simultanément “ T}, 7 sur chaque processeur. Cette facon d’évaluer les coiits de
calcul peut surprendre, mais, c¢’est bien ainsi que les centres de calcul facturent le temps

CPU consommé.

Contrairement aux bornes théoriques de la loi d’Amdahl, qui n’ésperent pas un avenir
“positif” du calcul parallele, il existe une autre version légerement différente: la loi de
Gustafon [Gustafon, 1988]:

Soient T, , le temps CPU d’un programme parallele sur n processeurs et p la fraction
du code parallélisable, alors, le temps CPU d’exécution sur un seul processeur est donné
par:

Ty, = (1 =p)T, + npT, (4.5)
Donc, accélération A, et l'efficacité F,, sont données respectivement par :

A, = (I=p)+np (4.6)

1 —
E, = P iy (4.7)

n

A partir de la loi de Gustafon, nous retrouvons une autre notion utilisée chez les spé-
cialistes du calcul parallele: extensibilité (ou le terme anglophone “scalability”). Cette
notion traduit le comportement d’un algorithme parallele en fonction du nombre de pro-
cesseurs. Nous pouvons, donc, soit augmenter le nombre de processeurs tout en préservant
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la méme taille du probleme, ou bien augmenter la taille du probleme proportionnellement
au nombre de processeurs. Et c’est ce dernier choix qui est le plus avantageux puisque
I’on conserve une charge constante par processeur.

Nous présentons maintenant la bibliotheque de passage de messages “MPI” qui nous
a servi en grande partie, d’outil de parallélisation pour cette these.

4.5 Présentation de la bibliotheque de passage de
messages MPI

4.5.1 Introduction et généralités

[’environnement de passage (ou d’échange) de messages est 1'outil le plus utilisé pour
la programmation des machines paralleles a mémoire distribuée. Cela revient, d’une part,
a la simplicité de ce modele puisque c’est la maniere la plus proche de ce qui se passe
réellement dans ces machines et d’autre part, a son implantation efficace sur une grande
variété d’ordinateurs. En outre, les envois-réceptions de messages se font grace a des
procédures stockées dans une librairie accessible depuis un code Fortran ou C, ce qui
reste familier au programmeur.

Au cours des 5 dernieres années, la bibliotheque PVM (Parallel Virtual Machine)
[Geist et al., 1993] et I'interface normalisée MPI (Message Passing Interface) se sont im-
posées comme des standards. Cependant, dans ce mémoire, nous nous limiterons au MPI.

La librairie de passage de messages MPI est issue d’un consortium créé en avril 92 et
réunissant des représentants du monde académique et du monde industriel. Ils ont décidé
d’adopter les structures et les méthodes du groupe de travail HPF. Puis, un brouillon de la
premiere version MPIL.1 a été présenté a la fin de ’année 93 lors du “Supercomputing’93”
et ensuite, la premiere version MPI.1 a été achevée en avril 94 dans le rapport du forum
MPI [Dongara et al., 1994]. Cette version de MPI vise surtout la portabilité et la garantie
de bonnes performances.

4.5.2 Les caractéristiques de MPI

Une application MPI est un ensemble de processsus autonomes, qui exécutent chacun
leur code et communiquent par des appels a des sous-programmes de la bibliotheque MP1.
Ces sous-programmes sont classés selon les grandes catégories suivantes:

a - Gestion de ’environnement

Il existe des interfaces en Fortran ou C et les fonctions présentées ci-contre sont celles
du Fortran. Au lancement de MPI, les processus sont membres d’'un communicateur par
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défaut MPI_COMM_WORLD.

MPI_INIT : initialise toute application MPI.

MPI _FINALIZE : désactive ’environnement MPI et une fois lancé, aucun autre sous-programme
MPI ne peut étre appelé. Le programmeur, en l’occurence, doit s’assurer que les com-
munications impliquées dans un processus ont été effectuées avant MPI_FINALIZE.

MPI_COMM_SIZE : renvoie la valeur du nombre de processeurs (nb_procs) gérés par un
communicateur donné.

MPI_COMM_RANK : permet d’obtenir le rang d’un processus (ce rang est compris entre 0 et
nb_procs-1).

b - Communications point & point

Une communication, dite point a point, a lieu entre un processus emetteur et un
processus récepteur qui sont identifiés par leur rang dans le communicateur. Les commu-
nications point a point de base sont :

MPI_SEND : envoie un message.

MPI _RECV : recoit un message.
Ces deux sous-programmes comportent chacun une “enveloppe du message” qui renseigne

sur les rangs des processeurs emetteur et récepteur, une étiquette du message et le nom
du communicateur auquel ils appartiennent.

¢ - Communications collectives

Une série de communications point a point peut se faire en une seule opération grace
a des communications collectives. Les plus importantes fonctions sont :

MPI _BARRIER : c’est une “barriere” qui synchronise globalement toutes les taches.
MPI _BCAST : diffuse des données a tous les processeurs.

MPI_SCATTER : distribue des données d’une tache a toutes les autres: chacune recoit des
données “personnelles”.

MPI_GATHER : permet la collecte des données de toutes les taches en une seule.
MPI_ALLGATHER : permet la collecte des données de toutes les taches par toutes les taches.

MPI_REDUCE : effectue des opérations globales (somme, produit, max,...) auxquelles prennent
part tous les processeurs. Elle assure, en plus, la synchronisation des taches.
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MPI_ALLREDUCE : est une fonction de réduction avec diffusion: en fait, ¢’est MPI_REDUCE
suivi de MPI_BCAST.

Deux dernieres fonctions de MPI, sur les quelles nous n’insisterons pas, sont, notam-
ment, la gestion des groupes et des communicateurs et la définition de topologies.

Pour la premiere, il s’agit de diviser un ensemble de processus pour créer des sous-
ensembles, qui auront chacun son espace de communication ou bien de construire de
nouvelles communications dans le communicateur initial. Concernant la deuxieme fonc-
tion, il est intéressant de pouvoir disposer les processeurs suivant une topologie réguliere
et cela est tres utile pour les méthodes de décomposition de domaine puisque 'on est
capable, moyennant la définition de nouvelles topologies, de décomposer le domaine de
calcul sur ’ensemble des processeurs sous forme de grille par exemple. Chaque processeur
dans ce cas, est identifié par ses coordonnées dans la grille.

4.5.3 Critiques de MPI

Certains buts visés par la création de MPI.1 ont été effectivement atteints. Cependant,
restent encore quelques propriétés a ajouter a cette premiere version, ce qui a conduit a
MPIL.2 (2eme version de MPI) dont un brouillon a été présenté au “supercomputing’96”
suite a des travaux entamés au printemps 95. Les principaux objectifs de MPL.2 résident
dans: la gestion dynamique des processus, la communication mémoire a mémoire, la
gestion des entrées/sorties pour une bonne flexibilité et enfin "amélioration des commu-
nications collectives.

Conclusion

MPI est une librairie conviviale et elle offre une interface facile a I'implantation d’al-
gorithmes paralleles. Cependant, nous attendons un peu plus de son avenir, entre autres,
la mise en place de débogueur et analyseurs de performances portables ainsi que I'intro-
duction de la programmation orientée objet avec une interface “C'*+ / Fortran”.
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_ . Probleme-test et résultats nu-
meériques.

Nous présentons sur un probleme-test, les applications des algo-
rithmes développés au chapitre précédent, comparés aux résultats
sur le domaine global. Leurs analyses et des résultats de leur implan-
tation sur une machine parallele a I’aide de la librairie MPI sont exposés.

5.1 Le probléeme test

5.1.1 Présentation du probleme sur le domaine global

Dans ce chapitre, nous reprenons un probleme-test donné dans [Bensoussan et al., 1973].
Cela nous permet de faire une comparaison entre les résultats obtenus par 1’algorithme
proposé dans leur étude et ceux de notre algorithme. Nous signalons également que le
méme exemple a été repris dans [Benamou, 1994] et dont les conditions de transmission

sont proches des noétres.

Soit le probleme de controle “Frontiére” sur un domaine rectangulaire Q de R? ( voir

figure 5.1) dont I’équation d’état est donnée par:

FiG. 5.1 — Domaine de Calcul Q)
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—Ay(v) = f dans 9,

yay = 0 sur , 3 U, 4, (5‘1)
an = v sur ,1 U, g,
n
ol
Q = 10,4[x]0, 1],
sy 1 = {O}X]Ovl[v y 2 — {4}><]071[7
y 3 = ]074[><{0}7 ) 4 :]074[><{1}7
voo= (v,v2) € L*(, 1) x L*(, 2),

et pour tout (x,y) de Q,

flz,y) = 2(=2? —y? 44z +y),
ya(z,y) = (2 —4da)(y —y?) — 8v.

La fonction cott est définie par:

J(v) = %(/Q ly(v) — yal*dz + I//F . lv]*de). (5.2)

Donc, sur le domaine global, le probleme de controle optimal est le suivant :

inf J(v)=J(u) etu € Uy, (5.3)

'Ueuad

U,q étant un convexe fermé de L*(, 1) x L*(, 2).

Tout d’abord, d’apres les résultats du chapitre 2., le systeme d’équations aux dérivées
partielles (5.1) admet une solution unique y(v) dans H'(£2) qui dépend continiiment de
la variable de controle v.

Ensuite, il est évident que J est Gateaux-dérivable et strictement convexe (car elle est
v-convexe), donc, elle admet un minimum unique dans Uyq.

Dans la suite de ce premier paragraphe, nous présentons la méthode utilisée pour
résoudre le probleme-test sur le domaine global. La partie de discrétisation concernant
la minimisation de la fonction cotlit sera également utilisée et reprise dans le cas de la
décomposition du domaine.

5.1.2 Optimisation numeérique

La résolution numérique du probleme de controle optimal utilise les techniques d’une
fonction colt qui minimise ’écart quadratique au sens des moindres carrés entre la solu-
tion de I’équation d’état et des observations données.
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direct continu adjoint continu  |——| gradient continu
direct discret adjoint discret
- 7 e gradient discret

direct continu
discrétisé

adjoint continu
discrétisé

FiG. 5.2 — Relation modéle continu-modeéle discret

Pour résoudre ce probleme de minimisation, nous utilisons des algorithmes qui reposent
en général sur des méthodes de descente et plus précisément sur la recherche d’une direc-
tion de descente. Explicitement, les étapes de telles méthodes se résument par: on choisit
arbitrairement un point de départ dans I’espace de minimisation, ensuite, le but de 1’algo-
rithme est de construire une suite de points qui converge vers le point de controle optimal
en faisant diminuer rapidement la fonctionnelle calculée en ces points. La direction qui
relie deux points successifs de cette suite de points est dite “direction de descente”. Elle
est calculée aux différents points, a partir du gradient et des valeurs de la fonctionnelle. 1l
faut préciser que plus le calcul de cette direction est exact, plus ’algorithme est efficace
et par conséquent la convergence est atteinte en moins d’itérations. Donc, il est indispen-
sable de calculer le plus exactement possible le vecteur gradient discret.
Dans le cas du probleme de contréle optimal gouverné par des équations aux dérivées
partielles, nous avons vu que, moyennant une formulation Lagrangienne, le gradient de
la fonction cotit se calcule de fagon tres simple a partir de 1’état adjoint. Encore faut-il
préciser que le gradient que nous calculons est le gradient continu, différent du gradient
discret exigé pour I'optimisation numérique. Donc, le gradient discret doit étre calculé
en fonction de I’état adjoint discret et non pas de ’état adjoint continu discrétisé.
Nous résumons cette relation entre modeles continus discrétisés et modeles discrets sur le
diagramme 5.2.

Par ailleurs, la programmation de 1’état adjoint discret “exige le plus grand soin” de
la part du développeur afin d’avoir une bonne transposition du “code direct discret”.

Il existe actuellement des logiciels congus pour calculer automatiquement le code ad-
joint discret a partir du code direct. Nous citons ici, le logiciel de différentiation au-
tomatique “Odyssée”, développé dans le projet SAFIR, a 'INRIA Sophia-Antipolis. Il a
été récemment utilisé dans un modele météorologique Meso-NH au sein du projet IDOPT.
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Comme algorithmes de minimisation, nous avons utilisé les deux méthodes vues au
chapitre 2. (paragraphe 2.3.1), a savoir, 'algorithme de gradient conjugué et la méthode
de quasi-Newton. Et a chaque itération de I'un de ces algorithmes, il faut calculer les états
direct et adjoint discrets. Cela est présenté dans le paragraphe suivant.

5.1.3 Discrétisation

Pour revenir a la résolution numérique de notre probleme-test, nous utilisons, pour
discrétiser 1’état direct, un schéma aux différences finies a cing points. Les conditions aux
limites Neumann sur les bords , 1 et , 5 et qui correspondent aux contréles, sont traitées
par la méthode dite des “points fictifs”.

Explicitement, dans le cas d’une discrétisation du rectangle Q en Nx+1 ( resp. Ny+1)
points dans la direction = (resp. y) (voir figure 5.3 dans le cas d’une grille réguliere, i.e.,
hx = hy), nous posons :

hx = Na est le pas de discrétisation dans la direction x,
x
hy = N est le pas de discrétisation dans la direction y.
Y
1
Jhy
0 thx 4

FiG. 5.3 — Diserétisation de )

Donc, I’état direct discret y;; = y(tha, jhy) vérifie:
o 1=2, Nz, y=2, Ny:

hy? b2 hx?hy?
)(yi—lj + Y1) + 2 Yij—1 + Yijr1) = _Q(hxz + hy?)

R Skt 4 )

hx? + hy?

e 1=1, 3=2, Ny:

hy? hz? ha? hy?

fis-

hxhy?

—yi + Jij —

T+ 7y Y T 2 1 i) hy2)(y”‘1 + Yij1) = T3t by
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e 1=Nx+1, 3=2, Ny:

hy? . hx? (it + yissa) = ha? hy? I hxhy? 4
(hxz_l_hyz)yl—l] 2(h$2+hy2) yZ]—l yZ]-I-l — 2(h$2+hy2) 17 (h$2—|—hy2)v2]'

—Yi; +

o 1=1,No—+1:

yir =0 et yYnyr1 =0

En résumé, I’état direct discret est donné par la résolution du systeme linéaire
AY = F (5.4)

ou, A est une matrice creuse dont les composantes sont précisées dans la discrétisation
ci-dessus et F, le second membre de ce systeme est fonction des f;;, v1; et vy;.

Puis, afin d’obtenir le systeme vérifié par 1’état adjoint discret, il suffit de faire une
transposition du systeme (5.4) et on obtient un systeme de la forme

A'P =B (5.5)

le second membre B est fonction de (Y —Y;). Une étude détaillée de cette étape est donnée

dans [Luong, 1995].

On obtient enfin a partir du calcul de Y et P les valeurs de la fonction colt discrete
et du vecteur gradient discret.

5.1.4  Sur la résolution des systemes linéaires direct et adjoint
discrets

Nous rappelons que pour la résolution du probleme de controle optimal, nous avons

testé deux méthodes différentes: La méthode de gradient conjugué et une méthode de
Quasi-Newton (¢f. Chapitre 2.).
Ainsi, afin de calculer la valeur de la fonction cout et le vecteur gradient (nécessaires aux
deux optimiseurs ci-dessus), nous avons a résoudre les deux systemes linéaires des états
direct et adjoint discrets pour chaque simulation du probleme. Pour cela, nous avons
utilisé une méthode itérative, qui ne demande généralement que des produits matrices-
vecteurs. [’algorithme employé est : Bi-CGSTAB (Bi-Conjugate Gradient STABilized) dont
nous donnons un apercu dans ’annexe A.
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Degrés de | Nombre d’itérations | Temps CPU [ Mémoire
liberté Quasi-Newton (s) (Mo)
8 x 32 7 négligeable 0.5
16 x 64 10 2 0.8
32 x 128 11 19 2
64 x 256 11 199 7.2

TAB. 5.1 — Résultats du domaine global pour différents maillages en utilisant le solveur
BiCGSTAB .

5.1.5 Résultats du domaine global

Nous présentons ici les tests faits sur le domaine global en utilisant la méthode quasi-
Newton (e¢f. paragraphe 2.3.1). le critere d’arrét choisi pour les tests de cette section
est:

Hng < €grad = 10-6 (56)
150l
ou g est le gradient apres k itérations de 'optimiseur et gy est le gradient a I’état initial.
Sur le tableau 5.1, nous donnons pour plusieurs maillages, les nombres d’itérations ainsi
que les temps CPU calculés sur une station SUN. La premiere remarque a faire est la
croissance rapide du temps de calcul en fonction de la dimension de la grille de la discré-

tisation. Nous observons également que la mémoire nécessaire a ce calcul est une fonction
croissante du maillage du domaine. Le nombre d’itérations reste, pour sa part, pratique-
ment constant.

Donc, a premiere vue de ces résultats, décomposer le probleme est une stratégie efficace
afin de prendre des tailles plus grandes.

5.2 Décomposition du domaine

5.2.1 Implantation parallele des différents algorithmes

Tous les programmes paralleles testés dans ce chapitre sont écrits en Fortran 77 et
utilisent la bibliotheque MPI pour les échanges de messages. L’avantage de cette solution
est la portabilité du code. En outre, comme les compilateurs Fortran sont tres efficaces
sur toutes les machines, cela permet d’atteindre de bonnes performances.

Nous rappelons que la décomposition du domaine est une décomposition sans recou-
vrement. Par ailleurs, il existe différentes facons de partager le rectangle €2, soit en bande

(voir figure 5.5), soit en une grille (voir figure 5.6).

Le choix de la librairie MPI est tres avantageux dans la mesure ou MPI contient
des sous-programmes qui permettent d’avoir une disposition des processeurs en grille et
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FiG. 5.6 — Décomposition sans recouvrement de ) en 4 domaines en grille.

chaque processeur est repéré par ses coordonnées dans cette grille (la disposition en bande
en est un cas particulier: les coordonnées des processeurs étant de la forme (x_procs, 0)).
Le programmeur n’a qu’a préciser le nombre de processeurs dans chaque direction. En
plus, il est possible d’avoir un communicateur partiel qui ne fait intervenir que le proces-
seur en question et ses voisins Nord, Sud, Est et Ouest dans la grille.

Dans tous les tests que nous avons effectués, le nombre de processeurs coincide avec
le nombre de sous-domaines. Ainsi, chaque sous-domaine est distribué sur un processeur.
Dans le cas de notre probleme test, le contréle est pris en compte sur les deux bords Est et
Ouest de Q, cela représente, pour 'algorithme de minimisation, un tableau de 2(Ny + 1)
alors que les systemes directs et adjoints sont de la méme taille avec (Nx + 1)(Ny + 1)
degrés de liberté chacun. Nous remarquons que la part de minimisation est faible en temps
de calcul comparée a celle de la fonction colt et du gradient a partir des états directs
et adjoints, ce qui représente une simulation du probleme de controle optimal. Pour cela,
nous avons gardé une minimisation globale de telle sorte que ’on ait un processeur maitre
qui est chargé de diriger la minimisation et il regroupe toutes les données dont il a besoin
de chez les autres processeurs esclaves.

Algorithme de résolution:

Etape 0. Initialisation:

Pour tout 7 € I, w}j, )\}j et q?j sont pris arbitrairement dans L*(o;;).

Etape 1. Résolution de problemes de controle locaux:
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avec w”

vy Al et qu_l connus, pour chaque ¢ € I, on calcule u?, y” et p? par:

_Ayf‘ = fZ danS Qi7
Y =0 sur ) iy
oyl 5.7
alr; = u? sur (, 1 U y 2) N aQM ( )
8—77 = Wl sur oy (J€J).
—APF =y — s dans €,
pr — 0 sur 4,
apr 5.8
8—}:7 - 0 sur  (, 1 U, 9) N 0K, (5:8)
P .
B = -y se oy (GE ),
Mij
[+ e 20 Vet (59
Q;

Etape 2. Mise a jour des multiplicateurs:

avec p, et p, deux réels strictement positifs, w%"’l, )\Z—I—%, qr; et )\Z"'l sont donnés
par:
wf]*i = Wi+ pu(pf —p}) sur  oyj,
)‘Z‘+5 = AL -I-lfJ‘A(y;1 qu_l) sur oy (5.10)
2 = 5 AT e yp) swe o, |
)‘Z‘H = )‘Z‘+5 + o (yF —q%) sur  oy;.

Faire n «+— n + 1 et aller a Etape 1.

Donc, dans le cas d’une décomposition en bande, le processeur maitre est représenté
par le premier processeur (qui est associé au premier sous-domaine). L’initialisation se
fait en parallele sur tous les processeurs, ensuite, pour résoudre le probleme de contréle
optimal, débute alors, la minimisation dont une itération se déroule comme suit :

81



‘UOUIN]OSIL I QZLM[?.’LJO[;[D‘[ ap QU,LZLLDJED.’LG —1°¢ 'Ol

[ INITIALISATION }

ettt ettt ettt =

‘¢ oqgrdey)

direct_1 direct 2 | . _ direct_m
transmission transmission ... . transmissjon
(1,2) (2,3) (m-1,m)
[@79] %/ ) b N %/ > \\
it adjoint_1 adjoint 2| . adjoint_m

[ OPTIMISEUR }

[ Mise a jour, Diffusion, Test d’arr%t
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5.2.2 Description de la résolution de 1’étape 1.

A la nieme itération de I’algorithme ci-dessus, le point de contréle u”, étant connu, il
est ensuite décomposé en uf qui reste sur le premier processeur (ou processeur maitre) et
en uj qui est envoyé au dernier processeur. Puis, tous en parallele, les processeurs

1- effectuent chacun le calcul de I’état direct local y* par la résolution du systeme,
2- s’échangent les valeurs des y” sur les interfaces communes,

3- calculent la valeur de la fonction coit locale,

4- effectuent le calcul de ’état adjoint local pf.

A ce stade, le processeur maitre regoit du dernier processeur esclave le bloc de p!

correspondant a , o pour calculer le gradient de la fonctionnelle.... Ensuite, une nouvelle
n+1

direction de descente et un nouveau itéré u; ", ¢ = 1,2 sont calculés et ainsi de suite.
Encore faut-il préciser que nous avons adopté deux stratégies permettant de rendre

compte des influences des hiéarchies dans les calculs des nouveaux contréles et la mise a

jour des multiplicateurs de Lagrange, ce qui est représenté dans les alogorithmes (Lag-ddm. 1),

i =1,2,3 (¢f. chapitre 3.) par la résolution des problemes de controle locaux:

(a) Pour la premiere stratégie, nous considérons des itérations internes au niveau de la
résolution des problemes de controle optimal locaux tandis que I'itération externe se
situe au niveau de la mise a jour des multiplicateurs de Lagrange. Explicitement, on
se fixe un test d’arrét dans 'optimiseur et une fois un nouveau vecteur de controéle
est calculé (ce qui est représenté par ’étape 1. de I'algorithme ci-dessus), on effectue
une mise a jour des multiplicateurs w;; et A;; (étape 2. de 'algorithme) et on réitere
le processus. Cela est résumé dans le diagramme de la figure 5.7.

(b) Quant a la deuxieme stratégie, nous effectuons une seule itération générale qui
englobe la recherche d’une nouvelle descente dans 1’algorithme de minimisation et
des que nous avons un nouveau point de controle, nous enchainons par une mise
a jour immédiate des multiplicateurs de Lagrange. Dans ce cas, nous n’avons pas
d’itération interne ni externe mais une seule itération globale. D’une autre maniere,
I’étape 2. de l'algorithme de résolution fait partie d’une itération de minimisation
de I’étape 1.

5.2.3 Résultats du domaine décomposé

Lorsque nous mettons en ceuvre les algorithmes présentés au chapitre 2., pour le cas
d’une décomposition en deux sous-domaines, le premier avantage est que nous pouvons
maintenant résoudre un probleme un peu plus grand.
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y/2-domaines
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Fic. 5.8 — Solution sur le domaine décomposé en deuzr sous-domaines, ['interface €tant
prise au milieu. N = 20
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FiG. 5.9 — Solution du probleme décomposé sur 2 domaines avec Lag-ddm.3.
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Si nous revenons au cas de notre probleme-test, nous remarquons qu’il est symétrique
par rapport a l'interface quand elle est prise au milieu du domaine global. Les multipli-
cateurs de Lagrange sont initialisés a zéro. Dans ce cas, les résultats sont satisfaisants et
la solution obtenue sur deux sous-domaines est la méme que celle calculée sur le domaine
globale. La solution calculée, c’est a dire, I’état direct associé au contréle optimal, est
présentée sur la figure 5.8 et la continuité est bien assurée sur 'interface.

Ensuite, pour éliminer ce cas particulier, I'interface est décalée du milieu du domaine.
Les résultats dans ce cas, sont moins encourageants: la premiere contrainte a imposer est de

prendre un test d’arrét dans ’optimiseur qui ne soit pas “trop sévere” (par rapport au choix

llgll

‘ ‘ ool =
Corad — . clativemernt a ce tes a solution lina resente un sau alu voilsinage de
; 107*. Relat t test, la solution final t “saut” d

I'interface, voir figure 5.9. Ce résultat est obtenu lorsque nous utilisons Lag_ddm.3 et nous

dans le cas du domaine global ou du cas ou I'interface est au milieu du domaine)

précisons que les deux algorithmes Lag_ddm. i,1=1 ou 2, donnent des résultats tres proches.

Cela montre que nous n’avons pas pu raccorder au mieux les données sur l'interface.

+ y;

Néanmoins, le seul résultat (favorable!) que nous remarquons est |sz — Yewact|L2(a1,) ~

0(107*) pour N = 20; dans ce cas, le maillage du domaine global étant de 4N x N. Cette
erreur obtenue est proche d’un résultat de convergence lorsque 1’on utilise les conditions
de transmission de type Robin: il figure dans 1’algorithme de Lions, voir le théoreme 1.2.1
(¢f. [Lions, 1990]).

Nous utilisons de la remarque sur la demi-somme des états directs discrets sur 'inter-
face, pour calculer la fonction cotit globale.
Cette démarche est appliquée aussi quand le domaine est décomposé en 4 sous-domaines

(en bande). L’erreur Z Z |yi -|2- Yi _ Yevact|12(oy,), Cette fois, est de 'ordre de 1072%: La
[

précision a baissé. Nous en déduisons que le nombre de sous-domaines influence nettement

sur les résultats de ces tests.

Nous considérons une autre stratégie: le coefficient “r” du Lagrangien augmenté,
n’étant pas tres grand “de 'ordre de 10727, nous ajoutons une boucle interne de 2 itéra-
tions par rapport a la mise a jour des multiplicateurs de Lagrange: w;; et les A;;. Nous
obtenons donc une nouvelle version de ’algorithme Lag-ddm.3 que nous avons utilisée
pour obtenir les résultats de la figure 5.10. Une simulation de notre probleme test, pour
cette nouvelle version, se déroule de la maniere suivante dans le cas de 2 sous-domaines:

- Ut — [ul, ulh], W', AT et ¢"! connus,

* [tération interne:
iter = iter + 1

r=—

2

- calcul de yi(uy,w™) et yZ(uy,w"),

_ leul de J(u™. o™, u™. 4™ APy — n—1 i n__ . n—1|2
calcul de J(uy, yy, ug, yy) + Z[(z?yz q )+2|y2 q" "%,

1=1.2
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FiG. 5.10 — Solution du probleme décomposé sur 4 domaines avec Lag-ddm.3.
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ou la valeur des y? sur I'interface est la demi-somme YitYi

- calcul de p7 et p7,

q" = (AT + (1 +y5)/2

AT = A () — )
AT = A (Y — )
W =Wt r(pt - )

Retourner a *.

Remarque 5.2.1 Résoudre le probleme (P)qc. revient aussi a minimiser la fonctionnelle

Z Ji.. sous les contraintes données par les systémes locauz (Dir); et la continuité aux
i=1

interfaces (voir chapitre 3.).

Cette minimisation est également équivalente a la minimisation de la fonctionnelle dé-
composée a laquelle nous avons ajouté un terme pénalisant, ¢’est a dire, avec a > 0, nous
avons

Minimiser Z e (Viyyi) + 5 Z lvi — y5l%; (5.11)
=1 jvgij5£®

Cependant, il n’est pas facile, au vu des tests numériques, de choisir le paramétre o

de fagon optimale. Par exemple, dans le cas d'une décomposition en deux sous-domaines,

Uinfluence de o n’est pas grande, mais, ce coefficient doit rester dans un borné.

5.3 Conclusion

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont mitigés. En effet, les algorithmes que nous
avons testés dans ce chapitre mettent en jeu plusieurs variables supplémentaires :

- Tout d’abord, nous ne disposons d’aucun moyen de controler les w;; introduites pour
raccorder le flux de I’état direct sur les interfaces entre les sous-domaines: d’une part,
nous ne pouvons faire un bon choix pour leur initialisation et d’autre part, leur mise
a jour a l'aide d’un algorithme de type Uzawa, ne permet pas d’avoir une idée sur
la bonne maniere de choisir la valeur du pas de descente de cet algorithme pour
obtenir une meilleure convergence (Le choix p = r étant le meilleur dans le cas de
plusieurs problemes traités dans la littérature).

- La méme remarque peut étre faite pour les multiplicateurs A;;.

- Pour tous les tests, le produit scalaire utilisé est celui de L*(a;;). A I'instar de ce qui
existe dans la littérature et plus précisément, dans les travaux de Le Tallec et Sassi
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[Le Tallec et Sassi, 1995], ce choix s’avere dépendant du nombre de sous-domaines
ainsi que du pas de discrétisation. Le Tallec et Sassi montrent dans le cas d’un
probleme aux limites en élasticité qu'un autre choix de produit scalaire (¢f. remarque
3.6.3) et propre a leur probleme permet de surmonter cette dépendance. Ce choix de
produit scalaire sur les interfaces joue le réle de préconditionneur pour le probleme
décomposé.

Finalement, le coefficient r du Lagrangien augmenté a été ajusté suivant 'ordre
de grandeur des données de notre probleme test. Le choix d’un r optimal reste a
étudier.
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Chapitre 6 :

Généralités sur un probleme de
controle optimal régi par une edp pa-
rabolique.

Nous étudions dans ce chapitre, un exemple de probleme de controle
optimal gouverné par une équation aux dérivées partielles parabolique.
Sont exposés également des généralités et des résultats pour caractériser
le controle optimal.

6.1 Résultats et généralités.

6.1.1 Préliminaires-notations
Tout d’abord, nous allons donner des notions et des généralités sur le cadre fonctionnel
avant de définir notre probleme de controéle.
Soient les espaces de Hilbert V' et H tels que:
VcHCcCV,
ou V' est le dual de V alors que H est identifié a son dual. Les normes sur V' et H seront

notées respectivement ||.|| et |.|. Et [0,7] est I'intervalle de temps, T étant fini.

Pour chaque pas de temps ¢, soient les formes bilinéaires continues sur V, a(t;.,.)
données par:

VxV — R
(1) — altye,v)

et qui vérifient les hypotheses suivantes:

(H1) Pour tout (¢,¢) € V x V, la fonction définie par: t — a(t; p, ) est mesurable sur
10,7 et de plus, il existe une constante C' > 0 telle que

la(t; @, )| < Cllellll4]]- (6.1)
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(H2) 1l existe ¢ et  deux réels positifs tels que (coercivité élargie)

at;p, o) +elel? = allell?, Ve e VetViel0,T). (6.2)

On associe a la forme bilinéaire a, un opérateur A dans L(V, V') tel que

a(t; p, ) =< Ap(l), (1) >viv . (6.3)

Dans le cadre fonctionnel des problemes paraboliques, nous précisons :

L0,T;V) = {f(t) tel que [ | F(0)l[}dt < +o0},

W(,7) = {feL*0,7;V)tel que ZL € 12(0,T;V")}
et la norme dans W (0,T') est donnée par
1180y = 112 0.0y F 1 2 0.20m (6.4)
"

Nous énoncons quelques résultats, mais, nous ne les démontrons pas ici. Le lecteur
pourra trouver des détails sur les preuves dans [Raviart et Thomas, 1988] et [Lions, 1968].
Nous avons le théoreme suivant :

Théoreme 6.1.1 W(0,7T) muni de la norme définie par (6.4) est un espace de Hilbert.
De plus, toute fonction f de W(0,T) est continue de [0,T] dans H et pour tout ¢ et
de W(0,T), nous avons

/0 <P vy dt = — / < vy dt+ (p(T), (T — ((0), (0))g

Nous passons donc a la définition d’un probleme de contréle optimal gouverné par une
équation aux dérivées partielles parabolique donnée par le modele direct :

6.1.2 Le modele direct

Soit ) un ouvert borné de IR" a frontiere assez réguliere , . Dans ce paragraphe, nous
posons V = H'(Q) et H = L*(f2) et nous nous intéressons au probleme évolutif suivant :

%—I—Ay = [ dans Qx]0,T],
y(0) = yo dans (6.:5)

4+ Conditions aux Limites.
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avec f est dans L*(0,T; V') et yo est dans H.

Théoréeme 6.1.2 Sous les hypothéses (H1) et (H2), le probléme (6.5) admet une solu-
tion unique y dans W(0,T). Cette solution dépend continiment des données f et yo.

6.1.3 Position du probleme de contrdle optimal

Soient U l'espace de Hilbert des controles et B une application linéaire continue de ¢
dans L*(0,T;V").
Supposons que les hypotheses (H1) et (H2) sont vérifiées, soit alors y(v) la solution du
systeme :

%—kAy = [+ Bv dans Qx]0,T7,

y(0) = yo dans (6.6)

+ Conditions aux Limites.

y(v), 'état du systeme, dépend de t, x et v, il s’écrit donc: y(v) = y(t, z,v).
Comme conséquence du théoreme 6.1.2, nous avons le résultat :

Proposition 6.1.1 Le systéme (6.6) admet une solution unique, qui est une fonction

affine continue en v.

Toutes les notations avec un indice ¢ veulent dire que 'on considere des problemes
dépendant du temps.

6.1.4 Observations et fonction cout

Dans le cas d’observations réparties en temps, considérons les applications linéaires: ('
de L*(0,T; V) dans L*(0,T; 3), ot H est I'espace des observations et N est une application
linéaire définie sur U, coercive et autoadjointe. Puis, yq, représentant les observations (ou
mesures), est pris dans L*(0,7; H). Nous définissons la fonctionnelle coiit par:

3oy = 5[ e =l + [ (Voo (6.7)

Enfin, le probleme de contréle optimal est donné par:

(P)e Ji(u) = inf Ji(v), U € Uyg, (6.8)

ou U,y et un convexe fermé de .
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6.2 Sur 'existence et la caractérisation de la solution

de (P)t

Théoreme 6.2.1 [ existe une solution unique u qui minimise la fonction J;.
Liinéquation d’Euler pour caractériser u s’écrit :

(Jt'(u), v — u)z/{ > 0, Vv eU,q. (69)

Dans le cas sans contraintes, nous avons J{(u) = 0: ¢’est Uéquation d’Fuler.

6.2.1 Calcul de J/(u)

D’une part, nous avons

(J{(u),v —uhy = /0 < C"Aq((Cy(u) — ya),y(v) — y(u) >viv dt
+ /T(Nu, v — u)ydt, (6.10)

ou Aqge est I'isométrie canonique de H dans H'
Nous allons essayer de simplifier le premier terme de (6.10) en introduisant un état adjoint

p, I'unique solution dans W (0,7T) du systeme:

—%‘I‘A*p — C*A}C(Cy(u)_yd) daHS QX]O,T[7
p(T) S dans £, (6-11)

4+ Conditions aux Limites.
C’est un probleme rétrograde en temps.
Tous les opérateurs, introduits ci-dessus, sont bien définis.
En effet, Cy(u) — yq est dans L*(0,7;H), donc, Aqe(Cy(u) — yq) est dans L350, T;H') et
C* est une application linéaire de L*(0,T;H') dans L*(0,T;V").

D’autre part, pour revenir au calcul de J/(u), nous utilisons la formulation faible de
I’état adjoint et le résultat du théoreme 6.1.1, il vient que
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T a T
Uit = = [ < =S4 Ao =y Svy dit [ (Nuo =,
0 0

= [ p ) = vl 2vae + < Ae) — y(w) v

T
+ / (Nu,v — u)ydt, (6.12)
0

Puis, en soustrayant les formulations variationnelles de y(v) et y(u), le premier terme de
(6.12) se réduit a:

T
/ < p,B(v—u) >y dt.
0

Et comme B est défini de L*(0,T;U) dans L*(0,T; V"), donc, B* est de L*(0,7;V)
dans L?(0,7;U"). Nous considérons ensuite, I'isométrie canonique Ay de U dans U’ et il
en résulte la nouvelle expression du gradient de .J; en w:

Ji(u) = AﬂlB*p + Nu. (6.13)

D’ou, dans un cas simple de conditions aux limites Dirichlet homogenes, c’est a dire,
y(v) =0 sur, x]0, T[T, la caractérisation du controle optimal est donnée dans la propo-
sition suivante:

Proposition 6.2.1 La solution du probléme (P); est caractérisée par:

@—kAy = [+ Bu dans Qx]0,T7,

. . ot
(¢) Etat direct y =0 sur , x]0,T],
y(0) = Yo dans ).
I | s
— +Ap = Cy—yq dans 0x]0,T7,
(i7) Etat adjoint » = 0 sur x]0,T],
p(T) = 0 dans €.

(AﬂlB*p + Nu,v —u)y >0, Yo € Uy
(1i7) Condition d’optimalité

ou u = —N_lAalB*p cas sans contraintes
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Remarque 6.2.1 (u,y,p) est aussi le point-selle (il existe et il est unique) du Lagrangien
associ€ au probléme de minimisation (P):. De la caractérisation de ce point-selle, résulte le
meéme systeme d’optimalité ci-dessus moyennant une formulation Lagrangienne similaire
a ce qui a €té fait pour le cas du probleme stationnaire dans la premiere partie.
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Chapitre 7 :

Une méthode de décomposition

de domaine sans recQuvrement en es-
pace pour un probleme de controle

optimal évolutif.

Nous abordons maintenant, dans ce chapitre, une méthode de décompo-
sition de domaine sans recouvrement en espace pour un probleme-test
de controle optimal gouverné par I’équation de la chaleur. Une méthode
de résolution est développée et des algorithmes sont proposés.

7.1 Introduction

Un plus grand nombre de travaux sur les méthodes de décomposition de domaine a
été dédié aux problemes elliptiques et linéaires. Cependant, le besoin de résoudre des
problemes de grande taille, par exemple, en mécanique des fluides et en général, divers
problemes dépendant du temps, a amené les spécialistes a se pencher sur le développement
de méthodes performantes et bien adaptées aux architectures paralleles.

Comme nous 1’avons mentionné dans la premiere partie, pour les problemes elliptiques,
les méthodes de décomposition de domaine peuvent étre considérées par des techniques
de décomposition d’espace; précisons que c’est de l’espace fonctionnel qu’il s’agit. La
meéme approche peut étre utilisée pour résoudre des problemes paraboliques. En effet,
dans [Tai, 1998], la décomposition de I’espace est vue de deux manieres différentes :

(1) On peut discrétiser I’équation parabolique en temps et on obtient, a chaque pas de

temps, une équation elliptique. Celle-ci peut donc étre résolue par une décomposi-
tion d’espace: c’est “lapproche itérative”.
Elle a été utilisée, dans un premier temps, par [Lions, 1988]. Puis, récemment, par
Cai [Cai, 1991] qui a utilisé pour cela, les méthodes de Schwarz additive et multi-
plicative, par Dryja [Dryja, 1991] avec une méthode de sous-structuration et par Le
Tallec [Le Tallec, 1994] qui a introduit I'opérateur de Schur local pour résoudre les
problemes elliptiques résultant de la discrétisation en temps.
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(2) La deuxieme fagon est de combiner la décomposition d’espace avec le pas de temps

de maniere a obtenir un schéma implicite par morceaux en temps: c’est “l’approche
non itérative”, c’est a dire que 'on peut prendre des pas de temps différents sur des
sous-domaines distincts.
Il est a signaler que pour une décomposition de domaine avec recouvrement, cette
approche a été utilisée par Jager, Hebecker et Kuznetsov [Jager et al., 1992]. Dans
le cas d’une décomposition sans recouvrement et en particulier, pour I’exemple de
I’équation de la chaleur, Dawson, Du et Dupont [Dawson et al., 1991] ont considéré
un schéma de différences finies explicite pour calculer les valeurs sur les interfaces
entre les sous-domaines et puis, les points intérieurs sont calculés par une différentia-
tion rétrograde en temps et deux des derniers auteurs ont développé, dans un autre
travail [Dawson et Dupont, 1991], une méthode de Galerkin implicite-explicite et
toujours apres discrétisation en temps du probleme.

7.2 Rappels bibliographiques

Apres avoir cité quelques travaux sur le cas général de "application des méthodes de
décomposition de domaine a des problemes dépendant du temps, nous regardons ce qui
a été fait quant a leur application aux problemes de controle optimal régis par des équa-
tions d’évolution. A notre connaissance, les travaux qui lui sont consacrés ne sont pas
nombreux; nous en mentionnons les principaux :

Dans le cas d’'un probleme gouverné par une équation hyperbolique, plus précisément,
I’équation des ondes, J.-D. Benamou a proposé dans [Benamou, 1997], une méthode de
décomposition de domaine en espace (domaine de calcul), se basant, comme pour le cas
de problemes elliptiques, sur 1'utilisation des conditions de transmission de type Robin
[Lions, 1990]: a I'itération (n+1) sur le domaine courant, il utilise les données du domaine
voisin a l'itération n sur tout l'intervalle de temps. Et pour cela, il introduit une loi de
“feed-back” et se ramene a une équation de Riccati.

Nous citons aussi deux autres travaux ou il est question d’une décomposition, non pas
en espace, mais une décompsition en temps:
Le premier est un récent travail de Ralph [Ralph, 1996] dans lequel il développe un al-
gorithme parallele pour des problemes de contréle optimal sans contraintes discrétisés en
temps. Une décomposition par étapes de l'intervalle de temps est répartie sur un nombre
donné de processeurs et les instants ou la décomposition est faite sont soumis a des condi-
tions spéciales pour préserver la continuité du probleme en temps.
Le deuxieme travail est de Berggren et Heinkenschloss [Berggren et Heinkenschloss, 1997]:
ils ont dérivé une méthode de résolution parallele pour un probleme de contréle évolutif en
introduisant des multiplicateurs de Lagrange pour assurer la continuité entre deux temps
successifs.
Le point faible de ces deux dernieres méthodes est que la taille des sous-problemes est la
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meéme que celle du probleme global puisque 'on résout les modeles direct et adjoint sur
le domaine global en espace.

La méthode que nous proposons repose sur une décomposition du domaine
de calcul en espace. A premiere vue, nous réduisons déja la taille des états
direct et adjoint lors de la résolution et nos systémes sont découplés.

7.3 Probleme modele - Préliminaires

Nous étudions une extension de la méthode, proposée dans la partie précédente pour
des problemes elliptiques, a un probleme d’évolution. Comme nous ne considérons qu’une
décomposition en “espace”, le développement de la méthode proposée dans ce chapitre
est similaire a ce qui a été présenté.

Nous considérons le probleme modele suivant :

% — Ay = [ dans Qx]0,77,
=0 4%]0,T
(Dir), /Y e 0T (7.1)
an = v sur ,°x]0,77,
n
y(0) = yo dans . (condition initiale)

C’est un probleme de Cauchy avec des conditions aux limites mélées Dirichlet-Neumann.
Physiquement, le systeme (Dir); décrit ’évolution au cours du temps de la température
d’une barre Q homogene sous I'action d’une source de chaleur f. Nous considérons que
toutes les constantes physiques sont égales a un. Sur une partie de la frontiere de la barre
, 4, la température est fixée a zéro tandis que sur I'autre partie , ¢, nous contrélons le flux
de la température au cours du temps.

Nous définissons également la fonction cout J; par:

17 T
Ji(v) = 5/0 /Q|y—yd|2d:1;dt—|—l//0 A lv*dodt. (7.2)

Et le probleme de contréle optimal est donné par

(P)e inf J(v)=J(u), u € U,

vEU L

ot Uyg est un convexe fermé de L*(, ©x]0,T).

Au vu des résultats du chapitre précédent, ce controle optimal est caractérisé par le
systeme suivant :
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T
(1i7) Condition d’optimalité /0 /c(p(u) +ru)(v —u)do 2 0, Yo € Un,

ou p+ rvu =0 cas sans contraintes.

Pour continuer, nous avons besoin de certains notations et préliminaires.

7.3.1 Notations

Premierement, le domaine € est décomposé en m sous-domaines €;, ¢ = 1, ...

nous posons :

avec:

4,7

Q= 0x]0,T[=UL,Q; U xT,
ol QZ = QZX]O,T[

et X1 =um, Ujzi 04 x]0, T[= UL} Ujz D

750

avec o;; = 0Q,; N 09,
4]0, T[=um,, 9x]0,T[= Ul 4T avec 4= 11 oq,,

=19 7 =1 1

et , °x]0,T[=U",, ¢x]0, T[=U",, T, avec , c=,°NoW,.

=1 ¢ =17 ¢

104

% — Ay = [ dans Qx]0,77,
=0 4]0, T
(1) Etat direct yay sur -, 0,1,
p™ = v sur ,°x]0,T7,
n
y(0) = yo dans €. (condition initiale)
d
—a—}; —Ap = y—yq dans Qx]0,T], (7.3)
.. . . P =0 sur ) dX]O,T[, ‘
(17) Etat adjoint p
g™ =0 sur , °x]0,TY,
i
p(T) =0 dans €. (condition finale)

m et

est le bord de §; commun avec le bord du domaine global au cours de I'intervalle
de temps 0,7 et qui correspond a la condition limite Dirichlet homogene.
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- f’T est le bord de €); commun avec le bord du domaine global au cours de l'inter-
valle de temps ]0,7'[ et qui correspond a la condition limite Neumann : le controle

“frontiere”.
- Zg; est l'interface au cours du temps entre deux sous-domaines voisins en espace.

D’autre part, relativement a chaque sous-domaine €);, nous définissons les espaces fonc-
tionnels suivants:

Vi = {p € H' () tel que ¢ = 0 sur , 7},

H; = L*Q), U,;=Udlq,

WA0.T) = {y€ LH0.7:) tel que 2 € L(0.7:)),

Wi, = TT‘/Z'| i I/Vg = mjx]O,T[, wT = ILier ey, I/Vg

7.4 Décomposition du probleme de contrdle optimal
évolutif

Une premiere conséquence de cette décomposition est la réécriture de la fonctionnelle
cotut en fonction des controles et des états directs locaux. C’est a dire, nous avons

Jaced(0) =Y e (Vi yi), (7.4)
=1

ol

) 1 T T
Sgees (Vi yi) = 5 [/ / yi — ya,i*dadt + V/ |Uz'|2d0idt] (7.5)
o Ja, o Jre

A ce stade, il faut ajouter des conditions supplémentaires pour que la contrainte donnée
par l'edp parabolique soit la méme apres la décomposition du domaine ). Ce qui revient
a introduire les contraintes de continuité des y; et de leur flux sur les frontieres entre les
sous-domaines a chaque pas de temps.

Ainsi, nous montrons facilement la relation suivante entre le probleme global et le probleme
décomposé :
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Proposition 7.4.1 La résolution du probléeme (P); est équivalente a

m
Minimiser g J;ec’t(vi,yi)

=1

v; et y; li€s par la restriction de (Dir); sur Q;, (7.6)
(@) ult) = yilt) sur ST, j i o

Ay . 0y T,
(b) . (t) = . (t) sur X #+ 1.

Une facon de commenter cette proposition est de considérer la discrétisation du sys-
teme (Dir); par un schéma explicite en temps, par exemple, par le schéma d’Euler, nous
obtenons des systemes elliptiques a chaque pas de temps:

(I — AtA)yy™ = At fF 4y (7.7)

k et At sont respectivement I'indice de discrétisation et le pas de temps.
Nous reconnaissons alors ce qui a été développé dans la premiere partie pour le cas de
problemes elliptiques.

Ainsi, a chaque pas de temps, nous introduisons les contraintes de la proposition 7.4.1.
Celles-ci peuvent se décomposer en deux parties:

- une partie implicite que nous formulons plus loin et

- une partie explicite: on introduit des variables d’intefaces w;;(¢) de telle sorte que
I’on ait les systemes suivants sur chaque sous-domaine::

Wiaw = g dans Q.
Yi =0 sur ,f’T,
ORI
yi(0) = Yo, dans §2;.

Nous adoptons les mémes notations et les conventions sur les indices que dans le chapitre

2.3.1, c’est a dire, 1 = Nnin(i,j)maz(i)-
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Proposition 7.4.2 Le systéme (Dir):; est bien posé et admet une solution unique y;
dans W;(0,T) qui dépend continiment de v; et des w;j, (j;0: #£ 0).

Preuve : la démonstration de cette proposition repose sur les résultats des théoremes
du chapitre précédent.

7.4.1 Formulation faible de (Dir),;

Donnons la formulation faible de (Dir);; que nous utilisons pour réécrire le nou-
veau probleme. Soit alors une fonction test ; de V;, nous avons (¢f. chapitre 7. de

[Raviart et Thomas, 1988])

T T
;i
—/ <y >vovy dt+ (@i(T), yi( 1)), — (9i(0), Yo, ) m, +/ < Vy;, Vi >y, vy dt =
0 0

!
T a T T T
/(fa%)HidtJr/ (vi, o)t + Y /(wz’ja%)L2(%)dt—§ /(wz’ja%)m(%)dh
0 0 0 0

jeJit

jes

ou V! est I'espace dual de V;

7.5 Le nouveau probleme

Comme pour le cas elliptique, notre idée est basée sur la formulation d’un nouveau
probleme sur le domaine décomposé. Ainsi, apres avoir explicitement posé la contrainte
de continuité de la dérivée normale aux interfaces dans les systemes directs locaux en
introduisant des variables w;;(t), donc, sur tout I'intervalle de temps, le probleme (P),
devient :

m
Minimiser E Jgee (Vi Yi)
=1

(P)t,dec (7.10)

Ui E uflch
v; et y; liés par (7.8),
vi(t) = y;(t) sur Zz;

7.6 Reformulation de (P); 4.,

Nous avons un nouveau probleme d’optimisation a plusieurs variables qui est soumis
a un ensemble de contraintes. Une facon de le traiter est de définir le Lagrangien aug-
menté lui correspondant. Pour chaque temps de Uintervalle |0, T'[, nous introduisons les
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multiplicateurs de Lagrange relatifs aux contraintes:
yi(t) = y,(t) sur Zz; (7.11)

D’autre part, le systeme (Dir);,; représente également une contrainte pour le probleme de
contréle, nous définissons alors les états adjoints p;, qui ne sont autres que les multipli-
cateurs de Lagrange relatifs aux contraintes données par les modeles directs locaux sur
chaque sous-domaine {2;.

7.6.1 Définition du Lagrangien augmenté

T est défini sur

I/Vg)2 X Hﬁlﬂjejiﬂ/g a valeurs dans IR tel que:

Le Lagrangien augmenté associé a notre nouveau probleme, noté £

1, c;d X (H?;II/VZ»’(O,T))Q x (IT72, 1

jegs

m m T s
7 Yi
L (Wi yis piswigs Aig 457) = > e (vir yi) — Z/ [< 5> + <V Vo >viy,
=1 i=1 V9

m T
= < o )i+ 3 [ a0 = ()

=1 jeJs

m T
-
+ Z Z/O [<yi —aij), Nij >4 ‘|’§|yi — qij|3]dt.

=1 jeJ;

7.6.2 Premieres remarques

- Apres avoir explicité la formulation variationnelle des y;, nous remarquons que les
variables w;; sont associées au saut des fonctions p; sur les frontieres entre le sous-
domaine 2; et ses voisins €);. Ces variables constituent donc des multiplicateurs
“emplicites” pour la continuité des p; sur les interfaces o;; a chaque pas de temps.

- Les g¢;; sont des variables supplémentaires telles que

) = gy sur £ e {000 D S T (712)

- 7 est un réel positif, coefficient de pénalisation de £7.
- Les deux Lagrangiens £T et £I" ont les mémes point-selles [Fortin et Glowinski, 1982].
- ,C? est convexe en v; et y;, 1 =1,....,m.

- < .,. >y sera pris celui de L?*(o;).
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7.6.3 Caractérisation d’un point-selle du Lagrangien £

Soit (u},y}, py,w’—, 45—, Ay) un point-selle de LT, quand il existe et que nous notons:
.8)p. Comme LT est différentiable en chacune de ses variables, pour tout ¢ € I et pour
p r y P P
tout ¢ €]0,7T[, sont vérifiés les systemes suivants:

(5 (p-s)r(t),p:) = 0, Vo, €V, (7.13)

(ap: (p-s)r(t),pi) = 0, Vo, € Vi, (7.14)

(G- ps)r(t),vi—wi) =2 0, Vo, €Uy, (7.15)

~(p.s)r(t),dw) = 0, Vdw e W;;, j€J, (7.16)

C(p.s)r(t),dA) = 0, YA\ € Wi, j € J;, (7.17)

oL, -
9q. Po)r(t),da) =0, Vdg € Wiy, j € J7 (7.18)
1%

(

* Pour le premier systeme en p;, il suffit d’utiliser le théoreme 6.1.1 et la formule de
Green pour obtenir la formulation variationnelle vérifiée par p;, soit,

< (Y5 —yai)(t), 00 >vrv + < aapf( t), 00 >vivi —(P{(T),04(T))m, + (p;(0), ¢:(0))m,

op;
+ < Api(t), i vy, — Z/ b -(t)pido; (7.19)

J€J;

+Z/ )+ r(yi(t) — q;(t))pido; = 0,

J€J;

pour tout ¢ de Uintervalle ]0, T et pour toute fonction ¢; de V;.
Ce qui est équivalent a ’équation de I’état adjoint local:

—aapf —Apl = Y-y, dans  Q;,
Py =0 sur T,
ADs Z—]i =Y sur, 7 (7.20)
ap* . .
6—7;(t) = A5(0) +r(yf —qf)(t) sur 227;7 j i
pi(T) = 0 dans €.
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*

Puis, la différentiation par rapport aux états p; donne tout simplement I’équation
d’état local: (Dir)y,.

*

Les conditions d’optimalité locales sont obtenues par I'inéquation d’Euler, c’est a
dire, pour ¢ € I,

/Fc,T (pf + vul)(v; — ul)dodt >0, Vv, €U, (7.21)

7

* Les équations en w}; et A7, sont équivalentes a:

pi = p; sur Zg;, (7.22)
y. = qj; sur Zz; (7.23)
* Enfin, 'équation en ¢f; donne
2rq2»*j = )\fj + )\;Z» +r(yf + y]*) sur Zz; (7.24)
m

Cette caractérisation nous sert a démontrer la proposition suivante:

Proposition 7.6.1 Si (u}, y}, pj,wi—, ¢5—, Xy) est un point-selle de LT, quand il existe,
alors, les ur, y* et pf ne sont autres que les restrictions sur ();, respectivement du controle

optimal w, de [’état direct y et de [’état adjoint p, qui sont les solutions du systéme
d’optimalité (7.3) .

Preuve : Nous utilisons la caractérisation du point-selle ci-dessus. Comme il y a unicité
de la solution du systeme d’optimalité global (7.3), le résultat de la proposition en découle.

Proposition 7.6.2 Dans le cas sans contraintes, la réciproque de la proposition 7.6.1
est vraie. De plus, il y a existence d’un point-selle de LT

Preuve : En effet, soit (u,y,p) la solution du probleme global (P)r et posons

yi=ylo, Pi=plao, wi=ulu,. (7.25)

Tout d’abord, pour tout ¢ €]0,T[, y(¢) et p(t) sont dans H'(Q), donc grace aux pro-
priétés des traces dans H'(f2), nous avons

yi(t) = y;(t) et p;(t) = p;(t) sur o;; et pour tout ¢ €]0, 7. (7.26)
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Par ailleurs, d’apres [Lions et Magenes, 1968], pour tout ¢ €]0, 7, nous obtenons

Wi ) e H¥o) et P o

e (t) € H 2(0y;) et e (t) € H 2(0y). (7.27)
Nous posons donc,

Dy ayy‘ -1
wii(t) = t) = — t:w‘it€H20'Z“, 7.28
(0= G240 = =50 = () € ¥ () (7.9

= Py Oy o

Nalt) = 50 = =0 = A0y € ¥ (). (7.20)

Pour la condition d’optimalité locale, si nous considérons "application caractéristique y;
de §;, alors, il vient que

pi +vu; = (p+rvu)y; = 0.

Nous avons donc montré au passage, 'existence d’un point-selle et plus particuliere-
ment, ’existence des multiplicateurs de L7

7.7 Un algorithme de recherche de point-selle de £!

Nous avons ramené le probleme, apres une décomposition spatiale, a une recherche d’un
point-selle du Lagrangien augmenté £I. I’algorithme que nous proposons est similaire &
(Lag-ddm.3), nous le notons (Lag-ddm_T.3)
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Algorithme: (Lag ddm_T.3)

Etape 0. Initialisation:
Pour tout i € I, wi; (€ J7), A, (J € Ji) et ¢ (j € J7) choisis arbitrairement

Etape 1. Résolution de problemes de controle locaux au cours du temps:

n

avec wli, AT et qu_l connus, pour chaque 7 € I, on calcule u?, y* et p! par:
"
TioAyr o= f dans Qs
ot o
y; =0 sur 7,
ayr .
o {8 -
ayr ,
o= e s L e
y?(0) = Yo, dans ;.
Ipi "
Y —Apf =y — Yds dans @,
P =0 sur f’T,
ap? .
(Adj)T,i,n a—}:; = 0 sur , Z»’T, (7_31)
apf n n n—1 T . .
Ww(t) = )‘ij(t) +r(yl — a;; ) sur Xii # i,
p(T) =0 dans ;.
T .
/ / (p? + vul)(v; — ul)dodt >0 Yo, € U;CLT. (7.32)
0 :

Etape 2. Mise a jour des multiplicateurs:

L
avec p, et p) deux réels strictement positifs, w%"’l(t), )\Z»j+2 (1), q&(t) et )\%""l(t) sont
calculés par:

) = Wi+ pulpi (1) — P (1) sur ©7,

N = N+ palyr (D) — g7 (1) e S5
2rqi(t) = (AL AN () +r(yr() + () sur ST '
ML) = AL 4 palyr () — (1)) sur 27

Faire n +— n 4+ 1 et aller a Etape 1.
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Proposition 7.7.1 L’algorithme (Lag-ddm.T.3) est bien défini.

En effet, a chaque itération, 'existence et 'unicité des solutions des états direct et
adjoint sur chaque sous-domaine sont assurées des que 'on choisit les controles u? et les
multiplicateurs w

n

vy AL et qu_l dans des espaces appropriés. Ce qui est déja fait.

Remarque 7.7.1 D’une maniere analogue aux problemes elliptiques, ['Etape 1. de [’al-
gorithme ci-dessus, représente la résolution d’un probleme de controle optimal local suivie
des mises a jour des multiplicateurs de Lagrange qui servent a maintenir les contraintes
de continuité sur les frontieres entre les sous-domaines.

Concretement, pour wly, AT et qu_l fizés, nous aboutissons au sous-probleme de controle

suivant défini par sa fonctionnelle cout :

Ny 1 7
Tty = 5 [ [ 1= vaibde b [ pitiaoa
0 Q; re

n n n— r
+ Z [/ZT Nyl — i Ydo;dt + 5/

. it — g P doydi
G0 - G =5

et son équation d’état: (Dir)s .
Ce qui revient a

Minimiser jéec’t(u?, yr)
P 7,n
P ul € Uy y7 €V,
ul ety liés par (Dir)i;n.

K3

: 7i : e n n
1l suffit de remarquer que la fonctionnelle J;__ . conserve bien la convexilé en uj et y;'.

7.8 Réduction des conditions de transmission aux
frontieres entre les sous-domaines

Si, dans les conditions limites aux interfaces des systemes (Dir);;, et (Adj)t;,,, nous
RS RS

n

130

et avec le choix p, = p\ = r, nous retrouvons les mémes conditions de transmission du

supprimons les multiplicateurs de Lagrange w:, A7. et les variables supplémentaires g’

chapitre 3. Autrement dit, a la (n + 1)eme itération, nous écrivons la condition limite
Neumann vérifiée par y ' sur Zg; :

dy Tt ay"
_ 5;7” +rpl = _877;‘ + rpj sur Zg; (7.34)
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Et de la méme maniere que dans 3.7.1, nous avons aux nouvelles conditions sur les
frontieres entre les sous-domaines, faisant intervenir une combinaison des états directs et
adjoints :

ap?—l—l n+1 apn n T

Nous remarquons également ici, que les systemes des états direct et adjoint sur chaque
sous-domaine (en espace) sont découplés.

La seule référence a notre connaissance, qui ait traité de ces conditions est [Benamou, 1997]
et nous retrouvons, par notre approche via le Lagrangien augmenté, des conditions tres
similaires a celles introduites par I'intermédiaire des conditions de transmission de Lions.

7.9 Application a un probleme-test

7.9.1 Le probleme global

Considérons un probleme-test similaire a ce que nous avons présenté dans les para-
graphes précédents, c’est a dire, un probleme de controle optimal “frontiere” du flux de
la température a travers un bord d’une barriere carrée Q = [0, 1]

L’équation d’état du probleme est donnée par

% — Ay = [ dans Qx]0,T],

y =0 sur (,nU,sU,w)x]0,T],

dy (7.36)
—= = v sur ,Px]0,7T,

dn

y(0) = yo dans Q. (condition initiale)

et on veut minimiser sur U,4, un convexe fermé de L?(, g)x]0,T][, la fonctionnelle:

1) = 5| [0 = wipae v | E ofdo]

avec les données:
- Source I': F(z,y,t) = —z(y® —y + 22T — 1)),
- Observations yg: ya(w,y,t) = (v° —y)(v+ (2T — t)x) — 20(2T — 1),
- Condition initiale yo: yo(z,y) = 2Tz(y* — y).
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7.9.2 Discrétisation

Afin de résoudre numériquement notre probleme de contréle d’évolution, nous utilisons
une méthode de descente. Pour cela, nous avons besoin de connaitre en un point donné,
la valeur de la fonction J ainsi que son gradient. Par suite, nous avons a calculer les états
direct et adjoint discrets associés au point en question. Nous nous intéressons donc a une
discrétisation de (7.36):

Pour la discrétisation temporelle, nous utilisons un schéma d’Euler explicite, c’est a
dire,

ay yk _ yk—l

e (7.37)

ou ot est le pas de discrétisation en temps, 'indice k étant le numéro du pas de temps.
En espace, nous discrétisons par un schéma de différences finies sur une grille réguliere,
ainsi, le Laplacien discrétisé est donné par le schéma classique a cing points.

Donc, le systeme d’edp parabolique (7.36) discrétisé se résume en:

e =2, Nx, j=2, Ny, k=1, NT: (a I'intérieur du domaine global)

ot ot 26t 26t _
—W(yf_u + yf+1j) - h—yz(yfj_l + yfjﬂ) + (1 + haZ + h—yz)yfj = 5tF£ + yfj "
o 1=Nz+1, 5=2, Ny, k=1, NT:
st ot 25t 2t

k k _ k k—1
—Wnyj - h—yQ(ny+1j—1 + ny-|—1j-|—1) + (1 + ho? + h—yQ)nyHj = 5tFNx+1j + YNzx1js

Et il faut ajouter a ces équations, celles découlant des conditions aux limites ainsi que la
condition initiale.

Nous avons donc, a chaque pas de temps, la résolution d’un systeme linéaire dont la
matrice est creuse et non symétrique.

Quant a I’état adjoint discret, il se déduit de la transposition du systeme direct discret
ci-dessus. Quelques détails sur le calcul et I'implantation de ’état adjoint discret sont
présentés en annexe.

7.10 Conclusions

Nous rencontrons les mémes difficultés que pour le probleme stationnaire. En effet,
dans le cas du probleme dépendant du temps, nous assurons a chaque pas de temps les
contraintes de continuité sur les interfaces entre les sous-domaines. Par conséquent un
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nombre plus grand de variables supplémentaires (w;;(t) et A;;(¢)) qu’il n’est pas facile a
contréler. Par suite, comme les raccordements ne sont pas bien assurés au premier pas de
temps, ces “erreurs” sont propagées aux autres pas de temps. le choix de r est également
un probleme a résoudre.

Nous avons essayé de remédier a ce probleme en ajoutant un recouvrement entre les sous-
domaines tout en gardant les mémes conditions de raccord. Ensuite, nous avons reformulé
la nouvelle version du probleme par un Lagrangien augmenté. Cependant, les résultats ne
se sont pas tres bien améliorés.

Nous avons vu qu’avec une décomposition du domaine sans recouvrement, I’algorithme
de “type Uzawa” et plus spécialement, la mise a jour des multiplicateurs qui n’est pas bien
controlée, n’étaient pas suffisants pour avoir une solution globale a partir des solutions
locales, qui soit continue sur les interfaces.

(C’est pourquoi, nous allons introduire dans la partie suivante de nouveaux algorithmes
basés cette fois sur une décomposition du domaine avec recouvrement.
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Troisieme partie

Sur des méthodes de décomposition
de domaine avec recouvrement pour
la résolution de problemes de
controle optimal.
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Chapitre 8 :

Algorithmes de Schwarz et pro-
blemes de controle optimal.

Dans ce chapitre, essentiellement numérique, nous nous intéressons a
Iimplantation de divers algorithmes paralleles pour la résolution de
systemes direct et adjoint dans les deux cas de problemes de contréle
optimal : elliptique et parabolique. Nous étudions ainsi les conséquences
induites par la combinaison de ces algorithmes sur le comportement
des algorithmes d’optimisation pour résoudre le probleme de controle
optimal.

Introduction

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés a une décomposition du domaine sans
recouvrement pour résoudre un probleme de controle optimal. La prise en compte des
raccordements entre les sous-domaines par des techniques de Lagrangien augmenté nous
a amené a considérer des algorithmes qui intégrent les contraintes du probleme de controle
par l'intermédiaire de multiplicateurs.

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de controle optimal pris sur le domaine
global en entier. L’utilisation des méthodes de décomposition du domaine intervient uni-
quement au niveau de la résolution des systemes linéaires issus des états direct et adjoint
discrets.

Nous utilisons des méthodes de décomposition de domaine de type Schwarz additif ou
multiplicatif avec recouvrement, soit en tant que solveur ou préconditionneur des sys-
temes linéaires des états direct et adjoint discrets.

Avant de présenter les résultats des différents algorithmes de ce chapitre, nous don-
nons dans le paragraphe qui suit des rappels sur les deux méthodes essentielles que nous
employons, notamment, la méthode de minimisation et celle de résolution des systemes
linéaires.
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8.1 Rappels

La plupart des résultats de ce chapitre sont obtenus en utilisant un algorithme de
type quasi-Newton avec la formule de mise a jour B.F.G.5. a mémoire limitée. Mais
nous en présentons également une comparaison dans certains cas avec l’algorithme de
gradient conjugué (ce dernier est détaillé au chapitre 2. paragraphe 2.3.1). Nous avons
plus précisément utilisé I'algorithme “M1QN3” (ou sa version double précision N1QN3 )

programmé par J.-C. Gilbert et C. Lemaréchal de 'INRIA [Gilbert et Lemaréchal, 1989].

Rappelons que l'algorithme de Newton pour la recherche d’un zéro d’une fonction a
plusieurs variables consiste a linéariser la fonction au voisinage du point courant et a
résoudre successivement ces problemes linéarisés. Cet algorithme est donné par:

Soit GG : R" — R" et soit a résoudre G(X) = 0. Pour X,y donné dans R". On calcule

la suite X, qui, sous certaines conditions, converge vers un zéro de (i, par:
Xk-l—l == Xk - (JGCG(Xk))_lG(Xk)

Dans un probleme de controle optimal, on cherche a minimiser le critere J. Donc, la
fonction GG dont on cherche le zéro est la suivante:

G:R" — R" (8.1)

X o VJX). (8:3)

Le Jacobien de G au point X}, est, dans ce cas, le Hessien de la fonction cott J calculé en
ce méme point. L’algorithme de Newton pour un probleme de minimisation s’écrit donc:

N1 = Xy — (HessJ(X3)) " .V J(Xp).

La méthode de Newton utilise la formule dite de B.F.G.S. (resp. B.F.G.S. inverse), dtie
a Broydon, Fletcher, Goldfarb et Shanno, qui fournit une facon d’évaluer récursivement
une approximation du Hessien (resp. de 'inverse du Hessien) au point Xj. Cette formule
utilise uniquement les vecteurs gradients G et les points Xj auxquels les G ont été
évalués. La méthode de quasi-Newton est en réalité une méthode de type gradient car elle
n’utilise que les différentielles jusqu’a 'ordre un de la fonctionnelle a minimiser J. Elle
s’écrit donc:
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Méthode de quasi-Newton de type B.F.G.S :”M1QN3”

Xo - ]Rn,
Go € R%Gy= VJ(Xo);
By € M(R"); By = HessJ(Xo);

Ho € M(R"); Hy ~ By

dy, = —H;.Gy; (direction de descente)
Xiy1 = Xk + prdy; (recherche linéaire)
Grnt = VJ(Xip): (calcul de gradient)
Sk = Xpp1r — Xi; (différence entre 2 points)
Yk = Gy — Gy (différence entre 2 gradients)
R s,
R e ey e e N

(B.F.G.S inverse)

ou (.,.) est un produit scalaire sur R"; [.®.] est le produit tensoriel associé a ce produit
scalaire, 1.e.

®:R"xR" — L(R")
U.V) = UaV

avec (U V)X =(V,X)U VX eR"
Nous avons quelques remarques sur cette méthode:

- Quand le produit scalaire utilisé est le produit scalaire euclidien, alors, la matrice
dans la base canonique (¢€;)i<i<n du produit tensoriel est donnée par: UVt

- Les formules de BFGS et BFGS inverse conservent la positivité des matrices Byyq
et Hyy1 calculées si et seulement si (yg, si) I'est. La recherche du pas de descente py,

121



Chapitre 8.

se fait par une interpolation cubique de la fonctionnelle J dans la direction de des-
cente d. Pour préserver la condition de positivité pendant cette étape de recherche
linéaire, nous exigeons que le pas p; satisfait deux conditions supplémentaires:

{ J( Xk + prdi) < J(Xi) + arpe(G, di)

(N I(X) 4 prdy), di) < an{Gh, dy) (8.4)

avec 0 < a1 < % et a; < ay < 1. Cette étape de recherche linéaire représente une
itération interne dans la méthode de quasi-Newton jusqu’a obtenir le “bon” pas.

- Pour un probleme de grande taille, nous n’avons pas besoin de calculer les coefficients
de Hj et de les stocker en mémoire. En effet, la matrice Hy ne dépend que de k
couples de vecteurs (y;, s;)1<i<k. Ainsi, en stockant les 2k vecteurs {(y;,si,1 <1 <
k}, nous pouvons calculer la direction de descente dj, = — Hy.Gy ala keme étape de la
minimisation. Mais ce stockage représente toujours un probleme et plus spécialement
quand le nombre d’itérations est de l'ordre du nombre de parametres. Ce probleme
peut étre résolu en introduisant la méthode quasi-Newton a mémoire limitée: elle
consiste a calculer Hj en ne faisant intervenir qu’un nombre limité de couples de
vecteurs (y;, s;), a savoir les plus récents.

Les mesures de temps CPU faites dans le cas de la résolution séquentielle (ou sur un seul
processeur) nous ont montré que le code d’optimisation, proprement dit, consomme un
temps négligeable devant le temps consacré au calcul de la fonction cotit et du gradient,
ce qui revient a la résolution des systemes direct et adjoint discrets. Nous le montrons
sur notre probleme test (défini au chapitre 5.). Pour N = 64, les résultats de ce test sont
effectués sur une station SUN et les pourcentages des différentes parties du code sur le
domaine global sont représentés sur la figure 8.1. La méthode numérique de minimisation
employée est la méthode que nous avons décrite ci-dessus: N1QN3 . Les systemes direct
et adjoint discrets sont calculés par une méthode itérative de Krylov: BICGSTAB . Nous
remarquons alors que 99% du code est consacré au solveur des systemes direct et adjoint
discrets et ses sous-programmes.

Ces constatations nous ont donc permis d’opter pour une implantation efficace d’algo-
rithmes paralleles sur des architectures distribuées en répartissant uniquement la charge
des solveurs. Nous allons utiliser soit une parallélisation directe ou bien trouver des al-
gorithmes se prétant bien au calcul parallele. Ce dernier cas repose sur les méthodes de
Schwarz (Schwarz additive ou Schwarz multiplicative exposées au premier chapitre de ce
mémoire).

Afin de résoudre les systemes linéaires direct et adjoint discrets, nous avons utilisé une
méthode itérative basée sur les sous-espaces de Krylov dont un apercu est présenté dans
I’annexe A. Et plus précisément, I’algorithme que nous avons utilisé est BI1CGSTAB (Bi-
Conjugate Gradient STABilized) basé sur des techniques de gradient bi-conjugué qui sont
encore valables pour des systemes non symétriques (en effet, les systemes auxquels nous
aboutissons a la suite de la discrétisation des états direct et adjoint de notre probleme-test
ne sont pas symétriques).

Cet algorithme BiCGSTAB est décrit explicitement ci-apres:
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60 [ Produit

Matrice/vecteur

50

40 -

%

Solveur Produit
Iteratif Scalaire

20 -

Autres

0]
-1.8
Subroutines

Fic. 8.1 — Parts des sous-programmes du code séquentiel, N = 64. Poids relatif des
subroutines. (profiling d’un calcul complet)
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Algorithme BiCGSTAB

Soient Xg, €, €40 donnés
ro=b—-—Axy, v=p=0

pp=a=w=1
x|
[roll2

Tant que > ¢ et ||r|lz > €510, faire
p=(ro"r)
B=ap/pow, po=p
p=r+(p—wv)
Résoudre Cp =p
v=Ap
a=pi/(ro’v)
sS=r—av
Résoudre Cz = s
ECHANGE_BORDS (z)
t = Az

B (th)

-~ (tTe)
x=x+ap+twz
r=s8—wt
Fin

La méthode ci-dessus permet, d'une part, de traiter des problemes de taille plus im-
portante (cependant, nous nous heurtons a un probleme de conditionnement des gros
systemes linéaires) et d’autre part, elle permet de tirer partie des méthodes de décompo-
sition de domaine en tant que préconditionneurs.

Ainsi, pour une simulation du probleme test (nécessaire pour une itération de 'optimi-
seur), ces méthodes de décomposition de domaine peuvent étre résumées par le schéma 8.2.

Dans ce qui suit, nous présentons donc trois algorithmes de résolution de notre pro-
bleme de controle optimal qui different par leur méthode de résolution des systemes di-
rect et adjoint. Pour chacun de ces trois solveurs itératifs, nous donnons les résultats
numériques associés ainsi qu’une comparaison entre les divers cas-tests effectués. Cela est
développé dans trois parties:

1. BiCGSTAB réparti: c’est la parallélisation directe du solveur itératif BICGSTAB .

2. Méthode de Schwarz: c’est un algorithme parallele qui consiste a utiliser une mé-
thode de Schwarz (avec recouvrement) pour résoudre le systeme direct et en déduire
une transposition pour calculer I’état adjoint discret.

3. BiCGSTAB préconditionné: c’est BICGSTAB préconditionné par une méthode de dé-
composition de domaine, a savoir, une méthode de Schwarz additive.
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/ [ BICGSTAB direct ou réparti
Résolution par

—_—
Méthode de Schwarz
Adjoint discret \

BICGSTAB préconditionné par
Schwarz additive

Direct discret

Vecteur Gradient + Fonction Cofit

FiG. 8.2 — Une simulation du probléeme test: les différentes fagcons de résoudre (direct,
adjoint).

8.2 Parallélisation

Dans ce paragraphe, les états direct et adjoint sont résolus par BiCGSTAB distribué.
En effet, ce solveur itératif a la particularité de se paralléliser naturellement puisqu’il pré-
sente I'avantage de faire appel a des calculs de produits scalaires et des produits matrice-
vecteur, qui se distribuent facilement sans menacer 1’équilibrage de charge. Il suffit en
effet, d’ajouter judicieusement a leur implantation séquentielle, des appels a des outils de
communication et des opérations globales de réduction.

Comment se déroule cette parallélisation pour résoudre un probleme de
controle optimal stationnaire?

Comme nous ’avons mentionné plus haut, I'optimisation en elle méme consomme peu
de temps de calcul et par conséquent, la parallélisation se fait essentiellement au niveau
de la résolution des états direct et adjoint discrets.

Si nous revenons au solveur de Krylov, comment se fait sa distribution sur
plusieurs processeurs?

Premierement, nous profitons largement des moyens de communication et des opé-
rations de réduction fournis par la librairie de passage de message MPI. Ainsi, chaque
sous-domaine local de Q (i.e, la restriction du domaine global sur chaque processeur) est
élargi par des tableaux qui contiennent des valeurs communiquées par ses voisins les plus
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X0 5 €, 657,‘010
ECHANGE_BORDS (xg)
ro=b—-—Axy,, v=p=0
pp=a=w=1
GLOBAL_||r||2
GLOBAL_||rol|2
ET GLOBAL_||r|| > €5, FAIRE
p = GLOBAL (1o )

B =apfpow, po=p
p=r+08(p—wv)
RESOUDRE Mp =p
ECHANGE_BORDS (p)
v=Ap
a = p1/GLOBAL (1ol v)
S=Ir—av
RESOUDRE Mz =s
ECHANGE_BORDS (Z)
t=Az
GLOBAL_(t"s)

~ cLoBAL_(tTt)
x=x+ap+twz
r=s—wt
FIN

TANT QUE > €

FiG. 8.3 — BiCGSTAB distribué

FiG. 8.4 — Fxtenston d’un domaine local avec des valeurs de ses voisins.
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proches ou par des valeurs provenant de la discrétisation des conditions aux limites sur
le bord de  (commun au sous-domaine en question). En effet, dans BiCGSTAB distri-
bué, 'appel a “ECHANGE_BORDS” fournit les valeurs communiquées par les voisins dans
les directions (Nord, Sud, Est et Ouest), voir figure 8.4. Ensuite, toutes les opérations
précédées par “GLOBAL”sont effectuées sur chaque nceud avant d’appeler une opération
de réduction globale qui retourne a tous les autres nceuds le résultat global. Une dé-
scription complete de cette partie ainsi qu'un exemple d’implantation sont présentés dans
[Kortas et Angot, 1996] et [Keyes et al., 1995]. Il est a noter qu’une parallélisation directe
est faite en posant “ M = I” dans “Mp = p” et “Mz = s” de 'algorithme BiCGSTAB
distribué présenté sur la figure 8.3.

Dans cette partie, les tests numériques sont effectués sur les machines Cray-T3E et
I"'IBM-SP1. Nous utilisons la librairie de passage de message MPI et tous les programmes
sont écrits en fortran.

Dans cette premiere méthode qu’est la parallélisation, nous considérons un maillage du
domaine global de 512 x 128. Nous précisons au fur et a mesure les comparaisons entre
les résultats obtenus sur les machines paralleles Cray-T3E et 'IBM-SP1.

8.2.1 Parallélisation et algorithmes d’optimisation

Pour résoudre le probleme de controle optimal, deux méthodes d’optimisation (déja
décrites dans le chapitre 2.) sont testées:

1. Méthode de Gradient conjugué “GradCjg ”: Comme la fonctionnelle cout est
quadratique, cette méthode s’avere efficace. Cependant, il faut imposer une précision
tres grande, c’est a dire, € et €5,, de BICGSTAB (voir figure 8.3) doivent étre tres
petits. (une description de GradCjg est présentée au chapitre 2. paragraphe 2.3.1.)

2. Méthode de Quasi-Newton: En utilisant N1QN3 (une version en double pré-
cision de M1QN3 [Gilbert et Lemaréchal, 1989]), nous remarquons que 'on est pas
contraint de prendre des tolérances tres petites dans BiCGSTAB: Pour € = €4,, =
l.e — 10 ou € = €4, = l.e — 13, nous obtenons le méme nombre d’itérations de
N1QN3 , et plus particulierement, le déroulement des appels a chaque itération se
fait de la méme facon pour les deux tests d’arrét.

Les tableaux 8.2 et 8.3 fournissent respectivement le nombre d’itérations ainsi que les
temps CPU obtenus avec les deux optimiseurs GradCjg et N1QN3 lorsque nous varions
le nombre de processeurs et lorsque nous changeons la maniere de décomposer le domaine:

g« |

ool = l.e — 6, nous avons
Yo
obtenu le méme nombre d’itérations dans chacun des deux optimiseurs quelque soit le

En premier lieu, pour un test d’arrét dans N1QN3: €449 =
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‘ nb_procs ‘ grille locale ‘ temps CPU (s) ‘ nb_iter GradCjg
1=1x1 512 x 128 338.30 6
2=2x1 256 x 128 155.42 6
4=4x1 128 x 128 84.42 6
4=2x?2 256 x 64 114.46 6
8=8x1 64 x 128 53.85 6
=4 x2 128 x 64 62.53 6

16 =16 x 1 32 x 128 48.25 6
16 =8 x 2 64 x 64 40.46 6

TAB. 8.2 - N = 128, oplimiseur = GradCjg , € = €5,y = l.e —13. Résultats obtenus pour
différents nombres de processeurs et pour les deur manieres de la décomposition: bande
ou grille. Calcul effectué sur Cray-T3E.

‘ nb_procs ‘ grille locale ‘ temps CPU (s) ‘ nb_iter N1QN3 ‘

1=1x1 512 x 128 281.84 9
2=2x1 256 x 128 147.15 9
4=4x1 128 % 128 80.12 9
4=2x2 256 x 64 102.51 9
§=8x1 64 x 128 51.15 9
8=4x2 128 x 64 56.22 9
16 =16 x 1 | 32x128 45.71 9
16 =8 x 2 64 x 64 37.09 9

TAB. 8.3 - N = 128, optimiseur = N1QN3 | € = €4,, = l.e — 10. Résullals obtenus pour
différents nombre de processeurs et deux maniéeres de la décomposition.Calcul effectué sur

Cray-T3E.
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150.0
GC—© Bande
O—F Grille

100.0
-
o
O
[%2]
[oN
IS
(b}
'—

50.0

00 | | |

2 4 8 16
# Processeurs

FiG. 8.5 — Temps CPU (s) en fonction du nombre de processeurs. N = 128, optimiseur
= N1QN3 . Influence de la nature de la décomposition sur le temps CPU. (Calcul complet
sur Cray T3E)

nombre de processeurs. Donc, nous gardons la méme précision de résolution des états
direct et adjoint au cours de chaque simulation de notre probleme test. Ces résultats sont
exactement ceux obtenus pour le calcul sur le domaine global (ou sur un seul processeur).

D’autre part, nous avons procédé a deux manieres de décomposer le domaine de calcul,
le nombre de processeurs étant égal au nombre de sous-domaines de telle sorte que chaque
sous-domaine soit distribué sur un processeur:

1. Décomposition en bande: Dans ce cas, les communications se font seulement au
niveau des bords Est et Ouest de chaque sous-domaine et ses voisins directs.

2. Décomposition en grille: Les communications entre les sous-domaines voisins se font
dans les deux sens Est-Ouest et Nord-Sud. Nous réduisons aussi la dimension des
données transférées, néanmoins, nous avons plus de communications et cela cotite
cher en temps calcul.

En nous référant aux deux tableaux 8.2 et 8.3, les temps CPU sont bien influencés par
la nature de la décomposition pour les deux algorithmes.
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Nous avons représenté cette influence sur la figure 8.5 dans le cas de 1'utilisation de N1QN3
. Les temps CPU avec la décomposition en bande sont nettement meilleurs jusqu’a 8
processeurs et ensuite, les deux courbes se croisent et avec 16 processeurs, le temps CPU
de la décomposition en grille est inférieur a celui en bande. Nous pouvons conclure qu’avec
un maillage plus grand et sur plusieurs processeurs disposés en grille, les calculs sont moins
cotuteux.

Nous remarquons également que le nombre d’itérations de GradCjg est inférieur a celui
de N1QN3 . Cependant, nous consommons un temps calcul plus important avec GradCjg
qu’avec N1QN3: cela est du en effet, au test d’arrét sévere exigé pour BiCGSTAB lorsque
nous utilisons 'optimiseur GradCjg . Ce qui induit un nombre d’itérations dans BiCGSTAB
plus élevé. Les tests du tableau 8.2 sont obtenus avec € = €4,, = 1.e — 13. Mais, quand
ces deux valeurs sont égales a 1.e — 10, 'optimisation est bloquée sur la 5eme itération
sauf si 'on diminue la précision sur le test du gradient dans ’optimiseur GradCjg .

Conclusion 1.

On peut donc conclure que N1QN3 est plus robuste que
GradCjg et qu’il est peu sensible aux erreurs d’arrondis.

Remarque 8.2.1 Le nombre d’itérations moyen de BiCGSTAB pour calculer les états di-
rect et adjoint sont respectivement de 520 et 600 pour GradCjg et de 401 et 398 pour
N1QN3 .

Conclusion 2.

Le nombre d’itérations dans les deux optimiseurs ne dépend pas
de la nature de la décomposition. Par contre, le coit CPU est
plus élevé avec une décomposition en grille mais, il s’améliore et
devient plus compétitif des que le nombre de processeurs devient
grand.

8.2.2 Performances paralleles

Nous rappelons que le code de résolution de notre probleme de contréle optimal n’est
pas totalement parallélisé mais que la part qui l'est, en représente un grand pourcentage.
Plus précisément, les presque 2% seulement du programme ne sont pas parallélisables.
Par suite, d’apres la loi d’Amdhal (¢f. Chapitre 4. paragraphe 4.4), nous espérons avoir
une efficacité parallele satisfaisante. Nous définissons cette efficacité par:

T
E, = nTln en % (8.5)
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C—O N1QN3
— O—=0 Gradient

1.0G—
0.8

0.6

Efficacité

0.4

0.2

0.0
2 4 8 16

# Processeurs

Fic. 8.6 — Efficacités paralléles des deuxr optimiseurs quasi-Newton et gradient conjugué
avec BICGSTAB distribué, en fonction du nombre de processeurs. N = 128. (Calcul complet

sur Cray-T3E).
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G—=© GradCjg sur le SP1
81 GradCjg sur le T3E

106G
0.8

0.6

Efficacite

0.4

0.2

0.0
2 4 8 16

# Processeurs

FiG. 8.7 — Comparaison des efficacités de GradCjg avec BLICGSTAB distribué, obtenues sur
UIBM-SP1 et sur le Cray-T3FE. N = 128.

ou Ty et T, sont les temps CPU effectués respectivement sur un seul processeur et n
processeurs de la machine parallele utilisée.

D’apres la figure 8.6, les efficacités des deux optimiseurs se dégradent des que le nombre
de processeurs est élevé (qui est classique). D’autre part, nous observons que l'efficacité
obtenue avec l'optimiseur GradCjg est supérieure a 100% avec 2 et 4 processeurs, ou
superlinéaire. Ces résultats reflétent en fait, une meilleure gestion de la mémoire cache
lorsque le domaine est distribué sur 2 ou 4 processeurs sur le Cray T3E. Et pour montrer
que la nature de la machine parallele utilisée joue un role dans le calcul de 'efficacité
parallele d’une application, nous donnons une comparaison des efficacités obtenues sur
le SP1 et sur le T3E pour GradCjg sur la figure 8.7. Nous relevons que 'efficacité de
GradCjg avec 16 processeurs sur le SP1 est légerement supérieure a celle sur le T3E.
Néanmoins, avec N1QN3 | 'efficacité s’améliore avec un nombre de processeurs élevé (ici
> 16 processeurs).

D’autres tests d’efficacité pour N1QN3 montrent que 'on gagne plus en efficacité pa-
rallele quand la taille du probleme s’accroit. Sur la figure 8.8, nous observons que lorsque
N est multiplié par 4, 'efficacité avec 16 processeurs est multipliée par presque 8.

Ces résultats confirment que ces algorithmes distribués sont bien adaptés aux architectures
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Fia. 8.8 — Elfficacité paralléle de N1QN3 avec BiCGSTAB parallélisé en fonction de N.
Calcul complet sur Cray-T3E.
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paralleles et leur efficacité est meilleure quand le probleme est de grande taille.

8.3 Schwarz multiplicative pour le probleme de controle
optimal

Dans ce paragraphe, il ne s’agit plus d’une parallélisation directe des codes direct et
adjoint. Mais nous considérons plutot une méthode de décomposition de domaine avec
recouvrement et 'optimisation reste toujours globale dans le cas de ce probleme test.
Nous résolvons les états directs locaux par la méthode de Schwarz multiplicative. Or,
pour résoudre le probleme de contréle optimal, nous rappelons que nous avons besoin
de connaitre le gradient discret et la valeur de la fonction colit en un point donné. Pour
cela, nous avons parlé précédemment de la transposition du systeme direct discret afin
de calculer avec une bonne précision 1’adjoint discret. Dans notre cas de décomposition
de domaine, il faut transposer les systemes discrets locaux. En pratique, ceci ne pose pas
de probleme puisque, de la méthode de Schwarz multiplicative avec des conditions aux
limites Dirichlet, résultent des systemes linéaires que nous écrivons par exemple sous la
forme simplifiée :

AY!H = Fi(fo,ul™ g oqiue,) (8.6)

) Yy

ot sur chaque sous-domaine €);, les u*! sont les vecteurs de contréle a la (n + 1)eme
itération, les f; sont les sources ou les seconds membres des systemes directs restreints a
Q; et les y7 sont les états directs des sous-domaines voisins a €2;.

Ensuite, I’état adjoint discret local p?™' & la (n+1)eme itération se calcule en transposant
le systeme local obtenu par (8.6). Quant aux bords du recouvrement commun a ; et €;,
les valeurs de pI'*! sont celles du sous-domaine voisin de telle sorte que ’on puisse écrire
le systeme que vérifie pI*! par ’équation formelle::

ATPIT = Gily!™ = yai, ) lonuue,) (8.7)

Nous avons effectué des tests pour un maillage de 256 x 64 et pour différentes valeurs du
recouvrement entre les sous-domaines. Le probleme de controle optimal est le méme que
précédemment. Nous faisons varier le nombre de processeurs pour chaque recouvrement
et nous regardons ensuite I'influence de chacun de ces parametres sur le comportement de
I'optimiseur, ce qui revient a priori a étudier la précision obtenue dans chaque simulation
de notre probleme-test pour calculer le gradient et la fonction cofit.

La méthode de minimisation employée dans cette partie est N1QN3 et les systemes
(8.6) et (8.7) sont résolus a 'aide du méme solveur de Krylov dont il a été question
précédemment, mais cette fois, il est utilisé localement (sur chaque sous-domaine étendu).
Dans ce cas, nous avons choisi une précision suffisante dans le solveur de Krylov pour que
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recouvrement

FiG. 8.9 — Recouvrement de longueur § entre deux sous-domaines.

le déroulement de 'optimisation ne pose pas de probleme. La tolérance sur le gradient
dans 'optimiseur est de €;4,,4 = 1. — 6. Tous les tests de cette partie ont été effectués sur
le Cray T3E.

Avant de présenter les différentes propriétés de cette deuxieme méthode, nous précisons
la définition du recouvrement que nous allons utiliser dans toute la suite. Le recouvrement
entre deux sous-domaines est, par définiton, le § schématisé sur la figure 8.9. Quant au
recouvrement qui figure sur les tableuax de résultats est donné par é; tel que § = 2.4;.h,
ou h est le pas de discrétisation du maillage. (en fait, é; est la moitié du nombre de points
constituant le recouvrement). Par la suite, nous utilisons le terme de recouvrement pour
&; au lieu du vral recouvrement ¢.

8.3.1 Coit des calculs avec Schwarz multiplicatif et influence
du recouvrement

A partir du tableau 8.4, la premiere caractéristique que nous remarquons en utilisant
Schwarz multiplicatif est que les temps CPU sont prohibitifs. Mais, nous observons une
nette amélioration quand le nombre de processeurs est élevé et quand nous augmentons
le recouvrement ¢;. Sur la figure 8.10, les temps sont meilleurs avec §; = 8 qu’avec §; = 4
et a 16 processeurs, ces temps ont fortement diminué comparés a ce qui est calculé pour
2 ou 4 processeurs. Cependant, nous restons loin des performances obtenues avec une
parallélisation directe de la premiere méthode.

8.3.2 Influence de la décomposition

Quant a l'influence de la décomposition, il est évident que 'on communique moins
avec une décomposition en bande qu’avec une décomposition en grille. En effet, bien que
les données transférées entre les sous-domaines voisins soient de dimension plus petite,
nous en communiquons beaucoup et c’est bien cela qui coute cher en temps CPU sur
une machine parallele. Il est a préciser que pour I'implantation de cette deuxieme mé-
thode avec une décomposition du domaine en grille, nous avons colorié selon 4 couleurs
les domaines affectés aux processeurs et nous avons ainsi levé la dépendance entre les
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Fi1G. 8.10 — Temps CPU (s) en fonction du nombre de processeurs. Influence du recouvre-
ment sur le comportement de N1QN3 avec Schwarz multiplicatif. N = 64.

‘ recouvrement ¢; ‘ nb_procs ‘ temps CPU (s) ‘ nb_iter N1QN3 ‘

4 2=2x1 650.74 11
4=2x2 255.15 15

4=4x1 374.88 18

8=4x2 713.73 12

§=8x1 164.32 15

16 =16 x 1 97.03 12

8 2=2x1 372.85 12
4=4x1 213.14 18

8=4x2 526.80 15

§=8x1 80.73 11

16 =16 x 1 74.71 10

TAB. 84 — N = 64, optimiseur = N1QN3 , Méthode = N1QN3 avec Schwarz multiplica-
tive. Comportement de N1QN3 en fonction du recouvrement et du nombre de processeurs.

(Calcul effectué sur Cray-T3E).
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FiG. 8.11 — Erreur L? en fonction du nombre d’itérations. Résultats de N1QN3 oblenus
avec Schwarz multiplicatif pour différents nombres de processeurs, N = 64, §; = 4.

sous-domaines qui peuvent des lors effectuer leur calcul en parallele méme dans la phase
Schwarz multiplicative. Seules les décompositions en grille en 4 et en 8 sous-domaines
ont été présentées, c¢f. tableau 8.4, les calculs devenant tres couteux pour un nombre de
processeurs supérieur a cause de ’augmentation du nombre d’itérations.

Nous passons maintenant a l'influence de 1'algorithme Schwarz multiplicatif sur le
déroulement de "optimisation avec N1QN3:

8.3.3 Comportement de N1QN3 avec Schwarz multiplicative

Sur le tableau 8.4, nous relevons aussi le nombre d’itérations de N1QN3: il reste prati-
quement constant quand le nombre de sous-domaines est plus grand et dans ce cas il est
tres proche de celui obtenu avec un seul domaine et qu’il ne dépend pas du recouvrement
entre les sous-domaines voisins. Cela signifie que I’on a une bonne précision de calcul dans
le simulateur de notre probleme de controle optimal.

Pour avoir une idée sur ce qui se passe dans 'optimiseur et expliquer la variation du
nombre d’itérations, nous représentons sur la figure 8.11, les erreurs L? entre la solution
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calculée par Schwarz multiplicative et la solution exacte pour différents nombres de pro-
cesseurs dans le cas du recouvrement §; = 4. Comme nous le remarquons, ce n’est qu’a
partir de la 5eme itération que les différences entre les nombres de processeurs sont obser-
vées: avec 2 processeurs, 'erreur diminue rapidement alors qu’avec un nombre plus élevé
de processeurs, elle décrit plus lentement.

Conclusion 3.

On peut donc conclure que la méthode de Schwarz multiplicative
utilisée dans la résolution du probleme de controle optimal est
robuste mais elle est couteuse.

Apres avoir présenté une méthode de Schwarz en tant que solveur, nous revenons a la
parallélisation des systemes direct et adjoint. Mais, nous utilisons cette fois, une méthode
de Schwarz comme préconditionneur du solveur de Krylov BiCGSTAB distribué.

8.4 Utilisation d’un solveur de Krylov préconditionné
par une méthode de Schwarz pour la résolution
des états direct et adjoint

Utilisées comme préconditionneurs des solveurs de Krylov, les méthodes de décomposi-
tion de domaine avec recouvrement telles que les méthodes alternées de Schwarz (additive
ou multiplicative), permettent d’améliorer le taux de convergence de ces algorithmes et
de limiter le nombre de communications nécessaires a leur implantation sur machine pa-
rallele.

Remarque 8.4.1 Nous trouverons dans [Smith et al., 1996], les performances comparées
sur un Laplacien a Uordre 2 pour un solveur GMRES (un solveur itératif de systémes li-
néaires) préconditionné par un algorithme de Schwarz additif et multiplicatif ainsi qu’une
ctude théorique du conditionnement des solveurs de Krylov préconditionnés par les mé-
thodes de décomposition de domaine.

Remarque 8.4.2 L’algorithme de Schwarz additif a Uavantage d’avoir un tauzr de pa-
rallélisme élevé. Ainsi, en [utilisant comme préconditionneur d’un solveur de Krylov, il
présente de bonnes propriétés de convergence.

Dans ce paragraphe, nous nous limitons au cas de "optimisation avec N1QN3 , car avec
le gradient conjugué, nous nous heurtons au choix judicieux de la tolérance d’arrét qui
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differe chaque fois que nous changeons ou bien le nombre de processeurs ou bien la nature
de la décomposition (en bande ou en grille).

8.4.1 Comment est défini le préconditionnement ?

Pour rester dans le méme cadre de comparaison, nous considérons dans cette par-
tie également, un maillage du domaine global de 256 x 64. Si nous revenons a la figure
8.3, le préconditionneur est donné par la matrice M. Nous préconditionnons donc, le sol-
veur de Krylov “BiCGSTAB ” par une méthode de décomposition de domaine: “Schwarz
additif” pour résoudre a chaque itération Mp = p ou Mz = s. Dans cette étape de
préconditionnement, nous étendons, tout d’abord, la contribution locale de s ou p au
sous-domaine étendu par le recouvrement. Sur chaque sous-domaine, nous résolvons exac-
tement un probleme local, cette fois avec des conditions aux limites Dirichlet homogene
[Smith et al., 1996]. Et enfin, la solution globale p ou z est déduite a partir des projections
de la solution de chaque probleme local.

Pour cette méthode également, les € et ¢4,, de 'algorithme, donnés sur la figure 8.3,
sont pris suffisamment petits pour avoir une précision suffisante dans une simulation du
probleme de contréle optimal. Tous les tests de cette partie sont obtenus sur le T3E.

8.4.2 Quelques résultats de BiCGSTAB préconditionné par Schwarz
additif

- Tout d’abord, les temps CPU sont meilleurs comparés a ceux obtenus par la mé-
thode Schwarz multiplicative. Mais ils restent relativement supérieurs a ceux de la
parallélisation directe. Par contre, nous gagnons bien au niveau parallélisme et ce
résultat est illustré sur le tableau 8.5: Pour §; = 8, le temps CPU est divisé par deux
quand le nombre de processeurs passe de 4 a 8 pour une décomposition en bande.
Et nous avons le méme nombre d’itérations dans N1QN3 .

- Une deuxieme remarque concerne le nombre d’itérations de N1QN3: il est relative-
ment grand avec 4 processeurs mais il diminue progressivement quand le nombre de
processeurs augmente pour rester constant avec 16 et 32 processeurs.

- Quant a I'influence du recouvrement, nous observons sur la figure 8.12 que les temps
sont peu élevés avec d; = 4 et mieux encore quand le calcul est distribué sur 16
processeurs.

- Le dernier point a relever des tests de cette partie (tableau 8.5), est I'influence tres
importante de la décomposition en grille sur les temps CPU ainsi que sur le compor-
tement de 'optimiseur: Le nombre d’itérations de N1QN3 avec une décomposition
en bande est inférieur a celui avec une décomposition en grille ¢f. figure 8.13.

Nous montrons également cette différence en tracant sur la figure 8.14, les erreurs
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FiG. 8.12 — Temps CPU (s) sur Cray-T3E en fonction du nombre de processeurs. In-
fluence du recouvrement sur le comportement de N1QN3 avec BiCGSTAB préconditionné

par Schwarz additif. N = 64.
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FiG. 8.13 — Temps CPU (s) sur T3E en fonction du nombre de processeurs. Influence du
type de la décomposition (grille ou bande) sur les temps CPU (s) de Uoptimiseur N1QN3
avec BiCGSTAB préconditionné par Schwarz addtive. N = 64. §; = 4, 8.
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Fia. 8.14 — Erreur L? de Uétat direct (associ€ au controle optimal) avec la solution exacte,
en fonction du nombre d’itérations de N1QN3 . Influence du type de la décomposition pour

8 sous-domaines sur N1QN3 avec BiCGSTAB préconditionné. N = 64. (Calecul effectué sur
Cray-T3E).
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recouvrement 9;

nb_procs ‘ temps CPU (s) ‘ nb_iter N1QN3 ‘

4 2=2x1 156.26 10
4=2x2 362.22 18

4=4x1 152.91 20

8=4x2 131.67 13

§=8x1 60.52 12

16 =16 x 1 49.22 12

32 =32 x1 53.58 12

8 2=2x1 185.73 12
4=2x2 257.46 15

4=4x1 109.59 15

8=4x2 165.43 25

§=8x1 69.64 16

16 =16 x 1 67.16 20

32 =32 x1 79.31 12

TAB. 8.5 — N = 64, optimiseur = N1QN3 , Comportement de N1QN3 en fonction du recou-
vrement et du nombre de processeurs avec BLCGSTAB préconditionné par Schwarz additive.

(Calcul complet sur Cray-T3E).

L+ entre la solution calculée et la solution exacte au cours des itérations de N1QN3
pour chaque cas, lorsque ’on considere une décomposition en 8 sous-domaines. Nous
rappelons que cela s’explique par le colit des communications avec une grille et plus
particulierement, le préconditionneur “va chercher les données dont il a besoin dans
un entourage plus large quand le recouvrement est plus grand’.

8.4.3 Influence de BiCGSTAB préconditionné sur le comporte-
ment de 'optimiseur N1QN3

Le nombre d’itérations de N1QN3 est presque constant quand §; = 4 sauf pour la dé-
composition en 4 sous-domaines.
Nous présentons sur la figure 8.15, le comportement de N1QN3 avec 8, 16 et 32 proces-
seurs: le test d’arrét de 'optimiseur est pris (€, = 1. — 6) pour tous ces calculs. Bien
que nous ayons le méme nombre d’itérations pour ces 3 cas tests, nous remarquons une
légere amélioration quand le nombre de processeurs est élevé et une meilleure convergence.
Nous observons également sur cette figure que jusqu’a la 7eme itération, les résultats de
I'optimiseur sont les mémes dans le cas des trois tests. Mais, a partir de la 8eme itération,
il y a un net avantage quand le nombre de processeurs est maximum (pour ce groupe de
tests).
Nous expliquons ces différences éventuellement par une accumulation d’erreurs d’arrondi.

A la fin de ces tests, nous pouvons conclure que:
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Fia. 8.15 — Erreur L? (||ly — yeu||z2) en fonction du nombre d’itérations. Comportement
de N1QN3 avec BiCGSTAB préconditionné en vartant le nombre de processeurs. N = 64,

§; = 4. (Caleul effectué sur Cray-T3E).
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Conclusion 4.

Les calculs avec BiCGSTAB préconditionné par Schwarz additif
sont moins cotteux qu’avec Schwarz multiplicatif utilisé en tant
que solveur.

Le comportement de l'optimiseur N1QN3 est légerement influencé
par l'usage de BiCGSTAB préconditionné.

8.5 Conclusions

Les méthodes paralleles, décrites et comparées dans ce chapitre pour résoudre des
problemes de contréle optimal, combinent a la fois 1'usage des méthodes de minimisation
(de type gradient conjugué ou quasi-Newton) et des algorithmes itératifs de Schwarz
utilisés soit

- comme solveurs: nous en avons utilisé la version multiplicative qui fait ’objet de la
méthode du paragraphe 8.3,

- ou bien comme préconditionneurs: c’est la version additive que nous avons employée
puisqu’elle présente de bonnes propriétés de convergence pour préconditionner le
solveur de Krylov BICGSTAB . (paragraphe 8.4).

Nous avons comparé ces deux méthodes avec une parallélisation directe de BiCGSTAB
retenu pour résoudre les systemes direct et adjoint. Nous tirons alors, les conclusions
suivantes :

1. En utilisant les 3 algorithmes testés, nous arrivons a calculer la solution de notre
probleme-test de controle optimal pour une précision donnée.

2. D’apres nos tests, N1QN3 est plus robuste que GradCjg et il est peu sensible aux
erreurs d’arrondi.

3. Pour un probleme de grande taille, nous gagnons en efficacité parallele dans le cas
de BiCGSTAB distribué et plus encore si nous disposons les processeurs en grille a
partir d’un nombre élevé (typiquement > 16 processeurs).

4. En utilisant la méthode de Schwarz multiplicative comme solveur, le meilleur ré-
sultat est obtenu pour un recouvrement relativement grand. Le comportement de
N1QN3 est fortement influencé par la nature de la décomposition du domaine. A la
suite des résultats présentés, nous concluons que N1QN3 avec Schwarz multiplicatif
constitue un algorithme du probleme de controle optimal, robuste mais cotiteux.

5. Dans le cas ou une méthode de Schwarz, ici additive, est utilisée comme précondi-
tionneur, le calcul est moins cotiteux que celui obtenu par Schwarz utilisé en tant
que solveur. Les meilleurs résultats sont obtenus avec un recouvrement relatif de
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25%. Pour des problemes de “petite taille”, la décomposition en grille induit des
communications plus nombreuses et donc cotiteuses).

6. Les temps CPU obtenus par BiCGSTAB préconditionné, pour N = 64 (sur le ta-
bleau 8.4) et a partir de 8 processeurs, sont proches de ceux obtenus avec BiCGSTAB
distribué pour N = 128, voir tableau 8.3. Et au vu de l'allure de la courbe 8.12,
nous pouvons avancer que BiCGSTAB préconditionné par Schwarz additive sera plus
compétitif a grand nombre de degrés de liberté d’autant plus qu’on peut accélérer
la résolution des problemes dans la phase de préconditionnement par des solveurs
de type multigrille bien adaptés a la résolution du Laplacien.

7. L’application a un probleme parabolique est immédiate parce que 1’on considere une
décomposition du domaine de calcul en espace. Nous ne présentons pas de résultats
numériques de 'implantation parallele des méthodes de ce chapitre pour de tels
problemes.

Nous retenons par contre que toutes les propriétés déduites pour le Laplacien (équa-
tion d’état de notre probleme stationnaire) restent valables pour le cas du probleme
parabolique (une suite de problemes elliptiques a chaque pas de temps).
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Dans cette étude, nous avons proposé deux approches différentes permettant de déve-
lopper des méthodes numériques basées sur les méthodes de décomposition de domaine
pour résoudre des problemes de contréle optimal gouvernés par des équations aux dérivées
partielles.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a une méthode de décomposition
du domaine sans recouvrement: les raccordements entre les sous-domaines ayant été traités
par des techniques de multiplicateurs de Lagrange. Nous avons montré que sur le domaine
décomposé, le probleme global se ramene a une recherche de point-selle du Lagrangien
augmenté associé au nouveau probleme d’optimisation. Nous avons alors proposé un al-
gorithme de résolution basé sur l'algorithme d’Uzawa. Mais, les résultats, a I'exception
de quelques cas particuliers, n’ont pas été a la hauteur de nos attentes. En effet, d’apres
les tests faits, nous observons toujours un “petit saut” au voisinage de l'interface du a
la difficulté de controler les nombreuses variables supplémentaires (les multiplicateurs de
Lagrange A;;, les w;; et le coefficient r). On pourrait tenter de préconditionner le probleme
de I'interface par le choix (ou la construction) d’un produit scalaire qui prendrait mieux
en compte les raccordements entre les sous-domaines.

Puis dans un deuxieme temps, nous avons introduit des méthodes de décomposition de
domaine avec recouvrement basées sur les algorithmes itératifs de Schwarz utilisés comme
solveurs ou préconditionneurs pour résoudre les systemes linéaires direct et adjoint du
probleme de controle optimal étudié. Dans ce cas, nous avons obtenu de bonnes propriétés
de convergence pour 3 algorithmes utilisant soit

- un solveur de Krylov distribué: BiCGSTAB ,
- un algorithme de Schwarz multiplicative en tant que solveur,
- un solveur de Krylov préconditionné par une méthode de Schwarz.

Les résultats de cette partie sont tres satisfaisants. D’une part, nous avons construit
un algorithme parallele en utilisant la méthode itérative de Schwarz multiplicative en
tant que solveur. Ceci permet de construire naturellement I’état adjoint par transposition
des systemes locaux. L’algorithme global défini par la méthode de minimisation de type
quasi-Newton et ce solveur de Schwarz constitue une méthode robuste de résolution du
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probleme de controle optimal, mais cotiteuse. On pourrait chercher un recouvrement re-
latif optimal de telle maniere que le cout soit lui aussi optimal tout en donnant de bons
résultats de convergence.

D’autre part, et plus particulierement, pour des problemes de grande taille, I’algorithme
de type quasi-Newton combiné avec le solveur de Krylov BiCGSTAB préconditionné par
une méthode de Schwarz additive est plus compétitif dans la mesure ou 1’on obtient de
bonnes preformances paralleles.

Une extension de ce travail serait d’appliquer les techniques de la partie avec recou-

vrement a un probleme réel, par exemple, le modele quasi-géostrophique, ou en général
des problemes dont la discrétisation des ses états direct et adjoint se ramene a la résolu-
tion de systemes linéaires. 'implantation, dans ce cas, serait bien adaptée a partir de 16
processeurs.
En continuant de tirer partie des bonnes propriétés de convergence des méthodes avec
recouvrement, on pourrait paralléliser efficacement la part de 'optimiseur et ceci méme si
elle reste proportionnellement négligeable. On pourrait également optimiser les communi-
cations, accélérer la résolution des problemes de cout dans la phase de préconditionnement
soit par les méthodes directes par blocs ou par des solveurs multigrilles. D’autre part, pour
des problemes évolutifs, on pourra tirer profit de ces méthodes si I’on a une version “bien
optimisée” du code séquentiel de telle sorte que la part de I'optimiseur soit assez négli-
geable.
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Solveurs de Krylov.

Soit a résoudre le systeme linéaire

Az = b, (A.1)

ou A est une matrice non nécessairement symétrique ou définie positive, des propriétés
pour lesquelles existent différentes méthodes directes ou itératives qui en prennent compte.
Nous allons nous intéresser a des méthodes itératives pour résoudre le systeme (A.1) qui
génerent des itérés successifs 2%, z', 22, ..., 2%, ... en partant d’un vecteur initial 2° donné.

Avec les notions suivantes:

- 27 : est la solution exacte de (A.1),

- rF = b— Ax": est le résidu obtenu a la k-ieme itération,

- €F = 2%b — 2% est I'erreur (ou correction) qu'il faudrait ajouter a #* pour obtenir

la solution exacte x*,

Ainsi, résoudre le systeme ci-dessus revient a inverser le systeme:
At =, (A.2)

Le plus simple des algorithmes itératifs est la méthode de “Richardson” ou méthode
de gradient a pas fixe p préconditionnée par 'opérateur C', c’est a dre,

2= gk pC_lrk (A.3)

avec C~'r* approche au mieux A% de facon a ce que le produit C~!r* soit peu cofiteux
a calculer. Ce préconditionneur C' (ou C'~') n’est pas calculé explicitement dans la plupart
des temps et classiquement, calculer z¥ = C~!r* se ramene par exemple & faire quelques
itérations de Jacobi ou de Gauss-Seidel sur le systéeme Az* = r*, ou encore appliquer une
itération d’'une méthode de décomposition de domaine de type Schwarz avec recouvrement.
Un choix judicieux pour p peut accélérer significativement la convergence de 1’algorithme.
Le probleme majeur de la méthode de Richardson consiste non seulement a trouver un
bon préconditionneur C'~' de telle sorte que x(C~'A) soit proche de 1 mais, aussi, a
déterminer un p optimal, a conaitre une bonne estimation des valeurs propres maximales
et minimales de C~!'A qui ne sont généralement pas connues.
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Le principe des méthodes de Krylov est de pallier ce manque d’information sur le
spectre de C'"' A en raisonnant sur les vecteurs intervenant dans plusieurs itérations de
Richardson successives et en écrivant une équation de “correction” telle que:

= ok 4 pF, (A4)
ott la direction de descente p* est un vecteur du “sous-espace de krylov”:
Vect{CTlW* (CTTA)CTE (CTTAPCTIrF, L (CTEAYPI Ok

choisi de facon & minimiser b — Az**".
Parmi les solveurs de Krylov les plus utilisés, il y a les solveurs GMRES [Saad, 1985],
[Saad et Schultz, 1986] et Bi-CGSTAB [Sonnelved, 1989]:

Dans le premier algorithme “GMRES”, (Generalized Minimal RESidual algorithm)
mis au point par Youcef Saad, la direction de descente p* se calcule en prenant en
compte toutes les directions de descente précédentes pour obtenir un espace de Kry-
lov de dimension maximale k. Une description complete de cet algorithme est donnée
dans [Saad et Schultz, 1986]. GMRES nécessite le stockage coiiteux de k vecteurs de tra-
vail. Lorsque la convergence demande plusieurs itérations n > k, on utilise le “restarted
GMRES”, qui consiste a stocker au plus k vecteurs de travail et a redémarrer I’algorithme
a partir du nouveua résidu lorsque 'on a épuisé ces vecteurs de travail. (c’est en quelque
sorte un GMRES a mémoire limitée).

Les performances de GMRES pour une application a des problemes de mécanique de
fluides sont détaillées dans [Van der Vorst et Vuik, 1994].
Quant au deuxieme algorithme BiCGSTAB , nous en présentons un apregu ci-apres:

Algorithme de Gradient Bi-Conjugué

BiCGSTAB est un algorithme de la famille des méthodes de gradient bi-conjugué,
c’est un algorithme basé sur des sous-espaces de Krylov (¢f. Annexe A.).
A la fin des années 80, Sonnelved et Van der Vorst développent des techniques de gra-
dient bi-conjugué basées comme dans le cas de gradient conjugué sur une récurrence
d’ordre 2 mais restent encore valables pour des systemes linéaires non-symétriques. Son-
nelved met au point CGS (Conjugate Gradient Squared) [Sonnelved, 1989] et Van der
Vorst en propose peu apres, une amélioration: Bi-CGSTAB qui stabilise la convergence
[Van der Vorst, 1992] (la description de 'algorithme est donnée dans I'annexe 1.). Une
combinaison de k BiCGSTAB donne BiCGSTAB (k) et ces deux algorithmes sont comparés
dans [Sleijpen et Fokkema, 1993].
Nous précisons que bien que la convergence de Bi-CGSTAB soit stabilisée par rapport a
celle de CGS, elle n’en est pas pour autant monotone.
Nous y reviendrons plus loin au chapitre 8. ou nous allons parler de sa version parallele
ainsi que de sa version préconditionnée.
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Solveurs de Krylov.

Soient Xg , €, €40 donnés
ro=b—-—Axy,, v=p=0

pp=a=w=1
e[
[xoll2

Tant que > ¢ et ||r|lz > €510, faire

p=(ro"r)
B=ap/pow, po=p
p=r+(p—wv)
Résoudre Cp =p
v=Ap
a=pi/(ro’v)

s=r —av
Résoudre Cz = s
ECHANGE_BORDS (z)
t = Az

B (th)

(tTy)
x=x+ap+twz
r=gs8—wt
Fin

Fic. A.16 — Algorithme BiCGSTAB
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Annexe B :

Calcul et implantation du modele adjoint pour
un probleme de controle optimal régi par une edp pa-
rabolique.

Apres discrétisation du modele direct (voir Chapitre 7.), nous symbolisons le schéma
temporel par

(I +hA)Y* =Y ! L hBF* + hCV*, k=1,..,NT, (B.1)

g eeey

ol

- YF*: est le vecteur d’état a linstant k,

h: est le pas de discrétisation en temps,

- NT': est le nombre des pas de temps,

B : est I'opérateur: F' — source F' ou ler second membre discrétisé,
- (' est 'opérateur: V' +— controle V ou 2eme second membre discrétisé.
En posant, A = I 4+ hA, le programme direct est organisé comme suit :

A chaque pas de temps, nous avons

RHS1 = Y*!
RHS2 = Bx*["*
RHS3 = Cx*V*

RHS := RHS1+ h*(RHS2+ RHS3)
YF = AT'x RHS
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-1 A —hB —hC
-1 A —hB —hC
ay—1 —I A —hB —hC
-1 A —hB —hC
A chaque ligne de cette “grande” matrice, je fais correspondre un vecteur ajoint
(P, ---, PNT). J’ai donc le “schéma” suivant:
X < Yo vyt y2 ... YNT—I YNT ool FNT—I FNT v oyz oL VNT—I VNT )t =1
Y[V [ v2 [ YW Y[ F [ 2] [P [V [ v2 ] [V T[T
1| A —hB —hC p!
-1 A —hB —hC p?
apr—1 | —1 A —hB —hC pNT-1
-1 A —hB —hC || PNT

Supposons que la fonction cout s’écrive:

1 NT
L Sy
k=1

alors, le schéma adjoint rétrograde apres transposition est :

PNT _ A—t <YNT . Y]{YT)
a.J t pNT
Pour k:=(NT —1) a 1 faire :

Résoudre A'P* = (Yk — YO]ZS> + P!
oJ

Puism = hC'. Pk,
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Annexe C :

Un peu d’histoire sur la méthode alternée de
Schwarz.

Cette annexe constitue une version francaise d’une partie de l'introduction faite
par O. Widlund pour les proceedings de la 3éme conférence internationale sur les
méthodes décomposition de domaine [Chan et al.; 1990]. Elle décrit plus ou moins
I’histoire de la plus ancienne des méthodes de décomposition de domaine: méthode
de Schwarz ainsi que ses récentes extensions.

Algorithmes “diviser pour régner”

Les méthodes de décomposition de domaine semblent étre les plus prometteuses pour
la résolution parallele des tres souvent important systemes d’équations linéaires ou non-
linéaires issus de problemes élliptique d’élasticité, de mécanique des fluides et d’autres
importants domaines d’application qui sont discrétisés au moyen d’éléments finis ou de
différences finies. Ces méthodes peuvent étre vues comme des algorithmes de type “diviser
pour regner” consistant en autant de sous-problemes correspondant a des sous-domaines
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d’un modele qui peuvent étre résolus au moyen de techniques connues avec une interaction
de ces sous-domaines assurée par une itération qui “transmet” 'information adéquate
de part et d’autre des interfaces divisant le domaine global. Lorsque les sous-problemes
sont nombreux, "utilisation d’un modele “grossier” peut grandement améliorer le taux de
convergence des itérations en calculant une solution approchée des interactions a grande
échelle du modele original. De ce point de vue, les méthodes de décomposition de domaine
sont similaires aux méthodes multigrilles.

De nombreux algorithmes de décomposition de domaine ont tout d’abord été déve-
loppés et étudiés pour des problemes modeles linéaires de second ordre, élliptiques définis
positif et auto-adjoints, et ce sujet fait encore l'objet de travaux. Cependant, alors que
ce domaine parvient a maturité, I’accent fut mis sur des problemes bien plus importants
faisant intervenir des sous-domaines nombreux.

L’algorithme de Schwarz et quelques extensions ré-
centes

La plus ancienne des méthodes de décomposition de domaine est communément at-
tribué a Herman Amandus Schwarz qui découvrit la “méthode alternée” en 1869 (voir
les travaux collectés de Schwarz, Gesammelete Mathemmatische Ablandlungen, Springer,
Berlin 1890). Schwarz, a qui I'on doit des contributions nombreuses dans le domaine de
I’analyse complexe, utilisa cette méthode pour établir I’existence de fonctions harmoniques
sur des domaines a frontieres non régulieres. Ces domaines étaient construits comme une
réunion successive de sous-domaines, en commencant par ceux dont ’existence de telles
fonctions pouvait étre démontrée par d’autres moyens.

L’algorithme de Schwarz donne une suite géométrique convergente de fonctions dont
la limite est la fonction harmonique qui satisfait aux conditions aux limites données.
La figure 1, tirée d’un des premiers articles de Schwarz, illustre cette méthode. Lors du
premier pas d’une itération a pas fractionnaires qui en comporte deux, la valeur approchée
de la solution sur 717 calculée précédemment est remplacée par les valeurs de la fonction
harmonique imposées comme conditions aux limites de type Dirichlet sur ¢ 7}, frontiere de
T, calculées a I'itération précedente. (Au premier pas, on part d’une solution arbitraire).
Le second pas fractionnaire, au cours duquel de nouvelles valeurs sont obtenues pour
T est mené de la méme facon. Il est alors possible, en utilisant seulement des solveurs
pour un domaine circulaire ou rectangulaire, de calculer une approximation arbitrairement
précise de la fonction harmonique cherchée sur cette région. Des méthodes classiques de
séparation des variables peuvent étre utilisées pour ces sous-problemes successifs. Bien que
des algorithmes de décomposition de domaine a convergence rapide aient été développés
pour des domaines de formes assez générales et différentes sortes d’équations différentielles,
on peut utiliser, pour considérablement réduire le cout d’une itération, des algorithmes
rapides de résolution, comme des solveurs de Poisson rapide et les méthodes spectrales
qui sont disponibles sur des domaines de géométrie simple. Le principal probleme relatif a
la méthode de Schwarz - ainsi qu’aux autres méthodes de décomposition de domaine - est
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de montrer que le taux de convergence par itération est satisfaisant, ou croit suffisament
lentement lorsque la discrétisation des modeles est raffinée ou que I’'on augmente le nombre
de sous-domaines.

Il est intéressant de remarquer qu’il est possible de dissimuler 1'utilisation de sous-
domaines recouvrant dans 'algorithme de Schwarz. Une itération peut étre vue en terme
de recherche d’un point fixe pour la projection d’une famille de fonctions définies sur la
courbe Lj. I’algorithme de Schwarz se ramene alors a une méthode de sous-structuration.
La projection et son rayon spectral de convergence dépendent de I’étendue du recouvre-
ment : une augmentation de celui-ci entrine une augmentation des cotts de calcul mais
aussi une amélioration du taux de convergence ce qui nécessite un compromis.

Au cours de sa présentation, Schwarz suggéra une analogie physique a son algorithme.
Les interfaces Ly et Ly peuvent étre assimilées a des valves. Lors du premier pas fraction-
naire, on pompe 'air de T} avec L; ouverte et Ly fermée. En inversant le réle des sous-
domaines et des valves, on répete ce méme procédé pour compléter I'itération. L’analogie
proposée par Schwarz peut étre modifiée pour démontrer qu lors de chaque pas fraction-
naire, la norme énergie de 'erreur ne s’accroit pas et qu’au moins une certaine fraction
fixe de cette énergie est évacuée a chaque itération. Ce résultat peut étre établi, le plus
aisément dans le cadre d’espaces de Hilbert, ou la méthode a pas fractionnaire est formu-
lée en termes de projection sur des sous-espaces naturellement liés aux problemes définis
sur les sous-domaines.

Dans sa démonstration, le principal outil qu’utilisait Schwarz était le principe du maxi-
mum. Il y a plus de 50 ans, Sobolev établissait la formulation variationelle de I"algorithme
de Schwarz (The Schwarz Algorithm in the Theory of Elasticity, Dokl. Acad. Nauk. USSR,
Vol. IV, 1936). Le résultat de Sobolev offre un point de départ pour utiliser I’algorithme
sur des problemes ne vérifiant pas le principe du maximum, et rend possible I’extension
de son analyse a de nombreux modeles d’éléments finis et a d’autres méthodes obtenues
par un calcul de variations.

Pierre-Louis Lions, un intervenant des trois conférences lors des récents symposiums
sur les méthodes de décomposition de domaine, a de nouveau examiné et étendu signi-
ficativement quelques unes de ces idées classiques dans un certain nombre de directions.
L’extension de la méthode de Schwarz au cas de nombreux sous-domaines est important
car pour deux sous-domaines uniquement, I’algorithme est intrinsequement séquentiel. En
particulier, il est important de résoudre de nombreux sous-problemes en parallele de facon
a garder petit le nombre de pas fractionnaires. C’est un des problemes qui fut récemment
examiné par Lions et d’autres.

157









Bibliographie

[Arrow et al., 1958] Arrow, K. J., Hurwicz, L., et Uzawa, H. (1958). Studies in nonlinear
programming. In Stanford University press. Axelsson O.

[Benamou, 1994] Benamou, J.-D. (1994). Domain decomposition methods with coupled
transmission conditions for the control of systems governed by elliptic partial differential
equations. Technical Report 2246, INRIA.

[Benamou, 1996] Benamou, J.-D. (1996). A domain decomposition method with coupled
transmission conditions for the control of systems governed by elliptic partial differential

equations. SIAM J. Numer. Anal., 33(6):2401-2416.

[Benamou, 1997] Benamou, J.-D. (1997). Résolution d’un cas test de contréle optimal
pour un systeme gouverné par ’équation des ondes a 1’aide d’une méthode de décom-

position de domaine. Technical Report 3095, INRIA.

[Benamou et Despres, 1997] Benamou, J.-D. et Despres, B. (1997). A domain decompo-
sition method for the Helmholtz equation and related optimal control problems. .J.

Comp. Physics, (136):68-82.

[Bensoussan et al., 1973] Bensoussan, A., Glowinski, R., et Lions, J.-L. (1973). Méthode
de décomposition appliquée au controle optimal de systemes distribués. Lecture Notes
in Computer Science, 5. In the fifth IFIP Conference on Optimization Techniques.

[Berggren et Heinkenschloss, 1997] Berggren, M. et Heinkenschloss, M. (1997). Parallel
solution of optimal-control problems by time-domain decomposition. In Computational
Science for the 21st century. John Wiley & Sons.

[Bjorstad, 1987] Bjgrstad, P. (1987). A large scale, sparse, secondary storage, direct li-
near equationsolver for structural analysis and its implementation on vector parallel
architectures. J. Parallel Computing, 5.

[Bjorstad et al., 1998] Bjerstad, P. E., Espedal, M., et Keyes, D., editors (1998). Procee-

dings of the Ninth International Conference on Domain Decomposition Methods. John
Wiley & Sons. held in Bergen, Norway, June 1996.

161



Bibliographie.

[Bounaim, 1998] Bounaim, A. (1998). A Lagrangian approach to a ddm for an optimal
control problem. In Bjgrstad, P. E., Espedal, M., et Keyes, D., editors, Domain De-
composition Methods in Sciences and FEngineering. John Wiley & Sons. Proceedings
from the Ninth International Conference, held in Bergen, Norway, June 1996.

[Bramble et al., 1990] Bramble, J. H., Pasciak, J. E., et Xu, J. (1990). Parallel multilevel
preconditioners. In STAM, editor, Proc. of Third International Symposium on Domain
Decomposition Methods for Partial Differential Equations.

[Céa, 1971] Céa, J. (1971). Optimisation: Théorie et Algorithmes. Dunod, Paris.

[Cai, 1991] Cai, X.-C. (1991). Additive schwarz algorithm for parabolic convection diffu-
sion equations. Numer. Math., 60:41-62.

[Chan et al., 1989] Chan, T. F., Glowinski, R., Périaux, J., et Widlund, O. B., editors
(1989). Proceedings of the Second International Conference on Domain Decomposition

Methods, Philadelphia. STAM.

[Chan et al., 1990] Chan, T. F., Glowinski, R., Périaux, J., et Widlund, O. B., editors
(1990). Proceedings of the Third International Conference on Domain Decomposition
Methods, Philadelphia. STAM.

[Dawson et al., 1991] Dawson, C. N., Du, Q., et Dupont, T. F. (1991). A finite difference
domain decomposition algorithm for the numerical solution of heat equation. Math.

Comput., 57:63-71.

[Dawson et Dupont, 1991] Dawson, C. N. et Dupont, T. F. (1991). Explicit/implicit
conservative Galerkin domain decomposition method of a model heat equation. Math.

Comput., 58:63-71.

espres, espres, B. . Domain decomposition method and the Helmholtz

D es, 1991] D es, B. (1991). D in d iti hod and the Helmhol
problem. In Cohen, G., Joly, P., et Halpern, L., editors, Mathematical and Numerical
Aspects of Wave Propagation Phenoma, pages 44-52.

[Despres, 1993] Despres, B. (1993). Domain decomposition method and the Helmholtz
problem (part ii). In Kleimann, R., Angell, T., Colton, D., Santosa, F., et Stackgold, I.,
editors, Second international conference on mathmatical and numerical aspects of wave
propagation phenoma, pages 197-206. STAM.

[Dongara et al., 1994] Dongara, J. et al. (1994). Mpi: A message-passing interface stan-
dard. Technical report, Message Passing Interface Forum.

[Dryja, 1991] Dryja, M. (1991). Substructure methods for parabolic problems. In Glo-
winski, R., Kuznetsov, Y. A., Meurant, G. A., Périaux, J., et Widlund, O. B., editors,

Proceedings of the Foorth International Conference on Domain Decomposition Methods,

pages 264-271, Philadelphia. STAM.

162



Bibliographie.

[Dryja et Widlund, 1989] Dryja, M. et Widlund, O. (1989). Some domain decomposi-
tion algorithms for elliptic problems. In Proc. of Second International Symposium on
Domain Decomposition Methods for Partial Differential Equations.

[Ekeland et Temam, 1974] Ekeland, I. et Temam, R. (1974). Analyse convexe et probléemes
variationnels. Dunod-Gauthier Villars, Paris.

[Espedal et Tai, 1997] Espedal, M. et Tai, X.-C. (1997). A space decomposition method
for minimization problems. In Bjgrstad, P. E., Espedal, M., et Keyes, D., editors, Do-
main Decomposition Methods in Sciences and Engineering. John Wiley & Sons. Pro-
ceedings from the Ninth International Conference, June 1996, Bergen, Norway.

[Faurre, 1986] Faurre, P. (1986). Note d’optimisation. Technical report, Ecole Polytech-
nique, Département de mathématiques Appliquées.

[Fortin et Glowinski, 1982] Fortin, M. et Glowinski, R. (1982). Méthodes de Lagrangien

augmenté, Application aux probléemes aux limites. Bordas.

[Geist et al., 1993] Geist, A. et al. (1993). PVM 3 user’s guide and reference manual.
Technical report, Oak Ridge National Laboratory. available from netlib.

[Gilbert et Lemaréchal, 1989] Gilbert, J.-C. et Lemaréchal, C. (1989). Some numerical
experiments with variable storage quasi-Newton algorithms. Mathematical Program-

ming, 45:407-435.

[Glowinski et al., 1988] Glowinski, R., Golub, G. H., Meurant, G. A., et Périaux, J., edi-
tors (1988). Proceedings of the First International Conference on Domain Decomposi-

tion Methods, Philadelphia. STAM.

[Glowinski et al., 1991] Glowinski, R., Kuznetsov, Y. A., Meurant, G. A., Périaux, J., et
Widlund, O. B., editors (1991). Proceedings of the Forth International Conference on
Domain Decomposition Methods, Philadelphia. STAM.

[Glowinski et Le Tallec, 1989] Glowinski, R. et Le Tallec, P. (1989). Augmented Lagran-
gian and Operator Splitting in Nonlinear Mechanics. STAM.

[Glowinski et Le Tallec, 1990] Glowinski, R. et Le Tallec, P. (1990). Augmented Lagran-
gian interpretation of the nonoverlapping Schwarz alternating method. In Chan, T. F.,
Glowinski, R., Périaux, J., et Widlund, O. B., editors, Proc. 3rd Conference on Domain
Decomposition Methods., pages 224-231.

[Glowinski et al., 1976] Glowinski, R., Lions, J.-L., et Trémolieres, R. (1976). Analyse

numeérique des inéquations variationnelles. Dunod-Bordas, Paris.

[Glowinski et al., 1996] Glowinski, R., Périaux, J., Shi, Z.-C., et Widlund, O. B., editors
(1996). Proceedings of the Fighth International Conference on Domain Decomposition
Methods, Chichester. Wiley and Sons.

163



Bibliographie.

[Gustafon, 1988] Gustafon, J.-L. (1988). Reevaluating amdahl’s law. In Communications
of the ACM, volume 31, pages 532-533.

[Jager et al., 1992] Jager, J., Hubecker, F. K., et Kuznetsov, Y. A. (1992). An overlapping
domain decomposition superposition method for a model heat equation. Technical
report, IBM Germany, Heidelberg scientific center.

[Keyes et al., 1992] Keyes, D. E., Chan, T. F., Meurant, G. A., Scroggs, J. S., et Voigt,
R. G., editors (1992). Proceedings of the Fifth International Conference on Domain
Decomposition Methods, Philadelphia. STAM.

[Keyes et al., 1995] Keyes, D. E., Saad, Y., et Truhlar, D. G., editors (1995). Domain-
Based Parallelism and Problem Decomposition Methods in Computational Sciences and

Engineering. STAM.
[Keyes et Xu, 1995] Keyes, D. E. et Xu, J., editors (1995). Proceedings of the Seventh

International Conference on Domain Decomposition Methods, number 180 in Contem-
porary Mathematics, Providence. AMS.

Kortas et Angot, 1996] Kortas, S. et Angot, P. (1996). A practical and portable model of
g g
programming for iterative solvers on distributed memory machines. Parallel computing,

4(22):487-512.

[Kunisch et Tai, 1997] Kunisch, K. et Tai, X.-C. (1997). Nonoverlapping domain decom-
position methods for inverse problems. In Bjgrstad, P. E., Espedal, M., et Keyes, D.,
editors, Domain Decomposition Methods in Sciences and Engineering. John Wiley &
Sons. Proceedings from the Ninth International Conference, June 1996, Bergen, Nor-
way.

[Lagnese et Leugering, 1998] Lagnese, J. et Leugering, G. (1998). Dynamic domain de-
composition in approximate and exact boundary control in transmission problems. Pre-
print.

[Le Tallec, 1994] Le Tallec, P. (1994). Domain decomposition in computational mecha-
nics. Computational Mechanics Advances, 1. North-Holland, Amsterdam.

[Le Tallec et Sassi, 1995] Le Tallec, P. et Sassi, T. (1995). Domain decomposition with
nonmatching grids: Augmented lagrangian approach. Mathematics of Computation,

64(212):1367-1396.

[Leugering, 1997a] Leugering, G. (1997a). Domain decomposition of optimal control pro-
blems for dynamic networks of elastic strings. In Hager, W. W. et Pardalos, P. M.,
editors, Optimal Control: Theory, Algorithms and Applications. Kluwer Academic Pu-
blishers B. V., Holland.

[Leugering, 1997b] Leugering, G. (1997b). Dynamic domain decomposition of optimal
control problems for networks of euler-bernouilli beams. Preprint.

164



Bibliographie.

[Lions, 1968] Lions, J.-L. (1968). Controle optimal de systémes gouvernés par des équa-
tions aux dérivées partielles. Dunod, Paris.

[Lions, 1998a] Lions, J.-L. (1998a). Parallel stabilization. In Chinese Annals of Mathe-

matics.

[Lions, 1998b] Lions, J.-L. (1998b). Parallel stabilization of hyperbolic and petrovsky

systems. In Fourth world congress on Computational Mechanics.

[Lions, 1998¢| Lions, J.-L. (1998¢). Parallel stabilization of navier stokes equations. In
10th International Conference on Parallel CFD, Hsinchu, Taiwan.

[Lions et Magenes, 1968] Lions, J.-L. et Magenes, E. (1968). Problémes aux limites non
homogenes. Dunod.

[Lions et Pironneau, 1998a] Lions, J.-L. et Pironneau, O. (1998a). Algorithmes paralleles
pour la solution de problemes aux limites. In C. R. Acad. Sei. Paris.

[Lions et Pironneau, 1998b] Lions, J.-L. et Pironneau, O. (1998b). Sur le controle paral-
lele des systemes distribués. In C. R. Acad. Sci. Paris.

[Lions, 1988] Lions, P.-L. (1988). On the Schwarz alternating method I:
A variant for nonoverlapping subdomains. In Glowinski, R., Golub, G. H., Meurant,
G. A. et Périaux, J., editors, Proc. 1rst Conference on Domain Decomposition Methods,

pages 1-42, Philadelphia. STAM.

[Lions, 1989] Lions, P.-L. (1989). On the Schwarz alternating method II:
A variant for nonoverlapping subdomains. In Chan, T. F., Glowinski, R., Périaux,

J., et Widlund, O. B., editors, Proc. of Second International Symposium on Domain
Decomposition Methods for Partial Differential Fquations, Philadelphia. STAM.

[Lions, 1990] Lions, P.-L. (1990). On the Schwarz alternating method III:
A variant for nonoverlapping subdomains. In Chan, T. F., Glowinski, R., Périaux, J.,
et Widlund, O. B., editors, Proc. 3rd Conference on Domain Decomposition Methods,
pages 202-223, Philadelphia. STAM.

[Luong, 1995] Luong, B. (1995). Techniques de controle optimal pour un modéle quasi-
géostrophique de circulation océanique. Application a ['assimilation de données altimé-
triques satellitaires. PhD thesis, Université Joseph Fourier.

[Quarteroni et al., 1994] Quarteroni, A., Périaux, J., Kuznetsov, Y. A., et Widlund, O. B.,
editors (1994). Proceedings of the Sixth International Conference on Domain Decom-
position Methods, number 157 in Contemporary Mathematics, Providence. AMS.

[Ralph, 1996] Ralph, D. (1996). A parallel method for unconstrained discrete-time opti-
mal control problems. Journal on Optimization, 6:488-512.

165



Bibliographie.

[Raviart et Thomas, 1988] Raviart, P. A. et Thomas, J. M. (1988). Introduction a I’ana-

lyse numérique des équations aux dérivées partielles. Masson.

[Roux, 1989] Roux, F.-X. (1989). Domain Decomposition Methods with Coupled Trans-
mission conditions for the Control of Systems governed by FElliptic Partial Differential
FEquations. PhD thesis, ONERA.

[Saad, 1985] Saad, Y. (1985). Practical use of some krylov subspace methods for solving
indefinite and nonsymmetric linear systems. SIAM J. Sci. Statist. Comput., 6:865-881.

[Saad et Schultz, 1986] Saad, Y. et Schultz, M.-H. (1986). GMRES: A generalized mini-
mal residual algorithm for solving nonsymmetric linear systems. SIAM J. Sci. Statist.

Comput., 7:356-869.

[Sassi, 1993] Sassi, T. (1993). Méthodes de décomposition de domaine pour la résolution de
probleme d’élasticité non-linéaire avec maillages incompatibles. PhD thesis, Université

Paris IX.

[Schwarz, 1890] Schwarz, H. A. (1890). Gesammelte Mathematische Abhandlungen, vo-
lume 2. Springer, Berlin. First published in Vierteljahrsschrift der Naturforsch. Gesell-
schaft in Zirich, volume 15, 1870, pp. 272-286, 1870.

[Sleijpen et Fokkema, 1993] Sleijpen, G. L. G. et Fokkema, D. R. (1993). Bicgstab(1)
forb linear equations involving unsymmetric matrices with complex pectrum. FElectronic
Transaction on Numerical Analysis, 1:11-31.

[Smith et al., 1996] Smith, B., Bjgrstad, P., et Gropp, W. (1996). Domain Decomposi-
tion, Parallel Multilevel Methods for Elliptic Partial Differential Equations. Cambridge

University Press.

[Sobolev, 1936] Sobolev, S. L. (1936). L’algorithme de Schwarz dans la théorie de 1’élas-
ticité. In Comptes rendus de lacadémie des sciences de 'URSS, volume IV ((XIII)6),
pages 243-246.

[Sonnelved, 1989] Sonnelved, P. (1989). CGS: a fast Lanczos-type solver for nonsymmetric
linear systems. SIAM J. Sci. Stat. Comput., 10:36-52.

[Tai, 1995a] Tai, X.-C. (1995a). Parallel function decomposition and space decomposition
methods 1. function decomposition. Beijing Mathematics, 1:104-134.

[Tai, 1995b] Tai, X.-C. (1995b). Parallel function decomposition and space decomposition
methods 2. space decomposition. Beijing Mathematics, 1:135-152.

[Tai, 1998] Tai, X.-C. (1998). A space decomposition method for parabolic equations.
Num. Meth. for Part. Diff. Equat., 14(1).

166



[Van der Vorst, 1992] Van der Vorst, H. (1992). Bi-CGSTAB: a fast smoothly converging
variant of Bi-CG for the solution of non-symmetric linear systems. SIAM J. Sci. Stat.
Comput., 13:631-644.

[Van der Vorst et Vuik, 1994] Van der Vorst, H. et Vuik, C. (1994). GMRESR: a family
of nested GMRES methods. Num. Alg. with Appl., 1:369-386.



