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1
Introduction

Un grand nombre d’applications de calcul scientifique nécessitent des ressources de
calcul et de mémoire sans cesse croissantes. Par exemple, dans le domaine de la simulation
numérique, la complexité des modèles ainsi que la précision recherchée sont en constante
augmentation (par exemple l’évolution des prévisions météorologiques). Les problèmes
à traiter sont donc de taille croissante. Leurs résolutions en temps raisonnable nécessitent
alors l’utilisation de machines plus puissantes.

Bien que les progrès réalisés en architecture des processeurs ont permis aux ordina-
teurs séquentiels de voir leur puissance de calcul doubler environ tous les deux ans, le pa-
rallélisme offre une alternative permettant d’augmenter encore d’un facteur la puissance
de calcul. Le principe de base du parallélisme est simple. Il consiste à faire travailler en-
semble plusieurs processeurs sur un même problème afin de le résoudre plus rapidement.
Ce principe permet d’atteindre aujourd’hui des puissances de calcul dépassant le tera-
flops (1012 opérations flottantes par seconde) sur des machines constituées d’une dizaine
de milliers de processeurs standards.

Cependant la programmation d’application sur ces machines parallèles est beaucoup
plus complexe que sur des machines séquentielles. Les problèmes rencontrés sont mul-
tiples et de différentes natures : algorithmique et extraction du parallélisme de l’applica-
tion, ordonnancement et placement des calculs sur les processeurs, gestion des synchroni-
sations entre les activités parallèles pour les accès concurrents aux données de la mémoire
partagée, gestion des communications entre processeurs,etc. De plus, de part la diversité
et la constante évolution des architectures des machines parallèles, les applications écrites
pour un type de machine donné sont difficilement portables.

Une solution à ce problème est alors de fournir des mécanismes permettant d’ex-
primer à un haut niveau le parallélisme de l’application. L’objectif est de décharger le
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1 Introduction

programmeur au maximum des problèmes rencontrés lors de la programmation paral-
lèle, problèmes qui peuvent être résolus de manière automatique. Cette solution conduit
également à une meilleure portabilité des applications puisque les programmes font com-
plètement abstraction de la machine parallèle qui sera utilisée.

Ainsi beaucoup de modèles de programmation ont été proposés dans ce sens. Par
exemple, les environnements fournissant une mémoire virtuellement partagée comme
TreadMarks [3] ou bien certains langages supportant des mécanismes de partage de don-
nées comme LINDA [17] et ORCA [9, 8] libèrent le programmeur du placement et des
communications des données de l’application sur une machine à mémoire distribuée. Les
processus légers de la norme POSIX [75] ou du langage Java [96], en permettant une abs-
traction du nombre de processeurs, libèrent le programmeur du placement des calculs et
de la régulation de la charge des processeurs. Les modèles de programmation exploitant
le parallélisme de données comme par exemple HPF [65] offrent, pour les applications
régulières, un niveau d’abstraction supplémentaire puisque le programmeur est libéré des
problèmes de synchronisation. La parallélisation automatique à la compilation va encore
plus loin dans l’abstraction du parallélisme puisque le programme est alors exprimé dans
un langage séquentiel.

Cependant, plus le niveau d’abstraction dans la description du parallélisme est élevé
plus les performances obtenues par l’application sont tributaires du système sous-jacent,
compilateur et/ou support d’exécution. Le problème difficile est alors de trouver un bon
compromis entre le niveau d’abstraction du modèle de programmation et sa capacité à
garantir une exécution parallèle efficace (théoriquement et expérimentalement).

Dans ce cadre des langages et environnements de programmation parallèle haut ni-
veau,i.e. qui font une totale abstraction de la machine parallèle sous-jacente, nous pré-
sentons dans cette thèse l’interface de programmation parallèle Athapascan-1. Cette in-
terface de programmation vise aussi bien les applications régulières que les applications
irrégulières et les machines cibles sont à la fois les architectures à mémoire partagée et
les architectures à mémoire distribuées.

Cette thèse a été menée dans le cadre du projet APACHE1 dont le but est la réalisation
d’un environnement de programmation portable et efficace pour les machines parallèles.
Deux modules complémentaires composent cet environnement :

– Athapascan-0 [47, 16, 15], le module exécutif, qui permet l’utilisation de la multi-
programmation légère dans un contexte distribué. Ce module, basé sur un couplage
entre différentes bibliothèques de processus légers et de communication standards,
constitue le noyau exécutif de l’environnement et donc la couche de portabilité de
l’environnement Athapascan.

1. Algorithmique Parallèle et pArtage de CHargE [101], projet joint CNRS–INPG–UJF–INRIA (Centre
National de la Recherche Scientifique – Institut National Polytechnique de Grenoble – Université Joseph
Fourier – Institut National de la Recherche en Informatique et en Automatique). L’URLdu serveur du projet
esthttp://www-apache.imag.fr .
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– Athapascan-1, l’interface applicative qui fait l’objet de cette thèse. Ce module est
l’interface de programmation des applications. Il implémente un modèle de pro-
grammation haut niveau basé sur un mécanisme de création de tâches communi-
quant entre elles par l’intermédiaire d’une mémoire partagée.

Outre ces deux modules, l’environnement Athapascan comprend également différents ou-
tils d’aide au développement adaptés à la multiprogrammation dans un contexte distribué,
notamment un module de prise de traces, un module de réexécution déterministe et un
module de visualisation de trace et de performances [28].

Les applications visées par l’interface applicative Athapascan-1 sont en particulier les
applications irrégulières pour lesquelles l’obtention de performances passe par la mise en
œuvre à l’exécution de mécanismes de régulation de charge et d’ordonnancement souvent
complexes. Cependant, ces mécanismes de régulation de charge et d’ordonnancement sont
souvent identiques d’une application à une autre. Pour réutiliser facilement de tels méca-
nismes, et ainsi faciliter la programmation de telles applications, il est alors nécessaire
de séparer la description de l’application de son ordonnancement. L’idée directrice qui a
conduit à la conception du modèle de programmation Athapascan-1 est d’utiliser le graphe
de flot de données de l’application comme élément central pour séparer la description de
l’application de son ordonnancement [111, 50, 14].

Les contributions de cette thèse sont les suivantes :

– Nous proposons (chapitre 3 page 41) une interface de programmation effective im-
plantant ce modèle théorique. La caractéristique principale de cette interface est de
permettre la description implicite du flot de données de l’application.

– Nous proposons (chapitre 5 page 75) une extension des résultats théoriques exis-
tants pour l’ordonnancement de graphe de flot de données avec communications.
Une adaptation de l’algorithme ETF permettant un ordonnancement à la volée a
ainsi été proposée.

– Nous validons expérimentalement cet environnement sur plusieurs applications (cha-
pitre 7 page 113) et comparons les performances obtenues (sur des machines jus-
qu’à 64 processeurs) avec des bibliothèques parallèles standards (ScaLapack no-
tamment).

– Nous illustrons la puissance et la simplicité de programmation de ce modèle en
étudiant la parallélisation fine sur une application complexe : la factorisation de
Cholesky d’un matrice creuse par un algorithme utilisant un partitionnement bidi-
mensionnel de la matrice (chapitre 9 page 153). Les résultats expérimentaux obte-
nus montrent que le modèle de programmation peut être efficacement mis en œuvre
à la fois sur des architectures à mémoire partagée et distribuée.
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Organisation du document

Ce document est structuré en deux parties : la première (chapitres 3-6) est consacrée
à l’interface de programmation Athapascan-1 et la seconde (chapitres 7- 9) est consa-
crée à sa validation par des applications de calcul scientifique et principalement par la
factorisation de Cholesky d’une matrice creuse.

En introduction à la thèse, le chapitre 2 est consacré aux modèles de programmation
parallèle permettant d’exprimer à un haut niveau le parallélisme de l’application. Nous
présenterons tout d’abord les architectures des machines parallèles actuelles puis nous
présenterons quelques modèles de programmation parallèle de haut niveau.

Nous débuterons ensuite la première partie du document par le chapitre 3 dans lequel
le modèle de programmation d’Athapascan-1 sera présenté en détail et illustré sur deux
exemples simples.

Le chapitre 4 présente le modèle d’exécution utilisé par Athapascan-1, c’est-à-dire la
manière dont un programme écrit en Athapascan-1 est exécuté sur une machine parallèle.
Nous montrerons comment le parallélisme implicite de l’application est extrait durant
l’exécution à partir d’une analyse des dépendances de données entre les tâches. Nous
montrerons ensuite comment ces dépendances de données sont explicitement représentées
sous la forme d’un graphe de flot de données qui est utilisé pour l’ordonnancement et
l’exécution des tâches de l’application. Nous verrons également comment l’algorithme
d’ordonnancement utilisé, qu’il soit statique ou dynamique, peut être découplé des autres
mécanismes nécessaires à l’exécution de l’application.

Le chapitre 5 s’intéresse aux algorithmes d’ordonnancement de graphe de flot de don-
nées et à leur application à Athapascan-1. Nous présenterons tout d’abord les algorithmes
d’ordonnancement existants, aussi bien statiques que dynamiques, pour l’ordonnance-
ment de graphes de précédence ou de graphes de flot de données. Puis nous proposerons
un algorithme original d’ordonnancement dynamique adapté aux graphes de flot de don-
nées. Finalement ces algorithmes d’ordonnancement seront appliqués à l’exécution d’un
programme Athapascan-1 : ils permettent de donner différents modèles de coût permet-
tant d’évaluer le temps d’exécution d’applications Athapascan-1 pour différentes modéli-
sations de machines parallèles.

Le chapitre 6 sera consacré à la bibliothèque C++ Athapascan-1, bibliothèque dont
l’interface offre un support pour l’écriture d’applications dans le modèle de program-
mation décrit dans le chapitre 3 et dont l’implantation suit également de près le modèle
d’exécution décrit dans le chapitre 4. Cette bibliothèque offre une interface pour l’écri-
ture de politiques d’ordonnancement qui pourront ensuite être utilisées par l’application.
Nous présenterons alors des implantations sur cette interface de certains des algorithmes
d’ordonnancement présentés dans le chapitre 5.

La deuxième partie du document est ensuite consacrée à la validation de cette inter-
face de programmation parallèle Athapascan-1 sur différentes applications, l’application
principale étant la factorisation creuse de Cholesky.
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Le chapitre 7 présente trois algorithmes d’algèbre linéaire dense qui ont été implantés
en Athapascan-1. Nous montrerons les résultats expérimentaux obtenus sur différentes
machines parallèles et pour différentes politiques d’ordonnancement des tâches. Ces ré-
sultats seront également comparés avec ceux obtenus par la bibliothèque ScaLapack.

Le chapitre 8 est consacré à la factorisation creuse de Cholesky en général et à sa
parallélisation. Nous présenterons plus particulièrement un algorithme de factorisation
numérique parallèle avec partitionnement bidimensionnel de la matrice, développé en
collaboration avec Bogdan Dumitrescu de l’Institut Polytechnique de Bucarest [34].

Le chapitre 9 sera finalement consacré à l’implantation de cet algorithme de factorisa-
tion creuse de Cholesky en Athapascan-1. Nous présenterons tout d’abord des implanta-
tions de cette application réalisées dans d’autres environnements de programmation paral-
lèle haut niveau ; puis nous présenterons l’implantation réalisée en Athapascan-1. Enfin,
cette implantation sera évaluée expérimentalement et comparée à celles réalisées dans les
autres environnements de programmation.
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2
Modèles de programmation

parallèle haut niveau

Nous présentons dans ce chapitre les principales caractéristiques des machines paral-
lèles et les langages de programmation dits de haut niveau qui permettent de les abstraire,
éventuellement avec des garanties de performances, dans le but de faciliter leur program-
mation.

2.1 Les architectures de machines parallèles

Malgré leur diversité, on peut regrouper la majorité des architectures parallèles ac-
tuelles en trois catégories.

2.1.1 Les architectures symétriques à mémoire partagée

Les machines de cette catégorie, appelées SMP (Symmetric Multi-Processors), sont
composées d’un ensemble de processeurs identiques qui accèdent à une même mémoire,
appelée mémoire partagée. Un réseau d’interconnection ou bien un bus est utilisé pour
relier les processeurs à cette mémoire partagée. Le temps d’accès à un mot de la mémoire
peut être uniforme pour les machine de type UMA (Uniform Memory Access), ou non
uniforme pour les machines de type NUMA (Non Uniform Memory Access).

Le fait de disposer d’une mémoire commune entre les processeurs facilite grandement
la mise en œuvre des applications parallèles, pour autant que les problèmes de cohérence
soient pris en compte. Par ailleurs, certaines limites technologiques font que ces machines
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sont peu extensibles et limitées aujourd’hui à quelques dizaines de processeurs pour les
architectures de type UMA.

2.1.2 Les architectures à mémoire distribuée

Les machines de cette catégorie sont constituées d’un ensemble de nœuds. Chaque
nœud possède un processeur et une mémoire appelée mémoire locale. Un réseau de com-
munication relie entre eux les nœuds qui peuvent alors s’échanger des données. Ces com-
munications entre nœuds se font soit par échange de messages entre les processeurs soit
directement par accès à une mémoire distante. Dans les deux cas, le temps d’accès à un
mot situé sur un nœud distant est très nettement supérieur au temps d’accès à un mot situé
sur la mémoire locale du nœud.

La mise en œuvre d’applications parallèles sur ces machines est donc plus délicate
puisque le programmeur doit distribuer et gérer ses données sur les mémoires locales en
prenant en compte les différences de temps d’accès entre mémoire locale et distante. Par
contre, ce type de machine est facilement extensible à la fois en nombre de processeurs et
en capacité mémoire.

2.1.3 Les réseaux de multiprocesseurs à mémoire partagée

Cette catégorie de machines qui combine les deux architectures précédentes est la plus
répandue actuellement. Une telle machine est constituée d’un ensemble de nœuds, reliés
entre eux par un réseau de communication. Chaque nœud est constitué d’une machine
SMP. Le temps d’accès à un mot situé sur un nœud distant est, comme pour les machines
à mémoire distribuée, très supérieur au temps d’accès à un mot situé sur la mémoire locale
du nœud. L’intérêt évident de ce type d’architecture est qu’à puissance de calcul égale,
un réseau de multiprocesseurs à mémoire partagée a moins de nœuds qu’une machine à
mémoire distribuée et donc une puissance de communication supérieure.

Ce type de machine a tendance à devenir prédominant. Il peut être vu comme une ré-
ponse au problème d’extensibilité des machines à mémoire partagée. Cependant la mise
en œuvre d’une application parallèle exploitant efficacement l’ensemble de la machine
reste délicate puisqu’il y a toujours des différences importantes de temps d’accès entre
mémoire locale et distante. De plus le programmeur peut être amené à utiliser simultané-
ment deux modèles de programmation différents. Si les processeurs sont sur des nœuds
différents, le modèle par échange de messages est utilisé, mais par contre, si les proces-
seurs sont sur un même nœud, le modèle par mémoire partagée est préférable pour éviter
des copies inutiles.
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2.2 Programmation bas niveau des architectures
parallèles

La programmation de ces architectures a conduit au développement de noyaux d’exé-
cution permettant de tirer parti de leurs caractéristiques.

Sur machine à mémoire partagée, des mécanismes sont fournis pour créer des pro-
cessus, le programmeur gère ensuite la synchronisation entre ces processus en utilisant
des primitives bas niveau comme les verrous ou les variables de condition. La norme
Posix [75] est un standard proposant de tels mécanismes.

Sur machine à mémoire distribuée, il faut pouvoir communiquer entre deux nœuds.
Ainsi des bibliothèques de communication ont été développées. Parmi celles-ci, les im-
plantations du standard MPI [119] sont les plus utilisées notamment en calcul scientifique.
Enfin sur les réseaux de machine SMP, des noyaux exécutifs ont été développés permet-
tant d’allier processus légers et communications. Parmi ceux-ci, on peut citer Nexus [42],
PM2 [93] et Athapascan-0 [16].

En fournissant au programmeur de tels mécanismes de contrôle fin de l’exécution
parallèle, celui-ci peut implanter efficacement sur une machine donnée ses applications.
Cependant ceci n’est obtenu qu’au prix d’un important effort de programmation (avec
parfois des problèmes de vérification de la correction du programme) et d’une perte de
portabilité.

2.3 Modèles de programmation parallèle haut
niveau

Dans le but de faciliter la programmation parallèle ainsi que pour augmenter la por-
tabilité des applications, différents modèles de programmation plus abstraits ont été pro-
posés, que nous désignerons par « modèles de programmation parallèle haut niveau ».
Ces modèles de programmations proposent différents paradigmes permettant d’abstraire
la machine parallèle : mémoire partagée distribuée pour abstraire le réseau de communi-
cation, parallélisme applicatif pour abstraire les processeurs.

Le parallélisme de l’application peut également être explicite ou bien implicite. Dans
le premier cas, les activités parallèles (les tâches) et les synchronisations entre ces activités
sont explicitement décrites par le programme alors que dans le second cas, ce parallélisme
est extrait de l’application à la compilation ou à l’exécution.

Nous détaillons dans la suite séparément chacun de ces paradigmes.
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2.3.1 Abstraction du réseau de communication : mémoire
partagée distribuée

Ce paradigme consiste à fournir des mécanismes de partage de données entre proces-
seurs et ainsi cacher au programmeur les communications nécessaires à une exécution
sur les architectures distribuées. Ce paradigme regroupe deux mécanismes de partage de
données qui seront détaillés dans la suite : l’un, que nous désignerons par mémoire virtuel-
lement partagée (abrégée par MVP) utilise la pagination et l’autre, que nous désignerons
par mémoire partagée distribuée de niveau objet (abrégé par DSM pourDistributed Sha-
red Memory) fourni des mécanismes de partage de données au niveau d’objets définis par
l’utilisateur.

L’intérêt de ce paradigme de mémoire partagée est multiple. Tout d’abord, il simplifie
la programmation sur machine distribuée en libérant le programmeur de la distribution
et de la communication des données. Chaque processeur peut alors accéder une donnée
quelconque de cette mémoire partagée, sans que le programmeur ait à se préoccuper du
lieu où elle se situe (sur quelle mémoire locale ou distante) ni comment la ramener loca-
lement.

Par ailleurs les applications écrites selon ce paradigme sont bien mieux adaptées aux
machines SMP que celles écrites dans un modèle de programmation par échange de mes-
sages. Lorsqu’une donnée est échangée entre deux processus, cette donnée est copiée
de l’espace d’adressage d’un processus à l’autre dans un modèle de programmation par
échange de messages comme MPI alors que dans un modèle de programmation à mé-
moire partagée la donnée est directement accédée (donc sans copie). De même, lorsqu’une
même donnée est accédée par plusieurs processus, elle est dupliquée sur chacun des es-
paces d’adressage des processus dans un modèle de programmation par échange de mes-
sages alors que sur un modèle de programmation à mémoire partagée la donnée n’est pas
copiée et n’est présente qu’une fois en mémoire physique. Ainsi, lors de l’exécution sur
architecture SMP, une application programmée sur un modèle à mémoire partagée néces-
sitera moins de mémoire et s’exécutera généralement plus vite que la même application
écrite dans un modèle de programmation par échange de messages.

L’approche mémoire virtuellement partagée consiste à implanter un espace d’adres-
sage unique de la mémoire de manière à fournir au programmeur l’illusion d’une mé-
moire physiquement partagée. Cette approche est généralement mise en œuvre par un
mécanisme de pagination sur les différents nœuds de la machine distribuée. Le système
le plus connu actuellement fournissant une telle mémoire virtuellement partagée est le
système TreadMarks [3]. Ce type de mémoire partagée distribuée se rencontre également
dans les implantations distribuées de langages ou environnements de programmation pa-
rallèle initialement développés pour des architectures SMP. C’est le cas par exemple de
l’implantation distribuée du langage Cilk [104] où encore des implantations distribuées
d’OpenMP [87, 67].

L’approche mémoire partagée distribuée de niveau objet consiste à définir et accé-
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der les données partagées au niveau des types de données utilisateurs. Ainsi, alors que
sur une mémoire virtuellement partagée un accès à la mémoire consiste en une opération
de lecture ou d’écriture sur un mot mémoire élémentaire, sur une telle mémoire parta-
gée distribuée, un accès à la mémoire consiste en une opération définie par l’utilisateur
sur un objet partagé qui encapsule une structure de données. Cette approche est appelée
mémoire partagée distribuée de niveau objet (object-based distributed shared memory).
Les langages ORCA [8], Jade [108] et Cid [95] sont basés sur ce type de mémoire parta-
gée. LINDA [17] fournit également, par l’intermédiaire d’une mémoire associative (Tuple
Space), un mécanisme de partage de données de niveau objet. Le système de mémoire par-
tagée distribuée SAM [115] implante également un mécanisme de partage de données au
niveau objet. Nous verrons également qu’Athapascan-1 offre une telle mémoire partagée.

L’intérêt d’une mémoire partagée distribuée de niveau objet par rapport à une mémoire
virtuellement partagée réside dans sa capacité à être plus efficacement mise en œuvre
comme le montrent les comparaisons réalisées entre ORCA et TreadMarks [9]1. Ceci
s’explique en partie par la granularité des données partagées et des accès à ces données
qui conditionnent la quantité de messages qui seront générés sur le réseau pour maintenir
la cohérence de cette mémoire partagée distribuée. Sur une mémoire partagée distribuée
de niveau objet, cette granularité est explicitement définie par l’utilisateur lors de la créa-
tion des objets partagés qui encapsulent les données partagées du programme. Par contre,
sur une mémoire virtuellement partagée la granularité des données partagées est le mot
mémoire élémentaire (bien que les mécanismes de pagination permettent de ramener cette
granularité à la page lorsque les données du programmes sont bien structurées) et la gra-
nularité des accès à ces données partagées est la lecture ou l’écriture d’un mot mémoire
élémentaire (bien que différents protocoles de cohérence relâchée,i.e. lazy release consis-
tency, permettent à l’utilisateur de regrouper plusieurs accès en mémoire partagée et ainsi
de regrouper les communications nécessaires au maintien de la cohérence de la mémoire).
Ainsi, sur une mémoire virtuellement partagée la granularité des données partagées et des
accès à ces données est fixe et indépendante de l’application alors que sur une mémoire
partagée distribuée cette granularité est adaptée à l’application.

L’inconvénient d’une mémoire partagée distribuée de niveau objet est cependant de
forcer la restructuration des programmes écrits pour des machines à mémoire partagée.
Les données partagées de ces programmes doivent être explicitement encapsulées dans
des objets partagés et les accès aux données partagées doivent être regroupés en opéra-
tions sur ces objets partagés. Il faut cependant noter que l’obtention de performances sur
mémoire virtuellement partagée passe également par une restructuration similaire. Il est
par exemple conseillé de regrouper sur une même page les données accédées simultané-
ment pour réduire le nombre de pages communiquées. Ainsi l’inconvénient énoncé pour

1. Les difficultés à implanter efficacement Linda dans un environnement distribué sont principalement
dues au mode d’adressage associatif des objets présents dans leTuple Spaceet ne remet donc pas en cause
le principe du partage des données au niveau objet.
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l’utilisation d’une mémoire partagée distribuée n’en est pas vraiment un si les perfor-
mances sont avant tout recherchées.

2.3.2 Abstraction des processeurs : parallélisme applicatif

Dans un modèle de programmation parallèle proche de la machine, le parallélisme de
l’application est généralement exprimé sous la forme de processus explicitement créés
sur une ressource (processeurs). C’est alors à la charge du programmeur d’organiser les
calculs de son application pour s’adapter au parallélisme de la machine. Lorsque l’appli-
cation est simple et régulière, cette opération peut être réalisée sans trop de problèmes,
mais ce n’est plus le cas pour les applications irrégulières pour lesquelles l’obtention de
performances passe par la mise en œuvre de mécanismes de régulation de charge adaptés.

L’abstraction des processeurs consiste alors à offrir au programmeur des mécanismes
lui permettant d’exprimer le parallélisme de son application indépendamment du nombre
de processeurs. Ces mécanismes permettent de créer dynamiquement des activités (encore
appelées tâches de calcul du point de vue applicatif) sans préciser ni où ni quand ces
activités seront exécutées. C’est alors le système d’exécution qui est chargé de réguler la
charge de calcul entre les processeurs en contrôlant la localisation et l’entrelacement de
ces activités et éventuellement en les migrant d’un processeur à l’autre.

Sur architecture SMP, les processus UNIX offrent déjà un tel mécanisme d’abstraction
des processeurs. Cependant le coût important de leur gestion fait qu’ils ne sont pas utilisés
pour exprimer le parallélisme à un grain fin. Les processus légers de la norme POSIX [75]
permettent de s’affranchir de cette lourdeur. Cilk [11, 10, 104, 44], par différentes tech-
niques (détaillées dans la section 2.4.1) permet d’alléger encore plus le surcoût de création
d’activité parallèle2 et donc d’exprimer le parallélisme à un grain encore plus fin. Sur ces
systèmes ou langages pour architecture SMP, les communications entre les activités sont
naturellement réalisées par lecture et écriture en mémoire partagée et par des mécanismes
de synchronisation entre ces activités (par exemple les verrous, les variables de condition
et le join pour les processus légers de la norme POSIX ou lesync du langage Cilk qui
permet une synchronisation sur la fin de plusieurs activités).

Sur architecture distribuée, des mécanismes similaires de création dynamique d’acti-
vité permettent également une abstraction des processeurs. La communication entre les
activités, est généralement obtenue par une mémoire partagée distribué du type de celles
présentées dans la section précédente et par une extension au cadre distribué des méca-
nismes de synchronisations. Ainsi l’environnement de programmation parallèle MILLI-
PEDE [43] implémente une mémoire virtuellement partagée et offre divers mécanismes
de synchronisation entre activités tel que les sémaphores. L’implantation distribuée de
Cilk [104] implémente également une mémoire virtuellement partagée et offre un mé-

2. Le coût de création d’une activité dans la dernière version de Cilk est annoncé comme étant seulement
six fois supérieur à un appel de fonction normale [44].
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canisme de synchronisation sur l’attente de la terminaison d’un groupe d’activité. Le
langage Cid [94, 95] implémente une DSM de niveau objet et offre un mécanisme de
synchronisation proche de Cilk permettant l’attente de la fin de plusieurs activités.

L’ordonnancement de ces activités dans un environnement distribué est cependant plus
complexe que sur architecture SMP et pose plusieurs problèmes : tout d’abord, pour réali-
ser cette régulation de charge, le système d’exécution doit être capable de créer des activi-
tés à distance et éventuellement de migrer les activités d’un espace d’adressage physique
à un autre. Si sur architecture SMP les mécanismes de migration d’activité sont simples
à mettre en œuvre (généralement réalisés par le système d’exploitation de la machine), il
en va tout autrement sur les architectures distribuées, notamment lorsqu’elles sont hétéro-
gènes. MILLIPEDE [43] offre de tels mécanismes de migration d’activité. L’implantation
du langage Cilk fournit également des mécanismes de migration d’activité.

Un autre problème rencontré dans l’ordonnancement des activités dans un environne-
ment distribué concerne la prise en compte de la localité des accès aux données partagées
pour réduire les communications entre nœuds (i.e. les défauts de pages sur une mémoire
virtuellement partagée ou les communications d’objets partagés sur une DSM de niveau
objet). Différentes heuristiques peuvent être utilisées. Par exemple dans MILLIPEDE un
historique des accès réalisés sur les pages de la mémoire virtuellement partagée par cha-
cune des activités est maintenu [116]. Ces informations sont exploitées lors des phases
de régulation de charge pour migrer en priorité les activités ayant peu accédé à des pages
locales.

2.3.3 Description implicite du parallélisme applicatif

Dans la section précédente, nous avons présenté des langages ou environnements de
programmation permettant de décrire explicitement le parallélisme de l’application par
création dynamique d’activité (ou création de tâche lorsque l’on se place du point de vue
de l’application) et par synchronisation explicite de ces activités.

Une autre méthode de programmation parallèle consiste à laisser à un compilateur
et/ou à un système d’exécution le soin de découvrir le parallélisme de l’application. On
parle alors de parallélisme implicite. Cette méthode s’applique aussi bien à des langages
sans séquencement comme les langages fonctionnels ou logiques qu’aux langages impé-
ratifs classiques tel que Fortran ou C. La détection du parallélisme de l’application peut
être réalisée par un compilateur paralléliseur à partir du code de l’application mais elle
peut également être réalisée dynamiquement en cours d’exécution (c’est le cas pour beau-
coup de langages fonctionnels ou logiques). Dans les deux cas la détection du parallélisme
est obtenue par analyse des dépendances de données du programme.

Les caractéristiques des langages dans lesquels aucun ordre d’exécution des instruc-
tions n’est spécifié, permettent d’en extraire naturellement les dépendances de données.
Ainsi, parmi les langages fonctionnels Sisal [13], Multilisp [61] et Haskell [71, 121]
offrent des compilateurs ou des supports exécutifs permettant l’exécution parallèle.
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Nous nous intéresserons principalement dans la suite à l’extraction du parallélisme
des langages séquentiels.

2.3.3.1 Extraction du parallélisme à la compilation

La parallélisation automatique d’un code séquentiel est un problème difficile et non
encore complètement résolu à ce jour [40]. Cette technique est actuellement surtout adap-
tée à la parallélisation des nids de boucles. En effet ces nids de boucles permettent de
représenter de manière compacte une quantité importante de parallélisme potentiel, l’ana-
lyse en est donc facilitée.

Des directives de compilation peuvent également être rajoutées dans le programme
source pour faciliter l’extraction du parallélisme ainsi que pour aider au placement des
calculs et des données sur les processeurs. Cette approche est par exemple utilisée dans
HPF [65] dans lequel des directives de partitionnement et de placement des tableaux sont
fournies par le programmeur conduisant à un placement des calculs sur les processeurs.

Finalement, une limitation importante des compilateurs paralléliseurs est qu’il n’y
a pas toujours suffisamment d’information lors de la compilation pour générer un code
parallèle. Par exemple lorsque le parallélisme de l’application dépend des données en
entrée, le compilateur n’est pas capable de paralléliser le programme.

2.3.3.2 Extraction du parallélisme à l’exécution

Contrairement aux techniques de parallélisation à la compilation qui analysent les
sources du programme pour extraire le parallélisme, les techniques présentées maintenant
effectuent cette analyse à l’exécution. Elles permettent ainsi d’extraire le parallélisme du
programme qui dépend des données en entrée du programme (par exemple la factorisation
creuse de Cholesky).

Cependant cette analyse à l’exécution va naturellement engendrer un surcoût lors de
l’exécution. Dans le but de réduire ce surcoût, l’analyse n’est pas réalisée sur des instruc-
tions élémentaires comme dans les compilateurs paralléliseurs mais sur des tâches qui
correspondent à des séquences d’instructions du programme. L’exécution du programme
est alors explicitement décomposée en tâches de calcul par le programmeur. L’analyse
à l’exécution consiste alors essentiellement à extraire le parallélisme présent entre ces
tâches.

Plusieurs langages ou environnements de programmation ont ainsi été proposés, qui
permettent d’extraire à l’exécution le parallélisme présent au niveau des tâches. C’est le
cas par exemple de Jade [108, 107] et de Mentat [59]. Athapascan-1 entre également dans
ce cadre.

Dans ces langages, les tâches sont explicitement définies et créées par le program-
meur. Ainsi, dans Jade, une tâche correspond à un bloc d’instructions inséré dans une
construction spécifique du langage (pour le détail, voir la section 2.4.2 page 34). Une
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tâche est alors créée à chaque fois que le flot d’exécution rencontre ce bloc. Dans le lan-
gage Mentat les tâches correspondent à l’exécution de certaines fonctions identifiées dans
le programme grâce à une construction du langage3. Les tâches sont alors créées lors de
l’appel de l’une de ces fonctions. En Athapascan-1, les tâches correspondent à l’exécu-
tion de procédures et sont explicitement créées en ajoutant un mot clé devant l’appel de
la procédure. Notons également que pour ces trois langages les tâches peuvent être créées
récursivement.

L’extraction du parallélisme entre les tâches nécessite d’analyser les dépendances de
données entre les tâches. Plusieurs solutions ont été proposées pour permettre cette ana-
lyse des dépendances de données. Dans Jade et Athapascan-1 des mécanismes permettent
d’indiquer au système d’exécution, lors de la création d’une tâche, l’ensemble des effets
de bords pouvant éventuellement être réalisés par celle-ci. Dans Mentat les tâches sont
soit des fonctions pures donc sans effet de bord soit des fonctions qui réalisent des effets
de bord sur un objet bien identifié4.

Grâce à cette analyse des dépendances de données, le système peut maintenir pendant
l’exécution un graphe de flot de données qui contient les tâches à exécuter ainsi que les
dépendances de données entre ces tâches. Le système d’exécution repose alors sur des
mécanismes d’abstraction de la machine parallèle similaires à ceux présentés dans les
deux sections précédentes pour exécuter ces tâches tout en respectant les contraintes de
précédences induites par les dépendances de données. Ainsi dans Jade, Mentat et Atha-
pascan-1 une mémoire partagée distribuée de niveau objet est proposée et les effets de
bord des tâches ne peuvent être réalisés que sur des objets présents dans cette mémoire
partagée. De même pour l’exécution des tâches, des mécanismes de régulation de charge
sont mis en œuvre.

En conclusion, l’intérêt de cette approche est essentiellement de faciliter la program-
mation parallèle puisque le programmeur ne gère pas explicitement les synchronisations
entre les tâches (il n’y a plus de problème liés à la cohérence des accès en mémoire par-
tagée ou à l’indéterminisme de l’exécution). Cependant un autre intérêt de cette approche
est d’exhiber, à l’exécution, une représentation fine de l’exécution future sous la forme du
graphe de flot de données (la précision ou granularité de cette représentation est contrô-
lée par le programmeur). Pour certaines applications, dont le parallélisme peut dépendre
des données en entrée, il est même possible de dérouler en début d’exécution l’ensemble
du graphe de flot de données de l’exécution à venir : c’est le cas par exemple de la fac-
torisation numérique creuse de Cholesky présentée dans les chapitres 8 et 9 et dont le
parallélisme dépend fortement de la structure de la matrice creuse. L’intérêt de disposer
de ce graphe est essentiel tant du point de vue de l’ordonnancement de l’application (des
techniques d’ordonnancement statiques de ce graphe sont détaillées dans le chapitre 5 et

3. Plus exactement Mentat est une extension de C++ possédant trois « types » de classesétendant les
classes du langage C++. Les tâches correspondent alors aux fonctions membres de ces classeset sont créées
lors de l’appel de l’une de ces fonctions membres.

4. C’est en fait l’objet C++ sur lequel la fonction membre est appelée.
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peuvent être mises en œuvre) que du point de vue de la gestion de la mémoire partagée
distribuée. Notons que les langages qui supportent un modèle de programmation parallèle
explicite comme Cilk ou Cid n’offrent que des mécanismes simples de synchronisation
qui ne permettent pas une description aussi précise du futur de l’exécution. Ainsi, dans
Cilk et Cid seul un mécanisme de synchronisation sur la fin d’activité est offert. La repré-
sentation, à un instant donnée, du futur de l’exécution est alors restreinte à un graphejoin
(i.e. un arbre inverse) représentant les synchronisations entre les activités.

2.4 Exemples de langages de programmation
parallèle haut niveau

Nous présentons dans ce chapitre plus en détail deux des langages de programmation
parallèle haut niveau précédemment cités, Cilk et Jade.

Pour chacun de ces langages nous présentons tout d’abord le modèle de programma-
tion utilisé permettant d’abstraire les caractéristiques de la machine sous-jacente. Nous
présentons ensuite l’implantation de ce modèle de programmation sur les architectures
SMP et distribuées en insistant plus particulièrement sur l’algorithme d’ordonnancement
utilisé. Nous présenterons finalement le modèle de coût associé lorsque qu’il existe et les
évaluations expérimentales réalisées.

2.4.1 Cilk

Cilk[11, 104] est un langage destiné à la programmation des architectures SMP (une
version distribuée existe, basée sur une mémoire virtuellement partagée) dont le déve-
loppement à débuté en 1993 au MIT ; il est actuellement disponible dans sa cinquième
version.

2.4.1.1 Modèle de programmation

Le langage Cilk est une extension du langage C qui offre des primitives pour l’expres-
sion du parallélisme de contrôle par création explicite de tâches.

La description du parallélisme se fait à l’aide du mot cléspawn placé devant un
appel de fonction. Conceptuellement, lors de l’exécution du programme, une tâche sera
créée pour évaluer cette fonction. La sémantique de cet appel diffère de celle de l’appel
classique d’une fonction au sens où la procédure appelante peut continuer son exécu-
tion en parallèle de l’évaluation de la fonction appelée au lieu d’attendre sa terminaison
pour continuer. Cette exécution étant asynchrone, la procédure créatrice ne peut utiliser
le résultat de la fonction appelée qu’avec une synchronisation explicite par utilisation de
l’instruction sync . Cette instruction a pour effet d’attendre la terminaison de toutes les
fonctions appelées en parallèle par la fonction mère (et sa descendance) avant cesync :
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le parallélisme exprimé est donc de type série-parallèle (en tenant compte du fait que la
tâche mère s’exécute en concurrence avec ses filles et leurs descendances, jusqu’à ren-
contrer l’instructionsync ). Les tâches sœurs créées sont supposées indépendantes : il y
a donc risque de concurrence sur les accès à la mémoire partagée, concurrence qui doit
être gérée par l’utilisateur.

En plus de cette génération de parallélisme, le langage Cilk permet d’associer lors de
la création d’une tâche une fonction «réflexe» oucallbackqui sera exécutée en exclusion
mutuelle lors de la terminaison de cette tâche. Il est possible à l’intérieur de cette fonction
de demander la destruction de l’ensemble des tâches créées par la procédure mère et non
encore exécutées, possibilité communément utilisée dans les algorithmes parallèles de
recherche spéculative.

2.4.1.2 Implantation

La base de l’implantation du langage est un algorithme d’ordonnancement de type
liste, appeléwork-stealing, basé sur le « vol de travail ». Lorsqu’un processeur devient
inactif, il tire au sort un autre processeur, la victime, à qui il va voler une tâche prête
à être exécutée. Plusieurs techniques d’optimisation [44] permettent de placer le maxi-
mum du surcoût d’ordonnancement lors des vols et d’avoir ainsi un coût de création de
tâche (spawn ) réduit au maximum. Parmi ces techniques, une création paresseuse des
tâches [91] permet de ne créer effectivement en mémoire les tâches que lorsqu’elles sont
volées. Un protocole d’exclusion mutuelle entre les processeurs permet une prise de ver-
rou uniquement lors d’un vol de tâche [30, 44].

Une version distribuée de Cilk pour les réseaux de SMP est proposée dans [104].
Elle est basée sur une mémoire virtuellement partagée implantée par un mécanisme de
pagination. Dans cette version, le principe du vol de travail a été maintenu, ainsi que le
déterminisme de l’exécution. Cependant pour réduire les communications entre différents
nœuds SMP, l’ordonnancement prend en considération une notion de «localité». En effet,
pour effectuer le vol, le choix du processeur victime n’est pas totalement aléatoire, les
processeurs sur le même nœud SMP qui partagent la même mémoire physique que le
voleur ont une plus grande probabilité d’être choisis que tout autre processeur distant.

2.4.1.3 Évaluations théoriques et expérimentales

Au modèle de programmation Cilk est associé un modèle de coût. Chaque programme
est caractérisé par les trois grandeurs suivantes :

– T1, son travail, qui est le nombre total d’instructions. Ceci correspond à la durée de
l’exécution sur un seul processeur.

– T1, la longueur de son chemin critique, qui est le nombre d’instructions dans un
plus long chemin du graphe d’exécution. Ceci correspond à la durée d’exécution
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sur un nombre infini de processeurs.

– S1, la consommation mémoire de l’exécution sur un seul processeur lors d’une
exécution en profondeur du graphe de tâches.

L’implantation de ce modèle de programmation garantit que la durée d’exécutionTp
d’un programme sur une machine àp processeurs et que la consommation mémoireSp

seront telles que :

Tp =
T1
p
+O(T1)

Sp � pS1

Plusieurs applications ont été portées et expérimentées sur la version SMP de Cilk. Les
expérimentations réalisées [104] donnent de très bonnes accélérations, comprises entre 5
et 8 sur une architecture SMP à 8 processeurs, pour toutes les applications testées. Nous
verrons cependant dans le chapitre 9.1.1 que l’implantation proposée pour la factorisation
de Cholesky creuse est très inefficace en terme de puissance de calcul (au moins d’un
facteur 50) par rapport à notre implantation séquentielle.

Sur l’implantation distribuée de Cilk, seule une évaluation d’un programme calculant
récursivement un terme de la suite de Fibonacci est proposée. L’accélération obtenue sur
une machine constituée de trois triprocesseurs SMP est de 5.8. Cependant ce programme
utilise très peu la mémoire virtuellement partagée et ne permet donc pas de bien évaluer
l’implantation distribuée de Cilk.

2.4.1.4 Bilan

Le langage Cilk offre de manière simple à l’utilisateur le moyen d’exprimer le parallé-
lisme de contrôle de son application. L’utilisateur doit cependant contrôler explicitement
les synchronisations entre les tâches qui sont nécessaires au maintien de la cohérence des
données partagées.

Les performances obtenues sur architectures SMP permettent d’exploiter efficacement
le parallélisme de l’applications à un grain fin. Cependant sur les architectures distribuées,
le peu de résultats expérimentaux proposés laisse à penser que les performances ne sont
pas à la hauteur de celles obtenues sur architecture SMP.

2.4.2 Jade

Jade [107, 108] est un langage pour la programmation parallèle sur machine à mé-
moire partagée et distribuée développé à l’Université de Standford ; la dernière version de
Jade date de 1994.
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2.4.2.1 Modèle de programmation

Un programme Jade est un programme C annoté par des instructions Jade définissant
des objets partagés, des tâches, ainsi que les accès réalisés par les tâches sur les objets par-
tagés. Les annotations ne modifient pas (strictement parlant) la sémantique du programme
C. En ce sens, Jade est un modèle de programmation implicite.

Le modèle de programmation de Jade est basé sur trois concepts : des objets partagés
(i.e. une mémoire partagée distribuée de niveau objet), des tâches et des mécanismes
permettant de spécifier les accès réalisés par les tâches sur les données partagées (i.e.
les effets de bords des tâches sur la mémoire partagée distribuée). Les objets partagés
et les tâches permettent au programmeur de spécifier respectivement la granularité des
données et la granularité des calculs. La spécification des accès réalisés par les tâches sur
les données partagées permet au système d’exécution, par analyse des dépendances de
données entre tâches, d’extraire le parallélisme entre ces tâches.

La création d’un objet partagé est effectuée de deux manières différentes : création
statique au démarrage du programme par l’ajout du mot cléshared dans une déclara-
tion d’une variable globale C ; création dynamique en cours d’exécution par appel de la
constructioncreate objet avec en paramètre le type de l’objet partagé à créer. La des-
truction d’un objet partagé est effectuée par l’appel de la fonctiondestroy objet avec en
paramètre un pointeur sur un objet partagé.

La définition d’une tâche est effectuée par insertion d’un bloc d’instructions dans la
constructionwithonly :

1 : int fonction C( . . . )
2 : . . .
3 : withonly { [list-spécifications-accès]} do ( [list-paramètres]) {
4 : [corps-de-la-tâche]
5 : }
6 : . . .
7 : }

La liste des paramètres contient les données qui seront copiées dans le contexte de
la tâche lors de sa création. La liste de spécification des accès contient la liste des objets
partagés accédés par la tâche lors de son exécution, chaque objetp de cette liste étant
annoté par le type d’accès réalisé. Les types d’accès de bases possibles sont les suivants :
la lecturerd (p) , l’écriturewr (p) , la modificationrd wr (p) , l’accumulationcm(p)
et la destructionde(p) .

2.4.2.2 Implantation

Une tâche est créée lors de chaque exécution d’une instructionwithonly . L’extraction
du parallélisme du programme (i.e. le parallélisme entre les tâches) est réalisée à l’exé-
cution par analyse des dépendances de données entre tâches lors de leurs créations. Cette
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analyse des dépendances est rendue possible grâce à la spécification des accès aux objets
partagés réalisés par les tâches. Cette analyse des dépendances conduit alors à la généra-
tion d’un graphe de flot de données contenant les tâches à exécuter et les synchronisations
nécessaires entre ces tâches pour respecter la sémantique séquentielle du programme.

L’ordonnancement des tâches ainsi créées est réalisé dynamiquement de manière cen-
tralisée. Notons que cet ordonnancement est optimisé pour le cas où la tâche racinemain
est la seule à créer d’autres tâches. L’algorithme utilisé sur machine à mémoire distri-
buée est un algorithme de liste prenant en compte des critères de localité. Plus exactement
chaque tâche est associée au premier objet partagé qu’elle déclare accéder dans sa liste
de spécifications des accès et chaque objet partagé est associé au processeur sur lequel la
dernière modification de l’objet a été réalisée. Ainsi à chaque tâche est associé un pro-
cesseur qui contient une version valide du premier objet partagé accédé. L’algorithme
d’ordonnancement essaye alors d’exécuter chaque tâche sur ce processeur en évitant ainsi
la communication de cet objet.

2.4.2.3 Évaluations théoriques et expérimentales

Aucun modèle de coût n’est associé au modèle de programmation Jade. Cependant,
la connaissance du flot de données, et donc d’une description des synchronisations entre
les tâches, laisse à penser qu’une telle étude théorique doit être possible sur ce langage et
similaire à celle donnée dans cette thèse pour Athapascan-1 (chapitres 4 et 5).

Différentes applications ont été codées en Jade [107]. Nous détaillerons dans la sec-
tion 9.1.2 page 155 une implantation de la factorisation de Cholesky creuse. Trois de ces
applications ont un parallélisme à gros grain avec une granularité moyenne des tâches
comprise entre 5 et 42 secondes (rapportée à la puissance de crête d’un processeur de la
machine utilisée, cela correspond à une granularité des tâches comprise entre 150 Mflop
à 1260 Mflop). Deux autres applications, dont la factorisation creuse de Cholesky, ont un
parallélisme à grain fin avec une granularité moyenne des tâches comprise entre 20 et 30
millisecondes (de la même manière, cela correspond à une granularité des tâches comprise
entre 0.6 Mflop à 0.9 Mflop). Les résultats obtenus sont relativement bons sur machine à
mémoire partagée (DASH) avec des accélérations allant de 9 à 27 sur 32 processeurs et
sur différentes applications5. Cependant, sur machine à mémoire distribuée (iPSC/860),
aucune accélération n’est obtenue sur les applications à grain fin.

2.4.2.4 Bilan

Jade permet une programmation simple des applications parallèles en offrant un mo-
dèle de programmation parallèle implicite basé sur un langage de programmation connu.
Cependant, compte tenu des choix effectués lors de l’implantation actuelle où la plupart

5. Parmi celles-ci, les applicationsWather, Volume Renderinget Ocean de la batterie de teste
SPLASH [118] ainsi qu’une factorisation creuse de Cholesky avec partitionnement monodimensionnel
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des algorithmes mis en œuvre sont centralisés, Jade est plutôt destiné aux applications de
gros grain.

2.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des langages de programmation parallèle de haut
niveau qui utilisent différents paradigmes de programmation afin d’abstraire la machine
parallèle sous-jacente, éventuellement avec des garanties de performances, dans le but
de faciliter la programmation d’application parallèle et d’augmenter la portabilité de ces
applications.

Le premier de ces paradigmes consiste à fournir une mémoire partagée distribuée qui
libère le programmeur du placement des données sur les différents nœuds de la mémoire
distribuée et de la communication de ces données entre nœuds. Ce paradigme permet
ainsi d’abstraire le réseau de communication. Le deuxième paradigme consiste à fournir
des mécanismes de création dynamique d’activités (de tâches) pour décrire le parallélisme
applicatif, le placement et l’entrelacement de celles-ci étant à la charge du système d’exé-
cution. Ce paradigme permet ainsi d’abstraire les processeurs de la machine parallèle.

Nous avons également présenté les modèles de programmations parallèles implicites
et notamment ceux dont le parallélisme de l’application est découvert dynamiquement
pendant l’exécution. Ces derniers permettent l’extraction du parallélisme dépendant des
données en entrée du programme et offrent en cours d’exécution une représentation fine
du futur de l’exécution sous la forme d’un graphe de flot de données.

La première partie de ce document sera consacrée à Athapascan-1 qui offre et utilise
de tels mécanismes d’abstraction de la machine parallèle, une décomposition explicite
de l’application en tâches de calcul et une description implicite du parallélisme entre
ces tâches. Par ailleurs Athapascan-1 offre des garanties théoriques de performances par
l’intermédiaire d’un modèle de coût qui sera développé dans les chapitres 4 et 5.
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3
Athapascan-1 : modèle de

programmation

3.1 Présentation du modèle de programmation

Athapascan-1 supporte un modèle de programmation parallèle haut niveau, au sens
défini dans le chapitre précédent. Un programme Athapascan-1 se compose de tâches
explicitement créés en cours d’exécution, ainsi que d’une mémoire partagée distribuée
contenant des objets créés et accédés par les tâches. En ce sens, Athapascan-1 permet
d’abstraire la machine parallèle. Les synchronisations entre les tâches sont cependant dé-
finies implicitement de manière à respecter (en partie) la sémantique séquentielle du lan-
gage impératif sur lequel le modèle est construit (C ou C++). Pour permettre au système
chargé de l’exécution de déterminer ces synchronisations, les tâches déclarent l’ensemble
des accès qu’elles réaliserons sur les objets en mémoire partagée. Il est alors possible
d’analyser les dépendances de données entre les tâches et ainsi de déterminer les syn-
chronisations nécessaires au respect de la sémantique du langage. Athapascan-1 est donc
un modèle de programmation parallèle implicite puisque le parallélisme présent entre les
tâches n’est pas explicitement fournie par le programmeur.

3.1.1 Tâches et communications par objets partagés

Le modèle de programmation d’Athapascan-1 est une extension du modèle de pro-
grammation procédural. Dans ce dernier modèle un programme est une séquence ordon-
née d’instructions et d’appels de procédure qui est évaluée séquentiellement, les instruc-
tions interagissant et communiquant entre elles par l’intermédiaire de variables. Les lan-
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gages de programmation C, Pascal ou FORTRAN sont des exemples de langage utilisant
le modèle de programmation procédural.

Pour exprimer la concurrence, ce modèle de programmation procédural est étendu
par le concept de tâche. Une tâche diffère d’une procédure uniquement par la manière
dont elle est appelée. Tandis que l’appel d’une procédure est synchrone, c’est-à-dire que
l’appelant est bloqué jusqu’à la terminaison de la procédure appelée, la création d’une
tâche est non bloquante, l’appelant pouvant continuer son exécution immédiatement après
la création sans attendre la fin de l’exécution de la tâche.

Les tâches communiquent entre elles soit lors de l’appel, une tâche recevant des pa-
ramètres de la tâche qui l’a invoquée, soit par l’intermédiaire d’une mémoire partagée
distribuée de niveau objet.

Le support pour partager des données entre tâches est alors l’objet partagé qui est une
instance d’un type de données abstrait. Cet objet partagé peut être n’importe quelle struc-
ture de données comme par exemple une zone contiguë en mémoire, une liste chaînée,
un arbre ou même une matrice (l’objet contient alors le nombre de ligne et de colonne
de la matrice ainsi que le tableau des éléments de la matrice). De plus, ces objets sont
alloués dynamiquement et leur structure peut évoluer au fil des modifications qui leurs
sont apportées.

3.1.2 Sémantique des accès aux objets partagés

Quatre types d’accès peuvent être réalisés sur un objet partagé :

– Accès en lecture de l’objet.

– Accès en modification de l’objet, l’objet peut à la fois être lu et modifié.

– Écriture par affectation d’une nouvelle valeur sur l’objet.

– Écriture par accumulation d’une valeur sur l’objet. Cet accès en accumulation est
caractérisé par la fonction utilisée pour réaliser l’accumulation, cette fonction étant
définie par l’utilisateur.

Dans la suite, nous définissons l’exécution séquentielle d’un programme Athapascan-
1, comme l’exécution obtenue en remplaçant chaque création de tâche par l’exécution de
la procédure associée à la tâche. Cet exécution séquentielle définit alors naturellement un
ordre total (appelé «ordre séquentiel») des accès réalisés sur les objets partagés.

La sémantique des accès aux objets partagés est alors telle que tout accès en lecture ou
modification d’un objet partagé voit la dernière modification, affectation ou accumulation
réalisée sur cet objet relativement à l’ordre séquentiel des accès aux objets partagés.

Par ailleurs le système chargé de l’exécution prend comme hypothèse que les fonc-
tions utilisées pour réaliser les accès en accumulation sont des fonctions associatives et
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commutatives. Donc sia1 eta2 sont deux accès sur un même objet partagé, consécutifs re-
lativement à l’ordre séquentiel des accès réalisés sur cet objet et si ces deux accès sont des
accumulations effectuées avec la même fonction d’accumulation alors aucune hypothèse
ne peut être fait sur l’ordre dans lequel ces accumulations seront appliquées sur l’objet
partagé lors d’une exécution parallèle.

Cette sémantique des accès aux objets partagés sera appelée, par abus de langage,
« sémantique séquentielle ». Il est à noter que l’accès en accumulation fait qu’Athapas-
can-1 ne peut être considéré comme un langage ayant une sémantique séquentiel, malgré
cette appellation, puisque l’ordre séquentiel des accès à une même donnée partagée peut
ne pas être respecté dans certains cas.

Caractéristique 1 Les synchronisations entre les tâches sont définies implicitement de
manière à respecter la sémantique définie sur les accès aux objets partagés. Le modèle
de programmation ne fournit aucun des mécanismes classiques de synchronisation entre
tâches que l’on retrouve dans d’autres modèles de programmations parallèles comme le
join, les variables de condition et les sections critiques des processus légers de la norme
POSIX [75] ou le sync de Cilk [11].

Le choix d’une sémantique séquentielle permet de simplifier grandement la program-
mation d’une application parallèle. En effet, la plupart des difficultés rencontrées lors
de l’utilisation d’un modèle de programmation parallèle explicite, comme par exemple
l’indéterminisme de l’exécution, la gestion des accès conflictuels à une même donnée et
la gestion des synchronisations sont éliminés dans un modèle utilisant une sémantique
séquentielle. Il faut cependant noter que cette simplification est obtenue en contrepartie
d’une certaine diminution de l’expressivité du parallélisme. Le système doit de plus ex-
traire automatiquement le parallélisme de l’application. Nous verrons dans la suite de ce
chapitre, ainsi que dans le chapitre suivant, comment ceci peut être réalisée à un faible
coût.

3.1.3 Référence contrainte sur un objet partagé : droit
d’accès

Pour déterminer automatiquement, pendant l’exécution, les synchronisations entre les
tâches nécessaires au respect de la sémantique séquentielle, il est nécessaire de rajouter
des information dans le programme et d’imposer certaines règles sur l’utilisation des ob-
jets partagés. Ces informations et règles d’utilisations permettront alors au système chargé
de l’exécution de connaître, lors de la création d’une tâche, l’ensemble des effets de bord
sur les objets partagés pouvant être réalisé par cette tâche (en incluant son éventuelle des-
cendance). À partir de cette information le système pourra alors analyser les dépendances
de données entre les tâches et ainsi déterminer les synchronisations entre les tâches qui
sont nécessaires au respect de la sémantique séquentielle.
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Dans le modèle de programmation d’Athapascan-1, les objets partagés sont accédés
uniquement par l’intermédiaire de références contraintes. Une référence contrainte im-
pose des restrictions sur les accès pouvant être réalisés sur l’objet référencé. Quatre types
différents de restrictions d’accès, encore appelées droits d’accès, peuvent être associés à
une référence contrainte :

– Lecture-écriture : droit d’accès en modification sur l’objet (donc aucune contrainte
d’accès).

– lecture : droit d’accès en lecture seule sur l’objet. Seule une lecture de l’objet réfé-
rencé est autorisée.

– Écriture : droit d’accès en écriture seule sur l’objet. Seule une affectation d’une
nouvelle valeur sur l’objet référencé est autorisée.

– Accumulation : droit d’accès en accumulation sur l’objet. Seule une opération d’ac-
cumulation sur l’objet référencé est autorisée. La fonction d’accumulation est asso-
ciée à la référence.

Un deuxième niveau d’information peut être ajouté sur la référence contrainte, pré-
cisant si l’objet référencé sera effectivement accédé par la tâche ou uniquement par son
éventuelle descendance. Dans le second cas, la référence contrainte est dite différée (post-
poned) et aucun accès n’est autorisé sur l’objet référence.

Par ailleurs, deux règles sur l’utilisation des ces références contraintes sont imposées
par le modèle de programmation :

– Une tâche ne peut obtenir une référence contrainte sur un objet partagé que de deux
manières : soit cette référence est un paramètre de la tâche, soit elle est obtenue
lors de la création d’un nouvel objet partagé par cette tâche. Toute autre manière de
récupérer une référence sur un objet partagé est interdite : par exemple insérer cette
référence dans un objet partagé où dans un paramètre passé par valeur est interdit.

– Les droits d’accès sur une référence contrainte ne peuvent être modifiés que lors du
passage de cette référence en paramètre d’une tâche. De plus cette modification ne
peut aller que dans le sens d’une diminution des droits d’accès accordés sur l’objet.
Le tableau 3.1 précise les modifications des droit d’accès qui sont autorisées lors de
la création d’une tâche.

Caractéristique 2 Grâce à ces règles d’utilisation des objets partagés, l’analyse du pro-
totype d’une tâche permet de déterminer l’ensemble des accès pouvant être réalisés par
cette tâche (et par sa descendance éventuelle) sur les objets partagés qui lui sont pas-
sés en paramètres. Les synchronisations entre les tâches, nécessaires pour respecter la
sémantique séquentielle, peuvent alors être calculées lors de l’exécution.

44



Présentation du modèle de programmation 3.1

droit d’accès de la tâche mèredroit d’accès autorisée de la tâche fille

lecture-écriture [différée] lecture-écriture [différée]
lecture [différée]
écriture [différée]
accumulation [différée]

lecture [différée] lecture [différée]
écriture [différée] écriture [différée]
accumulation [différée] accumulation [différée]

Tableau 3.1 – Modification autorisée des droits d’accès d’une référence contrainte.

Nous montrerons, dans le chapitre suivant 4.3.4 page 64, que la complexité du calcul
de ces synchronisations est bornée par la somme du nombre de tâches créées et du nombre
de références contraintes pris en paramètre par ces tâches.

Le principe de fournir des informations sur la manière dont les données seront utilisées
par le programme, dans le but de faciliter l’extraction du parallélisme de l’application
n’est pas nouveau. Ce principe se retrouve par exemple dans le langage Jade bien qu’il
diffère d’Athapascan-1 dans la manière de définir les tâches.

3.1.4 Synchronisations entre tâches créatrices et tâches
créées

Lorsqu’une tâche se synchronise en cours d’exécution, par exemple sur l’attente d’un
résultat produit par une autre tâche, le système chargé de l’exécution doit être capable,
pour assurer un ordonnancement efficace des tâches, de reprendre l’exécution de cette
tâche sur un autre processeur. Ce mécanisme de migration d’une tâche en cours d’exé-
cution est complexe, notamment sur les architectures hétérogènes. Par ailleurs, ce coût
de migration n’est pas prévisible par le programmeur : il dépend du coût de fermeture
du contexte (migration de la pile) et donc esta priori difficilement prévisible dans le
programme. Ceci limite alors le développement de modèle de coût avec communication.
Nous avons donc choisi de supprimer les synchronisations pouvant apparaître en cours
d’exécution d’une tâche.

Pour supprimer ces éventuelles synchronisations, la restriction suivante sur l’utilisa-
tion des références contraintes est rajoutée :

– Une référence contrainte de type lecture-écriture ne peut pas être passée en para-
mètre d’une autre tâche.

Il est alors clair qu’il ne peut y avoir de synchronisation entre une tâche mère et une tâche
fille puisque, pour tout objet partagé accessible à la fois par la tâche mère et la tâche fille,
soit la tâche mère n’a pas de droit de lecture sur cet objet soit la tâche fille n’a pas de
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droit d’écriture sur cet objet. Nous verrons dans la section 3.3.1 page 51 comment cette
restriction peut être contournée du point de vue de l’utilisateur.

Caractéristique 3 Une tâche s’exécute jusqu’à la fin de son exécution sans synchronisa-
tion. La création de tâche est non bloquante et une tâche créatrice ne peut attendre les
résultats d’une tâche créée par elle.

Le tableau 3.2 précise les modifications des droits d’accès permis lors de la créa-
tion d’une tâche, après l’ajout de cette dernière règle dans le modèle de programmation
d’Athapascan-1.

droit d’accès de la tâche mèredroit d’accès autorisée de la tâche fille

lecture-écriture
lecture-écriture différée lecture-écriture [différée]

lecture [différée]
écriture [différée]
accumulation [différée]

lecture [différée] lecture [différée]
écriture [différée] écriture [différée]
accumulation [différée] accumulation [différée]

Tableau 3.2 – Modification autorisée des droits d’accès d’une référence contrainte
permettant de supprimer les synchronisations en cours d’exécution d’une tâche.

3.1.5 Ramasse-miettes sur les objets partagés

De part le caractère non bloquant des créations de tâche, la gestion de la destruction
des objets partagés ne peut être laissée à la charge de l’utilisateur. En effet la durée de
vie de la tâche qui a créé un objet partagé est généralement plus courte que la durée de
vie de cet objet. La destruction de l’objet ne peut donc pas être réalisée par la tâche qui
a créé l’objet. Pour cette raison, le modèle de programmation d’Athapascan-1 fournit un
ramasse-miettes pour la destruction des objets partagés. Un objet partagé est donc détruit
lorsque plus aucune référence contrainte sur cet objet n’existe dans le système.

3.1.6 Informations pour le système d’exécution

Le système d’exécution peut être aidé pour réaliser l’ordonnancement du programme
si des informations supplémentaires lui sont fournies. Ces informations peuvent être par
exemple une estimation du coût d’exécution des tâches, une estimation de la taille des
objets partagés ou encore une estimation du volume maximum des données locales né-
cessaires à l’exécution d’une tâche.
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Le programme peut également indiquer une politique d’ordonnancement préféren-
tielle à utiliser sur l’ensemble ou une partie du programme suivant le type de l’application.

Nous verrons dans le chapitre 5 comment ces informations peuvent être exploitées
efficacement lors de l’exécution du programme.

3.2 Exemples

Pour illustrer le modèle de programmation, nous présentons deux exemples didac-
tiques de programmes écrits en Athapascan-1 : un algorithme de calcul récursif dunème

terme de la suite de Fibonacci ainsi qu’un algorithme d’élimination de Gauss par colonne.
La syntaxe complète et exacte qui est utilisée par la bibliothèque C++ Athapascan-1

implantant ce modèle de programmation sera présentée dans le chapitre 6. Cependant,
cette syntaxe utilise des constructions du langage C++ (classe, patrons), et nécessite une
certaine connaissance du langage C++. Pour faciliter la présentation des exemples, nous
utiliserons donc ici une syntaxe simplifiée basée sur une extension du langage C par les
mots clés suivant :

– Le mot cléFork placé devant un appel de fonction indique une création de tâche.

– Les mots clésShared r w, Shared r , Shared w etShared cw( [fonction-accu-
mulation]) placés devant un nom de type quelconqueT indiquent une référence
contrainte sur un objet partagé de typeT. Le type d’accès possible à la référence
contrainte est donc précisé dans le suffixe du motShared:

– r w pour un accès en lecture-écriture.

– r pour un accès en lecture.

– w pour un accès en écriture.

– cw( [fonction-accumulation]) pour un accès en accumulation avec la fonc-
tion [fonction-accumulation].

Par ailleurs les accès différés correspondants sont précisés par les suffixesrp wp,
rp , wp etcwp.

– L’accès à l’objet partagé contenu dans une référence contrainte est implicite. Pour
le programmeur, la référence s’utilise donc comme si elle était l’objet. Cependant,
seul les accès autorisés par la référence contrainte sont permis :

– Aucune modification ne peut être réalisée sur un objet référencé avec un droit
d’accès en lecture.

– Seule une affectation d’une nouvelle valeur peut être réalisée sur un objet
référencé avec un droit d’accès en écriture.
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– Seule une accumulation d’une valeur (par l’intermédiaire de la fonction d’ac-
cumulation associée à la référence) peut être réalisée sur un objet référencé
avec un droit d’accès en accumulation.

3.2.1 Fibonacci

La figure 3.1 page 48 montre un programme calculant récursivement lenèmeterme de
la suite de Fibonacci.

1 : void add( Shared cw(add) int res, int b ) {
2 : res += b;
3 : }
4 : void fibo( int n, Shared cw(add) int res ) {
5 : if( n < 2 )
6 : add( res, n );
7 : else {
8 : Fork fibo( n �1, res );
9 : Fork fibo( n �2, res );

10 : }
11 : }
12 : void print int( Shared r int i ) {
13 : printf(" %d",i);
14 : }
15 : main() {
16 : Shared rp wp int res( 0);
17 : Fork fibo( 20, res );
18 : Fork print int( res );
19 : }

Figure 3.1 – Calcul récursif dunèmeterme de la suite de Fibonacci, écrit dans le modèle de
programmation Athapascan-1

La ligne 4 déclare et définit la fonction (i.e. le type de tâche)fibo qui prend un
paramètre par valeur (le terme de la suite à calculer) ainsi qu’une référenceres sur un
objet partagé ayant un droit d’accès en accumulation avec la fonctionadd (là où stocker
le résultat). Les seuls accès possibles à l’objet référencé par la référence contrainteres
sont des accumulations réalisées avec la fonctionadd . Une accumulation de ce type est
par exemple réalisée ligne 6. Cette fonction crée également d’autre tâche exécutant la
fonctionfibo (ligne 8 et 9).

À la ligne 16, un objet partagé référencé parres est créé et initialisé à zéro. Notons
que les droits d’accès permis sur cet objets sont différés (Shared rp wp), c’est-à-dire
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que la fonctionmain (i.e. la tâche racine du programme) ne peut pas accéder directement
en lecture ou écriture à cet objet. Seules les tâches filles pourrons réaliser des accès sur
cet objet.

À la ligne 17 la tâche calculant cenèmeterme est invoquée avec un paramètre par va-
leur (ici la constante20) et la référenceres sur l’objet partagé. Pour afficher le résultat,
il est ensuite nécessaire de créer une tâche prenant en paramètreres (ligne 18) puisque
la tâchemain n’a pas le droit de lecture sur l’objet partagé référencé parres . Ainsi
la tâchemain peut s’exécuter sans synchronisation. Par contre la tâcheprint int
ne pourra elle s’exécuter que lorsque toutes les tâchesfibo modifiant l’objet référencé
parres seront terminées.

3.2.2 Élimination de Gauss par colonnes

L’élimination de Gauss par colonnes, est un algorithme de base de l’algèbre linéaire.
L’algorithme 1 page 49 présente la forme séquentielle et parallèle de l’élimination de
Gauss par colonne sans pivot1.

Algorithme 1 : Élimination de Gauss par colonnes.
pour k = 1 jusqu’à n� 1 faire

pour i = k + 1 jusqu’à n faire
A(i; k) = A(i; k)=A(k; k)

pour j = k + 1 jusqu’à n faire [en parallèle]
pour i = k + 1 jusqu’à n faire

A(i; j) = A(i; j)�A(i; k) �A(k; j)

La figure 3.2 montre l’écriture de cet algorithme dans le modèle de programmation
dAthapascan-1.

Le parallélisme de cet algorithme est défini sur les opérations sur les colonnes de la
matrice. Deux types de tâchesscal etaxpy , réalisant les deux types d’opération sur des
colonnes de la matrice, sont alors définies lignes 2 et 7. Le type de tâcheaxpy ne modifie
pas la colonne référencée par le paramètrex . Pour cette raison, seul un droit d’accès en
lecture sur ce paramètrex est indiqué.

Aux lignes 14 et 15, le type de la matrice (de taillen � n) est défini. Une matrice
est alors constituée d’un tableau den référencesShared rp wp sur des objets partagés.
Chaque objet partagé de typecolumn , constitué d’un tableauvector den éléments,
représente alors une colonne de la matrice.

1. L’écriture de l’élimination de Gauss sous cette forme n’est pas la plus efficace. Une écriture dans le
modèle de programmation d’Athapascan-1 d’une factorisationLU par élimination de Gauss, utilisant un
partitionnement bidimensionnel de la matrice est présentée dans le chapitre 7.
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1 : // x a � x

2 : void scal(int k, int n, double a, Shared r w column x ) {
3 : for( int i = k+ 1; i <n ; i++ )
4 : x [i] = a * x [i] ;
5 : }
6 : // y = a * x + y
7 : void axpy(int k, int n, double a,
8 : Shared r column x, Shared r w column y) {
9 : for( int i = k+ 1; i <n ; i++ )

10 : y [i] = a * x [i] + y [i] ;
11 : }
12 : main() {
13 : int n = 100;
14 : int j,k;
15 : typedef double column [n]; // type des colonnes de la matrice
16 : typedef Shared rp wp column matrix [n]; // type de la matrice
17 :

18 : matrix A;
19 : // ici, initialisation de A
20 :

21 : for( k = 0; k < n � 1; k++ )
22 : Fork scal(k, n, 1/A [k][k] , A [k] );
23 : for( j = k+ 1; j <n; j++ )
24 : Fork axpy(k, n, �A[j][k] , A [k] , A [j] );
25 : }

Figure 3.2 – Élimination de Gauss par colonnes écrite dans le modèle de programmation
Athapascan-1

L’algorithme d’élimination de Gauss par colonnes est ensuite implanté de la ligne 20
à la ligne 23 ; chaque opération sur une colonne étant remplacée par la création de la tâche
correspondante.

3.3 Discussion sur le modèle de programmation

Dans cette section, nous étudions les principales contraintes imposées par le modèle
de programmation et leur influence sur l’écriture d’un programme. Le premier point
concerne les créations de tâches, et plus particulièrement le fait qu’une tâche ne peut
pas directement accéder aux résultats d’une tâche qu’elle a invoquée. Le deuxième point
traite de l’influence de la granularité des objets partagés sur la granularité des tâches du
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programme.

3.3.1 Programmation par continuation explicite

Les restrictions imposées pour éviter les synchronisations au cours de l’exécution
d’une tâche font qu’il n’est pas possible pour une tâche mère d’accéder directement aux
résultats de l’une de ces tâches filles. La seule façon pour elle d’y accéder est de créer
une seconde tâche prenant en paramètre les références les objets devant être accédés (pro-
grammation par continuation). C’est par exemple le cas dans le programme de la figure 3.1
page 48 calculant récursivement lenèmede la suite de Fibonacci. Dans ce programme, à
la ligne 18, une tâche doit être invoquée pour accéder au résultat précédemment calculé
(ici pour l’affichage).

Cependant, dans beaucoup de cas une tâche n’a pas besoin de connaître le résultat
d’une tâche qu’elle a invoquée pour continuer à décrire la suite de l’exécution parallèle.
Par exemple, dans le cas de l’élimination de Gauss par colonnes de la figure 3.2 page 50,
la tâchemain n’a pas besoin de connaître le résultat de l’exécution de la tâchescal met-
tant à jour la première colonne pivot pour continuer à décrire la suite de l’exécution. Elle
peut donc créer les tâches suivantes qui, elles, devront attendre le résultat de cette tâche
pour commencer leurs exécutions. Pour ce programme, l’exécution des tâches peut même
ne commencer qu’après la terminaison de la tâchemain et donc l’ensemble des tâches à
exécuter peut être connu avant leurs exécutions. Il faut bien noter que ceci n’est possible
que si le modèle de programmation permet de créer des tâches pouvant attendre la termi-
naison d’autres tâches avant de s’exécuter. Le modèle de programmation de Cilk [11], par
exemple, ne permet pas de créer ce type de tâche2. Dans ce dernier modèle, la synchroni-
sation après la création de chaque tâche pivot est obligatoire, le système n’a donc qu’une
connaissance partiel de l’ensemble des tâches qui seront à exécuter.

3.3.2 Structuration des données du programme

La granularité des objets partagés influence directement le degré de parallélisme des
tâches qui seront créées. Par exemple, invoquer plusieurs tâches modifiant des parties dis-
tinctes d’un même objet partagé ne générera pas de parallélisme supplémentaire puisque,
dans le modèle de programmation, les contraintes d’accès sur un objet partagé s’ap-
pliquent à l’ensemble des données de cet objet. Le système d’exécution va alors considérer
que chacune de ces tâches accède à l’ensemble de l’objet partagé, il va donc les exécuter
les unes après les autres. De plus, si ces tâches sont exécutées sur différens processeurs
d’une machine à mémoire distribuée, des copies inutiles de l’objet seront réalisées entre
les différents nœuds.

2. Plus exactement seule la continuation d’une tâche située après un mot clefsync peut se synchroniser
sur la terminaison d’autres tâches.
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Le programmeur doit également éviter pour la même raison de regrouper sur un même
objet partagé des données qui seront éventuellement accédées différemment par une tâche.
Par exemple, considérons une tâche accédant un objet partagé, contenant deux donnéesA
etB respectivement lue et modifiée par cette tâche. L’objet contenantA etB doit donc
être pris en paramètre par la tâche avec un droit d’accès en lecture-écriture même siA
n’est accédé qu’en lecture.

Cette structuration des données suivant la granularité choisie pour exprimer le paral-
lélisme est peut être ce qui est le plus contraignant lors de l’écriture d’un programme
Athapascan-1. Cependant cette structuration des données d’un programme en vue de son
exécution sur une machine à mémoire distribuée est généralement indispensable sur la
plupart des modèles de programmations offrant une mémoire partagée distribuée. La so-
lution consistant à utiliser une mémoire virtuellement partagée du type de celle fournie
par TreadMarks [3], et à synchroniser les tâches explicitement, pourrait être considérée
comme une solution permettant d’éviter cette structuration des données suivant la gra-
nularité choisie pour exprimer le parallélisme. Mais en pratique, cette simulation d’un
espace d’adressage unique est réalisée au niveau de la page du système d’exploitation. Le
programmeur doit alors également structurer ces données pour les aligner sur les pages
du système s’il veut obtenir de bonnes performances. Il doit éviter par exemple de placer
sur une même page deux données qui seront accédées en parallèle par deux tâches dif-
férentes3. De plus le surcoût induit par la simulation d’un espace d’adressage unique est
généralement important, comparé à celui induit par la gestion d’une mémoire partagée
au niveau objet [9]. Ainsi, même sur une mémoire virtuellement partagée, les données
doivent être structurées en fonction de la granularité du parallélisme si les performances
sont recherchées.

Par contre, spécifier le type des accès qui seront réalisés sur les objets partagés n’est
pas un problème. Beaucoup de langages de programmation supportent des notions simi-
laires. Par exemple, en C ou C++ le mot cléconst est utilisé devant un nom de type
pour préciser que la variable ou l’objet est constant donc qu’il ne pourra être modifié. En
ADA et en Fortran 90 les mots clefsin et out permettent d’indiquer lors de la déclara-
tion des paramètres formels d’une procédure, le type d’accès pouvant être réalisé sur ces
paramètres ; lecture pour un paramètre passée en modein , affectation pour un paramètre
passée en modeout et lecture-écriture pour un paramètre passée en modein out .

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre le modèle de programmation parallèle d’Atha-
pascan-1. Ce modèle permet une programmation parallèle simple et de haut niveau. Ceci

3. Des protocoles d’écritures multiples sur une même page par différents processeurs ontcependant été
développés et permettent de résoudre en partie ce problème [3].
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est obtenu par trois mécanismes offerts par le modèle :

– Une mémoire partagée distribuée permet de libérer le programmeur de la distribu-
tion et de la communication des données.

– La décomposition de l’exécution sous la forme de tâches conduit à une abstraction
du nombre de processeurs et libère ainsi le programmeur de l’ordonnancement et de
la régulation de charge. Seul le choix de la granularité des tâches et donc du degré
de parallélisme de l’application, reste à la charge du programmeur.

– Les synchronisations entre les tâches sont implicitement définies à partir de la sé-
mantique du modèle de programmation qui est une sémantique « séquentielle » et
donc naturelle pour le programmeur.

Par ailleurs, dans le but de permettre une mise en œuvre efficace de ce modèle de
programmation, plusieurs choix ont été pris :

– Les accès à la mémoire partagée distribuée se font au niveau des objets et non au
niveau du mot mémoire élémentaire.

– Chaque tâche déclare dans son prototype les accès qu’elle (et sa descendance éven-
tuelle) pourra réaliser sur les objets en mémoire partagée. Ainsi le système connaît
l’ensemble des effets de bord pouvant être réalisés par les tâches sur les objets par-
tagés. Il peut alors facilement analyser les dépendances de données entre les tâches
et ainsi définir les synchronisations nécessaires au respect de la sémantique séquen-
tielle.

– Aucune dépendance de données entre une tâche mère et une tâche fille n’est au-
torisée. Ainsi une tâche peut toujours s’exécuter sans synchronisation. Il est alors
possible de mettre en œuvre des mécanismes d’ordonnancement et de régulation de
charge prouvé théoriquement efficace.

Ces choix seront justifiés plus en détail dans la suite de cette thèse et plus particulièrement
dans les deux chapitres suivants dans lesquels un modèle de coût de l’exécution d’un
programme Athapascan-1 sera proposé.
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4
Modèle d’exécution d’un

programme Athapascan-1

4.1 Introduction

Le modèle de programmation Athapascan-1 introduit dans le chapitre précédent per-
met d’exprimer le parallélisme indépendemment de l’architecture. L’exécution d’un pro-
gramme repose alors sur un système d’exécution qui contrôle la répartition (ou plutôt le
repliement) d’un programme sur l’architecture cible. Ce chapitre est consacré à la présen-
tation de ce système, dont comme nous le verrons, l’implémentation dépend de l’archi-
tecture cible.

Le rôle du système d’exécution associé à Athapascan-1 est double :

– D’une part, détecter les synchronisations qui sont implicites dans le langage Atha-
pascan-1. Dans ce chapitre nous proposerons une méthode basée sur la construction
d’un graphe de flot de données. Ce graphe, construit au cours de l’exécution, repré-
sente à tout instant les dépendances de données entre les différentes tâches déjà
créées mais non encore exécutées.

– D’autre part, l’ordonnancement du programme, à savoir le placement et l’entrela-
cement des tâches de calculs et la localisation des objets partagés. Le graphe de
flot de données construit en cours d’exécution fournit alors un bon support pour
le calcul de cet ordonnancement. Par exemple, une grande partie des algorithmes
d’ordonnancement statique utilisent ce type de graphe.

Nous montrerons alors dans ce chapitre trois modèles d’exécution d’Athapascan-1,
dans lesquels la politique d’ordonnancement utilisée est clairement séparée des différents
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mécanismes nécessaires à l’exécution (i.e. interprétation du flot de données, gestion des
objets distribués, ...). Les différents algorithmes d’ordonnancement pouvant être utilisés
dans ces modèles d’exécution seront quant à eux étudiés dans le chapitre 5.

La structure du chapitre est la suivante. Dans une première partie, nous modélisons
l’exécution d’un programme Athapascan-1 par un graphe de flot de données. Nous mon-
trons ensuite comment ce graphe de flot de données est implicitement construit et utilisé
pendant l’exécution d’un programme Athapascan-1. Finalement, nous introduisons trois
modèles d’exécution d’un programme Athapascan-1, qui tirent plus ou moins parti de la
connaissance de ce graphe.

4.2 Flot de données comme représentation de
l’exécution

Nous montrons dans cette section comment l’exécution d’un programme Athapascan-
1 peut être représentée par un graphe de flot de données, dans lequel les nœuds corres-
pondent à des tâches du programme et le flot de données correspond à des dépendances
entre ces tâches induites par l’accès à un même objet partagé.

Un graphe de flot de données oumacro data-flow graphest composé de noeuds cor-
respondants à des activités séquentielles encore appelé tâches (i.e. une séquence d’ins-
tructions exécutable sans interruption et donc atomique) et d’arcs entre ces noeuds re-
présentant des dépendances de données entre ces tâches : écriture par une première tâche
suivie d’une lecture par une seconde tâche.

Cependant, comme plusieurs tâches peuvent accéder en concurrence à un même ob-
jet partagé (lecture concurrente mais également écriture concurrente par accumulation),
le flot de données peut être plus facilement représenté par un graphe composé de deux
ensembles de nœuds : l’ensemble de nœudsT = ft1; : : : ; tng correspondant aux tâches
et l’ensemble de nœudsA = fa1; : : : ; amg représentant un accès, par une ou plusieurs
tâches en concurrence, sur un même objet partagé. Les nœuds tâches sont alors associés à
des nœuds accès par un ensemble d’arêtes reliant une tâche à un accès. Le flot de données
est lui représenté par un ensemble d’arcs reliant entre eux les nœuds accès. La figure 4.1
montre un exemple de graphe de flot de données représentant sept tâches accédant à un
même objet partagé.

Dans le cas d’un programme Athapascan-1, de par les restrictions imposées par le
langage (i.e. la règle définie dans la section 3.1.4 page 45 qui interdit de passer une ré-
férence contrainte avec un droit de modification non différé à une tâche fille), une tâche
du langage est atomique puisque constituée d’une séquence d’instructions pouvant être
exécutée sans synchronisation. Elle est donc directement associée à un noeud du graphe
de flot de données.

Par ailleurs, un autre type d’arc est également présent dans le graphe permettant de
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R_W W CWR

R

Nœud tâche

Nœud accès (ici accès en lecture)

Flot de données entre nœuds accès

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7

ti

Figure 4.1 – Les quatre types d’accès du graphe de flot de données. Ce graphe représente7
tâches accédant à un même objet partagé. La tâchet1 accède l’objet en lecture
et écriture (R_W) puis les tâchest2 et t3 accèdent l’objet en lecture (R), puis la
tâchet4 accède l’objet en écriture (W) et enfin les tâchest5, t6 et t7 accèdent
l’objet en accumulation (CW).

représenter la précédence entre une tâche fille et la tâche mère qui l’a invoquée : Ce type
d’arc représente le flot de données correspondant aux paramètres passés par valeur lors
des créations de tâches.

Les figures 4.2 et 4.3 montrent le graphe de flot de données ainsi obtenu après l’exécu-
tion des deux programmes présentés dans le chapitre précédant figure 3.1 et 3.2, calculant
respectivement lenème terme de la suite de Fibonacci et l’élimination de Gauss par co-
lonne.

CW

R

Tâche racine

Création de tâche 

Tâchefibo

Tâcheprint_int

Figure 4.2 – Le graphe de flot de données du programme calculant le4èmeterme de la suite
de Fibonacci présentée dans la figure 3.1 page 48.
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R_W R_W

R_W

R_W

R_W

R_W

R

R_W

R

R_W

R_W

R

Tâchescal

Tâcheaxpy

Figure 4.3 – Le graphe de flot de données du programme présenté dans la figure 3.2 page 50
réalisant l’élimination de Gauss par colonnes d’une matrice4� 4. Pour la clarté
de la figure la tâche racine ainsi que les précédences induites par les créations
de tâche ont été omises (la tâche racine est ici la seule à crééer d’autres tâches).

4.3 Modèle d’exécution et flot de données

Le graphe de flot de données, présenté précédemment et représentant l’exécution
d’une application a également une place centrale dans l’exécution d’un programme Atha-
pascan-1. Le modèle d’exécution d’un programme Athapascan-1 est basé sur la construc-
tion de ce graphe à la volée. Ainsi, lors de chaque opérationFork , la tâche créée est ra-
joutée dans le graphe. Ce graphe représente alors à tout instant les tâches à exécuter ainsi
que les contraintes de flot entre ces tâches (i.e. les contraintes de précédences induites par
l’accès aux objets partagés). Simultanément à la construction du graphe, le système doit
également décider des tâches qui peuvent être exécutées immédiatement sans violer les
contraintes de flot décrites dans le graphe.

Nous présentons dans cette section tout d’abord la méthode utilisée pour calculer à
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la volée les contraintes de flot et donc construire le graphe de flot de données. Nous
présenterons ensuite l’algorithme de contrôle des contraintes de flot permettant de déter-
miner, en cours d’exécution, les tâches de ce graphe pouvant être exécutées sans violer les
contraintes de flot décrites par ce graphe. Nous présenterons ensuite rapidement le pro-
blème de l’ordonnancement des tâches du graphe de flot de données. Enfin, nous conclu-
rons cette section par la présentation du schéma général d’exécution d’un programme
Athapascan-1, regroupant les trois modules, calcul des contraintes de flot, contrôle de ces
contraintes et ordonnancement des tâches du graphe.

4.3.1 Calcul des contraintes de flot

Le calcul des contraintes de flot de données et donc du parallélisme se ramène au
calcul du graphe de flot de données. Le but de cette section est de montrer comment le
graphe peut être calculé et d’exhiber le coût de sa construction.

Notons que la seule tâche connue avant l’exécution est la tâche racine qui sera exécu-
tée lors du lancement du programme. Le graphe de flot de données n’est donc découvert
qu’en cours d’exécution, au fur et à mesure des créations de tâches. Le graphe qui repré-
sente le flot de données est donc construit dynamiquement pendant l’exécution.

Lorsqu’une tâche est exécutée, sa présence dans le graphe n’est plus utile, elle peut
être retirée de celui-ci. Le graphe maintenu pendant l’exécution ne contiendra donc que
les tâches créées et non encore exécutées. Les arcs représentant la précédence entre une
tâche fille et la tâche mère qui l’a invoquée peuvent également être ignorés puisque la
tâche fille n’apparaît dans le graphe qu’après sa création.

À chaque opérationFork (i.e. à chaque création de tâche), un nœud tâche est rajouté
dans le graphe de flot de données. Ce nœud tâche représente alors dans le graphe une tâche
à exécuter. Par ailleurs, cette tâche peut avoir des dépendances de données avec d’autres
tâches non encore exécutées et donc présentes dans le graphe. Des arcs (et éventuellement
des nœuds accès) sont alors rajoutés dans le graphe pour représenter le flot des données
(i.e. les dépendances de données) entre la tâche nouvellement créée et ces tâches.

Pour calculer directement, lors d’une création de tâche, les arcs (et éventuellement les
nœuds accès) à rajouter dans le graphe, chaque référence contrainte (rappelons qu’une
référence contrainte est une variable dont le type est préfixé par l’un des mots clefs com-
mençant parShared) contient un pointeur sur l’un des nœuds accès du graphe de flot de
données. Ce nœud accès représente d’une certaine manière la «position » dans le graphe
de l’accès potentiellement réalisable à partir de cette référence contrainte.

Lors de la création d’une tâche filletf par la tâche mèretm les opérations suivantes
sont alors réalisées :

– La tâche filletf est insérée dans le graphe.
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– Pour chaque référence partagéerk passée en paramètre à la tâche fille :

– Si la tâche peut accéder en concurrence au nœud accèsa pointé par la réfé-
rencerk alors une arête est rajouté entre la tâchetf et ce nœud accès (deux
accès peuvent être réalisés en concurrence uniquement si les deux accès sont
du même type ; lecture ou accumulation avec la même fonction).

– Sinon un nouveau nœud accèsa0 est inséré immédiatement après le nœuda ;
une arête est rajoutée entre la tâchetf et ce nœud accès et le pointeur de la
référence contrainterk est déplacé sur ce nouveau nœud.

La figure 4.5 page 61 illustre ce mécanisme de création dynamique du graphe de flot
de données sur le programme présenté dans la figure 4.4 page 60. La figure 4.5 montre
alors l’état du graphe après l’exécution de chacune des lignes 8 à 13 du programme.

1 : struct lecture {
2 : void operator()( Shared r<int > a) { . . . }
3 : };
4 : struct modification {
5 : void operator()( Shared r w<int > a) { . . . }
6 : };
7 : main() { // tâche t0
8 : Shared r w<int > a( 1); // création d’un objet partagé (étape a)
9 : Fork<lecture >()(a); // création de la tâchet 1 (étape b)

10 : Fork<lecture >()(a); // création de la tâchet 2 (étape c)
11 : Fork<lecture >()(a); // création de la tâchet 3 (étape d)
12 : Fork<modification >()(a); // création de la tâchet 4 (étape e)
13 : Fork<modification >()(a); // création de la tâchet 5 (étape f)
14 : }

Figure 4.4 – Exemple d’un programme simple illustrant la création dynamique du graphe
présenté dans la figure4.5.

Chaque opérationFork a un coût proportionnel au nombre de paramètres pris par
la tâche. Le coût de construction du graphe de flot de données peut alors être borné en
fonction du nombre de tâche créées et du nombre total de paramètres de chacune des
tâches. Nous obtenons alors la proposition suivante :

Proposition 1 La construction à la volée du graphe de flot de données d’un programme
Athapascan-1 est bornée en nombre d’opération par :

O(n + nd)
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Figure 4.5 – Construction dynamique du graphe de flot de données lors de l’exécution du
programme de la figure 4.4. On peut remarquer que les tâchest1 à t3 sont reliées
au même nœud accès que celui pointé par la référence car deux accès en lecture
peuvent être réalisés en concurrence. Par contre lors de la construction des
tâchest4 et t5, accédant l’objet en lecture-écriture un nouveau nœud accès est
créé, la tâche créée est reliée à ce nœud et la référence contrainte de la tâchet0
pointe alors sur ce nouveau nœud.
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oùn est le nombre de tâches créées etnd est le nombre de références contraintes passées
en paramètre des tâches.

Preuve.Triviale. 2

4.3.2 Contrôle des contraintes de flot

Le contrôle des contraintes de flot consiste à déterminer, à un instant donné de l’exécu-
tion, l’ensemble des tâches prêtes, c’est-à-dire l’ensemble des tâches du graphe pouvant
être exécutées immédiatement sans violer les contraintes de précédence décrites par le
graphe de flot de données (nous rappelons que ces contraintes de précédences ont été dé-
finies lors de la construction du graphe de manière à respecter la sémantique séquentielle
du programme).

Pour maintenir à tout instant l’ensemble des tâches prêtes, il suffit de calculer, lors
de la terminaison d’une tâche, les nouvelles tâches devenant prêtes. Pour cela, un état est
associé à chaque nœud tâche et chaque nœud accès du graphe. Le tableau 4.1 précise ces
différent états.

L’algorithme calculant lors de la terminaison d’une tâche les nouvelles tâches prêtes
est alors le suivant. Lorsqu’une tâche se termine, chacun des nœuds accès auquel elle est
reliée est consulté pour éventuellement passer à l’état terminé. Si l’un de ces noeuds passe
à l’état terminé alors le nœuds accès suivant dans le flot de données passe à l’état prêt et
chacune des tâches qui lui sont reliées est consultée pour déterminer si elle peut passer à
l’état prêt. L’ensemble des tâches devenant prêtes après la terminaison d’une tâche peut
ainsi être calculé. L’algorithme 2 détaille plus précisément ce mécanisme.

État Noeud accès Noeud Tâche

Attente Le nœud accès prédécesseur
n’est pas terminé.

Un des nœuds accès de la tâche
n’est pas prêt.

Prêt Le nœud accès prédécesseur est
terminé.

Tout les nœuds accès de la tâche
sont prêts.

Exécution
x

La tâche est en cours d’exécu-
tion.

Terminé Toutes les tâches reliées au
nœud accès sont terminées.

L’exécution de la tâche est termi-
née.

Tableau 4.1 – Les différents états possibles des nœuds du graphe de flot de données.

Une optimisation peut être apportée dans le calcul de l’ensemble des tâches prêtes à
un instant donné de l’exécution en considérant les références contraintes différées. Nous
rappelons qu’une référence contrainte est dite différée pour indiquer que l’objet référencé
ne sera pas accédé par la tâche mais uniquement passé à des tâches filles. Une tâche,
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Algorithme 2 : Calcul des nouvelles tâches prêtes.
Entrée : Le graphe de flot de données composé de nœuds tâche et de nœuds accès.
Entrée : Une tâcheti venant de terminer son exécution.
Sortie : L’ensembleR des nouvelles tâches prêtes.

pour tout aj, nœud accès de la tâcheti faire
Retirer l’arête entreti etaj.
si aj n’a plus d’arrête (i.e.aj est terminée)alors

si aj a un nœud successeur immédiatak alors
ak reçoit l’objet partagé deaj et passe à l’état prêt.
pour tout tl, tâche accédant au nœud accèsak faire

si tl a tous ses nœuds accès prêtsalors
tl passe à l’état prêt etR = R [ ftlg.

sinon
L’objet partagé associé au nœud accèsaj est détruit.

Suppression du nœudaj du graphe.
Suppression du nœudti du graphe.

accédant un objet de manière différé, peut donc être considérée comme prête, même si cet
objet n’est pas immédiatement accessible. Par contre, une tâche fille qui accède cet objet
de manière non différée, devra attendre que l’objet soit accessible pour devenir prête.

Le contrôle des contraintes de flot consiste, par des exécutions successives de l’algo-
rithme 2, à parcourir une et une seule fois ce graphe. Nous pouvons alors borner le coût
induit par cette opération :

Proposition 2 Le nombre d’opération nécessaire au contrôle des contraintes de flot d’un
programme Athapascan-1, est bornée par :

O(n + nd)

oùn est le nombre de tâches créés etnd est le nombre de références contraintes passées
en paramètre des tâches.

Preuve.L’algorithme 2 est exécutén fois. Une itération de la boucle externe est réalisée
pour chaque arête du graphe reliant les tâches aux nœuds accès donc le nombre d’itéra-
tions de cette boucle estnd. Le code situé à l’intérieur du premier test est lui exécuté lors
de chaque passage d’un nœud accès à l’état prêt. Ce code est donc exécuté au plusnd fois
(Tout nœud accès est relié à au moins une tâche donc le nombre de nœuds accès est borné
par le nombre d’arêtes). Une itération de la boucle interne est réalisée pour chaque arête
du graphe donc le nombre d’itérations de la boucle interne estnd. 2
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4.3.3 Ordonnancement des tâches du graphe de flot de
données

Le nombre de processeur étant limité, les nouvelles tâches prêtes générées par l’al-
gorithme de contrôle précédent ne peuvent généralement pas être exécutées immédiate-
ment. Se pose alors le problème de l’ordonnancement de ces tâches sur un nombre borné
de ressources. Ce problème consiste à choisir pour chaque tâche un processeur et une
date d’exécution en cherchant généralement à minimiser un ou plusieurs critères. Ces cri-
tères sont principalement le temps total d’exécution et l’espace mémoire utilisé pendant
l’exécution1. Nous n’aborderons ici que rapidement le problème de l’ordonnancement.
Ce problème sera traité en détail dans le chapitre suivant.

Dans le cas d’un programme Athapascan-1, le graphe n’est connu qu’en cours d’exé-
cution. Les techniques d’ordonnancement à mettre en œuvre seront donc du type ordon-
nancement à la volée (on-line scheduling). Cependant, pour certains programmes, les
techniques d’ordonnancements statiques (off-line scheduling) peuvent aussi être utilisées.
En effet, à tout instant, le graphe de flot de données décrit le futur de l’exécution. Cette
connaissance est partielle puisqu’une tâche peuta priori créer de nouvelle tâches lors de
son exécution. Cependant cette connaissance peut être utilisée pour calculer un ordon-
nancement statique adapté, capable de prendre en compte par exemple les contraintes de
localité contenues dans le graphe.

4.3.4 Conclusion : modèle d’exécution général
d’Athapascan-1

Le modèle d’exécution général d’un programme Athapascan-1 est composé de trois
modules distincts : calcul des contraintes de flot génération, contrôle de ces contraintes et
ordonnancement des tâches. Ces modules communiquent entre eux, soit directement, soit
par l’intermédiaire du graphe de flot de données. La figure 4.6 présente le diagramme du
modèle d’exécution d’un programme Athapascan-1, valable aussi bien pour un ordonnan-
cement à la volée que pour un ordonnancement statique des tâches.

À chaque création de tâche (instructionFork ) le module de création du graphe insère
une nouvelle tâche à exécuter dans le graphe de flot de données. À chaque terminaison
de tâche, le module d’interprétation du graphe calcule les nouvelles tâches prêtes et en-
voie ces tâches au module d’ordonnancement. À chaque fois qu’un processeur devient
disponible (i.e. après la terminaison d’une tâche), le module d’ordonnancement choisit
une tâche à exécuter parmi les tâches prêtes, ce choix dépendant de la politique d’ordon-
nancement utilisée.

1. Dans le cas d’une mémoire bornée, l’ordonnancement des tâches doit de plus être réalisable sur la
mémoire disponible.
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Machine parallèle

Ordonnancement
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Graphe de flot de données

Application Athapascan-1

Figure 4.6 – Modèle d’exécution d’un programme Athapascan-1.

4.4 Analyse du coût du modèle d’exécution

Nous présentons dans cette section une analyse du coût du modèle d’exécution sur
différentes architectures et pour différents types d’ordonnancement. Pour cela le modèle
d’exécution général présenté précédemment sera spécialisé pour ces différentes architec-
tures et types d’ordonnancement. Trois modèles d’exécution seront alors présentés. Un
modèle valable pour les architectures à mémoire partagée et deux modèles pour les archi-
tectures à mémoire distribuée.

Pour analyser le coût d’exécution d’un programme Athapascan-1, cette exécution est
représentée par son graphe de flot de donnéesG composé den tâches prenant en para-
mètres au totalnd références contraintes (doncnd est la somme des durées des noeuds
tâches).

Dans la suite de cette section, nous chercherons à borner le temps d’exécutionTexe

d’un programme Athapascan-1 modélisé par le grapheG par :

Texe
 � !m(G) + �m(G) + �m(G)

où!m(G), �m(G) et�m(G) sont définies de la manière suivante :

– �m(G) correspond au temps passé dans le calcul d’un ordonnancement du graphe
G pour une exécution surm processeurs. Ce temps correspond au temps passé dans
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le module d’ordonnancement du modèle d’exécution d’Athapascan-1. Ce temps ne
dépend que de l’algorithme d’ordonnancement utilisé.

– !m(G) correspond au temps d’exécution surm processeurs du programme modé-
lisé par le grapheG. Ce temps ne considère que le coût d’exécution des tâches
(sans compter le coût des opérationsFork ) ainsi que le coût de communication des
données par le réseau (sans compter le coût de contrôle de la mémoire partagée
distribuée) lorsque l’architecture est distribuée. Ce temps dépend uniquement du
grapheG.

– �m(G) correspondant au surcoût d’Athapascan-1. Ce surcoût comprend entre autre
le temps passé au calcul des contraintes de flot (construction du graphe), au contrôle
de ces contraintes et, sur une architecture distribuée, à la gestion de la mémoire
partagée distribuée.

Dans la suite, nous nous intéresserons exclusivement à�m(G) correspondant au sur-
coût d’Athapascan-1. Les valeurs!m(G) et �m(G) seront quant à elles bornées dans le
chapitre suivant consacré à l’ordonnancement de graphe de flot de données.

4.4.1 Analyse du coût sur une machine à mémoire partagée

Le modèle d’exécution décrit dans la figure 4.6 page 65 s’applique directement à
l’exécution sur une machine à mémoire partagée : en effet, le graphe de flot de données
ainsi que les objets partagés peuvent être accédés depuis l’ensemble des processeurs.

Ainsi, lorsqu’une instructionFork est rencontrée, le processeur envoit au module
de construction du graphe la nouvelle tâche créée pour l’insérer dans le graphe. Lors-
qu’un processeur termine l’exécution d’une tâche, il prévient le module d’interprétation
du graphe pour calculer les nouvelles tâches prêtes puis ensuite le module d’ordonnan-
cement pour obtenir une nouvelle tâche à exécuter (dans le cas ou il n’y à plus de tâche
prête, le processeur se met alors en attente). Par ailleurs, un verrou global protège l’accès
aux modules de construction, d’interprétation et d’ordonnancement du graphe.

Des techniques existent pour supprimer la prise de ce verrou global à chaque création
ou terminaison de tâche dans le but de réduire les surcoûts de gestion et d’ordonnancement
du graphes (voir par exemple l’implantation de Cilk présentée dans la section 2.4.1.2
page 33 qui utilise une telle technique). Cependant, cette optimisation n’a pas d’influence
dans l’analyse du coût que nous proposons pour une application quelconque2. Nous ne la
considérerons donc pas dans l’analyse théorique.

2. Plus exactement lorsque le graphe est généré séquentiellement par une seul tâche (par la tâche ra-
cine), le coût de la prise du verrou est du même ordre que le coût de construction du graphe. Le gain de
cette optimisation n’apparait que pour les applications qui créent récursivement des tâches. Dans ce cas, la
construction, l’analyse et l’ordonnancement du graphe peuvent être réalisés en parallèle.
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La proposition suivante borne le temps d’exécution d’un programme Athapascan-1
dont l’exécution est représentée par le graphe de flot de donnéesG :

Proposition 3 Le temps d’exécution surm processeurs à mémoire partagée, d’un pro-
gramme Athapascan-1, représenté par le graphe de flot de donnéesG, est borné par :

Texe
 � !m(G) + �m(G) +O(n + nd)

Preuve.SoitT le temps total d’exécution. L’ensemble des topsf0; : : : ; T�1g d’exécution
est recouvert par les trois sous ensembles suivants :

– C (surcoût d’Athapascan-1) : une opération de construction ou d’interprétation du
graphe est en cours sur un processeur.

– O (surcoût d’ordonnancement) : une opération d’ordonnancement est en cours sur
un processeur.

– E = T n (C[O) : aucun processeur n’exécute une des trois opérations de construc-
tion, d’interprétation ou d’ordonnancement du graphe. Donc chacun des proces-
seurs, soit exécute une tâche, soit est en attente.

On a alors#C � O(n+nd) de par les propositions 1 page 60 et 2 page 63,#O = �m(G)
de par la définition de�m(G) et deO et#E � !m(G) de par la définition de!m(G). 2

4.4.2 Analyse du coût sur une machine à mémoire distribuée

Par rapport à l’exécution sur une machine à mémoire partagée vue précédemment, des
opérations supplémentaires sont à réaliser lors de l’exécution sur une machine à mémoire
distribuée :

– Le graphe de flot de données est créé de manière distribuée par les tâches s’exé-
cutant sur différents nœuds. Ce graphe ainsi que sa construction, son interprétation
et son ordonnancement sont alors distribués. Par ailleurs, l’interprétation et l’or-
donnancement distribués peuvent faire intervenir des communications entre pro-
cesseurs.

– Une copie valide d’un objet partagé accédé par une tâche doit être présente sur un
nœud pour que celui-ci puisse exécuter cette tâche. Lorsque cet objet est accédé
en concurrence par plusieurs tâches s’exécutant sur différents nœuds, une copie
valide de cet objet partagé doit être présente localement sur chacun de ces nœuds.
Le système doit donc gérer la cohérence de ces différentes copies. Pour cela, les
valeurs des objets valides sont communiquées entre processeurs, par l’intermédiaire
du réseau.

Remarque 1 Ce problème est similaire au problème de maintien de la cohérence
des pages dans les systèmes simulant une mémoire partagée [3]. Cependant, nous
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verrons dans la suite, qu’il est possible de combiner la gestion de la cohérence
des copies des objets partagés avec l’interprétation distribuée du graphe de flot de
données.

– L’ordonnancement des tâches doit alors prendre en compte les délais de commu-
nication nécessaires au maintien de la cohérence des différentes copies des objets
partagés. Les algorithmes d’ordonnancement de graphe de flot de données avec dé-
lai de communication seront abordés dans le chapitre suivant.

Le modèle d’exécution distribué général, utilisant un graphe distribué est basé sur un
algorithme de terminaison distribué réactif. Ce modèle d’exécution est détaillé dans la
thèse de François Galilée [48].

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons deux modèles d’exécution spécifique
pour l’exécution d’un programme Athapascan-1 sur machine à mémoire distribuée. Le
premier, basé sur une centralisation du graphe sur un processeur, est valable pour une
application Athapascan-1 quelconque. Le second, basé sur un ordonnancement statique
du graphe, n’est valable que pour la classe des applications Athapascan-1 dont le graphe
de flot de données est entièrement connu après l’exécution de la tâche racine.

4.4.2.1 Graphe et ordonnancement centralisés

Nous décrivons dans cette section un modèle d’exécution d’Athapascan-1 pour ma-
chine à mémoire distribuée valable pour tout type de programme Athapascan-1 ; l’ordon-
nancement et la gestion du graphe et des objets partagées sont centralisées. L’intérêt de ce
modèle d’exécution centralisé se justifie en partie par l’existence de certaines politiques
d’ordonnancement centralisées. En effet pour prendre une décision d’ordonnancement, ce
type de politique a besoin de consulter l’ensemble des tâches prêtes et non encore exécu-
tées ainsi que la charge de l’ensemble des processeurs. Notons cependant que ce modèle
d’exécution centralisé peut être pénalisant sur un grand nombre de processeurs pour des
applications dans lesquelles les tâches sont de faible granularité.

La figure 4.7 page 69 montre le diagramme du modèle d’exécution centralisé. La
gestion du graphe et de l’ordonnancement est réalisée sur un processeur, appelé ci-après
maître. Les autres processeurs sont dédiés à l’execution des tâches et sont appelés es-
claves. Nous détaillons dans la suite les diverses opérations réalisées par le processeur
maître et les processeurs esclaves.

Le processeur maître gère les événements suivants arrivant du réseau :

– Création de tâche : la tâche est alors insérée dans le graphe grâce au module de
construction du graphe.

– Fin de tâche : les nouvelles tâche prêtes sont alors calculées par le module d’inter-
prétation du graphe.
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Figure 4.7 – Modèle d’exécution d’un programme Athapascan-1 centralisé. Les opérations
réalisées par le processeur maître se situe à l’intérieur du cadre en pointillé.

Par ailleurs, à la fin du traitement chacun de ces événements, le processeur maître peut
décider d’allouer une tâche prête (si elle existe) sur un des processeurs esclaves en vue de
son exécution. Cette tâche est alors envoyée sur le processeur disponible et des messages
de contrôle sont éventuellement envoyés à certains processeurs esclaves pour gérer la
cohérence de la mémoire partagée distribuée. Ces messages consistent à demander à un
processeur esclave l’envoi par le réseau d’un objet partagé sur un autre processeur esclave.

Un processeur esclave peuta priori disposer simultanément de plusieurs tâches à exé-
cuter qui lui ont été allouées par le processeur maître. Chaque processeur esclave dispose
alors de deux listes de tâches. L’une contient les tâches prêtes à être exécutée et l’autre
contient les tâches en attente de données nécessaires à leur exécution (i.e. les versions
valide des objets partagés). Un processeur esclave gère alors les événements suivant :

– Terminaison d’une tâche. L’identification de la tâche est alors envoyée au proces-
seur maître.

– Réception d’une tâche allouée par le processeur maître. Cette tâche est alors mise
dans l’une des deux listes de tâches.

– Réception d’un message venant du processeur maître demandant l’envoi d’un objet
partagé à un autre processeur esclave. L’objet est alors envoyé immédiatement.
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– Réception d’un objet partagée envoyé par un autre processeur esclave. Les deux
listes de tâches sont alors mises à jour (i.e. les tâches devenant prêtes à être exécuter
sont mises dans l’autre liste).

Par ailleurs, à la fin du traitement chacun de ces événements, si des tâches prêtes à exécuter
sont présentes et si le processeur est disponible (i.e. il n’exécute aucune tâche), alors il
démarre l’exécution d’une nouvelle tâche.

Ce schéma d’exécution suppose qu’un processeur esclave doit être capable, lors de la
réception d’une communication, d’interrompre l’exécution d’une tâche pour traiter l’évé-
nement associé à la communication. Nous verrons dans le chapitre 6 comment un tel
mécanisme de réactivité face aux communications peut en pratique être obtenu grâce à la
bibliothèque Athapascan-0. Pour l’analyse du coût de ce modèle d’exécution, nous sup-
poserons que l’exécution d’une tâche est interrompue immédiatement après l’arrivée d’un
message venant du réseau.

La proposition suivante borne alors le temps de l’exécution d’un programme Athapas-
can-1, obtenu en suivant ce modèle centralisé d’exécution.

Proposition 4 L’exécution d’un programme Athapascan-1 sur une machine à mémoire
distribuée comportantm+1 processeurs identiques peut être réalisée en suivant le modèle
d’exécution centralisé précédemment présenté. Le temps d’exécution est alors majoré
par :

Texe
 � !m(G) + �m(G) +O(n + nd) + 3� (n+ nd)

oùG est le graphe généré par l’exécution et� est le temps de communication d’un iden-
tificateur d’objet partagé ou de tâche.

Preuve.Nous définissons comme dans la section 4.4.1 page 66, les sous ensembles dis-
jointsC (surcoût d’Athapascan-1),O (surcoût d’ordonnancement) etE = T n (C [ O)
qui partitionnent l’ensembleT des tops d’exécutions. CependantC contient aussi main-
tenant, outre les tops pour lequel une opération de construction ou d’interprétation du
graphe est en cours sur un des processeurs, les tops pendant lesquels une communica-
tion autre qu’une version d’un objet partagé est en cours (i.e. une communication entre le
processeur maître et un processeur esclave).

La construction et l’interprétation du graphe sur le processeur maître sont, d’après les
propositions 1 et 2, bornées parO(n+ nd) donc#E � O(n+ nd). #O = �m(G) de par
la définition de�m(G) et deO et#E � !m(G) de par la définition de!m(G).

Les communications générées pour contrôler l’exécution sont les suivantes :

– Lors de la création d’une tâche, les données communiquées au processeur maître
sont un identificateur de la tâche et un identificateur de chaque objet partagé accédé
par cette tâche.n+ nd identificateurs sont au total communiqués ici.

– Lors de la terminaison d’une tâche, l’identificateur de la tâche est communiquée au
processeur maître .n identificateurs sont au total communiqués ici.
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– Lors du placement, par le processeur maître, d’une tâche prête sur un processeur
esclave pour son exécution, les données communiquées au processeur esclave sont
un identificateur de la tâche et un identificateur de chaque objet partagé accédé par
cette tâche.n+ nd identificateurs sont au total communiqués ici.

– Pour chaque objet partagé communiqué entre deux processeurs esclaves, un identifi-
cateur d’objet partagé a été envoyé du processeur maître vers un processeur esclave.
Au plusnd identificateurs sont au total communiqués ici.

Le nombre d’identificateurs communiqués est donc de3(n + nd). 2

4.4.2.2 Ordonnancement pseudo-statique du graphe

Nous décrivons dans cette section un modèle d’exécution d’Athapascan-1 valable
seulement pour la classe des programmes Athapascan-1 où seule la tâche racine crée
d’autres tâches (les autres créations de tâches sont alors dégénérées en exécution séquen-
tielle). Un ordonnancement statique peut alors être calculé à partir du graphe généré après
l’exécution de la tâche racine. Cet ordonnancement fourni un placement et un ordre d’exé-
cution de toutes les tâches du graphe. Ainsi le placement des tâches peut être connu par
tous les processeurs en début d’exécution. Nous verrons que cette informations permet
alors de supprimer totalement le surcoût induit par la gestion de la mémoire partagée
distribuée.

Ce modèle d’exécution est surtout adapté aux applications pour lesquelles le graphe
de flot de données (et donc le parallélisme de l’application) peut être décrit de manière
fine à partir de l’exécution d’une petite partie du programme sur les données en entrée.
Notons cependant qu’il peut être facilement étendu aux applications dans lesquelles le
parallélisme est décrit par phases (succession de phases de description du parallélisme
séparées par des phases d’exécution).

L’exécution du programme est alors divisée en quatre étapes distinctes :

1. Exécution de la tâche racinet1, qui va générer le graphe de flot de données comme
décrit dans la section 4.3.1 page 59.

2. Calcul d’un ordonnancement statique de ce grapheG, fournissant un placement des
tâches sur lesm processeurs et un temps d’exécution du graphe!m(G).

3. Diffusion de ce graphe et du placement des tâches sur les processeurs. Une copie
du graphe est alors présente sur chaque processeur.

4. Interprétation du graphe et exécution des tâches de ce graphe.

La dernière étape utilise activement le fait que le graphe est dupliqué sur chaque pro-
cesseur. La figure 4.8 montre un exemple simple de l’exécution sur deux processeurs
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d’un graphe contenant5 tâches et un objet partagé. Sur le processeur1, la tâchet1 est
prête mais comme elle a été placée sur le processeur2, elle est retirée du graphe sans être
exécutée. Le flot de données arrive alors sur le nœuda2 qui attend la version de l’objet
modifiée part1 avant de devenir prêt. Sur le processeur2, la tâchet1 est exécutée puis
retirée du graphe. le flot de données arrive alors sur le nœuda2 qui devient prêt. Il est
alors possible en regardant les sites d’exécution des tâches branchées sura2 de voir que
le processeur1 à besoin de la version de l’objet partagé pour exécutert3. Le processeur2
peut alors immédiatement après la terminaison det1 envoyer les valeurs de la version de
l’objet sur le processeur1. Le même mécanisme est appliqué lors de la terminaison det4.
Le processeur1 peut alors immédiatement envoyer au processeur2 la valeur de la version
de l’objet.

R_W

R_W

R_W

R

Processeur 2Processeur 1

R_W

R_W

R_W

R

Communication d’une version d’un objet partagé

t1 t1

t2 t2

t3 t3

t4 t4

t5 t5

a1a1

a2a2

a3a3

a4 a4

Figure 4.8 – Exécution d’un graphe sur deux processeurs. Les cercles en pointillés
représentent les tâches qui ont été placées sur un autre processeur.

En suivant ce modèle d’exécution, on obtient alors la borne suivant sur le temps d’exé-
cution :

Proposition 5 Le temps d’exécution surm processeurs d’une machine à mémoire dis-
tribuée, d’un programme Athapascan-1 dans lequel seule la tâche racine crée d’autres
tâches est bornée par :

Texe
 � !m(G) + �m(G) +O(n + nd) +D(n + nd)
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où G est le graphe généré lors de l’exécution de cette tâche racine,D(n + nd) est le
temps de diffusion deG sur chacun des processeurs,!m(G) est le temps d’exécution
fourni par un ordonnancement statique du grapheG et�m(G) est le coût de calcul de cet
ordonnancement.

Preuve.Le coût de création du graphe estO(n+ nd) d’après la proposition 1 page 60. Le
coût de la première étape est alors�(t0)+O(n+nd) où�(t0) est le temps d’exécution de
la tâche racine dans lequel le coût des créations de tâches est ignoré. Le coût de la seconde
et de la troisième étape est par définition�m(G) + D(n + nd). Le coût de la quatrième
étape est borné par le temps d’exécution fourni par l’ordonnancement statique!m(G),
moins le coût de l’exécution de la tâche racine�(t0) déjà exécutée lors de la première
étape, plus le surcoût lié à la réalisation de l’ordonnancement ; ce surcoût est borné par
O(n + nd) (proposition 2 page 63). 2

Une optimisation peut être obtenue en dupliquant l’exécution des deux premières
étapes sur tous les processeurs. Le graphe ainsi que le placement des tâches sont alors
connus de tous les processeurs. Ce nouveau schéma d’exécution n’est bien sûr possible
que si l’algorithme d’ordonnancement statique est déterministe.

Corollaire 1 Le temps d’exécution surm processeurs d’une machine à mémoire dis-
tribuée, d’un programme Athapascan-1 dans lequel seule la tâche racine crée d’autres
tâches est bornée par :

Texe
 � !m(G) + �(G) +O(n + nd):

oùG est le graphe généré lors de l’exécution de cette tâche racine,!m(G) est le temps
d’exécution fourni par un ordonnancement statique déterministe du grapheG et �m(G)
est le coût de calcul de cet ordonnancement.

4.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre le modèle général d’exécution d’un programme
Athapascan-1. Ce modèle est basé sur la construction et l’interprétation à la volée du
graphe qui représente les tâches à exécuter ainsi que le flot de données entre ces tâches.

Trois variantes de ce modèle général d’exécution ont ensuite été proposées suivant le
type de machine parallèle et le type d’ordonnancement utilisé. Nous verrons dans le cha-
pitre 6 que la bibliothèque C++ Athapascan-1 suit étroitement ces modèles d’exécutions.

Une analyse de complexité a de plus été réalisée pour chacun de ces modèles d’exé-
cutions. Cet analyse montre que le surcoût lié à la génération et l’interprétation du graphe
de flot de données ainsi que le surcoût lié à la gestion des objets partagées est borné par
O(n + nd) où n est le nombre de tâches créées etnd est le nombre total de références
contraintes passées en paramètre des tâches. Ce coût peut donc être facilement amorti par
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le choix d’une granularité des tâches adaptée (les évaluations expérimentales réalisées
dans la section 6.5 du chapitre 6 consacré à l’implantation du modèle de programmation
permettrons de préciser la constante présente dans leO(n + nd) et donc la granularité
«minimale» des tâches permettant d’amortir ce surcoût).

Ce chapitre à également permis d’illustrer la capacité qu’a Athapascan-1, de par son
modèle de programmation3 et d’exécution4 à pouvoir utiliser divers algorithmes d’or-
donnancement, aussi bien dynamique que statique. Comme le montre les analyses de
complexité des modèles d’executions présentés dans ce chapitre, les performances d’une
application Athapascan-1 seront alors principalement tributaire de l’algorithme d’ordon-
nancement utilisé.

3. Les applications supportées vont des applications dont le graphe est connu en début d’exécution et
annotée jusqu’aux applications dont le graphe n’est découvert que progressivement et dont les coûts sont
inconnus.

4. Le modèle d’exécution permet à l’algorithme d’ordonnancement d’accéder au graphe de flot dedon-
nées.

74



5
Algorithmes d’ordonnancement
d’un graphe de flot de données

5.1 Introduction

L’exécution, sur une architecture parallèle donnée, d’une application parallèle repré-
sentée sous la forme d’un graphe de flot de données, mobilise différentes ressources : des
ressources de calcul, des ressources de mémoire et, lorsque l’architecture est distribuée,
des ressources de communication entre les nœuds. Le problème de l’ordonnancement
d’une application parallèle consiste alors à contrôler l’exécution du programme afin d’op-
timiser l’utilisation des différentes ressources disponibles en fonction de certains critères.

Bien que de nombreux critères puissent être considérés, nous ne nous intéresserons
ici qu’au problème de la minimisation du temps total d’exécution, qui est le critère le
plus généralement considéré. De plus, nous supposerons que les ressources mémoire sont
infinies. Une étude, dans le cadre d’Athapascan-1, de l’ordonnancement d’un graphe de
flot de données prenant en compte, outre le temps total d’exécution, la mémoire nécessaire
à l’exécution, est réalisée dans [48].

Lorsque le graphe de flot de données est connu avant l’exécution (i.e. la structure du
graphe de flot de données, les coûts d’exécution des tâches et le volume de données tran-
sitant entre les tâches sont connus), un ordonnancement de ce graphe de flot de données
peut être calculé avant l’exécution : on parle dans ce cas d’ordonnancement statique. Le
calcul de cet ordonnancement est généralement basé sur une simulation, sur un modèle de
machine parallèle, de l’exécution du graphe de flot de données qui modélise l’exécution
de l’application. La performance effective de l’ordonnancement obtenu sur la machine
réelle est alors fonction non seulement de l’exactitude des coûts fournis sur le graphe de
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flot de données mais aussi de la pertinence du modèle de machine utilisé par rapport à la
machine réelle.

À l’opposé des ordonnancements statiques, les ordonnancements à la volée (ou ordon-
nancements dynamiques) ne supposent qu’une connaissance partielle du graphe de flot de
données (voir aucune) et sont moins (voir pas du tout) tributaires d’un modèle de machine
puisque l’ordonnancement est directement calculé à la volée pendant l’exécution.

D’autre techniques d’ordonnancement viennent s’insérer entre ces deux techniques
d’ordonnancements extrêmes, statique et à la volée. On parle d’ordonnancement mixte ou
hybride [19, 50]. Un tel ordonnancement est particulièrement adapté lorsque l’exécution
est composée d’alternance de phase de construction du graphe suivies de phase d’exé-
cution. Différentes applications de ce type, appelées semi-prévisibles, ont été étudiées
dans le cadre du projet inter-PRC Stratagème [70]. Par exemple, lorsque le graphe de flot
de données est semi-prévisible, un ordonnancement statique peut être utilisé après chaque
phase de construction du graphe. Dans ce cadre, nous proposerons à la section 5.5 page 86
un algorithme d’ordonnancement à la volée prenant en compte la connaissance du coût
des tâches prêtes et du volume de données qu’elles accèdent en entrées.

Le chapitre est organisé de la manière suivante. Tout d’abord, nous introduisons les
différents modèles de machines qui seront utilisés pour l’analyse des performances des
algorithmes d’ordonnancement mais également par la plupart des algorithmes d’ordon-
nancement statiques. Nous caractérisons ensuite le graphe de flot de données utilisé pour
représenter l’application. Dans une troisième partie, nous abordons différents algorithmes
d’ordonnancement statiques et dynamiques pour des machines à mémoire partagée ou
distribuée. Ces algorithmes d’ordonnancement seront finalement appliqués sur le modéle
d’exécution d’Athapascan-1 introduit dans le chapitre précédent ; ils permettront de don-
ner, d’un point de vue théorique, des garanties sur le temps d’exécution d’un programme
écrit en Athapascan-1.

5.2 Modélisation de la machine parallèle

Aborder l’analyse de l’exécution d’un programme parallèle sur une machine réelle
est une tâche très difficile voire impossible de par la complexité du comportement des
machines actuelles. Ceci est encore plus vrai pour les machines parallèles et distribuées.

La solution classique est alors de recourir à un modèle d’exécution [88]. Un tel mo-
dèle définit une machine abstraite ainsi que le comportement de cette machine lors de
l’exécution d’un programme. Le modèle d’exécution doit être suffisamment simple pour
rendre abordable l’analyse théorique d’une exécution. Il doit également être réaliste pour
rendre les prédictions aussi proches que possible d’une exécution réelle. Il doit de plus
représenter une large classe de machines pour rendre l’analyse théorique portable. Ces
trois caractéristiques sont contradictoires et définir un modèle d’exécution passe par des
compromis.
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Plusieurs modèles d’exécution ont ainsi été définis pour représenter l’exécution d’un
programme sur une machine parallèle. Ils peuvent être séparés en deux classes : les mo-
dèles à mémoire partagée et les modèles à mémoire distribuée.

5.2.1 Modèles d’exécution à mémoire partagée

Dans ces modèles, les processeurs communiquent entre eux par l’intermédiaire d’une
mémoire partagée. Ces modèles peuvent représenter les machines à mémoire partagée
mais également les machines à mémoire distribuée dans lesquels la mémoire est virtuel-
lement partagée.

Le plus connu de ces modèles est le modèle PRAM (Parallel Random Access Ma-
chine) [41]. Une machine PRAM est composée dep processeurs et d’une mémoire par-
tagée. Les processeurs sont synchronisés entre eux. À chaque top d’exécution, chaque
processeur peut lire deux données, réaliser une opération et écrire une donnée. Ainsi, une
opération arithmétique élémentaire peut être réalisée à chaque top d’exécution. Plusieurs
variantes et extensions de ce modèle ont été proposées permettant de prendre en compte
les conflits d’accès à la mémoire partagée. La latence et les délais d’accès à cette mémoire
peuvent être considérés : par exemple le modèle Local-PRAM [78] associe à chaque pro-
cesseur une mémoire locale. On peut citer par exemple le modèle QRQW (Queue-Read
Queue-Write) [57].

Différents travaux ont étudié la simulation du modèle d’exécution PRAM sur une ma-
chine à mémoire distribuée. Dans [72], une telle simulation est basée sur des fonctions
de hachage permettant de distribuer les cellules de la mémoire partagée sur les différents
modules mémoires. Le délaih de la simulation est alors le temps nécessaire pour accé-
der un mot mémoire (une cellule), ce temps incluant d’une part le coût de l’évaluation
d’une fonction de hachage universelle et d’autre part le coût lié à la latence du réseau.
Dans [72], une simulation de délaiO(log log p log� p) est donnée sur une machine dis-
tribuée àp processeurs avec un réseau d’interconnexion complet ; les processeurs étant
supposés pouvoir émettre et recevoir un mot mémoire par cycle avec une latence d’un
cycle.

Pour obtenir une simulation optimale offrant un accès en un cycle de la PRAM si-
mulée, la technique classique de virtualisation (Parallel slackness) est utilisée [122, 72].
Elle consiste à simulerq processeurs virtuels sur lesp processeurs de la machine à mé-
moire distribuée pour recouvrir les délais d’accès à la mémoire partagée simulée. Ainsi,
pour obtenir une simulation optimale à partir de la simulation précédente, on poseq =
log log p log� p.

5.2.2 Modèles d’exécution à mémoire distribuée

Dans ces modèles, les processeurs communiquent entre eux par l’intermédiaire d’un
réseau de communication. Ces modèles d’exécution cherchent alors principalement à mo-
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déliser les communications entre processeurs. On parle souvent de modèle de communi-
cation plutôt que de modèle d’exécution.

Le modèle délai est, jusqu’à récemment, le modèle de communication le plus uti-
lisé pour le problème de l’ordonnancement d’applications représentées par un graphe de
tâches [106, 97, 69, 128]. Dans ce modèle le réseau de communication est caractérisé par
une latence ou délai, correspondant au temps� nécessaire à la transition d’un mot entre
deux processeurs. Nous utiliserons principalement dans ce chapitre le modèle de Hwang
et al [69] dans lequel le temps de communication d’un message de taillen entre deux
processeurs prend�n unités de temps.

Ce modèle délai est très imparfait puisqu’il considère une bande passante infinie en
entrée et en sortie de chaque processeur : un processeur peut en effet envoyer ou rece-
voir un nombre illimité de messages à un instant donné. Pour remédier à ce problème,
des modèles plus proches des machines réelles ont été proposés. On peut citer parmi
ceux-ci le modèle BSP proposé par Valiant [122] et le modèle LogP proposé par Culler
et al. [27, 26]. Cependant, ces modèles sont beaucoup plus complexes à utiliser que les
modèles délais, tant du point de vue de la construction d’algorithmes d’ordonnancement
statiques que pour l’analyse théorique d’une exécution. C’est pourquoi très peu d’algo-
rithmes d’ordonnancement ont été proposés sur le modèle LogP [90, 12, 77] ; de plus, la
plupart de ces algorithmes sont restreints à des classes de graphes de tâches spécifiques
comme les arbres, ce qui limite leur intérêt pour des applications réelles.

5.3 Modélisation du programme parallèle :
précédence versus flot de données

Le modèle de programme le plus couramment employé par les algorithmes d’ordon-
nancement est le graphe de précédenceG = (V;E). Les nœuds de ce graphe sont des
tâches (une tâche est une séquence d’instructions élémentaires) et les arcs de ce graphe re-
présentent les précédences entre ces tâches. Généralement, une précédence(u; v) indique
que l’exécution de la tâchev nécessite des résultats produits par la tâcheu. Les tâches de
ce graphe peuvent être annotées par leur coût d’exécution. De même les arcs peuvent être
annotés par une valeur ; la valeur de l’arc(u; v) peut correspondre par exemple selon le
modèle de machine considéré au volume de données communiqué entreu etv, ou encore
au délai nécessaire pour communiquer ces données entreu etv.

Ce graphe de précédence, une fois annoté par des coûts sur les arcs, peut être consi-
déré comme un graphe de flot de données. Cependant, il ne permet pas de représenter
complètement les diffusions et les réductions de données entre tâches. Par exemple, une
diffusion d’une donnée produite par la tâcheu vers les tâchesv1; : : : ; vl est représenté
par l arcs. Même si les tâchesv1; : : : ; vl sont exécutées sur un même nœud, ce graphe
modélise toujoursl communications de la donnée produite paru. Or cela n’est pas néces-
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sairement le cas si le modèle d’exécution utilise un mécanisme de cache des données sur
chaque processeur comme le fait par exemple le modèle d’exécution d’Athapascan-1.

Au contraire, le graphe de flot de données présenté dans la section 4.2 page 56 permet
de représenter plus précisément les opérations de diffusion et de réduction des données.
Il est donc plus précis pour modéliser un programme Athapascan-1.

Par ailleurs, le graphe de précédence se déduit directement du graphe de flot de don-
nées en considérant le sous graphe constitué des noeuds tâches et des arcs entre les noeuds
tâchesti et tj si un ou plusieurs flot de données vont deti à tj.

5.3.1 Grandeurs caractéristiques d’un graphe de flot de
données

Les notations suivantes seront utilisées dans la suite du chapitre pour caractériser le
flot de donnéesG défini dans la section 4.2 page 56 et qui modélise l’exécution d’un
programme parallèle [110] :

n : désigne le nombre de tâches créées, donc le nombre de tâches du graphe.

nd : désigne le nombre total d’objets partagés passés en paramètre de tâches, autrement
dit la somme des degrés des nœuds tâches du graphe (en ne comptant pas les arcs
représentant les créations de tâches).

T1 : désigne le temps séquentiel d’exécution des tâches du graphe, c’est-à-dire la somme
des coûts d’exécution de chaque tâche.

T1 : désigne le temps d’exécution d’un plus long chemin du graphe de flot de données
dans lequel le coût des communications est ignoré. C’est aussi une borne inférieure
sur le temps d’exécution du graphe, sur un nombre infini de processeurs en ignorant
les communications (modèle PRAM).

C1 : désigne la somme des volumes de données accédées par chacune des tâches.

Cmax : désigne le nombre maximum de données communiquées sur un chemin du graphe.

Cmax� : désigne le nombre maximum de données communiquées sur un chemin du graphe
G0 identique au grapheG si ce n’est que pour chaque tâche, le volume de données
entrant par un arc dans cette tâche est aligné sur le plus grand volume de données
entrant dans cette tâche. Cette caractéristique du graphe sera utilisée à la place de
Cmax dans les algorithmes d’ordonnancement à la volée.
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5.3.2 Degré de connai ssance du graphe de flot de données à
l’exécution

À un instant donné de l’exécution d’une application, le système chargé de l’exécution
dispose du graphe de flot de données décrivant les tâches créées et non encore exécutées.
Le graphe représentant l’exécutiona posteriorin’est donc pas entièrement connu avant
la fin de l’exécution. Ainsi, suivant le type d’application, une partie plus ou moins grande
de ce graphe peut être connue à un instant donné.

Par ailleurs, le graphe connu par le système à un instant donné de l’exécution peut être
annoté par des informations fournies par le programmeur. Par exemple, dans le cas d’un
programme Athapascan-1, nous avons vu dans la section 3.1.6 page 46 que l’utilisateur
pouvait indiquer, lors de la création d’une tâche, une estimation de son coût ou bien une
fonction permettant d’évaluer son coût en fonction de la taille de ces paramètres.

Le degré de connaissance du graphe, à un instant donné de l’exécution, est alors très
variable :

1. La structure du graphe :

– Structure connue: Si seule la tâche racine génère d’autres tâches, alors la
structure du graphe de flot de données est entièrement connue à la fin de l’exé-
cution de la tâche racine. C’est par exemple le cas du programme d’élimina-
tion de Gauss par colonnes vu dans la section 3.2.2 page 49.

– Structure inconnue: L’ensemble des tâches est créé au fur et à mesure du
déroulement de l’exécution. C’est par exemple le cas d’un programme créant
récursivement des tâches comme l’exemple du calcul dunèmeterme de la suite
de Fibonacci vu dans la section 3.2.1 page 48.

– Structure caractérisée: L’utilisateur fournit, en début d’exécution, une infor-
mation caractérisant la structure du graphe. La structure peut par exemple être
un arbre, un arbre binaire, un graphe de type série-parallèle.

2. Une estimation du coût des tâches :

– Coût connu à la création: Une estimation du coût des tâches est donnée lors
de leurs créations.

– Coût connu lorsque la tâche est prête: Une estimation du coût des tâches
est obtenue lorsqu’elles deviennent prêtes, via un calcul sur leurs paramètres
effectifs.

– Coût inconnu: Aucune estimation du coût des tâches n’est donnée.

3. Une estimation de la taille des objets partagés :

– Taille connue à la création de l’objet: Une estimation de la taille des objets
partagés est donnée lors de leur création. Cette taille étant supposée constante
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pendant l’exécution ;i.e. les tâches modifiant un objet partagé ne modifient
pas sa taille.

– Taille connue après chaque modification de l’objet: Une estimation de la taille
est donnée pour chaque valeur prise par un objet partagé. Une telle estimation
peut par exemple être fournie lors de chaque modification de l’objet partagé.

– Taille inconnue: La taille d’une valeur d’un objet partagé ne peut pas être
estimée (où plutôt, le programmeur n’a pas fourni cette estimation lors de la
modification de l’objet).

Ce degré d’information connue à l’exécution sur le graphe est très variable et dépend
du programme; nous allons cependant voir que cette connaissance influence la manière
dont le programme pourra être ordonnancé.

5.4 Algorithmes d’ordonnancement

Différentes classes d’algorithmes peuvent être utilisées pour calculer un ordonnance-
ment de tâches. La première consiste à chercher une solution optimale : le problème étant
difficile (NP-dur même pour des instances simples lorsque les communications sont prises
en compte [24]), on procède par énumération (généralement par séparation-évaluation).
La seconde consiste à calculer, en temps raisonnable (en temps polynômial en fonction
de la taille du graphe), une approximation de la solution optimale. Cette approximation
peut être garantie, c’est-à-dire que le temps d’exécution de cette solution, sur un modèle
d’exécution donné, est borné à un facteur près du temps d’exécution de l’ordonnance-
ment optimal sur ce même modèle d’exécution. Enfin, de par les incertitudes liées à la
fois au modèle d’exécution et à la connaissance du graphe, une troisième classe consiste
à considérer des méthodes heuristiques adaptées à des cadres restreints d’utilisation.

Nous présentons dans la suite de ce chapitre quelques un de ces algorithmes d’or-
donnancement, l’objectif étant ensuite de les appliquer pour l’ordonnancement d’un pro-
gramme Athapascan-1. Cependant, les algorithmes d’ordonnancement de complexité non
polynômiale semblent difficilement utilisables dans le cadre d’un modèle de programma-
tion comme Athapascan-1 où l’ordonnancement est calculé à l’exécution et où le parallé-
lisme exprimé à un grain fin conduit à un graphe de flot de données de taille importante.
Nous ne considérerons donc dans la suite de ce chapitre que les algorithmes calculant un
ordonnancement au plus en temps polynômial.

5.4.1 Ordonnancement sans délai de communication

Parmi les algorithmes d’ordonnancement garantis lorsque les communications ne sont
pas prises en compte, le plus connu est sans doute l’algorithme proposé par Graham [58].
Cet algorithme est appelé « glouton » : dès qu’un processeur devient inactif, une tâche
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prête lui est allouée s’il en existe. Une liste des tâches prêtes doit donc être maintenue
à tout instant de l’exécution. Pour cette raison, un tel algorithme est couramment appelé
algorithme de liste.

Plusieurs stratégies peuvent être considérées pour le choix de la tâche à allouer parmi
les tâches prêtes. Cependant, Graham a établi un résultat valable pour tous les algorithmes
de listes :

Théorème 1 [58] Tout algorithme d’ordonnancement de liste, appliqué sur un graphe
de tâche avec précédences et sur une machine àm processeurs identiques sans délai de
communication, fournit un temps d’exécution des tâches borné par

Tm � T1
m

+ (1 � 1

m
)T1

L’ordonnancement est alors à un facteur2 � 1
m

de l’optimal.

Les algorithmes de liste ont l’avantage d’être directement utilisables pour ordonnancer
à la volée un graphe quelconque puisque seule la liste des tâches prêtes et les processeurs
inactifs doivent être connus à un instant donné de l’exécution. De plus, Graham montre
qu’aucun algorithme à la volée, déterministe et non préemptif, ne peut améliorer la borne
ainsi obtenue dans le cas où le coût des tâches est inconnu.

Dans le cas où les machines ne sont plus identiques, cette borne ne tient plus. Shmoys
et al. ont proposé [66, 82, 117] divers algorithmes d’ordonnancements statiques et dyna-
miques d’approximation garantie pour des machines non identiques1. Par exemple, une
technique proposée pour l’ordonnancement de tâches indépendantes sur machine uni-
forme est basée sur un algorithme de décision relâché. Cet algorithme prend en entrée un
temps d’exécution des tâchesd et soit affirme qu’un ordonnancement des tâches en temps
d n’est pas réalisable soit retourne un ordonnancement des tâches en temps au plus2d.
Un ordonnancement des tâches à un facteur2 de l’optimal est alors obtenu en réalisant,
grâce à cet algorithme, une recherche dichotomique du temps d’exécutiond pour lequel
l’algorithme de décision ne retourne pas de solution pour un temps d’exécutiond � 1 et
une solution en temps au plus2d si le temps d’exécution estd. L’ordonnancement obtenu
est alors clairement à un facteur2 de l’optimal. Une adaptation de cet algorithme, pour
le problème de l’ordonnancement dynamique de tâches indépendantes sur des machines
uniforme, est également fournie dans [117] : un ordonnancement est ainsi construit avec
une performance garantie à un facteur8(log(2R)) de l’optimal, oùR est le rapport des
vitesses entre le plus rapide et le plus lent des processeurs.

1. Les machines peuvent alors être uniformes ou non uniformes. Dans le premier cas la vitesse d’un
nœud de la machine parallèle est constante pour toutes les tâches alors que dans le second cas cette vitesse
dépend de la tâche exécutée.
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5.4.2 Ordonnancement avec délai de communication

La prise en compte des délais de communication dans le modèle d’exécution rajoute
une difficulté importante au problème de l’ordonnancement.

Une première approche consiste à considérer comme unité d’ordonnancement à la fois
la tâche et les délais de communication pour ramener les données nécessaires à l’exécution
de cette tâche et à appliquer alors un algorithme glouton sur ces unités d’ordonnancement.
Ainsi lorsqu’un processeur devient inactif, une tâche prête lui est allouée. Les données
nécessaires à l’exécution de la tâche sont alors communiquées à partir de l’instant où la
tâche est allouée, celle ci ne commençant son exécution qu’après que ces données soit
arrivées localement.

Le théorème suivant borne le temps d’exécution de l’ordonnancement des tâches ainsi
obtenu :

Théorème 2 En négligant le surcoût lié au calcul et à la réalisation de l’ordonnance-
ment, l’algorithme précédant qui consiste à allouer de façon gloutonne une tâche prête
sur un processeur disponible calcule un ordonnancement surm processeurs identiques
borné en temps par :

Tm � T1
m

+ (1� 1

m
)T1 + �

�
C1
m

+
�
1� 1

m

�
Cmax�

�

où � est le temps de transition d’un mot mémoire entre deux processeurs.

Preuve.La preuve est identique à celle de Graham. Soit~G le graphe de tâches de struc-
ture identique au grapheG et annoté de la manière suivante : le temps d’exécution d’une
tâchet0i de ~G est égal à la somme du temps d’exécution de la tâche correspondanteti de
G et du temps de communication des données nécessaires à l’exécution de cette tâche
ti. Les temps de communication associé aux arcs de~G sont nuls. Alors l’ordonnance-
ment du grapheG par l’algorithme est par définition l’ordonnancement du graphe~G par
l’algorithme glouton de Graham.

De par la définition du temps d’exécution des tâches de~G, le temps d’exécution sé-
quentielT1( ~G) du graphe~G est égale àT1(G) + �C1(G) et de même on aT1( ~G) =
T1(G) + �Cmax�(G). En appliquant la borne du théorème 1 page 82 sur~G, on borne
alors le temps d’exécution de~G par T1+�C1

m
+ (1 � 1

m
)(T1 + �Cmax�), ce qui termine la

démonstration. 2

Comme pour l’algorithme glouton proposé par Graham, cet algorithme peut directe-
ment être utilisé pour ordonnancer un graphe quelconque à la volée puisque seule la liste
des tâches prêtes et les processeurs inactifs doivent être connus à tout instant.

Le surcoût induit par les communications dans l’ordonnancement produit par cet al-
gorithme est�C1

m
+ (1 � 1

m
)�Cmax�. Nous présentons dans la suite d’autres algorithmes

d’ordonnancement qui permettent de réduire ce surcoût induit par les communications.
La réduction est obtenue soit en recouvrant des communications par des calculs soit en
minimisant les communications.
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5.4.2.1 Recouvrement des communications par des calculs

La première technique pour réduire le surcoût induit par les communications consiste
à recouvrir les délais de communications par des calculs.

ETF et ERT. Parmi les algorithmes utilisant cette approche, on peut citer ETFEarliest
Task First[69], et ERTEarliest Ready First[81] qui sont deux algorithmes d’ordonnan-
cement statiques de type glouton.

Le principe de ces deux algorithmes est d’ordonnancer, parmi l’ensemble des tâches
prêtes à un instant donnéR = fr1; : : : ; rkg (une tâche est prête lorsque tous ses prédé-
cesseurs sont terminés), la tâche qui pourra commencer son exécution au plus tôt sur l’un
des processeurs disponibles (i.e. inactifs), en considérant les délais de communications.
SoitP = fp1; : : : ; pmg l’ensemble desm processeurs de la machine. L’algorithme évalue
donc, pour chaque couple(ri; pj) 2 (R;P ), la date de démarrage de la tâcheri sur le
processeurpj (en considérant les délais de communications ainsi que la date de disponi-
bilité depj ). Le couple(ri; pj) obtenant la plus petite date de démarrage est alors choisi
conduisant à l’ordonnancement de la tâcheri sur le processeurpj .

Ces deux algorithmes calculent un ordonnancement statique : donc les communica-
tions des données générées par une tâcheu peuvent démarrer dès la terminaison deu
puisque le placement des tâches successeurs deu est connu avant l’exécution. Cette pro-
priété est considérée lors du calcul de l’ordonnancement ainsi que dans la preuve sur la
borne du théorème 3. Ces algorithmes ne peuvent donc pas être utilisés à la volée.

La borne suivante est valable pour tout algorithme d’ordonnancement statique assi-
gnant de façon gloutonne une tâche prête sur le processeur qui démarrera son exécution au
plus tôt. Cette borne est donc valable pour ETF et ERT. Par ailleurs, elle suppose comme
modèle de communication le modèle de Hwang etal. introduit dans la section 5.2.2.

Théorème 3 [86] Tout algorithme d’ordonnancement statique, consistant à assigner de
façon gloutonne une tâche prête sur le processeur qui démarrera son exécution au plus
tôt, appliqué sur un graphe de tâche avec délais de communication et sur une machine
distribuée àm processeurs identiques, fournit un temps d’exécution des tâches borné par :
Tm � T1

m
+ (1 � 1

m
)T1 + �Cmax.

Par ailleurs, la complexité du calcul de l’ordonnancement statique par ETF ou ERT
est bornée parO(mn2) [69].

La technique de virtualisation des processeurs [122] (parallel slackness), consistant à
simulerq processeurs virtuels surp processeurs physiques permet également de recouvrir
les délais de communication par les calculs. D’un point de vue pratique, les techniques
de multiprogrammation légère (multithreading) permettent de réaliser une telle virtuali-
sation.
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5.4.2.2 Réduction des communications

Une autre manière de réduire le surcoût induit par les délais de communication est
naturellement de chercher à réduire les communications effectuées lors de l’exécution.

Regroupement de tâches Une première technique pour réduire les communications
consiste à effectuer un regroupement préliminaire des tâches. Ce regroupement des tâches
est généralement obtenu en calculant un ordonnancement des tâches sur un nombre non
borné de processeurs ; cette hypothèse d’un nombre non borné de processeurs permet de
se focaliser sur la minimisation des coûts dus aux délais de communication. Les groupes
ainsi obtenus (un groupe correspondant aux tâches allouées sur un même processeur) sont
ensuite répartis sur les processeurs disponibles. Intuitivement, cette approche cherche à
regrouper sur un même processeur les tâches qui communiquent beaucoup entre elles.
Pyrros [128] utilise par exemple cette approche grâce à l’algorithme d’ordonnancement
statique DSCDominant Sequence Cluster) [127] qui est utilisé pour réaliser le regroupe-
ment des tâches.

Les techniques de partitionnement de graphe de dépendance de données2 [63, 74, 98]
peuvent être incluses dans la catégorie des algorithmes cherchant à réduire les commu-
nications par regroupement de tâches. Cependant cette technique n’est pas directement
applicable au cadre de l’ordonnancement de graphe de précédence ou de flot de données.
Elle ne peut intervenir qu’après une première phase de regroupement de tâches rame-
nant le problème de l’ordonnancement temporel et spatial des calculs sur les ressources
(ordonnancement de graphe de précédence ou de flot de donnée) en un problème d’or-
donnancement spatial (ordonnancement de graphe de dépendance).

Duplication de tâche La duplication de tâche, c’est-à-dire l’exécution d’une même
tâche sur plusieurs processeurs, permet également de réduire les communications néces-
saires à l’exécution. Papadimitriou et Yannakakis proposent dans [97] un algorithme sta-
tique basé sur ce principe. Cet algorithme calcule un ordonnancement statique à un facteur
2 de l’optimal sur un nombre non borné de processeurs identiques. Pour le problème de
l’ordonnancement avec petit temps de communication3 Colin et Chrétienne ont proposé
dans [25], toujours sur un nombre non borné de processeurs, un algorithme optimal.

Cependant replier l’ordonnancement obtenu sur un nombre de processeurs fini comme
pour les algorithme de regroupements de tâches vus précédemment ne permet pas d’abou-
tir à un ordonnancement efficace de par le travail redondant généré par les duplications

2. Nous rappelons qu’un graphe de dépendance est un graphe non orienté dont les nœuds correspondant
à des tâches communicantes, et les arêtes représentent les communications entre ces tâches. Ce graphe ne
définit donc pas de précédence entre les tâches.

3. Un graphe est à petits temps de communications lorsque le rapport entre le plus grand temps de
communication d’un arc du graphe par le plus petit temps de calcul d’une tâche du graphe est inférieur à
un.
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de tâches. Bien qu’intéressant d’un point de vue théorique, ces algorithmes ne sont donc
pas utilisables en pratique sur un nombre borné de processeur. Pour le problème de l’or-
donnancement sur un nombre borné de processeur et à petit temps de communication,
un algorithme est proposé par Rapine dans [105] conduisant à un ordonnancement à un
facteur deux de l’optimal.

5.4.2.3 Ordonnancement à la volée avec délai de communication

Les algorithmes d’ordonnancement précédents avec délai de communication ont tous
en commun de réaliser un ordonnancement statique. Ils supposent une connaissance com-
plète du graphe de flot de données.

Le seul algorithme connu d’ordonnancement à la volée qui a des performances garan-
ties sur un modèle avec délai de communication a été proposé par Deng etal. dans [29].
Cet algorithme est une adaptation de l’algorithme avec duplication des tâches proposé
par Papadimitriou et Yannakakis dans [97]. Il prend en entrée la structure du graphe mais
suppose le coût des tâches et les délais de communication inconnus. Cependant, comme
l’algorithme [97], cet algorithme relâche la contrainte sur le nombre de processeurs : le
nombre de processeurs utilisés pour l’exécution de l’ordonnancement est égal à la largeur
du graphe de précédence. Bien qu’intéressant d’un point de vue théorique, il n’est donc
pas utilisable en pratique.

5.5 Un algorithme d’ordonnancement à la volée
avec délai de communication

Nous présentons ici un algorithme d’ordonnancement d’un graphe de précédence dans
le modèle d’exécution de Hwang etal. On suppose donc qu’il n’y a pas de contention sur
le réseau et qu’une communication est réalisée sans surcoût pour les processeurs impli-
qués.

Le graphe est constitué den tâches notéest1; : : : ; tn, chacune avec un temps de calcul
�(ti). Le volume de communication associé à un arc du graphe reliant entre eux deux
tâches du grapheti et tj est noté�(ti; tj). L’ensemble des tâches qui sont des prédéces-
seurs immédiats de la tâcheti est notépred(ti).

La machine est supposée constituée dem processeurs identiques notéspi; : : : ; pm ;
le temps de communication entre deux tâchesti et tj exécutées respectivement sur les
processeurspk et pl est défini par :

C(ti; tj; pk; pl) =

(
��(ti; tj); si k 6= l
0; si k = l

Nous proposons un algorithme original d’ordonnancement à la volée avec prise en
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compte des communications. Cet algorithme appelé « algorithme ERT à la volée » est
présenté page 87.

Algorithme 3 : Algorithme d’ordonnancement ERT à la volée.

Notations
T : Temps courant de l’algorithme.
R : Liste des tâches prêtes et non allouées à l’instantT .
DISPO(pi) : Date à laquelle le processeurpi sera disponible.
ALLOC(ti) : Processeur choisi pour exécuter la tâcheti.

Étape 0T  0,
pour toutj = 1; : : :m, DISPO(pj) 0.

Étape 1 Mettre à jour l’ensembleR des tâches prêtes et non allouées à l’instantT .

Étape 2 Pour chaque tâcheti de l’ensembleR et pour l’ensemble des processeurspj ; j =
1; : : : ;m, calculer

r(ti; pj) = maxfDISPO(pj); T + max
tk2pred(ti)

fC(tk; ti; ALLOC(tk); pj)gg

qui correspond à la date de démarrage au plus tôt de la tâcheti sur le processeurpj
lorsque les communications nécessaires à cette exécution sont démarrées à l’instant
T .

Étape 3 Sélectionner alors une tâcheti et un processeurpj vérifiant

r(ti; pj) = min
tk2R;1�l�m

r(tk; pl)

On assigne alors la tâcheti sur le processeurpj ; on démarre les communications
nécessaires à cette tâche et on met à jour les variables suivantes :

ALLOC(ti) pj
DISPO(pi) r(ti; pj) + �(ti)
R R � ftig

SiR est non vide alors retourner à l’étape 2.

Étape 4 Mise à jour de la dateT correspondant au prochain moment où au moins une tâche
deviendra prête. Si cette date n’existe pas alors l’exécution est terminée, sinon re-
tour à l’étape 1.

Dans cet algorithme, les communications nécessaires à l’exécution d’une tâche ne
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sont ordonnancées que lorsque cette tâche devient prête. La décision de placement d’une
tâche est également prise lorsque cette tâche devient prête. Cet algorithme peut donc être
exécuté à la volée.

En comparaison, l’algorithme ERT « classique » ordonnance toujours les communi-
cations au plus tôt, c’est-à-dire à l’instant où les données à communiquer sont générées.
Ceci n’est possible que si l’on connaît à cet instant les processeurs qui auront besoin de
ces données. Cela présuppose donc que le placement des tâches est connu à l’avance. Pour
cette raison, cet algorithme ne peut pas être exécuté à la volée.

Théorème 4 L’algorithme 3«ERT à la volée» appliqué sur un graphe de précédence
avec temps de communicationG, calcule un ordonnancement surm processeurs iden-
tiques borné en temps par :

Tm � T1
m

+ (1 � 1

m
)T1 + �Cmax�

oùCmax� est le nombre maximum de données communiquées sur un chemin du grapheG0

identique au grapheG si ce n’est que pour chaque tâche, le volume de données entrant
par un arc dans cette tâche est aligné sur le plus grand volume de données entrant dans
cette tâche.

Cmax� = max
(ti(1);:::;ti(s))chaîne deG

(
sX

k=2

max
tj2pred(ti(k))

�(tj; ti(k))

)

Cette borne ne prend pas en compte le surcoût de la mise en œuvre de l’ordonnancement.

Preuve.La preuve, similaire à celle de Graham [58], est basée sur le recouvrement des
temps d’inactivité par un chemin critique du graphe. Elle est fournie dans l’annexe A.2

La borne sur le temps d’exécution obtenu avec un ordonnancement calculé par l’algo-
rithme «ERT à la volée» est donc identique à celle obtenue avec les algorithmes d’ordon-
nancements statiques ETF et ERT lorsqueCmax� est égale àCmax.

5.6 Application des algorithmes
d’ordonnancement à l’exécution d’un
programme Athapascan-1

Dans cette section, nous appliquons quelques-uns des algorithmes d’ordonnancement
vus précédemment à l’exécution d’un programme Athapascan-1. Les différents modèles
d’exécution d’Athapascan-1 introduits dans le chapitre 4 n’autorisent pas la duplication
ou la migration de tâches ; nous ne considérerons donc ici que des algorithmes d’ordon-
nancement non préemptifs sans duplication de tâches.
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Athapascan-1 5.6

5.6.1 Machine à mémoire partagée

Nous utilisons ici l’algorithme d’ordonnancement de Graham présenté dans la sec-
tion 5.4.1 page 81 et le modèle d’exécution d’Athapascan-1 pour mémoire partagée, pré-
senté dans la section 4.4.1 page 66. Nous obtenons alors la borne suivante sur le temps
d’exécution d’un programme Athapascan-1, valable sur une machine PRAM :

Corollaire 2 [35] Le temps d’exécution d’un programme Athapascan-1 sur une machine
PRAM à mémoire partagée àm processeurs identiques est bornée par

Tm � T1
m

+
�
1� 1

m

�
T1 +O(n + nd)

Preuve.Elle découle directement de la proposition 3 page 67, du théorème 1 page 82 et
du coûtO(n) de la gestion par l’ordonnanceur de la liste des tâches prêtes et de la liste
des processeurs disponibles. 2

5.6.2 Machine à mémoire distribuée : mémoire partagée
simulée

Le résultat précédent, obtenu sur le modèle de machine PRAM peut facilement être
étendu à un modèle de machine à mémoire partagée simulée [76]. La seule différence est
alors le délaih intervenant pour tout accès d’un mot de la mémoire partagée, c’est-à-dire
pour tout accès à un objet partagé par une tâche et pour tout accès au graphe de flot de
données par le système chargé de l’exécution.

Corollaire 3 [35] Le temps d’exécution d’un programme Athapascan-1, sur une machine
simulantm processeurs identiques et accédant avec un délaih à une mémoire virtuelle-
ment partagée, est borné par :

Tm � T1
m

+ (1 � 1

m
)T1 + h

�
C1

m
+ (1� 1

m
)Cmax� +O(n + nd)

�

Preuve.La preuve est identique à celle utilisée pour démontrer le théorème 2 page 83. Au
temps d’exécution de chaque tâche est ajouté le temps passé pour accéder les données né-
cessaires à cette tâche. L’ordonnancement réalisé est alors équivalent à l’ordonnancement
glouton d’un grapheG0 de temps d’exécution séquentielleT1(G0) = T1(G) + hC1(G) et
de chemin critiqueT1 + hCmax�. 2

5.6.3 Machine à mémoire distribuée : modèle de
communication de Hwang et al.

Nous présentons maintenant trois bornes sur le temps d’exécution d’un programme
Athapascan-1 valable sur machine à mémoire distribuée en utilisant le modèle de com-
munication de Hwang etal.
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5.6.3.1 Graphe inconnu, coût inconnu

En utilisant comme algorithme d’ordonnancement l’algorithme glouton proposée dans
la section 5.4.2 page 83 et le modèle d’exécution centralisé d’un programme Athapascan-
1, proposé dans la section 4.4.2.1 page 68, on obtient alors la borne suivante :

Corollaire 4 Soit l’exécution d’un programme Athapascan-1 surm processeurs iden-
tiques à mémoire distribuée, réalisée en utilisant l’algorithme d’ordonnancement glouton
présenté dans la section 5.4.2 page 83 et le modèle d’exécution centralisé exposé dans la
section 4.4.2.1 page 68. Le temps d’exécution est borné par :

Tm � T1
m

+ (1 � 1

m
)T1 +

�C1

m
+ (1� 1

m
)�Cmax� +O(n + nd) + 3� (n + nd)

Preuve.Elle découle directement de la proposition 4 page 70, du théorème 2 page 83 et
du coûtO(n) de la gestion par l’ordonnanceur de la liste des tâches prêtes et de la liste
des processeurs disponibles. 2

5.6.3.2 Graphe inconnu, coût connu

En utilisant comme ordonnancement l’algorithme 3 «ERT à la volée» proposé dans la
section 5.5, et le modèle d’exécution centralisée d’un programme Athapascan-1, proposé
dans la section 4.4.2.1, on obtient alors la borne suivante :

Corollaire 5 Soit l’exécution surm processeurs identiques, d’un programme Athapas-
can-1 dont le coût des tâches est connu lorsque elles deviennent prêtes et la taille des
versions des objets partagés est connue lorsque ces versions sont disponibles. SoitG le
graphe généré, alors le temps d’exécution est bornée par :

Tm � T1
m

+ (1� 1

m
)T1 + �Cmax� +O(mn2) +O(n + nd) + � (3n+ 4nd)

.

Preuve.Elle découle directement de la proposition 4 page 70, du théorème 4 page 88 et
du coûtO(mn2) nécessaire au calcul de l’ordonnancement par l’algorithme 3. 2

5.6.3.3 Graphe connu, coût connu

En utilisant comme ordonnancement statique l’algorithme ETF, qui est déterministe
et le modèle d’exécution avec ordonnancement statique d’un programme Athapascan-1,
proposé dans la section 4.4.2.2, on obtient la borne suivante :

Corollaire 6 Soit un programme Athapascan-1 dans lequel seule la tâche racine crée
d’autres tâches et génère le grapheG et dans lequel les coûts des tâches et les tailles des

90



Conclusion 5.7

objets partagés sont fournis par l’utilisateur. Alors l’ordonnancement de ce graphe surm
processeurs identiques conduit à un temps d’exécutionTm majoré par :

Tm � T1
m

+ (1� 1

m
)T1 + �Cmax +O(mn2) + O(n+ nd)

.

Preuve.Elle découle directement du corollaire 1 page 73, du théorème 3 page 84 et du
coûtO(mn2) nécessaire au calcul de l’ordonnancement par l’algorithme ETF [69].2

5.7 Conclusion

Divers algorithmes d’ordonnancement d’un graphe de flot de données ont été présen-
tés et proposés dans ce chapitre. Ces algorithmes d’ordonnancement, une fois appliqués
au modèle d’exécution d’Athapascan-1 proposé dans le chapitre précédant, permettent
d’aboutir à des majorations du temps nécessaire à l’exécution d’un programme quel-
conque écrit en Athapascan-1.

Cette analyse des algorithmes d’ordonnancement et des bornes associées amène à la
constatation suivante. Sur machine à mémoire partagée, les performances obtenues avec
un ordonnancement glouton sont difficilement améliorables lorsque le graphe de flot de
données de l’application est quelconque (sur machine identique). Fournir alors explicite-
ment le graphe de flot de données à l’ordonnanceur n’apporte donc pas de gain significatif.
Par contre, il en va tout autrement sur machine à mémoire distribuée : en effet, dans ce
cas nous avons vu qu’il existait différent algorithmes d’ordonnancement de complexité
polynômiale qui, grâce à la connaissance (éventuellement partielle) du graphe de flot de
données, améliorent les performances en comparaison de l’algorithme glouton. Cela jus-
tifie donc en partie le modèle d’exécution d’Athapascan-1 qui offre à l’ordonnanceur la
possibilité d’explorer le graphe de flot de données même dans le cas d’applications pour
lesquelles ce graphe n’est pas totalement connu avant l’exécution.
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6
Interface de programmation et

support d’exécution Athapascan-1

6.1 Introduction

Ce chapitre présente l’implantation effective de l’interface de l’interface de program-
mation Athapascan-1. Après une discussion sur le choix du langage séquentiel de base,
en l’occurrence C++, ce chapitre se compose de deux sections. Dans la première, nous
décrivons l’interface de programmation (API) de la bibliothèque, supportant le modèle
de programmation décrit au chapitre 3. Dans la seconde nous décrivons les composants
et les mécanismes de cette bibliothèque permettant l’exécution du programme suivant les
modèles d’exécutions décrits dans le chapitre 4. La particularité est ici la possibilité d’uti-
liser plusieurs algorithmes d’ordonnancement tels que ceux présentés au chapitre 5. Le
choix de l’ordonnancement le mieux adapté dépendant non seulement de la connaissance
du graphe et donc de l’application mais aussi de l’architecture.

6.2 Choix du langage séquentiel de base

La sémantique d’Athapascan-1, de type séquentielles et basée sur un modèle de pro-
grammation procédural, motive son implantation au dessus d’un langage séquentiel im-
pératif classique. Ceci permet entre autre de pouvoir réutiliser les implantations efficaces
de ces langages.

Athapascan-1 est implanté par une bibliothèque écrite en C++ [120]. Ce choix d’une
bibliothèque C++ comme support du modèle de programmation d’Athapascan-1, plutôt
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qu’un compilateur prenant en entrée une extension du langage C++, a été dicté pour des
raisons de simplicité : en effet les mécanismes de généricité et de typage fort du langage
C++ permettent une mise en œuvre et une vérification syntaxique efficace. En contrepar-
tie la syntaxe est plus complexe que celle introduite dans le chapitre 3 et peut paraître
obscure, au premier abord, pour une personne ne connaissant pas le langage C++.

Bien que le langage C++ n’intègre aucun support pour la programmation parallèle
(contrairement à des langages comme Modula-2, Ada ou Java par exemple), beaucoup
d’environnements de programmation parallèles ainsi que des extensions «parallèles» de
langages ont été construit sur C++. On peut se reporter au livre [124] pour un survol des
différents environnements et extensions parallèles possibles réalisées sur C++.

Cependant, on peut se poser la question de savoir si ce choix du langage C++ est ju-
dicieux du point de vue des applications de calcul scientifique. Le langage Fortran esta
priori la référence pour ces applications basées sur des manipulations de tableaux. Ce-
pendant, Fortran est de plus en plus concurrencé par d’autre langages de programma-
tion plus récents, principalement C++, et ceci pour plusieurs raisons. Tout d’abord C++
offre maintenant, grâce aux améliorations des compilateurs et à certaines techniques de
programmations (notamment la STL [92] et les classes numériquesvalarray de la bi-
bliothèques standard C++), des performances pratiquement équivalentes à Fortran sur de
nombreuses applications de calcul scientifique [109, 123, 36]. Par ailleurs, l’avantage
qu’a Fortran d’être un langage spécialisé peut se transformer en handicap puisqu’il de-
vient naturellement moins utilisé que des langages d’usage plus général. Le langage C++
apporte en outre des fonctionnalités utiles pour la programmation d’applications en calcul
scientifique comme la programmation orientée objet, l’écriture de code générique ou la
surcharge des opérateurs du langage. Le langage Fortran a évolué pour intégrer certaines
notions de programmation orientée objet mais il n’autorise pas toutes les capacités of-
fertes par C++ [18]. Pour ces raisons, de plus en plus d’applications et de bibliothèques
de calcul scientifique sont maintenant développées en C++.

6.3 Interface de programmation

Nous décrivons dans cette section les différentes fonctions et classes de la bibliothèque
C++ Athapascan-1 qui implémentent le modèle de programmation d’Athapascan-1. Ces
classes permettent la création des tâches et des objets partagés, la définition des réfé-
rences contraintes avec leurs droits d’accès ainsi que les informations passées au système
d’exécution pour aider à l’ordonnancement du programme.

6.3.1 Objet communicable

Le langage C++ n’offrant pas de support pour communiquer un objet C++ entre plu-
sieurs nœuds, l’interface de programmation Athapascan-1 introduit la notion d’objets
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communicable. Un objet communicable est un objet C++ disposant de fonctions permet-
tant de manipuler cet objet pour le transmettre sur un autre nœud. Pour qu’un objet de
typeT soit communicable, les fonctions suivantes sont requises :

– Trois fonctions membres permettant de copier et de détruire l’objet :

– Un constructeur vide :T() .

– Un constructeur de recopie :T( const T& ) .

– Un destructeur :̃ T() .

– Deux fonctions, dites fonctions d’emballage et de déballage, permettant de parcou-
rir le contenu de l’objet, sur un principe identique aux fonctions d’entrée-sortie par
flot de la librairie standard C++ :

1 : a1 ostream& operator <<( a1 ostream& out, const T& t );
2 : a1 istream& operator >>( a1 istream& in, T& t );

Notons que ces fonctions sont prédéfinies par la bibliothèque pour certains types : les
types de base de C++ (char , int , float , double , ...) ainsi que les containers de
la STL (vector <E>, list <E>,...), sous réserve que ceux-ci soient utilisés avec un
typeE communicable. Par ailleurs, les constructeurs (vide et de recopie) et le destructeur
sont implicitement fournis par le compilateur si la classe ne les définit pas.

La figure 6.1 page 96 montre un exemple d’une classe C++ définissant un type d’objets
communicable. L’objet est ici une structure composée d’un entier et d’un double.

6.3.2 Objet partagé et références contraintes sur ces objets

Les objets partagés du modèle de programmation sont, dans l’interface de program-
mation, des objets C++ communicables.

Les références contraintes du modèle de programmation sont également des objets
C++, typés à la fois par le type de l’objet partagé et par les droits d’accès sur l’objet
partagé. La «syntaxe» d’un type de référence contrainte est la suivante :

1 : Shared [droit-accès]<[type-objet-communicable]>
2 : Shared [droit-accès]<[fonction-accumulation],
3 : [type-objet-communicable]>

Les droits d’accès [droit-accès] de base sontr pour un droit de lecture,w pour un
droit d’écriture,cw pour un droit d’accumulation (uniquement avec la fonction d’accumu-
lation fournie) etr w pour un droit de lecture et modification. En outre, les droits d’accès
différés associés à chacun de ces accès de base sont respectivementrp , wp, rp wp, cwp.
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1 : class nom type {
2 : public:
3 : // constructeur vide, opérateur de copie et destructeur fournie implicitement.
4 :

5 : // les données de l’objet
6 : int i;
7 : double j;
8 : };
9 : // fonction d’embalage

10 : a1 ostream& operator <<(a1 ostream& out, const nom type& o) {
11 : out << o.i << o.j;
12 : }
13 : // fonction de débalage
14 : a1 istream& operator >>(a1 istream& in, nom type& o) {
15 : in >> o.i >> o.j;
16 : }

Figure 6.1 – Exemple d’une classe C++ définissant un type d’objets communicable.

De manière analogue au choix standard effectué pour la STL, les fonctions d’accumu-
lation [fonction-accumulation] sont des fonctions classe C++, définies par l’utilisateur de
la manière suivante :

1 : struct [fonction-accumulation]{
2 : void operator()( [type-objet-communicable]& a,
3 : const [type-objet-communicable]& b) {
4 : // ici, une opération d’accumulation de b dans a
5 : }
6 : };

Notons que, comme dans le modèle de programmation, la bibliothèque suppose que l’opé-
ration associé à cette fonction d’accumulation est commutative et associative.

Déclaration d’un objet partagé Un objet partagé de typeT est déclaré en construi-
sant une référence contraintex pouvant éventuellement être initialisée par une valeur ini-
tiale mais ne pouvant pas être directement modifiée (choix d’accès en lecture-écriture
différée) :

1 : Shared< T > x ;
2 : Shared< T > x( t ) ;
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Accès à un objet partagé Les accès sur un objet partagé de typeT sont réalisés
par les appels de méthodes suivantes définies sur les références contraintes. Chacun des
quatre types de références contraintes fournit la méthode suivante pour l’accès à l’objet
référencé :

– si x est du typeShared r w<T> alorsx.access() retourne une référence C++
sur l’objet partagé référencé parx . L’objet peut alors être lu et modifié dans la suite
de l’exécution de la tâche.

– si x est du typeShared r<T> alorsx.read() retourne une référence constante
C++ sur l’objet partagé référencé parx . L’objet partagé ne peut alors qu’être lu
dans la suite de l’exécution de la tâche.

– si x est du typeShared w<T> alorsx.write( t ) affecte la valeurt sur l’objet
partagé référencé parx .

– si x est du typeShared cw<f,T > alorsx.cumul( t ) accumule la valeurt sur
l’objet partagé référencé parx avec la fonction classef .

6.3.3 Type de tâche et création de tâche

La définition d’un type de tâche est réalisé par l’écriture d’une fonction classe de la
manière suivante :

1 : struct [type-tâche]{
2 : void operator()( [liste-paramètres-formels] ) {
3 : [corps-tâche]
4 : }
5 : };

où [type-tâche] est le nom du type de tâche, [liste-paramètres-formels] est la liste des
paramètres formels de la tâche et [corps-tâche] est le corps de la tâche, c’est-à-dire les
instructions qui seront exécutées par cette tâche.

La création d’une tâche est alors réalisée de la manière suivante :

1 : Fork< [type-tâche]>()( [liste-paramètres-effectifs]) ;

où [type-tâche] est un type de tâche identifiant la procédure à exécutée par la tâche et où
[list-paramètres-effectifs] est la liste des paramètres effectifs passés à la tâche.

Les paramètres formels et effectifs peuvent être soit des types d’objets communicables
(passage par valeur) soit des références contraintes sur des objets partagés (passage par
référence). Si le paramètre effectif est un objet communicable alors ce type doit être iden-
tique au type correspondant du paramètre formel. Si le paramètre effectif est une référence
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type effectif type formel autorisé
Shared rp wp <T> Shared rp wp <T>
Shared <T> Shared rp <T>

Shared r <T>
Shared wp <T>
Shared w <T>
Shared cwp <f,T >

Shared cw <f,T >

Shared r w <T> x
Shared r <T> Shared r <T>
Shared rp <T> Shared rp <T>
Shared w <T> Shared w <T>
Shared wp <T> Shared wp <T>
Shared cw <f,T > Shared cw <f,T >

Shared cwp <f,T > Shared cwp <f,T >

Tableau 6.1 – Règles de conversion autorisées sur une référence contrainte. Ce changement
de droit d’accès ne peut intervenir que lors du passage de la référence en
paramètre d’une tâche.

contrainte alors les type formels et effectifs doivent respecter les règles de conversion du
tableau 6.1.

Ces règles de conversion sont l’implémentation effective des règles présentées dans
le chapitre 3 qui permettent l’analyse à la volée des dépendances de données entre les
tâches et évitent la synchronisation lors de l’exécution d’un corps de tâche. Il est à noter
que ces règles de conversion sont vérifiées sans exception par le compilateur C++ lors de
la compilation de l’application.

6.3.4 Informations pour le système d’exécution

Quatre attributs d’informations peuvent être associés à chaque tâche créée. Ces infor-
mations sont enregistrées dans le graphe de flot de données et pourront être consultées par
les ordonnanceurs :

– Le coût d’exécution de la tâche.

– La localité de la tâche (i.e. le processeur sur lequel elle doit préférenciellement
s’exécuter).

– La priorité de la tâche.

– Un attribut supplémentaire dont le sens dépend de la politique d’ordonnancement
utilisée.
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Ces informations sont passées lors de la création de la tâche de la manière suivante :

1 : Fork<[type-tâche]>( SchedAttribute( [infos]))( [liste-paramètres-effec.])

Par défaut, une tâche est ordonnancée avec la même politique d’ordonnancement que
celle utilisée pour ordonnancer la tâche qui l’a créée. En outre par défaut, la tâche racine
est ordonnancée avec une politique d’ordonnancement à la volée de type glouton. Cepen-
dant une autre politique d’ordonnancement, choisie parmi une de celles disponibles dans
la bibliothèque Athapascan-1, peut être spécifiée. Le tableau 6.2 page 104 donne la liste de
quelques une des politiques d’ordonnancement fournies en standard dans la bibliothèque.
Cette nouvelle politique [politique] peut être précisée soit lors de la création de la tâche
soit par l’appel de la fonctiona1 set scheduling qui modifie la politique prise par
défaut. Ces deux méthodes sont les suivantes :

1 : Fork<[type-tâche]>( [politique])( [liste-paramètres-effec.]);
2 : a1 set scheduling( [politique]);

6.3.5 Exemple : élimination de Gauss par colonnes

On reprend ici comme exemple l’élimination de Gauss par colonnes, déjà utilisé pour
illustrer le modèle de programmation dans le chapitre 3. L’écriture de cet algorithme
dans le modèle de programmation d’Athapascan-1 avait alors été présenté à l’aide d’une
syntaxe simplifiée. Nous présentons maintenant dans la figure 6.2 page 100 l’écriture
de cet algorithme dans l’interface de la bibliothèque Athapascan-1. On peut noter ici
l’utilisation du type vector de la STL qui remplace ici le tableau C. La bibliothèque Atha-
pascan-1 prédéfinit les fonctions d’emballage et de déballage pour tous les conteneurs de
la STL (Standard Template Library) donc ces fonctions n’ont pas besoin d’être réécrites
pour le typecolumn du programme.

À la ligne 1 et 7, les deux types de tâches utilisés dans le programme sont définis.
Ces types de tâches seront ensuite invoqués aux lignes 26 et 28. Aux lignes 3, 10 et 11,
les références contraintes prises en paramètre des tâches sont déréférencées pour accéder
en place (i.e. sans copie) à l’objet en mémoire partagée. Nous pouvons également noter
diverses informations liées à l’ordonnancement : à la ligne 22 la politique d’ordonnance-
ment prise par défaut est modifiée pour devenir une politique de vol de tâche aléatoire ;
aux lignes 26 et 28, les créations de tâches sont attribuées par une information de coût
(valeur de la variablesa initialisée à la ligne 25).

6.4 Implantation du support d’exécution

Le fonctionnement interne de la bibliothèque Athapascan-1 suit de très près le modèle
d’exécution décrit dans le chapitre 4. Nous ne détaillerons ici que quelques points non
abordés dans ce chapitre 4.
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1 : typedef vector <double > column;
2 : typedef vector <Shared rp wp<column > > matrice;
3 :

4 : struct scal { // x a � x

5 : void operator()(int k, double a, Shared r w<column > x) {
6 : vecteur& xx = x.access();
7 : for( int i = k+ 1; i <xx.size() ; i++ )
8 : xx [i] = a * xx [i] ;
9 : }

10 : };
11 : struct axpy { // y  a � x+ y

12 : void operator()(int k, double a, Shared r<column > x,
13 : Shared r w<vecteur > y) {
14 : const vecteur& xx = x.read();
15 : vecteur& yy = y.acces();
16 : for( int i = k+ 1; i <yy.size() ; i++ )
17 : yy [i] = a * xx [i] + yy [i] ;
18 : }
19 : };
20 : main() {
21 : matrice A;
22 : /* ici, initialisation de A */
23 :

24 : // Choix de la politique d’ordonnancement
25 : a1 set scheduling(a1 work stealing::basic());
26 :

27 : for( int k = 0; k < A.size() � 1; k++ ) {
28 : SchedAttribute sa( 2*(A.size() �k)); // 2(n� k)
29 : Fork<scal >(sa) ( k, 1/A [k][k] , A [k] );
30 : for( int j = k+ 1; j <A[k] .size(); j++ )
31 : Fork<axpy >(sa) ( k, � A[j][k] , A [k] , A [j] );
32 : }
33 : }

Figure 6.2 – Élimination de Gauss par colonnes dans l’interface de programmation
Athapascan-1
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Notons tout d’abord l’existence de deux versions distinctes de la bibliothèque, offrant
la même interface de programmation présentée dans la section précédente. La première
de ces versions est très générale et peut à la fois utiliser des algorithmes d’ordonnance-
ment statiques et dynamiques. Elle peut donc exécuter tous les programmes Athapascan-
1. Nous l’appellerons dans la suite «version générale». Une deuxième version a ensuite
été développée, spécialisée pour les application dont le graphe de flot de données est en-
tièrement généré en début d’exécution avec une estimation des coûts des tâches et de la
taille des objets partagés. Cette version est basée sur le modèle d’exécution spécialisé pro-
posé dans la section 4.4.2.2 page 71 : un ordonnancement statique du graphe est calculé
en début d’exécution qui conduit à un placement des tâches sur les processeurs. Nous
appellerons cette version de la bibliothèque «version spécialisée».

6.4.1 Architecture logicielle d’Athapascan-1

La bibliothèque Athapascan-1 repose sur un noyau exécutif portable, Athapascan-0
[47] [15]. Athapascan-0 est une bibliothèque qui fournit des primitives de création de pro-
cessus légers, localement et à distance, ainsi que de communication (synchrone et asyn-
chrone). Le modèle de programmation offert par cette bibliothèque est celui d’un réseau
dynamique de processus légers communicants. Cette notion de processus légers commu-
nicants fournit naturellement un mécanisme de réactivité face aux communications. Sur
un même processeur, un processus léger peut réaliser des calculs pendant qu’un autre at-
tend l’arrivée d’une communication. Un processeur peut alors continuer à travailler tout
en étant capable de répondre activement à des demandes venant d’autres processeurs. Les
différentes méthodes utilisées par la bibliothèque Athapascan-0 pour assurer cette réac-
tivité, au sens où un processus bloqué sur l’arrivée d’une communication est réveillé au
plus tôt, sont complexes et délicates à régler, chaque machine parallèles étant un cas parti-
culier. Elles consistent principalement en une scrutation périodique du réseau de commu-
nication. Cette bibliothèque fournit ainsi à Athapascan-1 un support portable et efficace
pour la réactivité face aux communications.

La bibliothèque Athapascan-0 utilise elle même une bibliothèque de processus légers
(Posix Thread [75] ou Marcel [89]) et une bibliothèque de communication (généralement
MPI [119] ou éventuellement Nexus [42]). L’architecture logicielle de l’ensemble de ces
composants est représentée dans la figure 6.3 page 102.

6.4.2 Exécution des tâches et processus légers

Pour des raisons d’efficacité, un processus léger n’est pas créé pour chaque tâche à
exécuter. De par le modèle de programmation, une tâche prête peut toujours s’exécuter
sans synchronisation. Si la machine parallèle am processeurs, il n’est alors pas néces-
saire d’avoir plus dem tâches s’exécutant simultanément sur la machine pour exploiter
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Application

Figure 6.3 – Architecture logicielle d’Athapascan-1

toutes les ressources de calcul. Un plus grand nombre de tâches s’exécutant simultané-
ment pourrait cependant permettre le recouvrement les latences systèmes comme les dé-
fauts de page.

Pour exécuter le programme surm processeurs,m processus légers de niveau sys-
tème sont alors créés au lancement du programme. Lorsqu’un de ces processus légers
devient disponible, il demande une nouvelle tâche à exécuter à l’ordonnanceur, l’exécute,
et prévient l’ordonnanceur de la fin de l’exécution.

6.4.3 Communication d’objets

La communication d’objets C++ à travers le réseau pose différents problèmes. Les
primitives de base offertes par la bibliothèque Athapascan-0 pour la communication sont
l’envoi et la réception de zones mémoire contiguës, ainsi que des mécanismes permettant
de communiquer des tableaux sur une machine hétérogène. Cependant, un objet C++ est
généralement beaucoup plus complexe.

Le point le plus délicat est celui posé par le typage dynamique des objets C++. L’infor-
mation sur le type de l’objet, et donc sur la structure associée au type (taille et champs de
la classe) n’est pas nécessairement connue à la compilation mais est contenue dans l’ob-
jet lui même. Lorsque l’on doit copier un objet d’un nœudA sur le nœudB, le nœudB
doit connaître le type exact de l’objet. Si l’objet utilise un typage dynamique, l’informa-
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tion du type de l’objet doit être communiquée au préalable par le réseau. La bibliothèque
Athapascan-1 implémente pour cela un mécanisme d’identification automatique de tous
les objets C++ pouvant être éventuellement communiqués1. A chaque type C++ est alors
associé un identificateur (un entier) pouvant être communiqué par le réseau, et qui permet
de reconstruire à distance un objet du même type.

Le second point à traiter est la manière dont l’objet est décomposé en zones contiguës
de mémoire pour être passé à la bibliothèque Athapascan-0. Si l’objet est par exemple
une liste d’entiers, les éléments de la liste devrons être intégralement recopiés dans une
zone mémoire contiguë. Par contre si c’est une liste de tableau, seules les tailles des
tableaux seront recopiées sur une zone mémoire contiguë, les tableaux eux mêmes seront
directement envoyés sans copie intermédiaire2 s’ils sont de taille suffisante.

6.4.4 Interface pour l’implantation d’algorithmes
d’ordonnancement

La bibliothèque Athapascan-1 fournit une interface de programmation permettant de
définir aisément de nouvelles politiques d’ordonnancement. Cette interface de program-
mation est détaillée dans [19] [21] [20]. Les fonctionnalités offertes sont cependant simi-
laires à celles exposées dans le chapitre 4 page 55 consacré au modèle d’exécution. L’or-
donnanceur dispose de la liste des tâches prêtes, de la liste des processeurs disponibles
et peut consulter le graphe de flot de données constitué des tâches créées et non encore
exécutées et décrivant les dépendances de données entre ces tâches. Notons cependant
que dans un environnement distribué, seules les informations locales sont disponibles.

Le tableau 6.2 page 104 contient quelques unes des différentes politiques d’ordonnan-
cement déjà implantées dans la bibliothèque Athapascan-1. Certaines de ces politiques
d’ordonnancement seront utilisées expérimentalement dans la partie II de ce document.

6.5 Évaluation expérimentale

Nous présentons dans cette section une première évaluation des primitives de base de
la bibliothèque Athapascan-1. Cette évaluation sera complétée dans la deuxième partie de
la thèse par des applications de calcul numérique programmées en Athapascan-1.

1. Le langage C++ fournit également un identificateur pour chaque type, appelértti , mais cet identifi-
cateur est un objet opaque qui ne peut donc pas être transmis par le réseau. De plus, la manière dontcet
identificateur est codé n’est pas normalisée. Ce codage peut donc être différent suivant les compilateurs, ce
qui est gênant dans le cas d’une exécution sur un environnement hétérogène.

2. Sous l’hypothèse que les bibliothèques de communications sous-jacentes ne réalisent pas de copie.
C’est par exemple le cas de Bip [103] sur Myrinet.
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Type de la politique Description de la politique d’ordonnancement

Politiques de type placement
a1_mapping::fixed Les tâches sont placées sur le site correspondant à leur lo-

calité. Si cette localité n’est pas définie, un site est choisi
arbitrairement.

a1_mapping::cyclic Les tâches sont placées sur un nœud choisi de manière cy-
clique.

a1_mapping::block_cyclic Les tâches sont placées cycliquement par groupes den

tâches. La valeur den est fixée lors de la création du groupe
d’ordonnancement.

Politiques de type ordonnancements statiques
a1_static_mapping::dsc L’ordonnancement des tâches est réalisé par la bibliothèque

Pyrros [56] qui met en œuvre l’algorithme DSC pour regrou-
per les tâches.

a1_static_mapping::etf L’ordonnancement des tâches est réalisé par l’algorithme
ERT [81] variante de l’algorithme d’ETF.

Politiques de type ordonnancements à la volée
a1_work_stealing::basic Les tâches sont placées localement mais une technique de

vol de travail permet à un nœud inactif de trouver une tâche
à exécuter. Le nœud volé est choisi arbitrairement.

a1_work_stealing::cyclic Le choix du nœud volé est effectué cycliquement.

Tableau 6.2 – Quelques une des politiques d’ordonnancement prédéfinies en Athapascan-1

6.5.1 Espace mémoire utilisé pour la gestion du graphe

Le graphe de flot de données est construit et interprété dynamiquement. Lorsqu’une
tâche est créée, elle est insérée dans le graphe. Lorsqu’elle se termine, elle est retirée de ce
graphe. Donc seules les tâches créées et non encore exécutées sont présentes en mémoire.
Il en est de même pour tous les autres objets utilisés pour représenter ce graphe. Nous
donnons ici une borne sur la place mémoire utilisée par la bibliothèque Athapascan-1
pour stocker pendant l’exécution cette partie du graphe présente en mémoire.

Cette borne a été calculée à partir de la taille de chacun des objets utilisés pour repré-
senter le graphe. La taille de ces objets à été évaluée sur une machine à espace d’adressage
32 bits, pour laquelle un pointeur est stocké sur 4 octets.

Pour exprimer cette borne, le graphe de flot de donnéesGt, présent en mémoire à un
instant donnét de l’exécution, est caractérisé par les paramètres suivants :

– n, le nombre de tâches deGt.

– nd la somme des degrés des nœuds tâches deGt, c’est-à-dire le nombre total d’ob-
jets partagés passés en paramètres d’une tâche.
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– nh le nombre de nœuds accès deGt. Notons quenh � nd puisque des accès concur-
rents en lecture (ou en accumulation) correspondent à un seul noeud accès.

– v le nombre total de paramètres passés par valeur aux tâches deGt.

– vs la somme des tailles, en octets, des paramètres passés par valeur aux tâches de
Gt.

L’espace mémoire, utilisé pour représenter le grapheGt dans la version générale de la
bibliothèque est [48] :

St(Gt) = 128n + 164nd + (156 + 2p)nh + vs + 4v octets

oùp est le nombre de processeurs utilisés pour interpréter le graphe.
Par contre, dans la version spécialisée, l’espace mémoire utilisé pour représenter le

grapheGt est :
Sl(Gt) = 12n + 20nd + vs octets

soit environ inférieur d’un facteur10.
Notons que la représentation du graphe de flot de données sous la forme d’un graphe

distribué de tâche et de transitions n’a pratiquement pas été optimisé. L’espace mémoire
utilisé peut être considérablement réduit.

6.5.2 Coûts de création et d’interprétation du graphe de flot
de données

Le coût de création et d’insertion dans le graphe d’une tâche à été évalué sur une
station SUN à quatre processeurs Ultra Sparc II cadencé à 250 MHz, utilisant le système
Solaris 7. Sur cette machine le coût d’un appel de fonction est de9:6 � 10�3�s et la
puissance de référence est de 390 Mflops3 (million d’opérations flottantes par seconde).

Nous donnons dans la suite une évaluation du coût de création et d’insertion dans
le graphe d’une tâche prenant en paramètrek objets partagés. Ce coût a été évalué par
l’exécution, sur un processeur, d’un programme créant200 tâches. La figure 6.4 donne
les résultats obtenus en fonction du type et du nombre de paramètre pris par la tâche.

Le coût de création et d’insertion d’une tâche prenant en paramètrek objets partagés
est donc

– pour la version standard d’environ(50+19k)�s (i.e.12500+4750k cycles du pro-
cesseur) pour des paramètres avec un mode d’accès en écriture ou lecture écriture
et d’environ(30 + 5k)�s (i.e. 7500 + 1250k cycles du processeur) pour les autres
paramètres.

3. Obtenue sur le produit de deux matrices de taille100� 100 par la fonction dgemm de la bibliothèque
BLAS fournie SUN (Sun Performance Library 2.0). Le nombre d’opérations flottantes d’un produit de
matrice de taillen est évalué à2n3.
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Figure 6.4 – Temps de création et d’insertion d’une tâche dans le graphe en fonction du type
et du nombre de paramètres. Le tableau de gauche est pour la version standard
de la librairie et le tableau de droite pour la version spécialisée.

– pour la version spécialisée de(2:2+0:95k)�s (i.e.550+237k cycles du processeur)
indépendamment du mode d’accès des paramètres.

Pour estimer le coût d’interprétation du graphe, nous avons utilisé l’exemple de cal-
cul récursif d’un terme de la suite de Fibonacci présenté dans la figure 3.1 page 48. Ce
programme à cependant été modifié pour que le calcul récursif d’un terme inférieur à un
seuil fixé soit réalisé en séquentiel sans faire intervenir de création de tâche.

La figure 6.5 page 107 montre les résultats obtenus en fonction du seuil et du nombre
de processeurs utilisés (plus exactement en fonction du nombre de processus légers de
niveau système utilisés). Par ailleurs, nous avons également ajouté dans cette figure les
résultats obtenus sur le même programme en utilisant le langage Cilk [11].

Le surcoût de création et de gestion du graphe est donc amorti jusqu’à un seuil de
15 qui correspond à une granularité maximum des tâches générées de 8 millisecondes et
une accélération du programme est obtenue jusqu’à un seuil de 11 qui correspond à une
granularité maximum des tâches générées de 1 milliseconde.

Pour un seuil raisonnable, Athapascan-1 et Cilk ont des performances très similaires.
La plus faible granularité de Cilk s’explique d’une part parce que le langage est plus
simple4 et d’autre part du fait d’une implantation optimisée pour ce type de calcul récursif
qui génère un grand nombre de tâches (voir la section 2.4.1.2 page 33).

6.5.3 Coût de gestion de la mémoire partagée distribuée

Le coût de gestion de la mémoire partagée distribuée est évaluée par un programme
de type « ping-pong ». Ce programme consiste en une suite de tâches accédant toutes

4. Cilk ne permet que la synchronisation d’une tâche mère sur la terminaison de tâches filles, le graphe
de dépendance entre les tâches est donc de type série-parallèle
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Figure 6.5 – Durée de calcul du terme35 de la suite de Fibonacci en fonction du seuil d’arrêt.
Chacune des courbes correspond à un nombre différent de processeur utilisé.

le même objet partagé en modification. Cet objet partagé est constituée d’un tableau de
taille fixé et connue par les deux processeurs. Une politique d’ordonnancement spécifique,
a1 mapping::fixed , permet de forcer l’exécution d’une tâche sur un processeur
choisi lors de la création de la tâche. Cet ordonnancement est alors utilisé de manière à ce
que deux tâches consécutives soient exécutées sur deux processeurs différents. Le tableau
contenu dans l’objet accédé par les tâches est alors transmis d’un processeur à l’autre
durant l’exécution.

Ce programme ne permet pas d’évaluer exactement le coût de gestion de la mémoire
partagée puisque les surcoûts liés à la création du graphe de flot de données et à la gestion
des synchronisations entre les tâches sont également pris en compte. Les résultats obte-
nus permettent cependant de donner une bonne approximation du coût de gestion de la
mémoire partagée distribuée.

Les expérimentations ont été réalisées sur deux nœuds d’un IBM-SP1. Les résultats
obtenus sont donnés dans la figure 6.6 page 108. À titre de comparaison, nous fournissons
les résultats obtenus sur un programme MPI réalisant un « ping-pong » d’un tableau de
taille équivalente. Comparé à MPI, les résultats sont les suivants :

– Version générale : le coût d’un «ping-pong » est d’un facteur100 supérieur à MPI
pour un message petit et d’un facteur4:5 pour un message de100 kilo-octets. Ce
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facteur prohibitif s’explique par l’implantation plus complexe de l’algorithme dis-
tribué de détection de terminaison conduisant à un code peu efficace sur machine
SMP.

– Version spécialisée : le surcoût obtenu est d’environ 50�s indépendamment de la
taille du tableau accédé en mémoire partagée. Ce surcoût peut donc être facilement
amorti en choisissant une granularité adaptée des objets partagés.
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Figure 6.6 – Résultats de l’exécution d’un programme générant des allers-retours enmémoire
partagée distribuée.

6.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre l’intégration dans une bibliothèque C++ du mo-
dèle de programmation Athapascan-1 présenté dans le chapitre 3. Il est à noter que cette
intégration n’a nécessité aucune phase de précompilation des programmes. Ceci à été
rendu possible par l’utilisation intensive des mécanismes de généricité offerts par le lan-
gage C++.

Nous avons également montré dans ce chapitre l’implantation dans cette bibliothèque
du modèle d’exécution présenté dans le chapitre 4. Les premières expérimentations réali-
sées ont permis d’évaluer les coûts de création et d’interprétation du graphe ainsi que les
coûts de gestion de la mémoire partagée distribuée.

Deux versions d’Athapascan-1 ont été implantées :

– Une générale. Bien que de surcoût important, elle permet de réagir dynamiquement
à tout type de comportement du programme. Cette version doit cependant pouvoir
être facilement améliorée pour réduire son surcoût.

– Une spécialisée qui réalise une dégénérescence séquentielle systématique des tâches.
Le surcoût de cette version est très faible. Bien que restreint à des applications dont
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le graphe de flot de données peut être calculé en début d’exécution, cette biblio-
thèque spécialisée est bien adaptée aux applications d’algèbre linéaire (dense et
creuse) étudiées dans la seconde partie de cette thèse.
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7
Évaluation d’Athapascan-1 sur des

problèmes de base d’algèbre
linéaire

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’écriture en Athapascan-1 de trois algo-
rithmes de base d’algèbre linéaire :

– Le calcul du produitC de deux matrices densesA etB.

– La factorisationLU d’une matrice denseA, tel queA = LU avecL triangulaire
inférieure etU triangulaire supérieure à diagonale unitaire. Cette factorisation est
réalisée par une élimination de Gauss.

– La factorisationLLt d’une matrice denseA, symétrique, telle queA = LLt avecL
triangulaire inférieure. Cette factorisation est réalisée par une élimination de Cho-
lesky qui est une variante de l’élimination de Gauss pour les matrices symétriques.

Il est à noter que les factorisations de Gauss et de Cholesky sont sans pivot. Sur des
matrices quelconques, elle ne sont généralement pas stables numériquement en calcul flot-
tant, du fait des erreurs d’arrondis. Elles n’ont donc d’intérêt pratique que pour certaines
classes de matrices comme les matrices à diagonales dominantes ou symétriques définies
positives. On peut se référer au livre [80] pour le détail de ces deux factorisations.
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7.2 Algorithmes parallèles avec partitionnement
bidimensionnel de la matrice

Les trois algorithmes utilisés ici sont des variantes des algorithmes classiques, dans
lesquels les calculs sont restructurés de manière à exprimer des opérations sur des sous-
matrices blocs plutôt que sur des scalaires.

L’intérêt de réorganiser les calculs des algorithmes d’algèbre linéaires denses mais
également creux (voir le chapitre 8), de manière à utiliser les BLAS de niveau 3 [33],
n’est plus à démontrer. Cette technique est largement utilisée en séquentiel comme par
exemple dans la librairie LAPACK [4] mais également en parallèle [49]. Elle permet
d’exploiter au mieux les mémoires à plusieurs niveaux ou mémoires caches des machines
actuelles. Sur ces machines, seul le niveau de cache le plus élevé est capable de fournir les
données aux unités de calculs à la fréquence du processeur. Sur une opération BLAS de
niveau 3 utilisantn2 mots mémoire, il y aO(n3) calculs à réaliser. En choisissant la taille
des blocs de manière à ce que lesn2 éléments logent dans le cache mémoire de niveau le
plus élevé, lesO(n3) calculs peuvent être réalisés en exploitant pleinement la puissance
du processeur.

Cette réorganisation des calculs pour se ramener à des opérations sur des sous-matrices
est également utile dans les versions distribuées de ces algorithmes. Une certaine distribu-
tion des données par bloc, appelée placement par bloc cyclique bidimensionnel [79], tend
à s’imposer, de par ses propriétés d’extensibilité, d’équilibrage de charge et de minimisa-
tion des communications, comme méthode générale de distribution des données pour les
algorithmes distribués d’algèbre linéaire dense. Ce type de placement est par exemple uti-
lisé dans les bibliothèques parallèles d’algèbre linéaire ScaLapack [22] et PLAPACK [1].

Pour réaliser ce placement cyclique bidimensionnel, la ou les matrices de taillesn�n
à traiter sont partitionnées dans les deux dimensions enN�N blocs de dimensionsk�k.
Pour des raisons de simplicité, on supposera dans la suite quek est un diviseur den.

En réorganisant les boucles des algorithmes on peut alors réécrire ceux-ci, non plus
en terme d’opérations sur des scalaires mais en opérations sur les blocs de la matrice
partitionnée. Les algorithmes obtenus pour le produit de matrices et les factorisationsLU
et LLt sont décrites dans les figures 6, 5 et 6. Le parallélisme de ces trois algorithmes,
exprimé au niveau des opérations sur les blocs, est aisément identifiable.

Pour réaliser le placement par blocs cycliques bidimensionnels les blocs des matrices
sont distribués de la manière suivante. En supposant queq2 = p processeurs sont dispo-
nibles, le blocs d’indice(i; j) est placé sur le processeur d’indice(i modq)q+(j modq).
La figure 7.1 montre un exemple de placement cyclique bidimmensionel des blocs sur
4 processeurs. Les opérations sur les blocs de matrice, sont alors réalisées sur le site
où est localisé le bloc modifié par l’opération. On montre alors que le volume total de
communication de ces trois algorithmes parallèles avec ce placement des données est en
O(n2

p
p) [79].
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Algorithme 4 : Produit de matrices, avec partitionnement bidimensionnel.
Entrée : deux matricesA etB de taillen � n , partitionnées dans les deux dimensions

enN � N blocs ;Ai;j référence un bloc de la matriceA, Bi;j référence un bloc de la
matriceB.

Sortie : C = AB ouCi;j référence un bloc de la matriceC.
pour k = 1 jusqu’à N faire [en parallèle]

pour i = 1 jusqu’à N faire [en parallèle]
pour j = 1 jusqu’à N faire [en parallèle]
Ci;j = Ci;j +Ai;kBk;j

Algorithme 5 : FactorisationLU d’une matrice dense par élimination de Gauss, avec
partitionnement bidimensionnel de la matrice.
Entrée : matriceA de taillen�n partitionnée dans les deux dimensions enN�N blocs ;
Ai;j référence un bloc de la matrice.

Sortie : L etU tel queLU = A (L etU sont stockés en place dansA).
pour k = 1 jusqu’à N faire

FactorisationLU en place du blocAk;k

pour i = k + 1 jusqu’à N faire
Ai;k = Ai;kA

�1
k;k

pour j = k + 1 jusqu’à N faire [en parallèle]
Ak;j = Ak;jA

�1
k;k

pour j = k + 1 jusqu’à N faire [en parallèle]
pour i = k + 1 jusqu’à N faire [en parallèle]
Ai;j = Ai;j �Ai;kAk;j

Algorithme 6 : Factorisation de CholeskyLLt d’une matrice dense symétrique définie
positive, avec partitionnement bidimensionnel de la matrice.
Entrée : matriceA de taillen� n symétrique, partitionnée dans les deux dimensions en
N � N blocs ;Ai;j référence un bloc de la matrice ; les blocs situés au dessus de la
diagonale de sont pas stockés (A est symétrique).

Sortie : LLt tel queLLt = A (stocké en place dansA).
pour k = 1 jusqu’à N faire

FactorisationLLt en place du blocAk;k

pour i = k + 1 jusqu’à N faire [en parallèle]
Ai;k = Ai;kA

�1
k;k

pour j = k + 1 jusqu’à N faire [en parallèle]
pour i = j jusqu’à N faire [en parallèle]
Ai;j = Ai;j �Ai;kA

t
j;k
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Figure 7.1 – Placement cyclique bidimmensionel sur4 processeurs des blocs d’une matrice
partitionnée en6� 6 blocs.

7.3 Écriture en Athapascan-1

Nous présentons dans cette section l’écriture en Athapascan-1 des trois algorithmes
précédemment présentés. Seul le code du programme Athapascan-1 réalisant l’algorithme
5 page 115 de factorisationLU est fourni dans la figure 7.2. Les trois autres programmes
sont très similaires.

L’écriture de ces algorithmes se compose de trois étapes. La première consiste à choi-
sir la granularité des tâches et des objets partagés. Ici, cette granularité est naturellement
définie au niveau des blocs de la matrice partitionnée. Les blocs de la matrice seront alors
des objets partagés et les tâches seront associées aux opérations sur ces blocs. Notons que
la taille des blocs peut être choisie à l’exécution.

Une fois que la granularité des tâches et des objets partagés est choisie, la seconde
étape consiste à définir les types d’objets partagés et les types de tâches. Ici un seul type
d’objet partagé est utilisé dans les programmes. Ce type notébloc et représentant un
bloc de matrice, contient un tableau des éléments d’un bloc de la matrice partitionnée.

Pour chacun des algorithmes, un type de tâche est ensuite défini pour chaque type
d’opération réalisée sur les blocs. Par exemple, pour la factorisationLU cinq opérations
sont utilisées donc cinq types de tâches sont définis dans le programme. Les 25 premières
lignes du programme de la figure 7.1 définissent ces cinq types de tâches.

Chaque type de tâche prend en paramètre des références contraintes sur des objets par-
tagés de typebloc . Les contraintes d’accès sur ces références sont ajoutées en fonction
du type d’accès réalisé dans la tâche sur les objets référencés.

On peut noter l’utilisation d’une référence avec un droit d’accès en accumulation
Shared cw<add,bloc > pour le paramètrec du type de tâchegemmà la ligne 23
du programme. Ceci indique qu’une accumulation avec la fonction d’accumulationadd
(réalisant la somme de deux blocs) est réalisée sur l’objet référencé par le paramètrec .
Cette accumulation est effectuée à la ligne 24 par l’appel de la méthodecumul sur la
référence contraintec .
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1 : struct Factorization LU { // Factorisation LU séquentiel du bloc a
2 : void operator()( Shared r w<bloc > a ) {
3 : a.access().FactorisationLU();
4 : }};
5 : struct trsm sup { // b b � sup(a)�1

6 : voit operator()( Shared r<bloc > a,
7 : Shared r w<bloc > b ) {
8 : b.access().dtrsm sup( a.read() );
9 : }};

10 : struct trsm inf { // b b � inf(a)�1

11 : void operator()( Shared r<bloc > a,
12 : Shared r w<bloc > b ) {
13 : b.access().dtrsm inf( a.read() );
14 : }};
15 : struct add { // a a+ b

16 : void operator()(bloc& a, const bloc& b) {
17 : a += b;
18 : }};
19 : struct gemm { // 
 
� a � b

20 : void operator()( Shared r<bloc > a,
21 : Shared r<bloc > b,
22 : Shared cw<add,bloc > c) {
23 : c.cumul( � a.read() * b.read() );
24 : }};
25 : Factorization LU Par(matrix bloc <Shared rp wp<bloc > >& A, int n ) {
26 : int i, j, k;
27 : for( k = 0 ; k < n ; k++ ) {
28 : Fork<Factorization LU>()( A(k,k) ) ;
29 : for( i = k+ 1 ; i < n ; i++ )
30 : Fork<trsm sup>()( A(k,k), A(i,k) ) ;
31 : for( j = k+ 1; j < n ; j++ )
32 : Fork<trsm inf >()( A(k,k), A(k,j) ) ;
33 : for(i = k+ 1 ; i < n ; i++ )
34 : for( j = k+ 1; j < n ; j++ )
35 : Fork<gemm>()( A(i,k), A(k,j), A(i,j) ) ;
36 : }
37 : }

Figure 7.2 – Écriture de la factorisationLU par bloc en Athapascan-1.
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7 Évaluation d’Athapascan-1 sur des problèmes de base d’algèbre linéaire

Pour réaliser cette accumulation, il est nécessaire d’effectuer au préalable le produit
� a * b sur une matrice temporaire. On pourrait penser qu’il est plus efficace d’effec-
tuer en place sur le blocc le calcul � a * b + c , comme le permet la fonctionxgemm
de la librairie BLAS. Cependant, dans ce cas, lors de l’exécution sur une machine à mé-
moire partagée, les tâches d’accumulation sur une même matrice ne pourraient pas être
exécutées en parallèle.

La troisième étape consiste à écrire l’algorithme proprement dit en remplaçant les
opérations sur les blocs par la création des tâches correspondantes. Pour la factorisation
LU , l’écriture de cet algorithme est fournie à partir de la ligne 26 du programme de la
figure 7.1.

En conclusion, nous pouvons noter que, de par la sémantique séquentielle du modèle
de programmation d’Athapascan-1, l’écriture de l’algorithme en Athapascan-1 est iden-
tique à l’écriture séquentielle de l’algorithme 5 page 115. De plus, cette écriture particu-
lièrement naturelle permet de décrire très précisément le parallélisme de ce programme.

7.4 Analyse dans le modèle d’exécution
d’Athapascan-1

Dans cette section, nous présentons une analyse théorique de ces trois algorithmes
dans le modèle d’exécution d’Athapascan-1 introduit au chapitre 4. Le tableau 7.1 décrit
les différents paramètres caractérisant le graphe de flot de donnés généré par les trois
algorithmes en fonction de la taillen de la matrice et de la taillek des blocs. Ces différents
paramètres ont été précédemment définis dans la section 5.3.1 page 79.

Produit de matrice FactorisationLUetLLt

T1 O(n3)
T1 O(k3 + nk) O(nk2)

C1 O(n
3

k
)

Cmax O(k2) O(nk)
n O((n

k
)3)

nd O((n
k
)3)

Tableau 7.1 – Caractérisation du graphe de flot de données produit par les algorithmes de
produit de matrices et de factorisation.n désigne la taille des matrices etk
désigne la tailles des blocs.

Ces trois algorithmes peuvent être exécutés avec un ordonnancement statique puisque
le graphe est entièrement connu après l’exécution de la tâche racine. L’exécution de ces
trois programmes entre alors dans le cadre du modèle d’exécution spécialisé présenté dans
la section 4.4.2.2.
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Analyse dans le modèle d’exécution d’Athapascan-1 7.4

Différents algorithmes d’ordonnancement statiques peuvent être utilisés pour exécuter
ces programmes Athapascan-1. Si l’algorithme d’ordonnancement glouton ETF (ou ERT)
est utilisé, alors l’exécution surm processeurs identiques à mémoire distribuée est bornée
en temps d’après le corollaire 6 page 90 par :

O

 �
n

k

�6

m

!
+O

 
n3

m

!
+O(k3 + nk)

pour le produit de matrice et par :

O

 �
n

k

�6
m

!
+O

 
n3

m

!
+O(nk2)

pour les deux factorisations.

Cependant le graphe généré par ces algorithmes possède une structure régulière. L’uti-
lisation d’un algorithme d’ordonnancement statique de type glouton comme ETF n’est
donc peut être pas la meilleure solution pour calculer un ordonnancement statique de ce
graphe. Bien qu’ETF permette, d’après l’analyse de complexité, de recouvrir complè-
tement les communications par les calculs sur une machine à mémoire distribuée sans
contention ni surcoût induit par les communications, le volume total de communication
produit par cet ordonnancement n’est borné que parC1 = O(n

3

k
). Comparé au travail

T1 = O(n3) de ces algorithmes, il est clair que les communications seront difficilement
recouvertes sur un réseau de communication avec contention.

Un algorithme d’ordonnancement spécifique à ce type de graphe, réalisant un place-
ment cyclique bidimmensionel des tâches, similaire au placement cyclique bidimmensio-
nel des données présenté dans la section précédente, peut avantageusement être utilisé.
Pour cela, chaque tâche est indexée par le couple d’indice(i; j) correspondant à l’indice,
dans la matrice de blocs, du bloc modifié par la tâche. Sip = q2 est le nombre de nœuds
de la machine, alors les tâches sont allouées au processeur(i modq)q + (j modq). Le
volume total de communications obtenu avec cet ordonnancement est alors, comme pour
le placement par bloc cyclique bidimensionel,O(n2q).

L’ordonnancement de l’algorithme du produit de matrice pose également un problème
si l’on cherche à minimiser l’espace mémoire utilisé. Par exemple, si les matrices de taille
n�n sont partitionnées en

p
p�pp blocs, l’espace mémoire utilisé par processeur et sur

p processeurs peut aller jusqu’àO( n
2
p
p
). L’espace total nécessaire est alorsO(n2

p
p) doncp

p fois l’espace mémoire nécessaire en séquentiel. Un ordonnancement des calculs et des
communications efficace de cet algorithme, appelé algorithme de Cannon [79], permet de
se ramener à un espace mémoire total enO(n2).
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7 Évaluation d’Athapascan-1 sur des problèmes de base d’algèbre linéaire

7.5 Expérimentation

Nous présentons dans cette section une évaluation expérimentale des trois programmes
Athapascan-1 précédemment présentés, multiplication de matrice, factorisationLU et
LLt.

Les expérimentations ont été réalisées sur les deux machines parallèles suivantes :

– Un réseau de20 stations SUN sous Solaris 7, (localisé à l’Universitée du Delaware),
chacune contenant quatre processeurs Ultra Sparc II cadencé à 250 MHz et 512
méga octets de mémoire. La puissance de référence d’un processeur de cette ma-
chine est de 390 Mflops (million d’opérations flottantes par seconde)1. Les stations
sont reliés entre elles par un réseau Myrinet. Pour les communications, nous avons
utilisé MPICH-GM qui est une version de MPICH utilisant la bibliothèque de com-
munication native GM de Myrinet2. Les performances mesurées sur MPICH-GM
sont de 30 méga octets par seconde de bande passante pour un message de 80000
octets et d’environ 30�s de latence pour des messages inférieurs à 500 octets.

– Une machine IBM-SP1 (localisée à l’IMAG de Grenoble) sous AIX-4.2, contenant
32 processeurs3 RS-6000 cadencés à 120 MHz et 64 méga octets de mémoire. La
puissance de référence d’un processeur de cette machine est de 100 Mflops4. Pour
les communications, nous avons utilisé la bibliothèque MPI d’IBM qui utilise la
bibliothèque de communication native MPL du SP1. Les performances du réseau
sur MPI sont alors de 30 méga octets par seconde de bande passante et de 60�s de
latence.

Il est à noter que les rapports calcul/communication de ces deux machines sont donc
relativement différent puisque les bandes passantes sont pratiquement similaire alors que
la puissance de calculs disponible sur chaque nœud est 100 Mflops pour le SP1 et de
4� 390 Mflops sur le réseau de station.

Les différentes applications Athapascan-1 et ScaLapack ont été compilées sur les deux
machines pargcc �O3 (version 2.95) et utilisent les bibliothèques BLAS fournies par
les constructeurs.

Les résultats sont exprimés en millions d’opérations flottantes réalisées par seconde
(Mflops). Si t est le temps d’exécution parallèle obtenu sur un problème nécessitanta

1. Obtenue sur le produit de deux matrices de tailles100�100 par la fonction dgemm de la bibliothèque
BLAS fournie par SUN (Sun Performance Library 2.0). Le nombre d’opérations flottantes comptées pour
un produit de matrice de taillen est2n3.

2. GM est une bibliothèque de communication par échange de messages exploitant l’interface Myri-
net au niveau utilisateur (i.e. communication directe à travers la carte réseau sans passer par le système
d’exploitation).

3. Seuls 21 nœuds étaient en service à la date des expérimentations.
4. Obtenue sur le produit de deux matrices de tailles150�150 par la fonction dgemm de la bibliothèque

BLAS fournie par IBM.
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Figure 7.3 – Exécution sur un réseau de 16 stations SUN Sparc SMP à 4 processeurs.

opérations flottantes, alors le nombre de Mflops obtenu esta
t
10�6. Une approximation

du nombre d’opérations flottantes utilisées par les trois algorithmes, multiplication de
matrice, factorisationLU etLLt a été obtenue avec les fonctionsdopbl3 et dopla de
la bibliothèque LAPACK (LAPACK timing routine).

7.5.1 Placement cyclique bidimensionel des tâches

Nous présentons ici les résultats obtenus avec la meilleure configuration, c’est-à-dire
avec le mode d’exécution statique de la bibliothèque Athapascan-1 ainsi qu’un algorithme
d’ordonnancement réalisant un placement cyclique bidimensionel des tâches comme pré-
senté dans la section précédente.

La figure 7.3 page 121 montre les performances obtenues sur16 nœuds (64 proces-
seurs) du réseau de stations SMP avec une partition des matrices en blocs de taille100.
L’exécution du programme est ici réalisée en lançant sur chaque nœud SMP un processus
UNIX, contenant lui même4 processus légers pour exploiter les4 processeurs du nœud
SMP. Avec cette configuration, la factorisationLU exploite jusqu’à11000 Mflops, ce qui
donne172 Mflops par processeur, à comparer aux390 Mflops de puissance de référence
obtenue sur un produit de matrices.

La figure 7.4 page 122 montre les performances obtenues sur16 nœuds du SP1 avec
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Figure 7.4 – Exécution sur un IBM SP1 à 16 processeurs.

une partition des matrices en blocs de taille100. L’exécution du programme est ici réali-
sée en lançant un processus UNIX sur chaque nœud mono-processeur de la machine. Le
produit de matrice exploite alors jusqu’à1100 Mflops, ce qui donne68 Mflops par proces-
seurs, à comparer aux100 Mflops de puissance de référence mesurée sur un processeur
avec le produit de matrices. La chute des performances pour le produit de matrices de
taille 2800� 2800 s’explique par un dépassement de la capacité mémoire sur un nœud du
SP1 (limité à 30 méga octets de données utilisateurs résidant en mémoire centrale5). Les
factorisations sont moins consommatrices de mémoire (une seul matrice à stocker contre
trois pour le produit de matrice), le phénomène n’apparaît donc pas pour les tailles de
matrice utilisées.

7.5.2 Comparaison avec ScaLapack

Nous comparons ici la factorisation de Cholesky dense écrite en Athapascan-1 avec
la procédure de factorisation de Cholesky densepdpotrf fournie par la bibliothèque
ScaLapack [23].

Les deux algorithmes Athapascan-1 et ScaLapack sont identiques : La factorisation

5. Au delà, la mémoire est systématiquement transférée sur disque, le système AIX se réservant les 30
méga octets restants.

122



Expérimentation 7.5

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Taille des matrices

M
flo

p
s

LLt Athapascan-1
LLt ScaLapack

Exécution sur4� 16 processeurs, taille des blocs= 100

Figure 7.5 – Comparaison Athapascan-1/ScaLapack sur un réseau de 16 stations SUN.

est réalisée sans pivotage, la matrice est partitionnée en blocs de même taille100 et le
même placement cyclique bidimensionel des blocs sur les nœuds est effectué.

La figure 7.5 page 123 montre une comparaison des performances Athapascan-1 et
ScaLapack obtenues sur16 nœuds (64 processeurs) du réseau de stations SMP. Les per-
formances obtenu par Athapascan-1 sont jusqu’à deux fois meilleures que celles obtenues
avec ScaLapack. Ces résultats s’expliquent par l’utilisation dans Athapascan-1 de proces-
sus légers pour exploiter les nœuds SMP alors que ScaLapack utilise quatre processus
UNIX communiquant par échange de messages.

La figure 7.6 page 124 montre une comparaison des performances Athapascan-1 et
ScaLapack obtenues sur un nœud SMP de la même machine. La courbe “LLt Athapascan-
1” a été obtenue en utilisant Athapascan-1 avec un processus UNIX et quatre processus
légers, la courbeLLt Athapascan-1 sansthreads” a été obtenue en utilisant Athapascan-
1 avec quatre processus UNIX et la courbe “LLt ScaLapack” a été obtenue en utilisant
Scalapack et quatre processus UNIX. On peut alors remarquer que l’utilisation de proces-
sus légers plutôt que des processus UNIX pour exploiter un nœud SMP améliore jusqu’à
deux fois les performances obtenues. Ceci explique en partie les écarts de performances
mesurés entre Athapascan-1 et ScaLapack sur réseau de SMP.

La figure 7.7 page 125 montre une comparaison des performances Athapascan-1 et
ScaLapack obtenues sur16 nœuds de la machine SP1. Sur cette machine composée de
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Figure 7.6 – Comparaison Athapascan-1/ScaLapack sur une machine SMP.

nœuds mono-processeur, les résultats sont pratiquement similaires avec cependant un
léger avantage pour Athapascan-1 lorsque la taille du problème augmente. Cela peut
s’expliquer par la façon dont sont réalisées les communications dans les deux versions.
Dans ScaLapack, les communications sont réalisées par la bibliothèque de communi-
cation BLACS [31] qui ne fournit que des mécanismes de communication synchrones
(communication point à point ou collectives). Au contraire, dans Athapascan-1, les com-
munications sont toutes asynchrones.

7.5.3 Évaluation d’Athapascan-1 sur d’autres politiques
d’ordonnancement

La bibliothèque Athapascan-1 intègre plusieurs politiques d’ordonnancement diffé-
rentes, pouvant être utilisées sur une même application sans modification de celle-ci (mise
à par bien sûr, l’indication de la politique d’ordonnancement à utiliser). Dans cette sec-
tion, nous comparons expérimentalement, sur machine à mémoire distribuée, différentes
politiques d’ordonnancements sur la factorisation dense de Cholesky.
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Figure 7.7 – Comparaison Athapascan-1/ScaLapack sur un IBM SP1 à 16 processeurs.

7.5.3.1 Ordonnancement statique

Tout d’abord, nous présentons les résultats obtenus avec deux politiques d’ordonnan-
cement statiques : ETF et DSC. Ces deux algorithmes d’ordonnancement statique néces-
sitent en entrée une modélisation de la machine et plus précisément une modélisation du
réseau de communication. Le modèle de communication de ces deux algorithmes d’or-
donnancement statique est caractérisé par trois paramètres :!, le nombre d’opérations par
seconde réalisées sur un nœud ainsi que� et� la latence et le débit du réseau. Notons que
ce modèle de communication ne prend pas en compte les éventuelles contentions du ré-
seau de communication. Il ne peut donc être valide que si la bande passante du réseau est
suffisante par rapport au volume de communication généré par l’application. Dans le cas
contraire, on peut s’attendre à obtenir un ordonnancement statique des tâches conduisant
à une exécution réelle peu performante.

La figure 7.8 page 126 compare les performances obtenues sur les deux algorithmes
d’ordonnancement généraux ETF et DSC par rapport aux performances produites par l’or-
donnancement cyclique bidimensionnel déjà évalué précédemment. L’application consiste
en la factorisation de Cholesky dense d’une matrice de taille2400 � 2400 et les valeurs
prises pour modéliser le SP1 sont! = 100Mflops pour la puissance de calcul d’un pro-
cesseur,beta = 60�s pour la latence et� = 10Mbyte=s pour la bande passante. On peut
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alors voir que les performances obtenus avec l’ordonnancement ETF sont meilleures que
celle obtenue avec l’ordonnancement cyclique bidimensionnel. Par contre, l’ordonnance-
ment fournie par DSC se dégrade fortement à partir de 10 processeurs (pas d’explication
si ce n’est une erreur possible dans le code, directement extrait de PYROS).

Les temps affichés dans la figue 7.8 page 126 ne prennent cependant pas en compte le
temps de calcul de l’ordonnancement. Pour l’algorithme ETF, dont la complexité est en
O(np log n), ce temps de calcul varie entre1s pour 4 processeurs et jusqu’à1:5s pour16
processeurs alors que pour l’algorithme DSC, qui à une complexité enO((n+nd) log n)

6

ce temps de calcul, varie de1:6s à 2:2s. Ce coût d’ordonnancement intervient donc au
maximum dans16% du temps total d’exécution pour l’algorithme ETF sur 16 processeurs.
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Figure 7.8 – Exécution sur le SP1 avec la version spécialisée de la bibliothèque
Athapascan-1 avec trois politiques d’ordonnancement statiques de la
factorisation de CholeskyLLt.

6. Cette complexité de l’algorithme ETF diffère de celle donnée dans [69] et dans la section 5.4.2.1
page 84. Elle est obtenue en utilisant des arbres de recherches binaires équilibrés pour calculer à chaque
itération de l’algorithme la tâche qui pourra s’exécuter au plus tôt sur un processeur.
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7.5.3.2 Ordonnancement dynamique

Nous présentons maintenant une expérimentation de la factorisation dense de Cho-
lesky en utilisant la version générale de la bibliothèque Athapascan-1, pouvant à la fois
supporter des politiques d’ordonnancement statiques et à la volée. Deux politiques d’or-
donnancement sont expérimentées ici. Un ordonnancement à la volée de type glouton
avec vole de tâche (i.e. lorsqu’un processeur n’a plus de tâche prête, il vole une tâche
prête à un processeur choisi au hasard) et l’ordonnancement cyclique bidimensionnel uti-
lisé précédemment.

La figure 7.9 page 128 montre les résultats obtenus sur le SP1 pour la factorisation de
Cholesky sur différentes tailles de matrice. Deux problèmes peuvent alors être observés.
Tout d’abord, les résultats obtenus avec l’ordonnancement cyclique bidimensionnel sont
bien moins performants que ceux obtenus avec un ordonnancement identique mais sur
la version spécialisée de la bibliothèque (voire figure 7.7 page 125). Ceci peut s’expli-
quer par le surcoût plus important de gestion et d’interprétation du graphe dans le mode
d’exécution dynamique, comme nous l’avons déjà souligné dans la section 6.5 page 103.
Le second problème concerne l’écart de performance obtenu entre les deux politiques
d’ordonnancement sur le même mode d’exécution dynamique de la bibliothèque. Ceci
s’explique par le fait que l’algorithme glouton utilisé ne tient aucun compte de la localité
des données et génère alors beaucoup de communications de données entre processeurs.

7.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre trois applications de bases de l’algèbre linéaire
dense implantées en Athapascan-1 : le produit de matrice, la factorisationLU et la facto-
risationLLt. Ces trois applications ont permis d’illustrer certains point d’Athapascan-1 :

– La facilité de programmation de ce type d’application dans l’interface de program-
mation d’Athapascan-1. Le programmeur est libéré de l’analyse du parallélisme de
son programme mais surtout des problèmes de distribution et de communications
des données. Il est également libéré des problèmes d’ordonnancement des calculs,
bien que dans le cas des applications régulières traitées ici, ce problème ne soit
pas aussi difficile que dans le cas d’application irrégulière (le chapitre 9 traitera un
exemple d’application irrégulière en Athapascan-1).

– La portabilité apportée par l’abstraction de la machine parallèle dans l’écriture du
programme. Le système chargé de l’exécution peut alors tirer pleinement partie des
différentes architectures parallèles. Par exemple sur les machines de types SMP ou
réseau de SMP, le système d’exécution peut avantageusement utiliser des processus
légers et la mémoire partagée de la machine, ce qui n’est par exemple pas pos-
sible pour une application écrite dans un modèle de programmation par échange
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Figure 7.9 – Exécution sur le SP1 avec la version générale de la bibliothèque Athapascan-1
avec deux politiques d’ordonnancement, de la factorisationLLt.

de messages entre processus lourds. Cet avantage a été illustré dans la section 7.5.2
page 122 où l’application de factorisation de Cholesky dense en Athapascan-1 amé-
liore jusqu’à100% les performances obtenue par ScaLapack sur une machine SMP
et améliore jusqu’à100% sur une machine de type réseau de SMP.

– La possibilité offerte par Athapascan-1 d’utiliser différentes politiques d’ordonnan-
cement. L’ordonnancement cyclique bidimensionnel spécifique à ce type d’appli-
cation fournit souvent de bons résultats ; mais nous avons vu par exemple dans la
section 7.5.3 page 124 que sur certaines machines et pour certaines tailles de pro-
blèmes un autre ordonnancement comme ETF peut permettre d’obtenir une amé-
lioration significative des performances.
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8
Factorisation parallèle creuse de

Cholesky

Ce chapitre est consacré à la factorisation parallèle creuse de Cholesky. Les phases
préparatoires à la factorisation numérique proprement dite, renumérotation et factorisa-
tion symbolique, nécessaires pour obtenir un algorithme efficace sont présentées dans un
cadre général. Nous présentons ensuite (section 8.5.4 page 142) un algorithme de fac-
torisation numérique parallèle pour machines à mémoire distribuée, de type fan-in, avec
partitionnement par blocs bidimensionnel de la matrice. Cet algorithme est décrit dans un
modèle de programmation par échange de messages. Un ordonnancement des calculs par
placement initial des données de la matrice est ensuite proposé pour cet algorithme.

8.1 Introduction

La résolution de systèmes linéaires creux symétriques définis positifs intervient dans
beaucoup de problèmes comme par exemple les méthodes d’éléments finis, l’analyse des
structures, la simulation de semi-conducteurs... De plus, pour ces applications, une partie
importante du temps d’exécution est passée dans la résolution de ces systèmes linéaires.

Pour résoudre un tel systèmeAx = b, deux classes de méthodes, directes et itéra-
tives, peuvent être utilisées. La méthode directe consiste à factoriser la matrice initialeA
pour obtenir une matriceL triangulaire inférieure telle queA = LLT . Cette factorisation
est obtenue en utilisant une variante creuse de l’algorithme de factorisation de Cholesky
présentée au chapitre précédent. La solution du système est ensuite obtenue en résolvant
les deux systèmes triangulairesLy = b puisLTx = y. Les méthodes itératives consistent
quant à elles à obtenir une approximation de la solution par des itérations faisant intervenir
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des produits de type matrice creuse par un vecteur.
Bien que les méthodes directes soient généralement plus coûteuses en mémoire et en

temps d’exécution que les méthodes itératives, elles ont l’avantage d’être plus robustes
et générales que ces dernières. En effet, pour résoudre efficacement un système linéaire
par une méthode itérative il faut choisir le schéma itératif le mieux adapté au système.
Ensuite, il faut généralement préconditionner la matrice pour se ramener à un système
sur lequel le schéma itératif sera plus efficace. La encore, pour cette opération appelée
préconditionnement, il existe différentes méthodes. De plus, pour des raisons de stabilité,
il existe certains systèmes sur lesquels seules les méthodes directes sont utilisables.

8.2 Présentation de la factorisation creuse de
Cholesky

L’algorithme de la factorisation creuse de Cholesky est une élimination de Gauss
adaptée au cas symétrique dans lequel les opérations sur les éléments nuls sont suppri-
mées. L’algorithme 7 présente la formekij de l’algorithme où
ol(k) est l’ensemble des
indices de ligne des éléments non nuls de la colonnek de la matriceL située sous la
diagonale, c’est-à-dire.
ol(k) = fi; Li;k 6= 0; i > kg.

Algorithme 7 : Algorithme de factorisation creuse de Cholesky.
Entrée : matriceA symétrique définie positive de taillen
Sortie : LLT = A

1: L est initialisée avecA
2: pour k = 1 jusqu’à n faire
3: Lk;k  

q
Lk;k

4: pour i 2 
ol(k) faire
5: Li;k  Li;k

Lk;k

6: pour j 2 
ol(k) faire
7: pour i 2 
ol(k) et i � j faire
8: Li;j  Li;j � Li;kL

t
j;k

Une propriété bien connue et importante des matrices symétriques définies positives
est l’existence et l’unicité de la décompositionA = LLT avecLi;i > 0. Cette propriété
assure de toujours obtenir un pivot strictement positifLk;k à la ligne 3 de l’algorithme. On
montre également [80] qu’au cours de la factorisation, les valeurs des coefficients de la
matriceL sont bornées par le plus grand coefficient de la matrice initiale. Il n’est donc pas
nécessaire de réaliser des permutations de lignes et de colonnes sur la matrice à factoriser
pour réduire les erreurs d’arrondi. Pour la même raison, il est possible d’effectuer des
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permutations sur la matrice initiale sans engendrer d’erreur d’arrondi supplémentaire au
cours de la factorisation. Cette propriété va être utilisée dans le paragraphe suivant.

La factorisation creuse de Cholesky a pour conséquence un remplissage de la matrice
factoriséeL qui contient alors plus d’éléments non nuls que la matrice initialeA. Lors
de l’affectation de la ligne 8 de l’algorithme, siLi;j avant l’affectation est nul alors un
nouvel élément non nul est introduit dans la matrice factoriséeL. Un exemple de matrice
creuseA et du remplissage du facteurL obtenu est donné dans la figure 8.1. Le nombre
d’éléments non nuls introduits est fortement influencé par une permutation des lignes
et des colonnes appliquée à la matrice. Une première étape de la factorisation creuse
de Cholesky consiste donc à calculer une permutationP qui minimise le remplissage
lors de la factorisation de la matricePAP T , dans le but de réduire l’espace mémoire
et le nombre d’opérations utilisées pour la factorisation. Cette permutation correspond à
une renumérotation des inconnues du système linéaire associé à la matriceA ; c’est pour
cette raison que cette opération est habituellement dénommée étape de renumérotation.
Plusieurs méthodes existent pour réaliser cette renumérotation. Elles seront présentées
dans la section 8.3.

Comme seuls les éléments non nuls sont stockés, le remplissage de la matriceL en
cours de factorisation peut impliquer une gestion dynamique coûteuse de la structure sto-
ckant cette matrice s’il n’est pas bien géré. Cependant, dans le cadre de la factorisation
creuse de Cholesky, il existe des algorithmes permettant, pour un faible coût, de pré-
calculer la structure finale de la matriceL, c’est-à-dire la position dans la matrice facto-
risée des éléments non nuls (voir la section 8.4). Le principe de ces algorithmes est de
réaliser l’algorithme 7, mais uniquement sur la structure creuse de la matrice, sans consi-
dérer les valeurs. Pour cette raison, cette opération se nomme «factorisation symbolique».
C’est également grâce à cette opération de factorisation symbolique qu’il est possible, lors
de la parallélisation de la factorisation creuse de Cholesky, de réaliser un ordonnancement
statique des calculs de l’étape suivante. La section 8.4 sera consacrée à cette phase de la
factorisation.

La dernière étape, la factorisation numérique peut alors être réalisée en appliquant
l’algorithme 7 sur une matrice ayant la structure creuse de la matrice factoriséeL et
ayant pour valeurPAP T . Cette étape est généralement beaucoup plus coûteuse en nombre
d’opérations que les étapes précédentes. Nous traiterons en détail cette factorisation nu-
mérique dans la section 8.5.

Un concept important pour la compréhension de la factorisation creuse de Cholesky
est l’arbre d’élimination associé à la factorisation [84]. À chaque colonne de la matrice à
factoriser est associé un nœud de l’arbre. Un nœudi a pour père le nœudj si et seulement
si l’indice du premier élément non nul situé en dessous de la diagonale de la colonnei de
la matrice factoriséeL est égal àj. La figure 8.1 page 132 donne un exemple de facteur
L obtenu après factorisation et l’arbre d’élimination qui lui est associé.

L’arbre d’élimination exhibe directement une partie importante du parallélisme de la
factorisation creuse de Cholesky. Plus exactement, il exprime les dépendances entre deux
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Figure 8.1 – Structure d’une matrice creuse symétriqueA, du facteurL obtenu après
factorisation et l’arbre d’élimination associé. Les cercles blancs représentent les
éléments rajoutés dans la structure du facteur.

itérations différentes de la boucle externe (i.e. la boucle sur l’indicek de la ligne 2) de
l’algorithme 7. L’itération d’indicei ne peut commencer que lorsque l’ensemble des ité-
rations d’indicej où j appartient au sous arbre du nœudi dans l’arbre d’élimination. Il
faut noter que ce parallélisme est uniquement induit par le creux de la matrice. Lorsque
la matrice est dense, l’arbre d’élimination est une chaîne et les itérations sur la boucle ex-
terne de l’algorithme (ligne 2 de l’algorithme 7 page 130) doivent alors être sérialisées. Le
parallélisme de la factorisation dense de Cholesky est alors uniquement tiré des itérations
sur les deux boucles internes (ligne 6 et 7 de l’algorithme 7 page 130).

Un super-nœud est une autre notion importante dans la factorisation creuse de Cho-
lesky. Un super-nœud est un ensemble de colonnes adjacentes du facteurL ayant la
même structure creuse pour les éléments situés en dessous de la diagonale. Plus préci-
sément, l’ensemble des colonnes d’indicej; : : : ; j + t constitue un super nœud si, pour
toutj � k < j+ t, l’ensemble des indices de ligne des éléments non nuls de la colonnek
est égale à l’ensemble des indices de ligne des éléments non nuls de la colonnek+1 aug-
menté de l’indicek. La matrice de la figure 8.2 a, par exemple,5 super-nœuds, composés
des ensembles de colonnes d’indicesf1; 2; 3g, f4g, f5g, f6g et f7; 8g.

Une technique majeure pour optimiser la factorisation numérique de Cholesky est
de réorganiser les calculs en fonction de ces super-nœuds de manière à remplacer les
opérations réalisées sur la structure creuse de la matrice par des opérations réalisées sur
des blocs denses. En effet, il est ainsi possible d’utiliser les BLAS de niveau 3 [33] pour
réaliser efficacement ces opérations. Cette technique sera abordée dans la section 8.5.

On peut également se reporter à l’article [62] et au livre [32] pour une étude complète
de la factorisation parallèle creuse de Cholesky.
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Figure 8.2 – Les super-nœuds obtenus sur la structure du facteur de Cholesky de la figure 8.1
et l’arbre d’élimination des super-nœuds associés.

8.3 Renumérotation des inconnues

Le calcul d’une renumérotation des inconnues d’un système linéaire creux symétrique
qui minimise le remplissage de la matrice lors de la factorisation de Cholesky, est NP-
difficile [129]. Ainsi des heuristiques ont été proposées pour calculer une bonne renumé-
rotation. On distingue deux classes principales : degré minimum et dissection emboîtée.
Toutes deux sont basées sur le graphe d’adjacence associé à la matrice à factoriser.

Le graphe d’adjacence d’une matrice symétriqueA de taillen�n, notéeG(A) est un
graphe non orienté, contenantn nœuds et dans lequel les nœuds distinctsi et j sont reliés
par une arête si et seulement siAi;j est non nul.

8.3.1 Méthode de degré minimum et de remplissage local
minimum

Le remplissage de la matrice intervient lors de l’opération de mise à jour de la ligne
8 de l’algorithme 7 page 130. Les méthodes considérées ici cherchent alors à réduire le
remplissage introduit entre deux itérations sur la boucle externe de l’algorithme (i.e. la
boucle sur l’indicek). Ces méthodes sont donc des méthodes locales, c’est-à-dire qu’elles
ramènent le problème de minimisation du remplissage entre la matrice initiale et la ma-
trice factorisée à un problème de minimisation du remplissage entre deux itérations de
l’algorithme de factorisation.

Pour minimiser ce remplissage (appelé dans la suite remplissage local) qui intervient
lors de lakèmeitération sur la boucle externe de l’algorithme de factorisation, ces méthodes
appliquent une permutation sur les colonnes d’indice supérieur ou égal àk (la même
permutation est également appliquée sur les lignes). En fait, seule une permutation de
la colonne d’indicek avec une des colonnes d’indice supérieur àk est nécessaire : en
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effet, les permutations entre colonnes d’indices strictement supérieurs àk ne modifient
pas le remplissage local. Notons que la permutation de deux colonnes correspond à une
permutation de deux inconnues du système.

La méthode de remplissage locale minimum calcule la solution exacte au problème
de minimisation locale : elle cherche, parmi l’ensemble desn� k permutations possibles,
la permutation produisant le remplissage local minimum. Par contre, la méthode de degré
minimum réalise une approximation du problème de minimisation locale. Dans cette mé-
thode, c’est la colonne ayant le moins d’éléments non nuls parmi les éléments d’indice
de ligne supérieur ou égal àk qui est choisie pour être permutée avec la colonne d’indice
k. La méthode de remplissage local minimum conduit à une solution globale (i.e. une
renumérotation des inconnues) réduisant d’environ15% le nombre d’éléments non nuls
par rapport à la méthode de degré minimum [114] ; cependant cette dernière est préférée
pour son moindre coût de calcul.

En pratique ces deux algorithmes ne travaillent pas directement sur la matrice à fac-
toriser mais sur le graphe d’élimination correspondant au graphe d’adjacence de la sous
matrice restant à factoriser. L’algorithme de degré minimum se ramène alors à une re-
cherche dans ce graphe du nœud de degré minimum (le degré d’un nœud est le nombre
d’arrêts reliées à ce nœud). Plusieurs optimisations de ces deux algorithmes, basées sur
la théorie des graphes, ont été proposées. L’article [53] fait un survol des différentes opti-
misations proposées pour la méthode de degré minimum. L’article [2] propose également
une variante de l’algorithme de degré minimum. Cet algorithme conduit à une renuméro-
tation d’aussi bonne qualité que celle produite par l’algorithme de degré minimum mais
avec un coût de calcul plus faible.

8.3.2 Méthode de di ssection emboîtée

Le premier algorithme de dissection emboîtée a été proposé par Alan George [52]. Cet
algorithme, initialement valable pour les matrices dont le graphe d’adjacence est une grille
bidimensionnelle, a ensuite été étendu pour des matrices symétriques quelconques [83].

Cet algorithme est basé sur la notion de séparateur du graphe d’adjacenceG(A) de la
matrice. Un séparateur d’un grapheG est un ensemble de nœudsS tel que si on enlève de
G le sous ensemble de nœudsS et les arêtes qui y sont reliées, alors on obtient deux sous
graphes non connectés. Le principe de l’algorithme de dissection emboîtée est le suivant :
On extrait sur le grapheG(A) un séparateurS séparant le graphe en deux partiesG1 et
G2 et l’on renumérote les inconnues de manière à avoir en premier les nœuds deG1 puis
ceux deG2 et en dernier les nœuds du séparateurS. On applique ensuite récursivement
cette méthode sur les sous graphesG1 etG2 pour obtenir la renumérotation finale. L’idée
de cet algorithme est d’éviter, lors des itérations sur les nœuds deG1, le remplissage sur
les nœuds deG2 et lors des itérations sur les nœuds deG2, le remplissage sur les nœuds
deG1.

La qualité de la renumérotation obtenue est directement liée à la taille des séparateurs.
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Si le graphe est de structure régulière, il est relativement facile d’obtenir de bons sépara-
teurs. Par exemple l’algorithme initial de Alan George [52] sur une grille à 2 dimensions
conduit à une renumérotation optimale. Mais dans le cas où le graphe est irrégulier (i.e.
de structure quelconque), obtenir de bons séparateurs du graphe est un problème diffi-
cile. Les techniques de partitionnement de graphes irréguliers sont généralement utilisées
dans ce cas. Le partitionnement du graphe fournit un séparateur des arêtes de ce graphe,
c’est-à-dire un ensemble d’arêtes qui sépare le graphe en deux parties. Il est alors pos-
sible d’extraire, parmi les nœuds connectés à ce séparateur, un sous-ensemble de nœuds
qui soit un séparateur du graphe.

Pour le partitionnement d’un graphe quelconque, il existe plusieurs méthodes mais la
plus employée est la méthode de type multi-niveaux [74]. Utilisée dans le cadre de la re-
numérotation d’une matrice creuse, cette méthode de partitionnement donne souvent les
meilleurs résultats comparée à d’autres algorithmes de partitionnement [74]. Une implan-
tation de cette dernière méthode de renumérotation a, par exemple, été réalisée dans les
bibliothèques METIS [73] et SCOTCH [99].

8.3.3 Méthode mixte

Les méthodes de dissection emboîtée génèrent généralement plus de parallélisme pour
la factorisation numérique que les méthodes de degré minimum. Ceci se remarque sur
l’arbre d’élimination de la factorisation qui est plus large et mieux équilibré.

L’exemple classique d’une matrice tri-diagonale de taillen illustre l’avantage des mé-
thodes de dissection emboîtée par rapport aux méthodes de degré minimum sur ce point.
Sur cette matrice, l’arbre d’élimination obtenu à partir d’une renumérotation par un algo-
rithme de degré minimum est une chaîne. Il n’y a donc pas de parallélisme et le temps de
factorisation parallèle est enO(n). Par contre, l’arbre d’élimination obtenu à partir d’une
renumérotation par une dissection emboîtée est un arbre binaire équilibré. Le temps de
factorisation parallèle est alors enO(log n).

Cependant les méthodes de degré minimum sont connues pour être très efficaces tant
en terme de remplissage qu’en coût de calcul de la renumérotation. Pour ces raisons, plu-
sieurs méthodes mixtes combinant une dissection emboîtée avec un algorithme de degré
minimum ont récemment été proposées [100] [64]. Le principe est alors de réaliser une
dissection emboîtée jusqu’à un certain seuil, puis de continuer la renumérotation de cha-
cune des partitions indépendantes obtenues avec un algorithme de degré minimum. Cette
technique permet alors de calculer efficacement une renumérotation offrant de bonnes
propriétés pour exploiter le parallélisme de la factorisation numérique.
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8.4 Factorisation symbolique

Comme nous l’avons vu en introduction, l’objectif de cette étape est de pré-calculer
la structure creuse du facteurL qui sera obtenu après la factorisation de façon à éviter
de gérer des structures de données dynamiques pendant la factorisation. Cette étape n’est
donc utile que si le nombre d’opérations nécessaires pour l’effectuer est faible devant le
nombre d’opérations de la factorisation numérique.

Dans la suite on définit pour une matrice creuseA l’ensembleStru
t(A�;j) comme
l’ensemble des indices de lignes des éléments non nuls de la colonnej deA et situés en
dessous de la diagonale :

Stru
t(A�;j) = fi tel quei > j etAi;j 6= 0g
Nous définissons également la fonctionp,

p(j) =

(
minStru
t(L�;j) si Stru
t(L�;j) 6= ;;
j sinon:

et l’ensembleRi des indices des colonnesj pour lesquels l’élémentLi;j est le premier
élément non nul situé en dessous de la diagonale :

Ri = fj tel que1 < j < i et p(j) = ig
On montre alors relativement facilement [54] que, siL est la matrice obtenue après

factorisation deA, alors :

Stru
t(L�;j) = Stru
t(A�;j) [
0
� [
j02Rj

Stru
t(L�;j0)

1
A � fjg

Autrement dit, la structure de la colonnej deL est l’union des structures de la colonne
j deA et des colonnesj 0 deL pour lesquelles l’élémentLi;j0 est le premier élément non
nul situé en dessous de la diagonale.

De plus on montre que les ensemblesRj sont une représentation de l’arbre d’élimina-
tion associé à la factorisation. Les indices de l’ensembleRj sont en effet les indices des
fils du nœudj dans l’arbre d’élimination.

On obtient alors, à partir de ces propriétés, un algorithme de factorisation symbolique
de Cholesky, présenté dans la figure 8. La complexité en nombre d’opérations de cet
algorithme est bornée parO(dmax�(L)) où �(L) est le nombre d’éléments non nuls de
la matriceL et dmax est le nombre maximum de fils d’un nœud de l’arbre d’élimination.
Lorsque la matrice est renumérotée par une dissection emboîtéedmax est égal à2. Dans
les deux cas, le volume mémoire nécessaire pour réaliser la factorisation estO(�(L)) 1.

1. En utilisant la notion de graphe quotient [55] le volume mémoire nécessaire à la factorisation symbo-
lique peut être ramené àO(�(A)).
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Algorithme 8 : Algorithme de factorisation symbolique de Cholesky.
Entrée : MatriceA symétrique définie positive
Sortie : Structure du facteurL obtenu après factorisation de la matriceA : Stru
t(L�;j)

contenant la structure creuse de la colonnej deL.
Sortie : Arbre d’éliminationR associé à la factorisation :Rj contenant la liste des fils du

nœudj.
1: pour j = 1 jusqu’à n faire
2: Rj = ;
3: pour j = 1 jusqu’à n faire
4: S = Stru
t(A�;j)
5: pour j 0 2 Rj faire
6: S = S [ Stru
t(L�;j0)� fjg
7: Stru
t(L�;j) = S
8: si Stru
t(L�;j) 6= ; alors
9: i = minStru
t(L�;j)

10: Ri = Ri [ fjg

Une amélioration de cet algorithme consiste à introduire le calcul des super-nœuds
en cours de factorisation. SiRj ne contient qu’un élémentj 0, les colonnesj 0 et j sont
contiguës. SiStru
t(A�;j) � Stru
t(L�;j0) alorsStru
t(A�;j) = Stru
t(A�;j0) � fjg.
Les colonnesi et j appartiennent donc à un même super-nœud. Ceci permet de ne sto-
cker que la structure des super-nœuds pendant la factorisation. Une autre amélioration
de cet algorithme peut également être obtenue, par introduction de la notion de graphe
quotient [55].

Les super-nœuds de petites tailles posent un problème lors de la factorisation numé-
rique car les blocs denses, sur lesquels sont effectués les opérations, sont alors trop petits
pour bien exploiter l’unité de calcul du processeur. Il est cependant possible, en rajoutant
des éléments nuls dans la structure de la matrice creuse d’amalgamer des super-nœuds
pour augmenter leurs tailles, au prix cependant d’un accroissement du nombre d’opé-
rations effectuées lors de la factorisation numérique. La figure 8.4 montre un exemple
d’amalgame. La difficulté est alors de trouver le bon compromis entre le nombre d’élé-
ments nuls ajoutés dans la structure et la taille des super-nœuds obtenus. Ashcraft et
Grimes [6] ont proposé un algorithme pour amalgamer les super-nœuds dépendant uni-
quement du nombre maximum d’éléments nuls ajoutés dans la structure d’un super-nœud
après le traitement.

La complexité des algorithmes de factorisation symbolique et de regroupement de
super-nœud est faible devant les autres étapes de la factorisation de Cholesky. À titre
d’exemple, les temps obtenus sur une machine SUN Ultra Sparc II pour la factorisation
séquentielle d’une matrice contenant 1029655 éléments non nul (matrice BCSSTK32 de
la base Harwell-Boeing) sont de0:18s pour la factorisation symbolique alors que le temps
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Figure 8.3 – Les super-nœuds obtenus avant et après amalgame, sur la structure du facteur
de Cholesky de la figure 8.1 page 132 et l’arbre d’élimination des super-nœuds
associés après amalgame. Les cercles blancs représentent les éléments rajoutés
sur la structure du facteur après amalgame.

total (renumérotation, factorisation symbolique, factorisation numérique) de factorisation
est de20:18s.

8.5 Factorisation numérique

Cette étape est la plus coûteuse des trois. C’est également celle qui a le plus de paral-
lélisme potentiel.

8.5.1 Factorisation numérique séquentielle

Plusieurs organisations des calculs existent en séquentiel. Dans la suite nous nous
intéresserons uniquement aux algorithmes de typeright-lookingpour lesquels la mise à
jour de la sous matrice située à droite de la colonne pivot est faite immédiatement après
le traitement de cette colonne pivot. L’algorithme 7 est de typeright-looking.

Une première variante de cet algorithme, consiste à exprimer les calculs en terme
d’opérations sur des blocs de matrice, en utilisant la structure des super nœuds. La matrice
à factoriserA est partitionnée enN sous matrices, chaque sous matrice correspondant à
un super-nœud de la matrice. L’algorithme 9 présente cette version. Comme les colonnes
d’une sous matrice ont la même structure creuse, la factorisationLLt d’une sous matrice
est une factorisation séquentielle. De la même manière la mise à jour de la sous matrice
Lj par la sous matriceLk est réalisée par un produit de deux sous matrices denses de la
matriceLk suivie d’une addition du résultat dans la matriceLj. Cette addition est la seule
opération creuse intervenant dans l’algorithme.
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Algorithme 9 : Algorithme de factorisation creuse de Cholesky par bloc de colonnes.
Entrée : matriceA symétrique définie positive partitionnée enN blocs de colonnes notés

Lj; 1 � j � q
Sortie : LLT = A

1: pour k = 1 jusqu’à N faire
2: Factorisation de Cholesky en place du blocLk

3: pour j 2 Stru
t(L�;k) faire
4: Mise à jour du blocLj par le blocLk

Une variante de cet algorithme, appelée méthode multifrontale [85], diffère dans la
manière dont est réalisée l’opération de mise à jour de la sous matriceLk par la sous
matriceLj. Dans cette méthode l’opération de mise à jour de la dernière ligne de l’algo-
rithme 9 n’est pas accumulée directement sur le blocLj mais sur un front d’élimination
qui est ensuite utilisé pour les mises à jour suivantes. Cette méthode est utile lorsque la
matrice à factoriser ne tient pas entièrement en mémoire. La matrice à factoriser peut être
laissée sur le disque et seul le front d’élimination est gardé en permanence en mémoire.

Dans la suite, nous nous focaliserons sur la parallélisation de l’algorithme 9 sans mé-
thode frontale. On peut se référer à l’article [60] pour une étude de la parallélisation de la
méthode frontale.

8.5.2 Partitionnement par bloc bidimensionnel pour la
factorisation numérique parallèle

Deux niveaux de parallélisme sont explorés lors de la factorisation numérique de Cho-
lesky. Le premier niveau consiste à traiter en parallèle les super-nœuds appartenant à deux
sous arbres distincts de l’arbre d’élimination. Plusieurs itérations sur la boucle d’indice
k de l’algorithme 9 sont alors réalisées en parallèle. Mais au fur et à mesure que l’on
avance dans la factorisation, le nombre de super-nœuds pouvant être traités en parallèle
diminue et de plus la taille des super-nœuds croît. Il est alors nécessaire d’exploiter un
autre niveau de parallélisme. La factorisation de Cholesky dense de la ligne 2 ainsi que la
mise à jour du blocLj par le blocLk de la ligne 4 qui est principalement un produit de
matrices denses peuvent être parallélisées. Pour cela, on applique la même technique que
celle utilisée dans la section 7.1, qui consiste à partitionner dans les deux dimensions les
matrices pour réduire le volume de communication.

L’arbre d’élimination peut alors est divisé en deux parties, une partie contenant les
nœuds qui seront traités sur un seul processeur et l’autre les nœuds dont le traitement sera
parallélisé. La figure 8.4 montre cette séparation de l’arbre par une ligne en pointillés. Le
problème qui consiste à fixer cette séparation sera étudié dans la section 8.5.5.

Pour pouvoir exprimer simplement l’algorithme, la partition appliquée sur les lignes
de la matrice est la même partition que celle appliquée sur les colonnes. Cette partition est
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... ...

Figure 8.4 – Sous arbres locaux de l’arbre d’élimination.

obtenue à partir de la partition en super-nœuds des colonnes où les super nœuds dont la
taille est trop grande sont redécoupés. Un exemple de partition bidimensionnelle sur une
matrice creuse est donné dans la figue 8.5 page 140. Comme cet exemple est petit, il n’est
pas nécessaire de redécouper les super-nœuds de grande taille.
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Figure 8.5 – Partitionnement bidimensionnel de la matrice

L’algorithme 10 page 141 de factorisation avec partitionnement par bloc bidimension-
nel peut alors être écrit. La factorisation de Cholesky de la ligne 2 peut être réalisée par
un appel à la routine DPOTRF de la librairie LAPACK ; l’opération de la ligne 5 peut être
réalisée par un appel à la routine DTRSM de la librairie BLAS ; le produit de matrices
de la ligne 8 est réalisé par un appel à la routine DGEMM de la librairie BLAS : enfin la
seule opération creuse est l’accumulation de ce produit sur la matriceLi;j. Pour plus de
détails sur cet algorithme, on peut se référer à l’article [112].

Dans la suite nous noterons parbdiv(k; i) et bmod(k; i; j) respectivement l’opération
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Algorithme 10 : Algorithme de factorisation creuse de Cholesky avec partitionnement
bidimensionnel de la matrice.
Entrée : matriceA symétrique définie positive partitionnée dans les deux dimensions en

N �N blocs notésLi;j (certains blocs peuvent être nuls).
Sortie : LLT = A

1: pour k = 1 jusqu’à N faire
2: Factorisation en place du blocLk;k

3: pour i 2 Stru
t(L�;k) faire
4: {opérationbdiv(k; i)}
5: Li;k = Li;kL

�1
k;k

6: pour j 2 Stru
t(L�;k) faire
7: pour i 2 Stru
t(L�;k) et i � j faire
8: {opérationbmod(k; i; j)}
9: Li;j = Li;j � Li;kL

t
j;k

de la ligne 5 et 8 de l’algorithme 10 et nous désignerons par le terme « panneau » une
colonne de blocs de la matrice partitionnée.

8.5.3 Méthode fan-out et fan-in

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux diverses organisations des calculs
de l’algorithme 10 sur une machine à mémoire distribuée en utilisant un modèle de pro-
grammation par échange de messages.

On considère ici que l’ordonnancement des calculs est dirigé par le placement initial
des blocs de la matrice sur la mémoire distribuée. L’opération de factorisation du bloc
de la ligne 2 de l’algorithme 10 est alors exécutée sur le processeur contenant ce bloc et
l’opérationbdiv(k; i) est exécutée sur le processeur contenant le bloci. Par contre pour
l’opérationbmod(k; i; j), il existe plusieurs possibilités.

Dans la méthode appelée fan-out, l’opérationbmod(k; i; j) est réalisée sur le proces-
seur contenant le blocLi;j . Pour cela les blocsLi;k etLj;k doivent être communiqués au
processeur réalisant l’opérationbmod(k; i; j).

Dans la méthode appelée fan-in, l’opérationbmod(k; i; j) est réalisée sur l’un des
processeurs contenant le blocLi;k ou le blocLj;k, et le résultat est accumulé localement
sur ce processeur. Ce résultat ne sera envoyé sur le processeur contenant le blocLi;j

qu’après que toutes les contributions de ce processeur sur le blocLi;j auront été calculées.
Cette méthode permet ainsi une réduction du nombre de communications et du volume
de données transmises.

La méthode fan-in a initialement été proposée dans le cadre de la factorisation creuse
de Cholesky par colonnes, comme remplacement de la méthode fan-out [5] [68] ; cette
méthode permettant en effet une réduction du volume de communication. Différentes
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adaptations de cette méthode ont été réalisées pour la factorisation de Cholesky creuse
par bloc de colonnes ou partitionnement 1D [39] [38].

Pour la factorisation creuse de Cholesky avec partitionnement bidimensionnel de la
matrice, le seul code existant est celui proposé par Rothberg et Gupta [112]. Cet algo-
rithme utilise la méthode fan-in uniquement dans la première phase de la factorisation,
là où seul le premier niveau de parallélisme de la factorisation creuse de Cholesky est
exploité, c’est-à-dire pour les nœuds de l’arbre situés en dessous de la ligne en pointillé
de la figure 8.4 page 140.

Nous proposerons dans la suite, un algorithme utilisant la méthode fan-in sur l’en-
semble des nœuds du graphe et un placement particulier des blocs de la matrice, ap-
pelé placement proportionnel, améliorant substantiellement l’algorithme proposé par Ro-
thberg.

8.5.4 Algorithme fan-in

Nous présentons dans cette section le détail de l’algorithme fan-in, mis à part le pla-
cement des blocs de la matrice sur les processeurs, qui sera traité dans la section sui-
vante. L’algorithme prend donc en entrée ce placement par l’intermédiaire de la variable
owner(i; j) qui retourne le processeur sur lequel le blocLi;j est placé. L’exécution est
alors entièrement dirigée par ce placement des données. La structure principale du pro-
gramme est présentée dans l’algorithme 11 page 144 et deux importantes fonctions sont
présentées dans les algorithmes 12 page 145 et 13 page 145. Cet algorithme est de type
SIMD, c’est-à-dire que chaque processeur exécute les instructions de l’algorithme 11
page 144.

Les structures de données de cet algorithme sont les suivantes :wait(K) est un en-
semble contenant l’indice des lignes des blocs locaux de la colonneK prêts pour l’opé-
rationbdiv; finished(K) est un ensemble contenant l’indice des lignes des blocs locaux
ou reçus de la colonneK du facteur de Cholesky (i.e. les blocs sur lesquels toutes les opé-
rations ont été effectuées);diag(K) est un drapeau indiquant si le blocLK;K est factorisé
et présent en mémoire locale;queue est une liste contenant les blocs locaux sur lesquels
une opération peut être réalisée immédiatement (i.e.sans attendre une donnée du réseau).

Le schéma de calcul et de communication de cet algorithme est le suivant. Lorsque un
blocLI;K du facteur de Cholesky est calculé, il est diffusé à l’ensemble des processeurs
contenant des blocs de la colonneK, i.e. l’ensemblegroup(K) (lignes 4 et 12 de l’algo-
rithme 13). Par ailleurs, chaque mise à jour d’un blocLI;J par le produit des blocsLI;K

et LJ;K est calculée et accumulée localement sur le processeur contenant le blocLI;K

(ligne 1 de l’algorithme 12). L’ensemble des contributions sur le blocLI;J calculées par
un processeur, est alors envoyé en une seule fois sur le processeur contenant le blocLI;J .
Pour cela, le nombre total de contributions réalisées par un processeur sur le blocLI;J est
pré-calculé (lors de la phase de factorisation symbolique) et enregistré dansnmod(I; J).
Cette variable est ensuite decrémentée lors de chaque calcul local d’une nouvelle contri-
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bution. La contribution locale sera alors envoyée lorsque ce compteur deviendra nul (voir
l’algorithme 12bmod send page 145). De la même façon, le nombre de contributions
que doit recevoir un bloc est pré-calculé et enregistré dansnmod(I; J). Après chaque
réception d’une contribution sur le blocLI;J (ou bien lors d’un calcul local d’une contri-
bution),nmod(I; J) est décrémenté et lorsqu’il devient nul le blocBI;J devient prêt pour
une opérationbdiv (ou une opération de factorisation siI = J ).

Un point reste à clarifier dans cet algorithme. Les appels à la fonctionbmod send à
la ligne 31 de l’algorithme 11 page 144 ainsi qu’aux lignes 9 et 15 de l’algorithme 13
page 145 ne sont pas tout à fait exactes. Lorsque l’ensemblefinished(K) est parcouru,
il y a trois situations où le processeur courant appelle la fonctionbmod send(K; I; J) :
lorsqueLI;K etLJ;K sont tous les deux locaux à un même processeur ; lorsqueLI;K est
local et queLJ;K est reçu par le réseau ; lorsqueLJ;K est local et queLI;K est reçu par le
réseau.

Un autre point important de cet algorithme concerne la manière dont les commu-
nications sont émises (ligne 10 de l’algorithme 12 page 145 ainsi que lignes 4 et 7 de
l’algorithme 13 page 145) et reçus (ligne 17 de l’algorithme 11 page 144). Les émissions
peuvent être réalisées par une communication asynchrone puisque un bloc qui est com-
muniqué est un bloc qui ne sera plus modifié localement. Pour les réceptions, le problème
est un peu plus difficile puisque la taille des blocs à recevoir n’est pas connue à l’avance.
Une solution est alors d’envoyer, lors de l’émission, un premier message contenant la
taille du bloc qui va être communiqué. Le bloc lui même ne sera envoyé qu’après. À la
réception, la taille du message est d’abord reçue puis l’espace nécessaire pour recevoir le
bloc est alloué et enfin le bloc lui même est reçu.2

8.5.5 Ordonnancement des calculs

Nous étudions dans cette section les méthodes utilisées pour calculer un placement
des blocs de la matrice sur les processeurs. C’est ce placement, réalisé avant la factori-
sation numérique, qui dirigera ensuite l’ordonnancement des calculs comme défini dans
la section 8.5.3. L’objectif est donc de calculer un placement des données conduisant à
un ordonnancement des calculs minimisant le temps d’exécution. Pour cela un bon com-
promis entre équilibrage de la charge de calcul et minimisation des communications est
recherché.

Plusieurs heuristiques différentes existent pour réaliser ce placement [51, 102, 113,
60, 39]. Nous présentons dans la suite deux méthodes pour calculer ce placement des
blocs, méthodes proposées et plus largement détaillées dans l’article [34].

2. Notons qu’en MPI, la fonction MPI_PROBE permet à la réception, de récupérer la taille d’un message
arrivant sur le processeur avant d’avoir réservé l’espace mémoire. Il n’est donc pas nécessaire d’envoyer
explicitement les tailles des blocs communiqués.
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Algorithme 11 : Factorisation fan-in avec partitionnement bidimensionnel.
Entrée : id, le numéro du processeur
Entrée : N le nombre de colonnes (i.e. de panneaux) de la matrice par blocsL
Entrée : Li;j les blocs de la matrice (i.e. les blocs non nuls et locaux au nœudid)
Entrée : owner(i; j), le processeur sur lequel le blocLi;j est placé
Entrée : group(j), l’ensemble des processeurs contenant des blocs de la colonnej
Entrée : nmod(i; j), le nombre de mises à jour sur le blocLi;j

1: {Étape locale}
2: pour K = 1 jusqu’à N faire
3: si LK est un panneau local (i.e.#group(k) = 1) alors
4: factoriser le panneauLK

5: pour tout I; J 2 Stru
t(L�;K) tel queI � J faire
6: bmod send(K; I; J)
7: sinon siid 2 group(K) alors
8: réaliser toutes les opérations possibles sur les blocs locaux du panneauK
9: initialiser les ensembleswait(K) et finished(K)

10: {Étape distribuée}
11: boucler
12: tant que l’ensemblequeue est non videfaire
13: retirer un blocLI;J de l’ensemblequeue
14: last blo
k op(I; J)
15: si il n’y a plus de bloc à recevoir du réseaualors
16: fin de l’algorithme
17: ATTENDRE un blocLI;J du réseau
18: si LI;J est un bloc de mise à joursalors
19: accumulation du bloc reçu sur le bloc localLI;J

20: soustraire ànmod(I; J) le nombre de contributions apportées par le bloc
21: si nmod(I; J) = 0 alors
22: last blo
k op(I; J)
23: sinon {LI;J est un bloc du facteur de Cholesky}
24: si I = J alors
25: diag(J) = 1
26: pour tout I 0 2 wait(J) faire
27: bdiv(I 0; J)
28: sinon
29: insérerI dans l’ensemblefinished(J)
30: pour tout I 0 2 finished(J) faire
31: bmod send(J; I; I 0)
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Algorithme 12 : Fonctionbmod send.
Entrée : Les indicesK; I etJ

1: bmod(K; I; J)
2: nmod(I; J) = nmod(I; J)� 1
3: si nmod(I; J) = 0 alors
4: si id = owner(I; J) alors
5: si I = J oudiag(J) = 1 alors
6: insérerLI;J dans l’ensemblequeue
7: sinon
8: insérerI dans l’ensemblewait(J)
9: sinon

10: ENVOYER LI;J sur le processeurowner(I; J)

Algorithme 13 : Fonctionlast blo
k op.
Entrée : Les indicesI etJ

1: si I = K alors
2: calculer en place le facteur de Cholesky du blocLK;K

3: diag(K) = 1
4: DIFFUSERLK;K à tous les processeurs dansgroup(K)
5: pour tout I 0 2 wait(K) faire
6: bdiv(I 0;K)
7: insérerI 0 dans l’ensemblefinished(K)
8: pour tout J 2 finished(K) faire
9: bmod send(K; I 0; J)

10: sinon sidiag(K) = 1 alors
11: bdiv(I;K)
12: DIFFUSERLI;K à tous les processeurs dansgroup(K)
13: insérerI dans l’ensemblefinished(K)
14: pour tout J 2 finished(K) faire
15: bmod send(K; I; J)
16: sinon
17: insérerI dans l’ensemblewait(J)
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8.5.5.1 Placement sur une grille

L’algorithme proposé par Geist et Ng [51] est utilisé pour le placement des sous arbres
locaux. Cet algorithme prend en entrée une liste de sous-arbres, initialisée avec la racine
de l’arbre d’élimination, et calcule un placement de ces sous arbres sur les processeurs
par un algorithme debin-packing(i.e.chacun des sous arbres, pris dans l’ordre décroisant
de leurs poids, est placé sur le processeur le moins chargé). Si le déséquilibre de charge
est trop important, le sous arbre de plus grand poids est retiré de l’arbre et remplacé par
ses fils.

Le placement des blocs des panneaux distribués est ensuite réalisé en suivant l’idée
de Rothberg et Gupta [112] utilisée pour la méthode fan-out. Lesp processeurs sont dis-
posés sur une grillepl � p
 et chaque bloc d’une colonne (respectivement ligne) de la
matrice par bloc est placé sur une colonne (respectivement ligne) de la grille de proces-
seurs. L’équilibrage de la charge entre les lignes (respectivement les colonnes) de la grille
de processeurs est réalisé en adaptant l’algorithme proposé dans [113] à la méthode fan-
in. À chaque colonne (respectivement ligne) de la matrice par bloc est associée un coût
correspondant à la somme des coûts correspondants aux blocs de la colonne (respective-
ment ligne). Chacune des colonnes (respectivement des lignes) de la matrice, pris dans
l’ordre décroisant de leur coût est alors placée sur la colonne (respectivement la ligne) la
moins chargée de la grille de processeur.

Ce placement des blocs sur une grille permet alors de réduire les communications,
de manière analogue aux algorithmes parallèles d’algèbre linéaire dense vus dans le cha-
pitre II. En effet, les diffusions réalisées aux lignes 4 et 12 de l’algorithme 13 page 145
ne font intervenir qu’au maximump
� 1 processeurs : l’ensemblegroup(K) contient les
processeurs ayant un bloc de la colonneK. De la même manière, le processeur possé-
dant le blocLI;J ne recevra de contribution sur ce bloc que des processeurs situés sur la
même ligne de la grille puisque l’opérationbmod(K; I; J) est réalisée sur le processeur
contenant le blocLI;K.

8.5.5.2 Placement pr oportionnel

Lorsque l’on analyse, par rapport à l’arbre d’élimination, les communications réali-
sées lors de la factorisation par la méthode fan-in, on remarque que les blocs de deux
nœuds appartenant à deux sous arbres différents de l’arbre d’élimination, n’interviennent
pas dans une même communication. Donc les calculs réalisés sur deux sous arbres dis-
tincts, au sens où l’un n’est pas un sous arbre de l’autre, ne feront jamais intervenir de
communication entre ces deux sous arbres.

L’idée du placement proportionnel est alors de partitionner les processeurs de manière
à ce que les calculs de deux sous arbres distincts soient toujours réalisés sur deux par-
titions différentes des processeurs, dans le but de réduire les communications. Pour cela
la méthode suivante est utilisée. À chaque nœud de l’arbre est associé un groupe de pro-
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cesseurs. Le nœud racine de l’arbre reçoit l’ensemble des processeurs et chaque nœud
de l’arbre partitionne ce groupe de processeurs pour le répartir sur ses nœuds fils. Cette
partition est appliquée récursivement jusqu’à obtenir des partitions ne contenant qu’un
processeur. La partie gauche de la figure 8.6 montre un exemple d’une telle partition des
nœuds sur le graphe.

La manière dont un nœud répartit son groupe de processeurs sur ses sous arbres est
primordiale pour la régulation de la charge de calcul entre les processeurs. Chaque sous
arbre implique des calculs indépendants. L’idée du placement proportionnel est alors de
répartir les processeurs sur les sous arbres proportionnellement à la charge de calcul de
chaque sous arbre. Cette répartition proportionnelle n’est cependant pas triviale car l’en-
semble des ressources à partitionner, c’est-à-dire le nombre de processeurs, doit rester de
cardinal entier.

Une fois que l’assignement des processeurs sur les nœuds du graphe est réalisé, il
faut encore placer chacun des blocs d’un nœud sur un des processeurs assignés au nœud.
Cette seconde étape est représentée sur la partie droite de la figure 8.6. Là encore plusieurs
méthodes sont utilisables.

Groupe de trois  processeurs.(1,2,3) Le processeur 5

(6,7)(1,2,3,4)

(1)

(2) (3,4)

(3) (4)

(5)

(6)

(7)

(1,2,3,4,5,6,7)

(1,2,3,4,5,6,7)

6

7

.

l’arbre sur son groupe de processeur.

5

Arbre d’élimination Allocation des blocs d’un nœud de

Figure 8.6 – Placement proportionnel des blocs de la matrice sur7 processeurs.

Une de ces méthodes consiste à utiliser un placement cyclique bidimensionnel si-
milaire à celui utilisé pour la factorisation de Cholesky dense vue dans la section 7.1
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page 113. Cependant, ici, la taille des blocs, et donc le coût de chaque opération sur un
bloc, est variable d’un bloc à l’autre. Le placement cyclique bidimensionnel doit donc
être adapté à ce problème. La solution utilisée est de répartir équitablement les lignes
et les colonnes de la sous matrice de blocs sur les lignes et les colonnes de la grille de
processeurs.

L’autre solution est d’utiliser un algorithme glouton. Les blocs sont alors alloués sur
chacun des processeurs, dans l’ordre où ils seront utilisés, de manière à répartir la charge
de calcul sur chacun des processeurs. Par rapport à la première solution, cette méthode
peut générer plus de communication ; par contre elle fournit un meilleur équilibrage de la
charge de calcul sur les processeurs.

8.5.6 Expérimentations

Nous montrons dans cette section des expérimentations réalisées sur les différents
algorithmes de factorisation numérique de Cholesky précédemment décrits.

Les expérimentations ont été réalisées sur deux types de machines parallèles. La pre-
mière est un IMB SP1 à 32 processeurs précédemment décrit dans la section 7.5 page 120
du chapitre précédent. Nous rappelons ici les caractéristiques de cette machine ; puissance
de référence d’un processeur de 100Mflops3, bande passante de 30 méga octets par se-
conde et latence de 60�s. La seconde machine est un Cray T3D offrant une puissance
de référence par processeur de 110 Mflops3 et une bande passante sur MPI de 35 méga
octets par seconde.

Les programmes ont été testés sur plusieurs matrices creuses de la collection Harwell-
Boeing [37]. La figure 8.1 montre les caractéristiques des matrices utilisées. Ces matrices
ont été extraites des ensembles BCCSSTRUC2 et BCCSSTRUC3 de la collection, B15
désignant la matrice BCSSTK15, B16 la matrice BCSSTK16, etc. La dernière, G150
a été obtenue par une discrétisation à 5 points sur une grille à deux dimensions. Ces
matrices ont été renumérotées avec METIS, mis à part G150 qui a été renumérotée par
une dissection emboîté optimale.

Trois versions de la factorisation numérique sont évaluées ici. L’algorithme FO_GRID
est l’algorithme fan-out avec placement des blocs sur une grille proposé par Rothberg.
L’algorithme FI_GRID est l’algorithme fan-in présenté dans la section 8.5.4 page 142
avec un même placement des blocs sur une grille. L’algorithme FI_PROP_G est l’algo-
rithme fan-in avec le placement proportionnel présenté dans la section 8.5.5.2 page 146.
Ces différentes versions de la factorisation numérique ont été écrites en C. Les opérations
sur les blocs sont réalisées par des appels aux BLAS de niveau 3 ainsi qu’à la biblio-
thèque LAPACK, mis à part pour l’opération d’addition de la fonctionbmod codée en C.
Les communications sont réalisées avec la bibliothèque MPI.

3. Mesurée sur un produit de matrice par la fonction dgemm de la bibliothèque BLAS.
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Nom Taille Nb. éléments deA Nb. élémentsL Mflop pourL
B15_K 3,948 117,816 574,104 122.48
B16_K 4,884 290,378 754,734 150.53
B17_K 10,974 428,650 1,188,305 207.13
B18_K 11,948 149,090 673,070 111.58
B25_K 15,439 252,241 1,842,860 491.96
G150 22,500 111,900 721,862 62.51

Tableau 8.1 – Différentes matrices de test. La troisième et quatrième colonne désignent le
nombre d’éléments non nuls de la matrice initiale et du facteur obtenu après
factorisation. La dernière colonne indique le nombre d’opération flottantes
nécessaire pour factoriser la matrice.

p B15_K B16_K B17_K B18_K B25_K G150 B17_A B25_A
SP1 16 0.7% 4.9% 0.4% 0.9% 0% 10.8% 0.7% 0%

32 10.2% 9.9% 4.3% 15.5% 6.5% 18.0% 7.5% 7.1%

T3D 16 0.6% 3.6% -2.6% 6.7% 2.0% 7.9% 0% 1.1%
32 -0.2% 5.2% 1.8% 4.3% 3.5% 7.2% -4.2% -1.9%

Tableau 8.2 – Amélioration des performances de l’algorithme FI_GRID par rapport à
l’algorithme FO_GRID. Les rapports sont calculés parFO�FI

FO
oùFO,

respectivementFI , est le temps obtenu avec l’algorithme FO_GRID,
respectivement FI_GRID.

8.5.7 Comparaison expérimentale

Tout d’abord nous comparons, dans le tableau 8.2 les deux algorithmes fan-out et fan-
in avec un même placement des blocs sur une grille de processeurs. Sur l’IBM SP1 avec
16 processeurs, l’algorithme FI_GRID a un faible avantage sur l’algorithme FO_GRID.
Cet avantage se confirme sur 32 processeurs. Sur le Cray T3D, les performances des deux
méthodes sont comparables. La figure 8.7 donne les résultats obtenus sur l’algorithme
FI_GRID. Sur 32 processeurs du SP1, la factorisation de la matrice B25_K exploite plus
de11% de la puissance de la machine. Sur 32 processeurs du Cray T3D, la factorisation
de la même matrice exploite plus de13% de la machine.

La figure 8.8 page 151 montre les résultats obtenus sur l’algorithme fan-in avec place-
ment proportionnel (FI_PROP_G). Pour un faible nombre de processeurs (p � 8), l’avan-
tage du placement proportionnel sur le placement sur une grille n’est pas net. Ceci est
dû au problème des parties entières intervenant dans l’algorithme de placement propor-
tionnel. Cependant, pourp = 16 et p = 32 l’amélioration apportée par le placement
proportionnel est significative. Sur 32 processeurs du SP1, la factorisation de la matrice
B25_K exploite plus de14% de la puissance de la machine. Sur 32 processeurs du Cray
T3D, la factorisation de la même matrice exploite plus de14% de la machine. Comparé
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Figure 8.7 – Performance (Mflops) pour l’algorithme fan-in avec un placement sur une grille
(i.e. l’algorithme FI_GRID).

B15_K B16_K B17_K B18_K B25_K G150
on p = 16 1.9% 21.8% 4.2% 14.4% 14.0% 16.3%

SP1 p = 32 18.6% 43.1% 18.0% 27.5% 27.0% 40.2%

on p = 16 -6.4% 3.6% -5.6% 8.1% 6.8% 6.3%
T3D p = 32 13.7% 32.7% 8.4% 28.4% 9.1% 13.8%

Tableau 8.3 – Amélioration des performances de l’algorithme FI_PROP_G par rapport à
l’algorithme FO_GRID.

à l’algorithme FO_GRID, le gain apporté par l’algorithme FI_PROP_G va jusqu’à40%.
L’algorithme de placement proportionnel améliore donc d’une façon significative les per-
formances obtenues par rapport à l’algorithme de placement sur une grille.

8.5.8 Influence de la taille des panneaux

Nous présentons ici l’influence de la taille maximum choisie pour la partition de la
matrice (i.e. la taille des panneaux). Le choix de cette taille est en effet important et
influence directement les performances des algorithmes. La taille des panneaux est di-
rectement reliée au degré de parallélisme généré. Plus cette taille est faible plus le degré
de parallélisme est important, particulièrement en fin de factorisation. Cependant si cette
taille est trop faible, la performance se dégrade du fait de l’augmentation du nombre de
communications et de la mauvaise exploitation des processeurs lors des opérations BLAS
3 sur les blocs. Un compromis doit donc être cherché. La figure 8.9 page 151 montre
les performances obtenues sur le SP1 et la matrice B25_K pour différentes tailles de pan-
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Figure 8.8 – Performance (Mflops) pour l’algorithme fan-in avec un placement proportionnel
glouton (i.e. l’algorithme FI_PROP_G).

neaux. Pour cette matrice, une taille optimale d’environ 48 apparaît : elle est indépendante
de la stratégie d’ordonnancement utilisée.
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Figure 8.9 – Temps d’exécution en secondes pour la factorisation de la matrice B25_K sur32
processeurs du SP1 et pour différentes tailles de panneaux.

8.6 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre un algorithme parallèle original pour la factori-
sation creuse de Cholesky, de type fan-in et qui utilise un partitionnement bidimension-
nel de la matrice, gage d’une meilleure extensibilité de l’algorithme qu’un partitionne-
ment mono-dimensionnel. Deux heuristiques de placement des données ont été proposées
pour cet algorithme conduisant à deux versions FI_GRID (placement sur une grille) et
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8 Factorisation parallèle creuse de Cholesky

FI_PROP_G (placement proportionnel). Les expérimentations réalisées sur deux archi-
tectures distribuées montre premièrement que la version FI_GRID proposée est généra-
lement meilleure que l’algorithme fan-out (FO_GRID) proposé par Rothberg (utilisant
le même placement des blocs) et deuxièmement que la version FI_PROP_G proposée
améliore encore les performances obtenues.

De plus, en complément de l’algorithme lui même, la stratégie d’ordonnancement
choisie joue un rôle crucial pour les performances sur une machine donnée.
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9
Factorisation numérique creuse de

Cholesky en Athapascan-1

Ce chapitre est consacré à l’implantation de l’algorithme numérique de factorisation
creuse de Cholesky, dans un modèle de programmation parallèle haut niveau (i.e. offrant
une abstraction de la machine parallèle), et plus particulièrement en Athapascan-1. Nous
supposerons dans ce chapitre que l’étape de renumérotation et de factorisation symbolique
a été précédemment appliquée sur la matrice avec l’une des méthodes détaillées dans les
sections 8.3 page 133 et 8.4 page 136 du chapitre précédent. Nous ne nous intéresserons
donc qu’à l’étape de factorisation numérique présentée dans la section 8.5 page 138, qui
est la plus coûteuse en temps de calcul.

Comme nous l’avons montré dans le chapitre précédent, la parallélisation de la fac-
torisation numérique creuse de Cholesky dans le modèle de programmation par échange
de messages permet d’obtenir de bonnes performances sur machine à mémoire distri-
buée. Cependant ces performances n’ont été obtenues qu’au prix d’un important travail
sur le code par rapport au programme séquentiel équivalent. Il n’est qu’à voir l’algo-
rithme présenté dans la section 8.5.4 page 142 pour se rendre compte de la difficulté
de la parallélisation de l’application dans ce modèle. De plus, la factorisation de Cho-
lesky creuse étant une application irrégulière, le programmeur doit mettre en œuvre des
algorithmes d’ordonnancements souvent complexes (voir la section 8.5.5 page 143 pour
les algorithmes d’ordonnancement spécifiques à la factorisation de Cholesky creuse et
le chapitre 5 page 75 pour des algorithmes d’ordonnancement plus généraux). Un autre
point concerne la portabilité de l’application écrite dans le modèle de programmation par
échange de messages, ce modèle n’exploitant pas toujours au mieux les machines SMP ou
les réseaux de machine SMP (voir par exemple les expérimentations sur la factorisation
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9 Factorisation numérique creuse de Cholesky en Athapascan-1

de Cholesky dense de la section 7.5.2 et l’article [7]). Nous tenterons alors de montrer
dans ce chapitre, l’apport d’un modèle de programmation parallèle haut niveau pour la
parallélisation de ce type d’applications.

La structure du chapitre est la suivante. Tout d’abord, nous présentons quelques im-
plantations dans des langages ou environnements de programmations parallèle de haut
niveau de l’algorithme de factorisation numérique creuse de Cholesky. Ensuite nous pré-
sentons l’écriture de cet algorithme en Athapascan-1 et les performances obtenues.

9.1 Factorisation numérique creuse de Cholesky
dans des langages de programmation parallèle
haut niveau.

La factorisation de Cholesky creuse, de par son caractère irrégulier, est une appli-
cation couramment présentée pour valider les langages ou interfaces de programmation
parallèle de haut niveau. Nous présentons dans cette section les implantations de cette
application sur trois des modèles de programmations haut niveaux présentés dans le cha-
pitre 2 page 23.

9.1.1 Cilk

Une implantation en Cilk d’une factorisation creuse de Cholesky est proposée dans la
thèse de Randall [104]. Cependant l’algorithme de factorisation numérique choisi est un
algorithme récursif dans lequel la matrice creuse est représentée sous la forme d’un arbre
à quatre fils (quadtree) [125].

Les expérimentations ont été réalisées sur une machine SMP à processeurs SUN Ul-
traSPARC cadencée à 167 MHz. La matrice utilisée est la matrice BCSSTK32 renumé-
rotée avec l’algorithme de degré minimum de MATLAB et nécessitant 1.1 Gflop pour
calculer la factorisation numérique. Bien que les accélérations obtenues (accélérations de
6 sur 8 processeurs) pourraient être considérées comme satisfaisantes, le temps de factori-
sation numérique séquentiel pris comme référence pour le calcul de ces accélérations est
de 1427s. À titre de comparaison, le temps de factorisation numérique de cette matrice
sur le même type de processeur cadencé à 295 MHz est de8s sur notre code de factorisa-
tion numérique séquentiel. Ces très mauvaises performances sont certainement dû à une
implantation trop simpliste de la factorisation creuse de Cholesky (pas d’utilisation des
BLAS par exemple).
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9.1.2 Jade

Une implantation en Jade de l’algorithme de factorisation numérique de Cholesky
creux est également présentée dans [108, 107]. Contrairement à l’algorithme bidimen-
sionnel du chapitre précédent, cet algorithme est de type monodimensionnel. Le parallé-
lisme de l’algorithme est donc exprimé au niveau des opérations sur des groupes colonnes
(i.e. sur des panneaux).

9.1.2.1 Écriture de l’algorithme

Jade est basé sur une sémantique séquentielle ; l’écriture de l’algorithme en Jade est
donc très proche de l’écriture de l’algorithme séquentiel. La figure 9.1 page 156 montre
l’écriture, en Jade, de l’algorithme de factorisation creuse de Cholesky par colonnes,
proche de la version avec partitionnement monodimensionnel de la matrice.

Dans ce programme, la matrice à factoriserL est stockée sous le format compressé
colonne. L est alors une structure composée de quatre champs :num column contient
le nombre de colonnes de la matrice,column est le tableau des éléments non nuls de la
matrice (stockés par colonnes),row index est le tableau des indices de ligne de ces élé-
ments etstart column est le tableau des indices, dans les deux tableaux précédents,
des premiers éléments de chaque colonne.

Les deux types de tâches sont créés aux lignes 5 et 15. À l’intérieur du blocwithonly,
les données passées aux fonctionsrd wr indiquent les données qui seront accédées en
lecture et écriture par la tâche. Les données passées aux fonctionsrd indiquent les don-
nées qui seront accédées uniquement en lecture. Les tâches n’ont alors pas le droit d’ac-
céder à d’autres données que celles ci.

9.1.2.2 Exécution de l’application

Une analyse des dépendances de données entre tâches lors de l’exécution de la fonc-
tion factor est réalisée pour déterminer les synchronisations nécessaires au respect de
la sémantique séquentielle.

Une seule politique d’ordonnancement est implantée dans Jade qui par ailleurs n’offre
aucun support pour l’écriture de nouvelles politiques. L’ordonnancement des tâches est
toujours réalisé à la volée par une politique glouton de vol de tâches entre processeurs.
Cependant une certaine prise en compte de la localité est considérée lors du vol, puisque
seuls des groupes de tâches sont volés, un groupe de tâches correspondant à l’ensemble
des tâches prenant comme premier paramètre le même objet partagé. Dans l’application
de Cholesky creux, un groupe de tâches va alors correspondre à l’ensemble des tâches
modifiant le même panneau (i.e. groupe de colonnes contiguës ayant la même structure),
à savoir les tâches de mise à jour de ce panneau et la tâche de factorisation de ce panneau.
Lorsqu’un processeur n’a plus de tâche prête à exécuter parmi les groupes de tâches qu’il
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1 : factor( matrix* L ) {
2 : int i, j, first, last;
3 : for( j= 0; j <L�>num column; j++) {
4 : /* tâche de factorisation de la colonne j */
5 : withonly { /* déclaration des données accédées par la tâche */
6 : rd wr (L �>column [j] );
7 : rd (L);
8 : } do(j) { /* paramètre et corps de la tâche */
9 : InternalUpdate(j);

10 : }
11 : first = L �>start column [j] + 1;
12 : last = L �>start column [j+1] � 1;
13 : for( i= first; i <=last; j++) {
14 : /* tâche de mise� jour de la colonne rowindex[i] avec la colonne j */
15 : withonly { /* déclaration des données accédées par la tâche */
16 : rd wr (L �>column [L->row_index[i]]);
17 : rd (L �>column [j] );
18 : rd (L);
19 : } do(i,j) { /* paramètres et corps de la tâche */
20 : XternalUpdate(j, L �>row index [i] );
21 : }
22 : }
23 : }
24 : }

Figure 9.1 – Écriture en Jade de l’algorithme numérique de factorisation de Cholesky creux
par colonne.

possède, il vole alors à l’un des autres processeurs un nouveau groupe de tâches contenant
au moins une tâche prête.

9.1.2.3 Experimentations

Cette implantation a été validée expérimentalement dans [107] sur la matrice BCSSTK15
(présentée dans le tableau 8.1 page 149) de la collection Harwell-Boeing et sur deux ma-
chines parallèles d’architectures différentes.

La première est une machine DASH, utilisant une architecture NUMA (Non uniform
memories access), comparable à l’architecture de l’Origine-2000 SGI, la machine étant
composée de 32 processeurs répartis par groupes de quatre nœuds. La puissance de crête
d’un processeur est de 10Mflops. Sur cette machine, la factorisation numérique séquen-
tielle de la matrice prend26:6s et la version parallèle écrite en Jade prend7:8s; 5:9s et
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5:3s sur respectivement8, 16 et32 processeurs, ce qui donne une accélération de5 sur16
et 32 processeurs.

La seconde machine est un iPSC/860, utilisant une architecture distribuée. La puis-
sance de crête d’un processeur est de 30Mflops, la latence du réseau est de40�s et la
bande passante de2:8 Mbyte/s. Sur cette machine, la factorisation numérique séquen-
tielle de la matrice prend27:6s et le meilleur temps d’exécution de l’algorithme écrit en
Jade est de38:4s. Aucune accélération n’est donc obtenue. La raison principale invoquée
vient du volume trop important de communications générés lors de l’exécution et d’une
granularité des tâches trop fine devant les coûts de création et de gestion de celles-ci.

9.1.2.4 Bilan

L’écriture de l’algorithme de factorisation de Cholesky en Jade est relativement facile
du fait de la sémantique séquentielle du langage. Les résultats obtenus sur machine à
mémoire partagée sont corrects. Cependant, de part l’algorithme d’ordonnancement à la
volée implanté dans le support d’exécution de Jade, l’exécution sur machine à mémoire
distribuée ne fournit pas d’accélération : le placement des tâches obtenu par l’algorithme
d’ordonnancement à la volée engendre trop de communications. Jade n’est pas capable
d’utiliser un autre type d’ordonnancement. Ce genre de problème ne se prête donc pas à
une bonne parallélisation en Jade.

9.1.3 PYRROS/RAPID

PYRROS [56] et RAPID [126, 45] sont des environnements de programmation spé-
cialisés pour les applications dont le graphe est connu avant l’exécution. Une exécution
est alors composée d’une phase d’inspection du programme qui permet la construction
du graphe de précédence de l’application (le graphe ne permet pas la représentation de
diffusion de donnée) suivi d’une phase d’ordonnancement et d’une phase d’exécution.
L’ordonnancement est composée d’un regroupement de tâches par l’algorithme DSC suivi
d’un algorithme de placement de ces tâches sur les processeurs.

Une implantation, dans le système RAPID, d’une factorisation de Cholesky a été pro-
posée dans [46]. Cette factorisation est de type bidimensionnelle.

9.1.3.1 Écriture de l’algorithme

RAPID est avant tout un système permettant l’exécution de programme représenté
sous la forme d’un graphe de tâches. Cependant, seule une interface rudimentaire en C
et FORTRAN permet de décrire explicitement le graphe de tâche. L’écriture de l’algo-
rithme est donc relativement plus complexe que l’écriture obtenue avec d’autre langages
de programmation haut niveau, tels que Cilk, Jade ou Athapascan-1.
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9.1.3.2 Exécution de l’application

L’exécution de l’application représentée sous la forme d’un graphe de tâches est réa-
lisée en deux étapes. Tout d’abord, un ordonnancement statique du graphe est réalisé. Cet
ordonnancement est basé sur un regroupement des tâches par l’algorithme DSC puis par
un placement de ces groupes de tâches sur les processeurs disponibles.

Une fois que ce placement est calculé, les tâches du graphe sont exécutées sur les
processeurs en respectant les contraintes de précédence du graphe et le placement calculé
par l’ordonnanceur. Pour cette exécution la particularité du système RAPID par rapport à
PYROS est d’exploiter directement les mécanismes d’écriture en mémoire à distance pro-
posés par les machines. Le gain annoncé sur le temps d’exécution par rapport au système
PYROS [56] identique au système RAPID si ce n’est qu’il utilise des mécanismes de com-
munication par échange de messages est de plus de50% sur16 processeurs. Cependant
cette implantation rend RAPID peut portable d’une machine à une autre. Actuellement
RAPID est porté sur la Meiko CS-2 et sur les Cray T3D et T3E qui offrent chacun un tel
mécanisme d’écriture en mémoire à distance.

9.1.3.3 Expérimentations

Les expérimentations ont été réalisées sur une Meiko CS-2 et sur un Cray T3E qui
sont des machines à mémoire distribuées supportant l’écriture à distance. Notons que les
résultats présentés pour ces expérimentations ne prennent pas en compte les temps de
création et d’ordonnancement du graphe.

Sur la Meiko CS-2, la puissance de crête d’un processeur est de 8 Mflops, le coût local
d’une requête d’écriture à distance est de9�s et la bande passante est de39 Mbyte/s. Le
temps séquentiel de factorisation de la matrice BCSSTK15 est de 26.7 secondes et les
accélérations obtenues sur 16 et 32 processeurs sont respectivement de 6 et 10.

Sur le Cray T3E, la puissance de calcul obtenue sur le produit de matrice est de 388
Mflops, le coût local d’une requête d’écriture à distance est de0:5 � 2�s et la bande
passante est de500 Mbyte/s. Les accélérations obtenues pour la factorisation de la matrice
BCSSTK15 sur 16 et 32 processeurs sont respectivement de 5 et 9. Par comparaison, les
résultats obtenus par notre implantation sur un Cray T3D, présentés dans la section 8.5.6
page 148 du chapitre précédant donnent, pour la factorisation de la même matrice, une
accélération de 10 et 14 sur respectivement 16 et 32 processeurs.

9.1.3.4 Bilan

RAPID permet d’obtenir de bonnes performances sur l’application de factorisation
numérique creuse de Cholesky. Cependant l’interface de programmation est rudimentaire.
Par ailleurs, cet environnement de programmation est spécialisé pour le type d’application
où le graphe est entièrement décrit en début d’exécution. Cet environnement est également
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spécialisé pour les machines distribuées offrant des mécanismes d’écriture en mémoire à
distance.

9.2 Factorisation numérique creuse en
Athapascan-1

Nous présentons dans cette section l’écriture de la factorisation numérique creuse de
Cholesky en Athapascan-1. L’algorithme utilisé est un algorithme avec partitionnement
bidimensionnel de la matrice (i.e. l’algorithme 10 page 141), permettant de générer suf-
fisamment de parallélisme en fin d’élimination. Le parallélisme sera donc exprimé au
niveau des blocs d’un panneau.

9.2.1 Écriture de l’algorithme

La figure 9.2 page 160 montre la partie «parallèle» du programme de factorisation de
Cholesky creux en Athapascan-1. Les types de tâches sont déclarés de la ligne 1 à la ligne
25 puis vient ensuite l’écriture de l’algorithme.

Pour représenter la matrice de blocs obtenue après la partition de la matrice initiale,
deux types C++ sont utilisés. Le typebloc pour stocker un bloc de la matrice partitionnée
et le typematrix bloc <Shared rp wp<bloc > > pour stocker dans une matrice
creuse des références contraintes sur des objets partagés de typebloc . Ce dernier type
permet alors de représenter en mémoire partagée une matrice creuse partitionnée en blocs.
Trois fonctions membres sont définies sur un objetL de ce type :

– L.size() retourne le nombre de lignes (et de colonnes)n de la matrice parti-
tionnée en blocs (i.e. le nombre de partition qui a été appliqué sur la matrice creuse
originale).

– L(i,j) retourne la référence contrainte du bloc d’indice(i; j) de la matrice creuse
par blocs (implantée par une table de hachage).

– L.next(i,j) retourne l’indice de l’élément non nul situé immédiatement après
l’élément d’indice(i; j) dans la colonnej, i.e.

k = minfi0 tel quei < i0 � n etL(i0; j) 6= 0g

La matrice partitionnée en bloc stockée dans un objet de ce type est alors passée en para-
mètre à la fonctionLLt parallele à la ligne 27.
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1 : struct potrf { // factorisation de Cholesky dense du bloc a
2 : void operator()( Shared r w<bloc > a) {
3 : potrf( a.access() );
4 : }};
5 : struct trsm { // b b � (a�1)t

6 : void operator()( Shared r<bloc > a, Shared r w<bloc > b) {
7 : trsm( a.read(), b.access() );
8 : }};
9 : struct add { // b b+ a

10 : void opérator()( bloc& b, const bloc& a) {
11 : b += a;
12 : }};
13 : struct syrk { // b �a � at + b

14 : void operator()( Shared r<bloc > a, Shared cw<add,bloc > b) {
15 : bloc tmp;
16 : syrk( a.read(), tmp ); // tmp �a � at

17 : b.cumul( tmp ); // b b+ tmp

18 : }};
19 : struct gemm { // 
 �a � bt + 


20 : void operator()( Shared r<bloc > a, Shared r<bloc > b,
21 : Shared cw<add,bloc > c) {
22 : bloc tmp;
23 : syrk( a.read(), b.read(), tmp ); // tmp �a � bt

24 : c.cumul( tmp ); // 
 
+ tmp

25 : }};
26 :

27 : void LLt parallele(matrix bloc <Shared rp wp<bloc > >& L) {
28 : for( int k = 0; k <L.dim(); k++ ) {
29 : Fork<potrf >()( L(k,k) );
30 : for( int i = L.next(k,k); i <L.dim(); i = L.next(i,k) )
31 : Fork<trsm >()( L(k,k), L(i,k) );
32 : for( int j = L.next(k,k); j <L.dim(); i = L.next(j,k) ) {
33 : Fork<syrk >()( L(j,k), L(j,j) );
34 : for( int i = L.next(j,k); i <L.dim(); i = L.next(i,k) )
35 : Fork<gemm>()( L(i,k), L(j,k), L(i,j) );
36 : }
37 : }
38 : }

Figure 9.2 – Écriture de l’algorithme numérique de factorisation de Cholesky creux avec
partitionnement bidimensionnel de la matrice.
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Comme Jade, Athapascan-1 est basé sur une sémantique séquentielle ; l’écriture de
l’algorithme en Athapascan-1 est donc naturelle car très proche de l’écriture de l’algo-
rithme séquentiel 10 page 141. Notons que l’itération sur les blocs non nuls d’une co-
lonne de la matrice creuse (ligne 30, 32 et 34) est réalisée ici par l’appel de la fonction
membreL.next(i,j) retournant le bloc non nul suivant de la colonne d’indicej.

Dans le programme réel, une estimation du coût des tâches est également fournie lors
de leurs créations grâce à l’annotation de coût permis par Athapascan-1 de la manière
suivante :Fork<[type_tâche]>( [information de coût])( [paramètres]) .

9.2.2 Ordonnancement du graphe de tâches

Contrairement aux applications d’algèbre linéaire dense vues dans le chapitre 7, l’ap-
plication de Cholesky creuse est une application irrégulière. Cette irrégularité s’exprime
principalement au niveau de la granularité des tâches de l’application. Certaines tâches
peuvent être de taille importante alors que d’autres peuvent être de taille très petite. Bien
que la taille maximale des tâches puisse être bornée lors de la phase de factorisation sym-
bolique (lors de la partition bidimensionnelle de la matrice), la taille des tâches dépend
principalement des données en entrées ; c’est-à-dire de la structure creuse de la matrice à
factoriser. Le calcul d’un bon ordonnancement du graphe est donc difficile et ne peut être
fait qu’à partir d’informations sur les entrées.

Dans l’implantation MPI présentée dans le chapitre précédent, le placement des blocs
sur les processeurs est calculé en trois étapes. L’algorithme de Geist et Ng [51] calcule
les sous arbres de l’arbre d’élimination qui seront exécutés localement à un processeur.
L’algorithme de placement proportionnel [102] est appliqué sur le restant de l’arbre d’éli-
mination conduisant à associer un groupe de processeurs à chaque colonne de blocs. Fi-
nalement, un algorithme glouton est appliqué sur chaque colonne de blocs pour placer les
blocs sur le groupe de processeurs associé à la colonne.

Nous avons utilisé pour la version Athapascan-1 un algorithme d’ordonnancement
plus simple basé sur l’algorithme ETF déjà implanté dans la bibliothèque. L’algorithme
ETF utilisé directement ne permet pas d’obtenir de bonnes performances sur cette appli-
cation car il n’exploite pas la localité des calculs présents dans l’arbre d’élimination et
conduit à un placement des tâches sur les processeurs générant beaucoup trop de commu-
nications.

Pour remédier à ce problème, nous avons appliqué l’algorithme de placement propor-
tionnel sur l’ensemble de l’arbre d’élimination pour associer à chaque tâche un groupe de
processeurs dans lequel celle-ci doit s’exécuter. À chaque tâche est ainsi associée une
contrainte de placement. Une adaptation simple de l’algorithme ETF qui respecte les
contraintes de placement ainsi calculées est ensuite utilisée pour obtenir un placement
des tâches sur les processeurs.
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9.2.3 Évaluation expérimentale

Nous avons mesuré expérimentalement les performances obtenues sur la factorisation
creuse de Cholesky, en utilisant la politique d’ordonnancement proposée précédemment.
Ces expérimentations ont été menées sur la machine SP1 présentée dans la section 7.5.

La figure 9.3 page 162 montre les performances obtenues sur les matrices creuses
utilisées pour les expérimentations du chapitre précédent et dont les caractéristiques sont
présentées dans le tableau 8.1 page 149. Notons que comme pour les mesures réalisées
dans le chapitre précédent sur l’implantation directement en MPI du problème, le temps
nécessaire au calcul de l’ordonnancement des tâches n’est pas pris en compte.

Ces résultats sont à comparer avec ceux de la figure 8.8 page 151 obtenus sur la même
machine mais avec une implantation directe en MPI. On remarque alors que sur 16 pro-
cesseurs, mis à part pour la matrice BCSSTK17 les résultats obtenus sont moins bons.
Ceci s’explique par l’algorithme d’ordonnancement utilisé qui est plus simple (regrou-
pement de tâches moins fin) que celui utilisé dans la version écrite en MPI. Un travail
complémentaire resterait à faire pour implanter les mêmes techniques que celles mises en
œuvre dans la version MPI.
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Figure 9.3 – Performances obtenues pour différentes matrices creuses en fonction du nombre
de processeurs utilisés.

Une des difficultés rencontrées lors de ces expérimentations a été le choix des para-
mètres du modèle de machine nécessaire pour calculer l’ordonnancement avec prise en
compte des communications. Nous avons constaté une instabilité des performances obte-
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nues lorsque le rapport entre la puissance de calcul du processeur et la bande passante du
réseau varie autour des valeurs réelles mesurées sur la machine. La figure 9.4 page 163
illustre bien ce problème puisqu’elle montre les performances obtenues en fonction de la
valeur de la bande passante prise pour modéliser la machine, chaque courbe représentant
les performances obtenues sur un nombre fixé de processeur.
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Figure 9.4 – Performances obtenues en fonction de la valeur de la bande passante prise pour
modéliser la machine. Chaque courbe correspond aux performances obtenues
sur un même nombre de processeurs. Les expérimentations sont réalisées sur 1,
2, 4, 8 et 16 processeurs.

9.3 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une écriture de la factorisation de Cholesky
creuse en Athapascan-1. De part les caractéristiques du modèle de programmation, cette
écriture est très simple puisque le code dédié au parallélisme de l’application est réduit
à une quarantaine de lignes ; de plus ce code consiste en une transposition directe de
l’algorithme séquentiel. Comparé au modèle de programmation par échange de messages
qui a été utilisé dans la section 8.5.4 page 142 pour implanter cette application, le modèle
de programmation d’Athapascan-1 simplifie donc considérablement l’écriture de cette
application, avec un gain en nombre de lignes de code très important (34 lignes seulement
de code «parallèle»).
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Par ailleurs Athapascan-1 permet également de supprimer ou de simplifier le problème
de l’ordonnancement de l’application. Pour cette application de factorisation, les ordon-
nancements généraux (ETF, DSC) ne nous ont pas permis d’attendre les performances
obtenues avec l’implantation réalisée en MPI. Cependant une légère modification d’un
algorithme d’ordonnancement existant de la bibliothèque Athapascan-1 a alors conduit à
des performances proches de celles obtenues en MPI pour certaines matrices.

De plus, par rapport aux autres implantations de cette application dans des langages
ou environnements de haut niveau, les performances obtenues avec Athapascan-1 sont
particulièrement bonnes. Seule l’implantation réalisée dans RAPID semble offrir des per-
formances supérieures en terme de taux d’utilisation des processeurs (Mflops)1 mais ceci
n’est obtenu qu’au prix d’une réduction de la portabilité puisque RAPID s’appuie sur des
mécanismes matériels d’écriture en mémoire à distance.

Cependant des problèmes subsistent principalement avec l’ordonnancement statique
utilisé. Les erreurs dans la modélisation de la machine ainsi que dans l’évaluation des
coûts d’exécutions font que l’ordonnancement obtenu peut conduire à une exécution non
performante. Ces problèmes ne sont pas spécifiques à l’implantation en Athapascan-1
mais se posent pour les deux versions MPI et Athapascan-1 de la factorisation creuse de
Cholesky.

Plusieurs solutions peuvent être envisagées pour résoudre ce problème. Tout d’abord,
l’utilisation d’un modèle de machine comme le modèle LogP, plus proche des machines
réelles que le modèle délai utilisé ici, devrait permettre d’améliorer la qualité de l’or-
donnancement obtenu. Dans ce cadre, l’utilisation de l’algorithme ETFR [77] qui est une
adaptation de l’algorithme ETF au modèle LogP pourrait être envisagée.

Par ailleurs il semble nécessaire de calibrer les coûts d’exécution des tâches sur la
machine cible pour fournir des estimations plus réalistes. Cependant, cette calibration des
coûts de tâches va à l’encontre de la portabilité de l’application puisque elle n’est va-
lable que pour un type de machine parallèle. Une autre solution serait alors de mettre en
œuvre des algorithmes d’ordonnancements mixant les approches statiques et dynamiques
comme par exemple celui proposé dans la section 5.5 page 86, moins tributaire des esti-
mations de coût d’exécution fournies par l’application.

1. La comparaison reste cependant difficile car les expérimentations ont eté réaliséessur des machines
différentes.
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Nous avons présenté dans ce document l’environnement de programmation parallèle
Athapascan-1 et nous l’avons validé sur des applications du calcul scientifique.

Ce modèle de programmation permet une écriture simple des applications parallèles
régulières mais surtout irrégulières en fournissant plusieurs mécanismes permettant d’abs-
traire la machine parallèle et d’exprimer le parallélisme à un haut niveau. Ces mécanismes
sont les suivants :

– Une mémoire partagée distribuée qui décharge le programmeur de la distribution et
de la communication des données.

– Une virtualisation du nombre de processeurs par la décomposition de l’application
sous la forme de tâches indépendamment du nombre de processeurs, l’allocation de
ces tâches sur les ressources disponibles est prise en charge par le système chargé
de l’exécution.

– Une analyse automatique des dépendances de données entre les tâches libérant le
programmeur de la gestion des synchronisations entre les tâches.

Plusieurs applications ont été implantées sur cet environnement. Nous avons présenté
dans cette thèse plusieurs de ces applications, en particulier des algorithmes de factorisa-
tion numérique pour les matrices denses et creuses. Ces applications ont permis de valider
Athapascan-1 à la fois sur des problèmes réguliers avec les factorisations de matrice dense
mais également sur les problèmes irréguliers avec la factorisation de Cholesky creuse.

Les résultats expérimentaux obtenus montrent que ce modèle de programmation, bien
qu’offrant des mécanismes d’expression du parallélisme de haut niveau, peut être mise
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en œuvre efficacement aussi bien sur des machines parallèles à mémoire partagée qu’à
mémoire distribuée. Les performances obtenues sont alors proches, voir meilleures, que
celles obtenues lorsque l’application est codée dans un modèle de programmation bas
niveau comme MPI.

Ceci s’explique par les différents choix qui ont conduit à la définition du modèle de
programmation et à sa mise en œuvre :

– Le parallélisme d’un programme Athapascan-1 est implicite mais la granularité de
ce parallélisme est explicite (la tâche). Par ailleurs l’ensemble des effets de bord
réalisés par les tâches sont connus lors de leur création. L’extraction du parallé-
lisme de l’application peut alors être réalisée par l’analyse, lors de l’exécution, des
dépendances de données entre les tâches, dépendances qui sont transcrites sous la
forme d’un graphe de flot de données.

– La mémoire partagée distribuée de niveau objet, permet de simuler une mémoire
physiquement partagée mais à une granularité fixée par le programmeur.

– La connaissance du flot de données autorise la mise en ouvre des techniques d’or-
donnancements statiques lorsque l’application le permet (en particulier lorsque l’en-
semble du graphe de flot de données est connu en début d’exécution et qu’une éva-
luation du coût des tâches et de la taille des données accédées est fournie). Cela est
par exemple le cas pour les applications présentées dans cette thèse.

– Le niveau d’abstraction du modèle de programmation permet d’exécuter une appli-
cation en exploitant au mieux les possibilités offertes par la machine parallèle. Par
exemple sur les architectures SMP ou réseaux de SMP, la mise en œuvre propo-
sée dans la bibliothèque Athapascan-1 utilise des processus légers et permet ainsi
d’exploiter efficacement les diffèrentes ressources (processeurs, mémoire). Il serait
également envisageable d’utiliser les mécanismes de lecture et d’écriture en mé-
moire à distance lors qu’ils sont présents sur la machine parallèle comme le fait par
exemple RAPID [46].

Il ressort également de ces expérimentations que la difficulté majeure pour la mise
en œuvre efficace du modèle de programmation Athapascan-1 sur machine à mémoire
distribuée reste l’obtention d’un bon ordonnancement. Par ailleurs, aucun algorithme gé-
néral d’ordonnancement parmi ceux utilisés ne s’est imposé sur les applications et les
machines testées. Par exemple pour l’application régulière de factorisation dense de Cho-
lesky, l’algorithme de placement cyclique bidimensionnel, privilégiant la réduction des
communications, a donné les meilleurs résultats sur un réseau de stations alors que l’al-
gorithme ETF, privilégiant la régulation de charge de calcul entre les processeurs a donné
les meilleurs résultats sur une machine parallèle SP1. Pour l’application irrégulière de fac-
torisation creuse de Cholesky, c’est un algorithme spécifique de regroupement de tâches
à l’application qui a permis d’obtenir les meilleures performances.
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Partant de ce constat, la bibliothèque Athapascan-1 a été construite de façon à séparer
la politique d’ordonnancement utilisée des autres mécanismes nécessaires à l’exécution
(analyse des dépendances de données entre les tâches en vue de la génération du graphe
de flot de données, gestion de la mémoire partage distribuée,etc). Pour cela elle fournit
une interface simple d’utilisation qui de plus permet d’implanter des algorithmes d’or-
donnancement adaptés à la fois aux applications et aux machines.

Perspectives

Les perspectives ouvertes à la suite de ces travaux sont multiples et recouvrent plu-
sieurs des domaines de recherche abordés dans cette thèse : le modèle de programmation
parallèle Athapascan-1, la mise en œuvre de ce modèle dans la bibliothèque Athapascan-
1, les algorithmes d’ordonnancement et le portage d’applications sur Athapascan-1.

Modèle de programmation d’Athapascan-1

Une des restrictions imposées dans le modèle de programmation d’Athapascan-1 in-
terdit la synchronisation entre une tâche mère et les tâches filles créées par elle. Autoriser
cette synchronisation peut conduire à des problèmes de régulation de charge si aucun
mécanisme de migration de tâche sur les point de synchronisations n’est mis en œuvre.
Cependant cette contrainte peut s’avérer gênante car elle n’est pas naturelle pour un mo-
dèle de programmation qui par ailleurs supporte une sémantique séquentielle. Nous en-
visageons donc de supprimer cette restriction, dans un première temps sans mécanisme
de migration de tâche (à utiliser alors avec modération). Des mécanismes de migration de
tâche à la manières de Cilk où de PM2pourraient dans un deuxième temps être envisagés
si nécessaires.

Une autre amélioration du modèle de programmation concerne les objets partagés et
le contrôle des effets de bord sur ces objets par les tâches. Actuellement, les références
contraintes sur les objets partagés du modèle de programmation ne fixent des contraintes
que sur le type d’accès réalisé sur l’objet partagé (lecture, modification, affectation, ac-
cumulation). Ces contraintes pourraient alors être étendus pour restreindre l’accès à une
partie seulement de l’objet partagé. Il serait alors possible par exemple de définir une réfé-
rence pour l’accès à un sous tableau seulement d’un tableau présent en mémoire partagée
ou une sous matrice d’une matrice en mémoire partagée.

Modèle d’exécution Athapascan-1

Plusieurs améliorations ou optimisations de la bibliothèque Athapascan-1, notamment
sur la gestion distribuée du graphe de flot de données sont envisageables. Ces optimisa-
tions peuvent s’inspirer de celles misent en œuvre dans la version spécialisée pour les
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ordonnancements statiques (présentée dans la 4.4.2.2 page 71). Par ailleurs une amélio-
ration de l’intégration d’Athapascan-1 sur Athapascan-0 pour les communications d’ob-
jets peut être envisagée. Une version C++ d’Athapascan-0, Athapascan-0++ offrant no-
tamment des mécanismes de communications d’objets C++ est actuellement en cours de
développement au sein du projet APACHE et devrait conduire à une meilleure efficacité
dans les communications.

Ces optimisations, en réduisant le surcoût lié à la gestion de la mémoire partagée
devraient alors permettre l’utilisation d’algorithmes d’ordonnancement à la volée pour les
applications présentées dans ce document qui utilisent intensivement la mémoire partagée.

Ordonnancement

L’obtention de performances sur un modèle de programmation haut niveau comme
Athapascan-1 passe par un bon ordonnancement des tâches de l’application. Plusieurs
perspectives sont alors envisageables dans le but d’améliorer cet ordonnancement.

Tout d’abord, pour les algorithmes d’ordonnancement statiques, nous avons déjà dis-
cuté l’intérêt d’utiliser le modèle LogP dans le but de modéliser plus fidèlement les archi-
tectures distribuées.

Une autre approche, consiste à mixer les techniques statiques et dynamiques d’ordon-
nancement. Dans ce cas, l’ordonnancement peut aussi exploiter les informations connues
de l’exécution future comme la structure du graphe de flot de données ou l’estimation du
coût des tâches mais contrairement aux approches purement statique, l’ordonnanceur peut
également utiliser des informations obtenues à l’exécution. Par exemple, le placement des
tâches peut être calculé statiquement à partir des informations connues sur le graphe mais
ce placement peut être remis en cause en cours d’exécution suivant le déroulement de
celle-ci. L’algorithme proposé dans la section 5.5 page 86 est un exemple utilisant une
approche mixte. L’intérêt de cette approche est de produire des résultats d’ordonnance-
ment (temps d’exécution) moins sensibles aux informations fournies sur les tâches ou de
la modélisation de la machine utilisée.

D’autre part, plusieurs des techniques utilisées dans le domaine de l’ordonnancement
pourraient également être envisagées pour Athapascan-1 comme par exemple la duplica-
tion de tâches (déjà partiellement mis en œuvre dans la version spécialisée de la biblio-
thèque Athapascan-1) qui permet de réduire les communications.

Par ailleurs, la bibliothèque Athapascan-1 associée à l’ensemble des applications qui
y sont portées constitue un bon support pour la validation expérimentale des algorithmes
d’ordonnancement. Ceux-ci peuvent être facilement implantés grâce à l’interface fournie.
Ils peuvent alors être évalués expérimentalement sur un ensemble d’applications réelles.
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Annexe A
Preuve de la borne sur l’algorithme

d’ordonnancement ERT à la volée

Pour des raisons de simplicité, on considère que les processeurs sont synchronisés. Le
temps d’exécution peut alors être discrétisé en intervalles correspondant à un cycle, donc
à l’exécution d’une instruction.

On noteS(t) etF (t) le temps respectivement de début de fin d’exécution de la tâche
t.

Les intervalles de temps peuvent alors être partitionnés en deux ensembles disjointsA
etI. L’ensembleA contient les intervalles de temps pendant lesquels tous les processeurs
sont actifs, c’est-à-dire qu’ils exécutent une tâche. L’ensembleB contient les intervalles
de temps pendant lesquels au moins un des processeurs est inactif.

Soit une tâchets(1) 2 G commençant son exécution à l’instantS(ts(1)) sur le proces-
seurALLOC(ts(1)). Deux cas sont alors possibles :

Cas 1 :S(ts(1))� 1 2 I.
De par la définition deI, il existe un processeurpq inactif pendant le cycleS(ts(1))�
1.
Nous pouvons alors démontrer par l’absurde qu’il existe une tâchets(2) prédéces-
seur immédiat de la tâchets(1) vérifiant :

F (ts(2)) + max
1�i;j�m;tl2pred(tk+1)

C(tl; ts(1); pi; pj) � S(ts(1))

Supposons cette affirmation fausse. Alors pour toutes tâchests(2) 2 pred(ts(1)), il
existe un� > 0 tel que :

F (ts(2)) + max
1�i;j�m;tl2pred(tk+1)

C(tl; ts(1); pi; pj) = S(ts(1))� �
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Prenons comme tâchets(2) la tâche vérifiant :

F (ts(2)) = max
ti2pred(ts(1))

F (ts(1))

ts(2) est la dernière tâche terminée de l’ensemblepred(ts(1)).

F (ts(2)) est la date à laquelle la tâchets(1) est devenue prête. C’est aussi la date à
laquelle la décision de placement de la tâchets(1) a été prise par l’ordonnanceur.
L’algorithme place cette tâche sur le processeurALLOC(ts(1)) vérifiant :

S(ts(1)) = r(ts(1); ALLOC(ts(1))) = min
1�j�m

r(ts(1); pj)

où

r(ti; pj) = maxfDISPO(pj); F (ts(2)) + max
tk2pred(ti)

fC(tk; ti; ALLOC(tk); pj)gg

On a donc pour1 � j � m :

r(ts(1); pj) = maxfDISPO(pj); S(ts(1))� �g

Donc :
r(ts(1); pq) = maxfDISPO(pq); S(ts(1))� �g

CommeDISPO(pq) < S(ts(1)) et � > 0 alorsr(ts(1); pq) < S(ts(1)).

On obtient alors la contradiction :

r(ts(1); pq) < S(ts(1)) = r(ts(1); ALLOC(ts(1))) = min
1�j�m

r(ts(1); pj)

Cas 2 :S(ts(1)) � 1 2 A. Soit la dateu 2 B vérifiant :

8x tel queu < x < S(ts(1)); alorsx 2 B

Alors il existe une tâcheth(1) qui est, soit identique à la tâchets(1), soit une tâche
prédécesseur dets(1), et telle queS(th(1)) > u et il existe une tâchets(2) prédéces-
seur immédiat deth(1) vérifiant :

S(ts(2)) � u

F (ts(2)) + max
1�i;j�m;tl2pred(tk+1)

C(tl; ts(1); pi; pj) � S(th(1))

La démonstration est identique à celle du premier cas.
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Nous pouvons alors construire une chaîne de tâches du grapheG, (t
(1); : : : ; t
(s)),
recouvrant l’ensembleI et tel que, pour touti; 1 � i � s :

F (t
(i)) + max
1�i;j�m;tl2pred(tk+1)

C(tl; tk+1; pi; pj)) � S(t
(i+1))

Soit� la somme des temps d’inactivités de chacun des processeurs pendant l’exécu-
tion du grapheG, on a alors :

� � (m� 1)
sX

i=1

�(t
(i))+

m
sX

i=1

max
1�i;j�m;tl2pred(tk+1)

C(tl; tk+1; pi; pj)

� (m� 1)
sX

i=1

�(t
(i))+

m
sX

i=1

max
1�i;j�m;tl2pred(tk+1)

��(tl; tk+1)

� (m� 1)T1 +m�Cmax�

Le temps total d’exécution est alors borné par :

T1
m

+
�
1 � 1

m

�
T1 + �Cmax�

Ce qui termine la preuve. 2
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Résumé
Athapascan-1 : vers un modèle de programmation parallèle adapté au calcul scientifique

Les ordinateurs parallèles offrent une alternative intéressante pour les applications de calcul scienti-
fique, grandes consommatrices de ressources de calcul et de mémoire. Cependant, la programmation effi-
cace de ces machines est souvent difficile et les implantations obtenues sont généralement peu portables.
Nous proposons dans cette thèse un modèle de programmation parallèle permettant une programmation
simple, portable et efficace des applications parallèles. Ce modèleest basé sur une décomposition explicite
de l’application en tâches de calculs qui communiquent entre elles par l’intermédiaire d’objets en mémoire
partagée. La sémantique des accès auxdonnées partagées est quasi séquentielle et les précédences entre les
tâches sont implicitement définies pour respecter cette sémantique.

Nous présentons dans une première partie la mise en œuvre de ce modèle de programmation dans l’in-
terface applicative C++ Athapascan-1. Une analyse à l’exécution des dépendances de données entre tâches
permet d’extraire le flot de données et donc les précédences entre les tâches à exécuter. Des algorithmes
d’ordonnancement adaptables à l’application et à la machine cible sont également utilisés. Nous montrons
comment, sur architecture distribuée, la connaissance du flot de données entre les tâches peutêtre utilisée
par le système pour réduire les communications et gérer efficacement la mémoire partagée distribuée.

Ce modèle de programmation et sa mise en œuvre dans l’interface applicative Athapascan-1 sont en-
suite validés expérimentalement sur différentes architectures et différentes applications d’algèbre linéaire,
notamment la factorisation creuse de Cholesky avec partitionnement bidimensionnel. La facilité de pro-
grammation de ces applications grâce à cette interface et les résultats obtenus (amélioration des perfor-
mances par rapport au code de factorisation dense de Cholesky de la bibliothèque ScaLapak sur une ma-
chine à 60 processeurs par exemple) confirment l’intérêt du modèle de programmation proposé.

Mots clés :Langages de programmation parallèle, ordonnancement, application irrégulière, factorisa-
tion parallèle creuse de Cholesky.

Abstract
Athapascan-1 : towards a parallel programming model adapted to the scientific computation

Parallel computers offer an interesting alternative for the applications of scientific computation, which
need large resources of calculation and memory. However, the effective programming of these machines
is often difficult and the obtained implementations are generally not easily portable. We propose in this
thesis a parallel programming model allowing simple, portable and efficient programming of parallel appli-
cations. This model is based on an explicit decomposition of the application into tasks which communicate
through objects in a shared memory. The semantics of theaccess to the shared data is quasi sequential and
precedences between the tasks are implicitly defined to respect this semantic.

We present in a first part the implementation of this parallel programming model in the C++ Athapas-
can-1 interface. An analysis at run-time execution of the dependences of data among tasks makes it possible
to extract the data flow and thus the precedences between the tasks to be run. Scheduling algorithms suitable
to the application and to the target machine are then used. We also show how, on a distributed architecture,
the knowledge of the data flow between the tasks can be used by the system to reduce the communications
and to effectively manage the distributed shared memory.

This parallel programming model and its implementation in the Athapascan-1 interface are then vali-
dated on various architectures and various applications of linear algebra, in particular the two-dimensional
Cholesky factorization. The simple programming of these applications in this interface, and the obtained
results (for example, we outperform ScaLapack for dense Cholesky factorization on a machine with 60
processors) confirm the validity of our approach.

Keyword: Parallel programming languages, scheduling, irregular applications, parallel sparse Cho-
lesky factorization.


